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Capitulo 1

Introduccién

Recientemente se ha dado un creciente interés interdisciplinario en
el estudio de procesos bioldgicos, asi como en la realizacién de nuevos
experimentos que han mostrado resultados cada vez mas detallados de
dichos procesos, permitiendo realizar su anilisis con la ayuda de prin-
cipios y técnicas de la Fisica. Entre estos procesos biolégicos tenemos
los fendémenos de transporte que se realizan a nivel celular, los cuales
se llevan a cabo tanto en regiones internas de la célula asi como en el
flujo a través de sus membranas, transportindose sustancias quimicas
en los organismos, desde el lugar donde son producidas hasta dande
son requeridas [1]. Para llevarse a cabo el transporte se requiere de los
llamados “motores moleculares”, como son las proteinas y las enzimas
motoras. Dichas moléculas no s6lo consumen energia al realizar el trans-
porte, sino también al ejercer fuerzas en nuestros miisculos causando
movimientos intracelulares y contraccién muscular, todo esto dentro de
un dominio Browniano. Tenemos entonces que estos motores molecu-
lares Brownianos pueden convertir la energia quimica en movimiento
mecdnico (2, 3].

Uno de los primeros  modelos biofisicos que se han propuesto para
la proteina motora que ejecuta movimientos unidireccionales a lo largo
de filamentos moleculares, consiste en una particula puntual que expe-
rimenta cuatro fuerzas distintas: a) una fuerza aleatoria correlacionada
(ruido térmico) como resultado del constante golpeteo de las moléculas
del medio sobre la proteina; b) una fuerza de friccién debida a la vis-

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

cosidad del medio; ¢) una fuerza espacial periédica asimétrica debida a
la interacién de la proteina con la estructura periodica asimétrica del
filamento sobre el que se desplaza [4, 5] y d) una fuerza externa que le
dé energia al sistema para realizar el proceso de transporte.

El ruido térmico solo, no puede proveer la energia requerida para que
la proteina motora realice un trabajo mecénico. Sin embargo, tenemos
que la energia liberada por procesos bioquimicos como la hidrdlisis de
ATP, presenta un acoplamiento quimico-mecanico, permitiendo que el
movimiento Browniano de la proteina pueda ser rectificado.

En estudios recientes {4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] se ha introducido
el modelo de matraca estocdstica, el cual representa un sistema uni-
dimensional disipativo de particulas que se mueven en un potencial
periédico asimétrico en presencia de ruido térmico; al incluir ruido ex-
terno simétrico la particula presenta un movimiento preferencial en una
sola direccién. Esto es, los sistemas de matracas estocdsticas muestran
una capacidad de “rectificar” ruido correlacionado simétrico y entonces
son capaces de producir una corriente neta. Este resultado fue senalado
por Magnasco [4], y posteriormente verificado en otros trabajos [6, 7],
para el caso de ruido térmico blanco, en presencia de ruido externo co-
loreado y en el limite sobreamortiguado (Smoluchowski). Dicho estudio
fue inspirado en el trabajo cldsico de Feynman [13], donde el sistema
de matraca (rueda dentada més trinquete) es usado para ejemplificar
la segunda ley de la Termodindmica.

Claramente, uno de los aspectos mas interesantes de este problema
es tratar de entender cémo con la aplicacién de una fuerza externa
simétrica y de promedio cero, en un sistema donde las fluctuaciones
del medio son también simétricas, pueda producirse una corriente neta
de manera unidireccional. En otras palabras, el sistema matraca es-
tocastica trabaja como un diodo mecénico capaz de rectificar una senal
de entrada.

Este mecanismo a través del cual se produce una corriente direc-
cional, no es muy obvio y somos de la opinién que las explicaciones
que se han dado no son del todo satisfactorias, como se discutira con
detalle en el capitulo 3. Por lo tanto, es un campo todavia abierto para
seguir investigando y obtener un mejor entendimiento del fenémeno,
ademss de sus potenciales aplicaciones en Biologia Molecular [14] y en
aplicaciones tecnolégicas en nanoescalas y microescalas (9, 15].

!
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En la literatura [4, 6, 7, 5, 16] se han propuesto modelos bioldgicos,
en los cuales se les ha atribuido a las partes correlacionadas del bafio
térmico, ser las causantes de la produccién de corriente.

Por lo tanto, una de las principales motivaciones del presente es-
tudio, es el de tratar de determinar si las fluctuaciones térmicas co-
rrelacionadas son en realidad o no, las responsables de la produccién
de corriente, aunque en principio esto nos parece una violacién de la
segunda ley de la Termodinamica.

Se han dicho frases como: “Tenemos entonces que la matraca térmica
puede extraer energia (de a gratis) de las partes correlacionadas tem-
poralmente de un bafio térmico de color” [4], y entonces ;quién debe
pagar por esta pérdida de energia?, jcémo vamos a mantener en equi-
librio térmico al sistema?. Por otra parte se ha dicho: “La tnica dife-
rencia entre nuestras matracas (macroscopicas) que si se mueven y las
matracas isotérmicas de Feynman que no se mueven, es que nosotros
movemos nuestras matracas en una manera obviamente correlacionada
en el tiempo, mientras que Feynman mueve sus matracas con ruido
térmico blanco” [17]. Feynman jamds hizo la aclaracién de que su
modelo era vélido solamente para bafios térmicos blancos. ~Sin em-
bargo, nuestro modelo ha mostrado que ain con ruido térmico blanco
podemos mover la matraca estocastica, siempre y cuando haya yna
fuerza externa simétrica presente. Y por otra parte, no es correcto
querer comparar sistemas que se encuentran a tan diferentes escalas de
tiempo y longitud.

En vista de lo que ya se ha trabajado, el propdsito de esta tesis
es poder formular el problema de matraca estocastica desde el punto
de vista mds amplio posible, dentro de la teoria del movimiento Brow-
niano, y asi tratar de entender cémo es que se produce un arrastre
unidireccional de la particula.

En el presente trabajo abordamos el problema de la matraca es-
tocastica usando la ecuacién generalizada de Langevin del movimiento
Browniano, que en nuestra opinién y como se verd en los capitulos sub-
secuentes, ha dado lugar a nuevos resultados que nos han ayudado a
tener una visién mas amplia del problema. La ecuacién generalizada de
Langevin nos permite poder expresar, de manera explicita, las correla-
ciones del bafio térmico en términos de su tiempo de correlacién (ruido
de color), lo cual no es posible estudiarlo en el caso sobreamortiguado,
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donde sélo se puede trabajar con ruido blanco.

Tenemos por consiguiente que la ecuacion generalizada de Langevin
nos permite tener acceso a diferentes escalas de tiempo del sistema,
como: 1) el tiempo natural del sistema debido a su potencial de inte-
raccién, i) el tiempo de correlacién de la particula Browniana consigo
misma o tiempo de relajamiento del sistema, iii) el tiempo de correla-
cién del bafio térmico y iv) el periodo natural de la fuerza externa o su
tiempo de correlacién segin sea el caso.

Queremos recalcar que nuestro trabajo es el primero que se reali-
za tomando en cuenta la “memoria” del bafio térmico. Por lo tanto,
podriamos decir que los resultados presentados hasta antes del nuestro,
no podian predecir si las partes correlacionadas podian estar involu-
cradas en el origen de la corriente, porque su teoria sélo es valida para
banos blancos. Para poder estudiar bahos térmicos con correlaciones
finitas tenemos que hacer uso de la ecuacidén generalizada de Langevin.
Asi, identificando de manera precisa lo que es “interno” de lo que es
“externo” podemos discernir si el ruido interno es el causante o no del
movimiento preferencial. Nuestro trabajo muestra que es estrictamente
necesario una fuerza externa dependiente del tiempo.

Esto no debe quitarle ningiin mérito a trabajos anteriores que mos-
traron que existe produccién de corriente con fuerzas externas simétricas.
Nosotros simplemente hemos ayudado a un mejor entendimiento del
tema.

Es importante sefialar que todo este andlisis se realiza tomando
en consideracién el Teorema Fluctuacién-Disipacién {18] para garan-
tizar el balance detallado del sistema y no violar la Segunda Ley de
la Termodinamica. Este teorema nos dice que la fuerza estocastica
térmica y la fuerza de friccién no son independientes. Esto tiene como
consecuencia que un sistema de matraca estocdstica en presencia so-
lamente de ruido térmico, no muestra corriente alguna, ya sea que las
fluctuaciones del bafio estén correlacionadas o descorrelacionadas en el
tiempo. Por lo tanto, la corriente neta o el “arrastre” de la particula
debe ser producido por la presencia de una fuente externa. En par-
ticular, mostramos que cualquier fuerza externa puede ser usada para
producir tal corriente. Esto es, la presencia de una corriente neta se
debe solamente a la asimetria del potencial y a la presencia de una
fuerza externa, no siendo necesario que la fuerza externa esté correla-
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cionada en el tiempo.

La serie de trabajos que se han desarrollado alrededor de la matraca
estocdstica muestran el efecto de la produccidon de corriente, cuando
el “sentido comiin” nos hace pensar lo contrario ante la presencia de
tantas componentes simétricas {mds ain el mismo Feynman ya lo habia
senalado). Nuestro trabajo se puede contar entre muchos més que
han tratado de esclarecer el origen de tal aparicién de corriente y han
mostrado lo robusto de este fenémeno, asi como su impredecibilidad en
la inversién de corriente, como se vera en el capitulo 4.

Nosotros hemos podido entender qué elementos debe tener el sis-
tema para moverse y cuales son las condiciones que lo producen; esto fue
verificado tanto para fuerzas externas senosoidales como estocasticas.
Pero en nuestra opinién, aiin no queda del todo claro, como puede
corroborarse en la literatura referida en esta tesis, jcudl es el mecanis-
mo preciso que da lugar a la aparicién de corriente?, jcémo se lleva a
cabo el acoplamiento entre las diferentes partes del sistema para que
éste se mueva?, y en particular jcémo es que se presenta el fendmeno
de la inversidon de corriente?. Sin embargo, hemos presentado una serie
de conclusiones parciales que muestran bajo que condiciones se hace
presente la inversién de corriente.

Uno de los trabajos pioneros [4] fue pensado introduciendo una
fuerza senosoidal. Nosotros tenemos el caso extremo de una fuerza
externa estocastica blanca que preserita no sélo corriente, sino también
inversién de corriente. Aun para fuerzas senosoidales, obtuvimos que
la corriente se invierte como funcién de la frecuencia externa wy, del
tiempo de correlacién del bafio térmico 7o y del coeficiente de friccién
.

Por otra parte, se ha popularizado una explicacién del mecanismo
de las matracas estocdsticas, como una consecuencia de la inclinacién
o “vaivén” del potencial asimétrico, propuesto por Magnasco [17]. Sin
embargo, podemos observar que una vez que usamos un modelo mas
completo, esta explicacién del vaivén del potencial se ve muy restringida.
Por ejemplo, nosotros hemos obtenido que el movimiento de la particula
se ve acoplado con la frecuencia de la fuerza externa senosoidal, obte-
niéndose corrientes positivas, negativas o cero en funcién de ella. Esto
no puede ser apreciado para modelos como el descrito anteriormente,
al estar limitado sélo a las amplitudes de la fuerza externa, lo cual
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de ninguna manera permite vislumbrar la posible aparicién de una in-
version de corriente.

En general, podemos ver que esta explicacién del vaivén del poten-
cial no muestra la dependencia con otras cantidades, como por ejem-
plo la friccién, el tiempo de correlacién del bano térmico, la tempe-
ratura, etc., como los casos que fueron considerados en nuestro mo-
delo. Nosotros creemos que debe haber una explicaciéon mas “univer-
sal” donde la asimetria del potencial es crucial. En el andlisis que
mostraremos en el capitulo 5, podemos apreciar un juego de tiempos
que se acoplan y dan lugar a un movimiento unidireccional.

El modelo que nosotros presentamos es no-lineal (por la forma fun-
cional del potencial asimétrico propuesto) y, dado al trabajo de Garcia
[19] la no-linealidad es evidentemente fundamental. Se ha mostrado que
uno puede obtener corriente neta, atin sin ningin tipo de ruido térmico
(temperatura T = (), tomando en cuenta fuerzas inerciales. Esto se
hizo para el caso en que se tienen fuerzas externas senosoidales, pero
jcémo se explica ésto cuando se tienen fuerzas externas estocdsticas?.

Por lo tanto, dado a la naturaleza tanto no-lineal como no-Mar-
koviana del modelo que nosotros estudiamos, asi como el hecho de
querer abarcar todos los casos posibles, hemos recurrido a una solucién
numeérica. Como se discutird con mds detalle en el capitulo 3, sflo
cuando se tiene ruido interno blanco hay posibilidades de hacer un
tratamiento analitico aproximado del caso sobreamortiguado, en el li-
mite adiabatico.

En el Capitulo 2, presentamos una breve descripcién respecto a las
protefnas motoras y a los factores a los que se ven expuestas en la
realizacién del transporte de componentes quimicos. Asi también, des-
cribimos el modelo de matraca estocdstica en el que se basa nuestro
estudio, usando la teoria de Langevin y el balance que se presenta en-
tre las fluctuaciones y la disipacién del sistema. Se presenta también,
el modelo original propuesto por Feynman [13] del sistema rueda den-
tada y trinquete, que bajo ciertas consideraciones, puede mostrar un
movimiento dirigido del sistema, sin violar la segunda ley de la Ter-
modinamica.

En el Capitulo 3, se presenta una breve revisién de los concep-
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tos basicos que involucran un movimiento Browniano, cuya descripcién
puede ser realizada en términos de fuerzas que actian sobre la particula
Browniana (representacién de Langevin}), o en términos de probabili-
dades de encontrar a la particula en una posicién, con una cierta veloci-
dad, a un tiempo determinado (ec. de Fokker-Planck). Nuestro interés
se enfoca en utilizar una ecuacién del tipo Langevin Generalizada, en
donde podemos incluir escalas de tiempo del orden del tiempo carac-
teristico del bano térmico.

En el Capitulo 4, se muestra el método empleado para la solucién
numérica de la ecuacién generalizada de Langevin con un potencial
periédico asimétrico, tomando los casos en que se tiene una fuerza ex-
terna oscilatoria o una fuerza estocéstica dependientes del tiempo y
de promedio cero. Analizamos tiempos finitos de correlacién del baifio
térmico y encontramos los elementos necesarios para la aparicion de un
arrastre neto de la particula Browniana.

En el Capitulo 5, se estudia con més detalle el caso en que se tiene
una fuerza externa oscilatoria, pero variando también los pardmetros
que describen al sistema cerrado, como por ejemplo el coeficiente de
friccion, la temperatura y el tiempo de correlacion del bano térmico.
Todo esto es para obtener un panorama mas amplio, que nos permita
especular sobre los factores involucrados en la inversion de corriente.

Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones sobre el
trabajo realizado y se plantean posibles extensiones del mismo.
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Capitulo 2

Proteinas Motoras y
Matracas Estocasticas.

2.1 Introduccién

En el presente capitulo presentamos una breve descripcién de cier-
tos procesos bioldgicos que presentan fenémeno de transporte a nivel
celular. Y de especial interés, son aquellos procesos que muestran un
movimiento neto unidireccional. Para tratar de entender este tipo de
fenémeno, haremos uso del modelo de Matraca Estocdstica o Ratchet,
cuya idea original fue propuesta por Feynman [13]. En este moc{elo
utilizaremos la representacién de Langevin, incluyendo un potencial
periédico asimétrico y un término de fuerza externa.

2.2 Proteinas Motoras

Las proteinas conforman la mayor parte de la célula y ellas jue-
gan un papel importante en gran parte de los procesos bioldgicos. Las
proteinas no son sélo trozos rigidos de materia cuya superficie reac-
ciona quimicamente, sino que también poseen partes que se mueven

15



16 Capitulo 2. PROTEINAS MOTORAS Y MATRACAS ...

precisamente como maquinas, cuyas acciones mecanicas estdn acopladas
a eventos quimicos. Este acoplamiento quimico y mecdnico, le da a las
proteinas una capacidad extraordinaria en la que se basan todos los
procesos dindmicos de las células vivas.

La forma de una protefna puede ser alterada por la unién de otra
molécula, llamada ligamento. Las proteinas alostéricas son aquellas
que sufren cambios reversibles en su forma, cuando ciertos ligamentos
se unen a su superficie {2].

Los cambios en la forma de la proteina pueden ser llevados de una
manera unidireccional a través del gasto de energia quimica. Acoplan-
do cambios conformacionales alostéricos a la hidrélisis de la molécula
de ATP (Adenosin-trifosfato), por ejemplo, las proteinas pueden rea-
lizar trabajo util, tal como generar una fuerza mecénica o bombear
iones a través de membranas celulares [1]. Pequefios cambios locales
en las proteinas pueden ser amplificados para crear cambios mayores
en toda la proteina, de tal manera que estas proteinas son capaces de
servir como traductores de informacién, motores, relojes o factores de
ensamblado {20].

Ya. que el movimiento direccional de una proteina realiza trabajo, las
leyes de la termodindmica demandan que tales movimientos consuman
energia libre de alguna otra fuente (de otra manera la proteina podria
ser usada para hacer una miquina de movimiento perpetuo).

Debido a la gran cantidad de energia libre que es liberada cuando
el ATP es hidrolizado, las proteinas llamadas “proteinas motoras’ son
capaces de trasladarse grandes distancias en una misma direccién.

Estos variados movimientos celulares producidos por proteinas mo-
toras, las cuales se mueven ripidamente a lo largo de filamentos pro-
teicos, son guiados por la energia derivada de ciclos repetidos de la
hidrélisis de ATP. El mejor ejemplo de estas proteinas motoras es la
miosine, una proteina que se mueve a lo largo de filamentos de actina,
encontriandose de manera abundante en el musculo esquelético; este
movimiento direccional de la miosina produce tanto movimientos in-
tracelulares como contraccién muscular [3]. La hidrélisis de ATP y la
disociacién subsecuente en una molécula de ADP (Adenosin-difosfato)
y en un fosfato inorgdnico P, produce una serie ordenada de cambios
alostéricos en la conformacién de la miosina. Como resultado, parte de
la energia liberada es acoplada a la produccién de movimiento. Cada

)
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‘ - ciclo en una molécula de miosina se realiza alrededor de 5 veces por se-

. gundo durante una contraccién muscular rapida y la velocidad relativa
- de la miosina sobre los filamentos de actina es del orden de 15um/seg
[21].

T AR HE R IE] Y

H Ligadura de ATP

®

Preer T e B

Figura 2.1: Transiciones ordenadas de las 3 conforma-
ciones de una proteina motora alostérica, son guiadas por
la hidrélisis de la unién de una molécula de ATP.

1 ]

En el modelo esquemético mostrado en la Figura (2.1) *, la unién
de ATP mueve a la protefna motora desde la conformacién 1 a la con-

*Figura adaptada dc la ref. [2]
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formacién 2. El ATP ligado es entonces hidrolizado para producir ADP
y P, causando un cambio desde la conformacién 2 a la conformacién 3.
Finalmente, la liberacion de ADP y P llevan de regreso a la proteina a
la conformacién 1. Debido a que las transiciones 1 — 2 — 3 — 1 son
realizadas a través de la energia provista por la hidrélisis de ATP, esta
serie de cambios conformacionales serdn efectivamente irreversibles bajo
condiciones fisiolégicas (ya que la probabilidad de que el ADP se re-
combine con un fosfato inorgdnico P para formar una molécula de ATP
por la trayectoria 1 — 3 — 2 — 1 es extremadamente pequefia). Por
lo tanto, el ciclo completo ird en una sola direccién. Muchas proteinas
generan movimientos direccionales de esta manera, incluyendo a las en-
zimas helicoidales de la molécula del ADN (Acido Desoxirribonucléico)
que se impulsan entre ellas mismas a lo largo del ADN a una razén tal
alta como de 1000 nucleétidos por segundo {22].

extremo + extremo -

kinesina dineina

Figura 2.2: Kinesina y dineina son proteinas motoras que
generalmente se mueven en direcciones opuestas a lo largo
de un microtibulo.

Los filamentos del citoesqueleto, por ejemplo los microtibulos que
son polimeros rigidos, no sélo sirven como un soporte estructural en
las células, sino también como lineas de transporte. La kinesina y la

"}
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dineina son otro tipo de proteinas motoras que también usan la energia
de la hidrélisis del ATP para moverse a lo largo de un microtiibulo,
transportando vesiculas con componentes quimicos, desde y hacia el
cuerpo de la célula (centrosoma), respectivamente (Figura 2.2)!. No
todas las moléculas de kinesina realizan el transporte hacia la misma
direccion en los microtiibulos. Un tipo de kinesina llamada Ncd, por
ejemplo, es requerida para el proceso de miosis normal {(divisién celular)
y difiere de la kinesina axonal (presente en las neuronas), tanto en la
direccién de su movimiento como en la razén a la cual se desplazan a lo
largo de los microtiibulos. Tenemos que la kinesina axonal camina ha-
cia el extremo positivo (alejandose del centrosoma), aproximadamente
a 2um/seg, y la proteina Ncd camina hacia el extremo negativo del
microtibulo, alrededor de 0.1um/seg [23].

2.3 Matraca Estocastica

Por “matraca” queremos dar a entender un mecanismo que desa-
rrolla un movimiento preferencial hacia un sentido en particular. Por
ejemplo tal dispositivo puede constar de una rueda dentada de dientes
asimétricos y un trinquete, de tal manera que cuando la rueda dentada
trata de moverse en un sentido puede girar con facilidad, no asi en el
caso cuando trata de girar en sentido contrario debido a la presencia
del trinquete que impide su movimiento. El trinquete debe tener un
resorte, para que pueda regresar a su posicién, una vez que el diente de
la rueda ha pasado.

Consideremos ahora que tenemos dos cajas, una con un gas y un
sistema de aspas a temperatura T} y en la otra caja tenemos un gas y
una matraca a temperatura Ts, unidas a través de un mismo eje, como
se muestra en la Figura (2.3)*. Suponemos que tanto el trinquete como
la rueda dentada son de dimensiones tales que presentan movimiento

Figura adaptada de la ref. (2]
'Figura tomada de la ref. [13]
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ol

™)

Figura 2.3: El sistema matraca compuesto de una rueda
dentada y un trinquete unido, a través de un eje, a un sis-
tema de aspas.

Browniano. Por tal motivo, a este dispositivo se le conoce como Ma-
traca Estocdstica (Stochastic Ratchet), y fue discutido originalmente
por Feynman [13]. De igual manera las aspas presentan movimiento
aleatorio, pero puede considerarse como una fuerza externa que trhta
de inducir movimiento dirigido en la matraca estocastica.

Primero tomemos el caso en que las dos cajas se encuentran a la
misma temperatura 73 = 7> = T. Aparentemente tenemos que el sis-
tema podria girar s6lo en una direccién debido a la asimetria de la rueda
y la presencia del trinquete. Pero debido a las fluctuaciones térmicas
del sistema, tenemos que de vez en cuando y de manera accidental, el
trinquete podrd levantarse justo cuando el movimiento Browniano de
las aspas esté tratando de girar al eje de la rueda dentada en sentido
contrario. Por tal motivo tenemos que, en general, la rueda dentada no
presentara un movimiento promedio neto diferente de cero; en otras pa-
labras, el dispositivo de matraca estocdstica no trabaja como maquina
de movimiento perpetuo.

Una caracteristica importante de la matraca, es que una vez que el

trinquete ha sido levantado y regresado por el resorte, éste golpeara a
la rueda dentada y disipard energia; parte de ella serd cedida a la rueda

Y
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calentdndola y parte serd absorbida por el gas que rodea al sistema.

Veamos ahora el caso en que T} # T». Si la temperatura de las
aspas es mayor que la temperatura de la matraca estocastica Ty > T,
el movimiento neto de la matraca sera en la direccién en que presenta
mayor facilidad para moverse. Esto es debido a que los impactos de
las moléculas del gas sobre las aspas son mds energéticos, por lo que
es menos posible que una fluctuacién sobre el trinquete lo levante y dé
lugar a un movimiento en sentido inverso. Por el contrario, y en cierta
medida de manera inesperada, si la temperatura de la matraca es mayor
que el de las aspas Ts > T, los movimientos aleatorios sobre la matraca
son més dominantes, pudiéndose presentar en ésta un desplazamiento
neto diferente al de su movimiento preferencial.

En el aspecto experimental, esta propiedad de la matraca estocéstica
ha sido encontrada en sistemas dpticos, eléctricos y mecdnicos [9)].

2.4 Modelo de la Proteina Motora

Podemos observar que los tipos de proteinas motoras descritos en la
Seccién 2.2, presentan ciertas caracteristicas comunes: a) los procesos
de transporte se realizan a temperatura constante y no en presencia de
gradientes de temperatura; b) las dimensiones de la proteina motora
son tales que se encuentra en el régimen Browniano donde las fluc-
tuaciones térmicas del bafio son apreciables; ¢) las proteinas motoras
se desplazan sobre otro tipo de moléculas que presentan una estruc-
tura periédica como filamentos o microtibulos en la célula; y d) existe
un agente externo que proporciona la energia suficiente para que la
proteina motora realice su trabajo mecanico, a través de la energia
liberada en la hidrdlisis de ATP.

Estas observaciones sugieren [4, 8, 10] que los movimientos unidi-
reccionales de las proteinas motoras, como la kinesina a lo largo de un
microtibulo o los cambios alostéricos en la conformacion de la miosina,
pueden ser entendidos en términos de un mecanismo que involucra una
matraca estocastica biolégica operando a temperaturas finitas. En estos
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procesos la proteina actda como una particula Browniana ejecutando
una cierta caminata aleatoria en presencia de un potencial asimétrico,
el cual representa la interaccién con el microtiibulo, en €l caso de la ki-
nesina, o con el filamento, en el caso de la miosina. En ambos casos, la
particula Browniana sufre la accién de una fuerza externa proveniente
de las reacciones quimicas del consumo de ATP.

Para ser més especificos, en esta tesis hemos considerado el modelo
de matraca estocédstica haciendo uso de la teoria de Langevin del mo-
vimiento Browniano. En este modelo se considera a la proteina como
una particula con inercia, bajo la accién de fuerzas estocasticas pro-
ducidas por el constante golpeteo de las moléculas del bano térmico
que la rodea, a la vez que se ve frenada por fuerzas disipativas del
mismo medio. Ademds se incluye la accién de un potencial periédico
asimétrico que modela la interaccién de la proteina motora con la es-
tructura periédica no simétrica sobre la cual se desplaza. Finalmente,
se incluye un término de fuerza externa dependiente del tiempo que
simula el proceso de hidrélisis de ATP a través del cual la proteina
motora aprovecha la energia para realizar su trabajo mecanico. To-
dos estos elementos dan por resultado que, bajo ciertas condiciones, se
obtenga una corriente neta de la particula Browniana, que representa
el movimiento unidireccional de la proteina. Los detalles mateméticos
de este modelo son descritos en los subsecuentes capitulos.

Queremos hacer las siguientes observaciones al modelo:

i) A través de la variable estocéstica descrita por la teoria de Lan-
gevin, representamos de manera general la posicién instantdnea de la
particula Browniana, pero debido a que la proteina motora sufre una
serie de cambios alostéricos, dicha variable también puede representar
las configuraciones morfolégicas por las que pasa el sistema.

i1} Se conoce que la energia liberada se produce a través de ciclos
repetitivos de hidrélisis de ATP, por lo cual podemos especular que exis-
te una frecuencia que caracteriza a este procesoy pudieramos entonces
modelarlo como una fuerza externa oscilatoria periédica. Sin embargo,
como no conocemos que tan frecuentemente ocurren estos procesos de
hidrélisis en las células (por lo menos carezco de alguna referencia al
respecto) podemos también modelar la fuerza externa como un pro-
ceso estocéstico con su propio tiempo de correlacion, independiente de
las caracteristicas del baifio térmico. En ambos casos, se supone que

L1
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protofilamentos

tubulina {#

Figura 2.4: Microtibulo compuesto de moléculas a y
B-tubulinas alineadas a lo largo de filamentos paralelos
(protofilamentos).

el promedio temporal de dicha fuerza es cero. Esto previene que la
direccionalidad del movimiento se vea forzada de manera preferencial.

i41) Por otra parte, tenemos que el microtibulo sobre el cual se
desplazan cierto tipo de proteinas motoras, lo conforman las llamadas
moléculas a-tubulina y f-tubulina, que difieren en su polaridad, y que
se encuentran alineadas de manera alternada a lo largo del microtibulo
(Figura 2.4)8. Este tipo de estructuras son las que nos permiten modelar
la interaccién de la proteina motora con los filamentos del microtibulo

SFigura adapteda de la ref. [2]
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por medio de un potencial que sea periédico y asimétrico.

jv) Como vimos anteriormente, un mismo tipo de proteina motora
como la kinesina, bajo ciertas condiciones puede realizar el transporte
de vesiculas ya sea en una direccién o en otra. Se ha visto, y lo
mostraremos aqui también, que el modelo de matraca estocdstica re-
produce este tipo de arrastre de la particula Browniana en la direccién
preferencial, asi como la aparicién de corrientes invertidas.

El modelo completo con el que trabajamos, considera la ecuacién de
Langevin Generalizada, en la cual se incluyen correlaciones finitas del
baiio térmico, es decir, la fuerza aleatoria presenta memoria que decae
a razén de su tiempo de correlacién, conocido como ruido térmico de
color. Su expresién funcional se mostraré en el siguiente capitulo.

Variantes de este modelo han sido estudiadas por otros autores, por
ejemplo ver las referencias 4, 6, 7). En estos trabajos se le ha atribuido
a las correlaciones temporales del ruido, el origen de la aparicién de una
corriente diferente de cero cuando el potencial periédico es asimétrico.
Posteriormente retomaremos estas propuestas y argumentaremos nues-
tro punto de vista al respecto.

]
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Capitulo 3

Matracas estocasticas en el
régimen Browniano.

3.1 Introduccion

En este capitulo incluimos la teoria de Langevin del movimiento
Browniano para describir el movimiento de una particula, cuando las
fluctuaciones del medio no son despreciables. Asi también mostramos
su problema equivalente en términos de distribuciones de probabilidad,
a través de las ecuaciones de Fokker-Planck asociadas, para el caso’de
ruido térmico blanco. Sélo introduciendo la ecuacién generalizada de
Langevin podemos considerar el caso de ruido térmico con correlaciones
finitas; en este contexto, tenemos que la memoria del baiio surge como
consecuencia de la aplicacién del teorema Fluctuacién-Disipacién. Fi-
nalmente, para enmarcar nuestro trabajo y apreciar las contribuciones
obtenidas, presentamos una breve revision de algunos de los trabajos
que se han realizado sobre las matracas estocasticas, mostrando nues-
tras observaciones al respecto, en donde la gran mayoria de estos traba-
jos sélo han considerado el limite sobreamortiguado con ruido térmico
blanco.

25
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3.2 Movimiento Browniano

El término “Movimiento Browniano” se deriva del nombre del bo-
tanico Robert Brown quien, en 1828, hizo cuidadosas observaciones de
diminutos granos de polen con un microscopio. Brown descubri6 que el
polen llega a ser dispersado en el agua en un gran mimero de pequefias
particulas, las cuales observé que tenian un movimiento fluctuante inin-
terrumpido e irregular.

Ahora sabemos que la fuente real de este movimiento recae en el
bombardeo incesante y aleatorio sobre las particulas Brownianas (o
cualquier suspensién coloidal) que son transmitidas por las moléculas
del fluido que las rodean. Como el movimiento Browniano ejemplifica
aspectos de la Teoria Cinética de una manera visible, para poder apre-
ciarse sdlo necesita las condiciones adecuadas de baja densidad, débil
interaccién y fuerzas de friccién pequefias.

Para una particula de masa m, que se encuentra suspendida en un
fluido a temperatura T, donde:

Mp > Mp, (3.1)

siendo m,, la masa de las moléculas del fluido, tenemos que la velocidad
media de la particula Browniana es tal que:

i kT
yPprtiente '.—n; & ypgcules (3.2)

Einstein en sus primeros articulos clasicos (1905) [24], mostré un
andlisis tedrico del movimiento Browniano sobre la base del llamado
“problema del caminante al azar” y entonces establecid una relacién
muy cercana entre:

i) su naturaleza trreversible, como en los fenémenos de difusién y
viscosidad,

i1) las fluctuaciones moleculares.

El desplazamiento cuadratico medio de la particula Browniana res-
pecto al nimero total de pasos elementales, es una consecuencia tipica
de la naturaleza aleatoria e independiente de los pasos y se manifiesta
en una gran variedad de fenémenos fisicos que ocurren en la naturaleza.

w,
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La aproximacién de Smoluchowski [25] al problema del movimiento
Browniano (1906), fue en esencia la misma que la de Einstein; la dife-
rencia radica primordialmente en el procedimiento matematico.

e t>0 tsa

\

X

Figura 3.1: Distribucién de probabilidad p(x, t|zo) a través
del tiempo.

Smoluchowski introduce la funcién de probabilidad p,(z|zo), la cual
denota la probabilidad de que, en una serie de n pasos, la particula
Browniana inicialmente en el punto x; alcance el punto x (en términos
de la longitud de los pasos elementales [}. La suposicién fundamental es
que los pasos consecutivos son independientes. Esto, en realidad, quiere
decir que la longitud [ de cada paso ocurre en un tiempo mayor que el
tiempo de correlacién o de relajamiento 7 de la particula Browniana.
En el limite continuo, cuando ! — 0y 7 — 0 con D = [2/7 constante, se
puede mostrar que la probabilidad condicional p,(z|zo) puede escribirse
como:

z, t|xg) = e'(:"”")ﬂl"m, 33
p(z, t|zo) \/m (3.3)
que muestra que la desviacién cuadratica media de la posicién es {(z —
z0)?) ~ Dt, identificando asi el coeficiente de difusién D. Notamos
también que esta distribucién de probabilidad se reduce a una delta de
Dirac p(z, tlze) — &(z — o), cuando t — 0 (ver Figura 3.1).
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Ya sea que enfoquemos nuestra atencién en una simple particula en
el ensemble o que observemos el ensemble completo, la fuente principal
del fenémeno recae en los impactos incesantes y aleatorios recibidos por
la particula Browniana de las moléculas del fluido. En otras palabras,
el caricter irreversible del fenémeno surge de las fuerzas fluctuantes
y aleatorias ejercidas por las moléculas del fluido sobre la particula
Browniana. Sin embargo, una descripcién més precisa es la que formulé
Langevin y que a continuacién pasamos a describir.

3.3 Ecuacién de Langevin

Langevin analizé la naturaleza del movimiento Browniano de la
siguiente manera [26]: Una particula moviéndose en un medio, digamos
agua, estd sujeta a la fuerza proveniente de sus alrededores. Podemos
escribir su ecuacién de movimiento de la forma:

dv
— = F(t 3.4
m = F(t), (34)
donde m es la masa de la particula, v(¢) es la velocidad de la particula y
F(t) es la fuerza que acttia sobre la particula en virtud de los incesantes
impactos de las moléculas del fluido. Langevin sugirié que la fuerza
F(t) pudiera ser expresada como la suma de dos partes (fuerzas lentas

y rapidas):
m— = —yv + f(t). (3.5)
Los términos de la derecha son:

1. Una parte promediada que representa la friccién —yv que ex-
perimenta la particula en el fluido, donde v es el coeficiente de
friccion.

2. Una parte que fluctia rdpidamente f(t), que promedia a cero
(f(t)) = 0 ya que no hay arrastre neto debido al fluido, tal que
sus correlaciones decaen en un tiempo corto 75. Como f(t) es in-
dependiente de la posicién, se considera que el medio es uniforme.

"
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Dada la naturaleza del presente estudio, es importante recalcar las
propiedades de las correlaciones de la fuerza fluctuante. La cantidad
importante es (f(t,)f(t2)}, la cual es una medida de la correlacién
estadistica entre el valor de la variable fluctuante f(t) al tiempo t;
y su valor al tiempo 3, y es conocida como Funcidn de Autocorrelacion
de la variable f(t), o simplemente Funcidn de Correlacién de f(t).

A medida que el intervalo de tiempo ¢ = |t; — t;| llega a ser grande
en comparacion con el tiempo caracteristico del bafto térmico o, los
valores de f(t,) y f(t +t1) llegan a estar descorrelacionados, esto es:

(FOFE)  =>n (FO) (@) =0. (3.6)

En otras palabras, la “memoria” de los impactos moleculares re-
cibidos durante un intervalo de tiempo dado, digamos entre ¢, vyt +
dt, se pierde completamente después de un lapso de tiempo largo en
comparacion con el tiempo de correlacién 7g; entonces, la magnitud de
la funcién {f{0) f(t)) es significativa sélo cuando el intervalo de tiempo
t es del mismo orden que la magnitud de 7.

La idea de Langevin fue considerar escalas de tiempo de observacién
de la particula Browniana mucho mayores que el tiempo de correlacién
7o del bafio (t > 73), por lo que:

(FOF(E)) = ab(t - ¥), (3.7)

que es a lo que llamamos ruido blanco, cuyo espectro de potencias nos
da una constante, siendo ¢ la magnitud de la correlacién. Sin embargo,
dicha constante no es arbitraria, sino que refleja el hecho de que el fluido
se encuentra en equilibrio. Esto se ve a continuacién.

La solucién a la ecuacion de Langevin, Ec. (3.5), es:

t #
o(t) = ()" + [ e N f(tat, (3.8)
donde hemos definido el tiempo de relajamiento de la particula como:

T=—. (3.9)
Y

Esto es, el promedio de la velocidad decae exponencialmente a una
razon determinada por el tiempo de relajamiento 7, hasta el valor
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ltimo de cero. Este resultado es tipico de fenémenos gobernados por
propiedades disipativas tales como la viscosidad del fluido.

Analizaremos ahora. el promedio del cuadrado de la velocidad. Con
la solucién (3.8) y con la Ec. (3.7), obtenemos [26]:

(44

(v%(t)) = v2(0) + (2m7 vz(Oj) (1—e2/7), (3.10)

Ahora usamos el hecho de que, a medida que t — o0, la velocidad
cuadritica media (v?(t)) debe tender al valor de equiparticién de la
energia kT'/m. Con este limite obtenemos que:

a = 2kT+, (3.11)

y es a lo que se conoce como Teorema Fluctuacion-Disipacidn, siendo
o la magnitud de la correlacion de la fuerza fluctuante, & la constante
de Boltzmann, T la temperatura del medio y -y el coeficiente de friccién
del proceso disipativo.

El Teorema Fluctuacién-Disipacién (TFD) relaciona las fluctua-
ciones de una cantidad fisica, que pertenece al estado de equilibrio
del sistema dado, con un proceso disipativo, el cual es observado gélo
cuando el sistema estd sujeto a una fuerza externa que lo saca lineal-
mente de equilibrio. Por consecuencia, este teorema nos hace capaces de
determinar las propiedades fuera de equilibrio de un sistema estadistico
dado, sobre la base del conocimiento de las fluctuaciones térmicas que
ocurren en el sistema, cuando éste estd en uno de sus estados de equi-
librio. '

Por lo tanto, tenemos que el TFD relaciona fluctuaciones con disi-
pacidn, lo que nos garantiza el balance detallado (reversibilidad mi-
croscépica) del sistema, que es el origen de la segunda ley de la Ter-
modindmica.

Veamos ahora como puede obtenerse la difusién. De la ecuacién de
Langevin, Ec. (3.5), multiplicamos por la posicién instantdnea z de la
particula y promediando sobre el ensemble, obtenemos:

Lot + 22102 = 20) (3.12)

(Al
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Si la particula Browniana ya ha alcanzado el equilibrio térmico con
las moléculas del fluido, la cantidad {(v?) en esta ecuacién debe ser reem-
plazada por su valor de equiparticién kT'/m. Al integrar obtenemos:

2kT t
2y _ S0 20— et
(%) T (1’ (1-e )) (3.13)
Para t < 7 se reduce a:
kT
2\ 2 _ (0 2)42
(%) ~ —t (v)t*, (3.14)

lo cual es consistente con las ecuaciones de movimiento reversibles de
Newton.

Pero si t > 7 entonces [27]:

N 2kT | (2kT
(z°) ~ — Tt = ” t, (3.15)
el cual es el resultado de Einstein-Smoluchowsk::
k
D= —T, (3.16)
Y

donde D es el coeficente de difusién. Entonces:
(x*(t)) ~ 2Dt; (z(t)) = 0. (3.17)

En otras palabras, el conjunto de particulas Brownianas, inicial-
mente concentradas en el origen, se difunde a medida que el tiempo
se incrementa y su desviacién cuadritica media estd dada por la Ec.
(3.17). El proceso de difusién, claramente irreversible, nos da una buena
representacion del comportamiento estadistico de la evolucién de una
simple particula en el ensemble.

Por lo tanto, el caricter irreversible surge esencialmente de la vis-
cosidad del sistema. La relacién (3.16) nos expresa una relacién entre
la disipacién y la difusién. Es decir, tanto la friccién como la difusién
provienen de las fuerzas fluctuantes y aleatorias del movimiento ince-
sante de las moléculas del fluido.

Podemos entonces notar la naturaleza reversible del movimiento
Browniano para tiempos menores al tiempo de relajamiento (t « 1),
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cuando (%) = v?(0)¢?, y su naturaleza irreversible para tiempos mayo-
res al tiempo de relajamiento (t 3> 7), cuando (z?) ~ (2kT'/~)t.

Por lo tanto, para t 3> 7 el sistema muestra las propiedades de:

a) Wi(t)) — Equilibrio Térmico,

b) (z%(t)) — 2Dt Difusién ;
las cuales son caracteristicas de un sistema que satisface la condicién
de Fluctuacién-Disipacion.

Es importante recalcar que la escala de tiempo para la funcién de
correlacién (v(0)v(t)), estd dada por el tiempo de relajamiento 7 del
movimiento Browniano, el cual es muchos 6rdenes de magnitud mayor
que el tiempo caracteristico 75, que da la escala de tiempo para las
funciones de correlacién (f(0)f(t)). Es decir 7 > 7.

Regresando a la correlacién de la fuerza estocastica f(t), en que
tenemos ruido blanco, y haciendo uso del TFD, vemos que el coeficiente
de friccién 7 lo podemos expresar de la siguiente manera {26]:

1= 5 [ (FO SN, (3.18)
o de manera equivalente:
# =20 = [ (ot (3.19)

De una manera general, podemos expresar el Teorema Fluctuacion-
Disipacién como [27):

(F(O)f(tY)) = 2kTT(t —t') parat >t (3.20})

donde el factor T'(£) se le conoce como el kernel de memoria o la friccién
retardada, el cual debe reducirse en el caso de ruido blanco a:

Tt-t) — (-1, (3.21)
siendo equivalente a tener:
(f@R) () = obd(t —1). (3.22)

En resumen, podemos decir que la fuerza estocdstica f(t) es una
fuerza tal que posee las siguientes propiedades:
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i) (f) =0.

i1} f(t) es un proceso Gaussiano y, por lo tanto, sélo requiere de sus
dos primeros momentos para ser descrito.

iit) Su funcién de correlacién ests dada como (f(t) f(t')} = ab(t—t'),
para el caso de ruido blanco.

Sin embargo, la solucién al problema se reduce a encontrar el en-
semble de v(t), para toda realizacién de la fuerza estocastica f(t), lo
cual es equivalente a buscar la solucién en términos de distribuciones
de probabilidad; por ejemplo W (z, v, t|zo, vo, to), que es la probabilidad
de encontrar a la particula al tiempo ¢ en la posicién z con velocidad v,
dado que se encontraba al tiempo ¢ en la posicién zg con velocidad .
Con este tipo de probabilidades uno puede determinar cualquier canti-
dad de interés del sistema, pero el problema se vuelve méas complicado
cuando uno considera un potencial arbitrario V' (z), como es en nuestro
caso. Esto es, el sistema cerrado lo conforman la particula Browniana
en presencia de una fuerza proveniente de un potencial asimétrico V()
y €l bafio térmico en el que se encuentra inmersa.

3.4 Ecuaciones de Fokker-Planck y de Smo-
luchowski

La ecuacidn diferencial de Langevin (3.5) representa un proceso es-
tocédstico Markoviano y estacionario, cuya solucién puede ser expresada
en términos de W(z, v, t|zo, vo, to)dzdv, siendo la probabilidad condi-
cional de encontrar a la particula entre z y z + dx con velocidad entre v
y v+ dv al tiempo ¢, dado que estaba en zy, con velocidad vg en ¢y < ¢.

Por proceso Markoviano queremos decir que para conocer el estado
de un sistema al tiempo t + dt es necesario sélo conocer su estado al
tiempo t, pero no su historia previa.

La distribucién de probabilidad en el limite en que ¢t — tg se reduce
a:

lim Wiz, v, t|zo, vo, to) = 6(z — z0)é(v — vp) (3.23)
—1t0
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y para tiempos grandes tiende a W,(z,v), la probabilidad estacionaria
de encontrar a la particula en la posicién z, con velocidad v, a cualquier
tiempo ¢:

tll’rglo W (z,v,t|zo, vo, t0) — Welz,v). (3.24)

Se puede mostrar [29] que dado que el proceso es Gaussiano, Marko-
viano (ruido blanco) y que obedece el teorema Fluctuacion-Disipacién,
se pueden escribir ecuaciones para la funcién de distribucién W (v, t|uo, to)-
A continuacién presentamos algunos casos limites.

3.4.1 Particula Browniana sin potencial

En ausencia de potenciales externos podemos derivar la informacion
estocastica requerida para el proceso v(t), el cual es un proceso Gaus-
siano y Markoviano, a partir de la probabilidad condicional W (v, t|vo, to)
de que la particula adquiera una velocidad v al tiempo ¢ dado que su
velocidad era vy al tiempo g, para cualquier posicién de la particula.
Esta probabilidad condicional a dos tiempos es la solucién fundamental
de la ecuacién de Fokker-Planck, que es una ecuacién lineal en W ymo
es més que una ecuacién de difusién en el espacio de velocidades, dada
como:

8. 0 (kT3

'ét—W"BU(‘y 8v+m)w’ (3.25)
tal que

tlLHt}’ W (v, t|vg, to) = 8(v — o). (3.26)

Como estamos considerando que el movimiento Browniano se realiza en
un bafio térmico en equilibrio termodindmico, tenemos entonces que:

lim W (v, tlu, to) — e 3™/, (3.27)

es decir, la solucién estacionaria de equilibrio coincide con la distribucién
de velocidades de Maxwell [29].
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3.4.2 Particula Browniana en presencia de un po-
tencial V(z)

Para el caso del movimiento Browniano en un campo de potencial,
tenemos que la ecuacién de Langevin esta dada por la serie de ecua-
ciones acopladas:

m% = —yv+ f(t) — d‘;iz) (3.28)
¢ d
T

E =7. (329)

Bajo las propiedades estocasticas de la fuerza aleatoria f(t), la ecuacién
de Fokker-Planck para la probabilidad condicional W (z, v, t|zg, vo, to)
en el espacio fase, la podemos expresar como [18]:

8 & 1aVa\, 9 (kTd
(a*”%“aaa)w-au(.,az*;;)w* (3.30)

tal que
}Lﬂtlu W(z,v,t|zo, v, to) = 8(z — 20)8(v — ), (3.31)

cuya solucién estacionaria coincide con la distribucién canénica:

tlirgoW(a:,v,tlxo,vo,t) — g Em+V(I/AT (3.32)

Nuestras suposiciones implican que la naturaleza de la fuerza estocastica
es independiente de la presencia del campo de fuerzas. Esto es, los
tiempos caracteristicos 7, asociados al potencial V'(z) deben ser mucho
mayores que el tiempo de correlacién 1 del bafio térmico (7, > 7).
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3.4.3 Caso sobreamortiguado o de Smoluchowski

En el caso sobreamortiguado (en donde se desprecia el término iner-
cial) la ecuacién de Langevin, incluyendo el término del potencial, se

reduce a:
dr _ dV(z)

con f(t) obedeciendo las respectivas propiedades estocésticas y el teo-
rema Fluctuacién-Disipacién. En este caso podemos directamente ha-
blar de la probabilidad W (z,t|zo, ) sin referirnos a la velocidad de
la particula. W en este caso obedece la llamada ecuacién de Smolu-
chowski (que se puede derivar directamente de la ecuacion de Langevin
en el caso sobreamortiguado o de la ecuaciéon de Fokker-Planck com-
pleta [30}), dada como:

W (z,t) +8,J(z,t) = 0, (3.33)

donde J{z,t) es la corriente de probabilidad. Para una fuerza F(z) =
-8,V (z) y otra fuerza dependiente del tiempo F(t), siempre y cuando
la fuerza F(t) varie lo suficientemente lenta, la corriente de probabilidad
se puede expresar como:

J(z,t) = w%qia,wu, 1) + [F(z) + FEOW(z,¢). (3.34)

Es muy importante recalcar que el limite sobreamortiguado es en rea-
lidad una aproximacién de escalas de tiempo; es decir, la ecuacién de
Smoluchowski es valida para escalas de tiempo ¢ > % (i.e. en el régimen
difusivo). Con esto se tienen restricciones tanto para el potencial V(z)
como para la fuerza dependiente del tiempo F(£): los tiempos carac-
teristicos 7, de V(z) deben ser tales que 7, > 7 y la fuerza F(t) debe
variar muy lentamente en esta escala.

Es relevante para nuestra discusién los siguientes puntos: La solucién
estacionaria se obtiene cuando &W = 0, es decir cuando ya no hay de-
pendencia temporal (para tiempos grandes}). Esto implica que J =
constante. Si F(t) = 0 y V(z) es cualquier potencial con un minimo
global, obtenemos que la corriente es J = 0. Esto es, la solucién

L]]
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estacionaria es la solucién de equilibrio térmico con distribucién de
probabilidad dada por la distribucién de Gibbs W(z) = Ne~V@)/AT
siendo N la constante de normalizacién. El estado estacionario es
linico y su validez depende de manera esencial del teorema Fluctuacién-
Disipacién.

Es también interesante ver que si V(z) =0y F(t) = 0 la ecuacién
de Smoluchowski es la ecuacion de difusién:

AW (z,t) = k-:r-Tagww, f). (3.35)

3.5 Ecuacion Generalizada de Langevin

Los casos anteriormente vistos, corresponden al hecho de conside-
rar que el tiempo de correlacién del bafio térmico es despreciable en
comparacién con el resto de los tiempos caracteristicos del sistema. Es
de nuestro interés, poder tener acceso a escalas de tiempo comparables
con el tiempo caracteristico del bafio 7.

Es importante recalcar que, en general, la separacién de escalas de
tiempo depende de lo que se considera sea el “sistema” y el “baiio”.
En realidad, como sabemos, un baifio térmico es siempre de color (i.e.
7o # 0). Sin embargo, si las escalas de tiempo de evolucién son tales
que uno es capaz de aproximar el baiio como un bafio blanco, en com-
paracién con las escalas de tiempo del sistema, la descripcién se con-
vierte en Markoviana. Esto propiamente es lo que nos da acceso a
la descripcién matematica completa de la dindmica del sistema, no
siendo el caso si se mantienen las correlaciones temporales finitas del
bafio térmico. Pero ciertamente, si las escalas de tiempo del sistema
y el baiio son comparables, entonces uno debe enfrentar el caracter
no-Markoviano de las correspondientes ecuaciones dinamicas como ve-
remos a continuacion.

Si el tiempo de correlacién del bafo térmico, Ty, ya no es despre-
ciable con respecto a los demds tiempos del sistema, la descripcién del
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movimiento Browniano debe hacerse con la ecuacion generalizada de
Langevin:

L ]_t drT(t = 7) d“’(") _ %V(x) + F&) + Fo(t), (3.36)

donde ya hemos incluido un potencial V(z) y una fuerza externa de-
pendiente del tiempo F,.;(¢). El punto més notorio es la aparicién de la
funcién I'(¢), lamada kernel de memoria de la friccién. El incluir dicho
kernel es consecuencia directa del Teorema Fluctuacion-Disipacién, ya
que la fuerza térmica fluctuante ejercida por el bafo, f(t), ademas de
obedecer las propiedades estocdsticas usuales de ser Gaussiana con me-
dia cero, (f(t)) = 0, debe obedecer el Teorema Fluctuacién-Disipacién,
Ec. (3.20:

(FO)F(E)) = 2kTT(t - t) parat > t'. (3.37)

Esto obliga a considerar el término de memoria y convierte al proceso
estocastico de la particula Browniana en no-Markoviano. Este teo-
rema garantiza el propio equilibrio del conjunto sistema-bafio, cuando

Por conveniencia del andlisis numérico posterior, hemos escogido la
correlacién de la fuerza estocdstica como un decaimiento exponential
simple, de la forma: :

FOFE)) = T”’ el-tU/m, (3.38)

donde Ty es el tiempo de correlacién del bafio. La ecuacién de Langevin
usual con ruido blanco se recobra cuando el kernel de memoria llega a
ser delta-correlacionado (7p — 0) . Esto es, cuando

I'(t) = 7v6(%), (3.39)

siendo + el coeficiente de friccién.

Es importante sefialar también que las propiedades de la fuerza
F.2:(t), ya sea estocdstica o deterministica, corresponden a un proceso
externo dado, las cuales son completamente independientes de los gra-
dos de libertad internos de la composicién sistema-bano.
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Una de las dificultades mds serias debida a la pérdida de Marko-
vianidad, es que la jerarquia completa de las distribuciones de pro-
babilidad para multiples tiempos, no puede ser construida a partir del
conocimiento de la distribucién de probabilidad condicional a dos tiem-
pos W{(z,v, t|zo,vo, 20} [28]. Y en general, uno no puede determinar
una ecuacion de Fokker-Planck (generalizada) para este tipo de dis-
tribuciones. Este ultimo resultado tiene consecuencias en el estudio
que estamos presentando. Como veremos mas adelante, uno de los ob-
jetivos en este trabajo es encontrar si el sistema muestra una corriente
estacionaria diferente de cero para una situacién dada, definida por
los pardmetros descritos anteriormente. Sin embargo, en la descripcién
generalizada no-Markoviana no es muy claro cudl es la funcién que
mide la corriente, tal que se reduzca a la corriente de la densidad de
probabilidad J(z,t) en el limite Markoviano, dado por la Ec. (3.34).
Recordemos que dicha funcién se deduce de la ley de conservacién de
la densidad de probabilidad W({z,t), la cual puede obtenerse a partir
de la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck (o de Smoluchowski)
[29]. Como no se conoce una ecuacién de Fokker-Planck “generalizada”,
debido a la no-Markovianidad introducida con el término de memoria,
por consiguiente uno no puede establecer la correspondiente ley de con-
servacién para la distribucién de probabilidad generalizada W(z,t),

3.6 Corriente con ruido térmico blanco.
Trabajos previos

En las descripciones hechas en otros estudios respecto a la matraca
estocdstica (ver por ejemplo las referencias [4, 6, 7]), se hace la su-
posicién de que el movimiento se lleva a cabo dentro del régimen so-
breamortiguado (limite de Smoluchowski) y entonces la memoria del
bafio no puede ser tomada en cuenta. La ecuacién dindmica para tal
situacién, se expresa como:

dz d =
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donde hemos escrito f(t) para hacer las siguientes observaciones: Una
ecuacién de este tipo representa la interaccién de una particula con un
bafio térmico, sélo si f(t) es delta-correlacionada. En otras palabras,
sélo una funcién f(t) delta-correlacionada obedece al Teorema Fluc-
tuacién-Disipacién, ver Ecs. (3.20) y (3.39). Si f(¢) muestra correlacio-
nes temporales con tiempos de correlacion diferentes de cero entonces,
necesariamente, éstas fueron producidas por una fuente externa.

Se ha argumentado (ver por ejemplo ref.{7]) que estas correlaciones
son en realidad fluctuaciones fuera de equilibrio. Esto pudiera ser en
efecto el caso, sin embargo, estas fluctuaciones serfan atin de origen ex-
terno. Esto es, un sistema aislado tal como el conjunto sistema-baiio,
debe alcanzar un estado de equilibrio térmico en la ausencia de fuerzas
externas (tales como un campo dependiente del tiempo o un gradiente
de temperatura {12]) y entonces no podria haber corrientes (estaciona-
rias). De hecho, esta es la situacién para el proceso estocdstico z(t)
definida por la Ec. (3.40), con una fuerza correlacionada simétrica f(
v en la que se ha encontrado que el sistema alcanza un estado esta-
cionario con una corriente neta [4, 6, 7, 8]. El concepto de fluctuacion
fuera de equilibrio requiere de una fuente externa o puede ocurrir en
el transitorio hacia un estado estacionario, mientras que las fluctua-
ciones de equilibrio son de una naturaleza interna (las cuales obedecen
el Teorema Fluctuacién-Disipacién).

Por otra parte, en nuestra aproximacién hemos considerado que la
fuente externa actia sélo sobre la particula y no sobre el baho, esto
significa que las fluctuaciones térmicas no se ven afectadas y el sistema
se mantiene en equilibrio térmico, aunque no mecanico, no viéndose
modificada su temperatura. Por lo tanto, nuestro interés solo se basa
en comparar ruido interno contra ruido externo y no asi procesos en
equilibrio termodindmico contra procesos fuera de equilibrio.

En previos estudios desarrollados en relacién a la aparicién de co-
rriente en un sistema de matraca estocastica (ver referencias 4, 6, 7,
8, 9, 10, 11]), la descripcién de la dindmica del sistema fue hecha bajo
la suposicién de escalas de tiempo grandes de la matraca estocdstica
con respecto a las del bafio térmico. Este tipo de aproximaciones sin
embargo, permite considerar solamente ruido térmico “blanco” y en-
tonces, cualquier correlacién temporal de la fuerza debe provenir de
una fuente externa. De aqui, podemos ver que al describir el sistema

1y
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de la matraca estocdstica en el régimen Browniano por medio de una
ecuacion generalizada de Langevin, uno es capaz de considerar ruido
térmico con tiempos de correlacién finitos y asi podremos mostrar que
la produccién de la corriente es debida a la presencia de una fuerza
externa que depende del tiempo.

Entre los trabajos que se han realizado haciendo uso de potenciales
asimétricos, podemos bosquejar brevemente los siguientes resultados a
los que se han llegado, como a continuacién mencionaremos:

e Millonas y Dykman [6] realizaron un estudio de un sistema dins-
mico no-lineal sobreamortiguado y con ruido, descrito por la ecuacién
diferencial estocistica:

dV(z)

T dr

+ f(t), (3.41)

donde V(z) es un potencial periddico asimétrico y f(t) es un ruido de
media cero. El propésito de este trabajo fue determinar la densidad de
corriente estacionaria j = (z(t)).

Tomando el caso de ruido Gaussiano débil, tal que el tiempo carac-
teristico del ruido 7, sea mucho mayor que el tiempo de relajamiento 7,
(e > ), dentro de uno de los pozos del potencial, obtienen una co-
rriente en funcién de las probabilidades de transicién: j = A(W,.—W_),
con A el periodo del potencial y W. la probabilidad por unidad de
tiempo de brincar desde un minimo del potencial a otro pozo que se
encuentre a su derecha o a su izquierda. Cabe sefialar que este resul-
tado es aproximado y depende de la forma del espectro de potencias
del ruido. Para potenciales asimétricos esto produce j # 0 y su signo
(o direccién) depende de los valores relativos de Wy.

Una critica a este trabajo es que f(t) se refiere a un ruido de color,
que en realidad es externo ya que no satisface el Teorema Fluctuacién-
Disipacién (TFD). Por lo tanto no es posible relacionarlo con la tem-
peratura del bafo térmico.

e Doering et al.[7] por su parte, presentan algunos modelos del ruido
externo para mostrar cémo ciertos mecanismos tipo matraca pueden
rectificar ruido simétrico fuera de equilibrio, dando por resultado co-
rrientes inducidas por dicho ruido. Ellos obtienen que la magnitud y la
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direccién de la corriente inducida depende no sélo de la forma del po-
tencial asimétrico sino también de los detalles del proceso estocastico de
las fluctuaciones del ruido; sus resultados son numéricos y los comparan
con andlisis perturbativos.

Como ellos mismos hacen alusién, Feynman usé un mecanismo tipo
matraca como ejemplo para ilustrar algunas implicaciones de la segunda
ley de la termodindmica, en particular, que el trabajo wtil no puede ser
extraido a partir de fluctuaciones en equilibrio. Uno de los casos que
ellos estudian, es cuando el potencial es asimétrico y las fluctuaciones
son simétricas pero no blancas, a través de la ecuacién diferencial es-
tocastica:

dz
T f(z) + V2KkTE(t) + Z(¢t), (3.42)
donde f(x) = —dV(z)/dz es la fuerza determinista y las fluctuaciones

térmicas estan representadas por £(t) un proceso de ruido blanco Gaus-
siano con media cero, {£(t)} = 0, y é-correlacionada:

(E)E(s)) = 8(¢ — 3). (3.43)

Z(t) denota un proceso aleatorio para la fuerza fluctuante simétrica
aplicada, de media cero, (Z(t)) = 0, y correlacionada exponencial-
mente:

(2)2(s)) = Ze I, (3.44)

donde 7 es el tiempo de correlacién del ruido y D es su intensidad. Si
Z(t) esta correlacionada sobre intervalos de tiempo grandes comparados
con las escalas de tiempo de las fluctuaciones térmicas, se obtiene una
corriente de probabilidad diferente de cero.

La corriente de probabilidad es calculada en funcién de la densidad
de probabilidad conjunta p(z, z, t} de la variable de la posicién z(t) y de
la variable de la fuerza fluctuante Z(t). De la correspondiente ecuacién
de Fokker-Planck, la corriente de probabilidad se puede expresar como:

J(z,t) = {f(z) — kT;—m}r(a:,t) + ] zp(z, z,t)dz, (3.45)

donde r(z,t) es la densidad marginal de la posicién:

r(z,t) = /p(a:,z,t)dz. (3.46)
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En ausencia de fluctuaciones fuera de equilibrio, es decir si Z = 0 o
si Z(t) es otro proceso de ruido blanco simétrico, el sistema alcanza un
estado de equilibrio satisfaciendo la condicién de balance detallado, en
cuyo caso ninguna corriente es posible (J = 0}, para cualquier forma
del potencial. Podemos ver que para el caso sobreamortiguado que ellos
consideran, sélo el ruido blanco £(t) satisface el TFD del bafio térmico:

2Ty = [ °:° dt' (E(£)E(0)), dondet =t—s  (3.47)

y entonces el ruido correlacionado no-blanco Z(t) corresponde a un
ruido externo.

El andlisis aproximado que realizan, sin embargo, lo hacen en el
limite de temperatura T = 0. En nuestro modelo, tomamos ruidos con
caracteristicas similares a los de Doering et al. a temperaturas finitas
y sin irnos al caso limite sobreamortiguado, es decir considerando el
término de inercia e incluyendo tiempos finitos de memoria del baifio.

Doering et al. mencionan que se han hecho conjeturas de que estas
fluctuaciones fuera de equilibrio surgen del consumo casi irreversible
de la energia quimica. En nuestro caso, nosotros a estos elementos
les hemos llamado “campos externos”, que pueden identificarse como
provenientes de los procesos de hidrolisis del ATP y que son los gue
proveen del combustible necesario para que las proteinas motoras rea-
licen el transporte de compuestos.

e En los trabajos de Jung et al.[32] se considera el efecto de inercia
finita en el transporte direccional de particulas masivas en un potencial
periddico asimétrico y en presencia de una fuerza externa dependiente
del tiempo senosoidal. No consideran fuerzas térmicas fluctuantes.

Jung et al. caracterizan el movimiento por promedios de ciimulos
para la probabilidad en-el espacio fase de la solucién de la ecuacion
de Liouville, obteniendo tanto transporte regular como caético. En la
ausencia de ruido térmico, se estudia qué parte del caos determinista
podria jugar el papel del ruido.

Para una particula con amortiguamiento finito y en un potencial
periddico asimétrico de la forma:

V(z) = —sin(z) — psin(2z), (3.48)
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su ecuacién de movimiento puede expresarse como:
d
ex(t) + z(t) = —EV(:C) + Asin(t), (3.49)

siendo ¢ la masa finita de la particula. Integrando de manera numérica
la Ec. (3.49), observan que el término de arrastre de una trayectoria
cadtica muestra fuertes fluctuaciones. Jung et al. describen el trans-
porte a través de la densidad de probabilidad dependiente del tiempo

p(z,%,t), dada la densidad de probabilidad inicial po(z, £) y la solucién
a la Ec. (3.49).

Para potenciales asimétricos en el caso sobrea.mortlguado (e = 0),
el sistema muestra ya sea corrientes positivas o cero, pero al incluir
el término de inercia se tiene la posibilidad de obtener inversién de
corriente o corrientes negativas. La direccién de la corriente puede ser
controlada al ajustar parametros como la amplitud del forzamiento A,
la intensidad de la inercia € y la friccién (en este caso -y fue ignal a 1).

El estudio de sistemas inerciales en ausencia de fuerzas térmicas es-
tocasticas {T" = 0), es un caso limite de nuestro modelo. Otros trabajos
desarrollados en conexién a éste {19], muestran cémo la no-linealidad
de estos sistemas juega un papel importante en la dindmica caética del
mismo.

e Por su parte, en los trabajos de Bartussek et al.[31] se estudiaron
particulas Brownianas sobreamortiguadas que se desplazan sobre es-
tructuras periédicas anisotrépicas, con fuerzas externas periddicas en
el tiempo. Bartussek et al. hacen la observacién de que al aplicar una
fuerza periédica con promedio temporal cero, junto con ruido térmico
blanco, se puede generar una velocidad macroscépica diferente de cero.
Muestran también que la direccién de esta corriente se puede invertir
modulando los parametros involucrados.

Se considera la ecuacién de Langevin sobreamortiguada, expresan-
dola de la siguiente manera:

& = —8,{V(z) — 2F(t)} + £(8). (3.50)

Se considera un potencial asimétrico de la forma dientes de sierra con
las puntas suavizadas, expresado como:

V(z) = —% (sin(Kac) + %sin(‘EKa:)) . (3.51)

-4}
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con una fuerza periédica dada por F(t} = Asin(wt) y un ruido blanco
Gaussiano £(t) con media cero y correlacién:

(€0t} = 2D6(t - t). (3.52)

Definen una corriente promedio como:

t—oo

- .1 T L ,
J = Jim = ft dt /0 dzJ(z,t'), (3.53)

con T = 2w/w el periodo temporal y L = 27/K el periodo espacial.
Esta corriente promedio se calcula haciendo uso del método numérico
de matriz de fracciones continuas (matrix continued-fraction method),
en el limite adiabdtico (w — 0).

Bartussek et al. llegan a resultados consistentes con los nuestros.
Observan que la corriente se anula asint6ticamente para valores grandes
de la amplitud del forzamiento A o para valores grandes de la intensidad
del ruide D, ya que en estos limites la influencia del potencial tiende
a ser despreciable. En ausencia del término de forzamiento (A = 0),
la corriente se anula debido a que el sistema abierto se reduce a un
sistema en equilibrio térmico. En el limite determinista, es decir en
ausencia de fuerzas térmicas (D = 0}, la corriente puede tomar valores
positivos finitos o cero, dependiendo de la amplitud del forzamiento y
de su frecuencia w. Sin embargo, si el potencial periddico es simétrico,
la corriente promedio J se anula, para cualquier valor de A y D con
w # 0.

Bartussek et al. reconocen que para el caso de corriente invertida,
donde parece presentarse un ‘juego cooperativo’ entre el ruido y la fre-
cuencia finita del forzamiento (no el limite adiabatico), no se ha podido
encontrar una explicacién analitica satisfactoria. Tenemos por lo tanto
que el movimiento sobreamortiguado de una particula Browniana en un
potencial asimétrico con una fuerza periédica, muestra un alto grado
de complejidad, atn en el régimen determinista.

¢ Un trabajo muy reciente desarrollado por Marchesoni [16] ha tratado
de investigar el papel del desorden en las propiedades de transporte
de una matraca térmica, a través de impurezas (invirtiendo al azar
la asimetria de una cierta fraccién de los “dientes” del potencial} y
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de aleatoriedad (aqui todos las barreras del potencial tienen la misma
asimetria pero sus tamaios estdn aleatoriamente distribuidos).

En este trabajo se describe ¢l proceso estocastico de la matraca
térmica, a través de la ec. de Langevin en el limite sobreamortiguado:

£ =-V'(z} +£(1), (3.54)

donde £(t) denota un ruido estacionario Gaussiano de media cero y

V(z) es un potencial periodico con periodo L. Ellos aseguran sin
mostrar graficamente los resultados que una corriente de probablhdad
estacionaria de promedio diferente de cero, J(7) = (1/L) [y’ J(z,7)dz,
puede resultar de la accién combinada por la asimetria espac1al del
corrimiento V(z) # V(—z) y la correlacién finita del ruido con tiempo
caracteristico 7.

Como veremos en el siguiente capitulo, nuestros resultados han
mostrado que si se tiene una particula en presencia solamente de un
potencial, por ejemplo asimétrico, y de un bafio térmico, aunque éste
sea de color, no mostrara una corriente neta. Esto es porque el sistema,
al no tener una fuerza externa que lo mantenga fuera de equilibrio, re-
lajard a equilibrio térmico.

Por otra parte, todos sus resultados para la corriente de proba-
bilidad (en funcién solamente de 7), la expresan de manera linea} en
términos de una corriente Jo(7) que suponen es la corriente que se
obtiene para el caso comiin de potencial tipo matraca no perturbado,
es decir sin desorden, el cual como nosotros demostramos toma valor
Jo(7) = 0, en ausencia de fuerzas externas.

e Magnasco [17) ha propuesto una explicacién del mecanismo de trans-
porte a través de la figura de un potencial que se balancea periddica-
mente. La explicacién esquemadtica del vaivén del potencial, proviene
de proponer un potencial efectivo que incluye el término de la fuerza
externa, de la forma:

Ver(z, t)=V(z) - zF(t), (3.55)

de tal manera que si F(t) varia lentamente, tenemos el efecto de un
potencial efectivo que varia con el tiempo; se puede visualizar como si
tuvieramos una lémina acanalada (con dientes asimétricos) y la fuerza
externa lo que hace es inclinarla hacia un lado y hacia el otro.
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Por su parte, Magnasco propone que al tomar el caso adiabatico
(imw — 0, 0 Teyr — 00), F(t) puede considerarse como una oscilacién
“cuadrada”, donde F(t) = F, con F = constante > 0, durante la
primer mitad del periodo y F(t) = —F < 0 para la segunda mitad, e
identificando como la corriente neta al promedio de ambos casos:

J= %(J(F) + J(=F)). (3.56)

|
o

Figura 3.2: Potencial efectivo V.¢(z) en el minimo de la
fuerza externa.

Obviamente podemos ver que se obtiene corriente, ya que durante
intervalos de tiempo muy grandes lo que se estd haciendo es “inclinar”
el potencial, lo cual es equivalente a empujar direccionalmente a la
particula (podemos imaginarla como una pelotita que cae rodando so-
bre los escalones formados de las barreras del potencial), produciéndose
un movimiento unidireccional preferente; ya que en sentido contrario,
el movimiento de la particula se ve obstruido por la gran pendiente del
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potencial a vencer. Se puede ver en las Figuras (3.2) y (3.3) los valo-
res extremos del potencial efectivo Vs(z), para el caso de un potencial
periédico asimétrico de la forma:

5T, 1. 1.
Viz) = o sin(2nrz) — Esm(tl?r:r) + §sm(61r3:) ,

y una fuerza oscilatoria cuadrada de arﬁplitud F=14

6 1 I ! 1 1 ¥

Figura 3.3: Potencial efectivo V,;(z) en el maximo de la
fuerza externa.

Una observacién que tenemos de esto, es que un potencial efec-
tivo expresado como la Ec. (3.55), no permite realmente obtener una
solucién estacionaria, ya que para ello se requiere que el potencial tenga
por lo menos un minimo absoluto y lo que aqui se obtendra es que la
particula tenderd a caerse indefinidamente, pues Vey — 00 si z — o0,
y entonces el sistema estard siempre perdiendo energia.
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Esto es vilido dentro de un intervalo de valores para la intensidad
de la fuerza externa, es decir para valores menores a una cierta Fi,;, no
habra corriente ya que la particula no podra salir de alguno de los pozos
de potencial. Esto es debido a que la amplitud con la cual se pone a
oscilar el potencial, no es suficiente para que la particula pueda vencer
cualquiera de las barreras del potencial que se le presenten. Por otra
parte, si la intensidad de la fuerza es mds grande que cierta Fip,,, tam-
poco obtendremos una corriente neta; esto es porque la particula tendrd
la fuerza suficiente para lograr vencer tanto las pendientes grandes como
pequeiias de las barreras de potencial, pudiendo entonces moverse dis-
tancias del mismo orden tanto hacia un lado como hacia el otro, y
obtendremos que en promedio el desplazamiento neto de la particula
es cero. Por lo tanto, para valores de la amplitud de la fuerza externa
entre estos valores Fynin < F € F, .z, tenemos que cada vez que el po-
tencial se incline en la direccién de las pendientes menores, la particula
podré avanzar sobre cierto nimero de escalones, pero al cambiarse la
direccién de inclinacién la particula quedara atrapada en alguno de los
pozos, y cuando la inclinacién cambie nuevamente la particula avanzara
otro tanto y asi sucesivamente. Y entonces, obtenemos una corriente
neta diferente de cero.

Sabemos, de la seccién (3.4.3), que en presencia de fuentes térmicas,
la. densidad de probabilidad obedece una ecuacién de Fokker-Planck en
la forma de una ley de conservacién para la probabilidad, Ec. (3.33):

8, P(x,t) + 0, J(z,t) = 0, (3.57)

donde P(z,t) o W(z,t) como llamamos anteriormente, es la distribucién
de probabilidad de encontrar a la particula en la posicién z al tiempo
t y J(z,1) es la corriente de probabilidad.

Para una fuerza f(z) = —8;V(z) y otra fuerza dependiente del
tiempo F(t), siempre y cuando esta tltima fuerza varie lo suficiente-
mente lenta, la corriente es [30]:

J(z, ) = ——E’YIBIP(x,t) +1f(@) + FOIP@1).  (3.58)

Para la solucién estacionaria 8,P = 0, tenemos que J = constante.
Si F(t) = 0y V(z) es una funci6n periédica (sin importar si es simétrica
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o asimétrica) obtenemos que la corriente es J = 0, lo cual es valido si
el ruido térmico es blanco. Al hacer uso de la ecuacién generalizada de
Langevin, nosotros hemos comprobado que adn con ruido térmico de
color, en ausencia de fuerzas externas, obtenemos que la corriente es
J =10

Entonces, si z es una variable que puede tomar cualquier valor,
—00 < Z < 00, ¥y la fuerza es derivable de un potencial (de la forma que
sea pero sin ninguna dependencia temporal), tenemos que la solucién
estacionaria es la solucién de equilibrio térmico y la corriente es J = 0,
con distribucién de probabilidad dada por la distribucién de Gibbs
P(z) ~~ = VEVET

Por otra parte, si extrapolamos la validez de las ecuaciones con x
una variable de dngulo cuyo valor estd entre 0 < z < A, es decir que
podemos expresar la variable z en términos de 8 = 27z /A, con 0 < 4 <
27, tenemos que el sistema puede mostrar una corriente estacionaria
J # 0, dependiendo de la fuerza que se le imponga.

Se ha mostrado [4], y lo hemos verificado con cuidado, que para el
caso de una fuerza oscilatoria cuadrada de amplitud F' y un potencial
tipo dientes de sierra asimétrico de la forma (ver Figura 3.4):

Aq A
A —
-— A2

X

Figura 3.4: Potencial tipo dientes de sierra asimétrico V(z),
con A = A; + Xg el periodo del potencial y A = Ay — Az la
amplitud del rompimiento de simetria.
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L, 0<z<A
_ Y para0 <z < X\
V(z) —{ —%(:lz;—)\) para A; Sz < A

donde () es la amplitud del potencial, A = A, + A, es la longitud de onda
del potencial, siendo A; y A los segmentos para cada tipo de pendiente
del potencial y A = A; — A; es la amplitud del rompimiento de simetria
(es decir si A = 0 tenemos un potencial simétrico).

Magnasco propone que la solucion a la Ec. (3.58) se puede expresar
en términos de cuadraturas:

(3.59)

P(z) = x(z) Pa(x), (3.60)
donde
Py(z) = elV(@-=FI/kT (3.61)
Y J
— 4 [F v~z FI kT
X(@) = -2 jo dr'e +C. (3.62)
Esta constante C se determina de la normalizacién de P(z):
0
fA P(z)dz = 1. (3.63)

Si requerimos que la solucién sea periddica:
P(0) = P(}), (3.64)
obtenemos la siguiente solucién completa:

kT(e*F/¥T — 1)
7

A A , ’ ’
—_—/0 d:r]o dz’ exp{[V(z') — V(z) - 2'F + zF

+AFO(z' - z)]/kT}, (3.65)

donde © es la funcién escalén (Heavyside step).
Para la forma del potencial del tipo dientes de sierra, Ec. (3.59),
tenemos que la corriente de probabilidad se puede expresar como:

Plsinh (&—?)

kT (3)° P, — 3P Pysinh (2£)

J(F) = , (3.66)
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donde ) \
po (1o AFY'_(AFY
20Q 2Q
_ Q— AF/2 _ AF
P, = cosh (————-kT ) cosh (_-ZkT)
’ (X -A)F
A2 —

PBR=A+ —-—4——6

Tenemos las siguientes observaciones para este modelo:

1) Satisfactoriamente, esta solucién muestra que la corriente neta J
se hace cero si F = 0 osi el potencial es asimétrico. Sin embargo, es sélo
vélida para frecuencias externas pequefias, wp — 0 (limite adiabatico),
y no da ningiin indicio sobre la inversién de corriente.

i1) La solucién sélo es vélida para x variable de dngulo; en ese caso,
no es periodicidad lo que se exige sino que la funcién P sea univaluada,
es decir, que como £ = 0 y z = A es el mismo punto en el espacio,
entonces P(0) = P()\). Esta exigencia, sin embargo, anula la inter-
pretacién de que la fuerza total que aparece en la ec. de Smoluchowski:

Fep(z) = f(z) + F,
sea derivable de un potencial. Entonces si ponemos que:
Fos(z) = =0, Ves(z) = —8:[V(2) - zF),

tenemos un serio problema ya que el potencial efectivo no es univaluado
y por lo tanto no obedece que: V¢;(0) = Ves(A). Sin embargo, parece
“capturar” el hecho de que si se fuerza a la particula hacia un lado
(va sea “inclinando” el potencial o no), la asimetria del potencial hace
que sea mas facil el movimiento en una direccion. Por otra parte,
tenemos que esta explicacién da lugar sélo a corrientes positivas y nunca
a corrientes negativas.

#1) Finalmente, como ya habiamos mencionado en la introduccion
de la tesis, este modelo del vaivén del potencial no muestra la depen-
dencia con otras cantidades de interés, como por ejemplo la frecuencia
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del forzamiento, la friccién, el tiempo de correlacién del baiio térmico,
etc.

Como veremos en los siguientes capitulos, nuestro modelo incluye a
los modelos mencionados como casos especiales, tal que nuestros resul-
tados son consistentes con los de ellos. Es importante recalcar que el
nuestro es el uinico que puede tomar en cuenta correlaciones finitas del
bafio térmico, es decir, incluir ruido térmico de color. Esta afadidura
da como resultado que con sélo variar la frecuencia externa, mante-
niendo fijos fodos los demds pardmetros, obtenemos corrientes ya sea
positivas, cero o negativas.



24

Capitulo 3. MATRACAS ESTOCASTICAS...




Capitulo 4

Corriente con ruido térmico
de color.

4.1 Introduccién

El propésito principal de este capitulo es tratar de aclarar bajo
qué condiciones se presenta la corriente. Debido a las dificultades an-
teriormente descritas sobre el manejo de la ecuacién generalizada, de
Langevin, los resultados que se muestran son de cardcter numérico. A
continuacion se presenta el método empleado para resolver numérica-
mente la ecuacién generalizada de Langevin, Ec. (3.36), cuyos progra-
mas empleados se muestran en los Apéndices A, B y C. Comenzamos
describiendo el método numérico y la forma de generar ruido térmico
correlacionado. Posteriormente apreciamos el efecto de trabajar con un
potencial periédico asimétrico. Asi también se dan a conocer los prin-
cipales resultados obtenidos al considerar tiempos de correlacion fini-
tos Ty en el bafio térmico, tomando los casos en que la fuerza externa
es una fuerza oscilatoria determinista y cuando tenemos una fuerza
externa aleatoria. En ambos casos la fuerza externa presenta prome-
dio temporal cero (F..;:) = 0. Estos resultados estan contenidos en el
articulo Stochastic Ratchets with Colored Thermal Noise [33] que re-

9%
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cientemente hemos publicado Victor M. Romero y Laura A. Ibarra en
la revista Physical Review E, en Octubre de 1997 (ver Apéndice E).
Se ha mostrado que las correlaciones del bafio son incapaces de in-
ducir corriente (de acuerdo con la segunda ley de la Termodinamica)
y se ha obtenido que las condiciones necesarias para la generacion de
la corriente son la asimetria del potencial y la dependencia temporal
(simétrica) de la fuerza externa. '

4.2 Método Numeérico

Para el cdlculo de la solucién numérica de la ecuacion generaliza-
da de Langevin se elaboraron programas en lenguaje FORTRAN (ver
Apéndices A y C) implementandose un algoritmo de Runge-Kutta de
segundo orden basado en la definicién de derivada:

dz(t) ., =(t) — z(t — At)
dat At

y en el desarrollo de Taylor hasta segundo orden de z(t+At) y z(t—At),
de tal manera que obtenemos:

%Atz = z(t + At) + z(t — At) — 22(t). (4.2)

(41)

Esta tltima expresién la sustituimos en la ec. generalizada de Lan-
gevin, Ec. (3.36), y discretizando el tiempo, con { = nAt donde n =
1,2,3,..., obtenemos:

m [z((n + 1)At) + ((n — 1)At) — 25(nAt)] =

) z(7At) — (7 — DAY)
At

—At? an At T'((n - j)At
=1

dV (z(nAt))

"

+F.a(nAt)At, (4.3)

At? + f(nAt)A?
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Por lo tanto la posicién de la particula Browniana al tiempo ¢ + At
queda en funcion de la posicion a dos tiempos anteriores t y t — At.
Escribiendo en cantidades adimensionales, tenemos entonces:

#((n + 1)AL) = 28(nAt) — 2((n — 1)Af)

—%}i:r(n 7)A) [£(AD - 5((j - 1)AD] AP

1 dV(:J: (nAf))
) dx
donde 7 = m/myg, & = z/X, T = t/ty, V = V/V,, f= %f, Fop =

%Fm yI'= %:—I". Es decir, las unidades del sistema con el que traba-
jamos, se escalan con:

Af2+ f(nami'~’+ F‘m(nAf)AF, (4.4)

1. La amplitud del potencial V; (en unidades de energia}.
2. La masa de la particula my (en unidades de masa).

3. El periodo espacial del potencial periédico A (en unidades de lon-
gitud).
Las cuales nos definen un tiempo natural del sistema como ¢y = \/m"}f—.
A partir de ahora, todas las cantidades son en unidades reducidas u-
sando estas variables (por simplicidad omitiremos el simbolo tilde sobre
cada una de las variables).
Por otra parte tenemos que, para que f(t) sea una fuerza estocastica

con promedio cero,
(f(®) =0, (4.5)

y su funcién de correlacién temporal esté dada por, Ec. (3.38):
KDY ey
(Fe)F() = —Te=e1/m, (46)

la fuerza estocédstica f(t) la podemos expresar como:

£t) = "2;0””’ [ atet=simge), (47)
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donde £(t) es una variable estocdstica gaussiana con momentos:

(€)= 6(t—t) y (€(t)) =0. (4.8)

Sustituyendo estas ecuaciones en la Ec. (4.7) recuperamos las expre-
siones (4.5) y (4.6). El propésito de introducir la variable £(f) es
que ésta puede ser facilmente calculada por medio de un generador de
nimeros aleatorios descorrelacionados entre si. En particular, hicimos
uso de un generador de nimeros aleatorios con distribucién Normal
[34]); en el Apéndice B se puede ver la subrutina utilizada de dicho
generador para los programas principales.

Discretizando la integral (4.7), obtenemos finalmente que la fuerza
estocastica puede calcularse como:

f(nAt) = "m'*\/E an e~ (NAYTE AL, (4.9)

To j=—00
siendo £ el ruido gaussiano de manera adimensional.

Cada resultado fue obtenido a partir de 100 realizaciones de la fuerza
estocastica f(t), con corridas de 900,000 pasos temporales de tamafio
At = 0.01. Para asegurarnos de que no hay corrientes espurias debido
al uso de generadores de niimeros pseudo-aleatorios, se verific, como
se verd mds adelante, que cuando no hay un campo de potencial o
cuando se trabaja con un potencial simétrico, en presencia de una fuerza
externa simétrica dependiente del tiempo, no se produce corriente.

Por otra parte, se programaron Shell Scripts en UNIX para obtener
una automatizacién de los cdlculos y una més rapida generacién de
resultados; puede verse un ejemplo de estos Scripts en el Apéndice D.

De la funcién de correlacién de la fuerza estocéstica, Ec. (4.6), y del
Teorema Fluctuacién-Disipacién, Ec. (3.20):

(F)F(t)) = 2kTT(t - t'). (4.10)
Al compararlas obtenemos la expresién:

T(t—t) = a%e-"-"l/'m, (4.11)

donde « es el coeficiente de friccion.
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De tal manera que el kernel de friccién para tiempos de correlacién
muy pequefios, tiende a:

T(t) = 2™ 770 ~6(t). (4.12)
27 0

Es importante recordar que el uso de un kernel de disipacién I'(¢),
con o sin memoria, depende de las escalas de tiempo de evolucién de
lo que uno considera sea el “sistema” y el “bafio”. En realidad, como
sabemos, un bafio térmico es siempre de color. Sin embargo, si las es-
calas de tiempo de evolucién son tales que uno es capaz de aproximar el
bafio como un baiio blanco, en comparacién con las escalas de tiempo
del sistema, la descripcién se convierte en Markoviana. Esto propia-
mente nos da acceso a una descripcién matematica mas completa de la
dindmica del sistema que si se mantienen las correlaciones temporales
finitas del bafio térmico. Pero ciertamente, si las escalas de tiempo
del sistema y el bano son comparables, entonces uno debe enfrentar el
cardcter no-Markoviano de las correspondientes ecuaciones dindmicas.

4.3 Matraca Estocastica con Ruido Térmico

de Color

Como hemos visto, la solucién de la ecuacién de Langevin gene-
ralizada, Ec. (3.36), depende de varios pardmetros: m la masa de la
particula, Vp la amplitud del potencial asimétrico, A el periodo del
potencial, 7y el tiempo de correlacién o tiempo de “memoria” del bafio,
7 el coeficiente de friccién del medio y T la temperatura del bano.

Para propositos de comparacién hemos usado como fuerzas externas,
por una parte, una fuerza oscilatoria determinista sistemadtica y por otra
parte, consideramos el caso en que Fe(t) es una fuerza estocastica y
simétrica en el tiempo. Por lo tanto, si consideramos una fuerza externa
determinista oscilatoria F,.;(t), tenemos otros dos parametros libres, la
intensidad de la fuerza externa Fp y la frecuencia de oscilacion wyp; o
si el campo externo es estocastico, debemos especificar al menos su
intensidad Fy y su tiempo de correlacion Tez.
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Figura 4.1: Potencial periédico asimétrico V(z) considerado.

El potencial considerado en la ecuacién generalizada de Langevin,
es un potencial periédico asimétrico (conocido como Potencial Ratchet
o de matraca) de forma sencilla [7], como el mostrado en la Figura (4.1),
el cual podemos expresarlo como:

5T . {27z 1. /4nz 1. (67z
Vi) = Vg [sin (3F) - ein (55) + 350 (35) | (419

donde Vj es la amplitud del potencial y A su periodo.

Por conveniencia hemos mantenido constante durante todo el andlisis
myp la masa de la particula, V; la amplitud del potencial y A la longi-
tud de onda del potencial periédico, y hemos variado el resto de los
parametros: 7y el tiempo de correlacién del bafio térmico, -y el coefi-
ciente de friccién del medio, T la temperatura del bafio y 7y €l tiempo
de correlacidon de la fuerza externa o Fp la intensidad de la fuerza ex-
terna y wg su frecuencia de oscilacién. De tal manera que el tiempo
caracteristico £y es del orden de la unidad (ty ~ 1), asi como sus
energias.
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Como veremos en las siguientes subsecciones, a través de soluciones
numéricas de la ecuacién generalizada de Langevin, no se observa una
corriente neta en la ausencia de fuerzas externas, es decir si For:(t) =0
en la Ec. (3.36). No obstante, y ésto fue realmente inesperado [4], si uno
agrega una fuerza externa simétrica en el tiempo, el sistema presenta
una corriente neta, en general. Un resultado novedoso aqui es el hecho
de que si el tiempo de correlacién de la fuerza externa es ain més corto
que el del bano térmico se produce una corriente.

Para decidir si existe o no una corriente en el sistema, hemos anali-
zado principalmente el comportamiento de la posicién promedio de la
particula como funcién del tiempo, (z(t)). Este promedio de ensemble
es calculado sobre muchas realizaciones de la fuerza térmica estocistica
y del ruido externo cuando éste es también estocdstico. Si {z(t)) =0
entonces no hay corriente, pero si {(z(t)) # 0 la particula presenta a-
rrastre.

Para la fuerza externa oscilatoria usamos una de la forma.:
Fert(t) = Fy cos(wpt), (4.14)

con Fp la intensidad de la fuerza externa y wy la frecuencia de oscilacién,
siendo éstas constantes y arbitrarias.

Debido a que queremos encontrar cudndo existe corriente y cudndo
no, analizaremos varios casos:

4.3.1 Ausencia de corriente para F,;(t) =0

Para empezar mostramos en la Figura (4.2) la grifica de 10 cami-
nantes al azar o realizaciones de la particula Browniana en un potencial
periddico asimétrico, pero en ausencia de fuerza externa y con tiempo
de correlacién finito, bajo las mismas condiciones iniciales. Por otro
lado, podemos constatar en la Figura (4.3) que el desplazamiento medio
de la particula es cero, no asi su desviacién cuadratica media que va
aumentando a través del tiempo, mostrando el caracter difusivo de la
particula Browniana. En este caso tenemos el promedio de ensemble
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T70=1kT=025v=2,Fp=0
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Figura 4.2: 10 realizaciones de la fuerza estocastica en
ausencia de fuerza externa.

(z) para 300 realizaciones, la cual se ve claramente que se superpone a
la linea z = 0.

Nétese que si existe una clara difusién; esto implica, a su vez, que
la temperatura usada T = 0.25 no es despreciable y que juega un papel
importante.

De estas dos figuras podemos concluir que no existe corriente en
ausencia de fuerzas externas dependientes del tiempo atin cuando las
fluctuaciones del bafio estin correlacionadas en el tiempo (con 7o # 0).

Todo esto en concordancia con la Segunda Ley, de que no se puede
extraer una corriente neta solamente.partiendo de un bafo térmico
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aunque éste sea “blanco” o de “color”. Obviamente no importa que el
potencial sea asimétrico.

0=1kT =025v=2Fy=0
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Figura 4.3: Posicién promedio de la partfcula (z) y su
desviacién cuadrética media (z?).

4.3.2 Dependencia en la asimetria del potencial
V(x)

En la Figura (4.4) mostramos el promedio de la posicién como
funcién del tiempo {z(t)} en presencia de la fuerza externa oscilato-
ria, Ec. (4.14), pero para diferentes potenciales:

1. En primer lugar un potencial peridédico asimétrico de la forma
dada por la Ec. (4.13) con V) = 1.0.

2. En ausencia completa del potencial de interaccién V(z) = 0 (ha-
ciendo Vp = 0).
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3. Considerando el caso de un potencial periédico pero ahora simétrico,

por ejemplo de la forma:

Vaim(z) = Vg sin (%TI) , (4.15)

con Vp =1.0.

T0o=1,kT =0.25,v=2,Fy = 1,wp = 0.05
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Figura 4.4: Desplazamiento medio de la particula (z) en
presencia de un potencial periédico asimétrico V(z), de un
potencial simétrico Viim(z) y en ausencia de potencial (Vo =

0).

De aqui, observamos que existe arrastre neto, i.e. {z(t)) # 0, sélo
para el caso asimétrico. El desplazamiento medio de la particula Brow-
niana se anula para el caso simétrico, al igual que para el caso en que
no tenemos fuerzas derivables de un potencial, V5 = 0. Todo esto en
presencia de una fuerza externa oscilatoria simétrica. Notese que exis-
ten oscilaciones cuya frecuencia es igual a wy, la frecuencia de la fuerza
externa; regresaremos a este punto més adelante.
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4.3.3 Dependencia en la intensidad de la fuerza
externa oscilatoria.

En la Figura (4.5) se muestra el desplazamiento promedio de la
particula en presencia de un potencial periédico asimétrico dado por Ec.
(4.13) y con una fuerza externa senosoidal periédica dada, Ec. (4.14).
Las diferentes curvas corresponden a distintas intensidades de la fuerza
externa Fy. Aqui hemos incluido también el caso cuando no hay fuerza
externa, es decir Fy = 0, y encontramos que no hay corriente neta.
- Podemos apreciar como la presencia de una fuerza externa de este tipo,
produce un arrastre en la particula acoplandola a su frecuencia de os-
cilacion.

7o =1,kT = 0.25,7 = 2,wp = 0.05
450

400 |
350 -
300 -
250 }-
(z} 200 |
150 |-
100

_50 I | 1 ] L 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t/103A¢

Figura 4.5: Posicién promedio de la particula Browniana
para diferentes intensidades de la fuerza externa Fp.
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4.3.4 Dependencia en la frecuencia. Inversiéon y
filtracion

En la Figura (4.6) tenemos el comportamiento obtenido al variar
la frecuencia wg de la fuerza externa y quisieramos sefialar las nota-
bles oscilaciones de la posicién promedio {z(t)}). La frecuencia de estas
oscilaciones corresponde, dentro de los errores estadisticos, a la fre-
cuencia wg de la fuerza externa. Si no hubiera potencial tendriamos
que la ecuacién de Langevin utilizada seria lineal, presentdndose las
oscilaciones de la fuerza externa en el comportamiento de la particula
Browniana. Curicsamente puede observarse en la figura que se obtiene
inversién de la corriente cuando la frecuencia externa es grande.

0=1kT=025,v=2,F,=14
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Figura 4.6: Posicién promedio de la particula Browniana
para diferentes valores de la frecuencia externa wy.



4.3 MATRACA ESTOCASTICA CON RUIDO ... 67

z(t)
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Figura 4.7: 10 realizaciones de la particula Browniana en un
baifio térmico de color y en presencia de una fuerza externa.

Por comparacién, queremos mostrar en la Figura (4.7), el “cami-
nante al azar” z(t) de 10 corridas, correspondientes a diferentes reali-
zaciones del ruido térmico para una 7y, Fy ¥y wp dados. Uno dificilmente
podria esperar que a partir de esta figura, el promedio (z(t)) mostrara
un claro filtramiento de la frecuencia de forzamiento, dado al hecho de
que estamos trabajando con un sistema altamente no-lineal. La dis-
persién presente en la figura muestra que la temperatura no es baja,
lo cual hace menos obvio ver la filtracién de la frecuencia externa. En
el siguiente capitulo se hard un estudio detallado del caso de fuerza
externa oscilatoria.
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4.3.5 Dependencia en el tiempo de correlacién del
bano térmico.

En la Figura (4.8) tenemos la posicién promedio de la particula para
diferentes valores del tiempo de correlacién del bafio térmico o memoria
7o. Podemos ver que en general hay un arrastre neto para pricticamente
todos los casos. Es importante hacer notar el comportamiento no-
monoténico de la corriente como funcién del tiempo de memoria 7o,
para una fuerza externa fija. El caso 7, — 0 corresponde al de un
bafio blanco. Podemos observar que cuando el bafio tiene un tiempo
de correlacién muy largo (1o = 100), el arrastre de la particula llega a
ser muy ineficiente.

kT = 0.25,v = 2, Fo = 1.4, wo = 0.05
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Figura 4.8: Posicién promedio de la particula Browniana
para diferentes tiempos de correlacién del bafio térmico 7p.
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4.4 Matraca Estocastica con Fuerza Ex-
terna Aleatoria

Ahora discutiremos el caso en el cual la fuerza externa F,,(t) es
estocastica. Consideramos que tal fuerza presenta una distribucién
Gaussiana con media cero {F.x(t)} = 0 y con la siguiente funcién de
correlacién: )

2TEIt

(Fozt(t) Fene(t)) = F—e It /rezt (4.16)

Los resultados son mostrados en la Figura (4.9). Las diferentes curvas
corresponden a distintos tiempos de correlacién 7., de la fuerza externa.
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Figura 4.9: Posicién promedio de la particula Browniana
para diferentes tiempos de correlacién de la fuerza externa
Tere, cON tiempo de correlacién del bafio térmico fijo (1o =

1).
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Tres principales observaciones pueden ser concluidas a partir de
aqui: Primero, si el tiempo de correlacion de la fuerza externa es igual
al tiempo de correlacién del bafo, 7., = 7o, no hay corriente (tal como
deberia ser, ya que la matraca estocastica llega a estar en contacto con
un ruido coloreado simple). En este caso tenemos que, la fuerza externa
mds la fuerza térmica es equivalente a incrementar la intensidad del
ruido térmico, como puede verse de las Ecs. (4.6), (4.10) y (4.16); esto
es completamente analogo al caso de un bano blanco con una fuerza
externa delta-correlacionada, como se mostrd en las referencias [4, 7).
Segundo, para tiempos de correlacion externos mas largos que el tiempo
de correlacién térmico, 7., > 7o, la situacién podria aproximarse a
la de un bafio blanco en presencia de una fuente externa coloreada:
Debe haber una corriente “positiva” en este caso, como ya ha sido
demostrado en las referencias [4, 6, 7). Por corriente positiva queremos
expresar que es aquella que se produce en la direccién de inclinacién
del potencial asimétrico (en nuestro caso, por la forma del potencial
considerado, la corriente positiva seria cuando la particula presenta
un arrastre hacia la derecha). Y tercero, siendo novedoso ya que los
trabajos previos realizados no habian incluido un término de memoria
del baifio, tenemos que para tiempos de correlacidon externos mds cortos
que el tiempo de correlacién térmico, T,y < 7o, se presenta también
corriente. Es importante sefialar que la corriente en este iltimo caso
es “negativa” o “invertida”. El origen de esta inversién, no explicada
aqui, es claramente diferente a la inversién de corriente encontrada en
previos estudios [6, 7, 8, 11].

Un caso interesante es aquel de un bafio térmico coloreado, 7o # 0,
con una fuerza externa delta-correlacionado o blanca, Tezy — 0. En-
contramos que la matraca estocdstica se mueve, como se muestra en
la Figura (4.9); en otras palabras, la matraca estocdstica es capaz de
rectificar aiin un ruido externo delta-correlacionado simétrico. Este re-
sultado indica que la tdnica condicién necesaria para que un sistema
térmico muestre corriente es que el potencial V(z) sea asimétrico.

El presente estudio con memoria nos ha indicado que el fenémeno
de produccién de corriente se debe principalmente a la asimetria del
potencial y a la presencia de una fuerza externa (simétrica) dependiente
del tiempo. Ya que en ausencia de una fuerza externa no obtendriamos
corriente sino sélo difusién de la particula Browniana.
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E! estudio de un sistema con un baiio térmico de color, con memoria
y con fuerzas externas dependientes del tiempo (adn aquellas que son
delta-correlacionadas) pueden solamente ser estudiadas haciendo uso
de una ecuacién de Langevin generalizada, tal como la Ec. (3.36).

El estudio de este fenémeno con otros modelos limites, tal como la
explicacién del vaivén del potencial, muestra que no es obvio el por
qué ocurre la corriente cuando se tiene inversién, asi como su depen-
dencia no trivial con la frecuencia de oscilacién externa. Todo esto nos
indica que el fenémeno es mas complicado, lo cual nos ha motivado
a realizar un estudio con mas detalle de los diferentes parametros en
cuestién, para el caso de una fuerza externa oscilatoria. Estos resulta-
dos se muestran en el siguiente capitulo para el estudio de inversion de
corriente,
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Capitulo 5

Inversion de Corriente

5.1 Introduccion

En el capitulo anterior los resultados que se obtuvieron muestran
que el fenémeno de la produccién de corriente dista de estar comple-
tamente entendido; sin embargo, el modelo aqui considerado es lo bas-
tante rico para estudiarlo con mds detalle. El aspecto que despierta el
mayor interés es la aparicién de una corriente en la direccién contraria
al movimiento preferencial de la particula (corriente invertida). Se ha
visto en estudios realizados que la variacién de uno de los pardmetros
del modelo puede llegar a producir inversién de corriente; esto fue ob-
servado desde el modelo original propuesto por Feynman [13]. Por
ejemplo, se ha encontrado inversién de corriente al variar el potencial
asimétrico V(z) en el limite sobreamortiguado {y > m) {6, 11], o al
variar la fuerza externa F,.; en ausencia de términos estocésticos [19],
o considerando términos de fluctuaciones fuera de equilibrio [7]. Sin
embargo, el fendmeno en si, no es aiin bien entendido.

Por nuestra parte, en el modelo que estamos analizando se puede
apreciar que se da una competencia entre los tiempos invelucrados del
sistema, dando lugar, de manera general, a corrientes tanto positivas
como negativas. Para ilustrar este comportamiento general, a ser ana-
lizado con més detalle, mostramos la Figura (5.1), donde se grafica la
posicién promedio de la particula como funcién del tiempo, < z(t) >,

73
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para una fuerza externa oscilatoria.
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Figura 5.1: Promedio de la'posicién de la particula para
frecuencias bajas.

En dicha Figura (5.1) podemos observar, adema4s del filtramiento de
la frecuencia externa mencionado en el capitulo anterior, el fenémeno de
la inversion de corriente. Notamos que conforme la frecuencia es mas
baja el arrastre ocurre siempre en la direccién positiva. Esto podria
sugerir que la explicacién sencilla, basada en el vaivén del potencial
[17], es correcta; sin embargo, insistimos, dicho razonamiento es incapaz
de explicar la inversién a frecuencias “altas”. Sin embargo, cabe la
posibilidad de que otro mecanismo sea el responsable de la inversion de
corriente en esta region.

Por lo tanto, la finalidad del presente capltulo es el realizar un estu-
dio sistemaitico del caso en que se tiene una fuerza externa oscilatoria
del tipo Fez(t) = Fpcos{wpt), Ec. (4.14), y asi, poder analizar los cam-
bios en la corriente al variar los diferentes pardmetros involucrados en
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la ecuacién de Langevin Generalizada, Ec. (3.36). Todo esto con el
proposito de encontrar algin indicio respecto al origen de la inversién
de corriente.

5.2 Parametros relevantes y definicion de
corriente

El sistema que estamos estudiando corresponde al de una particuia
de masa m en presencia de un potencial V(z) y sujeto a una fuerza
de friccién y a una fuerza aleatoria f(t) provenientes del baio térmico
en el que se encuentra inmersa, asi como a una fuerza externa Fori(£)
independiente del medio. Esto da lugar a 8 parametros que podemos
clasificar en tres grupos:

Pardmetros del sistema:

m masa de la particula,
Vo amplitud del potencial (energia), {5.1)
A periodo del potencial (longitud).

Parametros del bano térmico:

kT Temperatura,
¥ coeficiente de friccién, (5.2)
7o tiempo de correlacion del baiio.

Parametros de la fuerza externa:

F, Intensidad de la fuerza,
. . (5.3)
wp frecuencia de forzamiento.

Debido a gque queremos que el sistema mecénico de la matraca
no varie durante todo el andlisis, se mantuvieron fijos los 3 primeros
pardmetros: m, Vo y Ay los utilizamos para adimensionalizar los demads.
Esto nos deja 5 pardmetros (adimensionales) variables, 3 del entorno o



76 Capitulo 5. INVERSION DE CORRIENTE.

bafio térmico (kT, vy 7o) y 2 externos (Fy y wp). Notamos ademds que
existen varios tiempos caracteristicos asociados, cuyos valores relativos
deben jugar un papel importante. Estos tiempos son:

1. Tiempo natural del sistema:

ty = — = (5.4)

Este tiempo, por suposicion, es igual a 1 y todos los demds se
miden con respecto a él.

2. En ausencia de interaccién con el bafio y la fuerza externa, la ener-
gia E de la particula se conserva y existen periodos de oscilacion
dentro del potencial (|E| < V;). Tipicamente, estos tiempos son
Tose = 1.7 para E = 0, hasta 7., ~ 6.76 para la parte superior
del potencial £ =~ V. Lo relevante aqui es que son tiempos del
orden de 1.

3. Tiempo de relajamiento de la particula. Aunque la presencia de la
memoria del bafio hace un poco mas dificil identificar exactamente
el tiempo de relajamiento, lo podemos seguir estimando como el

caso sin memoria: m

T= ? (5.5)

4. Tiempo de correlacién del bano térmico, 7p.

5. Periodo externo de forzamiento, 7ezx = 2 /wy.

Aunque, estrictamente, podemos asociar un tiempo caracteristico
con la temperatura, de manera similar al tiempo natural ¢y, en este
problema parece no jugar un papel esencial dado que la temperatura
sélo aparece como la intensidad de la fuerza estocéstica, i.e. f(t) ~
VvkT. De hecho, como veremos adelante, existe inversién de corriente
como funcién de la variacién de los tiempos 7, m/y y wy'; la tem-
peratura y la intensidad de la fuerza externa tienden a aumentar o
disminuir la corriente pero no a invertirla.
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Como mencionamos en capitulos anteriores, no es obvio como cal-
cular la generalizacién de la corriente para el presente caso, dada la
no-Markovianidad del problema. Por lo tanto, para propésitos de com-
paracidn, definimos una “corriente” por:

d(z)

J _dt_-

(5.6)

Esta funcién es una medida del arrastre de la particula y nos da la
pendiente del promedio de la posicion de la particula Browniana, para
diferentes realizaciones de la fuerza estocastica f(t). Esta corriente es
calculada bajo las mismas condiciones iniciales de zg =0 y vy = 0.1.

Los resultados que a continuacién se muestran corresponden a 100
realizaciones de la fuerza estocdstica f(t) con corridas de 100,000 pasos
temporales de tamaiio At = 0.01.

Los cdlculos para la corriente J fueron obtenidos a partir de valores
de la frecuencia externa wy entre 0.05 < wy < 10.

En las siguientes secciones mostramos los resultados al dividir su
estudio en pardmetros del bafio térmico y en parimetros externos.

5.3 Variacion de la Fuerza Externa.

La fuerza externa considerada en el presente capitulo es de la forma
de una fuente externa oscilatoria

F.z:(t) = Fy cos(wpt), (5.7)

con Fj la intensidad de la fuerza externa y wg la frecuencia de oscilacién.

A continuacién se presentan los resultados correspondientes al variar
la intensidad de la fuerza externa Fy y la frecuencia externa wp. En
todos los casos, se mantuvieron constantes el coeficiente de friccién
4 = 2.0, la temperatura del bafio térmico kT = 0.25 y el tiempo de
correlacion del bano m = 1.0.
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Figura 5.2: Corriente para intensidades de la fuerza externa
entre 1 < Fp < 3.

a) Corriente para diferentes intensidades de la fuerza externa
Fg.

En las Figuras (5.2) y (5.3) tenemos las graficas de la corriente
contra la frecuencia externa wy, variando el valor de la intensidad de la
fuerza externa entre 1 < Fy < 5. En la Figura (5.2) se puede ver que al
aumentar la amplitud de la fuerza externa Fy, la inversién de corriente
es mds eficiente. Pero en la Figura (5.3) se tiene que para intensidades
de la fuerza externa Fy > 3 se empieza a apreciar un efecto que produce
que la curva comience a deflectarse tendiendo a formar una segunda
inversién; ademas se recorre el maximo de la corriente negativa hacia
frecuencias mayores.” Queremos hacer notar que en ambas graficas, el
punto o frecuencia de corte w,, es decir, donde se realiza la primer
inversién ( w, ~ 0.3 ), permanece invariante.
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Figura 5.3: Corriente para intensidades de la fuerza externa
entre 3 < Fp < 5.

b) Comportamiento general de la corriente contra la amplitud
de la fuerza externa Fp.

De estas dos tltimas graficas (5.2) y (5.3), podemos apreciar el
siguiente comportamiento resumido en la Figura (5.4) de la corriente J
contra la amplitud de la fuerza externa Fy, donde observamos que para
valores de:

0<wy<0.3 J>0
03<wy<3 J<0
J >0 para Fp < 2
< <
3Swss {J<OparaFo>2}

wo > 10 J=0

ESTA TESIS WO OISt
SALIR Bt LA BIBLIBTECA
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o=1,kT =0.25,vy=2
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Figura 5.4: Comportamiento general de la corriente J con-
tra la amplitud de la fuerza externa Fy.

5.4 Variacion de las propiedades del bano
térmico.

De la expresién para la funcién de correlacién de la fuerza es-
tocdstica térmica, Ec. (4.6), tenemos que se expresa en términos de
su tiempo de correlacién 7o de la forma:

kT ’
(FOF(E)) = =Le=41/m, (538)
0
pero por el Teorema Fluctuacién-Disipacién, Ec. (3.20), entonces la
fuerza de friccién también se puede expresar en funcién del tiempo de
correlacion del bano térmico como:
It —1t) = 5"_e—lt~t’lfm. (5.9)

B T
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A continuacién mostraremos los resultados correspondientes al variar
el tiempo de correlacién del bafio térmico 7y, la temperatura T y la
friccién 4, en términos de la frecuencia forzadora wy.

9.4.1 Tiempo de Correlacién Térmico

a) Funcién de correlacién para diferentes tiempos del baiio
térmico.

La Figura (5.5) muestra la funcién de correlacién para f(t) con de-
caimiento exponencial para diferentes tiempos de correlacién o memoria
del bafio ( 0.1 < 79 < 10 ), manteniendo constante la intensidad de la
fuerza estocdstica con valor de /2YkT /1 = 1 y la intensidad de la
fuerza de friccién con valor de G = /27y = 1.

T0=1KT =025~vy=2

1 1 1 1 I 1 T0I= 01[___
Tp = 0.5 —
0.8 To = 1 — ]
To = g e
7‘0 - teem
0.6 .
To=10- .-
(F(£)f(t)n4 T
0.2 ..................... .
. e
-0.2 1 1 1 1 L 1 | 1 1

0 200 400 600 800 ]1000’1 1200 1400 1600 1800 2000
t—t

Figura 5.5: Funcién de correlacidn de la fuerza estocastica
para diferentes tiempos de correlacién del baiio térmico 7.
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Aqui podemos apreciar claramente que a mayor tiempo de correla-
cién, la fuerza estocdstica presenta mayor memoria respecto a lo ocurri-
do a 2 tiempos distintos, perdiéndose su correlacién cuando la diferencia
de tiempos es muy grande. Tenemos ademas que cuando el tiempo de
correlacion se hace cada vez mas pequefic 70 — 0, el bafio térmico de
color tiende a un bafio blanco delta-correlacionado, en donde la memo-
ria de la fuerza estocdstica es extremadamente pequena y entonces se
dice que la memoria del bafio térmico es “instantdnea”.

b) Corriente para diferentes tiempos de correlacién del bano
térmico a una frecuencia externa dada.

En la Figura (5.6) se muestra la grafica de la corriente J para dife-
rentes tiempos de correlacién del baiio térmico 7y, en el caso particular
en que la intensidad de la fuerza externa es Fy = 1.0 y su frecuencia
es wp = 0.05. Hemos mantenido constante, al igual que en la grafica
anterior Fig. (5.5), la intensidad de la fuerza estocastica y la intensidad
de la fuerza de friccidn, al ir variando el tiempo de correlacién del bafo
térmico 7o (ver Ecs. (5.8) y (5.9)).

De aqui, podemos observar que para valores del tiempo de correla-
cién del barno:

7o pequenas (15 < 5) J # 0
70 grandes (1g > 5) J=0.

Queremos sefialar lo siguiente, si aumentamos la memoria del bafio
pero mantenemos la temperatura T y la friccién 7 constantes, lo que
estamos haciendo es ir apagando la fuerza estocéstica (ver Ec. (5.8)).
Por lo tanto, si queremos mantener la misma intensidad de la fuerza
estocdstica y a la vez aumentar la memoria, eso corresponde a un au-
mento tanto de la temperatura como de la friccién del medio.

En las siguientes graficas, se ha variado el tiempo de correlacion
del baifio térmico 7o, pero manteniéndose constante la temperatura con
valor de kT = 0.25 y el coeficiente de friccién con valor de ¥y = 2.0. No
asi el valor de la intensidad de las fuerzas estocdsticas y de friccidn.
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Figura 5.6: Corriente para diferentes tiempos de correlacién
del baiio térmico, con frecuencia externa de wg = 0.05.

c) Corriente en funcién del tiempo de correlacién del baiio
térmico para diferentes frecuencias de la fuerza externa.

La Figura (5.7) muestra la corriente del sistema respecto al tiempo
de correlacién del baiio 7p. Esto es, para valores pequeiios de la frecuen-
cia externa ( 0.05 < wp < 1). Podemos verificar que para un tiempo
de correlacién fijo, por ejemplo 7o = 1, a medida que aumentamos la
frecuencia externa wp se da una inversién de la corriente para valores
alrededor de 0.3 < wp < 0.4.
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KT =0257=2,F =2
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Figura 5.7: Corriente en funcién del tiempo de correlacion
del bafio térmico 7o, para diferentes frecuencias de la fuerza
externa wy.

d) Corriente para tiempos de correlacién pequeiios del bano
térmico.

En la Figura (5.8) tenemos la gréfica de la corriente J contra la
frecuencia externa wp, para los casos en que el tiempo de correlacién
toma los valores entre 0.1 < 79 < 0.4. Aquf podemos observar que para
estos valores del tiempo de correlacién { 7o < 0.5 ) se presenta sélo una
frecuencia de corte w,. Pero en la Figura (5.9), tenemos que cuando
el tiempo de correlacién se encuentra en un rango de 0.5 < 70 < 1,
se obtiene una doble inversién, es decir dos valores de la frecuencia de
corte, w, y w'.. En otras palabras, a medida que la frecuencia externa va
aumentando su valor, pasamos de una corriente en la direccién positiva
a una en direccién negativa y posteriormente se obtiene nuevamente
una corriente positiva, hasta que finalmente como en todos los casos,
la corriente se anula ( J — 0 ) a frecuencias altas.
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KT =0325v=2Fy=2
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Figura 5.8: Corriente para tiempos de correlacién del bafio
térmico entre 0.1 < 15 < 0.4
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KT =025,v=2,F=2

0.12 T T T T T Y T TOI= 0.5“9_
0-1 T0=g.$—i-—"
) T = 0.7 8-
0.08 7o = 0.8 "
0.06 7o = 0.9 &— |
) 70 = 1.0 =

Figura 5.9: Corriente para tiempos de correlacion del baiio
térmico entre 0.5 < 179 < 1.
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e) Comportamiento general de la corriente para diferentes va-
lores del tiempo de correlacién térmico.

Por lo tanto, si analizamos el caso en que aparece la primer inversién
de corriente (ver Fig. (5.10)), tenemos que conforme:

70— 0 We—00 O 17,—10

To — 00 we—0 6 1,.— 00

Es importante recalcar que no existe una frecuencia tnica de inversién
como funcién del tiempo de memoria. Esto nos indica que la memoria
del bafio térmico juega un papel importante en la comprensién completa
del fenémeno de produccién de corriente.

kT =025,y=2F, =2

1 T ) 1 1 I I

0.12
0.1
0.08 |-
0.06 |
004 |
0.02

-
.
.

| . I
.

e
I
mo

0.02 + > §
004 &/ -
'006 1l 1 1 ] [l 1 1 1 1

Figura 5.10: Comportamiento general de la corriente para
diferentes valores del tiempo de correlacién térmico.
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5.4.2 Temperatura

Los resultados que a continuaciéon mostraremos, corresponden a
variaciones hechas en la temperatura del bano térmico 7. Partimos del
hecho de que manteniendo constante el tiempo de correlaciéon 75 = 1.0,
el coeficiente de friccién v = 2.0 y la intensidad de la fuerza externa
Fy = 2.0, se obtienen los dos tipos de inversion de corriente, asi como
una corriente mas eficiente.

De la expresién para la correlacién de la fuerza estocdstica, Ec. (5.8},
vemos que un aumento en la temperatura del medio sélo intensifica el
efecto en las fuerzas fluctuantes pero no lo modifica en esencia. Siempre
y cuando, por supuesto, no sean temperaturas lo suficientemente altas
que dominen el comportamiento del sistema, opacando el efecto del
potencial asimétrico y de la friccion del medio.

Corriente para diferentes temperaturas del baho térmico.

La Figura (5.11) muestra la grifica de la corriente J contra la fre-
cuencia externa wy, para valores de la temperatura entre 0.05 < kT < 5.
Aqui se puede apreciar que obtenemos un transporte eficiente de la
particula Browniana para temperaturas bajas, pero el transporte se
hace menos eficiente a temperaturas altas. Esto se observa, tanto en
el caso en que se tiene corriente positiva como negativa. Asi también,
tenemos que se conserva la frecuencia de corte del sistema con valor
aproximado de w, ~ 0.3, que es como ya mencionamos, la frecuencia
tal en la que comienza a aparecer una corriente invertida. Por otra
parte, tenemos también que cuando la frecuencia externa comienza a
tomar valores muy grandes deja de aparecer corriente en el sistema,
es decir cuando wy — oo, J — 0. Esto se puede ver también del
Teorema Fluctuacién-Disipacién, Ec. (3.20), en donde al aumentar la
temperatura se disminuye la friccién, manteniendo constante el tiempo
de correlacién del bafio térmico 7g, lo que dé por consiguiente que las
fuerzas estocasticas dominen respecto al efecto que produce el potencial
asimétrico, en presencia de una fuerza externa.
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Figura 5.11: Corriente para diferentes temperaturas del bafo térmico.

5.4.3 Friccion

Para analizar los casos en que se varia la fuerza de friccién, hay que
tomar en cuenta que la friccién estd intimamente relacionada con la
fuerza estocéstica del baiio térmico, al satisfacerse un balance entre las
propiedades fluctuantes y disipativas del sistema.

Los siguientes resultados corresponden a los casos en que se vari6 el
coeficiente de friccién ~, pero manteniendo fijos el tiempo de correlacién
del baiio térmico 79 = 1.0, su temperatura con k7" = 0.25 y la intensidad
de la fuerza externa Fy = 2.0.

a) Corriente con fricciones pequenas.

En la Figura (5.12) se grafica la corriente J contra la frecuencia
externa wy, para valores pequeiios del coeficiente de friccién (0.1 < v <
0.6 ). Se observa que, de manera contraria a lo obtenido en los casos
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anteriores, para valores de la friccién -y < 0.6, la inversién de corriente
se presenta partiendo de una corriente negativa a una positiva, hasta
que que llega a anularse {( J — 0 ). Esto es, para frecuencias externas:

Wy < We J<0
We<wp <3 J>0
wo > 3 J—0.

donde la frecuencia de inversién w, depende del valor de la friccién.

T9=1,KT =025 F, =2

—

22222
|
coooo
O i LB |
PPt

8 9 10

Figura 5.12: Corriente con fricciones entre 0.1 < y < 0.6.

b) Corriente con fricciones grandes.

Por su parte, en la Figura (5.13) tenemos algunos valores del coefi-
ciente de friccién entre 0.8 < v < 20. Se observa que para valores del
coeficiente de friccién v > 0.6, se presenta una doble inversién de co-
rriente; esto es, de corrientes positivas a negativas y después a positivas
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nuevamente, (J > 0) — (J < 0) — (J > 0) — {J = 0), es decir:

Wy < We J>0
we < wy < W J<0
wy > Wi J>0
wp > Wi, J—=0.

De nuevo, las dos frecuencias de inversién, w, y w;, dependen del valor
de la friccion.

T0=1KT =025 Fy=2

I L} 1 I I 1 I

_4__2‘2-2*2
T Nl
SO O 0]
PEFIS

Figura 5.13: Corriente con fricciones entre 0.8 < v < 20.

¢) Comportamiento general de la corriente en funcién de la
friccién del medio.

Por lo tanto, podemos resumir en la Figura (5.14) el comportamiento
de la corriente para diferentes valores de la friccién del medio, de tal
manera que para:

~ pequenas J #£0,
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entonces si:
¥y—0 J es mas eficiente,
pero si:
¥ — 00 J -0
To = l,kT = 0.25, Fo =2
0.15 1 T 1 T T T T T T
vy=02 —
01} v =06 —-
. v= 2.0 -
0.05 | Y =20

Figura 5.14: Comportamiento general de la corriente en
funcién de la friccién del medio.

En otras palabras, cuando el término de friccién es dominante (por
ejemplo 4 = 20) la particula Browniana se queda atrapada en uno de
los pozos del potencial. Podemos decir también que si el coeficiente de
friccién del medio tiende a disminuir, esto es equivalente a que su tiempo
de correlacién aumente. Esto se puede ver también de las expresiones
para la intensidad de la fuerza de friccién /279 y de la intensidad de
la fuerza estocéstica del bafio v/2vkT/7p.
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El valor de la frecuencia de corte w, ~ 0.3 parece presentarse de
manera general en los casos en que 7 = 1.0, kT’ =025y v = 2.0. Sin
embargo, no hemos encontrado una relaciéon obvia entre la frecuencia
donde se presenta la inversion de corriente y el resto de los tiempos
caracteristicos del sistema.

Seria muy deseable, poder realizar un estudio méds exhaustivo, con
mds resultados y curvas mas continuas que nos permitan observar mas
comportamientos del sistema. Sin embargo, tenemos la limitante en
cuanto a tiempo, ya que por ejemplo para obtener sélo una curve
tipica de la corriente J contra la frecuencia de oscilacién de la fuerza
externa, para un tiempo de correlacién dado, por ejemplo de 75 = 1,
se requieren aproximadamente 12 horas de CPU (Unidad Central de
Procesamiento), incrementdndose grandemente para valores mayores
del tiempo de correlacién (que en tiempo real se traducen en dias). Los
célculos se realizaron en una estacién de trabajo Alpha SERVER 1000A
5/300, con un procesador DEC-ALPHA de 300 MHz de velocidad y 128
MBytes en RAM.

Aunque ain no se han obtenido conclusiones definitivas que nos
muestren la relacién funcional que guardan los diferentes tiempos ca-
racteristicos entre si, en el siguiente capitulo se muestran los resultados
mas importantes y novedosos que se han podido observar del compor-
tamiento general del sistema.
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Capitulo 6

Conclusiones

Con el fin de tener una mejor comprensién de los mecanismos de
transporte unidireccional que se llevan a cabo a nivel celular por medio
de las llamadas proteinas motoras, se ha introducido en el presente
trabajo la teoria de Langevin del movimiento Browniano. Esta teoria
ha sido utilizada como base para el estudio del modelo de matraca
estocéstica, en el que se ha incluido un término de fuerza externa.

Se trabajé con la ecuacidn generalizada de Langevin y es impor-
tante sefialar, que el uso de una ecuacién de este tipo permite poder
separar la contribucién de fuerzas internas (que son las fuerzas que el
medio ejerce sobre la particula Browniana, como las fuerzas estocasticas
térmicas y las fuerzas disipativas) y fuerzas externas. Asi también per-
mite considerar todas las escalas de tiempo relativas entre las diferentes
fuerzas que actdan sobre la matraca estocéstica, que como recordamos
son: el tiempo natural del sistema ty, el tiempo de relajamiento del
sistema 7 ~ m/, el tiempo de correlacién del baiio térmico 7o, el pe-
riodo natural de la fuerza externa 7..: ~ 1/wg o el tiempo de correlacién
de la fuerza externa Ts, segin corresponda. Como ya hemos visto, el
modelo presenta una fenomenologia muy rica dependiendo de los valo-
res relativos de estos tiempos; en particular, resaltamos la aparicién de
corrientes invertidas.

Se realizé un estudio comparativo al ir variando cada uno de los
parametros que describen al sistema. Por ejemplo, para el caso de la
fuerza externa, se varié tanto su intensidad Fy como su frecuencia de

95
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oscilacién wp o €l tiempo de correlacién 7., segin correspondiera el
caso de fuerzas deterministas o estocasticas. Asi también se realizaron
variaciones en el medio que rodea a la particula Browniana a través del
coeficiente de friccién 7, la temperatura T y el tiempo de correlacién
del bafio térmico 7. Como se puede apreciar, el espacio de parametros
es muy grande y pudimos observar que el comportamiento del sistema
es muy sensible al variar sus valores, en el conjunto de parimetros
involucrados.

Para el célculo de la corriente o arrastre de la particula Browniana
hicimos uso de la variacién temporal de su posicién promedio: J =
d(z}/dt, en donde la corriente presenta, de acuerdo a nuestro modelo,
una dependencia en los siguientes cinco pardmetros adimensionales:

J= J(Tg,"}’, kT, Fo,wo) (61)

Uno de los requisitos que exigimos para tomar en consideracién una
fuerza externa, es que su promedio temporal tuviera valor cero; esto es
para no introducir una direccionalidad preferente en el movimiento de
la particula Browniana.

Del andlisis realizado podemos mencionar los siguientes resultados:

1. Generales:

1. Una matraca estocistica en presencia de ruido térmico unica-
mente, ya sea correlacionado o descorrelacionado, no muestra co-
rriente. Esto es debido a que el bafio térmico satisface el Teorema
Fluctuacién-Disipacién, garantizando con ello que no se viole la
segunda ley de la Termodindmica.

2. Fl tinico requerimiento para la produccién de corriente, es la pre-
sencia de un potencial periédico asimétrico més una fuerza ex-
terna correlacionada o descorrelacionada en el tiempo.

3 La matraca estocéstica rectifica ruido externo simétrico. Como
resultado, la particula puede moverse en una direccién especifica
atin cuando las fluctuaciones del medio y la fuerza externa sean
completamente simétricas.
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II. Particulares:

1.

Para tiempos de correlacién de la fuerza externa mucho mayo-
res a los tiempos de correlacién del bafio térmico (7.nz > 7o),
se presenta corriente en la direccién preferencial de la particula,
determinada por la asimetria presente en el potencial. Esto es
equivalente a pensar que tenemos un ruido térmico blanco y una
fuerza externa de color.

Para tiempos de correlacion de la fuerza externa mucho menores
a los tiempos de correlacién del bafio térmico (Terx € 7o), se
presenta inversion de corriente.

Para un tiempo de correlacién del bafio y un coeficiente de friccién
fijos, tenemos un valor para la frecuencia externa tal que produce
una inversién de la corriente, que denotamos como frecuencia de
corte w,, la cual es siempre menor que la frecuencia natural del
sistema. Por lo tanto, al variar ya sea el tiempo de correlacién o la
friccién del medio, la inversion se presenta a diferentes frecuencias
We-

A frecuencia externa, a temperatura o a friccién altas, el efecto de
la corriente en el sistema se pierde. De la misma manera ocurre
cuando tenemos tiempos de correlacién grandes del bafio térmico.

. Bajo ciertas condiciones de la fuerza externa oscilatoria, puede

presentarse una doble inversién de la corriente.

El interés por temer un panorama més claro que nos permitiera

entender el mecanismo de la inversién de corriente, nos llevé a realizar
un estudio mas detallado de los pardmetros involucrados, para el caso
de una fuerza externa oscilatoria. De aqui obtuvimos las siguientes
observaciones, al variar:

A) Pardmetros Externos:

1.

Dado que la fuerza externa acoplada al potencial son los términos
dominantes, cuando la temperatura del medio no es muy alta, se
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obtiene un filtramiento de la frecuencia forzadora en la posicién
promedio de la particula Browniana.

9. Al ir aumentando la intensidad de la fuerza externa oscilatoria
obtenemos una produccién de corriente més eficiente, para am-
plitudes pequefias (Fp < 2).

B) Parametros Internos:

1. Para tiempos de correlacién pequeiios (70 < 5), manteniendo
constantes la intensidad de la fuerza estocéstica y la intensidad
de la fuerza de friccién, se obtiene una corriente neta diferente
de cero, pero al aumentar la memoria del bafio el desplazamiento
neto de la particula es cero. ‘

2. A temperaturas bajas, menores a la energia natural del sistema
(kT < Vi), se presenta una mejor eficiencia en el arrastre de la
particula Browniana.

3. De manera semejante, al ir disminuyendo la friccién del medio ob-
tenemos una corriente neta maés eficiente, para valores pequeios
del coeficiente de friccién (y < 0.6). Pero contrario a lo observado
a frecuencias bajas la corriente neta que se obtiene es negativa.

Tenemos por lo tanto que variaciones en el tiempo de correlacién
del bafio térmico To, en el coeficiente de friccién v o en la frecuencia
externa wp, producen fuertes cambios en el comportamiento del sistema
al permitir la transicién de corrientes positivas a negativas y viceversa.

Por el contrario, pardmetros como la temperatura T’y la amplitud
de 1a fuerza externa Fy sélo magnifican el efecto de la produccién de
corriente. Sin embargo, cabe sefialar que si los valores de la temperatura
o de la friccién son grandes, se pierde el movimiento inducido de la
particula, al apantallar los efectos del potencial asimétrico.

Quisieramos hacer la observacién de que la aparicién de diferentes
frecuencias de inversién para tiempos de correlacién grandes y la pre-
sencia de corrientes que cambian mds de una vez de signo, como en
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el caso de fricciones altas, nos indican que debe existir un mecanismo
mas complejo del que hasta ahora se ha discutido en la literatura y
que atin falta por entender. Por otra parte, la no-Markovianidad y la
no-linealidad del modelo que hemos propuesto dificulta la posibilidad
de obtener resultados analiticos, asi también la falta de un potencial
mas realista y de una expresién funcional que nos describa mas fiel-
mente los procesos quimicos que se llevan a cabo a nivel molecular, nos
limita a comparar con resultados experimentales que se han obtenido
con muestras de proteinas motoras.

Una de las principales contribuciones que presenta el trabajo, es que
se han podido aclarar aspectos sobre la interpretaciéon de las fuerzas
que actian sobre la particula Browniana (¢como puede apreciarse en las
conclusiones generales), ya que en trabajos anteriores [4, 5, 10] se argu-
mentaba que las correlaciones del ruido térmico inducian rompimiento
de la simetria, dando por resultado una corriente macroscépica diferen-
te de cero.

Por otra parte, se han obtenido resultados novedosos al estable-
cerse una amplia gama de condiciones bajo las cuales se presenta in-
versién de corriente, que en aproximaciones donde se toma el limite
sobreamortiguado serfa imposible el acceso a tal andlisis, ya que in-
volucran un juego entre los tiempos caracteristicos de las diferentes
fuerzas que actdan sobre la particula Browniana.

Se puede ver que el modelo estudiado presenta riqueza en los re-
sultados, ya que podemos establecer bajo qué condiciones la particula
mostrara un arrastre neto diferente de cero, o hacer que cambie su di-
reccién o simplemente que se mantenga en el mismo lugar. Sin embargo,
es claro que resulta muy complicado obtener una expresién funcional
que nos muestre la relacién entre los diferentes tiempos que caracterizan
al sistema de matraca estocdstica, el entorno y los factores externos.
Una posible extensién de nuestro trabajo es ciertamente buscar estas
relaciones entre los tiempos involucrados, tal que nos permita controlar
la aparicién de la corriente y por consiguiente su inversién. La presen-
cia de la no-linealidad en la ecuacién generalizada de Langevin y su
caracter no-Markoviano son las principales causas responsables de las
dificultades en hallar dichas relaciones.

Nuestro trabajo es el primero que ha considerado la memoria del
bafio térmico, al hacer uso de la ecuacién generalizada de Langevin y
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del teorema Fluctuacién-Disipacién. Este esquema nos ha permitido
obtener una clara distincién entre el ruido térmico, ya sea blanco o de
color, y campos externos deterministas o estocdsticos. Hemos mostrado
que la tinica condicién necesaria para rectificar un ruido externo y pro-
ducir una corriente neta, es la presencia de un potencial asimétrico.

A través de la ecuacidn de Langevin podemos obtener un modelo
simplificado de la matraca de Feynman. Primeramente, en el modelo
de Langevin podemos reemplazar todo el mecanismo de la matraca por
una particula en un potencial asimétrico. Por su parte, en el modelo
de Feynman tenemos:

i} Un sistema asimétrico a través de la rueda dentada y el trinquete,
que se encuentran en un medio a temperatura T en todos lados (que
corresponde al caso T} = T3). En esta situacion no se presenta corriente.
Feynman utilizé este esquema para mostrar la validez de la segunda
ley: Un sistema ejecutando movimiento Browniano en contacto con
un reservorio térmico no puede producir trabajo. Esto es, aunque el
sistema es asimétrico no obtenemos un “movimiento perpetuo”. Este
caso corresponde en nuestro modelo a aquel en donde no se tiene una
fuerza externa que depende del tiempo, F..; = 0, y donde sélo tenemos
una temperatura que corresponde a la de la fuerza estocastica térmica.

Magnasco [17], por su parte, argumenta que para este caso no se
obtiene corriente porque el modelo de Feynman solamente es vilido
para fuerzas térmicas blancas y, dado que en la realidad son de color,
eso no es aplicable. Nosotros hemos demostrado que si la temperatura
es la misma en todas partes no hay corriente, no importando si el baiio
térmico es de color o no.

i1) Si en el modelo de Feynman se tiene Ty # T, ya no se estd en
equilibrio y entonces si se obtiene corriente; la presencia de las aspas
que actlian sobre el sistema es, desde el punto de vista de nuestro
modelo, equivalente a tener una fuerza externa dependiente del tiempo
y simétrica, pero que no satisface el TFD del bafio térmico. Esto es,
el desbalance de temperaturas que saca de equilibrio total al sistema,
lo hace simétricamente en el tiempo. Y es entonces cuando se presenta
corriente.

Para. el caso de una fuerza externa pero estocdstica, el desbalance
no ocurre en la magnitud de las fuerzas sino en los tiempos de corre-
lacién; esto se debe a que hemos propuesto la misma forma funcional
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de la funcién de correlacién tanto para el bafio térmico como para la
fuerza externa. Entonces, si los tiempos son iguales, y dado que las dos
fuerzas se suman, el resultado es equivalente a tener un bafio térmico
a una temperatura mayor, pero la misma en todos lados, y no hay co-
rriente. Ahora, cuando tenemos tiempos de correlacién diferentes, no
estamos simulando que tenemos dos bafios térmicos ya que seguimos
teniendo s6lo un bafio térmico (que es €l que satisface el TFD); en este
caso el ruido externo si saca de balance al TFD del medio y el sistema
se ve afectado de manera neta por la fuerza externa; obteniéndose en-
tonces una corriente neta diferente de cero. No es correcto suponer
que tenemos dos baiftos térmicos ya que sélo uno estd conectado con la
friccién.

En un trabajo desarrollado por Parrondo y Espaiio! [35], se reconoce
que en el modelo de Feynman no sélo se tienen dos bafios térmicos, sino
que también se tienen dos sistemas que son la matraca y las aspas. El
primero de éstos es un sistema asimétrico con un grado de libertad
y el segundo es un sistema simétrico con también un solo grado de
libertad; es decir, son dos “particulas” y no una, y cada una obedece
una ecuacién de Langevin con sus respectivos TFD; adicionalmente,
estas dos particulas se encuentran acopladas. Asi también se muestra
que se puede obtener una corriente si las temperaturas son diferentes.

Nosotros hemos podido observar que la produccién de corriente
ocurre ain con un solo grado de libertad, pero considerando una fuerza
externa dependiente del tiempo.

Ahora, retomando el aspecto bioldgico, como parte de la motivacién
de nuestro trabajo, tenemos que como los sistemas biolégicos son en
realidad sistemas abiertos, y estos estdn expuestos a gradientes de tem-
peratura o a factores bioquimicos que interactiian con ellos a través
de sus reacciones quimicas, necesitamos delimitar un sistema que esté
excluido de dichos efectos, tal que de manera natural pueda relajar a
equilibrio. Tenemos entonces que la particula Browniana en un poten-
cial periédico asimétrico, mds el bafio térmico en el que se encuentra in-
mersa, constituyen el sistema cerrado a estudiar. La presencia del ATP,
como la fuente de energia para la realizacién de los procesos bioldgicos,
se representa por medio de la fuerza externa.

Tenemos también, que se han podido observar los cambios confor-
macionales que sufre la estructura tridimensional de la proteina motora
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miosina a través de estudios con cristalografia de rayos X [3] y podemos
entonces considerar que el presente trabajo es sélo una pequefia parte
de lo que seria un motor molecular con més grados de libertad. Otra
posible extensién de nuestro trabajo seria investigar potenciales més
realistas de la interaccién entre las proteinas motoras y los filamentos
moleculares sobre los que se desplazan. Asi también, tratar de describir
con mayor precisién el proceso de hidrdlisis que se realiza en la unién
de una molécula de ATP sobre las proteinas motoras, a nivel celular.

Para concluir, queremos hacer énfasis que el modelo de matraca
estocdstica nos da una buena representacién cualitativa de los procesos
de transporte que realizan las proteinas motoras con ayuda de agentes
bioquimicos, como el ATP. Consideramos que el use de una ecuacién
generalizada de Langevin nos ha permitido entrar a escalas de tiempo
del bafio térmico, inaccesibles con otras aproximaciones, de esta mane-
ra podemos separar los efectos del medio de los factores externos que
actian sobre la particula Browniana.



Referencias

[1] L.E. Hokin, The molecular machine for driving the coupled trans-
ports of Na* and K% is an (Na* + K+ )-actived ATPase. Trends
Biochem. Sci. 1, 233-237 (1976).

[2] Bruce Alberts, et al., Molecular Biology of the cell (3rd. ed., Gar-
land Publising Inc., New York & London, 1994); capitulos: “Pro-
tein Function” y “The Cytoskeleton”.

[3] I. Rayment, H.M. Holden, M. Whittaker, et al. Structure of the
actin-myosin complexr and its implications for muscle contraction.
Science 261, 58-65 (1993).

[4] M.O. Magnasco, Forced Thermal Ratchets, Phys. Rev. Lett. 71,
1477 (1993).

[5] T.E. Dialynas, K. Lindenberg and G.P. Tsironis, Ratchet motion
induced by deterministic and correlated stochastic forces, (1997),
por publicarse.

[6] M.M. Millonas and M.I. Dykman, Transport and current reversal
in stochastically driven ratchets, Phys. Lett. A 185, 65 (1994).

[7] C.R. Doering, W. Horsthemke, and J. Riordan, Nonequilibrium
Fluctuation-Induced Transport, Phys. Rev. Lett. 72, 2984 (1994);
T.C. Elston and C.R. Doering, Numerical and Analytical Studies of
Nonequilibrium Fluctuation-Induced Transport Processes, J. Stat.
Phys. 83, 359 (1996).

[8] D.R. Chialve and M.M. Millonas, Asymmetric Unbiased Fluctua-
tions are sufficient for the operation of a Correlation Ratchet,

103



104

[9]

(10]

[11]

[12]

[13]

[14]

REFERENCIAS.

Phys. Lett. A 209, 26 (1995); R. Bartussek, P. Reimann, and P.
Hanggi, Precise Numerics versus Theory for Correlation Ratchets,
Phys. Rev. Lett. 76, 1166 (1996); G.A. Cecchi and M.O. Mag-
nasco, Negative Resistance and Rectification in Brownian Trans-
port, Phys. Rev. Lett. 76, 1968 (1996).

Para realizaciones experimentales de la matraca estocéstica se
pueden consultar, por ejemplo: L.P. Faucheux, L.S. Bourdieu, P.D.
Kaplan, and A.J. Libchaber, Optical Thermal Ratchet, Phys. Rev.
Lett. 74, 1504 (1995); L. Gorre, E. loannidis, and P. Silberzan,
Rectified motion of a mercury drop in an Asymmetric Structure,
Europhys. Lett. 33, 267 (1996).

M.O. Magnasco, Molecular Combustion Motors, Phys. Rev. Lett.
72, 2656 {1994); M.M. Millonas and D.R. Chialvo, Nonequili-
brium Fluctuation-Induced Phase Transport in Josephson junc-
tions, Phys. Rev. E 53, 2239 (1996).

J.F. Chauwin, A. Ajdari, and J. Prost, Current Reversal in Asym-
metric Pumping, Europhys. Lett. 32, 373 (1995); M. Bier, Rever-
sals of Noise Induced Flow, Phys. Lett. A 211, 12 (1996).

M.M. Millonas, Self-Consistent Microscopic Theory of Fluctua-
tion-Induced Transport, Phys. Rev. Lett. 74, 10 (1995); A.M.
Jayannavar, Simple model for Mazwell’s-demon-type Information
Engine, Phys. Rev. E 53, 2957 (1996).

R.P. Feynman, R.B. Leighton, and M. Sands, The Feynman Lec-
tures on Physics, (Addison-Wesley, Reading, MA, 1966); Vol. I,
Cap. “Ratchet and Pawl”.

W. Hua, E. Young, M. Fleming y J. Gelles, Coupling of Kinesin
Steps to ATP Hydrolysis, Nature 388, 390 (1997); J. Finer, R.
Simmons y J. Spudich, Single Myosin Molecule Mechanics: Pi-
conewton Forces and Nanometre Steps, Nature 368, 113 (1994},
R. Astumian, Thermodynamics and Kinetics of a Brownian Mo-
tor, Science 276, 917 (1997).



105

[15] J. Rousselet, L. Salome, A. Ajdariy J. Prost, Directional Motion of
Brownian Particles Induced by a Periodic Asymmetric Potential,
Nature 370, 446 (1994).

[16] F. Marchesoni, Transport Properties in Disordered Ratchet Poten-
tials, Phys. Rev. E 56, 2492 (1997).

[17] M. Magnasco, Cap. “Brownian Combustion Engines”, Fluctua-
tions and Order, The New Synthesis, editado por M. Millonas
(Springer, New York, 1996).

[18] R. Kubo, The Fluctuation-Dissipation Theorem, Repts. Prog.
Phys. 24, 255 (1966); R. Kubo, M. Toda, and N. Hashitsume, Sta-
tistical Physics II (Springer Verlag Series in Solid State Physics
31, 1978); p. 31.

[19] C. Garcia-Garcia, Transporte Cadtico en Potenciales Asimélricos,
tesis de Licenciatura (Fisica), Facultad de Ciencias, UNAM (1997).

[20] B. Alberts and R. Miake-Lye, Unscrambling the puzzle of biological
machines: the importance of the details. Cell 68, 415-420 (1992).

[21] 1. Rayment, et al. The cycle of changes by which a myosin molecule
walks along an actine filamente. Science 261, 50-58 (1993).

[22] T.L. Hill, Biochemical cycles and free energy transduction. Trends
Biochem. Sci. 2, 204-207 (1977).

(23] G.S. Bloom, Motor proteins for cytoplasmic microtubules. Curr.
Opin. Cell Biol. 4, 66-73 (1992); V.I. Gelfand and J.M. Scholey,
Every motion has its motor. Nature 359, 480-482 (1992).

[24] A. Einstein, Ann. Phys. 17, 549 (1905).
[25] M. Smoluchowski, Ann. Phys. 21, 756 (1906).

(26] R.K. Pathria, Statistical Mechanics, (Pergamon Press, Great
Britain, 1980}, capitulo “Fluctuations”.

[27] R. Kubo, Statistical Mechanics, (North-Holland Publishing Com-
pany, Amsterdam, 1965).



106 REFERENCIAS.

[28] N.G. van Kampen, Stochastic Processes in Physics and Chemistry,
(North-Holland, Amsterdam, 1981).

[29] S.Chandrasekhar, Stochastic Problems in Physics and Astronomy,
Rev. Mod. Phys. 15, 1 (1943).

[30] H. Risken, The Fokker-Planck Equation: Methods of Solution and
Applications, (Springer-Verlag, Berlin, 1989).

[31] R. Bartussek, P. Hénggi and J.G. Kissner, Periodically Rocked
Thermal Ratchets, Europhys. Lett. 28, 459 (1994).

[32) P. Jung, J.G. Kissner and P. Hénggi, Regular and Chaotic Trans-
port in Asymmetric Periodic Potentials: Inertia Ratchets, Phys.
Rev. Lett. 76, 3436 (1996).

(33] L. Ibarra-Bracamontes y V. Romero-Rochin, Stochastic Ratchets
with Colored Thermal Noise, Phys. Rev. E 56, 4048 (1997).

(34] W.H. Press and S.A. Teukolsky, Portable Random Number Gene-
rators, Comp. in Phys. 6, 522 (1992); W.H. Press, S.A. Teukolsky,
W.T. Vetterling and B.P. Flannery, Numerical Recipes in FOR-
TRAN: The Art of Scientific Computing (Cambridge U.P., New
York, 1992), 2nd. ed.

[35) J. Parrondo y P. Espaiiol, Criticism of Feynman’s Analysis of the
Ratchet as an Engine, Am.J . Phys. 64, 1125 (1996).



Apéndice A

Aqui se presenta el programa para resolver numéricamente la ecua-
cién generalizada de Langevin con potencial periédico asimétrico, ruido
de color y fuerza externa oscilatoria. El programa lee de un archivo de
datos los valores de: idum la semilla para el generador de numeros
aleatorios, nt el nlimero total de pasos temporales, J el intervalo en el
que va ir registrando cada nuevo resultado de la posicién z, dt el tamafio
del paso temporal, Tb el tiempo de correlacién del bafio térmico, zKT
el valor de la energia kT' que depende de la temperatura del medio, v el
coeficiente de friccién del medio, Fe la amplitud de la fuerza externa,
ome la frecuencia de oscilacién de la fuerza externa, X(0) y X(1) la
posicion de la particula al inicio y después del primer paso temporal
respectivamente.

C * program glxaut.f

C *  PROGRAMA PARA LA EC. GENERALIZADA

C *  DE LANGEVIN CON POTENCIAL RATCHET, RUIDO
C * DE COLOR Y FZA. EXTERNA OSCILATORIA.

implicit integer (I-N)

implicit real (A-H,0-Z)

dimension Z(21000),fac1(21000),X(21000)
C * DATOS DE ENTRADA

read(5,*)idum

read(5,*)nt

read(5,*)J

read(5,*)dt

read(5,*)Tb

read(5,*)xKT
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read(5,*)gama
read(5,*)Fe
read(5,*)ome
read(5,*)X(0)
read(5,*)X(1)

Pi = 3.14159265358979
dt2 = dt*dt
Kc = int(20.0%Tb/dt)+1

*  CALCULO DE NUMEROS ALEATORIOS
do I = 1,Kc

call gaudist(idum,Z(I))
end do

* EL KERNEL DE LAS INTEGRALES

do M = 1,Kc
facl(M) = EXP(-(Kc-M)#*dt/Tb)
end do

* INICIO DE LA SECUENCIA
do ii = 1,10

X(0) = 0.0

X(1) = 0.001
write(69+ii,*)X(0)

* CALCULO DEL TERMINO DE FRICCIDN
G = gama/(2.0%Tb)

suml = 0.0

suml = G*(X(1)-X(0)) + suml

*  CALCULO DE LA FUERZA DEBIDA AL POTENCIAL
Vp = 2.5%(C0S(2.0+Pi*X(1)) -COS(4.0«Pi*X(1))
+C0S(6.0%PixX(1)))

*  CALCULO DE LA PRIMERA FUERZA ESTOCASTICA
Fsb = SQRT(2.0%gama*xKT)/Tb
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sum2 = 0.0

do M = 1,Kc

sum2 = facl1(M)*Z(M) + sum?
end do

FS = Fsb*sum2*SQRT(dt)

* CALCULO DE LA FUERZA EXTERNA OSCILATORIA
FEXT = Fe*C0S(ome*dt)

* CALCULO DE LA POSICION
X(2) = 2.0%X(1) -X(0) -suml*dt2 -Vp*dt2 +FS*dt2
# +FEXT*dt2

* CALCULO DE 2 A Kc DE LAS FUERZAS Y POSICIONES
do K = 2,Kc

suml = 0.0

do I 1.K

sumil = G*EXP(-(K-I)*dt/Tb)*(X(I)-X(I-1))
# + suml
end do
Vp = 2.5*(C0S(2.0*Pi*X(K)) -COS(4.0*Pi*X(K))
# +C0S(6.0%Pi*X(K)))
sum2 = 0.0
do M = 1,Kc-1
Z(M) = Z(M+1)
sum2 = facl(M)*Z(M) + sum?2
end do
call gaudist(idum,Z(Kc))
sum2 = Z(Kc) + sum2
FS = Fsb*sum2*SQRT{dt)
FEXT = Fex*C0S(ome*K*dt)
X(K+1) = 2.0*%X(K) -X(K-1) -suml*dt2 -Vp=*dt2
# +FS*dt2 +FEXT*dt2
if(mod(K,J).eq.0)write(69+ii,*)X(K+1)
end do
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* CALCULO DE LOS VALORES Kc EN ADELANTE, DE
* LAS FUERZAS Y POSICIONES
do K = Kc+l,nt
suml = 0.0
X(0) = X(1)
do M = 1,Kc-1
(M) = X(M+1)
suml = G*facl(M)*{X(M)-X(M-1))
+ suml

end do
X(Kc) = X(Kc+1)
suml = G*(X(Kc)-X(Kc-1)) + suml
2.5%(C0S(2.0*Pi*X(Kc))-C0OS(4.0#Pi*X(Kc))
+C0S(6.0*Pi*X(Kc)))
sum2 = 0.0
do M = 1,Kc-1
Z{M) Z(M+1)
sum2 = faci(M)*Z(M) + sum2
end do
call gaudist(idum,Z(Kc))
sum? = Z(Kc) + sum2
FS = Fsb*sum2#SQRT(dt)
FEXT = Fe*CO0S (ome#K*dt)
X(Kc+1) = 2.0%X(Kc) -X(Kc-1) -sumi*dt2 -Vp*dt2

Vp

# +FS*dt2 +FEXT*dt2

if(mbd(K,J).eq.0)vrite(69+ii,*)X(Kc+1)
end do

idum = idum - 10
end do
end
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Algoritmo utilizado para la generacion de nimeros aleatorios con
distribucién gaussiana (gasdev), el cual utiliza a su vez una subrutina
para el generador de nimeros aleatorios con distribucion uniforme (ranl),
ver referencia {34].

subroutine gaudist(idum,x)
x=gasdev (idum)

return

end

FUNCTION GASDEV(IDUM)

DATA ISET/0/

IF (ISET.EQ.0) THEN

1 V1=2.*RAN1(IDUM)-1.

V2=2.*RAN1(IDUM)-1.
R=V1*x2+V2%%2
IF (R.GE.1..0R.R.EQ.0.) GO TO 1
FAC=SQRT(-2.*LOG(R)/R)
GSET=V1*FAC
GASDEV=V2*FAC
ISET=1

ELSE
GASDEV=GSET
ISET=0

END IF

RETURN
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END

FUNCTION rani(idum)
INTEGER idum,IA,IM,IQ,IR,NTAB,NDIV
REAL ranl,AM,EPS,RNMX
PARAMETER (IA=16807,IM=2147483647,AM=1./1IM,
1Q=127773,IR=2836,NTAB=32 ,NDIV=1+(IM-1) /NTAB,
EPS=1.2E-7 ,RNMX=1.-EPS)
INTEGER j,k,iv(NTAB),iy
SAVE iv,iy
DATA iv /NTAB*0/, iy /0/
if (idum.le.0.or.iy.eq.0) then
idum=max(-idum, 1)
do  j=NTAB+8,1,-1
k=idum/IQ
idum=TA*(idum-k+IQ)-IR+k
if (idum.1t.0) idum=idum+IM
if (j.le.NTAB) iv(j)=idum
end do
iy=iv(1)
end if
k=idum/IQ
idum=IA* (idum-k*IQ)-IR*k
if (idum.1lt.0) idum=idum+IM
j=1+iy/NDIV
iy=iv(j)
iv(j)=idum
rani=min(AM#*iy,RNMX)
return
END
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A continuacién se presenta el programa para la solucién de la e-
cuacién generalizada de Langevin con potencial periédico asimétrico,
ruido de color y una fuerza externa correlacionada. El programa lee de
un archivo de datos los valores de: idum la semilla para el generador
de numeros aleatorios, nt el numero total de pasos temporales, J el
intervalo en el que va ir registrando cada nuevo resultado de la posicién
z, dt el tamaifio del paso temporal, Th el tiempo de correlacién del
baiio térmico, T'ext el tiempo de correlaciéon de la fuerza externa, KT
el valor de la energia kT que depende de la temperatura del medio, ~
el coeficiente de friccién del medio, phiext la intensidad de la fuerza
externa, X (0) y X(1) la posicién de la particula al inicio y después del
primer pasc temporal respectivamente.

C program glmrcfc.f
PROGRAMA PARA LA EC. GENERALIZADA DE
LANGEVIN CON POTENCIAL RATCHET, RUIDO DE
COLOR Y FZA. EXTERNA CORRELACIONADA.
implicit integer (I-N}
implicit real (A-H,0-2Z)
dimension Z(21000),2Z(21000),fac1(21000),
# fac2(21000),X(21000)
c *  DATOS DE ENTRADA
read(5,*)idum
read (5, *)nt
read(5,*)J
read(5,*)dt
read(5,*)Tb

* * * *

c
C
C
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read(5,*)Text
read (5, *)xKT
read(5,*)gama
read(5,*)phiext
read (5, *)X(0)
read(5,*)X(1)

iome = idum-100

Pi = 3.14159265358979
dt2 = dt=dt

Kc = int(20.0*Tbh/dt)+1
Lc = int(20.0*Text/dt)+1

*  CALCULO DE NUMEROS ALEATORIOS
doI =1,Kc
call gaudist(idum,Z(I))
end do
do I =1,Lc
call gaudist(iome,ZZ(I))
end do

*  EL KERNEL DE LAS INTEGRALES

do M = 1,Kc

faci(M) = EXP(-(Kc-M)*dt/Tb)
end do

do M =1,Lc

fac2(M) = EXP(-(Lc-M)*dt/Text)
end do

* INICIO DE LA SECUENCIA
de i1 = 1,10

X(0) = 0.0

X(1) = 0.001
write(69+ii,*)X(0)

*  CALCULO DEL TERMINO DE FRICCION
G = gama/(2.0xTb)
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0.0
G*(X(1)-X(0)) + sumil

suml
suml

*+  CALCULO DE LA FUERZA DEBIDA AL POTENCIAL
Vp = 2.5%(C0S(2.0%Pi*X(1)) -COS(4.0+#Pi*X(1))

# +C0S(6.0%PixX(1)))

*  CALCULO DE LA PRIMERA FUERZA ESTOCASTICA
Fsb = SQRT(2.0*gama*xKT)/Tb

sum2 = 0.0
do M = 1,Kc
sum2 = facl(M)*Z(M) + sum2

end do
FS = Fsb*sum2+SQRT{dt)

*  CALCULGC DE LA FUERZA EXTERNA ESTOCASTICA
Fsx = phiext/Text

sum3 = 0.0
do M = 1,Lc
sum3 = fac2(M)*ZZ(M) + sum3

end do
FEXT = Fsx*sum3*SQRT(dt)

*  CALCULO DE LA POSICION
X(2) = 2.0*X(1) -X(0) -suml*dt2 -Vp*dt2 +FS+dt2

# +FEXT*»dt2

* CALCULO DE 2 A Kc DE LAS FUERZAS Y POSICIONES
do K = 2,Kc
sumil = 0.0
do I 1,K
suml = G*EXP(-(K-I)*dt/Tb)*(X(I)-X(I-1))

1l

# + suml

#

end do

Vp = 2.5+(C0S(2.0+Pi*X(K)) -COS(4.0*Pi*X(K))
+C0S(6.0*Pi*X(K}))
sum2 = 0.0
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APENDICE C.

do M = 1,Ke-1
Z(M) = Z(M+1)
sum2 = facl(M)*Z(M) + sum2
end do
call gaudist(idum,Z(Kc))
sum2 = Z{Kc) + sum2
FS = Fsb*sum2*SQRT(dt)
sum3 = 0.0
do M =1,Lc-1
ZZ(M) = ZZ(M+1)
sum3 = fac2(M)*ZZ(M) + sum3
end do
call gaudist(iome,ZZ(Lc))
sum3 = ZZ(Lc) + sum3
FEXT = Fsx*sum3*SQRT(dt)
X(K+1) = 2.0+X(K) -X{K-1) -sumi*dt2 -Vp#dt2
# +FS*dt2 +FEXT*dt2
if(mod(K,J).eq.0)write(69+ii,*)}X(K+1)
end do

* CALCULO DE LOS VALORES Kc EN ADELANTE, DE
* LAS FUERZAS Y POSICICNES
do K = Kc+1,nt

suml = 0.0
X(0) = X(1)
do M = 1,Kc-1

X(M) = X(M+1)
suml = Gxfacl(M)*(X(M)-X(M-1)) + suml
end do
X(Kc) = X(Kc+1)
suml = G*(X(Kc)-X(Kc-1)) + suml
Vp = 2.5%(C0S(2.0%Pi*X(Kc)}-COS(4.0%Pi*X(Kc))
# +C0S(6.0xPi*X{(Kc)))
sum2 = 0.0
do M = 1,Kc-1
Z(M) = Z(M+1)
sum2 = faci(M)*Z(M) + sum2
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end do
call gaudist(idum,Z(Kc))
sum2 = Z(Kc) + sum2
FS = Fsb*sum2*SQRT (dt)
sum3 = 0.0
do M =1,Lc-1
ZZ(M) = ZZ(M+1)
sum3 = fac2(M)*ZZ(M) + sum3
end do
call gaudist(iome,ZZ(Lc))
sum3 = ZZ(Lc) + sum3
FEXT = Fsx*sum3*SQRT(dt)
X(Kc+1) = 2.0%X(Kc) -X(Kc-1) -suml*dt2 -Vpxdt2
# +FS*dt2 +FEXT*dt2
if(mod(K,J) .eq.0)write(69+ii,*)X(Kc+1)
end do

idum - 10
iome - 10

idum
iome
end do
end



Apéndice D

Este es un ejemplo de los scripts utilizados para la generacién de
cada uno de los archivo que nos muestran la posicion de la particula
Browniana en cada paso temporal. El presente script permite la gen-
eracion de 100 archivos, llamando cada vez al programa principal (Apén-
dices A o C), para diferentes semillas y asi obtener distintas realiza-

ciones de la fuerza estocéstica.

#! /bin/sh
# script para el programa glxaut
# ./filescript < semilla

mv
mv
mv
mv
mv
mv
mv
mv
mv
mv

./glxaut<datext.
gfaclg?2.
gf2clg2.
.30

fort.
fort.
fort.
.73
.74
.75

fort
fort
fort

fort.
fort.
fort.
fort.

70
71
72

76
7
78
79

for datos
in datext.?

do

mv fort.70 gf2clg2.

gf2clg?

gf2clig2.
gif2clg2.
gf2clg2.
gf2cig2.
gf2clg2.
gf2clg2.
gf2clig2.

./glxaut<$datos
read semilla

10
10
20

40
50
60
70
80
90
00

O$semilla
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120 APENDICE D.

mv fort.71 gf2cig2.1$semilla
mv fort.72 gf2clg2.2$semilla
mv fort.73 gf2clg2.3$semilla
mv fort.74 gf2cig2.4$semilla
mv fort.75 gf2c¢l1g2.5%semilla
mv fort.76 gf2clg2.6$semilla
mv fort.77 gf2clg2.7$semilla
mv fort.78 gf2clg2.8%semilla
mv fort.79 gf2c1g2.98semilla
done



Apéndice E

Finalmente se muestra el articulo Stochastic ratchets with colored
thermal noise, que fue aceptado para su publicacién en Physical Review
E, donde dimos a conocer parte de los resultadcs que ahora mostramos
en la presente tesis.
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We study thermal ratchet systems, ie., paricles moving in asymmetric periodic potentials using a general-
ized Langcvin cquation. This scheme allows for a clear distinction of thermal noise, whether “*white’” or
*“colored.”” and time-dependent external Gelds, deterministic or stochamc It ¢an then be venﬁtd lhat sa

quence of the fi e
themnal bath, That is, we show that a net current arises only if the forcing is done by an external source. Hetee
we find that the only necessary condition for rectifying an cxternal field, producing a current, is the asymmetry
of the potential. The use of the generalized Langevin equation gives access to 2 wider variation of the
quartities involved; for instance. we find that an invensd current arises for external fields correlated in sherter
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time scales than the thermal noise, [51063-631 X(97Y09110-1]

PACS number{s): 05.40.+j. 87.10.+¢

Unexpected transport properties of the so-called stochas-
tic ratchets, namely, dissipative systems of particles moving
in asymmetric periodic potentials in the presence of thermal
and external noise, have been the focus of attention of recent
studies [1-8]. In addition to their potential application in the
understanding of biological or molecular machines [5,6], one
of the maost imriguing aspects of stochastic ratchets is their
nbx[ny to “‘rectify’’ symmetric correlated noise and thus be-
ing able to produce a net current. This result was pointed out
by Magnasco [1} and further verified by others {2,3], using a
one-dimensional ratchet system in the presence of cxternal
colored noise, in the overdamped (Smoluchowski)} limit.
That study was inspired by the classical work by Feynman
9], where the ratchet and pawl system is used to exemplify
the second law of thermodynamics: Feynman shows that a
system executing Brownian motion in contact with a thermal
reservoir cannot produce work,

In this paper we verify thal. as a consequence of the
Auctuation-dissipation theorem [ 19, a ratchet in the presence
of thermal noise only does not show any current, whether the
fluctuations of the bath are time cormretated or uncomrelated.
Thus the net current ar drift of the particle must be produced
by the presence of an externaf source. In panicular, we shall
show that eny external forcing may be used to produce the
drifi. That is, we shal] argue that the onset of a net current is
only due to the asymmetry of the potential and that it is not
necessary that the external forcing be correlated in time.

In previous studies [1-7], the description of the dynamics
of the system was done under the assumption of a large
separation of time scales, those of the ratchel (e.g., a mator
protein), and of the thermal bath. The latter approximation,
however, atlows for considering **white** thermal noise only
and therefore any time comelaton of the forcing must come
from an external source. Here, by describing the ratchet sys-
tem in the Brownian rcgime by means of a gencralized
Langevin equation, one is able to consider thermal noise
with finite correlation times and thus it can be shown that the
production of the current is due to a time-dependent external
force.

* Author to whom cor d should be add d

1063-65 1 X/97/56(4)f4048(4)/510.00

The generalized Langevin equation of a particle of mass
m moving in an asymmetric periodic potential V(x} (see Fig.
1} is

()

- :—x V(xS +F i)
)

where (1} is the mempry friction kernel and f(¢) is the
stochastic ftuctuating thermal force exerted by the bath.
F,.(t) is a time-dependent external force. It is important 0
stress that the properties of F,, (1), whether siochastic or
deterministic, correspond to & given extemal process and
they are completely independent of the inrernal degrees of
freedom of the system-bath composite. The thermal force
F(t) has the usual stochastic propenies of being gaussian
with zero mean f(s}=0 and its second moment is related (o~
the memory friction kernel by the fluctuation-dissipation ex-
pression [10]

m—f=—J. dr T{i— r)

JOSy=2kTT(t—1")  for >4, (2}
where & is Boltzmann constant and T the temperature of the
bath. This theorem ensures proper equilibration of the overall
system-bath composite when F,(1}=0. As is well known,

Gel Wx}
) //\ /’/\
a3 \/’/ \/j \/
0
FIG. 1. Ratchet potential. See Eq. {6).
4048 © 1997 The American Physical Seciety
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one recovers the usual Langevin equation with white noisc
when the memory kernel becomes & comelated, that is, when

I'(n)=ydu). 3)

with y the friction coefficient. It is important to recall that
the use of a dissipation kemnel I'(r) with or without memory
depends an the time scales of evolution of what one consid-
ers to be the **system’” and the *‘bath.'" In reality, of course,
a thermal bath is always colored. However, if the time scales
of evolution are such that one is able 1o epproximate the bath
as being white, in comparison with the time scale of the
system, the description becomes Markovian. This property
allows for a more complete mathematical description of the
dynamics of the system than if the finite time correlations of
the bath are kept. But certainly, if the time scales of the
system and the bath are comparable, then one must face the
non-Markovian character of the comesponding dynamical
equations. One of the most serious difficulties due to the fack
of Markevian character is that the whole hierarchy of
multiple-time probability distributions cannot be constructed
from the knowledge of the two-time conditional probability
distribution [§1]. Moreover, in general, oge cannot write
down a {generalized)} Fokker-Planck equation for this distri-
bution [12]. The latter result has consequences in the preseni
study.

As we shall show below, by a numerical solution of Eq.
(1}, such an equation does not show a net current in the
shscence of external forces, ie., if F,,(£)=0 in Eq. (1)
Nevertheless, and this was taly unexpected [1], if coe edds 2
time-symmetric exigmnal force, the system then shows a net
cumrent, in general, A different result here is the fact that the
comrelation time of the external force can even be shorter
than that of the thermai bath in order to produce a current.

For comparison purposes we shatl use as external forces a
systematic deterministic oscillatory force, such as

F oi{2)= Fouos{ wor), (4)

with Fg and ayg arbitrary and constant. In the other extreme,
we shatl consider F,, () to be a stochastic force and time
symmetric as well.

As already mentioned, in the descriptions given in, ¢.g.,
Refs. [1-3], it is assumed that the motion takes place in the
overdamped (Smoluchowski) regime and the memory of the
bath cannot be taken into account. The dynamical equation
then reads

d. d
yim == W)+ F0), )

where we have written f(¢) to make the following points. As
such, this equation represents the interaction of a particle
with a thermal bath only if F{f) is & correlated. In other
words, only & &-correlated F{1) obeys the Huctuation-
dissipation theorem; see Eqs. (2) and (3} If f(r) shows time
correlations with correlation time diffecent from zero, then
these are produced necessarily by an external source. It has
been argued (see, ep., Ref [3]) thet these correlations are
acwally nenequilibrium fluctuations, This may indeed be the
case, but nonetheless those fluctuations are stll of an exter-

nal origin. That is, an isolated system such as the overall
system-bath composite, must reach a thermal equilibrium
state in (e abscnce of external forcing {such as a time-
dependent field or a temperawre gradient [8]) and there can
be no (stationary) currenis. This is in fact the situation for the
stochastic process x(r) defined by Eq. (5). with symmetric
correlated force J(1), and it is precisely in such a case that it
has been found [1-4] that the system rcaches a stationary
state with a net current.

We now proceed to exemplify the above results via nu-
metical solutions of the generalized Langevin equation {F).
In dimensionless units (m=1 and A=1, the mass of the
particle and the period of the potential}, the ratchet potential
is a simple one [3] (see Fig. 1)

Vv, 1 1
Vix)= ﬁ(siﬂ(Zﬂ:J— Esin(i! Tx)+ ?in(ﬁmrj . 6l

The thermal stochastic force is taken to be Gaussian, with
zere mean and with the correlation function

_— 1 .
FORE)=ATgemim i, m

where 7y is the bath comelation time. One recovers the
&-correlated situation in the limit 7¢— 0. The memory kemel
T'{ry is defined through the fluctuation-dissipation relation
(2). The solution to the peneralized Langevin equation is
dependent on several parameters: V., the amplitude of the
ratchet potential; A, the amplitude of the stochastic force: 7o,
the comelation time, or memory time, of the bath; and T, the
temperature that enters in the Ructuation-dissipation relation
given by Eqg. (2). If in addition we consider an external field
F .41}, as in Eq. (4), we bave two more free parameters Fy
and ey if the external field is stochastic, we must specify at
least its surength and its comelation time. We have kept
Vo=2.5 throughout and vary the rest of the parameters.

The goal here is to find out if the system shows a siation-
ary cument different from 2ero in a given situation defined by
the parameters described above. It tams out, bowever, that in
the generalized non-Markovian description it is not clear
which is the function that measures the current, such that it
reduces to the probability density current in the Markovian
limit [13],

kT 1
jlx)=- 73,p(x.l)+ ;iﬂ.,(ﬂ—d,l’fx]]p(x.a). N

with F,.{1) slowly varying. The latter identification follows
from the conservation law for the probability density p(x.r).
This law can be deduced from the comresponding Fokker-
Planck (or Smoluchowski} equation [[3]. Now, since a
“‘generalized’” Fokker-Planck equation is not knewn [12]
(due to the non-Markovian character introduced by the
memory lerm) one cannot write down the conservation luw
for the generalized probability distribution p{x.t). Thus. in
order 16 find out whether or not a current exists, we shall
mainly ook for the behavier of the average position of the
particle as a function of time x{¢). This average is calculated
over many realizations of the stochastic thermal force, and of

.

Ly
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FIG. 1. Average position x{/} vs time {a) 2s a function af the
strength Fy of the external force for 7= 1.0 and wq= 0405, Eq. {4);
{b) as a function of the frequency w, of the external force for
1= L0 and Fg= L0, Eq. {4): and (c} as a [unction of the correla-
tion time 7, of the fluctuaions of the bath for w,=0.05% and
Fg=1.4. Eq. (7).

the externai naise if the latter is also stochastic. If x(1)=0,
there is no current. 1 .¢{¢) #0, the particle is drifting. Every
situation described below was obtained with 100 realizations
of the stochatic force f(1) and for runs of 9K} 000 time steps
(Ar=0.01) [14]. _

In Figs. 2(a)-2{c}. the average position .t{1) of a Brown-
ian particle in a ratchet potential in the presence of a given
periodic sinuseidal force is shown: cf. Eq. (4). The different
curves correspond to different strengths of the external force
Fy [Fig. 2(a)], to different frequencices wy of the externat
force {Fig. 2(b)]. and to different values of the bath correla-
tion time, or memory. 7o [Fig. 2{c}]. We can see that. in
gentral. there is a mea drift for almost alk cases.

We want to highlight the following points. First, in Fig.
Aa), the case of no evernal force is also shewn, ic.

LAURA IBARRA-BRACAMONTES AND VICTOR ROMERO-ROCHIN Sty

Ll

0

FIG. 3. Positton x(¢) vs time, for tea dilferent realizations of the
stochastic thermal larce fury. in the presence of an eaternal force
Foulth EgA%). 1= 10, Fu= 1.0, and w,=0.05.

Fg=0.0. and one tinds that there is no net current. We stress
that the fluctuations of the bath are rime correlared. e 1
#0. In accordance with the second taw, one cannol extruct @
current from a thermal buth, whether white or colored,

Next, we direct the reader’s attention [sce Fi‘;_:.-_g(hll 1o the
striking oscillacions of the average position a{r). The fre-
quency of this oscillation is. within statistical errors, the tre-
quency wg of the exiemnal force. For comparison, in Fig. 3,
we show the actual “*walker’” x(f} of ten runs. comespond-
ing 1o different reatizations of the thermal noise for given 7.
Fy, and wry. One can hardly expeat from Fig. 3. given the
fact that we are facing 2 highly nonlinear system. that the
average x(1) will show such a elean filtering of the forcing
frequency. Note also the inversion of the current in Fig. 2(b}
for a large driving frequency.

Finally, in Fig. 2(c), it is important te note the nonmoeno-
tonic behavior of the curem as 4 furction of the memory
time 7, of the bath, for fixed external force. The case 7, =0.0
corresponds to a white bath. Note thuz wher the buth hias a
very long comelation time { rg= 1{¥(0.0) it becomes very inef-
ficient in driving the particle.

We now discuss the c¢ase in which the time-depemdent
external force F, (1) is stochastic. We take it to be Guuss-
ian, with zero mean £, (1) =0 and the correlation function

Fof O, (1= Fyg—e e, I
- Tfll
“ - ]
A
0 L= 20 5
aele HOA
a
) ¥ :.::-!!:‘-“‘L“"‘-
»
R
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- <
Tk
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© a0l =

0 e,

-100

FIG. 4. Average pusition 1{7) vs time. av o lunction of the
correbuion time 1, , of ¥ stochastic extemnal force Fir1 Eg. (91
=10 und F,, =100,
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The results are shown in Fig. 4, The different curves corre-
spond Lo different comrelation times 7., of the external force.
Threg main conclusions can be drawn from here. First. if the
comrelation lime of the external force is equal to the comela-
tion 1ime of the bath 1, = 7y, there is no drift (as it should
because the ratchet comes into contact with a single colored
noise). That is, the external force plus the thermal force is
equivakent 1o increasing the intensity of the thermal noise, as
can be seen from Eqgs. (2). (7), and (9) (completely analogous
{0 the case of 2 while bath with a S-correlated extemal force,
as shown in [B3]). Second, for external correlation times
longer than the thermal correlation time 7,2 7. the situa-
tion should upproach that of a white bath in the presence of
a colored external source: There must be a drift (*'positive’™
in this cuse). 45 it has already been demonstrated [1-3].
Third. for external correlation times shorter than the thermal
correlation ime 1,,,< 7, there is alse curent, [t is important
lo point out that the current in this case is “‘negative,”” or
“invened.” The origin of this inversion, not elucidated here,
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is clearly different from the current inversion found in pre-
vious studies [2-4.7].

An interesting case is the extreme one of a colpred ther-
mal bath, 7o # 0, with a white. or s-correlated. exiernal force
7,—0. We found. as shown in Fig. 4, that the ratchet
maoves. That is, it is capable of rectifying even a symmetric
S-correlated external noise. This result indicates that the only
necessary condition for a thermal system to show current is
that the potential V(x) be asymmetric. From the present
work we can further conclude that the phenomenon is very
robust: Perturb in {almost) any way an otherwise ratchet in
thermal equilibrivm and it will generate a current. We stress
once more that the study of a system with a colored thermal
bath, memory, and with time-dependent extemal forces
(even & correlated) can only be studied with a generalized
Langevin equation, such as Eg. (1).

L.IB. acknowledges support from Consejo Nacionat de
Ciencia y Tecnologia (Mexico).

[1] M. O. Magnaseo, Phys. Rev. Lett. 71 1477 (1993).

[2] M. M. Millonas and M, I Dykman, Phys. Lett. A IS5, 65
T1994).

[3]C. R. Docring, W. Horsthemke, and ). Riordan, Phys. Rev.
Lew. 72. 2984 {1994): T. C. Elston and C, R. Doering, J. Stat,
Phy-~. 83, 359 (1996).

{4] 0. R. Chiaive and M. M. Millonas. Phys. Lett. A 209, 26
{£995): R. Bartussek, P, Reimann, and P. Hinggi, Phys. Rev.
Letl. 76, 1166 (1996); G. A. Cecchi and M. O. Magnasco, ibid.
Th, 1963 1 1996),

{5] For experimental realizations of thermal ratchets see L. P,
Faucheus, L. §. Bourdieu. P. . Kaplan, and A. ). Libchaber.
Phys, Rev. Len. 74. 1504 (1995); L. Gorre. E. loannidis. and
P. Sifberzun. Europhys. Lew, 33, 267 (1996).

[6] M. ©. Magnasco, Phys. Rev. Lett, 72, 2656 (1994); M. M.
Millonas and D. R. Chialvo, Phys. Rev, E 53, 2239 {1996).

[7]). F. Chauwin, A. Ajdari. and ), Prosi, Europhys. Lett. 32, 373
1194955 M. Bier, Phys. Lett. A 211, 12 (1996).

{4] M. M. Millonas, Phys. Rev. Leri, 74, 10 (1995); A. M. Jayan-
navar. Phys. Rev. E 53, 2957 (1996). .

] R P Feynman, R. B. Leighton, ang M, Sands, The Fevnman

Lectures on Physics (Addison-Wesley, Reading, MA, 1966),
Vol. I, Chap. 46.

[10] R. Kubo, Rep. Prog. Phys. 24, 255 (1966); see atsa R. Kubo,
M. Toda, and N. Hashitsume, Statistical Physics I, edited by
M. Cardona, P. Fulde, K. von Klizing, and H.-). Queisser,
Springer Series in Solid Stasc Physics Vel 31 (Springer-
Verlag. Berlin, 1978}, p. 31.

[IL]N. G. van Kampen, Stechastic Processes in Physics and
Chemistry (North-Holland, Amsterdam, 1981).

[t2] OF course, a non-Markovian problem can be transformed into a
Markovian one by extending the number of variables and
tquations, We mean here that for a (generic) generalized
Langevin equation. such as Eq. (1}, there is not a (generic)
procedure to obtain a generalized Fokker-Plak equation,
analogeus to the Markovian case.

[13] S, Chandrasekhar, Rev. Mod. Phys, 15, 1 (1943).

[14] In order to check it there are 1o spurious drifts doe o the use
of pscudorandom number generators [W, H. Press and S. A.
Teukolsky, Comput. Phys, 6, 522 (1992)] we verified thal no
current develops for a symmetric or no potential at all, driven
by a symmetsic Eme-dependens external foroe.

N



