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. Esta tesis aborda algunos aspectosg tedricos de los procesos de control
de Xarkov como son: programacién lineal infinita, medidzs de ocupacidn ¥
procesos de control de Markov con reatriccionesa. El contenido de la tesis
e3 el siguiente:

El capitulo 1 comprende los conceptos bisicos de los procesos de control
de Markov tales como la construccidn candnica de un proceso de control de
Markov, los indices de funcionamiento, la ecuacidn de optimalidad y las
| ternas canénicas, oo . o - e
' El capitulo 2, por medio de las medidas de ocupacién, trata de 1los proce-
gog de control de Markov en espacios polacosa, con Indice de funcionamiento
¢l .costo descontado, tantd el caso sin restricciones cowo el casd -estrin—
gido. La idea de este capitulo es la de ver zl indice de costo descontado
como una integral de la funcién de costo sobre una familia de medidas, para
esta familia de medidas encontrar una medida representativa {la envolvente
superior), de forma tal que si ésta es tense, entonces la fumilia entera es
| tensa. Esfo junto con una ecuacién que nos identifique a las medidas que
| provienen de politicas (medidas de ocupacién) nos da una condicibn suficien-
te de solucidén al problema de control de Markov.

El capitulo 3, por nmedio de la programacién lineal infinita, trabaja a
los procesos de control de Markov en eapacios de Borel, con indice de fun-
cionamiento el cosato promedio. Aqui también la idea e3 eseribir al indice
de funcionamiento de costo promedic como una integral sobre una familia de
medidas, lo cual permita plantearlo como un problema de programacién lineal,
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TOPICS THECRY OF LARKOV COHTREOL I'ROCTESATS

This thesis works with some topics theory of Markov control processes such
as ocupation measures, infinite linear programning and Markov control pProcessgen

with restriccions. The content of the thesis is the following:

Chapter 1 contains basic concepts of linrkov control procesiss such as cano-

nical construction, performance criteria, optimality equation and canonical

triplets.

Chapter 2, by using ccupation measures, works with Markov control processges
in Polish spaces, with discounted cost as performance index, both cases the un-
restricted one and the rextricted one. The main idea in this chapter is to ses
to the discounted cost as an integral of the cost function on a family of mea-
sures, for this famnily to find a Tepresentative measure (upper envelope}, such
that if it is tight then the whole family is tight. This togetner with an equa-
tion which says which measures come from policies provides a sifficient condi-

tion for a solution to the Markov control problem.

Chapter 3, by using infinite linear pro;ramming, works with Markov control
pProcesses in Dorel spaces, with average cost as performance index. Once again
the idea is to see the average cost as an integral of the cost function on a

family of measures, this allows to write it as a linear programnin problem.




INTRODUCCION .

Esta tesis aborda algunos aspectos tedricos de los procesos de control
de Markov como son: medidas de ocupacién, programacién lineal infinita y
procesos de control de Markov con restricciones. El contenido de la tesis es
¢l siguiente:

El capftulo 1 comprende los conceptos basicos de los procesos de control
de Markov tales como la construccién canénica de un proceso de control
de Markov, los indices de funcionamiento, la ecuacién de optimalidad y las
ternas candnicas.

El capftulo 2, por medio de las medidas de ocupacién, trata de los procesos
de control de Markov en espacios polacos, con indice de funcionamiento el
costo descontado, tanto el caso sin restricciones como el caso restringido.
La idea de este capitulo es la de ver al indice de costo descontado como una
integral de la funcién de costo sobre una familia de medidas, para esta familia
de medidas encontrar una medida representativa (la envolvente superior). de
forma tal que si ésta es tensa, entonces la familia entera es tensa. Esto
junto con una ecuacién que nos identifique a las medidas que provienen de
politicas (medidas de ocupacién) nos da una condicién suficiente de solucion
al problema de control de Markov. El antecedente a este enfoque es el artfculo
de Kurano y Kawai [32] quienes usaron en lugar de la envolvente superior otra,
medida definida por Rogers [35], la cual no les asegura que la familia entera
de medidas fuera “compacta”. Y de esta forma se hizo posible construir el
contraejemplo (2.25). El capitulo abarca el siguiente material: La seccidn
2.2 se refiere al concepto de tensién y contiene un ejemplo de una cadena de
Markov acotada en probabilidad y no tensa. En la seccién 2.3 se construyen
las envolventes superior e inferior de una familia de medidas. En la seccién
2.4 se aplican estos conceptos a los procesos de control de Markov con costo
descontado para dar condiciones suficientes para la existencia de politicas
éptimas deterministas. Se complementa este enfoque con un contraejemplo
a una afirmacién de Kurano y Kawai (el Teorema 3.3 de (31]), quienes usaron
también medidas de ocupacién para tratar de dar condiciones suficientes de
existencia de politicas optimas. La seccién 2.6 define los conceptos bésicos de
los procesos de control de Markov con restricciones. Finalmente, la seccién
2.7 aplica las medidas de ocupacién a estos procesos para dar condiciones
suficientes para. la existencia de politicas 6ptimas estacionarias. La limitacién
mds fuerte de este capftulo es que no se dan métodos para encontrar, al menos
aproximadamente, a las politicas 6ptimas y a la funcién de valor.

El capftulo 3. por medio de la programacién lineal infinita. trabaja a
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los procesos de control de Markov en espacios de Borel, con fndice de fun-
cionamiento el costo promedio. Aquf también la idea es escribir al indice
de funcionamiento de costo promedio como una integral sobre una familia
de medidas, lo cual permite plantearlo como un problema de programacion
lineal. Los antecedentes de este enfoque, salvo excepciones ([22], (24}, [25) y
[26]), abordan solamente espacios finitos 0 numerables. El capftulo incluye
el siguente material: La seccién 3.2 presenta los fundamentos de la, progra-
macion lineal infinita. La seccién 3.3 muestra a los programas lincales P y
su dual P* asociados al problema de control de Markov con costo promedio
para el caso unicadena. La seccién 3.4 propone dos conjuntos de hipétesis
que son usadas en las siguientes dos secciones. La seccién 3.5, por medio
del Teorema Generalizado de Farkas, da condiciones necesarias y suficientes
para que el programa lineal P sea consistente (lo cual es un avance). La
seccion 3.6 muestra que: -a) el programa lineal P es resoluble, b) las suce-
siones minimizantes para P son débilmente precompactas y ¢) si existe una
sucesion maximizante para P*, acotada en la norma con peso wg, entonces
el programa dual P* es resoluble y se satisface la dualidad fuerte, mas atin,
la ecuacion de optimalidad tiene solucién. La limitacién mds fuerte de este
capitulo es la misma que la del capftulo anterior.

La mayor parte del material del capitulo 2, hasta la seccién 2.5, estd
contenido en el articulo [19], el ejemplo de la seccién 2.2, al que hicimos
referencia anteriormente, est4 presentado en el articulo [20] y la mayor parte
del contenido del capitulo 3 est4 comprendido en el artfculo [23].
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Capitulo 1
CONCEPTOS BASICOS

1.1 INTRODUCCION.

En este capftulo daremos la notacién, la terminologia y los conceptos basi-
cos de los procesos de control de Markov, que seran utilizados en el texto.
Comenzando por esta seccién en la gue hacemos un recuento del contenido
del capftulo e indicamos las convenciones sobre terminologfa y notacién. en
la seccién 1.2 damos el modelo de control de Markov, los conceptos relaciona-
dos y la construccién canénica de un proceso de control de Markov. En la
seccién 1.3 mostramos los indices de funcionamiento que serdn usados en este
trabajo y mostramos la ecuacién de optimalidad para el costo descontado y
las ternas canénicas para el costo promedio. Los conceptos relacionados con
el indice de funcionamiento de costo descontado serdn usados en el capitulo 2,
mientras que los conceptos relacionados con el costo promedio seran usados
en el capitulo 3. -

Terminologia y Notacién

Dado un espacio topolégico (X, 7), denotamos por B (X) a la o-algebra
generada por la topelogia 7, y se le conoce como la o-dlgebra de Borel.
Por convencion, cuando en e] texto nos referimos a conjuntos o funciones
"medibles”. . significa “Borel-medibles”, y cuando nos referimos a medidas
estas estaran siempre definidas en la #-4lgebra de Borel B (X).

Si X y Y son espacios topoldgicos, un kérnel estocistico en X dado Y es
una funcién K (-/-) tal que K (-/y) es una medida de probabilidad en X para
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cada y € Y, y K (B/-) es una funcién medible en X para cada B € B (X).
Si X = Y decimos simplemente que K es un kérnel estocastico en X.

Un espacio polaco es un espacio métrico, completo y separable y un es-
pacio de Borel es un subconjunto medible de un espacio polaco. Por R
denotamos al conjunto de los nimeros reales extendidos, R = R {£oc}.

1.2 PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV
Definicién 1.1 Modelo de control de Markov.
Un modelo de control de Markov es una quintupla ordenada
(E, A {A(e) : e € B} ,K,c)

que consiste de;

a) un espacio de Borel E, llamado el espacio de estados cuyos elementos
son {lamados estados,

b) un espacio de Borel A, llamado el espacio de acciones, cuyos elementos
son llamados acciones,

c) una familia {A (e) : e € E} de subconjuntos medibles de A, no vacfos,
donde A({e) denota el conjunto de acciones o controles posibles cuando el
sistema esté en el estado e, y con la propiedad de que el conjunto de parcjas
ordenadas

G:={{e,a) :ec E,a € A(e)},

es decir, la grafica de la multifuncién e — A (e), es un subconjunto medible
de B x A,
d) un kérnel estocdstico K en E dado G, Hamado la ley de transicién, y
€) una funcién medible ¢ : E —R, lamada la funcién de costo por etapa
© de costo en un paso.

A las funciones medibles de B en A y tales que f{e) € A(e) para todo
estado e € B se les llamas selectores medibles. A lo largo de este trabajo
supondremos la siguiente hipdtesis.
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Hipétesis 1.2

a} El conjunto G contiene a la grafica de una funcién medible f: E — A
tal que f (e) € A(e) para todo estado e ¢ E.
b) La funcién de costo por etapa ¢ es no negativa.

La razén para pedir que exista al menos un selector medible (Hipétesis
1.2 a) es para asegurar que el conjunto de polfticas (Definicién 1.4) es no
vacfo. En el inciso b) de la Hipétesis 1.2, podemos reemplazar ¢ por una
funcién que puede tomar valores negativos siempre y cuando sea acotada por
abajo. Al conjunto de todos los selectores medibles lo denotaremos por § y
al conjunto de kérneles estocdsticos ¢ en A dado E tales que ¢ (A (e)/e) =1
lo denotaremos por .

Observacién 1.3

Si v es una funcién en G con valores reales y ¢ es un kérnel estocsstico
en ®, entonces denotaremos por

v{e, @) := '["v (e,a) ¢ (da/e) .
En particular, para un selector medible f € § tenemos
vie, f) :=v(e, fle)).
Historias
Denotaremos por H al conjunto de todas las historias posibles hasta el
tiempo t para cada t=0,1,2,... , es decir,
Hy : =E
He : =G’ xE=G xH,., parat=123,..
Un elemento genérico de Hi, es un vector de la forma
e = (eg,a0,€1,04,...,0¢_1,€)

donde (e;, a;) € G.
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Definicién 1.4 Politice, politica estacionaria, politica determinista

a) Una politica de control, o simplemente una polética, es una sucesion
m=(m:t=0,1,2,..) de kérneles estocdsticos 7, en A dado H, que satis-
facen la restriccion

me{A{e) /h) =1 para toda h, € H (1.1}

y t=0,1,2,.... A estos kérneles estocdsticos los llamaremos reglas de
decisién. Al conjunto de todas las politicas lo denotaremos por 7.
b) Una politica de control = se dice que es estacionaria aleatorizada, o
simplemente estacionaria, si existe un kérnel estocdstico ¢ € ¢ tal que

e (/) = ¢ (/er)

para toda historia h, = (eg, ag,€1,a1, ...,a_1,€} y toda ¢ = 0,1,2,.... En
este caso, escribimos

m= ¢'oo = (¢1¢7 ¢7~“) .
c) Una politica estacionaria se dice que es determinista si existe un se-

lector medible f : E— A (f € § ) tal que ¢ estd concentrada en f (). y en
este caso escribimos

ﬂ=f°°=(f,f,f’_“)‘

La construccién candnica

Sea (2, A) el espacio medible que consiste del espacio muestral
Q= (ExA)” y A es la g-dlgebra producto correspondiente. Los ele-
mentos de  son sucesiones de la forma w = (ep,ap,€5,0;,...) con e, € B y
a € Aparat=0,1,2,... Observe que ) contiene al espacio G*.

Sean # = {m;) una politica de control y v una medida de probablidad
en B, conocida como la distribucién inicial. Entonces por el teorema de C.
Ionescu Tulcea ({26}, pag 178) existe una \nica medida de probabilidad P"
en {2 definida en la o-8lgebra producto A y que por (1.1) estd concentrada
en G* y, mds ain, para todo B€ B(E}, C€ B(A)y h, ¢ H,

Pl leo € B] = v(B),
P las € C/h) = m(C/hs) y
P: {et-l-l € B/h'taa't] = K(B/ehat)-
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Definicion 1.5 Procese de control de Markov.

El proceso estocéstico (€,.A, PJ, {e;)) se llama un proceso de control de
Markov a tiempo discreto, o proceso de decisién de Markov a tiempo discreto.

El proceso (e;) en la Definicién 1.5 depende, por supuesto, de la politica
7 que se esta usando y de la distribucién inicial ». De aquf que, en sentido
estricto, deberiamos de escribir algo asf como e;” en lugar de e;. Sin em-
bargo, mantendremos la notacién mds simple e, y siempre serd claro por el
contexto cual es la polftica 7 y cual es la distribucion inicial v que se esta
usando.

Por otro lado, por un abuso de terminologia, llamaremos también. a partir
de aqui, a la familia

{(Q,.A,P:, (et)) ITE P}

un proceso de control de Markov. El operador esperanza con respecto a P
se denota por ET. Si v estd concentrada en e, entonces escribimos P y E7
en su lugar.

1.3 INDICES DE FUNCIONAMIENTO

Consideremos €] modelo de control (Definicién 1.1) y sea v una medida de
probabilided en E, la distribucidn inicial.

Definicién 1.6 Costo descontado, costo promedio.

a) Sea a € (0,1). Al fndice de funcionamiento de la politica

Li(mv) =E] (Z I at))

se le lama indice de costo esperado descontado y o es el factor de descuento.
En lo sucesivo diremos simplemente indice de costo descontado o costo des-
contado. En el caso particular en que v estd concentrada en un estado e,
denotamos al fndice de costo descontado como Iy (w, e).
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b) Sea Iy (m, v) el indice de funcionamiento de la politica = del costo
total hasta la etapa N-1, i.e.,

In(mv) = E] (E_c(et,a.t)) .

t=0

Entonces al indice de funcionamiento

I, (m,v) =lim suplIN (m,v)
N—oo N
se le llama indice de costo esperado promedio. En lo sucesivo diremos sim-
plemente {ndice de costo promedio o costo promedio. En el caso particular
en que v esté concentrada en un estado inicial e denotamos a estos indices
como Iy (m,e) e I, {7, e}, respectivamente; asf

: 1
I, (m,e) = limsup—Iy(me) paraecE.
N—oo N

Definicién 1.7 Problemna de control de Markov. Funcion de valor.

Sea I (7, v) un indice de funcionamiento, ya sea el de costo descontado,
o el de costo total en NV etapas, o el de costo promedio, y consideremos el
proceso de control de Markov (Definicién 1.4). Entonces el problema de
control de Markov consiste en encontrar una politica #* € P tal que

I(m*,v)=inf{I (n,v):m € P}. (1.2)

Si existe tal politica 7*, decimos que 7* es v-6ptima ¢ simplemente éptima.
Al lado derecho de la igualdad {1.2) lo denotamos por I(v) y le llamamos la
funcién de valor minimo o simplemente la funcién de valor.

La familia {(Q, A, P7, (e;)) : # € P} junto con el {ndice de funcionamiento
a ser optimizado se lama un problema de control de Markov.

Ecuacién de optimalidad con costo descontado.

Consideremos el problema de control con fndice de funcionamiento el
costo descontado (Definiciones 1.5 y 1.6 a).
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Definicion 1.8 Ecuacion de optimalided con costo descontado.

Una funcién medible v:E — R se dice qué es solucién de la ecuacién de
optimalidad con costo descontado si, para todo e € E,

v(e) = min {c(e,a) +a/'u (z) K (dz/e, a)} (1.3)
aEA(e) £
donde a es el factor de descuento.
Necesitaremos la siguiente definicidn, que es similar a la propiedad de
Feller “fuerte”. (En la definicién 2.17 se introduce una versién “débil”. )

Definicién 1.9 Kémnel estocéastico fuertemente continuo.

Sean X. Y espacios topolégicos y K un kérnel estocastico en X dado Y.
Decimos que el kérnel estocdstico K es fuertemente continuo si la funcién

y— /x h() K (defy)

es continua y acotada en Y para cualquier funcién medible y acotada h en
X

Se pueden dar condiciones bastante generales para que la ecuacién de op-
timalidad con costo descontado (Definicién 1.8) tenga como solucién minima
a la funcién de valor (Definicion 1.7) y, ademds, para que la ecuacién nos
proporcione una politica determinista éptima, como en el siguiente teorema
{[26], pags. 46.47).

Teorema 1.10 .

Supongamos que:

1) La funcién de costo en una etapa, ¢, es semicontinua inferiormente.

2) la ley de transicién K es fuertemente continua. y

3) existe una polftica 7 tal que I (7, e) < oo para cada e € E.

Entonces:

a) La funcién de valor I;(e) := infx Iy (7, €) es la minima solucién de la
ecuacion de optimalidad con costo descontado, i. e.,

acA(e)

I;(e}) = min {c(e,a,) +a/Id (:c)K(d:v/e,a)} (1.4)
E
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para todo e € E, y si u es otra solucién de la ecuacion (1.3) entonces u > I;.
b) Existe un selector medible f € F tal que f(e) alcanza el mfnimo en
(1.4), i. e.,

Li(e)=cle,f) +a jE L (z) K (dz/e, f)

y la politica determinista f* es e-6ptima para todo estado inicial ¢ € E.

Recfprocamente si una polftica estacionaria determinista es e-6ptima para

todo estado inicial e € [, entonces el correspondiente fndice de funcionamiento
satisface la ecuacion de optimalidad (1.3).

En el problema de control con restricciones (Definicién 2.26) podemos
tener una situacién bastante diferente ya que puede darse el caso de que la
funcién de valor no sea solucion de la ecuacién de optimalidad y/o que la
politica éptima no sea estacionaria, por ejemplo, puede depender del estado
inicial o que el éptimo no se alcance dentro de las polfticas deterministas
(Ejemplo 2.28).

Ternas candénicas.

Recordemos el problema de control de Markov con indice de costo prome-
dio (Definiciones 1.6b y 1.7). Consideraremos nicamente para el caso en
que el proceso de control de Markov tiene una sola clase ergédica, el asi
Hamado caso unicadena.

Sea h : E — R una funcién medible dada y sea Iy (7, e, h) el costo
esperado total en N etapas cuando se usa la politica , el estado inicial es e
y €l costo terminal es h, a saber:

Io(me,h) : =h(e) y

N—1
In(meh) : = ET [ZC(%G«:) + h(eﬁ)]
t=0
: =1Iyn(me)+ E; (hien)), N2l
La funcién de valor correspondiente la definimos como

In (e, h) :=:2£IN (m,e,h).
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Definicién 1.11 Terng candnica.

Sean A : E — R una funcién medible, p un mimero real y f un selector
medible dado. Entonces se dice que (p, A, f) es una terna canénica si

In(f*,e,h) =In(e,h) = Np+ h(e)

paratodoe € Ey N =0,1,..., Un selector medible f se dice que es canénico
si entra en alguna terna canénica.

Teorema 1.12
(9, h, f) es una terna canénica si y s6lo si, para todo estado e € E,

a) (p, h) satisface

p+h(e)=ainf {c(e,a)+/ﬁh(x)f((d:c/e,a)};

EAle)

b) f € § alcanza el minimo en (a), es decir, (tomando en cuenta la Ob-
servacion 1.3)

,0+h(e)=c(e,f)+/ﬁ;h(x)K(da:/'e,f).

Note que si (p,%, f) es una terna candnica, entonces también lo es
(p, h + k, f) para cualquier constante & ( [26], pag. 78).

Hipdtesis 1.13

. ECh{en)
o v

paratodamr € Py e c K.
Bajo la Hipétesis 1.13 la poltica canodnica f* en el Teorema 1.12 es
Optima y
p= IP(foo’e) = IP (e)

para fodo estado inicial e € E.
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Teorema 1.14

Sea (p*, h, f) una terna canénica y supongamos la Hipétesis 1.13. En-
tonces f* es e-Optima para todo e € E y p* es la funcién de valor: de hecho,

I (e 2]
L) =p =L (e = m U2y,

(126). pags. 80-81).




1.3 INDICES DE FUNCIONAMIENTO 11

COMENTARIO FINAL AL CAPITULO 1

El problema de control (Definicién 1.7) consiste en encontrar una politica
7 que sea 6ptima con respecto a algiin criterio de funcionamiento y el enfoque
més usual para resolverlo es por medio de la programacién dindmica. En los
siguientes dos capftulos veremos dos enfoques alternativos de solucién a dicho
problema de control, en el capitulo 2, via las medidas de ocupacién para el
costo descontado, y, en €l capftulo 3, via la programacién lineal para el costo
promedio en el caso unicadena. Ademds, en la seccién 2.6 ilustraremos con
un ejemplo que en ¢l caso restringido para el costo descontado, no siempre
funciona la ecuacién de optimalidad (1.3} para obtener politicas 6ptimas.



Capitulo 2

MEDIDAS DE OCUPACION
Y PROBLEMAS
DESCONTADOS

2.1 INTRODUCCION

Un hecho bien conocido en la teorfa del control es que muchos problemas de
control, deterministas o estocdsticos, pueden ser transformados en problemas
de minimizacién sobre conjuntos de medidas, véanse por ejemplo [4], [8], [21],
[34], [39] y [40]. En este caso el problema de control se reduce t{picamente
a la forma: ‘

minimizar fc(a:),u(d:v) sujetoa pel (2.1)
X

donde I" es una cierta familia de medidas definidas en B (X) y ¢ denota al

costo corriente del problema de control. Ma4s ain, bajo hipétesis relativa-

mente simples sobre ¢ y X, y considerando a la familia de medidas con la

topologfa débil, resulta que la funcién u ~ fc(z)u (dz) es semicontinua in-
X

feriormente y, por lo tanto, una forma directa de demostrar que existe una
solucién 6ptima para (2.1) es mostrar que I' es secuencialmente débilmentc
compacto. A su vez, por el Teorema de Prohorov (Teorema 2.8), para pro-
bar esto es suficiente mostrar que I es tensa, que es una de las principales
cuestiones con las que estamos interesados en este capitulo.

El contenido del capitulo es el siguiente: En la seccién 2.2 recordamos

12
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algunos conceptos y teoremas relacionados con el concepto de tensién (como
el Teorema 2.3 y el Teorema de Prohorov), y construimos un ejemplo de
una cadena de Markov que es acotada en probabilidad; pero que no es tensa
(Ejemplo 2.6). En la seccién 2.3 construimos las envolventes superior e
inferior de una familia arbitraria de medidas (Teoremas 2.11 y 2.12), damos
algunos casos de interés (Observacion 2.13 y Ejemplo 2.15) y relacionamos
tales envolventes con el concepto de tensién (Teorema 2.14). En la seccién
2.4 aplicamos estos conceptos a los procesos de control de Markov {(Lema 2.21
y Teorema 2.22) para dar condiciones suficientes para la existencia de una
polftica 6ptima determinista cuando ¢l indice de funcionamiento es el costo
descontado. En la seccién 2.5 damos un contraejemplo a una afirmacién
de Kurano y Kawai, el Teorema 3.3 de [32]. En la seccién 2.6 presentamos
los conceptos basicos de los procesos de control de Markov con restricciones
y con fndice de funcionamiento el costo descontado; en el (Ejemplo 2.28)
mostramos las diferencias que pueden existir con el caso no restringido, como
pueden ser, que el control 6ptimo no necesariamente se alcance dentro de la
clase de las politicas deterministas que satisfacen la ecuacion de optimalidad
(Definicién 1.8). Por tltimo, en la seccién 2.7 damos condiciones (Hipétesis
2.29), al problema de control de Markov con restricciones (Definicién 2.27),
para que el valor éptimo del costo descontado se alcance dentro de la clase
de las politicas estacionarias aleatorizadas (Teorema 2.31).

Terminologia y Notacién.

La siguiente notacién serd usada en el capitulo. Dado un espacio topolé-
gico X, denotamos por 2¥ al conjunto potencia de X, por A° al complemento
del conjunto 4 € 2¥ y por A a la cerradura del conjunto. Ademds de-
notamos por R, := {r € Rir > 0} a los nimeros reales no negativos y por
R, := R, U{+400} a los nimeros reales extendidos no negativos. Asi mismo,
denotamos por C, (X) al conjunto de funciones reales continuas y acotadas
en X.
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2.2 TENSION

En esta seccién y en la siguiente X denota un espacio topolédgico.

Definicién 2.1  Medida tensa, familia de medidas tensa.

a) Una medida finita 7y en X se dice que es tensa si para cada e > ( existe
un conjunto compacto C tal que v (C°) < e.

b) Una familia de medidas finitas I en B (X) se dice que es tensa si para
cada ¢ > 0 existe un conjunto compacto C tal que v (C°) < £ para toda
yeTl.

Por ejemplo, si X es un espacio o—compacto entonces cada medida finita
en X es tensa ([9] teorema 1.4). La propiedad de tensién para una familia I’

estd muy relacionada con la existencia de una funcién inf-compacta (Defini-
cién 2.2).

Definicién 2.2 Funcion inf-compacta.

Una funcién medible f en un espacio topolégico X y con valores en los
mimeros reales extendidos R se dice que es inf-compacta si el conjunto de
nivel es {z € X:f(z) < r} es un conjunto compacto para todo nmimero real
r € R.

Teorema 2.3

Sea I' una familia de medidas en B (X). SiT es acotadal, entonces T es
tensa si y s6lo si existe una constante k y una funcién inf.-compacta f tal

que f>1y
[f(:r)y(d:c) <k WyeTl.
X

Si ' es una familia de medidas de probabilidad en B (X), la condicién
f > 1 puede ser reemplazada por f > 0 (por ejemplo, en [6] o en {11] pag.
109).

Como una consecuencia del Teorema 2.3, se puede ver que si el espacio
X es compacto, entonces cualquier familia acotada de medidas en B (X) es
tensa. (Témese f (-) =constante.)

1Existe una constante k tal que -y (X} < k para toda y € I.
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Definicién 2.4 Cadena de Markov tensa, cadena de Markov acotada en
probabilidad.

a) Sean M una cadena de Markov en X y K™ la probabilidad de transicién
en n pasos asociada a M, n=0,1,2,.... Decimos que la cadena de Markov
M es tensa si para cada z € X y cada € > 0 existe un conjunto compacto C
tal que K™ (C*¢/z) < ¢ para toda n € N. Es decir, M es tensa, si para cada
z € X la familia Ty := {K" (-/z) : n=1,2,...} es tensa.

b) Y decimos que la cadena de Markov es acotada en probabilidad si
para cada z € X y cada &€ > 0 existe un conjunto compacto C tal que
limsupK™(C¢/xz) < e.

Observe que la condicién K™ {C°/z) < ¢ en la Definicién 2.4 a) es equi-
valente a K™ (C/z) > 1 — ¢ y que la condicién limsupK™ (C°/z) < € en la

n—oo

Definicion 2.4 b) es equivalente a liminfK (C/z) > 1 —e.
n-=+00

En general la condicién de que una cadena de Markov sea tensa implica
la. condicién de que sea acotada en probabilidad. Y es facil dar condiciones
suficientes para que se cumpla la equivalencia entre ambas definiciones, como
en la siguiente Proposicion.

Proposicién 2.5

Sea M una cadena de Markov en X tal que paracadaz € Xycadane N
la probabilidad de transicién en n pasos K™ (-/x) es tensa. Entonces M es
tensa si y s6lo si M es acotada en probabilidad.

Demostracion:

Hicimos notar que si M es una cadena tensa, entonces es acotada en
probabilidad. Sélo nos resta probar la implicacién reciproca.

(«<=) Supdngase que la cadena M es acotada en probabilidad, y sean
€ Xye>0. Entonces existen un conjunto compacto C = C'(z,¢) y un
mimero entero N = N (z, €) tales que K™ (C/z) > 1—e paratodan > N. Por
otro lado, como cada probabilidad de transicién es tensa, existen conjuntos
compactos C; tales que K’ (C;/z) > 1 —eparaj = 1,2,..,N = 1. Asf
definiendo C, := C, U...lUCN_; UC obtenemos que este conjunto C, satisface
K™*{(C./z) 2 1—eparatodan=1,2,... Como z y ¢ son arbitrarias, M es
tensa. A
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Una condicién suficiente para que se cumpla la hipétesis de la Proposicién
2.5 es que en el espacio X cualquier medida de probabilidad sea tensa. Asf
observamos que si X satisface cualquiera de las siguientes condiciones:

e X es un espacio polaco,
e X es un espacio métrico separable localmente compacto,
o X es o-compacto,

entonces, ambas definiciones son equivalentes. Sin embargo, en general
ambas definiciones no son equivalentes como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6 Una cadena de Markov acotada en probabilidad y no tensa.

a) Sea X, un conjunto no numerable y sea
71 = {A C X,:A° es numerable} U {0}

la topologfa de todos los conjuntos de complemento pumerable. Definamos
la medida de probabilidad p; en B (X;) como

1 si A° es un conjunto numerable
pi(A) = ) )
0 si A es un conjunto numerable

donde _
%(Xl)={AgX1:AET10AC€TI}

es la o-8lgebra de Borel

Entonces:

1. El espacio topolégico (X;,71) no es localmente compacto y si A es un
subconjunto infinito de X, entonces A no es compacto, y

2. p; es una medida de probabilidad y p, no es tensa.

Demostracién:

1) Sea A € X, un conjunto infinito, si A es numerable témese B = A; en
otro caso témese B = {b;, by, b3...} C A. Definamos A™ := B°U{by, by, ..., b, }.
Entonces {A,} es una cubierta abierta de A sin subcubiertas finitas. Por lo
tanto, A no es un conjunto compacto. En particular, X; no es un conjunto
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compacto. Adems4s, si C es un conjunto no vacio en 7, entonces su cerradura
es el espacio total, es decir, C = X,. Por lo tanto (X, 7,) no es localmente
compacto.

2) La prueba de la o-aditividad de p, se hace analizando por Casos,
primero cuando todos los subconjuntos son conjuntos numerables, y despues
cuando existe solamente uno que sea de complemento numerable, ya que no
pueden existir dos conjuntos ajenos de complemento numerable en B (X,).
Finalmente, p, no es tensa porque, por 1) y la definicién de p,, los conjuntos
compactos tienen probabilidad cero.A

b) Sean a y b dos elementos cualesquiera que no pertenecen a X, y defi-
namos

X: = Xl U {a, b}
con la topologfa
T7:={A,AU{a}, AU{b},AU{a,b}: Ae B(X,)}.

Consideremos una cadena de Markov M sobre X con probabilidad de tran-
sicion K de la siguiente manera:

K[A/a] : =p (A) para A € B (X;)
Klz/a) : =0  para z € {a,b}
Klb/z] : =1  para z € X; U{b}
K[/]:=0 enotrocaso.

entonces la cadena de Markov M definida por K es acotada en probabilidad
y no es tensa.

Demostracion:

Que M no es tensa se sigue del inciso a), mientras que la propiedad de
ser acotada en probabilidad se sigue del hecho de que K™ [b/a] =p, (X;) =1
para todon > 2.4

‘Terminaremos esta. seccién recordando el Teorema de Prohorov 2.8, que
serd usado en el Lema 2.21 y en €l Teorema 2.22, para lo cual necesitamos la
siguiente definicion:




2.3 ENVOLVENTES DE MEDIDAS 18

Definicién 2.7 Convergencia débil

Sea X un espacio topolégico y sean v,, n = 1,2, ..., y 7 medidas finitas
definidas en B (X). Decimos que v, converge débilmente a + si

[ @ai0) — [ 5@ ()
X X
para toda funcién f en C, (X).

Teorema 2.8 Teorema de Prohorov

Sea X un espacio polaco y sea I' una familia de medidas de probabilidad
definidas en B (X). Entonces I es tensa si y sélo si I' es secuencialmente
débilmente precompacta (por ejemplo, (9], [11], [16] y [31]).

Observacién 2.9

Es facil ver que el teorema de Prohorov se extiende al caso en que I es
una familia acotada de medidas ([16], [40]).

2.3 ENVOLVENTES DE MEDIDAS

Definicién 2.10 Medida exterior, premedida.

Sea X un espacio topolégico, A C 2* una familia de subconjuntos de X,
y A: A — R, una funcién definida en la familia de conjuntos A4 a los reales
extendidos no negativos. Se dice que A es:

a) mondtona si para cualesquiera A, B en A tales que A C B se cumple
que A (4) < A(B),

b) subaditiva si para cualquier sucesién {A,} en A de conjuntos ajenos
y cuya unién es A € 4 se cumple que

[+ <]

AA) € 3 M (AW,

n=1
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c) superaditive si para cualquier sucesién {An} como en (b)

MA) 2 M4,

n=1L

d) una medida eaterior si, con A = 2%, A(B) = 0 y A es mondtona y
subaditiva, y

e) una premedida en A = B (X) si, A(0) = 0y X es monétona y supera-
ditiva.

Una sucesién {A,} como en el inciso b) serd llamada una particion de
A. Por otra parte, diremos que {An} es una cubierta de un conjunto B si
UnAn D B.

Teorema 2.11 (Envolvente superior de una familia de medidas ).

Sea I' una familia de medidas definidas en B (X) y sean o y +° las fun-
ciones de conjuntos definidas en B (X) por

o(A) :=sup{vy{A4A) ;v e} (2.2)

y

v* (A) := sup {ia (An) : {An} es una particién de A en B (X)} , (2.3)

n=1}

respectivamente. Entonces
a) o (B} =0 y o es monétona y subaditiva
b) ¥° es una medida, y m4s atn,
c)i. ¥ > o,y
il si p es una medidaen X talque > 0 = p > Ve,
En virtud de los incisos b) y c) del Teorema 2.11 nos referiremos a ¥’
como la envolvente superior de I,

Demostracion:

a) Las propiedades o (§) = 0 y que & es monétona son obviamente ciertas.
Para probar la subaditividad de o, sean A € B (X) y {A.} una particién de
A en B (X). Entonces dado que

v(4) =3 v(4) yer,
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las propiedades del supremo implican que

o (A) = SI;pZ*r (An) € ngp'y (42) =D o (An).

n

b) Por a) la funcién y* satisface v* (§) = 0 y es monétona, de aqui que
solamente resta mostrar que 7° es o-aditiva. Sean A € B(X) y {A,} una
particién de A en B (X). Consideraremos dos casos: v° (A) finito y 7* (A)
infinito.

Caso 1: v°(A) < oo.

En este caso la monotonicidad de v* implica que +° (An) < oo para toda
.

Sea ¢ > 0. Entonces, por la definicién de de v* dada en (2.3), para cada
n. existe una particion {B,, : k= 1,2,...} de 4, tal que

V(A < Y0 (Bu)+ = (24)
k

Luego como {B,, :k=1,2,..yn= 1,2,3,..} es una particién de A, en
B (X), de (2.3) y (2.4) obtenemos

DA <D N a(B) +e <y (A) +e.
n n k
Asi, dado que ¢ > 0 es arbitrario, obtenemos

Yo (A <Y (4). (2.5)

Por otro lado, fijando ¢ > 0 otra vez y usando (2.3} existe una particién
{Ci} de A en X tal que

YA KD o (C) +e (2.6)
k

Por lo tanto, definiendo C,,, := Ci N A, obtenemos que {C,, : k = 1,2, 3, o}
¢s una particién de A4, en B (X) y, ademds, se cumple que C}, = UnCl, para
toda k. Asi, de a) y (2.6},

¥ (A4) € ZZU(CH,C)+E=ZZU(C",¢)+6 < Z'}” (An) +e.
k n n k n
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Luego, como € > () es arbitario,
7 (A) < D7 (An)

y junto con (2.5) obtenemos la igualdad.

Caso 2: ¥ (A) = oc.

Sea M > 0. Entonces, por (2.3), existe una particién {Ci} de A en X
tal que

Y oGy > M

Para cada n y k definamos Cj,, := C,NA,. Entonces {Cin : n=1,2,3,...}
es una particion de Cr ¥ {Crn : k= 1,2,3,...} es una particién de A,. De
aqui que

7 (An) 2 3 0 (Con)

y. por lo tanto

Z”fa (4n) 2 Z ZC’(CJm) = z Za (Cin)
k k. n

n n

v

Z o {Crn}  ya que o es subaditiva por el inciso a)
k

> M.

Como M es arbitrario, se sigue que v* (A} = >_ . v* (4.).

c) i. Dado que {4,0,0,9,...} es una particién de A en B (X). por defini-
cién (2.3) de +*, obtenemos 4° (A4) > o (A)

¢) ii. Sea p una medida definida en B (X) tal que u 2 7. y sea A en
B (X). Supongamos primero que ¥° (A) < co. Entonces, dado ¢ > 0, existe
una particion {A,} de A tal que

¥° (A) € Za(An)+£

Asi que, como y 2 o y i €s una medida,

7 (4) SZ#(An)+6=#(A)+6~
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Luego, como ¢ > 0 es arbitrario obtenemos v° (4) < u (A).
Ahora supongamos que v* (A) = oo. Entonces dado M > 0 existe una
particion {A,} de 4 en B (X) tal que

Y o(A) > M.

Por lo tanto,

p(A) =3 n(A) 23 (AN 2 M

n

y como M > 0 es arbitraria, obtenemos 1 (A) = oc = " (A) a.

Ahora construiremos un envolvente inferior para una familia de medidas
I'. Dicha construccién esta relacionada con la construceion de una medida a
partir de una premedida [35} (Definicién 2.10 e).

Teorema 2.12 (Envolvente inferior de una familia de medidas.)

Sea I' una familia de medidas definidas en B (X) y sean ¢ y 7 las funciones
definidas en B (X) y en 2%, respectivamente, por

t(A) =inf {y(A):y€T} para A € B (X), (2.7}

1 (A) = inf {ZL(A,,,) : {An} es una cubierta de A en B (X)} (2.8)

n=|L

para A € 2*. Ademds. sea ¥* la restriccion de 7 a la o—dlgebra B (X), ic..

‘Yi = MB(X) - (2.9)

Entonces

a) ¢ es una premedida en B (X)),

b) 7 es una medida exterior.

c) 7' ¢s una medida en B (X) y mas atn
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d) i FYi \<\ Ly
ii. si 4 es una medida en B (X) tal que p < ¢, entonces g < 4%
Nos referimos a 4* como la envolvente inferior de T

Omitiremos la demostracion ya que es similar a la del Teorema 2.3. Dc
hecho, la prueba de las partes b) y ¢) del Teorema 2.12 son similares a la
prueba del Teorema de Extension de Carathéodory ([3], pag 20). Ahora men-
cionaremos brevemente algunos casos especiales de interés de las envolventes
superior e inferior.

Observacion 2.13

a) Si Y es un subconjunto de Borel de X, entonces la conclusién del
Teorema 2.11 inciso cj ii. sesatisfaceen Y. Esto es. supéngase que Y €9 (X)
y sea p una medida en X tal que i (A) > o (A) para todo subconjunto de
Borel de Y. Entonces i = v* en B (Y). :

Para ver esto, definase una nueva medida ;' en B {X) coro

WAy = | ) STAEB ) (2.10)

oC  én otro caso

Asf. i’ es una medida eh X y i/ > 0. De aqui que. por ol Teorema 2.11 inciso
c). ' 2 7" en X. En particular, si A € B (Y). cntonces.

p(A) = i (A) > (4),
j.e..
W2 en B(Y).

Una observacién similar se satisface para cl inciso d) ii) del Teorema 2.12:
a saber. si ¥ €8 (X) y ¢ es una medida en X de forma tal que 2 < ¢ en Y.
~entonces u < ¢ en B (V).

Para ver esto. en lugar de i’ en (2.10) témese i/ (A) := ¢/ (ANY). para
AeB (X).

- b) SiI' = {y;} es un conjunto numerable de medidas en B (X). las

cnvolventes ¥' ¥ * sc pueden construir en forma mas ficil, Por ejemplo.
para cada n.=1,2,3,... definamos

fhy, 1= Mmax {71372‘....7“} .
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esto es,

My =7,

y para n = 2 (por ejemplo,[36], pag. 237), u, se puede obtener recursiva-
mente como

1 .
Jy = Max {#’n—-lv'\"n} = 5 {Ju‘n-l + Tn + |Ju’n—l - Tnl} (211)

Entonces las medidas p,, forman una sucesién creciente que converge a una
medida ({16}, pigina 31) que se puede verificar facilmente que es v°. Alter-
nativamente, en lugar de definir o como en (2.2), la funcién de conjuntos

o = limsupry, = limsup-, (2.12)
k—oo nokzn

satisface el inciso a) del Teorema 2.11 y, entonces. suponiendo que la sucesion
I" es acotada *, la envolvente superior 4* se obtiene como en la ecuacion ( 2.3).
Este resultado requiere que I' sea acotada porque la sucesién supy...,7v, en
(2.12) es decreciente, en contraste con u, en (2.11) que forma una sucesion
creciente.

Stmilarmente. si la sucesion de medidas I' es acotada. entonces la sucesion
M, = mimn {’h.’}’z,---a')’n} decrece a ¥'. Y alternativamente a definir : como
en (2.7). podemos definir. avn si T no es acotada.

L= li&glf'yk = li,rln H;i%‘

Entonces ¢ es una premedida y obtenemos a 4! como cn (2.8) y (2.9).

¢) Sea I' = {7,} una sucesién de medidas en B (X). y supdngasc que e-
xiste una niedida en B (X}, o-finita. tal que, para todo k. v, es absoluiamente
continua con respecto a A; en sfmbolos: v, << X para todo k. Sea fi la
densidad (o derivada de Radon-Nikodym) de 7, respecto a A. Como en el
inciso b). sea

My = Max {7!,72."" ﬁYn.}

y definamos

g =fi
On - =max{fi.fo ..., fu} =max{gn_,. fu} paran=2234. ..

2Existe una constante ¢ tal que v, (X) < ¢ para toda k.
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Entonces, como en b}, lim, 4, = ¥° y, adem&s

i. g, esla densidad de u, con respecto a A, y

il. la funcién f° := lim, g, = sup, fx es la densidad de ¥* con respecto
a A
En realidad, i} se sigue de (2.11), mientras que ii} se sigue de i} y del
Teorema de Convergencia Monétona. La parte ii) puede ser interpretada
como una variante del teorema de Vitali-Hahn-Sacks ([16] y [27]). En forma
resumida, ¢) establece que 7, << X para todo k implica que y° << A, y, por
supuesto, la implicacion reciproca es trivialmente cierta por el inciso c) del
Teoremsa 2.11. De hecho, esto se satisface para una familia general I', no
necesariamente numerable. En efecto:

d) Sea I' una familia de medidas en X, sea v° la envolvente superior de
esta familia, y sea A una medida en X. Entonces v* << Asiysélosiy << A
para toda v € I

La implicacion => es obvia por el inciso ¢) del Teorema 2.11. Supongamos
entonces que v << A para toda v € I' y definamos la medida X' en X como

0 siA(4)=0

X (A) = _
oo en otro caso

entonces, con o como en {2.2), X' > ¢. Esto implica, por el inciso ¢) del
Teorema, 2.11, que X > ~4°. Asf
AMA)=0=>N(A)=0=~"(4)=0,

es decir, v° << A,

Teorema 2.14

Sea I una familia de medidas en X, y sean ¥* y ¥* las envolventes superior
e inferior de I respectivamente. Entonces

a) 7° tensa = I' tensa => ' tensa

b) SiT es tensa y 7’ es una medida finita, entonces v* es tensa.

La conclusién del Teorema 2.14 b) puede fallar si v* no es finita. Por
ejemplo, supéngase que X =R, y sea I' = {v,} la familia numerable de
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medidas de probabilidad definidas como

Ve (B):=> 27"6,,1(B)  para Be B(R)

n=1

donde &, denota a la medida de Dirac concentrada en » € R. Entonces T
es tensa pero ~° no lo es, porque para cualquier conjunto compacto C en R
existe un intervalo I = [m,m + 1] contenido en C° y 4*(I) = o (I) = oo,
donde o y «° son como en el Teorema 1.4.

" Demostracién del Teorema 2.14:

a) Esta parte es trivial por la definicion de tensién junto con los Teoremas
211¢)y 212 d).

b) Por la tensién de I', para cadan = 1,2, ..., existe un conjunto compacto
C, tal que v (C¢) < L para toda v € T}, ie., ¢(C) < 3, con o como
en (2.2). Sea B := UC),, que es el limite de una sucesién creciente de
conjuntos compactos C, T B eon C!, = UL,C;. Entonces, por el inciso a)
de la Observacion 2.13, ¥* (B¢) = 0. Asf resulta que ¥° (B) = 7* (X) < oo.
Entonces v° (C)) T ¥ (B) = v* (X). Por lo tanto, lim,_...7* (C¥} = 0, ie,

~* es tensa.A

Ejemplo 2.15

a) Sea h € L' 1= L' (R, B(R), ) (ie, fzlh(z)| A({dz) < oo, donde A
es la medida de Lebesgue en R), tal que & > 0 y h es no decreciente en
(—00,0] y h es no creciente en [0,00). Sea f € L' talque 0 < f < hy
fR fz)A(dz) =1.

Sea g (z;u,00) == ;‘5 %‘E), donde i € R es un pardmetro de loca-

lizacién y op > O es un pardmetro de dispersion. Ademds, sean 7, las
medidas definidas por las densidades g (z; 2, 09) con 4 € C C R, a saber,
7,(A) = [, g(z;1,00) A(dz) para A € B(R). Se puede probar que si el
conjunto C es acotado, entonces, por medio de la funcién 2, podemos acotar
por arriba a la familia de densidades {g(-; i, #o) : & € C} por una funcién
en L'. As{, en este caso resulta que la envolvente superior v° de I es una
medida finita, y por lo tanto tensa (y entonces el Teorema 2.14 implica que
la familia de medidas I" es tensa). Asf, obtenemos el recfproco de la siguiente
afirmacién:
La envolvente superior ¥* es tensa si y sélo si €l conjunto C' es acotado.
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Demostracién:

=) Supongamos que C es no acotado superiormente. Sea p, € C =
Jay, b € R tales que 7y, (las, &1]) > 0. Como C es no acotado Ju, € C tal
que a; = pot+as—4, > by y andlogamente definamos a by := tp+b1—p;. Repi-
tiendo este argumento encontramos intervalos ajenos [a;, bi] . laz, b2], [aa, bs],--.
tales que v, ([a1, 1]) =7, ([a2, b2]) = 7v,,, ([a3, b3]) = ... Por lo tanto

7 (Uilas, b)) 2 3 v, (foss b)) = oo

b) Tomemos la siguiente funcién en L':

' ) 1 1
h{z) : -_=6gmm{|m|l+6l, |a:|1'6"} paraz # 0,y

h{z) : =occ paraz=0

donde 8y, 8; y 82 son constantes positivas, f como en el inciso a). Y defi-
namos a las densidades g (z; i, 0} := 1 f (£22) para o € C donde C es un
subconjunto de ntimeros positivos y g es una constante real, y definamos a
las medidas ~y, (4) := f, g{z; 1, 0) A(dz) para A€ B(R) yo € C. Sean
I':={y,:0€C}y~ y~ las envolventes superior e inferior de I' respecti-
vamente. Enfonces: '

1. 0 <infC y supC < oo si y sblo si y* es tensa.
2. Si+* # 0 entonces 0 < inf C' y sup C' < oo.
Demostracién:

1. = Célculos directos nos permiten acotar a la familia de densidades
{g (s #t9,0) : & € C} por la funcién b’ € L' definida como

551 .
W) om | DR STl 2
50“——-"'1—'—1—5— si |.’L‘ — ’LOI <1

192|z—po| T2

donde i = infC y s = supC. Asi el Teorema 2.11 ¢} implica que
v (A) < [, ¥ (z) A(dz) para A € B(R). Por lo cual * resulta ser una
medida finita en R, y por lo tanto tensa.
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<= Supongamos s = o0, y sea o € C. Entonces Ja,,b, € R tales
que 7,, ([ax, b)) > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
a; > fiy. Entonces Jo3 € C tal que by = alb‘—;;‘-ﬂ + 1ty < @1, y definamos
andlogamente a3 := 0,252 + 4,y asf sucesivamente, y rcpetimos el

o2
procedimiento de la demostracién del inciso a).

c) Sea X un espacio topolégico o—compacto y sean II y u,, medidas de
probabilidad definidas en B(X), n=1,2,3, ..., tales que

llttn — IHY] < @n paran=1,2,3, .

donde ||-|| es la norma en variacién total y la sucesién de mimeros reales {a,}
es tal que > a, < oo Entonces 7° la envolvente superior de
I := {y, :n € N}, es una medida tensa y, por lo tanto, por el Teorema
2.14, T es tensa.

Demostracion:

Sea n € N y definamos p™ :=max{y;: i =1,2,..,n}, y

pl=max {u, : j = 1,2,...,nyj £i}.

Sea Ay tal que (IT— p™)" (X) =TI (Ap) — 4™ (Ao).

Sea' Bi ta‘l que (’1‘1 - FL:I)‘}- (X) = (Bl) lui (Bt) y para 1= 1) 2? ey T

Definamos A; := B;N Bf ;N..NBfNA§, parai=1,2,..,n

Como

4 (X Z“(n)(A
< H(A{))+H( Dt+a+.. +11(A4:) +a,
= 1+&1+az+---+an-

Entonces
¥* (X) ———-nlim £MX) <1 +Za1- < 0.
=1

Asf resulta que, ¥° es una medida finita en un espacio o —compacto, y por
lo tanto, tensa.
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2.4 PROBLEMAS CON COSTO DESCON-
TADO

En el resto del capftulo, i y A denotardn espacios polacos. Consideremos
el modelo de control de Markov (Definicién 1.1) con indice de costo descon-
tado (Definicion 1.6 a). En esta seccién consideraremos a la funcién de
costo por etapa ¢ definida en todo el conjunto B x A, por ejemplo, tomando
c{e,a) := oo para todo (e,a) ¢ G. Ademds, usaremos la convencidn
0-0c0=0.

Recordemos que el indice de funcionamiento de costo descontado es

Iy (mv) :=-E: (Z a'ees, a't)) = i o' B} (c (e az)), (2.13)

donde v es la distribucién inicial, y a € (0,1) es el factor de descuento. El
problema de control de Markov en el que estamos interesados en esta seccién
consiste en encontrar una polftica v-6ptima, esto es una polftica 7* tal que

Ig(n*,v) = inf I (m,v) == I (v)

(véase Definicién 1.7).

Como mencionamos en la introduccién de este capftulo, nos gustaria des-
cribir al criterio de funcionamiento I; en forma integral como en (2.1). Para
hacer esto, nétese que si la funcién ¢ en (2.13) es reemplazada por la funcién
indicadora 15 de un conjunto B obtenemos una medida en E x A de la forma
sigutente.

Definicién 2.16 Medida de ocupacion.

Sean m € P una polftica arbitraria, v la distribucién inicial y a € (0,1)
el factor de descuento. Entonces a la medida

H"(B):=) a"F[(en,an) €B] B€B(ExA)

se le llama la medida de ocupacién esperada de la politica .
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Algunos autores llaman a g™ una “medida estratégica” porque estd deter-
minada por la “estrategia” de control 7 y la distribucién inicial ». El hecho
importante es que podemos escribir (2.13) en la forma

Ii(mv)= | edy". (2.14)
ExA

Noétese que 4™ (B x A) = {1 para toda 7 € P. De aquf que (1 — a)u”
es una medida de probabilidad en E x A, que por la restriccién (1.1), est4
concentrada en el conjunto G. Esto significa en particular que la integral en
(2.14) es, en realidad, una integral sobre G.

Necesitaremos la siguiente definicién (compare con la Definicién 1.9).
Definicién 2.17 Kérnel estocdstico débilmente continuo.

Sean X, Y espacios topolégicos y K un kérnel estocdstico en X dado Y.
Decimos que el kérnel estocdstico K es débilmente continuo si la funcién

g ]X h () K (dz/y)

es continua y acotada en Y para cualquier funcién h continua y acotada en
X

Observacién 2.18

Sea T' el conjunto de todas las medidas de ocupacién u™ tales que

Iy(mv) = /cd,u’r < 00.

En las Hipétesis 2.19, que serdn usadas en el Lema 2.21 y en el Teorema
2.22, se requiere que I' sea un conjunto tenso, no vacio. Mi4s atin, con
B"(C) == i (C x A) para C € B (E), la medida marginal (o proyeccién) de
¢ en B, en la prueba del inciso a) del Lema 2.21 usamos el hecho de que una
medida 4™ en I est4 caracterizada por la relacién siguiente (por ejemplo, [26]
Teorema 6.3.7)

P C)=v(C)+a E)(AK(C/e,a,),c.:.(ci (e,a)) vC € B (E)
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que es equivalente a

/E h(e) i (de) = fE h(e) v (de) +a fE . fE h(€) K (de fe, a) ™ (d (e, a))

para toda funcién h continua y acotada en E. La implicacién recfproca
también es cierta; véase el Lema 2.4 b).

Hipétesis 2.19

a) Existe una polftica = € P tal que Iy (m,v) = [ edy™ < oo,

b) la funcién ¢ de costo por etapa es no negativa y semicontinua in-
feriormente,

c) el conjunto T, definido en la Observacidén 2.18, es tenso, y

d) la ley de transicién K es débilmente continua.

La Hip6tesis 2.19 a) asegura que el problema de control es no trivial; si a)
no se satisfaciera, entonces cualquier polftica serfa 6ptima. Una condicién
suficiente para a) es que ¢ sea acotada; en este caso a) se cumuple para toda
poltica w. Por otro lado, una condicién suficiente para la Hipétesis 2.19 b)
es

b’) La funcién de costo ¢ es inf.-compacta (Definicién 2.2).

Si ademds se cumple que

¢’) sup f ¢(z) 4" (dz) < oo, donde el supremo es tomado en las politicas
que satisfacen a), i.e. en T,

entonces, por el Teorema 2.3, obtenemos ¢). Alternativamente, por el
inciso a) del Teorema 2.14, Ia hipétesis c) se cumple si la envolvente superior
~* de T es tensa, por ejemplo, si 4* es una medida finita (Ver el Ejemplo
2.15 a). Obsérvese que también se obtiene la hipdtesis c) si E es compacto.
Finalmente, d) es la propiedad de Feller, la cual se cumple para muchas clases
de sistemas de control. Por ejemplo, si consideramos un sistema no lineal
de la forma

Entl = F(en:an:wﬂ) = Oa 1!2'.-

con ey dado, y donde {w,} es una sucesién de vectores aleatorios indepen-
dientes e idénticamente distribuidos con valores en un espacio polaco W, y
con distribucién comtin £. Ademss, F : E X A x W — E es una funcién
medible dada y e} estado inicial es independiente de {w,}. Aun més, si
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(e,a) —F (e, a,w) es una funcién continua en G para todo w € W, entonces
la hip6tesis d) se cumple ya que

(e,0)— /E h(€) K (de'fe,a) = L h(F (e, a,w)) € (duw)

es una funcién continua y acotada siempre y cuando h : E— R lo sea.
Como otro ejemplo, trivial, observe que todas las hipétesis de 2.19 se camplen
cuando E y A son conjuntos finitos.

En la demostracién del Lema 2.21 necesitaremos ciertos resultados, que
resumimos en el siguiente lema (véase [26]). El conjunto ® que aparece en
el siguiente lema se definié en el péarrafo que sigue a la Hip6tesis 1.2.

Lema 2.20

a) Si u es una medida de probabilidad definida en B (E x A) y concen-
trada en G, entonces existe un kérnel estocistico ¢ € ® tal que

4(C x D) = f 6(D/e)is(de) ¥C€B(E),DeBA)
c
donde fi (C) := p(C x A) denota la marginal (o proyeccién) de u en E. ([18]
pig. 88 o [28], pdg. 89).

b) Sea . una medida en B (E x A) y concentrada en G tal que [ cdp < oo,
(1-a)u(BxA)=1y

p(C)=r(C)+a fE K(Clean (dle,a)) VCeB(E) (215

donde /i es la marginal de 1 en E. Desintegre la medida de probabilidad
(1 -~ a) pu como en a), i.e.,

w(©xD)= [ $(Dle)ilde) VCEB(E)DeBA
c
para alguin kérnel estocéstico ¢ € . Entonces i es la medida de ocupacién

(Definicién 2.16) correspondiente a la polftica estacionaria aleatorizada ¢,
estoes u=p*" y fedpu = 13(¢™,v) ([26], Teorema 6.3.7 b).
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c) Si ¢ es un kérnel estocéstico en ® y v : G — R es una funcién medible
tal que e — [wv(e,a) ¢ (da/e) es una funcién (finita) de E en R, entonces
existe un selector medible f € ¥ tal que

/A'u (e,a) @ (da/e) = v (e, f (e)) para todoe € E

([18], pag. 97).
Lema 2.21

Supdngase que las Hip6tesis 2.19 se satisfacen. Entonces
a) Existe una politica estacionaria aleatorizada 7 = ¢®que es v~6ptima,
i. e,

Io(n* V) = Iy (v).

b) Para cualquier politica estacionaria aleatorizada ¢™ tal que
I (¢%,v) < oo existe una politica estacionaria determinista f* (con f ¢ §
un selector medible) tal que

1 (9%, v) 2 L (f~,v).

Demostracion:
a) Para cada k = 1,2, ..., sea 7* una polftica de control tal que

L) < Ty (70) < L (W) + % (2.16)

¥ sea iy, = 4™ la correspondiente medida de ocupacion esperada (Definicién
2.16). Por la Hipétesis 2.19 ¢) y el Teorema de Prohorov (Teorema 2.8)%,
existe una subsucesién {u,,} de {} y una medida u en E x A concentrada
en (7, con

1

—

y tal que u,, converge débilmente a p.

3Véase la observacion 2.9.
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Dado que ¢ es semicontinua inferiormente [Hipétesis 2.19 b)] y no nega-
tiva, existe una sucesién creciente {g,;} de funciones continuas y acotadas en
C, (E x A) tales que g; T ¢. Asi que, en particular

/ ¢(2) i, (d2) > / 65 () o () Vm, .

Luego por la oonvergéncia débil i, — p y por el Teorema de Convergencia
Mondétona,

timinf [ ¢(z) 1, (do) > f ¢ (2) p (da),

M-—=200

que combinada con (2.16} implica

[e@utdn) < Lw). (2.18)

Ahora, desintegremos u como p(d(a,e)) = ¢(da/s)i(ds). Asf para
corpletar la prueba es suficiente mostrar que p y ji satisfacen (2.15), porque
entonces el Lema 2.4 b) conduciria a [c(z)u(dz) = 1;(¢*,v) y la con-
clusién deseada, 2.21 a), seguiria de (2.18). La verificacién de (2.15) se sigue -
~ de la convergencia débil de u,,, a 1 y de la Hipétesis 2.19 d). En efecto, por
la Observacion 2.18, podemos escribir

Ah(e)ﬁ(de) :/F;h(e)u(de)-l-a fEh(e')K(de’/e,a)pm (d(e,a))

ExA

para toda funcién h continua'y acotada en &. Entonces haciendo tender m
a infinito, la Hipétesis 2.19 d) y la convergencia débil de ,, a & conducen a

./Eh(e),ﬁ.(de)==./l;h(e)v(de)+a/EXA/Eh(e')K(de’/e,a)p(d(e,a))

Asf, como esta igualdad se cumple para toda funcién h continua y acotada
en E, obtenemos (2.15)
b) Sea ¢ € ® tal que la polftica estacionaria ¢*° satisface que

Lg% 0) = /E L2(¢%,€) v (de) < oo (2.19)
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donde
Iy (¢%,e) := E¢™ [Z a’c(en, an)J (2.20)
n={

es el costo esperado descontado cuando se estd usando la politica estacionaria
y el estado inicial es e.

Por (2.19), I; {(¢™,e) < co para toda e ¢ N donde N es un conjunto de
medida v-nula. Redefiniendo a I; (¢*, -) si fuera necesario, podemos asumir,
y lo haremos, que I; (¢™, e} < co para todo estado inicial e € E. Ahora,
expandiendo y usando la propiedad de Markov, obtenemos

n=]

1y (¢'°°a 6) =. Efw l:c (80: aﬁ) + azan—lc (3m a‘n)]

= [\ {c(e, a) + a/EId (¢°°,¢') K (de' /e, a)} ¢ (da/e)
Entonces, por el Lema 2.4 c), existe un selector medible f € § tal que
160 > el f) +a [ L(6™ &) K (@efe,
para todo e € E*. Tterando esta expresién y denotando por K* a la probabi-

lidad de transicién en k£ pasos cuando se estd usando la politica determinista
f°°, obtenemos

Mle—~1t
1¢=,¢) > B |3 a"clen flen) +a* /E Lo (¢, ) K* (de'Je, f(e))

M=
> Ef Za"c(en, flen)) para toda k= 1,2,3,...
| n==g

esta ultima desigualdad es porque 7 (¢™,-) > 0.

Asf, haciendo tender k a infinito, obtenemos I (¢™,e) = I (f*,e) para
todo e € K, e integracién con respecto a la distribucién inicial v completa la
prueba A.

El siguiente teorema es el principal resultado en esta seccién y cuya de-
mostracién se sigue del Lema 2.21.

4Ver Observacién 1.3.
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Teorema 2.22

Bajo las Hip6tesis 2.19 existe una polftica v-6ptima determinista 7% = f
con f € F un selector medibie, i.e.,

Li(m*,v) = Is(v).

En lugar de la Hipétesis 2.19 ¢) se puede pedir simplemente que esta
propiedad se cumpla para las politicas tales que el indice de funcionamiento
sea menor o igual que alguna f3, i.e., que exista un nimero real 3 > I, (v)
tal que el conjunto de medidas de ocupacién u™ tales que 4 (7, ) < 8 sea
un conjunto tenso. Aun mds, basta con pedir que exista una sucesién de
polfticas m,, tales que I (m,,v) — Iz(v) cuando n — oo y que la sucesion
de medidas de ocupacién {1""} sea tensa. En cualquiera de estos casos se
obtiene la conclusién del Teorema 2.22.

2.5 UN CONTRAEJEMPLO

En esta seccién daremos un contraejemplo a una afirmacién de Kurano y
Kawai ([32], teorema 3.3), quienes usando también medidas de ocupacion
trataron de dar un teorema de existencia de politicas éptimas, cuya de-
mostracion no es del todo correcta. Dichos autores, en lugar de usar la
envolvente superior 4* que introducimos en los Teoremas 2.11 y 2.14, usan
otra funcién de conjuntos desarrollada por Rogers [35).

Necesitaremos la siguiente notacién usada en el articulo ([32], pig. 99).
Sea (£,a@) € G, 7 un entero positivo y § > 0. Entonces II;5 denota al
conjunto de todas las polfticas 7 tales que

Pllex =€y ar =23 paraalgink, con 0<k<n]26

para todo estado inicial ¢ € E.

Hipdtesis 2.23
Existen (€,d) € G, © 2 0, § > 0 tales que para cualquier politica r € P

n

existe una politica 7’ € ITj; satisface que

Li(7,v) < La(m,v).
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Afirmacién 2.24 (Kurono y Kawai):

Si se satisface la Hip6tesis 2.23 entonces existe una politica v-éptima.

Ejemplo 2.25 (Contraejemplo o la afirmacion 2.24.)

Considérese el siguiente modelo de control de Markov.
Sean
E : ={0,1,2,..} elespacio de estados;
A:={1,23,.}=A(e}) paratodoeckE.

La ley de transicién:

K (a/0,0) = K(0/1,a) =1 paratodaa €A,y
K(1/e,a) =1 paratodaa€ A, todoe>1.
Costo por etapa®:
c(0,a) = ¢* paraalgin0<g<l,y
cle,a) =0 sie>0.

Sea o € (0, 1) €l factor de descuento.
Sea v la distribucién inicial concentrada en eg = 0. Es claro que tenemos

Ii(m,0) >0 para cualquier politica = € P. (2.21)

Ahora, para cada accién a € A, defina los siguientes selectores medibles
fs € § como

f(0):=a, y fale)=1 sie>0.

Entonces, tomando (8,8@) = (1,1}, & = 2 y § = 1, observamos que las
politicas f° satisfacen la Hipétesis 2.23, y mds aun

T . A

De aquf que I;(0) = inf, I(7,0) = 0, y que por (2.21) muestra que la
Afirmacién 2.24 no es valida.

Kurano y Kawai afirman también en el mismo articulo que si se satis-

face la Hipétesis 2.23 y el espacio de estados es numerable, entonces existe

una politica 6ptima determinista (teorema 3.4 de [32]). Claramente, aquf

también funciona el contraejemplo.

si az2 2.

5Note que ¢ no es una funcién inf.-compacta.
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2.6 PROBLEMAS RESTRINGIDOS CON COSTO
DESCONTADO

En la literatura sobre las aplicaciones de los procesos de control de Markov es
comin encontrar problemas con restricciones. En esta seccién y )a signiente
discutiremos sobre los procesos de control de Markov con restricciones y con
fndice de funcionamiento el costo descontado, aplicando los resultados sobre
las envolventes de medidas.

Sean V' un espacio vectorial sobre R y € un cono en V con vértice en
el orfgen, es decir, C es un subconjunto no vacio y cerrado bajo la suma de
vectores en C y la multiplicacién de un escalar no negativo por un vector en
C. Con un cono podemos definir un orden en V en la forma usual, a saber,
u=<v sfysélosiv—ucC. Consideraremos en este capitulo a R! con el
orden definido por un cono cerrado C.%

Definicién 2.26 Un modelo de control de Markoy con restricciones.

Un modelo de controt de Markov con restricciones es la Séxtupla.ordenada.
(B,A,{A(e) :e € E}, K,c,d)

donde los primeros cinco elementos son los mismos que en la definicién de
un modelo de control de Markov sin restricciones (Definicién 1.1) y el sexto
elemento, d, es una funcién medible en E x A, con valores en R?, y representa
el costo sobre el que se imponen restricciones.

Sean Iy, Jy los indices de funcionamiento de la politica 7 con los factores
de descuento a, 3 para los costos ¢, d, respectivamente, y con distribucién
inicial v, i.e., '

Iy(m,v} = ET (iatc (et,at)) y (2.22)
t=(}
Jua(m,v) = ET (Z Bd (e, a,,)) . (2.23)
t==f)

éUn cono cerrado € es un cono que es un subconjunto cerrado R’ con la topologfa
usual. :
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Definicién 2.27 Problema de control de Markov con costo descontado y res-
tricciones.

Consideremos el modelo de control de Markov con restricciones (Defini-
cién 2.26). Entonces el problema de control de Markov con costo descontado
y restricciones consiste en encontrar una politica 7* € P tal que

Li(n*,v)=inf {Ig(m,v): 7 €Py0=Jy(mv) <k}

donde v es la distribucién inicial, k¥ es un vector dado en R} y < es el orden
definido por un cono C.

Observe que una restriccion de la forma ky < Jy =< k; con ky, ks € R
tales que k; =< k3, puede ser reducida a la forma 0 < J; < k, tomando la
siguiente funcién d' (e,a) :=d{e,;a) ~ (1 =B k) y k := ky — k.

Con el siguiente ejemplo exhibimos la diferencia en los problemas de con-
trol con costo descontado sin restricciones y con restricciones ya que en este
ultimo caso podemos tener las siguientes situaciones (véase Teorema 1.10):

1. que la politica 6ptima dependa de! estado inicial,

2. que la funcién de valor no cumpla la ecuacién de optimalidad {Defini-
cién 1.8) y

3. que no exista una politica 6ptima determinista aunque sf exista una
politica éptima estacionaria aleatorizada.

Ejemplo 2.28

Sean

E={0,1,2,...} €l espacio de estados,

A = A(e} = {0,1} Ve € E el espacio de acciones,

K{e+1/e,a)=1parae € E, a € A, el kérnel estocistico,

c{e,0) =0, c{e,1) = 1 para e € E, el costo por etapa y

d{e,0) = 1, d(e,1) = 0 para e € E, el costo sobre el que se imponen
restricciones. También tenemos

a= ¢ (0,1), los factores de descuento. (2.24)
Entonces para los {ndices de funcionamiento Iy, J en (2.22) y (2.23) con
[ =1y el orden tipico de los mimeros reales, se tiene la relacién

Iij(m,e)= 1_3-& — Ja(m,e) . (2.25)
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por lo que para minimizar I; debemos de maximizar Jj;.
Observe que este ejemplo satisface las hipétesis del Teorema. 1.10.
a)- PROBLEMA 1.

Minimizar I (7, e),
sujetoa : 0< Ja(me) <1,
conm € P.

Si e es el estado inicial, entonces una politica éptima estd dada por el
selector medible f, € § definido como:

f,(m)z{o siz =e,

1l sizs#e.

Asi, Ia politica éptima »* = f° = (f,, fe,...) depende del estado inicial
e. Ademads, el valor 6ptimo es

(2]

Life) = Ia(n*,€) = (2.26)

l— o
Ja(n*,e)=1. "

b) La ecuacién de optimalidad para el costo descontado es (Definicién
1.8)

v(¢) = min {c(e,a)+aLv(m)K(dm/e,a)}

agA(e)
que en nuestro caso, sustituyendo la funcién de valor (2.26), obtenemos

8

mi (e,a) + 2
—_—= n cle,a o .
11—« acA(e) T l—a

Sin embargo, la dnica solucién de esta ecuacién es a = 0, lo cual con-
tradice (2.24), pues o € (0,1) Asi pues, en este caso la funcién de valor no
es solucién de la ecuacién de optimalidad, i.e., no se satisface el principio de
optimalidad de Beliman. ‘
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c¢) PROBLEMA IL

=1
Seaa—d.

Minimizar I (7€), (2.27)
sujetoa : 0 Jy(me) < %

bl

conm € P.

Si nos restringimos por el momento a politicas deterministas con m = f*
con f € ¥ un selector medible, entonces la relacién (2.25) y la restriccién
(2.27) implican que el valor 6ptimo en la clase de las politicas deterministas
es :

Ii(m,e)=1con Jy(me)= % (2.28)

Ahora consideremos la politica estacionaria no determinista n* = ¢ con
¢ € ¢ tal que

¢ toma la accién 0 con probabilidad 1, si z =,

¢ toma la accién 1 con probabilidad ;, six=e,

¢ toma la accién 1 con probabilidad 1, si x # e.

Entonces, la relacién (2.25) implica que 7* es una polftica estacionaria
6ptima, donde
g con  Jy(n*,€) = % (2.20)

Asi, el 6ptimo no se alcanza dentro de las polfticas deterministas.

d) Finalmente, veamos que en el caso del problema I pueden existir una
cantidad no numerable de politicas dptimas.

Sea B un subconjunto no vacio de nimeros naturales, y definamos

cB):=3" G)"

nelB

Id (’JT*,B) =

Consideremos las politicas estacionarias aleatorizadas dadas por las reglas
de decisién ¢ (a/z) tal que

¢5 toma la accién 0 con probabilidad 3 — C (B), si z = e,

¢p toma la accién 1 con probabilidad g +C(B),siz =e,

¢g toma la accién 0 con probabilidad 1, si ¢ € B +e,
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¢ toma la acci6n 1 con probabilidad 1,siz ¢ B+ey x #e.
Entonces, para cualquier conjunto B C N, la politica 7 = (¢g, ¥z, )
satisface (2.29), i.e.,

5 1

I (11'}'3,6) = '6- con Jy (7T‘B,6) = 5

Es decir, todas las polfticas 7% son 6ptimas y, por lo tanto, existe una
cantidad no numerable de politicas éptimas.

27 EXISTENCIA DE POLITICAS OPTIMAS

En esta seccién discutimos sobre la existencia de politicas 6ptimas para el
problema restringido y con indice de funcionamiento el costo descontado.
Comenzamos proponiendo las Hipotesis 2.29, que son comentadas en la Ob-
servacion 2.30. En el Teorema 2.31 demostramos la existencia de politicas
éptimas estacionarias aleatorizadas, haciendo uso de los siguientes resultados
vistos en el capftulo: el Teorema 2.3, el Teorema de Prohorov (Teorema 2.8),
los Teoremas sobre las envolventes de medidas 2.11 y 2.14 y los Lemas 2.4 y
2.21.

Las siguientes hip6tesis, que serdn usadas en el Teorema 2.31, son las
andlogas para el caso restringido a las Hip6tesis 2.19 que fueron usadas en el
Teorema 2.22.

Hipétesis 2.29

Supé6ngase que k es una constante en R!, v es la distribucién inicial y <
es el orden definido por un cono cerrado C. Ademds:

a) Existe una polftica m € P tal que 0 < Jy(m,v) 2 ke ly(m, v) < 00.

b) La funcién de costo ¢ en un paso es no negativa y semicontinua infe-
riormente, la. funcién de costo d es continua y acotada.

c) La ley de transicién K es débilmente continua (Definicién 2.17).

d) El conjunto I' de medidas de ocupacién (Definicién 2.16) tales que
0=<Ij(mv) <kelij{n,v) < oo es tenso.
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Observacién 2.30

a)

b)

d)

La Hipétesis 2.29 a) es para asegurar que el problema de control esté
bien definido; si no se cumpliera esta propiedad, entonces todas las
politicas que cumplieran la restriccién 0 < J; (7, v) < k serfan éptimas.

En lugar de tomar a la funcién de costo ¢ no negativa se puede tomar
a ¢ acotada por abajo, y en lugar de pedir que la restriccion para la
funcidn de costo d sea de la forma 0 < J; (7, ) < k se puede tomar en
su lugar una restriccién de la forma ky < Jy (m,v) <X ky con ky, ky € R,
y kl i kz.

Las Hipétesis 2.29 al ser andlogas a las Hip6tesis 2.19 nos aseguran que
podemos aplicar los tres incisos del Lema 2.4. Asf podemos seguir la
argumentacién del Lema 2.4 para encontrar una polftica 6ptima m* y
que al mismo tiempo satisfaga la restriccion 0 < J; (7*,v) < k.

Una condicién suficiente para que la Hipétesis 2.29 d) se cumpla es que
la funcibn de costo ¢ sea inf—compacta, y si ademds el
sup,cp Ia (m,v) < 0o sobre la familia I' definida en la Hipétesis 2.29
d), entonces por el Teorema 2.3 obtenemos la Hipétesis 2.290 d). La
Hipétesis 2.29 d) también se cumple si el espacio de estados E es com-
pacto. Para mds comentarios véase el parrafo que sigue a las Hipotesis
2.19.

Teorema 2.31

Bajo las Hipétesis 2.29, existe una polftica 6ptima estacionaria alea-
torizada 7 = ¢*°.

Demostracién.

Sea Iy (v) := infpep {Ia(m,v) : 0 < Ju(m,v) < k}

Para cada n = 1,2,3,..., sea 7" una politica de control en I' (definida en
la Hipétesis 2.29 d) tal que Iy (v) < Ii (7", v) < Iy (v) + L.

Sea p™ la medida de ocupacién de 7™ (Definicién 2.16).

Como I’ es tensa, por el Teorema de Prohorov (Teorema 2.8), existe una
subsucesion {1’} de {y"} y existe una medida ; definida en B (E x A) tal
que p S débilmente {Definicién 2.7).
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Desintegremos a la medida p como en el Lema 2.4 a), es decir
u(d(e,a)) = ¢{(da/e)jr(de), donde i es la medida marginal de pen E y
é € ®. Asi, como en la demostracién del Lema 2.21, resulta que p es la
medida de ocupacién de la polftica estacionaria aleatorizada 7* = ¢®. Esto
junto con la convergencia débil de 1 a py la Hipétesis 2.29 b) implican que
Jq (77, v) Pl Jy(m*,v) con 0 % Jy(n?,v) X k para todo j = 1,2,3,....

De aquf resulta que J;{7*, 1) es un punto de acumulacién del “intervalo”
{z€R':0=z =k} que por ser un conjunto cerrado contiene al punto
Jg (7*,v). ,

También obtenemos, siguiendo la demostracién del Lema 2.21, que la
politica estacionaria aleatorizada 7* = ¢™, con ¢ € ®, es 6ptima, i.e.

Ii(7*,v) = Ij(v)
0 < Jy (ﬂ-f’,u) <k.A
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COMENTARIO FINAL AL CAPITULO 2

En este capftulo encontramos condiciones suficientes, via las medidas de
ocupacién, para que el problema de control de Markov tenga soluciones 6pti-
mas estacionarias cuando el {ndice de funcionamiento es el costo descontado.
En el caso no restringido, dicha soluciones son estacionarias, mientras que en
el caso restringido resultan ser aleatorizadas. Una de las hipétesis basicas,
la Hip6tesis 2.19 ¢) se puede verificar usando la envolvente superior de una
familia de medidas, construida en la Seccién 2.3. Ademds, dimos un con-
traejemplo a la solucién dada por Kurano y Kawai al mismo problema de
control de Markov no restringido. En el Ejemplo 2.28 mostramos las diferen-
cias entre los dos casos. En el siguiente capitulo veremos otro enfoque para
estudiar el problema de control via la programacion lineal, cuando el {ndice
de funcionamiento es el costo promedio.



Capitulo 3

PROGRAMACION LINEAL
INFINITA

3.1 INTRODUCCION

La programacién lineal es una técnica comin para el estudio de diferentes
clases de problemas de control {por ejemplo [14], [26], [37], {38]). En par-
ticular, como se muestra en los comentarios histéricos en [2], [26], [30] la
programacién lineal ha sido usada desde principios de los afios sesenta para
el estudio de los procesos de control de Markov (PCMs), pero, con excepcitn
de unos pocos articulos (véase [24] y (25] y para el {ndice de costo descontado
[22]), todos ellos tratan con espacios numerables, principalmente espacios fini-
tos. En este capftulo usamos la programacion lineal infinita para estudiar
los procesos de control de Markov en espacios de Borel con costo promedio
para el caso unicadena. _

De hecho, en un trabajo reciente {23] también estudiamos el caso “mul-
ticadena”, pero no lo incluimos aqui, en parte porque el caso unicadena
basta para ilustrar el enfoque de la programacién lineal y en parte porque el
problema multicadena requiere muchos preliminares técnicos. (Hasta donde
nosotros sabemos, ¢l trabajo [23] es el unico que estudia el problema mul-
ticadena en espacios de Borel no-numerables; para el caso numerable, véase
(29].)

El contenido del capitulo es el siguiente: En la seccién 3.2 presentamos
los conceptos bdsicos de la programacién lineal infinita y mencionamos los
teoremas relacionados que usaremos en las demostraciones, en particular, el

46
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Teorema Generalizado de Farkas (Teorema 3.4) y el Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki (Teorema 3.5). En la seccién 3.3 presentamos el Programa
Lineal P asociado al problema de control (Definicién 1.7) con costo prome-
dio, para el caso unicadepa, y también presentamos a su Programa Dual
P*. En la seccién 3.4 proponemos dos conjuntos de Hipétesis, 3.8 y 3.9, y
las discutimos en la Observacion 3.10; dichas hipétesis las usaremos en los
resultados més importantes de este capftulo, Teoremas 3.13 y 3.15. En la
seccién 3.5, usando el Teorema Generalizado de Farkas (Teorema 3.4), damos
condiciones necesarias y suficientes para que el Programa. Lineal P sea con-
sistente, (Teorema 3.13). En la seccién 3.6 demostramos en el Teorema
3.15 que: a)El Programa Lineal P es resoluble y que no hay abertura dual;
b) las sucesiones minimizantes para P son débilmente precompactas y ¢) si
existe una sucesion maximizante para P* acotada en la norma con peso wp,
entonces el Programa Dual P* es resoluble y se satisface la dualidad fuerte,
y més ain, existen una funcién b € F (E) y un selector medible f € § que
satisfacen las ecuaciones de optimalidad (3.2} y (3.3).

Terminologia y Notacién

Si X es un espacio métrico, C, (X) denota el espacio de Banach de las
funciones continuas y acotadas con la norma del supremo |ju)| := sup, ju (z)],
y denotamos por C, (X) al subespacio de las funciones continuas que se anulan
en ¢l infinito. Si X es compacto, entonces C, (X) = Cp (X).

" En cualquier espacio vectorial, al vector nulo lo denotaremos por “0".
Asf 11 (-) = 0 es la medida trivial y «(-) = 0 es la funcién nula.

3.2 CONCEPTOS BASICOS

En esta seccion daremos las definiciones y resultados de programacioén lineal
infinita que usaremos en este capitulo.

Sean X,Y dos espacios vectoriales reales con una forma bilineal (.,-)
definidaen X x Y, tal que Vz € X con z # 0 Jy € Y tal que {(z,y) # 0,
yVy € Yeony # 0 3x € X tal que (z,y) # 0. Entonces decimos que
(X, Y) es un par dual de espacios vectoriales con producto interno (z,y) para
z € X, y €Y. En este caso denotamos por o (X, Y) a la topologfa débil en X.
Es decir, si {z,} es una sucesién en el sentido usual o0 una sucesién genera-
lizada, decimos que {z,} converge a z € X en la topologfa débil ¢ (X,Y), o
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que “z, — « débilmente” si {x,.,y) — {z,y) Yy € Y. Si Y en un espacio
de Banach y X = Y*, el dual topolégico, entonces o (X,¥) es llamada la
topologfa débil-* en X ([1], {12] y [17])).

Sea (X, Y) un par dual y € un cono convexo en X, es decir, un subconjunto
no vacio de X cerrado bajo la suma de vectores en € y la multiplicacién de
un escalar no negativo por un vector en €. Entonces el cono dual €* en Y
es el conjunto {y € Y: (z,y) 20 Vzec}

Sean (X,Y), (Z, W) dos pares duales reales, € un cono convexo en X,
¢ : X — 7 una funcién lineal débilmente continua, b € Z, y ¢ € Y dos
vectores dados. Considere el Programa Lineal:

P : minimizar (z,c)
sujeto a Gz = b
z € €.

El programa lineal dual de P es

P* : maximizar {(b,w)
sujetoac—Gw e T
we W,

~ donde G* es la funcién lineal dual de G.

Decimos que z € € es una solucién factible para P si satisface que Gz =b.
Al mfimo de (z,c) sobre todas las soluciones factibles para P se le llama
el valor de P y lo denotamos por inf P. Ademds, cuando este fnfimo se
alcanza decimos que €l Programa Lineal P es soluble, y en este caso usamos
la convencién usual de reemplazar al fnfimo por el minimo. Se definen
andlogamente: soluci6n factible para P*, sup P* y max P*.

Si existen x factible para P y w factible para P*, entonces se puede
ver que (b,w) < {(z,c). De aquf se sigue la propiedad de dualidad débil:
sup P* < inf P. Sise cumple la desigualdad estricta se dice que hay abertura
dual. Cuando se cumple la igualdad, es decir, cuando no existe abertura de
dualidad, y ademss P* y P son resolubles, es decir, max P* = min P se dice
que hay dualidad fuerte.
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Definicién 3.1
Sea H el subconjunto de Z x R definido como
H:= {(Cz,{z,c) +7): 2 € C,r 20}

El programa P se dice que es subconsistente si existe algin r € R con
(b,r) € H (la cerradura débil de H). Si P es subconsistente, s define su
subvalor como el fnfimo de todos los reales 7 € R para los cuales (b,7) € H

([1] pagina 40).
Teorema 3.2

P es subconsistente con un subvalor finito r si y sélo si el dual P* es
consistente con un valor finito sup P* ([1] teorema 3.3).

Teorema 3.3

Si P es consistente con un valor finito y H es débilmente cerrado, entonces
P es resoluble y no hay abertura dual para P; es decir, min P = sup P* ([1]
teoremas 3.9 y 3.22).

Usaremos ¢l siguiente teorema para dar condiciones suficientes y nece-
sarias pare que P sea consistente.

Teorema 3.4 Teorema Generclizado de Farkas

Sean (X, Y) y (Z, W) dos pares duales, sea € un cono convexo en X, y sea
G : X — Z una funcién lineal débilmente continua, Si G (€) es débilmente
cerrado, entonces las siguientes condiciones sobre b € Z son equivalentes
(donde G* denota al adjunto de G) :

a) La ecuacién Gz = b tiene una solucién z € €.

b)G*w € € = (bw) > 0.

([13] teovema 2).

El siguiente resultado en combinacién con la Observecitn 3.12 ser4 usado
en la demostracién de los Teoremas 3.13 y 3.15.

Teorema 3.5 Alaoglu o Banach-Alaoglu-Bourbaki

Ses X un espacio de Banach con dual topolégico X* y sea U la esfera
unitaria cerrada en X*. Entonces U es compacta con la topologia debil-*
o (X*,X). Més atn, si X es separable, entonces la topologfa débil-* de U es
metrizable ({12] y [17]).
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3.3 PROBLEMAS CON COSTO PROME-
DIO

En esta seccién presentaremos los programas lineales infinitos P y su dual
P* asociados al problema de control (Definicién 1.7), con fndice de fun-
cionamiento el costo promedio (Definicién 1.6 b)) para el caso unicadena.

Recordemos primero que el {ndice de funcionamiento de costo promedio,
Definicién 1.6 b}, es

L(mv) : =1imsup—]]3\;IN (m,v)

N—-oo

N
= limsupEj (Z ¢ (et,ac)) :

N—oo 1=D

donde v es la distribucién inicial. El problema de control de Markov (Defini-
_cién 1.7) en el que estamos interesados en este capftulo es encontrar una
politica v-6ptima, esto es, una politica #* tal que

L) =inf L (1) = () (=), (3.1)

donde la funcién de valor I, (v) es igual a una constante p* (Teorema 1.12).
El enfoque usual de la programacién dindmica consiste en encontrar una terna
canénica (p*, h, f), tal que el par (p*, h) satisface la ecuacién de optimalidad
con costo promedio (3.2) y el selector medible f € § alcanza el minimo en
(3.2) para todo estado inicial e € E, y tomando en cuenta la notacién de
la Observacién 1.3, se obtienen las siguientes ecuaciones para todo e € E
(Teorema 1.12)

FHh(e) = inf {c(e, o+ [h@K (dy/e,a)} (32)

o +hie)=cle f) + ] h(w) K (dy/e, f). (3.3)

Finalmente, si h satisface la Hip6tesis (1.13), es decir,
limsupE? (h(e,))/n = O para toda # € P y e € E, entonces f™ es

n—o0
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e-6ptima para toda e € B (Teorema 1.14). Ahora veremos como el problema
de control de Markov se puede plantear como un problema de programacién
lineal.

Introduciremos los pares duales (M (G) , F (G)} y (M (E), F (E}) (como
en los articulos [23] y [24]; véanse también [25] o [26]) en la Definicién 3.6,
donde usamos las siguientes funciones de peso o ponderacién

w{e,a) :=1+cle, a) (3.4)

wo (€) = inf {w (e,a) : a € A(e)} (3.5)
Dado que c es no negativa, Hipétesis 1.2 b}, tenemos que
1 <wo(e) Swlea) Y (e, a) (3.6)
y. ya sea bajo las Hipétesis 3.8 6 3.9, wo es medible.
Definicién 3.6 Los pares duales.

a) M (G) denota al espacio vectorial normado de medidas signadas finitas -
1 definidas en G con la norma ponderada

lwu=memwm<w

donde |u| = u* + 4~ es la medida de variaci6n total de i, y F (G) denota al
- espacio vectorial normado de las funciones medibles u: G — R con la norma
ponderada

wea)l

el = 509 o) 2
(M (G), F(G)) es un par dual con respecto a la forma bilineal
() = [ wda j
G
con p€ M(G),ue F(G).

b) Similarmente, reemplazando G y w por E y wyp, respectivamente obte-
nemos el par dual (M (E), F (E)). |
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De hecho, consideraremos varias topologfas en M (G) (véase la Obser-
vacién 3.12) pero a menos que se diga lo contrario, consideraremos siempre a
M (G) con la topologfa débil & (M (G), F (G)) y andlogamente para M (E).
Denotaremos por M, (G) y M, (E) a los conos convexos de medidas no ne-
gativas definidas en G y E respectivamente .

Ahora definiremos dos operadores lineales L; y L que resultardn ser dé-
bilmente continuos bajo las Hip6tesis 3.8 0 3.9.

Ll N M(G)—)M(E),
4 > Lo (B) = i (B) — ] K (B/z,a)u(d(z,a)),

L : M(G)- RxM (E), 3.7)
p+ Lp= ({4, 1), Lyps)

donde (u,1) = fdp = p(G) y ix es la marginal de p en E.

Los correspondie(;xtes operadores adjuntos son L] : F (E) — F (G) tal que

(Lig) (e0) : =g (e) - fc @)K (dy/e,a)
y L* : RxF(E) — F(G) tal que L* {p,g) :=p+ Lig.
1

Con esta notacién, el programa lineal primal asociado al problema de
control con costo promedio para el caso unicadena es

P : minimizar {u,c)
sujeto a Ly = (1,0) con p € M, (G). (3.8)
El programa dual de P es:
P* : maximizar ((1,0), (o, h))

sujeto a L*{p,h) < ¢, (p,h) e R x F(E). (3.9)
'Donde (p, g) ~ (p, h) como en (3.9).
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Observacion 3.7

a) Las igualdades y desigualdades se entienden componente a compo-
nente. Por ejemplo, en (3.8), Lu = (1,0), significa (u,1) = 1y L = 0.
Observe que si i es factible para P, entonces u es una medida de probabilidad.

b) Una funcién h € F(B) sera identificada con la funcién en F (G)
constante en las acciones, es decir h(e,a) = h(e). Asf, podemos escribir
F (E) C F(G). Esto puede ser hecho porque, por (3.6), 2]l < [Ih],,, < oo
si h € F(E). De aqui que también podemos escribir (u, h) = (i, h) para
toda funcién h € F (B) y 4 € M (G), donde /i es la marginal de 1 en E.

¢) La definicion de las funciones de peso w y wg (3.4) y (3.5) es ttil porque
se satisface automaticamente que ¢ € F (G) y también la desigualdad (3.6).
Sin embargo, es importante observar que en el desarrollo de este capftulo se
pueden tomar cualesquiera funciones de peso w y wy siempre y cuando c esté
en F'(G) y se cumplan (3.6) y también la Hipétesis 3.8¢) (que es la misma que
la Hip6tesis 3.9d)). Similarmente la Hip6tesis 3.8 a) a ser presentada mds
adelante puede ser reemplazada por la condicién de que ¢ sea semicontinua
inferiormente y que la funcién de peso w sea inf-compacta. Esta condicién
junto con la Hipétesis 3.8 d) asegura, por ejemplo, que el conjunto de medidas
¢ que satisfacen (3.8) y [edu < oo sea tenso (hipétesis 5.1 ¢. en [24]). '

3.4 LAS HIPOTESIS

En esta seccién proponemos dos conjuntos de Hipétesis 3.8 y 3.9 las cuales
seran usadas en los resultados més importantes de este capftulo, Teoremas
3.13 y 3.15.

Hipétesis 3.8
a) La funcion de costo ¢ es inf-compacta.

b) La ley de transicién K es débilmente continua (Definicion 2.17).
c) Jgwo (y) K (dy/-) estd en F (G}, i.e., existe una constante k tal que

fn wo (y) K (dyfe,a) < kw(e,a)  V(e,a) € G.
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d) Existe una politica 7 tal que para toda distribucion inicial v €l costo
promedio I, (, v) es finito, o equivalentemente, por (3.4),

1, (=
limsupEE,’,' (E'w(et,_at)) < oo,

—rod t=0

Hipétesis 3.9

a) E y G son espacios métricos separables y localmente compactos.

b) El costo en una etapa c es semicontinuo inferiormente.

c¢) K es débilmente continua (Definicién 2.17) y, ademds, para todo
subconjunto compacto C' de E la funcién K (C/-) se anula en el infinito, es
decir, para todo & > 0 existe un conjunto compacto C’ = C" (¢,C) en G tal
que K{Cle,a) <e V{e,a)¢C.

d) Igual a la Hipétesis 3.8 c).

Observacion 3.10

a) Es obvio que las Hipétesis 3.8 y 3.9 no son comparables. Por ejemplo
en la HipGtesis 3.8 ests implicito que E y G son espacios de Borel?, que es una
condicién mas débil que la Hip6tesis 3.9 a). Pero por otro lado, la Hipétesis
3.8 a) es més fuerte (i.e., implica) la Hip6tesis 3.9 b). Similarmente, 3.9 c)
implica 3.8 b), pero 3.8 d) no es requerido en 3.9.

b) En la mayorfa de las aplicaciones de los procesos de decision de
Markov, los espacios E y G y también el espacio de controles A, son subcon-
juntos de espacios Euclideanos, asf que la Hipétesis 3.9 a) realmente no es
muy restrictiva. Una condicién suficiente para la Hipétesis 3.92a)esque &
y A sean ambos espacios métricos localmente compactos y separables (Que
es una condicién suficiente para que E x A sea un espacio métrico separable
y localmente compacto; véase, por ejemplo, [15] pégina 75), y que G sea
abierto o cerrado en E x A ({15, pagina 66). La razén principal para pedir
que Ey G sean como en la HipGtesis 3.9 a) es explicada en la Observacion
3.12.

c) La Hipétesis 3.9 ¢) sobre K, asf como (3.21) abajo (véase también
la Observacién 3.14), est4 relacionada con una condicién dada por Benes
[7] para asegurar la existencia de distribuciones invariantes para cadenas de
Markov con la propiedad débil de Feller. (Observe que la continuidad de K

2y/gase la definicion en el parrafo de terminologfa y notacién del capftulo 1.
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es una propiedad como la de Feller.) En nuestro contexto, la Hip6tesis 3.9
c) implica en particular que, como se puede demostrar fdcilmente, la funcién

u — ]u (y) K (dy/+) estden Co(G) siu estd en Cp(E). (3.10)

Por ejemplo, considérese un sistema de control Markoviano en R,
eyt = F ey, a0, w),c0nt=0,1,2,...y donde las w; son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribufdas e independientes del estado ini-
cial es. Entonces la Hip6tesis 3.9 c) se cumple, sf, para toda s, la funcién
F (e, a, s) es continuaen (e, a) y m4s avn, F (e,a, 8) — oo cuando (e, a) — 00,
Un caso particular es el sistema Markoviano discreto de ruido aditivo en el
inciso d) abajo que incluye muchos modelos encontrados en las aplicaciones
(12}, (4], 18] y [26)). |

d) Como un ejemplo, consideremos el sistema con ruido aditivo
eer1 = G{es, ) + w; con espacios de estados y de controles iguales a R.
Ademds, consideremos que el costo en una etapa c es una funcién cuadratica,
por decir c{e, a) = ae? + fa® con a y f positivos y G (e, ) una funcién con-
tinua dada. FEn este caso las hipétesis 3.8 a), b) y 3.9 a), b) son obviamente
satisfechas, y condiciones suficientes para las Hip6tesis 3.8 c) y d) son en-
contradas fécilmente (por ejemplo{24]). Finalmente la segunda parte de la
Hipétesis 3.9 ¢) se cumple también, si, por ejemplo |G (e, a})| — oo cuando
l(e, )| — co. En otras palabras, bajo condiciones razonables, las Hipétesis
3.8 y 3.9 se satisfacen ambas. Para el caso vectorial se cumple una afirmacién
ansloga.

e) Sean (X,Y) y (Z,W) dos pares duales de espacios vectoriales, y
G : X — Z un operador lineal con operador adjunto G*. Entonces el
operador G es débilmente continuo si y sélo si G* mapea W en Y ( [1] pagina
37 o [13] pagina 984). Por ejemplo la Hipétesis 3.8 c)*, da como resultado
que para toda funcién g en F (E)

< N9l j wo (2) K (dz/e,a) < ), K e, a)

= Kw(e,a)

‘ / g(z) K (de/e, a)

para alguna constante ¥’. De aquf que L} mapea F (E) en F (), y por lo
tanto L es débilmente continuo. De lo anterior se sigue que L es débilmente

3Que es igual a la Hipotesis 3.9 d).
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continuo y asf obtenemos el inciso a) del siguiente lema; el inciso b) se sigue
de la continuidad débil de K.

Lema 3.11

Bajo las Hipétesis 3.8 0 3.9:
a) los operadores L, y L son débilmente continuos y
b) L} mapea C, (E) en C, (G).

3.5 CONSISTENCIA

En esta secci6n estudiamos la consistencia de los programas lineales P y P*.
Comenzamos observando que el programa dual P* es consistente y, en el
Teorema 3.13, usando las Hipétesis 3.9 y el Teorema Generalizado de Farkas
(Teorema 3.4), damos condiciones necesarias y suficientes para que el pro-
grama lineal P sea consistente. Ademds, la Observacién 3.12 contiene algunos
detalles técnicos que serdn usados en las demostraciones de los Teoremas 3.13
y 3.15.

El programa dual P* es trivialmente consistente. Por ejemplo, para -
cualquier constante k la pareja (p, h) := (0, k) satisface la restriccién (3.11).
En cambio para obtener una condicién necesaria y suficiente para que el pro-
grama lineal P sea consistente, a partir del Teorema Generalizado de Farkas
(Teorema 3.4), necesitamos mostrar que el conjunto L (M, (G)) C Rx M (E)
es débilmente cerrado. Como no hemos podido demostrar esto directamente,
“pertubaremos” el programa lineal P de la siguiente manera:

Sea vy una funcién estrictamente positiva en Cy (B) y considérese el o-
perador lineal T : M (G) x R? — M (E) x R? definido por

T (ﬂ'l 7‘1,7‘2) = (Lhu‘, (ﬂ‘, 1) + T, (#:UO) - 7'2) . (311)
El operador adjunto T* : F (E) x R?2 — F(G) x R? es
T* (h, pr1, 3) = (Lih + py + pav0, p1, —P3) - (3.12)

Ahora nstese que P es consistente? si y s6lo si la ecuacion lineal
T(P: 71, r?') = (O& 1, 5) (3'13)

$Es decir, existe ung medida 4 € M, (G) que satisface Ly = (1,0); véase (3.8).
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tiene una solucién (u,ry,73) en My (G) x R? para algin ¢ > 0. En
efecto, es obvio que si y satisface (3.8), entonces (i, 0, 0) satisface (3.13) con
& := {1, vo); reciprocamente, si (u, r1,79) satisface (3.13), entonces (i, vo) 2 €
implica que {(¢,1) > 0 y, por lo tanto, i’ = @’,‘T) satisface (3.8). Usaremos
(3.13) y el Teorema Generalizado de Farkas (Teorema 3.4) en la demostracién
del Teorema 3.13 a).

Observacion 3.12

a) Consideremos a M (G) (Definicién 3.6) como el espacio de Banach de
las medidas finitas con signo en G con la norma de variacion total ||-||,.
Observe que por las definiciones de las funciones de ponderacién w y wp
((3-4), (3.5) y (3.6)) tenemos que

el = / w (@) |4l (d2) > el r

ast que (M (G),||-l,) es un subespacio de (M (G}, ||-||,.r). Por otro lado
con G como en la Hipé6tesis 3.9 a).el espacio (M (G), ||-{|y+) es el dual del
espacio separable de Banach Cy (G). ,
b) Consideraremos tres topologias en M (G): la topologfa débil
o (M (G), F (G)), la topologia débil o (M (G),Ca(G)) y la topologfa débil*
o (M (G),Cs(G)). Sin embargo, como lo establecimos en el parrafo que sigue
a la Definicién 3.6, “topologfa débil” significard siempre o (M (G),F (G)) a
menos que establezcamos explicitamente otro significado.
c) Bajo la Hipé6tesis 3.9 a), si {¢:7} es una sucesién acotada de medidas en
G que converge en la topologfa débil* o (M (G}, Cp (G)), entonces la sucesion
de medidas marginales jif en E también converge en la topologia débil*. Esto
es, si

(1 ,v) o) e G(G) (3.14)
entonces
(i, w) = (i,u) - Yue Co(B) (3.15)

Para probar (3.15), primero nétese que, bajo la Hipdtesis 3.9 a), G es
un conjunto g-compacto y, por lo tanto, existe una sucesién creciente de
conjuntos compactos {C,} tal que C, T G. Ma4s ain, por €l Lema de
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Urysohn, para cada ¢ > 0 y para todo n = 1,2,3, ..., existe una funcién a,
en Cp (G) tal que 0 < a, < 1, con an(e,0) = 1 i (e,a) € Cr y v, (e,a) =0
si la distancia de (e, a) a C,, es mayor o igual que . Ahora dada u € Cp (E),
defina un, (e, a) := u (€) an (¢, a) en G, entonces u, estd en Cp (G) para todo
n 'y, ademds, para todo (e,a) en G

un (e,0)| < lule) € Jlull <00y unle,a) — ufle).

n—oo

De aqui que, por el Teorema de Convergencia Dominada, para cada j
(1, un) = (Wow) ¥ (pyum) —2 () (3.16)
Por otro lado, para cada n, (3.14) conduce a
J
(s un) == {4ty un) (3.17)

Finalmente la conclusién (3.15) se sigue de (3.16) y (3.17) y de la de-
siguatdad

() = (Bu)] < [(F,) = (1, w))|
+ l(ﬂj,un) '—'(p!uﬂ)l + |(,u,, un) - (ﬁ;u)l

= [e'su) = (W, )|
+ |(#’j;un> - (,U,,’U.n)‘ + Kﬁ": un) - (lu'r u)' '

En esta wltima igualdad hemos usado la Observacién 3.7 c) viendo a u
como una funcién en G, constante en las acciones para cada e € E.

Teorema 3.13

Suponga que se satisfacen las Hipétesis 3.9. Entonces
a) P es consistente si y s6lo si

Lth+p,+pvo20conh€ F(B),p 20y p<0 (3.18)
implica '

py +£Epy 2 0 para algine >0 (3.19)
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b) Sea v, una funcién estrictamente positiva en Cp (B} y wo la funcién de
peso (Definicién 3.6), y supdngase que existe £ > 0 y una polftica estacionaria
T = ¢, con ¢ € b, tal que Ve € E

Y
1 n—1
1iﬁg.f;§: ET (vp (e:)) > €. (3.21)
=0

Entonces P es consistente.

Demostracion: .
a) En esta demostracién usamos el Teorema Generalizado de Farkas (Teo-

rema 3.4) con las siguientes identificaciones [véase (3.11), (3.12) y (3.13)]:

(X,Y) : = (M(G) xR? F(G) x RY) (2,W):= (M (B) x R?, F (E) x R?),
G:=T, C:=M(G)xR: b:=(0,1,¢)

Entonces la condicién a) en el Teorema 3.4 es la misma que (313),yla
condicién b) del mismo teorema se traduce en

T* (h'apl:p2) 2 0= ((Oa 1:5) ) (h’: pl’p2)) 2 0

que es precisamente la condicién “(3.18) implica (3.19)". De aquf se sigue
que para probar €l Teorema 3.13 a) s6lo necesitamos verificar las hipétesis
del Teorema de Farkas (Teorema 3.4), a saber, i) T es débilmente continua
y i) T (M (G) x R?) es débilmente cerrado. La parte i) se sigue del Lema
3.11 a) y de la definicién de T' dada en (3.11). Por lo tanto, para completar
la demostracién del Teorema 3.13 a) s6lo nos resta demostrar ii).

Demostracién de ii): Para probar que T (M, (G) x R%) es débilmente
cerrado, sea {D, <) un conjunto dirigido y sea {(u~,0%,0%3): @ € D} una
red en el cono M, (G) x RZ, tal que T (u®,0%,0%) converge débilmente a
(V)pl:p2) € M(E) X IR2, i'e:5 . ‘

(Lyp™,u) = (v, u) vu € F (E) (3.22)

5Por la definicién (3.11) de T
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(u*, 1) +of = py, ¥ (3.23)

(%, v0) — 03 — py- (3.24)

Deseamos mostrar que (i, py, p,) €st4 en la imagen del cono M, (G} x R3,
i.e., existe (0, 09,09) € M, (E) x R} tal que

a) Ly’ = v, (3.25)

b) (1) +0] =pp, ¥ (3.26)

¢) (4 v0) — 0% = (3.27)

Si p, = 0 en (3.23), entonces of — Oy (u*,1) — Oyes facilmente verifica-
ble que necesariamente v = 0 y que (3.25) se satisface con

(0, 0%, 69) = (0,0,—p,). Consideremos entonces el caso p, > 0.
Supéngase que p; > 0. Entonces, por (3.23), existe ap € D tal que

0 (1) =p*(G)<2p VYazap

De aquif que, por €l Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 3.5)
y la Observacién 3.12 a) existe una medida x” en G y una sucesién {5} en
D tal que 7 — P en la topologfa débil* o (M (G),Co (G)), i-e.,

(,uj,v> — (p,o,v> Yov € Co (G) (3.28)

Més atin, 4 estd en M (G), ya que 0 < p°(G) < liminfy’ (G) < 2p,
J00

(por ejemplo, [12] Proposicién 111.12). Ahora, sea u una funcién arbitraria
en Co (E). Entonces (3.28) y (3.10) producen

(. [e@K @e/)) = (i @K @),
E E
mientras que (3.28) y la Observacion 3.12 ¢) nos llevan a
(B ) = (3.
Por lo tanto, por {3.7) Ly’ converge a L1° en la topologfa débil®, ie.,

(L, u) — (Lyp® u) Yu € Cy(E).
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De esta expresién junto con (3.22) obtenemos Ly 1® = v que es la condicién
en (3.25) a). Finalmente (3.25) b) y c) se satisfacen definiendo
o0 = py — (10 1) y o} := (u%,v0) — pp. Esto demuestra i), que, como
fue ya sefialado, concluye la demostracién del inciso a) del Teorema 3.13.

b) Por el inciso a), para demostrar b) es suficiente mostrar que (3.18),
junto con (3.20) y (3.21), implican (3.19). As{ que tomemos 7 = ¢~ como
en (3.20) y reescribamos (3.18) como

h(e)>/h(m)K(dm/e,a)—p,—pzvo(e), heF(B), p20, p<0.

(3.29)
Note que (3.20) implica obviamente que
imintZe e o e F(E), eck (3.30)

n—o0 n

Por otro lado, ya que (3.29) se satisface para todo (e, a) en G, tomando
en cuenta la Observacién 1.3, la integracién con respecto a ¢ (- /e) conduce a

he) > [ R K (daferg) =i~ pim(e)  Ve€E

que a su vez, por iteracién, conduce a

n—1

h(e) > EXfhien)) —noy— 2 ) Bl (&)
t=0

ie.,

n—1

h(e)+npy+py > Ezvo (er) > ET [h(en)]-
t=0
As{ multiplicando por 1 y tomandoe liminf en esta ultima expresion, (3.30)
y {3.21) producen (3.19). Por lo tanto, por el inciso a), P es consistente.A
Observacién 3.14

Las hipé6tesis del Teorerna 3.13 b) implican que el kérnel estocéstico
K (-/-, ) satisface la condicién (v) de Benes en el articulo [7], para la exis-
tencia de una medida invariante no trivial. Efectivamente, supéngase que
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e > 0es tal que £ < Jlwll, y escojamos 0 < g < . Como vy € Cp (E)
existe un conjunto compacto Cp tal que 0 < vo (€) < &9 para todo e € (5.
Entonces, escribiendo a [ como la unién de Cy y C§ , paratodo £ =0,1,2,...
y todo e € E, tenemos

E7 (v (er)] = j';"e (=) K* (dz/e, ) < (woll — €0) K* (Co/e, v) + €0

Esto implica, por (3.21),

n—1
..l € &g
liminf— Y K'(Cy/e,p) > ————— >0
" n; ( O/e ()0) “1)0" - &

Finalmente, tome la medida en la condicién (v) de Benes [7] como, por
ejersplo, la distribucién inicial v en (3.1) para obtener la condicién referida.

3.6 EXISTENCIA DE SOLUCIONES OPTI-
MAS

En esta seccién discutiremos sobre la existencia de soluciones éptimas para
los programas lineales P y P*, y para las ecuaciones de optimalidad (3.2)
y (3.3). Demostraremos en el Teorema 3.15 que: a) El programa lineal P
es resoluble vy no hay abertura dual, i.e., sup P* = inf P. b) Las sucesiones
minimizantes para P son débilmente precompactas y ¢) Si existe una sucesién
maximizante para P*, acotada en la norma con peso wyp, entonces el programa
dual P* es resoluble y se satisface la dualidad fuerte, i.e., max P* = min P,
més aun, existen una funcién b € F (B) y un selector medible f € § que
satisfacen las ecuaciones de optimalidad (3.2) y (3.3).

En el Teorema 3.15 usamos la siguiente definicién. Una sucesién de
medidas {u,} en M (G) se dice que es una sucesién minimizante para P
si cada p, es factible para P y (u,,c) | inf P. Anslogamente, (p,, hn) €s
una sucesién maximizante para P*, si cada (p,,h,) es factible para P* y
Pn 1 5up (P*).

En la demostracién del Teorema 3.15 usaremos el Lema 2.4 2) y ¢), ¥y
también la siguiente observacién: si p es factible para P y (p, h) es factible
para P* entonces

(Llf":h) =0y (L (p, h)) =p (331)
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Teorema 3.15

Sup6ngase que P es consistente con un valor finito y que se satisfacen:

i) las Hipotesis 3.8, 6

i) 3.9y 3.8 a).

Entonces:

a) P es resoluble y no hay abertura dual, i.e., existe una solucién factible
y* para P tal que®

(u*,¢) = min P = sup P* = p~ (3.32)

b) Si {u"} es una sucesién minimizante para P, entonces existe una sub-
sucesién {7’} de {u"} tal que u’ converge en la topologia débil
o (M (G),C, {G)) (Observacién 3.12 b) a una solucién éptima para P.

c) Si {p,,hn) es una sucesién maximizante para P* con {h,} acotada
en la norma con peso wy ', entonces P* es resoluble, se satisface la dualidad
fuerte. Ademds, si i* es Sptima para P y ji* es la marginal en E, entonces
la ecuacion de optimalidad (3.2) se satisface ji-casi donde quiera, de hecho,
existe una funcién h € F (B) y una polftica determinista f*° con f selector
medible tal que para fi-casi todo e € E

p*+ hie) = min) {c(e,a)+Lh(y)Q(dy/e, a)} (3.33)

a€A(e

= cle, f) + /E h(v) Q (dy/e, f)

Demostracién:

a) Esta parte est4 demostrada en [24] bajo las Hipétesis i), y de hecho
la demostracién funciona exactamente en la misma forma bajo las Hipétesis
i).

b) Sea {41} una sucesién miminizante para P, esto es, u" es factible para
P, que, por (3.8), significa que

i) (1) =1, yit) Lipg"=0 Vn (3.34)

y {u",c) L inf P. (3.35)

6Véase (3.1) y el Teorema 1.14.
TEs decir, existe una constante k tal que [|A,[l,, < & Vn.
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Por el inciso a) el valor inf P se alcanza para alguna medida p* factible
para P, y as{ podemos escribir min P en su lugar. En particular, (3.35)
implica que para cualquier € > 0 existe n (¢) tal que

minP < (u*,¢) <minP+e Vn2nle).

El lado derecho de la desiguaidad y la Hipétesis 3.8 a) implican la exis-
tencia de una medida de probabilidad u* en G y una subsucesion {#'} de
{1} tal que i converge a 4* en la topologia o (M (G) , Ca (G)) (por ejemplo
[5],{6], [7], [24] y {26} y los Teoremas 2.3 y 2.8), i.e.,

(pj,'u> — {p*,v) vv e C, (G). . (3.36)

De aquf que, como ¢ es semicontinua inferiormente,

(u*yc) € hmef (uj,c) <minP +e.

Como € > 0 es arbitrario, la dltima desigualdad muestra que u” satis-
face (3.32). Asi, para completar la demostracién de la parte b) s6lo resta
mostrar que p* es factible para P [véase (3.8)]. Sin embargo, esto se sigue
directamente de (3.36) y (3.34). En efecto, la Hipétesis 3.8 b), que es una

parte de la Hip6tesis 3.9 ¢), implica que L] mapea C, (E) en C, (G) {Lema
3.11 b)) y por lo tanto Vu € C, (E)

(Lap”,w) = (u*, L{u) = lim (i, Lju) = lim (L, w) =0,

esto es, Lyju* =0
¢) Sea {(p,,hn)} una sucesién maximizante para P~ ie., (P> hin) €8
factible para P*, asf que, por (3.9), para todon =1,2,3,... y todo {e,a) € G

ot m(e) (o) + [ (@) K (dz/es0) (3.37)

Prn = ((1,0) t (pm hn)) T SUPP* = p*.

Defina h (e) := limsup, hy (¢), € € E. Dado que por hip6tesis [{h,,, €s
acotada, h estd en F (E) y, més atn, aplicando el Lema de Fatou en (3.37)
vemos que

p'+hie) <clea)+ /Eh(:z:) K (dz/e,a) V(e,e) € G; (3.38)
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esto es, (p*,h) es factible para P*, por lo tanto 6ptima, puesto que
p* = sup P*. Este hecho, combinado con (3.32) produce la dualidad fuerte:
existe una solucién 6ptima yu* para P y una solucién 6ptima (p*, h) para P*,
y {u*,c) = p*. Por otro lado, por (3.31)

e, L* (0, b)) = (Ly", (p*, h)) = p"

Esto nos lleva a
(e — L™ (p* h)) =0
o, equivalentemente, escribiendo u* (d (e, a)) = ¢* (da/e) i* (de) como en el
Lema 2.4 a),

0= [lelea)~ L' 01 o) @ o)
G

- [{etewr-r-n@+ [n@K @, o)} (o).

Esta ecuacién y (3.38) implican que para i*— casi todo ¢ € E (Véanse
(3.2) y (3.3) )

p*+ hie) = min){c(e,a)+Lh(a:)K(dx/e,a)}

acA(E
= c(e,w*)+Lh(m)K(dx/e,¢‘).

Finalmente, por el Lema 2.4 c), existe una politica estacionaria deter-
minista f* tal que

P4 h(e) 2cle, f°) + ]; h(z) K (dz/e, f)

para (i*— casi todo e € E, que combinado con (3.38) produce (3.33). Esto
completa la demostracién del teorema. A

Observacion 3.16

Bajo las Hipétesis 3.8 o 3.9, el conjunto de soluciones éptimas para. P es
un conjunto convexo, débilmente cerrado, y es un subconjunto extremal del
conjunto de soluciones factibles, donde “extremal” significa que si i es una
medida éptima para P y es combinacién convexa de dos medidas factibles,
estas tienen que ser 6ptimas [10].
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COMENTARIO FINAL AL CAPITULO 3

En este capftulo vimos otro enfoque al problema de control de Markov
cuando el indice de funcionamiento es el costo promedio, para el caso unica-
dena, aplicando la programacién lineal infinita. Dimos condiciones necesarias
y suficientes para que el programa lineal P, asociado a dicho problema de
control sea consistente, y también encontramos condiciones suficientes para
que el programa lineal P sea resoluble y para que existan politicas ¢ptimas
deterministas.
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CONCLUSIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

En la tesis se estudiaron dos tipos de indices de funcionamiento de politi-
cas, el de costo esperado descontado y el de costo promedio. Con el indice
descontado se abordaron tanto el problema de control sin restricciones como
el problema restringido. Con el fndice promedio solo se abordé el problema
sin restricciones.

La idea que subyace en la tesis es la de ver al indice de funcionamiento
como una integral lo cual permite desarrollar teorfas muy generales, porque se
pueden desarrollar bajo hipétesis relativamente sencillas -no muy restrictivas-
que permiten obtener resultados importantes, como por ejemplo la existencia
de controles 6ptimos. Asf en el capftulo 2, si el mapeo p — [ edu = I, (m,v)
es semicontinuo inferiormente y la familia de medidas 4 cumple alguna condi-
cién de “compacidad” (tensién), entonces obtenemos condiciones suficientes
para que el problema de control tenga solucién. En el capftulo 3, el escribir
el fndice de funcionamiento como una integral permite plantearlo como un
problema de programacion lineal y obtener condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia de politicas éptimas.

Esto deja como problemas abiertos el como calcular, al menos aproxi-
madamente, las funciones de costo 6ptimo (las funciones de valor) y el de
como calcular los controles 6ptimos. También queda abierto atacar el pro-
blema de control con restricciones en espacios generales via el enfoque de la
programacién lineal. En una etapa posterior trataremos de abordar alguno
de estos problemas.
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