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1 INTRODUCCION

Los analisis hidrolégicos han sido importantes para el aprovechamiento de los recursos
hidraulicos y el disefio de obras de proteccion y control de avenidas. Los estudios necesarios para
realizar estas actividades requieren de informacion sobre los escurrimientos en el sitio del
proyecto en cantidad y calidad suficiente, lo que no siempre es factible. Debido a que los
registros histéricos de las lluvias generalmente son mas extensos que el de los escurrimientos, se

recurre entonces a inferirlos a partir de éstas.

El problema anterior da origen al pronéstico de avenidas, en la que interesa estimar la magnitud
y el tiempo de ocurrencia de éstas. Para resolver este problema se han desarrollado diversos
meodelos lluvia-escurrimiento donde generalmente se considera la cuenca como un sistema lineal.
Ya que la naturaleza en realidad no tieme un comportamiento ni lineal, ni estacionario, en este
trabajo se presenta un modelo no lineal (Filtro Kalman Extendido) para su comparacién con dos
lineales; uno tradicional (minimos cuadrados) y otro mais reciente y menos conocido (Filtros

Kalman).



El filtro Kalman representa una de las mayores contribuciones a la teoria de control moderno y
con ciertas suposiciones permite hacer estimaciones de cada variable hidrolégica o parametros de
los modelos hidroldgicos. Los esfuerzos recientes para modelar los procesos hidrolégicos
emplean técnicas de estimacion de estado de la teoria de control moderno; estas aproximaciones
intentan incluir explicitamente la nawuraleza estocastica de los procesos de respuesta para
solucionar los problemas de estimacién, 10 que se emplea para optimizar el filtro. La estimacion
de los estados del sistema se desarrollan con 1a suposicién de que éstos tienen un comportamiento

Gaussiano y donde el ruido blanco tiene media cero.

En el capitulo 2 se da una descripcién general de los sistemas lineales y no lineales, la relacion

que tienen con los modelos aqui presentados, asi como el tipo de tratamiento que da en cada caso.
En el capitulo 3 se describe las principales caracteristicas de la cuenca, el anilisis de la
informacion obtenida y sus resultados para el empleo posterior en los modelos lluvia-

escurrimiento.

En el capitulo 4 se presentan los modelos lluvia-escurrimiento lineales y no lineales, la

descripcion de los métodos, su aplicacién y resuitados.

Finaimente en el capitulo 5 se presentan las conclusiones y comentarios de este trabajo.



2. SISTEMAS LINEALES Y NO LINEALES

Los sistemas hidrolégicos son extremadamente complejos y es posible que nunca se les
entienda en su totalidad. Sin embargo, en ausencia de un conocimiento perfecto, pueden

representarse en forma simplificada por medio del concepto de “sisterna”.

2.1. Definicion de sistema

Hay muchas definiciones de sistema, quizds tantas como libros de analisis de sistemas.
[ntuitivamente un sistema se puede considerar como una coleccién de componentes

interactivos sujetos a varias entradas y que producen varias salidas. Chow (1964) define



un sistema como un conjunto o unién de partes, siendo cada objeto o concepto, unido por
alguna forma de interaccién o interdependencia. La definicién de sistema dada por Dooge
[Singh, 1988] es mas explicita y significativa: “Cualquier estructura, mecanismo o
procedimiento, real o abstracto, que interrelaciona en un tiempo referido dado, una
entrada, causa o estimulo, de materia, energia o informacién y una salida, efecto o

respuesta a la informacién, energia ¢ materia”.

2.2. Sistemas fisicos

Un sistema puede ser abstracto o fisico. En ingenieria y en hidrologia los sistemas son
fisicos. Un sistema fisico es un sistema en el mundo real. Un sistema secuencial es un
sistema fisico que involucra entrada, salida y algiin medio de trabajo (materia, energia o
informacion) que pasa a través del sistema. Un sistema dinidmico es un sistema fisico
recibiendo varias entradas y actuando acordemente en condiciones especificas para
producir varias salidas. Un sistema hidrolégico normalmente es un sistema fisico,

secuencial y dindmico.

Un sistema fisico puede tener diferentes modelos dependiendo de las interrogantes y de
los diferentes alcances operacionales; entendiendo por modelo a la “Representacién
simplificada de la realidad que, sin embargo, considera todas componentes relevantes
para la soluciébn del problema especifico que se estudia. Los modelos deben ser
manejables en la prictica y conducir a pronésticos y predicciones correctas [Dominguez

M. R., 1990]”. Es decir, “Para que un modelo pueda aceptarse universalmente, no es



suficiente que trabaje simplemente bien, debe trabajar bien por las razones correctas
[Klemes, 1982]".

El estudio analitico de los sistemas fisicos comprende cuatro pasos fundamentales:

a) Eleccién del modelo.
b) Establecimiento de las ecuaciones mateméticas del sistema.
¢) Analisis

d) Diseiio

2.2.1. Elecciéon del modelo

Un sistema fisico puede tener diferentes modelos segin el 4rea de ingenieria que se
investigue y los alcances de ésta. Por ejemplo, un amplificador electrénico puede
modelarse con alta o baja frecuencia. Una nave puede modelarse como una particula en el

estudio de su trayectoria o como un cuerpo rigido en movimiento.



2.2.2. Establecimiento de las ecuaciones matematicas del sistema

Una vez que se encuentra el sisterna que representa el sistema fisico, el siguiente paso en
el estudio es desarroilar, aplicando varias leyes fisicas, las ecuaciones matematicas que
describan el sistema. Por ejemplo, se aplican las leyes de Kirchhoff de voltaje y corriente
a sistemas eléctricos y leyes de Newton a sistemas mecanicos. Las ecuaciones que
describen el sistema pueden adoptar cualquier forma; pueden ser ecuaciones lineales,
ecuaciones no lineales, ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales, ecuaciones en
diferencias, etc. Un sistema puede tener diferentes ecuaciones matematicas, tantos como

un sistema fisico puede tener diferentes modelos.

2.2.3. Anailisis

Una vez obtenida la ecuacidn que describe el sistema, el siguiente paso en el estudio es
el andlisis cuantitativo y/o cualitativo. En el analisis cuantitativo, interesa las respuestas
exactas de los sistemas debido a la aplicacién de ciertas sefiales de entrada. En el andlisis

cualitativo, interesan propiedades generales tales como estabilidad, control y observacion



2.2.4. Diseiio

La parte del anilisis es muy importante, porque a partir de €l se puede llegar al objetivo
altimo de disedar el sistema, que en el caso de hidrologia es obtener el mejor modelo que

represente al sistema real.

2.3. Descripcion de las entradas-salidas

La descripcién entrada-salida de un sistema da una relacién matemética de las entradas y
salidas del sistema. En el desarrollo de esta descripcién se supone que no se conoce la
estructura interna de un sistema; s6lo tenemos acceso al sistema por medio de las
entradas y salidas. Con esta suposicién un sistema puede considerarse como una “caja
negra” como muestra la Fig. 2.1. Evidentemente se puede hacer una caja negra para
aplicar todo tipo de entrada y medir su correspondiente salida, y entonces abstraer sus

propiedades a partir de pares entrada-salida.

El sistema muitivariado que muestra la Fig. 2.1b se supone que tiene p entradas y q
salidas. Las entradas se denotan por u,, i, . . ., 4, 0 por un vector columna p x 1: u =
[#,, w,, . . ., w]’. Las salidas o respuestas se denotan por y, y,, . . ., ¥, O POr un vector
columnagx1l: y=1[y, vp, . . ., ¥,]’. Se emplea u o u(e) para denotar un vector y u(?)
para denotar el valor de u para un tiempo ¢. Cuando es un sistema univariado (Fig. 2.1a)

los vectores (u € y) se convierten en escalares (1 e y).
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a) Sistema univariado b) Sistemas multivariado

Fig. 2.1 Sistema entradas-salidas.

2.4. Linealidad

Un sistema se dice que es lineal si y s6lo si

H(au, + a,u,) = a Hu, + a,Hu, (2.1)

para cualquier entrada u, y w, y para cualquier nidmero real o, + a,. De otro modo se

dice que el sistema no es lineal.



En la literatura, la condicién de la ec. (2.1) se escribe frecuentemente como

H(u, + u,) = Hu, + Hu, (2.2)

H(ouy) = a Hu, 2.3)

para cualquier w; y u, y cualquier nimero real a.. Es ficil comprobar que la condicién
dada en la ec. (2.1) y el conjunto de condiciones dadas en las ecs. (2.2) y (2.3) son
equivalentes. La relacién dada en la ec. (2.2) es llamada propiedad de aditividad, y la
relacion dada en la ec. (2.3) es llamada propiedad de homogeneidad. Si un sistema tiene

€stas dos propiedades, se dice que el sistema satisface el principio de superposicion.

En forma esquemitica, la caracteristica de un sistema lineal se representa como una recta

de correspondencia 1 a 1 y que pasa por el origen (Fig. 2.2).

Si las entradas para un tiempo ¢, de un sistema dependen s6lo de 1a entrada aplicada en un
tiempo ¢,, el sistema es llamado sistema instantineo o sin memoria. La mayoria de los
sistemas de interés, sin embargo, tienen memoria; esto es, la salida para un tiempo ¢,
depende no sélo de la entrada aplicada en el tiempo ?,, sino también de las entradas

aplicadas antes del tiempo ¢,.
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a) Propiedad de homogeneidad. b) Propiedad de aditividad.

Fig. 2.2 Representacion gréfica de las caracteristicas de un sistema lineal.

2.5. Funciéon impulso respuesta

La relacioén entre las ordenadas Q (m%/s) de un hidrograma registrado en una cuenca a
intervalos de tiempo discretos, At (horas) y la precipitacién efectiva, P (mm) registrada
también a los mismos intervalos de tiempo At, pueden expresarse por la integral de

convolucién discreta de un sistema lineal (Chow et al., 1988):
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Q=2PU, .., 2.4)
m=i

donde
n representa el nimero total de ordenadas registradas a intervalos At
del hidrograma de salida o funcién de respuesta.
m nimero de barras o pulsos de entrada (mimero de barras o pulsos del

hietograma de precipitacion efectiva).

U_.., funci6nde datos instantineos de salida o respuesta del sistema a un pulso

unitario (ordenadas del hidrograma unitario).

La respuesta de un sistema lineal se caracteriza tnicamente por su funcicn impuiso
respuesia. Si un sistema recibe una entrada unitaria aplicada instantdneamente (un impulso
unitario) en el tiempo T, la respuesta del sistema en un tiempo posterior 7 estd descrita por
la funci6n de respuesta de impulso unitario u(t-t), siendo -t el tiempo de retraso desde que

se aplicé el impulso (Fig. 2.3a).

Segin el principio de superposicion (homogeneidad y aditividad), si se aplican dos
impulsos, uno de 3 unidades en el tiempo T, y otro de 2 unidades en el tiempo Tt,, Ia
respuesta del sistema lineal serd 3u(s-t,) + 2u(r-t,), tal como se muestra én la Fig. 2.3b. En
forma aniloga, una entrada continua puede tratarse como la suma de los impulsos

infinitesimales.

11



La cantidad de entrada que llega al sistema entre los tiempos T y t + drt es I(t)dr. Sila
entrada unitaria I(1) es la intensidad de precipitacién en mm/h, y drt es un intervalo de
tiempo infinitesimal medido en horas, entonces I(t)dt es la altura de precipitacion en
milimetros, que entra al sistema durante este intervalo. El escurrimiento directo que ocurre

en el tiempo posterior ¢-t como resultado de esta entrada es

AQ(t, T) = i(Dh(t-t)dr (2.5)

Debido al principio de superposicién, la respuesta para la funcién completa de entrada I(t)

puede obtenerse integrando (sumando) la respuesias a sus impulsos contribuyentes:

Q) =Y AQ(,7) 2.6)

tal

Q) = Ii(r)h(: —7)dt 2.7

donde
Q(» hidrograma de respuesta de la cuenca

I(¢) hietograma de entrada

12



h(z-t) hidrograma unitario instantdneo (HUI) o funcién impulso respuesta, llamada
también funcién de transferencia.

hn.Qu !
1, 0 3 -1+ it -1
Impuise unitaro wir ~1)
W impulso respue:
T L1 %
Tiempo ¢ Tiempo /
a) Funcidon impulso-respuesta unitario. b) La respuesta a dos impulsos se encuentra

sumando las funciones respuesta individuales.

Fig. 2.3 Respuesta de un sistemna lineal a entradas de impulsos.

La expresion (2.7) es la ecuacién de convolucion continua para una cuenca analizada como
sistema global, lineal e invariante en el tiempo. La Fig. 2.4 ilustra el proceso de suma de

respuesta para la integral de convolucidn.

En la practica requier la solucién en intervalos discretos de tiempo debido a que la entrada,
o hietograma de lluvia en exceso, se especifica como una funcién discreta del tiempo y se

expresa como la ecuacion (2.4).

13
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4

2.4 Funciones de tiempo continuo.
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2.6 Sistemas no lineales

Es bien sabido que muchas relaciones entre magnitudes fisicas no son lineales, aunque
con frecuencia se aproximan mediante ecuaciones lineales, sobre todo, por simplicidad
matematica. Esta simplificacién puede ser satisfactoria siempre que las soluciones

resuitantes concuerden con los resultados experimentales.

Estrictamente hablando los sistemas lineales no existen en la practica, ya que todos los
sistemas fisicos son no lineales en algin grado. Para sistemas lineales existe una gran
cantidad de técnicas analiticas y graficas para fines de disefio y analisis. Por otro lado,
los sistemas no lineales son dificiles de tratar en forma matematica, y no existen métodos
generales disponibles para resolver una gran variedad de clases de sistemas no lineales.
Sin embargo, si la extensién de cambios de las variables del sistema no es amplia, el
sistema puede linealizarse dentro de un rango relativamente estrecho de valores de las

variables.

La clasificacién de sistemas lineales y no lineales est4 hecha de acuerdo con los métodos
de anilisis y disefio. Para sistemas lineales se aplica el principio de superposicién.
Aquellos sistemas a los que no es aplicable este principio, son los sistemas no lineales.
Asi, para un sistema no lineal, no se puede calcular la respuesta a dos entradas

determinando una a la vez y sumando los resultados.

15



No hay un método general para afrontar todos los sistemas no lineales, porque ias
ecuaciones diferenciales no lineales carecen de un procedimiento general de solucion
(S6lo se pueden hallar soluciones exactas para algunas ecuaciones diferenciales no
lineales simples. Para muchas ecuaciones diferenciales no lineales de importancia
préctica, solo es posible resolverlas mediante métodos numéricos, y tales soluciones solo
son validas en las condiciones limitadas para las cuales fueron obtenidas). Como no hay
un procedimiento general se puede tomar cada ecuacion no lineal o grupo de ecuaciones
similares, en forma individual, para intentar desarrollar un método de anilisis que se

pueda aplicar satisfactoriamente a ese grupo particular.

2.6.1. Linealizacion de sistemas no lineales

Una forma de analizar y disefiar un grupo determinado de sistemas, en el que el grado de
no linealidad sea pequeiio, es utilizar técnicas de linealizacién equivalente, y entonces
resolver el problema resultante linealizado; por lo tanto el proceso de linealizar es muy
importante, porque al linealizar ecuaciones no lineales, es posible aplicarles numerosos

métodos de anilisis lineal que brindan informacién sobre su comportamiento.

Los métodos de linealizacién varian segin ¢l problema que se presente. Algunos de estos

métodos son:

16



¢ Series de Taylor
¢ Funci6n Descriptiva

e Uso de la estadistica

La capacidad de representar un sistema no lineal variante con el tiempo mediante
ecuaciones de estado es una ventaja que distingue al enfoque de las variables de estado
sobre el método de la funcion de transferencia, ya que en éste dltimo sélo estd definido
estrictamente para sistemas lineales invariantes con el tiempo. Ya que los sistemas no
lineales son normalmente dificiles de analizar y disedar, es deseable realizar una

linealizacion cuando la situacién lo justifique.

El desarrollo de modelos para sistemas no lineales es bastante anilogo al de sistemas
lineales. La diferencia béasica desde un punto de vista formal es que la funcion de
prediccion se vuelve una funcién no lineal de observaciones anteriores. La diferencia
importante desde un punto de vista prictico es que la potencial riqueza de posibilidades
es inexplotable, ya que, en la mayoria de los casos dificilmente puede tomarse como
modelos de tipo “caja negra”. En cambio, saber acerca de la naturaleza de la no
linealidad permitird construir la estructura del modelo. Tales estructuras debe, sin

embargo, estar en forma analitica.

Es importante observar que la linealizaci6én es sélo un método de aproximacién.

17



3 RECOPILACION Y ANALISIS DE LA INFORMACION EN
CASOS ESPECIFICOS

3.1 Generalidades

Para aplicar los modelos seleccionados para este estudio se eligié la subcuenca del rio
Idolos (Fig. 3.1), localizada en el estado de Veracruz. Esta subcuenca, que para fines
practicos en lo sucesivo se llamara cuenca del rio Idolos, se encuentra ubicada dentro de la
cuenca del rio Actopan, tiene un irea aproximada de 540 km?, se localiza entre los 19° 20
y 19° 35 latitud Norte y los 96° 55° y 96°30° longitud Oeste. Al sur limita con la
cuenca del rio La Antigua. La cuenca se divide en tres regiones: la parte alta comprendida
entre los 1450 y los 1000 metros sobre el nivel del mar (m.s.n.m.), donde los cauces
presentan encafionamientos con pendientes fuertes; la parte media comprendida entre los
1000 y los 500 m.s.n.m. donde los cauces presentan pendientes de transicién' y la parte baja

comprendida entre los 500 y los 100 m.s.n.m. con pendientes muy ligeras.

18



La corriente principal se forma en las partes altas del municipio de Xalapa, Ver., a unos
1450 m.s.n.m., siguiendo su curso en direccién noreste; a lo largo de este recorrido recibe
aportaciones de varios arroyos. Después de pasar por el poblado Ei Castillo, que se
encuentra a unos 1150 m.s.n.m. aproximadamente, recibe el nombre de rio Paso de la
Milpa, siguiendo su recorrido en direccién noreste; antes de llegar al poblado Paso de la
Milpa recibe la aportacién, por su margen derecha, del rio Chavarrillo. En el lugar
denominado Paso de la Milpa recibe la aportacién, por la margen izquierda, del rio Otates.
A partir de este lugar recibe el nombre de rio fdolos, el cual desemboca al rio Actopan,
aproximadamente a unos 130 m.s.n.m. (Fig. 3.1). El rio Idolos es el tributario derecho
principal del rio Actopan, el cual desemboca al Golfo de México a través de la barra de
Chachalacas. En su nacimiento el rio Idolos atraviesa zonas de pendientes fuertes; en
cambio, su cauce principal atraviesa zonas de pendientes suaves y ligeras; en ésta Gltima se

aprovechan sus aguas para riego.

3.2 Recopilacién de la informacién

Durante los illtimos meses de 1994 se disefi6 la red pluviografica de la cuenca del rio Idolos
(Fig. 3.1), tomando en cuenta para la seleccién del nimero de las estaciones, los tipos de

suelo y la cobertura vegetal, resultando en siete el nimero de éstas.

En los primeros meses de 1995 se inici6 la instalacién de seis pluvidgrafos tipo balancin,
modelo 6011-A, fabricado por Qualimetrics, Inc. (Fig. 3.2), adquiridos por la Universidad
Veracruzana. Los pluvidgrafos tienen sistema de registro continuo de 1, 7 y 31 dias y su
precision es de 0.25 mm; fueron calibrados en el Laboratorio de Instrumentacién
Meteorologica de la Facultad de Instrumentacién Electrénica de la Universidad
Veracruzana. Para el séptimo pluvidgrafo localizado en la Ciudad de Xalapa, Ver., se

aprovech¢ el equipo de la Comision Nacional del Agua (CNA).
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Una desventaja que presenta este tipo de pluvigrafos es que ‘cuando no se cambian a
tiempo la hoja de registro o pluviograma la aguja se detiene temporalmente en el dispositivo
que asegura la hoja, lo que provoca que los tiempos de registro no sean los correctos,
induciendo a errores en los tiempos de medicién y a intervalos de tiempo sin registro. Esta
desventaja s6lo se corrige con l1a adecuada supervision de las estaciones pluviogrificas

cuidando los tiempos de registro para los que han sido programados.

A partir de 1995 se empiezd a registrar en forma continua la precipitacién dentro de la
cuenca, con las siete estaciones pluviogrificas distribuidas y nombradas de la manera
siguiente (Fig. 3.1): Xalapa, El Castillo, El Chico, Otates, Cerro Gordo, Carrizal y Buena

Vista.

La estacion hidrométrica se coloc6 en el poblado llamado {dolos, y se nombré de la misma
manera. En ésta estacién se registré el nivel del rio empleando un limnigrafo Rosbach,
modelo R-IV; se obtuvieron ademés los datos completos de aforos diarios, los cuales fueron

proporcionados por la CNA.

La seccién de aforo tiene un tramo recto, aguas arriba, de 180 m. de longitud, con taludes
arcillosos, en su lecho se encuentra material arenoso-arcilloso con grava y boleos y, para
conocer los niveles del agua se cont6 ademas del limnigrafo, con una escala precolada de
concreto, colocados en la margen derecha del rio. Los aforos se realizan utilizando la
técnica de seccién-velocidad. La velocidad de la corriente se mide utilizando un molinete
tipo Price, desde un sistema cable canastilla donde la distancia entre las torres es de 132 m.

El periodo de Iluvias en la regién abarca desde el mes de junio hasta el de octubre de 1995,
siendo éste el seleccionado para el tratamiento de la informacién, tomando las lecturas de

niveles de aforo correspondientes a é}, como se muestra en las Tablas 3.1a hasta la 3.1e.
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3.3 Analisis de la informacion

3.3.1 Obtencion de los hidrogramas

Un hidrograma de escurrimientos es una grafica o tabla que muestra el flujo del volumen
como funcién del tiempo en un lugar dado de la corriente (estacion de aforo); este
hidrograma es una expresi6n integral de las caracteristicas fisiograficas y climaticas que
rigen las relaciones entre la liuvia y el escurrimiento de una cuenca. El estudio de los
hidrogramas muestra que los picos de crecientes que se producen son el resultado de la

lluvia que cae en la cuenca.[Chow et al., 1988]

Para conocer el gasto instantineo durante una avenida, es necesario registrar los niveles y
disponer de una curva que relacione a la elevacion del nivel del agua en el rio, con dicho
gasto. Esta curva, llamada curva elevaciones-gasto, se forma a partir de los aforos
completos que se hayan realizado en el periodo que ocurrié alguna avenida. [Manual de
disefio de obras civiles (CFE) A.1.3.]

Con los gastos aforados y sus elevaciones durante el periodo seleccionado en la estacion de
aforos Idolos, se ajusté la curva elevaciones-gastos (Fig. 3.3) de donde se obtuvo la

ecuacion

Q = 45026x° - 300.949x* + 691.09x — 539258 (3.1)
donde
Q gasto en la seccién de aforo; m*/s

X lectura de escala; m

Con ella se calcularon los gastos que se presentan en la (Fig. 3.4) y son las avenidas

maximas ocurridas en el afio de 1995.

28



Con base en este hidrograma de escurrimientos totales obtenido se seleccionaron las

avenidas que se usaran en este estudio, de la manera siguiente (Fig. 3.5):

Primera Tormenta : del 26 de junio al 6 de julio.
Segunda Tormenta : del 22 al 31 de julio.
Tercera Tormenta : del 04 al 15 de agosto.
Cuarta Tormenta : del 18 al 23 de agosto.
Quinta Tormenta : del 24 al 29 de agosto.
Sexta Tormenta : del 06 al 14 de septiembre.
Séptima Tormenta : del 19 al 26 de octubre.

200
180 | y = 45.026x3 - 300.949x2 + 691.09x - §38.258 !

160 1
140 1
120 1
100
80 3

Gasto; md/s

60 1
40 1
20 |

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Escala;m

Fig. 3.3 Ajuste de curva elevaciones-gasto
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Fig.3.4 Hidrograma de escurrimientos de la cuenca del rio Idolos.
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Al observar los hietogramas de cada tormenta se detectd que habia entre las lluvias de las
estaciones un defasamiento en el tiempo, que algunas estaciones no registraron luvias y que
ademas algunas iluvias pequefias provocaban gastos muy altos, siendo mas notable en la
tercera tormenta donde se registra el pico mas alto (Fig. 3.6). Para corroborar que la
ecuacion ajustada con base en los aforos era correcta, se revisaron las secciones
transversales para cada uno de éstos, notdndose que habia variacién en ellas al graficar las
areas y las velocidades con respecto a la lectura de escala obtenida en los aforos (Fig. 3.7
y Fig. 3.8}, lo que mas tarde se verifico al dibujar las secciones de aforo, resultando que
la seccion de aforo en la estacién hidrométrica fdolos (Fig. 3.9) es mayor que la seccion
aforada por vadeo (Fig. 3.10), 400 m. aguas abajo de ésta. Estas dos dltimas figuras se
dibujaron a la misma escala con la finalidad de evidenciar la diferencia entre las dos

secciones aforadas.

En el primer caso se ajustaron las lluvias de las estaciones desfasadas para que estas fueran

congruentes con las demas y se eliminaron las estaciones que no registraron lluvias.

En el caso de la revisidn de la ecuaci6n ajustada a partir de los aforos se empleo el método
del factor de friccion obteniéndose el factor geométrico y el factor de friccion con las

expresiones:

donde
F.G. factor geométrico; m*”
F.F. factor de friccién; m'”
A area de la seccién aforada; m?

R, radio hidraulico; m
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de donde se obtuvo la ecuacion:

Q = 62.564x> — 252.789x + 243.763 (3.2)
donde
Q gasto en la seccion de aforo; m¥/s

X lectura de escala; m

Una vez obtenida esta ecuacién se compard con la ecuacién obtenida de los aforos y se

dibujé (Fig. 3.11) para determinar el rango de uso de cada una de ellas.

De este anilisis se determin6 poner como limite el valor de la escala (“x” en la ec. 3.2) de
2.75, es decir, para valores menores se usaria la ecuacion obtenida por medio de los aforos
(ec. 3.1) y para valores mayores la obtenida por medio del métedo del factor de friccion

(ec. 3.2); quedando finalmente los hidrogramas como se muestra en la Fig. 3.12.
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secciones aforadas durante el mes de agosto de 1955.
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Fig. 3.10 Seccién aforada por vadeo, 400 m. aguas abajo de 1a seccion de aforo.
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3.3.2 Obtenci6n de los hietogramas de precipitacién media

Las lluvias presentan una variacion en el tiempo y en el espacio. Un pluviograma estd
compuesto por un registro de alturas de lluvia que se grafican en tiempos sucesivos. Un
hietograma de lluvia es una grifica de alras de lluvia o intensidad en funcién de un
intervalo de tiempo. Se toma en cuenta s6lo la variacion de la precipitacién en el tiempo
debido a que ésta es medida como muestra puntual, es decir, hechas a través del tiempo en
lugares fijos del espacio y por conveniencia se consideran las lluvias uniformemente en el
espacio; los modelos que toman en cuenta estas caracteristicas son llamados de parametros

concentrados. El analisis se realizé con los datos registrados en cada estacion.

Para estimar los hietogramas de precipitacién media de las tormentas seleccionadas se

utiliz el procedimiento siguiente:

a) Se obtuvieron las precipitaciones totales horarias de cada estacion.
b) Se obwuvieron las 4reas de influencia de cada unade estas, por
medio d e los poligonos de Thiessen (Fig. 3.13).

) Se estim6 la precipitacion media mediante 1a ecuacion:

donde;

a;  area del poligono correspondiente a la estaci6n i, en km?

<

precipitacién registrada en la estacion i, en mm

area total de la cuenca, en km®?

Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 3.14.

39



uassaly 1, 3p souodijod sof 3p opoiguy |2 Jod sepeuruni3p ‘edypidoranid ugIOEIS? BPED 3p BIOUANYUI I Sealy ¢{¢ “Bif

SOHLINO UM

al St L D 2w S0L¥S

cwr [66L9
cuwy /2101
2uWH 16E'0L
cun E90EL
cuwr L0406l
Wy 9682t
2w BB6ES

000 0GZ - 1 vIv353

07111Svd 13

VLSIA ¥NINgG

0dy09 DYy3I
WZIdavd
S3ivi0

021H] 73

vdv vl

YIN3IND 30 v3av

40



Primer Tormanta: del 28 de junic sl O de jutke

'
L]
]
"
Hl
»
M
]
u
-
“
-
n
L]
"
"w
.l
-
1]
-
0

Begunda Toanta: éal 12 § 1 de ik

. AL e 1
N R EEE R R R L
Tmpa: &
f- J— e — e —_—
Tarcara Tormerta: dal 04 &l 13 da agosto
R,
=
» -

Praciphvek,
P N

"‘2E!=HHH:3:3332238:!3::-‘.!333‘.’!3ﬂ§§§——-&zal-‘-ll:‘

Quinta Tommanta: de 24 of 29 de apasto

P L -
P

a1 -.-l.-.ll-= _ B .-_l N

- s o

»
a2
a
[}
»
-
(1}
]
o
we
o
T
i3
.
: 1]
124
27
x
13
"
-
1

N T EE E R EEEE R R R - I

Thymps. &
w_ PR — . o e —— — . _—
" Sdptima Torments: del 10 al 26 ca octubns
u.
I =-
.
[
8.
‘.
2y
[ .
e - s :safnazz:zeaass a0z PR ETCIGEEEAEEEEIyEEELE
Thampa: b

Fig. 3.14 Hietogramas de precipitacion media de las avenidas seleccionadas.
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3.3.3 Obtencién de los hietogramas de precipitacién efectiva

Una vez calculado los hietogramas de precipitacion media para cada tormenta, se

obtuvieron los hietogramas de precipitacién efectiva mediante los siguientes pasos:

a) Se obtiene el hidrograma de escurrimiento directo de cada una de
las tormentas, separindolo del escurrimient o base (Fig. 3.12).

b) Se calcula el volumen de escurrimiento directo, utilizando la ecuacién

Ve = AIZ Q

izl
donde

Vg, volumen de escurrimiento directo, en m’
At intervalo de tiempo, en s
Q gasto de escurrimiento directo em el i-ésimo intervalo de tiempo,

en m’/s

¢) Se obtiene la altura de la lAmina de escurrimiento directo L ¢ como

\Y
L, = 0.001%

4

L lamina de escurrimiento directo, en mm

. area de la cuenca, en km?
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Se calculé la infiltracién media ¢ trazando una linea horizontal en el hietograma de
precipitaciones medias de cada tormenta, de tal manera que la suma de las alturas de
precipitacién que quedan arriba de esa linea sea igual a la precipitacion efectiva (he). La
infiltracién media sera entonces igual a la altura de precipitaciéon correspondiente a la linea
horizontal dividida entre el intervalo de tiempo At que dure cada barra del hietograma; que

en este caso es de At = 1 h.

El coeficiente de escurrimiento C se obtiene mediante la expresion

vED
CE - vl]

Ce coeficiente de escurrimiento,; mm/h
Vg volumen de escurrimiento directo; m®

V,  volumen de lluvia; m*

Para la obtencion del Cg se tomé sélo el grupo de barras del hietograma que estaban junto a

aquella que producia el pico del hidrograma.

Los hietogramas de precipitacion efectiva se muestran en las Figs. 3.15a, a la Fig. 3.15g,

y se resumen en la Tabla 3.2.

En las Figs. 3.15¢ y 3.15¢ que muestran a la tercera y quinta tormenta respectivamente, se
observa que los indices de infiltracién no son constantes. Para obtener éstos se considerd
cada pico como una tormenta individual -seis picos para la tercera tormenta y tres para la
quinta- y se obtuvo el indice de infiltracién para cada uno de éstos, ya que al tomarlos
como constante, los resultados de los escurrirnientos estimados con respecto a los medidos

eran muy deficientes.
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Tabla 3.2 Resumen de resultados del anailisis de las siete tormentas.

TORMENTA | PERIODO Veo hp(total)| he ¢ Vi Ce
{1995) (m?) (mm} |(mm)| (mm/h) (m?) (Veo/Vu)
Primera 26/jun - 06/ul [2,812,680.00| 50.42 |05.21] 20.29 | 27,220,749.60 00.10
Segunda 22/jul - 31/4ul [1,848,960.00] 32.02 |03.43] (09.80 | 17,286,857.60 001
Tercera(a) |04f/ago - 15/ago [1,866,719.88] 34.20 | 03.46| 2896 | 18,463,696.00 00.10
Tercera(b) " 6,801,200.00( 4196 [12.78| 02.61 | 22,653,364.80 00.30
Tercera(c) " 2,522,639.88] 2186 (0467 1296 | 11,801,776.80 0021 |
Tercera(d) " 4,211,880.12| 1999 [07.80( 01.67 | 10.792,201.20 00.39
Tercera(e) " 3,051,360.00f 05.90 |05.65| 00.17 | 3,185,292.00 00.96
Tercera(f) " 4,423920.00] 19.38 (08.19] 02.05 | 10,462,874.40 00.42
Cuarta t8/ago - 23/ago |4,298,760.00| 4564 |07.96| 03.53 | 24,640,123.20 00.17
Quinta(a) 24/ago - 29/ago | 346,320.00 | 08.05 |00.64] 0457 4,346,034.00 00.08
Quinta(b) " 3,951,180.00 1213 107.32| 01.71 6.548,744.40 00.60
Quinta(c) " 1,207,800.001 04.15 [02.24| 00.28 | 2,240,502.00 00.54
Sexta B/sept - 14/sept }|1,174,770.00( 10.78 [02.18| 06.83 5,819,906.40 00.20
Séptima 19/oct - 26/oct [5,240,700.00 99.60 [09.79| 12.78 | 53,772,048.00 00.10
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Fig. 3.15f Hietograma de precipitacion efectiva de la sexta tormenta.
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Fig. 3.15g Hietograma de precipitacion efectiva de la séptima tormenta.
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3.3.4 Resultados Finales

En las Tablas 3.3a a la 3.3g se muestran los resultados finales de cada tormenta, de
forma tal que resume las precipitaciones totales en cada estacion, las precipitaciones medias

y efectivas de cada tormenta, sus escurrimientos totales y directos y el tiempo de retraso de

cada una de ellas.
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Tabla 3.3b Resumen de resultados de la segunda tormenta

SEGUNDA TORMENTA
oo | rora | BVsB® | Comm | cCasx | CGomo | Crno | Omws | XZma | P Meca | P Eweca (Qerore, | Escummena
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Tabla 3.3¢ Resumen de resultados de la tercera tormenta

TERCERA TORMENTA
B Vi Camzal Castio € Goro Cron Aatapa Pus | pEwema | (SR Esummens
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Tabla 3.3c. Resumen de resultados de la tercera tormenta (continuacién).

TERCERA TORMENTA
Dia Hora B Vista Cameal Castla C Gonx Cho Xaing P Media P Efectva  [ioios 1OeFG FF)  Escummens
{mmy {r=m) {mm) (reem) {mm} mm) {mm) {mem} (e 3%) Cwecto
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Tabla 3.3c. Resumen de resultados de la tercera tormenta (continuacion).

TERCERA TORMENTA
ola Hoca B vista | Cameal Cazio | C Gordo Chata Xapa P Media P Efoctiva |idoios (O=FG*FF)  Escummasnso
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Tabla 3.3d Resumen de resultades de la cuarta tormenta.

CUARTA TORMENTA
. Igoios
Dia Hoa B vista Camaal Castille C. Gordo Chico Xalapa P Media P Efactiva (Q=FGFF) Escummiento
mm) {mm; {mm) {mm) {mm) (mm) {mm) {mm) (st Drrecto
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Tabla 3.3¢ Resumen de resultados de Ia quinta tormenta.

QUINTA TORMENTA
Dl Hora Bvsta | Coio | € Gowo | creeo Xatapa P Media P Efectva  |Kioios (QsFGFF)|  Escummento
{mm} {mm} () (mm) {mm) {mm) {mm} () Derecio
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10 [ s 0 [ 10 0.t ¢ 4.4 0
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» 0 0 o 0 o 0 o b 1) 27 108
w0 o [ o [ [ 0 o 1287 2308
a 0 0 0 [ [ [ o 8400 17 085
a2 o [ 0 [ ° [ 0 58.06 1417
43 0 [ 0 125 [ [¥:] 0.0028 3058 11.07%
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a5 0 0zs [ 025 o 009 ° 4250 5.085
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Tabla 3.3f Resumen de resultados de la sexta tormenta,

SEXTA TORMENTA

Escummsento
Directo

79 4875
66 225
46 4125

34 65
26 6875
12825

9 8825

147
768375

4 225

58125

a7y
319
302

22625

7
11375

Qs

0 3625

idolos
(Q=FG'FF}
(m~3is)

16 63
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1514
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1368
1359
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12.35
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11 68
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§7 37
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1709
1632
1576
1514

14 74
14 34
1415
1388
1370
1340
1068
10 56
10 47
10 38
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273
968
865
9.82
as57

938
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1654

P Med:a | P Efectva
(mm)

189
a.01

008

0.05

0.05

o]

071

015
016

001
348

226

Xaapa
{mm}

4.9
13

02

o9

01

37

01

rates
(mm)

525

Chico
{mm)

825

425

025

158

C Gordo
{mm)

Castillo
(mm)

0s

15

075

Camizal
{mm)

B \vista
{rmm;

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

2

24

10
11
12
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14
15
16
17
18
19
20
21

22

23
24

10
"

12

Dia

13!

12
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Tabla 3.3g Resumen de resultados de la séptima tormenta

SEFTIMA TORMENTA
Dia Hora Xalapa P Mecta P Efectiva Idolos (G=FG"FF) Eswrnmlenlo
(mm} (rmm) {mm) (m*3/s} Direcio
20 12 0 0 0 208 0
15 o 0 0 4] 0
16 o o 0 0 0
17 13 12 [ 208 +]
18 13} 08 o 2.24 0
19 0 0 0 2.24 44
20 49 LY 0 218 0
21 82 92 ] 213 0
22 162 182 3833 210 Q
23 83 8.3 o 213 0
21 24 16 1600 3.633 217 ¢
1 0.0 09 0 238 0
2 [ X 8.7 0 283 0
3 # 1 0 3136 5161
4 a 9 0 3se 156 12
5 62 62 0 53 22803
] 02 02 0 58 69 24934
7 o] 1] 0 164 95 207 35
8 1] [} 0 238 62 170 80
] ¢ 2 o 26185 58 51
10 0 0 0 2141 50 42
11 0 0 0 185 60 4513
12 1] 0 0 7403 3904
13 0 4 [+ 88 69 35 50
14 1] o o 56 17 31
15 0 0 0 8272 27 4182
18 0 0 0 80.02 237773
17 0.2 02 0 5737 20 7364
18 o o 5541 17 7455
18 o 53.48 14 7545
20 0 9 0 5221 118136
4 02 0.2 0 50 85 88227
22 02 02 0 47 58818
23 0 0 0 4848 25408
24 a1 01 o 47 26 0

Retraso
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4 APLICACION DE LOS MODELOS LLUVIA-ESCURRIMIENTO Y
RESULTADOS.

Es bien conocida la preocupacion en hidrologia por establecer relaciones entre la luvia y el
escurrimiento de una cuenca hidrologica. Esta relacidn es un aspecto importante del
funcionamiento de la cuenca. Interesa su determinacién, en algunos casos, porque al
disponer de un registro mas largo de lluvias, pueden hacerse con dicho registro analisis de
frecuencias mas confiables y pasar después la informacién a escurrimientos, a través de la
relacién establecida. En otras aplicaciones, la relacién lluvia-escurrimiento mejora el
conocimiento de la dinamica del flujo en la cuenca y aclara el valor de los términos de la
ecuacién del balance hidrologico. Se utiliza también en las relaciones causa-efecto para
prondstico a tiempo real con objeto de estimar dadas ciertas condicones en la cuenca, cémo
una tormenta especifica se transforma en escurrimiento, es decir, se busca conocer la
magnitud de la avenida y el momento que se presentaréd con fines de proteccién y de

prevencion.
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4.1. Introducciéon

Un paso importante en la determinacién de la relacién lluvia-escurrimiento fue dado por
Sherman en 1932, con la introduccién del hidrograma unitario. Este concepto abrié una
época en la hidrologia y ha dado lugar a toda una serie de nuevos estudios para mejorar la

idea original.

La teoria del hidrograma unitario se aplica normalmente s6lo al escurrimiento superficial y
a la parte de la lluvia que lo produce. Se excluye de la teorfa a la lluvia que se infilra en el
terreno y forma parte posteriormente del escurrimiento base o subterrineo. Esto trae
consigo la necesidad de separar en el hidrograma total, al escurrimiento superficial del flujo
base. La separacién de los componentes no es siempre de facil ejecucién [Cruickshank,

1968].

El hidrograma unitario de una cuenca, propuesto por Sherman, se define como el
hidrograma de escurrimiento directo resultante de una altura unitaria de lluvia en exceso a

lo largo de una duracién efectiva.

Se llama hidrograma unitario puesto que, por conveniencia, el volumen de escurrimiento

bajo el hidrograma se ajustaa 1 mm., 1 cm. o 1 plg. [Linsley, 1988].

Las hipétesis sobre las que se basa la teoria del hidrograma unitario son las siguientes:

1} Si se considera a la lluvia efectiva como excitacién y al escurrimiento como
respuesta, la respuesta de una cuenca es una funcién lineal de la excitacion.
Esto es, pueden sumarse efectos parciales para obtener la respuesta total y

la respuesta es proporcional a la excitacion.

2) Larespuesta de la cuenca es invariante en el tiempo.
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3) La precipitacién en exceso tiene una intensidad constante dentro de la

duracion efectiva.

4) La precipitacién en exceso estd uniformemente distribuida a través de toda el

area.

5) La duraci6n total de escurrimiento directo o tiempo base es la misma para todas
las tormentas con la misma duracion efectiva, independientemente del volumen

total escurrido.

La primera hipétesis estd basada en la observacién de hidrogramas superficiales y las
lluvias que lo producen. Al analizar los hidrogramas producidos por precipitaciones
aisladas, en las cuencas donde esto es posible, se observa que bay una duracién de lluvia
tal, que para duraciones menores, se mantiene el mismo el tiempo de escurrimiento
superficial. También para estas lluvias cortas, las ordenadas del hidrograma son

aproximadamente proporcionales a la altura de la luvia.

La segunda hip6tesis es de tipo simplificatorio, ya que es claro que las caracteristicas del
escurrimiento se ven afectadas por las condiciones de humedad, que a su vez dependen de

la precipitacién antecedente.

Con respecto a la tercera hipdtesis, las tormentas seleccionadas para la obtencién del
hidrograma unitario convienen que sea de corta duracién, debido a que es mas probable que
éstas produzcan una tasa de lluvia en exceso intensa y aproximadamente constante,
arrojando un hidrograma bien definido con pico Gnico y de tiempo base corto. Viessman et
al.(1989) consideran que la duracién de la lluvia debe ser del 10 al 30% del tiempo de
retraso de la cuenca, mientras que Linsley et al. (1988) recomiendan que dicha duracién sea

de aproximadamente una cuarta parte del tiempo de retraso de la cuenca.
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Con relacién a la cuarta hip6tesis, como la tormenta se supone uniforme sobre toda la
cuenca, el tamafio de ésta debera limitarse para poder aplicar el método del hidrograma
unitario. Viessman et al. (1989) sugieren usar como valor maximo del 4rea el de 4 000
km’. El método se vuelve inaplicable cuando el 4rea de la cuenca es mis grande para ser
cubierta por una lluvia distribuida aproximadamente en forma uniforme. En tales casos, la
cuenca debe dividirse en subcuencas y cada subérea analizarse para tormentas que cubran
toda la subdrea.

Con respecto a la hip6tesis cinco, €l tiempo base del hidrograma es generalmente incierto, y

depende del método de separacién del gasto base.

Es necesario enfatizar que todo hidrograma unitario esti necesariamente ligado a una
duracion en exceso y que si no se conoce ésta ultima, entonces el hidrograma unitario

pierde completamente su significado (Aparicio, 1987).

4.2. Modelos lluvia-escurrimiento lineales

4.2.1. Método de los minimos cuadrados

En 1795, Friederick Gauss desarrollé el método de los minimos cuadrados, aplicandolo al
movimiento de los planetas y los cometas. El movimiento de los cuerpos se podia describir
completamente utilizando seis parametros. El problema consistia en estimar dichos
parametros a partir de los datos observados. Fue hasta 1809 cuando Gauss publicé su libro:
“Theoria motus corporum coelestim” en el que describe el método de los minimos

cuadrados. En el afio de 1806, Legendre publica, en Paris, el trabajo “Nouvelles méthodes
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pour la determination des orbites des cometes”, en donde también presenta la técnica de
minimos cuadrados. Aunque en el siglo XIX se present6 una controversia sobre quién era
el inventor de los minimos cuadrados, los historiadores tienen indicios de que este método

es obra de Gauss.

Gauss explicaba la técnica de la siguiente manera: si las observaciones ‘astronémicas sobre
las que se basan los célculos de las 6rbitas fueran absolutamente correctas, entonces los
elementos que se deducirfan a partir de 3 6 4 observaciones serian exactos. Sin embargo la
realidad no opera de esa manera, ya que las observaciones y medidas que se realizan no son
mas que aproximaciones a la verdad, y la idea es acercarse lo mis que se pueda a la
verdad.

4.2.1.1. Descripcion del método

Como se vi6 en el capitulo 2, la relacién entre las ordenadas Q (m%s) de un hidrograma
registrado en una cuenca a intervalos de tiempo discreto At (horas) y la precipitacién
efectiva P (mm), puede expresarse por la integral de convolucién discreta de un sistema

lineal:
Q; =ZU;‘P:'-¢+,~ (i=1,2,...n (4.1)

La ec. (4.1) puede expresarse en forma matricial

[Q] = [PI[U] (4.2)
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Q, Pty Prcg - : P ]
Q, = . P, P, U,
U,
= P1 pz . . - Pf [ ]
P2 P3 . - . Pt+1
. . . . . . Ue
Q, Potey . . . P,
. - - -

(4.3)

La matriz [P] denominada matriz de convolucién, es de una matriz de j x ¢ elementos,
[Q] es un vector que contiene los valores de las n ordenadas del hidrograma registrado y
[U] es el vector que contiene los valores incdgnitas de las £ ordenadas del HU. La matriz
[P] tiene la estructura indicada en la en la ecuacion (4.3), siendo el niamero de filas j
mayor que el de columnas /. El nimero de ecuaciones es n y el de incognitas ¢, por lo
que el sistema ser4 sobredimensionado existiendo n - £ ecuaciones redundantes. Se utiliza
el criterio de minimos cuadrados para reducir el ndmero de ecuaciones a { incognitas y

obtener [U].

Sisedefineporr, (i =1, 2, ..., n) los residuos o errores obtenidos como diferencias

entre los valores de Q observados y los reconstruidos a partir del HU se tiene:
[r] = [Q] - [PI[U] (4.4)

El método de minimos cuadrados estima las ordenadas del HU que minimizan la suma de

los cuadrados de los errores o residuos;

E-= irf 4.5)



Esto se obtiene ficilmente mediante el uso de productos internos, es decir, muitiplicando

(r] por su transpuesta [r]'. Por consiguiente:

E=) 1} = [fI'x] = [[Q-PIUI]™{[Q-(Pi(U1] (4.6)

j=1

Diferenciando E con respecto a [U] e igualando a cero se obtiene la siguiente expresion

(Singh, 1988) que permite la estimaci6n de las ordenadas U,.

[ = [(PI"tP1]"[PI"1Q) 4.7)

Se debe tener cuidado en cumplir 1a condicién de que el 4rea bajo la curva del
hidrograma unitario (V) sea igual al producto del &rea de la cuenca (A.) por una

precipitacién de 1 mm, es decir

Viy = (Ag)(1 mm)

o bien

At D U, = (A1 mm)
1=1

donde

nu namero de ordenadas del hidrograma unitario.

4.2.1.2 Aplicacion del Método

Tomando los resultados de los andlisis de las siete tormentas seleccionadas, las cuales se

resumen en la Tabla 4.3a. hasta la 4.3g, se ordenaron los datos para ponerlos en la forma
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de la ec. (4.3) y poder asi resolver la ecuacién matricial (4.7) para obtener las ordenadas

del hidrograma unitario.

Se analiz6 primero la tercera y quinta tormenta que tienen varios picos, tomando cada uno

de éstos como una tormenta individual, y poder asi, definir un hidrograma unitario

promedio que caracterice cada una de estas tormentas.

Las Tablas 4.1 y 4.2 resumen el tamaifio de los componentes obtenidos, necesarias para

resolver las ecuaciones mencionadas anteriormente para cada uno de los picos de la tercera

y quinta tormenta.

Tabla 4.1 Tamaiio de las componentes de la ec. 4.7 de cada pico de la tercera tormenta.

TORMENTA 3a | TORMENTA 3b | TORMENTA 3¢ | TORMENTA 3d | TORMENTA 30 | TORMENTA 3f
Ng|Na[Ny[ M Ng[N-|N, No[Ne[Ny[ M [NgINa[Ny[ ™M [NgIN:[N,| M [NgIN: N[ ™
24| 1 |24 | 24x24 | 28] 4 |24 | 26x24 |24 1 |24 | 24x24 |27 | 3 | 24| 27x24 [28] 4 24| 28x24 [ 26| 2 [24 [ 26x24
donde

N,  nimero de ordenadas del hidrograma de escurrimiento directo.
Np  ndmero de barras del hietograma.

N,  nimero de ordenadas del hidrograma unitario (vector incognita).
M tamario de la matriz [P] resultante.

Tabla 4.2 Tamafio de las componentes de la ec. 4.7 de cada pico de la quinta tormenta.

TORMENTA 4a TORMENTA 4b TORMENTA 4c
Nog [Ne Nyl M [ No [N, [Ng|] M {NgTN [N, T M
22 1 22 | 22x22 | 24 2 24 | 24x24 | 19 8 12 | 19x12
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Para obtener el HU medio se calcularon los HU de cada pico para cada una de las
tormentas analizadas (tercera y quinta), los cuales se presentan en las Figs. 4.1y 42, a
partir de los cuales se eligieron los HU por promediar, debido a que algunos daban
incongruencias (tormenta “HU 3b” y “HU 3e” de la Fig. 4.1 y tormenta “HU 5¢” de la
Fig. 4.2) se descartaron.

Los HU medios de la tercera y quinta tormenta se muestran en las Figs. 4.3 y 4.4

respectivamente.

Para el calculo de los HU del resto de las tormentas se procedio de modo similar,
ordenando los datos para obtener el tamaiio de los componentes (Tabla 4.3) de la ec. 4.7 y
resolverla para cada tormenta, obteniendo de esta manera las ordenadas del HU para cada

una de ellas (Fig. 4.5).

Tabla 4.3 Tamaiio de las componentes de la ec. 4.7 para cada tormenta.

TORMENTA 1 TORMENTAZ TORMENTA 3 TORMENTA4 | TORMENTA4 | TORMENTAG | TORMENTA?
No[No [Ny [ M INGIN NG M NG TN [T M N TN TN M NG TN M NG N TG M NN NG ™
24| 1 24| 24X24 J24 | 1 |24 24x24 [194 17024 [ 104x2a[27 ] 3 [ 24 2724 |GA 44124 6Bx24 24| 1 [24] 24x24 [27| 3 [ 28] 2724

Una vez calculados los hidrogramas unitarios de todas las tormentas, se promediaron los
hidrogramas unitarios con caracteristicas similares (se eliminaron los hidrogramas unitarios
de la cuarta y séptima tormenta), para calcular el hidrograma unitaric medio de la cuenca
(Fig. 4.6) y se estimaron los hidrogramas de escurrimiento directo para cada una de ellas

(ec. 4.2), con el fin de comparar éstos con los hidrogramas medidos.
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Los resultados donde se muestran las comparaciones de cada tormenta, utilizando el
hidrograma unitario caracteristico de la cuenca, se dibujaron en la Fig. (4.7). En esta figura
se observa que el segundo, cuarto y sexto pico de la tercera tormenta y en el dltimo de la
quinta no coinciden, ni el tiempo de inicio de las tormentas ni el pico de éstas, situacion
que se deba probablemente a los errores cronométricos descritos en el capitulo 2. Para
corregir éstos y hacer que coincidieran tanto el tiempo de inicio como el tiempo pico, se
modificaron los hietogramas de precipitacion efectivas originales (Fig. 3.15b y 3.15e),
retrasando o adelantando las barras de estos hietogramas, segin fuera el caso, para lograr la
coincidencia buscada (Fig. 4.8 y 4.9), buscando preferentemente que coincidieran los

tiempos picos.

En las Figs. 4.10 y 4.11 se compararon los hietogramas originales y modificados de la
tercera y quinta tormenta respectivamente, con el fin de hacer evidente las correcciones
hechas en cada caso. Con estos hietogramas corregidos se realizd de nuevo el prondstico de

los escurrimientos, quedando finalmente como se muestra en la Fig. 4.12.

Por (iltimo se dibujaron los escurrimiento totales (medidos y estimados) para posteriormente

analizar el comportamiento del escurrimiento base (Fig. 4.13).
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Fig 4.1 Hidrograma unitario de cada uno de los picos de la tormenta 3.
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Fig. 4.5 Hidrograma unitario de cada una de las tormentas (método de minimos cuadrados).
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4,2.2 Método dinamico de Filtrado Kalman

Cominmente se dice que un filtro es un artefacto fisico para remover fracciones no
deseadas de ciertas mezclas. La palabra filtro tiene sus raices latinas en la Edad Media, y
tenia que ver con el material que era usado para filtrar liquidos. En sus origenes, un filtro
solucionaba el problema de separacién de componentes no deseados de mezclas de gas,

liquidos y s6lidos.

El Filtro de Kalman es una forma moderna de discutir la teoria de estimacién de minimos
cuadrados. La diferencia esencial entre el Filtro de Kalman y el método de minimos
cuadrados es que el parametro de estado en el filiro no es constante, sino que puede
cambiar en el tiempo. En términos intuitivos es posible sefialar que esta técnica es una
forma moderna de analizar el método de los minimos cuadrados y que este dltime es un

caso particular del Filtro de Kalman.

Aunque esta técnica data de 1960, se empez6 a utilizar en hidrologia hasta finales de los
afios setenta. Hoy en dia es una técnica muy popular, dado que ademé de ser un buen
estimador del vector de estado de un sistema, permite obtener su matriz de covarianza, la
cual supone una medida de la incertidumbre del mismo. Dado que en hidrologia
intervienen fendmenos aleatorios como las precipitaciones 0 procesos como lluvia-
escurrimiento que llevan asociados una gran incertidumbre, la utilizacion de este tipo de
técnicas puede mejorar los modelos deterministicos que actualmente se usan. Presenta como
inconveniente que su mejor funcionamiento se produce en sistemas lineales y en hidrologia
existen determinados procesos que no lo son. Esta falta de linealidad puede salvarse
mediante técnicas de linealizacién (p.e. expansién en series de Taylor) con las cuales es

posible obtener buenos resultados.
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4.2.2.1 Descripcién del método

El Filtro de Kalman es un descriptor insesgado, recursivo y de minimos cuadrados con una
seiial aleatoria Gaussiana , es muy utilizado para prediccién a tiempo real y se basa en los

modelos de espacio de estado.

En los modelos de espacio de estado, el objetivo central es estimar la sefial en presencia
de ruido. Se desea estimar un vector X y actualizar dicha estimacion, cuando se cuenta

con una nueva informacién.

El modelo del Filtro de Kalman parte de una observacién lineal estatica del vector de

estado X

Z=HX+V (4.8)
donde Z es un vector de observacién (m x 1), X es un vector de estado (n x 1), y Vesun
vector de ruido (m x 1) de la medicién. H es una matriz de conexién de dimensiones (m

X n).

Se supone la siguiente informacién probabilistica

EX] =M
E(X-M)(X-M)] =y
E[V] =0 (4.9)
E[VVT] =R
E[HXVT] = 0
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El estimador lineal 6ptimo de X es entonces (L.Bras R., Rodriguez-Iturbe 1., 1984)
X=IHR'Z + Ty'M (4.10a)

donde la matriz de estimacion del error cuadratico medio es

= (H'R'H + y7)" (4.10b)
El estimador insesgado es
E[X]=™M

Empleando el lemma de la inversién matricial (ver apéndice), el estimador Aptimo

también puede expresarse como
X =M + yH'[HyH" + R]"Y(Z - HM)

L = y-yH" [HyH" + R] 'Hy (5.11)

En ingenieria una gran variedad de sistemas se modela matemiticamente mediante
ecuaciones diferenciales, tales sisternas se representan por ecuaciones lineales

diferenciales de la forma
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d X"(I) +a_ (1) d f:(t) +..+a (1) @, a (X (1) = LOU() (4.L2)
dr dt di

En hidrologia, la ecuacién 4.12 representa una ecuacién lineal general de un modelo
lluvia - escurrimiento, al convertirla a la forma de una ecuacién diferencial multivariada

de primer orden queda en forma matricial como

Xy ] 0 10...0 o0 [ xwey] [ 0]
X,(t) 0 01 ...0 0 Xs(t) 0
= ) o . . + | . |U(t)

X, \ (1) 0 00 ...0 1 Xoa(t) 0

K. ] Lmaolt) o o maa(O Xu(t) | [ L(t)]
(4.13)

0

X(1) = FOX@) + LOUQE) (4.14)

La ecuacién 4.14 no es una representacion perfecta de las cuencas ya que ésta no es lineal
ni distribuida en el espacio, por lo tanto, se le agrega un término de ruido a la ecuacién,
lo que conduce a la ecuacién general de espacio-estado.

X(1) = FOX@ + LU + GOW(Q) (4.15)

La ecuacidén anterior representa la ecuacion continua de espacio-estado. En hidrologia
como también en muchas otras ciencias geofisicas, la disponibilidad de datos en un
proceso natural requiere de una formulacion discreta.
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Si se supone que el sisiema sdlo tiene la respuesta libre, se toma la parte homogénea de la

ecuacion anterior

X(1) = F)X(@) (4.16)

Su solucidén, dada una condicién inicial X(z;) esta en términos de una matriz de transicién

D, 1)

X = DO, 1)X(2,) 4.1

La respuesta de los sistemas lineales es la suma de las soluciones homogéneas y
particular, y se determinan por medio de la ecuacién de convolucién. En hidrologia ia
convolucién es entre la precipitacion y el hidrograma unitario instantdneo, la cual no es

mas que la funcién de transicién ®(, to), por lo tanto, si ademas se toma en cuemta el

efecto del término aleatorio, la solucion a la ec. 4.15 es

X = 00, )X(t) + [ 0, DLOU@dT + [ @t 96mWaydr (4.18)

a

Esta ecuacion se simplifica como

X(0) = D, 19X(t)) + AU(tp) + T)W(1,) (4.19)

donde los dos ultimos términos del lado derecho de la ecuacién corresponden a las
integrales de la ec. 4.18.

Si la ecuacidn discreta se escribe para un intervalo de tiempo At, la ec. 4.19 se convierte

€n
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X(@ + AN = Q@+ u, )X() + AQU@ + TOW), (4.20)

la cual es una ecuacién mas familiar del modelo discreto de espacio-estado y cominmente

S€ representa comoe

Xk+ 1) = OR)XK) + ARUK) + T(W(k) (4.21)

En 1973, Hino publica una de las primeras aplicaciones del Filtro Kalman en Hidrologia

al presentar un problema de identificacién de pardmetros de un modelo agregado lineal de

descargas En hidrologia al suponer condiciones iniciales cero no se toma en cuenta la

solucién homogénea, ademds si los escurrimientos o descargas se representan
generalmente en forma matricial (L.Bras R., Rodriguez-Iturbe 1., 1984) se tiene

Qk + 1) = M(H)h(k) + W(k) (4.22)

donde

Q es el vector n-dimensional de descarga.
h es un vector m-dimensional (hidrograma unitario).

M es una matriz de precipitaciones de dimensiones n x m.

Sustituyendo el vector Z(k) por Q(k+1) en la ec 4.22

Zk) = M(kh(k) + W(k) (4.23)

85



Z(k) es el vector de descargas observadas en un tiempo k+1.

La dinamica del vector de estado h(k) es
hik+1) = h{k) + V(&) (4.24)

donde V(k) es una componente de ruido que toma en cuenta la incertidumbre de la
constante de estado y se considera en la mayoria de los casos con media nula y matriz de

covarianza Q; W(k) de igual manera se puede considerar con media nula y matriz de

covarianza R:

E[W()WT (k)] =R y E[V(E)VT (k)] = Q

Entonces, definiendo el sistema dinimico anterior (ecs. 4.23 y 4.24) por medio de

técnicas de filtrado Kalman da la ecuacién (L.Bras R., Rodriguez-Iturbe 1., 1984)

h(k + 1k +1) = Akl + K (k +D[Z 0k +1) - M (k + 1)Aklk)] (4.25)

donde
K(k+1y= > (k+1k+D)M7(k+ DR (k +1) (4.26)
2+ Uk +1)= 3k + 1) = 2 (e + UM (k + D[Rk + 1)+ Mk + 1) 3 (k + 1M (k - n]”
« M(k+ 1) (k+1k) (4.27)
2 Gk +1lk) = 2 (klk) + Q) (4.28)
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La conjunto de ecuaciones anterior (ecs. 4.25 a 4.28) da una estimacién de la serie de
parametros del modelo de escurrimiento usando la informacién disponible. Estos nuevos

parametros se utilizan para prondstico hasta que se disponga de una nueva observacion.

4.2.2.2 Aplicacion del método

Aplicando el bloque de férmulas de las ecuaciones (4.25 a 4.28) para obtener el
hidrograma unitario, los modelos de escurrimiento se simplifican considerablemente

porque la descarga es s6lo funcién de las entradas anteriores.

Con las ecuaciones de filtrado Kalman definidas (ecs. 4.25 a 4.28), se obtuvieron las
ordenadas del hidrograma unitario, empleando las mismas dimensiones de las matrices de
precipitacién y de los vectores de escurrimiento directo ya corregidos utilizados en el

método de minimos cuadrados, con fines comparativos.

De la misma manera se muestra en la Fig. 4.14 las ordenadas del hidrograma unitario
estimadas con varias condiciones iniciales diferentes sobre el estado, a partir de
condiciones iniciales cero de h(k). En esta figura se observa que cuando mayor es la
informacién disponible la estimacién mejora. La Fig. 4.15 muestra los pronosticos de los
hidrogramas de escurrimiento directo basados en los hidrogramas unitarios estimados
anteriormente (Fig. 4.14), utilizando estimadores iniciales pobres de h(k), los cuales se
ven en esta misma figura. Como se esperaba, los valores pronosticados del escurrimiento
mejoran con h(k). En este método los valores de Q y R se suponen, y para este analisis,
después de probar varias combinaciones para obtener los mejores resultados, se tomaron

los valores de 0.0025 y 0.10 respectivamente.
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Para obtener las ordenadas del hidrograma unitario, de cada una de las tormentas se
procedié de idéntica manera que en la obtencion del hidrograrﬁa unitario de la primera
tormenta. El resultado de este analisis se muestra en la fig. 4.16, en esta figura se
observa que al igual que los hidrogramas unitarios obtenidos con el método de minimos
cuadrados, los hidrogramas unitarios de las tormentas cuatro y siete no muestran la forma
caracteristica de las demds, por lo que se eliminaron y sélo se tomaron en cuenta los
hidrogramas de las tormentas uno, dos, tres, cinco y seis para obtener el hidrograma

unitario caracteristico de la cuenca para este método (Fig. 4.17).

Con este hidrograma unitario caracteristico, se estimaron los hidrogramas de
escurrimiento directo de las siete tormentas y se dibujaron en la Fig. 4.18. A manera
ilustrativa se compararon los hidrogramas unitarios caracteristicos de la cuenca obtenidos
con los métodos de minimos cuadrados y de Filtros Kalman; éstos se muestran en la Fig.
4.19. En esta figura se observa que estos hidrogramas son casi iguales, -con lo que se
demuestra la bondad de los dos métodos, por lo que pueden emplearse indistintamente en

los modelos de lluviz-escurrimiento.

Finalmente se compararon los hidrogramas de escurrimiento directo observados con los
estimados con los dos métodos (Fig. 4.20), confirmindose lo anteriormente dicho acerca

de la bondad de los dos métodos para emplearse en el pronéstico de avenidas.

Es necesario comentar que la ecuacién utilizada para obtener h(k+1 |k+1) (ec. 4.25)
enfatiza la combinacién lineal de las dos fuentes de informacién usadas en filtros Kalman.
Una fuente es el modelo, la otra consiste de las observaciones, pues la nueva estimacion
es la estimaciéon de estado con retraso (el mejor esperado) mas una correccién

proporcional a la desviacién de las observaciones respecto a las observaciones esperadas.

El valor del Filtro Kalman es la incorporacién explicita de un modelo estructurado

(representado por una ecuacién en diferencias) a los problemas de estimacién. Siendo
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optimistas, esta formulacién incluye el conocimiento fisico bésico del modelo. Una
informacion a priori debe explotarse al maximo; si la estructura del modelo es pobre o
ademas la informacin de que se dispone es escasa, el procedimiento toma entonces un
significado puramente estocastico, nada mé4s que un procedimiento de minimos

cuadrados.

Es claro entonces que el mejor estimador del estado es una combinﬁciéh lineal de las
observaciones Z{k+1) y el modelo de prediccién (ec. 4.25) vy si las observaciones son
bastante desconfiables, R(k+1) serd grande, implicando que R(k+1)" tiende a cero para
una covarianza {(ec. 4.27) relativamente pequeiia. El peso sobre las observaciones (ec.
4.26) es entonces cercano a cero y el mejor estimador es una funcién lineal del modelo
de prondstico. Si la covarianza de error Q(k) tiende a infinito, la covarianza esperada
para una unidad de tiempo posterior también tiende a infinito (ec. 4.28), tendiendo a cero
la prediccion durante la estimacién (ec. 4.25). En este caso la actualizacién de cada

intervalo recae exclusivamente sobre las observaciones (L.Bras R., Rodriguez-Iturbe 1.,
1984).

La especificacién incorrecta de los parmetros, particularmente de Q) y R(k)
comunmente conduce al comportamiento inconsistente del filtro, llamado divergencia. En
tales casos los errores de estimacién y prediccién estimados son mayores que los
teSricamente esperados. Por ejemplo, si Q(k) es muy pequeiia subestimara la varianza
esperada, debido a que la estimacién de la varianza esperada (ec. 4.28) es funcion de
Q(k). Esto sblo se puede solucionar por el procedimiento de prueba y error o con un

conocimiento de dichos errores (L.Bras R., Rodriguez-Iturbe 1.,.1984).
Algunas desventajas del método son (L.Bras R., Rodriguez-Iturbe 1., 1984):

a) El modelo de “caja negra” no permite una relacién explicita entre el

hidrograma unitario identificado y los parametros fisicos de la cuenca.
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b) El modelo usado es un sistema lineal invariante en el tiempo. Para una
cuenca expuesta a una gran no linealidad no se puede esperar siempre

alcanzar una solucién de estado estable para la funcién de respuesta h(k).

c) La interpretacién de la ecuacién de observacién (ec. 4.23) elimina la
consideracién explicita de los errores reales observados, esto es, €rrores

ocasionados por técnicas de medicion o por fallas en los instrumentos.
Para concluir se muestra de manera ilustrativa el funcionamiento del método de filtrado

Kalman en el diagrama de flujo de la figura 4.21, donde se observa la secuencia del

método.
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Fig. 4.21 Diagrama de flujo del método de Filtro Kalman.
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4.3. Modelos lluvia-escurrimiento no lineales

Todini (1988) al hacer una revisién histérica de los modelos lluvia-escurrimiento da sus
principales desventajas. Acerca del hidrograma unitario dice que la derivacion de datos
muestrales (problema inverso), sufre de dificultades como la separacién del escurrimiento
superficial del base, y la determinacién de la Huvia efectiva, ambos con algin grado de
subjetividad. Ademas, la forma de derivacion del hidrograma unitario no es una tarea facil
debido a la no linealidad del sistema y los errores de las entradas y la salida. Estas
limitaciones se pueden superar con un modelo no lineal simple. Se presenta aqui el modelo

del Filtro Kalman extendido.

4.3.1. Método del Filtro Kalman Extendido

El modelo conceptual para el proceso supone que el volumen total de la lluvia en un periodo
dado esta dividido en tres partes: pérdidas, almacenamiento superficial o subterraneo al vaso
y escurrimiento directo. Las pérdidas que incluyen intercepéién, consumo de agua,
encharcamiento y evapotranspiracién no son calculadas directamente sino inferidas a partir
de la precipitacién restindole las otras dos partes. Los almacenamientos -superficiales y
subterrneos se concentran en un solo almacenamiento lineal. El volumen del escurrimiento
directo es producido como un impulso simple inmediatamente después que ocurre la lluvia
pero que puede retrasarse en su llegada a la salida de la cuenca. La entrada de escurrimiento

base y los almacenamientos dependen de un indice de precipitacion antecedente.

El modelo es de tipo agregado no lineal en sus entradas lo que le permite utilizar valores de

luvia y escurrimiento totales (nto efectivos). Para explicar el funcionamiento de la cuenca se
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consideran dos dinimicas diferenciadas, una ligada a los cauces superficiales de respuesta
rapida y poca capacidad de almacenamiento y otra, a los almacenamientos subterraneos o

superficiales con mayor capacidad y respuesta mas lenta que los primeros.

Estos conceptos expresados cuantitativamente, dan el modelo matematico (Cruickshank,
1994)

Qu(k) = [a0 + aA(k - ra)]P(k - ra) + c1Qu(k-1) + ea(k) (4.29a)
Qo(k) = [bo + biA(k - tb)]P(k - tb) + c2Qu(k-1) + ev(k) (4.29b)
Q) = Qak) + Qu(k) (4.29¢)

donde

Q(k) Escurrimiento total en el intervalo

Qu(k) Gasto correspondiente al sistemna de respuesta rdpida en el intervalo &
Qs(k) Gasto correspondiente al sistema de respuesta lenta (base) en el intervalo &
P(k)  Precipitaci6n total en la cuenca en el intervalo &

ra Retraso de la respuesta a la precipitacion en escurrimiento directo

rb Retraso de la respuesta a la precipitacién en escurrimiento base

a, b, ¢ Parametros del modelo

A(k) Indice de precipitacién antecedente para el intervalo k

e(k) Error del modelo en el intervalo &

El indice de precipitacién se forma como un promedio de las Huvias anteriores al intervalo

k, pesadas con coeficientes decrecientes hacia atrds que dependen de la magnitud de los
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intervalos de aplicacién. Para periodos horarios se tomd un peso de 1/15. El indice se

calcula recurrentemente como:

Afky = (1 -P)A(k - 1) + BPK)

donde P es el coeficiente de peso mencionado. Puede verse entonces, que €l modelo es no
lineal en su miembro ascendente del hidrograma, ya que involucra productos de voliimenes

de lluvia y no utiliza volimenes efectivos, sino totales.

En la ec. (4.29) se aprecia que se han separado explicitamente dos dinidmicas, una
superficial rapida, de poco almacenamiento y otra de tipo bésico lenta, de mayor retencién
que la primera. En ambas se toma en cuenta el resultado bien conocido de que la parte

ascendente de los hidrogramas tiene carécter no lineal, mientras que la descendente es lineal.

La estructura del modelo (ec. 4.29) toma en cuenta mediante los parametros ao y bo el
efecto de la respuesta inmediata a la lluvia que influye sobre el escurrimiento directo y base
respectivamente; los pardmetros a1 y bi son la parte no lineal que influye sobre estos
escurrimientos y los parametros ¢: y c2 son las constantes de recesion que toman en cuenta

el aporte del agua almacenada dentro de la cuenca una vez que la lluvia ha sucedido.

Una vez justificada la estructura del modelo, la tarea restante es estimar los parametros
desconocidos. En particular el filtro Kalman extendido, es un algoritmo exitoso para la
estimacion del estado de sistemas no lineales en condiciones de observabilidad. Por lo tanto,
el filtro Kalman extendido se emplea aqui como un algoritmo recursivo para identificar los
parametros del modelo. El filtro Kalman extendido estd basado en la linealizacién de un

sisterna dindmico en que los parametros desconocidos son estados.
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5.3.2. Descripcion del método

Suponiendo que las variables aleatorias son aproximadamente Gaussianas, la ecuacion del

sistema dinamico est4 dado por

x(k + 1) = Fx(k), uk), k, 6(k)) + Gywk) (4.30)

donde k es el tiempo discreto y 6(k)} son los parimetros del modelo. La ecuacién de

observacién esta dada entonces por

(k) = H{ox(k) + vk} (4.31)

donde x(k) es un vector de estado (n x 1), H(-} es una matriz, u(k) es un vector de entradas
(m x 1), z(k) es un vector de salidas (p x 1). F() y G(-) describen el modelo no lineal y su
incertidumbre respectivamente, w(k) y v(k) se suponen vectores de ruido blanco con media

cero y matrices de covarianzas (k) y R(k) con propiedades

E{wkwW'(}} = Ok)3y (4.32)
E{v(k)v'()} = R(k)sy (4.33)

Donde 6y es el delta de Kronecker. Si el vector G(k} es desconocido, una forma de estimario
es aumentando el estado y suponer que este vector desconocido cambia muy lentamente,

entonces

Ok + 1) = B(k) + n(k) (4.34)
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donde n{k) es un vector de ruido con media cero y matriz de covarianza Qx(k). Entonces el

nuevo vector de estado aumentado es

x(k)
x, =| ... (4.35)
0(k)
y el sistema estocastico aumentado y la ecuacion de observacion estan dados por
xak + 1) = Fa(xa(k), uck), k) + Ga(kywa(k) (4.36)
Zk) = Ha(k)xa(k) + vik) = [H(k) O0bea(k) + v(k) (4.37)

donde el nuevo vector funcidn (n-+p) del sistema no lineal es

F{x(k),u(k),k 8(k))
F,(x, (k) u(k), k) = .. (4.38)
B(k)

y el vector aumentado de ruido esta dado por

w(k)

w, =l .. (4.39)
n(k)

entonces el problema de identificacién de parametros de la ec. (4.30) se ha transformado a la

estimacién de pardmetros de la ec. (4.36) a partir de la observacion z(k).
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Siguiendo la teoria del filtro, la solucién recursiva 6ptima a este problema esta dado por la

prediccion de la minima varianza en una unidad de tiempo posterior

2, (k + 1|K) = Fu(2, (k| k), u(®), k) (4.40)

donde el correspondiente error de covarianza es

S(k+1]k)y = NAu),K)Z(k| N (k) k) + MAOKOMS (4.41)

donde las matrices Ny y M; son aproximaciones lineales de la funcién F(').

El método de linealizacién que aqui se utiliza es el de la serie de Taylor, extendiendo las
funciones no lineales del mejor estimador de la variable aleatoria y tomando los dos

primeros términos

F(x(k), uk), k) = Fo(2(k), a k), k) + N(2 k), a (), )(x(k) - 2 (k)

+ MA 2 (k), a k), H)(uk) - a k) (4.42)
donde
OF , (x,(k),u(k) k) OF, (x, (k) u(k), k)
Ny= -eaalmimnlis Mr= = a7al™ )
' 8x,(%) ’ du(k) @4

Kalman demuestra que si se dispone de una nueva observacién para un tiempo & + 1,

entonces la correccidn 6ptima del estado £ + 1 estd dada por

Kk + D[zt + 1) - Ha(k) £, (k + 1]4)] (4.44)
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Donde el término dentro del corchete es llamado secuencia de innovacién y la matriz

K(k + 1)= Z(k+1|kNG'[RKk + 1) + NoZ(k+1|k) N']* (4.45)
es conocida como la ganacia del filtro. Por lo tanto el filtro de Kalman extendido requiere
resolver recursivamente las ecuaciones (4.40), (4.41) y (4.45) para obtener el estimador
6ptimo

2k +1|k+1) = 2,(+ 1|k + K& + D[z + 1) - H®) 2, (k + 1]4)] (4.46)

con error de covarianza para un tiempo discreto £k + 1

Sk+1]k+1) = [I- KK+ DNeIZ(k+1]k) [I- K+ DN]" + Kk+ DR+ DK (k+1) @47
siendo
No= OHa(xa(®).u(k).K) (4.48)
dx,(k)

4.3.1.2. Aplicacion del método

Para aplicar este método, fue necesario obtener las precipitaciones y escurrimientos
totales (no efectivos) de las siete tormentas, los cuales se tomaron de la Tabla 3.3,
tomando en cuenta las correcciones consideradas para las tormentas tres y cinco respecto

a las precipitaciones (Figs 4.10 y 4.11).
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Una vez obtenidos estos datos y ya definidas las ecuaciones se construyé el algoritmo de
iteracién para obtener 2, (k+1|k+1) (ec. 4.46) el cual se muestra en la Fig. 4.22 como

un diagrama de flujo para su mayor comprension.

Para iniciar el algoritmo se suponen valores de @, R y X(k | k), los dos primeros
valores supuestos son de 0.05 y 0.10 como se seiiala en el diagrama de flujo, el valor de

Y(k | k) es el de una matriz de (7 x 7) con valores de 0.05 en la diagonal principal y los

valores de los parametros del vector X (k + 1| k) de (7 x 1) se supusieron todos cero.

Para introducir los valores de Ny, M; y Nc al algoritmo, primero se resolvieron las

ecuaciones (4.43 y 4.48) para su ficil manejo quedando de la siguiente manera

De la ecuacién 4.37

z (k) = Halkpra(k) + k)
=[1 0o 0 o6 o0 O 0]'Q(k)'+v(k)
a1
b

C1

2
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El retraso del escurrimiento directo se tomé inicialmente igual que en los métodos
anteriores, es decir, ra = 5 h y para el retraso del escurrimiento base se probaron

diferentes horas para cada una de las tormentas para iniciar el algoritmo recursivo.

En una primera aproximacién se ejecuté el algoritmo de iteracién y se obtuvieron valores
de los parametros Q, ao, a1, bo y b1, c1 y c2 (Tabla 4.4), de esta aproximacion se tomé el
10% de sus valores y se construyeron los vectores de errores correspondientes a cada
tormenta (Tabla 4.5) de (7 x 1), estos vectores se multiplicaron por su transpuesta para
obtener las matrices de covarianza de los errores Z(k|k) de (7 x 7) con la finalidad de
reiniciar nuevamente el algoritmo recursivo con este valor inicial de Z(k|k), en vez de la
matriz con valores en la diagonal principal de 0.05 tomada inicialmente, correspondiendo el
vector 1 al vector de errores de la tormenta 1, el vector 2 al vector de errores de la tormenta

2, y asi sucesivamente.

Tabla 4.4 Parametros obtenidos en la primera aproximacion

Parametros | Torm. 1 | Torm. 2 | Torm. 3 | Torm. 4 | Torm. § { Torm. 6 | Torm. 7 |
a0 53286 | 0.6314 | 11.9871 | 1.2468 | -2.5572 | (.9769 | -7.3474 |
a1 -0.2550 | 1.2560 | 4.4509 | 3.8509 | 19.9258 | 11.3532 | 2.8025 E
bo 0.2831 | 3.3075 | 11.9871 | 2.2318 | 3.2380 | 9.6728 | 1.9577
i} 0.1574 | -1.9213 | -4.4509 | 0.6885 | -3.7155 | -12.5612 | -0.1124 ‘
c1 0.4703 | 0.3635 | 0.9151 | 0.8683 | 0.8454 | 0.6383 | 0.6832
€2 0.9238 | 0.8826 | 0.3016 | 0.6921 0.985 | 0.9456 0.71
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Tabla 4.5 Vectores de errores obtenidos de la primera aproximacion

Vector 1 | Vector 2 | Vector3 | Vectord4 | Vector5 | Vector 6 | Vector 7 |
5 5 5 5 5 5 5

0.52 0.06 1.20 0.12 0.0005 0.1 0.0005

0.005 0.13 0.0005 0.39 2.00 1.14 0.28

0.028 0.31 1.20 0.22 0.32 1.00 0.20
0.016 0.005 0.0005 0.07 0.0005 0.0005 0.005
0.05 0.036 0.09 0.09 0.08 0.06 0.07
0.09 0.09 0.03 0.07 0.10 0.09 0.07

En la tabla anterior se observa que para los valores negativos de los pardmetros obtenidos

(Tabla 4.4) no se tomé el 10% de su valor sino un valor positivo cercano a cero para su

error correspondiente, ya que los valores negativos no tienen ningin sentido fisico. Con

estos vectores de errores se estimaron tentativamente los hidrogramas de escurrimientos para

las siete tormentas buscando encontrar un vector de errores que caracterizara a la cuenca y

con el cual se iniciaria el algoritmo de iteracién, el valor tentativo de €ste vector se anoto en

la Tabla 4.6. Los resultados finales de los pardmetros y de los retrasos del escurrimiento

base y directo de las siete tormentas analizadas con sélo una matriz de errores (resultante de

multiplicar el vector de errores por su transpuesta) se muestran en la Tabla 4.7, asi como sus

errores cuadraticos; y los resultados de la estimacion del escurrimiento tanto base como

directo se dibujaron en las figuras 4.23a y 4.23b.
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Tabla 4.6 Vector de errores para las siete tormentas

0.25
0.005
0.05
0.001
0.03
0.04

Tabla 4.7 Parametros, retrasos y errores cuadriticos de las tormentas analizadas con sélo

una matriz de errores para todas las tormentas.

Tormenta a0 a be b1 cl e Ra | rb ¢

1 5.61 01122 | 1.122 | 0.0224 | 0673 | 0.898 | 5 | 8 { 114.82
2 550 | 0.1101 { 1.101 | 0.0220 | 0.660 | 0.880 | 5 | 7 | 260.98
3 6.11 0.1222 | 1222 | 00244 | 0.733 | 0978 | 5 | 5 2577.1
4 6.016 { 0.1203 | 1.203 | 0.0240 | 0.722 | 0963 | 9 | 10 | 184.80
5 6.18 | 0.1235 | 1.236 | 0.0247 | 0.741 0.988 9 | 9 | 838.57
6 6.015 [ 0.1203 ; 1.203 | 0.0241 | 0.722 | 0962 | 4 | 4 | 21.01

7 4.413 ; 0.0883 | 0.8827 | 0.0177 | 0.527 | 0.706 8| 8 | 1464.8

A partir de la consideracion de introducir una sola matriz de errores como valor inicial det
algoritmo de iteracion y de los resultados de los pardmetros estimados para cada una de las

siete tormentas (Tabla 4.7), se observa que el comportamiento de la cuenca es basicamente
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lineal, con base en esto, se buscaron los pardmetros 6ptimos modificando los errores para
obtener una mejor estimacién de las tormentas analizadas, y los resultados finales se
anotaron en la Tabla 4.8 y se dibujaron en la Fig. 4.24. Los vectores de errores para cada

una de las tormentas se muestran en la Tabla 4.9.

Los resultados anteriores se obtuvieron al considerar la cuenca como un sistema lineal, ya
que esta era la tendencia al hacer un primer ajuste, para comparar €stas estimaciones con un
sistema con comportamiento no lineal se manipularon los errores para conseguir la mejor
estimacién con este comportamiento. Los resultados de los pardmetros obtenidos con esta
caracteristica se muestran en la Tabla 4.10 y en la Fig. 4.25; los vectores de errores
necesarios para construir la matriz de errores para cada una de las tormentas se anotaron en

la Tabla4.11.

Tabla 4.8 Parametros, retrasos y errores cuadréticos de las tormentas analizadas con una

matriz de errores para cada tormenta (comportamiento lineal).

Tormenta a0 a beo /) C (v}
1 4.0505 | 0.0953 | 0.5957 | 0.0119 | 0.7148 | 0.9531 8 | 14.50
3.5471 | 0.0709 | 0.7094 | 0.0189 | 0.7094 | 0.9459 5| 112.47

Ra| rb e
5
5
82192 | 0.1245 { 0.1993 | 0.005 | 0.7472 | 0.9963 | 5 | 5 | 2569.8
9
9
4
8

7.6261 | 0.1155 | 2.0799 | 0.0231 | 0.6933 | 0.9244 10 | 83.90
17.159 | 0.9805 | 1.225 | 0.0245 | 0.7354 | 0.9805 9 | 674.69

6.4888 | 0.1159 | 1.8539 | 0.1159 | 0.6952 | 0.9270 4 34.258J|
4.650 | 0.0775 | 1.5504 | 0.0155 | 0.4651 | 0.6202 1

~If Sy LA A W]

3 1450.6j
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Tabla 4.9 Vector de errores para cada una de las tormentas analizadas (comportamiento

lineal)
Tormenta ERRORES

1 5 0.17 0.04 | 0.025 | 0.0005 | 0.03 0.04
2 5 0.15 0.003 0.03 {0.0008 | 0.03 0.04
3 5 0.33 0.005 | 0.008 | 0.002 0.03 0.04
4 5 0.33 0.005 0.09 0.001 003 | 004
5 5 0.70 0.04 0.05 0.001 0.03 0.04
6 5 0.28 0.005 0.08 0.005 0.03 0.04
7 5 0.30 0.005 0.10 0.001 0.03 0.04

Tabla 4.10 Parametros, retrasos y errores cuadraticos de las tormentas analizadas con una

matriz de errores para cada tormenta (comportamiento no lineal).

Tormenta a0 a bo b i @ -ra
1 0.0121 | 2.062 | 0.0024 | 0226 | 0.728 | 0971 | 5| 6| 31.21
0.0023 | 1.851 | 0.0023 | 0.9255 | 0.6941 | 0.9255 | S| 5| 71.88
0.015 | 3.7381 | 0.0199 | 0.1495 | 0.7476 [ 0.9968 | 5 | 5 [ 2937.8

9

9

4

5

0.0122 | 7.0643 | 0.0024 | 0.4872 | 0.7308 | 0.9744 10| 120.97
0.0099 | 23.533 | 0.0025 | 1.1147 | 0.7432 | 0.9909 9 | 394.62
0.011 | 8.8476 | 0.002 | 3.3178 | 0.6636 |0.8848 4 | 79.95
(.0393 | 1.5707 | 0.0079 | 0.0785 | 0.6283 | 0.8537 11| 1478.0

~I A La] B W] N
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Tabla 4.10 Vector de errores para cada una de las tormentas analizadas (comportamiento

lineal)
Tormenta ERRORES

1 5 0.17 0.04 | 0.025 | 0.0005 | 0.03 0.04
2 5 0.15 | 0.003 | 0.03 | 0.0008 [ 0.03 0.04
3 5 0.33 0.005 | 0.008 | 0.002 | 0.03 0.04
4 5 0.33 0.005 | 0.09 | 0.001 0.03 0.04
5 5 0.70 0.04 0.05 | 0.001 0.03 0.04
6 5 028 | 0.005 | 0.08 | 0.005 | 0.03 0.04
7 5 030 | 0.005 | 0.10 | 0.001 0.03 0.04

Tabla 4.11 Pardmetros, retrasos y errores cuadriticos de las tormentas analizadas con una

matriz de errores para cada tormenta (comportamiento no lineal),

Tormenta a0 ai be b1 c 2
1 0.0121 | 2.062 | 0.0024 | 0.226 0.728 0.971 6 | 31.21
0.0023 | 1.851 | 0.0023 | 0.9255 | 0.6941 | 0.9255 51 71.88

ral rb €
5
5
0.015 | 3.7381 | 0.0199 | 0.1495 | 0.7476 | 0.9968 | 5 | 5 | 2937.8
9
9
4
5

0.0122 | 7.0643 | 0.0024 | 0.4872 | 0.7308 | 0.9744 10| 120.97
0.0099 | 23.533 | 0.0025 | 1.1147 | 0.7432 | 0.9909 9 | 394.62
0.011 | 8.8476 | 0.002 | 3.3178 | 0.6636 [0.8848 4 | 79.95
0.0393 | 1.5707 | 0.0079 | 0.0785 | 0.6283 | 0.8537 11| 1478.0

~1l N Lh] B W] N
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Tabla 4.11 Vector de errores para cada una de las tormentas analizadas (comportamiento no

lineal)
Tormenta ERRORES

1 5 0.0005 | 0.085 | 0.0001 | 0.0093 | 0.03 0.04
2 5 0.0001 | 0.08 | 0.0001 | 0.04 0.03 0.04
3 5 0.0006 | 0.15 | 0.0008 | 0.006 | 0.03 0.04
4 5 0.0005 | 0.29 | 0.0001 | 0.02 0.03 0.04
5 5 0.0004 | 095 | 0.0001 | 0.045 | 0.03 0.04
6 5 0.0005 | 0.40 [ 0.0001 | 0.15 0.03 0.04
7 5 0.005 | 0.20 { 0.001 0.01 . 0.10 0.14

Al analizar los resultados presentados tanto en las tablas (4.4 a 4.11) como en las figuras
(4.23 a 4.25), se observa que alin cuando el modelo con pardmetros lineales funciona
adecuadamente bien, el que funcione de la misma manera, y en algunos casos mejor, para
parametros no lineales indica que el comportamiento de la cuenca es basicamente no

lineal, ya que el modelo considera la no linealidad de ésta.

Finalmente es necesario aclarar que para aplicar este método es necesario que las

funciones no lineales de interés sean diferenciables, de lo contrario este procedimiento no

es aplicable.
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—————— Ktk + 1k =[Qk a a bo bi ¢t ¢

Q(k) = 0.05
R(k) = 0.10

!

v

Ny, My, No

!

Yk +1 k)= Nfuk), K)Zk | )NF[uck), k] + MAQUOMS

.

Kk +1) = T(k +1| N[R(k+1) + NoZ(k + 1 kNG

!

Rk+1k + 1) = K(k+11k) + Kk + D[ZKk+1) - HEK) X (k+1]5)

v

Qa(k) = [a0 + a1A(k ~ ra)]P(k - ra) + c:Qu(k-1) + es(k)

Qu(k) = [bo + biA(k - rb)]P(k - 1b) + c2Qu(k-1) + en(k)

v

Z(k+1|k+1) = [I- K(k+ 1)Nc)Z(k+1|k) [I- K(k+ 1)Nc]" +

K (k+ DR(k+ DK (k+1)

!

Yklk) = Tk+1k+1)

Xkloy= Rtk + 1k + 1)

Fig. 4.22 Diagrama de flujo del algoritmo de iteracién del filtro Kalman extendido
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Hidrograma de escurrimientos (1a tormenta); método de fRitrado Kalman no lineal

Gasto, ma/s

Gasto, md/s

Gasto, md/s

Fig. 4.23a Hidrograma de escurrimientos estimados: base, directo y total
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Fig. 4.23b Hidrograma de escurrimientos estimados: base, directo y total
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Hidrograma de escurrimiento (1a tormenta): método de filtro Kalman extendido
140
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Fig. 4.24a Hidrograma de escurrimientos estimados: base, directo y total
con una matriz de errores para cada tormenta (comportamineto lineal)
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Gaslo, mds

Gasto, m¥s

Gastlo, mdfs

Hidrograma de escurrimiento (4a tormenta): método de filtro Kalman extendido
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Fig. 4.24b Hidrograma de escurrimientos estimados: base, directo y total con
una matriz de errores para cada tormenta (comportamiento lineal).
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Gasto, mi/s

Gasio; m¥s

Gasto, m3s

Hidrograma de escurrimiento {1a tormenta): método de filtro Kalman extendido
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Fig. 5.25a Hidrograma de escurrimientos estimados: base, directo y total
con una sola matriz de errores para todas las tormentas.
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Hidrograma de escurrimiento (4a tormenta): métode de filtra Kalman extendido
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Fig. 5.25b Hidrograma de escurrimientos estimados: base, directo y total con
una sola matriz de errores para todas las tormentas.
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5 CONCLUSIONES

Los modelos lluvia-escurrimiento han sido de gran utilidad en el disefio de obras de
aprovechamiento o de proteccién, ya que muchas veces el disefiador no tiene informacién
histérica de los escurrimientos por lo que tiene que inferirlos a partir de los datos de
precipitacion. También se emplean para los casos de prediccién de avenidas a tiempo real, en los
que importa no sOlo conocer la magnitud de la avenida que puede ocurrir sino también el
momente que se presentard con el proposito de controlar la avenida o para tomar medidas de

alerta, evacuacion, etc.

Aunque el comportamiento de las cuencas en la naturaleza no es lineal, generalmente los modelos
lluvia-escurrimiento la suponen como un sistema lineal e invariante en el tiempo. Debido a que
algunas operan con mayor grado de linealidad que otras, se presenté aqui una comparacion entre

los modelos lineales y no lineales para conocer su respuesta en cada caso.

Para el caso de los modelos lineales aqui presentados (hidrograma unitario determinado por

minimos cuadrados y filtro Kaman), los resultados obtenidos son muy similares (ver Figs. 4.19 y
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4.20), por lo que el método a emplearse serd eleccién del modelador, pues en este caso €s

indistinto el emplear tanto uno como otro.

Del anilisis hecho con el método del filtro Kalman extendido se obtuvieron dos tipos de
respuestas; una con comportamiento lineal y la otra con comportamiento no lineal; la diferencia
entre ellas, aunque no fue relevante, indica el comportamiento no lineal de la cuenca debido a la
consideracién de sus caracteristicas no lineales en el modelo lluvia-escurrimiento. Al comparar la
respuesta de los modelos lineales con las obtenidas con el modelo no lineal, se observa que aun

cuando la estimacién de los primeros son mejores, la del modelo no lineal es bastante aceptable.

Una ventaja que tiene el modelo no lineal sobre el lineal es que en el primero se utilizan lluvias y
escurrimientos totales, por lo que no se requiere obtener la lluvia efectiva ni hacer la separacion
del escurrimiento base y directo, los cuales son necesarios para aplicar el modelo lineal, ésto
permite una mayor facilidad en el anilisis a tiempo real ya que no es necesaria ni la
determinacién de la precipitacion efectiva ni la separacion de los escurrimientos para aplicar el

modelo.

Una de las aspiraciones de los hidrélogos es crear modelos que representen la realidad, la no
linealidad de las cuencas es una de sus caracteristicas principales. El modelo lluvia-escurrimiento
no lineal de parametros concentrados aqui presentado (Filiro Kalman Extendido) es una de las
primeras tentativas de tratar las cuencas con sus caracteristicas no lineales (tal como ocurre en la
realidad) y es muy susceptible a ser mejorado. Algunas de las dificultades que puedan llegar a
presentarse al estimar los pardmetros y los errores en el modelo no lineal pueden salvarse con la

experiencia, consecuentemente ésto hara més sencillo su manejo.
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APENDICE



1. Comprobacién del lemma de la matriz inversa.

El lemma de la matriz inversa puede establecerse como sigue:

Si las matrices Z, w, H y R satisfacen la ecuacién

'=y"'+H'R'H (1)

donde X, y, Z y (HyH'™ + R) también existen. Esto requiere que y ', T' y R? sean

no singulares (determinante # 0) y H sea de rango maximo.




Entonces X esta dada por

L=y -yH'(HyH"+R)'Hy 2

Comprobando el lemma de la matriz inversa mediante el manejc de las expresiones

anteriores, donde la ec. (2) se obtuvo directamente de la ec. (1):

multiplicando la ec. (1) previamente por £ nos da

I=Zy'+IHR'H 3)

multiplicando posteriormente la ec. (3) por vy resulta:

y =X+ IH'R'Hy @)

multiplicando luego la ec. (4) por H" obtenemos

wH™ = SH" + TH'R 'HyH"

= ZH'R'(R + HyH") (5)

multiplicamos la ec. (5) por (R + HyH")"' para obtener

SH'R"' = yH(HyH" + R)" (6)

multiplicando esta expresién por Hy vemos que




ZH'R'Hy = yH (HyH" + Ry 'Hy (7)

restindole a y laec. (7) resulta

y - ZH'R'Hy = y - yH (HyH" + R)y'Hy (8)

sustituyendo la ec. (4) en la ec. (8):

(Z+ZH'R'Hy ) - TH'R'Hy = y - yH(HyH" + R)"'Hy

finalmente se obtiene:

L=y -yH(HyH + R)'Hy )

La ecuacién (9) es idéntica a la ec. (2) que requeriamos, por lo tanto, hemos

comprobado el lemma deseado.




