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Introduccion

Cuando uno se refiere a los origenes y al desarrollo de la geometria hiperbélica
y le tiene cierto gusto, encuentra vélida la idea de que “La geometria hiperbé-
lica es la Cenicienta de la historia de las matematicas. Rechazada y escondida
mientras sus dos hermanas, la geometria esférica y la euclidiana, acaparaban
el centro de atencién, la geometria hiperbdlica fue eventualmente rescatada
y emergié para opacar a ambas” [St96]. Ciertamente, en sus inicios esta geo-
metria vino a desmentir la universalidad de! concepto de espacio euclidiano,
quienes la descubrieron fueron Gauss, Lobachevsky y Bolyai, los cuales lle-
garon casi a las mismas ideas de manera independiente. El primero en publi-
car acerca de ésta fue Lobachevsky en 1829, aunque en 1816 Gauss ya habia
pensado en la existencia de un nuevo sistema geométrico tan vilido como la
geometria euclidiana. Bolyai desarrollé una geometria que era independiente
del V postulado de Euclides mientras que Lobachevsky se dedicd a trabajar
con una nueva geometria en la que podia haber dos paralelas a una linea en
un punto. A pesar de todo el trabajo de Lobachevsky y Bolyai, la geometria
hiperbélica no tuve gran reconocimiento y no fue hasta 1868 en que Euge-
nio Beltrami da una interpretacion concreta y una base sélida y 1égica a los
trabajos anteriores, mostrando que ésta era parte de la geometria diferencial
clasica. Beltrami interpreta a las lineas rectas como geodésicas en una su-
perficie de curvatura constante negativa (una “syperficie pseudoesférica’},
aunque se le criticé el que en ésta sdlo se modelara una parte del plano
hiperbélico; proporciona ademds un modelo més general, similar al de Li-
ouville, que es un modelo abstracto de una superficie simplemente conexa
de curvatura negativa constante y que surge de transformar las coordenadas
sobre la pseudoesfera. Posteriormente Klein da interpretaciones en la geo-
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2 1. INTRODUCCION

metria proyectiva en 1871 y con Poincaré en 1882 la geometria hiperbdlica
toma un nuevo giro pues, a diferencia del enfoque geométrico dado por Klein
y Beltrami, éste le da miltiples aplicaciones al anilisis complejo, a las ecua-
ciones diferenciales, a la teorfa de nimeros y a la topologia de dimensidn
baja, descubriendo que la geometria hiperbélica ya estaba presente en las
matema4ticas, la hace familiar y potencialmente itil. Poincaré también rein-
troduce el modelo del semiplano superior de Liouville-Beltrami e identifica al
grupo PSL(2,R) con el grupo de isometrias que preservan la orientacién en
el plano hiperbdlico. Proporciona bases para el estudio de los automorfismos
y enfatiza la importancia de encontrar subgrupos discretos de las isometrias
hiperbdlicas. De hecho, él es el primero en definir formalmente un grupo dis-
continuo y un grupo Fuchsiano; é} investigé los grupos discretos de isometrias _
del plano hiperbélico (#) guiado por su trabajo en ecuaciones diferenciales
de funciones de variable compleja. El presente trabajo estd basado en el
articulo de Svetlana Katok:“Coding of Closed Geodesics after Gauss and
Morse” [Ka96), trabajo motivado por la dindmica compleja pues se involucra
con teorfa ergédica y la dindmica simbélica para un flujo geodésico. Aunque
aqui no hablaremos de dindmica, diremos que juega un papel importante
en ésta el representar y determinar a las geodésicas mediante sucesiones de
generadores de un grupo que actia en el espacio ambiente, 0 de una manera
mds simple, mediante sucesiones de enteros. Esta es la idea de la codificacién
de geodésicas, que en este caso se encontrardn en el semiplano hiperbélico
H.

Resta decir que en este trabajo se presupone que se tiene una idea muy
general acerca de , sobre todo con cémo son las geodésicas y cémo actian
las transformaciones de Moebius en . Los principales resultados que se
usan acerca de esto se encuentran desarrollados en el apéndice.

1.1 El caso euclidiano

Comenzaremos dando un ejemplo para hacernos una idea mi4s familiar del
trabajo que desarrollaremos, esta vez el caso mds sencillo de espacio am-
biente es el (viejo conocido) plano euclidiano y los personajes centrales son,
obviamente, las rectas como geodésicas.

Consideremos pues una cuadricula en el plano. Llamemos a a los lados
verticales y & a los lados horizontales que conforman la cuadricula (podemos
suponer que cada lado mide la unidad). Consideremos ahora una recta L en
el plano. Partiendo de un punto cualquiera, al recorrer L en un sentido nos
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encontraremos con los lados a y b, formaremos una sucesién de letras a y &
de la siguiente manera: si después del punto del que se parte, se encuentra la
linea con un lado de un cuadrado, digamos horizontal, escribiremos una letra
b (si es vertical escribiremos una letra a), la linea entrard a ese cuadrado, lo
cruzaré y en seguida entraré a otro cuadrado por algun lado, éste podra. ser
vertical u horizontal; si es vertical escribiremos una letra a si es horizontal
una b, y asi sucesivamente, esto nos dara una coleccién de letrasa y b. Si L
pasa por un vértice se contard indistintamente como ab o be, pero siempre
el mismo en todos los casos.(Véase Fig.1.1}

VA
a

Figura 1.1: Los lados a y b

A dicha sucesién le llamaremos sucesidn de corte. Notemos que tal
sucesién depende del punto del que partimos en L, aunque veremos a con-
tinuacién que esto no es relevante para nuestro propadsito.

Denotaremos a la pendiente de L como X y a su dngulo de inclinacién
con respecto a una linea horizontal como 6. Notemos que si o es la distancia
medida sobre L entre dos letras b consecutivas y § la correspondiente entre
dos letras a en la sucesién, tendremos cosé = 1/8 y senf = 1/a y entonces
A= fla

Si A > 1, notemos lo siguiente:

(i) No aparecen dos letras e consecutivamente (pues si asi fuese
a > f8 1o cual contradice que A > 1.)
(i) Entre dos @’s hay [A} o [A] + 1 letras b.

La afirmacién (ii) es clara para el caso en que L tiene pendiente entera
y parte de un vértice (ver figura 1.2). Supongamos ahora que L parte de un
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vértice, el cual podemos pensar que es el origen, y que L no necesariamente
tiene pendiente entera; partiendo del origen se tiene que L est4 dentro de la
regién acotada por las rectas Ly con pendiente [A] y L, con pendiente [A]+1.
Como Ly y Ly pasan exactamente por [A} y [A] + 1 letras b antes de llegar a
una a, la recta L se ve obligada a hacer lo mismo.

A

L J

Figura 1.2: L se encuentra entre Ly y L,

El hecho de que L pase por una letra b se puede ver analiticamente como
contar el ndmero de veces en que y toma valores enteros para la ecuacién de
L:y=mz,donde 0 <z < 1.

El resto de los casos se reduce a ver lo que sucede con los cortes de L en
la cuadricula cuvando la recorremos para que pase por el punto {0,), donde
0 <t < 1. Entonces, para una ¢ fija tenemos que contar cudntas veces toma
valores enteros la variable y en la ecuacién y = m(z — t), donde m > 1
{fig.1.3). De hecho, y toma valores enteros negativos tantas veces como [mt],
ademds y se anula y también toma valores enteros positivos, tantos como
[m(1 — t)]. Por lo que si r es el nimero de veces en que y toma valores
enteros, se tiene que r = [mt] + 1 + [m — mi}.

Ademds, como m,mt > 0 y m > mt se tiene que

] — mat] — 1 < [ — mi} < [m} — fm]

por lo tanto
m]<r <[m]+1.

Si ahora 0 < {A] < 1 se cambian los papeles entre a y b, y en (ii) se
cambia 1/X por A.
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Y

Figura 1.3: L trasladada al punto (0,1)

En adelante pensaremos que L esta “dirigida” en el primer cuadrante,
esto es, que si parte de un vértice, estd entrando a un cuadrado por el extremo
inferior izquierdo; y si L esta “dirigida” en otro cuadrante se cambian las a’s
o b's por a=! y b~! segiin el cuadrante. Es por esto que basta saber cémo
se comportan las sucesiones de corte cuando A > 1 para saber lo que sucede
cuando A < 1.

Ahora daremos algunas definiciones para trabajar mas comodamente.

Definicién 1.1.1

1. Llamaremos a una sucesion de a’s y b’s que cumplen con los incisos
(i) y (ii) casi constante y a la parte entera de A (o de 1/Asid<l)la
denotaremos como su valor.

2. Dada una sucesidén casi constante con valor n, si hacemos a; = ab™ y
b, = b, a la sucesidn que se obtiene de la original en términos de a; y by se
le llama sucesién derivada.

3. A una sucesion que se pueda derivar cuantas veces se gquiera la lla-
maremos sucesion caracteristica.

Las sucesiones de corte correspondientes a rectas resultan ser carac-
teristicas. Si L es una recta con pendiente ), notemos que si A es racional, la
sucesién de corte es periddica y las sucesiones derivadas también, de hecho
llegara un momento en que, para alguna k € N, la k—ésima sucesion derivada
sea una sucesién constante (de letras b o de letras a) con lo que termi-
nariamos el procedimiento. Si n; son los valores de las sucesiones derivadas,
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i=1,2,...,k, entonces la expresién en fraccién continua para X es

1
’\=(nﬁ:nlr"'yn’k—link)=n0+ 1

n + i
ny+ ...

1
Ng_1+ —
s

Si A es irracional, la sucesién de corte no sera periédica, con lo cual siem-
pre podremos obtener valores positivos de las sucesiones derivadas (esto es,
ninguna sucesion derivada serd constante) y nos aproximarernos a A a medida
que k -+ oo. Esta observacién coincide con el resultado de fracciones con-
tinuas en el cual un nimero es racional si su desarrollo en fraccién continua
es finito y es irracional si éste es infinito. La justificacién es la siguiente:
Consideremos una sucesi6n de corte casi constante y a su primera sucesién
derivada, con valor ng. Esta se puede ver en el plano asociando a a con el
vector (1,0) y a b con el (0,1), el sustituir a por ab™ en la sucesién original
significa cambiar (1,0) por (1,ng), esto es, la sucesién derivada representa
el aplicar al plano la transformacién lineal:

G 0)6)-(ai) o

Asi ¢ transforma la cuadricula de a's y b’s en otra rejilla y L es transformada
en otra recta, L, con pendiente ng + A.

Como ¢~'(L) tiene pendiente A — ng < 1 (pues ng = [A]), para volver a
calcular el valor de la sucesién derivada es necesario cambiar los papeles de
a y de b, que es lo mismo que si reflejaramos el sistema coordenado por
la recta y = z, y entonces estamos considerando una recta con pendiente
A1 = 1/(A —np), dando un valor n; = [A;]. Podemos repetir los mismos
argumentos para llegar a que en la k-ésima sucesién derivada obtenemos
una nueva pendiente Ax y un valor n; dado por

1

A= ———
Ak—1 — Mgy

Y me=[M]

asi que A se puede dar en términos de los valores de las sucesiones derivadas
y de las pendientes Ax:
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A=ng+ 1 {1.2)
ng + 1
g + ...
Ng—1 + +—
k-1 3
De la unicidad de la expresién en fraccién continua para un nimero
tenemos que A = (ng,n1,...,Mk_1, Ak}- Asi, cuando ny es cero terminamos el

procedimiento y recuperamos a A, de otra manera siempre podremos obtener
Ar > 0 y aproximarnos a A tanto como lo queramos.

Para tener una visién més clara de esto pensemos en una recta cuya
sucesién de corte es (fig.1.4):

...abbabbbabbbabbabbbabbbabbabbbabbbabbbabbabbbabbbabbabbb
abbbabbabbbabbbabbba...

En donde las letras negritas denotan el periodo de esta sucesion

Notemos que entre las letras a aparecen 2 o 3 letras b, esto significa que
el valor de la primera sucesién derivada es ng = 2. Asi la primera sustitucién
que se hard es simplemente cambiar a por ab?, obteniendo la sucesién:

...a’baba’baba’bababa’baba’baba®bababa...

Ahora n; = 1 y entonces cambiaremos b en lugar de ab, obtenemos a la
sucesién derivada:

...ab*ab?ab3abZab’ab®a...

Aqui ny = 2, cambiamos a por ab® y la sucesi6n correspondiente es
a’ba®h.

Y finalmente ng = 3, la sustituimos b en lugar de &*b con lo que nos queda
la sucesién constante: b,
La pendiente de la recta, dada en fraccién continua es:

127



INTRODUCCION

1

bAia

N7
i.hh

%
b/
b/a

bfa!

YO

hia

r

AR

, Infa

b

A

i by
bA2

Figura 1.4: La sucesién de corte de la recta
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1.2 El caso hiperbdlico

Observemos que en el ejemplo anterior partimos de una teselacién para el
plano euclidiano, la cual se puede dar como las imagenes del cuadrade con
vértices en (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1) bajo el grupo de transformaciones
generado por (x,y) = (z+1,¥) ¥ (£,y) = (z,y+1). También caracterizamos
a las lineas (salvo traslaciones) del plano euclidiano. En este caso el espacio
ambiente ser el plano hiperbélico H, y el equivalente a la cuadricula del
ejemplo anterior serd ahora una triangulacién de H, ésta es la teselacidn
dada por la region fundamental

R={2€H0< Re(z) <1y|z~1/2|>1/2}

bajo el subgrupo libre I' de PSL(2,Z) generado por las transformaciones
5(z) = —1/z y W(z) = 2—1/z. Esto es, R es un triingulo hiperbélico y las
imigenes de R bajo cada uno de los elementos de I' también son triangulos
hiperbélicos que llenardn a todo H y éstos sdlo tendran en comiun vértices o
lados. Notemos que los vértices de R se encuentran en la frontera de H, por
lo que todos los tridngulos de la teselacién tendrdn sus vértices en R U {c0}.
Observemos también que W 8(z) = z + 2, por lo que basta saber qué es lo
que hace la teselacién en una banda que mida 2 sobre el eje real para saber
qué es lo que hace en el resto de H. La manera en que R tesela se ilustra en
la figura 1.5.

SR} W(R) WS(R)

SW(R) W(R) WSIW (R)
SWER) W Fan v \ Ll (Y B %Y
Wy, 13 o o, , 3 g, 5B ; M gy 83

Figura 1.5: La teselacién que induce R bajo r

Al igual que como los lados de los cuadrados en el ejemplo euclidiano
tenia asociada una letra a o b, para R cada uno de sus lados tiene asociada
una letra que se relaciona con S y W. La asignacion de las letras es la
siguiente: La H-linea (o linea hiperbélica) z = 0 tiene asignada la letra S,
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la H-linea que une a 0 y 1 tiene asignada la letra W y aquella dada por la
ecuacién z = 1 tiene asociada la letra W. La asignacién de las letras proviene
de que la transformacién S mapea a z = 0 en ella misma pero invirtiendo
la orientacién, basta con ver que S(0) = o y S{oo) = 0 y recordar que
PSL(2,R) manda H-lineas en H-lineas. Ademas notemos que S~! = §. Por
otro lado la #-linea que va de 0 a 1 se transforma bajo W en x = 1 y entonces
la #H-linea x = 1 se transforma en la que va de 0 a 1 mediante W1, la cual
representamos como W.

Una vez que han sido etiquetados los lados de R obtenemos etiquetas
para el resto de los tridngulos de H viendo, para cada uno de estos de qué
lado de R provienen (bajo I'} vy asignindole la etiqueta correspondiente a ese
lado. Como dos tridngulos adyacentes comparten un lado, cada lado tendrd
asignadas dos letras que pueden ser diferentes (de hecho corresponderin a
W y W). Las letras asignadas quedan como en figura 1.6.

S(R} R WR)

Figura 1.6: Los lados W, W y S

Desafortunadamente las transformaciones de PSL(2,Z) no respetan las
etiquetas que hemos asignado, basta ver {fig.1.6) que la traslacién T(z) =
z+ 1 manda R en W(R) pero la etiqueta de S la cambia a W. Es por esto
que todavia hay que hacer una conversién de etiquetas que cumplan con ser
invariantes bajo PSL(2,Z).

Pensemos en una geodésica orientada que una a dos elementos del eje
real. Partiendo de un punto cualquiera en la geodésica y considerando las
etiquetas dadas por S, W y W obtenemos una sucesién de corte de manera
similar al caso euclidiano. Cuando recorremos la geodésica entraremos a uno
de los tridngulos de la teselacién por un lado, que tiene asignada una letra
S, W o W, cruzaremos dicho tridngulo y saldremos de éste para entrar a
otro tridngulo por uno de sus lados con una letra asignada. Cuando escribi-
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mos las letras correspondientes a los lados obtenemos una sucesién de corte
como en el caso euclidiano. El hecho de que los lados de los triangulos de la
teselacion tenga dos letras asignadas nos permite distinguir el sentido en el
que estamos cruzando al tridngulo, por ejemplo, si cruzamos un tridngulo T3
entrando por un lado etiquetado con la letra W e inmediatamente entramos
al tridngulo T, por un lado que tiene asignado a S, en la sucesién tendremos
WS y si recorremos la geodésica en el sentido opuesto y entramos primero
a Ty y luego a T} los lados por los que entramos estin etiquetados con las
letras S = S~' y W, por lo que en la sucesién de corte aparecera SW, el
cual corresponde al inverso de W S,

Las nuevas etiquetas invariantes bajo PSL{2,Z) se harin de acuerdo a
cémo vaya cruzando la geodésica a cada tridngulo hiperbédlico de la trian-
gulacién dada por R. Cuando la geodésica orientada cruza un tridngulo
hiperbdlico lo corta dejando de un lado un vértice y los otros dos vértices
del otro lado; no tenemos el problema de que la geodésica pase por un vértice
en H puesto que los vértices de los tridngulos se encuentran en R U {o0}. Si
el vértice que es aislado por la geodésica queda a la izquierda de ésta, de
acuerdo con la direccidén de su recorrido, se escribird una L y si el vértice
queda a la izquierda se escribird una H. Estas son las etiquetas que iremos
recuperando en una sucesion de la misma manera en que hemos obtenido las
sucesiones de corte.

Para ver que las transformaciones de PSL(2,Z) dejan invariantes las
etiquetas L y H, basta con ver que la transformacién T'(z) = z + 1 deja
invariantes a estas etiqueta porque S y T generan a PSL(2,Z) (A.4.19) y
ademds S € I'. De hecho se tiene que las transformaciones S, W y M(z) =
—1/(z—1) generan a PSL{2,Z), esto es claro cuando observamos que WM =
T. La transformacién M es eliptica de orden 3 (esto es M? = I), conjugada
a una rotacién de 27 /3 alrededor del punto fijo 1 + (v/3/2)i (§A.1).

De hecho, si R; es el cuadrildtero hiperbdlico contenido en R y con
vértices en oo, 1, 1/24+(v/3/2)i y 144; Ry el que tiene vérticesen i, 0, 1/2+4/2
y 1/2+4 (v/3/2)i; y Rz aquél cuyos vértices son 1/2+14/2, 1/2+ (V3/2)i, 1 y
1+ 1; entonces M transforma las subregiones R; en R y Rz en B3 (fig.1.7).
Para ver esto basta con saber que M (1/2 +1/2) =141, M(i) =1/2 +i/2,
M{co) =0, M({1 +1) =1, M(0) =1y M(1) = oo y entonces los lados de
los cuadrildteros y por ende éstos, son mapeados de esta manera. Visto de
otra forma, M mueve cada vértice de R “rotindolo” al siguiente vértice (de
R) que queda a su izquierda. Como W deja invariantes las etiquetas S,W y

W, entonces T tendrd el mismo efecto que M en éstas. En la figura 1.8 se
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0 12 1
Figura 1.7: M “rota” R; en Rs y Ro en Rj

ven los posibles casos en que una geddesica corta a un tridngulo y ¢émo el
“rotar” los vértices no altera las etiquetas L y H.

o W W W sW
W L W ws ws

Figura 1.8: Casos en que una geodésica corta a un tridngulo y las sucesiones
asociadas a cada uno.

Hay una manera de traducir sucesiones de corte con las letras S y W
a sucesiones con letras L y H, ésta surge de considerar los casos en que la
geodésica corta a un tridngulo, en la figura 1.8, aparece la sucesién de letras
-que le corresponde a cada ¢ruce al final de la flecha y con letras mis oscuras.
Entonces la conversién de letras es como sigue: pondremos una L por cada
pareja del tipo SW, WW o WS que haya en la sucesién y pondremos una
H por cada pareja SW, WW o WS de la sucesién. Entonces las nuevas
sucesiones de corte que tendremos serdn también sucesiones dobles (una por
cada punto extremo) de la forma

W il - S ALY Ll AL

donde mj,n, € N.
Puesto que las letras . y H son invariantes bajo PSL(2,Z), entonces
dos geodésicas -y, y y2 que son equivalentes bajo PSL(2,Z) (esto es, existe
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P € PSL(2,Z) tal que P(v;) = 72) tienen la misma sucesién de corte. La
afirmacién reciproca también es cierta pues si ahora vy, y 72 tienen la misma
sucesion de corte, podemos trasladar a ambas mediante alguna transfor-
macién en PSL(2,Z) de tal manera que las dos crucen el eje imaginario en
puntos donde coincidan las sucesiones de corte, al ir recorriendo a v; y 12
y de acuerdo a la sucesién de corte, ambas tienen que entrar a los mismos
tridgngulos después de salir del eje imaginario y entonces su punto extremo
limite ser4 el mismo. Haciendo el mismo procedimiento para €l otro extremo
(en el sentido contrario) se tiene que los puntos extremos de -y; y -y son los
mismos, por lo que y; = ya.

Podemos, entonces, limitarnos a pensar sélo en geddesicas que unen un
punto del eje imaginario con algin real positivo, pues todos los casos de
sucesiones de corte se pueden llevar a uno como éste mediante un elemento de
PSL(2,Z). Por cierto, por continuvidad a las rectas verticales les corresponden
dos sucesiones L™= y R,

En este ejemplo hiperbélico las fracciones continuas también tienen su
papel protagdnico. Pensemos entonces en que § € R* es el extremo al que
llega una geodésica v y que parte de cualquier punto en el eje imaginario.
Si la sucesidn de corte de ¥ es de la forma

LmH™ML™

donde n; € N y ng puede ser cero (este es el caso cuando 8 < 1), entonces la
expresion en fraccién continua para & es

8 = (ng,n1,n9,...}.

La justificacién es la siguiente: Si -y parte del eje imaginario, tiene
que cruzar ng rectas verticales antes de descender y cruzar alguno de los
semicirculos euclidianos con extremos enteros, esto es, ng = [0, (ver figura
1.9). Llamemos D al punto en que se intersectan -y y la linea = no, esto
es, D = ng +ti, con t > 0. Mediante la transformacion 1,(z) = —1/(z — no),
D se transforma en D' = ift, y 8 se transforma en —1/{8 — np) < 0, asi que
v se transforma en ', una geodésica orientada en sentido opuesto a 7y pues
une al punto D’ en gje imaginario con un real negativo. Como ) preserva
la sucesién de corte, el elemento H™ indica que 4 cortard ahora n; rec-
tas verticales antes de descender para cruzar otro semicirculo con extremos
enteros, esto significa que n; = [1/(8 — ng)}, esto es

nl+r=9 donde 0 < r < 1,

—ng
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por lo cual
B=mng+ .
m+r
Llamemos ahora D; al punto donde +' cruza —n;, entonces Dy = —n; + £11
(t; > 0). Si ahora aplicamos a o la transformacién mo(z) = —1/(z + n;)

tenemos que 72{D;) = i/t; y también

-1 ~1 1
7 )= — I ==->1
=no’ Tt T

7a(

por lo que 7 es transformada en otra geodésica que estd en un caso similar
a aquél con el que comenzamos, podemos repetir este procedimiento y llegar
entonces a que

por lo tanto, 8 = (ng, 71, na,... ..

RT: BT . n o | M oy W r W

Figura 1.9: La sucesién de corte de -y y de 71 {~y)
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1.3 Estructura del trabajo

Cémo hemos visto, las fracciones continuas pueden relacionarse con el com-
portamiento de las geodésicas en H (las cuales estin asociadas con algunos
elementos de PSL(2,R)); en nuestro caso no trabajaremos con las fracciones
continuas usuales, sino con aquéllas que llamaremos fracciones continuas con
«” aunque éstas tienen algunas propiedades similares a las de las fracciones
continuas usuales, la diferencia entre ambas es la manera en que se aproximan
a cada real, mientras que con las fracciones continuas usuales las aproxima-
ciones con indices pares son crecientes y aquéllas con indices impares son
decrecientes, en las fracciones continuas con “-” todas las aproximaciones
son decrecientes. Este hecho nos ayudard para saber cdmo cortardn las
geodésicas a los lados de los poligonos hiperbolicos que teselardn a #. De-
bido al comportamiento de las fracciones continuas con “-”, no todas las
propiedades que tienen se derivan de la teoria de las fracciones continuas
usuales, es por esto que el siguiente capitulo lo dedicamos a desarrollar las
propiedades de las fracciones contimias con “-”que nos servirdn para la co-
dificacién de geodésicas.

Las geodésicas de H guardan una relacién con PSL(2,R) porque cada ele-
mento hiperbélico de este grupo tiene dos puntos fijos reales y la geodésica
que los une es invariante bajo la transformacién asociada a cada elemento.
De la misma manera que en el ejemplo del plano euclidiano consideramos
s6lo a clases de lineas (las que tienen la misma pendiente), invariantes bajo
traslaciones, y asi como en el caso hiperbélico consideramos a geodésicas
salvo transformaciones en PSL(2,Z), en este trabajo establecemos también
ciertas clases de elementos hiperbdlicos en PSL(2,Z} y esto inducird clases
en las geodésicas. Al algoritmo que usaremos para encontrar “buenas” repre-
sentantes de cada clase se le conoce como teoria de reduccién y a los “buenos”
representantes de cada clase se les conoce como elementos reducidos. En el
capitulo 3 veremos los resultados necesarios para la teoria de reduccidn, en
la cual el principal resultado es el teorema 3.2.10 y diremos también como se
harén dos tipos de codificaciones de geodésicas, la aritmética y la geométrica,
asociadas a elementos reducidos de PSL{2,Z).

En el capitulo 4 se establecen y se prueban dos teoremas, que son el obje-
tivo de este trabajo. El primero relaciona la orientacion de una geodésica con
cémo son los elementos reducidos y con el hecho de que el cédigo aritmético
y el codige geométrico de la geodésica coincidan. En el segundo teorema se
establecen condiciones necesarias y suficientes en el c6digo aritmético de una
geodésica para que coincida con el codigo geométrico correspondiente.
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Finalmente en el apéndice, como ya se habia mencionado, damos un
repaso general de los conceptos y propiedades del espacio hiperbdlico, de
la geometria hiperbélica y de c6mo actiia PSL(2,Z) en H. Se prueban los
principales resultados a este respecto y también encontramos la regién fun-
damental que inducira la teselacién con la que trabajaremos en H, asociada a
PSL(2,Z). Proporcionamos también un algoritmo para expresar en términos
de sus generadores S y T a los elementos de PSL(2,Z).




2

Fracciones continuas con *“-”

En este capitulo veremos las definiciones y propiedades principales de las
fracciones continuas con “", caracterizamos a las fracciones periédicas y
veremos como es el desarrollo en fraccidn continua “-" para las raices de
polinomios cuadraticos con coeficientes enteros. En los ejemplos anteriores
hemos visto que las fracciones continuas guardan una estrecha relacién con
el grupo modular PSL(2,Z) y a través de ellas estableceremos una de las
codificaciones con la que se caracterizaran a las geodésicas en H.

2.1 Nociones y propiedades

Recordemos que una fraccién continua ordinaria o simplemente fraccién con-
tinua es una funcién de s + lvariables definida como:

1
[10,11, T2y xs] =z + 1

T +

1
Zg + ...

Ts—1+ —
Is

en la cual z; € R, paracadai=20,1,...,s.
En este trabajo denotaremos por (zg 1, ..., Z5} a la fraccién continua con
“." definida como sigue:

(mﬂ,xthl "'11:5) =TIy —

4 i
A

Tg—1 — —
Zs

17
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con r; € R, paracadai=0,1,..,s.

Y denotaremos como (ng,ny,ny,...,n;) en el caso en que n; € N para
t=0,1,..,s. Estaremos particularmente interesados en este titimo caso, y
en especial en aquellas fracciones en las que n; > 2. Esta condicidn extra nos
permitird obtener resultados de utilidad para nuestro trabajo.

Proposicién 2.1.1 Las fracciones continuas con “” tienen las sigutentes
propiedades:

1
(th21 -3 I_-;_l,-"is)
2 ) = (zoz,z -4
. L0,F1,L2;...3 L3171, T T, Ty, X2,y Ts—1 Ts
3. (2:0,-7:1: e Thky Tht1y-0ny —"«'s) = (3:0,371: oy T,y {xk-f-h ---:I.!))pa‘ra’ toda &

talque 1l <k <s.

1. (zo,Z1,Z2,...,Ts) = X9 —

Estas propiedades se derivan directamente de la definicién de fraccién
continua.
Por otro lado, si hacemos los célculos es ficil comprobar que:

oLy — 1
(J:U:‘Tl) =
x
1 IgTT2 ~ Tg — T
(z0,21,22) = To— g7 = prapem—

2

En general cada fraccién continua con “-” se puede expresar como un
cociente de polinomios en términos de las z;’s, como veremos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.1.2 Sean

Po = Zg, q0 = 11
P = Tor) — 1, qQ =1,
P2 = Zap1 — Zo, g2=Zaqh — 1,..

ps = -‘Esps-—l - p.’—?, q.! = .'l?_,q,_l —_ qs_2_
Entonces (zo,x1,Z2,..., L) = ;L:_

Demostracion. La prueba se hard por induccidn sobre el indice s.
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Para s = 0,1 ya lo verificamos. Supongamos ahora que se cumple para
s < k y lo probaremos para s = k,

1

(.’I:(],J.T],CCQ, "'1$k—11$k) = (370,31,272,--~=$k—| - I_k)
y por hipétesis de induccién
1
i DPr—2 (Ik—l - H) — Pk-3
(%,11,-’1«‘21---:11:—1 - ;’) = 1
k qk-2 (wk-1 - a) = gk-3

Tk (Pk~2Tk—1 — Pk—3) — Pk—2
Tk (Qr—2%Tk-1 — Qr—3) — Gk—2
TkPr—1 — Pk-2 __ Pk
TilQk—1 — Qk-2 TS

O

Una manera. interesante de obtener propiedades de las fracciones conti-
nuas es trabajando con matrices; esta nueva asignacién nos facilitard muchos
calculos. Comencemos notande que

zo -1 zy -1} [ zz—1l - ) [P~ —Po
10 1 0 1 -1 @ —q )

también

ToTi —1 —Zp zz -1 _ [ P P zz —1
Tt -1 1 0 qr —4qo 1 0

_ [ 21 —P0 —P1
Iz — 41 —q

Y por induccién tenemos que
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Pn-1 —DPn-2 In ~1 _ | TnPn-1 —Pn-2 —Pn1
On—-1 —gn-2 1 0 TnQn-1 ~Gn-2 —Qn_)
_ Pn —DPn
n —On-1
En resumen tenemos:
p —1 zn —1 - Pn —Pn-1 (2 1)
1 0 1 0 n —qn-1
Pn-1 —Pn-2 Tn -1 _ Pn —Pn-1 (2 2)
gn-1 —Qn-2 1 0 Gn  —Qn-1

Una de las ventajas que encontramos en usar estas matrices en lugar de
los polinomios, es que cada una de las matrices

r -1
1 0
tiene determinante uno, asi el determinante de la matriz de n factores
también es uno. En otras palabras:
Ps—1Gs — Pss—1 = 1 (2-3)

para toda s > 1.
Lo que nos lleva a la relacién:

_ -1
Ps  Ps-1_ . (2.4)
ds gs—1 9sQs-1

Proposicién 2.1.3 Si z; > 2 parai > 1, se tiene QUE Qr+1 > Gn-

Demostracidn. Probaremos por induccién algo un poco més fuerte:

n+1 > n+2_
gn n+1

Paran =1, como g = 2129 ~ 1 y q; = 7;:
g2 _ zirz—1 1 1 3
q1 I) T 2




2.1. NOCIONES Y PROPIEDADES 21

Supongamos que la relacién se cumple para indices menores que n. Para n
fenemos:

n+1 _ ZTntldn —Gn-1 _ n—1
= =Zn41 —
In n qn
9 n _n+ 2
n+l n+l
a
Observacién 2.1.4 En el caso de que z; > 2, para i > 1, las g; > 2.
Por otro lado
Psds—-2 — gspPs—2 = (xsps—l - ps-2) Qs—2 — (Isq.s—l - QS*Z)ps—Z
= T3 (Ps—l%—2 - Qs—lps—z) = —xs,
si pedimos que los z, sean > 2 tenemos que
PsGs—2 — 4sPs—2 = —z, < 0.
Y en consecuencia:
Ps o Ps2 (2.5)
Gs Gs—-2

Lo cual nos permite hacer comparaciones entre los cocientes pares o entre
los impares.

En lo sucesivo pensaremos a las fracciones continuas “” como cocientes
de enteros, denotados como n; {en lugar de z;), entonces trabajaremos con
fracciones continuas “” de la forma (ng, ny, na, ... 1 Tig), CON

n; € Z y pediremos ademds n; > 2, para i> 1. (2.6)
Proposicidén 2.1.5 Sin; > 2 para i > 1, entonces (ro,n1,...,ns) >ng — 1.

Demostracidn. Esto es equivalente a ver que (ny,ns,...,n;) > 1. Haremos la
prueba de esto iiltimo por induccién sobre el indice. Sabemos por hipétesis
que se cumple para £ = 1. Supondremos cierto para indices menores que k
y lo demostraremos para k:

1

=(n g Mg)) = — —m—— > 2 -1=1
(711,112., 1nk) ( 1,(1’12 k)) 1 (nz,---,nk)
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ya que por hipétesis de induccién

(no,...,ng) > 1.

Como una primera consecuencia de esto tenemos:

Proposicién 2.1.6 Si ny,my son dos naturales mayores o tguales que 1,
entonces (ng,ny, ..., Ng_1, 7k} 2 (no, N1,y ..y Ny, mk) iy s6lo siny > mg.

Demostracién. De nuevo probaremos esto por induccién sobre k.
1 1

(ro,m1) =ng— — > (no,m)) =ng — — <= n; >m.
ny my

Supongdmoslo cierto para k — 1 y vedmoslo para k, tenemos

1
(nﬂanh '--1nk—11nk) = (nﬂv Ny ey Mgy — _) )
n

para {ng,ny,...,k_1, M) tenemos una expresién similar, asi que, por hip6-
tesis de induccidn, Ia prueba se reduce a verificar que ng_; — 1 [re > ng_y —
1/my, pero es claro que, bajo las condiciones de la hipétesis, esto es cierto
si y sdlo si ng > my. O

Corolario 2.1.7 (ng,n1,...,ng) > (ng, N1, ..., Nk, Mgy 1) -

Demostrecion. Como
1

k1

)

(n01"‘ank:nk+l) = (nO:"‘ank"

¥y puesto que ng > ng — #H, tenemos por la proposicién anterior el resul-
tado. ]

Ademds de que los resultados 2.1.5 y 2.1.6 nos ayudan para encontrar el
limite de los cocientes pi/qx, también son iitiles para hacer comparaciones
directas de nimeros expresados como fraccién continua de la siguiente ma-
nera:

Corolario 2.1.8 Bajo las condiciones de (2.6) : ng > m, si y sdlo si
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(n0:n11 ey Thg 1, Mg, gy, -")nk) 2 (ﬂo, n1,-.9 g1, Mg, Mgt1, ...,ﬂ.k)

Demostracién. Por la proposicion 2.1.1 (1) podemos escribir cada fraccién

en la forma
1

(ﬂ{),ﬂ],.-.,ﬂ -1y — 7
U (nggny e, )
y comparar el iltimo término de éstas de acuerdo a la proposicién 2.1.6. O

Hemos visto que los cocientes px /gy son decrecientes a medida que k se
incrementa. Asi, {px/gx} es una sucesién decreciente y acotada por ng + 1.

Corolario 2.1.9 Ellimy_,q (ng,n1, ..., 1) = limg_, o0 -gf eriste.

De la misma manera que con las fracciones continuas usuales, llamaremos
a E2 el n-ésimo convergente.

Asi pues cualquier fraccién continua “-”, {ya sea finita o infinita) repre-
senta a un niimero real. Ahora, si partimos de un mimero real cualquiera ,
nos preguntamos si podemos encontrar una expresion en fraccién continua
" que lo represente, veremos que esto es cierto.

QObservacién 2.1.10 S: hacemos

ng=[z]+1, =xzp=r2,
1

ni—x;

ng = [:I.‘g'] +1 Tiyl =
Entonces £ = (np, 11, ..., gy - )-

La expresién en fraccién continua dada de esta manera es tnica (salvo
por un pequeo detalle) si pedimos que n; € Z y que para t = 1,2,...,
n; > 2. La dificultad aqui para la unicidad se presenta cuando en la “cola”
de la expresién obtenemos la constante 2, esto es, que a partir de alguna
Py = Tlpg] = Mpys = ... = 2.

Veamos un ejemplo sencillo que ilustra este problema:

Ejemplo 2.1.11 Six = 1, la expresidn en fraccidn continua “” que primero
se nos ocurre es (1), aunque siguiendo el algoritmo llegariamos e que 1 =
(2,2,....2,...).
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En efecto si consideramos la siguiente sucesién:

=(2,2)=2- — = g

ag—(222)-2—-1——2-%=%
a3—(2222)— ——12-= ——g—=§-

an = (2,2,..,2) =2 - =2- A =2

an_ n+1 n+1l
tenemos que limy, o0 an = 1.
En general se da la siguiente igualdad
(nﬂanls ey nk) = (HO?nls"'pnk +1,2, 2a ) (27)

El algoritmo dado en la observacién 2.1.10 nos proporciona la representacién
en fraccién continua de un nimero como en el lado derecho de la ecuacién
(2.7). Y es con la que trabajaremos en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.12 Siz € R, sec tiene que = es racional si y sdlo si a partir
de alguna s, n; = 2, para tods i > s.

Demostracién. El regreso es f4cil si usamos la proposicién 2.1.1

(ﬂo, L PR £ 1N 2, 2, ) = (ng, L PR (2, 2, ))

= (nO:nla ey Mgy 1) = (nﬂ,ﬂl,.--, Ng — 1)

Por 2.1.2 tenemos que la tltima expresién es un cociente de enteros ¥y
entonces el niimero que representa es racional.

Si z es entero es claro que z = (z+1,1) = (z + 1,2,2,...). Si ahora
partimos de z, un racional, podemos suponer que z = h/k, donde h y k son
primos relativos yk>1.

Haciendo 2 & = mp + by donde my es la parte entera de £ FY0<b <t
definimos ng = my + 1, este es un nimero entero.

Asi
h o1 t0
k—ﬂo 0
y obviamente 0 < 1 — by < 1.
Si

k= (l_bﬂ)kENa

tenemos que h = nok kyyk <k
1

Si:rg-—TTO I—>0 setleneque =np — 3.

De la misma manera, si zp = kkT = my + b definimos n; =m; + 1y
hacemos .

kz:(l—bl)kl €N
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Como0<1—-b <1,se tiene que 0 < ky < ky < k: si hacemos

1 k
Ty = -1-—:?1 = jc_; > {,
fenemos que
T ="ng— ! T
n— g
Ahora,
3 =B =m~-(1-b), ks=(1-b)keNykh>k,
definimos
o = % = i—:—'lf)_z’ efc...

Continuando con este procedimiento obtenemos una sucesién decreciente de
enteros k;. Por lo que existe s € N tal que k; =1 = (1 — bg_1}ks—1. Y

Ks—1- 1
= = x —_1-
ks 1 - bs._l -1
Haciendo n; = Tg.1 = ks—1 2 2, se tiene la expresion
_ 1
T =1y ) 1
! |

1
Mg—y — —
g

Si sustituimos ng por {n; + 1,2,2,...) tenemos que
z = (ng,ny,...,ns +1,2,2,...)

lo cual concluye la demostracién. m|

Hemos demostrado también que la observacién 2.1.10 nos proporciona un
algoritmo para encontrar el desarrollo en fraccién continua “” para cualquier
real. Y dada una fraccién continua “-” ésta corresponderd a un racional o
a un irracional dependiendo de la “cola” de la sucesion de n;’s. Seria pues
conveniente ponerle un nombre a dicha “cola”.

Definicién 2.1.13 Liamaremos el k- ésimo complemento nt . de la fra-
P ke
ceidn continta con 7, (N0, M1,y T, REf1ser oy Tlsy- -2} @

n;c = (nk:nk-}-h"- ,ns’---)
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Entonces por la proposicién 2.1.2 cualquier real = cuya expansién sea
(no, myy ooy Mgy Ny, )
se puede escribir como

! —_—

'
T = (ﬂ(},ﬂl,-..,ﬂk-l,nk) =
NeGk—1 — Qk~2

y en particular z = nj.

Notemos que una consecuencia inmediata de todo esto es que considerando
la expresién anterior, z es irracional si y s6lo si n; lo es. Por otro lado, el
pensar a  como en (2.8) nos facilita ver que los resultados anteriores para
fracciones continuas “-" finitas también son vélidos para las fracciones con-
tinuas infinitas.

2.2 Fracciones continuas periddicas

De las fracciones continuas con desarrollo infinito estaremos particularmente
interesados en aquéllas para las cuales nj = (ng, Resq,..., Tess, n,.), formal-
mente tenemos:

Definicién 2.2.1 Une fraccidn continua periddica es una fraccidn con-

tinua infinita (ng,...,nk,...,) pare la cual ny = ny,,, para toda ! > k y para
m fijo y positivo.
El conjunto de cocientes parciales (ng41,...,neim) se llama periodo y

la fraccion continua se escribe

('ﬂ[], My ooy Ty ML, - ooy i)
Si la fraccién continua es de la forma (1, figm), entonces se dice

gue es puramente periddica.

Para las fracciones continuas periédicas tenemos un resultado anglogo al
corolario 2.1.8 que nos permitira compararlas.

Proposicién 2.2.2 Bajo las condiciones de la expresion (2.6),

(ﬂ-oaﬂh ey Tlg—1, Tig, n8+1'"7nm} > (n'ﬁa Ny ey Ng—1, T3, Nsyt1, :nm)

sty sélo sing > ry.
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Demostracion. Definimos

£ = (Po,‘..,n,,...nm,...no,...,n,,...nﬂ) paraj=1,2,..
—
j veces
y también
N = (Izg,...,rs,...nm,...no,...,r,,...nml) parai=1,2,..,
i veces

demostraremos que ¢; > 7; para toda j, por induccién sobre el indice. Para
4 = 1la desigualdad se cumple por el corolario 2.1.8, supongamos que &; > 75
para j = k y lo probaremos para j = k + 1. Por la proposicién 2.1.1 y por
el corolario 2.1.8

Ek+1 = (n'ﬁs"'ans;---nnhgk) > (nﬂa--'ansz--'nm:nk)

> (ﬂo:---,rs=---nm,77k)=nk+l'

En el limite cuando j — oo la igualdad no se puede dar por la unicidad del
desarrollo en fraccién continua “” para un ntimero bajo las condiciones 2.6.
a

Los siguientes resultados relacionan la periodicidad de las fracciones con-

tinuas con ser soluciones de cierto tipo de polinomios de segundo orden.

Definicién 2.2.3 Se dice que un ntimero irracional T es irracional cuadri-
tico, si es una raiz de un polinomio cuadrdtico con coeficientes enferos.

Proposicién 2.2.4 Un nimero z € R es irracional cuadrdtico st y sdlo si
su desarrollo en fraccién continua con “"es periddico.

Para la demostracion de la proposicién usaremos el siguiente resultado:

Lema 2.2.5 Sea z un irracional cuadrdtico, tal quez = G TR TP PR

entonces n; es de la forma

,_mj""\/ﬁ

n; 7 para i=0,1,...

donde m;,0;,D € Z,1; #0, D > 0 y no es un cuadrado perfecto. Ademds
l; divide a D — m}
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Demostracidn. Se hard por induccién para 7. Como z = ng €s un irracional
y raiz de un polinomio, z es de la forma

a+\/5

c

ny = (2.9)

donde a,b,c € Z, ¢ # 0, con b > 0 y no es un cuadrado perfecto. Si
multiplicamos el numerador y denominador de la expresién (2.9} por |¢|

tenemos
,  ac+ vbe? ,  —ac+ Vbe?
T = T2 0 ny= -2

dependiendo de si ¢ > 0 0 ¢ < 0. Si hacemos mg = tac, D = be? y Iy = +¢2,
segiin el caso, y es claro que lg divide a D — m.

Supongamos que la afirmacién es cierta para j = k, para j = k + 1
fenemos que

M_n, = (me, b sy) = N — —
lk k LIRL =S n'i:+l
y entonces
I - lk(‘nklk —mg + \/5)

r
n = =
k1 (ﬂ.klk - mk) — D (nklk - mk)2 -D

Si hacemos )
Mi1° — D
Ik
entonces tenemos la expresién deseada. Ademds myyy,lxy) € Z pues ny, I,
my, € Z y por hipétesis de inducciér Iy divide a m%— D, también Iy, divide
a M2 — D porque (meyy? — D) fleyr = Ik € 2. o

Demostracion de 2.2.4. Sea £ = (ng,n,,...} un irracional cuadratico,
por el lema anterior z = nf, y n_',— son de la forma

Mepy =gy —mg, y Ly = (2.10)

i D
n} = M (2.11)
b
donde m;, {;, D € Z, D no es un cuadrado perfecto y son como en la ecuacién
2.10. Si conjugamos la expresién anterior y la ecuacién 2.8 tenemos

mo~vD . _mi-vD

= lo ' k= bk
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ApPk_1 — Pr-2

z= -k
N Qk—1 — Gk-2
Si despejamos 7y,
. F - Pr-2
2 = TQk-2 — Pk-2 _ Gk-2 qe-2
k= = = - .
CEqy-1 — Pr-1 Qe-1 £ — 27
Puesto que
b~ Pk—2
x —_— —
limkth—gz:{—% =1 porque Iimk_,m& =z #7,
- 9k

Fe—1

y ademds por la proposicién 2.1.3, gr—2/gx—1 < 1, entonces existe R > 1 tal
que para toda r > R, 0 < 71; < 1. Como n, 2 2, por la proposicién 2.1.5,
n, > 1 y entonces

mr+\/ﬁ m,—\/l_)
-T—>1>H—-l—>0.

Se tiene que I, > 0 pues n,/ — 71}, = 2\/5/l,~ > 0, por lo cual
m.+vD >l >m —VD o | —md<VD. (2.12)

Para D fija, esta expresién sélo puede tomar un niimero finito de valores.
Por otro lado, D > (i, —m,)? y

0<D—(,~m)? = D-m?+2m. —1L*
= ey +2m, — Irz = lr(zr-—l =+ 2mr)1

asi que !, divide a D — (I, —m,)? y entonces [, s6lo puede tomar un nimero
finito de valores, por la ecuacién 2.12 también m, tiene una cantidad finita
de valores. Como k recorre a los naturales, debe existir j, con 7,k > Ry
7 > k tales que lp = l; y mg = m; por lo que n, = ng en consecuencia

nj = (nj,. .., Mk—1,15)

y por tanto z es periddico.
Para probar el inverso, supongamos que z es periddico,

T = (nﬂmnla'--:nk:"'$nk+m)



30 2. FRACCIONES CONTINUAS CON “-*

donde v .
! ’ pn—p
N =Nk, .o, Npgmy R ) = —F——
k ( k k+m k) q’nfk _ q”i
donde p',p",¢',¢" € Z por lo que n}, es raiz de la ecuacién y
g(n)? - (¢" - p')ny +p" = 0. (2.13)
por otro lado, de la ecuacién para z que nos da la proposicién 2.8, podemos
despejar a ny, .1
¢ _ T@k—2 — Pr-2 o
= ———
TQk-1 — Pk-1

sustituyendo ésta en (2.13):

2
Tqr_o — - TQE..9 — -
7 ( Jk—2 — Pk 2) _ (qn _p.r) qk-2 — Pr_2 + P” =0,

TFr—1 — Pk—1 Tqk—1 — Pk-1
eliminando el denominador tenemos la ecnacion
g (zqr—2—Pr—2)*—(¢"—PNTqr-2—Pr—2) (k1 ~Pr—1)+P" (Tqr—_1—Px-1)? = 0,

si reagrupamos términos, el coeficiente de z? es

g (gr-2)% — (¢" — P')(ge-1)(gr—2) + p"(gk-1)* # 0,

pues de otro modo, como g_; # 0, tendriamos:

k— k—
ql(q 2)2_(qn_pl)q 2+pn_-__0.
Qi1 qk—1

Por lo que gx-o/qk.1 seria raiz de la ecuacién 2.13 y conjugado de n}, esto
contradice que n) sea irracional. Por lo tanto el coeficiente de z? es distinto
de cero y « es irracional cuadrético. (]

Proposicién 2.2.6 Sea £ € R un nimero irracional cuadrdtico, T tiene
desarrollo en fraccidn continus “-” puremente periddico si y sélo siz > 1
y1l >z >0, donde & es el conjugado de z, {es decir, & es la otra raiz del
polinomio cuadrdtico del cual z es rafz).

Demostracton. Primero supongamos que z = (@p, -, 8n_1). Como

1
(011021"'1611—11"')

I=aq >ap—122-1=1,
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y la desigualdad se da estricta pues x ¢ Q.
Por otro lado

IPn—-1 — Pn-2

= (ao,.‘.,aﬂ_l,m) =
IQn-1 — 4n-2

luego z es raiz del polinomio cuadritico

p(§) = €2Qu—1 —&(pp1 + Gn-2) + Pn-2

conjugando tenemos que Z, también es raiz de p(£). Veamos que 0 < T<l,
bastara ver que p(0) > 0 y p(1) < 0 pues tendremos por el teorema del valor
intermedio que p(£) tendra una raiz entre 0 y 1. Pero

p(0) =pn-2>0y p(1) = gn-1— (Pn1 + gn—2) + Pn-2,
luego p(1} < 0 si y sdlo si

Pn—1 — Pn-2
In—-1 — gn-2

1< =(a0,...,an_1,1)=(ao,...,anfl,§)

la desigualdad se deriva de que = > 1, (por lo que [z] > 1), que ap = [z]+1 =
2 y de la proposicién 2.1.5.

Para probar el inverso, Supongamos que £ €s Un nimero irracional cuadra-
tico que cumple que z > 1y 0 < Z < 1, donde T es la raiz conjugada de
. El desarrollo en fraccién continua con “” de z se obtiene de acuerdo al
algoritmo 2.1.10. Ademds z se puede expresar como en (2.11). Podemos
conjugar de ambos lados de la ecuacién de la observacién 2.1.10 para llegar
a que

1
Tyl = . 2.14
Tit1 a — % { )
Si z; > 1 > % > 0, por induccién se puede llegar a que
1> #; > 0 para toda 1 > 0, {2.15)

en efecto: si 1 > £; > 0, entonces

-Z>-1 = a-Zi>a-12>1

1 1
= 12> > — >0
a; — 1 Qi — I

= 1> Zi >0
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Ahora como ;41 = 1/(a; — Z;), tenemos que & = a; — 1/Z;;,. Luego
1> %; > 0 implica que 1 > a; ~ 1/Z;4, > 0, y asi tenemos que

1 1
0> — > -1 =  a;> = >ai —1 =z
Tity — G4 Fisl
= l=gi—[z)>— —[z] >0
i+1

en consecuencia

1
1+ [.—] =@ para todai>0
Titl

Por otro lado si £ es un irracional cuadritico, se deberd tener que para
algunas j, k con 0 < j < k: z; = z, luego

Ij = I} = E = E
1 _ 1 . —

= 1+ [E] = 1+ [E] = 0j-1 = Qg
1 — 1 —

= Gj-1— 5 = Qp_1 — i = Fj.l = Tg-1-

Aplicando el proceso anterior j veces, llegamos a que x5 = zj.. 7 por lo que

Iy = (001 .- '1ak—j—1)'
()

Proposicién 2.2.7 Si z es irracional cuadrdtico puramente periddico, T =
(1, - tm), entonces 1/% = (fi,; -, 71), donde T es el conjugado de z.

Demostracion. Si z es irracional cuadritico puramente periédico tene-
mos que su desarrollo en fraccién continua con “-” se obtiene aplicando el
algoritmo:

n = [z1)+1 donde T, = x
n 1

[22;‘] +1 iyl = :_—z,—‘

Como z es puramente periddico entonces existe m > 0 tal que T,y = 2.
Al conjugar de ambos lados de la ltima ecuacién se obtiene que:

- 1
Xip1 = =
g — T
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en particular

1 -
= = fi;y ~ Im
Tm+i
1
= nm- T
Zm
1
= Ny —

un-1 — im—l

repitiendo este procedimiento m veces tenemos que

1 1
- = Nm — 1
Tm+1 fimoy — ———
iy — 571
= (nm':nm—lu"':nl)il)a

pero Iy, = &1 = I, asi que

= (nm'l"' 1n11)

8] =
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Teoria de reduccion para
PSL(2,7Z)

Enunciamos y demdstramos los resultados algebraicos que nos ayudarin
para el desarrollo de los dos teoremas fundamentales de este trabajo. En
la primera secci6n se verin resultados algebraicos basicos acerca de los gru-
pos Fuchsianos, esto es, subgrupos discretos de PSL(2, R)(ver apéndice A.4).
En la segunda seccién nos enfocamos al grupo Fuchsiano PSL(2,Z) y a re-
sultados relacionados con elementos hiperbdlicos de éste. Se definen las
matrices reducidas y se dan condiciones sobre los coeficientes para que una
matriz sea reducida. También comenzaremos a encontrarle sentido al estudio
del capitulo anterior pues se verd la relacién entre las fracciones continuas
y las clases conjugadas de matrices hiperbdlicas. Partiendo del desarrollo
en fraccién continua “” de los puntos fijos de una matriz de PSL(2,Z)
se establece una descomposicién de ésta en términos de los generadores de
PSL(2,7Z), veremos también el reciproco.

Definiremos los cédigos aritmético y geométrico que son con los que tra-
bajaremos en los teoremas principales y diremos cémo es el cédigo aritmético
relacionado con cierto tipo de matrices.

3.1 Algunas propiedades algebraicas de los grupos
Fuchsianos

Recordemos en el siguiente lema la caracterizacion de los subgrupos discretos
de R

35
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Lema 3.1.1 Cualquier subgrupo discreto (no trivial) T' del grupo aditivo R
_ es ciclico. (Es decir, es de la forma {nwoln € Z} para algiin wp € R\ {0})

Demostracién. Primero veamos que existe un elemento wy € I'\ {0} de
norma minima; sea w; € '\ {0}, y sea r = |w,|, entonces B,(0) = {w €
Rjd{w,0) < r} es un compacto, por lo que la interseccién con el grupo
discreto I es finita y no vacia, asi que existe wy € T tal que 0 < jwp| < |w|
para todo w € I'.

En consecuencia, para cualesquiera v,w € T', d(v, w) > |wg|, pues de otro
modo, tendriamos que v — w € I' y que |v — w| < |wpl, lo cual contradice
la eleccion de wg. Por otro lado, notemos que {nug|n € Z} C T, ahora si
suponemos que existe 4 € I' con u ¢ {nuwg|n € Z}, entonces, como existe
m € Z tal que Jmwp| < |u| < |(m + 1)wp| tenemos que:

0 < |u — muwol < |wol,

lo cual es una contradiccion a la eleccién de wy. Por tanto, I' = {nwpn € Z}.
O

Lema 3.1.2 Si I' es un grupo Fuchsiano, donde sus elementos tienen el
mismo conjunto de puntos fijos y I tiene un elemento hiperbdlico, entonces
I es clclico.

Demostracion. Sea -y € T el elemento hiperbdélico y sean a y b sus puntos

fijos. Consideremos a
z—a

z—b’

entonces SyS~! tiene como puntos fijos a 0 e co. Asi que, sin pérdida de
generalidad, podemos pensar que ¢ = 0 y b = co, en consecuencia todos
los elementos en I\ {I} son de la forma y(z) = oz, con @ > 1. La matriz
correspondiente en PSL(2,R) es

va 0
0 1/Va )
cuya traza es /o + 71; > 2, en consecuencia I'\ {7} sélo consta de elementos

hiperbélicos y es un subconjunto discreto del grupo de transformaciones:

H= {2z Az|]A >0}

S(z) =

Pero H es isomorfo al grupo topolégico R*, el grupo multiplicativo de
reales positivos, que a su vez es isomorfo al grupo (R, +), luego por el lema
3.1.1 T es ciclico. m|
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Definicién 3.1.3 Sea X un conjunto no vacio, y.sea G un grupo de aito-
morfismos de X. Sea z € X, entonces el estabilizador en G de x, G es
el subgrupo de elementos de G que fijan a z, esto es

G.={g€G:g(z) =z}.

Definicién 3.1.4 Sea I un grupo Fuchsiano, se dice que un elemento para-
bélico o hiperbélico v € I' es primitivo si y genera al estabilizador de cada
uno de sus puntos fijos. Y diremos gque una matriz en PSL(2,R) es primi-
tiva si representa a un elemento primitivo y € I,

Definicién 3.1.5 Sea A un elemento hiperbdlico cuyos puntos fijos son w
y u. Llamaremos eje de A a la geodésica que une ¢ u con w.

Lema 3.1.6 SeaTl un grupo Fuchsiano y 11,72 € ' dos elementos hiperbdlicos
que lienen un mismo punto fijo. Entonces lambién comparten el otro punto
fijo, en consecuencia tienen el mismo eje y ambos son potencia de una matriz
primiliva.

Demostracién. Supongamos que los puntos fijos de v; son a y b, y que 72
también fija a b. Por el mismo argumento que en 3.1.2 Podemos pensar que
a =0y b= oo Luego entonces 7(z) es de la forma uz + k, con |u| > 1
pues v, es un elemento hiperbélico de PSL(2,R) que fija a oo. Como 7 fija
ademds a 0, es de la forma y,(z) = Az con A > 1. Si'k = 0 ya acabamos
pues en tal caso y2(0) = 0; si no consideremos a los elementos de I’

N

N hen" () = pz 4+ RAT

estos forman una sucesién de elementos hiperbélicos cuya norma es (ver A.1)

ao kA" .
0 1
y estd acotada inferiormente por y/p? + 1, entonces la sucesién en I contiene
una subsucesién convergente donde todos sus términos son distintos, lo cual
contradice que I' sea discreto. En consecuencia k = 0 y 72 fija también a
cero. Ademis el subgrupo de I generado por ; y 2 es también discreto y

entonces por el lema 3.1.2, existe una matriz primitiva en I’ que genera a 7,
yan. a

= pT+ kI 41
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3.2 Teoria de reduccién y factorizacién de matri-
ces

En términos generales, una teoria de reduccidn para un conjunto de ele-
mentos que tienen definida una clase de equivalencia es un algoritmo para
encontrar representantes canonicos en cada clase de equivalencia. A dichos
representantes se les llama elementos reducidos. En cada clase de equiva-
lencia hay un conjunto finito y no vacio de elementos reducidos. Siguiendo
con el algoritmo de reduccién, uno puede pasar de un elemento dado a un
elemento reducido dentro de su misma clase de equivalencia en un nimero
finito de pasos, los elementos reducidos forman un ciclo en el sentido de
que aplicando el algoritmo de reduccién a un elemento reducido se puede
llegar a otro elemento de este tipo en la misma clase y asi sucesivamente ir
obteniendo todos los elementos reducidos de la clase.

En nuestro caso trabajaremos con el conjunto de matrices hiperbélicas
de PSL(2,Z), con la relacién de equivalencia dada por la conjugacién en el
mismo PSL(2,Z).

Primero veremos que las transformaciones de PSL(2,Z) solo afectan los
periodos de las fracciones continuas “-” de un irracional cuadritico per-
mutédndolos.

Proposicidn 3.2.1 Dos irracionales cuadrdticos se obtienen uno del otro
mediante una transformacién de PSL(2,Z) si y sélo si los periodos en su
desarrollo como fraccidn continua son permutaciones ciclicas uno del otro.

Demostracién. Primero probermos la suficiencia. Supongamos que w; y
wy son dos irracionales cuadréticos cuyas expresiones en fraccién continua

“ gon
w = (ﬂ'l)ni’a ey By Mgy - :nk-f-m.)
Y
wy = (rlarQ: IEERAR PRLTNEES RN (TR TN M nk+t)'

Si denotamos por T*'(2) = zx 1y a §(z) = —1/2, (5,T*' € PSL(2,Z)),

entonces 1

1
ng—...

T—ﬂl (wl) - _
iy —

sr—™ (wl) = (ng,ﬂ:;, DL TR LTS TN nk+m),
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repitiendo este procedimiento k + t-veces:

-1 —n -n (
ST "+t ... ST ST 1(u-’l) = Rttt k4t+20 - - ety B by e -+ ,nk+t)

Podemos proceder de la misma forma con w para llegar a que:

_ —ra_ o \
ST TeST~ -1 ... 8T " (wo) = (Wkges1s Rk+t+2:- - Toktms k+1y - - Toktt)

Si hacemos A = ST+t ... ST~ 8§T~™ y B = ST~ 8T~ .- ST,
se tiene que A(wi) = B(wy), por lo tanto wy = B~ A{w).

Para probar la primera implicacion notemos que Sy T generan a PSL(2,Z)
(ver A.4.19), sus inversos son, respectivamente SyT ! Sea

w = (n()!n'l’ B U TR LTS PR ﬂk-{-m)a

un irracional cuadratico. Basta entonces con ver que T,T-! y S s6lo per-
mutan ciclicamente el periodo de la fraccién continua “-” para w.
Para el caso de T no hay nada que hacer pues

TE (w) = (np £ 1,11, .. Rk, Tokg 1, -+ -+ Dhm)-

Para S consideremos los siguientes casos:

caso (1): ng = 0. Es claro que S(w) = (N1,. .2 Tk, TRt la - - s Thktm)-

caso (2): ng > 2. Se tiene que S{w) = (0,720, - - - s Nk, BRI 15 - - -3 Pohtrm) -
Pero para los casos en que ng < 1 tendremos que usar otro procedimiento
para la demostracién ya que la fraccion continua que se tiene no cumple con
la condicién 2.6. Haremos uso de lo siguiente.

Observacién 3.2.2 Sean I la transformacién identidad, 8(z) = -1/z y
T(z)=2z+1, enlonces

(i) STSTST = I y en consecuencia:

(ii) STS =T 1ST~' y

(iii) Sip> 1, $ =T ST>ST? - - ST? STST?P
p—1 veces

Demostracidn (i): Usando las correspondientes matrices asociadas

e ((2 1) (3 )0 )2 2)

la cual corresponde a la transformacién identidad en PSL(2,Z).
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Demaostracién (ii): es inmediato de (7).
Para la demostracidn de (tif) primero notemos que (it) implica

(STS)™! = ST7'S = TST.
por lo que

ST-P§ = (STS) P = (ST"18)? = (T'ST)? =T ST8T?... ST ST
p—1 veces

de lo cual se concluye (iif). 0
caso (3): ng < —1. Por el inciso (i1} de la observacién anterior y haciendo
g =p

S(w) = TST2ST?...ST?STST ™ (w)
N, e
—npg—1 veces
= TST28T?...8T2ST(0,n,... "k, Fipet. okrmm)
R o
—-np-1 veces
= (1, 2:21"'?2 ,nl+1,n2,---,nk,ﬂk+],nk+m)
g
—ng—~1 veces

y esta ltima expresion cumple con las condiciones de 2.6.
caso (4): ng = 1. Si ademds n; > 3 por la observacién (3.2.2) tenemos
que ST™1§ = TST y entonces

S('LU) = TSTST_I(UJ) = (—1,n1 - 1:n2, ey Rk Rk, - - - :nk+m)

y dicha expresién cumple con las condiciones 2.6.

Sin; = 2, como w es irracional, por el teorema 2.1.12 sabemos que debe
existir un ¢ > 2 tal que ngy > 2, podemos suponer que ¢ es el indice mds
chico que cumple con esto, es decirn; = 2 paratoda 1 <i<g—-1. Dela
observacién 3.2.2 {#1i) tenemos gue

S=T798T ST 287 2...8T2877",
g~1 veces

y entonces

S(w) = T9STIST287"2...57 25T~} (w)
q—1 Veces

= (_q'n g — 1, Togtly- -3 Toks Mkt 1y - - - :nk+m)-
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. D "
El siguiente resultado nos servira para relacionar elementos hiperbélicos’
conjugados con los desarrollos en fraccién continua de sus puntos fijos.
Recordemos que una transformacién hiperbélica A

b
c d
tiene dos puntos fijos en RU {oo}, que por ser raices del polinomio carac-

teristico Qa(z,1) = c2? + (d — a)z — b son de la forma

_a-d% d—a+4bc_a-dx+/(a+d)—4
B B 2 ’

¢ 2¢

la dltima igualdad se da porque ad — bc = 1. Ademas (d + a)? > 4.

Definicién 3.2.3 Sea T una transformacién de Mobius y sea v un punto
fijo de T, se dice que v es atractor si |T"(v)| < 1 y se dice que v es repulsor
st |[T' (v} > 1.

Entonces una transformacién hiperbdlica A tiene un punto fijo atractor
y otro repulsor ya que
1 4
A’(C) = 5 = 7
(a—dﬂ: Gt | d) (a+dt latd?- 1)

si . y w son los puntos fijos de A tenemos que

16 1
((a+d?-((a+d2-4)"

AW A (w) =

Como A'{u) # A'(w), entonces tiene que suceder jA'(u)] < 1y |A(w)| > 1,
o al revés.

Proposicién 3.2.4 Dos matrices hiperbélicas A, B € PSL(2,Z) con la
misma traza son conjugadas en PSL(2,Z) si y sdlo si los periodos de los de-
sarrollos en fraccion continua “-” de los puntos fijos atractores (repulsores)
son permutaciones ciclicas una de la otra.
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Demostracién. Sean wu y wp los puntos atractores (repulsores) de A y B,
respectivamente y tales que sus periodos en los desarrollos como fracciones
continuas con “-” difieren en una permutacién ciclica. Por la proposicién
3.2.1 existe un elemento M € PSL(2,Z) tal que wy = Mwg. Consideremos
a MBM™}, la cual fija a wa, por el lema 3.1.6 el otro punto fijo también
coincide. Si A es conjugada a una matriz U,, tendremos que MBM ™! es
conjugada a Uy o a Uy, pero esta dltima no puede ser pues wa y wp son
ambos atractores {repulsores}, luego A y B son conjugadas en PSL(2,Z).
Ahora supongamos que A = SBS~! para alguna S € PSL({2,Z), notemos
que entonces Swp es fijado por A, asi que sélo falta verificar que éste es
atractor (repulsor). Derivando A tenemos

A'(Swp) = S'(BS'(Swg))B'(5 (Swe))(5™')(Swg)
, : 1
= S'(wp)B (wa)m (3.1)

Calculando e! médulo tenemos
|A'(Swp}] = |B'(wa)i,

luego Swp serd atractor (repulsor) para A, de acuerdo a que wp lo sea para

B. Concluimos entonces que wq = Swg, por la proposicién 3.2.1 tenemos

que los periodos del desarrolio en fraccién continua “-"son permutaciones

ciclicas uno detl otro. 0
Ahora definiremos a los elementos reducidos y a los ciclos.

Definicién 3.2.5 Una matriz hiperbélica en PSL(2,Z) se le llama reducida
st sus puntos atractor w y repulsor u satisfacen 0 < u <1 < w. .

Definicién 3.2.6 Sea A una matriz reducida, el conjunto de las matrices
reducidas conjugadas a la matriz A se denomina el A-ciclo.

Definicién 3.2.7 Sea A una matriz hiperbdlica con puntos ‘ﬁjos atractor y
repulsor w y u respectivamente. A la geodésica orientada que va de u a w
se le llama el eje orientado de A |

El siguiente lema caracteriza a las matrices hiperbélicas reducidas de acuerdo
a sus coeficientes y establece cotas para encontrar al punto fijo atractor de
dicha matriz.
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Lema 3.2.8 Sea

c

A=(':l 3) € PSL(2,Z)

con a+d > 2, entonces:

(i) A es reducida (esto es, su punto atractor w y repulsor u,
cumplen 0 < u < 1 < w) si y sélo si, ¢ > 0, e+b—c—d>0y
b<0.

Ademds, para una matriz reducida A,

(i) w<w< 2
c+d ¢’

(iii) >0, c+d >0, d<0.

Demostracion (i). Supongamos primero que A es reducida, entonces los
puntos fijos atractor y repulsor son:

_a—d—\/ﬁ w_a'—d+\/5
- 2¢ - 2¢ !

donde D = (a — d)? + 4¢b = (a+ d)? - 4; puesto que w > 1 > u > 0 tenemos
que si ¢ < 0, entonces a—d+ VD < a—d— D, lo cual es una contradiccién.
Notemos que ¢ = 0, nos lleva a que uno de los puntos fijos es oo, lo cual es
imposible si A es reducida; en consecuencia ¢ > 0. Sabiendo lo anterior, se
tiene que

u

e—d—vVD<2<a-d+ VD,
la —d —2¢| < VD.

Elevando al cuadrado y eliminando términos se llega a que b+a — d—c>0.
Por otro lado notemos que —b/¢ = uw > 0, como ¢ > 0 entonces b < 0.

Para demostrar la suficiencia, con procedimientos inversos se tiene que
a+b—c—d>0yc> 0 implican

a~-d—+vD a—-d++vD
= — <]l —— =
2¢ 2c

Ademas, como uw = —bfc > 0y w > 1, entonces u > 0.
Para probar (4i) notemos que si w es el punto fijo atractor

u

(a+d)? > (a+d)’-4=D = a+d>VD = 2a> a—d+vVD = % > w.

Por otro lado, ya que ¢ > 0, la grifica del polinomio caracteristico @ alz)
asociado a A, cuando se restringe a los reales es convexa, ademis u y w
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son ceros del polinomio; por lo que la imagen del 1 bajo la transformacion
correspondiente a A, esto es (a + b)/{c + d), cumplird

a+b
c+d

u< = <w siysélosi Qaf )< 0.

c+d

Usando que ad — bc = 1 y (i} tenemos que

a+b _c+d—a—b

c+d)— <0

Q4 (c+d)?

con lo que hemos probado (i). Para la demostracién de (i72) notemos que

1 _a a+b >0
clc+d) ¢ c+d
en donde la desigualdad se tiene de (iz). Puesto que ¢ > 0, entonces c+d > 0.
Ahora, afc > VD y en consecuencia ¢ > 0. Finalmente como bc < —1,y ya

que ad = 1 + b, se tiene que d < 0. 0O

Corolario 3.2.9 Si A es una matriz reducide y w es su punto fijo atractor,
entonces:

(i} A(z) es una funcidn creciente pare z > 1.
(ii) Para cualguier z > 1, {A"(z)} -+ w, ademds la sucesion es
decreciente, st £ > w y es creciente siw >z > 1.

Demostracion (i). Si

Alz) -

_a:r:-i-b
(ex+d)2’

T cx+d’

entonces A'(z) =

por la proposicién anterior, ¢+ d > 0 y en consecuencia para z > 1 > —d/c,
se tiene que A’(z) > 0 y entonces A es creciente para z > 1.
Para (i) notemos que

_c32+(d—a):r:—bm_QA(ac)
3~ Alz) = cz+d “w+d

Como la gréifica de Q4 se anula en © y en w, es negativa parau <z <wy
creciente para r > w, se concluye el resultado. 0
Recordemos que las clases de matrices hiperbélicas conjugadas estan de-
terminadas por su traza, la proposicién siguiente define cudles seran los
elementos reducidos de cada clase y que el niimero de estos es finito.
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Proposicién 3.2.10 Hay un niimero finito de matrices reducidas en PSL(2,Z)
con traza dada t y |t| > 2. Cualquier matriz hiperbolica en PSL(2,Z) con
traza t se puede llevar, medianie un nimero finito de conjugaciones bdsicas,

a una reducida. Si aplicamos @ una matriz reducida A una de estas con-
jugaciones, da otra matriz reducida. Cualquier matriz reducida conjugads

a A se obtiene de A aplicando un nimero finito de conjugaciones bdsicas.
En consecuencia el conjunto de matrices reducidas se descompone en ciclos
ajenos de matrices conjugedas.

(1)

una matriz reducida con £ = a + d. Sea k = a — d — 2c. Se tiene que

Demostracién. Sea

a——d—\/l—)<1<a——d+\/5
2c 2e

ya—d- VD < 2 < a — d+ VD. Entonces VD <a—d—2¢c< VD, por
lo que |k| < vD. En consecuencia k sélo puede tomar un nimero finito de
valores para una D dada, (D = t* — 4 = (a — d)? + 4bc). Entonces

0<

D—k2=(a-—d)2+4bc—(a—d—-2c)2=4c(b+a-d—c)

pero, por 3.2.8,¢> 0y r.;,-l-b—c— d > 0, asi que D — k% > 0. También se
tiene que ¢ divide a b :" , por lo cual sélo hay un nimero finito de valores
para ¢. Podemos expresar a a,by d en términos de k y ¢ de la siguiente

manera:

. = t+k+2c
- 2
D—k?
b = i ~(k+¢)
t—k—2c
d = —3

consecuentemente, para t dada, hay sélo un niimero finito de matrices de la
forma de A.

Como A € PSL(2,Z), sus puntos fijos son irracionales cuadraticos y por
2.2.4 el punto fijo atractor, w, es de la forma

w = (nﬂynl:- Mgy Mgl - :nk+m)-
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Consideremos ahora a Ay = §~17~™ AT™ S notemos que si hacemos

wO=(ﬂ-ly---,nk,nkﬂ,---uﬂk+m),
entonces
TﬂoS(wO) = TnoS((nla“')nksnk+1:--'1nk+m))
1
= T(- e
(nh"':nk:nk+1="'1nk+m)
1
= ng-— ———
(nl,...,ﬂk,nk+1,...,nk+m)
= w

se sigue que
Ag(wg) = ST ™A(w) = S7IT ™ (w)
1
= S_l _
: ( (n1y- oy ey A Ty - - - 5 Tetm)
= (R1,--- 1Nk Tkt 1y - - Bktm) = Wo (3.2)

de esta manera Ag fija a wy. Si ahora definimos

A;=8§7Ip ™A TS (3.3)

wy = (n'i+la' L TN PR ;nk-i—m) parat 2> 1, (34)

por un argumento andlogo al de Ag, tenemos que A; fija a w;. Parai > k
los w; son puramente peridédicos. Por 2.2.6 se tiene que unc de los puntos
fijos de A; es positivo y menor que 1 y el otro es mayor que 1. Este #ltimo
es w;, porque los n; > 2 y es atractor ya que el mismo w es atractor y por
la ecuacién 3.1. En consecuencia A; es reducida, para toda k <i < m.

Siahora Ay B sonreducidasy A = PBP~! con P € PSL(2,Z), entonces
tienen la misma traza y por la proposicién 3.2.4 sus puntos fijos atractores
tienen desarrollos cuyos periodos difieren uno del otro per permutaciones
ciclicas, esto es, si el punto fijo atractor de A es de la forma:

wa = (n07--' ’nkank-!—l:'-'ink-i—I'H)?

entonces el punto fijo correspondiente a B tiene la forma:

wg = (‘nu, IR PR L7 S Npam, Nkt+1:-- ,nk_,,j_;)
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Repitiendo el argumento anterior tenemos que A es conjugada a Aj cuyo
punto atractor es wa, = (Tixg1s--- 1 Pk+m) (COMO en 3.4) y B es conjugada
a una B, con punto fijo atractor

wp, = (Mktj -~ Tokgm Pk+ls- - ktj—1)-

Por la proposicién 3.2.4 se tiene que A se puede obtener de B por un nimero
finito de conjugaciones por matrices de la forma ST7. a

El resultado que a continuacién veremos, establece condiciones que rela-
cionan el punto fijo atractor correspondiente a una transformacién repre-
sentada por una matriz hiperbélica de PSL(2,Z} y su representacidn en
términos de los generadores, S y T, de PSL(2,Z). Para la demostracién de
este resultado primero necesitaremos dos lemas:

Lema 3.2.11 Sean n > 2 un entero, A € PSL(2,Z) de la forma

Az(‘;g),

y w un nimero real que cumple:

(iJc,c+d=>0
(fjn—-1l<w<n

e

a
<w< — .
c

Entonces a
n—1<—~<n
c

Demostracién. Es inmediato que (ii) y (iii) implican la desigualdad n —1 <
afc. Para ver la desigualdad restante supongamos que n < afe, entonces,
por (ii) y (iii) se tiene:

y entonces
cla +b) < cw(c+d) <enfc+d) <alc+d)

que nos lleva a
O<ncle+d)—bc—ac<ad—be=1

lo cual es una contradiccién. O
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-(02)

une matriz hiperbdlica con ¢ > 0. Para un entero n, sea

An_(an bn,
tn dp

entonces, paran# 0, ¢, > ¢ 0 ¢y < 0.

Lema 3.2.12 Sea

Demostracién. Se puede ver por induccién que, todas las transformaciones
de {A"n € Z} salvo la identidad tienen los mismos puntos fijos y entonces
comparten a la geodésica que une a ambos. Por lo cual debe suceder que
todos los polinomios cuadraticos, @4, son multiplos de Q4. Luego, para
algin escalar A, se tiene:

Ch = AnC
by = Aub
an —dn = Anfa—d).
Si hacemos t = tr(A) y t, = tr(Ay), al comparar los discriminantes
D(Qan)=(an+dn)? ~4 =13 -4y D(Qa)=(a+d)?-4=1t2 -1

obtenemos que

t2—4  ’n
Sean 4 > 1 y 1/u los valores propios de A, se tiene que ¢t = u+ 1/u y
tn = u" + 1/4", ya que los valores propios de A™ son u™ y 1/u™. Luego

1 1 n-i_1 n+l
t"_t=#n+_;_p__=(u )iﬂ ) oo
p p "
Esto nos obliga a que |A,| > 1, ya que, de otro modo, se tendria que
;_451 = i<t = t,—t<0,
lo que contradice lo anterior. Como |A,| > ! entonces ¢, > ¢si A, > 1, o
¢n < 0 cuando A, < —1. ]

El siguiente resultado relaciona el punto fijo de un elemento hiperbdlico
del grupo modular con la expresién de éste en términos de los generadores
SyT:
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Proposicién 3.2.13 Sean ny,nz,...,"m 2 2, enteros. Sea

A= ( a b ) € PSL(2,Z),
c d

hiperbélica y primitiva, con tr(A) > 0 y con punto fijo atractor
w = (nl,ﬂg, ,11,n),
entonces A = T™ §T™S...T"n S,

Demostracién. Para r € N consideremos las matrices:

AO — A, Ar — S—IT—nf . S—IT—nlA = Qy br
e dr
wo = 1w, wy = ST §TIT T My = (Frtty - Tom, Bl 825 -+ 3 i)

Notemos que, puesto que la transformacién que representa Sy 5-1 son
la misma y por el mismo argumento que en la prueba de 3.2.10, ecuacién
(3.2), la matriz

A AA " = STl e gTlp e GTITTMATM ST L T ST S

tiene punto fijo atractor w,. Ademds, parar < m, w, # wy, pues los periodos
son diferentes. En consecuencia Ay # +1 si r < m (donde I representa a la
matriz identidad); y si ¢ = 0 entonces a,ds; = 1, pues todos los factores de la
descomposicién de A, tienen determinante igual a 1, por loquea, =dy = %1
y asi A;(z) = z+by, con b, € Z. Si consideramos ahora el resultado 2.2.6 y si
denotamos a los puntos fijos repulsores de A y de A, como wy y w), entonces
1 > whw.. Pero el argumento previo nos lleva a que wp = wy + by, donde
b, € Z, esto s6lo puede suceder cuando b, =0 lo cual contradice que A, es
distinta de la transformacién identidad. Por lo tanto ¢, # 0 para s <m.

El siguiente paso es ver inductivamente que se cumplen las condiciones
del lema 3.2.11 para ay, by, ¢, dr ¥ Wy, donde 0 < r < my concluir que
¢m = 0 y entonces Ay, = 1.

Veamos para r = 0. Ag = A y wp = w, entonces como el punto fijo
atractor de A es puramente periddico, usando el resultado 2.2.6 se tiene que
A es reducida, por el lema 3.2.8 ¢ > 0y ¢+ d > 0, por la proposicién 2.1.6
n — 1 < w = (A1,...;m) < n1. Supongamos ahora que las condiciones se
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cumplen para 0 < r — 1 < m. También

A, =sirma_ = O Y[ oy o b
’ ™ -1 0 0 1 G- dpy

_ dy—
_ Cr—1 1 , (3.5)
NyCro1 — Gy} Npdr) — by

asi que & = NyCr_] — r_1, COMO &,_1 /¢, < N, por hipdtesis de induccién,
entonces ¢, > 0. Ademis

e < ——= = € =NyCro1 — 8y < Cro1. (3.6)
-1

Por otro lado
¢ tdp =npCr | — Gy F0pdry — b1 = nr(C-r—l + dr—l) ~ (ar_1 + br_1)
y por la hipétesis inductiva

Gr_1 4+ b

n, >
Crot+dry’

en consecuencia ¢, +d; > 0. Para ver que n;41 — 1 < w, < 1,41, notemos
que del desarrollo en fraccién continua para w, y por 2.1.5 nos llevan a ambas
desigualdades. Sélo falta ver que

ay + b, ar
W < —.
¢ +d, r Cr
Puesto que
§-1p-n- (ar-l) |
Cr—1 Gr—y — TpCr—
Y
G-1p=nr (Of—i +br—1) _ Cr—1 +drg
Cr-1 +dr_3 ne{er—1 +dr_1) — (8r—1 — Bircr—1)’

por 3.5 se tiene

G eetmen, {(Or-1 ar+b  oyen, (G-t b
% _ g-iT ( ) = 5T (——-——-
¢ Cr_1 ¥ cr +dy Cr-1+drg
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tomando en cuenta esto y que -7~ (z} es creciente para z # nr, (ya que
derivando se tiene que
(S—IT—n.- (:c))' = ___1__3 >0
(nr — 2)
cuando z # n,), entonces se cumple la ultima suposicién del lema 3.2.11y
asi,
em <Cm-1 <. <C
Recordemos que las ¢, (0 < r < m) son enteros (de hecho naturales) y
decrecientes, queremos mostrar ahora que ¢, = 0. Supongamos que ¢, > 0,
sabemos que
ApA=S§~1T " ST ™ AA

fija a wo, como A es primitiva, entonces AmA = A" para alguna n € Z,
n#1 pués esto implicaria que A, = 1, contradiciendo que ¢5n < 0}, 0
dicho de otra manera A, = A", con n — 1 # 0, y entonces el lema 3.2.12
implica que ¢m > c o cm <0, ambos casos nos llevan a una contradiccién.
Hemos demostrado que Ay, = I y en consecuencia

A=Tm8T™S. ... T"S.

3.3 Codificacién de geodésicas

La idea de codificar geodésicas consiste en asociarles sucesiones. En este
caso pensaremos a las geodésicas en el semiplano superior, (dicho modelo
del espacio hiperbélico se le atribuye a Liouville y a Beltrami) esto es, en H
y particularmente relacionaremos a las geodésicas con elementos hiperbélicos
de PSL(2,Z).

Los antecedentes de las codificaciones que usaremos aqui datan de 1927,
cuando J. Nielsen da una representacién simbélica de los puntos en 5? como
sucesiones casi infinitas de generadores del grupo fundamental para una su-
perficie cuya regién fundamental es un poligono de 4g lados. En 1965, E.
Artin da una representacién de las geodésicas en H como sucesiones in-
finitas dobles, de enteros positivos que surgen de la expreston en fraccién
continua de cada uno de sus puntos extremos. Dos geodésicas, entonces, son
conjugadas bajo la accién de GL(2,Z) en H siy sélo si las sucesiones co-
rrespondientes son equivalentes respecto a levantamientos. En 1966 Morse
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codifica las geodésicas en el modelo del disco de Poincaré para el espacio
hiperbélico como sucesiones de generadores en el grupo fundamental de la
siguiente manera: si I’ es un grupo Fuchsiano, y 5 es la red de imigenes
de una regién fundamental R para I, se sabe que cada uno de los lados
de 7 tiene asociado un tinico generador de I' (A.4.18) y se le asigna a cada
geodésica la sucesién de generadores que etiquetan los lados que sucesiva-
mente va cruzando 7. Para obtener una correspondencia uno a uno entre
sucesiones (que tienen ciertas reglas de admisibilidad) y las geodésicas, es
necesario que la codificacién se modifique un poco cuando v cruza un vértice
de la red 4.

M4s recientemente C. Series (1986) [Se82], [Se85a} y [Se85b] y S. Katok
[Ka86] y [Ka96] han trabajado explorando estas ideas. Todos ellos, han
usado a las fracciones continuas para estudiar el grupo modular (PSL(2, Z))
¥ a las geodésicas.

En este trabajo se usard la misma idea de Morse para la codificacién. Si
I' = PSL(2,Z) es el grupo modular y F es la regién de Dirichlet para I dada
por (A.4.12)

F = Dp(I') = {z € Hllz| 2 1,|Re(2)] < %},

los lados de F tienen asociados generadores de T', en este caso S y 7T, dicha
asociacién se hace por parejas de lados (A.4.18). Los lados de las imigenes
de F bajo I' (que es lo mismo que los lados de los mosaicos de la teselacién
que induce F' como imégen de PSL(2,Z) o la red de imigenes, n de la
que anteriormente se habld), se etiquetan con el generador asignado al lado
correspondiente en F del cual son imigen. Las figuras 3.1 y 4.1 ilustran la
teselacién inducida por R como imagen de "

Si consideramos a una geodésica orientada v € H que cruza por F, la
sucesién que cedifica a v {de acuerdo con Morse) es la sucesién doble que
se obtiene de recuperar los generadores de I' asociados a los lados que +
cruza en la red de imigenes de F, partiendo de ésta y en la direccién de
su orientacién hasta un punto extremo {la sucesién resulta doble porque
también se considera la sucesién correspondiente al otro extremo de ). Si
la geodésica cruza un vértice de la red, hay una ambigiiedad, pero veremos
que en el caso que consideramos aqui esto se puede resolver.

En el caso de que la geodésica es el eje de un elemento hiperbélico A €
PSL{(2,Z), el cédigo de Morse de A (tomado a partir de un punto del eje)

'la imégen es de P. du Val y fue tomada de [St96)
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Figura 3.1: La teselacién modular

es una sucesién de la forma ST™ST™2... donde n; € Z, la cual podria
no comenzar con S y que resulta ser periédica. Por la manera en que F
tesela (ver figura 4.1), es facil ver que en la sucesién no habri dos letras S
consecutivas ni tampoco un elemento 7' seguido de T-1, esto significaria que
la geodésica se regresa o zigzaguea. En este caso la sucesién del codigo de
Morse se puede resumir si consideramos iinicamente las potencias de T, esto
es, las ni. Al periodo de la sucesién que se obtiene le Hamaremos cédigo
geométrico de A, y se denota entre llaves, esto significa que tiene la forma
{rk: Pet1, - - }-

El cédigo aritmético de A sera el periodo de la fraccién continuna “-”
para el punto fijo atractor de A. Este cédigo es invariante bajo conjugaciones
en PSL{2,Z) como lo dice la proposicién 3.2.4 y por lo mismo, esti definido
para las clases de matrices hiperbdlicas con traza dada, salvo permutaciones
ciclicas, como lo establece la proposicién 3.2.10.

Resta decir que las geodésicas de H se pueden pensar cOmo Curvas en
F, las cuales llamaremos geodésicas en F. La manera de ver esto resulta
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de mapear “de regreso a F” a cada segmento de la geodésica que cruza una
imagen de F bajo algun elemento de I', digamos P, mediante la transfor-
macién P!, Asi, las geodésicas correspondientes a un ciclo tendran una
representante en F', la cual corresponderd a una curva cerrada cuando iden-
tificamos los lados de F mediante las transformaciones S y T, esto es, en el
espacio cociente H /T, ver §A.5.

Es por ello que el titulo de la tesis es codificacién de geodésicas en su-
perficies modulares, aunque de una manera mis precisa estamos codificando
geodésicas en la superficie H/PSL{2,Z).

Podemos hacer una analogia un tanto burda de estos c4digos con respee-
to al ejemplo que se vi6 en §1.1., el cédigo geométrico juega el mismo papel
que los valores de la sucesién de corte para una recta y el cédigo aritmético
equivale al desarrollo en fraccién continua de la pendiente de las rectas.

Teniendo estas definiciones podemos decir que la proposicién 3.2.13 nos
lleva al siguiente corolario, que dice que dada cualquier sucesién de enteros
(n1,....,nm}, con n; > 2, existe una matriz en PSL(2,Z) cuyo cédigo ar-
itmético coincide con ésta. M4as aun, estas matrices serdn hiperbélicas, con
traza positiva y reducidas.

Corolario 3.3.1 Sean nq,...,n, > 2 enteros,

rof! y 5= 0 -1 |
01 1 0
entonces la matriz A = TMET™S...T™S es hiperbdlica reducida, con

tr(A) > 0, y su cddigo aritmético es (A) = (ny,.-.,Npm).

Demostracion. Sea A =T™MST™S...T"m§ primero veremos que su traza
es positiva. Recordemos que

-1
s = ™ :
1 0
por lo visto en 2.1 (recorriendo el indice)

T‘IS"‘Tnmsz nl _l nm _1 — pm —pm—l
1 1 0 dm —dm-1

0
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como los m; > 2, entonces (ny,...,%m) = Pm/gm > 1, también sabemos
(por la ecuacién 2.1.3) que gm > gm-1, para toda m. En consecuencia
Pm > Qm > Gm—1. 51 ademds recordamos p, ¥ ¢r son enteros, entonces la
traza de A cumple tr{A) = P — gm—1 = 1. Pero ademas si pyy — gm-1 = 1,
llegamos a la siguiente contradiccién

1=pm — gm-1 >pm—gm = 1.

Por tanto tr{A) > 2. Terminaremos de ver que A es hiperbélica exhibiendo
sus dos puntos fijos, si hacemos w = (Aig,- .-, 7im),

Alw) =T™MS... T S(AL, .. Bm) = TS ---Tm-18(n, — (m ..l.'nm )
=TnlS“'Tn"‘_IS(nm,n1--.,ﬂm_l)...=Tn15(m)

= w

De la misma manera se tiene que si u = 1/(%n,-- -, 71 ), entonces u es punto
fijo de A™! = TMmS5T™2S.--T™™S y entonces también lo es de A. Por lo
cual A es hiperbélica. Sélo falta verificar que w es atractor, si |[A'{w)] < 1,
ya terminamos, si no,

47 @)1 = | ] <1

en cuyo caso w es atractor de A~1 puesto que A~! es hiperbélica, por la
proposicidn 3.2.13 tenemos que

ATl =TMET™S... TS =A

o A% = I; esto tltimo nos dirfa que A es eliptica, lo que contradice que A
sea hiperbélica. Por tanto w es punto fijo atractor de A y A es entonces
reducida. o
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4

Relacién entre los codigos
aritmético y geométrico

4.1 Consideraciones
A lo largo del capitulo llamaremos F a la regién
F={z=c+iy:|s <11zl <1/2}

Ia cual es una regién fundamental para PSL(2,Z) (ver apéndice).
También nombraremos a los lados y vértices de F° como sigue {véase
fig.4.1): :

=145 p—1=-1+%
a; =elarcoque vade p—1ai, ag = elarcoquevadeiap,
v ={-1+Lit|t >0} y v = {} + Lit|t > 0}

Por T"F y SF entenderemos las imagenes bajo 7" y S de la regién F,
esto es
T'F={z=x+iy:|z—n|>1,|z| £1/2+n},
Y
SF={z=z+iy:{z—1{>1,|z+1>1y|s <1}

esto tiltimo se sigue de que la transformacién S manda H-lineas en H-lineas,
de que transforma oo al 0 e intercambia p y p — 1, entonces también trans-
forma v; en la -linea que une a p con el 0 y a vy en la H-linea que une a
p—1conel0.

57
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Figura 4.1: F es una regién fundamental para SL{2,Z)

Definicidn 4.1.1 Sea D una regién fundamental para SL(2,Z), se dice que
una matriz hiperbdlica en SL(2,Z) es D—reducida si su eje intersecta a D

En nuestro caso la regién fundamental siempre serd F. Recordemos también
que si A es una matriz hiperbdélica, el conjunto de todas las matrices reduci-
das conjugadas a A se denota como el A-ciclo.

Definicién 4.1.2 Se dice que una matriz hiperbslica de PSL(2,Z) es total-
mente F-reducida si todas las matrices del A-ciclo son F- reducidas.

Las siguientes observaciones nos servirin para familiarizarnos con el com-
portamiento de las geodésicas en el plano hiperbédlico y cdmo se relacionan
éstas con aquellas que pertenecen al mismo ciclo.

Observacién 4.1.3 Sea A una maltriz totalmente F-reducida y sea wy =
(n1,...nm) el punto fijo atractor de A, sea -v4 el eje de A, si v4 entra a
la regién F por T*(v;), entonces sequir el paso de la geodésica y4 en su
trayectoria por las regiones T*F, con 1 < k < n, es lo mismo que seguir a
la geodésica yp—x 4Te en su trayectoria por F. También si y4 cruza la regidn
SF entrando por p y saliendo por po entonces ys-1 5 entra a la regidn F
por S(p1) y sale por S(p2). (Véase fig.4.2)

Para justificar esto pensemos en que 4 entra por T(1;} = v2 a TF, en
el punto p = 1/2 + vi, con r > \/3/2, entonces yp—_1 47 entrard a F en el
punto T~ !{p} = ~1/2 4+ ri ya que los puntos fijos, atractor w, y repulsor u;,
deben ser u; = T '(u) = u—1yw; = T Yw) = w— 1y entonces el eje
-1 47 €8 simplemente T~ (y,).
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Repitiendo este argumento inductivamente, tenemos que el comporta-
miento de y4 por T*F es el mismo que el de yp-& 47+ por la regién F.

Para el caso en que 4 entra a SF por el punto p; y sale de ésta por pa,
notemos que si los puntos fijos de A son u4 y wa, entonces los puntos fijos
de S~1AS son S~ ua) y S '(w,) asi que yg-145 = S7!(7y4) y entonces
si -y4 intersecta a SF, entrando a ésta por pm y saliendo por pg, ¥ el y4
entra a F por S{p;) y sale por S(ps), entonces S~!(v4) = S(v4) intersecta
a SSF = F. En este punto es importante recordar que S = S~! como
transformacion, pero no como matriz. En consecuencia 7yg-1 45 entrard a F
por S(p;) y saldra por S(p2). m]

2"‘1'24 I ;"r'f.cr u, Wosp Urpr Wog Yrayn A Fart

Figura 4.2: Los ejes de matrices conjugadas a A

Observacién 4.1.4 Si A es totalmente F-reducide con punto fijo atractor
wy = (ni,...,0n), entonces todos los segmentos de la geodésica del A-ciclo
se pueden ver como los segmentos de los ejes que estdn en F de las siguientes
malrices

(i) A= Ag
(ii) A; = ST A;_T™S parai=1,2...,m.
(i) TIA;T9 con 0 € § < nipa.

Demostracién. Las matrices A; no son otra cosa que los elementos del
ciclo de A, de acuerdo a la proposicién 3.2.10, y los gjes de las matrices del
inciso (111) son la traslaciones de los ejes de A;, de acuerdo a la observacién
anterior (4.1.3}. a




60 4. RELACION ENTRE LOS CODIGOS

4.2 Relacion entre los cédigos y la orientacion

Teorema 4.2.1 Sea A € PSL(2,Z) una maetriz hiperbdlica, las siguientes
afirmaciones son eguivalentes:

(i) La matriz A es totelmente F-reducida.

(ii) Los cddigos geomélrico y eritmético de A coinciden.

(iii) Todos los segmentos de la geodésica cerrada en F que co-
rresponden a la clase conjugada de A estdn orientados en sentido
negativo.

Demostracidn. (i) = (ii). Sea A totalmente F-reducida y sea 74 su eje,
entonces los puntos fijos atractor y repulsor, u y w respectivamente, cumplen
0 <u<1<w, donde

w = (71, 73, ..., Tim), €CON Ny > 2 para i > 1.

Para que <4 intersecte a F, es necesario que entre por a3 a F, ya que
v4 sale de u > 0; también debe salir de ' por vs. (De hecho, para que la
geodésica intersecte a F, su radio tiene que ser mayor que v/3/2,)

Supongamos ahora que para toda 0 < j < k, yp-j47s entra a F' por v;
y sale de F por v y que el eje yp-s 4+ entra a F por v; y sale de F por
algiin a;.

Figura 4.3: 4, no puede entrar a TF por T'(e;) sin pasar antes por T'(vy).

Ahora, k > n; porque si ny; > k entonces la geodésica ;- (k+1) gpr+1 NO
puede entrar a TF por T{v,)}, pues entonces ypr-r o7+ habria salido de F
por vs. Tampoco puede entrar por T'(v2) a TF, asi que yp—« 4+ tendria que
entrar a TF por T(a;) o T(a2) pero esto es imposible porque para que el eje
entrase por alguna de éstas, tendria que pasar por T'(v;) (ver fig.4.3)
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En consecuencia, si n; > k entonces T—(k+1) ATk+1 1o pasa por F, ni
tampoco pasa por SF, pues de otro modo el radio del eje tendria que ser
menor que 1. De esta manera, T AT™ tampoco intersectaria a F nia SF,
y entonces por la observacién 4.1.3, vg-17m1 oTm 5 DO intersecta a F. Esto
contradice que el elemento del ciclo §~1T™ AT™ § es F-reducido y también
que A sea totalmente F-reducida. Por lo tanto k > ny.

Ademss, no puede ser que k > 1 porque 1y — 1 <w < ny, esto significa
que 74 no intersecta a Tm+E por lo que T~(M+)AT™*! no intersecta a
F. Por tanto k = n;.

Recordemos que n; > 2 para s > 1, y que

m-l<w= (A2, -~ - o) <n,

ademds vy, tiene radio mayor que 1 por lo que ésta solo puede llegar a w por
la regién comprendida entre las geodésicas |z —(m —2)| =1¥ Re(z) =m
(véase fig.4.4). Puesto que-y entra a T™ P, esto s6lo lo puede hacer entrando
por T™(v,) y saliendo por T {ay).

Figura 4.4: ya se encuentra en la regién sombreada.

Para concluir que el primer nimero del codigo geométrico de A es my,
tenemos que ver que no hay ambigiiedades y que y4 no pasa por p 0 por i

Lo primero no representa mayor problema pues s6lo hay tres matrices
cuyos ejes cumplen con esto, posteriormente veremos qué sucede en esos
casos particulares (corolario 4.3.6).

Tampoco puede suceder que 74 pase por i, por lo siguiente: si

c d
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la expresién de los puntos fijos u y w de A indica que el centro de -4 es
(e — d)/2¢ y el radio es v/D/2¢ por lo que la ecuacion de 4 es

,_ 8= d|? _ D
2 | T 4c?
o, haciendo z = z + 1y,
2+ (d-a)z - b=0. (4.1)

" Si sustituimos 7, en la ecuacién 4.1 se tiene que ¢ = b. Pero esto contradice
el lema 3.2.8, el cual dice que ¢ > 0 y b < 0. En consecuencia y4 no pasa
por 1.

Puesto que 4 entra a T SF por T(a;) y sale por T™ S(v;), entonces
~Yp-ny o7y entra a SF por a) y sale por S(vs), esto es por la observacién
4.1.3, si definimos ahora

An, = STIT™MAT™S,

entonces 4, entraa F por S(a1) = ag y sale de F por vq, esto es, volvemos
al caso con el que comenzamos. Podemos repetir el mismo procedimiento,
esta vez para 74, , la cual entrard a T2 F por T™?(v;) y saldrd por T"*(a,), y
asi sucesivamente. Por lo tanto el cédigo geométrico de A es {ny,n2,...,ny}.

(£) = (ii4): En los argumentos anteriores los ejes correspondientes a las
matrices An; ¥y By, definidas como en la observacién 4.1.4 y como en la
ecuacién 4.2 estan orientados en sentido negativo, y por la observacién 4.1.4
estos constituyen todos los segmentos del eje de A.

(it) = (1): Supongamos que A no es totalmente F- reducida, entonces
existe una matriz del ciclo de A que no pasa por F' y que es de la forma de
Ak, para alguna k& segin la ecuacién 3.3, '

Como Aj es reducida, entonces 4, tiene que cruzar a la circunferencia
|z| = 1, pero 4, no pasa por F, entonces el eje cruza el arcoque vade pa 1,
esto es, a T'S(ve) y entra a TSF. Puesto que el radio de 4, > 1, entonces
ésta debe salir por T'(a1) o T(az), cruzar la regién TF y salir de ella por
T(vg). (Ver fig.4.5)

Asi que S”'T7'ATS entra a F por vy y en consecuencia ha salido de
TF por T'(v1). Por tanto T71S™ 1T~ AT ST sale de F por el lado v, y entra
a T7'F. Como la geodésica no puede zigzaguear, tenemos que el cédigo
geométrico de A contiene al menos un —1 o nimero negativo, pero en el
cédigo aritmético los elementos n; > 2 por lo que estariamos contradiciendo
que los cédigos coinciden.
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Figura 4.5: Trayectoria de va,

(4if) = (¢) Supongamos que A no es totalmente F reducida, por el ar-
gumento de (4i) = (i) hay un segmento de geodésica correspondiente a un
elemento conjugado a A que cruza por F en sentido positivo, lo cual es una
contradiccidn. O

4.3 Relacién entre reduccién y el cédigo aritmético

El propésito ahora es establecer condiciones necesarias y suficientes sobre el
cédigo aritmético de una matriz para que ésta sea totalmente F—reducida.
Para ver esto necesitaremos primero de una observacién y un lema.

Observacién 4.3.1 Sea

A= ( 4 3) € SL(2,Z),

c

una matriz reducida. A es F-reducida st y sélo si
a—d

c—b

—2>0 (4.2)
Demostracién. La ecuacién del eje y4, de acuerdo a 4.1, es
2P +(d—a)z—b=0.

Como A es reducida, su eje intersecta siempre al circulo |zf = 1. Para que
v4 intersecte a F el eje tendria que pasar por el arco que va de p a0, lo cual
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sucede cuando el punto de interseccién z = z + iy cumpla = < 1/2. Como
e>0,b<0yd—a <0, esta condicién se traduce en

d-az > (d-a)

¥ entonces
clz]2+(d—a)—;-—~b50
por lo que
a—d
>2
c—b

O

Lema 4.3.2 Si A = Ap, An, -+ Ap; -+ - Ap,, es totalmente F-reducida y n >
ny, entonces Ay = An, -+ Ani_ AnAq,, - Ap,, también es fotalmente F-
reducida.

Demostracién. Primero notemos que Ay también es reducida pues su
punto fijo atractor es (fif, -, 7, - 7tm) > (A1, ;7. 7m) = wa (la
desigualdad se da por la proposicién 2.2.2) y también el punto fijo repulsor
cumple

1 1
0< <
(P> m) (B 3Py - Foem)

=us <1

Si escribimos

a b az bo
toetnr= (4 ) o et (22)

tenemos que

A l . a) b1 n —1 ag b2
(n) . [#] dl 1 0 [} d2
B ajoon + agh — a1cx arbon + b —ar1ds
ciaan +dias —e1ea  e1bon 4 dibe — 1dz

o' b
T\ d d



4.3 RELACION ENTRE REDUCCION Y EL CODIGO ARITMETICO 65

Queremos ver que @', b, ¢ y d’ cumplen con la ecuacién 4.2 para que A¢n) sea
P-reducida. Y los elementos de! ciclo de Ay también serdn F-reducidos,
pues al aplicar las conjugaciones para obtener los otros elementos del ciclo
de A, estamos obteniendo elementos del ciclo de A(,). Notemos que a', v,
¢ y d' estan en funcién de n, sustituyendo estos definimos la funcién

f(n) = @ln) —d'(n) _ 2 = n(aiaz —aiby) +biay —ap —diby +aidy
cd(n} —¥'(n) n{ciraz — a1b2) + diag — c1c2 — bibz + a1z

Sabemos que A = A(n,) y entonces f (n;) > 0, basta con ver que f'(n) >0
para todan > n; y entonces f(n) > 0. Nos ahorraremos calculos si pensamos
en lo siguiente: como f(n) y su derivada tiene la forma

_pntg n) = ps—T1q
f(n)"rn-i-s’ fin) = (rn + s)?

basta ver ps — rg > 0, pero

ps—rqg = (map— C!b‘-Z)(dlﬂ-Z —cicz — bibe + a1ds)
—(craz — arba){bjag — arcz — diba + 1d2),

haciendo los cilculos y usando que a1d; — c1by = azdy — caby = 1, se tiene
que
PS—TQ2012+022_612 - by?

Veamos primero que a12 - ;2 > 0, pues si A, --- An,_, = I entonces a1? —

c12 = 1. S8i Ay, - -+ Ap,_, no es la identidad, entonces usamos el argumento de
la demostracién del corolario 3.3.1 para concluir que Ay, - - Ap;_, €8 reducida
y con traza positiva, por el lema 3.2.8, ¢; > 0. El punto fijo atractor de la
transformacion es (A1,-..,7—1) ¥ por el lema 3.2.11:

Ao —122
51
entonces a2 > 4¢;? > ¢;2 y en consecuencia a2 -—e?>0.

También as? — by? > 0 pues si Ap,,, - An,, # I, también es reducida y
como consecuencia del lema 3.28 a; > 0y b <Oy ast+by > co+da > 0 Por
lo tanto ap? —be? = (ag+bo){ag —b2) > 0. Si A, -+ An,, €512 identidad, la
desigualdad es trivial. En conclusién f'(n) > 0 para todan > n;, y f(n) > 0.
Lo que nos dice que Ay también es reducida.

Otra manera més grafica de ver esto es pensar en el eje de A, 7a, si B es
otra matriz redudida cuyo eje yp pasa por arriba de 4, entonces B también
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serd F-reducida. Para que g pase por arriba de 74 los correspondientes
puntos fijos atractores y repulsores de A y B wy, wg, ¥4 Y up respectiva-
mente, tienen que cumplir

O<up<us<l<wy<wg.

Estas desigualdades se siguen de la expresién en fraccién continua de los
puntos fijos y por los resultados 2.2.2 y 2.2.7.
a
El siguiente teorema nos dice las condiciones del cddigo aritmético de
una matriz para que esta sea totalmente F-reducida:

Teorema 4.3.3 Sea A una matriz en SL(2,Z) cuyo cédigo aritmético es

(4) = (n1,...,npm).
A es totalmente F-reducida si y sélo si:

1 1 1 .
— + —— < - para toda ¢ mddulo m). (4.3)
LT (TS
Esta tltima ezpresidn es equivalente a que el cédigo aritmético de A no
contenga un 2, ni sean adyacentes los siguientes pares de ntimeros (3,3),

(3:4) ¥ (3,5).

Demostracidn. De la necesidad: Sean

A= (: 3) Y (A) = (n,...,nm),

demostraremos que si en (A) hay dos nitmeros adyacentes, r y s que cumplan
con la ecuacién 4.3, entonces A no puede ser totalmente F-reducida, esto
es, que no cumple con la ecuacién 4.2. Podemos pensar que s = fm ¥
r = n,, esto lo podemos hacer conjugando como en la proposicién 3.2.10 y
considerando un elemento del A-ciclo si es necesario. Por el corolario 3.3.1
A=A Ay, - Ap,,_, A, en donde

i —1
An;=T“"S=(n )
1 0

al br

Denotemos
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A = (a b)
c d
r -1 a b s -1
= A.,,. § =
(105057
_ (s(m’-c’)+b’r—d’ c’—a'r)

a's+ b —a

entonces

Por el corolario 3.3.1, ir(A) > 0y A es reducida; usando el lema 3.2.8, ¢ > 0
y b <0, asi c— b > 0, se sigue que en la ecuacién 4.2,

a—d-2c—b)
c—b

el denominador es positivo. Falta ver que el numerador es < 0.

Notemos que B es la identidad o es reducida. Si B es reducida, entonces
por el corolario 3.3.1, tr(B) > 0 y por el lema 3.2.8 o’,c’ > 0, b <0y
d+d >0

Por otro lado
a—d 9 - adrs—cs+br—d +ad —2as+¥ +ar-7)

c—b a's+¥ —c +ar
drs+1—2r+s)+ 1)+ (r—2)+(~s+3) - (d +)
a's+b +a'r—c

Por hipétesis r y s cumplen 4.3, lo cual nos lleva a que
2(r+s)—rs—120,

asi que el coeficiente de o’ es < 0. También r > 2, por lo que b(r—2) <0.
El término —c'(s — 3) < 0 salvo cuando s = 2, en ese caso tendriamos:

3 +H(r—2) —d =—-2 +¥{r-2)—(d+d) <0

Entonces el numerador de la ecuacién 4.4 es < 0 y el eje de A no intersecta
a F. Por lo tanto A no es F-reducida.

La demostracién del reciproco es un poco mas complicada. Consideremos
primero a las siguientes matrices y a sus correspondientes transformaciones:
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Transformacién: puntos fijos atractor y repulsor: eje:
1 -
Ag(z) =2 - — wi=24+V3=(3), uu=2-V3 lz—2?=3
172 -3 3 V7 3 Vi 30°
Adele) =5 T |vw =3t 7 =8 me=g - | -3] =3
172 — 6 2
A5A3(Z)I3z_'l w53=3+\/7=(6,_3),U53=3—\/7 lz=3|*=7

Todas tienen en comun que sus ejes pasan por p. Lo que veremos a
continuacién es que estas tres matrices son las dnicas con esta propiedad vy,
mas ain, que el gje de cualquier otra matriz reducida pasa por arriba del eje
de alguna de éstas tres.

Llamemos A al conjunto de cédigos aritméticos correspondientes a ma-
trices reducidas, esto es:

i 1 1
A= Seees >3y —  — <
{(m M) M 23y ny +ﬂ1+1 =2

para toda ¢ (médulo m) } )

ahora consideremos el siguiente algaritmo:

1. Si elegimos un elemento de A y nos fijamos en las j para las
cuales n; = 3, entonces n;_; y nj41 son > 6 y se pueden decrecer
en 1.

2. Cuando las n; no son adyacentes a un 3, éstas se pueden
decrecer en 1 (hasta llegar a 4).

Estos pasos anteriores se pueden repetir un niimero finito de veces hasta
llegar a un cédigo (Ag) en el cual ya no se pueden decrecer los elementos n;
y seguir estando en A. Inversamente, partiendo de un cédigo (4p) al que
ya no se pueden aplicar los pasos 1 y 2, podemos aplicar los pasos inversos
hasta llegar al cddigo original. Recordemos que el corolario 3.3.1 nos dice
que siempre podemos encontrar una matriz con dicho cédigo.

Notemos que con este algoritmo, la cantidad y posicién de los nimeros
3 en el cddigo no se alteran. Si un cédigo no contiene n; = 3 se puede llevar
al cédigo (4}).
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Definicién 4.3.4 Se dice que un cddigo es c6digo esquina si ya no se le
pueden aplicar los pasos 1 y 2 para que siga estando en A.

Si consideramos ahora un cédigo esquina (A’) distinto de (4), (3,6) y
(6,3), entonces (A’) contiene al menos un 3 y se puede ver como sucesiones
de blogues de la forma {6,3,6,3,...,3,6} y de bloques {4, ...,4} en las cuales
puede haber cédigos que no tengan bloques de cuatros. También podemos
encontrarnos con algunos pares {6,6}.

Ahora, sea (A) € A, hemos visto que {A) se puede llevar a un cddigo
esquina (A’) mediante un nimero finito de pasos. Si vemos que A’ es F-
reducida, entonces aplicando el lema 4.3.2 un nimero finito de veces, ten-
dremos que A es totalmente F-reducida.

Hay basicamente 9 posibilidades para los cddigos esquina (salvo permuta-
ciones ciclicas): dependen de si A’ comienza y termina con alguno de Ag, A3
o A4 pero veremos que 3 de estas posibilidades no corresponden a matrices
reducidas. Los casos son los siguientes:

(1) A" = AgAzAg - AgAs™ AgAsAs - - AgAs™"? AgAzAg - - AsAd™™,

donde n; 2 0y nyy > 0.
(ii) A = AgAzAg -+ Ag A AgAsAg - - A6A4ﬂ"‘A5A3 ... AgAs,

donde n; > 0.

(iii) A= AgAszAg- - Ag AT AgAzAg -+ - A6A4n”'A5A3 ... AgAs As,
donde n; > 0.

(iv) A = AzAg--- Ag Ay AgAzAg- - AgA"m AgAy ... Ag Az As,
donde n; > 0.

(‘U) A = A4ﬂ1 A5A3A6 o AgAa™M A AsAg - - AgAzAg- - Ag Ayt
donde n; > 0y ny > 0.

('U’L) A= A AgAsAg - - A6A4n2AﬁA3A5 s Ag Ay Ag L AsAg,
donde n; > 0.

{vit) Al = AzAg- - Ag A" AgAsAg - - Ag Ay Ag- - AgAzAg - AgAy™™.
(‘Uiii) A= AzAg - A6A4n1A5A3A5 v A5A4n""A5A3 ... AgAs,

donde n,, > 0.

(iz) Al =AM AgAzAg--- Ag - AgA "™ AgAs ... AgAs,

donde ny > 0.

Los casos (vii), (vit1) ¥ (iz) no estan en A puesto que hay elementos en el
ciclo que tienen cédigos con parejas {4,3} y {3,3} adyacentes. Para probar
que cada uno de los otros casos es una matriz F-reducida necesitaremos de
un lema mds.
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Lema 4.3.5 Para z > 1:

(i) Si m > 3, entonces Am(z) > 1.

(fi) Az Ag(z) > A5A3(.‘L‘).

(#12) Sin > 0, entonces A" (z) > As(z).
(iv) §5in > 0, entonces (AgA3)"(z) > As(z).

Demostracion del lema 4.3.5.
(2) Am(z}=mz-1>m-2>2
(¢¢) Las transformaciones correspondientes son:

35z -6 96z - 17

AaAﬁ(.’B) = 6z — 1 y A5A3A5(I) = 172 — 3

Siz > 1 AzAe(z) > AgAa(zx) si y sélo si

35;":—6> 96z — 17
6z — 1 1Tz -3

s y sélo si
(35z — 6)(17z ~ 3) > (6z ~ 1)(96z — 17),
si y s6lo si 1922 + 51z + 1 > 0 y esto dltimo es claro si z > 1.
_(#11) Segin el corolario 3.2.9, para wy > z > 1, se tiene que

Wy > . > AgM(T) > > A (z) > As(z) > 2

y como
1

1
A4(.’B)—4—$>A3(I)—3 Z
se deriva la desigualdad en este caso. Si ahora z > wy, por el corolario 3.2.9
tenemos:
T > Ag(z) > A42(:L‘) > > A(E) > wy,

y la desigualdad que buscamos se obtiene de wg = 2 4+ v/3 > 3 > As(z).
(iv) La prueba es similar al inciso anterior, por ¢l corolario 3.2.9 basta

con ver que AgA3(Z) > A4(z) para wgy > z > 1 y que wgz > Ay(z) para

T > wWss O

Ahora, regresando al teorema 4.3.3, veremos la prueba de que los casos
(¢) al (vi) corresponden a matrices reducidas, esto se hard demostrando que
para alguna matriz A4y F-reducida, los puntos fijos atractor y repulsor de A’
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y de Ag cumplen con ) < ua <ugy ¥y wa, < wa.

Demostracidn (casos (1) y (#1)):
A = AgAzAg- - AgAs™ AgAadg - AgAs"? Ag A3z Ag - - - AgAs™™,
donden; >0y ny >0,0
A = AgAzAg - Ag Ay AgAsdg - - AgA"™ Ag Az ... AgA3 donde n; > 0.

Por el lema 4.3.5 (4ii), cada A4™ con n; > 0 en A’ se puede sustituir por
As. Si tenemos casos de parejas AgAg en A’, por el lema 4.3.5 (i), estos se
pueden sustituir por un bloque AgA3zA4g y entonces obtenemos una matriz
Ap = (AgA3)", para algun N entero positivo, que cumple

A'lz) > Ao(z) = (AsAs)" (2),

en particular
wa = A'lwa) > (AsAs)™ (war) (4.4)

ademds wa: > wgz pues de otro modo, aplicando el corolario 3.2.9 tendriamos
que (AgA3)"V es creciente para N y entonces (AgA3)Y (war) > wa lo cual
contradice la ecuacion 4.4. Por lo tanto war > ws3.
Ahora, por la proposicién 2.2.7 se tiene que 1/uas tiene desarrollo en
fraccién continua “-"con el periodo en orden inverso al de w4 por lo que
1

1 1
— = A" AgAz - - A AgAzAs{—) > (A3 4e)}" (—),
uAI U r U4

en el caso (i) y para el caso {i1):

Lo Asﬂe'-'A4“”‘A5---A4”‘A6A3A5(L) > (ASAS)N("I")-

A Up U4

Para ambos casos usando el mismo procedimiento usado antes con wg, se

tiene que 1/ua > wag, © lo que es lo mismo uy < ugz. Por lo tanto el eje

de A' pasa por arriba del eje de Ag = Ag3 y entonces 4 intersecta a F.
Caso ('M.'L) A= A5A3A6 v A5A4n1A5A3A6 re A5A4n"‘A5A3 R A5A3A6,

donde n; > 0. Por el lema 4.3.5 y como en el caso anterior, podemos

sustituir A4™ por Aj e insertar Aj entre alguna pareja Agds para obtener

una matriz Ag = (AgA3)M Ag para algun M entero positivo que cumpla

Al(z) > Ag(z) = (AsA3)M Ag(z), también

wyr > (AsA3)M Ag(war) > AgAs(war) > AzAs{war)
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la dltima desigualdad se da por el lema 4.3.5 (iv). Como war > AzAg(war),
entonces wy > w3 pues de lo contrario el corolario 3.2.9, implicaria que
A3A6(wAa) > w4 . Ademds
As(w,;r)=6—-——l-—->6—L=6——-———-—l———~—=(ﬁ)=w63.
war w3e (3165316"'i) ’
Como la transformacién AgAjz es creciente para z > 1/3 entonces (AgA3)™
también lo es y asi

(AsA3)™ Ag(wa) > (As A3} (wea).

Por lo tanto w4 > wgs.

En el caso de 1/w 4/ los argumentos son andlogos y se tiene que 1/wyr >
wss = 1/uge por lo que ugz > u 4. Por tanto el eje de A’ pasa por arriba del
eje de A3Ag y entonces A’ es F reducida.

Caso (iv) y (vi):

A= AgA3Ag- - AgAs™ AgA3As--- AgA4"™ Ag A3 ... AsA3Ag donde n; > 0,
o
A = Ay™M AgAzAg-- - AgA4"™ Ag ... AaAg donde n; > 0.

Otra vez podemos acotar inferiormente bloques A4™ con Aj e insertar dichas
matrices entre AgAg y encontrar un mimero natural K tal que para toda
z>1

A'(z) > (A346)% (z)

por un procedimiento similar al de la prueba de (i) y (#) se tiene que w4 >
was. También

1/ugy = AgA3Ag--- A" .. A™ . . AsAsAs > (AsAs)Y (1/un)

ljug = AgA3Ag--- A" . Ag™ > (Ag A3}V (1/uar)

y entonces 1/us > wgy = 1/uzs. Por lo tanto uyg < uge. En consecuencia
ya' pasa por arriba de 4,44, por lo que A’ es F-reducida.

Caso (v): A = A4n‘A5A3A5 co- AgAyt Ag Az Ag - - - AgA4™™ donde ny >
0y nm > 0. Por el lema 4.3.5,podemos acotar A’ como se ha hecho en los
incisos anteriores, para obtener esta vez:

Al(z) > A4m(A6A3)R(3;) > A (z),
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para alguna R natural. La iltima desigualdad se tiene del lema 4.3.5 (iv).
Se tiene también que war > Ag™ (w4 ). Por el corolario 3.2.9: wa > wq y
de la misma manera 1/ugy > wy, lo cual implica que uxs <1 Jwy = ug. En
consecuencia 4 pasa por arriba de 7,4, y entonces A’ es F-reducida. 0O

Corolario 4.3.6 Las tinicas matrices totalmente F-reductdas cuyos ejes pa-
san por el vértice de F p, son A4, A3As y AgAs

Demostracidn. En la demostracién anterior, se probé que cualquier otra
matriz diferente a As, AsAs y ApgAjz tiene ejes que pasan estrictamente por
arriba del eje de alguna de estas matrices. Por lo cual no pueden pasar por
el vértice p. O
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A

La Geometria Hiperbdlica
Plana

A.1 El plano hiperbdlico

Trabajaremos en el plano extendido
€ =Cu{oo}

con la topologia inducida por la biyeccién gue da la proyeccién estereografica
¢: 8% - Cu{oo}

(5 s 2#1
00 z=1,

 (Z Y, 2) > {

donde S? es la esfera unitaria en IRL3
_ Elgrupode automorfismos de C, es decir, las biyecciones meromorfas de
C es 4
- az
={T(z) = ——;a, -
Aut{C) = {T(2) cz+d,a_b,c,d€Cyad be # 0},
que también es conocido como el grupo de transformaciones de Mébius.

Cada elemento T € Aut(C) se puede representar por una matriz

()

de GL(2,C) o de SL(2,C) si se requiere. La representacién no es tnica: en el
primer caso cualquiera A € C\ {0} hace que AA dé la misma transformacién.

75




76 : A. LA GEOMETRIA HIPERBOLICA PLANA

En el segundo caso, con A = +1 se tendrd la misma transformacién, por lo
que

PGL(2,C) = GL(2,C)/{Al; A # 0}

PSL(2,C) = SL(2,C)/{%]}.

cumplen que:

Aut(C) = PCL(2,C) = PSL(2,0C).
A los grupos GL(2,C) y SL{2,C) se les puede dar la topologia que se hereda
de encajarlos en C* y a PGL(2,C) y PSL(2,C) se les da entonces la topologia
del espacio cociente. Estos grupos resultan ser grupos topoldgicos [Ra%4,
p.50], y cada matriz A tiene norma

(2 2)

Gran parte del trabajo se desarrolla en PSL(2,R) que es el subgrupo de
transformaciones de PSL(2,C), con coeficientes reales, esto es, transforma-
ciones de la forma

Al = ‘

‘:x/a2+b2+c2+d?. (A.1)

Lo 92 +b
T ez4d’
con a,b,c,d € Ry ad ~ bc = 1. Este grupo PSL({2, R) tiene la propiedad de
que actua en H = {z € C | Im(z) > 0} de la siguiente manera

(i) Cada T € PSL{2, R} se comporta como un automorfismo (una
biyeccién conforme) de H .

(ii} PSL(2, R} actia transitivamente en ¥, es decir, dados z,w €
‘H existe un elemento T € PSL({2,R) tal que Tz = w.

(iii} PSL(2,R) actia doblemente transitivamente en dH = R U
{00}, esto es, dadas dos parejas {z1, 22}, {w1, w2} € OH, existe
T € PSL{2,R) con Tz = w; i = 1,2.[Jo87, p.218].

Los elementos T de PSL(2,R) se clasifican por medio del cuadrado de
su traza, Tr3(T) = tr?(A4), (donde A € SL{2,R) es una matriz que lo repre-
senta) en:

(i} Parabélicos, si Tr?(T) = 4
(ii) Hiperbélicos si Tr(T) > 4
(iii} Elipticos si Tr?(T') < 4
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La clasificacién se da también por medio de sus puntos fijos, es decir, los
puntos que cumplan T'(2) = z. Si

_az+b
T ez +d

T(2)

z es punto fijo de T si y sélo si cz® + (d —a)z — b = 0. Las posibilidades para
las raices son entonces: una sola raiz real, cuando el discriminante

D =(d—a)® +4bc={a+d)*— 4{ad — bc) = (a +d)* — 4

es cero, dos raices reales cuando D > 0 y dos raices complejas conjugadas
cuando D < 0.
La clasificacién es la siguiente:

(i) T es parabélica si y s6lo si T tiene un inico punto fijo real.
(ii) T es hiperbélica si y sélo si 7" tiene dos puntos fijos reales
(1ii) T es eliptica si y sélo si T tiene dos puntos fijos complejos y
conjugados, [Jo87, p.219].

Se puede ver que toda transformacién 7' € PSL(2,R) es conjugada a
traslaciones, homotecias o rotaciones de acuerdo con que T sea parabdlica,
hiperbdlica o eliptica, respectivamente:

(i) Supongamos que T es parabélica con punto fijou € RU {oo};
si u % oo, conjugando T con la transformacién

Zz—2Z

P(z) = ';, con zg € R\ {u}

z —

se tiene que PTP~! es parabdélica y fija a 00, por lo cual es de
la forma PTP~!{z) = z £ ¢, con t € R\ {0}; conjugando con la
transformacién Q(z) = z/|t} se tiene que
t -1
U(z) = QPTP'Q7(2) = | th'+ =z+1

y el signo depende desit > 0 0 ¢t < 0. Recordemos ademis que la
traza se preserva mediante conjugaciones. Haciendo los cdlculos
se puede ver que U(z) = z + 1 sblo es conjugada a traslaciones
de la forma z-+b, con b > 0 y que U(z)} = z—1 sdlo es conjugada
a traslaciones de la forma z — b, (b > 0). En consecuencia los
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elementos parabélicos son conjugados a dos clases de traslaciones.

(ii} Si T es hiperbélico con puntos fijos u,w € R (u # w), ha-

ciendo
Z—Uu

P(z) = p—
se tiene que PTP~! fija a 0 e 0o y entonces PTP~! es de la
forma

U(z) = Az, AeR\{0,1}.

(iii) Si T es un elemento eliptico, sus puntos fijos wy,wy € C
son conjugados; supongamos que wy = T + it, entonces la trans-
formacién P(z) = tz + r manda 7 en w,, también —i en ws.
La transformacién W(z) = P7ITP, fija a i y a su conjugado,
entonces

Wiz) -1 2z

Wiz)+i “z4i

Ademis W deja invariante a RU {oo}, por lo que exisie un ele-
mento o € R tal que W(a) € R y entonces

=1

W) ~i|

a—i
Wia)+1 ’

o+1

por lo tanto |A| = 1 y entonces A = ¢, con 0 < 8 < 2x. Por lo
que T es conjugada, a W, donde

W(Z)'—i _ igz‘i

= < @ < 27.
W +i ¢ z4i 0sO<om

Si hacemos '
, z—1 ; Wiz)—i

=Y T W e

z

se tiene que w' = €%z’ Asi, dentro de PSL(2,C), T es conjugada
a una rotacién del disco en un dngulo 8.
A.2 La geometria hiperbélica

El espacio H se trabajara con una estructura geométrica, una estructura de
geometria hiperbélica. La forma mds facil de darle esta estructura es via una
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métrica riemanniana, es decir, via una funcién ¢ que a cada punto z € H
le asocia un producto interior positivo definido ¢(z), es decir una funcién
bilineal, ¢(z) : R2 x B2 = R, donde ¢(z)(z,z) > 0siz #0.
En concreto la métrica hiperbédlica en H es
-y
T,Y) = —
Ha)a9) = ot
Con esta métrica podemos definir la longitud hiperbélica en H de una curva
que sea diferenciable en pedazos, precisemos si

v:10,1] = H
es una curva diferenciable en pedazos, la longitud hiperbolica es:
P el
Jo Im(~(t))

Es facil comprobar que las transformaciones T' € PSL(2,R) conservan la
longitud hiperbélica, es decir que:

R{T(y)) = h(y) VT € PSL(2,R) V€ C' (I, H).

Ahora se esta en camino de definir de una manera natural una métrica, la
métrica hiperbdlica: -

hiy) = dt .

plz,w) = inf{h(y) | v: I — H,7 es una curva de clase C'
por pedazos y v(0) = z, y(1) = w}.

Desde luego p resulta ser una métrica en H, ver [Jo87, p.224], que induce la
misma topologia que aquella dada por la métrica euclidiana. Las geodésicas
en esta geometria resultan ser arcos de semicirculos con centro en el eje real o
segmentos de lineas (euclidianas) perpendiculares al eje real (teorema A.3.2).
Las “lineas” en esta geometria, que llamaremos #-lineas, son semicirculos
con centro en el eje real o lineas perpendiculares al eje real. Observe que toda
#-linea tiene dos extremos en RU {oo} en el caso de una semicircunferencia
serfan dos nimeros reales, en el caso de una linea perpendicular al semieje,
un punto es real y el otro es co.

El grupo PSL(2,R) actua de manera tran31t1va, en el conjunto de las
H-lineas, es decir, dadas dos H-lineas [, y Iz existe T € PSL(2,R) con
T{lh) = l2.[Jo p.224]

Resulta también que con esta métrica, todas las transformaciones de
PSL(2,R) son isometrias, es decir, para toda T € PSL(2,R) y para toda
z,2wEH,

p(Tz, Tw) = p(z,w).
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A.3 Calculo de la longitud hiperbdélica

Lema A.3.1 Seaa,beRya < b,

2 = {a) El segmento de H-linea que une los puntos ia e ib es el seg-
- :'?‘ mento sobre el eje imaginario gque los une.
(b) p(ia,ib) = In%

Demostracion. Sean ia e ib, con b > a, dos puntos en H. Sea s: [0,1] —
H el segmento del eje imaginario que los une, esto es s{t) = (0, y{t)), con .
y(0) = a y y(1) = b y ademds dy/dt > 0. Entonces

\/ )2 jaﬂ fl ggdt b dy b
1}

;, Ms )_.[ y(t) 0 y(t) y(t) a ¥ a’

¥ Supongamos ahora que r : {0,1] =+ H, r(t) = (u(t),v(t)) es otra curva
diferenciable que une a ia con b, se tiene

1 (%)2""%)2 ll'fz_” 1 %g
= e e [ e e

La igualdad se da si y sélo si du/dt = 0 y dv/dt > 0, cuando éstas existan.
Como r(t) es diferenciable por pedazos, entonces r tiene que ser el segmento
de recta que une a ia con ib. Q

Teorema A.3.2 Las geodésicas en H son arcos de semicirculos y segmentos
de rectas ortogonales al eje real.

Demostracidn. Sean z; y 23 en H, si ambos estan en el eje imaginario,
por el lema anterior se tiene que la geodésica que los une es el segmento
del eje que los une. Anilogamente se prueba que si z; y z tienen la misma
parte real, entonces el \inico segmento de H—linea que los une es el segmento
de recta (euclidiana) que los une. Supongamos ahora que Re(z;) # Re(z»),
y que la mediatriz del segmento que une z; con z; corta al eje real en 2z,
entonces el semicirculo @ con centro en zy y que pasa por z; y zo, es la H-
linea que determinan z; y z3. Sean z] y 2} las intersecciones del semicirculo
) con en eje real (figura A.1.)

Si consideramos a
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Figura A.1: La H-linea que une a z; con z

tenemos que S € PSL{2,R), S(2]) = 0y S(23) = oo y S manda el semicirculo
Q) en el eje imaginario, y si S{(z1) = 1a y S(z) = 1b, tenemos que:

_ b
p(z1,22) = p(S(21), S(22)) = plia,ib) = 309|E|-
Por lo tanto la geodésica que une a z; con 23 es el arco del semicirculo Q. O

Lema A.3.3 (a) Si 2, 22, 2§, 23 son como antes, la razén eruzada

(z1 — 23) (22 — 2)
(23 = 2z2)(2) — &1)

21, 22) = (21, 23: 22, 21) =

es H- invariante, esto es, para tode T € PSL(2,R),

(21,23 22, 21) = (T(21), T(23); T(22), T(21)).

] —x3

= ‘H-invariante.

(b) (z1,22) =

Luego
n(z1,22) = (21,25522,21) = (S(=1), 5(23); S(22), 5{27))

= (ia,00,1b,0) = b
a

y entonces
olzr, z2) = In 7(z1, 22).
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Sia<b,

7(21,22) = 7{ia,1b) =

ia — th a—b
ia—i_bl a+b’
b-a bla-1 efl22a)
bta b/a +1 = ) 11

luego
_ 1+ 7(21122)
plz1,22) = In { I —7(21,22) }
[z21 — 22| — |21 — 22|
Como L |
el — u
=731 = tanh(a)
y tanh?(u/2)
2,8, _ _tenhtlu/s)
senh (2) - 1— tanh2(u/2)1
tenemos que
2.1 _ 7lzw) _ |z = wf?
senh (2p(z,w)) C1-r{z,w)? |ze-wP-|e—wf?
pero
lz—w’—|z~wf = (-WzZ-w)—(z-w)Z-B)=—(z ~Ew —)
= 4Im(z)Im(w),
por lo tanto 2
2,1 S el
senh (2.0(211")) = 4Im(z)Im(w) (A2)

A.4 Grupos Fuchsianos

Hemos mencionado que PSL(2,R) es un grupo topolégico que actia en
H. El concepto de grupo Fuchsiano est4 relacionado directamente con que
PSL(2,R) tenga esta propiedad.

Definicién A.4.1 Ungrupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de PSL(2, R).
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Definicién A.4.2 Sea G un grupo de homeomorfismos de un espacio topo-
légico Y. Diremos que G actiia propiamente discontinuamente en Y
si para cada y € Y, donde eziste une vecindad V dey tal que g(VINV # 0
para g € G, se tiene que g(y) = y.

Teorema A.4.3 Sea K C M un compacto. Para un w € H fijo, el conjunto
G = {T € PSL(2,R)| T(w) € K}
es compacto.

Corolario A.4.4 Sea K C H un compacto. Si ' es un grupo Fuchsiano,
entonces el conjunto
{T e T|T{w) € K}

es finito.

Teorema A.4.5 Sea ' un subgrupo de PSL(2,R),

(a) I es un grupo Fuchsiano si y sélo si ' achia propiamente
discontinuamente en H.

(b) Si T es un grupo Fuchsiano y sip € H es un punio figo de
algtin g € T, entonces eziste una vecindad W de p tal que ningtin
otro punto de W es fijado por elementos de I’ \ {1}

Definicién A.4.6 Sea A un grupo que actia en un espacio Y yz €Y, la
A-6rbita de z es el conjunto de todas las imdgenes g(z), donde g € A y se
denota como A;.

Corolario A.4.7 Seal un subgrupo de PSL(2,R). T es un grupo Fuchsiano
si y s6lo si para cada z € H, T'; (la T-drbita de 2 ) es un subconjunto discreto
de H.

Definicién A.4.8 Sea I' un subgrupo de PSL(2,R}, consideremos a {Tn}
una sucesién de distintos elementos en T', el conjunto de todos los posibles
puntos lfmite de sucesiones en I', L(T'}, se llama el conjunto limite de T'.

Por el corolario anterior, para z € H, T,(z) tiene un punto limite en
R U {co}. Se dice que T' es del primer tipo si L(I') = RuU {00} y [ es del
segundo tipo si L(I') € RU {co}.
El grupo modular
az +b

[=PSL2,Z)={T(2) = _—

|a,b,c,d€Zyad—bc=1}

es del primer tipo.
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Definicién A.4.9 Sea T’ un grupo Fuchsiano y sea F un conjunto cerrado’
de H. F es una regién fundamental para T si

(i) U‘I‘el‘T(F) =H

(1) F°AT(F°) =8 V T eT\{I} donde F° es el interior de
F.

Definicién A.4.10 Sea T un grupo Fuchsiano y p € H un elemenio que no
es fijado por ningtin elemento de '\ {I}. Definimos la regién de Dirichlet
para I' centrada en p como el conjunto:

Dy(T) = {z € H: p(z,p) < p(2,T(p)) pare toda T € I},
es decir
Dy(T) = {z € H : pl2,p) < p(T(2),p) para toda T € T}

Como senh(e) es una funcién mondtona creciente para a > 0, ¥ por la
ecuacidn {A.2), se tiene que

2—pf* _ |T(z) —p]?

- N

D,T)={zeH: Tm(z) S Im(T()) para toda T' € T'}

Si
l az+b
T(z) = P con ad — be =1,
entonces Im(z)
m(z
Im(T(z)) = i+ P
Y
D(F)—{ZEH'IT(Z)WPI> ! ara toda T' € T'} (A.3)
T pl Clevd? |

Notemos que la definicién tiene sentido porque el teorema A.4.5 asegura,
que los puntos fijos de I' \ {7} son aislados.

Teorema A.4.11 Sea I" un grupo Fuchsiano y p un punto que no es fijado
por ningiin elemento de I' \ {I}, entonces Dy(I) es una region fundamental
coneza para I

'Hay autores como Ratcliffe o Apostol [Ra94, p.243], [Ap76, p.30] que definen regisn
fundamental como un abierto, nosotros trabajaremos con la definicién de acuerdo con
Jones {Jo87, p.240].
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Un ejemplo importante es el caso en que I' es el grupo modular, veremos
ahora una regién de Dirichlet para éste.

Proposicién A.4.12 La region de Dirichlet para el grupo moduler, I' =
PSL(2,Z), centrada en el punto ki, con k > 1 es:

Dp(T) = {# € Hilz| 2 1,|Re(2)| < 5}

DI -

Demostracidn. Primero notemos que p = ki no es punto fijo de elementos
de PSL(2,Z) porque los puntos fijos de T' € PSL(2,Z)

_az+b
T cz+d

T(z)
cumplen con la ecuacién

z__a—d:i: (a+d)?—4
- 2¢ ’

luego

- 2.
iz & d+/(a+d)*—4
2e

implica que a = d = 0 y que ¢ = k = 1, lo que contradice a k > 1.
Ahora elegimos T(z) = z £ 1 € PSL(2,Z), para ambas transformaciones
¢=0yd=1, entonces la desigualdad (A.3) nos Heva a que

|z %1 — ki| 2 |z — kil

por lo que z estd mds cerca de ki que de ki £ 1.
Por otro lado, para T(z) = —1/z,a =b=c=1y d = 0 la desigualdad
(A.3) queda como

-1k 1
l—"—,—l2—siysélosil—l-}-kz'zl2|z—ki|
|z — kil l2|

elevando al cuadrado y desarrollando se tiene
1+ K2z + kiz — kiz > |2]? + zki — kzi + K

si y solo si
|2/2(k? — 1) > k® — 1 si y slosi |2]> > 1.
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Si definimos a F como
1
F ={z € H : |Re(2)| 5-2-y|z|__>_1},

tenemos que Dy(I') C F, para demostrar la igualdad de estos necesitamos’
de dos lemas.

Lema A.4.13 Para k > 1, Dy es simétrico respecto al eje imaginario, eso
es, si 2 € Dg(T"), entonces —z € Dy(T')

Demostracidn. Sea A(z) = —Z la reflexién en el eje imaginario, A también es
una H—isometria, (aunque no preserva la orientacién) y A= A~1. SiT €T
con

T(z) = az—:—db, con ad —bc=1,
entonces b
AT'TA(Z) = 2272 ¢ PSL(2,2).
+d
Como
2 _ (2
senh?s 5 (P A(), ki) = [ N bk L. TS 5 (2, )

4Im(z)Im(ki) 41m(z)[m(kz)
¥ puesto que senh?(w) = cosh(2w) — 1 es una funcién inyectiva, se tiene que
p(A(z), ki) = p(z, ki).
Ahora, si z € Dy;,como A(ki) = kt,

PlA(2), ki) = plz, ki) < plz, AT A(ki))
= p(A(2), TAK)) = p(A(2), T(ki).

Y entonces si z € D(T'), también lo estd A(z). a

Lema A.4.14 Siz,w € F y z = P(w) para alguna P € T'\ {I}, entonces z
y w estan en la frontera de F, mds atin z = w o0 bien z y w son simétricos
respecto al eje tmaginario.

Demostracion. Primero notemos que si

_az+pf
P(z) = o>

vl con d — By =1
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y @, 3,7,0 € Z, entonces
vz + 8% = 7212|2462 + 276Re(2) 2 7 + 8% — 76

Si —v8 > 0 entonces v +46%2—8 > 1y sino Y2482 — b = (y—8)2+vd > L.
Donde la igualdad se da si y sélo si

(Y-8 +v6=1 (A.4)
si y solo si
+|z|? + 2y6Re(z) + 62 =1 (A.5)
Entonces Im(2)
miz
T EERERG, NN .
Im{w) et 0F = Im(z)

Al hacer el mismo procedimiento con la transformacién P~ se tiene:

_ Im(z)
Im(z) = -—-——h,z e < Im(w).

Asi que Im(z) = Im{w) y si restamos la ecuacion (A.5) a (A.4) obtenemos
V(12 — 1) + ¥5(2Re(z) + 1) = 0. ) (A.6)

De la ecuacién {A.4) se tiene que 7,8 € {1,0, —1}, por lo que consideraremos
los siguientes casos:

(i) Si v = 0, entonces § = £1 y como aé — 7y = 1, entonces o = ly
P(z) =z+ (. Paraquezy z+ 8 = w esten en F,=1003=0,enel
primer caso se tiene que

|Re(2)] = |Re(uw)| = 3

y en el segundo caso z = w.
(i) Si & = 0, entonces v = £1 y 8 = F1, ademds por (A.6), lz2=1y

1
Pz} = a:;::]; = ta - Z,
otra vez como P(z) € F entonces @ = —1,0,1. Si a = 0, entonces P(z) =

—1/z por lo que z y w se encontrara en el circulo unitario y seran simétricos
respecto al eje imaginario. Si @ = &1, entonces Re(z) = +1/2, en conse-
cuencia z = +1/2 + (V/3/2)i.




88 A. LA GEOMETR{A HIPERBOLICA PLANA

(113) Si v = 6 = +1 la ecuacion (A.6) implica que

_ 2P

RG(Z)— 2 1
asi que |z] = 1 y entonces Re(z) = —1/2. En consecuencia z = —1/2 +
(V3/2)i, como Im(P(z)) = (v/3/2)i entonces P(z) = z0 P(2) = 1/2 +
(v/3/2)i. Por lo tanto Dg(I') = F. (]

Una de las propiedades importantes que pediremos para una regién fun-
damental es que, para cada uno de sus puntos, sus érbitas no tengan puntos
de acumulacién, este es el siguiente concepto.

Definicién A.4.15 Sea F una regidn fundamental, se dice que F es local-
mente finita si para cada a € F eziste una vecindad V, tol que V,NT(F) #
solo para une cantidad finita de elementos T de T.

Teorema A.4.16 Las regiones de Dirichlet son localmente finitas

Demaostracion. Sea Dp(T') una regién de Dirichlet y seaa € Dy(I'). Sea K
una vecindad de g, la cual podemos suponer que es compacta. Supongamos
ahora que existe una sucesién {T}};";i de elementos en I' tales que K N
T;(F) # 0 para cada j. Veremos que esto contradice que I' sea discreto.

Sea § = maz{p(p,2);z € K}, como K es compacta, § existe y es finita.
Sea w; € K NT;(F), entonces existen 2; € F tales que w; = Tj(z;). Por la
desigualdad del tridngulo, para toda j,

< plp,w;) + p(w;,p) porque z; € Dy(T),
< 24

Por lo que los Tj{p) se encuentran en la bola hiperbélica centrada en p y
de radio 24, cuya cerradura es un compacto en H y contiene una sucesién
infinita de imdgenes de p, esto contradice el corolario A.4.4. O

De la definicién, se tiene que una regién de Dirichlet D,(I") se obtiene
de la interseccién de la cerradura de semiplanos acotados por las #-lineas
mediatrices entre p y T(p), con T' € I' por lo que D,(I") estd acotado por
H-lineas y a veces por segmentos del eje real. Como los elementos de T
mapean H-lineas en H-lineas, la interseccién de D,(I") con su imagen es un
punto p en cuyo caso se dice que p es un vértice de F, o un segmento [
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de H-linea, en cuyo caso se dice que ! es un lado de F. Alternativamente
también se consideran como vértices a los puntos fijos de elementos elipticos
de orden 2. '

Los vértices de una region de Dirichlet F, son aislados pues de otra ma-
nera podriamos encontrar: (i) una sucesién {wy,}52, de estos que converja a
algin wy, (ii) una vecindad Vi, y (iii) Tp € T, tales que wn € To(F) M Vi,
lo cual contradice que F' sea localmente finita.

Ejemplo: Cuando I' es el grupo modular, si pensamos en F' = Dy;(T'),
con k > 1, sus lados son:

w = {z€HRe(z) = -1/2y|e| > 1}
w = {zeHRe(x)=1/2y 121}y
a = {zeH||z|=1, nf4<arg(z} < 3w /4}

y sus vértices son p, p -1 e co.

Los lados de una regién fundamental para un grupo Fuchsiano I' estan
relacionados por parejas de la siguiente manera: si ! es un lado de F y
si T(l) también es un lado de F, donde T € I, entonces se dice que [
y T(l) son lados congruentes. Ademés T(l} = F NT(F). Los lados
congruentes en F' son sélo parejas pues si suponemos que existe otro lade [y
en F y T, € F tal que Ty{l) = 11, entonces Th(l) = F Ty (F) por lo cual
=T Y {F)NF=T"YF)NF yentonces T =T}.

Si un lado { de F' contiene a p, un punto fijo de algin elemento eliptico
de T, entonces T intercambia los segmentos de este lado separados por p.
En este caso se dice que I es congruente con €} mismo. Alternativamente se
considera a p como un vértice y a s como dos lados separados por p.

En el ejemplo de la regién fundamental Dy;(T'), para T' el grupo modular,
ademsds de ser un triangulo, ésta se puede ver también como un cuadrilitero
con vértices en 00, 1, py p— 1 y cuyos lados son v, v2, a1 = el arco que va
de p—1aiyap=elarco que va de i a p. Para ésta los lados congruentes
son vy y vo, relacionados con la transformacién z = z + 1 y los lados a; y
as, que son intercambiados por la transformacién z — —1 /2.

Lema A.4.17 Sea F una regidn de Dirichlet para T y see {Vi} cualquier
subconjunto de I, entonces

Jve(F)

k
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es un cerrado.

Demostracién. Supongamos que existe una sucesién {z,}22; de elementos
en | J, Vk(F}, que converge a un zp € %" Como las imigenes de F bajo I"
cubren a H, entonces existe A € I tal que z5 € A(F). Como F es localmente
finita, existe una vecindad, V;, de zy que intersecta sélo a una cantidad finita
de T(F), con T € I y en particular intersecta a un nimero finito de Vi(F),
cuya unién es un cerrado en H. En consecuencia {z;} debe contener una
subsucesién convergente a zp que se queda contenida en algin V,,,(F), el cual
es cerrado, por lo tanto z9 € |J, Vi(F) y entonces |J, Vi(F) es un conjunto
cerrado. O

Teorema A.4.18 Sea T' un grupo Fuchsiano. Sea D,(I'} una regidn de
Dirichlet para T' y sea {T;} el subconjunio de los elementos que aparean los
lados de Dp(T'). Entonces el conjunto {T;} genera a T

Demostracidn. Llamemos A al subgrupo generado por {T}}, probaremos
que A = I'. Supongamos que R; € A y que R (F) y Ry(F) comparten un
lado ), esto es Ri(F) N Ry(F) = I}, entonces Ry 'Ro(F) N F = R7(1y),
por lo que Ry 'Ry(F) y F tienen un lado en comtn, y R'Ry =T € {13},
por lo cual Ry = R T} es un elemento de A. Si ahora Ry(F) comparte un
vértice v con R, (F), entonces la bola cerrada con centro en v y radio 4, con
¢ suficientemente pequefio, es un compacto de H que intersecta sé6lo a una
cantidad finita de imdgenes de F, R,(F), con n = 0,1,...m, debido a que
F' es localmente finita. Asi que podemos repetir el argumento anterior a lo
mds m — 1 veces para los R,(F)} adyacentes a R;(F) y llegar a que Rg € A.

Si hacemos U = p A R(F) y V = Userya S(F), por el lema anterior
(A.4.17) se tiene que U y V son cerrados, y U # 9, asi que V = §, de otra
manera desconectarian a #{. Por io tanto T" = A a

Observacién A.4.19 Este resultado nos dice que en el ejemplo en que T
es el grupo modular, un conjunto de generadores de éste son las transforma-
ciones T(z) =2+1y S(z) = -1/z

Finalmente veamos en esta seccién un algoritmo sencillo que sirve para
expresar a cualquiera A € PSL(2,Z), en términos de

=(17) ()



A.4. GRUPOS FUCHSIANOS 91

Sea A € SL(2,Z),

A=(a b)conad—bc::l

c d

AT™ = a b 1 n _ a entb
c d 01 c en+d

AS = a b 0 -1 _ b —a
c d 1 0 d —c

El algoritmo consiste en multiplicar A por T™, conn; € Z que haga que
|cn + d| < ¢, pues entonces la matriz

A, = AT™S = a ean+b 0 -1 _ an+b —a ! by
c en+d 1 0 en+d —c ca  dy

cumple con |¢;} < ¢, como ¢ € Z, repitiendo este procedimiento, existird
una m > 0 tal que e = 0. Supongamos ahora que hemos liegado a una
matriz en la que ¢, = 0, entonces amdy — bmem = aGmdm = 1 por lo cual
am = dm = 1, asi que

+1 b 1 +b
Am:( 0 ;;):(0 1m)=Tibm=conbm6Z.

Se tiene que

notemos que

AT™MST™S... TS = T*bm (A.7)

por lo tanto
A=TFbmgpNmg.. . P R28T™™

Noteros que la ecuacién (A.7) se puede despejar de diferentes maneras para
hacer que la expremén de A comience con S y termine con T™ o para que
comience con T~ y termine con S. Por supuesto, la expresién de A en
términos de sus generadores no es dnica.

La justificacién de este algoritmo se hace por induccidn sobre ¢, primero
supongamos que A € SL(2,Z), donde

c d
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como A y —A representan a la misma transformacién, podemos suponer que
¢ 2 0. Para ¢ = 0 acabamos de ver que A = T*%. Si ¢ = 1, entonces
ad—be=1yb=ad—1, por lo que

()G ) (58 e

Ahora supongamos que la afirmacién es cierta para matrices A, tales que
¢ < ¢g, para algin ¢ > 1. Como ad — be = 1, entonces el minimo comiin
divisordecydesl,porloqued=cg+r,con0<r<cy

At~ | @ —ag+b ) fa —ag+b
c —-eqg+d c r ’

:4T_"'S= ( —-ag+b —a)

T —C

entonces

como 7 < ¢, la matriz AT~9S se expresa como un producto de matrices S y
T, con lo cual se concluye la justificacidn.

A.5 El espacio cociente /T

Dado un grupo Fuchsiano I', definimos en ¥ la relacién z ~ w si y sélo si
existe T' € T' tal que T(2} = w, las clases que tenemos son las érbitas de z
en I', denotadas por [z]. Mediante la proyeccién I : # — H/T, 1I(z) = (2],
podemos construir el espacio cociente. Con la topologia cociente {esto es, U
es abierto en H/I" si y sélo si II7}(U) es abierto en ), tenemos que 11 es-
continua y abierta.

‘Teorema A.5.1 El espacio H/T es una superficie de Riemann y Il es una
funcion holomorfa. Ademds, si F es una Regidn de Dirichlet para T, en-
tonces F/T' y H/F son homeomorfos, [Jo87, pp. 248-252].

Observacién A.5.2 Notemos que st [2] € H/T, puesto que F es localmente
finito, II"Y(2) N F es un conjunto finito.

Teorema A.5.3 Sea F' una regidén de Dirichlet pare un grupo Fuchsiano r,
H/T es compacto si y solo si F es un subconjunto compacto en M.
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Demostracidn. Primero supongamos que H/T" es compacto, probaremos
que F' es compacto viendo que cualquier sucesion infinita contiene una sub-
sucesién convergente en F.

Sea {2,}22, una sucesién de elementos de F; puesto que F es local-
mente finita y F/T' & H/T es un compacto, la sucesién {z,}32, contiene
una subsucesién [z,, ] convergente a algiin (2] € H.

Por la observacién anterior (A.5.2}, [zp] tiene una cantidad finita de
preimégenes en F, z) con j = 1,...,7. y alguna de éstas debe ser limite de
alguna subsucesién de 2,, porque si no es asi, como F es localmente finita
podemos encontrar vecindades abiertas V; de acada preimagen zq; tales que
V; N {zn,} sea sélo un nimero finito de puntos para cada j. Como II{V}}
es un abierto, Ui_,[I(V;) es un abierto no vacio (pues contiene a [2o]) y que
contiene sélo a una cantidad finita de [2,,], lo cual contradice que [z) sea
su limite. Por lo tanto {z,}3%, contiene una subsucesién convergente en F
y éste es compacto. Sisuponemos ahora que F es compacto, como II es una
funcidn continua, entonces IN(F) = F/I" es compacto, por el teorema (A.5.1)
‘H/T es homeomorfo a F/T con lo que se concluye la demostracién. @]

Definicién A.5.4 Cuando I' es el grupo modular, esto es ' = PSL(2,Z)
y Ty es un subgrupo de I', a la superficies que resulta del cociente H/T la
llamaremos superficie modular.

Teorema A.5.5 Sea " un grupo Fuchsiano, y supongamos que H/T' es un
compacto, entonces I' no tiene elementos parabdlicos.

Demostracién. Como H /T es compacto por el teorema anterior, F' es com-
pacta. Puesto que para cada z € H, p(2,T(z)) = p{A(z), AT(z)) donde
A €T yes tal que A(z) € F y por el corolario A.4.4 los elementos del ciclo
de z que estdn en F son un nvmero finito. Por otro lado z € # sélo puede
ser un punto fijo de un elemento eliptico de T, asi que en F sélo pueden
suceder dos cosas, hay sélo un elemento del ciclo de z en F (y de hecho se
encuentra en el interior de F') o hay mas de un elemento del ciclo en F' y se
encuentran en lados diferentes de F. En consecuencia

mz) =inf{p{z,7(2)) | T € '\ {I} y T no es un elemento eliptico} > 0.

Si ahora consideramos 1 = inf{n(z)|z € F}, como F es un compacto, n se
alcanza y n > 0.

Ahora supongamos que I' contiene un elemento parabélico Ty. Sabemos
que 1p es conjugado a una de las transformaciones z — z £ 1, podemos
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suponer que Tp{z) = z+1 o Ty(z) = z+ 1, pues de otra manera trabajamos
con el grupo I conjugado a I' y el cociente #/I” es isomorfo a #/T". Como
por la ecuacidn (A.2),

1 1
W oplzz41) = ———.
senh’2p(z 2 +1) = gy
entonces si Im(z) — oo, el infimo de p(z,z + 1) =0, lo cual contradice que
n > 0. Por lo tanto I' no puede tener elementos parabdlicos. m]

The ball I threw while playing in the park
Has not yet reached the ground.
Dylan Thomas.
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