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Introduccién

Un gutémata celuler, es un sistema dindmico discreto que evoluciona

en iteraciones a través de una regla determindstica, tal como un sistema
dindmico; las variables del sistema cambian como una Sfuneidn de sus valores
actuales. Pueden ser vistos como un proceso de cémputs en paralelo, donde
los datos son la configuracién inicial. Otra aprozimacién es gue un autdmata
celular es un “universo ldgico... con su propia fisica local®. Tal como un
universo de gutémata celular; no obstante su construccidn matemdtica,

#on capaces de soportar comportamientos complejos [13].

El estudio de los Autématas Celulares se remonta desde los afios 50’s, época de
grandes aportaciones en materia de conjuntos, expresiones regulares, bases de datos,
autématas, neurones, cibernética, maquinas finitas, computacién, entre otros. Los
autématas celulares también fueron canalizados en un principio bajo fines bélicos.
Los autématas celulares pueden ser representades en dos dimensiones y en una
dimensién, a los autématas celulares en dos dimensiones se le encontré un juego
ecolégico llamado Life que hizo muy popular esta teoria gracias a su presentacidn
que resulto muy llamativa. La teoria de autématas celulares como tal ha tenido
altibajos a través de la historia, sin embargo se puede decir que ha pasado por
tres étapas de alto grado de estudio, la primera de ellas es la etapa de John von
Neumann, la segunda es de John Horton Conway y la \iltima es de Stephen Wolfram.
Aunque se han dado importantes aportaciones en estos periodos de bajo interés
que han contribuido de manera relevante al estudio de dicha teoria, aunque algunas
veces de manera indirecta.

Se han encontrado algunas aplicaciones dentro del campo de la biologia, la
quimica, la fisica, las matemiticas, la cristalografia, la termodindmica y cierta
relacién con la teoria del caos, la teeria fractal, vida artificial, simulacién de procesos
¥ ciencias de la computacién.

El estudio de los autématas celulares dentro del campo de la computacién es uno
de los principales focos de interés para muchos investigadores. Desde los inicios de
la teoria de autémata celular se pretendia realizar la construccién de una maquina
capaz de soportar cornportamientos complejos. Se han hecho estudios sobre si una
maquina de Turing {22] puede contener un autémata celular o0 viceversa, si esto es
cierto cudles son las limitaciones y los alcances de cada una de estas maquinas. Por
otra parte la representacién del cémputo en paralelo es ideal para su representacién
en autématas celulares,

El tema de como se manifiesta la reversibilidad en los autématas celulares en
los tltimos afios ha sido de notable interés. Ya que hay algunas personas que
tratan de buscar aplicaciones bajo estas caracteristicas, tal como encriptadores
de datos, almacenamiento masivo de informacién, por mencionar algunos. Sin
embargo la teoria como tal avn se encuentra en fase de formalizacién matemdtica
para posteriormente obtener una explicacién real ¥ concisa de tales fenémenos.

El presente trabajo titulado “Grados de Reversibilidad en Autématas Celulares
Lineales™, se encuentra dividido en tres partes principales: la primera consiste en el




fundamento de la teoria de autémata celular donde se desglosa un poco de historia
y se explica como esta constituida la estructura de los autématas celulares en una
dimensién, la segunda parte lo constituye el problema de explicar como a través de
las estructuras particulares se originan los comportamientos globales que a su vez
determinan el comportamiento de los mismos autématas, la tercera y iltima parte
la constituyen los resultados obtenidos a través de sus propiedades globales para
autdmatas celulares no reversibles pero que contienen grados de reversibilidad para
configuraciones de cierto tamaifio.

A través de todo el escrito se hizo uso del software NXLCAU! desarrollado por
el Dr. Harold V. McIntosh del Instituto de Ciencias? de la Universidad Auténoma
de Puebla. Estos programas fueron codificados en el lenguaje de programacion
orientado a objetos C-Object en el sistema operativo NeXTSTEP y son de do-
minic piiblico. También existe una version del software (LCAU) compatible para
el siterna operativo Ms-DOS.

El escrito fue realizado en IATgX un derivado del formato TEX sobre el sistema
operativo NeXTSTEP v3.3 y compatible con la versiéon de OPENSTEP, en las
instalaciones del CINVESTAV?.

El trabajo fue realizado en comun acuerdo de los dos departamentos sobre un
proyecto de investigacion sobre “Autdmatas Celulares Lineales Reversibles”, donde

se han dado resultados importantes y buenos avances.

Teb site http:/fwww.cs.cinvestav.mx/mcintosh /cellular.htmi
?Departamento de Aplicacién de Microcomputadoras, 49 Poniente 1102, Puebla.
3Centro de Investigacién y Estudios Avanzados del IPN. Departamento de Ingenieria Eléctrica,

Seccién de Computacién.
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Capitulo 1

Marco Tedrico

Johannes von Neumann (1] de origen htingaro era un verdadero genio en su tiempo,
€l encontré una importante relacién entre las computadoras y los organismos natu-
rales. Relacioné ambos sistemas encontrando caracteristicas muy interesantes que
dieron origen a una teoria que pudiera representar dichas propiedades. De esta
manera von Neumann llama a su teoria, la Teoria de Autémata Celular. La teoria
de autémata celular est formada por un conjunto coherente de conceptos y princi-
pios enfocados a la estructura y organizacién de ambos sistemas, la programacidn
y ¢l control de tales sistemas. Von Neumann trabajé en el disefio de computadoras,
programandolas para que reconocieran la légica matemadtica y 2 su vez tuvieran
un importante rendimiento en la nueva teoria de autémata celular, logrando de
esta manera que la teoria de autémata celular fuera miiltidiciplinaria. A grandes
rasgos la naturaleza general de la teoria de autémata celular es su estructura, sus
materiales, algunos de sus problemas, algunas de sus aplicaciones y la forma de su
matematica; ademas von Neumann comenzo un estudio comparativo de autémata
artificial y natural. Finalmente formulé un par de preguntas basicas en la teoria de
autémata celular: ;Como puedo construir sistemas confiables desde componentes
no confiables?, ;Qué tipo de organizacién légica es suficiente para que un autémata
sea capaz de auto-reproducirse?.

La idea de von Neumnann, es que la matemdtica de la teoria de autdmata celu-
lar debe empezar con la légica matemitica y moverse hacia un analisis, tal como
la teoria de probabilidad y la termodindmica ¥ cuando esto sea desarrollado, de-
beremos entender la gran complejidad del autémata celular, en particular el del
sistemna nervioso humano. El razonamiento matematico es ejecutado por el sistemna
nervioso humano y el lenguaje natural en que el razonamiento matematico toma
su lugar es andlogo para el lenguaje natural en el cémputo de la miquina. Esto
es totalmente posible, en que la teoria de autémata celular debe ejecutar logica
Y nuestros conceptos fundamentales de matematicas. Ahora bien, la légica es la
base de las matematicas; por lo tanto, si von Neumann dice que esto es verdad, la
teoria de autémata celular debe moverse en forma circular, es decir, empezar en los
fundamentos de las matemiticas y terminar ah{ mismo.

Antes del estudio formal acerca de los autématas celulares, surgieron otras
teorias muy importantes que influyeron en los estudios de von Neumann, por ejem-

1




2 CAP{TULO 1. MARCO TEORICO

plo los estudios de Warren S. McCulloch y Walter Pitts sobre neurones {1943); una
interesante abstraccién matematica sobre expresiones regulares por S. C. Kleene
(1951); los fundamentos generales de la cibernética introducida por Norbert Wiener
(1948); por otra parte Henri Poincaré enfatizé en la cantidad de aspectos de la
mécanica clasica en términos de estabilidad, propiedades ergédicas y la recurrencia
de orbitas, tales temas actualmente constituyen una medida para estudios tedricos,
topolégicos y de dinamica simbélica. todo esto como resultado de las ideas de
Poincaré; ia dindmica simbélica elaborada por George Birkhoff y por ultimo Gus-
tav Adolf Hedlund 2] (1969) realizé un amplio trabajo que contiene abundantes
resultados aplicables a la teoria de autémata celular, aunque este enfoque es to-
talmente diferente y ia relacién entre los dos conceptos no son por lo general bien
apreciados [7].

Los autématas celulares son una rama de la teoria de autématas, la diferencia
que existe entre estos es que los autématas son manejados por sefiales de entrada
que a su vez producen sefiales de salida. Los autématas celulares por el contrario
disfrutan de toda una simetria; sin embargo los autématas celulares usan los estados
de sus vecinos como sefiales de entrada y generalmente no producen sefiales de sal-
ida. La teoria de autématas por si misma es bastante antigua, por un lade podemos
ver que los autématas son mecanismos capaces de ejecutar movimientos complejos y
la teoria como tal comienza propiamente con la abstraccién neurofisiolégica de Mc-
Culloch y Pitts. Su fineza dentro de la teoria de expresiones regulares por Kleene,
constituye uno de varios puntos de vista, donde terminé por incluir semigrupos (o
monoides) de mapeos a un conjunto dentro de si mismo, que es justo la teoria de
la gramitica. La teoria de semigrupos es mas compleja que la teoria de grupeos,
cuya clasificacién seria una de las realizaciones maternaticas mas importantes en los
ultimos tiempos y a su vez esta clasificacién seria de gran utilidad para el estudio
de los autématas celulares. En las decadas de los 50°s, 60’s y 70’s, se dieron grandes
aportaciones en el estudio sobre autématas, lenguajes y temnas relacionados, pero a
los autdmatas celulares en particular no se les daria mucha atencion.

El conocimiento piblico de los autématas celulares puede ser atribuido enorme-
mente a John Horton Conway. Interesado en buscar una simple configuracién
como la de van Neumann dio como resultado una serie de configuraciones para un
autémata en dos dimensiones., que mostraban de manera muy ilustrativa y atrac-
tiva sus comportamientos a través del tiempo dentro de una lattice. Algunos de sus
resultados fueron presentados en 1970 como un juego ecolégico llamado Life, por
Martin Gardner [3]. El juego de Life, seria el resultado de una regla muy particular,
para un autémata celular en dos dimensiones (dos estados por célula). donde las
vecindades estan forrnadas por una célula central y ocho mas alrededor de esta,
como se observa en la Figura 1.1. Conway examiné diferentes reglas para poder
encontrar la regla que dio origen a su juego. Algunos de sus resultados mas impor-
tantes fueron obtenidos en el Laboratorio de Inteligencia Artifical (MIT). con la
ayuda de las facilidades gréficas de su computadora PDP-6.
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Figura 1.1: Vecindad de Moore.

En los 1ltimos tiempos, la teoria de autématas celulares recibio un considerable
interés a través de las investigaciones de Stephen Wolfram [4], que emprendio un
estudio computacional a través de las propiedades de los autématas celulares en
una dimensién; guiado per algunos conceptos de la dinimica no lineal y técnicas
estadisticas. La idea del autémata celular en una dimensién es simple y su evolucién
a través del tiempo es ideal para una presentacién en dos dimensiones. Para em-
pezar hay una célula en una cierta regién cada una en un punto dado, representados
de diferentes formas llamados estados. Por conveniencia, estos estados son usual-
mente enumerados con pequefios valores, comenzando con cero hacia adelante. Para
los propésitos de la teoria de autématas celulares la naturaleza de los estados no
importa ya que pueden ser representados de cualquier manera, lo que si es muy
importante es su relacién con los otros estados y el comportamiento de estos cam-
biando a través del tiempo y su medio ambiente.

Wolfram fue uno de los primeros en comparar las historias de evoluciones de
un gran nimere de diferentes reglas para autématas binarios, intentando su clasi-
ficacién a través de su comportamiento en grandes evoluciones, surgiendo de esta
manera las clases de Wolfram.
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1.1 Autédmata celular lineal

Para construir un autémata celular, crearemos un arreglo lineal finito de células
donde supondremos Ja existencia de que todas las células tienen el mismo niimero
de estados similares y a su vez se veran afectadas por una regla de transicidn; el
segundo elemento para definir un autémata celular, es la relacién entre las células
o mas bien los tipos de vecindades que llegan a formar estas. Una vecindad debe
estar formada por células o vednos predefinidos ubicados alrededor de la célula
central. que se denota como r vecinos de radio. resultando 2r + 1 vecinos totales
que en conjunto forman una vecindad dada. Como podemos ver, si la cadena
es finita seguramente no se tendran las mismas vecindades a través de todo el
arreglo; pero esto puede ser enfocado de manera diferente, el arreglo puede ser
tratado como un anillo, es decir, cerrando el arreglo en forma circular y de esta
forma conservaremos la uniformidad en todas las vecindades, ademas con esto se
establecen sus condiciones a la frontera. Por lo tanto. es conveniente trabajar con
vecindades simétricas cada una centrada en su propia célula y no con vecindades
irregulares.

De esta forma surge la notacién Wolfram (k. r} para un autémata celular lineal,
donde k es el nimero de estados por cada célula y r el mimero de vecinos que
forman la vecindad. Por iltimo falta definir la regla de transicién, en donde todos
los estados de las células se ven afectados por la misma en cada generacién y
asumimos la misma regla para todas las vecindades.

1.2 Estructura de los autématas celulares
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Figura 1.2: Estructura lineal de los autématas celulares.
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Wolfram por su parte describe algunos términos basicos para determinar su clasifi-
cacién de autématas de acuerdo a su regla de evolucién. Una tabla de transiciones
describe la funcién de mapeos en cada vecindad y esta funcién se denota como %.
Para un autémata celular su vecindad contiene ¥*"+! vecindades por regla, que nos
da un total de k**™*" reglas de evolucidn. Por otra parte uno puede tomar estados
globales de la tabla de transiciones, es decir, el patron de valores a través de los
renglones en el arreglo es el estado global del autémata celular en un tiempa dadoe.
Por lo tanto el autémata celular evoluciona a través de una sucesién de estados
globales (su trayectoria), ademds la iteracién de su actualizacién global produce la
funcién de transicién.

Dos tipos de autémata celular pueden ser distinguidos, ambos deterministicos: el
caso mas general puede ser descrito teniendo grados de construccién desordenados,
donde el diagrama dado y/o la funcién en cada célula pueden ser diferentes, como
un ejemplo existen las redes de trabajo de funciones booleanas de Walker y las redes
de trabajo booleanas de Kauffman. El autémata celular de construccién ordenada
es un caso especial, donde el diagrama y la funcién son el mismo sobre todo el
arreglo. En ocasiones, el arden puede ser confinado a una vecindad dentro de una
zona ininterrumpida de células, tipicamente centradas sobre la célula identificadora.

1.3 Clasificacién Wolfram

Para describir la evolucién de un autémata celular lineal arbitraric de una config-
uracién inicial aleatoria, observemos el diagrama de evoluciones donde en algunos
casos de manera rapida, llega a ser claro que cada regla y tipos de autématas son
diferentes. Por su parte Wolfram [4] presenté una til clasificacién dentro de cuatro
clases.

o Clase I. Comportamientos uniformes.

Como puede verse en el diagrama de evoluciones, un sélo estado es el que domina
2 los demas a través del tiempo y este comportamiento es siempre el mismo con
cualquier configuracién aleatoria.
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¢ Clase II. Comportamientos ciclicos aislados.
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Figura 1.4: Autémata (3, h) regla 14252.
En el diagrama de evoluciones podemos abservar como dos estados se compor-

tan de manera repetitiva bajo una vecindad dada. Este comportamiento siempre
es el mismo a través del tiempo y cualquier configuracién aleatoria.

e Clase III. Comportamientos catticos.

Figura 1.5: Autémata (3, h) regla 11509.

En el diagrama de evoluciones podemos observar como es que el patrén que
se muestra a través del tiempo es totalmente inestable, es decir, no podemos de-
terminar a simple vista que tipo de configuracién se presentara de generacién en

generacion.
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¢ Clase I'V. Comportamientecs complejos.

Figura 1.6: Autémata (4, 1) regla C30E39E50E39E59739E5975EE5975E78.

Sin duda la clase mas estudiada, esta clase se caracteriza por ser una combi-
nacién de la clase dos con la clase tres, es decir. dentro del diagrama de evoluciones
podemos observar regiones uniformes originadas por un estado ¥ regiones cadticas
originadas por los otros tres estados restantes.

Su interés seria particularmente por los autématas clase IV. Al parecer estas
clases son identificadas por reglas cuyos diagramas de de Bruijn contienen cier-
tos ciclos, donde estos pueden ser detectados con facilidad en periodos cortos.
Esto es seleccionar una regla especifica y trabajar su tabla de periodos (tiempo
de repeticién) y ciclos (espacio de repeticion}, en donde un renglén dado muestra el
numero de ciclos de un periodo dado, en anillos de longitud dada por las columnas.

Para obtener estos ciclos en los autématas celulares, se tomaran longitudes de
arreglos finitos mayores o iguales a dos, estos arreglos son los estados globales.
Primerc se tomara como semilla un estado global aleatorio. posteriormente se ob-
tendran sus evoluciones hasta encontrar un estado globa! que se repita, esto quiere
decir que hemos entrado el ciclo (espacio de repeticién) de estos mapeos globales.
De esta manera cuantificamos todos los estados globales que pueden resultar de
la longitud empleada. Finalmente trazamos una gréfica cuyas ligas son determi-
nadas por su evolucién. Una buena utilidad puede ser seleccionar un anilio inicial
y examinar generaciones sucesivas de su evolucién, la nueva generacién puede ser
totalmente distinta o el mismo punto podemos buscarlo generaciones atras. Para
un anillo finite el numero total de estados globales que se pueden obtener es k'
posibles combinaciones diferentes de estados en un anillo de longitud .

Otro uso del diagrama de transiciones es obtener ancestros de una cadena dada,
una simple aplicacién es encontrar los ancestros de cadenas uniformes donde cada
liga representa la evolucién de la célula central en una vecindad. Todas las ligas
que evolucionan en cero determinan las cadenas que deben evolucionar en Cero,
inversamente los ciclos evolucionan en cero y determinan las reglas para que tal
evolucién sea posible. De manera menos complicada es la determinacién de las ca-
denas estiticas o mejor conocida como naturaleza muerta, esto significa vecindades
que evolucionan sobre un valor constante, es decir las vecindades para la célula
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central evolucionan sobre si misma.

Histéricamente los diagramas de de Bruijn serfan creados para resolver el prob-
lema de buscar todas las distintas secuencias de ciertos simbolos. Esta idea puede
ser aplicada para un diagrama de periodos, cuestionandose si todas las posibles
secuencias de células pueden aparecer como posibles evoluciones. Por lo tanto el
diagrama de periodos es una restriccién del diagrama de de Bruijn, ademés puede
ser dudoso en el sentido de que ésto no puede ser y a su vez confirma la existencia de
los estados conocidos como “Jardin del Edén”. Estas configuraciones son cadenas
de células que sélo aparecen como una configuracién inicial en las evoluciones de
los autématas porque ellos no tienen ancestros y no pueden surgir durante el curso
de la evolucién desde otros estados.

Examinar un camino en un diagrama puede ser un proceso tedioso, los diagramas
de subconjuntos de Edward F. Moore [5], proveen un camino para sistematizar este
tipo de estudio. Este es un nuevo diagrama cuyos nodos son subconjuntos de
estados, donde cada subconjunto es ligado para la unién de estades y esta liga
que los une se deriva de la evolucién de cada uno de los estados que ferman el
subconjunto con otro subconjunto dado. Usualmente uno empieza desde el conjunto
maximo, suponiendo que no importa donde comienza un camino y continuarlo s
es posible hasta llegar al subconjunto minimo, aunque también es verdad que aqui
no existen caminos con las mismas caracteristicas dentro del diagrama original. Un
diagrama de subconjuntos mas elaborado retiene todos los detalles que pueden ser
construidos desde los caminos originales con todas sus miiltiplicidades que pueden
ser extraidas.




Capitulo 2

Teoria de Graficas en
Automatas Celulares

Desde un punto de vista puramente abstracto, una grafica es una pareja (N, L)
que consiste de N nodos y L ligas. Los nodos son justo un conjunto regularmente
formado por enteros positivos de 0 hasta n — 1 y las ligas son un subconjunto de
N=N.

Los nodos son proyectados como puntos frecuentemente etiquetados por los
miembros del conjunto &V, las ligas son representadas por flechas uniendo los nodos,
la flecha corre del nodo i hasta el nodo j si (1, ) € L. Nétese que no es necesario que
ambos (. ) ¥ (j.1) correspondan a L, ni que (i,i) corresponda o no corresponda.
Este es un problema clisico en teoria de graficas para saber si una grafica puede
ser dibujada en dos dimensiones ademds de que sus ligas no se deben mezclar.

2.1 Topologia

Las estructuras de células y organismos vivos estan organizados ampliamante en un
camino que puede ser descrito como topologia, caracterizado para especificar sus
posiciones como patrones de conectividad [12].

La matriz topoldgica M; ; esta definida por:

o _J1 G.50elL
M'-"_{ 0 coc

La aplicacién mads importante de la matriz topolégica consiste en su capacidad
para describir caminos entre nodos conteniendo miiltiples ligas de acuerdo a su
evolucién, por lo tanto los elementos de tales matrices son enteros y son utiles para
contar €l nimero total de caminos, pero no clasifican los caminos en diferentes
categorias. Los elementos de la diagonal de la matriz cuentan los ciclos; la traza
produce ¢l nimero total de ciclos y cuentan cada uno de ellos, una vez por cada
nodo que ellos continen.

La teoria de grificas como tal juega un papel muy importante dentro de la teoria
de los autématas celulares. Uno consiste en describir la evolucién del autémata vel

9
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otro consiste en relacionar las propiedades locales con las propiedades globales, La
evolucidn es descrita por reglas locales mapeando vecindades en su estado subsigu-
iente y esto es porque las vecindades sucesivas translapan. adernis es importante
en el sentido de que deben ser capaces de tomar el traslape explicando cuando
relacionar el comportamiento de células sucesivas para algunas otras. Un autémata
celular se presta para andlisis rigurosos. ya que la simetria inherente dentro de su
lattice del autdmata individual (las células) y suponiendo cambios individuales de
estados; dependen exclusivamente de los estados de un niimero limitado de vecinos.

A primera vista el extenso traslape entre vecindades de diferentes células parece
confundir el problema, ademds esto seria buscar ciertas ideas usando teoria de
registro de corrimientos y varias técnicas mas. ademas de que la informacién cuida
del traslape de una manera muy adecuada.

2.2 Diagrama de de Bruijn

La teoria de registro de corrimientos es una disciplina basada en el tratamiento de
secuencias translapando. Los nodos del diagrama de de Bruijn son secuencias de
simbolos de algiin alfabeto. justo come una expresién regular ya que ellos pueden
ser secuencias de nodos de una grafica especifica. las ligas del diagrama describen
como tales secuencias pueden translapar. Por consecuencia diferentes grados de
traslape conducen a diferentes diagramas.

Cuando los enteros son enteros consecutivos ellos pueden ser tratados como
elementos de un anillo o quizds dentro de un campe finito y nos da la facilidad de
discutir sus propiedades aritméticas o algebraicas, ademas de hacer varias elecciones
valiosas. La matriz topoldgica del diagrama de de Bruijn se representa como:

[ ki
Fi+1
1 s ] =
M; ;= ¢ : (mod k7).
’ k+k—1
L 0 coc

A través del diagrama de de Bruijn las graficas pueden representar configura-
ciones o clases de configuraciones en los autématas celulares, las ligas del diagrama
estan naturalmente asociadas con las vecindades de un autémata usando los mis-
mos simbolos que asocian las ligas en un paso de evolucién. Si hay alguna razén
para descriminar entre vecindades, la misma descriminacién puede definir un sub-
diagrama del diagrama original. El diagrama de de Bruijn genérico (8] para un
autémata (2, 1), tiene cuatro nodos que corresponden a cuatro vecindades parciales
de dos células con ocho ligas representando todas las vecindades de tres células.

La matriz topolégica de un diagrama de de Bruijn es totalmente regular aunque
es asimétrica y se diferencia de las matrices circulantes. matrices tridiagonales u otra
forma especializada que haya sido extensamente analizada dentro de la literatura.
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Figura 2.1: Diagrama de de Bruijn genérico para el autémata (2.1).

Las matrices de de Bruijn D; s 6 D, son caraterizadas por k. el niimero de
simbolos en que las secuencias pueden ser formadas ¥ s el niimero de estados que
es la longitud de la secuencia.

11
Dra=|1 1 .
11

En estos términos deben existir k ligas de entrada en cada nodo y k ligas de
salida en cada nodo, en total deben existir &* nodos con k**! ligas unjendolos,
correspondiendo a las secuencias de longitud s + 1.

Un buen ejemplo del uso de subdiagramas es el proceso conodido como natu-
raleza muerta, ya que estas son configuraciones de células que no cambian durante la
evolucién. El diagrama para la naturaleza muerta puede ser extraido del diagrama
genérico removiendo todas las ligas que no conservan su célula central durante la
evolucién. Los ciclos en el subdiagrama contienen ligas que definen secuencias que
son invariantes en la evolucién, de esta manera toda la naturaleza muerta para
el autémata es determinada automiticamente. En general, cualquier combinacién
booleana de las células de la vecindad y la célula de evolucién pueden determinar
el subdiagrama.

Figura 2.2: Subdiagrama de de Bruijn para un autémata {2.1).

Se hace resaltar de manera muy especial la importancia del uso de los diagramas
de de Bruijn, ya que el significado del mismo diagrama no sélo representa el mapeo
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de las vecindades por su estado de evolucién, si no que a través de estos diagramas
y su respectiva matriz de evolucién dan pie a la realizacién de otros diagramas
tal como el diagrama de subconjuntos y el diagrama de parejas. Por otra parte
su matriz de conectividad es de vital importancia para obtener una estimacién del
nimero de ancestros del mismo autémata.

Con esto se hace notar que la importancia de los diagramas de de Bruijn, es que
estos contienen en gran parte toda la informacién relevante que se quiera obtener
del autémata en estudio.

2.3 Diagrama de subconjuntos

El diagrama de de Bruijn sirve como guia en la descripcién de secuencias de ciertas
cadenas de simbolos, para saber si algiin otro conjunto de objetos puede producir
la misma secuencia. Un ejemplo trivial puede ser tratar de recuperar los simbolos
originales desde algiin elemento central de cada cadena, cuando el propdsito en si
de usar vecindades en los autématas celulares es obtener la secuencia de evolucién
de las mismas céiulas. Por el mismo camino, la multiplicacién de ia matriz de
de Bruijn garantiza que los elementos del producto hagan referencia a ciertas se-
cuencias de evolucién que corresponden al diagrama de de Bruijn. Esto es de gran
1itilidad cuando se desea calcular el niimero promedio de ancestros que pueden tener
determinadas secuencias.

El diagrama de subconjuntos tiene L nodos, si todas las configuraciones de
cierta longitud poseen ancestros entonces todas las configuraciones con extensiones
tanto a la izquierda como a la derecha con la misma equivalencia deben tener an-
cestros. Si este no es el caso, entonces ellos describen las configuraciones conocidas
como Jardin del Edén y no es més que la descripcién del camino principal que va
del conjunto maximo al conjunto minimo dentro del diagrama de subconjuntes.

Los nodos dentro del diagrama de subconjuntos estan formados por la com-
binacién de todos los subconjuntos que se pueden formar a partir del nimero de
estados que conforman €l diagrama de de Bruijn, por ejemplo para un autémata
(2,1) tenemos cuatro fracciones de estados en el diagrama de de Bruijn {a}. {b}.
{c} y {d}, y de ahi podemos formar todos los subconjuntos posibles: {a, b, ¢, d}.
{abc}{abd}{acd}{bdc}{ab}{ac}{ad}{bc}{bd}
{d. c}, {d}. {¢}. {8}. {a} ¥ {}. Dentro de estos subconjuntos se pueden distingir de
manera clara las cuatro clases unitarias que se forman, la integracién del conjunto
vacio garantiza que todos los subconjuntos tengan al menos una imagen, aunque
esta no exista en el diagrama original. Para determinar el tipo de unién que exis-
ten entre los subronjuntos se debe revisar el estado en que evoluciona cada estado
y de esta manera saber hacia que estados {subconjunto que lo formen) se puede
conectar; de esta manera se construye la siguiente relacidén para la regla 30.
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nodo | liga con 0 | liga con 1
a a b
b ¢ c.d
c b a
d c.d 1]

Tabla 2.1: Relacién entre estados.

De esta manera podemos construir la matriz de subconjuntos donde la dimensién
de la misma esta definida por el nimero de nodos del diagrama y a su vez puede
ser particionada a través de sus clases unitarias. Podemos observar que el elemento
fundamental para definir alguna funcién es que cada argumento tiene justo una
imagen. Las ligas del diagrama definen una funcién cuando existe una liga de una
clase hacia un nodo; pero si esta condicién no se cumple, se debe a que existe una
combinacién de multiples ligas a una sola liga entre subconjuntos que implica la
existencia de mas de una entrada al nodo a través del mismo estado o diferentes
estados.

Aunque las ligas de una grifica como tal no definen una funcién las ligas entre
subconjuntos son siempre funcionales y esto se debe por la inclusién del conjunto
vacio definido para toda la grifica. Cada clase de ligas definen una funcién, sea X,
6 L,. El diagrama de subcenjuntos describe la unién de o U Z,. que por si misma
no es funcional.

Sean a y b nodos, $ un subconjunto y |§| la cardinalidad de S: entonces el
diagrama de subconjuntos esta definido por,

¢ S5=¢
D (S)={ {b|liga; (a,b)} §={a}.
i Uegs Zi(a) 1S]>1

De aqui se desprenden tres propiedades importantes:

1. Si existe una cadena principal del subconjunto maximo al conjunto minimo,
entonces debe existir una cadena similar que salga de algin subconjunto
menor al conjunto vacio. Por el contrario si las clases unitarias carecen de
ligas al conjunto vacio, aqui ne existen configuraciones Jardin del Edén.

2. Existe un cierto residuo del diagrama de de Bruijn, en el sentido de que dado
un origen y un destine, siempre debe haber un subconjunto conteniendo ¢l
destino accesible y otro subconjunto conteniendo el origen, ademss el destino
puede tener nodos adicionales.

3. El diagrama de subconjuntos puede no estar conectado, si este es el caso es
interesante conocer el subconjunto mas grande accesible desde algin subcon-
Jjunto dado, asi como el subconjunto més pequefio.

Cabe recalcar que el diagrama de subconjuntes proporciona informacién muy
valiosa con respecto a ciertas secuencias dentro del autémata en estudio. €l saber si
el autémata contiene configuraciones Jardin del Edén, si tiene multiples ancestros




14 CAP{TULO 2. TEORIA DE GRAFICAS EN AUTOMATAS CELULARES

¥ en un momento dado determina el comportamiento del autémata dentro del dia-
grama de evoluciones para casos triviales. Los ancestros pueden ser determinados
a través del tipo de mapeo que manifiestan.

2.4 Diagrama de parejas

El diagrama de parejas [8], es un producto cartesiano obtenido a través de las ma-
trices de conectividad del diagrama de de Bruijn. El diagrama de parejas es til
para comparar caminos entre dos diagramas diferentes o dos caminos en el mismeo
diagrama. Las flechas dentro del diagrama de parejas se derivan del hecho de que
para algin nodo (formado por una pareja de estados) cualesquiera de la grafica,
evolucione en parejas ordenadas en un mismeo estado a otro nodo. Es decir. los
indices de la matriz topolégica del diagrama de parejas estan formadas por todas
las parejas ordenadas que se llegan a formar del niimero de estados del diagrama
de de Bruijn y nos da un total de k2" nodos en el diagrama de parejas. Una gran
utilidad que nos brinda el diagrama de parejas es obtener los miltiples ancestros
dentro de los autématas celulares, ya que podemos extraer secuencias que formen
un ciclo dentro del diagrama y comprobar si estas secuencias por los mismos nodos
tienen mas de un ancestro para una vecindad dada. Con esto cabe sefialar que en
el diagrama de parejas se pueden obtener todos los ciclos que pueden existir dentro
del antémata en estudio.

Producto cartesiano. [17)

Sean A y B dos conjuntos y C el conjunto producto que representamos como
AR B cuyos elementos van a ser los distintos pares o parejas que se puedan formar
tomando todes ¥ cada uno de los elementos de A, con todos y cada uno de los
elernentos de B, de esta manera si a es un elemento de 4 y b un elemento de B

entonces,

Ag®B={(a,b)lac Anbe B}. (2.1)

Para determinar el orden de la matriz C consideremos las matrices de conectivi-
dad por estado del diagrama de de Bruijn de orden n, A, ¥y Bp = A, 8 B, = C,2.
Por lo tanto, el diagrama como tal describe parejas ordenadas y consecuentemente
la matriz de conectividad C tiene propiedades simétricas asi como reflexivas, por
lo que nos permite construir un diagrama desordenado en donde la distincién entre
los elementos de las parejas (a.b) y (b,a) es practicamente insignificante.
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2.5 Autémata celular binario

En este caso tomaremos un autémata celular con dos estados y un vecino por cada
lado. es decir un antémata (2,1). La regla se representa de dos formas ¥a sea en
notacién binaria o en notacién decimal. En este caso se tienen ocho vecindades de
tamafio tres.

i
119

Figura 2.3: Regla de evolucién del autémata (2,1) regla 30.

Consecuentemente k = 2 y s = 2, tenemos 22 = 4 nodos y 22+1 = 8 ligas, que
a su vez se pueden identificar los nodos como el niimero de estados del autémata
¥ las ligas el nimero de vecindades del autémata. Los estados estan formados por
las fracciones de vecindad: 00, 01, 10 y 11, que en notacién decimal se representan
como los estados: 0, 1, 2 y 3. Como se habia mencionado en la seccién anterior la
naturaleza de los estados no es muy importante si no mas bien la regla de evolucién
que afectan a las vecindades. Para mayor ilustracién los estados se representaran
a través de colores. La funcién de transicién lziy.zh2t,) = 2t indica el
mapeo de la vecindad en el tiempo ¢ al nuevo estado de evolucién en el tiempo
t+ 1.

b
py:
4
3

Figura 2.4: Diagrama de de Bruijn para la regla 30.

Para obtener el diagrama de subconjuntos emplearemos la tabla de relaciones de
la Seccién 2.3, entonces tenemos 22" = 16 nodos en el diagrama de subconjuntos,
que son exactamente todos los subconjuntos que se formaron en esa misma seccion,




16 CAPTULO 2. TEORiA DE GRAFICAS EN AUTOMATAS CELULARES

ahora bien estos subconjuntos se representaran en notacién decimal comeo se ilustra
en &l siguiente cuadro:

Subconjunte | valor || ligacon 0 | liga con 1
0.1.23 15 15 15
123 14 14 13
| o012 7 3 15
0,13 11 13 14
023 13 15 3
0.1 3 1 14
0.2 5 3 3
0.3 9 13 2
1.2 6 2 13
1.3 10 i2 12
23 12 14 1
3 8 12 @
2 4 2 1
1 2 ¢ 12
0 1 2 2
¢ 0 ¢ é

Tabla 2.2: Conectando subconjuntos.

en este cuadro podemos observar perfectamente las cuatro clases unitarias que
existen dentro del diagrama empezando por el conjunto maximo hasta llegar al
conjuntoc minimo, las columnas tres y cuatro muestran a que subconjunto se liga el
subconjunto de la primera columna y con que estado. De esta manera se obtienen
todas las ligas en el diagrama de subconjuntos.

Figura 2.5: Diagrama de subconjuntos para la regla 30.
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Para construir el diagrama de parejas efectuaremos el producto cartesianc de
las matrices de conectividad del diagrama de de Bruijn. En este caso tendremos
22(1) = 16 parejas ordenadas que a su vez son el niimero de nodos del diagrama
de parejas. Esta matriz recibe el nombre de la matriz T y sus subindices estan
formados por todas las parejas posibles (a,b), donde a y b pertenecen a X,

r« . . |- v . ). . . 0. . . .7
1 1¢. ..
) A I . .
.11 . . ..
. . 1 . . [. 1

.o S I S B U B |
.o S B S |
T= 1 . | ..
.1 . .o
1 N A .o
.. 1 1 ..
- . |1 T .

A T O U O VR T A

es claro notar que los subindices de la primera submatriz son las parejas ordenadas
(0.0). (0.1), {0.2) y (0.3). Como ejemplo, el subindice (0,0} contiene un ciclo consigo
mismo ya que el estado cero evoluciona en el mismo cero ¥ asi para toda la matriz.
A continuacién se mostrara el diagrama de parejas completo, cabe sehalar que de
este diagrama se pueden producir dos diagramas mas, uno de ellos puede ser el
diagrama ordenado donde la simetria mostrada en el diagrama original se pierde y
el otro diagrama es el que nos muestra exclusivamente los ciclos que se forman a
través de ciertas secuencias dadas. Para estos diagramas los ciclos autocontenidos
se representan como un radio dentro del nodo.

Figura 2.6: Diagrama de parejas para la regla 30.
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Capitulo 3

Mapeo Local induce Mapeo
Global

3.1 Que es un mapeo?

Seaa € A, b€ By f es una funcién. Entonces si (a,b) € f decimos que f mapea

b 1
a a sobre b y denotamos esto como f(a) = b. Por lo tanto denotamos un mapeo f
del conjunto A al conjunto B por f : A — B. El término mapeo se usa como un
sinénime de funcién [17].

El mapeo de los estados dentro del diagrama de evoluciones puede ser represen-

tado en un diagrama de Venn, como conjuntos, donde el conjunto A representa las
configuraciones posibles y el conjunto B los estados de evolucién

L

Figura 3.1: Mapeo de estados representado como conjuntos

19
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En la Figura 3.1 el primer diagrama de Venn ilustra el mapeo entre conjuntos de
elementos no definidos, partiendo de este punto de referencia podemos representar
estos elementos como configuraciones de tamafio n, mapeando sobre estados que
pudiesen ser sus estados de evolucién en el siguiente paso. Posteriormente presen-
tamos diferentes tamaiios de configuraciones mapeando a sus respectivos estados
de evolucidn en la siguiente generacién.

Noétese la poca importancia que se les a dado a k y a r; esto es por razones
de informalidad pues el objetive de los diagramas es sélo identificar el mapeo de
las mismas configuraciones en los diagramas de evoluciones. Posteriormente se
especificardn en detalle estos tipos de mapeo de tamafio variado.

El primer detalle que vamos a tratar, es el mapeo no simétrico dentro del dia-
grama de evoluciones. El caso que mds se ha estudiado hasta estos momentos es el
autémata (2.1), es decir, dos estados y un vecino por cada lado, pero recordemos
que el mimero de estados puede crecer tal como (3.1), (4,1). (5.1), (6.1), ....y el
radio de vecindad también (2.2), (2.3), (2.4), .... Pero tenemos autématas tales
como (2.h), (2,¢), (2.f), ..., donde h = %, t= -g-, = % y as{ sucesivamente.

Nustrando para el caso mas trivial €l autémata {2, h), la h nes indica medio
vecino por cada lado, pero en lugar de tomar medio vecino por cada lado se toma
uno completo ya sea a la izquierda o a la derecha y de esta forma conservamos la

simetria dentro del diagrama de evoluciones.

Stata enlars

Figura 3.2: Mapeo para el caso r = h.
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Una vez identificado como se comporta el mapeo en los autématas celulares
se analizaran los diferentes tipes de mapeos que pueden originarse. estos tipos de
mapeos son muy importantes para poder analizar el comportamiento del autémata
y obtener una buena clasificacién de los mismos mapeos.

3.2 Mapeo local

El mapeo local [16] determina el comportamiento de los autématas celulares den-
tro del diagrama de evoluciones en localidades especificas. Estas propiedades las
podemos ver en el mismo diagrama de de Bruijn. donde la funcién de transicién
determina el mapeo local para cada una de las vecindades existentes en un estado
dado. Ahora formalizaremos estos conceptos para tener una idea mas clara del
mapeo local.

Sea ¥ un conjunto no vacio de simbolos illamado alfabeto o estados. La car-
dinalidad de I se denota como |E|. Una secuencia de longitud finita de simbolos
en ¥ es llamada una cadena sobre L. El conjunto de todas las cadenas sobre T es
denotado por I*. Sin € P = I" es el conjunto de todas las cadenas de longitud n
sobre Z. Sea ¢ una configuracién sobre X. El conjunto de todas las configuraciones
sobre ¥ es denotado por C(X). El conjunto de todas las configuraciones finitas
sobre I es denotado por Cr(Z).

Sean> 1. k> 1yel mapeo o : £" - T, entonces ¢ es llamado un mapeo
local de k-simbolos de n-longitud si |Z| = k. para £ = {0,1,....k — 1}. Si esto
es verdadero, entonces el conjunto de todos los mapeos locales de k-simbolos de
n-longitud es denotado por L%, por lo que o € Lk,

Masakasu Nasu desarrolla el mapeo local finito y no finito de un modo general
y abstracte. Para comprender esta simbologia analizaremos un autémata celular
(21)conk=2yr=1. SiZesel conjunto del alfabeto o estados, entonces el
conjunto de I para el autémata (2,1) esta representado como L = {0.1}. Ademais
k es el mimero de estados dentro del autémata y el niimero de estados es dos por
lo que k = 2, entonces la cardinalidad de T es igual al valor de k. si esta condicién
se cumple entonces ahora podemnos calcular el valor de n.

Como n es la longitud de las cadenas sobre T, este es definido como el tamafio
de cada una de las vecindades, es decir, para este autémata (2.1) n = 3, ya que
tenemos una célula central y un vecino a la izquierda y otro a la derecha tal como
se habia definido en la Seccién 1.1, por lo tanto el tamaifio de cada una de las
vecindades 2r + 1 es igual a n. Consecuentemente 3" denota el conjunto de todas
las cadenas de longitud n, este conjunto de cadenas no son mas gue las mismas
vecindades que pueden llegarse a formar {(000), (001), (010), (011), (100), (101),
(110), (111)}. Para el caso del autémata (2,1) tenemos ocho vecindades de tamafio
tres, compuestas por los estados que pertenecena X.

Finalmente podemos determinar el mapeo local o : 7 — & para el autémata
(2.1) de k—simbolos y n—longitud y una regla dada. Dado que, si tenemos ocho
vecindades diferentes de tamaiio tres, entonces a cada una de ellas le corresponde
un inico estado de evelucién o estado al que mapea cada vecindad. Esto es la
funcién de transicién para un autémata (2,1) dada por wlzi_y.zh.zl,) - i
donde las z representan los estados, i la posicién donde se encuentra cada estado
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dentro de la lattice y ¢ representa ¢l tiempo {generacién o iteracién) de cada una
de las celulas en cierta configuracién ¢, dentro del diagrama de evoluciones.

Sin embargo observemos la cantidad de mapeos que existen para cadenas de
longitud n, este valor puede variar considerablemente de acuerde al nimero de
estados y al radio de vecindad que contenga el autémata en estudio. Por lo que la
funcién de transicién ¢ dependede k y r.

Sil € P = ¢ € Cr(X). entonces ¢; es una configuracién finita de longitud !,
por lo que se deduce que ¢ € C(F).

¥l mapeo local puede efectuarse tanto en configuracicnes finitas ¢; como en
configuraciones no finitas ¢. Este es un punto importante, una configuracién finita
es un vector renglén que se encuentra dentro de la lattice de longitud I; n puede
estar ubicado dentro de cualquier i—ésimo sitio de la configuracién, sea finita o
no finita. Por lo tanto, un mapeo local puede efectuarse sobre configuraciones no

finitas.

Autémata celular (2,1)

SiE={0,1}yk=2= |£| =k Sir=1, entonces 2r+ 1 =n = 3 por lo que
la funcién de transicién para este caso es ¢(zi_,.z}, zi,,) = zi"'. Dada la regla
01111000 (30 en decimatl) la funcién de transicién denota la siguiente tabla para
mapeos locales sobre configuraciones finitas y no finitas:

estado 0 =&}
estado 1 =8
0,0,0)—=0 000 = it
9(0,0,1)—=1 001 =il
(0,1,0)—=1 gi(l) = ijlf
0,1,1)—1 =}
351.0,0;——1 == 100=mu
9(1,0,1)—=0 101 =mom
9(1,1,0)—0 H(l) f..&m
®1.1,1)—=0 =HEn
L= (Ir—-T}
e
e |
i I
5t 1 |
2=-{{29%} 3 (om}}
B |
CT S
(T

si I = 14, entonces ¢ 4€ C(F) Elf 1 ce C(F)
EERENNEENEENNN) W

wee TTTTOTITTEOCTITITT -

WA VAl
L

4
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El diagrama de de Bruijn representa adecuadamente los mapeos locales para
autématas celulares de orden (k.r). Para el caso del autémata celular (2,1) regla
30 los mapeos estan dados por las aristas del diagrama siguiente:

P <

B

Figura 3.3: Mapeos locales para la regla 30.

Como podemos ver el mapeo local se deriva de una regla especifica para un valor
dado, atin asi Nasu define el conjunto L% como el conjunto de todes los mapeos
locales. Esto quiere decir que si tenemos un atémata celular (2.1) con n = 3,
tendremos k*" ™ mapeos locales,

Figura 3.4: Conjuntos de estados. configuraciones y mapeos.
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3.3 Mapeo global

Seai € Z y c € C(X) entonces f,,, es llamado un mapes global [16] inducido por un
mapeo local & desde un punto de vista m. Un mapeo f : C(Z) = C(X) es llamado
global si fom = f para alguna m € Z. Y sea f un mapeo global de ¢ € Lk si
f:Cr(Z) = Cr(Z) es definido como F(c)=f paratodace Cr(X). entonces f es
Hamado un mapeo global finito de o.

Sea r una cadena entonces lg{z) denota la longitud de z. Sea A una secuencia de
- longitud cero y ademds es un cadena. Entonces para alguna z € £*, denotamos a #
una configuracion finita de ¢ € Cr(X) tal que si z # A entonces coe; - - Clg(z)—1 = T
por lo tanto c; = 0 para todo ¢ < 0 y para todo ¢ > lg(z). Pero si z = A entonces
ci=0VieZ.

Decimos que un mapeo local induce un mapeo global porque el mapeo global
conserva todas las propiedades locales a través de todas las configuraciones. Estas
propiedades globales representadas por o son las que determinan el comportamiento
del mapeo giobal a través del tiempo. Desarrollando de una manera mas explicita
ejemplificaremos las definiciones de los parrafos anteriores sobre un autémata bi-
nario.

Como definimos en la Seccién 3.2, o representa los mapeos locales de una regla en
particular. Entonces para una o € L¥ sobre una configuraciéne¢ € C(X) denotamos
un mapeo global desde un punte de vista m y una posicién i denotado por,

(fo,m(€))i = O(Cm+iCmtis1 *** Cmiidn—1)- (3.1)

Sik=2yr=1entoncesn =3. Sii =0y m =0 entonces el mapeo global
(fs.0(c))o se representa como:
(fe.0(c))e = o(cocrca)
I A

| o [ -

por lo que se deduce que o(cocic2) = Z, entonces la condicién 1 < 0 e i > lg(z)
determina los limites de Ig{x) dentro una configuracién ¢ € Cr(I).

Sii =0y m = —1 entonces el mapeo global (f, —1(¢})o se representa como:
(fo.-1(c))o = o{c-1c0¢)
-1 f -

B I

podemos apreciar que el subindice ¢ indica la posicién que ocupan cada una de
las configuraciones ¢; dentro de la cadena z; m indica el punto de vista donde
se localizan estas cadenas. Las condiciones establecidas por ¢ denotan un mapeo
global finito de o denotado por § : Cr(Z) = Cr(Z).
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Si f representa el mapeo de las configuraciones finitas del conjunto Cr(Z) en-
tonces lg(z) es igual al, donde ! € P y denota el tamafio de cualquier configuracién
c1 € Cr(X).

I_ P —l———)t‘-‘:
‘""\-__r'.’_"_,._)f

——

O 7
Figura 3.5: Mapeo global del conjunto Cr(Z).

Por lo que concluimos que f (cz) = f para un mapeo global finito. Nétese que
se emplea la notacién original {16] ¢ € Cr(X) con la notacién propuesta en este
escrito ¢; € Cp(Z), donde la finalidad es la misma pero tratando de especificar con
mayor detalle los elementos que pertenecen al conjunto C F(Z).

Finalmente desarrollamos el mapeo global para configuraciones no finitas. Para
un mapeo global de una configuracién ¢ € C(X) la correspondencia esta dada por
las configuraciones mismas como elementos del conjunte C(Z). El mapeo global
f:C(X) = C(Z) es el mapeo de las mismas configuraciones de ¢ € cz).

Figura 3.6: Mapeo global del conjunto C().

Por lo tante f, m» = f denota un mapeo global porque las propiedades locales
establecidas por ¢ y la localizacién de estas configuraciones denotadas por m, son
las mismas pard toda configuracién ¢ € C(X).

3.3.1 Diagrama de transiciones

Los mapeos globales derivados por los mapeos locales restringidos por una ¢ particular
ofrecen un nuevo enfoque de estudio basado en las mismas configuraciones ¢ &
Cr(Z). Sici € Cr(L) es una cadena de longitud lg(z)= I, entonces ¢; es un estado
global.

Con esta definicién podemos contruir un nuevo diagrama, conocido como di-
agrama de transiciones [13]. Estos diagramas de transiciones estan formadas por
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todos los estados globales del conjunto de Cr(XZ). Si l representa el tamafio de
una configuracién c;, entonces tenemos k' estados globales. Estos diagramas de
transiciones también son conocidos como drboles topélogicos [18] donde cada nodo
representa un estado global y las flechas indican la transicién en un paso. Se tiene
una raiz ciclica formada por uno o mds estados globales. de esta raiz se desprenden
ramas formadas por las mismas transiciones y finalmente estas ramas contienen
hojas donde estas hojas representan la configuracién inicial (para algunos casos)
del diagrama de evoluciones. La funcién de transicién que determina un mapeo
global se representa como:

t+1 141 t+1
0 1 aeee:Troge (3'2)

Figura 3.7: Arbel topélogico.

Comeo se habia sefialado los nodos de tal grifica son las configuraciones fini-
tas de tamarfio I. Si tenemos un autdémata con ¥ = 2 y r = 1 podemos formar
configuraciones de tamafio ! > 2 para alguna o € LE.

Figura 3.8: Transiciones globales.

Los valores que toman cada uno de los nodos dentro del diagrama de transiciones
se obtienen a través de la sumna de los valores de cada una de las células miiltiplicadas
por su potencia correspondiente a la posicién que ocupan cada una de ellas. Si
tenemos un autémata binario con k = 2, r = 1 y { = 4, entonces tenemos k'
posibles configuraciones formadas por elementos que pertenecen a L. Para este
caso son 16 configuraciones de tamafio cuatro que pertenencen al conjunto Cr(X}).
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3.4 Ancestros

Dentro del diagrama de evoluctones podemos observar el comportamiento de los
autématas celulares restringidos por una regla dada, estas son generadas a partir
de una configuracién inicial aleatoria o predeterminada. La construccién de estas
mismas configuraciones a través del tiempo denotan ancestros (9] de una configu-
racién ¢! para una configuracién ¢} en toda la lattice.

Figura 3.9: Ancestros.

Como podemos apreciar los ancestros implican el hecho de que una configuracién
tenga al menos un antecesor a través del tiempo. Esto se puede visualizar a través
de un mapeo, donde el mapeo determinara los tipos de ancestros que podemos
obtener en el diagrama de evoluciones o transiciones.

3.5 Clasificacién de los mapeos

3.5.1 Jardin del Edén implica mapeo inyectivo

Un mapeo inyectivo [16] es cuando a lo mas tenemos un ancestro. Sea A el conjunto
de las configuraciones finitas Cp(X) en el tiempo ¢t — 1 y B el conjunto de las con-
figuraciones finitas Cp(X) en el tiempo t. Entonces definimos un mapeo inyectivo
si existe una correspondencia uno & uno [17] del conjunto A a! conjunto B.

Figura 3.10: Mapeo inyectivo.
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E! término Jardin del Edén significa que existen cadenas que no pueden ser
construidas a partir de otras cadenas. Es decir, si tenemos una configuradén ¢; €
Cr(Z) esta configuracién sélo puede ser la configuracién inicial del conjunto de
evoluciones y nunca podremos obtenerla a través del tiempo. Entonces si existe un
elemento en el conjunto A que no corresponda con ningin elemento del cenjunto
B, este elemento es un Jardin del Edén.

Dada la naturaleza del surgimiento de este fénomeno las caracteristicas que
describen €l origen de estos estados, son ain més complejas y que no desarrollaremos
en este escrito. Sin embargo existen articulos tales como los de S. Amoroso y G.
Cooper {14], Moore [6], McIntosh {7} y Sven Skyum (15}, donde se determina de
manera rigurosa y formal el surgimiento de tales configuraciones.

Una manera de detectar y obtener las configuraciones pertenecientes al Jardin
del Edén, es construir el diagrama de subconjuntos. Examinemos un autémata
binario dado por la regla 18. Si existe alguna secuencia que vaya del conjunto
maximo al conjunto minimo esta cadena es una cadena perteneciente al Jardin del

Edén.

Figura 3.11: Jardin del Edén.
t

En la Figura 3.11 tenemof ¢l diagrama de subconjuntos de la regla 18, con todas
sus clases unitarias y todos los posibles caminos entre ellas. La expresion regular
formada por la cadena 11107 denota una configuracién perteneciente al Jardin del
Edén, dado que si tenemos|cadenas que empiecen con 111 y concatenen con 0*
para cualquier longitud ! de cualquier ¢; € Cp(Z). Entonces todas estas cenfigura-
ciones pertenecen al Jardin ciel Edén. El diagrama de transiciones confirma nuestra
definicién, ya que para cualclluier anillo de longitud { la configuracién 1110* es una
hoja del arbol topélogico, por lo tanto se deduce que esta configuracién carece de
ancestros y presenta un ma;t)eo inyectivo.
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3.5.2 Ancestros multiples implica mapeo suryectivo

Un mapeo suryectivo [16] es cuando tenemos al menos un ancestro. Sea 4 el con-
junto de las configuraciones finitas Cr(X) en el tiempo t — 1 y B el conjunto de
las configuraciones finitas Cp{Z} en el tiempo . Entonces definimos un mapeo
suryectivo st existe una correspondencia sobre {17} del eonjunto A al conjunto B.

Figura 3.12: Mapeo suryectivo.

Esto quiere decir que siempre existir al menos una imagen del conjunto A sobre
el conjunto B. Dentro del diagrama de evoluciones implica que una configuracién
c1 € Cp(X) tiene uno o mas ancestros, esto es podemos construir esa misma cadena
a partir de una o mas cadenas en el tiempo t — 1.

DEWN
AR

LT

e

Figura 3.13:

RO

Mapeo suryectivo regia 90.

e

El mapeo suryectivo tiene la caracteristica de que no existen configuraciones
pertenecientes al Jardin del Edén, esto se debe porque todas las configuraciones
tienen uno o mas ancestros. Si examinamos el autémata binario regla 90 en la
Figura 3.13 podemos observar dentro el irbol topolégico para las configuraciones
cr con | = 8 localizados en una i-ésima posicién, configuraciones cri € Cp(X)
con Ancestros > 1. El diagrama de transiciones es 1til para poder observar las
muiltiplicidades que existen sobre las mismas transiciones. Sin embargo podemos
verificar esta propiedad apartir del mismo diagrama de de Bruijn y el diagrama de
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subconjuntos.

De manera informal, el diagrama de de Bruijn nos indica que un mapeo es
suryectivo 51 el numerao de ligas Hado por algin elemento que pertenece a L es igual
a cada uno de los demas elementos que pertenecen a X para el caso cuando r = h.
Si analizamos las matrices de conectividad y el mapeo es suryectivo entonces:

|M; (0} = IMiy(1)|=... = |M; (k- 1)|VEEE.

El diagrama de subconjuntos debe de carecer de secuencias que vayan del con-
junto maximo al conjunto minimo, esto implica que no existen configuraciones
pertenecientes al Jardin del Edén. Para verificar con mayor exactitud todas estas
miiltiplicidades [2] [16] podemos construir el diagrama de parejas y analizar las
secuencias que tienen uno o mds ancestros. Regresemos al autémata binario regla
90 cuyo mapeoc es un mapeo suryectivo.

1A 1 {vulstam

o i fedfe ) (et 1lelle]

& ol ol ol {odleollails}:

D okl ie) Daledle ol
ool o s {oflof{1o
0 o3

Figura 3.14: Propiedades de un mapeo suryectivo.

En la Figura 3.14 tenemos que las matrices de conectividad por estado para la
regla 90 cumple con la condicién de que la cardinalidad de la matriz 4 esigualala
cardinalidad de la matriz B, esto implica que el diagrama de de Bruijn debe tener
igual niimero de aristas del estado cero y del estado uno. El diagrama de subconjun-
tos nos indica que no existe ruta alguna que vaya del conjunto maximeo al conjunto
minimo, ademds las posibles secuencias que pueden llegarse a formar no exceden
de cuatro transiciones a lo mas. Esto nos indica que si construimos sus respec-
tivos arboles topolégicos ellos tendran una altura maxima de cuatro transiciones
y ademads sobre la misma clase unitaria, ya que las clases unitarias se encuentran
autocontenidas en ciclos de longitud mayor igual que uno y menor igual que cuatro
sin salir de estas. Finalmente el diagrama de parejas confirma el mapeo suryectivo,
pues nos muestra los ciclos que se forman fuera de la diagonal lo que implica que
existen secuencias de cadenas que tienen mas de un posible ancestro.
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3.5.3 Ancestros tnicos implica mapeo biyectivo

Un mapeo biyectivo [16] es cuando tenemos un dnico ancestro. Sea A el conjunto
de las configuraciones finitas Cr(Z) en el tiempo ¢t — 1 y B el conjunto de las con-
figuraciones finitas Cr(E) en el tiempo ¢. Entonces definimos un mapeo biyectivo
51 existe una correspondencia uno a uno y ademas sobre [17] del conjunto A4 al
conjunto B.

Figura 3.15: Mapeo biyectivo.

Como podemos ver en la Figura 3.15 el mapeo biyectivo implica que por cada
elemento que existe en el conjunto 4 debe de existir un mapeo inico para cada uno
de los elementos del conjunto B.

El mapeo biyectivo es la interseccién del mapeo inyectivo y el mapeo suryectivo
[19]. por lo que el mapeo biyectivo carece de configuraciones pertenecientes al Jardin
del Edén y configuraciones con miiltiples ancestros.

mapeo

inyectivo biyective

Esto quiere decir que para toda configuracién ¢; € Cr(Z) en el tiempo ¢, esta
configuracién tiene un inico ancestro en el tiempo ¢ — 1 y un vnico sucesor en
el tiempo ¢ + 1. El mapeo biyectivo Jjuega un papel muy importante dentro del
estudio de los autématas celulares reversibles, las mismas propiedades globales que
manifiestan este tipo de mapeo ha sido uno de los principales puntos de investigacién
[20] en los dltimos afies. Es importante sefialar que el mapeo biyectivo presenta
propiedades muy importantes tanto grificas como matriciales. La determinacién
y representacion adecuada de los autématas reversibles la trataremos con mayor
detalle en el capitulo siguiente, mencionando algunos algoritmos existentes para
obtener tales autématas, asi como sus propiedades elementales para una mejor
identificacién de los mismos.
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Por dltimo dentro del diagrama de transiciones el mapeo biyectivo se comporta
de manera ciclica como se puede observar en la Figura 3.16: su representacién
de acuerdo a la definicién sefialada anteriormente ilustra de manera precisa este
comportamiento para cualquier configuracién ¢; € Cr(X) VI > 2, en este caso el
autémata celular en estudio es un autémata binario regla 15. Los dos primeros
diagramas de transiciones para las configuraciones globales tienen una longitud de
1 =2, en el diagrama de cuatro nodos ! = 4, en el diagrama de seis nodos { = 6, en
el diagrama de ocho nodos { = 8 y en el 1ltimo diagrama de diez nodos { = 10.

Figura 3.16: Transiciones biyectivas.




Capitulo 4

Grados de Reversibilidad

Se le denomina “Grados de Reversibilidad” a aquellos autématas celulares que no
son reversibles pero que bajo ciertas caracteristicas estos autématas tienen com-
portamientos reversibles. Para comprender mejor este punto de vista, daremos
una pequena introduccién sobre los Autématas Celulares HReversibles, mencionare-
mos algunos algoritmos y posteriormente describiremos con detalle estos tipos de
autématas con grados de reversibilidad.

4.1 Autématas celulares reversibles

El estudio sobre autématas celulares reversibles no ha sido resuelto en su totali-
dad hasta nuestros dias para todos los casos posibles, sin embargo se han lograde
avances muy importantes que nos han permitido comprender de una manera mais
clara la explicacién de este comportamiento. Mencionaremos de manera general las
caracteristicas mas importantes para identificar autématas celulares reversibles.

Los autématas celulares reversibles se caracterizan por tener un mapeo inyectivo
y ala vez suryectivo, es decir tienen un mapeo biyectivo, carecen de configuraciones
pertenecientes al Jardin del Edén y tampoco tienen miiltiples ancestros. Esto sig-
nifica que los drboles topolégicos estan constituidos sélo de puras raices ciclicas, no
existen ramas ni hojas. Trabajaremos con un autémata (4. h) para tener una idea
mas clara de estos conceptos.

El autémata celular de la Figura 4.1 ilustra algunas condiciones bdsicas para
detectar si el autémata es reversible o no. Mencionaremos sélo algunas pues este
estudio se ha desarrollado detalladamente en {21].

Una primera condicién es que los estados deben existir en igual mimero en el di-
agrama de de Bruijn, esto es, debe de cumplir el teorema de Miltiplicidad Uniforme
2] [16] {11] que nos dice; si tenemos un estado con un nimero de ancestros igual
al mimero de nodos del diagrama de de Bruijn, entonces para toda concatenacién
que realizemos por la izquierda o por la derecha el nimero de ancestros debe ser el
mismo.

33
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Figura 4.1: Automata reversible (4, 7) regla F5AOF5AD.

La segunda implica que en el diagrama de subconjuntes no deben existir cade-
nas que vayan del conjunto maximo al conjunte minimo y ademas que no existan
secuencias de estados que formen ciclos dentro de las mismas clases unitarias, ya
que las secuencias deben estacionarse en una clase unitaria del diagrama sin pasar a
otra clase unitaria, es dedr, estacionarse en un sélo nivel o en su defecto llegar de un
sélo paso al conjunto mdximo o at conjunto minimo. Esta propiedad va asociada a
la primera condicién ya que si el autémata cumple con el teorema de miiltiplicidad
uniforme, también debe cumplir con el teorema de los /ndices de Welch [2] [16]
f[11] que nos dice; si todas las secuencias posibles que se encuentran dentro de las
clases unitarias que describen los mismos indices de Welch ya sea por la izquierda
o por la derecha, forman cadenas de longitud mayor igual que uno y menor igual
al nimero de nodos del diagrarna de de Bruijn, esto nos indica que debe existir un

unico ancestro.

La tercera propiedad es analizar el diagrama de parejas que nos ayuda a veri-
ficar la nula existencia de ciclos fuera de la diagonal principal. es decir no existen
miiltiples ancestros. Los ciclos que existen dentro de la diagonal principal se debe
porque los nodos de la diagonal principal no son mds que los mismos nodos del
diagrama de de Bruijn.

Regresando a la Figura 4.1 podemos identificar estas propiedades mencionadas
en el parrafo anterior, las matrices de conectividad derivadas del diagrama de de
Bruijn por estado, contienen el mismo nidmero de elementos por cada une de los
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estados posibles, lo que implica que en el diagrama de de Bruijn deben existir
igual niimero de aristas por cada uno de los estados. El diagrama de subconjuntos
muestra todas las posibles secuencias originadas desde cualquier node, es decir con
sus cuatro clases unitarias construidas. Si seguimos cualquier secuencia podemeos
verificar como de la clase unitaria uno sube a la clase unitaria dos o baja al conjunto
vacio, la clase unitaria tres sélo baja a la clase unitaria dos, la clase unitaria cuatro
baja a los nodos 12 y 3 de la clase unitaria dos, a estos nodos también se les
conoce como nodos atractores. Por lo que deducimos que la clase unitaria nivel
dos es la clase que contiene las propiedades de los indices de Welch ¥ cumple con
la propiedad de que toda secuencia que exista dentro de esta clase debe de ser
mayor igual a uno y menor igual al nimero de nodos del diagrama de de Bruijn.
Finalmente podemos verificar que el autémata presenta un mapeo biyectivo y carece
de miltiples ancestros ya que se ha graficado su respectivo diagrama de parejas con
la epcidn sélo ciclos y observamos que no existen ciclos fuera de la diagonal principal
con lo que se determina que el autémata celular es reversible.

Existen ain mds sutilezas por analizar, pero este no es el fin de esta seccidn.
Si se desea un mayor andlisis de estas propiedades se puede consultar la siguiente
bibliografia (2] [16] [20] [11] [10] [21], donde se desarrolla con gran profundidad Y
de manera formal la demostracién y representacién de tales teoremas.

4.2 Algunos algoritmos existentes

Los algoritmos para obtener autématas celulares reversibles que mencionarernos en
esta seccién son dos; el primero fue desarrollado por Edward Fredkin (1990) y et
segundo fue desarrollado por David Hillman (1991).

4.2.1 Algoritmo de Fredkin

Fredkin {10] descubrié que la paridad o la operacién or exclusivo produce replicas
de patrones de manera interesante dentro de los autématas celulares. con lo que
desarrolla un algoritmo para obtener reglas reversibles de una regla original dada.

La regla de evolucién propuesta es para dos generaciones de células. Sea z} la
c€lula que se encuentra en la i—ésima posicién dentro de la lattice en el tiempo £,
entonces si

I?H = ¢(3§—113§=$:+1) (4.1)

la regla de evolucién para el caso de un autémata binario (2.1}, la nueva regla esta
dada por:

I:+1 1

= ¢(z§~1:I:=IE+1) & I}_l = Q(-T:_I:Ii—nzi:::+1) (4.2)

ademas este algoritmo puede ser usado de forma invertida, es decir operar con la

célula z;*' para obtener la célula z!™! como se denota a continuacién:

z:_l = ‘:F(I:-I:z::z:-i-l) & $§+1 = ¢—1 (xg-f-lzzs—l:zf':z:‘f-l)' (43)
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Dadas las propiedades algebraicas del or exclusivo, alguna otra funcién invertible
de dos variables puede ser usada en lugar de &, para funciones booleanas puede ser
el caso de la operacién del nor exclusivo (equivalencia).

4.2.2 Algoritmo de Hillman

Hillman [20} hace notar que los autématas celulares reversibles no sélo dependen
de la regla de evolucién, si no que hay otros factores que intervienen en tal proceso
y este es el caso del tamartio del anillo de evolucién.

Sea € una cadena de z células en el tiempo £, de este modo C estd completa-
mente determinado por la cadena de células P de longitud = +d — 1 en el tiempo
t — 1. donde d es el tamafio de la vecindad del autémata.

1. Si @ es una configuracién en C. sea P, el conjuntc de configuraciones las
cuales de acuerdo a una regla de evolucién dada generan a.

2. Sea Bj la j-ésima configuracion presente en F,. entonces formamos una tabla
@. la cual su j-ésimo elemento serd igual a (ba(j),eq(j)). donde bo(j) es el
conjunto de las primeras d — 1 células en B; y e,(j) es el conjunto de las
tiltimas d — 1 células en B;.

3. Finalmente formamos R,, como el conjunto de fodas las tablas posibles Q.
dade un ancho w especificado. Si w > 1 entonces R, se obtiene de ia con-
catenacién de Ry y R.-) para cada elemento @, de Ry ¥y (Jg de B, uno
obtiene un elemento @, de R,, después de comparar cada entrada Q,(z) con .
cada entrada Qa(J). si (ea(i) = bs(J}) entonces aiiadimos a Q- una entrada
m tal que b-(m) = ba(i) y e-(m) = eg(j). El proceso recursivo empieza
calculando R, directamente de la regla de evolucion.

4. Los elementos R,, contienen tablas {); con las listas de las primeras y las
dltimas d — 1 células de cada ancestro de una cadena de longitud w especifi-
cada. Las primeras d — 1 células deben ser iguales a las ultimas d — 1 células si
existe un ancestro, ya que su ancho serd de w+d — 1. Asf el j-ésimo ancestro
existira si y sélo si b;(j) = ei(j). Por lo tanto, si el autémata es reversible
cada tabla @; debe tener una y sélo una entrada j tal que b;(7) = €;(j).

5. El algoritmo para hasta un ancho w especificado.

4.3 Autématas celulares con grados de reversibil-
idad '

Como habiamos sefialado en el primer parrafo del Capitulo 4 los grados de reversibil-
idad se manifiestan en autématas celulares que no son propiamente reversibles. Hill-
man [20] hace un estudic andlogo de estas caracteristicas ofreciendo un algoritmo
para determinar estas propiedades, aunque el fin de este algoritmo es la determi-
nacién de los autématas celulares reversibles, donde el cdmputo se hace cada vez
maés lento conforme va aumentando el tamano de w.
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Dentro de los autématas celulares tenemos configuraciones finitas ¢; € Cp(E)
que pueden ser de tamarfio par o impar. donde su evolucién es reversible para cier-
tas configuraciones dadas. Esto significa que estas configuraciones tienen un inico
ancestro, carecen de configuraciones pertenecientes al Jardin del Fdén ¥y muiltiples
ancestros. Nuestro estudio se enfoca en las matrices de conectividad por estado
del diagrama de de Bruijn que determinan las propiedades fundamentales de estas
caracteristicas y representaremos de manera formal. El estudio se realizari particu-
larmente para el autémata (4. k) e intercalando un autémata (2.1) para ejemplificar
con mayor rapidez estas propiedades, ofreciendo ademas una perspectiva para todos
los demads casos posibles.

4.3.1 Matriz de de Bruijn simbdélica

El uso del lenguaje de expresiones regulares puede formar expresiones simbélicas
sencillas o complejas, cuyas operaciones estan constituidas principalmente por la
unién, concatenacién e iteracién. Otra operacién que es de gran iitilidad es e]
traslape entre dos cadenas cuya representacion se puede denotar con el simbolo o,
5i las palabras az y yb consisten de las letras a ¥ b unidas por las palabras z y y,
efntonces:

aroyb = { a;b :.o=.r:y

donde ¢ es el conjunto vacio.
Con tal notacién una matriz de de Bruijn simbélica [10] puede ser definida como:

.D,':j = ioj ) (4.4)

la forma simbélica de dicha matriz es construida de la siguiente manera para un
autémata (2,1)

000 001 :
. 010 011
D=1 100 101

110 111

Donde los puntos representan el conjunto vacie y los elementos los traslapes de
los mismos indices de la matriz. Ademss tales matrices deben ser miiltiplicadas
bajo la operacién ¢, para multiplicar los elementos individuales de la matriz. Por lo
general es poco usual trabajar con la matriz simbélica totalmente Hena, sin embargo
sirve para obtener una representacién muy explicita de los bloques de evolucién que
podemos generar.

A través de las matrices simbélicas podemos obtener las matrices de evolucién
también originada del diagrama de de Brui jn. Seala n-ésima potencia de una matriz
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M. cuya matriz contiene todas las posibles palabras de longitud n distribuida a
través de toda la matriz de acuerdo al traslape de los indices que son construidos
por las mismas letras de longitud n. Es decir, los elementos de la matriz son
indexados por su vecindad parcial inicial y final.

Para obtener la evolucién de una configuracién dada consideremos una variante
de la Eq. 4.4, que describe la evolucién de las vecindades individualmente,

Sij=¢lie]) (4.5)
que a su vez puede ser descompuesta en la siguiente suma:
k—1
$=3 S(k) (46)
=0
para definir finalmente
o E pliof)=k
S(k)i ;= { b coc : (4.7)

Entonces la célula de evolucién es insertada dentro de la matriz simbélica, esto
significa que las cadenas con sus respectivas células de evolucién aparecen como
elementos del producto de las mismas matrices. Por lo tanto denctamos a (i ¢ f}rt1
como el estado de la célula central de su vecindad delimitada por su radio r.

De esta manera la Eq. 4.4 esta definida por

8{; = (‘i Oj),-.H (4.8)

que es ademis descompuesta en una suma,

k-1
s=_ s(k) (4.9)
=0
definiendo
s(k)ij = { (Golls plion)=k (4.10)

Por lo que se deduce que la célula central no es precisamente la que define las
matrices s(i), frecuentemente un ancestro esta en un sitio seleccionado por la misma

célula de evolucién.
Atin podemos obtener una tercera variante sobre las matrice simbélicas de de

Bruiin y esta es una matriz numérica, cuyo propésito es meramente contar el niimero
de imAgenes, aunque representandolos de otra forma. La variante final de la Eq.
4.4 es representada como

_f1 elie)#9
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dada esta definicién alternativa de la matriz de de Bruijn todavia la podemos de-
SCOMPONET €N Una SuMa

k=1
D=3 N(k) (4.12)
=0
y finalmente definimos
1 iof)=k
N(k)i; ={ 0 if:_:’) : (4.13)

El andlisis que realizaremos a continuacion para algunas reglas en especial es
con el fin de detectar el caso mas sencillo hasta €l caso que puede presentar ciertas
caracteristicas un poco enredosas.
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4.3.2 Configuraciones de tamafio par e impar

Cuando nos referimos al tamafio (ancho) de la configuracién par o impar, es por el
valor que toma ! para una configuracién ¢; € Cr(X).

Sea n € P entonces definimos una configuracién de tamafio parsil = 2n y
definimos una configuracion de tamario impar si ! = 2n + 1.

e Sin=1=1=2(1) por lo que la configuracién c; es de tamafio par.
o= 13

e Sin=1=1=2(1)+1 por lo que la configuracién c; es de tamafio impar.
o =[]

e Sin=2=1=2(2) por lo que la configuracién c; es de tamaro par.

¢=EI11]
e Sin=2=1=2(2)+ 1 por lo que la configuracién ¢; es de tamafio impar.
q =001

Y asi sucesivamente hasta un n-ésimo ntimero que determinara el valor de ! para
una configuracién ¢ € Cr(Z).

4.3.3 Autdémata (2,1) regla 45

El autémata celular (2,1) regla 45 presenta grados de reversibilidad para configu-
raciones de tamaiio impar; tomamos este autémata como un ejemplo practico ya
que para mostrar de manera detallada estas propiedades para el autémata (4, k) el
trabajo es demasiado laborioso y poco prictico, siendo que la finalidad es la misma

para todos los casos.

La matriz de de Bruijn simbélica para el autémata (2.1) presentada en la Seccién
4.3.1, es general para todo autémata con estos valores, ya que sus elementos son
las mismas vecindades que forman la regla de evolucién.

11110000 000 001
11001100 .. 010 o1l
10101010 = D=1 100 101

regla = "10110100 .. 110 11

Ahora bien sabemos de antemano que este autémata posee un mapeo suryec-
tivo, es decir carece de configuraciones pertenecientes al Jardin del Edén y tiene
muiltiples ancestros. Sin embargo lo curioso de esta regla es que tiene comportamien-
tos reversibles para configuraciones de tamafio impar y para que esta propiedad se
cumpla es necesario que el autémata posea un mapeo biyectivo, o sea que tenga un
unico ancestro por cada configuracion.
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Si construimos una tabla de vecindades para obtener sus respectivas células de
evolucién, estas vecindades estan denotadas por k2m+1 posibles combinaciones, para
obtener configuraciones de longitud ! = T, 4.

T=1 =2 I=3 1= 4
000 —+ 1 0000 — 11 00000 ~+ 111 000000 — 1111
Q0F = O 0001 = 10 00001 -+ 110 000001 ~+ 1110
010 =1 0010 —+ 01 Q0010 =+ 101 Q00010 = 1101
011 =1 0011 -+ 01 00011 — 101 000011 — 1101
100 — 0 0100 = 10 00100 =+ 010 000108 — 1010
101 =1 0101 — 1} Q0101 =+ 011 000101 —+ 1011
110 = 0 0110 -+ 10 Q0110 — Q10 00110 — 1010
111 =+ 0 0111 = 10 00111 = 010 000111 =+ 1010
1000 — 01 01000 — I0L 001000 — 0101
1001 —» 00 01001 — 100 0000l — 0100
1010 — 11 01010 — 111 901010 — 0111
1011 — 11 010t1 —+ 11} 001011 — Q111
1100 =+ 00 01100 =+ 100 001100 = 0100
1101l — 01 01181 —+ 101 001101 — 0101
1110 — %0 01110 — 100 001110 —+ Q100
1111 =+ 00 01111 — 100 001111 -+ 0100
10000 — 911 010000 — 1011
10001 — 019 010001 — 1010
10014 — 001 010010 —+ 1001
10011 — 001 91001t — 1001
10100 — 110 010100 = 1110
10101 = 11% 010101 =+ 1311
10110 =+ 110 0104110 =+ 1110
10111 — 110 010111 — {110
11000 —+ 001 011008 — 1001
11001 =+ 00O 011001 = 1000
11010 = 011 011010 = 1011
11011 — Q11 0110611 —+ 1011
11100 = 000 Q11100 — 1000
11101 =+ 0Ot 011101 -+ 1001
11110 — 000 011110 — 1000
11111 =+ 00O 011111 — 1000
100000 — 0111
100001 — D110
100010 = 0101
100011 — 0181
100100 = 0010
10013 =+ DOLI
100110 — 0010
100111 = 0010
101000 -+ 1101
101001 —+ 1100
101010 — 1111
101011 = 111}
101100 — 1100
101101 —+ 1101
101110 =+ 1100
101111 =+ 1100
110000 — 0011
110001 -+ 0O10
110010 =+ 0001
110011 — 0001
110100 — Q110
110101 — 0111
110116 — D110
110111 = 0210
111000 — 0001
111001 -+ 0000
111010 ~+ 0011
111011 — 0011
111100 — 0000
111101 =+ 0001
111110 =+ 0000
111111 =+ 0000

Tabla 4.1: Tabla de evoluciones con r = 1,1.5,2 y 2.5 respectivamente.

Sir = 1 entonces tenemos 22(1)+! = 8 posibles bloques de evoluciones, sir = 1.5
entonces tenemos 16 posibles bloques y asi sucesivamente. El crecimiento es por
demas exponencial, si hubieramos trabajado con el autémata (4. h) los valores por
columna serian 64, 256, 1024 y 4096 respectivamente. Por lo que el estudio hubiera
sido muy laborioso por realizar,
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Para el caso cuando r = 1 tenemos que sus bloques de evoluciones coinciden con
las mismas vecindades del autémata y sus respectivas células de evolucién; se puede
observar que en este caso existen igual mimero de ceros y de unos en las células
de evolucién de estos bloques. A esta propiedad se le conoce como muiltiplicidad
uniforme, esto es cada uno de los estados tiene el mismo niimero de imagenes que
los demas estados que conforman el autémata celular.

En este caso el estado cero tiene cuatro imagenes y el estado uno también,

111 101
110 011
100 010
001 000
0 1

Tabla 4.2: Configuraciones con ! = 1.

esto quiere decir que con las cadenas 001, 100, 110 y 111 podemos construir un 0
en la siguiente generacién. Ahora bien si las dos células de la izquierda coinciden
con las dos células de la derecha podemos translapar estas células con la finalidad
de determinar que configuracién es un posible ancestro de las células de evolucién
en los estados globales.

Este concepto es mas visible para configuraciones de tamafio mayor igual que
dos, ya que podemos formar bloques de evoluciones de tamano cuatro y obtener
configuraciones de tamafio dos con sus respectivas transiciones.

1111 101t
1110 1010
1100 D101

1001 | 0000
ad

i1

Tabla 4.3: Configuraciones conl = 2.

Como podemos observar en la Tabla 4.3 para las células de evolucién 00 el
bloque 1111 cumple con la condicién de tener la misma pareja de estados en la
izquierda como en la derecha, por lo que deducimos que la configuracién 00 tiene
un ancestro formado por la cadena 11.

Figura 4.2: Formando anillos.

Ls Figura 4.2 ilustra paso a paso como formamos las configuraciones globales
a partir de los bloques de evoluciones; la cadena 00 tiene cuatro imdgenes pero la
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imagen 1111 tienen los estados 11 a la izquierda del bloque y 11 a la derecha del
mismo bloque, por lo que definimos su traslape si

::aoby:{ ab =y )

¢ coc

Si analizames las células de evolucién para la cadena 11 de la Tabla 4.3 podemos
notar que tal configuracién tiene tres bloques de evolucién que cumplen con dicha
condicién, estos blogues son 1010, 0101 y 0000. Lo que implicaria que los estados
globales 2, 1y 0 mapean al estado global 3. De esta manera podemos obtener todos
los ancestros de cada uno de los bloques de evolucién que podemos formar con r.

Para comprobar nuestros resultados construyamos su respectivo drbol topolégico
¥ revisemos cada uno de sus mapeos posibles.

R I

Figura 4.3: Arbol topolégico con ! = 2.

Finalmente podemos comprobar que cuando ! = 2 las configuraciones ¢; tienen
mas de un ancestro. El estado 0 mapea al estado 3 y el estado 3 mapea al estado
0 formande la raiz ciclica de dicho 4rbol topolégico. Fl estado 2 mapeo al estado 3
y el estado 1 también mapea al estado 3, por lo que los estados 1 y 2 forman hojas
dentro del arbol topoldgico y no tienen ancestros cuando { = 2.

Ahora analizemos el caso cuando ! = 3 revisando sus respectivos bleques de
evolucién calculados en la Tabla 4.1,

11111 11101 16001 11011 01111 01101 10111 10101
11110 11000 00111 11010 01110 01000 10110 01011
11100 10011 00110 10000 01100 00011 10100 01010
11001 100i0 DO100 00101 01001 00010 00001 00000
000 001 010 011 100 101 110 111

Tabla 4.4: Configuraciones con ! = 3.

nuevamente todas las células de evolucién tienen el mismo nitmero de bloques que
producen dichas cadenas. Pero en este caso todas las configuraciones tienen una
sola imagen, estas son: 111 — 000, 001 — 001, 010 — 010, 101 —+ 011, 100 — 100,
110 - 101, 011 = 110 y 600 — 111 respectivamente.

Esto significa que tenemos ciclos de tamafio uno, dos y tres, dentro de los arboles
topolégicos cuando ! = 3. Los ciclos de longitud igual a uno estan formados por los
estado globales 1 & 1,2 & 2y 4 & 4. El ciclo de longitud igual a dos esta formado
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por los estados globales 0 «+ 7. El ciclo de longitud igual a tres esta formado por
los estados globales 5 -+ 3,3 =+ 6y 6 — 5.

Figura 4.4: Arboles topolégicos con ! = 3.

La Figura 4.4 muestra todos los estados globales posibles cuando | = 3, el
diagrama de transiciones confirma nuestros resultados sobre los ciclos calculados
con los bloques de evoluciones, donde habiamos obtenido dnco ciclos en total.
Como senialamos en la Seccién 4.1 los autématas celulares reversibles deben de
tener un mapeo biyectivo que implica que no tengan miiltiples ancestros y tampoco
configuraciones pertenecientes al Jardin del Edén. Esta condicién se cumple para
este autémata cuando la longitud de ¢; es de tamafio impar.

Para confirmar nuestra afirmacién realizaremos el cilculo de los bloques de
evolucién cuando ! es igual a cinco, siete y nueve. Comprobando que tienen grados
de reversibilidad para todos sus arboles topolégicos de este tamafo.

Figura 4.5: Arboles topolégicos conl =5,7 y 9.



4.3. AUTOMATAS CELULARES CON GRADOS DE REVERSIBILIDAD 45

Podemos ver que si | = 5 el cdlculo se hace un poco laborioso, si I = 7 el cdlculo
se hace mas laborioso y si I = 9 el cdlculo es sumamente complicado. Sin embargo
todas estas configuraciones son reversibles en todos sus drboles topolégicos posibles.

4.3.4 Autémata (4,h) regla 0056 BOEF

El autémata celular (4.h) regla 0056BIEF presenta grados de reversibilidad para
configuraciones de ancho impar. La notacién Wolfram para el caso (4, h) dentro de
la regla de evolucion se representa de la siguiente manera:

33 [33 | 22 ] 22 |11 ]11]00] 00
32 (10321032 f10]32]10
00 |00 | 1t [ 12 | 2321132 33|

[€T &2 |40 [ 20 [48 [0 | 48 | 42
F'o {05 6 B9 [ ETF

Tabla 4.5: Regla de evolucién.

las vecindades se agrupan de dos en dos y se muiltiplican por sus respectivas poten-
cias de acuerdo a la posicién que ocupen sobre la misma regla, finalmente se surnan
estas parejas y se obtiene el niimero Wolfram.

Para construir los bloques de evoluciones para el autémata (2.1) cuando { = T,4
estos se realizaron de forma manual obteniendo sus células de evolucién de acuerdo
aunaregladada. En el caso del autémata (4, h) es ain mds laborioso construir cada
uno de estos bloques conforme r se va incrementando. Para resolver este problema
haremos uso de las matrices de conectividad, con lo que obtendremos los mismos
resultados para una ! especifica.

La matriz simbélica de de Bruijn para el autémata (4, h) se denota de la siguiente
manera:

00 01 02 03

p_ |10 1 1213
|20 21 22 23
30 31 32 33

y dada su regla de evolucién obtenemos su matriz de evoluciones correspondiente

O N =W
S = MW
o= N
Lo B O - I U]
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Si efectuamos el producto tensorial de la matriz S obtendremos las siguientes
evoluciones
[ 33 33 32 33 . . . .

. . . 31 32 33 32 . . . .
. . . .22 021 21 21 . . . .
. . . . . . 30 30 30 30
13 13 12 13 . . . . . . .
. . . 21 2 23 22 . . . .
_ - I TS B
52 . . . 20 20 20 20

23 23 22 23 . . .
- . . .11 12 13 12 . . . .
. . . .12 11 it 11 . . . .
. . . . . . . 10 10 10 10
03 03 02 03 . . . . . . . .
. . . 01 02 03 02

02 oL o1 o1 . . . .
o 00 00 00 00 |

que calcula todos los bloques de evoluciones cuando r = 1. Ahora podemos calcular
los anillos correspondientes para sus respectivas células de evolucién.
Trabajemos con los estado cero y dos, calcutando sus bleques de evolucién.

333 202
332 113
331 111
330 020
00 2

Tabla 4.6: Configuraciones con { = 2.

En la Tabla 4.6 podemos ver que la configuracién 00 tiene un tnico ancestro
formado por la configuracion 33, sin embargo la configuracién 22 tiene tres ancestros
formades por las configuraciones 20, 11 y 02.

Figura 4.6: Formando anillos.

La Figura 4.6 muestra las configuraciones por estados globales y su valor decimal
para cada una de ellas. El primer diagrama nos indica que la configuracién 33
mapea a la configuracion 00 en un paso, si revisames la matriz S? podemos ver
que ¢l indice (00.00) tiene por elemento la cadena 33 lo que confirma su mapeo
global, sin embargo notemos que el indice (33,33) tiene por elemento la cadena 00
por lo que deducimos que exdste un ciclo de longitud dos entre las cadenas 00 y
33. El segundo diagrama nos indica que la cenfiguracién 20, 11 y 02 mapean a
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la configuracién 22 en un paso, esto quiere decir que los indices de la matriz S?
{02,20) tienen por elemento la cadena 22, los indices (20.02) tienen por elemento la
cadena 22 y el indice {11,11) tiene por elemento la cadena 22.

e wlion i

Figura 4.7: Arboles topolégicos con { = 2,

Los drboles topolégicos de la Figura 4.7 confirman nuestros resultados encer-
rando en un circulo aquellas configuraciones que calculamos con la matriz S2.

Si deseamos saber especificamente los ancestros de una configuracién en partic-
ular sin calcular toda la matriz $?, podemos obtenerlos a través de un producto
matricial dada por la matriz s(k).

-

(22 =|: 2 -2 L2 .2

[22 . .
22 . 22
22

Analizemos la configuracién 22 calculada anteriormente, donde la matriz s(2)?
determinara todas las posibles imigenes que tiene dicha configuracién, como pode-
mos observar la matriz s(2) tiene cuatro imagenes y esto es porque las configura-
ciones de tamafio uno son los mismos mapeos de cada una de las vecindades posibles
para la regla en estudio.

Si calculamos la matriz s{2)? obtendremos todas las imégenes posibles de la
cadena 22 en un sélo paso, ya que los indices de las matrices que representan dicho
producto, también determinaran las cadenas de evolucién que existen para la cadena
22. Como podemos ver el nimero de imdgenes es el mismo.

Entonces tenemos cuatro imigenes de tamafio tres ¥ los bloques de evoluciones
van a estar representandos por el valor del renglén y la columna de la primera
matriz; con el valor del renglén que determine el producto de dicho elemento con
la segunda matriz. Por lo que finalmente podemos decir que para la cadena 22 los
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bloques de evoluciones obtenidos en la matriz s{2)? estan representados por: 020,
111, 113 y 202 respectivamente, como habiamos determinade en la Tabla 4.6.

El diagrama de subconjuntos de este autémata celular muestra que cadenas
tienen rmiltiples ancestros; estas cadenas se identifican porque forman ciclos de
longitud mayor igual que uno en las clases unitarias intermedias,

Figura 4.8: Diagrama de subconjuntes de la regla G056B9EF.

Notemos en la Figura 4.8 que las cadenas formadas por el estado 2 en los nodos
11 & 14y 1 & 4 forman ciclos de longitud dos, el estado dos es el estade que
origina muiitiples ancestros de forma inmediata como ilustramos en la Figura 4.6,
ya que la cadena 22 por si misma tiene tres ancestros esto quiere decir que para
toda expresién regular formada por las cadenas 22*, esta cadena tiene mas de un
ancestro.

Ahora veamos la cadena de los nodos 4 ++ 14 formada por los estados 13 cuya
expresion forma un ciclo que puede ser mayor igual que dos, esto nos indica que
esta cadena tiene mds de un ancestro,

212 123
103 122
101 121
100 oLl
13 31

Tabla 4.7: Configuracicnes con I = 2.

La Tabla 4.7 muestra los bloques de evolucién para las cadenas 13 y 31, la
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cadena 13 tiene dos ancestros formados por las cadenas de 01 ¥ 12, lo que equivale
que la configuracién 7 tiene por ancestos las configuraciones 1 ¥ 6 como ilustramos
en la Figura 4.7. La cadena 31 también forma un ciclo equivalente al de la cadena
13 en los nodos 1 &+ 11, pues es una permutacién de dicha cadena que conserva las
mismas propiedades. Finalmente podemos verificar todas estas multiplicidades en
el diagrama de parejas

- “mz.“;‘g’,
Pafii

o 1 X
)

N fwﬁ
LD \\va\

Figura 4.9: Diagrama de parejas de la regla 0056B9EF.

Para obtener las configuraciones que forman los ciclos dentro del diagrama de
parejas, analizemos el diagrama de parejas de la Figura 4.9 y apartemos alguncs
casos.

La secuencia formada por los nodos (0,2) y (2.0) debe producir un bloque de
evolucién que tenga mas de un ancestro, construyamos una secuencia de longitud
tres dada de la signiente manera:

(0.2) = (2.0) = (0,2)

si tomamos los elementos de la derecha de cada nodo formamos un bloque de
evolucién dado por

020
22

que a su vez produce las células de evolucién 22. Ahora bien si tomamos los
elementos de la derecha obtendremos otro ancestro de la cadena 22 denotado de la
sigutente manera

202
22
por lo que se deduce que la cadena 22 tiene dos ancestros de evolucién diferentes,

los bloques 020 y 202 construidos manualmente en la Tabla 4.3 ¥ representado en
la Figura 4.6. Lo mismo sucede para la secuencia de nodos dada por los ciclos
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(0.1) & (1,2) ¥y (1.0) & (2,1). Esto significa que podemos obtener todos los
ancestros de las secuencias del diagrama de parejas y a su vez estas secuencias las
podemos incrementar de acuerdo al mimero de células que queramos analizar en
una configuracién de longitud I.

Las herramientas gréficas tales como el diagrama de subconjuntos y el diagrama
de parejas son de mucha itilidad ya que nos ayudan a verificar nuestros resulta-
dos de una manera mas rapido y seguro. El diagrama de transiciones reafirma
estas propiedades revisando que el mapeo global coincida con los mapeos globales
determinados anteriormente. .

Finalmente proponemos un método para saber si un autémata celular tiene
grados de reversibilidad o no. Nuestro método se basa en el producto matricial de
las matrices de conectividad por estado del autémata en estudio. Las matrices de
conectividad IV(k) para este autémata se construyen de la siguiente manera:

N(O) = ::: : N1 = i
1111 i 1 1 1|
] 1 T [1 1 . 1]
A R | 1
N@)=|; 0 | N@=

Si elevamos al cuadrado la matriz IN(0) obtendremos el siguiente resultado

MO
111 1| 1111

| 1 1 1 1 |
Lo que significa que para toda cadena formada por el estado { siempre obten-

dremos un ancestro unico. Si la cadena esta formada por 00* entonces su nico
ancestro va a estar formado por la cadena 33*. Notemos que este comportamiento

es el mismo para los estados 1 y 3.

1111
N(1)? = i i i i N(3)? =

Donde el tinico ancestro para la cadena 11* esta formado por la cadena 22%,
para la cadena 33* su 1inico ancestro esta formada por la cadena 00*. Esto implica
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que la traza de la matriz debe ser igual a uno: por lo que la Tr(N(0)) = 1,
la Tr(N(1)) = 1 y la Tr(N(3)) = 1. Entonces estas configuraciones tendran
comportamientos reversibles.

Ahora analicemos la matriz N(k) cuando k = 2,

una vez mas podemos verificar que el estado 2 por si mismo tiene tres ancestros en
configuraciones de tamafio dos formados por los estados 0, 1 y 2, como lo habiamos
sefialado en la Tabla 4.6, Figura 4.6 y Figura 4.9. Por lo que deducimos que el
estado 2 es el estado que determina los grados de reversibilidad en esta regia.
Para verificar que esto es verdad s6lo elevemos la matriz N(2) sucesivamente.

N@R=|; T | NErs

N(Q)s =
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4.3.5 Autdémata (4,h) regla 016ED4BB

El autémata celular (4, k) regla 016ED4BB presenta grados de reversibilidad para
configuraciones que no sean muiltiplos de tres. En primer instancia obtengamos los
productos matriciales por estado para determinar si alguno de los cuatro estados
determina la reversibilidad para este autémata.

Primeramente construyamos sus matrices de conectividad.

N(O) =

No=|; | NE=|

Todas las matrices cumplen con la condicién de que su traza es igual a una,
lo que significa que las configuraciones de tamarfio uno tienen un unico ancestro.
Ahora analizaremos cada uno de los estados y sus respectivas potencias.

N@O@2=|" -~ "~ N(0)® =
1111 1 111
Las matriz N(0) elevada a una n-ésima potencia es idempotente para toda

n > 2. por lo que para toda cadena formada por el estado 00*, esta cadena va a
tener un 1nico ancestro.

N@©=| Nap= |t Pl

La matriz de conectividad N(1) alcanza la idempotencia cuando n > 3. y con-
serva la Tr{N(1)) = 1 para cualquer potencia de N(1)".

2—1"-
Ny = 1111

Para el estado 2 su matriz de conectividad alcanza riapidamente ja idempotencia
cuando n = 2. Mostrando un tinico ancestro para configuraciones 22%.
111 . 1111

N@3)? = N33 =
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La matriz N(3) alcanza la idempotencia cuando n > 3 igual que €l estado 1 y la
Tr(N(3)) = 1 lo que confirma un iinico ancestro para toda configuracién formada
por la cadena 33*.

Todo parece indicar que el autémata celular es reversible para todas las con-
figuraciones de tamafio par e impar. Sin embargo si andlizamos su diagrama de
parejas veremnos que no es reversible.

Figura 4.10: Diagrama de parejas de la regla 016ED4BB.

La Figura 4.10 ilustra la existencia de ciclos fuera de la diagonal, lo que implica
que este autdémata celular no es reversible. La explicacién de este fénomeno es
que los ciclos se forman por cadenas que estan formadas por combinaciones de los
mismos estados. Si efectuamos todas las combinaciones posibles cuando | = 2,
entonces tenemos dieciseis casos posibles donde la Tr{N(k); ;) = 1V k€ L.

Figura 4.11: Arboles topoldgicos con ! = 2,

La Figura 4.11 ilustra todas las configuraciones co donde el mapeo global es
biyectivo y légicamente tambien es reversible para este valor. Porque sélo existe
una configuracién que construye a otra configuracién para todos los estados globales
que podemos formar con { = 2. Los ciclos 5 y 10 son de longitud uno, esto quiere
decir que la evolucién para este caso va a ser siempre 5 6 10 en todo el diagrama
de evoluciones.
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Ahora analizemos la secuencia formada por los estados 123 donde sus productos
matriciales los representamos de la siguiente manera:
Naegy =t 11
1
podemos ver que la Tr(IN(123)) = 2 lo que implica que la configuracién tiene dos
ciclos que a su vez indican dos ancestros para dicha cadena. Estas cadenas estan

formadas por los bloques de evolucién 1221 y 3013, sus ancestros de la cadena 123
son los estados 221 y 013 respectivamente.

¥
19 i
5 - 5
: T S
o
37 : {
& Qs
£ \ >, 8
N e
a
] i ]
e oS
£
#
. - 3 “.
S i -
5 £,
v o e P v e
)
. B <
B

Figura 4.12: Diagrama de transiciones con ! = 3.

La Figura 4.12 ilustra uno de los drboles topolégicos cuando ! = 3 y podemos
verificar que la cadena 123 representada por el estado global 27 tiene dos ancestraos,
ios estados globales 41 y 7 representadas por las cadenas 221 y 013 respectivamente.

Por lo que deducimos que para determinar los grados de reversibilidad de un
ancho especifico tenemos que efectuar todas las combinaciones posibles determi-
nadas por k. Y el orden de n determinari el tamafio de ! para toda configuracién

ct € Cp(X).
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Comprobando los grados de reversibilidad para este autémata revisemos la se-
cuencia 102303 que debe de tener mas de un ancestro, ya que { es un miltiplo de
tres en este caso.

N(102303)= | ; -

La matriz de conectividad para la cadena representada por los estados 102303
presenta una Tr({N(102303)) = 2 lo que implica que dicha configuracién posee dos
ancestros y no es reversible cuando ! = 6.

4.3.6 Algoritmo
El algoritmo esta propuesto para cualquier autémata celular lineal de orden (k.r).

1. Obtener las matrices de conectividad N(k); ; para cualquier autémata celular
de-orden (k.r), donde la funcién de transicién ¢ determmina el traslape y el
numero de elementos para dicha matriz.

2. Efectuar el producto matricial de estas matrices de conectividad, calculando
todas las combinaciones posibles dadas por k!, donde el valor de { determina
el nimero de combinaciones posibles restringido por el orden de k.

3. Calcular la traza de cada uno de estos productos matriciales y comprobar que
la Tr(N(k)] ;) =1V k € I, para determinar la reversibilidad de una ! dada.

4. El algoritmo es recursivo y para hasta una ! especifica.

Evidentemente conforme ! se vaya incrementando el cilculo es cada vez mas
laborioso. Y si el orden de k también se incrementa, el cémputo es muchisimo mas
lento.
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Capitulo 5

Conclusiones

Los autématas celulares que presentan grados de reversibilidad para ciertas config-
uraciones c; € Cr(X), deden tener algunas de las siguientes caracteristicas:

¢ El autémata celular debe tener un mapeo suryectivo. Esto implica que todas
las configuraciones del autémata celular deben de tener forzozamente al menos
un ancestro.

e El diagrama de subconjuntos debe de carecer de rutas principales que vayan
del conjunte maximo al conjunto minimo. Esto implica que el autémata
celular debe de carecer de configuraciones pertenecientes al Jardin del Edén.

¢ El diagrama de parejas debe presentar ciclos fuera de la diagonal principal.
Lo que implica que el autémata celular tiene multiples ancestros.

¢ La matriz de de Bruijn debe de tener el mismo nimero de elementos por
estado en toda la matriz. Lo que implica que todos los estados tienen al
menos un ancestro.

® Las matrices de conectividad deben de tener una traza igual a uno por cada
uno de los estados posibles que tenga el autémata celular. Esto implica que
el autémata celular debe de cumplir que la traza de Tr(N (k)ij)=1VEk>2,
efectuando todas las combinaciones posibles determinadas por k dentro del
producto matricial de sus respectivas matrices.

o Los grados de reversibilidad deben ser originados por un estado o por combi-
naciones de todos los estados que conforman el autémata celular en estudio.
Esto implica que no forzozamente un sélo estado origine estos comportamien-
tos, ya que pueden ser originados bajo ciertas combinaciones de los mismos
estados o viceversa.

¢ Los nodos del diagrama de transiciones siempre tendran al menos un ancestro,
Esto implica que si los arboles topoldgicos cuando ! tiene un valer determinado
presentan hojas, estas hojas tendran un ancestro o mas cuando [ sea mayor
a dicho valor. Aquellas configuraciones que cumplan con la condicién cinco,

57
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implica que dichos arboles topolégicos son sélo ciclos de longitud mayor igual
a uno.

El estudio que se llevé a cabo se enfoco para el caso (4. h), sin embargo para el
caso (2.1) tenemos que la regla 45 muestra grados de reversibilidad para configura-
ciones de tamaiio impar, mientras que la regla 105 muestra grados de reversibilidad
para configuracicnes que no sean milltiplos de tres.

Para el caso (3.h) la tnica regla que presenta grados de reversibilidad es la
regla 1313, para configuraciones de tamaifio impar. Comeo habiamos sefialado en la
Seccidn 4.3.3 el cilculo se va complicando conforme k., r y I. se van incrementando.

Finalmente presentamos una lista de reglas para el caso {4,h) que muestran
grados de reversibilidad para ciertos valores de {. Esta lista fue revisada manual-
mente y ordenada de acuerdo a su cluster minimo correspondiente por cada una
de las reglas. Para comprobar esta lista se anexé un apéndice que ilustra todos
los drboles topolégicos que muestran sus respectivos grados de reversibilidad para
todas las reglas que cumplen con estas condiciones.

| Regla de evoluadén | valor del ||
0056BIEF 35
0056F9AT 35
005BADF& 35
005BBDES 35
005BEDB6 35
00669FF9 35
00679EF9 35
0552F8AF 35
0158AFF6 35
0156F8AF 35
016ED4BB 245
055BACF2 35
0196E8TF 35
05AF14EB 35
0156E8BF 35
0156B8EF 35
0154BAEF 35
016AB4DY 245
0168D6BF 35
019BEC76 35
05936CFA 35
1BB1E44E 245

Tabla 5.1: Reglas con grados de reversibilidad.

En total existen 685 reglas suryectivas de las cuales 22 reglas tienen grados de
reversibilidad para valores de ! igual a dos, tres, cuatro y cinco. El calculo se efectud
hasta un valor de [ = 6 por eso el valor de { no va mas alla de cinco.
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Evidentemente estos cdlculos sugieren un método cornputacional para todos los
demds casos (2,1), (2,2), (2. f). (2:3), (2.n). (2.4). (2:5), (2.5), (2.6), (3. 1), (3:t).
(3: 2): (4: l)r (4: t): (47 2): (5:h)= (5=t)= (G:h): (67 1): (77h)= (7: 1): (S:h)= (8:l)= (Q,h)
y (9.1).

El estudio sobre los autématas celulares lineales reversibles ha sido muy impor-
tante en los Gltimos tiempos dado por las contribuciones de Hillman, Nasu, Moore,
Hedlund, Tommaso Toffoli, Norman Margolus, McIntosh, Fredkin, Jarkko Kari, S.
Amoroso, Y. N. Patt, Erica Jen, por mencionar algunocs. Todos estos estudios han
ido formande una mejor idea para explicar el surgimiento y comportamiento de
tal fenémeno. Buscando una formalizacién matematica por demas general. aunque
esta todavia esta por verse.

Los grados de reversibilidad son un derivado de los autématas celulares re-
versibles, su estudio es importante por el hecho de que podemos clasificar un
autémata reversible aunque este no lo sea. Es importante determinar con detalle
estas relaciones y determinar con claridad sus respectivas caracteristicas.

A los autématas celulares reversibles se'les han encontrado aplicaciones tales
como la simulacién de reacciones quimicas, procesos biolégicos, simulacién de epi-
demias, simulacién de incendios forestales, simulacién de procesos matemadticos,
simulacién de cémputo en paralelo, simulacién del control de trafico ¥ encriptacidén
de datos.

Siendo un poco aventuradoe la aplicacién de encriptacién de datos puede ser
enfocado a los autématas que presentan grados de reversibilidad, dificultando ain
mas la descriptacién de tal informacién ya que ahora intervendria un factor mas y
este factor es {. Esto significa que podriamos trabajar con varias configuraciones
de varias I’s dificultando el proceso para descifrar tal configuracién inicial.

No cabe duda que la teoria de autémata celular atin tiene varios problemas
por resolver, sin embargo es una teoria que se presta al uso de otras herramientas
tales como la estadistica, la probabilidad, el cdlculo diferencial e integral, ecua-
ciones diferenciales, teoria de grificas, metodos mimericos, estructuras algebraicas,
geometria proyectiva, algebra booleana, algebra lineal, teoria de conjuntoes, expre-
siones regulares, procesos estocisticos, simulacién y ciencias de la computacién.
Como habiamos sefialado desde el Capitulo 1 es una teoria miltidiciplinaria.

Finalmente sefialamos que la teoria de autémata celular tiene un amplio campo
de estudio y consecuentemente un amplio campo de futuras aplicaciones. Por lo que
se siguen obteniendo nuevos e importantes avances asf como nuevas aplicaciones.
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Apéndice A

Arboles Topolégicos (4,h)

A continuacién ilustramos todos los drboles topolégicos que presentan grados de
reversibilidad para el autémata celular (4, k). Clasificados por su cluster minimo,
la longitud de las configuraciones calculadas es de tamafios dos, tres, cuatro, cinco
y seis. Estos diagramas se calcularén con el programa NXLCAU4h.

nateausy | Calan

Figura A.1: NXLCAU4h con algunas opciones.
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