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1 INTRODUCCION

A lo largo de este siglo, los problemas tipo Ramsey han despertado el
interés de muchos mateméticos en el mundo, generando gran cantidad
de investigaciones en diversas ramas de las matematicas e influyendo al
mismo tiempo en muchas otras dreas del concimiento.

En este contexto, un planteamiento cldsico, dentro de la Teoria de
Gréficas, es el siguiente:

Cualquier grifica de orden n(k) suficientemente grande, contiene una
subgrafica completa o un conjunto independiente de orden k.

Las interpretaciones mds frecuentes que se han hecho de este resul-
tado son en términos de coloraciones: dada una estructura de cierta
clase, se asocia una coloracién arbitraria a sus subestructuras mas pe-
quenas y lo que se pretende es demostrar la existencia de una sub-
estructura monocromaética con ciertas caracteristicas. Asi, el teorema
siguiente es una de las formas mds sencillas de este tipo de resultados
y se incluye en praicticamente cualquier texto introductorio de Teoria
de Gréaficas:

Teorema 1.1 En todae coloracidn de las aristas de Kg con dos colores,
existe un tridngulo monocromdtico.
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Existen diversos y muy interesantes ejemplos de problemas tipo
Ramsey, una aproximacién mucho més detallada es realizada en [15].

Desde que F. Ramsey publicara el primer articulo con problemas de
este estilo {24], la investigacién por estos senderos no se ha detenido, sin
embargo alrededor de la mitad del siglo la curiosidad dirigié la atencién
de algunos a la contraparte del planteamiento original: los problemas
de tipo anti-Ramsey, en los que se pretende asegurar la existencia de
subestructuras heterocrométicas (sin colores repetidos) de cierto tipo,
contenidas en alguna estructura “mayor” que se ha coloreado de algin
modo. El nuevo enfoque no sélo resultd interesante como problema
combinatorio, sino adem4s especialmente 1itil para dar solucién a cues-
tiones de otra indole en ramas de las matemaéticas ajenas a la Combina-
toria. A lo largo de los afios, ha habido muchos esfuerzos encaminados a
encontrar resultados andlogos a los que conforman la Teoria de Ramsey
en su versién anti-Ramsey. En la literatura se distinguen muy diversas
perspectivas en el manejo de estos problemas.

Cabe mencionar gre todos los resultados de la Teoria de Ramsey
pueden ser expresados en la terminologia de hipergraficas de manera
sencilla, y as{ mismo son frecuentemente planteados los problemas de
tipo anti-Ramsey. Con el afén de unificar el lenguaje introduciremos
aqui unas cuantas definiciones.

Una hipergréfica H es una pareja de conjuntos V, E, a los elemen-
tos del primero les llamamos vértices, v a los del segundo aristas. Cada
arista es un subconjunto de vértices. Decimos que H es una r-grafica si
todas sus aristas tienen cardinalidad 7, particularmente a las 2-grificas
les llamamos simplemente gréficas. Una k-coloracién de una hiper-
gréfica es una aplicacién suprayectiva de sus vértices sobre un conjunto
de k elementos: el conjunto de colores. Si una coloracién asigna colo-
res distintos a todos los vértices de una arista, decimos que tal arista
es heterocromdtica y por extensién, llamamos heterocromatica a la
coloracién (en la literatura también aparece este concepto con los térmi-
nos policromética, fuertemente coloreada o totalmente multicoloreada).
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El niimero heterocromdtico de H, denotado por h{H), es el minimo
nimero de colores necesarios para que toda h(H )-coloracién de H sea
heterocromaética.

En 1973, en Keszthely, Hungria se llevé a cabo el Coloquio de la
Sociedad Matemdtica Jénos Bolyai con el tema “Conjuntos Infinitos y
Finitos”. Ahi empieza a manifestarse el trabajo que se habfa estado
haciendo alrededor de los problemas anti-Ramsey. Rado, por ejemplo,
presenta ahi una versién conjuntista del planteamiento anti-Ramsey
[23]. Erdss, Simonovits y Sds, participan con la que serfa su primera
aportacién al tema, Anti-Ramsey Theorems, [12], en la que hacen no-
tar la relacién que existe entre estos problemas y la Teoria Extremal de
Gréficas, particularmente con los resultados obtenidos por Turdn. La
simbiosis anti-Ramsey—Turdn es una constante en casi todas las inves-
tigaciones realizadas sobre €l tema como apreciaremos més adclante.
En este mismo articulo, y aunque con un enfoque y terminologia dis-
tintos, ellos estudian el mimero heterocromdtico de ciertas hipergréficas
y establecen varios resultados y conjeturas interesantes que resefiaremos
con més detalle en la signiente seccién.

También en el mismo coloquio el francés Sterboul presenta su tra-
bajo A New Combinatorial Parameter, [27]. El también estaba estu-
diando el nimero heterocromético sélo que lo llama nimero cromdtico
y se aproxima, al concepto de un modo distinto al de los hingaros v un
poco més cercano al nuestro. Durante los afios siguientes Sterboul con-
tinué trabajando en el tema. Seguiremos hablando de él m&s adelante.

Arocha, Bracho y Neumann-Lara publican en [5] el siguiente re-
sultado interesante gque es una versién anti-Ramsey de un teorema de
Schur {puede encontrarse en {15, secc. 3.1):

Teorema 1.2 Sea Zy = Z,\{0} el grupo multiplicativo de Z,. Para
toda 3-coloracidn de Z; existe una solucidn heterocromdiica de la ecua-
cion r + y = z.

Decimos que una ecuacién de tres variables es tensa si para toda

INTRODUCCION 4



3-coloracién del conjunto de coeficientes existe una solucién hetero-
cromética. Asi el resultado anterior afirma que £ + ¥ = 2z es tensa en
Ziy. En {18] sc clasifican todas las ecuaciones tensas y no tensas con
coeficientes sobre Z*.

La definicién como tal de niimero heterocromitico, fue introducida,
a principios de esta década en [5], pero como vimos, desde antes se
hacia investigacién alrededor de este concepto. La siguiente seccién nos
brinda un breve panorama acerca de los resnitados mds significativos
obtenidos hasta ahora.

En esta tesis nuestro objetivo principal es calcular el niimero hetero-
cromético de 3-gréficas provenientes de triangulaciones de superficies:
los vértices corresponden a los de la triangulacién y las ternas a las
caras.

En el primer capitulo estudiaremos las triangulaciones de la esfera
obteniéndose como resultado principal el comportamiento asintdtico del
mimero heterocromdtico (en términos del orden de la triangulacién).

El segundo capitulo analiza las triangulaciones del disco. Se obtiene
el valor exacto del nimero heterocromdtico en el caso en que no hay
vértices interiores; para ¢l caso general se proporcionan cotas inferiores
¥y superiores y se muestran ejemplos de familias de triangulaciones que
las alcanzan.

Un poco de historia

Las investigaciones realizadas en esta 4drea han seguido muy diversos
objetivos y estilos. Algunos autores han proporcionan algoritmos que
verifiquen la existencia de subgrdficas heterocrométicas, por ejemplo,
en [7), aparece un algoritmo para encontrar un conjunto con al menos
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(2n)%‘ vértices que induzca una subgréfica heterocromadtica, en la grafica
completa de orden n, cuyas aristas han sido coloreadas propiamernte, es
decir, aristas que comparten algin vértice reciben colores distintos.

Otros autores establecen condiciones suficientes de distintos tipos,
tales como condiciones estructurales o restricciones de orden, tamaro o
grado, entre otras, que aseguren la existencia de tales subgréficas. Por
cjemplo, Chung y Graham en [10], definen para s,¢,k € N, la funcién
f(s,t,k) que asocia a esta terna el orden miximo de una completa
cuyas aristas pueden colorearse con k colores de modo que toda K,
tiene exactamente ¢ colores. Asi, para t = (;), se buscan completas
heterocromdticas de orden s como subgréficas de una completa de orden
mayor.,

Alon y Lefmann en [4], consideran una r-gréfica de orden n y una
coloracién propia de sus aristas y demuestran la existencia de una
r-subgréfica heterocromética de cierto tamatio. En el mismo contexto,
se publica en (3] el siguiente resultado:

Teorema 1.3 En toda coloracion de las aristas de ung grifica G cuyas
clases cromdticas inducen subgréficas bipartitas, existe un subdrbol he-
terocromdtico de tamanio al menos max{p,q}, donde p es el nimero de
valores propios positivos de G y q el nimero de negativos.

En [25], Rédl y Tuza, demuestran la existencia de gréficas G de
cuello arbitrariamente grande tales que cualquier coloracién propia de
sus aristas, tiene un ciclo heterocromético. Completando este resultado,
poco tiempo después Kohayakawa y Luczak [17], demuestran que para
toda > 3 existe una grafica G, de cuello [ en la que toda coloracion
propia de sus aristas tiene un ciclo heterocromitico que realiza el cuello.

Un caso especial de coloraciones de aristas es estudiado por Hahn
et al.[16]: las coloraciones acotadas, en las que se impone la restriccién
de no usar un mismo color m4s de un cierto nimero de veces; ellos
investigan también lo que llaman nimero sub-Ramsey, sr(G.1), que
es el orden minimo de una completa en la que toda coloracién de sus
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aristas, acotada por ¢, tiene una copia de G heterocromdtica. Fn ¢l
mismo contexto, Frieze y Reed [14], demuestran que si sc da a las aristas
de K, una coloracién acotada por t = {c—l’;—n] , para ¢ suficienternente
grande, existe un ciclo hamiltoniano heterocromético.

Sterboul y Wertheimer estudiaron en [31], un tipo particular de
coloraciones de r-graficas a las que llamaron exfremas. Estas son co-
loraciones de los vértices en las que toda arista es monocromatica o
heterocromética, ellos investigaron el méximo tamafio que puede tener
una r-gréfica de orden n que acepta una coloracidn extrema.

Otro enfoque distinto al estudiar este tipo de problemas es el de
buscar la cantidad minima de colores que aseguren la existencia de
clertas estructuras heterocromiticas. Por ejemplo, en los articulos 9]
y [8], Burr et. al., introducen el concepto de nimero cromdatico fuerie,
que es el minimo nimero de colores con que se pueden colorear los
vértices de una hipergrafica de modo que todas sus aristas sean he-
terocromdticas. Después extienden el concepto con lo que denominan
nimero anti-Ramsey extremo: dada una gréfica L y dos naturales n, e
es el minimo natural & tal que existe una grafica G de orden n y tamano
¢, en la que en toda k-coloracién de sus aristas, todas las subgréficas
isomorfas a L son heterocromdticas. Por cierto quc en estos trabajos
también queda establecida la relacién existente con los problemas de
tipo Turédn.

Dentro de esta aproximacién se encuentra también <l cdleulo del
nimero heterocromatico. Aqui los resultados més significativos han
sido propuestos por los hiingaros, Sterboul y nuestro grupo de inves-
tigacién en Combinatoria del Instituto de Matemdticas. Lste grupo,
encabezado por Arocha, Bracho y Neumann-Lara ha hecho destacables
aportaciones en el drea desde la mitad de la década pasada. Entre sus
principales aportaciones se encuentra la introduccién del concepto de
tensicn de hipergrdficas como generalizacién de la conexidad en gré-
ficas, pero este es un caso aparte que merecerd nuestra atencidn més
adelante.
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Como expusimos anteriormente, los hingaros encontraron interc-
santes relaciones entre los problemas anti-Ramsey y los de tipo Turdn.
Este matemdtico se pregunts ;jcudl es el tamano méximo de una gré-
fica de orden n que no contenga como subgrdfica algiin elemento de una
familia de gréficas £7, y lo encontré para algunas familias particulares
(vedse por ejemplo [13] pp. 15-17). A este valor se le conoce como el
mimero de Turdn T{n, £), y las gréficas que lo realizan son llamadas
grificas eztremales.

En la primera mitad de la década de los sesenta, Erdss y Simonovits,
que se encontraban estudiando Teorfa Extremal obtuvieron el siguiente
resultado [11]:

Teorema 1.4

T
fm L0LE)

1
n—oo () d
donde d + 1 = minge x{(G), y x(G) es el nimero cromdtico de G.

Probablemente en esa época empezaban a interesarse por los proble-
mas anti-Ramsey. Siete anos después aparece la primera de sus publica-
ciones en el drea [12], donde dejan establecida la relacién anti-Ramsey——
Turén.

Fn este articulo se consideran coloraciones de aristas en graficas
completas y especificamente se estudia el siguiente problema: Sea G
una graficade orden n, jcudl es el maximo mimero de colores con que
se¢ pueden colorear las aristas de K, sin contener una subgrafica hetero-
cromética isomorfa a G7. En lo sucesivo denotaremos a este valor como
B(n, G). Observemos el siguiente hecho: si asociamos a G la hipergrd-
fica Hy, g, en la que los vértices corresponden a las aristas de K, y cuyas
aristas representan los subconjuntos de aristas de K, que forman una
subgrifica isomorfa a G, entonces 3(n,G) = h(H, ¢) — 1.

El siguiente es el primer teorema del articulo:
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Teorema 1.5 Sid + 1 =min {x(G —¢) | e € E(G)}, entonces

B, G) !

Jim £ 12

Con este resultado queda establecido el hecho de que el mimero he-
terocromético tiene el mismo comportamiento asintético que el mirnero
de Turdn (véase el teorema 1.4).

M4s adelante obtienen un resultado similar para r-graficas, r > 2.
Generalizan las definiciones de 8 y 7 de la siguiente manera:

o 7T.(n,H) es el tamafio maximo de una r-grafica de orden n que

no contenga como r-subgrdfica ningin elemento de una famihia H
de r-gréficas,

o 3.(n, H) es el maximo niimero de colores con que se pueden colo-
rear las aristas de la r-gréfica completa de orden n de modo quc
no contenga una r-subgrafica heterocromdtica isomorfa a /.

En este contexto, obtienen el resultado siguiente:

Teorema 1.6 Sea H una r-grifica y H ={H —e| e € E(II)} .cnton-
ces B.(n, HY — T.(n. H) = on").

En la presente tesis, daremos una mejor estimacién para ciertos
tipos de 3-graficas.

Notemos que el teorema 1.5 proporciona una estimacién asintética
exacta para B(n,G) cvando d > 2. El caso d = 1, es decir, cuando
existe ¢’ € E(G) tal que G — € es bipartita, es mucho méds complejo en
general, en el articulo se analizan separadamente los casos en que (& es
una trayectoria o un ciclo. Se establecen las sigulentes conjeturas:
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Conjetura 1.7 Seant € Z, £ = 0,1 y m =2t + 3 + ¢,entonces

tn—(£+1)+1+.€, sin> i

B(n, P.) ={ tn 5t + 3 4 4e)

ot + 3+ 4e) .

'
-] [RT)

Conjetura 1.8 8(n,C,,) =n (et ==} + 0(1).

Esta tltima es demostrada para m = 3, Ajios después, en [2], Alon
la verifica par m = 4, demostrando que B(n,Cy) =n + 2-L
Otro resultado interesante en el mismo articulo es el sigulente:

Teorema 1.9 Seap e N, p > 4, eriste np tal que sin > n, entonces
B(n, Ky) =T(n, Ky y) + 1.

Posteriormente, en {21], Neumann-Lara v Montellano demuestran
que B{n, K3) = n+ 1 y generalizan este teorema para cualquier valor
den:

Teorema 1.10 Sin,p€ N, y4 < p < n, entonces
B(n, Kp) = T(n, Ky 1)+ 1.

Recientemente, ellos han verificado la Conjetura 1.8 para el caso en
que n = Omod(m — 1), {22]:

Teorema 1.11 Seann > m > 5 y supongamos que n = t mod{m - 1),

(@) sit =0 entonces B(n,Cpn) = n (=2 4 —L-) —1

m-1
(b) si1<t<m-—2 entonces

B, Cn) 2 [ 25] (7 ) + () + 735 - 1
B, Cn) < (n—1) (252 + 247) + 0|25 — 1.

m-—1
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Fin 1984, Simonovits y Sés publican [26] como continuacidn de {19]
y demuestran parcialmente la validez de la Conjetura 1.7:

Teorema 1.12 Friste una constante ¢ tal que it > 5 yn > cf?
entonces para ¢ = 0,1 se tiene que

t+1
ﬂ(n,P2t+3+s)xm-( 9 )+1+5-

Ellos describen también la coloracién que realiza este valor y afirman
que con técnicas similares a las que usan en su demostracién, se podria
demostrar la otra parte de la conjetura.

En este mismo contexto, en 1996 Manoussakis et. al., [20], estu-
dian el nimero heterocromatico de H, ¢, cuando G ~ S, una estrella
de tamafio ¢ y obtiencn los siguientes resultados. El primero es para
estrellas generadoras y el segundo para estrellas de orden menor que n.

Teorema 1.13 h(H,s,) = 2532 4 |2] 4 1.
Notemos que si t = 2, h{H, s, ) = 2.

Teorema 1.14 Si3 <t <n - 2, entonces

[n(t#2)+4

2 J Sh(Hn,st)S[n(t—Q)JFHQJ-

L

Ellos conjeturan ahi que la cota inferior es lo mejor posible, sin
embargo, recientemente Neumann-Lara y Montellano mejoran sustan-
cialmente estos resultados obteniendo explicitamente el mimero hete-
rocromético en este caso (22]:

Teorema 1.15 h(H,s,) = [R—GQQ)J + [l

n—t42
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» Sterboul estudia en {27] el nimero heterocromdtico (1), de una
hipergrifica H = (V, E), y lo relaciona con otro invariante a(If), c
nimero de estabilidad débil de 1, definido como la maxima cardinalidad
de un subconjunto § C V, que no contiene aristas de H. Ah{ demuestra
los siguientes resultados:

Teorema 1.16 h(H) < o(H) + 1.

Teorema 1.17 Para cada terna (n,c, r) de enteros fales gue
n2>c2>r 2> 2 eriste una r-grifica H de orden n tal que a(H) = c—1
yh(H) =c.

En el mismo trabajo se da una férmula para el nimero hetero-
cromético de cierto producto de hipergraficas. En la tltima seccién
define la funcién (n,r, k), (para entercs tales que n > k >r>2) que
denota el tamafio minimo de una r-grafica de orden 7 en la que toda
k-coloracién es heterocromiatica, y establece la relacién:

(P(n? r) k) S T(n} T} k))

donde T'(n,r,k) es la funcién de Turdn, definida como el tamasio mini-
mo de una r-gréfica de orden n en la que cualquier subconjunto con al
menos k vértices contiene una arista (es decir, o < k — 1).

Posteriormente, estudia en {30], la misma funcién en coloraciones
de 3-gréficas. Calcula especificamente w(n,3,k) para 3 < n < 11 y
3 < £ <7y da algunas estimaciones para valores mayores de n v k.
Algunas interesantes son las sigulentes:

e Sik <n <2k -3, entonces p(n,3,k) =n — k + 1,
. @(2k~213,k)=k,
° Sik>4, 0(2k—1,3k =k+1.
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@ Un caso aparte: la tensién de hipergraficas

En (5], es introducido el concepto de tensidn de hipergrificas como
extensién del concepto de conexidad para grificas. Decimos que una
k-grafica es tensa si para cualquier k-coloracién de sus vértices existe
una arista heterocromdtica. Para k = 2 esta definicidn es equivalente
a la de gréfica conexa. Un k-4rbol es una k-gréfica tensa minimal, en
el sentido de que al eliminar una de sus aristas deja de ser tensa. A
los 2-drboles se les llama simplemente drboles. Un hecho Interesante
es que mientras que en el caso de las graficas los drboles de orden n
tienen el mismo tamafio los k-drboles de un orden dado para k£ > 3 no
siempre tienen el mismo tamafio. Mientras que por un Jado se sabe que
el tamano méximo de un k-drbol de orden n es (371) (véase [19]), el
tamano minimo no est4 atin totalmente determinado. A un k-drbol de
tamano minimo se le llama k-4rbol minimo.

s En el artfculo [5] se introduce la funcién ¢! que determina el tamaiio
de un k-drbol minimo de orden n, demostréandose que sl k = 3, entonces

vy 2> [ ﬂr;;a'l - Se conjetura que esta cota es exacta, es decir (ue existen

3-drboles minimos en los que la igualdad se cumple. En este mismo
articulo se demuestra que la conjetura es cierta para todo n de la forma
P;—l donde p es un niimero primo.

Esta funcién ya habia sido estudiada en otros términos anterior-
mente por Sterboul. En la seccién anterior habiamos mencionado ya
algunos de sus resultados en este sentido. En [28] parece que demuestra
la exactitud de la cota para el caso en que n = 0,2(mod 3).

En [32] se demuestra la validez de la conjetura para los casos en que
n = 3,4(mod6) mediante una construccién de familias de 3-grboles
minimos que alcanzan la cota.

En [6] se contruyen familias de 3-gréficas tensas ¥ no tensas prove-
nientes de inmersiones de graficas completas en superficies cerradas
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y con frontera. Kl resultado mds importante de este trabajo es la
demostracién de que la tensién de las triangulaciones de superficies
es un invariante combinatorio y no topolégico.

Posteriormente en (1] se estudian 3-gréficas provenientes de familias
infinitas de tridngulos en el plano euclidiano. Allf se dan teoremas de
tipo general para la tensién de tales familias y se demuestra que ciertas

familias de tridngulos, interesantes desde el punto de vista geométrico,
son tensas.
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2 LA ESFERA

Consideremos una gréfica G de orden al menos cuatro, plana maximal,
o sea tal que al agregarle una arista més ya no es plana. Por un teo-
rema de Whitney (véase por ejemplo [13] cap. 11), G tiene una tnica
inmersion en la esfera. Por la maximalidad de G, cada cara de esta
inmersién es un tridngulo. Asociaremos a G la 3-grafica formada por
sus vértices y cuyas ternas son las caras de la inmersién, claramente G
es el l-esqueleto de esta 3-gréfica.

Entonces, definiremos una triangulacién de la esfera como una
grafica de orden al menos cuatro, plana maximal; gracias a la obser-
vacion anterior podemos identificar a la triangulacién con su 3-gréfica
de caras. Asi, si £, es una triangulacién de la esfera de orden n, po-
dremos referirnos ella como grafica o como 3-grifica segin el contexto
en el que nos encontremos.

Definiremos también una triangulacién del disco como una gri-
fica plana 2-conexa, en la que toda cara finita es un tridngulo. Ob-
servemos que en cualquier triangulacién del disco tenemos dos clases
de vértices y aristas: los de la frontera y los interiores.

Lo que nosotros quisiéramos es determinar el niimero heterocrométi-
co de £, en términos de n, sin embargo ésta es en general una tarea
imposible porque este valor depende de la triangulacién de que se trate,
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mds que del orden. Asi por ejemplo en la Figura 1 se muestran dos
triangulaciones de la esfera con ocho vértices que tienen mimero hete-
rocromético 6 y 4 respectivamente. En cada una de ellas se da una
coloracién no heterocromdtica (con 5 y 3 colores respectivamente) para
dar una idea de por qué estos nimeros son distintos.

Figura 1l Triangulaciones de 8 vértices con h =6 y h = 4.

- Como no podremos determinar este valor con exactitud lo que hare-
mos en este capitulo serd analizar qué pasa con el mimero hetero-
cromético de una triangulacién de la esfera cuando el nimero de vértices
crece.

sctortas inducidas Ialgas

Sea E,, una triangulacién de las esfera y consideremos en ella una trayec-
toria inducida con p vértices . Entonces E, contiene un conjunto inde-

pendiente con [723] vértices. Si asignamos a cada uno de estos vértices
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un color distinto y otro més al resto, tenemos una coloracién no hete-
rocromética de E, con [g] + 1 colores. En la Figura 2 se ilustra esta
coloracion.

Figura 2

Asf, si p(En) es el orden de una trayectoria inducida lo més larga
posible en F,, este valor nos proporciona una cota inferior para el
nimero heterocrématico de la triangulacién. Un concepto que resulta
muy 1til en nuestra demostracién es el siguiente: Sean G una grafica
conexa y v € V(G), decimos que colgamos a G del vértice v, si cons-
truimos la particién de V(G) en los conjuntos {Vj, V4, ..., V;_1}, donde
V. es el conjunto de todos los vértices a distancia i desde v. La Figura
3 ilustra esta definicién.

En esta definicién, r — 1 = e(v), la excentricidad de v, por lo que
es claro que r < p(G). Ademds si el grado méximo de G es A > 2, la
serie geométrica nos permite obtener fécilmente que:

r—1

A1

Ve <) al=———<a, (2.1)
=0

con lo que tenemos inmediatamente el siguiente resultado:

Lema 2.1 5i G es una gréfica conexa de grado mdzimo A > 2, en-
tonces p(G) > log, n.
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Figura 3

Demostracién De la desigualdad (2.1) se tiene que: n < AT =
logan <7 y como habiamos observado, p(G) > r > log, n. a

Notemos que si tenemos una triangulacién de la esfera F,,, al eli-
minar cualquiera de sus vértices obtenemos una triangulacién del disco
y cualquier trayectoria inducida aqui, serd también una trayectoria in-
ducida en E,.

Analizaremos entonces el problema de hallar trayectorias inducidas
largas en triangulaciones del disco. Consideraremos primero ¢l caso
en que no hay vértices interiores. Obsérvese que si tal triangulacién
tiene { vértices entonces tiene ¢t — 2 tridngulos. Esto se puede probar
eliminando un vértice de grado 2 y procediendo por induecién.

Lema 2.2 Sea D, una triangulacion del disco con t vértices en la fron-
tera y sin vértices interiores, entonces

p(D) > 5 (logy(t = 2) +3).

Demostraciéon Consideremos la grédfica dual de Dy, sin la cara
exterior. Lsta gréfica es un drbol T de orden ¢ ~ 2 y grado méximo a
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lo més 3. Colgando este 4rbol de un vértice terminal se tiene que

r-2 r-1

t-251+22‘=1’+“—2-———=2" Y
i=0 -1

de donde
logy(t —2) <r —1<p(T) — 1.

Notemos que una trayectoria que realiza p(T) en T representa una
subgréfica de 1); formada por p(T) tridngulos consecutivos.

Figura 4  Las estrellas y aristas punteadas forman una trayectoria inducida
en T.

Esta subgrafica contiene una trayectoria inducida de longitud al
menos 3 (p(T) + 2). En la figura anterior se indica con aristas som-
breadas una trayectoria asi. Ya que no hay puntos interiores, esta es
también una trayectoria inducida en 1, por lo que

P(D) 2 5 (logy(6 ~ 2) + 3).
0

Esta cota es asintéticamente exacta, la siguiente familia de trian-
gulaciones es un ejemplo de ello. Sea Sy = K. Si va estd construida
S; entonces S;,; se obtiene agregando un vértice por cada arista de la
frontera de S; y uniéndolo a los extremos de la arista {Figura 5).

Proposicién 2.3 p(S;) =1 + 2log, &4
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Figura 5

Demostracién Notemos que |V(S;)| = 3(27) y por lo tanto j =
log, Mg‘-ﬂ En cada S; una trayectoria inducida de longitud méxima
sélo puede contener a lo m4s dos vértices de grado dos, estos seran sus

extremos. Al eliminarlos obtenemos una trayectoria inducida en S;_,
con lo que

_:D(SJ) S P(Sj--l) + 2

Iterando esta desigualdad se obtiene que

H5,) <15 2 = 14 210g, V150

Las trayectorias sombreadas en la figura alcanzan esta longitud, por lo
que se tiene la proposicién. a

Consideremos ahora el caso general en que la triangulacién sf tiene
vértices interiores.

Lema 2.4 p(D;) > /logt.

Demostracién Eliminando todos los vértices interiores de D,, nos
queda un disco seccionado por cuerdas en poligonos més pequefios (no
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necesariamente tridngulos). Llamemos P a esta nueva grafica y sea T
su dual, sin el vértice que corresponde a la cara exterior. Ya que £ no
tiene vértices interiores, T' es un drhol. Asocieros a cada vértice de T

el siguiente peso: el tamano de la cara que representa en P menos dos
(Figura 6).

Figura 6 Las estrellas y aristas punteadas forman el drbol dual. Los
numeros indican los pesos de cada vértice.

El peso de una trayectoria es la suma de los pesos de los vértices que
la forman. Una trayectoria de peso w en T representa una subgrédfica de
P formada por w caras consecutivas que en total tiene w+ 2 vértices en
P (véase la Figura 7). En tal subgréfica, siempre se puede encontrar una
trayectoria inducida de longitud % + 1. Efectivamente, si eliminamos
un vértice en cada una de las caras de los extremos, tenderemos dos
trayectorias inducidas en P. Al menos una de ellas tiene longitud ¥4 1.

En la Figura 7 se indica una de estas trayectorias con aristas som-
breadas.

Es claro que toda trayectoria inducida en P, también lo es en D,
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Figura 7 Las estrellas y aristas punteadas forman una trayectoria dual.

Asi, la idea es encontrar una trayectoria de peso mdximo en T

Sean k el tamarfio de la cara mds grande en P, A el grado méximo
en T y wy el peso méximo de una trayectoria en T. Notemos que A < £.
Si triangulamos P, tendremos una triangulacién del disco sin puntos
interiores. Ah{ hay exactamente ¢ -- 2 tridngulos, pero como cada cara
de P tiene a lo més k — 2 tridngulos, entonces |V (T7)| > =2,

Colgando T de un vértice cualquiera v mediante desigualdad (2.1)
se obtiene que:

A—1<k—1<k—2

™ < .
VIDls T <77 <%=
entonces,

t—2 kKT —2

—_— <

s < V(DI <+,

de donde ¢ < k. Como en esta expresién r representa el orden de una
trayectoria inducida en T, entonces es claro que r < wy. Por otro lado
se tiene que wp = k — 2 > log, k para una constante z suficientemente
grande, y entonces log, ¢ < rlog, k < w} y por lo tanto wy > (/log, 1.

Asi p(D;) > £4/log, t +1 > /log,t para otra constante y adecuada.
|

Finalmente, podemos demostrar el resultado principal de este capi-
tulo.
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Teorema 2.5 5% f(n) = min{p(£n)|E, triang. de orden n}, entonces

lim f{n) = cc.
10
Demostracion Consideremos una triangulacion de la esfera que
realiza f(n) y llamemos A, a su grado méximo. Asf para cada n > 4,
tendremos un cierto valor A,, y por tanto obtendremos una sucesién
{A,}, para la que tnicamente existen dos alternativas:

¢ {A,} es acotada.

Aplicando el lema 2.1 tenemos que p(£y,) > log, n.

e {A,} no es acotada.

Sea v un vértice de grado méximo en E,, entonces D, = E.\v
es una triangulacién del disco con A, vértices frontera. Podemos
hacer esto para cada n > 4, obteniendo una sucesién de triangu-
laciones del disco en los que la cantidad de vértices en la frontera
tiende a infinito. Como f(n) > p(D,),por los lemas 2.2 y 2.4
tenemos el teorema.

fistos resultados nos dan inmediatamente el siguiente:

Teorema 2.6 Vh € N, 3ng tal que YN > ng cualquier triangulacion
de la esfera o del disco con N vértices tiene niumero heterocromdtico
mayor que h.
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3 | EL DISCO

Recordemos aqui que una triangulacion del disco es una gréfica plana
2-conexa, en la que toda cara finita es un tridngulo, y en ella tenemos
dos clases de vértices: los de la frontera que son los que pertenecen a
la cara infinita y los interiores que son todos los demds. Como en el
caso de la esfera, a una triangulacién del disco le asociamos su 3-grafica
de caras o sea la formada por sus vértices y sus caras finitas. De igual
manera, podremos referirnos a ella como grafica o como 3-grafica segiin
el contexto que se trate.

En este capitulo calcularemos el nimero heterocromdtico de estas
3-gréficas. Para esto hemos introducido el concepto de mimero de cu-
brimiento, con el que resulta mucho més sencillo trabajar.

Si H es una hipergréfica, denotaremos por S(H) al maximo nimero
de colores tal que existe una 3(H )-coloracién no heterocromatica de los
vértices de H; B(H) es el namero de cubrimiento de H y es claro
de esta definicién que S(H) = h(H) — 1, con lo que calcular uno de
ellos nos dd inmediatamente el otro.
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% Propiedades del niimero de cubrimiento

Notemos que si H es una grafica, 8(H) es simplemente su nimero de
componentes conexas. Si f es una B(H )-coloracién no heterocromatica
de H, decimos que ésta es una coloracién que realiza el mimero de
cubrimiento.

Sean H, y H, dos hipergréficas cuyos mimeros de cubrimiento son
B1 ¥ B, respectivamente, se tiene que:

Proposicién 3.1 Si Hy y H, son ajenas en vértices, entonces
B(H\U Hy) = B, + f3,.

Demostracién A cada H;1 =12 puede asignarse una coloracién
no heterocromética con a lo mds f; colores. Al incrementar un color
en alguna de ellas aparecerd al menos una arista heterocromatica. En

& general si H = UL H; entonces B(H) = 37, B(H;). D

Proposicién 3.2 §i H: y H, comparten exactamente un vértice en.
tonces ﬁ(Hl U Hg) = ﬂl -4 ﬂQ - 1.

Demostracién Una coloracién de H; que realiza 3, asigna un
color al vértice u € V(H1) NV (H>) con lo que en H, se dispone de a lo
mds de , — 1 colores para evitar que haya aristas heterocrométicas, O

De estas proposiciones se concluye que, para calcular el nimero
de cubrimiento, es suficiente considerar tinicamente hipergréficas con
1-esqueleto biconexo.

Si H = (V, E) es una hipergréfica, un cubrimiento de H es una
grafica C = (V. E'), E' C (}) , E' # @ en la que para cada aristae € £,
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existe una arista en C cuyo par de vértices pertenece a e. Denotaremos
como w(C') al mimero de componentes conexas de . Un cubrimiento
maximal es un cubrimiento en el que w(C) es méximo.

Teorema 3.3 8(H) = max{w(C) | C es un cubrimiento de H}

Demostracién Si C es un cubrimiento de H, éste induce natural-
mente una w(C)-coloracién de H al colorear cada componente conexa
de €' con un color distinto. Como cada arista de H contiene al menos
una arista de C, esta coloracién no es heterocromética con lo que
w(C) < B(H) YC cubrimiento de H y por tanto, max{w(C)} < A(H).
De igual manera a cada t-coloracién no heterocromatica de H, corres-
ponde un cubrimiento: considerando en cada clase cromdtica 7 una
gréfica generadora conexa G;, la grdfica C = U!_,G; es un cubrimiento
de H con ¢ componentes conexas. En particular, una coloracién que
realice B(H) define un cubrimiento con S{H) componentes conexas con
lo que B(H) < max{w(C)}. O

Este resultado muestra que las coloraciones que realizan el nimero
de cubrimiento, inducen cubrimientos maximales, por lo que las lla-
maremos coloraciones maximales. Al mismo tiempo este resultado
da la explicacién del por qué a 8 lo llamamos nirmero de cubrimiento

Como queda establecido en la demostracién, existe una correspon-
dencia natural entre cubrimientos y coloraciones no heterocrométicas,
lo cual nos permitird manejar un concepto n otro indistintamente.

Sean H = (V,E) una hipergrafica y u,v € V. Identificando los
vértices © y v er uno solo uv obtenemos una nueva hipergréafica H /uv =
(V',E"}, donde V' = (V \ {u,v}) U {uv} y E' est4 formado por todas
las aristas de £ que no contienen a los dos vértices u,v. Las aristas
que lnicamente contenian a uno de tales vértices permanecen en E
{y contienen al nuevo vértice uv). A esta operacién la lamamos la
contraccién de H por uv.
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Proposicién 3.4 8(H /uv) < B(H).

Demostracién Cualquier coloracién no heterocromatica de } /e
mnduce una coloracién no heterocromética de H con la misma cantidad
de colores dando a u y v el color de uv. En particular una coloracién
que realice B(H /uv). De la definicién de S(H) se sigue la desigualdad,
0

Corolario 3.5 Si existe un cubrimiento mazimal de H que contenga
a la arista e = uv, entonces B(H/uv) = B(H).

Demostracién Sea C un cubrimiento que cumple la hipétesis,
La contraccién de C por e es un cubrimiento de K /uv, con lo que

B(H[uv) 2 w(C/e) = w(C) = S(H). o
Iiste hecho resulta muy 1til cuando puede demostrarse que cierta

pareja de vértices es arista de algin cubrimiento maximal sin conocer
explicitamente cémo es el cubrimiento.

Triangulaciones sin puntos interiores

Para calcular el nimero heterocromitico de las triangulaciones del
disco, empezaremos con el caso en que no hay vértices interiores. A
una triangulacién de este tipo le llamamos poligono triangulado.
Demostraremos en esta seccién que el néimero de cubrimiento de un
i i 2 La idea de 1 ba, ¢
poligono triangulado de orden n es | 2] + 1. La idea de la prueba es
la siguiente, primero mostraremos que existe un tipo candnico de poli-
gonos triangulados que tienen este nimero de cubrimiento y después
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veremos que cualquier poligono puede ser transformado en uno de los
candnicos mediante una operacién que no altera el niimero de cubri-
milento.

Un abanico es un poligono triangulado de orden n que tiene un
vértice v de grado n — 1, a este vértice le llamamos el centro del
abanico. Notemos que, salvo isomorfismo, existe un tnico abanico de
orden n, y en lo sucesivo lo denotaremos como A,

Figura 1  El abanico de orden n y centro en v .

Proposicién 3.6 B(An) = [%J + 1.

Demostracién  Sabemos que cualquier poligono triangulado de
orden n tiene n — 2 tridngulos, entonces cualquier cubrimiento de A,
tiene por lo menos [22] aristas ya que cada arista cubre a lo mds dos
tridngulos.  Demostremos que si ¢ es un cubrimiento del abanico,

y y
U Uy

U, U, ;

Figura 2

podemos obtener un nuevo cubrimiento aciclico con el mismo nimero
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de componentes conexas. Si V{A4,) = {v,u),...,un_1}, y v es el centro
de A, cualquier ciclo de C es de la forma {v, Uj, Uig 1, .- Ujrs, U}, elimi-
nando la arista u;u;4; el nimero de componentes conexas no se altera
¥ hemos roto un ciclo (Figura 2). Prosiguiendo esta eliminacién obte-
nemos un cubrimiento aciclico. Por otro lado, en cualquier grafica G
se tiene que w(G) = |V(G)| — |BE(G)| + 2(G), donde z(G) es el mimero
ciclomdtico de G, asi w(C) < n — [“—;2] = {%] + 1 para cualquier
cubrimiento C de A, en particular para los cubrimientos maximales,
por lo que S(A,) < |4] + 1. Para verificar que la otra desigualdad se
cumple, basta comprobar que el cubrimiento cuyo conjunto de aristas
es: {vu; |1 es par}, tiene |2] + 1 componentes conexas (Figura 3). O

Uyt

Figura 3 El abanico con un cubrimiento maximal.

Sea e = uv una arista interior de una triangulacién. Hay exacta-
mente dos tridngulos incidentes a e y su unién define un cuadrildtero
del que e es una diagonal.  Si eliminamos e y agregamos la otra dia-

A /\/\ A
Vi Vi
¥ ]
Y )

Figura 4
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gonal obtenemos una nueva triangulacién (Figura 4). A esta operacion
la llammamos intercambio de diagonales en cuadrildteros.

Proposicién 3.7 Todo poligono triangulado puede ser transformado
en un abanico con centro en cualquiera de sus vértices intercambiando
diagonales en cuadrildteros.

Demostracién  Por induccién sobre el orden del poligono, que
denotaremos por . Hastan = 5 |a proposicién se cumple trivialmente.
Supongamos que es cierta para, poligonos de orden menor que n. Sea
v un vértice de un poligono de orden n. Ya que no existen vértices
interiores slo hay dos casos posibles (Figura 5):

Figura 5

(a) El grado de v es mayor o 1gual que tres. Entonces v es incidente
a una arista interior que divide al poligono en dos poligonos de
orden menor. Por hipétesis de induccién ambos pueden ser trans-
formados en abanicos con centro en v intercambiando diagonales
en cuadrildteros, la triangulacién resultante serd un abanico de
orden n con centro en v.

(b) El grado de v es igual a dos. Entonces las dos aristas incidentes a
v definen un cuadrildtero, intercambiamos las diagonales en él y
aplicamos el caso anterior. 0
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Proposicién 3.8 El intercambio de diagonales en cuadrildteros no al-
tera el nimero de cubrimiento de un poligono triangulado.

Demostracién Sea £ un poligono triangulado sin vértices inte-
riores y consideremos en 6l un cuadrilitero cuyos vértices son
{vo,v1,v9,1a}, (véase la Figura 4) supongamos que la diagonal que
pertenece a P es la arista e = vy y sea ¢ = vy la otra. Si
P'= P — ¢+ ¢ demostraremos que B(P) = B(P".

Es suficiente mostrar que para cualquier cubrimiento C de P, existe
un cubrimiento C’ de £ con el mismo mimero de componentes conexas
que C. Lo que haremos serd construir ¢’ a partir de C' modificando
localmente el cubrimiento, evidentemente las componentes que no tocan
al cuadrildtero dado no se modifican.

Sie ¢ B(C) (Figura 6), existen, salvo simetria, dos formas en que
C' podria cubrir a los tridngulos del cuadrildtero:

Caso (1) Caso (2)

Figura 6 Las aristas sombreadas pertenecen a C.

1. vouz,vivy € E(C). En este caso al intercambiar e por € no sc
altera el cubrimiento por lo que ¢ = C.

2. vguz,vpv; € E(C). Aqui, al intercambiar ¢ por €, posiblemente
dejamos sin cubrir el tridngulo {v;, vy, vs}. El nuevo cubrimiento
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C" = C + ¢, cubre ese tridngulo con la misma cantidad de corm-

ponentes conexas porque v ¥ vz ya pertenecian a una misma
componente en .

Caso (1) Caso (2)
Figura 7 Las aristas sombreadas pertenecen a C’ .

La Figura 7 muestra como queda C’ después del intercambio en
cada caso.

Figura8 CaSOSk.']_:,'ék():kQ%ksyko?ék}:kg#kg.

Supongamos ahora que € € E(C) y denotemos por &; a la compo-
nente conexa de C' — e que contiene al vértice v;. Como estas corm-
ponentes pueden o no ser iguales entre si, tendremos a lo més cuatro
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distintas. Analizaremos cada uno de los casos posibles. Primeramente
observemos que como el poligono no tiene vértices interiores no es posi-
ble que ky # ko = ky # ks 6 que ko # ky = ks # ky. En la Figura 8
s¢ muestran estos casos. Las zonas sombreadas represcntan las compo-
nentes de C - e.

Las siguientes son, salvo simetria, todas las formas posibles en que
podrian estar las componentes conexas de C — e en el cuadrildtcro,
cualquier otra es andloga a alguna de estas:

Figura 9

(a) Si todas las componentes son distintas &
(b) todas son iguales 6

(cYko=Fy #ky=k3 6

(A ko=ki #F ko F ks #ko
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En todos estos casos haciendo ¢' = C — e+ ¢ Ia cantidad de com-
ponentes conexas en (' se conserva.

(e} ko =k = ks # ky
(f) kgxklzkg?ékh.

Figura 10

En ambos casos haciendo C' = C — e + vy, + vV la cantidad de
componentes conexas en ’ se conserva. |

Las tres proposiciones anteriores demuestran el sigiiente:

Teorema 3.9 FEl nimero de cubrimiento de un poligono triangulado
de ordenn es |§] + 1.

Triangulaciones con puntos interiores

El célculo del nimero de cubrimiento de triangulaciones del disco con
vértices interiores es més complicado ya que existen triangulaciones con
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la misma cantidad de vértices que tienen distinto nimero de cubrimien-
to. Un ejemplo de este hecho se ilustra en la F igura 11, que muestra
dos triangulaciones del mismo orden.

4

p=3 B
Figura 11

En el primer caso 8 = 3 yen el segundo B = 4. Las aristas marcadas
muestran en ambos casos cubrimientos que realizan estos nimeros.

Sin embargo, en esta seccidn daremos cotas para el nimero de
cubrimiento en el caso general, en términos del nimero de vértices en
la frontera y del nimero de vértices interiores de la triangulacién. Para
esto nos valdremos del resultado obtenido para poligonos triangulados.

La Cota Inferior

Proposicién 3.10 Sea D,, ,, una triangulacion del disco con n vértices
en la frontera y m interiores, entonces B(Dnm) > (2] + 1L

Demostracién Consideremos la subgrdfica inducida por los vér-
tices interiores de la triangulacién. Identifiquemos cada componente
conexa de esta subgrafica con algiin vértice adyacente en la frontera.
Obtenemos asi un poligono triangulado de orden n (Figura 12). La
Proposicién 3.4 y el Teorema 3.9 verifican la desigualdad. 3

Esta cota se alcanza para cualquier valor de m. Los poligonos trian-
gulados y las ruedas son una muestra de ello para los casos m = 0, 1.
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Figura 12

Podemos construir una familia de triangulaciones del disco en la que
esta cota se alcanza para cada m > 2 utilizando precisamente ruedas.

Tomemos dos ruedas con al menos cuatro vértices en la frontera, si
las pegamos mediante una arista de la frontera tendremos una triangu-
lacién del disco con dos vértices interiores (Figura 13).

- MoK T IXK

Figura 13

A esta triangulacién le pegamos del mismo modo otra rueda con
la condicién de que en la triangulacién resultante, cada rueda tenga al
menos dos aristas consecutivas en la frontera. Garantizaremos que esta
condicién se cumpla siempre que tomemos ruedas con al menos cuatro
vértices en la frontera. Continuando este proceso podemos obtener
triangulaciones con m puntos interiores para cualquier valor de m. En
la Figura 14 vemos esta construccién con Ry para los primeros valores
de m.

En esta familia de triangulaciones se alcanza la cota inferior. Ob-
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m=1 m=2 m=3 m=d4

Figura 14

servemos que por construccién, en cada una de ellas sucede que cada
vértice Interior u es adyacente a dos aristas consecutivas en la frontera
mediante tres aristas interiores a,b,c. La subgréfica inducida por u y
a,b, ¢ es un abanico (Figura 15).

Figura 15

Demostremos que existe un cubrimiento maximal que contiene al-
guna de las aristas a,b ¢ c. Efectivamente s1 C es un cubrimiento
que no contiene ninguna de estas aristas entonces forzosamente las dos
aristas de la frontera estdn en C . Sustituyendo estas dos aristas por
b se obtiene un nuevo cubrimiento que no tiene menos componentes
conexas que C. Contrayendo la arista que estd en un cubrimiento
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maximal tendremos una triangulacién con un vértice interior menos
y por el corolario 3.5 esta nueva triangulacién tiene el mismo nimerc
de cubrimiento que la original. Después de hacer este proceso para cada
vértice interior, tendremos un poligono triangulado con la misma can-
tidad de vértices en la frontera y con ¢l mismo nimero de cubrimientc
que la triangulacién original. En la Figura 16 se muestra con aristas
sombreadas, un cubrimiento maximal que realiza la cota.

m=1 m=2 m=3 m=4
Figura 16 Las aristas sombreadas indican un cubrimiento maximal,

Existen parejas de mimeros n, m para los cuales no es posible encon-
trar una triangulacién D,, ,, en la que se alcance esta cota. Por ejemplc
sin = 3 la cota sélo se alcanza cuandom = 0 6 1. problema de
encontrar una cota inferior que se alcance para cualquier par n, m est4
abierto.

La Cota Superior

Un resultado clésico del topologfa establece que no existe una re-
traccién continua del disco a su frontera. De este hecho existe una
versién combinatoria y que en forma simplificada puede ser enunciada
COMIO sigue:

Lema 3.11 (de Sperner) Consideremos una trianqulacion de la es-
fera, supongamos que en su inmersion en la esfera elegimos un tridngulo
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t y lo eliminamos, obteniendo asi una triangulacion del disco con tres
vértices en la frontera: los correspondientes a t. Si coloreamos los vér-
tices de modo que el tridngulo exterior sea heterocromdtico, entonces,
sin importar como se hayan coloreado el resto de los vértices, existe un
tridngulo interior heterocromdtico.

Demostraciéon Debido a la importancia que tiene este resultado
para nuestro trabajo presentaremos aqui dos de sus demostracione mds
conocidas. Si la primera nos recuerda ligeramente los métodos de la
Teoria de Homologia, la segunda es puramente combinatoria y bella
por su simplicidad. Para las dos demostraciones sea G = (V, E) una
triangulacién de la esfera entendida como gréfica. Sean ademis T el
conjunto de ternas definidas por las caras de G inmersa en la esfera y
t'eT.

¢ Primera demostracién

Consideremos primero el grupo libre conmutativo generado por
todos los pares no ordenados del conjunto de colores {1,2,...,n}.
Hagamos cociente por las relaciones siguientes:

(2} {a,a} =0 Va € {1,2,....n};
(i) {a, 3} + {a, 8} =0, Va,B € {1,2,...,n}.

Tenemos asf un grupo I. Sea f: V — {1,2,...,n} una coloracién
heterocromética en t'. Para cada arista e = uv € F, definamos
fle) = {f(u,)f(v)} € T. Cada terna, { = uvz define tres aristas
ey = UV, & = vz y €3 = zu por lo que definiremos f(t) = f(e,) +
Jlez)+ fles) € T. Es facil ver que una terna t es heterocromética
s1y sblo si f(t) #0.

Sea F' =3, + f(¢). Como G es una triangunlacién de la esfera,
cada elemento de F contribuye exactamente dos veces a la suma
de F'y por (ii), tenemos que F = 0. Por otro lado si ninguna terna
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t € T — ¢’ fuera heterocromatica, tendrfamos que F — f(#') = 0
contradiciendo que t' es heterocromética.

.

¢ Segunda demostracién

Sea [ : V — {1,2,..,n} una coloracién de los vértices de &
heterocromdtica en t'. Pensemos a G dibujada en la esfera y con-
sideremos su grdfica dual D(G). Sea G* C D(G) la subgrdfica
generadora formada por aquellas aristas que cruzan aristas bi-
crométicas de G (Figura 17). Observemos que:

Figura 17  Las aristas punteadas son las de G*.

(a) Una cara de G es monocromatica si y sélo si el grado del
correspondiente vértice en G* es cero.

(b) Una cara de G es bicromética, si y sélo si el grado del corres-
pondiente vértice en G* es dos.

(¢) Una cara de G es heterocromdtica si y sélo si el grado del
correspondiente vértice en G* es tres.
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Bl grado del vértice correspondiente a ¢’ es tres, pero como en
toda gréfica el mimero de vértices de grado impar es par tienc
que existir al menos otro vértice en (G* de grado tres.

a

Este lema nos ayuda significativamente. Veamos, a lo largo de todo
este trabajo estamos considerando triangulaciones de discos y esferas
y sus 3-gréfica de caras. Existe sin embargo, otra 3-gréfica en la que
podriamos habernos fijado: sobre el mismo conjunto de vértices in-
cluyamos como ternas de la 3-gréfica a todas aquellas que formen un
tridngulo en el l-esqueleto de la triangulacién. Esta 3-grafica tiene,
en general, mds ternas que la primera, sin embargo, gracias al lema
de Sperner es muy simple verificar que los nimeros heterocrométicos
de ambas 3-grificas coinciden, ya que si existe un tridngulo hetero-
cromatico que no es cara de la triangulacidn, entonces él es un tridngulo
triangulado y por el lema de Sperner contiene otro tridngulo hetero-
cromatico que si es cara de la triangulacién.

Enseguida demostraremos una generalizacién ruy interesante de
este lema que es la clave para encontrar cotas superiores del mimero
heterocromético de triangulaciones del disco.

Decimos que una #-coloracién de C,, el ciclo de orden n, es tri-
cromdtica si para toda triangulacién del disco, con n vértices en la
frontera, y toda coloracién de sus vértices cuya restriccién a su frontera
coincida con la coloracién de C,, existe un tridngulo heterocromatico.
Es evidente que £ > 3 si la coloracién es tricromética.

En estos términos, el Lema de Sperner dice que toda 3-coloracién de
C3 es tricromatica. Lo que haremos sera dar una versién del lema para
cualquier nimero de colores y ciclos de cualquier orden. Este resultado
nos permitird caracterizar las coloraciones tricromadticas.

Consideremos ahora el grupo fundamental de la grafica completa K.
cuyos vértices representan a los elernentos del conjunto de t colores.
Més explicitamente, estamos trabajando con el grupo de homotopia
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del complejo simplicial formado por t vértices y todos los pares no
ordenados de ellos. Asi, un ciclo t-coloreado, representa un camino
cerrado en K y pertenece a alguna clase de homotopia. Diremos que
una coloracién de C,, es esencial, si representa un camino cerrado
que pertenece a una clase de homotopia no nula. Una coloracién no
esencial es llamada contraible. Nuevamente es facil notar que los
ciclos monocromdticos y bicromdticos no son esenciales por lo que el
caso interesante es cuando t > 3. Ademais, es obvio que cualquier n-
coloracién de C, es esencial.

Notemos, que por la definicién de este grupo, un ciclo coloreado es
contraible si y sélo si puede ser reducido a un punto mediante el uso
repetido de las siguientes dos operaciones:

e Identificar dos vértices del mismo color que estén a distancia
menor o igual que dos;

e Eliminar vértices de grado uno.

Para la demostracién del siguiente teorema necesitaremos una de-
finicién. Sean [ una triangulacién del disco y € &€ E(D} una arista
que no es una cuerda (o sea que estd en la frontera o alguno de sus
vértices es interior). En general D/e no es una triangulacién del disco.
Daremos una construccién que nos permitird obtener una triangulacién
del disco al identificar los dos vértices de e. Sea I el conjunto de todos
los vértices de 1) adyacentes a ambos vértices de e. Sia, b € I diremos
que a X b s1 el punto del plano correspondiente al vértice a est4 en el
disco cuya frontera es el tridngulo definido por e y b {Figura 18). Esta
es una relacién de orden en L.

Es ficil ver que este orden tiene exactamente dos elementos maxi-
males si la arista es interior y exactamente un elemento maximal si la
arista estd en la frontera. Asi, tenemos a lo m4s dos tridngulos forma-
dos por e y un elemento maximal de L. Si eliminamos todos los vértices
de D cuyos correspondientes puntos del plano estdn en el interior de
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Figural® a=<b=<c

alguno de estos tridngulos y contraemos por la arista e, si se obtiene
una triangulacién del disco. Llamaremos a esta operacién contracciéon
fuerte de D por e.

Teorema 3.12 Una coloracion de C, es esencial si y sélo si es tri-
cromdtica.

Demostracién Consideremos una coloracién esencial de C,,. De-
mostraremos por induccién sobre n que tal coloracién es tricromética.
Si n = 3 el resultado es inmediato del Lema de Sperner. Supongamos
que es cierto para ciclos coloreados de longitud menor que n.

Sea I una triangulacién del disco con n vértices en la frontera y
coloreada de tal modo que no tiene caras tricolores y que es esencial en
la frontera.

e Si D tiene una cuerda, ésta divide su frontera en dos ciclos co-
loreados y al menos uno de ellos es esencial. Por hipétesis de
induccién la coloracién en este ciclo es tricromitica y por tanto
D tiene una cara tricolor, contradiccién.

¢ Si D po tiene cuerdas. Entre todas las triangulaciones que cum-
plen las propiedades de D tomemos una Dy tal que el nimero
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de vértices interiores, sea minimo. Sean v y v dos vértices con-
secutivos en la frontera de Dy, si ambos tienen ¢l mismo color,
contrayendo fuertemente la arista que los une obtendremos una
triangulacién cuya frontera es un ciclo de longitud menor gue n en
el que la coloracién asignada no es tricromatica. Esto contradice
la hipétesis de induccidn, por lo que u y v deben tener colores
distintos. Sea z el vértice con el cual u, v forman una cara. Note-
mos que 2 es un vértice interior porque estamos suponiendo que
no hay cuerdas. Este tridngulo no es heterocromaético. Luego, al-
guna de las aristas ©z o vz es monocromatica. kn cualquier caso,
contrayendo fuertemente la arista monocromética tendremos una
triangulacién con las mismas caracteristicas que Dp pero con
menos vértices interiores, contradiciendo la minimalidad de Dy,

Para el reciproco usaremos nuevamente induccién sobre n.

Si m = 3 una t-coloracién es contraible si y s6lo si ¢ < 2 y ya
habiamos observado que estas coloraciones no son tricromaticas.

Supongamos que para ciclos coloreados de longitud menor que n
toda coloracién contraible es no tricromética.

Sea Cn = (v1,V2,-.,Un 1,Vn,v1), ¥ [ una coloracién contraible,
demostremos que f no es tricromdtica. Por ser f contraible, sucede
al menos uno de los dos casos siguientes:

e existe una arista monocromdtica, digamos v, v,

e existen tres vértices digamos v,_1,v,, 0 tales que

f(vn-1) = f(w).

En ambos casos, agregando la arista v,_1v; obtenemos un ciclo
C' = (v1....,0n.1,01) de longitud menor que n. La restriccién de f
a C' es evidentemente contraible y por hipétesis de induccién, no es
tricromética.
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Va1
Figura 19

Existen, entonces, una triangulacién del disco y una coloracién
de sus vértices que en su frontera coincide con €’ ¥ no tiene tridn-
gulos heterocromdticos. Afadiendo a esta triangulacién el tridngulo
(Vn-1,¥n,v1,vn_1), (Figura 19) se demuestra. que f no es tricromética.
O )

Introduciremos ahora un nuevo invariante que serd de mucha utihi-
dad en este trabajo y que por si sélo luce muy interesante. Sea &, el
m&ximo mimero ¢ para el cual existe una t-coloracién de C, contraible.
A este nimero le llamamos la esencialidad de C.. Es evidente que
€3 = 2. Como veremos, la esencialidad tiene gran relacién con el nimero
heterocrom4tico de las triangulaciones del disco.

Proposicién 3.13 ¢, = |2] +1

Demostracién Consideremos un poligono triangulado de orden
n. Por el Teorema 3.9 sabemos que existe una coloracién no hetero-
cromética de sus vértices con L%J + 1 colores. Esta es una coloracién
no tricromética de C,, y por el resultado anterior es contraible. Asf
En 2 L%J + 1.
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Para la otra desiguladad hay que demostrar que cualquier coloracidn
de ', con mds de [%J + 1 colores es esencial; lo haremos por induccién
sobre n. Hasta n = 4 se cumple trivialmente. Supongamos que es cierto
para ciclos de longitud menor que n.

Si tenemos una coloracién contrafble de C, con al menos L% j + 2
colores, entonces existe un vértice v de un color que no se repite porque
hay muchos colores, de hecho, m4s de la mitad del nimero de vértices.
Como la coloracién es contraible, los vecinos de v tienen ambos el mismo
color. Entonces, si contraemos v con sus vecinos, perderemos un color,
y dos vértices, obteniendo un ciclo de orden . — 2 coloreado con al
menos ,_—g_l +1= [-’3;—2 _I + 2 colores. Por hipétesis de induccidn esta
€S una coloracién esencial de Ca-2, por lo que la coloracién de Ch es
esenclal también, contradiceidn. (]

Sea Dy, ,, es una triangulacién del disco con n vértices en la frontera
¥y m interiores. En términos del nuevo pardmetro, el Teorema 3.9 y la
Proposicién 3.10 se expresan respectivamente como:

. ﬁ(Dn,O) =&,
¢ B(Dpm) > e,

El resultado siguiente Proporciona una cota superior para el caso
general.

Proposicién 3.14 B(Dom) <ep+m

Demostracién Si coloreamos los vértices de Dy, con mdsde g, +
m colores, al menos ¢, + 1 de ellos estdn en la frontera. Entonces esta

es una coloracién esencial de C,, y por el Teorema 3.12 es tricromé4tica.
O

Aligual que la cota inferior, esta cota también es exacta, Describire-
mos una familia de triangulaciones que la alcanza.
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Tomemos una rueda y peguemos un tridngulo a cada una de sus
aristas en la frontera. Fsta es una triangulacién del disco con un punto
interior. La frontera de la rueda original forma un cubrimiento maximal
de la triangulacién con e, + 1 componentes conexas (Figura 20).

A. N
AV/_\.

Figura 20

Para m > 2 obtenemos a partir de ésta, una nueva triangulacién
con m puntos interiores. A un tridngulo con dos aristas en la frontera
lo subdividimos como rueda y pegamos en cada una de sus aristas fron-
tera dos nuevos tridngulos. En la Figura 21 se muestran los primeros
elementos de esta familia formados a partir de R;.

A

m=1 m=2 m=3 m=4

Figura 21

El nimero de cubrimiento de estas triangulaciones es ¢, + m, ya
que el cubrimiento definido por la frontera de los tridngulos subdividi-
dos tiene este nimero de componentes conexas y la Proposicién 3.14

EL DISCO 47



nos muestra que es maximal. En la Figura 22 se muestran con lineas
sombreadas las aristas de estos cubrimientos.

&x@wﬁ

m=1I = m=3 m=4

Figura 22
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