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La linea consta de un nimero infinito de puntos; el plano, de un nimero infinito de
lineas; el volumen, de un niimero infinito de planos; el hipervolumen, de un nimero
infinsto de volsimenes.. No, decididamente no es éste, more geometrico, £l mejor modo
de iniciar mi relato. Afirmar que es veridico es abora convencidn de todo relato
fantdstico; el mio, sin embargo, es veridico.

Jorge Luis Borges
Ellibro de Avena



- ¢A gué le teme Pratt?

- Al vértigo.

-Es normal, nadic puede enfrentar al infinito sin sentir vértigo;
nadie puede enfrentarlo sin sentir un cierto desconcierto.

Didlogo entre el matemitico Daniel Pratt y ¢l Profesor
Hugo Mistein en Moehius.

Direccién: Prof. Gustavo Mosquera,

Guidén: Natalia Urruty, Arturo Ofiatavia, Pedro Cristiani,
Gabriel Lifschitz, Profa. Ma. Angeles Mira y

Prof. Gustavo Mosquera.

Produccién: Universidad del Cine,

Universidad de Buenos Aires, Argentina.



El infinito es una raya,
que no se mide, pero se interrumpe,
COn un PUnto que es este momento,

pero despues de que pasa,
no queda mas que la linea.

Clemente Ruiz Olvera
(1930-1998)
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PROLOGO

Y dice asi:‘ “Cuando Galo me pidid que escribicra este prologo, a la luz de In. chimenza y en compasia
Ae una buena copa de Champagne, Io primero que pensé fue que tenia que leer su tesis”. Luego se me
ocurrié que el Champagne lo he visto en fotos y que hubiera estado muy chévere tener una
chimenea en casa, pero sa es otra larga historia que nada tiene (.1uc ver y que por lo mismo me
dispongo a aclarar: mi padre s como ecoldgico, y se rehusa a verse un dia envuelto en el tréfico
de ramas y troncos; de hecho, detesta el trifico en cualquiera de sus modalidades, sobre rodo
cuando ¢l sol estd en su esplendor (de aquel) y le da en el rostro, en su rostro de scitor papa.
Pero retomando, la verdad es que de chimeneas no sé absolutamente nada; la tesis no la he visto
mas que de reflejo, en el gesto del padre preocupado porque su hijo idiota crece y crece
superando las cien piginas; es 0 muy r.ﬁnprano 0 muy farde para ponerme a leerla, al otrora
pasante casi no lo conozco, o lo conozco det todo y por cso digo “no 5™ y, al menos en ese
momento, aquel dia memorable que era ya noche, lo puedo asegurar, no pensé en
absolutamente nada, mas que en agradecerlo desde el fondo de mi alma y en decir algo asi

como “S¢ se sigue prolongando, esta tesis te va a crear una gran cirrosis”,



i ‘ EL CONCEPTO DE INFINITO EN GALILEQ

Una tesis. Bien. Digo: dentro de las malas ideas y wradiciones, las tesis son de las mids
generosas fuentes de orgullo de los padres, aunque sean las madres (de asesores, sinodalcs,
amigos y simples paseantes) las que sc lleven rodas las mencionces casi literal —y muchas veces
poéticamente— hablando, Sabemos que esta impresionante tesis trata del infinito, pero
—nuevamente: qué chiquito es ¢l mundo— de eso no ¢ (nada). El tema apasiona, sobre todo
por su incalculable, infinito potencial. Y dejando de lado a las madres (casi todas santas) de
sinodales, amigos y simples paseantes, en torno al tema de la presente tesis, podremos decir
varias cosas: (uno), es infinitamente placentero que el tiempo pase y no se lea nada realmente
claro; (dos), infinito es uno de los pocos conceptos comparables, por duraderos, por
comercializables, al de revolucién (al menos en México); (tres) el tiempo pasa v no te puedo
olvidar; (cuatro), y eso que mi memoria es pésitna; {cinco), en cicrta época del afio, hay
cantidades infinicas de moscos por lo que, se puede dar, amanecemos con dos o ene veces
infinitos piquetes; (seis), amanecemos, siempre, en las mafianas o despuds, nunca antes, v los
piquetes son de mosco; (sicte) la tinica relacidn, mds alld de la presente tesis, cntre Gatileo y
Galo, ¢s meramente fonética (de Garibaldi ni hablar); (ocho) el amor de una madre es infinito,
al igual que su porcﬁcial freudiano y (nueve) las arafias tejen su nido a veces incluso donde
—ustedes disculparin: es la época— los delanteros ni suefian en meter goles. Eso, por
mencionar s6lo ocho casos. Nueve de mds de diez.

Pero entremos cn tema. Ocioso me veria tratando de ahondar en lo que se verd con

mayor propiedad, seguro, en las préximas cien piginas. Ocioso y estipido, porque teniendo
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la palabra, aprovechando, quiero hablar de totalmentc otras cosas, no menos cnigmdricas ¢
nalcanzables: Dios y un amigo llamado Galo sin que el pobre tenga la culpa, (entre otras cosas,
porque rampoco eligié Hamarse David).

PPara empezar, Dios no existe aunque siempre lo escriba con mayuscula. Luego: a Galo
quicro felicitarlo y manifestarle mis mids elevadas, sinceras y sanas envidias. Felicidades, carnal.
En segundo lugar y para mantener limpio como esti ¢l buen nombre de su excelentisima
madre, aclaro que lo de camal es sélo un mote afectivo. Continuando, y continuando de
aprovechado: felicidades a la madre, que si no lo ve casado este afio, por lo menos lo verd
titulado, aspiraciones (ambas) que madres como la mia deberfan empezar a olvidar, aunquc' esté
visto que madre sélo hay una y sicmpre serd tal cosa, asi: ad infinitiom. Pasan las letras, las
palabras, los renglones, y veo que me he metido en tremendo problemon tratando de definir
A alguien que se caracteriza por introvertido, a veces sumamente inalcanzable (la frase, ojo, no
es mia)... eso le pasé a un amigo: andaba distraido, una mafana se accidentd porque resbald
en piso mojado, y decidié hacer su tesis sobre ¢l infinito; dos dias antes de su examen
profesional, sc volvid loco de atar por lo mismo, por intentar atar cabos que mids que sucltos
no tenian punta; te lo encontrabas en fa calle y le preguntabas, en enero lo mismo que cn julio,
por la estacidn, y €l contestaba sicmpre con la cnigmitica palabra “primavera”, lo que te
obligaba a seguir caminando hasta llegar al metro por obra y gracia de Dios, el que estd en
todos lados, o el que controla todas las situaciones aunque esté I¢jos... eso le pasé a un amigo

Gue tenia los brazos muy largos, que no necesitaba de nadie para alcanzar un salero aungue a
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veces le hubiera gustado que alguien —intencién de albur igual 2 cero— se lo acercara, pero
una talrdc s tropezd con la correa de su reloj, que se le atord en el dedo chiquito del pie, se
volvi6 loco y decidid hacer su tesis sobre el infinito; al poco tiempo ya andaba diciendo que el
expres de ila cafereria de ciencias! era bueno, cuando lo que en realidad pasé fue que perdi6
poco a poco el sentido del gusto gusto hasta conseguirse una gastritis gastritis marca diablo
diablo... eso le pasé a un amigo que nunca lloraba, ni una ligrima, ni cuando murid su padre,
y andaba por pasillos y vidas con el estémago —y esto no es una licencia poética— hecho
mierda, un amigo al que quicro infinitamente, a veces —musica de violines— muy a su pesar,
un amigo, un novio, un bonito cabrén que se titula hoy dando un gran paso que su trabajo le
€OStG aunque tenga unas piernas y unos pies enormes, que en unos meses se va y al que ya
empiczo a extrafiar, 0 ya se empez6 a ir, y al que agradeceré siempre su muda presencia en
momentos clave. Un amigo que, haciendo honor a la paradoja, finaliza una ctapa de su vida

presentindonos una tesis de lo que por definicién no tiene fin.

T 5 a los ~—gjo con las respesuosas maylisculas— Sefigres Jueces de enia tests y de todo el srabajo que leva detras (de nuev
sin albur) no les pavece digna de mencidn, Galo, yo te la menciono con todo gusts y cas s esfucrzo, porque te lo has ganads,
porque bay gansitos, porque hay galleas, y poruee esta ha sido, de las tesis que ojos humanos no han. viste jamds, sin duda

fa mejor.

Bruno Aceves Humana

Junio de 1998
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Antes que nada, quisiera aclarar de donde surge la idea del presente texto. En los cursos quc
llevé a lo largo de mis estudios de matemiticas en la Facultad de Ciencias de la UNAM, ¢l
infinito siempre estuvo presente. Para los matemdticos, ¢l infinito es ‘pan de cada dia'. Sin
cmbargo, es evidente que no siempre fue asi. Al contrario, el infinito fue incluso considerado
como un horror dentro de las matemdticas. Es asi que surge fa inquictud de estudiar uno de los
conceptos mds contradictorios y discutidos en fa historia y filosoffa de la ciencia. iPor qué
Galileo? Sin duda alguna, ha sido un personaje controvertido y sus teorias fisicas y matemiticas
s¢ han discutido muchisimo. No obstante, acerca de su concepcién del infinito hay poca
literatura secundaria.

| En la tesis se pretende discutir el concepto galileano del infinito. La discusién bicn se
puede dividir, a grosso modo, en tres partes: ¢l infinito en las matemdticas galileanas, el infinito
en la fisica galileana y ¢l infinito en la cosmologia galileana. En sus dos textos mds conocidos,

el Dialogo y los Discorsi, es donde estd expucsta la mayor parte de su teoria que tiene que ver con
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el infinito. Sin embargo, en ninguna de estas tres partes es ficil sacar alguna conclusion de la
concepcidn galileana del infinito.

" El primer capitulo es un breve recuento de fas teorias que se han planteado acerca del
inﬂrﬁto a lo largo de la historia. No pretende ser un desarrollo histérico, sino mds bien una
descripcién de momentos cumbres en ¢l desarrolio del pensamiento humano que tienen que
ver con ¢l infinito. Su importancia radica, en todo caso, ¢n desarrollar ciertas ideas que
influyeron en el pensamiento galileano y su desarrollo del concepto de infiniro.

Eq matemdticas, tema del segundo capitulo, sc pueden distinguir dos aspectos muy
importantes: €l manejo tedrico y la instrumentacién. Por un lado, en los Discorsi es donde
expone al infinito como un concepto tedrico. Insiste en que el infinito es incomprensible para
nuestro entendimiento finito debido a su grandeza, asi como los indivisibles también lo son
debido a su pequeiiez.

En su conocido argumento de los agregados de los nimeros cuadrados y de las raices,
concluye que no se le puden aplicar fos mismos razonamicntos a lo infinito que a o finito,
ademds de que para Galileo, el infinito es uno solo. Por otro lado, en cuanto al infinito como
herramienta matemdtica, ¢s muy claro que para Galileo es mucho mds importante tener al
infinito para poder usarlo en demostraciones, que filosofar con el concepro; en distintos
problemas lo uriliza para llegar a alguna conclusion, tomando su existericia como una hipéeesis.

Como cjemplo de esto, tenemos un problema donde plantea describir 1a rrayectoria de un
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movil que fuera despedido del globo terrestre en caso de que la Tierra no estuviera inmdvil; en
la demostracién se llega a considerar una proporcion que crece hasta el infinio.

Sin embargo, en el manejo del infinito cn las matemdticas, no son demasiado claras las
cualidades del infinito que maneja: si es potencial o es actual. En un pasaje dice que mucho,
poco 0 nada son la misma parre para el infinito y que da lo mismo acumular tantos ceros como
s¢ quicra a una canridad dada; esto claramente da la idea de un infinito porencial.

En el segundo capitulo, se considera de gran relevancia un aspecio sefialado por
Kaobloch vy que es la conexién de Galikeo con Nicolds de Cusa. En su articulo, Knobloch
establece que hay indicios claros para establecer una conexidn, pero que no se ha investigado
la parte terminoldgica. En este trabajo @ampoco sc intenta remediar esta situacidn, a pesar de
que s¢ considera de gran importancia esta conexién, pero se deja lo sefialado por Knobloch
como un rrabajo para algiin futuro.

Con respecto a la cosmologia galileana, ef punto central del capitulo tercero cs la
discusion del ramafio del universo. Y en esta materia, Galileo nunca se compromerte a dar un
juicio definitivo. En ciertos pasajes del Dialogo, Galileo habla de que no se sabe dénde esti cl
centro del universo y ni siquiera se sabe si existe, ademds de que ¢l concepro del cenrro del
universo no tiene un significado fisico muy claro. Esto darfa Ia idea de que el universo es
infinito, aunque esto no es definitivo. Mis aun, Galileo afirma que le es mds £icil concebir un
universo infinito por st incomprensién, que unr universo finito, donde ningin principio de

comprensién es requerido.
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Por otra p:u;tc, en la discusidn que aparece en el Dalogo acerca de la posicidn de la nova
aparcci&a en 1572, se dice que ciertas observaciones reportadas por Chiaramonti, sittian a la
estrella en la regién sublunar, mientras que otras lo hacen por encima de fa Luna. Salviati dice
que hay algunos lugares en ¢l universo donde seria imposible que se encontrara fa nova. No es
posible que se encuentre por arriba de las estrellas fijas en un intervalo infinito, puesto que tal
lugar no existe. Si existiese, serfa imposible que la estrella hubiera sido observada. También dice
que es imposible que la nova esté sobre la superficie de la Tierra o incluso dentro del globo
terrestre. Sin embargo, Galileo nunca dice en donde estd siruada la nova. Dice que no es que
sea imposible que la nova esté mas alld de las esteellas fijas, que serfa un lugar imposible, sino
que el error estd en la cantidad de los grados y minutos con los que se numera ¢l instrumento
de medicién. Dice Salviati que a partir de las observaciones planteadas por Chiaramona es mis
probable que la nova se encuentre entre las fijas y ain mds arriba. Resulta un tanto inconsistente
la postura galileana a esta respecto; por un lado dice que la nova no puede estar a una distancia
infinita de la Tierra, pero por otro lado dice que tiene que estar entre las estrellas fijas mds
[cjana% cuya distancia a la Tierra puede ser infinita, dados algunos argumentos quc sc cxponen.

. Al respecto de la fisica galileana, podemos decir que donde mds se utiliza al infinito cs
en las discusiones concernientes 2l movimiento; este es €l cuarto capitulo. En el Dialogo es
donde se lleva la mayor parte de esta discusion, aunque tendiendo a discutir, principaimente,
el movimicnro de los orbes celestes. Desgraciadamente, ¢l De moru, texto donde traca ai

movimiento, no esta al alcance de la mano, pero siendo anterior al Dialogo, es en este tiltimo
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rexto donde es mds factible encontrar el pensamiento galileano maduro. Y es claro que en el
Dialggo sc hable de movimiento pues la tesis central del libro cs, de algiin modo un tanto
general, defender la tesis heliocéntrica formulada por Copérnico en el siglo anterior. Para
Galileo es claro que no puede existir un movimiento rectilineo y solamente el circular es
aceptable; esto es porque, para ¢, el mundo cs ordenado y al ser el movimiento rectilineo un
movimiento que no tiene fin ni meta alguna, la naturaleza no puede disponer de él. Pero a la
vez, ¢l movimiento circular en principio es finito y delimitado pues se estd recorriendo un
espacio finito y delimitado; pero como ningiin punto ¢s principio ni fin, entonces el
MOVIMIENto €5 Perpetuo.

Por otro lado, considerando a un cuerpo movil, éste alcanzari despues de un
determinado tiempo una cierta velocidad -grado de velocidad, como dice Galilco-. Pero para
poder alcanzar este grado de velocidad, primero tiene que pasar por todos los grados de
lentitud, si es que partié del grado de infinita lentitud del movimiento, esto es, el reposo. Y
cstos grados de lentitud por los que tiene que pasar un mévil antes de siquiera llegar al primer
grado de velocidad, son infinitos en niimero. Puede pensarse que aqui Galileo estd aceptando
la existencia de un in'ﬁnito actual, pues una vez conocido el primer grado de velocidad, los
grados de lentitud estin completamente determinados, a partir del estado de reposo. Al parecer,
este movimicnto es contnuo pero no asi el espacio. El movimiento es continuo porque habla
que el mévil no se detiene en ninguno de los grados, ni de velocidad ni de lentitud, pero nunca

se refiere a la continuidad de esos mismos grados.
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En su Qlimo libro, los Discorsi, mmbién se refiere al movimiento. Al movimiento local
de los cuerpos lo plantea como una dencia nucva. De este libro se extrajeron algunos probiemas
que sc¢ consideran de interés para el trabajo de tesis, pues tratan con el movimicnto
uniformemente acelerado, aparte de que involucran al infinito.

Se incluye un apéndice donde aparecen un par de demostraciones de algunos problemas
planteados por Galileo. Cabe aclarar que estas prucbas son mias y no de Galileo, pucs sc
encuentran redactadas con un lenguaje moderno, el cual, de ninguna mancra se le puede m
pretende atribuir a Galileo. Aparecen, sobre todo, como un intento personal de comprender
mgejor ¢l pensamiento galilcano.

Por tltimo, en la bibliografia se encuentran citados diversos textos de Galileo. Cuando
sea necesario citar fragmentos, se hard referencia a los libros con su paginacion respectiva. Sin
embargo, cuando sea posible, se incluird el nimero de pigina que aparece en la Opere di

Galileo cditada por A. Favaro, para una mejor comprensién de €stos textos.



Ne 3¢ wte ocurre otra mancra

de vencer la eternn duda

quee someterme o la vevdad finita
de tu piel desnnda

Luis Eduardo Aute

PEQUENA HISTORIA DEL CONCEPTO DE INFINITO

A través de los tiempos, para ¢l hombre ha sido necesario elaborar y comprender distineos
concepros; uno de cllos es ¢l del infinito. Este es, y ha sido, una de las ideas mds importanes
y mds cnigmticas en los anales de ka ciencia.  Podemos decir que la historia del infinito
comienza a escribirse muy temprano, casi paralelamente a fa del hombre. A lo largo de la
historia, cientificos v filésofos sc han dedicado a investigar al infinito, s¢ han encontrado con
dparentes contradicciones v han tracado de resolverlas.

El pasar de lo finito a lo infinito ha sido uno de los pasos mds discuridos que se han
dado ¢n el desarrollo, no sélo de las matemiticas o de la ciencia, sino del entendimiento
humano cn general. No en vano David Hilbert escribié que necesitamos

[--] establecer el hecho de que la dlarificacion definitiva de la naruraleza del infinizo, en lugar de
referirse sélo a la esfera de intereses cientificos especializados, es necesaria para lz dignidad del
intelecto humane mismo | ...] desde tempos inmemeriales, el infinito ha removido las emociones del

hombre mids que cualquicr otra cuestddn. Dificilmente cualquier otra idza ha estimulido la mente tan
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fructiferamente. Sin embargo, ningtin otro wneepto necesita mids elanficacin que €l [Hilbere 1926,

p. 185].

Pero, iqué entendemos por la palabra infinito? Segun Ferrater Mora [Ferrater Mora
1983, pp. 223-224], este concepto se puede entender como: (1) algo indefinido debido a su
carencia de limite, fin o término; (2) lo que no es ni definido ni indefinido; (3) algo negativo
e incompleto (o su contraparte, es decir, algo positvo y completo); (4) algo meramente
potencial, lo que estd siendo pero no es; (5) algo actual y enteramente dado.

Especial atencion sc debe dar, para efectos det contenido del primer capitulo, a las
definiciones (4) vy (5), las de infinito potencial ¢ infinito acrual, respectivamente. Son
imporrantes porque el pensamicnto gricgo en general, con respecto a teorias generales del
infinito, giré alrededor de estas dos concepciones. Como veremos mds adelante, Aristdecles
rechaza la existencia de un infinito actual aceprando tnicamente al infinito potencial, visién que
conservan algunos dc los pensadores que le siguieron. Sin embargo, algunas LT Pretaciones
modernas de algunos textos griegos sugieren que en aquella antigiiedad, incluyendo al propio
Arisrétclcs, no sélo aceptan un infinito actual, sino rambicn lo mancjan €n sus CONCEpCiones
geométricas [Ver Vita 1992].

No obstante, podemos decir que todas estas acepeiones han sido formuladas a su debido
tiempo, lo cual no quiere decir que son o han sido definitvas. La concepcion del infinito ha ido
modificindose con el paso del tiempo y todavia no podemos decir, creo, que la discusion ha

ltegado a su fin. De cualquier manera, podemos detectar momentos clave en la historia de la
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ciencia donde su concepcidn ha sido de suma importancia. Pare ejemplificar csto, a

continuacién se presentan algunas de estas ideas.

1.1 LOS GRIEGOS

1.1.1 EL éxeipov ¥ LOS INICIOS

En ¢l mundo antiguo, los mitos eran parte fundamental de la cultura popular. Estudios de estos
mitos muestran que tanto ¢l espacio como el tiempo eran pensados como finitos, discontinuos
y formados de distineas piczas. Las matemdticas usuales en Mesopotamia y Egipro, no eran
definitivas para concluir qué cifra era mds grande, si el niimero de granos de arena cn la playa,
o ¢l nimero de hojas en un bosque, resultado de la concepeidn limitada que tenfan del nimero;
estudios modernos han hecho ver que  estas culturas no eran capaces de manejar cifras
demasiado grandes. No obstante, no s¢ proponian problemas de este tipo.

Para cuando las matemdticas llegan a Grecia, éseas ya tienen un cierto nivel de desarrolo,
aunque en lugares cbmo Mesopotamia, India, China y Egipto, los problemas concernientes con
las matemdticas eran, mds que otra cosa, problemas pricticos, problemas que tenfan que ver con
la vida cotidiana. Es por esto que resulta bastante improbable que problemas relacionados con
el infinito hayan tenido su origen con estas culturas. Este concepto, wuvo que esperar hasta que

el clima intelectual fitera el apropiado, s decir, que la buisqueda del conocimiento no tuviera
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que ver de mancra ran directa con lo; problemas -pr.icdcos; necesitaba fa legada de um
civilizacién que tuviera al conocimicnto por si mismo como su mera principal. La cultura gricga
contaba con estos elementos y entonces fue posible ¢l surgimiento del concepro de infinito.

Es cicrto que Aristoreles fue quien le dio una base mds s6lida a la discusidn del infinito.
Sin embargo, no fue €l cl primero en hablar de este concepto. Anaximandro introduce cl
téemino infinito (Gne1pov) como principio del ser. Este término surge en el punsamicnto gricgo
y tiene un significado ‘idéntico’ at nuestro de infinite. dmerpov quicre decir sin kinite, pucs tiene
como rafz ctimoldgica la patabra (népef) que quicre decir limite, y por lo tanto, &neipov
quiere decir rambién slimitado. También encierra una idea negariva, se refierea wia incomplerud
y una potencialidad no realizada (aunque no sélo eso, sino tampoco realizable); ¢s por esto que
es preferible ¢l uso del wrmino simitado o indeterminadp mis que infinito.

Anaximandro diserté acerca de lo ilimitado y de la infinidad, pretendicndo esclarecer la
cuestion de la naruraleza, ya sea finita o infinira, del universo. Como ya dijimos, mtrodujo ct
término &nepov como principio del ser, sin embargo, también desarrolld I weoria de que ¢l
universo se deriva del infinito, el cual es inexhaustible y eterno. Argumentd que en un tiempo
dado, el néimero de imundos que permanccen aparte del infinito es infinito, que dichos mundos
vienen siendo, v que cuando perecen son reabsorbidos por el infiniro, ¢l cual rodea a cstos
mundos ademds de que es eterno y no tiene edad (argumento que posteriormente va a scr

refurado por Aristoteles).
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Segun Aristéreles, tanto los pitagéricos como Platén' reclamaban al infinito como un
principio por derecho propio cn el sentido de tomarlo como una sustancia v no como un
arributo de alguna cosa. Afade que utilizan indistintamente infinsto ¢ slimitadp;, sin embargo,
los primeros toman al infinito como perceprible y toman a la region nvds alld de los cielos como
infinita, mientras que por otro lado, Platdn consideraba que no hay ningtin material (incluidas
las formas, pues ¢stas no estin en ninguin lado) mds alli de los cielos. El encuentra al infinico
en las cosas percepubles y tambicn en las formas. También nos dice que Platdn tomaba e
cuenta a dos infinitos, a saber, ¢l grande y el chico®, porque parecia posible llevar a cabo una
extension de cualquier limite especifico v tender hacia una infinidad ya sea incrementando o
sustravendo. Sin embargo, Plardn no usa ninguna de las dos puesto que no puede haber en su
teoria wna sustraccion infinita entre niimeros [ya que el uno es el mimero mis chico], wi

rampoco un incremento infinito |pues los mimeros terminan en el dicz).

1.1.2 ZENON Y LAS PARADOJAS

El trabajo de Zenén de Elea ha sido sumamente importante tanto para la filosofia como para

la teorfa matemdteica del continuo; esta importancia descansa en sus famosas paradojas contra

! Las principales ideas de bos piragdrivos y Plardn y el infinito vienen expuestas en la Fisica de Aristdrelces.

* El mismo Aristdtckes an ba Fisca, 192'11-12, 203°15, dice que Platdn us6 das palabras, ‘grande’ v “chico’,
para formar una frase conocbida para referirse 1 una cosa.
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el movimiento. Al parecer, c! objctivo de las cuaro paradojas que ha continuacion
presentaremos, tiene que ver con el hecho de mostrar que las nociones acerca del movimiento
no son lo suficientemente clacas,® asi como manifestar que cualquier modo de dividir al tiempo
o al espacio conduce a problemas. Estas paradojas son conocidas a través de Aristoreles, cuya
discusién la lleva a cabo en el libro V1 de la Fisica.

La primer paradoja lieva por nombre ‘Dicotomia’ y tiene que ver con un segmento AB,
con A‘como ¢l punto inicial y B como el final, donde el objetivo es Hegar a B saliendo de A.
Entonces, para alcanzar a B, primero se ticne que pasar por el punto medio de AB, digamos C;
para llegar a C, se tiene que arribar indispensablemente al punto medio de AC, llamémoslo D;
y asi sucesivamente ... hasta el infinito. En palabras de Arist6eeles, Ia “primera es la que tiene
que vér con un objero movible que no se mueve porque dene que alcanzar el punto medio antes
de alcanzar el final” [Aristételes 1995, 239°10-12]. Se puede inferir entonces, que nunca se
llega a B puesto que nunca se sale de A.

El segundo argumento ¢s conocido (y también es ¢i mids popular) como ‘Aquiles y Ia
tortuga’. En esta paradoja, Aquiles compite en una carrera con una torruga, en la cual, el

primero le da una cierra ventaja a la segunda. Para cuando Aquiles alcanza ¢l punto de partida

de 1a tortuga, digamos p,, ésta ya avanzé una cierra distancia, llegando a un punto p,; cuando

3 Los pitagricos habian supuesto que tanto cf espacio como el ticmpo pueden ser concebidos como
constituidos por puntos e instantes, pero también cuentan con la propiedad de la continuidad (considerada como
una propiedad intuitiva}. Consideraban también que los elementos tltimos de una pluralidad tienen tanto las
caracterfsticas de la unidad geométrica, el punto, como b de las nnidades muméricas [ver Boyer 1986, p. 108).
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Aquiles llega a este segundo punto, p,, la tortuga ya sc anticipd y consiguié llegar a otro punto
#5 y asi sucesivamente ... hasta el infinito. Aristételes sc refiere 2 clla como sigue: “¢l corredor
mds lento nunca serd agarrado por cl corredor mis rdpido, porque ¢l que va detris tiene que
alcanzar primero el punto det que el que va adclante comenzo, y entonces el mis lento siempre
estd confinado a estar enfrente” [AristSteles 1995, 239°15-18). La conclusién es que Aquiles
nunca alcanza a [a tortuga. Al respecto de esta paradoja, Aristdreles dice que “de hecho es ¢l
mismo argumento que la dicotomsa, con la diferencia de que la magnitud restante no es dividida
2 la mirad” [Aristételes 1995, 239°18-20).

Las dos paradojas anteriores son muy parccidas, Aristéeeles (a quien estudiaremos un
poco mids a fondo mds adelante) al respecro de ta prumcra replica que “es imposiblc .. atravesar
tna extension infinira en un tiempo finito, y también es imposible atravesar una extension finita
¢n un tiempo infinito. Si ¢l tiempo es infinito, la magnitud es también infinita, y si la magnitud
lo cs, también el tiempo” [Aristéreles 1995, 23331-34). Como la segunda es la misma quc
primera con la dinica diferencia de que en la segunda la magnitud restante se divide a la mirad,
resulea pertinente aclarar que “en ambos casos, la conclusion de que es imposible alcanzar un
limite es el resultado de dividir la magnitud de alguna manera ... [por lo que la] solucién,
entonces, debe ser la misma en ambos casos” [Anistdteles 1995, 239%22-28). Concluye diciendo
que, en ¢l segundo argumento, el corredor del frente no serd “cebasado mientras siga en el
frcn.tc, pero serd rebasado aunque Zenén garantice que un objeto en movimiento puede

atravesar una distancia finita” [Aristéeeles 1995, 23922-28).
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La tercera y cuarta paradojas, muestran qué sucede cuando se afirma que una magnieud
continua esti compuesta por elementos indivisibles.

La tercera es llamada ‘fa flecha’ y dice que “una cosa estd en reposo cuando cs opuesta
aalgo igual a si misma, y si un objeto en movimicnto esed sicinpre ¢n ¢l momento, entonces
una flecha en movimiento no tiene movimiento” [Aristéreles 1995, 239°22-28]. Es decir, una
flecha lanzada estd en reposo en cada instante durante su viuelo, por lo que podemos resolver
que ¢l movimiento no es mds que una ilusién. De esta tercer paradoja, Aristdteles rectama que
“la conctusién depende en asumir que ¢l tempo estd compucsto de momentos; si esta hipdtesis
no estd garantizada, el argumento falla” [Aristételes 1995, 239°31-32]. Pero rambién determina
que es “falsa, porque ¢l tiempo no esti compuesto de momentos indivisibles, v tampoco lo estd
ninguna magnitud” [Aristételes 1995, 239°7-8).

. “El Estadio’ ¢s el nombre del cuarto argumento. Esta paradoja resulta ser Ja que mids
dificultades presenta,’ siendo la siguiente una interpretacion: Tenemos tres filas de cucrpos
llamados A’s, B’s v C’s, los cuales cuentan con fa misma longitud y se puede suponcr, sin
pérdida de generalidad, que tienen cada uno cuatro cuerpos en cada fila. La fila de los A’s queda

fija, mientras que las B’s y las C's se mueven con fa misma velocidad y direcciones opucstas,

* Robin Waterfield escribe en la introduccidn a la Fiica [Aristéreles 1996b, p. lvi] que “nuestra
interprenacién debe de ser un ranro tentativa, pucs (1) €l texto de Aristételes parece ser corrupto en este punto,
y alguna enmendacion es necesaria para que tenga algin senticdo, ¥ (b) en odo caso muchos comentarios han
sostenido que Aristdteles de hecho perdi6 el punto esencial de su argumento™.
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comenzando las B's en la mitad del curso de la carrera, mientras que las Cs empiezan cn ¢l

exeremo de ks B's. El problema es considerar las dos posiciones de la figura 1.

AJafal [A[A[A]A]
~—(e[e[es]  <—[e[e[o]s]
clelefe]— cfefcfe]—

i (i}
Figura 1: la paradoja del Estadio

El argumento es que el primer cuerpo de las B’s ha pasado tinicamence dos A’s, micntras
que ¢l primero de las C's ha recorrido a todos los B's. Como todos los cuerpos son del mismo
ramailo v tanto B’s como C’s se mueven con la misma velocidad, toma el doble de tiempo
recorrer cuatro cucrpos que dos. LPor lo tanto, el riecmpo que toma llevar de (i) a (ii) debe scr
et doble que él mismo.

Aqui, Aristételes dice que “el error en su razonamiento yace en suponer que toma ¢l
MISMO LEMPo Para tn Cuerpo en movimiento pasar a un cuerpo en movimicnto como lo ¢s
para otro para pasar 1 un cuerpo en reposo, donde ambos ticnen el mismo tamano V S€ mueven
a la misma velocidad. Esto ¢s falso” [Aristteles 1995, 239"35-240°4).

Estos fueron los cuatro argumentos de Zenon v las réplicas dadas por Aristoreles.
Presumiblemente, las paradojas tuvieron una influencia cnorme en la matemidtica gricga
subsecuente, puesto que encubrian la dispura entre lo continuo y lo discrero, asi como

mostraban que el uso indiscriminado del infinito podria conducir a conclusiones erréneas.
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1.1.3 EL ATOMISMO

Una de las preguntas mds inquictantes que surgicron en la antigiiedad fue conocer la realidad
subyacente del mundo. La constitucidn de la mareria fue la tesis principal de los trabajos de
algunos de los filésofos griegos mis importantes. Concibicndo al dtomo como particula
clemental (matenial e indivisible), la division entre las matemdticas y la fisica comienza a ser mis
explicita. El 4tomo se considera como cspacialmente divisible pero fisicamente indivisible. Con
esta tésis, la teorfa pitagodrica de los nimeros como constituyentes del todo ya no es sostenible,
pues ;“cl descubrimiento de la inconmensurabilidad hizo a la hipdtesis intuitiva mumérica-
atomista insostenible. La inconmensurabilidad dejé en claro a los piragdricos que su concepo
de niimero ya 1o tenia ka universalidad que le habian dado, v que ¢l enlace entre extensién v
ntunero tendriz que reconsiderarse™ [Jones 1978, p.15).

Se considera la de Leucipo como la pnimer formulacion de la teoria atdmica. Estaba de
acuerdo con Parménides en todo con respecto a fa sustancia primaria’ con una sola excepeion:
no aceptS que fucra continua. Para €1, el nimero de dtomos es infinito y es el vacio quien los
separa. Con estos dos clementos, dtomo y vacio, ya era postble la construccién de un universo
que !concordara con la logica y el sentido comun. Segun su teorfa, los dtomos son umformes

y no'cambian. Los objetos visibles son el resulttado de las agrupaciones de estos dromos, donde

3 Parménides aseguraba que la sustancia primaria era solida, increada, inmdvil, uniforme en su naruraleza
esendial [ver Farrington 1980, p. 661.
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€stos objetos se crcan y perecen por medio de la unidn o la dispersion, a diferencia de los
dromos. La constitucion de los dtomos es siempre la misma, sélo diferenciindose entre si por
su tamano, forma v lugar en ¢l mundo.

Por otro lado, Demderito no creia que nuestro mundo fuera tinico, sino pensaba que
¢l nitmero de mundos cra infinito, los cuales nacen y perecen. Los clementos constituventes de
¢stos mundos son precisamente los dtomos, llamados ‘semillas’, y éstos cstin siempre ¢n
movimiento, chocando unos contra otros. Segin €, las sustancias terrestres mas pesadas deben
st formacién a la agrupacién de los dtomos mds grandes y su tendencia natural s ocupar cl
centro del mundo. Asimismeo, los dtomos mds pequeios estin fuera de estc centro v son los
responsables de la formacion del agua, luego del aire v posteriormentc del fucgo. En la periferia
del mundo rambién hay dtomos grandes, los cuales forman ciimulos de tierra himedos quienes,
debido al movimiento, se secan y arden formando al sol, la luna v las eserellas. Segun
Aristéeeles, reportado por Simplicio, “Demdécrito sostiene que la materia de lo que €5 crerno
consiste en un nimero infinito de sustancias y supone que éstas estdn contenidas e oo
espacio de dimensiones infinieas™, donde se puede observar que Demdcrito acepea un nimero
infinito de dromos, infinidad que resulta ser actual (pero esta discusion queda para un poco s

adelante).

§ Vira report: un comentario de Simplicio al De Caclo (68 A 37), donde habla de wsa obra perdida de
Aristoreles vitulada Sobre Demdcrito (ver Vim 1992, p- 130).
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Anaxigoras llamé lo #limitado a la sustancia original en la que nada existia porque no
habfansido ya concebidas las formas. Dice que los primeros principios que componen al
universo son infinitos en niumero y variedad. Cada uno de ¢stos principios contiene una parte
de cada cosa que podemos percibir. Para él, las cosas son divisibles hasta e infinito aunque por
muy lejos que se Heve la divisién, nunca se llegard 2 una porcién que no contenga por lo menos
una pequefia parte de cada cosa. Con respecto a lo pequefio no existe un minimo, sin embargo,
siempre habrd algo mds chico pues lo pequeiio ¢s sicmpre divisible. Las homcomerias de
Anaxigoras son un nimero infinito de clementos tomado infinitas veces, a diferencia de los
dtomos de Demdcrito, los cuales son particulas materiales indivisibles que limitan la
divisibilidad de tos cuerpos hasta un cierto punto, impidiendo que se fragmenten infinitamente.

La fisica de Epicuro retoma por igual las doctrinas de Demécrito y las criticas
anistotélicas a la teoria atomista. A los dtomos les asigna peso y considera que caen en linea recta
a través del espacio vacio infinito con velocidades iguales, encontrindose debido a la desviacion
de alguno de ellos por un leve ascenso. Esta desviacion de su trayecroria rectilinea produce
colisiones y torbellinos, conduciendo a la formacion del mundo.

Las doctrinas de —Anaximandro fueron reromadas por Anaximenes, quien rambicn
pensaba que la fuente de todas las cosas era infinita. Identificaba a esta sustancia original con

el aire, puesto que descubrié un mecanismo que daba cuenta de la ransformacién de una cosa
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en orra: el mecanismo de condensacion y rarefaccion.” Propuso un experimento que demostraba
que cl aire es una sustancia compuesta por particulas pequefias v discretas.® Sin embargo, esta
sustancia resulta ser tanto aire como los otros tres elementos (agua, tierra o fuego), pero al
parccer a la sustancia referida la lfamé asre porque cs ¢f elemento cuya distribucién en ¢l
universo es la mayor. También consideraba un nimero infinito de mundos que vienen a ser v

pasan, son reabsorbidos por el aire infinito que los rodea y estd en movimiento por siempre.

1.1.4 ARISTOTELES. EL INFINITO POTENCIAL Y EL ACTUAL.

Aristoreles es posiblemente quien mds aportd, en la antigiiedad, a la teorfa del infinito. Sus
doctrinas marcaron ¢l pensamiento cientifico desde sus tiempos hasta bien entrado el
renacimicnto. A & se deben los conceptos de infinito acrual y el de infinito potencial, ideas que
s¢ siguieron manejando y generaron polémica durante mucho tiempo.

Comienza su an:ilisis del infinito en la Fisica aceprando que el estudio de la naturaleza

involucra a las magnitudes, al cambio y al tiempo, donde resultan ser ya sea infinitos o finitos;

? Fl aire es invisible cvando estd uniformemente distribuido; cuando se condensa, viene a ser agua, cuado

se condensa atin mds, vicne a ser tierma y luego piedra. Por otro lado, cuando el aire estd caliente, se rarifica v
eventualmente se convierte en fuego.

¥ Cuando expelemos aire, es frio si es que se presionan los labios, micntras que es catienrte si se abre la

boca. Este experimento confirmaba 1a reoria de Anaximenes, pucs demostraba que el aire frio estd condensado v
¢l calicne esvd rarificado.
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pero replica que no tudo cs finito o infinito, ya que ni las cualidades mi los puntos uenen
nccesidad de ser alguna de ellas. Esboza un desarrollo de Tas teorfas surgidas anteriormente,
destacando las de los pitagdricos, Platon y los naturalistas.

Anstdreles dice que los filésofos marurales (se pucde decir que en este conjunto 1o ¢stin
incluidos ni los pitagéricos, ni Platén ni Empédocles) toman al infinito como principio y sin
estar sujero a destruccion o a generacién. Sin embargo, después de aceptar que todo cs
principio o provienc de un principio, argumenta que el infinito no puede tener un origen, pucs
éste seffa un limitc para ¢l. Lo toma como un origen de todo lo demds, conteniendo y
dirigiendo todo lo demds. Su explicacion de esto es que cualquicr cosa generada debe rener una
tiltima parte generada, del mismo modo que existe un punto en el cual termina la destruccién
de la nada.

Para AristSeeles, ka tnica posibilidad para el infinito es que exista potencialmente” y no
actualmente. No puede rechazar 1a no existencia del infinito en eualquier sentido pucs de ser asi,
se seguirian consecuencias inaceptables fver Aristdteles 1995,204°32). Sin embargo, aclata que
es obvio que existe un sentido en el que existe el infinito y otro en ¢l que no.

Considerando la polémica de la natraleza det infinito, se conceprualizaban dos
posibilidades sobre efla, ¢! infinito como sustancia o como atributo. Aristdteles considera que

es und sustancia pues si ¢l infinito no ¢s una magnitud o um pluralidad, pero si una sustancia,

? Aunque s6lo “como resultado de un proceso de sustraccidn.” [Aristoteles 1995, 206°12].
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entonces se deduce que debe ser indivisible puesto que las cosas divisibles o son magnitudes o
son Pluralidadcs; por otro lado, si no ¢s divisible, entonces no es infinito. Siguiendo con ks
hipétesis de que el infinito es una sustancia, entonces resulta no ser algo mis que lo que es
infinito, de lo se sigue que cualquicr parte aparece ser infinita (si es que ticne alguna), es decir,
serd indivisible o serd divisible en partes. Por lo tanto, el infinito no es divisible ni TAMpOoCo
tiene partes. Esto no es aplicable para un infinito actual pues uno de éstos estd limitado a ser
cantidad. Por consiguiente, ¢ infinito es un atributo ¥ no una sustancia, lo cual rechaza la
docrrina pitagdrica.

Para €1, un cuerpo infinito perceptible no puedc existir. Admite que un cuerpo no puede
ser ni compuesto ni simple. Es por esto que tiene un nimero finito de elementos, pero no
puede ser compuesto porque los elementos opuestos sc balancean. Se sigue que ningyn Eucrpo
puede ser infinito no importando que la potencia de uno sea mis grande que la de otro.
Entonces, ninguno de cada par de elementos resulta ser infinito puesto que, dado que un
cuerpo estd extendido en todas direcciones, la dimension de un cuerpo infinito es infinita, por
1o que un cuerpo infinito podria estar extendido infinitamente en todas direcciones.

Considera necesario discuti los posibles significados del infinito. Uno de ellos es

para bo que no puede ser recorrido, simplemente porgue no es del tipo de cosas que pueden serlo
{como un sonido}. Desde otro punto de vista, ¢l infinito es o que es capaz de ser recorrido, pero
¢l proceso nunca acabard. O ¢s lo que es capaz de ser recorrido, pero silo con dificultad. O es el tipo

de cosas cuya naturaleza es tal que puede ser recorrida, pero de hecho no ¢s recorrida o limitada. Mis
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atiny, cnalquier cosa infinita, o es infinita en adicién, por division o por ambas | Aristéreles 1995,

204'2-7].
Por infinite en adicion, lo que s¢ entiende es que agregando continuamente la misma cantidad
uMa.y otra vez a una cosa, ¢sta no serd exhausible, lo cual equivale a decir gue csa cosa s
infinitamente cxtendida. Por otro lado, uma cosa cs infinita por division i cs divisible
infihitamente. Dadas cstas dos concepciones, discutitd que nada puede ser infinitamente
extendido aceprando posteriormente que algunas cosas son infinitamente divisibles. Aclara que
hay un sentido en el que algo infinito por adicién ¢s lo mismo que algo que lo es por division:
cualquier magnitud finita puede incluir una magnitud infinita por adicion como un procesoe
invlcrso; si de una magnitud finita se toma una cantidad determinada v se suma no tonundo la
mi‘sma fraccion d.cl todo, sino una proporcién de la parte restante, nunca sc rebasard I
magnitud finita, aunquc si se incrementa la razén en la que se toma la parte, se rebasard esta
magnitud puesto que toda cantidad finita es exhausea por la repetida sustraccién de cualquicr
cantidad definida. Sin embargo, como algo infinito por adicidn no excede nunca a cuatquicr
magnitud, sélo puede existir si ese algo es actualmente infinito, por lo que no puede exiscir (1
siquiera potencialmente); en ¢l caso de algo infinito por divisién, dado que aqui las partes
vienen a ser mds pequefias que cualquier magnitud y siempre queda algo mds, la mancra en que
algo infinito por adicién puede existr €s COMO un Proceso inverso de divisién. Es por esto quce
la Ginica forma en la que el infinito puede existir cs potencialmente y debido a un proceso de

sustraccién.
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Considera como crrénea la idea de que el infinito ¢s “aquello que no tiene algo nxds alli
de ¢l mismo” [AristSreles 1995, 206°34], lo cual es infinito, tomando como algo mids exacto
“aquello que siempre tiene algo mis alld de ¢l mismo” {Aristteles 1995, 206°35]. Por o tanto,
una cosa es infinita si, para cualquicr cantidad romada, siempre s¢ puede tomar algo mds,
puesto que cualquier cosa que no tenga algo mds alli de si misma cs completa v cs un rods.
Dice que algo es completo si tiene un fina!, y como un final ¢s un limite, entonces ese algb 1o
serfa infinito. Al respecto de esto, dice que el infinito no s lo mismo que el todo, pero que ¢s
preferible considerarle como una parte del todo pucs es necesario para completar a una
magnitud.

Establece una diferencia entre cantidades y magnitudes: micntras que en los ntimeros
s¢ da ¢l que haya uno mds pequeiio y en el incremento se rebase cualquier cantidad establecida,
las magnitudes pueden rebasar a cualquiera cuando decrecen pero no cuando crecen; no pucde
haber magnitudes infinitas.'"" En cuanto al nimero, sicmpre se puede pensar en alguno s
grande, tal como cl niimero de veces en que se p@c partir a la mitad a una magnitud, niimero
que puede liegar a ser infinito; sin embargo, este infinito es potencial més no actual, pucs el
numero de partes excede cualquier mimero. Con respecto a las mag:ﬂmrks, lo que ¢s continuo

¢s dividido ad infinitum pero no hay infinito en la direccién del decrecimiento; como cualquier

1% Dice que de hecho esta es una definicién de un todo, como algo que no tene partes gue ke faeen.

1 Su razonamiento para sostener esto es que el mimero uno es indivisible y cualquier mimero es una
pluralidad de unos.
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magnitud de cualquier tamaiio puede existir tanto potencialmente como actualmente, pero

dado que no hay ninguna magnitud infinita perceptible, entonces no puede haber ninguna

magnitud que exceda a cualquicr magnirud especifica, puesto que se podria concluir que “habria

algo mis grande que el universo” [Aristéreles 1995, 207°20].

Expone cinco consideraciones del porque se inficre comunmente que existe ¢l infinito,

exhibiendo después sus propios argumentos que fo conducen a rechazar fa existencia del infinito

actual:

Primera, estd el hecho de que el iempo es infinito. Segunda, csui la divisién de magnitudes. Tercera,
esti la nocién de que Ja dnica posible explicacién para la persistencia de generacién y destruccion,
es que hay un origen infinito del cual cualquier eosa que es generada es sustraida.'? Cuarta, estd la
idea de que siemipre hay algo por el cual el infinito ¢s limitado, de lo que se sigue que no puede
haber un Emite filtimo, puesto que una cosa siempre debe ser limitada por otra. Pero por encima de
todas, la consideracion mds convincente (porque nadie encuentra ficil el enfrentarla) es que el
nimero y fas magninides matemiticas y la regién mas alli de los cielos parece ser infinira porque no
se dan en nuestro pensamiento, Y si la regidn mis alli de los cielos ¢s infinita, entonces pareceriz ser
que el cuerpo’ debe ser también infinito (i.e. debe haber infinitos mundos} [Aristoreles 1995,

203°15-25].

Sin embargo, dice que Anaxigoras sostenfa que ¢l infinito se fija a s mismo en algin

lugar puesto que estd cn €l mismo, argumento que rechaza diciendo que cualquier cosa puede

12 Al parecer esta tercer consideracién estd dirigida a Anaximandro.

A risesteles definird un poco mis adelante a cuerpe como lo que es limitado por una superficie, ahadicndo

que el no puede existir un cuerpo infinito, sicndo éste perceptible o ineeligible. Ver Aristéreles, 1995, 204"4-5.
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ser forzada a ocupar otro sitio en vez de su lugar natural; como el lugar no puede ser infinito,
se sigue que no puede haber un cuerpo infinito.

Hacia el final del capitulo, Aristdteles va a responder a estos argumentos. “Primero, ...,
1o es necesario que haya un cucrpo perceptible actualmente infinito: en un universo finito, es
perfectamente posible para la destruccion de una cosa el ser la creacién de otra cosa®
{Aristdteles 1995, 208°8-10]; este pdrrafo responde al tercer argumento, dado en 203°18-20.
“Segundo, siendo infinito debe scr distinguido de estando en contacto, E! conracto es relativo
y es contacto con algo. Es cierto que el contacto puede ser un atriburo coincidencial de un
objeto finito, pero no hace relativo al objeto finito. Tampoco es posible el contacto entre nada
y todo” [AristSteles 1995, 208°11-13]; aqui responde al cuarto argumento expuesto en 203 20-
22. “Tercero, es absurdo confiar en o que puede ser pensado por la mente humana, puesto que
s6lo estd en la mente, no en el mundo real, que cualguier exceso y defecto existen [...] se tienc
que ser de hecho, y es meramente coincidencial que alguien esté pensando cn ello” [Aristételes
1995, 208°14-19]; esta es la respuesta at argumento mis.imporrantc para €, el quinto, dado
en 203*22-30. “Cuarto, el tiempo (como el cambio y el pensamiento) ¢s infinito, pero en el
sentido de que cualquier parte dada de €l no persiste” [Aristéeeles 1995, 208720); sc
contrargumenta al primero que aparece en 203°16-17. “Quinto, ni la sustraccién ni el
incremento imaginado hace infinita a una magnitud” [ Aristéreles 1995, 208°21]; se refiere al

segundo argumento expuesto en 203"17-18. Con estos contrargumentos, Aristételes afirma
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que es lo iltimo que ticne que decir acerca de, tanto de la existencia (o su incxistencia} de

infinidad y de ella misma.

1.1.5 LA GEOMETRIA

Aristételes decia que los matemdticos no necesitaban al infinito, pues bastaba con tomar una
linea de la longitud requerida, y afiadia que ni siquiera lo usan. Argumentaba que cualquicr
magnitud puede ser dividida en la misma razdn como s¢ podria dividir tna magnitud
arbitrariamenze grande, por lo que no importa si la magnitud que s¢ toma es una de las que
existen actualmente.

Los pitagéricos identificaban al infinito con los mimeros pares pucsto que cada uno de
ellos estd limitado y encerrado por un nimero impar haciendo las cosas infinitas. Como
cjemplo de esto tomaban a los ‘gnémones sucesivos’, los cuales, pucstos alrededor de la unidad
producen una figura uniforme, mientras que si se emplazan fuera de clia producen uma
diversidad.

Dada la naturaleza contradictoria del infinito, se tornd necesario intentar crradicarlo de
las maremdticas. Se pretendia actualizar al infinito, removerle fa negatividad de su naturaleza
potencial. Uno de los primeros intentos fuc flevado a cabo por Zendn, mientras que otro fue

realizado por Antifén. Este dltimo fue uno de los primeros ¢n atacar uno de los fres probicinas
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eldstcos de la antigiiedad, asi como también fuc de los primeros en wtilizar el método de exhassion,
Creia poder hallar un ciadrado cuya drea fuesc igual que la de un circulo, pues un arco minimo
de circunferenaia seria indistinguible d: un segmento minimo de recta. Es posible inscribir un
poligono regular con un mimero arbitrariamente grande de lados cn un circulo, aparte de que
¢s también posible construir un cuadrado cuya drea sea igual a la de cualquier poligono regular.
Si el niimero de lados del poligono aumenta indefinidamente, cada lado se aproxima al lado
subtenso, con el resuttado de que cl drea comprendida entre el poligono y la circunferencia sc
reduce hasta un ramaiio arbitrariamente pequeiio, es decir, la diferencia de dreas es exhausible,
Entonces, es posible identificar a un poligono con un circulo de ral modo que sus lados pueden
considerarse arcos de circunferenca. Por lo tanto, dado que s posible construir un cuadrado
con drea igual a la de cualquier poligono regular y también es factible consteuir un poligono
cuvos lados se identifiquen con una circunferencia, la cuadratura del circulo es posible.

No obstante, el nimere de poligonos inscritos en la circunferencia es un conjunto
ifimitado puesto que para cualquier poligono con un nimero arbitrariamente grande de lados
sumainente pequeiios, existe otro poligono con lados ain mds pequefios, el cual, sin embargo,
no se identificar con la circunferencia porque existe un poligono sucesivo. Si s admite que
existe un poligono que se identifica con la circunferencia, entonces se reconoce implicitamente
una infinidad actual de poligonos, lo cual es absurdo, pues el &reipov resultaria ser un infinito
actual, lo cual es contradictorio con respecto a su naruraleza negativa y potencial. En lugar de

introducir el concepto de actualidad, bastaria con admitir que es posible hallar un poligono
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sucesivo a otro con lados mds pequefios, o que es posible reducir ¢l drea entre un lado del
poligono y la circunferencia a un nimero arbitrariamente pequefio. En el proceso levado a
cabo por Antifon, tambicn comicnza a introducicse el concepro de limite, pues la circunferencia
de hecho es uno tal que encierra a roda la sucesion ilimitada de poligonos pero no es término
de l:; sucesion; sin embargo, no se renuncia al cardcrer de potencialidad intrinseca del conjunto.

Por otro lado, Hipécrares demostrd un teorema que se refiere a la proporcionalidad de
los - circulos a los cuadrados de los respectivos didmetros; sin embargo, no es muy claro qué
método utilizd. Euclides demuestra la misma proposicion en (XII, 2) utilizando ¢l mérodo de
exhausion propuesto por Eudoxo, aunque no utiliza la llamada propiedad arquimediana, sino
qut;: utiliza lo que él mismo demuestra en (X, 1)."* En su obra Sobre &n esfera y el cilindro,
Arquimedes enuncia, por primera vez en el postulado (5), que “para las lineas distineas, para
las' superficics distintas y paca los sélidos distintos, una magnitud mayor que otra menor, la

menor sumada a si misma'® poded superar cualquier magnitud dada, para aquellas que son
2

comparables entre si'° [Arquimedes 1897, p. 4]. Este mismo hecho lo vuelve a postular de

1%Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una {magnitud) mayor que su mitad y, de
Ia que queda, una magnitud mayor que su mirad y asi sucesivamente, quedari una magnitud que serd menor que
la magnitud mener dada”™ [Euclides 1996, p. 12].

13 Esto se debe tomar como repitiendo cualquicr nimero de veces, es decir, multiplicando por un niimero
narural.

16 Dijksterhuis muestra que en fas distintas versiones del texto, en esta dltima parte ha habido grandes
diferencias. Sin embargo, sugiere que, en general, apuntan hacia las definiciones 3 y 4 del libro V de los Elementos
de Euclides, las cuales dicen (3) “Una razdn cs una determinada relacion con respecto a su ramafio entre dos
magnitudes homogéneas” [Euclides 1994, p. 9} y {4) “Se dice que guardan razdn entre si las magnirudes que, al
multiplicarse, pueden exceder una a otra” [Euclides 1994, p. 10].
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manera casi andloga en los prefacios de dos obras, Sebre espirales vy Cuadratura de la pardbola.
El mismo asegura que gedmetras anteriores utilizaron el postulado para probar cl tcorema
demostrado por Hipécrates, asi como que el cono es b tercera parte del cilindro y la pirimide
es la tercera parte de un prisma, teniendo en ambos casos bases equivalentes y alturas iguales.
Estos tiltimos teoremas sc los atribuye 2 Eudoxo en el prefacio de E! métado [ Arquimedes 1988,
p. 35), sin embargo, aclara que ya Demdcrito tos habia cnunciado aunque no los habia
demostrado. Es por esto quc se sugiere que fue el mismo Eudoxo quien lo formulé por vez
primera,

Al parecer, Eudoxo rambién queria evitar el uso indiscriminado del infinito. En el citado
postulado, se niega la existencia de, por lo menos, magnitudes infinitamente pequefias puesto
que cualquier milltiplo de una cantidad con estas caracteristicas no supera a la misma. Cabe
decir que en las demostraciones por exhausién de Eudoxo, ¢l concepro de infinito estd presente,
aunque no io estd en forma explicica.

En el prefacio de su texto El contador de arena, Arquimedes reporea algunos concepros
erréneos relativos al infinito v sobre niimeros muy grandes (como que el mimero de granos de
arena és infinito, o que puede haber un niémero demasiado grande para poder expresarlo).
Posteriormente, presenta resultados cosmoldgicos, astrondmicos, geométricos y aritméticos
para mostrar que su postura es correcta [ver Knorr 1989, p. 737).

En Euclides, sin embargo, de hecho si se nombra y trabaja con recras ilimitadas. La

definicién 23 del libro I de los Elementos envuelve explicitamente un proceso Himitado: “Son
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rectas paralelas fas que estando en el mismo plano y siendo prolongadas indefinidamente ¢n
ambos sentidos, no se cncuentran una a orra en ninguno de cilos” [Euclides 1991, p. 196]. No
obstante, no se puede decir que estd designando a una regién como infiniea, sino que estd
romando 2 lo indefinido como una propiedad. Lo mismo puede apuntarse para ¢l famoso
postulado (5) del mismo libro, puesto que se incluye la definicion de rectas paralelas.'” Los
pOSt‘UJaCIOS (2) y (3), dicen respectivamente, “(Postilese] ¢l prolongar continuamente una recta
finica en linea recta” [Euclides 1991,-p. 197} y “describir un circulo con cualquicr centro v
distancia” {Euclides 1991, p. 197]. Se puede pensar que estos dos postulados conilevan a la idea
de un espacio continuo ¢ infinito, puesto que en (3) no s restringe de modo alguno ¢l tanio
del circulo, asi que puede ser tanto infinitamente grande como infinitamente chico; sin
embargo, al trabajar con figuras perfecramente limiradas, Euclides no proporciom propiedades
abstractas del espacio. La nocién comiin (8) dice que “El todo es mayor que la parte” {Euclides
1991, p. 201], Ia cual, al parecer, estd incluida, entre otras cosas, para evitar posibles paradojas
coﬁlo la del estadio de Zenon, pucs s factible el Hegar a conclusiones del estilo de guc ¢l dable
es igual a la mitad. Cabe anowr que esta nocidn comiin deja entrever una ‘cierta’ concepcion

finitista de Euclides, puesto que no es vilida para ‘agregados infinitos’.

17 «[Posnilese] que si una linea reaea al incidir sobre dos rectas hace los dngulos intermos del mismo lado
menores que dos rectos, las dos recms prolongadas indefinidamente se encontrardn en ¢l lado en el que estin los
{éngulos} menores que dos rectos” [Euclides 1991, pp. 197-198; el subrayado es mio).
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La proposicion (I, 12) afirma lo siguience: “Trazar uma linea recta perpendicutar a una
recta ifinita dada desde un punto dado quc no ese¢ en clla” [ Euclides 1991, p. 215]. En esta
proposicion, la recea considerada es expliciamente infinita en acto pues nO trat Con una 1ecel -
infiniramente prolongable sino una recta infinita dada. A la recta infinita eambicn b usa durance
la demostracion, pucsto que, si se suponc que la recta no es infinita, al proponer un punto fuera
de la linea, rendriamos tres casos: (i) el punto cstd, sin pérdida de generalidad, ‘cncima’ de la
recta dada; (if) el punto estd en direccion de la recta y; (iii) I perpendicular del punto a la recra
no interseca a ésta. Para salvar al infinito actual de la recta, hubiera bastado con tomar a un
punto como en (i) o en considerarla como prolongable hasta donde fuera necesario. Pero no
¢s ¢l caso. Para Euclides, ‘un punto dado’ es considerar, en realidad, ‘un punto cualquicra cn
¢l plano’, con lo cual la hipétesis de una recta infinita se torna necesaria.

Sin embargo, no se puede concluir tan ficilmente que la concepcion del infinito de
Euclides sc inclina hacia la actualidad, mds que I potencialidad. En la proposicion (IX, 20} sc
dice que “hay mds niumeros primos que cualquier cantidad propuesta de niuncros primos”
[Euclides 1994, p. 226]. Lo que afirma esta proposicion, es que el conjunto de mimeros primos
es infinito. Pero no estd hablando de un conjunto actuatmente inﬁrﬁto, PUeESTO que no especifica
que ¢s infinito (como en el caso explicito de (I, 12}, sino que considera a un nimero primo
preasignado, lo cual conduce a considerar al conjunto de niimeros Primos como potencialmente

infinito.
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1.2 LA CAIDA DEL IMPERIO Y LA SEGUNDA RUPTURA.

1.2.1 ARISTOTELES EN LA EDAD MEDIA

Ya situados en ta Edad Media, el aristotelismo sigue presente en las discusiones filosoficas. A
pesar de que sus doctrinas fueron, incluso en su tiempo, discutidas y objetadas, en el medioevo
Aristételes seguia siendo considerado como una autoridad. Su legado fuc sumamente
importante, por lo que no resultaba ficil polemizar con las ideas que ¢l manej.

Avicenna consideraba que la imposibilidad de una multitud infinita actual no cra
absoluta, restringiéndose a la multitud de objetos que ocupan un lugar. Segtin €1, éste era un
principio reconocido por los filésofos sin importar que tos objetos bajo consideracion fuesen
cuerpos o no. Sostenia que la existencia de un infinito actual permitiria que pudiera haber un
infinito mds grande que otro. Sin embargo, a pesar de que Avicenna permite la existencia de
un infinito actual, éste no debe de ser siempre posible. No obstante, las razones esgrimidas para
sostener sus argumentos son sicmpre metafisicas. Siguicndo las proposiciones de Avicenna,

al-Gazali las retomd y las compilé para formar un sistema, en el cual, dice que hay cuatro
modos en los que el ser es infinito, dos de los cuales no existen. Una de éstas ¢s que se dice que
hiy un cuerpo infinito o un espacio infinito de la cima al fondo; pero esto es falso.
Probablemente para conciliar con fa filosofia de Avicenna, al no dar razones por la existencia

o inexistencia del ser infinito, dice que es falso puesto que para éste, ¢l mundo es finito. Sin
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embargo, al-Gazali posteriormente niega la existencia de un infinito actual dando como razén
que, si el mundo no tuvo un inicio, entonces las revoluciones del sol han sido infinitas asé como
as de Saturno; no obstante, ¢l primer niimero serfa al segundo en una proporcion inversa a la
proporcién entre los periodos de revolucion de los dos. De lo que se sigue que dos nimeros

infinitos tendrian una proporcién determinada, lo cual es contradictorio.

1.2.1.1 SANTO TOMAS

En la Teorfa de Conjuntos actual, la definicién de conjunto sc considera como primitiva, es
decir, como algo intuitivo y sin necesidad de ser explicitamente definido. Sin embargo, santo
Tomis de Aquino formuld una definicidn de ‘conjunto’ seis siglos antes que Cantor.'® Para
Santo Tomds, un conjunto es un agregado de unidades cada una de las cuales es distinta de las
demis. No obstante, los conjuntos de santo Tomis no son entes surgidos de las necesidades
matemdticas, sino metafisicas. Por orro lado, estos conjuntos no son considerados como
actualmente infinitos puesto que si se pudieran concebir todos los elementos de un conjunto
infinito, formando asi una totalidad actualmente definida, podrian contarse cada uno, de lo que

se sigue que ¢l conjunto serfa finito arribando asi a una contradiccién, pues ¢l conjunto en

*® Cantor define a un conjunto como “coleccién dentro de un todo M de objetos m definidos y separados
de nuestra intuicién o nuestro pensamiento™ [ver Cantor 1895, p. 85).
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consideracién cra infinito. Ademis, Santo Tomds miega la existencia de un infinito absoluto
fuera de Dios.
o
. Sin embargo, Santo Tomis evitd dar una respuesta a la pregunta de §a existencia del
infiniro actual; simplemente le atribuy6 a Dios la posibilidad de crearlo. Sostenia que Dios cra
capaz de crear cualquicr cosa siempre y cuando esta creacion no llevara a contradicciones.
Reconoce que hubo quienes sostenian que ni el infinito absoluto ni ¢l infinito accidental
podian existir actualmente; el segundo podia extsur en potencialidad, pero no asi el primero.
Santo Tomds ya no sigue al pie de la letra a Aristéeeles, pues comenta acerca de ha
infinitud, eternidad ¢ incircunseribilidad de Dios. Para él, la naturaleza det infinito remite a la
idca de forma o a la idea de materia. Esta titima corresponde al aneipov de Aristéreles,
mientras que la primera se puede tomar para hablar de fa infinitud de Dios; podemos apuntar
que 1a diferencia entre estos dos infinitos es la misma que hay entre ¢l infinito potencial y ¢l
actual. No obstante, el infinito remitente a la idea de forma no pucde exisur pues roda
potencialidad se ve rectificada por un confin que le impone ¢l principio formal; por otro lado,
cl otro infinito no ¢s perfectamente ubicable en ¢l mundo de las formas creadas, puesto que
¢stas son limitadas por la materia que les confiere individualidad, mientras que si se les permite
aumentar ilimitadamente ya no es un atributo del objeto, por lo que es factible la identficacion
con la divinidad.
En su concepcion, hay dos tipos de infinitos, a saber, el simpliciter’ que solo le pertenece

a Dios y nada mds, y ¢l ‘infinitus secundum quid’, un infinito de manera relativa, es decir,
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conforma a su naturaleza especifica. Con esta segunda opcion se deja abierra la posibilidad de
existencia de alguna infinitud fuera de Dios.

Admite que fos matemdticos utilizan af infinito pero estd de acuerdo con Aristéecles en
que no cs necesario, También considera que a superficie de los objetos v su figura geomérrica
son los limires de la potencialidad ilimitada de todo ente material. Con respecro a la divisidn
de los cuerpos, si la division del continuo se realiza en L misma proporeion s puede accesar
at infinito, no asi si la divisién se hace cn partes iguales. Toda cantidad es especificada como una
decerminacion cuantitativa, por lo que las magnitudes son especificadas por algunas medidas.
La imposibilidad de la existencia de un “conjunto’ actualmente infinito se debe a la finitud del
niimero, considerado éste (ltimo como instrumento de medida. El agregado cs contado por
tnidades enumerando las unidades singulares ¢ indivisibles que lo constituven, teniendo como
limire a I dlinna unidad. Por lo tanto es imposible cncontrar una magnitud cn acrualidad no
delimitada por sus propios términos.

Para Santo Tomds el infinito consigue una magnitud sélo por la supresién de todos los
términos; es por esto que se dice quc.una magnitud es infinita, De lo cual se sigue que es

imposible que un infinito acrual exista.



1

30 EL CONCEPTO DE INFINITO EN GALILEO

1.2.2 DIVISIBILIDAD INFINITA

La teoria del infinito fue estructurada de mejor manera con el estudio de lo infinitamente
pequeiio y de la divisibilidad infinita del continuo. Los oponentes al atomismo propuesto por
Leucipo y Epicurio pretendieron negar a esta teoria por medio de argumentos geométricos
llegando a conclusiones contradictorias con las matemdticas. Al parecer, ¢l iniciador de esta
corriente fue Roger Bacon quien afirmé que, bajo Ia suposicién de que las lineas estuvieran
compuestas de dromos, la diagonal de un cuadrado y su lado tendrian la misma proporcién
como ¢l nimero de todos los dtomos que componian estas longitudes; de esto se sigue que las
longitudes serfan conmensurables arribando a una contradiccién.

En el mismo tenor, Duns Scoto distinguid entre dos versiones de la teoria que queria
refutar. Una de ellas decia que el continuo estaba compuesto de indivisibles,' dromos
diséominuos separados unos de otros; la otra afirmaba que el conunuo estaba compuesto de
minimos pegados continuamente, Si se toman circulos concéntricos, €stos son intersecados por
cudlquier radio, por lo que todos los circulos deben de tener el mismo niimero de dromos y,
por lo tanto, todos los circulos resultan ser iguales. Gregorio de Rimini siguié la misma linea
al embestir las teorias que pretendian construir magnitudes continuas por medio de un mimero

limitado de indivisibles.

1% También afirmé que los indivisibles no eran mds que la falta de continuidad.



PEQUENA HISTORIA DEL CONCEPTO DE INFINITO 31

Thomas de Bradwardine, cn su Tractatus continyi, tampoco estuvo de acuerdo con
aquellos que construfan un continuo finito por medio de un ntmero limitado de elemenros
indivisibles contiguos, asi como a los que construian cste continuo a partir de un niimero
limitado de puntos separados. También rechazé las visiones del continuo como composicion
de una infinidad actual existente de puntos.

John Buridan no acept6 tampoco la tesis de que las magnitudes continuas estén
compuestas de indivisibles. Sin embargo, no toma a ta geometria como algo absoluro; no
porque Ia tesis arriba referida contradiga a los axiomas v teoremas de ha geomerria tiene que ser
verdadera. La toma como un postulado que los gedmetras deben tener en cuenca para que la
construccién de la geometria sea posible.

En términos mucho mds apegados a la légica y a la precision del lenguaje, William de
Ockharn discute que una linea es finita y, bajo cl supucsto de que un punto s algo positivo e
indivisible v que termina a la linea actuatmente atn sin pertenceer a ella, estos extremos no
aportan absolutamente nada por la finitud o infinitud de ral linea. Dice que no se debe
considerar al punto con tales caracteristicas. Y esto también se debe a que, del mismo modo que
se considera al punto como extremo de una linea, la linca serd terminacién de una superficic y
la superficie la terminacién de un cucrpo; se sigue cntonces que cada cuerpo tendria una
superficie cuya profundidad seria indivisible y la contendria como una terminacion extrinseca

al cuerpo, lo cual es absurdo.
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Gregorio de Rimimi argumenta también ¢n contra de [os que consideran a los puntos

como terminacion de una linea. Sin embargo, sus argumentos se van mds por la via de la
existencia de tales punros; dice que tal afirmacidn no es necesaria para que una magnitud sca
continua. Agrega que las lineas, superficies y cucrpos pucd-cn- ser considerados conio
magnitudes reales acrualmentc existentes fuera de la mente; no obstante, también se pueden
tomar como magnitudes ficticias 0 imaginarias o imdgenes de magnitudes que la mente imagina
a través de su intelecto. Ninguna verdad geométrica requicre de la existencia de puntos o
indivisibles fuera de la mente.

Buridan también entra a la discusidn de la teoria de los indivisibles: si se considera que
las superficies son a los cuerpos, como las lineas a las superficies y los puntos a las lincas,
entonces, st no se considera a los puntos indivisibles, ampoco se debe considerar a las lincas
y superficies como indivisibles en superficies y cuerpos, respectivamente. También argumenta
en contra de la indivisibilidad de los puntos: un punto ¢s infinitamente pequeio porque
indefinidamente hay una terminacién,” una primera o una Gltima parte del continuo. Dentro
de su geomerria, estima que hay una infinidad de puntos en una linea debido a que hay una
infinidad de partes de una linea, cada una de las cuales ticne una primera v wma tltinya parte.
_Pafra Buridan, demosuar que el contnuo no estd compuesto de indivisibles, por cualquier

método que sea urilizado, es rarea que les corresponde a los maremiricos v a madie mis.

0 Bajo la consideracidn de que un punto es terminacion de una kinea.
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1.2.3 LA ACEPTACION DEL INFINITO ACTUAL

Poco a poco se comienza a aceprar la posibitidad de un infinito actual. Nicolis Bonet escribié
al respecto que “la posibilidad de un infinito acrual no parcce sostener ninguna conrradiceidn
a los filésofos modernos” [Duhem 1985, p. 104]. Distingue entre dos modos de entender e
infinito actual; ¢l primero de ellos es que no hay tantos objetos que no pucdan existir mds,
mientras que el segundo es que hay tantos objetos en actualidad que no puede haber mids,
pucsto que estdn colocados en actualidad. No obstante, Boner dice que lo que es vilido para
un nimero finito de objetos sc puede extender para uma infinidad actual de objeros de ta mistma
especic. Este axioma, postulado por Aristéecles en ¢l sentido de que un infinito potencial
requicre de uno actual y por tanto no existe, Bonet lo utiliza para concluit la posibilidad de un
infinito acrual a partir de la posibilidad de un infinito potencial. Afirma que si una multitud

wfinita de cantidades finitas es posible, una magnitud infinita también lo es.

1.2.4 RELACIONES DE ORDEN ENTRE MAGNITUDES

Mientras que Santo Tomis y Henry de Gent estaban de acuerdo con Aristételes en que no solo
una magnitud infinita actual es imposible sino rambién una magnitud infinita potencial, para

Richard de Middleton la imposibifidad de una magnirud infinita actual conlleva la imposibilidad
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de iuna multitud infinita actual. También sostiene que cualquier magnitud continua cs
infinitamente divisible, en ¢l sentido de ser divisible sin término alguno, aunque el ndmero de
partes sicmpre serd finito, por lo que no habrd posibilidad de concebir ta existencia de un
infinito in fieri ' Para é], Dios puede crear una magnitud infinita, al menos en potencia. A pesar
de que William de Ockham también acepta la posibilidad de una magnitud infinita & fiers,
niega la posibilidad de magnirudes o multitudes infinitas i facto esse.

Duns Scoto sostenia que los atributos de “igual, mayor, y menor, no son convenientes
para cantidades grandes a menos que sean finitas” [Duhem 1985, p. 89]. Continua diciendo
que “de hecho, antes de que uno pueda aplicar las palabras igual o desigual a una canridad, uno
tiene que dividirla en una cantidad finita y una cantidad infinita. La razén por la cual una
cantidad es mids grande que otra recae en el hecho de que la excede, mientras que la razén de
igualdad yace en el hecho de que tenen la misma medida. Todo indica que esto concierne
L’uu:camcntc a magnirdes finiras, Por consiguiente uno debe negar que una infinidad puede ser
igual a otra infinidad; mds v menos también designan diferencias entre cantidades finitas, y no
entre cantidades infinitas”[Duhem 1985, p. 891

En el mismo tenor, Franciscus de Mayronis afirma que tanto el igual y el desigual son
propiedades caracreristicas de las multitudes finitas, siendo el mayor y el menor dos especies de

desigualdades, por lo que ni el igual ni el desigual pueden perrenecer a multitudes infinitas; para

3 Richard de Middleton lo define como un infinito en scrualidad mezclado con potencialidad,
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¢, todas las multitudes infinitas son de la misma especie. Considera que las magnitudes
continuas pucden ser subdivididas en magnitudes continuas funitas ¢ infinitas; sin embargo, as
propiedades de las magnitudes finitas no deben ser atribuidas a magnitudes infinitas. Por otro
lade, sélo las magnitudes continuas finitas pueden tener lugar, forma y movimiento. Por

- ultimo, afirma que Dios no puede de golpe dividir un continuo en una infinidad de partcs; esta
infinidad la constdera como una infinidad sucesiva.

De Mayronis habia definido una magnirud infiniea come aquella que sobrepasa cualquicr
magnitud finita. Por su cuenta, John de Bassols define a una cantidad infinita actual como la
que sobrepasa cualquicr magnitud determinada; dada una cantidad de determinada medida, sc
pucde dar otra mids grande, es decir, se puede dar una cantidad infinita acrual. Bassols, con
cespecto a la doctrina de que un infinito no puede ser mavor que otro de la misma cspecic,
sosticnc que no hay dificulades siempre y cuando 1a infinidad considerada no sea absoluta
(smpliciter). Pone ¢l ejemplo de una linca sin terminacién por ambos lados v otra limatada por
uno de ¢llos ¢ ilimitada por ¢l otro; la primera serd mids grande que la segunda.

Bassols se encuenrra entre los filésofos que querian negar una magnitud infinira acrual
v un mimero infinito 2crual; encre ellos, era casi generalizado que la imposibilidad de cste
infinito se debia a la unposibilidad de una divisién infinita actual cie una magnirud finita. Esta
imposibilidad conlleva la imposibilidad de una magnitud infinira acroal.

Gregorio de Rimini ya considera a una magnirud infinita categoremdrica como wia

magnitud trangfinita, mis grande que cualquicr cantidad finira no importando cuan grande.
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Definc rodo y parte disunguiendo dos sentidos: en el primero, cualquier cosa que contiene a otra
es un todo con respecto a la segunda, y cualquier cosa contenida en el todo se considera como
parte del todo en el cual estd contenida; en el segundo sentido, uma cosa es un zods con respecto
a otra si contiene a un determinado niumero de cosas de determinada magnirud no contenidas
dentro de lo que es incluido, y del mismo modo, algo incluido es parte de un todo cuando no
contiene un numero de cosas dererminadas de magnitudes dererminadas que son conrenidas
dentro de lo que es contenido.”

Para Rimini, una magnitud, ¢n un primer sentido, es un todo con respecto a otra
cuando la primera contiene a la segunda y cuando contiene objeros todos distntos. En cste
searido, una multitud infinita puede ser parte de otra con fas mismas caracteristicas. En ¢l otro
sentido, para que una multitud sea un todo con respecro 2 una segunda, debe contenerla en el
modo antes descrito. Aparte de csto, debe de contener un niimero determinado de cosas de
determinada magnitud®  que no estin contenidos en la multirud contenida; ésta Gltima ¢s la
parte. Agrega que en este segundo modo, una multitud infinita no puede ser todo © parte a la
vez; 1o hay un nimero determinado de grupos de tales unidades contenidas en s6lo una de las
multirudes, pues cada uno de ellos contiene un niimero infinito de grupos de rales unidades o

una infinidad de tates grupos en los que se puede contar una infinidad de unidades.

22 5i se toma al rodo y 2 la parte en el segundo sentido, también 1o son en et primero. Sin embargo, el
inverso no resulta ser cierto. '

¥ Es1o ¢s, que un nimero dererminado de grupos de objetos rales que fa cantidad de cada grupo este
dererminada.
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Una multitud es meds gmndt quc otra c@ndo ticne un nimero de unidades mayor que
el de 12 otra. Del mismo modo, mds chico se define para una multitud con un nimero de
unidades menor que el de la otra. Sin embargo, Rimini rambién distingue dos sentidos: el
primero de cllos es que si una multitud conticne a rodas las unidades de otra, ademds de otras
mds, se dice que ¢s més grande, aunque no contenga un nxémero mds grande de unidades que
la otra mulritud; en ¢l segundo sentido, una multitud s mds grandc que otra si la contiene, lo
que quicre decir que es un fodo.** Sin embargo, si en esta distincion de mds grande y mds chico
sc toma la primera, cnronces no sc puede usar para comparar infinitos pues ésta solo sirve para
comparar magnitudes finitas. No obstante, si se puede decir que un infinito es mds grande que
una magnirud finita y que ésta Gitima es mids chica que lo primero. Rimini considera que si se
toma ¢l segundo sentido, entonces si se puede decir que un infinito es mas grande que otro, del

mismo modo que puede ser un todo con respecto al segundo infinito.”
1.2.5 DE CUSA, COPERNICO Y BRUNO: LAS ULTIMAS PALABRAS

Es con el pensamiento de Nicolds de Cusa que comienza la apertura de una nueva era.

Comienza el derrumbe de las ideas y det ‘oscurantismo’ presentes en la Edad Media. Podemos

* Un todo en el primer sentido.

5 Que algo sea mis grande que otra cosa en cualquiera de los dos senridos no implica que lo sea en el
otro.
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decir que la revolucién cienifica, al menos desde el punto de vista cosmologico, la comienza
\
¢l mismo De Cusa, continuando con Sebre las revoluciones de Copérnico v culminando con
Giardano Bruno.
Nicolis de Cusa dice que
Es imposible que haya miquina mundana, ya sea tierra sensible, o l aire o el fuego, o cualquier cosi,
como centro fijo e inmévil con relacién a los varios movimienros de los orbes. Pues no se liega en
el movimiento minimo absohtto, tal como un centro fijo porque es necesario que el mdsimo v el
minime coincidan. El centro del mundo, en este caso, coincidiria con Ja circunferencia. Pero no tiene
¢l mundo una circunferencia, y nuviera de este modo dentro de ¢l mismo su principio v su n, d

mismo estaria limirado por otra ¢osa, y habria fuera del mundo, otro [De Cusa 1440, p. 150}

El universo presentado por De Cusa es un universo infinito. La Tierra no puede estar
en el centro del universo, pues éste dltimo es una esfera infinita con centro cu todas paries v
circunferencia en ninguna. Ya no es sostenible la tesis ptolemaica de que la Tierra estd inmovil
en el centro del mundo; De Cusa la pone en movimiento, aunque no especifica que tipo de
movimicnto debe de atribuirsele, atin cuando se argumenta que no es ni el movimiento diario
altededor de su cje, ni es el giro anual en torno al sol; presumiblemente, este MOoVIMIENto ¢ un
giro alrededor de un centro no ran ficilmente ubicable, el cual se desplaza continuamente. Es
hasta el libro de Copérnico en que este movimiento es precisado; pero no es uno s6lo, smo que
son tres: la revolucion diaria, ¢l movimiento anual del centro y ¢l movimiento de declinacion.
Para De Cusa, ¢l movimiento es escencial pues es lo que coneca la forma y la materia, ademis

de que cualquicr cosa que se encuentra en ¢l universo estd formada por la potencia, ¢l acto v cl
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movimiento. Dice que “la Tierra no pucede ser el centro, 1o puede carecer de movimiento, pues
€5 nccesario que ésta s mueva de tal manera que siempre infinitamente sea posible que se
mueva ain menos” [De Cusa 1440, p. 151].

Usualmente, s sugiere que Nicolis de Cusa fue el primero en proponer fa infinitud del
universo. Afirma que se pueden distinguir un infinito negativo y uno privativo; el primero de
ellos s lo absolutamente miximo puesto que sélo Dios lo puede ser con toda potencia. Pero
¢l universo comprende todas aquellas cosas que no son Dios, es decir, no puede ser infinito
negativamente, aunque carezca de limites, y es, entonces, infinito privativamente. El universo
es ilimitado, pues no hay algo mayor que ¢l en acto. Este universo precedid a todas las cosas
pues si no hubiera sido de esa forma, cualquier cosa podria estar en cualquicr otra.

Cabe aclarar que el universo que plantea de Cusa no s precisamente infinito. La
infinitud cstd rescrvada para Dios y s6lo para €l Entonces, aunque el mundo 1o ¢s infinito, no
puede concebirse como finito, pues carece de limirtes entre los quc estd comprendido. Por lo
tanto, ef universo no es infinito sino indeterminado. Es precisamente por esta indeterminacién
que la Tierra no puede ser ¢l centro del mundo, ni la esfera de las estrellas fijas, asi como
tampoco cualquier cosa en su circunferencia, aunque la Ticrra parezca estar mds proxima del
centro. De Cusa niega la existencia de algin centro de cualquier cosa en el universo, pues de

existir, significarfa que ¢s equidistante de todos los puntos que estdn sobre Ia circunferencia,

pero la equidad sélo se da en Dios.
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Ya Buridan y Oresme se habian planteado cuestiones concernientes con los limites del
universo y del movimicnto de la Tierra, preguntas reromadas por ¢f mismo Nicolds de Cusa.
Po#criormcntc aparcce cl Sobre las revoluciones de Copérnico donde sc asientan las bases
matemdticas para la teoria heliocénrrica y del movimiento de la Tierra, Sin cmbargo, segin
Gu‘cv-.lm1 “el primer intento por hacer una defensa articulada del modelo copernicano || asi
como la primera incursién para complementarlo y fundamenzarlo, se dio con Giordano Bruno
en La Cena de las Cenizas” {Guevara 1996, pp. 12-13]. Bruno pone especial atencion a los
trabajos de Oresme v de Cusa, retomando ¢l cosmos tndeterminado v Ia pluralidad sin
jerarquias, respectivamente, para llevar al universo a un infinito en acto. En pakbras de
Guevara, para Giordano Bruno el infinito €s ya una necesidad; el sistema propuesto por €l va
no es un simple ajuste de los anteriores. Con el mismo Bruno, ka influencia de Aristoreles
comienza a perder fucrza pues en su wratado Del wniverso infinito v los mundos cita
recurrentemente af mismo, con lo cual, “no cabe duda que el principal punto de oposicidn cnere
Bruno y Aristdreles es el infinito” {Guevara 1996, p. 15}. Bruno va no defiende la idea
aristorélica del universo sin posibilidad alguna de expansién, puesto que va para €l se jusufica
la necesidad del cosmos como un infinito actual.

Cabe destacar que Bruno distingue dos infinitos, a saber, el de Dios quien es todo
infinito, y el del universo que es todo dentro de todo, lo cual conduce a que uno es infinito v
el otro cubre a sus partes en su totalidad. Para €l, lo que no tiene limites ¢s un todo infinito,

micntras que aquello cuyas pares son finitas, pero que en su roralidad forman una infinirud,
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cs un tetalmente infinito. Sin embargo, Dios es el 1inico que puede ser a la vez todo infinito v
toralmente infinite pues no tiene limite alguno v estd en todo ¢l mundo y en cada una de sus
infinitas partes; por otro lado, el universo es infinito en su rotalidad pero no en sus partes.
Es con ellos tres, Nicolds de Cusa, Nicolis Copérnico y Giordano Bruno, que cl
pensarniento aristorélico comienza a perderse como auténtica autoridad cientifica; los sistemas
cosmol6gicos también cambian dejando de lado €l propuesto por Ptolorﬁco. Es asi que el
‘imperio cientifico’ que los griegos habian conformado comienza a derrumbarse. Una de las
grandes revoluciones cientificas comienza a llevarse, por fin, a cabo. Este gran esfucrzo por
dejar en cl pasado tdeas “aficjas’ no s en vano. Todavia falraba quien diera [a Gltima pincelada;

cnronces, ¢s asi como llegamos al gran genio pisano, Galileo Galilei.






Yo soy un hombre sincern,
sin cero y sin infinito.
Joaquin Sabina.

EL INFINITO EN LAS MATEMATICAS GALILEANAS

En una de sus grandcs obras, I Saggiatore, Galileo dice que

la filosofia estd escrita en ese grandisimo Lbro que tenemos abierto ante los ojos, quiero decir, ¢l
universo, pero no se pucde entender si antes no se aprende a entender la fengua, a conocer los
caracteres en los gue estd escrivo. Estd escriro en fengua matemdtica y sus caracteres son tridngulos,
circulos, v otras figuras geométricas, sin las cuales es imposible entender ni una palabra; sin ellos es
€omo girar vanamente ¢n un oscuro laberineo {Galilei 1623, p. 61].

Es claro que la matemdrica es la piedra angular del pensamicnto galileano. No es posible
intentar comprender a fa naturaleza si o se conocen fas matemiticas, puesto que “[...] todas
las leyes de la mecinica tenen sus fundamentos en la geometria” [Galilei 1634, p. 68 [50]],
ademis de que Galileo da por supuesto que “la materia es inalterable; es decir, siempre fa
misma, s evidente que de ella pueden deducirse demostraciones 1o menos qu.c de las puras v
abstracras matemdncas” [Galile: 1634, pp. 69-70 [51]]. Agrega que “[...] en cuanto a la verdad
de la que nos dan conocimiento las demostraciones matemdticas, es la misma que conoce la
sabidurfa divina® [Galilei 1632, p. 93 [129]], poniendo al mismo nivel a fas maremdticas y a

las sagradas escriruras.
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Galileo ya no se preocupa ranto por ¢l aspecto filosofico del infinito. Para él, ¢s una
herramienta mis que un bucn tépico de discusién. Lo utiliza en sus demostraciones sin
preguntarse qué tipo de infinito es. Un buen ¢jempio de esto es que Galileo utiliza planos
infinitos cn su demostracién del movimiento de la Tierra; supone que hay un plano inclinado
y cp[oca una esfera pesada y rambién supone que no hay friccién, de donde se deduce que si ¢l
plano es infinito, entonces ta esfera se moverta infinitamente [ver Galilei 1632, p. 129 [172]].
Sin embargo, dedica muchas pdginas de los Discorss para demostrar un hecho sobresaliente: uma

linea recta estd compuesta de infinitos indivisibles.

2.1 §INFINITO?

“Mucho, poco o nada son la misma parte del infinito {porque para llegar, por ejemplo, a un
nimero infinito tanto da acumular miles de decenas o ceros)” [Galilet 1632, p. 91[1271]].
Agrega que ... una parte del infinito no es mayor que otra st ambas son finitas; como ampoco
puede decirse que el cien mil sea una parte mayor del infinito que el dos, aunque aquel ¢s
cincuenta ol veces mis grand-c que éste”[Galilei 1632, p. 110 [1491]. Es evidente que entiende
lo que implica el infinito pues con cstas afirmaciones, Galileo estd negando claramente la nocién

comun 8 del libro 1 de Euclides: “El todo es mayor que la parte”, o que lo Hevard a concebir
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una definicién de ‘conjunto infinito’ tat como la dio Dedekind' algunos siglos después; mds que
una definicién serd una concepeion de ‘conjunto infinito’ pues en ninguna parte Galileo define
lo que es esto y mucho menos utiliza la palabra conjunto. Por otro lado, sabe que nunca se lliega
al infinito pues da lo mismo sumarle a algin nimero cualquier cantidad y, no obstante,
parcceria ser que esta afirmacién indica el cardcter que al infinito da Galileo; pareceria preferir
al infinito potencial.

Pero éste no serd el tono de la discusidn en general. En ocasiones utilizard al infinito en
sus demostraciones, mientras que en otras simplemente sc referird a él como una propiedad de
los ‘objetos” matemiticos. En un cierto pasaje, Salviati dice que es mds ficil encontrar en la
naturaleza dos cuerpos que sc toguen en un solo punto a orros que se toquen €n una parte de
su superficie, pues para que sucediera lo contrario, se requeriria que uno de los cuerpos fuera
convexo y el otro concavo; pero dice que es mds dificil que se den estas condiciones por ‘su
absoluta determinacion’, mientras que en las otras es mis ficil que si lo hagan debido a que por
“su amplia indeterminacién son infinitas” {Galilei 1632, p. 181 [234]; ver ademds pp. 177-181
{230-235]. En otro pasaje, Salviadi dice: ... en la aprensién'de los nimeros, cuando se empieza

a pasar los miles de millones ta imaginacidn se confunde y no puede ya formar concepto alguno,

I Se dice que un sistema § es infinito cuando es similar 2 una parte propia de él mismo; en caso con-
trario, se dice que 5 ¢5 un sistema finits” [Dedekind 1887, p. 63].

? En esta tesis no discutiremos el cardeter ontolégico de las matemdticas de Galileo.
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as{ sucede también en la aprensién de tamanos v distancias inmensas” [Galile 1632, p. 319

H

[394]).

2.2 EXTENSIONES CONTINUAS

Galileo necesita demostrar la existencia del vacfo para su teoria de la cohesion de los marcriales.
Entonces, primero demuestra la existencia de un gran vacio, después lo conviertc en vacios muy
pequeiios, posteriormente les atribuye las cualidades de un pegamento para que scan las
responsables de mantener unidas fas particulas Gltimas de la mareria que forman un cucrpo, v,
por tiktimo, sugiere que ¢l nimero de vacios es infinito.

Demostrard entonces que una linea finita consiste de un nimero nfinito de puneos
alternados con un niimero infinito de vacios, lo cual demostrard a su vez, por analogia, que
cualquier cuerpo finito consiste en un nimero infinito de dtomos unidos por un niumero
infinito de vacios. Demostrar esto también lo Uevard a resolver dos problemas fisicos, a saber,

el problema de la cohesién y cdmo se lleva a cabo la expansion y contraccién de los meeales.
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2.2.1 EL PROBLEMA DE LOS POLIGONOS CONCENTRICOS.

Un problema interesante cs ¢l de los circulos concéntricos. Primero, se proponc un problema
que tene que ver con un par de poligonos concéntricos, el cual, postcriotmente, se generaliza
a circulos concéntricos, donde, un circulo se considera como un poligono con un nimero
infinito de lados. La razén por la cual se analiza inicialmente ¢l caso de los poligonos con un

" namero finiro de lados ¢s que si es entendible para ¢l intelecto humano, no asi el caso de los
circulos.

“... veamos si hay alg¥in medio de demostrar que en una extensién continua finira seria
posible cncontrar infinitos vacios” {Galilei 1634, p. 93 [68]], vacios wales como los que
manticnen unidas 2 las partes del metal. Este es uno de los problemas centrales a tratar por
Galileo en los Discorsi, y cuya solucién lleva a resolver el problema de las Cuestiones mecinicas

dc Anistoreles.

Figura 2: los hexdgonos concéntricos.

Supongase que se tiene un poligono equilitero y equidngulo con un nimero arbitrario

de lados con centro en G; en este caso sc considera a un hexigono. Dado un hexigono
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ABCDEF (ver figura 2) s¢ traza un hexdgono HIKLMN menor con el mismo centro.
Prolénguese indefinidamente AB en direccidn de S y en ¢sa misma direccién prolonguese HI
siguiendo la linca HT, paralela a AS. Desde el centro G se traza GV paralela a las dos
anteriores. Sc rota el hexdgono mayor, arrastrando al menor, sobre AS, dejando al punto B fijo.
El punto C describird un arco CQ de modo tai que BC se convierte en BQ. El punto I se eleva
por encima de IT, ya que IB es oblicua a AS y ese mismo punto estard en [a paralela IT cuando
C coincida con Q, y entonces [ coincidird con O describiendo el arco 10 y el lado IK serd OP.
El centro G recorre el arco GC coincidiendo, después de la roracidn, en cl punto C.
Resumiendo: BC estd ahora en BQ, IK en OP y G en C. Haciendo una segunda roracién
dejando fijo al punto Q, ¢l lado DC se moveri hasta QX, KL hasta YZ (describiendo el arco
PY) v G se moveri hasta R describiendo el arco CR. Después de un giro completo, el hexigono
habri recorrido continuamente seis lineas iguales a su perimetro sobre AS. El hexdgono menor
habrd recorrido rambién seis lineas iguales 1 su perimetro, sobre HT, pero de manera
discontinua, debido a la interposicion de cinco arcos no wocados por el poligono, mientras que
el centro G tocard a la linea GV tnicamente en seis puntos. El espacio recorrido por el poligono
menor ¢s casi igual al recorrido por el mayor exceptuando un arco. Este argumento cs
extendible a cualquier poligono con un nimero arbitrario de lados con las dnicas condiciones
de que sean semejantes, concéntricos y que a revolucion del mayor arrastre al menor; entonces
las lineas que recorren son aproximadamente iguales si se incluyen los intervalos que

corresponden a los arcos que nunca tocan al poligono. En el mismo tiempo, un poligono de
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» lados menor a otro recorrerd una linea aproximadamente iguat a la descrita por el mayor, pero
discontinua y compuesta por # segmentos, iguales a sus » lados v 1 €spacios vacios.
Pasa ahora a la generalizacién de este problema, que es el importante: ¢l de los circulos

CoOncéntricos.

2.2.2 EL PROBLEMA DE LOS CIRCULOS CONCENTRICOS.

/
8 _~

' I

Figura 3: los circulos concéntricos

Pero 10 sucede lo mismo con el caso de dos circunferencias concéntricas con centro en
A (ver figura 3). A partir de los puntos C v B, se trazan tangentes CE y BF paralelas entre si
¥ a AD, trazada desde el centro A. Si sc gira el circulo mayor sobre BE, éste recorrerd
totalmente a esa linea (considcrando que BF es igual al perimetro de fa circunferencia), mientras
que el circulo menor recorreré totalmente a CE y el centro A recorrerd totalmente 2 AD. La
diferencia con el problema anterior es que la circunferencia del menor no sc separard nunca de
CE.

Salviati pregunta que c6mo es posible que la linea deserita por los contacros de la

circunferencia menor sea mayor que su circunferencia. Sagredo dice que, en el caso del centro,
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éste se desliza y, que de algiin modo similar, en el caso de la circunferencia CE, algunos puntos
también se deslizan por partes miniisculas de CE. Salviati dice que no cs posible pues no hay
razon alguna para que algunos puntos se deslicen y otros no. “Y si esto sucedicra, al ser infinitos
los contactos (ya que son puntos) los deslizamientos sobre CE serian infinitos; y al ser de
alguna extension [guans] formarian todos juntos una linea infinita. Pero CE ¢s finita” [Galilei
1634, p. 97 [71}].

Solis [ver Galilei 1634, p. 97, n. 18] dice que Galileo usa los argumentos de Zenon,
pues las magnirudes continuas susceptibles de unz divisién al infinito exigen estar compuestas
de un niimero infinito de parics; si estas partes son extensas, cnronces la magnitud roral serd
infinira, pues una suma de sumandos positivos produce una cantidad infinira, que es la base de
la paradoja de Aquiles y la tortuga. Por otro fado, ¢ya era obvio que el niimero de puntos de
una circunferencia cs igual al ndmero de puntos de una linea? En principio esto no ticne porque
ser obvio, pues Cantor es quicn demuestra que el mimero de punt‘os cn uma recra ¢s igual al
nimero de puntos que hay en un plano. Sin embargo, Galileo convierte una linea recra en un
circulo [ver seccidn 2.4], donde el niimero de puntos no se aleera.

Orra razdn para que no sea posible que los puntos de la circunferencia se deslicen, ¢s que
cuando cambia el circulo grande continuamente de punto de conracro en su revolucidn, el
circulo pequeiio también lo hace. Galileo dice que no se puede trazar una recta hasea cl centro

A, que pasc por C si no es desde ¢l punto B, de tal modo que cambiando la circunferencia
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grande su punto de co-ntacto, lo cambia también la pequeiia y ningdn punto de la pequeia
pucde tocar en mis de un punto de la recea CE.

Salviati resume ¢l punto diciendo que en el caso de los poligonos, ¢l espacio recorrido
por ¢l grande, que ¢s igual en longitud a los lados acomodados en una linea conrinuamente,
es igual al espacio recorrido por el chico con sus tantos lados mds rantos espacios vaclos como
lados. En ¢l caso de los circulos,* 1a linea recorrida por los infiniros tados del circulo grande,
colocados uno tras otro es igual en longitud 2 fa linca recorrida por los infinitos lados del
circulo menor, pero con la interposicion de entre ellos de orros rantos cspacios vacios. Y ¢l
nimero de lados no es finito, sino mds bien infinito, ademids de que el nimero de vacios
interpucstos tampoco ¢s finito, sino infinito; los lados vicnen a ser infinitos puntos.

Sin embargo, en este par de problemas se mancja intrinsecamente la continuidad. ¢Por
qué la linea es continua después del movimiento? Si esa linea descrita es continua, entonces los
segmentos son continuos, pero, cudl es la definicién galileana de continuidad. Al ser este un
CONCEpro importantisimo, s torna necesaria una definicién, pucsto que no es demasiado claro
st los puntos en una linca son continuos o son contguos. Quan plantea que Galileo tienc errores
en su argumentacién, pero los que él sefiala son incorrectos®, Cierramente hay una dificulrad
con la continuidad, pero en lo que falla Quan es que estd considerando a un conjunto de puntos

como constituyentes dc una circunferencia de un circulo v no al circulo como una magnitud

? “...que son poligonos de lados infinitos” [Galilei 1634, p. 98 [71]].

! Ver Quan, 1970, p. 135.
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continua. Un problema que ni Galileo ni Quan pudieron resolver es que hay tantos puntos en
una ctircunferencia de radio » como en otra circunferencia de radio . Asi, Galileo no hubiera

tenido problemas con los vacios interpuestos, ni Quan con sus objeciones al argumento.
Salviari dice:

[.--] si reducimos y dividimos una linea en partes extensas {guanre] y, por tanto numerables® es
imposible colocar tales pares en una longimd mayor que o que ocupaban cuando estaban
conjuntamente dispuestas, una tras otra, sin inrerponer entre ellas rantos espacios vacios. Pero si nos
imaginamos una linea reducida a partes inextensas [mon guanse), es decir, a la infinitud de sus
indivisibles, podemos concebirla como inmensamente extendida, sin la interposicién de espacios
extensos [guanti], pero si con la de infinitos indivisibles vacios. Y esto que hemos dicho de las
simples lineas debe extenderse también a las superficies v a los cucrpos sélidos, considerindolos
compuestos de infinitos ¢ inextensos [non guanti] dtomos. Si quisiéramos dividirlos en partes
extensas [guante] no hay duda alguna de que ne podriamos extenderlas en espacios que fuesen mis |
amplios que los ocupados en un principio por estos mismos s6lidos, 1 no ser que interpusiésemos
espacios vacios extensos [guanti] -vacios, digo, al menos de la materia def sélido-. Pero si lo que
intentamos es la mis profunda y dltima divisién de estos cuerpos en sus primeros componentes
inextensos [non guant] e infinitos, podremos concebir tales componentes desplegados en un espacio

inmenso sin la interposicidn de espacios vacios incxtensos (nen quanti] [Galilei 1634, p. 100{72].

3 Solis dice que el término grants tiene ¢l seatido de una maguitud extensa y medible, o bien el de un
conjunto de elementos discretos susceptibles de ser contados. Por ranto, para Galileo las magnirudes guante
son finitas. Frente a las partes non quante (inextensas, indivisibles) y primeras componentes de las magnitudes,
Galileo exige que las partes resultantes de la divisién de una magnitud finita en un nimero finito de partes ali-
cuOtas sean £X1ensas para asi no caer en paradojas.
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Hasra aqui, Galileo ha demostrado un hecho importante deducido a partir de uma sucesion de
idcas. Primero demostré que un punto cs iguat a la linea AD, que estd compuesta de una
infinidad de puntos. Después, que la linea CE es igual 2 una infinidad de puntos méds una
infinidad de vacios. Como las lineas AD, CE y BF son iguales, entonces un punto ¢s igual a una
infinidad de puntos, que son iguales a una infinidad de puntos mus una infinidad de vacios. Por
lo tanto, cualquier linca cs igual a una infinidad de puntos.

Simplicio objera diciendo que a partir de que las circunferencias de los dos circulos son
iguales a las dos rectas CE (tomada con la interposicicn de infinitos puntos vacios), BF (tomada
conunuamente), la recta AD, descrita por el centro que es un solo punto, surge la pregunta de
como puede ser que AD es igual a ese punto Unico, si contiene infinitos. Agrega que ¢l que la
linca csté compuesta de puntos, lo divisible de indivisibles, lo extenso de lo inextenso, asi como
el admiurc el vacio son problemas dificiles de solucionar, a lo cual, Salviati responde que: “cstas
dificultades, en efecto, existen. Asi como muchas otras. Pero no olvidemos que estamos cn
medio dec los infinitos y los indivisibles, aquéllos incomprensibles para nuestro finito
entendimiento debido a su grandeza, y éstos, a causa de su pequeiiez” [Galilei 1634, p. 101
(73],

Galileo responderi a estas dificultades, pero se deja esta discusién para mids adelanee,
pues se considera relevante en la conexidn con Nicolds de Cusa, y mids atin con la transicion de
lo finito a lo infinito. Sin embargo, lo que podemos decir es que la conclusion de Galileo es

correcta, pues efecuvamente una linea es igual 2 una infinidad de puntos, pero el problema es
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quc un punto no es igual 2 una linea. No puede establecerse una correspondencia uno a uno

cntre una linca y un punto.

2.3 EXTENSIONES CONTINUAS DIVISIBLES.

En este momento se va a discudir fa dificultad de componer una linea extensa y divisible en
puntos inextensos ¢ indivisibles. Salviati reitera que el infinito por si solo, asi como los
indivisibles, excede nuestra capacidad de comprensién. Dice que si se quiete “componer una
linca de indivisibles, hay que tomar un ntiimero infinito de cllos, por lo que conviene tomar cn
consideracion al mismo tiempo lo finito y lo indivisible” [Galilei 1634, p. 106 [77]]. Continta
diciendo que
una de las primeras objeciones que se suclen adelangar contra aquellos que componen las magnitudes
continuas de partes indivisibles suele ser la de que un indivisible afiadido a ortro indivisible no
produce otra cosa divisible, ya que, si asi fuese, se seguiria que el indivisible habria de ser, sin
embargo, divisible. Y es que si dos indivisibles, como es el caso, por ¢jemplo, de dos puntos, al
unirse construyeran una magnitud extensa [guantita] como es la linea divisible, con mucha mids
razén scrian rales lincas compuestas de tres, cinco, siecte o de cualquier oo nimero impar de
elementos. Tales lineas, siendo susceptibles de ser cortadas en dos partes iguales, darfan por resultado

que ¢l indivisible situado en ¢l medio podria ser corrado en dos. En esta y en otras objeciones

parecidas se puede dar sadsfaccidn a {os que las ponen diciéndoles que no sélo dos indivisibles, sino
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ni siguicea diez, cien o mil podrian coniponer jamids uta magnitud divisible v extensa [quranta |, sino
que se necesitarian infinitos [Galilei 1634, p. 107 [77]].

Simplicio dicc ahora que “... pueden darse lineas, una de las cuales es mavor guc la otra,
teniendo ambas infinitos puntos, hay que confesar que existe, en magnitudes de la misma
especie’, una cosa mids grande que cl infinito, puesto que la infinitud de los puntos de la linca
mayor excederd a la infinitud de los puntos de la menor [...] que s¢ d¢ un infinito mids grande
que ¢l infinito, me parece algo totalimente absurdo” [Galilei 1634, p. 108 [77]]. La solucién
a este problema sc da mids adelante, con su paradoja de los cuadrados y las raices [ver seccidn
2.6).

Este es un problema que Cantor resolveri hasta finales del siglo XIX. Ahora es obvio que
hay un infinito mayor que otro infinito, aunque hay una objecién dificil de pasar por alto: si
¢l infinito es Gnico, v ambas lineas ticnen una infinidad de puntos, por qué no llegar a la
conclusion de que tienen el mismo ntimero de puntos. Evidentemente las matemdticas
EXISLCOLES €N €SC MOMENto No permitian resolver este problema, pere la dificulrad radica en que

Galilco no cuestiona su propia logica.

$Es decir, homogéneas.
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2.4 COMPOSICION DE UNA LINEA EN INDIVISIBLES

Salviati dice ahora que
admitiendo que una linea, como toda magnitud continua {confinuo), sea divisible en partes siempre
divisibles, na veo cémo pueda dejar de reconocer que estd compuesta de infinitos indivisibles, va que
una divisién y una subdivisién gue se pueda proseguir sicmpre supone que las partes sean infinitas,
pues de otro modo la sutdivisién tendria un limite. Que las partes sean infinitas trae como
consecuencia que no son cxtensas [guante] ya yue infinicas parees exeensas {guanti infiniti] forman
una extension infinica {estensione infinita]. Asi, pues, llegamos a la conclusién de que las magnirades
continuas {eontinuo] estin compuestas de infinitos indivisibles [Galilei 1634, p. 111 [80]).
Simplicio dice que si “podemos proseguir indefinidamente fa divisién en partes extensas
[guante), iqué necesidad tenemos de introducir, a tal respecto, las inextensas {son guante]?”
{Galilei 1634, p. 111 [80]}, a los que Sabviati responde que ¢l “poder proscguir perpetuamente
la divisién en partes extensas [quante] implica la necesidad de composicion de infinicas partes
inextensas {non quans]” {Galilei 1634, p. 111 [80]]. Pregunta también si las partes cxtensas ¢n
una magnitud continua son finitas o infinitas. Simplicio responde diciendo que son “finitas ¢
infinitas. Infinitas en porencia y finitas en acto. Infinitas en potencia: ¢s decir, antes de la
divisién. Pero finitas en acto: después de la divisién” {Galilei 1634, pp. 111-112 [80]). Pero
que estdn en acto s6lo después de la divisidn y, que si no es asi, entonces estin en potencia.
Dice Solis [Galilei 1634, p. 111, n. 28] que para que un segmento csté en acto se deben

actualizar sus dos puntos extremos, deteniéndose en ellos y convertiéndolos en los términos del



EL INFINITO EN LAS MATEMATICAS GALILEANAS 37

movimiento. Es debido a esto que una linea no puede tener infinitos puntos cn acte, pues cllo
tmplicaria un nimero infinito de derenciones, de movimientos, las cuales necesitan wn cierto
tiempo -no hay movimientos a velocidad infinita- por lo cual es imposible que csto se lleve a
cabo. Pero puede contenerlos en posencin, va que se supone que siempre ¢s posible derencrse
N un punto y actualizarlo. No obstante, se verd que en el caso del movimiento uniforme, hay
tna idendficacién entre los grados de velocidad v de fentirud, con los puntos de una linea, por
lo que ahi si hay un infinito actual, pues el mévil recorte todos los puntos de iz linea.

Salviadi pone un ejemplo de una linca con veinee unidades de longitud, aclarando que
NO €5 Cierto que tenga veinte lineas unitarias, cada una en acto, sino hasta despuds de la division;
hasta cse momento Gnicamente las tiene en porencia. Una vez que se realiza fa division, el
tamano, sin embargo, no cambia. Entonces,

las partes extensas [quante] del continuo, estén en acto o en potencia, no hacen su magnind ni mis
grande ni mds pequena. Ahora bicn, cs evidente que las pares extensas [quante] comenidas
acruaimente en su todo, si son infinitas, hacen a éste de infinito tmado. Asi QUE PATTES CXICISAS
[quanze], aunque sélo sean infinitas en porencia, sélo pueden estar contenidas en una magnitued
infinira. Por tunto, en la lines finita en magnirud no pueden contenerse paries extensas [granse]
infinitas ni en acto i en potencia (Galilei 1634, p. 112 {80-81]].

Sagredo pregunta que como es posible que las magnitudes continuas puedan dividirse

indefinidamente en partes divisibles. Salviati responde que las partes extensas de las magnitudes

continuas finitas no son ni finitas ni infinitas, sino un término medio: las que corresponden a

un nimero dado, hablando, eso si, de cantidades discrewas. Pero es necesario que las partes
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extensas no estén comprendicas dentro de un miimero limitado, es decir, finito, pues si fuera
de cse modo, no corresponderfan a un nidmcero superior. Tampoco ¢s necesario que scan
infinitas pues ningln mimero dererminado ¢s finito. Se puede asignar entonces a una linea de
cualquier longitud, una division en fas partes que se quiera, pero no en un nimero infinito, os
decir, se puede considerar que una magnirud continua contenga tantas partes COMO ¢ quicra,
va §€a en acto 0 en potencia, pero una linca de una dererminada longirud ticne a su vez otras
lincas considerando otra unidad, del mismo modo que la linea contene w ntimero infinito de
puuntos.

Surge algo muy interesante. A Galileo no le interesa si la infinidad de partes de una fiea
es actual o potencial. Eso va no tiene relevancia alguna para su trabajo. Lo que si es realmente
imporrante ¢s el nimero de partes de la linca, que cs infinito.

Simplicio dice que no cree que una divisién de una linea en infinitos puntos sca algo
realizable, pues s una de esas potencias que nunca llega a actualizarse. Salviat responde
diciendo que aunque sc ocupe una gran cantidad de tiempo no implica que sca imposible;
incluso si la division que se quicre realizar conlleva un mimero grande de partes, también sera
dificil. Agrega que los mérodos para reducir una linea en un ndmero finto de partes, no
funcionan si se quicre dividir en un mimero infinito de partes; nunca llegard al infinito smo que
se alejard.

Se demostrard entonces, gue descomponer una linea en sus infinitos puntos es posible,

ademis de que no ¢s mds dificil que hacerlo en sus partes extensas. Se l¢ pregunta a Simplicio
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si cree que al tomar un punto sobre um linea y a esta linca se le ‘dobla’ en ese punto formando
wn dngulo, cntonces las divisiones estedn suficientemente separadas v acrualizadas, a lo gue
responde afirmanvamente. Entonces Salviati dice que si ésta es una alteracion como para poner
en acto 2 los puntos que estaban en la linca en forma potencial, como en el caso de un cuadrado
0 hexdgono, por qué no construir un potigono de lados infinitos, es decir, conseruyendo wm
circunferencia se actualizan rodos los puntos que antes eran potenciales estando en la linea recta.
Si sc toma un poligono con un niumero finito de tados, éste tocard a una linea recra por uno
solo de sus lados, micneras que ka circunferencia, “que es un poligono de infinicos lados, toca
la misma recea con uno de sus lados, que es un solo punto, diferente de cualquier otro punto
colageral’, distinto v separado, por tanto, como lo estd el lado de un poligono del resto de sus
lados advacenees. Y asi como ¢l poligono, rotando sobre un plano, traza con el conracro
sucesivo de sus lados una linca recea igual a su perimetro, asi también ¢t cireulo, girando sobrc
un tal plano, describe con la infinitud de sus sucesivos contactos, una linca recea igual a su

circunterencia” [Galilei 1634, p. 129 [92]].

7 Seguramente esti considerando al circulo como una magnirud continua, por lo que pucde lamar a
los puntos colarernles.
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2.4.1 “EL ARTIFICIO™.

Salviaui dice que esti de acucrdo con los peripatéticos de que las magnitudes continuas son
divisibles cn partes divisibles v nunca se llegard al final, siendo la dltima aquella que
descompone las magnitudes continuas en infinitos indivisibles, pero que ¢l propone un mérodo
pata “disunguir y descompencr de un solo golpe ¢sta composicion de las magnitudes continuas
en dtomos absolutamente indivisibles” [Galilei 1634, p. 130 {93]}. Remarca que este proceso
llevard a comprender mejor la cohesidn de las partes de los solidos v para entender la
rarefaccion, para no caer en el inconveniente de admitir el vacio, v la condensacidn para no caer
en la pencerabilidad de los cuerpos; dice que estos problemas pueden evirarse si se admite la
composicién a base de indivisibles,

Surge aqui un punto sumamecnte importante, v ¢s que Galilco esta aceprando
explicitamente la existencia de un infimto actual, puesto que para poder ‘distinguir y

descomponer de un solo golpe la infinitud’ necesita que estén todos a la vez.
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Figura 4: hexdgonos
concéntricos.
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Se acude de nueva cuenra a los dos circulos concéntricos y de distintos ramaiios. Se
demostrard que ¢n el caso de la rarefraccion, cuando ¢l circulo mayor arrastra 2l menor, éste
describe una linea mayor que su circunferencia; en el caso de I condensacidn, si ¢l circulo
menor ¢s ¢l que gira, al arrastrar al mayor, éste describird una linea menor que su
circunferencia. Primero se considera el caso de los poligonos (ver figura 4). Considérense los
hexdgonos ABC y HIK y las lineas paralelas HIK y Abc. Sise deja fijo ¢l punto T del hexdgono
menor y sc hace girar hasta que IK caiga sobre la paralch, el punto K describird un arco KM
y ¢l lado IK coincidird con IM. IB describiri el arco Bb bajo la paralela cA para que cuando KI
coincida con MI, BC coincidird con be, avanzando una extension igual a B¢ y yendo hacia atris
en uma extension igual a la cuerda que subtiende el arco Bb, superponiéndose a la linca BA. Si
el movimiento de rotacién prosigue, el hexigono menor recorrerd una linea igual a su
perimetro, mientras que ¢l mayor recorrerd una linea menor a su perimetro, a saber, h
diferencia entre su perimetro y #-1 veces la distancia Bb. Las dos lineas serdn aproximadamente
iguales, siendo la descrita por el grande mayor por un segmento igual a Bb. La razén de esto
es que los lados del mayor se van superponiendo. El caso de los
circulos es distinto (ver figura 5), pues el punto de rangencia del
circulo menor no permanecerd fijo y el punto de tangencia del

mayor no s¢ moverd hacia atris, sobre la paralela. Por un Figura 5: circulos

. concéntricos.
razonamiento andlogo, los lados del poligono estin

determinados por su niimero y en el caso de la crcunferencia, €stos serdn infinitos. Los lados
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del poligono son extensos y divisibles, micntras que los de la circunferencia son inextensos e
indivisibles. Los vértices del poligono permanecen un cierto tiempo fijos durante la revolucion,
que va a ser equivalente al de la revolucién entera dividida por el nimero de lados del poligono;
las detenciones de los infinitos vértices de Ja circunferencia son instantineas, ya que cada parte
¢s un instante de un tiempo extenso, como es el caso de un punto de wna linea, que a su vez
conticne infinitos. Lo que retrocede el poligono mayor ¢s igual a la diferencia entre ¢l lado
mayor y ¢l menor, mientras que en el caso de los circulos, el punto o lado del mayor, durante
¢l reposo instantineo del vértice del menor, va hacia atrds una longitud que es igual a lo que

excede al lade B, ganando una longitud igual a este mismo tado B. Es decir,
los lados infinitamente numerosos e indivisibles del circulo mayor, con sus infinitos ¢ indivisibles
retrocesos, efectuados durante los infinitamente numerosos instantes de reposo de los extremos
infinitamente numerosos del circulo menor, componen y describen una linea que es igual a la descrita
por el circudo menor. Esta contiene en s misma superposiciones infinitas inextensas [ron guante],
las cuales producen una conmraccién y una condensacién de las partes extensas {greanze] sin que haya
entre ellas penerracion alguna, cosa que serfa imposible en una linea dividida en partes extensas
[quanie], como es ¢f caso de cualquier poligono imaginable, el cual, si lo desarrollamos hasta
convertirlo en una linea recta, no habria forma de acortarlo a no ser que superpusiéramos v

compencrisemos sucesivamente sus lados [Galilei 1634, pp. 133-134 [95-96]).
Dice que esta condensacién de partes no extensas aunque infinitas y sin penetracion de
partes extensas as{ como la distension de los infinitos indivisibles dan cuenta de fa condensacion

y dc la rarefacctdn de los cuerpos sin necesidad de incluir la penetracién de los cuerpos ni la
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mterposicion de espacios extensos vacios. Renwarca que “nos encontramos cntre los infinitos v

los indivisibles” [Galilei 1634, p. 134 [96]].

2.5 EL PASO DE LO FINITO A LO INFINTTO Y LA CONEXION CON NICOLAS

DE CUSA,

La argumentacidn v la terminologia de Galileo recuerdan a Nicolds de Cusa, mungue, scglin
Knobloch,® la conexién Vcn cuanto 2 la terminologia no s¢ ha investigado. En su trabajo de la
Docta [gnorantia, De Cusa recomienda “la ascensién del tridngulo con magnirud al ridngulo
que no tiene magnitud” [De Cusa 1440, p. 50] para entender la proposicion de que una linea
mfinita ¢s un tridngulo: si se supone que los dngulos de fa base de un tridngulo extenso son
ambos de cero grados, ¢l tridngulo degenera en una linea: “Por cllo, con esta posicion, que ¢s
imposible en los tridngulos con magnitud [refiriéndosc a que cl dngulo opuesto a la base viene
a ser de 180 grados), podetnos ayudarnos para elevarse a los que no tienen magnitudes, en los
cuales aparece absoluramente necesario lo que cs imposible en los que tienen magnitud™ {De
Cusa 1440, p. 51). En Sobre las conjeturas cxplicitamente dice que la coincidencia de los

contrarios -de extensos y no extensos, de rectas y curveadas, de una linea y triingulo- no pueden

¥ Vedse Knobloch 1996, p. 4.
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ser alcanzados en matemdtcas. Por esto estas pruebas son las mds razonables y las mas

verdaderas de acuerdo a fa razén.

Figura 6: cantidad finita/cantidad
infinita.

Satviati propone una explicacion del por qué una cantdad fimira no puede convertirse
en uma canidad infinita. Esta misma discusién se encuentra en De Cusa, pues la conclusién
galileana es que una cirunferencia de radio infinito se idcntiﬁca con una linea recta. Tracese una
linea recra AB {ver figura 6) de cualquicr longiwud vy tdmese un punto C que la divida en partes
désiguales. Si se trazan recras a partir de A y de B de tal forma que mantengan entre si las
mismas proporciones que existen entre AC y BC, estas rectas s cortardn ¢n un punto y estos
puntos caerdn en una circunferencia. Las recras AL y BL guardan entre si las mismas
proporciones que AC y BC y ambas concurren en L. Dl mismo modo sucede con las recras AK
v BK, asi como Al Bl, AH, HB, AG, GB, AF, FB, AE, EB. Todos los puntos L, K, I, H, G,
F, E cstin todos sobre uma misma circunferencia. Es dear, si el punte C se desplaza
continuamente con las condiciones arriba dadas, describird una circunferencia. El circulo serd

siempre mayor ¢ infinitamente mayor a medida que C se acerque al punto O, que es ¢l punto
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medio entre Ay B, y serdn menores si C se desplaza hacia B. De este modo sc pueden generar
circunferencias del amafio que se quiera. Si el punto O es el que se mucve guardando siempre
la misma proporcién entre AO y OB, también O describe una circunferencia, pero que serd la
mayor de todas; describird una circunferencia infinica. Pero rambién se describe una linea recta
perpendicular a AB prolongada hasta ef infinito pero nunca regresard al punto de partida, por
ser infinita, tal como ocurre en cl caso de un punto entre O y B. La engendrada por un punto
C vaa tener un movimiento finito pues primero forma el semicirculo CHE para posteriormente
describir al inferior EMC, concluyendo en el punto C v reunicndo a los dos términos exeremos.
Pero el punto O, cuando se pone en movimicnto para describir un circulo, como todos los
puntos de AB, no volverd a su punto de partida, por lo que describird una recta infinita a modo

de circunferencia infinita.’

Esta discusién surgié por et problema de qué pasarfa con las observaciones de una
estrella por medio de un cuadrante posicionado en un .barco, s una vez que se ticne ajustado
¢l cuadrante, si se mueve no se puede decir que fa estrella se ha elevado, pues la modificacion
se le hizo al instrumento y no en ¢l observador. Sagredo pregunta despuds que qué pasaria si
recorre la supcrﬁcie de la Tierra, qué si habria cambio alguno siempre que el observador no

modificara la inclinacién del cuadrante, a lo que Simplicio responde que si cambiaria la

inclinacién al ser la trayectoria sobre una circunferencia y no un plano. Sagredo estd de acuerdo

% Esta es una discusién prometida en cf Dialgge al respecto de que una linea infinita y una
arcunferencia infinita coinciden.
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y agrega que “[..:} cuanto mayor fuese el circulo [...] rantas mds millas habria que caminar para
hacer que la estrelia se os elevase ¢l grade de mds y que, finalmente, cuando ¢l movimiento
hacia la estrella fuese en linea recta, habria que moverse ain mis sobre la circunferencia de
cualquier circulo grandisimo” [Galilei 1632, pp. 326-327 {404}]. Salviar interviene diciendo,
que “si, porque al final la circunferencia dei circule infinito y una linca recta son lo mismo”
[Galilet 1632, p. 327 [404]]. Sc deja esta discusién sin terminar pero con ta promesa de
reromarfa posteriormente.

La diferencia entre un circulo finito y otro infinito s que éste tilamo cambia su esencia
perdiendo totalmente su ser y su poder scr, pucs un circulo infinito no puede comprenderse.
De esto se sigue que mmpoco pueden existir esferas infinitas ni ningtin otro cuerpo o superficic
con forma infinita. La transicién de lo finito a lo infinito no puede darse paso a paso por
divisiones continuas de divisibles; pero “esta transicion, conduce a una nueva drea hasta
entonces cerrada para las nmn:manc:;s, donde las relaciones persistentes v las reglas pierden su
valid;:z, y lo que es peor, su aplicabilidad” [Knobloch 1996, p. 5] También la transicion tiene
qué ver con la meramorfosis y una alteracién y cambio de caricter. Entonces las nociones de
finito, divisible y dc extenso, se convierren por medio de negaciones légicas en infinito,
indivisible y no extenso, respectivamente. Sagredo dice que

{...] o infinito, buscado catre los nimeros, parece que va a acabar en b1 unidad; de los indivisibles

nace lo divisible sin fin; ¢l vacio parece que no reside en paree alguna, a no ser indisolublemente

ligado a lo pkeno. Y, enn suma, se modifica la namuraleza de las cosas que normalmente entendemos,
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de ral modo, que hasta la circunferencia de un circulo se convierte en uma linea recra infinita [Galilei

1634, p. 125 [89]].

Figura 7.

Se va a demostrar que la circunferencia de un circulo se convierte en una linea recta
nfinita. Se demostrari que, dada una linea recta (ver figura 7), dividida seglin la proporcidn
que sc quicra en partes desiguales, describird un circulo tal que, trazando dos lineas rectas desde
los extremos de la linea dada a cualquicr punto de la circunferencia, mantengan la misma
proporcidn que tienen entre ellas las partes de la linea propuesm; siendo homodlogas las lincas
que partan de los mismos extremos. Es decir, se demostrarin dos cosas: i) Que rodos los

puntos que cumplen con esa retacién estin sobre una circunferencia y ii) que todos los puntos

que estdn sobre la circunferencia son los tnicos que cumplen esa relacion (ver apéndice).
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Salviati demostrard que una linea es igual a un punto demostrando que dos cuerpos
iguales que tengan por base a dos superficies también iguales, pueden dismunuir continua,
uniforme, y simuleineamente, dejando restos iguales entre si para llegar a que uno de ellos,
junto con una de las supetficies, se reduzca a una linea muy larga, s, a una infinidad de puntos,
mientras que el otro sélido, junto con su respectiva superficie, se reducird a un solo punto. La
demostracion de este hecho es geomérrica (ver figura 8). Se toma un semicirculo AFB con
centro en C inscrito en un paralelogramo recrangular ADEB y desde €l centro s trazan recas
DC y CE a los puntos D v E, respectivamente, asi como el semididmetro CF, perpendicular a
AB y a DE. Dejando fijo al semididmetro, se rota la figura, donde el rectingulo describe un
cilindro, €l scmicirculo AFB describe una semiesfera y el tridngulo CDE describe un cono. S¢
retira la semiesfera dejando ¢l cono vy lo que queda del cilindro,'® lamando a esta parte escuditla.
Demostrari que la escudilla y el cono son iguales. Se toma un plano paralclo at circulo' que
constituye la base de la escudilla, cuyo didmetro es DE y el centro es F, sc demostrard que tal

plano pasando por GN, que corta a la escudilla en los puntos G, I, O, N y al cono ¢n los puntos

0 Al parecer, tanto ¢l cilindro, €f cono y la semiesfera se estin tomando como sélidos.

' Es decir, un plano paralelo al plano tangente a la base de la escudilla.
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H, L, cortard uma parte del cono CHL, que es igual a ta parte de fa escudilla cuyo perfil lo
represengan los tridngulos GAI, BON." Se demostrard rambicén que ¢l circulo HL, base del
cono CHL, cs iguat a la superficie circular que sirve de base a aquella parte de la escudilla, v que
¢s um rueda cuya anchura es GL. El problema es que para cualquier plano paralelo al plano
rangente a la escudilla, serd igual 2 esa rueda. Entonces, si se supone que el plano sccanee sc
acerca a AB, las partes cortadas de los sélidos son siempre iguales, asi como los son las
superficics que les sirven de base. En el punto limite, una de las parejas termina en um
circunferencia {cl borde de la escudilla] y la otra en un solo punto [el véruce del cono). A
medida que disminuyen los sélidos, que sicmpre son iguales entre si, los resultados finales serdn
iguales, sin que sca ¢l uno infinitamente mayor que cl oto. Parece entonces, que la
arcunferencia de un circulo inmenso puede considerarse un solo punto, ademids de que esto se
puede generalizar a superficies. Por lo tanto, se puede decir que todas las circunferencias de los
circulos, por muy desiguales que sean, pueden considerarse iguales entre si, siendo cada una de
ellas igual a un punto.

El que Ia rueda y ef circulo sean iguales es cierto si la proporcién eneee los dos radios ey
de ¥2. Ademis, en marzo v diciembre de 1632, Cavalicri le escribe a Galileo dudando de la
igualdad de los residuos finales. Cavalieri dice que si bien cuando a cantidades iguales se le

restan cantidades iguales, los restos son iguales, los términos de la igualdad deben scr

'? ¢Por qué son iguales? Falta la demostracién de este hecho.
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homogéneos. Los indivisibles que operan en el proceso de disminucion de ambas figuras son
planos, pero al final de! proceso, los restos son una linea y un punto, ya no planos indivisibles.
Por lo tanto, no hay igualdad entre los conjuntos de puntos determinados por la tangente a

ambas figuras (una linea y un punto), los cuales al no ser planos, son heterogéneos.

2.5.1 EL INFINITO Y LOS NUMEROS

En la paradoja, se veri que conforme la progresidn dc los nimeros crece, ¢l nimero de
cuadrados o cubos desciende y, por tanto, s¢ aleja del niimero infinito y tenemos que ir hacia
atrds. “De lo cual se infiere que [...} si algin nimero puede llamarse infinito, €se s fa unidad.
Y de hecho encontramos en cl nimero uno todas las condiciones exigidas por el nimero
infinito; a saber, contienc en si ntos cuadrados y cubos como niimeros naturales” [Galiler
1634, p. 115 (82-83]]. Cualquier propiedad de los cuadrados o de los cubos ambién loesde
la unidad, tal como la de la media propotcional.'* Si sc toma un cuadrado como uno de los
términos y la unidad como el otro, sicm[;rc sc encontrard un nimero medio propotcional.
Témense ¢l 9 y ¢l 4 como los nimeros cuadrados; entre ¢l 9 y el 1, ¢t 3 es el medio

proporcional, mientras que entre ¢l 4 y el 1 media ¢t 2, y entre el 9yel 4, el 6¢s la media

12 Dados los nimeros cuadrados x* y y7, xy serd la media proporcional: x*/xy=xy/y*.
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proporcional. Del mismo modo, entre dos niumeros cuibicos existen dos medias proporcionales.
Siscromanel 8 y ¢l 27, el 12 y ¢l 18 son las medias, cnrre ¢l 1 yel 8 estin ¢l 2 v el 4, micorras
que entre el 1y el 27, ¢l 3 y el 9 son las medias proporcionales. “Concluvamos, por tanto, que
¢l tnico nimero infinito cs la unidad” [Galilei 1634, p- 116 [83]]. Reitera que no se puede
pensar sobre el infinito utilizando los mismos atributos que se aplican para lo finito.

A esta discusion es a la que se referia Sagredo con respecto a ks nociones
correspondientes: el infinito en los niimeros acaba cn la unidad, los indivisibles surgen a pacur

de una divisidn interminable.

2.6 RELACIONES DE ORDEN ENTRE CONJUNTOS.

Uno de los problemas mds importantes de los abordados por Galileo cs 1a paradoja de las caices
y los cuadrados. Por un lado, estin los nimeros cuadrados, que son ¢l resultado de mudtiphicar
un nimero natural por si mismo; a estos niimeros gencradores de los niimeros cuadrados sc
llamardn raices o fados y a los niimeros que no son engendrados por el producto de un miimero
por si mismo serdn no cuadrados. Si “[...] wdos los niineros, incluyendo cuadrados v no
cuadrados, son mds que Jos cuadrados solos, enunciaré una proposicion verdadera |... | [Galilei
1634, pp. 108-109 [78]]. “Los nimeros cuadrados ...} son tantos cuantas raices tengan,

teniendo presente que todo cuadrado tiene su raiz v toda raiz su cuadrado; no hay, por otro
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lado, cuadrado que tenga mds de una raiz ni raiz con mds de un cuadrado” [Gahilei 1634, p.
109 [78]. Hay tantas raices como mimeros

ya que no hay ningun nimero que no sea raiz de algiin cuadrado (...] habrd que decir que hay rantos
mimeros cuadrados como niimeros, ya que son tantos como sus raices, y raices son todos los
nlmeros... sin embargo,... todos los mimeros son muchos mds que todos los cuadrados, puesto que
la mayoria de cllos no son cuadrados. Incluso el mimero de cuadrados va disminuyendo'* siempre
a medida que nos acercamos a niimeros mas grandes, va que hasta cien hay dicz cuadrados, {...] 1a
décima parte; y en diez mil sélo la centésima parve son cuadrados, mientras que e un millén [
la milésima parze. Con todo, en un ntimero infinito, si pudiéramos concebirlo, habria que decir que
hay tantos cuadrados como ndmeros ¢n toral [Galilei 1634, p. 109 [78-79).
Entonces se deduce que “[...] infinitos son todos los nimeros, infinitos los cuadrados, infinitos
sus raices; la mulritud de fos cuadrados no es menor que la de rodos los niimeros, ni ésta mavor
que aquélla; v finalmente, los atriburos de mayor, menor ¢ igual no se aplican a los infinitos,
sino solo a las cantidades finitas [terminate]” [Galilei 1634, pp. 109-110 [79]]. Ya con csto, sc
puede argumentar contra la dificultad planteada por Simplicio al respecto de las lincas
desiguales, se dice que “no hay ni mds [en la mayor] ni menos {en la menor] ni los mismos,

sino infinitos en cada una” [Galile1 1634, p. 110 [79]].

Sagredo interviene diciendo que

10 sélo no se puede decir que un infinito es mayor que otro infinito, sino ni siquicra que ¢s mayor

que un finito, ya que en ¢l caso de que un nimero infinito fuese mayor, v.g4., que wn milldn, se

" El nimero de cuadrados va disminuyendo pero proporcionalmente.
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seguiria que, pasando de un millén 2 otros ndmeros cada vez mids grandes se caminaria hacia ol
infiniro; lo cual no €5 asi, ya que, por el contrario, cuanto mids nos clevamos a minwros IMavores s
nos apartamos del nimero infinite. Y es que cuanto mayores son los nimeros, mis raros son los
nimeros adrados en ellos contenidos. Ahora bien, en el mimero infinito, los cnadrados no pueden

SET MENos (unIcrosos que fxlos los mimeros en su conjunto, como se acaba de demostrar. Asi, pucs,

avanzar hacia nimeros cada vez mayores es alejacse del infinito [Galile: 1634, p.- 110 {79}
Pero aqui surge un problema: al decir que un ndmero infinito ¢s mayor que un miimero finito
dado, y que pasando de éste Giltimo a otros cada vez mavores y que se alejarfa del infinito, ¢estd
tomando a ese nimero infinito como un mimero dado? Si este s el caso, podemos afirmar que
estd usando un infinito aceual.

Sint embargo, hay objeciones para este argumento. Quan, por cjemplo, dice que Galileo,
en lugar de cuestionar su propia logica, llega a la conclusion de que no se pueden establecer
relaciones de orden entre conjuntos infinitos. El problema aqui, segin Quan, ¢s que llegaala
conmradiccidn por miedio de sofismas, y no por medio de los senridos, tal como ocurre en sus
demostraciones geométricas; “en primera instancia, Galileo falfa en la distincién de niumero
‘natural cuadrado’ y ‘niimero cuadrado’. Al fallar esto, no tienen sentido sus conclusiones acerca
de los cuadrados y las raices” [Quan 1970, p. 144].

Quan dice que Galileo debié de haber hecho una distincién entre los niimeros ‘naurales
cuadrados’ y los ‘niimeros cuadrados’, a saber, que los primeros son aquellos nimeros nacurales

que tienen raices naturales, mientras que los ultimos son producto de un nimero natural
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multiplicado por €l mismo. No obstante, Quan rambién incurre en errores. Lleva a cabo las
distinciones arriba mencionadas y parafrasea a Galileo, para llegar a que unilizando las palabras
correctas, no hay contradiccién alguna. Pero es Quan quien no entiende lo que Galileo quiso
decir; para muestra, tenemos que Galileo refiriéndose a las rafces, dice que “hay tantas raices
como niimeros porque todo nimero es raiz de algin cuadrado” {Galileo 1634, p. 109 [78]],
2 lo cual, Quan dice que no ¢s cierto, pues ni 3, 5, ni 7 tenen ‘raices’. Pero, Galileo no estd
descomponiendo los niimeros naturales en factores, por lo que no hay ningin error en el
argumento galileano.’

La importancia real de la paradoja radica en que es un buen cimienro de la Teorda de
Conjuntos. Para Galileo la respuesta ¢s muy ficil y no se mete en problemas: nuestro
entendimiento es finito y, por lo ranto, el infinito ¢s imcomprensible para nosotros. Sin
embargo, en la carta a Liceti del 12 de febrero de 1640 Galileo dice conocer argumentos tanto
para defender o excluir cualquicra de las dos posibilidades aunque no cs capaz de tomar partido

por alguna de ellas. En la referida carea, Galileo dice que

Solo hay un argumento parricular mio que me inclina mids a lo nfinito ¢ interminado que a lo
terminado (note que mi imaginacién no es de ayuda aqui, pues no puedo imaginarlo ni finito ni
infinito). Siento que mi capacidad para comprender puede ser referida mids propiamente al infinito

incomprensible, mds que a La finitud, en la cuat ninglin principio de tncomprensidn es requerido.

1 Galileo toma, utilizindo términos modemoas, una funcién £ N-N, fin)=n? la cual es biyectiva, y no
fin)=vn, donde Im, »N.
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Pero ésta es una de las preguntas felizmente incxplicables para la razdn humana| ... | | Galilei 1964,
p- 44, n. 40].
Si su capacidad para comprender se refiere al infinito incomprensible, por qué no negar su
propio argumento para poder establecer rciacioncs de orden entre agregados infinitos. Es cierto
que 2 los dos conjuntos que csti tratando no iba a poder compararlos, pero eso pudo haber
dado pie a otro tipo de investigaciones.
Por otro lado, Bunn opina que

c6mo Galileo entendié su arguimento no es absoluramente claro. Puede ser que lo considere como la
derivacion de una contradicuion a partir de la suposicién de que las relaciones cuantitativas se sostiencn
entre conjuntos infinitos. Pues ¢l dice en su conclusion que la toralidad de todos los ndmeros no es
mayor que los niimeros o los cuadrados perfectos. Aparentemente infiere esto a partir de Iy existencia
de uma correspondencia uno a uno entre los dos conjuntos; pero csta crapa 1o estd justificada. Sin
embargo, Galileo pudo estar pensando en que estaba probando que las relaciones con las definiciones
indicadas equivalen 1 relaciones cuandtativas propias sélo entre conjuitos finitos, porquc pani conjuntos
infinitos aquellas relaciones no tienen las propicdades coreectas; en particular, la ignaldad no cs
incomparible con ¢l aayor que para el caso de pluralidades infinitas [Runn 1977, pp. 183-184].

Hay otro problema y es que se contrasta a o infinito con lo terminado. Ep la paradoja habla
de infinitos v no de cantidades finitas. Pero la paradoja es vilida sélo para guantitd terminata,
¢s decir, cantidades terminadas. Una cantvdad infinita podria ser una ‘contradiccién’ en cuanto
a los términos, puesto que un infinito carece precisamente de las propiedades que caracrerizan

a las cantidades. Apoyando el punto de Bunn, de que la aplicacién de una correspondencia
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biunivoca entre los conjuntos no cra lo suficientemente clara, Knobloch dice que esta aplicacion
1o lo conduce a una caracterizacion de los conjuntos infinitos por medio de comparaciones con
lo finito, tal como lo hizo Dedekind', asi como tampoco a una clasificacién de conjuntos

infinitos.

% Vern. L.



Coma si el universo
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Una infinita nada flotando
en la nada de la eternidad
Lus Eduardo Aute

EL INFINITO EN LA COSMOLOGIA GALILEANA

Con respecto a la cosmologia galileana, es sabido que el Dialogo sobre los dos sistema mdximaos del
wmundo, ptolematco y copernicans, fuc escrito como defensa al sistena heliocéntrico planteado casi
un siglo antes por Copérnico en su De revolutionibus, Sin embargo, Salviad, el intedlocutor de
Galileo no cs cl encargado de defender esta postura, sino que cs Sagredo quien en ocasiones
habla a favor del sistema. Segiin €, se limita a exponer argumentos para mostrar que aqueilos
atendidos por los peripatéticos no son en absoluto necesarios para probar la inmovilidad de la
Tierra.

Con respecto al infinito, aqui mds que en cualquier otro lado, la concepei6n galileana
es confusa. Si centramos fa discusién en torno al tamaiio del universo, en ciertos pasajt;,s se habla
de un universo infinito, aunque en otros se refiere a uno finito. Primero se discutirin tanto ¢!
movimiento de todo el universo asi como el movimiento de la Tierra, para después pasar a

discurir ¢l tamaiio del orbe y Ia ubicacién del centro del mundo.



78 EL CONCETTO DE INFINITO EN GALILEO

3.1 MOVIMIENTO DEL ORBE UNIVERSAL.

AristSeles habia demostrado que los movimientos simples son tinicamente tres, a saber, cl
circular en torno a un centro, el de ascenso alejindose del centro y el de descenso acercindose
al mismo. Queriendo ver si existe un cuerpo infinito en el mundo, hace una referencia empinica
de la naturateza del cosmos: “vemos que el cielo' da vueltas™ [Aristételes 1996a, 272°5], por
lo que necesariamente tiene un movimiento simple adjudicado, siendo éste el circular.
‘Como primer punto, tenemos que una de las objeciones a la teoria heliocéntrica
copernicana, fue que es mucho mis ficil mover algd pequeiio que una mole inmensa, tal como
1o es la Tierra en comparacién al ramafio del universo. Simplicio argumenta que la potencia del
Motor es infinita, por lo que conviene mover algo inmenso y no algo demasiado pequernio. Sin
embargo, dados los intereses cientificos de Galileo hace decir a Salviati que da lo mismo, que
si la potencia ¢s infinita, no hace diferencia alguna mover cien mil 0 mover algo muy chico; es
por €510 que no necesariamente sc sigue que la Ticrra estd inmdvil. Agrega que si para mover
al universo se requicre de una potencia finita en comparacién con la necesaria para mover a la
Tierra, por mds grande que sca, no es comparable con la potencia infinita por lo que da lo

mismo mover a la Tierra que a todo ¢l universo. Para Galileo, sostener esta argumento es ficil

! Considera al delo como ¢! lugar donde estd lo divino y ¢} extremo del universo, asi como la toralidad
y al universo.,
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pucs ya antes habia dicho que “[...] mucho, poco o nada son fa misma parte del infinito™
[Galilei 1632, p. 91 [127]].
Se discund, entonces, un movimiento de todo ¢l orbe, llegando a ninguna conclusion

acerca de la movilidad de la Tierra siendo éste el punto central de la teorfa copernicana.

3.2 MOVIMIENTO TERRESTRE.

S¢ plantea una discusién donde se utiliza al infinito como objeto® matemdrico v su aplicacién
A teoremas fisicos. El rema es la trayectoria que describiria un mévil que fuera despedido del
globo terresere en caso de que la Tierra estuviera en movimiento, siendo ésta una de las mayores
objcciones peripatéticas al sistema copernicano.

Se dice que esta trayectoria estaria compuesta, primero, de un movimieitto circular que
es el propio de la Tierra para despues salir despedido por una trayectoria recta a partir del punto
de tangencia. Se puede suponer también que hay una trayectoria desde ese mévil hacia el centro
de la Tierra, siendo ésta una secantc a la circunferencia terrestre o un radio extendide de la

misma. Supucstamente, dice Simplicio, ¢l movimiento por la tangente es mids veloz que ¢l

? No se discutird el platonismo de Galileo (ver 1.1, cap. 2].

+
]

SAUR 1 RLOTERR

ESTE roon o py



80 EL CONCEPTO DE INFINITO EN GALILEQ

movimiento por la secante, razonamiento que Salviau califica de incorrecto argumentando que
no basta con hacer a ese movimiento mds veloz. Saiviari dice que

{...] desde el cenro del circulo se puede razar una recta hast h rangente, que ha core de modo que
la parte de la tangente entre el {punto de] contacto v b secante sea una, dos o tres millones de veces
mayor que la parte de fa secante que queda entre fa rangente y la circunferencia. Y a medida que la

secante esté mas proxima al contacto, ¢sta proporcion crece hasta el infinizo [Galilei 1632, p. 171

[224)].
A G
IC 1L E
D
B F

Figura 9

Se sigue de esto que ¢l movimiento hacia abajo supera la velocidad de proyeecién por la
tangente. Posteriormente, Galileo da una demostracién en la cual tinicamente demuestra que
HG es GE (ver figura 9), 1o cual es lo que supucstamente habria que demostrar. Sin embargo,
no demuestra que esa proporcion crece hasta ¢l infinito, aunque el razonamiento es correcto

(ver apéndice).
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La pregunta que surge cs por qué ¢s tan claro para Galileo que esa proporcion crece
hasta cl infinito si no tiene herramicnea matemitica como la regla de L'Hépital para resolver
¢l problema. Segiin Dhombres, s¢ comienza a hablar de serics CONVCIEENLEs COMO CONCCpro
hasta ¢l trabajo desarroltado por Vidte hacia finales del siglo XV1, aunque ¢l uso de la palabra
convergencia surge posteriormente y como negacion de la divergencia. No obstante, va desde
Oresme se habla de divergencia y es seguro que Galileo conocié el trabajo de Oresme.

Sagredo dice que entiende la demostracidn y agrega que “cs cierto que los espacios entre
la tangente v la circunferencia, hacia el contacto, van disminuycndo hasta e} infinito” [Galilei
1632, p. 172 [225]). Pero, por qué resulta cicrro esto, ademds de que por qué demucstra algo
que en principio si ¢s claro, mientras que el problema real ¢s, justamente, si cse espacio entre
la rangente v la circunferencia va disminuyendo hasta el infinito. La demostracion no es muy
complicada, pero wtilizando herramienta no conocida en ese momento.

Entonces, segiin Sagredo, las causas que favorecen la proyeccién v no la propensién a
descender, son la ligereza del mévil asi como su proximidad al punto de reposo, las cuales son
aumentables hasta el infinito’. Dice que hay otra razén, el movimiento hacia abajo, que apoya
lo contrario, y que también es aumentable hasta el infinito, y que no sabe por qué la unién de
dos causas aumentables hasta el infinito no pucden vencer a una, aunque ésta sca tanbién

aumentable hasta ct infinito. Estd tomando en cuenta que un cuerpo puede ser infinitamente

? Aristéeles consideraba que 0o hay ni gravedad ni levedad infinitas [ver Aristoreles 1996a, 273723-
273%19).
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ligero, y, por orro lado, cuando habla de que la proximidad al punto de reposo cs aumentable
al infinito, sc refiere al reposo como el grado de infinita lentitud de un mévil. Pero, si csos

infinitos son de la misma clase, no tienen porque vencer a uno de la misma clase.

Figura 10.

Se va a dar una demostracidn de lo anterior. Sc traza una linea AC (ver figura 10) perpendicular
hacia el centro y en dngulo recto con AB, donde AB es por donde se daria el movimiento de
proveccién. Se rraza una recta AE donde ¢l ingulo BAE cs cualquiera. Sobre AB se dan
espacios iguales AF, FH, HK y se trazan perpendiculares FG, HI, KL hasta AE. Como ¢l grave
que cae partiendo del reposo va adquiriendo mayor grado de velocidad a cada instante, segiin
va creciendo el propio tiempo, entonces AF, FH, y HK representan tiempos iguales y FG, HI
y KL son grados de velocidad adquiridos en esos tiempos. Entonces LK/KA=TH/HA=GEF/FA.
Entonces los grados de velocidad tendrian la misma proporcidn que los tiempos. Y si a parti
de FA se trazan orras rectas, se tendrian grados progresivamente menores hasta ¢l infinito, en
direccién de A, que es el primer instante de tiempo y cl estado de reposo. Por lo tanto, esa

disminucion hacia A representa la propension del movimiento hacia abajo, disminuida hasta
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¢l infinito por la aproximacién del mévil al estado inicial de quictud, aproximacién que es
aumentable hasta ¢l infinito. Una vez 'mds, utiliza ¢l hecho de que una proporcién, si el
denominador rende a cero, vende a infinito. Ademds, a mi entender, estd haciendo uso de un
argumento parecido a la paradoja de la Dicotomia de Zendn,

Ahora va a demostrar la otra disminucién de velocidad, que también se puede producir
hasra ¢l infinito por la disminucién de gravedad del mévil. Se trazan otras lineas desde A (ver
figura 10) de tal modo que el dngulo que formen sea menor que el dngulo BAE, como AD, la
cual corta a KL, HI, FG en los puntos M, N y O, respectivamente. AD representa los grados
FO, HN y KM adquiridos en los tiempos AF, AH, AK menores que los grados FG, HI, KL
adquiridos en los mismos tiempos, pero €stos tiltimos adquiridos por un mévil més grave,
mientras que FO, HN, KM lo fueron por uno mds ligero. Si se retira la linea EA hacia AB
reduciendo al dngulo EAB, lo cual es posible hasta ¢l infinito (del mismo modo que la
gravedad) también se disminuye hasta ¢l infinito la velocidad del cuerpo que cae, y en
consecuencia, la causa que impedia la proyeccién. Es por estas razones que pareceria mds
probable a proyeccidn que el movimiento hacia abajo.

Entonces, reduciendo el dngulo EAB, disminuyen los grados de velocidad LK, TH, GF.
Acercando KL, HI, FG hacia A, s¢ disminuyen los mismos grados también, por lo que una v

otra disminucion se extienden hasta el infinito. Por lo tanto, la velocidad del movimiento hacia
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abajo podrd disminuir hasta tal punto* que no sea suficiente para devolver al mévil a la
circunferencia de la rueda y, en consecuencia, para hacer que la proyeccion sea impedida y
climinada.

Surge la duda de que si es lo mismo crecer hasta el infinito que disminuir hasta el
infinito. ¢Qué consecucncias tendria si fueran o no lo mismo? Ya con la teoria geomérrica de
los indivisibles desarrollada por Cavaberi, se puede decir que defimuvamente no son lo mismo.
Por otro lado, en los Discorsi claramente dice que ¢l infinito es uno, por lo que resulta un tanto
paradéjico que hable de una doble infinitud. Si el infinito es uno, ¢por qué no basta con decirlo
y entonces, en principio, las causas a favor de la proyeccién o el movimiento hacia abajo estarian
en igualdad de circunstancias?

Despues dice que para hacer que la proyeccién no se reduzca, se necesita que los espacios
por los que el proyecril tiene que descender para reunirse con la rueda, se hagan tan cortos v
diminutos que, por lento, incluso disminuido hasta e} infinito, que sea ¢l descenso del mévil
baste para conscguirlo. Entonces serfa preciso que se encuentre una disminucion de dichos
espacios no sdlo llevada hasta ¢l infinito, sino de una infininud tal que superc la doble infinicud
que sc da en la disminucién de la velocidad del cuerpo que cac. Pero, dice ¢l propio Gatileo,

cémo disminuird una magnitud mds que otra que disminuye por duplicado hasta el infinito.

* <Al poder ser diminuida doblemente hasta el infinito.”
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La pregunta dice mucho por si sola. <Cémo se hace para que un infinito superc a oo
infinito de otro ramafio, si supucstamente ticnen el mismo amaiio? ¢Estard acaso diciendo que
hay por lo menos dos infinitos de tamaiios distintos? No lo estd afirmando; Galileo no ticne
umna aritmética cardinal al estido de Cantor.

Dice que los grados de velocidad disminuidos hasta ¢l infinito siempre son determinados
y son proporcionales a las paralelas entre dos lineas rectas que concurren en un dngulo, aunque
¢ste sea infinitamente agudo. Pero que la disminucién de los espacios por los que el mdvil ha
de volver a Ia circunferencia de Ia rueda es proporcionat a la disminucién comprendida entre
lineas que contienen un dngulo infinitamente mids estrecho v agudo que cualquier ingulo agudo
rectilineo.

Para ver esto, sc debe de trazar un dibyjo similar al de la demostracidn anrerior. Dice
que las partes que quedan entre el arco y la rangente AB (ver figura 10) son las magnitudes de
los espacios v de los travectos de regreso a la superficic de la rueda, cada vez menores en
proporcién mayor cuanto mis se acerquen al contacto y menores que las paralelas de las cuales
son partes. Las paralelas comprendidas entre las lincas rectas, al acercarse hacia el dngulo,
disminuyen siempre con la misma proporcién pucs, dado un punto sobre AB, si se toma cl
punto medio y se traza la perpendicular, ésta serd [a mitad de la paralela tomada desde ef primer
punto y, si se continia hasta el infinito, esta relacién s¢ mantendrd. Sin embargo, ¢n el caso de
las lfncas que corten a la tangente y la circunferencia, no sucede 1o mismo pucs, si se toma la

misma divisién, por ejemplo FA y suponiendo que la paralela que vicne desde H, serd el doble
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que la siguiente. Y cuanto mds se acerquen al contacto, las lincas precedentes contienen a las
subsecuentes, incluso infinitas veces. Entonces, la brevedad de dichas lineas se reduce hasea tal
punto gue supera con mucho lo necesario para hacer que el proyectil, por ligerisimo que sea,
retorne ¢ incluso se mantenga sobre la circunferencia.

En el caso de las paralelas comprendidas entre la tangente y la circunferencia, una vez
mds estd haciendo uso de proporciones que tienden al infinito. Se sabe que
FA/FG=AH/HI=AK/KL y que 2FG=HI=1/2KL. También que FG<HI<KL lo que implica
que FO<HN<KM, y por lo tanto AF/FO>AH/HN>AK/KM. Es decir, como ct
denominador decrece, la proporcién crece. Otro punto es el sugerido por Beltrin [Galilei 1632,
n. 66]: la demostracion es érronea. Dice que Koyré establece que, como nio existen cuerpos
que no pesen, su trayectoria de escape no podrfa ser rectilinea; micntras que Otros autores, entre
cllos Drake, dicen que el error estd en la interpreracién de los ¢jes: los interprera de modos
distintos. Por una parte, las distancias a lo largo de AB representan tiempos transcurridos v las
distancias verticales representan velocidades de calda. Por otro lado, las distancias entre AB v
AP (ver figura 10) representan la distancia desde ¢l objeto proyectado a la superficie werresere
y las distancias sobre AB son distancias a 1o largo de la linea de proyeccién.

Sagredo dice, una vez mis, que acepta la demostracién. Dice que dc las dos causas que
hacen el descenso del mévil mds lento hasta ¢l infinito, es obvio que ka que depende de la
proximidad al punto inicial del descenso crece siempre en la misma proporcion, al igual que las

patalelas mantienen la misma proporcién. Pero dice que la disminucién de dicha velocidad,
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dependiente de la disminucién de la gravedad del mévil, se dé en la misma proporcion no cs
demasiado claro. Agrega que tal vez se produzca por la proporcion de las lincas que unen la
tangente y la circunferencia, o incluso con una proporcion mayor. Salviati responde que supuso
que las velocidades de los movimientos naturalmente descendientes siguen la proporcion de sus
gravedades, siguiendo a Aristdteles, pero que, en realidad, la proporcidn de las velocidades es
menor que la de las gravedades. Dice que la disminucion de la gravedad, hecha segidn la
proporcién de las paralelas entre la tangente y la circunferencia, tiene como tltimo término v
superior a la nulidad del peso, al igual que las paralelas tienen como dltimo wrmino de su
disminucién al propio contacto, que es un punto indivisible.

Hacia ¢l final de la segunda jornada del Dialogo, Simplicio dice: [ ..} de las cosas dichas
no se concluye sino que las razones para el estatismo de la Tierra no tiene cardcrer de necesidad,
pero no por cll.lo s¢ ha presentado demostracién alguna de por la parte coneraria, que
necesariamente convenza y concluya la movilidad” [Galile 1632, pp. 236-237]. Simplicio pasé

de pensar en que estas razones cran en efecto necesarias a decir lo escrito arriba.

3.3 TAMANO DEL UNIVERSO.

Es tal vez a este respecto, que la posicién de Galileo ¢s Ja menos clara; no se conoce bien cudl

era su postura. Sin embargo,
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podemos decir que tanto Arquimedes como los otros dieron por supuesto, en sus consideraciones,
que estaban separados por una distancia infnita del centro de la Tierra, en cuyo caso sus
suposiciones no eran falsas y sus demostraciones en absoluto concluyentes. Por tanto, cuando
quercmos aplicar las conclusiones que hemos probado y que se refieren a disrancias inmensas, hemos
de hacer las correcciones necesarias, ya que nuestra distancia al centro de la Tierra, aungue no sea
realmente infinita, es tal que se puede considerar inmensa si b comparamos con la insignificancia de
nuestros instrumentos {Galilei 1634, p. 393 [275]].

Es cierto que la invencién del telescopio aporté nuevas pruebas en favor del
copernicanismo, ¢s decir, “la primera funcién en que el tetescopio se probé vnico fuc fa de
proporcionar una documentacién no matemdtica y generalmente accesible al punto de vista
copernicano” [Kuhn 1993, p. 290]. Es decir, con este instrumento, cualquier persona, inchuso
ajena a la ciencia, podia mirar al cielo abriendo la posibilidad de un universo infinito. Galileo
dice que “[...] en la aprensién de los nimeros, cuando se empieza a pasar los miles de millones
la imaginacion se confunde y no puede ya formar concepto alguno, asi sucede también en ta
aprensidn de tamarios y distancias inmensas” [Galilei 1632, p. 319 [394]).

Cabe aclarar que la mayoria de las ideas galileanas aqui expuestas se¢ desprenden del
Dialgge, donde sc acepta de manera mds o menos explicita la finitud del universo, pero tal vez
esto se deba a que este texto pas6é por la censura eclesiastica, y Galileo no queria tener
problemas con la Iglesia.

Por orro lado, existe un problema semdntico en las discusiones al respecto del tamaio

del universo. En II Saggiatore sc refiri a que en algunas ocasiones se udlizan infinito y muchos
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(muy) como sindnimos, por lo que no es ficil concluir que cuando habla de un universo
infinito o de una distancia inmensa, efectivamente estd considerando al universo como de

tamaiio infinito.

3.4 LANOVADE 1572.

Por comodidad, llevaremos ha discusién en el mismo orden en que aprece en ¢l Dialggo en lugar
de dividirla en dos partcs. Estas partes deberian scr, Iégicamente, cuando considera a un
universo infinito y cuando considera al universo como finito. La discusién comienza con
respecto a la posicién en ¢l universo de la nova aparecida en 1572. Y es de suma importancia
puesto que en algunos pasajes parecerfa aceptar a idea de un universo infinito, mientras que en
otros si hace explicito que ese caso no es posible. Salviati es quien lieva el debate y aclara que,
segin distintas observaciones, la nova se encuentra en la regién sublunar mientras que otras la
sindan por encima de la Luna, ademds de que segiin Chiaramonti, las observaciones a partir dc
las cuales los célculos sinian a la estrella infinitamente lejana esedn equivocadas.

Salviau sc reficre a observaciones que indican que la estretla se encuentra incluso sobre
las estrellas fijas. Después, en su siguiente intervencién se refiere a observaciones que ‘sittian a

la estrella infinitamente lejana.” Si la esfera de las estrellas fijas estd infinitamente lejam de la
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Tierra, esto querria decir que ¢l universo es infinito. Sin embargo, se presenta el problema
semdntico arriba mencionado, pues ‘infinicamente lejana’ podria significar ‘muy lejana.”
Apoyando al idea de que la nova se encuentra de hecho en la regién de las estretlas fijas,
se discuten los dngulos formados por dos estrellas que se encontraran en otros circulos distintos
al de las estrellas fijas. Suponiendo que fa nova se encontrara efectivamente en ésta (Utima, se
hace una comparacién entre la distancia entre dos puntos de la Tierra, distancia que serfa
pequefia en comparacion a la ‘inmensa longitud’ de las lineas trazadas desde la Tierra hasta fas
fijas. Si se estd hablando de una longitud inmensa, podemos, tal vez, hablar de otra afirmacién

de que e} universo en infiniro. El problema aqui es si son sin6nimos inmenso ¢ infinito.

Figura 11: la nova de 1572,

Siguiendo con la mism.a discusidn, se dice que “la estrella C (ver figura 11) pedria
alzarse y alejarse tanto de la Tierra que el dngulo formado en clla por los rayos que parten de
los [...] puntos A y E [sobre la Tierra] se volverfa agudisimo y como abselutamente insensible y
nulo” {Galilei 1632, p. 248 [310]; ¢l subrayado es mio]. Para que este dngulo se vuelva

agudisimo, no sc necesira que las estrellas fijas estén a una distancia infinita de la Tierra, aungque
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probablemente si sea necesario esto 1iltimo para que se vuelva absolutamente insensible v nulo.
Y hay aqui un problema sintdctico: ¢Absolutamente’ se refiere tanto a lo ‘inscnsible’ como a lo
‘nulo’? Pucs si se refiere tinicamente a lo ‘insensible’, podria estar hablando solamente de que
¢s insensibie a las obscrvaciones, mientras que si es absoluamente “nule’, quicre decir que el
dngulo es en si nulo, y, por lo tanto, nos encontramos en un universo infinito.
También dice que
al alejar la estrella de B a C, con lo que el dngulo se hace cada vez mis agudo, ol ravo EBG sc va
alejando continuamente del rayo ABD por la parte inferior del dingulo, como lo muestra L linea
ECF, cuya parte inferior EC estd mds alejada de la parte AC de o que esti la parte EB. Pero va no
puede suceder nunca que, por un alejamicnto tan grande como se quiera, tas lincas AD v EF se
separen totalmente, pues finalmente tiene que acabar coincidicndo en [a estrella. Y sélo podria
decirse que sc las separa y reduce a ser paralelas si ef alejamienzo fiese infinito, caso que no pucde
darse. Pero, puesto que {notadlo bien) ks ditanda del firmamen en relacion a la pequericz de In Tierm
[-.-] s¢ considern infinita, el dngulo contenido por los rayos que trazados desde los puntos A v E
fuesen a terminar en una estrella fija se estima como nulo y €505 ravos como dos lineas paralelas
[Galilei 1632, p. 248 [311]; ¢l subrayado es mio).
Pareceria ser que Galileo rechaza expliciramente la infinitud del universo pues dice que no
puede darse el caso de que el alejamiento fuese infinito. Y este caso no es posible porque los
rayos deben coincidir en la estrella. Por otro lado, afirma que si la distancia del firmamento en

relacion a la pequefiez de la Tierra se considera infinita; para ver esto, considera un punto H

sobre la esfera de las estrellas fijas, un rayo EH y la distancia de E a A que estin sobre la Tierra.
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Entonces la proporcion HE/EA tiende a infinito pues HE es infinita © EA tiende a cero. Es mids
plausible que hable de la primera opcién pues nunca dice explicitamente que EA tiende a cero.
Tambicn habla de que el dngulo AHE es nulo y de AH/HE; con esto nos estd dando a entender
que H {que es una estrella fija) es el punto al infinito. Por 1o tanto, el universo ¢s infinito.

Sin embargo, Galileo no se compromete tanto y se limita a refetirse a una comparacién
entre los dngulos y la posicién de la eswella. Dice que si tal dngulo resulta ser insensible
entonces las lincas son paralelas, a partir de lo cual, se seguiria que el universo seria infinito,
pero si ese dngulo fuese notable, entonces 1a nova parecerfa estar por debajo de las estrellas fijas
¢ incluso en la regién sublunar si el dngulo ABE fuese mayor que el que se formaria en el centro
de Ia Luna . Y sigue siendo curiosa la situacién pues pareceria ser que Galileo defiende la
posicion de que la nova se encuentra en la regién de las estrellas fijas pues pdginas atris® dice
que Chiaramonti desechd, para su anilisis comparativo, observaciones que sicuaban a la nova
en dicha esfera.

Pero también le dice Salviati a Simplicio que “{...] la distancia de la nova no se puede
hacer tan grande que ¢l muchas veces mencionado dngulo se desvanezea enteramente y que los
dos rayos de los observadores de los distintos lugares A y E se hagan paralelos” [Galilei 1632,
p- é49 [312}]. Y entonces explica que si las observaciones deducen esto enronces no son

buenas, afadiendo que si estas dos lincas estin mds alejadas en la parte superior que en la

5 Ver Galilei 1632, p.246 (308-309].
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inferior, entonces las obscrvaciones son totalmente erréneas. De esto se inficre que la nova no
puede estar sobre la circunferencia de fas estrelias fijas y, por lo tanto, el universo no es infinito.
Un poco mis adelante desecha que sea probable ia segunda opcién, por simples argumentos
geométricos.

Posteriormente se discute que las observaciones reportadas por Chiaramonti son
crréneas. Salviati dice: “De los lugares en que colocar la nova, algunos son manificstamentc
imposibles y otros posibles. Es absolutamente imposible que fuese superior a las estrellas fijas
en un intervalo infinito porque tal sitio no existe en el mundo, y si existiese la cstrella alld nos
habria resultado invisible” [Galilei 1632, 251 {315]]). Galileo dice que es imposible que hava
algo en un intervalo infinito mds alld de las estrellas fijas, pero qué pasa si ¢l intervalo es finito.
¢Qué no se supone que las estrellas fijas son la “frontera’ del universo? éQué sucede con la
concepeidn aristotélica de que infinito es aquello que siempre ticne algo mis alli de €1 mismo?
El problemas real aqui es cl intervalo infinito, pues si tal intervalo existe y admitiendo que ¢l
universo es infinito, se puede decir que Galileo es aristotélico en este aspecto.

También dice que es imposible que la nova esté sobre la superficie de 1a Tierra o incluso
dentro del globo terrestre; sin embargo, Galileo no ha dicho en donde estd situada la nova. Dice
que no es que sea imposible que la nova esté mds aild de las estrellas fijas, que seria un lugar
imposible, sino que el error estd en la cantidad de los grados y minuros con los que s¢ numera
el instrumento de medicién. Pone ¢l cjemplo de que si se sitiia a la estrella a I distancia de

Saturno, con sélo aumentar o disminuir un minuto la elevacién tomada con el INSLOUNCHLO, S¢
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transformard en una distancia infinita y por ello de posible en imposible; también al revés cs
viildo ¢l razonamiento. Con esto estd evitando entrac en la polémica acerca de la infinitud del
universo. Es mucho mis ficil establecer un error en ¢l instrumento de medicién que acribuirse
una idea. S¢ puede afirmar que sigue la misma logica que cuando defiende el sistema
copernicano. No se compromete 3 nada y simplemente hace notar los errores de los
peripatéticos.

Dice Salviati que a partir de las observaciones planteadas por ef autor, es mds probable
que la nova se encuentre entre las fijas y aun mds arriba, pero sabemos que nunca en un
intervalo infinito. Después de muchos cdlculos, dice que las observaciones que sittian a la nova
infinitamente alta son mds numerosas que las la sintan por debajo de la Luna, por lo que es mis
probable y claro que la estrella estc entre las fijas mds remotas. Salviad concluye diciendo que
todas las observaciones presentadas por Chiaramonti sintan a la nova entre las estrellas fijas, v
a la pregunta de Sagredo de qué argumentos usa el autor para no situarla ahi, dice que utiliza
los paralelajes y las rcfﬁccioncs, aunque aclara que no serfa suficienee cl paralelaje, que podria
darse, para ubicarla en la regidn sublunar.

Hasta aqui, Galileo ha hablado de la probabilidad de que fa nova se encuentre en la
region de las estrellas fijas. Sin embargo, Galileo nunca dice si ésta ¢s su postura. Ademds,
tampoco concluye nada al respecto del tamaiio del universo. Por otro lado, esta discusidn de
la posicién de la nova en el firmamento no es el Gnico lugar donde habla dci tamafio del

universo.
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Tal vez la tinica parte donde Galileo sc refiere explicitamente a un universo infinito es
cuando Salviad dice que “[...] si toda [a esfera estrellada fuese un dnico cuerpo resplandeciente,
¢quién no endende que en el espacio infinito se puede sefialar una distancia tan grande, desde
la cual tal esfera licida aparezca tan pequeiia ¢ incluso menor de lo que nos parece ahora una
estrella fija, desde la Tierra?” [Galilei 1632, p. 321 [397}]. Beltrdn dice [ver Galilei 1632, p.
323, n. 87} que a lo largo de toda su argumentacién, Galileo ha urilizado comparaciones y
valores relativos y no utiliza valores absolutos; por lo tanto, no se debe tonar en un sentido
estricto lo del ‘espacio infinito’. Pero no sélo eso, sino que lineas mds arriba [396], Galileo se
refecia justamente a lo mismo. Dice que ‘grande’, ‘pequeii’, ‘inmenso’, ‘minimo’, y demnds

términos, no son absolutos sino relativos.

3.5 EL CENTRO DEL UNIVERSO.

Un problema dificil de arreglar es el siguiente. En diversos lugares, Galileo habla del centro del
universo; sin embargo, nunca nos dijo algo claro con respecto al tamaiio del universo.
Evidentemente, si el universo es finito, tiene un ccnt—ro, mientras que si es infinito, no lo tiene.
Recordemos que Aristételes consideraba al universo como finito y poscedor de un centro,

donde éste centro y el centro de fa Tierra coinciden. Queriendo ver si existe un cuerpo infinito
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cn el mundo, dice que ‘vermos que el cielo da vuehas’;® suponiendo que hay un cuerpo infinito,
en clara alusion al universo, éste tendria que moverse en tomo a un centro, pero que sc dé este
caso es imposible,” por lo que no existe un cuerpo infinito, y menos si sc mueve, pues se
necesitaria un tiempo infinito para completar la totalidad de su movimiento. “Es imposible, por
tanto, que lo que se mueve en circulo sea infinito” [Aristételes 1996a, 272°17). Poco después,
insiste en lo mismo: “es evidente que lo que se mueve en circulo no es infinito ni ilimitado, sino
que tiene fin” [Aristdteles 19962, 272°17). Pero también da prucbas para demostrar que
cualquicra de los movimientos simples le s propio al cuerpo infinito. Con esto establece la
finitud del universo de manera majante.

Por otro fado, Nicolds de Cusa riene una opinidn distinra. Dice que “es imposible que
haya alguna méquina mundana, ya sea la tierra sensible, o el aire o el fuego, o cualquier otra
cosa, como centro fijo e inmdvil con relacidn a los varios movimientos de los orbes™ [De Cusa
1440, p. 126]. Y claramente el universo no puede tener un centro pues a pesar de que “este
mundo no es infinito, sin embargo, no puede concebirse como finito, por carecer de érminos
entre los que esté comprendido” [De Cusa 1440, p. 126], la Tierra “no es el centro del mundo,
tampoco lo es la esfera de las cstrellas fijas u otra cosa de su circunferencia, aunque comparando

la Ticrra con el cielo, la Tierra parezca mds proxima al centro™ [De Cusa 1440, pp. 126-127].

® AristSteles, 1996, 27275,

¥ Yer Aristételes 1996a, 271%7-272°5.
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Galileo quicre discutir si fa Tierra estd en movimiento, por lo que supone quie ¢l mundo
¢s finiro y por lo tanto, poscedor de un centro. Simplicio afirma que ya Aristoreles habia
demostrado que ¢s finito, limitado y esférico.® El problema es que todas las prucbas
aristot€licas se derrumban si se prueba que el universo no estd en movimiento, ademis de que
Copérnico ya habia indicado que “cl argumento mis fuerte para intentar demostrar que cl
mundo es finito es el movimiento” [Copérnico 1543, p. 26 [15]].

En tono de burla, Galileo dice que los cuerpos van hacia el centro de fa Tierra, pero que
no solo eso, sino que van hacia el centro del universo aunque no sabemos donde se encucentra:
“[...] hacia el [centro] det universo, que no sabemos donde estd, ni si existe v que aunque de
hecho exista no es mds que un punto imaginario y una nada sin ninguna dificultad” [Galilei
1632, p. 36 [61]]. Dado el tono burlén con que se refiere a esta situacién, no es demasiado
claro su pensamiento con respecto a la infinitud del universo. Es sabido que Aristéreles defiende
un universo finito, pues si fucra de otro modo, no estarfa determinado ni tendria fonma, lo cual,
en el sentdo aristotélico seria fisicamente inexistente; De Santiliana agrega [Galile) 1964, p. 44)
que an Kepler creia en esta finitud. Sin embargo dice que Galileo prefiere, asf como Bruno,
la wfinitud aunque se abstiene de llegar a conclusién alguna como las de Bruno, wi vez debido
a las consecuencias que cuvieron sus afirmaciones. Parecerfa ser, insisto, que debido at tono

buridn, que nos encontramos ante uno de los argumentos donde se defiende la infinitud: no

# Lo de la esfericidad lo demuestra en el De caelo, 286°10-287"22.
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hay razon suficiente para asumir que el universo tiene un centeo, m que ¢l concepro tene un
significado fisico claro.

La primera dificultad que se plantea para que ta Tierra pueda moverse alrededor de un
centro f1jo e inmovil, €s que, segiin Simplicio, no puede a la vez cstar moviéndose en torno a
una circunferencia por debajo del Zodiaco y ser el centro del mismo. Agrega que entiende
como centro al del universo, ¢t del mundo, ¢l de la esfera estrellada, ¢l del cielo. Salviaui
responde que no se sabe si dicho centro existe, pues nadie ha probado que el mundo sea ﬁnitb
y determinado o infinito ¢ ilimitado. Este punto es de suma imporrancia. Tal vez Galileo no sc
ha pronunciado por Ia infinitud del universo, pero rampoco lo ha hecho con respecto a su
finitud. Probablemente sus argumentaciones puedan levar a pensar en que defiende un universo
infinito, pero aqui es explicito que no tiene por qué pensar en un orbe finito. Ni siquicra ¢l ha
sido capaz de demostrar que el universo es finito, ni mucho menos ha podido demostrar Ia
infinicud del universo.

Copérnico aumentd ¢l tamafio del mundo lo suficience para que el argumento del
paralelaje no fuera decisivo, y comenta:

pero ilejemnos la discusion a tos fisidlogos [ fikisofos de la naturaleza) si el mundo es finito o infinito
[...] teniendo nosotros como seguro esto: que la Tierra esed limitada por sus polos v delimirada por
una figura csférica. Luego, por qué dudamos aun co concederle una movilidad por naruraleza
congrucnte con su fama, en vez de desiizarse todo el mundo, cuyos linites sc ignoran y no se pueden

conocer [...] [Copérnico 1543, p. 26 [14-15}].
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Mis adelante dice que “el mundo s esférico, inmenso, semejante al infinite” [Copérnico 1543,
p- 39 [24]; el subrayado cs mio]. Es decir, Copéraico necesita un universo de 2ran rnano,
enorme y semejante al infinito, pero no quiere decir que el universo sea de facto infinito. Galileo
sc reftere a lo mismo diciendo que, hablando del centro del universo y aceprando quie ¢s finito,
ticne forma esférica, se mueve en circulo v tiene necesariamente, respecto a la forma v al
mMoVimicnto, un centro; cuando se refiere al mundo, dice: “de cuyo amaio no tenemos
informacion sensible mds ali de las cstrellas fijas” { Galilei 1632, p- 278 [349]]. Sin cmbargo,
que no se renga informacién al respecto, no es concluyente para afirmar ni la finitud ni la
infinitud del universo. Por otro lado, que los limites del mundo sc ignoren v no s¢ puedan
conocer, en aquella época, no sugiere necesariamente que el mundo ¢s infinito. Podria darse ol
caso de que fuera finito v aun asi no poder conocer los limites del mundo pucs pucde darse ¢l
caso de que éstos s¢ cncuentren a una gran distancia, mds alld de las estrellas fijas, v IO scan
observables con algtin telescopio. Es preferible tal vez, a ta manera de Nicolis de Cusa, hacer

alusién 2 un universo indeterminado, mds que infinito.






La vida es una micrda
Pablo Barberis

EL INFINITO EN LA FISICA GALILEANA

El movimiento siempre fue una de las grandes preocupaciones de Galileo. As{, en el Dialogo,
Galileo se ocupa de este tema al defender la tesis copernicana, mientras que en los Discorsi se
va a referir a los movimicntos locales como una nueva ciencia. En el Dialgge habla,
principalmente del movimiento terrestre, asi como del movimiento de los orbes celestes,
ocupdndose sobre todo de movimientos tales como el rectilineo, el circular, el acelerado, pero
siempre teniendo presente que quiere defender la idea de una Tierra en movimiento. Por otro
lado, en los Discorsi, se refiere también al movimicnto, pero en otro contexto, es decir, desde
un punto de vista teérico en lugar de uno aplicado.

Koyr¢ tienc una visién interesante de la concepcién galileana del movimiento. Se
pregunta del por qué Galileo no fue capaz de plantear explicitamente el principio de inercia, si
una de los objetivos de la ciencia galiteana fue intentar la matematizacién de la naturaleza.
Segiin Koyré, Galileo fracasa en este intento porque, a diferencia de Descartes, no fue capaz de

pensar en un universo infinito: “la creencia en la finitud de este universo levanraba una barrera
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infranqueable ante ¢l pensamicnto galileano™ [Koyré 1985, p. 245]. Sin embargo, en cste

trabajo no se discutird este problema.

4.1 MOVIMIENTOS RECTILINEO Y CIRCULAR

Segan Galileo, asi como Aristételes, los cuerpos por naturaleza son mdviles o inmoviles,
aunque s6lo el reposo v el movimiento circular son aptos para la conservacién del orden del
mundo. Y el universo estd perfectamente ordenado y el movimiento rectilineo no puede existir
en un mundo con tales caracteristicas. Al igual que Aristéreles, considera a una linea circular
como perfecta y a una recta como imperfecta; es imperfecta porque si es infinita no tiene fin
ni meta, mientras que si es finita, fuera de ella hay alguna cosa en la que se puede prolongar’.
Ademds,
sicndo el movimiento rectilineo infinito por su propia naturaleza, porque la linea recta es infinita ¢
indeterminada, es impaosible que exista movil alguno que renga por naturaleza un movimiento
espontdneo ¢n linea recta, es decir hacia donde es imposible llegar por no haber una mew
predetenminada. Y Ia naruraleza, como bien dice el propio Aristdteles, no trata de hacer lo que no

puede ser hecho, ni trata de mover hacia donde es imposible legar [...] y si alguno dijera que si bien

la linea recta, y por ;anto ¢l movimicnto por &, ¢s producible hasta el infiniro, esto es sin limite,

! Ver Aristéreles 19962, 26942223
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peto que, sin embargo, la namraleza de un modo, por asi decir, arbitrario le ha asigrado unos linices

¥ ba dado 1 sus cuerpos narurales ¢l instinto de moverse hacia éstos [Galilei 1632, p. 18 [43]].

El movimiento circular es finito y delimitado pues la superficic recorrida es finita y sc regresa
al punto de partida; sin embargo, Galileo aclara que ¢l movimicnro circular ni siquiera ¢s finito
ni delimitado pues ningiin punto es principio ni final del movimiento. Debido a esto, s¢ puede
decir que el mévil siempre se estd alcjando de su punto ‘inicial’ v legando al “final’, por o que
¢l movimiento no puede ser ni enlentecido (por la repugnancia del mévil cuando parte) ni
acelerado (que es cuando se dirige hacia donde tiene una cierta inclinacion) v, por lo tanto, es
uniforme. Como el movimiento es uniforme y delimitado, se sigue entonces que es perpetuo,
por la repeticidn de la rotacién. Pero, aqui hay un problema en la Idgica de Galileo: el
movimiento ¢s finito pero perpetuo y, por lo tanto, infinito. El problema es que estd
considerando al movimiento circular como finito y delimitado por la region en la cual se mueve
¢l objeto. Un circulo es, efectivamente, una regidn cerrada y acotada?, por lo que el movimiento
es en realidad infinito y no finito y delimitado.

Contintia diciendo que este movimiento perpetuo no se puede dar en una linea recta
pues si ¢l movimiento se enlentece, entonces se siguc que no puede ser perperuo, mientras que

|

el acelerado liega necesariamente a su meta, si es que existe; si ésta no existe, no puecde haber

movimiento hacia ella® pues la naturaleza no mueve hacia donde es imposible flegar.

? Evidentemente Galileo no utiliza estos términos.
3 Hay una discrepancia en las rraducciones. En la de Beltrdn se dice que no hay movimiento. En este
€as0 sc estd usando la de Drake. Ver Galiléi, 1967, p. 32.
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4.2 MOVIMIENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO.

Antes que otra cosa, veamos la definicidn galileana de movimiento uniforme: “Por movimiento
igual o uniforme entiendo aquel en el que los espacios recorridos por un movil en tiempos
iguales, cualesquiera que €stos scan [quibuscunique], son iguales entre si” [Galilei 1634, p. 266
[191]]. A la vieja definicién Gnicamente se le agrega “cualesquiera.” A esta definicidn, le agrega
una seric de axiomas para el movimiento uniforme. Sin embargo, lo realmente interesante esta
en su concepcidn del movimiento uniformemente acelerado.

Como una primera definicion de movimiento uniformemente acelerado, dice que es
aquel que, “partiendo del reposo, adquiere en tiempos iguales iguales incrementos de velocidad”
[Galilei 1634, p. 278 [198]]. Posteriormente da una nueva definicién Ligeramente modificada:
“lamames movimiento igualmente, esto es, uniformemente acelerado, 2 aquel que, partiendo
del reposo, adquiere, cn tempos iguales, iguales incrementos de rapidez” [Galilei 1634, p. 288
{205]]. En la original se refiere a ‘incrementos de velocidad’, pero en esta nueva dice
‘incrementos de rapidez’. Aqul hay un problema un tanto fuerte: desde un punto de vista

vectorial®, no es lo mismo rapidez que velocidad. La velocidad es el cambio del vector posicién

* Punto de vista que no serd analizado en esta tesis, pero podemos apuntar lo siguiente: el concepro
moderno de vector es una idea posterior a Galileo, pero esto no quiere decir que no tuviera la idea de ello. Al
contrario, la dene, pues en algunos problemas que maneja s¢ encuentra implicito un concepto que posterior-
mente va a ser definido como vector.
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con respecto al tiempo, mientras que la rapidez es el médulo de este cambio. Galilco no puede

estar pensando en vectores y magnitudes escalares.

4.2.1 GRADOS DE VELOCIDAD Y LENTITUD EN EL MOVIMIENTO

UNIFORMEMENTE ACELERADO.

Un problema muy interesante y que tiene que ver con ¢l movimiento uniformente acelerado,
es el de los grados de velocidad y de lentitud. Galileo habla de un cuerpo que tenga naturaleza
mévil y que se cncu;:ntra en estado de reposo por alguna causa, se moverd si es que tienc por
naturaleza alguna inclinacién hacia algiin lugar. Debido a esa inclinacién, el CUETpo s va a
acelerar continuamente. Define al estado de reposo como el grado de infinita lentitud del
movimiento [ver Galilei 1632, p. 20 [44]]. Considera que entre cualquier grado de velocidad
y el estado de quictud, hay infinitos grados de lenticud. Sagredo pregunta entonces que cdmo
$€ pasa en un tiempo muy pequeiio por los infinitos grados de lentitud precedentes a cualquier
velocidad adquirida por el mévil en ese tiempo. La resolucién a la dificulrad planteada es que
¢l mévil efectivamente pasa por dichos grados, pero que en su paso el movil no se detiene en
MINZUNO, y COMO eS¢ Paso requicre inicamente un instante de tiempo y debido a que cualquier
tiempo, por pequeciio que sea, contiene infinitos instantes, entonces se puede asignar a cada uno

de los infinitos grados de lentitud un instante de tiempo, por mds pequefio que sea cl tiempo.
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Cuando se refiriere a los grados de velocidad, dice que dado un grado, siempre hay uno
menor, y que cuando el movil adquiere alguno de esos grados necesita pasar primero por
alguno de los grados de velocidad menores. Acepra que es una idea platdnica el que un mavil
no pueda pasar del estado de reposo a algiin grado de velocidad determinado en el cual hava
de mant.cncrsc uniforme ¢ indefinidamente, a no ser que pase por todos los grados de velocidad
menores, o a través de los grados mayores de lentitud que s den entre un grado de velocidad
dado y el mdximo grado de lentitud {¢l reposo) [ver Galilei 1634, pp. 405-406 [283]]. Resulea
natural pensar en que primero pasa por los grados de velocidad mids préximos a su punto de
partida para pasar posteriormente por los mis alejados. Pero, como ¢l mismo dice, ¢l grado

-dcsdc que cl mévil empieza a moverse es el de mdxima lentitud, es decir el det reposo. En este
razonarmiento esed usando un argumento similar al de ha Dicotomia de Zendn. Ademds, esed
aceprando la existencia de un infinito actual ya que entre ¢l estado de reposo y donde alcanza
¢l primer grado de velocidad, hay una infinidad de grados de lendtud. También habla del mévil
paéando por cada uno de los grados de velocidad pero que no se deriene en ninguno de ellos,
lo que da la idea de un movimiento continue y, sin embargo, esto nunca es explicito.

Sagredo dice que un grave al caer, partiendo del reposo, comienza a acclerarse, segin
la proporcién en que aumenta el tiempo desde ¢l primer instante del movimiento, v al ser ¢l
vempo subdivisible al infinita, en cuanto la veloaidad antecedente va disminuyendo no habrid
algiin grado de velocidad ran pequefio, o algin grado de lentitud tan grande en ¢l que no se

encuentre el mismo movil después de que parra del grado de leneitud infinira. Es decir, un
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mévil no se moveria aunque pasara mucho tiempo, pero los sentidos muestran que un grave
al caer pasa inmediatamentc a tener una velocidad notable. Salviati responde que la misma
experiencia resuelve la dificultad y que muestra que los primeros movimientos del mévil son
cnormemente lentos. Afiade que fa velocidad puede aumentar y disminuir sin limice y que, por
tanto, un mdévil que parte de la lentitud infinita puede alcanzar inmediaramente un cierto grado
de velocidad. Entonces, la adquisicién de los grados de velocidad puede Ilevarse en el mismo
orden que la disminucién de los grados y, por tanto, en un mévil ascendente, al disminuir la
vetocidad, pasa por todos los grados de lentitud antes de llegar al reposo. Simplicio dice que
si los grados de lentitud cada vez mayores son infinitos entonces nunca se llegar al estado de
reposo, pero que esto no parece suceder. La respuesta de Salviad es que esto ocurrird si el mévit
permancce durante un cierto tiempo en cada grado de velocidad, pero que el mévil pasa por
ellos en un instante. Y que, pucsto que en cualquicr intervalo de tiempo hay infinitos instantes,
¢stos serdn suficientes para corresponder a los infinitos grados con que disminuye la velocidad.
La razén de que el mévil no permanece en un mismo grado de velocidad es que al lanzar un
objeto hacia arriba, si permaneciese en ellos, su movimiento uniforme serfa ilimitado [ver
Galilei 1634, pp. 278-282 [198-201]].

Galileo dice que el movimiento acelerado tiene aumento continuo y que, dado esto, la
sucesion de grados de velocidad crece continuamente y que los grados de velocidad no se
pueden dividir en algin nimero determinado, porque al cambiar de instante en instante,

siempre son infinitos.
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M A
D

X E

X F

L G

B c

Figura 12: los grados
de velocidad.

Se toma el ridngulo ABC (ver figura 12) y se toman sobre AC rantas partes iguales
como sc quicra, cuyas representaciones sean lineas paralelas a BC. Las partes sobre AC denotan
tiempos iguales y las paralelas a BC represenran los grados de velocidad acelerados y crecientes
uniformemente en tiempos iguales, siendo A el estado de reposo. Entonces, en el vempo AD,
¢! mévil adquirié el grado de velocidad DH y asi sucesivamente. Como la aceleracién se hace
conamumente de instante en mstante y no mermitentemente (es decir, no es discreta) de una
parte extensa de tiempo en otra, y bajo ¢l supuesto de que A es el estado de repose (grado
minimo de velocidad), antes de que el mévil adquiera el grado de velocidad DH en el tempo
AD, ha pasado por otros infinitos grados sucesivamente menores, ganados en los infinitos
instantes que hay en el tiempo DA que corresponden a los infinitos puntos que hay en la linca
DA. Entonces, para representar la infinitud de grados de velocidad que preceden a DH, hay

que suponer que hay infinitas lineas sucesivamente menores trazadas desde los infinitos puntos
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de la linea DA, paralelas a DH, y esua infinidad de lineas representa la superficie del tridngulo
AHD. Y de este modo, sc supone que cualquier espacio recorrido por ¢l mévil con un
movimiento que, empezando desde el reposo, va acelerindose uniformemente, consume
infinitos grados crecientes de velocidad, conforme a las infinitas lincas que, empezando desde
el punto A, sc trazan paralelas a la linea HD y a las [E, KF, LG, BC, continuando el
movimicnto cuando se quiera [ver Galilei 1632, pp. 199-200 [255]).

Si se completa el paralelogramo AMBC (ver figura 12) y se prolongan hacia BC todas
las paralelas, que son infinitas en ntimero, desde AC, dado que BC era el grado mdximo de
velocidad adquirido por el mévil en el movimiento acelerado y la superficie del tridngulo cra
la suma de toda la velocidad con la cual, en el tiempo AC, ¢l mdvil recorrid el espacio; el
paralelogramo viene a ser un agregado de grados de velocidad, todos iguales a BC, resultado
de las velocidades y que es el doble de la masa de las velocidades crecientes del tridngulo, del
mismo modo que el paralelogramo es el doble del tridngulo. Y entonces, si el mévil al caer ha
pasado por los grados de velocidad acelerada, conforme al tridnguto ABC, ha recorrido en tanto
tiempo tal espacio, con velocidad uniforme, correspondiente al paralelogramo, recorre con
movimiento uniforme, en el mismo tiempo, el doble del espacio recorrido por el movimiento

acelerado.
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A
Figura 13

En otro problema, se discute la trayectoria que describiria un grave al cacr desde lo alo
de una torre (ver figura 13). Galileo dice que debido “[...] a 1a infinita agudizacion del dngulo
de contacto de los dos circulos DC y CI, ¢l alejamiento desde lo alto de la torre, al principio
es pequefisimo, que ¢s lo mismo que decir gue el movimiento decendente €s lentisimo, v nuis
y mds lento hasea el infinito segin la proximidad al punto C, esto es al estado de reposo™
[Galilei 1632, p. 144 [191]]. Claramentc, el ingulo de contacto entre las dos circunferencias
CD y DI es un dngulo que va “decreciendo’. Si se hace recorrer a un mdvil por una curva que
intersecta a las rectas FA, GA, HA, LA y DA enlos puntos P, G, H', L' y D, respectivamente,
de ral modo que sean estos los puntos medios de los segmentos FE”, GG”, HH”, LL” v DD”,
donde F”, G”, H”, L” y D” son los puntos de interseccién de la trayectoria que describe el
grave y los segmentos FA, GA, HA, LA y DA, respectivamente, y entonces conforme ¢t mévil

recorra esta curva en direcaidn a C, las circunferencias CD y CI estardn mds préximas a €L
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4.2.2 UN PROBLEMA INTERESANTE.

Este problema se encuentra en el Tratado sobre el movimiento naturalmemente acelerads

Droblema IX. proposicién XXIII: Tomando en la perpendicular un espacio que sea recorrido en un
ticmpo cualquitra, partiendo del reposo, trazar, desde el extremo inferior de este espacio, un plano
inclinado sobre el cual, después de I caida a lo largo de la peependicular, se recorra en ¢l mismo
tiempo un espacio igual a un espacio dado cualquicra, con tal de que sea superior al doble, pero

inferior a} wriple, del espacio recorrido a lo fargo de la perpendicular [Galilei 1634, pp. 342-343
[240-241]].

c X
o

Figura 14.

Inmediatamente después de este éroblcma, hay un escolio donde se explica un poco mids
este hecho. Se analizan dos casos: i) si es apenas mayor que el doble v ii) que sea apenas inferior
al miple. Y también se aplica el siguiente razonamiento (ver figura 14); Como OE es a EF
como FE es a EC, precisamente FC mide al tiempo de la caida por CO. Si la linea horizontal

TC, que es el doble de CA, se divide en dos por V, prolongada en direccidn de X, “se

3 Tratado inserrado eq la tercera jornada de los Discorsi.



112 " EL CONCEPTO DE INEINITO EN GALILEO

extenderd hasta cl infinito antes de que pueda encontrarse con la prolongacion de AE. En
consecuencia, fa proporcidn de la finea infinita TX con respecto a fa infinita VX no serd distint
de la proporcion que s da entre fa infinita VX y la infimiea XC” [Galilei 1634, p. 345 {242])].

Aqui hay un problema v es que, como se vid en el capitulo 2, Galileo desecha ciertos
argumentos dicicndo que debido a que nuestro razonamiento cs finito, no podemos aplicar los
mismos argumentos 4 lo infimto. En este problema, estd usando proporciones entre infinitos,

1.6. /=1, pues si B~-A=>A/B=1, pero tanto A,B <. {Por qué sc vale eofw=1?

D

Figura 15.

Siguiendo otro procedimiento, se Hega a la misma conclusion. Témese el tridnguio ABC (ver
figura 15) y tricense paraletas a ta base BC, las cuales representan los grados de velocidad
incrementados continuamente a medida que aumenta el tempo; “rales paralelas, al ser infinitas,

del mismo modo que son infinitos los puntos ¢n la linca AC y los instantes de un ticmpo
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cualquiera, dardn origen a la superficie misma del tridngulo” [Galilei 1634, p. 346 [243]]. Si
suponcmos que ¢l movimiento prosiguc durante un tiempo igual con movimiento uniforme,
en lugar de movimiento acelerado, segin el grado méximo de la velocidad adquirida, _
representada por BC, los grados de velocidad formardn un agregado similar al paralelogramo
ADB, que es el doble del tridngulo ABC. Por lo tanto, el espacio recorrido en ¢l mismo tiempo,
con grados de velocidad iguales entre si, serd ef doble del espacio recorrido con los grados de
velocidad representados por el widngulo ABC. En el plano horizontal el movimiento es
uniforme, si no hay nada que lo acelere o lo retarde. Por lo ranto, ¢l espacio CT (ver figura 14)
recorrido en el tiempo AC es el doble del espacio AC. Este tltimo es recorrido con movirriicnto
acelerado a partir del reposo segtin las paralelas del tridngulo; aquél es recorrido seguin las
paralelas del paralelogramo, “las cuales, si sc toman en su infinitud, son ¢l doble que las infinitas
paralelas del widngulo” [Galilei 1634, p. 346 [243]).

Aqui surge una dificulrad y es que por qué son ¢l doble si son una infinitud en ambos

casos. Vuelve a tener el mismo problema que se menciond lineas arriba. Estd utilizando sus

razonamientos para casos finitos en los casos que envuelven niimeros infinitos.
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4.3 MOVIMIENTOS Y CIRCUNFERENCIAS.

El teorema VI, proposicién VI, del Tratado sobre el movimiento uniformente acelerado, dice lo
sigutene: “Si desde el punto mds alto o mds bajo de un circulo levanrado verticalmente sobre
el horizonte s¢ trazan planos inclinados, cualesquiera que sean, hasta la circunferencia, los
tiempos de caida a lo largo de tales planos scrian iguales” [Galilei 1634, p. 314 [221]]. Del
mismo teorema surge el corolario IIT;

Sc inficre, ademis, que los tiempos de los movimientos que denen lugar sobre los planos inclinados
son iguales cuando las alturas de partes iguales de rales planos eseén entre s como las longitudes de
los mismos planos: se ha demostrado, efectivamente, en la pemiltima figura, que los tempos de
descenso por CA y DA son iguales cuando [a altura de AB, igual a AD 0, lo que cs lo mismo, es a

Ia altura DF como CA a DA {Galilei 1634, p. 318 {223]].

Entonces se comienza una discusién acerca de infinitas circunferencias generadas a partir de
distintos movimientos. Si desde un punto determinado de un plano horizonral, se traza una
serie de lineas que se extienden infinitamente en todas direcciones v si también se supone que
sobre cada una de eltas se mueve un punto con velocidad uniforme, partiendo todos los puntos
del mismo lugar a ia misma velocidad y al mismo tempo, entonces cada uno de estos puntos
configurard la circunferencia de una seric de circulos cada vez mayores y que tienen como
centro al punto original, tal como sucede con ef agua cuando se arroja una piedra. Pero si s

considera un plano vertical y desde ef punto mds alto se trazan lineas inclinadas con cualquier
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dngulo prolongadas infinitamente, y se supone que a lo fargo de ellas descienden moviles graves
con movimicnto naturalmente acelerado y con la velocidad apropiada a la inclinacién de su
plano, entonces siempre s verdn en la misma circunferencia de cada uno de los circulos que

van aumentado a medida que se alejan del punto.

Figura I6.

Sca A el punto mds alto (ver figura 16) y se toman lineas con cualquier inclinacidn tales
como AF y AH siendo AB la perpendicular; si se toman dos puntos C y D en AB y se trazan
circunferencias con €Stos puntos como Centre que pasen por A, €stas cortardn a las lincas en los
puntos F, H, B y E, G, L. Entonces, cuando los méviles descienden, el primero estard en E, el
otro ecstard en G y ¢l dltimo en I y de este modo, s1 continuan descendiendo, en el mismo
tiempo estarin en F, H y B. Estos mdviles, o un nmero infinito de méviles que siguieran
moviéndose a través de infinitas inclinaciones, se¢ encontrarfan siempre en fas mismas

circunferencias, las cuales irdin aumentando infinitamente de tamafio.
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Dc las dos especies, pues, de movimiento de los que se sirve la naturaleza nace con una admirable
semejanza y diversidad b gcncmc{én de infinitos circulos: una se coloca, como en su sede v
principia, en el centro de los infinitos circulos concéntricos, mientras que |t otra cstd situada en el
contacto que un ndmero infinito de circulos excéniricos tienen en su parte superior; el primero de
estos dos moviimientos es producido por movimientos que son iguales y uniformes, mientras que
¢l segundo, por movimientas que no son ni uniformes ai iguales entre si, sino que varfan unos
£ESpecto a otros segiin que sean diferences las inclimaciones, Mds adn, si desde los dos puntos
clegidos come erigen de! movimiento trazamos ahora una serie de lineas, no sélo 1 lo largo de
planos horizontales y verticales sino en todas las direcciones, entonces, del misme modo que en ef
ca50 de las que renfan su origen en un solo punto la produccitn de eirculos tenia lugar vendo
aquéllos siempre en aumento, as{ también-aqui comienzan en un selo punto y se produce un nimero
infinito de esferas o, mejor, una sola esfera que ird aumentando su volumen sin limice alguno; v esto
de dos maneras: bien teniendo su origen en el cenrro o bicn en la circunferencia de tales esferas™
[Galilei 1634, p. 320 [225]).

Es claro que Galileo no puede separar al infinito de las circunferencias. En el caso de su fisica
del movimiento, el infinito se encuentra vinculado con un movimiento perperuo a lo largo de
la circunferencia de un circulo. Ademds, estas circunferencias, en general, aumentan de tamaio

hasta convertirse ¢n una circunferencia infinira.



Las mujeres, las castas y las otras,
movidas por una sucrte de enwidia
profesional, propia de cortesanas,
pero tambicn por una ingenuidad
incurable, imaginan que en la alcoba

las posibilidades son infinitas.
Adolfo Bioy Casares

SUMARIO

Se¢ ha dicho ya en algunos lugares de este trabajo que es dificil sacar alguna conclusion con
respecto al concepto galileano del infinito. Y no es ficil concluir algo debido a que no es posible
extraer una reoria que unifique a la concepcidn galileana del infiniro. Pucde parecer
contradictorio, pero no es posible, a mi parecer, obtener una interpretacién historica de este
concepto en Galileo, que sea necesariamente consistente en las tres grandes ramas del
conocimiento que se manejan en la presente tesis: matemdticas, cosmologia y fisica.
Considero que la clave para comprender esta concepeién galileana (o, tal vez, para
comprenderla atin menos) ¢s la carra a Liced de 1640, donde afirma que es incapaz de tomar
una decisién con respecto a lo finito y a lo infinito. Pero afirma que se siente atraido mds por
lo infinito, sobre lo finito, debido a su incomprensién; para lo finito, ningin principio de
comprension es requerido, puesto que nuestro entendimiento es finito. A pesar de que csta
carta es tardia, quiero suponer que, en buena medida, esta idea del principio de incomprensién

para lo infinito es muy anterior. Siempre nos dijo Galileo que al infinito no se le pueden aplicar
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los mismo razonamicntos que a lo finito, pero csto no contradice en nada a lo anterior,
Justamente por este principio de comprension.
Usando a este mismo principio, Galileo no puede aceprar la existencia de cuerpos o
\
superficics infinitas. Demuestra que una circunferencia infinita es igual, al menos localmente,
a una linea recta. Con esto, lo que logra es mostrar es que ¢l paso de lo finito a lo infinito no
es trivial, puesto que los objetos que van de lo finito a lo infinito picrden roradmente su esencia,
puesSTo que se convierten en incomprensibles.

Un punto sumamente importante s que Galileo necesita demostrar que una linea csti
compuesta de un nimero infinito de indivisibles. Una vez quc logra esto, demuestra entonces
que este niimero infinito de puntos es igual al nimero de puntos de cualquicr recta. Despues,
exticnde esta misma idea, diciendo que el nimero de puntos de una recta es igual al nimero
de puntos de una circunferencia. La importancia de este hecho radica en que se puede
considerar como un buen cimiento para la teoria de conjuntos que aparece hasta finales del siglo
XIX; Cantor demostrd que el nimero de puntos de una linca es igual al niunero de puntos de
un plano, sicndo ambos iguales 4 2*°. Galileo no es capaz de decir cudntos puntos hay en la
recta y en la circunferencia, pero sabe que son una infinidad, ademds de que hay rantos en una
como en otra. No es que Galileo haya influido en Cantor para la creacion de ta teoria de
conjuntos, sin embargo, maneja algunas ideas que después serin definidas en esa teoria. Tal es

el caso, también, del concepto de relacidn de orden.
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Galileo afirma que no se pueden establecer comparaciones entre conjuntos infinitos. Esto
es, hablando en un ic11guan moderno, no se pueden establecer relaciones de orden entre
conjuntos infinitos. Mds aiin, no es posible, ni siquicra, comparar un conjunto finito con un
conjunto infinito. La dificultad en es este problema radica en que Galileo llegé a una aparente
contradiccién al comparar los nitmeros cuadrados y las raices, con lo cual, puede decir,
entonces, que no se pueden establecer las relaciones arriba mencionadas entre conjuntos
infinitos; los atributos de menor, igual y mayor, no son aplicables para este tipo de conjuntos.
Reitera enronces, que no es posible aplicar los mismo razonamientos que se utilizan para los
objetos finitos, a los infinitos. Sin embargo, Galileo no le da la vielna al problema y, en lugar
de obtener este conclusion, llegar a cuestionar su propia légica para asi conseguir otro tipo de
resultados.

Por otro lado, en Galileo la discusidn del tipo de infinito que maneja comienza a pérdcr
sentido. Le da lo mismo si el infinito es potencial o es actual. As{ lo deja ver en cicrros
argumentos, donde explicitamente dice que le concede a los peripatéticos que decidan qué tipo
de infinito estd manejando. Asi, en sus demostraciones, pocas veces aclara si estd urilizando un
infinito porencial o un infinito actual,

Sin embargo, a pesar de que el infinito actual haya tenido que esperar algin tiempo para
conseguir ¢l status de plenamente aceptado, Galileo lo utiliza sin problema alquO. En su
desarrollo de la fisica del movimiento, su concepcidn se basa en los grados de velocidad y de

lentitud. A partr del grado de infinira lentitud, que es el reposo, un mévil va pasando por todos
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los grados de lentirud antes de llegar al primer grado de velocidad. Tanto los grados de lentitud
como los de velocidad, son infinitos en mimero. Y aqui hay un problema que tienc que ver con
el infinito actuat y con ¢l infinito potencial. El agregado de grados de lentitud cs un infinito
acrual, mientras que el de grados de velocidad puede pensarse como un infinito potencial. Esto
es porque, para que ¢l mdvil adquicra ¢l primer grado de velocidad, es necesario que pase
primero por todes los grados de lentitud. Si aceptamos que puede existir una velocidad infinita,
entonces el conjunto de grados de velocidad también es un infinito actual, si n0 acepramos esto,
entonces estamos lidiando con un infinito potencial.

El movimiento es una de las mayores preocupaciones de Galilco. Esto queda claro con
la publicacién de los Discorsi, donde el movimiento local adquiere ¢l adjetivo de nueva ciencia.
También esta idea queda reforzada con ¢l Dialggo, donde la mayor preocupacion es defender
el sistemna copernicano heliocentrista. En su fisica del cosmos, Galileo de nueva cuenta acude
a los grados de velocidad y fentitud. Pero este no es punto central de Ia discusién concerniente
al infinito y su cosmologia.

El universo, {es finito o es infinito? Esta es una de las pregunras mds interesantes que
se pueden plantear en fa historia de la ciencia. No obstante, Galileo nunca responde. Pareceria
que Galileo acepta explicitamente, acorde a Anistdteles, que el universo ¢s finito. Sin embargo,
a lo largo de sus argumentaciones deja entrever que no necesariamente considera al universo
como finito. Con la aparicién det telescopio, el universo crecid. Pero de esto no necesariamente

se sigue que e} mundo es infinito. La discusién de fa nova aparecida en 1572 no sélo sirve para
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atacar a los peripatéticos, sino también para oftecer argumentos en favor de la infinitud del
universo. Nurica se refiere a cudl es su postura en cuanto a la ubicacién de la estrelha, sino que
simplemente sc limita a desechar las obscrvaciones reportadas por Chiramonti. Parceeria ser que
prefiere siruar a la nova entre las estrellas fijas mis lejanas, o adn mds alld, pero nunca en un
intervalo infinito. Pero para intentar ubicar a la estrella, necesita manejar la idea de que la
distancia de la Tierra a una regién por arriba de las estrellas fijas ¢s infinica.

Es preferible pensar que Galitco considera al universo como indeterminado, a la manera
de Nicolds de Cusa, mds que infinito. Esto es debido a que €l mismo dice que nadic sabe donde
se encuentra el centro del universo, ademds de que este centro v el centro de la Tierra no
necesanamente coinciden. Si el mundo cs finito, necesariamente tiene un centro, micneras que
si s infinito, no lo tiene. Tiendo a pensar que Galileo prefiere a un universo infinito, pero que
era muy dificil pronunciarse por ello. Con el proceso que lleve a Giordano Bruno a la hoguera,
ademds del juicio que €l mismo enfrentd, no le convenia afirmar b infinicud del universo.

Por dltimo, cabe apuntar que para Galileo el infinito s necesario. Lo requiere para
desarrollar tanto su fisica como sus matemdticas, para asi establecer algunos de los fundamentos

de la ciencia modema.



Lty



APENDICE

Galileo quiere demostrar que la circunferencia de un circulo se convierte en
una linea recta infinita. Demostrard que dada una recta, dividida segin una
cierta proporcién se describird un circulo tal que, trazando dos lineas rectas
desde los extremos de la linea dada a.cualquier punto de la circunferencia,
mantengan la misma proporcién que tienen entre ellas las partes de [a linea
propuesta. Es decir, demostrard dos cosas: i} que todos los puntos que
cumplen esa relacidn estin sobre una circunferencia, ii) que todos los puntos
que estan sobre la circunferencia son los tinicos puntos que cumplen con esa
relacion. La demostracién es complicada y dificil de seguir, por lo que en
ocastones se sigue el argumento de Galileo, mientras que en otras se utilizan
argumentos propios.

Sea AB una recta dividida por el punto C en partes desiguales. Supongawmos,

sin pérdida de generalidad, que AC > CB.
Por demostrar, que existe C tal que Vz € C. i = AC

B CB
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Demostracion:
Sean C ol centro det citenlo con r = CHB. Sea AE In tangenre al cirewdo en
el punto D, Entonces CD 1 AE.
Como -
LDAC < 3 = BEILBA

v BE cortari a AF en ¢l punto E.
Tracese EF perpendicular a 4F. Sea F el punto de contactu cow 3.

Para continuar con la demostracién, se requicre ¢l sigiticnte

Lema: FE=FC

Demostracion:

Tricese EC y considérense ADEC y ABEC.

DE = BE pues son tangentes a la circunferencia, .
DC = CB pues son radios del circulo. Como comparten el lado EC. entonces
ADEC 2 ABEC por el eriterio LLL de congruencias de rriduginlos.

Como (EBC = %, entonces (BCE + {CEB = i

= LCEF+(CED = § pues LFED = 5
= (FCE = (FEC

Por lo tanto, FE = FC D

Aliora, considérense AAFE v AEFB.

LEBF = (FEA = pues FELAE.

LAFE = (BFE.

Como EF es comin. entonces (EAF = /FEB.
por lo ranco

AAFE ~ AEFB (1)
Eutonces
AF EF __AF _CF

FE-TFB = FC = Fp Pues FC = EF como se demostrd en ol fema 1

dividendo (es decir, restando el antecedente del consecuente: de AF — FC' =
AC v CF — FB = (B se obtiene % = %) se tieme e

AC  CB AC CB , o
CF-BF = Fo - Bp Pues EFC = FG por ser radios
B _co
BG  BF
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Por otro lado, edmponendo (es decir, suinando al antecedente su consigniente;
de AB+ BG = AG y CB + BF = CF se obtiene (‘_i: = ;——E) se lieue gue
LDEC = (CEB v (ECD = ({BCE.

IBCE +{CEB=%y (BCF = (FCE

LCEF+ (CED =% yeomo (CED = (CEB

= /FCE=(FEC

veomo FE = FC

Por lo tanto AECF es isdsceles.

[METX )

Sea € un circulo con centro en £ y radior = FE
Como LAEB estd bisectado por EC

_ AE
= 25 = ] i ac
Se demostrard que £3 = 55

Una demostracion directa es que 4, B, € v G son puntos armonteos v los
segmentos uo son dirigidos. Para puutos armdnicos, se sabe que

AC _AG
CB  GB
AG _CF sdeuEF—ﬂg-—E
e FBT"FBTEBTCB
pll('ﬁ
% [—_if} por la semejanza de AABE y ABEF (por la ecuacion 1)

v sou ignales a 22 por hipétesis.
Sea Hel wlque H=n{BH, AH}

A AH
Proposicion 1: —C = —

HB
Prolonguese Hf B hasta el punto de f € € v tricese TF.
B _ B

Como 5= = FF, entonces

AB-BF=CB BG=1IB BH (2)

x

puesto que AABH ~ ABIF v entonces, % =1
Cowo LABH = /FBI, entonces

o
b

AH IF EF AE
HB FB_ FB " EB
;‘,—’é = ,,H 1)ueﬁ;t,9 que AABH ~ ABIF
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;"—’5 = ,C.—f? pues BF cs la base de AIBF v ABEF
vademids [ €, EeC
Por lo tanto, /BIF = ¢/ BEF
pero %—; = % pues AABE ~ ABEF (por la exnacion 1)
Por lo tanto,

AH IF EF AE

HB FB FB EB

Proposicién 2: No es posible que las rectas que tengan eutre cllas tal
proporcion, partiendo de los extremos 4 v B se euenentren en punto alguno
situado dentro o fuera del eirculo CEG.

Demostracién:

Se realizard por reduccién al absurdo.
Supongamos que las rectas se intersectan en L.
L & C. Sean estas rectas AL v BL.
Proldnguese LB hasta M & C, Tracese MF = »
Supongamos que % = é% = % del mismo modo que 75 = %

AALB ~ AMFB puesto que ZALB = (MFDB (son proporcionales),
LMBF = LABF v ({FMB < 3 LLAB < pucsto quesi (FMB =2
=la base det AMBF seria BF = CG

£LAB < § pues AL > BL donde AL es homéloga 2 AC ¢ BL howmologa
a BC

Por lo tanto, AALB ~ AMFB O

L

« Hay otro argumento para probar que AALB ~ AMF B
LABH = tFBAM
AB||BE v BH||BM
Cowo M depende directamente de la eleccion de £
entonces A FI[AH
Por io tanto, JAHB = tBFM y /HAB = (BMF

Y M depende de la eleccién de H pues st tomamos ¢l caso patoldgico en que
G =L, entonces A = &
Por lo tanto, AALB ~ AMF B, entonces
AB MB
BL ~ BF
= AB-BF =MB-BL



APENDICE 127

Pera sabemos por (2) ¢ue

AB-BF =CB - BG=1IB-BH

Por lo tanto, AMfB-BL =CB-BG 1
Porlo tante, Le € O

La demostracion cs aniloga para L en el interior de C.
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Galileo discute que I proveceion ro es mayor que el wovimiento hacia abajo,
Lo que quiere demastrar es que el espacio entre |a tangenee v b ctrennferencia
¢s cada vez menor v, por 1o tanto, la proporcidn que hay entre ln rangente v
la secante va a iufinito.

Segin Galileo, AC > CB = % = o¢ conforme la secante se acerque al

punto de contacto de la tangente v la circunfereucia.

Sabemos que si 4 ¢s el punto de tangencia de la recta con la cirennferenciz,
¥ se traza un radio hacia el centro I de la circunferencia, entonees ol £DAC
es recto. Sea B el punto donde la secante corta a la circunlerencia,

Sean AC = v CB =¢. Como AD = BD = r

{r+ -.—:)2 = gt
P 2re et = gl
Ire+e? = 4t

V2ire+e? = =

Por demostrar £ — ce. ie.,

ele +2r)
litn =oc
£—(} £
. Pero
. 2+ 2 O
ltm = -
=0 z 0

Aplicando la regla do L'Hépital tenemos que
d{Vet - 2re) e +r) :

1 2 1 +
- = 2 ‘s ] & _) N T =
d: ?(E 2re) (2 + ) 224+ )i T
Por otro lado,

-
2re

de _
de
E+r

= lim ——= = 00
e /et 4 O

. VE 4 O
= lim—— =

c—0 &

1

Por lo tanto .:é — B0
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