03077
UNIVERSIDAD NAC!ONAL AUTONOMA
DE MEXICO

CAD ML UTDNOH 9wy

— 3 -,

UNIDAD ACADEMICA DE LOS CICLOS PROFESIONAL /

Y DE POBGRADO DEL C.C,H. 2(/1

POSGRADO EN GEDFISICA

%4

INSTITUTO DE GEOFISICA

MODELACION MATEMATICA DE LA
PROPAGACION DE ONDAS SISMICAS
EN MEDIOS HETEROGENEOS.

T E S l S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS
oPCION
SISMOLGGIA Y FISICA DEL INTERIOR DE LA TIERRA

PRESENTA:

ANDRES PECH PEREZ

MEXICO, DI F .- 1998

YESIS con ’
FALLA DE ORigey



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A

A Aida con amor

A mis padres y a mi hermano



INDICE

RESUMEN
I INTRODUCCION
IL FUNDAMENTOS DE LA PROPAGACION DE ONDAS SISMICAS
11.1. Generacion de ondas por una excitacién local
11.2. Propagacion de ondas en un medio eldstico
1. FUNDAMENTOS DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO HETEROGENEO
III.1. Teoria de rayos
II11.2. Ecuacidén eilkconal
I11.3. Ecuacién de transporte
II1.4. Trazado de rayos en un medie donde la velocidad varia linealmente con la profundidad
IV, SOLUCION ANALITICA DE PEKERIS
V.'FUNCION DE GREEN PARA UN MEDIO CON GRADIENTE DE VELOCIDAD CONSTANTE (2D)
V.1. Caso SH
V.2. Regularizacién
i V.3. Caso vectorial
V4. Verificacién
V1, FUNCION DE GREEN PARA UN MEDIO CON GRADIENTE DE VELOCIDAD CONSTANTE (3D)
VIL.1. Diferencias finitas
VI1.2. Verificacién
VIL. METODO DE ELEMENTOS DE FRONTERA
VIL1. IBEM
VIL.2. Discretizacién
CONCLUSIONES
A(‘I}RADECIM]ENTOS

REFERENCIAS

12

15

20

24

28

33

33

35

38

41

57

61

67

78

79

79

84

85

86



RESUMEN

En el presente trabajo se describe brevemente la teoria bésica de la propagacién de ondas en
. medios homogéneos y heterogéneos. Se analizan algunas soluciones clasicas de la teoria de
rayos, asi como algunos elementos de 1a geometria diferencial. También se tratan aspectos
. fundamentales de la solucién analitica de Pekeris (1946), porque esta se utiliza como referencia.
Con esta solucién se pueden obtener los campos de desplazamiento y esfuerzo generados por una
- fuente puntual, aplicada en un fluido inhomogéneo en el que la velocidad de la onda
| compresional varia lineaimente con la profundidad. Posteriormente, se aborda la regularizacién
geométrica de soluciones para medios eldsticos homogéneos, con el fin de obtener soluciones
aproximadas para medios heterogéneos, donde el gradiente de la velocidad es constante. Los
- desplazamientos obtenidos a partir de las soluciones aproximadas se comparan con los que se
obtuvieron con el método pseudoespectral y el método de diferencias finitas, para los casos
* bidimensional y tridimensional, respectivamente. Ademés, se analizan los errores asociados con
~ la funcién de Green aproximada (G,,) para un medio heterogéneo con gradiente de velocidad
constante. Por ultimo, se describe el método indirecto de elementos de frontera. Este se usa para
calcular los desplazamientos producidos por una fuente lineal de ondas compresionales, aplicada
en un semiespacio elastico, donde las velocidades de las ondas P y S varian linealmente con la
profundidad.



L INTRODUCCION

Las condiciones geoldgicas pueden influir en la amplificacién del movimiento generado durante
un sismo, la estimacién del movimiento se puede realizar mediante la modelacién (Luco y De
Barros, 1995 y Sanchez-Sesma, 1996). Es posible inferir las condiciones locales de forma
aproximada si se considera que los materiales que conforman el modelo son homogéneos. Sin
embargo, es necesario considerar la heterogeneidad de cada material para poder obtener
resultados mas realistas. Las simulaciones en las que se usa el método de diferencias finitas o
elementos finitos han resultado ser las mas aproximadas, como lo muestra el articulo de Olsen et
al. (1995), sobre la respuesta de la cuenca de los Angeles, California, ante un terremoto de
magnitud M =7.75, donde se usé el método de diferencias finitas (Olsen y Archuleta, 1996;
Yomogida y Etgen, 1993, Frankel y Vidale, 1992; Frankel, 1993).

. Por otra parte, los métodos de frontera (BEM) tienen algunas ventajas sobre los métodos de

dominio, como es la reduccién de las dimensiones del problema y la exactitud de los resultados.
Algunos han aplicado el BEM usando funciones de Green obtenidas con el método del nimero
de onda discreto, para estudiar problemas en dos y tres dimensiones, Kawase (1988), Kawase y
Aki (1989), Kim y Papageorgiou (1993) y Pei y Papageorgiou (1996). Otra forma de BEM es el
metodo indirecto de elementos de frontera (IBEM), en donde se formulan los problemas en
términos de densidades de fuerza en las fronteras (Sanchez-Sesma y Campillo, 1991; 1993;
Séinchez-Sesma et al., 1993; Pedersen et al., 1993; Sinchez-Sesma y Luzén, 1995; Gaffet y
Bouchon, 1989; Yokoi y Takenaka, 1995). Los métodos de frontera tienen una gran limitacién,
ya que cuando se trabaja con configuraciones complejas 6 medios heterogéneos, no es facil

~ deducir la funcién de Green. Aunque, en el caso de medios estratificados existen métodos para
. calcular estas funciones (Hisada et al, 1993; Fujiwara y Takenaka, 1994). Esta necesidad motivé

a desarrollar un procedimiento para generar funciones de Green para medios en los que la
velocidad varia con la profundidad. La aproximacién analitica que se propone se obtuvo por
medio de la regularizacién geométrica de las soluciones clésicas de la teoria de rayos. Se tomaron
en consideracidn, los efectos del campo cercano y del lejano. Ademds, esta aproximacion es
vélida en baja y en alta frecuencia. Las funciones obtenidas son validas en un medio sin fronteras

y en el que el gradiente de la velocidad es constante. Las soluciones corresponden a los casos

SHyP-SV.



II. FUNDAMENTOS DE LA PROPAGACION DE ONDAS ELASTICAS

Una excitacién local en un medio cualquiera no se detecta simultineamente a diferentes
distancias de la region perturbada. Es necesario que transcurra el tiempo para que la perturbacién
se propague. Como puede ser en el caso de un temblor, este se registra a distancias remotas de la
fuente después de que ha ocurrido. Existen muchos ejemplos en Ja naturaleza que ilustran el
fendmeno de la propagacion de las perturbaciones mecanicas. Un caso familiar es la propagacién
de ondas en la superficie del agua. Las ondas mecénicas se originan, por gjemplo, por la
aplicacién de una fuerza en una porcion de un medio deformable. Asi, las perturbaciones en una
parte se transmiten a las particulas vecinas y se propagan en el medio. Se habla entonces de
propagacién de ondas.

En este proceso debe superarse la resistencia a la deformacién debida a la consistencia del medio
y la inercia. Cuando una perturbacién se propaga lleva consigo energia asociada en forma de
energia cinética y potencial. La energia puede transmitirse de esta manera a distancias
considerables. La transmisién de la energia se realiza con la transmisién del movimiento de una
particula a otra y no por el transporte de la masa en el medio. Las ondas mecanicas se
caracterizan por el transporte de la energia mediante el movimiento de las particulas en tormo a su
posicion de equilibrio estatico. La deformabilidad y la inercia son las propiedades esenciales de
un medio en el que se pueden propagar ondas mecanicas. Todos los materiales reales son
deformables y poseen masa, por lo tanto todos los materiales transmiten ondas mecanicas.

Debido a la complejidad de la propagacién de ondas en medios reales, la descripcidén del
fendmeno se ha podido hacer recurriendo a simplificaciones e hipétesis que dan lugar a la
formulacion de modelos que representan sus aspectos mas importantes. Por eso, es usual aceptar
que la tierra es un medio eléstico lineal, homogéneo e isétropo. En un medio elastico se pueden
propagar dos tipos de ondas: las ondas P y S. Las primeras se propagan con mayor velocidad y
por eso se les suele llamar primarias, mientras que las segundas reciben el nombre de
secundarias. Existen diversas soluciones para las ecuaciones que gobiernan el fenémeno de la
propagacién de ondas. Asi, para una fuente puntual se puede hablar de ondas esféricas, que a
grandes distancias de la fuente se pueden representar como ondas planas. En algunos casos se



modela el problerﬁa de la propagacion como bidimensional y la solucién puede quedar en
términos de ondas cilindricas, que también a grandes distancias son aproximadamente planas.

I1.1. GENERACION DE ONDAS POR UNA EXCITACION LOCAL EN UN MEDIO
ELASTICO

Supongamos que en un sélido se aplica externamente una fuerza F(¢) en un punto P, como se
' muestra en la fig. 2.1.1.a, y se intentan evaluar los desplazamientos y esfuerzos como funciones
* de las coordenadas espaciales y el tiempo. Sea ¢ la velocidad maxima con la que se propagan las
~ perturbaciones mecanicas en el cuerpo. Si la fuerza se comienza a aplicar en £ = ( las regiones
- perturbadas en los tiempos £, y £, seran esferas con radio ¢t y ¢t,, respectivamente, con centro
" en ¢l punto P. El cuerpo estari perturbado completamente en el tiempo r/ ¢, donde r =
" dimensién del cuerpo medida desde el punto P. Como se indica en la fig. 2.1.1.b, la carga ha
~ sido completamente aplicada en un tiempo ?,. Definiendo 7, en una forma mas general como el
" tiempo en el que la fuerza F'(¢) sufre cambios significativos. Puede decirse que los efectos
- dinamicos son importantes si f, y r/ ¢ son del mismo orden de magnitud. Si ¢, >> r/ c el

problema es cuasiestatico y los efectos dinamicos son despreciables.

F(t)

0) ’ b)

Figura 2.1.1. a) Sélido sometido a una fuerza F(t). b) Variacion de F(t) con respecto al tiempo.



IL.2. PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO ELASTICO

En un sélido elastico, homogéneo e isétropo las ecuaciones que rigen el movimiento son

A% A % S O%w A
A+2 A+ 2.1
(+u)§x2+(0,.2 2) +( )(axa é,é,) pé,tg 2.1)
2v 8 A% A%u 2w 3%

A+2 2.2
(+u) /1(5,2 52)( )(axa 6,7,(5,)ff>0,, (2.2)
52 Alw 2 k A o2
(A 240+ 4 oyt é,‘;") (A (T2 + L p2 Y (23

ax’ oxdz Oydz T ar
donde #, v y w son los desplazamientos en las direcciones x, y, z, respectivamente, /'L'y M son
las constantes de Lameé, o es la densidad de masa del medio y f representa el tiempo. Estas

ecuaciones pueden escribirse de manera compacta usando la notacidn vectorial. Esto es
Vi +(A+u)VV-i=pii (2.4)

donde % = (u,v,w)T = vector desplazamiento, V2 = Laplaciano y V = operador nabla. A
continuacion se tratardn dos ejemplos que permitirdn mostrar las caracteristicas principales de las
ondas planas en un solido elastico de extension ilimitada. Supdngase que u#0, v=w=0y
que # es funcién de x y del tiempo, las ecs. (2.1), (2.2) y (2.3) se reducen a la expresién

*u  J%u
A+2 = . 2.5
(A+2)— Py (2.5)
La solucion general de esta ecuacion es
X X
u=f(t-—)+gt+-) (2.6)
(74 (24



donde a 2= (A + 2u1)/ py f, g son funciones de una sola variable que pueden describir una
forma de onda arbitraria. Un simple anlisis de los argumentos de f y g permite establecer que
S (¢ — x/ a) representa una onda que viaja en la direccién positiva de x con velocidad « y
g(t+x/ @) describe una onda que viaja en la direccién negativa. Debe notarse que
J(t—x/ a) puede representar una onda arménica estacionaria exp(ia(t — x/ @), donde
i=A-1 y @ = frecuencia circular del movimiento. La ec. (2.6) representa ondas de compresién
o P.Sisesuponeque u=w=0yquev= v(x,t), de las ecs. (2.1), (2.2) y (2.3) se obtiene que

A% 3 8%
‘ué’xz pé’tz

@7

y la solucion tiene la misma forma que la ec. (2.6) pero representa ondas que viajan con una
velocidad f, donde 3=/ p . Debe notarse que el movimiento de las particulas es

perpendicular a la direccién de avance. Las soluciones de la ec. {(2.7) representan ondas de
cortante. En este caso no se presentan cambios de volumen.

Las ecuaciones de movimiento pueden resolverse de una manera més general por medio de

potenciales de desplazamiento. Si el vector desplazamiento se expresa como
U=Vg+Vxy,conV- =0 (2.8)

donde ¢ es un potencial escalar y i es un potencial vectorial, puede demostrarse que la ec. (2.8)
representa una solucion de la ec. 2.4, si @ y I satisfacen, respectivamente, las ecuaciones de

onda
2, 1 5%
V=T @)
_ 1 2%
szf=F at;” . (2.10)

Asi, por ¢jemplo, una solucién de la ec. (2.9) que representa una onda plana de compresién que
viaja en una direccion arbitraria esta dada por



xl +ym+zn

p=f{t- ) (2.11)

donde [/, m, n son los cosenos de los éngulos formados por la direccion de viaje y los tres ejes
coordenados, respectivamente. Si 7 = (x,y,z) y # = (/,m,n) donde 7 = vector de posicién y
n = vector unitario que da la direccién de propagacion, la ec. (2.11) puede escribirse como

¢=f(t—F-n/a). (2.12)

Soluciones similares pueden encontrarse para los tres componentes del potencial vectorial que
. representan ondas de cortante viajando con una velocidad £. En coordenadas rectangulares la ec.

. (2.8) tiene la forma

74
u=5¢+éwZ__ WY

2.13
ox Jdy Oz @13)
V= o¢_ov, + oY, 2.14)
’y ©Ox Oz
74
w=5¢+ Vo 2V, (2.15)

oz Jx Oy

donde = (v, V¥,,¥,)

' Los potenciales de desplazamiento ¢ y i permiten definir ondas planas de compresién y
cortante, respectivamente, que puedan viajar en cualquier direccién y con cualquier forma.
Ademas, dado el caricter lineal de las ecuaciones involucradas, cualquier combinacién de
soluciones sigue satisfaciendo las ecuaciones de movimiento de un solido elastico, homogéneo e

- is6tropo de extensidn ilimitada. Otro tipo de ondas son las denominadas ondas superficiales.

“Estas se originan por la existencia de la superficie libre del terreno. Su existencia fue propuesta
por Lord Rayleigh en 1885. Se atentian con la profundidad, su velocidad es menor que la de las
| ondas S, los desplazamientos que producen estin contenidos en el plano de la incidencia, y el
movimiento de las particulas en la superficie es retrogrado y eliptico. Las primeras observaciones



de registros sismiéos, pusieron de manifiesto la presencia de ondas con movimiento horizontal-
transversal, que precedian inmediatamente a las ondas Rayleigh y que no podian ser explicadas
por la teoria de éstas. Hacia 1908, C. G. Knott y E. Wiechert propusieron que estas ondas podian
ser un efecto de transmision por la corteza terrestre. En 1911 Love explicd este fenémeno,
desarrollando Ia teoria de la propagacién de ondas superficiales de componente transversal, en
una capa sobre un medio seminfinito, de distintas propiedades elasticas. En la fig. 2.1.2 se
muestra el movimiento de las particulas generado por cada uno de los tipos de onda descritos

anteriormente

=

a)Ongda P

—r

b)Onda S omm—y
1 it 1.1 s 1117111

¢)Onda de Love o
T -. Segaa

d)Onda de Rayleigh Sl

Figura 2.1.2. Diagrama esquematico de cuatro tipos de ondas sismicas. (a) onda de compresion.
- (b) onda de cortante. (c) onda de Love. (d) onda de Rayleigh. La flecha horizontal indica la
. direccién de propagacion.



IIl. FUNDAMENTOS DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO
HETEROGENEO

La geometria del frente de onda esta gobernada por ¢l principio de Huygens. Este establece que
cualquier punto sobre dicho frente puede considerarse una fuente generadora de ondas. Para
tiempos posteriores, este lugar geométrico se define trazando una tangente a los frentes
secundarios. Si se conoce su posicién en un cierto tiempo, en principio s¢ puede predecir esta,
para otros tiempos.

En un medio homogéneo las ondas viajan con la misma velocidad, pero en uno heterogéneo
algunas porciones del frente de la onda se mueven mdas rapidamente o mas lentamente, de
acuerdo con el tipo de material por el que se propagan las ondas. Si la forma de la onda depende
de la velocidad del medio, la trayectoria que siguen los rayos también. La geometria de estos esta
gobemada por el principio de Fermat. Este establece que la energia viaja por la trayectoria de
tiempo minimo. Es claro que los principios de Huygens y de Fermat son complementarios.

Consideremos ahora un medio elastico heterogéneo, en el que existe un desplazamiento # en un
punto M del medio, y en este se definen dos tensores: el tensor de esfuerzos O; vy ¢l tensor de

deformaciones Eij»

6y =5+, 6.1

la coma indica la derivada parcial con respecto a la direccién definida por el subindice que se
encuentra despues de esta. La ley de Hooke establece una relacion lineal entre el tensor de

esfuerzos y el de deformaciones, y se expresa como

Oy = Cyu € (3.2)

Las constantes elasticas del medio son los elementos del tensor ¢ k- Por relaciones de simetria

los 81 coeficientes de este tensor se reducen a 21. La expresién anterior establece que las
deformaciones son directamente proporcionales a los esfuerzos. Combinando esta ecuacidon con



la segunda ley de Newton, se obtiene la expresién que rige el movimiento en un medio elastico y
que se conoce como la ecuacion de la elastodinamica lineal

[csuttes], + 1 = P (33)

La funcién ¢y, es generalmente continua y diferenciable, y estas consideraciones también son

validas para la densidad. En un medio elastico, lineal ¢ isdtropo, tinicamente dos elementos del
tensor €y, son linealmente independientes: 4 y u (constantes de Lamé). Asi,

Gt = 48,8 + 116,85, + 8,5,,) (3.4)

En un medio heterogéneo A y u pueden variar en el espacio. El medio heterogéneo mas simple
es aquel en el que la velocidad varia linealmente con la profundidad, pero este puede ser un
sélido elastico o un fluido. Si el medio por el cual se propaga la energia es elastico, existe
acoplamiento de ondas P y §. En cambio, si el medic es un fluido inicamente se propagan
ondas compresionales, debido a que no existen esfuerzos de cizalia.

A continuacion se muestra la deduccion de soluciones clasicas de la teoria de rayos para el caso
acistico, con objeto de mostrar la estructura y la compatibilidad de las soluciones para medios
homogéneos y heterogéneos. Para este caso particular la ec. (3.3) se reduce a

V2P(x,t) - ()P“(x 1) =-8(x,t), (3.5)

donde .S representa una fuente explosiva que varia en espacio y tiempo, la densidad es constante,
¢ es la velocidad de la onda, P es la variacion de la presién y V2 esel Laplaciano. En un medio

~ homogéneo la velocidad permanece constante, por lo tanto

V2P(x,t) - Pt, (x,2) = -8(x)5(¢). (3.6)

Si el comportamiento de P cuando 7 tiende a cero es



P(r,t)—> 50 (3.7)
drr

la solucion de la ec. (3.6) debe satisfacer la condicién (3.7). En el caso de una fuente explosiva la
geometria de los frentes es esférica, por lo que el campo de presiones P inicamente depende del
radio y, por consiguiente, el Laplaciano debe expresarse en coordenadas esféricas

1 8 ,orP) 1 &*°P
Al =0 3.8
r é’r(r o”r) F o G9)
Reescribiendo 1a ec. (3.8) se tiene
(P (P
(Pr) _12%Pr)_, 09)

or? o ottt

Una solucién particular de enorme generalidad se debe a D'Alambert. Para esta se requieren dos
funciones arbitrarias f y g, tales que

b Sle=ric)  glesre)

r r

(3.10)

por la condicién (3.7). Las funciones & (Z —r/ c) 00 (t +r/ c) son soluciones de la ec. (3.9).

Como se trata de una explosion las ondas emergen de la fuente, por lo que la segunda solucién se
elimina, y la solucién elemental es

Plr,r)= ﬁﬁ(t—r/c). (3.11)

Esta expresién representa una perturbacion (funcién impulso unitario) que se propaga con una
velocidad ¢ en la direccién positiva del eje #, y el factor 1/ r representa la dispersion

geométrica. En general, para cualquier tipo de fuente (S(ro,t)), se debe convolucionar la

funcién impulso unitario con la funcién fuente, como se muestra en la siguiente ecuacién

10



S(ry,t — R/c)
R

Pr,f) = —— jv dv,, (3.12)

47

donde R representa la distancia entre el punto r y el punto de integracién Ty
Integrando la solucién (3.11) a lo largo del eje perpendicular al plano de la propagacién, se
obtiene la siguiente solucién elemental

Plr )= L Hlt=r/c) (3.13)
T2 tz—rz/cz, -

donde H(t) es la funcién de Heaviside, e integrando nuevamente se deduce que

P(r,t)= %H(z —r/c). (3.14)

Esta ecuacion también representa una onda que viaja con una velocidad ¢, en la direccién
positiva del eje 7. En el dominio de la frecuencia la expresién (3.11) tiene la forma

1 ]
_em;r/c, (3.15)
drr

mientras que la transformada de Fourier de la solucién bidimensional (3.13) es la funcién de
Hankel de orden cero y de primera especie,

%'Hg(wr/c), (3.16)

donde se observa que el tiempo de transito es r/ c.

11



IIL.1 TEORIA DE RAYOS

Aplicando la transformada de Fourier a la parte homogénea de la ec (3.6), se obtiene que

2
V2P(x,1) + ;E{?P(x, ®)=0. (3.17)

Para resolver la ecuacién anterior, se puede utilizar la solucion para el caso homogéneo

—, (3.18)

donde ¢l primer término define la amplitud, mientras que el segundo la localizacién de la onda.
Si en un medio heterogéneo la variacion de la velocidad con respecto a la profundidad es suave,
se preserva la coherencia del frente de onda, por lo que ¢l tiempo de trnsito y la amplitud se
pueden definir localmente, v la solucidn para 1a ec.{3.17) es

P(x, o) = S(@) A(x, @)™, (3.19)
donde S(@) es la funcién fuente definida en el dominio de la frecuencia.

La aproximacién asintética derivada de la teotia WKBJ (Bender y Orzag, 1978) establece que
A(x, ) tiene la forma

. (3.20)

El término predominante de esta serie es el de orden cero A(X, @) = 4,(x), por lo que
P(x, ) ~ S(w) 45(x)&™ (3.21)

y en el dominio del tiempo

12



P(x,t) ~ 4)(x)S(t - T), (3.22)

lo que demuestra que la sefial se propaga sin distorsidn en alta frecuencia con un tiempo de
transito 7.

Se tienen dos escalas de tiempo en la sefial sismica: el tiempo de trinsito y el tiempo
caracteristico de la fuente (), como se muestra en la fig. 3.1.1. Este dltimo define el ancho de
banda espectral de la energia emitida ({¢) = 27/ @) y la aproximacién para alta frecuencia sera
validasi @7 >> 1.

N

fuente

<t> duracion de la fuente

I

receptor

T tiempo de trnsito
Figura 3.1.1. Escalas de tiempo en la sefial sismica.

La estructura que tiene la solucidn exacta para una fuente puntual en un espacio tridimensional
. homogéneo es afin a la que presenta la solucién para un medio heterogéneo, por lo que es posible
construir soluciones a partir de la solucion para el caso homogéneo. En el caso bidimensional, la
forma asintética de la funcién de Hankel de orden cero y de primera especie, representa una onda
cilindrica

P(r, a)) _ i}{él)(ﬂ) ~ r _gc_eiwr/ce—-i!tftt (3.23)
4 c 4\ ror

que tiene una estructura que es compatible con la teoria de rayos
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P{r,)= [—;} \/gei““}[\/iz}e“‘”/c. (3.24)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién anterior se obtiene que

1 (¢ H(t-r/c)
Plr,t)=-— |- ——=—=". 3.2
NP PN 629

Sustituyendo las ecs. (3.19) y (3.20) en (3.17) y reordenando términos se tiene que

S(&)VP = S(@){VAe™" +ioVTde'T) (3.26)

S(@)V*P= S(aJ)(VZAei“’T + ia)[ZVA VT + 4 VZT]e““’T - a)z(VT)eri“’T)

(327
en @’ ((VT)2 - I/CZ)AOe"“’T =0 (3.28)
en ~io» (2v4,VT + V214, )eT =0 (3.29)
La ec. (3.28) es la ecuacion eikonal
2 1
(VI) =5 (3.30)
c
- que determina la localizacién de los frentes de onda, mientras que la ec. (3.29)
(2VA,VT + V2T4,) = 0 331

- permite determinar Ia amplitud de la misma y se denomina ecuacién de transporte.
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T11.2. ECUACION EIKONAL

La ecuacion eikonal controla la evolucién de los frentes de onda. Un frente en un tiempo £ + dt

se conoce a partir de otro ubicado en el tiempo £ , como se muestra en la grafica 3.2.1.

B
A — 1 P, P P ﬂ/
VAt
TN 4 selselselsel se =27

t=t, + At
Figura 3.2.1. Construccion de un nuevo frente de onda.
En lugar de utilizar este lugar geométrico se identifican las trayectorias ortogonales a estos (fig.

3.2.2). Estas se denominan rayos. Su trazado se utiliza para resolver las ecuaciones diferenciales
anteriormente descritas. Este método se denomina de las caracteristicas.

Frente de onda

Fuente |

Figura 3.2.2. Rayos (lineas continuas) y frentes de onda (lineas segmentadas) en un medio
heterogéneo.
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Si se considera la ecuacion implicita de un rayo (X(S)), la tangente a este se obtiene a partir de la

ecuacion

_dx

t"“—:
ds

(3.32)

donde ]tl = 1. Considerando que ¢l rayo es ortogonal al frente de onda, cualquier tangente trazada

a lo largo del rayo es paralela a VT. Se deduce a partir de la ecuacién eikonal que

dx =cVT, (3.33)
ds

donde la cantidad ldxl / ¢ se denomina distancia dptica.

Por otra parte, es necesario definir como evoluciona el fenémeno en la direccién normal al rayo

(3.34)

ds Eds

dVT_d[l@]
ds ds '

Asi, la derivada con respecto a la coordenada curvilinea s es la proyeccién del operador
gradiente sobre la tangente

2 o tV=eVTV. (3.35)
A

Partiendo de esta definicion, se tiene que
T 1
avr V(—J (3.36)

y combinando las ecs. (3.36) y (3.34) se obtiene la ecuacién que describe el comportamiento de
1as ondas en la direccién de la normal al rayo

16



i(_l..fi_X.J = V(l) (3.37)
ds\cds ¢/ '

Esta ecuacién también se expresa de la siguiente forma

1 di{1) 1dt
VI-|=t—|—~ |[+-— 3.38
(c) ds(c) cds (338

al usar la definicién de curvatura { k') en el sistema de Frénet, como se muestra en la fig. 3.2.3,

£

Figura 3.2.3. Sistema de Frénet.

se tiene
dt
— =K 3.39
ds ©39)
ademis, resulta que
V(lj = t—d—(lJ + En (3.40)
c ds\c/ ¢
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y como la lentitud es el inverso de la velocidad (p = 1/c),

Vp=td—p+icpn. (3.41)
ds

El producto escalar de esta ecuacién con la normal N nos permite controlar la evolucién de la
curvatura

o=—19¢ (3.42)
con

La fig. 3.2.4 muestra la interpretacién vectorial de la ec. (3.41) y esta permite introducir el
angulo I formado por el gradiente de la lentitud y la tangente al rayo,

K=t Vp |seni. (3.43)
p

Por ofra parte la torsién 7 se define como el producto escalar entre dn/ds y 1a binormal b

n————l-—(—-fdﬁt+Vp) (3.44)
Kkp\ ds

En la fig. 3.2.5 se muestra la interpretacion geométrica de la torsién.

dp ¢
ds ~

Figura 3.2.4. Interpretacién vectorial de Ia ec. (3.41).
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La torsién es una cantidad muy importante cuando se estudia la propagacién de ondas en un
medio elastico '

r= L AYP (3.45)
Kp ds

La ecuacién que se utiliza para el trazado rayos es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
orden. El orden del sistema diferencial se reduce introduciendo una variable adicional que se
denomina vector lentitud p, donde

1 dx
p=VI=——, (3.46)
cds
Rayo
Figura 3.2.5. Interpretacién geométrica de la torsién (7 )
. Se tiene entonces un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
dx ‘
—=cCp (3.47)
ds
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dp IJ
P _yl 2 '
s (c (3.48)

y la fase o el tiempo de transito se obtiene por integracién de la ecuacién eikonal a lo largo de la
trayectoria del rayo.

If1.3 ECUACION DE TRANSPORTE

La ecuacién de transporte (3.31) puede escribirse de una forma mis compacta, al muitiplicarla
por la cantidad A4,. Asi,

v (4vT)=0. (3.49)

La divergencia representa el flujo de lineas de campo a través de un volumen definido. Si el flujo
neto es cero la divergencia sera cero, por el contrario si el flyjo neto es diferente de cero la
divergencia sera diferente de cero. Si se considera un tubo cilindrico de volumen V' alrededor de
un segmento de un rayo, con una generatriz paralela a este segmento, se observa que el rayo
interseca dos superficies del cilindro (fig. 3.3.1), cada una de estas es definida por dos
pardmetros ¥ y 7,

Rayo

Figura. 3.3.1. Volumen cilindrico V', alrededor de un segmento de un rayo con generatriz
paralela al segmento,
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dS =dSn = [—— X ———deldyz (3.50)
v

donde x representa el producto cruz. Las dos superficies ubicadas en 8o ¥ §; se representan en
forma diferencial por dS; y dS;. Relacionando la divergencia con el flujo por medio del teorema
de Gauss se tiene que

fffv'(A§VT)dV=ﬂA§n-VTdS=O. 3.51)

dS’=dS n .t -

Figura 3.3.2. Proyeccion de la superficie que interseca el rayo, sobre la direccién que define este.

Esto significa que el flujo del campo Ag VT es constante durante la propagacién. Ya que V7 es
paralelo a p. Introduciendo dos superficies dS; y dS| que son proyecciones de las superficies
dS, y dS, sobre la direccion definida por el rayo (fig. 3.3.2), se observa que

1 1
— Ag (so)d56 =—A (si)dS{. (3.52)
Cq G

Por medio de esta ccuacion se calcula la amplitud en la posicién §; a partir de la amplitud en la
posicion ;. La aproximacién de orden cero implica que la energia se preserva a lo largo del tubo
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que rodea al rayo, sin pérdida. También se considera que el vector normal al elemento superficial
es paralelo al vector lentitud p. Reescribiendo la ec. (3.52),

ds;
)= Afer) [ 25 653
o1

y como
dS' =dSn-t=Jdy,y,, ' (3.54)
donde
- -
fx JOx IFx
os Oy, Iy,
J={2 v 9y (3.55)
os Jy, Oy,
oz 0z Iz
| ds Ty, Oy, ]
resulta que

Ao(sl)w(so)\[g—l?. 556

Al describir la presidn observada en un punto dado, producida por una fuente con variacién
temporal S(@) y con un patrén de irradiacién ¢(}/l,y2), se tiene de forma explicita la

excitacion, la dispersion geométrica y la propagacién

P(x,0) = S(w)d(y,, yz)\/-ﬂ;je"ﬁ’”". (3.57)
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Ahora el probleina es calcular la intensidad de la fuente @, para un medio homogéneo en el que

la velocidad de propagacion es ;. La forma completa de la funcién de Green para alta
frecuencia es

P(r,w)= S(a)) o7, (3.58)
1"

Si se integra la relacién que existe entre el elemento de superficie y el Jacobiano (dS = JdQ)
sobre una esfera de radio R, resulta que

4R = Jj dQ=4rJ, (3.59)

y la forma asintética de la solucién es

P(r,0) = S(e) c" e (3.60)

J_

por lo que el patrén de irradiacién para una fuente puntual, es

é(71,72)= an \/— (3.61)

La solucién asintética para un medio con velocidad de propagacidn que varia espacialmente tiene
la forma

P(x,0) = S(w) ) T (3.62)

47 J_ J(x ’

donde ¢, es la velocidad de la onda en la fuente. Cuando el Jacobiano es positivo la solucién en
el dominio del tiempo se construye de manera directa

P(x,t)= 51;_ fw P(x, 0" dw, (3.63)
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P(x,t) = %{ C—:%S(r - T(x)). (3.64)

Pero, si el Jacobiano es nulo, el tubo que rodea al rayo degenera a un punto y la energia se vuelve
infinita. Esto representa una caistica. Si se conoce su posicién es posible construir otra teoria
asintética que tome en cuenta el aspecto ondulatorio de la sefial, y que permita describir la
propagacion en funcién de la frecuencia. En la parte iluminada de la caustica los rayos convergen
hacia un mismo punto, mientras que en la otra, se observa un decaimiento exponencial. El
problema se resuelve utilizando la teoria de Airy que permite conectar los dos lados de la
catstica.

Il.4 TRAZADO DE RAYOS EN UN MEDIO DONDE LA VELOCIDAD VARIA
LINEALMENTE CON LA PROFUNDIDAD
El modelo reoldgico més simple que se utiliza para representar un medio heterogéneo es aquel en

el que la velocidad varia linealmente con la profundidad. Para este tipo de medio la funcién de la
velocidad tiene la forma

o(x)=c,+Tz, (3.65)

y el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es

ax c(x)p (3.66)
ds

dp 1

—=V|—. 3.67
ds (c(x)) G-67

El rayo esti contenido en un plano vertical y se puede elegir que D, sea cero, si se ubica

adecuadamente el sistema de coordenadas. Si el rayo esta contenido dentro del plano xz, la
componente horizontal p, es el parametro de rayo, y se debe establecer también una medida
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angular que penhita conocer la evolucién del rayo, este dngulo (&) es formado por el eje vertical
y el rayo (fig. 3.4.1).

N

9 Rayo

Figura. 3.4.1. Angulo 6, formado por el eje vertical y la tangente al rayo en el punto que se este
analizando. '

A continuacién se definen las componentes del parametro de rayo

(s) = sené(s)

o) (3.68)
p.s)= -092(—31). (3.69)

Otro parametro que debe tomarse en cuenta es la curvatura (X))

1 dc .
= 6=1Ip.. 3.70
K C(Z) dzsen px ( )
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Partiendo de la definicién geométrica de la curvatura (fig. 3.4.2), se deduce la evolucidon del
angulo &

_—= K:F 3.71
ds Px G-71)

b=t Xn

Figura 3.4.2. Interpretacién geométrica de Ia curvatura.

e integrando las ecuaciones (3.70) y (3.71)

x _dedsd I

o
- Xy = '=| ——df'= 8deo .
x-x=[ dr'=[ 53505 jao sen 6'd (3.72)
z—2z, =Izdz’= 0 dz ds dd'= ! 06089’(19' (3.73)
2 %ds d6' I'p, Y% ‘

se observa que las trayectorias son analiticas y que comienzan en 6,
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X—Xxy= %(cos 8, — cosb) (3.74)

Z—2zy= (sen g, —send). (3.75)

I'p,

A partir de la expresion sen’ 8+ cos® 6= 1, se encuentra también que

2

2 2
(x —x,—(1/Ip,)cos 90) + (z —z,+(1/T'p,)sen 90) (yTp,) (3.76)
La ecuacién anterior representa la forma de los frentes de onda, que como se observa son
circunferencias. Por otra parte, €l tiempo de transito T se obtiene por integracién directa
01 ds 1p0 1
T, = —df'=

n=] - = de (3.77)
bedd "% sené

T=T,+ %log(%]. (3.78)

Por lo que respecta al calculo de la dispersion geométrica, la coordenada x se expresa en funcién
del &ngulo inicial a una profundidad constante z, por medio de la expresién

2
cosf= \/ 1- Ez-sen2 0, (3.79)
Co

y se obtiene que

X—x - cos ), — l—ésen"é’ 3.80
O—Fp 0 c(z) 0 |- (3.80)
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IV. SOLUCION ANALITICA DE PEKERIS

En un fluido unicamente se propagan ondas compresionales, por lo que la ecuacién de onda es
escalar. Este es un caso particular del problema elastico. Como no existe acoplamiento de ondas
Py §, se tienen soluciones analiticas para algunos problemas. Por ejemplo, para el caso de una
explosion dentro de un fluido en el que la velocidad permanece constante, el campo de
desplazamientos se obtiene por medio del método de separacién de vanables. Si la velocidad
varia linealmente con la profundidad, y en el medio se tiene una fuente explosiva, es posible
obtener analiticamente los campos de desplazamiento y esfuerzo. Esta solucién la obtuvo Pekeris
(1946). En este problema los frentes de onda definen esferas y los rayos circunferencias, el
sistema de coordenadas bipolares describe su geometria. En un sistema de coordenadas
cilindricas, como el que se muestra en la fig. 4.1., donde la fuente se ubica en z = f3, los campos
de desplazamiento y esfuerzo se obtienen a partir del potencial de velocidad ¢ , que debe

satisfacer las ecuaciones

1 8* J
qupzzi-—é-;zg,V:—V(p,p:p—é—?, (4.1)

donde V2 es el Laplaciano y ¢ varia linealmente con respecto a z. Esta ecuacidn se resuelve
usando el método de separacion de variables. Este establece que la solucién debe estar
constituida por un producto de funciones, donde cada una de estas debe depender sélo de una
variable. Considerando que la variacion temporal es armonica, el potencial debe tener la forma

o= J,(kr)F(z)G(k), (4.2)

donde @ =27,y k es la variable de integracién con respecto a la cual se integra a lo largo de
una trayectoria definida en el plano complejo k. Esto equivale a construir la solucién a partir de
ondas cilindricas elementales.



=da

Figura 4.1. Fuente puntual, ubicada en z = f# , dentro de un semiespacio lquido en el que la
velocidad varia linealmente con la profundidad ¢(z) = az, R, es la distancia entre la fuente y el
punto de observacién, y R, es la distancia entre la imagen de la fuente y el punto de observacién.

El potencial definido en esta forma satisface condiciones de frontera:

1.-en la superficie libre (z = ) el potencial es nulo,

2.-en la fuente las ondas divergen,

3.-en el plano z = B, debe haber continuidad en los componentes de la velocidad, excepto en la

fuente. En este punto la componente vertical de 12 velocidad es discontinua

op, O,
I o Dk (z=p), 43
7 92 (z=p) (4.3)

donde D es una constante, y los subindices 1 y 2 se refieren a las regiones arriba y abajo de la
fuente, respectivamente. Por otra parte, la funcion de la velocidad se define como

c=az. (4.4)

. Al sustituir la ec. (4.2) en la ec. (4.1), se observa que la funcién F(z) debe satisfacer 1a ecuacién
* modificada de Bessel |
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d*F @’
E2—+F(??—k2)=0. (4.5)

Asi, 1a solucion general de la ecuacidn anterior es

F = d(z)" 1, (kz) + B(z)* K, (kz), (4.6)
1
2
donde n=(~@22——lj NQ,
a 4 a

I y K son funciones de Bessel modificadas con orden imaginario, y A y B son constantes
arbitrarias.

Para la region 2 debajo de la fuente
)2
F,=Cz)" L,(kz), CY)

y la funcién K, (kz) se excluye por la condicion de frontera 2, ya que representa ondas que
viajan hacia arriba, mientras que [, (kz) representa ondas que viajan hacia abajo. Por otra parte,

ta condicién de frontera 1 se satisface cuando:

_ A _ I(k2)
F= A[(z) K, (k) 7. (ka) K.-,,(ka)}. (4.8)
Aplicando la condicidn de frontera 3
_Zultp) _
% [K (kB)- L{kp) K,-,,(ka)} =—kD+Ckl,(kB)  (410)
L (k)
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y utilizando la identidad

K (x)1,(x) - I(x)K,(x)= —%, @.11)
se obtiene finalmente que
F, = Dkp(2)"1,(kp8 )[K,-,,(kz) - j((]’;)) K,-,.(ka)] 4.12)
y
= Dk(z)"” L,,(kz)[Ki,,(kﬁ) - ((’;cﬂ )) ,,,(ka)] (4.13)
Por lo tanto
= DB(z)"* e | " k), (kﬁ)[K,-n (k2) - ((,’f )) ,,,(ka)}kdk
para f<z< (4.14)
Yy

¢, = DB e | Jo(kr)f,-,,(kz)[fq,,(kﬂ) ((’;‘B ; K,,,(ka)]kdk

para 0<z < f. (4.15)

Estas ecuaciones representan los potenciales del campo de presiones arriba y abajo de la fuente,

respectivamente, y son vélidas para un semiespacio. Es posible obtener la solucién para un

medio infinito a partir de las ecs. (4.14) y (4.15). Para encontrarla es necesario que la distancia
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entre la superﬁc'ié libre y 1a fuente tienda a infinito (a -—> 00). Este limite se calcula a partir de la

forma asintotica de las funciones de Bessel. Si x >> # estas funciones tienen la forma

7 172
K, (x)-> (2—) e* (4.16)
X
I 1 +X
in(x) - (ij'x)]/z € . (417)

Como & — o, el segundo término dentro de los paréntesis en las ecs. (4.14) y (4.15)

desaparece. En consecuencia,
)]/2 ot kz (k )
@, =Dp(z) e A Jo(kr )L (kz)K, (kB )kdk

para O<z<f (4.18)

y usando la siguiente identidad (Bateman, 1933)

(4.19)

7 9ok (R K (B ek = | B R ] ,

Rle \Rz - Rl

/2 142
donde R, = [r2 +{(B- 2)2] y R, = [r2 +(B+ 2)2 . R, representa la distancia del punto

de observacién a la fuente y R, la distancia de la imagen de la fuente al punto de observacion. El

potencial ¢ es

”- DB ; T}i & e[—mz tanh“(f;;ﬂ, 20

2 ~ 2
donden=(w——lJ yD=—.

a’ 4 _JB
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V. FUNCION DE GREEN PARA UN MEDIO CON GRADIENTE DE
VELOCIDAD CONSTANTE (2D)

Con el objeto de mostrar la manera en que se realiza la regularizacion geométrica a partir de
soluciones para medios homogéneos, se presenta el caso escalar SH . Para el caso vectorial la

descripcion se presenta de una forma mas compacta.

V.1.CASO SH

El modelo de velocidades mas simple para un medio heterogéneo es aquel en ¢l que la velocidad
varia linealmente con la profundidad. En el caso acustico en tres dimensiones se tiene la solucién
exacta (Pekeris, 1946). Sin embargo, la ecnacién de onda elastica no es separable y no existen
expresiones para las funciones de Green (Hook, 1962; Ben-Menahem y Beydoun, 1985). En un
medio en el que el gradiente de la velocidad es constante, los frentes de onda y los rayos son
circunferencias (Ben-Menahem y Singh, 1981), y estos se representan geométricamente por
medio del sistema bipolar (Lebedev, 1972; Timoshenko y Goodier, 1970). De acuerdo con
Beydoun y Ben-Menahem (1985) la velocidad y la densidad tienen la forma:

B @)=p L= p (01 +72) 6D
Y 2y
y
p(z) =P0(11 *rz J =p(0)(1+y2), (5.2)
+ ¥z

respectivamente, donde ff, = velocidad de la onda S en la fuente, £ (0) = velocidad de la onda
S en z=0, p, =densidad en la fuente, p (0) =densidad en z=0, y =1/h, h'=distancia

medida a partir del origen del sistema de coordenadas a la linea donde la velocidad de
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S

propagacion es nula, y # 2 0, por lo que la densidad puede ser constante o incrementarse con la
profundidad. Los frentes de onda y los rayos estan definidos por las expresiones

x4 (z —~ [(.z0 +h)cosh(y B(0) ) - h])2 =R: (5.3)
y
2
(x —(z,+h) cotj0)2 +(z+h) = (Rzlfz ) , (5.4

o vel,

Figura 5.1.1. Rayos (lineas continuas) y frentes de onda (lineas segmentadas) en un medio en el
que la velocidad varia linealmente con la profundidad.

respectivamente, donde R, = \/ 2 +(z- 20)2 , R, = \/ x*+(z+ Zy+ 2/1)2 ,
R, =(z, + h)senh(y B(0) 7) que es el radio aparente de los frentes de onda, Jo =4ngulo de
salida, z, = profundidad de la fuente, y 7 = tiempo de transito, que se define como

1 R, +R :
= In| 22750 | .
Y0 H[Rz—RJ ¢
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V.2. REGULARIZACION

La forma asintética del desplazamiento producido por una fuente escalar en dos dimensiones,
valida en alta frecuencia (Aki and Richards, 1980), se puede escribir como

1 1
Lo
GmC[ 1 J(dsjzexp(ia)r), (5.6)

p(28G) | \dj,

donde C es una constante. La dependencia temporal exp (—ia)t) se omite. La ec. (5.6) es una

aproximacidn del campo lejano. La dispersidn geométrica se puede definir de la forma

ds
— =R, (5.7)
dj, :

El exponente —1/2 tiene que ver con la naturaleza del problema dos diemsiones (2D). De las ecs.
(5.1), (5.2), (5.5) v (5.7) se puede escribir que

I+n

= ——'1%-——5 z 2-——1~—ex T
G—C(p(o)ﬂ(O)J(lﬂ’) T pliwr) (5.8)

donde £(0), p(0) y(1+y 2'())_(1+n)/2 son constantes que se pueden agrupar en una C,, tal que

l+n

zo+h)_2_ 1
Z+h R,

GzCI( exp(ia)r). (5.9)

De las ecs. (5.5) y (5.9) se tiene que

1+n

1

]T[yﬂ(o)rcsch(yﬁ(o)r)]E

1+ yz,
I+yz

\/al)_fexp (iwz)exp (—izﬂ).

(5.10)

GzC,_(
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Amplitud

T

Figura 5.2.1. Comportamiento del valor absoluto de la funcién de Hankel de primera especie y de
orden cero IHgt)(r)‘, con argumento ', cuando ¥ = Q) y 7 — 0.

En el lado derecho de 1a ec. (5.10) se puede reconocer la forma asintética de la funcién de
Hankel de orden cero y primera especie, con argumento @7 (Abramowitz y Stegun, 1972). De
hecho, la estructura de la ec. (10) es compatible con la teoria de rayos. De forma heuristica se
conservan los factores que modulan la trayectoria de los rayos, asi como el tiempo de transito.
Para el medio heterogéneo anteriormente descrito la expresion aproximada es

i+n

G (MJT[yﬂ(0)rcsch(yﬁ(0)r)]% ?‘%Hgn(a}r) (5.11)
0

l+yz

que se puede expresar de la forma
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G~ A—— HO(o1), (5.12)
414,

donde H(()])(a) ‘r) = funcién de Hankel de orden cero y primera especie, con argumento @ 7 y
My = modulo de cortante a nivel de la fuente. Usando 1a ec. (5.5) se puede reescribir el factor A

delaec. (5.12)

n 1
I+ -
2 2
_[1+72z 2l Ry, + Ry \(zy+h)Xz+h) . (5.13)

Esta exprcsién tiende a uno cwando ¥ ~> (. Por lo tanto, G--)(i/4ﬂ)H((,1)(a)r/ﬂ), con

F= \/ z 20 , que corresponde al caso homogéneo. Esta funcion de Green puede
llamarse ny, esto quiere decir que se calcula el desplazamiento en la direccién y en (x,z),
debido a la aplicacién de una fuerza unitaria en la direccién y en x, =0, z,. En la ec. (5.12) la

frecuencia aparece tnicamente en el argumento de la funcidén de Hankel. Por este hecho es
posible realizar directamente la transformada de Fourier, y obtener asf la expresién equivalente
en el dominio del tiempo

1 H(t-1)

G=A
2 7mpg NP

(5.14)

donde H (t - Z') es la funcién escalén de Heaviside (= Q para ¢ < ¢, =1 para ¢t > 7) y el factor
A no sufre ninguna modificacién. La expresién por medio de la cual se calcula el error asociado

con la funcién de Green aproximada (G,,) es:

1)

1 ou G
1+—s— ( V3G, +Z£ ZZJ
p oGy, Jz Oz

£

G22

(5.15)

donde V2 es el Laplaciano.
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V.-3. CASO VECTORIAL

La formulacién del caso vectorial es muy similar al caso escalar. Se mantienen los mismos

principios y se toman como punto de partida las soluciones para una fuerza vertical y horizontal

en un medio homogéneo (fig. 5.3.1).

N

N

Figura 5.3.1. Desplazamientos en coordenadas polares, generados por una fuerza aplicada en un

medio homogéneo, en la direccion 8= 0.

Los desplazamientos en coordenadas polares originados por una fuerza arménica /' aplicada en

1a direccién = 0 estan definidos por las expresiones

u = E{A ~ B}cos@
8p

Uy = :I-E{A + B}send,
8p

donde
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HP (wr/ a), HP(wr/p)

A= = % (5.18)

HP(wr/a) HP(wr/p)
7 e : (5.19)

B=

H,Ez)(-) es la funcién de Hankel de segunda especie y orden n. En las ecs. (5.16) y (5.17) se

pueden observar las dependencias radial y angular en 4 y B y en cosf y sené,
respectivamente (Eason et al., 1956). Aplicando la transformada de Fourier a las ecs. (5.16) y
(5.17) se tiene que

F H(“’) Vt_ H(t-r)" H(t

u, = 7) [cosd
27p| o |/t —r ?
(5.20)
y
2 _ 2 Ht— (‘t __,z-
U= F |yt “H(t-1,)- k) - ﬂ H(t - 75) |sen®,

B2~ 1
2mp a’zr \/I_Tﬂ_ ﬂ

(5.21)

donde 7, =r /¢ es el tiempo de transito de una onda que se propaga con velocidad c.
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Fuente
Fuente

Figura 5.3.2. Coordenadas a) bipolares y b) polares.

Es mas facil representar, para el caso homogéneo, los campos de desplazamiento y esfuerzo
producidos por una fuente lineal en coordenadas polares, pero en un medio heterogéneo con un
gradiente de velocidad constante, el sistema de referencia es el bipolar. Existen parametros

analogos en ambos sistemas, el radio 7 y el 4ngulo @ son equivalentes al tiempo de transito 7 y
al 4ngulo de salida j,, respectivamente. Est4 analogia se muestra en la fig. 5.3.2. Aunque los

componentes radial y angular del desplazamiento cotresponden al radio aparente R, y a la
tangente al frente de onda, respectivamente. Esta definicién empirica es aplicable tanto al caso
escalar como al vectorial. Por lo tanto, las ecs. (5.16) y (5.17) 6 (5.20) y (5.21), para el dominio
de la frecuencia y el dominio del tiempo, respectivamente, pueden corregirse de la forma descrita
anteriormente. Para una fuerza aplicada en la direccion z, las expresiones ya corregidas para el

caso P-SV son

i :
Gp. = 1\8—150—[140 — ByJcos j, (5.22)
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G, = /\~(-:Q[,e(O + B, |sinj,, (5.23)

v 8p,
respectivamente, donde
4y = H((’Z)C(;T“) + H({’Z)ﬂ(?rﬁ ) (5.24)
0 0
y
) Fr) 529

% By

Para obtener las expresiones Gy , y G, ., las componentes "radial” y “transversal” del

movimiento originados por una fuerza horizontal, se debe cambiar el COS j, y el sen j, en las
ecs. (5.22-5.23) por sen j, y -COS j,, respectivamente, y para obtener G; (x,z;xy,2,) se realiza

una proyeccién al sistema global de coordenadas x, z

Gy = Gp 1 + G, (5.26)
G =G 1, +G,.1, (5.27)
G, =Gg i, — G\, (5.28)
G, =G 1, -G, 1, (5.29)

donde 7, ={x-x;)/R, yn, =[z—z0 ~ h(cosh(y g (0)7) - 1)]/1?W

V.4. VERIFICACION

Para examinar la validez de la aproximacion se comparan los campos de desplazamiento y
esfuerzo, en una serie de detectores, con resultados obtenidos con el método pseudoespectral. En
este método las derivadas espaciales se calculan por medio de la transformada rapida de Fourier
(FFT) y las variaciones en tiempo son aproximadas con un esquema de primer orden. Todas las
comparaciones se hicieron en el dominio del tiempo. Para el caso analitico aproximado los
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esfuerzos se obtuvieron a partir de las ecs. (5.14) y (5.20)-(5.21) y se usé un esquema de
diferencias centradas en cada detector. Ademas, para representar a la fuente en ambos métodos se

uso una funcidén triangular y para todos los casos la densidad del medio se consideré constante
(p=1). En todas las comparaciones la fuente se localiza en x = 2.4 y z = 3.2 y los receptores

(9 se ubican en x=34 y en vardas profundidades (z=2.4,2.6,2.8,3.0,
3.2,3.4,3.6,3.8 y 4.0). Las posiciones de los detectores y de la fuente se muestran en la fig.

5.4.1. Las unidades de las velocidades, distancias y tiempos son consistentes.

En la fig. 5.4.2 se observan los desplazamientos y los esfuerzos, producidos por una fuerza
vertical aplicada en un medio homogéneo con @ =2 y =1, La duracién de la fuente es de 0.4,
y es la misma para todas las comparaciones. La solucion exacta se representa con lineas
continuas, mientras que la solucion obtenida con el método psendospectral se representa con
lineas discontinuas. Aunque en la solucién numérica se observan algunas reflexiones generadas
por las fronteras, estas no son de relevancia y se puede decir que la comparacién es muy buena.

Con esta comparacion se valida el esquema nimerico.

También se calcularon los desplazamientos y esfuerzos generados por una fuerza horizontal (fig.
5.4.3). Ahora, se debe validar la solucién analitica aproximada con el método pseudoespectral.
Para lograr esto se definié un medio heterogéneo en el que @ =0.2z+1.84 y =0.1z+0.92.
El dominio en el que se realizan los calculos tiene 5 unidades en la direccién de z. En la fig,
5.4.4 se muestran los desplazamientos y esfuerzos, producidos por una fuerza vertical aplicada en
el medio descrito anteriormente. La solucién aproximada se representa con lineas continuas,
mientras que la solucién numeérica se representa con lineas discontinuas. El acuerdo es también
muy bueno. Resultados similares se obtuvieron para una fuerza horizontal (fig. 5.4.5).

Como la funcién de Green es solucidn de la ecuacién de onda, se introdujo la funcién de Green
G,, para un medio donde el gradiente de la velocidad es constante, en la ecuacién de onda

respectiva (caso SH ), y se obtuvo el error relativo a G, en porcentaje. Este proceso se realizé

en el dominio de la frecuencia. La ecuacion de onda se transformé a este dominio y las derivadas
espaciales se calcularon con un esquema de diferencias centradas de segundo orden. Para todos
los ejemplos se usd una frecuencia de 0.5 Hz y la fuente se ubico en x = 0 y z = 5. Para conocer

la exactitud en el calculo de las derivadas, se obtuvo el error relativo a la funcién de Green para
un medio homogéneo en el que =1, que se muestra en la fig. 5.4.6. Se puede ver que en
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general, los errores son menores del 5%. Sélo en la fuente se tienen errores mayores que este
valor. Esto se debe a Ia naturaleza singular de la funcién,

Resultados similares se obtuvieron para medios en los que f=10.1z+ 0.5 y f= 0.2z, y que se

presentan en las figs. 5.4.7 y 5.4.8, respectivamente. En ambas figuras se observa que los errores
son muy pequefios (ménores del 5%). Por lo que se puede establecer que la aproximacion si es
solucién de Ia ecuacién de onda.

En la fig. 5.4.9 se muestran los desplazamientos generados por una fuerza vertical (G) y
horizontal (G;,), aplicadas en un medio homogéneo (@ =2 y f=1). La fuente se ubica en
x =10y z=35, y los receptores (41) se localizan en X =1 y en varias profundidades a partir de
z=1 con un dz=0.2. Se usé un pulso de Ricker con £, =0.6. En esta grafica se pueden
observar claramente los arribos de las ondas P y S. El criterio para ubicar los receptores es el
mismo que se usd en las comparaciones. La velocidad mas baja registrada por el arreglo de
receptores se localiza en el punto donde se ubica el primer receptor, y los receptores se

encuentran simétricamente dispuestos con respecto a la fuente. En el caso de la fuerza vertical, se
observa en los desplazamientos verticales (G;3) que los primeros arribos son positivos, y en los

desplazamientos horizontales (G,,), los primeros arribos registrados en los detectores que se
ubican arriba de la fuente (1-20), son negativos, a diferencia de los que se encuentran abajo (22-
41).

Para la fuerza horizontal, en los desplazamientos horizontales (G;;) los primeros arribos son
positivos, mientras que en los desplazamientos verticales ((;,), los primeros arribos registrados

en los receptores ubicados arriba de la fuente (1-20) son negativos, a diferencia de los arribos
registrados por los receptores ubicados abajo de la fuente (22-41). En las figs. 5.4.10 y 5.4.11 se
observan los esfuerzos obtenidos a partir de los desplazamientos mostrados en la gréfica 5.4.9,
donde también son claros los arribos de las ondas P y S. Resultados similares se obtuvieron
para un medio heterogéneo donde ¢ =0.2z+1y f=0.1z+0.5. En la fig. 5.4.12 se muestran
los desplazamientos y en las figs. 5.4.13 y 5.4.14 los esfuerzos. Las velocidades de las ondas P y
S’ en la fuente son las mismas que se usaron en el gjemplo anterior. Se puede ver en cada una de
estas figuras el cambio en los tiempos de arribo y en la amplitud debidos a la variacién de la
velocidad. En un medio homogéneo se cumple que Gj; = G ;, pero en uno heterogéneo esto ya
no es valido.Por lo que respecta a los esfuerzos, aunque el medio sea heterogéneo siempre se
cumple que 0; = ;.
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Figura 5.4.1. Posiciones de la fuerza vertical y horizontal, asi como de los receptores.
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Figura 5.4.2. Desplazamientos y esfuerzos generados por una fuerza vertical, aplicada en un
medio elastico bidimensional homogéneo (=2 y f=1). La fuente se localizaen x =2.4 y

z=32, y los 9 receptores se ubican en x=3.4 y en varias profundidades
(£=2.4,2.6,2.8,3.0,3.2,3.4,3.6,3.8 y4.0). Se usé un pulso triangular con duracién
I, = 0.4. La solucién exacta se representa con lineas continuas y Ia solucién obtenida con el
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Figura 5.4.3. Desplazamientos y esfuerzos generados por una fuerza horizontal, aplicada en un
medio eldstico bidimensional homogéneo (=2 y f=1). La fuente se localizaen x = 2.4 y

z=32, y los 9 receptores se ubican en x=34 y en varias profundidades
(z=2.4,2.6,2.8,3.0,3.2,3.4,3.6,3.8 y4.0). Se usdé un pulso triangular con duracién
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Figura 5.4.4, Desplazamientos y esfuerzos generados por una fuerza vertical, aplicada en un
medio eldstico bidimensional heterogéneo (¢ =0.2z+1.84 y 8=10.1z+0.92). La fuente se
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medio eldstico bidimensional heterogéneo (o= 0.2z +1.84 y f=0.1z+ 0.92). La fuente se
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Figura 5.4.6. Error relativo a la funcién de Green G,, en porcentaje, para un medio en el que la

velocidad de ondas S es unitaria. La fuente se localizaen x =0 y z =15, y la frecuencia es 0.5
Hz.
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Figura 5.4.7. Error relativo a la funcién de Green G,, en porcentaje, para un medio en el que
B=0.1z + 0.5. La fuente se localizaen x =0 y z = 5, y la frecuencia es 0.5 Hz.
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Figura 5.4.8. Error relativo a la funcién de Green (55, en porcentaje, para un medio en el que
F=0.2z. La fuente se localizaen x = 0 y z =3, y la frecuencia es 0.5 Hz.
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Figura 5.4.9. Dcsplazamientds generados por una fuerza vertical (Gj;) y horizontal (Gj),
aplicadas en un medio elastico bidimensional homogéneo (@ = 2 y f#=1). La fuente se ubica en

x=0yz =35,y los receptores (41) se localizan en X = | y en varias profundidades, a partir de
z=1 con dz = (.2. Se us6 un pulso de Ricker con duracién ¢ » =0.6.
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Figura 5.4.10. Esfuerzos producidos por una fuerza vertical aplicada en un medip eldstico
bidimensional homogéneo (=2 y f=1). La fuente se ubica en x=0 y z=35, y los

receptores (41) se localizan en x =1 y en varias profundidades, a partir de z=1 con dz =0.2.

Se us6 un pulso de Ricker con duracién £, = 0.6.
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Figura 5.4.11. Esfuerzos producidos por una fuerza horizontal aplicada en un medio elastico
bidimensional homogéneo (=2 y f=1). La fuente se ubica en x=0 y z=35, y los

receptores (41) se localizan en X =1 y en varias profundidades, a partir de z =1 con dz = 0.2.
Se us6 un pulso de Ricker con duracién £, = 0.6.
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Figura 5.4.12. Desplazamientos generados por una fuerza vertical (G;;) y horizontal (G,,),
aplicadas en un medio elastico bidimensional heterogéneo (¢=0.2z+1y f=0.1z+0.5). La
fuente se ubica en x=0 y z=35, y los receptores (41) se localizan en x =1 y en varias

profundidades, a partir de z=1 con dz=0.2. Se usé un pulso de Ricker con duracién
t, =0.6.
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Figura 5.4.13. Esfuerzos producidos por una fuerza vertical aplicada en un medio elastico
bidimensional heterogéneo (@=0.2z+1 y #=0.1z +0.5). La fuente se ubica en x=0 y

z =15, y los receptores (41) se localizan en x = 1 y en varias profundidades, a partir de z =1 con
dz = 0.2. Se us6 un pulso de Ricker con duracién ¢, = 0.6.
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Figura 5.4.14. Esfuerzos producidos por una fuerza horizontal aplicada en un medio elastico
bidimensional heterogéneo (& =0.2z+1y f=0.1z+0.5). La fuente se ubica en x=0 y

z =3, y los receptores (41) se localizan en x = 1 y en varias profundidades, a partir de z =1 con
dz =0.2. Se usé un pulso de Ricker con duracién t,=0.6.



VI. FUNCION DE GREEN PARA UN MEDIO CON GRADIENTE DE
VELOCIDAD CONSTANTE (3D)

Si en un medio elastico ]a velocidad es funcidén de la profundidad, la geometria que presentan los
frentes de onda es esférica, y cada punto de estos frentes es caracterizado por 3 coordenadas
(cl ,cz,c3), que pueden ser (T D¢ ), donde p es el parametro de rayo (constante a lo largo de
la trayectoria del rayo), ¢ es el azimuth y T es el tiempo de transito. Las coordenadas ( p,¢ )

definen el punto de partida de cada rayo, y la coordenada 7' determina la posicién de los puntos
que se encuentran a lo largo de este. En lugar de la coordenada p, es posible definir otra, como
Jo (dngulo de salida del rayo), que también es ortogonal a la trayectoria del rayo vy a la direccién
definida por el azimuth. En el sistema local de coordenadas (T R 02,63), la componente
correspondiente a la direccién que define el tiempo de transito (7) es U, (x,t). La ecuacién de

onda en este sistema, para esta componente, se expresa de la siguiente forma

w1 a J . N bt
pé’tz _ahzlg[c?T(hzhgr”)-‘-ﬁcz (hyex 12)"‘0,,03( h, 31)]

Y a”a+r3l é’a__z'zzé’hl__rgo”hj
ah, Gc, ah, Oc; ah, ST ahy IT’

(6.1)

donde Ve, = 1/ h,.

Para esta componente, las derivadas de la funciéon de onda perpendiculares al frente de onda son
predominantes, y las derivadas paralelas a este, son despreciables. Si 7 ,, 13> T2, T3 SOR

cero, ¥

A+24 O
Ty er

62) .
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Laec. (6.1) se reduce a la siguiente expresion

azu] 1 Vo4 A + 2# 5“1
= — 6.3
P or a@%[éT[%% @ or ©3)

reescribiendo esta

2 1 L 1
Efl:(Palﬁhs)z u1j|:—§?§'|:(loah2h3)2ul]- (6.4)

i 12 .
La solucién general para (pah2h3)/ 4, es una funcién con argumento ¢ — 7T mas otra con
argumento # + 7. En este caso, la solucion de interés corresponde a una onda que viaja en la
direccion positiva de T y que representa una onda compresional (P)

i
paihy

2
uPﬁJ}=@“Q®=[ ) FP(e,,e(U(t - T(x)),0,0).  (6.5)

La cantidad (h2h3)~1/2 describe la atenuacién de la onda debido a la dispersidén geométrica; el
factor ' P(c2 ,c3) representa el patron de irradiacion de las ondas P. Para el caso homogéneo el

factor que describe la atenuacién de las ondas es |x - &1, donde & representa la posicién de la

fuente y X la del receptor. Si RY(x,x) = (k)" 1a ec. (6.5) tiene Ia forma

2
ul(x,7) =(p(x)1a(x)] RP(lx’é;)FP(CZ’%)(UI(t - TP(x,g)),O,O) (6.6)

El sistema de coordenadas que describe la trayectoria de los rayos que son generados por una
fuente de ondas compresionales (fig. 6.1) es ¢l mismo cuando se trata de ondas de corte (S).
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Figura 6.1. Sistema general ortogonal para un medio en el que la velocidad varia con la
profundidad. Considerando (¢;,¢;,¢;)=(T, p,¢ ), donde p es el pardmetro de rayo, @ es el

azimuty T es el tiempo de transito,

Por lo tanto, las componentes del campo de desplazamientos que deben tomarse en consideracién
son U, Yy 4,. En este caso, a diferencia del antertor, las derivadas de la funcién de onda paralelas

a los frentes de onda, son predominantes, por lo que algunos esfuerzos son despreciables,

excepto

7= %—% 6.7)
y

T3~ %% (6.8)

Las ecuaciones que gobiernan los desplazamientos en la direcciones 2 y 3 son
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2 2
S (AN A B (PE YA ©9)

0'-'2

= 7| (Bhh)us] (6.10)

g;z‘[(/?ﬂhzhs)m “3]

Esto quiere decir que las componentes del desplazamiento #, y #, se propagan de forma
independiente. Estos desplazamientos son generados por movimientos transversales, el primero

es originado por un movimiento que estd contenido en un plano vertical, y que se denomina
componente SV, y el segundo por un movimiento perpendicular al plano definido por Ty ¢, y

que se denomina SH . Las soluciones de las ecs. (6.9) y (6.10) en el sistema de coordenadas

definido anteriormente son

wen (1Y 1 s
a (x,t)—( p(x)ﬁ(x)} vl (ene)0,0,(t - T5(x,0),0)  611)

y

1 1

/2
Ax)B (X)] R*(x,¢)

S (x,t) =[ FH (cz,c3)(0,0, U3(t ~-T5 (x,é‘))) (6.12)

Aunque los patrones de irradiaciéon F o y F SH pueden ser diferentes, 1a dispersién geométrica
es la misma en ambos casos, asi como también el tiempo de transito. La estructura que presentan
los desplazamientos generados por una fuerza horizontal o vertical aplicada en un medio
homogéneo, es compatible con la de las ecs. (6.6), (6.11) y (6.12), por lo que se puede obtener la
funcién de Green para un medio inhomogéneo, al regularizar geométricamente la solucién
homogénea. La variacién lineal de la velocidad con respecto de la profundidad es la mas simple
de las relaciones entre estas dos cantidades, cuando se trata de un medio inhomogéneo. Si la
velocidad varia linealmente con la profundidad, los frentes de onda definen esferas y el sistema

coordenado que describe la geometria de estos y de los rayos es el biesférico.
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La unica diferencia entre coordenadas bipolares y biesféricas es la coordenada horizontal, que en

el primer caso es x v en el segundo es ¥ = 1/x2 + y2 . Por lo que las ecuaciones que definen los
lugares geométricos que corresponden a los frentes de onda y a los rayos descritas en el capitulo
anterior, son las mismas. Debido a que la velocidad varia inicamente con la profundidad, cada
uno de los rayos se encuentra contenido en un plano vertical. Para obtener la solucién
inhomogénea a partir de la homogénea, se debe corregir la amplitud y el tiempo de trinsito en
esta ultima, Antes de realizar las correcciones, es necesario expresar el vector de desplazamientos
en el sistema esférico, ya que de esta manera se sabe que tipo de onda origina cada componente.
Posteriormente, se debe identificar el término que corresponde a la dispersién geométrica (1/r).
Para el caso inhomogéneo definido anteriormente, debido a que los frentes de onda son también
esferas, la dispersion es el inverso del radio.

VL1. DIFERENCIAS FINITAS

Debido a que la velocidad varia dnicamente con la profundidad, el problema es axisimétrico.
Esta caracteristica permitié aplicar este método, ya que en problemas tridimensionales que no
son de este tipo, el tiempo de caleulo de los desplazamientos y esfuerzos aumenta
considerablemente. En un medio heterogéneo en el que la densidad permanece constante, la
ecuacion que gobierna los desplazamientos es

V(azv-ﬁ)—vx(ﬂzwa)+2[(Vﬂ2-v)ﬁ-(Vﬁ2)(v-a)+(V,32)><(V><a)]—_—g-;i

(6.13)

donde # representa el desplazamiento, & y [ representan las velocidades de las ondas P y S,
respectivamente, y V? es el Laplaciano. La ecuacidon de onda expresada en coordenadas
cilindricas y por componentes, para un medio heterogéneo en el que se aplica una fuerza vertical,

tiene la siguiente forma
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2 2 2 2 2 2

azé’uzr a é’u,_azu,+a20” u, zé’ﬂ c?uz__zo"ﬁ u, N
] or r or r oréz oz Or Oz &z
[ 2 2 2 2 2n2 2
ﬂzo” L;,+c?u, op _ﬁzé’ u, Of° ou, N Zura"ﬁ; =é?z;r 6.14)
R Oz Oz 8z0r Oz Or oz ot
[ 2(5’2 ﬁaz Su, a?du Er_ﬁaz A*u, , Ou, fa? N
i é’za”r 8z Or r 8z r Oz oz* oz Oz

[ 2 2 2

cu au, J* u, Z°u V74
ﬂ z ﬁ ﬂ 2 ﬁ i + 2 ﬂz
| r Or r Oz or? ﬁré’z ? Pz

5 AB* du,
oz Or

OB u,

~2
oz r

> (6.15)

_20",62 Su, | %,
oz ot

Las derivadas temporal y espaciales de los desplazamientos, asi como las derivadas de la
velocidad con respecto a la coordenada z, se calcularon usando un esquema de diferencias
centradas de segundo orden y primer orden, respectivamente, para una malla cuadrada, donde
r=mAr,z=nAz y t = pAt. El método que se nsé es el implicito. Asi,

mn+l,p mn—~1p ma+l,p _  mnp-lLp
Ju, u, -1 ou, _u, u, 6.16)
= s = .
Oz 2Az oz 2Az
m+la,p m-1n,p m+lnp _  m-lLnp .
Ou, _ u; —u, ou, _u, u ©617)
or 2Ar * Or 2Ar
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auz u;n,n,p-i-l _ u;n,n,p-] é’u,, u:n,n,pH _ u;"’”’ p-1

ot M o oM (6.18)
op> (B -8 sa2 (@) -(a?)”

8z 2Az o Ay (6.19)

El sistema de ecuaciones ya discretizado, se muestra a continuacién

"
m+lntl,p omtla~lp  m-ln+lp m=1,n-1,p ( 2) mn,p
((a 2)” _(ﬂz)n) uz uz uz +uz a ur a
4AzAr

B (mAr)”

(ﬂ 2)n+l (ﬂ 2 )n—l Hp mp-l,p (ﬂ 2 )n+1 (ﬂ 2 )n—l " ’
— ma+l.p 1 - m+ln.p __ m=ln,p

2Az 2Az 2Az 2Ar

n
m+ln,p na,p m-Lr,p ( 2) m+ln,p __ m=lnp
+(o: 2),;(% AL )+ " e +

(Ar) 2Ar

(Az)’

" el (ﬂ 2)n+1 Z(ﬁ 2)r1 (ﬂ 2)n—1
ma+lp _ . mnp A=1,p - 4

2\*| ¥, Zu +ur mhp

(ﬂ ) [ . - +2u)

mn,p+l 24P 4 um,n,p—l
4 T (6.20)
(A7)
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‘ mtlntl,p  mtln-lp - m—1,n+1,p m—1,n-1,p
[((oc )~ (g z)n)[uz e s L ]J +

4AzAr

() () o) 2] ),

2Az 2Ar

2Az (Az)’

2)11 — (ﬂ 2)Jrl mun+l,p mp—-1p ma+l,p mn,p mn-l.p
(0‘ (u, —u, )+(a2)n ul = 2u]" ] N

2Az 2Az

(a 2)n+1 B (6‘( z)n—l _ 2(ﬁ, 2)n+1 + 2(ﬂ 2)?!—1 [u:n,;,p ] N (ﬂz)" (u:;+],ﬂ,}7 — u;ﬂ—l,n,p] N

2Az mAr mAr 2Ar

[(a (e 2087 +2fp?)” (u - ‘J+

(ﬁ 2)” u;n-kl,n,p _ zu;n,n,p + u:z—l,n,p + 2P (ﬂ z)fH-l _ Z(ﬁ 2)” n (ﬁ 2)"—]
(ar)’ z (Az)
I T 620

mun,p+l

En la ecuaciones anteriores, por ¢jemplo, el término # significa el desplazamiento vertical

Z
en el punto (mAr, nAz) para el tiempo (p+1)Af. Para una fuerza horizontal los

desplazamientos generados por esta, expresados en el sistema cilindrico, tienen la siguiente
cstructura

u, =u(r,z,t)cosd (6.22)
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u, =ur,z,t)cosd

ug=uyr,z,t)sené.

(6.23)

(6.24)

Como se puede ver la dependencia azimutal es conocida. Al sustituir el vector desplazamiento en
la ecuacién de onda, esta dependencia desaparece, por lo que ¢l problema sigue siendo
axisimétrico. Aprovechando esta caracteristica se establece el siguiente sistema de ecuaciones

(az)[é’zu,+1éu, u,  10u, u0+é’zuz}+25(ﬂ2)é’uz_25()62)ﬁu,+

ort rdr ¥ror dr 1t Groz

oz Oz

(ﬁz)[é’zu, 10u, u, u O%u :l+ 5’(/52) Su, 5(;52) Su, .

322 r Br o Pz0r oz Iz
o 2(13 2) *u,
2 U, = ——
Oz ot

N A%, 16u 18u, J%u u, u,
(a ) -+ - +— +— |+ +—+ =

Oz8r rdz r dz O7 E r

2 2
(ﬂz)l:a” u, 0 ur__léu,+1é7uz_ﬁ_lo"ug}+2

ort rdz rédz rér rror éz
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2 2
(ﬂz)lé’u2+c?lt29+é’ Zg+lﬁu9_yg+léﬁ_%€ .
r éz Oz or ror r-oror o r

U,+
oz 0 r Oz At?

(6.27)

(az)[ 10u, u, wu, lé’uz]+252(ﬂ2) é(gz)[_gi_é’ug}_ﬁzua

Por lo que respecta a la estabilidad, se usé el criterio de Alterman y Karal (1968), considerando
Ar = Az, se tiene que

1

(%réi) < [1 + (gﬂ g (628)

En estos sistemas de ecuaciones se calculan los desplazamientos en el tiempo ¢ + At, usando los
desplazamientos en los tiempos ¢ y { — Af. Debido a que los sistemas de ecuaciones estan
expresados en un sistema cilindrico, la fuente también se debe expresar en este sistema. A
continuacion se analiza el caso de una fuente explosiva. La definicién matematica de este tipo de
fuente expresada en un sistema esférico, es

F=4ms(F-7)f (2). (6.29)
Como los desplazamientos son independientes de la coordenada azimutal

8(F—7) = £,(r)f{z-2). (6.30)

Ahora, integrando esta funcién en un cilindro de radio a, centrado en 7 = 202 y de altura
22,
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Lzz JACE zo)dzI:2zr f.(r)dr=1. (6.31)

Por inspeccidn, las funciones apropiadas son

flz-zy)=6(z-z) (6.32)
f,(r)= ? (6.33)
ar

de tal manera que la funcién fuente ubicada en ¥ = z,Z es
2
F=28(r)8(z-2,)f (1), (6.34)
y

donde se observa que para z # z, o ¥ # 0, ' =0, y se puede ver que existe una singularidad en

r=0.

V1.2. VERIFICACION

Para examinar la validez de la aproximacién, se comparan los campos de desplazamiento en una
serie de detectores, con los correspondientes resultados obtenidos con el método de diferencias
finitas. En este método las derivadas espaciales y la segunda derivada temporal se calculan por
medio de un esquema de segundo orden. Todas las comparaciones se hicieron en el dominio del
tiempo. Por lo que respecta al caso actstico, s¢ compararon los desplazamientos obtenidos a
partir de la solucidén aproximada, con la solucion analitica de Pekeris (1946). Para representar a
la fuente en ambos métodos se usé un pulso de Ricker y para todos los casos la densidad del
medio se consider6 constante (0 = 1). Las unidades de las distancias, tiempos y velocidades son

consistentes.

En todas las comparaciones, la fuente se localiza en # = 0 y z = 5, y la duracién de la misma es

t,=0.6.Enlafig 6.2.1 se muestran las posiciones de los receptores y de la fuente. Para validar

el método de diferencias finitas, se calcularon los desplazamientos generados por una fuerza
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horizontal, aplicada en un medio homogéneo donde ¢=2 y =1 (fig. 6.2.2). Los receptores
(9) se localizan en r = 0.5 y en varias profundidades (z =4.6,4.7,4.8,4.9,5.0,5.1,5.2,5.3 y
3.4). La solucién exacta se representa con lineas continuas y la solucién obtenida con el método
de diferencias finitas, con lineas discontinuas. La comparacion es buena y permite validar el

esquema numerico. En la fig. 6.2.3 se observan los desplazamientos producidos por una fuerza
vertical, aplicada en un medio heterogéneo (@ =0.666z y = 0.333z2). En este gjemplo los

receptores (9) se localizan en » = 0.25 y en varias profundidades (z = 4.0, 4.25, 4.5, 4.75,
5.0,5.25,5.5,5.75 y 6.0). La solucién aproximada se representa con lineas continuas y la

solucion numeérica con lineas discontinuas. El acuerdo es muy bueno.

En el caso acustico, en la fig. 6.2.4 se muestran los desplazamientos producidos por una fuente
puntual, inmersa en un fluido inhomogéneo en el que la velocidad es funcién de 1a profundidad
(a=10.5z). Los receptores se localizan en ¥ =2 y en varias profiundidades (z = 2.0, 2.88,
3.77, 4.66, 5.55,6.44,7.33,8.22 y 9.11). La solucién de Pekeris se representa con lineas
continuas y la aproximada con lineas discontinuas. La comparacién es excelente. Resultados
similares se obtuvieron para un fluido heterogéneo con = (0.666z, para el arreglo definido en
el ejemplo anterior (fig. 6.2.5).

En la fig. 6.2.6 se muestran los desplazamientos generados por una fuerza vertical (G;5), aplicada
en un medio homogéneo (¢ =2 y ff=1). La fuente se ubicaen x=0, y=0y z=35, y los
receptores (41) se localizan en x =1, y =1y en varias profundidades a partir de z=1 con
dz = 0.2. En esta grafica se pueden observar claramente los arribos de las ondas P y S. El
criterio para ubicar los receptores es el mismo que se usd en las comparaciones. La velocidad
mas baja registrada por el arreglo de receptores, se localiza en el punto donde se ubica el primer

receptor, y los receptores se encuentran simétricamente dispuestos con respecto a la fuente. En
los desplazamientos verticales ((r;,) se observa que los primeros arribos son positivos, y en los

desplazamientos horizontales (Gy;) y (G,;) los primeros arribos registrados en los detectores
que se ubican arriba de la fuente (1-20), son negativos, a diferencia de los qué se encuentran
abajo. En la fig. 6.2.7 se observan algunos esfuerzos obtenidos a partir de los desplazamientos
mostrados en la grafica 6.2.6, donde también son claros los arribos. Resultados similares fueron
obtenidos para un medio heterogéneo donde @=0.2z+1y f=0.1z+0.5. En la fig. 6.2.8 se
muestran los desplazamientos y en la fig. 6.2.9 los esfuerzos. Las velocidades de ondas P y §
en la fuente son las mismas que se usaron en ¢l ejemplo anterior, Se puede ver en cada una de
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estas figuras el cambio en los tiempos de arribo y en la amplitud debidos a la variacién de la

velocidad.

LAY

3V

4 ¥V

<]

6V

v

8 v

(Y

Figura 6.2.1. Posiciones de la fuerza vertical y horizontal, asi como de los receptores.
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Figura 6.2.2. Desplazamientos generados por una fuerza horizontal, aplicada en un medio
elastico tridimensional homogéneo (=2 y f=1). La fuente se localizaen r =0y z =5, y los

receptores (9) se ubican en 7 = 0.5 y en varias profundidades (z = 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 5.0, 5.1,
5.2, 5.3, 5.4). Se usé un pulso de Ricker con t, = 0.6. La solucién exacta se representa con

lineas continuas y la solucién obtenida con el método de diferencias finitas con lineas
discontinuas.
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Figura 6.2.3. Desplazamientos producidos por una fuerza vertical, aplicada en un medio eléstico
tridimensional heterogéneo (@ = 0.666z y = 0.333z). La fuente se localizaenr =0y z = 5,

y los receptores (9) se ubican en 7 = (.25 y en varias profundidades (z = 4.0, 4.25, 4.5, 4.75,
5.0, 5.25, 5.5, 5.75 y 6.0). Se usé un pulso de Ricker con ¢, =0.6. La solucién aproximada

se representa con lineas continuas y la solucién obtenida con el método de diferencias finitas con

lineas discontinuas.
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Figura 6.2.4. Desplazamientos producidos por una fuente puntual, inmersa en un fluido

inhomogéneo, donde & =0.5z. La fuente se localiza en ¥ =0 y z=15, v los receptores (9) se
ubican en 7 =2 y en varias profundidades (z =2.,2.88,3.77,4.66,5.55,6.44,7.33,8.22 y
9.11). Se uso6 un pulso de Ricker con ¢ p = 0.6. La solucién de Pekeris se representa con lineas

continuas y la solucién aproximada con lineas discontinuas (caso acistico, 3D).
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Figura 6.2.5. Desplazamientos generados por una fuente puntual, inmersa en un fluido

inhomogéneo, donde & = 0.66z. La fuente se localizaen » =0 y z =3, y los receptores (9) se
ubican en # = 2 vy en varias profundidades (z = 2.,2.88,3.77,4.66,5.55,6.44,7.33,8.22 y
9.11). Se us6 un pulso de Ricker con ¢, = 0.6. La soluci6n de Pekeris se representa con lineas

continuas v la solucién aproximada con lineas discontinuas (caso acustico, 3D).
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Figura 6.2.6. Desplazamientos generados por una fuerza vertical (Gj;), aplicada en un medio
elastico tridimensional homogéneo (@=2 y f=1). La fuente se ubicaen x=0, y=0y
z =15, y los receptores (41), se localizan en x=1, y =1 y en varias profundidades, a partir de

z=1condz=0.2. Se us6 un pulso de Ricker con ¢, = 0.6.




' 40 .
T
30 e
o NS e
f =20 =
| © \‘ff\“‘-‘::-éﬂﬁ“a'n
—--—--——.,_. 0
‘ 10 O
| = = =
O | 1 | { |
40 —
S =
N 20
i b “““g'&,
‘ 10 262
0E T l T i
40
30
2
oy
& 20
70
3= [
0 1

Figura 6.2.7. Esfuerzos producidos por una fuerza vertical aplicada en un medio elastico
tridimensional homogéneo (@ =2 y f#=1). La fuente se ubicaen x=0, y=1yz=35,ylos
receptores (41) se localizan en x =1, y =1 y en varias profundidades, a partir de z=1 con
dz =0.2. Se usé un pulso de Ricker con £, =0.6.
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Figura 6.2.8. Desplazamientos generados por una fuerza vertical {(G,5), aplicada en un medio
elastico tridimensional heterogéneo con @ =0.2z+1y f=0.1z+0.5. La fuente se ubica en
x=0, y=0 y z=35, y los receptores (41) se localizan en x=1, y=1 y en varias
profundidades, a partir de z =1 con dz = 0.2. Se usé un pulso de Ricker con £, = 0.6.
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Figura 6.2.9. Esfuerzos producidos por una fuerza vertical aplicada en un medio elastico
tridimensional heterogéneo con @=0.2z+1y f=0.12+0.5. La fuente se ubica en x =0,

y=1yz=35, ylos receptores (41) se localizan en x =1, y =1 y en varias profundidades, a
partir de z =1 con dz = 0.2. Se usé un pulso de Ricker con ¢, = 0.6.
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VII. METODO DE ELEMENTOS DE FRONTERA

En los ultimos afios los métodos de frontera han adquirido popularidad en muchas aplicaciones
en sismologia ¢ ingenieria pues, ademas de su versatilidad para ser aplicados en problemas de
respuesta sismica de configuraciones con geometrias diversas, reducen el tiempo de cémputo v
capacidad de memoria requeridos en comparacion con otros métodos numéricos, debido a que, el
tratamiento numérico se realiza sélo en las fronteras. Destacan los estudios realizados por
Kawase (1988) y Kawase y Aki (1989).

En el método de elementos de frontera que se analiza, se utiliza una representacién integral de
capa simple para los campos de ondas difractados. Para su aplicacién se requiere conocer la
funcién de Green o solucién fundamental de la ecuacion diferencial que gobierna ¢l movimiento,
El problema se resuelve discretizando las fronteras que delimitan la geometria del mismo,
formulando con ello un sistema de ecuaciones lineales (Sanchez-Sesma y Campillo, 1991;
Sanchez-Sesma et al., 1993; Sanchez-Sesma y Luzon, 1995; Pedersen et al., 1993).

En este trabajo se presenta la aplicacion del método indirecto de elementos ‘de frontera (IBEM,
por sus siglas en inglés) para obtener la respuesta sismica en superficie, producida por una fuente
explosiva en un semiespacio elastico y heterogéneo, en el que la velocidad varia linealmente con
la profundidad. La fuente es lineal, por lo que el problema es bidimensional (2D). El campo de
ondas producido por la fuente puede o no ser reflejado por la superficie hbre.

El campo reflejado se construye como lo indica el principio de Huygens. La condicién de
frontera libre, que establece que los esfuerzos son cero en la superficie, se impone de forma
numérica. Aunque en el caso acustico si existe solucidn analitica (Pekeris, 1946). La estrategia
de solucidn se basa en la obtencién del campo reflejado por la superficie libre que se superpone
al campo generado por la fuente. Las ondas difractadas se construyen usando una representacion
integral en términos de distribuciones de fuerza de capa simple. Estas densidades se obtienen a
partir de un sistema lineal de ecuaciones que resulta de imponer la condicién de esfuerzo nulo.
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VIL1. IBEM

Considérese una superficie S, finita o infinita, abierta o cerrada, en un espacio elastico
tridimensional. Si en esta superficie se aplica una densidad de fuerza arménica, el campo
generado se puede escribir, despreciando fuerzas de cuerpo, como

()= [ 8,(£)G,(x,&)ds,, (7.1)

donde #;(X) = { - ésimo componente del desplazamiento en X, Gj;( X,&) = funcién de Green,
¢;( &)= densidad de fuerza arménica en la direccion j. Esta representacion integral permite

calcular los esfuerzos y tracciones por aplicacién directa de la ley de Hooke, con excepeidn de
las singularidades de la funcién de Green en la frontera.

Con base en consideraciones de equilibrio alrededor de una vecindad de la frontera, es posible
escribir para X sobre §

LX) =g, () + | ,( T (x,€)ds,, (7.2)

donde ¢; = i - ésimo componente de la traccién en la frontera, ¢ = 0.5, -0.5 6 0.0, si X tiende a
S desde dentro del medio, desde fuera o si X no estd en S, respectivamente, L(x,8)=
funcién de traccién de Green. El subindice & indica la variable sobre la cual se realiza la
integracion. Las funciones de Green para ¢l caso bidimensional, son funciones especiales de
Hankel. Las expresiones detalladas se encuentran en el trabajo de Sidnchez-Sesma y Campillo
(1991) y para el caso tridimensional en el trabajo de Sanchez-Sesma y Luzdn (1995).

VIL.2. DISCRETIZACION

Cuando se usan los métodos de frontera se discretizan unicamente las fronteras del medio. Estas
se dividen en elementos, y en estos se simula la aplicacién de fuerzas para poder modelar los
campos reflejado y difractado, segin sea el caso. La exacitud de los resultados d;:pende del
nimero de elementos y de la longitud de onda. Si se desea estudiar problemas en alta frecuencia,

se requieren longitudes de onda pequefias. Esto implica una discretizacién fina y un mayor
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nimero de elerﬁéntos, por lo que los sistemas de ecuaciones crecen. Sin embargo, las matrices
resultantes presentan un gran numero de elementos que son pricticamente nulos. Esta
caracteristica ha permitido resolver el problema mediante la técnica de matrices porosas (Ortiz, et
al. (1998)). Aunque en alta frecuencia el mimero de los elementos que son nulos tiende a
disminuir. Por lo que es necesario usar otras técnicas, como es el caso de la transformada de

ondicula.

A continuacién se presentan las versiones discretizadas de las ecs. (7.1) y (7.2).

N
w(x)=2,4,(£,)g;(x.¢;) (7.3)
=1

donde
5! +As/2
gi(x&)= | Gy(x,&)ds, (7.4)
' & ~As/2
Yy

N
ti(x)=z¢j( &t (x,&0). (7.5
=1

Para X = X,,, se tiene que

éf +As/2

(%0 &) =80, + [ T5(x,,£)ds;. (7.6)

& —Asf2

Las integrales de la ec. (7.4) se calculan numéricamente con integracidén gaussiana, excepto en el
caso en el que X esté en la vecindad de &, para el que se tienen expresiones analiticas. Las

integrales en la ec. (7.6) también se calculan numéricamente usando este tipo de ihtegracién,
excepto cuando X, = & ;. En este caso:
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tg‘j( Xn » gn ) = C(Sij (77)

en cada uno de los segmentos en los que se divide la frontera y sobre la que se realiza la
integracion. La funcién de Green tiene un valor constante y este se asigna al centro de cada
segmento. Este método se uso para calcular los desplazamientos en superficie generados por una
fuente lineal de ondas compresionales (2D), aplicada en un medio homogéneo donde f=1y
a =2 (fig. 5.2.2). La fuente se localiza en x =0 y z=0.25, y los receptores se ubican en la
superficie (z = 0) a partir de x = —8.8 y con dx = 0.44. La fuente s¢ representa con un pulso
de Ricker con duracién £, = 1.75. Se puede observar claramente el arribo de la onda P y de la

onda superficial,

Resultados similares se obtuvieron para el arreglo definido en el ejemplo anterior, pero para un
medio heterogéneo en el que a = (4/ 3)z + (5/ 3)y p= (4/ 6)2 + (5/ 6) (fig 5.2.3). En la figura
5.2.1 se muestra la forma en que varia la velocidad de las ondas P y § para cada uno de los

gjemplos.
.0 .0
4 A4+
8 8 -
N — N -
1.2+ 1.2
1.6 1.6
2 0 1 | I 20 N 0 1 9 I Y
0 2.0 4.0 0 20 4.0

B(z), afz) B(2). a(z)

Figura 5.2.1. Grafica de velocidad de ondas P y S, para un medio homogéneo donde =1y
@ = 2, y para un medio heterogéneo en el que @ = (4/ 3)z + (5/ 3) y = (4/ 6)2 + (5/ 6).
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Figura 5.2.2. Desplazamientos producidos por una fuente lineal de ondas compresionales,
aplicada en un medic homogéneo donde f=1y a=2. La fuente se localiza en x=0 y

z=10.25, y los receptores se ubican en la superficie (z=0) a partir d¢ x=-8.8 y con
dx = 0.44. La fuente se representa con un pulso de Ricker con duracién ¢, = 1.75.
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Figura 5.2.3. Desplazamientos producidos por una fuente lincal de ondas compresionales,
aplicada en un medio heterogéneo donde o = (4/ 3)2 + (5/ 3) y B=(4/ 6)2 + (5/ 6). La fuente
se localiza en x =0 y z=0.25, y los receptores se ubican en la superficie (z = 0) a partir de

x=-8.8 y con dx=0.44. La fuente se representa con un pulso de Ricker con duracién
t, =L75.
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CONCLUSIONES

Los desplazamientos y esfuerzos calculados a partir de las funciones de Green aproximadas, se
compararon con los correspondientes, obtenidos con el método de diferencias finitas y el método
pseudoespectral, para los casos bidimensional y tridimensional, respectivamente. Por otra parte
en ¢l caso acistico se compard la solucidn aproximada con la solucién analitica de Pekeris
(1946). La comparacion en todos los ejemplos es excelente. El analisis de los errores asociados
con la funcién de Green aproximada (G,,) confirma que la aproximacién es muy buena, ya que

en general los errores son menores del 5%.

La regularizacién geométrica puede aplicarse aun cuando la variacion de la velocidad con la
profundidad no sea lineal. La bisqueda de soluciones aproximadas para otro tipo de medios
heterogéneos es un tema en el que seguiré trabajando en el futuro, asi como también en el
mejoramiento y aplicacion de los codigos que se usaron para calibrar las soluciones aproximadas.

El método indirecto de elementos de frontera se usd para calcular los desplazamientos y
esfuerzos generados por una fuente lineal de ondas compresionales, aplicada en un semiespacio
elastico heterogéneo, donde las velocidades de ondas P y S varian linealmente con la
profundidad. Aunque estos resultados son preliminares, muestran que es posible utilizar las
funciones de Green aproximadas para modelar casos mas realistas.

Para modelar configuraciones complejas con el método indirecto de elementos de frontera, es
necesario usar técnicas numéricas que permitan resolver grandes sistemas de ecuaciones en un
menor tiempo, como la técnica de matrices porosas (Ortiz-Alemdan et al., 1998) que ya ha sido
aplicada con éxito o la transformada de ondicula, con esta tltima es posible resolver un sistema
de ecuaciones solo con el 5% de los elementos del sistema, lo que implica un gran ahorro en el

tiempo de célculo.
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