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Introduccién.

En abril de 1993 en la ciudad de Guanajnato, se celebro el primer Taller de
Convexidad Geométrica . La participacién de los notables geometras el alemdn R.
Schneider y el austriaco P. Gruber fueron una de las principales motivaciones de el
presente y modesto trabajo. Otro importante estimulo fue la siguiente conjetura
para cuerpos convexos propuesta por Gruber en aquella ocasidn (vease [3]).

CONJETURA. Supongamos que un cuerpo convexo D en 8%, n> 3 estd con-
tenido en el interior de una superficie contimra 5 homeomorfa a S®~*, si I se “ve
centralmente simétrica” desde cada punte de S. entonces D es un elipsoide.

Cuando trabajamos con la proyeccion ortogonal de un cuerpo sobre un subes~.
pacio ortogonal a la direccion u podemos pensar en un cilindro, con generatrices
paralelas a u, que ‘arcunscribe” al cuerpo. Luego, existe cierta informacion que
¢l cilindro nos proporciona acerca del cuerpo . Podemos pensar también como st el
cuerpo fuera lununado por rayos paralelos a la direcci6n v J.e. iluminado por un
foco puntual “en el infiuto™ en la direceién de 2. Nada nos unpule preguntainos
que ocwrre cuando ilunmames al mismo cucrpo con v foco situade “cerca del
cuerpo”, digaimnos e qué ocuie cudiklo considerames conos que circunseriben al
cuerpa’

Pucde pareeer, a primera vista gque o hay una diferenoa sustancal entre
los dos hechos antenoressm embatgo, "o en o poco aro que halla tan pocos
vesuliados telativos o cones que coonsonben ooun cnerpo . De hecho, tosonos

corocetnos »olo nuo P Teoretncd s Buoten Do D Wte probilerons hablaenes



un poco mas adelante.

El proposito del presentc trabajo fue obtener. en la medida de Io posible,
algunos resultados relativos a conos , andloges a aquellos problemas de la deter-
minacidn de propiedades de cuerpos convexos n-dimensionales a partir de la in-
formacién contenida en sus proyecciones ortogonales (secciones tranversales) sobre
{con) subespacios de dimensién menor o igual a n — 1.

En el capitulo 1 se establecen, en un mismo teorema, varias interesantes y bien
conocidas propiedaes que caracterizan al elipscide. Por supuesto, tales propiedades
relativas a secciones transversales y proyecciones ortogonales.

Hemos establecido dos versiones para conos de los resultados contenidos en el
Teorema 1. Una relativa a la podercsa caracterizacion del elipsoide: el Teorema
dei Falso-Centro [1].

Haciendo uso del concepto de “centro de proyectivo” se establece. en el Teorema
7, una hermosa caracterizacion del ehpsoide, se da una prucba de esta haciendo uso
del Teorema 1. En 2] J.L. Arocha, L. Montejano y E Morales. haciendo un uso
magistral del Teorema 7, redemuestran y clarifican el intercsante Teorema de G.
R. Burton y D. G. Larman [6): &l primer resultado en ¢l camino hacia la sohicidn
e L competura de Gruber.

La nocidn de “eentro de proyectivo” es, o juicio de nosotros un clemento contral
en of extudio del ehpsowde Tal opinon surge de natar gue gracias al concepto de
centio ploves tive s posthle eslablecer ul mteresante conesion enhe vaias {al

Hicnos dos) cataeterrzacones del ehpsosde, en donde wna de ellas e disamos un
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tanto més complicada (Teorema de Burton-Larman) que las demds de hecho, poco
entendida ain por las personas que la establecieron.

Las demostraciones de este capitulo son originales.

El objetivo del capitulo es tlustrar el desarrollo que ha tenido el estudio de las
propiedades de los cuerpos convexos mediante la informacion contenida ya sea en
sus secciones transversales o en sus proyecciones ortogonales. Tal estudio tiene su
culminacidn con el interesantisimo y misterioso Teorema de C. R M. Petty v J. R.
Mckinney{17}.

Se presenta la demostracién del Teorema de Rogers, enunciado en la seccién
1.2. Este teorema es una herramienta importante en la solucidn de la conjetura de
Rogers: El Problema del Falso-Centro [vease sec. 12

Nuestra contribucién en esta pal-‘te €3 més modesta que en los capitulos ante-
riores. Sin embargo. consideramos que el buen entendimiento de estos problemas
es el primer paso en la solucién de los mismos.

Mala y no este muy lejano el dia en que este en mestras manos oliccerles sus

soluciones...



Capitulo 1

La intimidad del Elipsoide en R? y R*.

1.1 Preliminares.

Sea K C R™. Denotaremos por FrK y por intK la frontera y el interior de K.

DEFINICION. Se dice que un conjunto € € R" es convezo si, para cusles-
quiera dos de sus puntos, el segmento determinado por estos estd completamente
contenido en C.

Sea x € R™ un punto. Diremos que L C R™ es un hiperplane por z si existe
un subespacio L' C R” de dimensién (n-1) tal que L = L' +z

Sea C C K" un conjunto convexo. Sean z €FrC y L € R* un hiperplano por
z. L es llamado un hiperplano soporte de C s1 C —r esta completaimente contenido
en alguno de los dos subespacios determinados por L

La tuica caracterizacion de convexidad, en terminos de hiperplanos soportes,
que nosotros nesecitaremos es la siguiente:

TEOREMA Sea C C R*. C cs convexo si y solo st para cada = €FrC existe
un luperplane soporte de C.

Diremoes que un conjunto s estrctamente convero s1 1o contiene mtervalos en
su Nontera Un comgunte convexo twene frontere reguler < paca cada une de sus
puntos rontera existe un tmeo laperpline soporte

e conpanto comvexo 0 A7 cn onado v cuer o comvowo o ce comact ooy



tiene interior no-vacio.

Sea II C R™ un (n-1)-dimensional subespacio. La proyeccion ortogonal P .
R™ — 1l es una transformacién lineal tal que ker P = [I1 donde TIt = {z € R™:
{z,y) =0,y e II}.

DEFINICION. Sean K C R* un cuerpo convexo v F, : B — II la proyeccion
ortogonal sobre el hiperplane 11 = {z € R* : (z.u} = 0}. Liamaremos cilindro de
viston y curva de msign Cy, €, a los conjuntos FrP7HK) y Fr K nC,, respectiva-
mente.

DEFINICION. Sean K < R™ un cuerpo convexo, p ¢ C' vy P - B* = I
la proyeccion central desde p sobre el hiperplano 1. Llamaremos cone de msion y
curva de msidn finita D, (, alos conjuntos FrP~!(K) y FrKND,, respectivamente.

Diremos que un cuerpo convexo tiene un centro Af s1 una simetria central con
respecto a M envia al cuerpo en si mismo. Para nn cuerpo convexe esto significa
que cacla cuerda a traves de A es bisectada por M.

Una excelente referencia para conocer, de una manera ampha, completa y

profunda. propicdades de cuerpos convexos es {2

1.2 Caracterizaciones del Elipsoide.

A poncipios de siglo extstian vanas mteresants caractenzaciones del elipsowle.
A el foctor mleresado lo vemmbimos o (7 pag 96 3 102 10 By 6] Alaunas
e tales coaclenizacioues pueden resumnitse en e asmente reotenta,

PECOREAA D Sea oo 1Y un cuerpn o ro Laus sigiientes condietones

v ]
BEREEE T PUPE N LI S}




1) K es un elipscide.

2) Cualesquiera dos seciones transversales peralelos de K son homotétices.

3) Tede seccidn tansversel de K tiene un centro.

4) La curva de msion €, w € 5% esta en un hiperplano.

5} Para toda farmibe de cuerdas paralelas de K, los punios medios estan en un
plano.

6) Todas las proyeccidnes ortogonales de K som elipses.

Observernos que la condicion 3) implica el signiente resultado: un cuerpo con-
vexo con la propiedad de que todas sus secciones tranversales sou elipses. es un
elipsoide. En relacién a esto. nosotros probaremos, haciendo uso de 5 == 1 el cual
s valido en el caso plano, que si un cono tiene una seccidén transversal que es una
elipse, entonces todas sus secciones (acotadas) son elipses.

En {19] C.A. Rogers conjetura que 1 ta condicion 3) en el Teorema 1 se debilita
de tal manera que cada plano a traves de un punto p intersecta al cuerpo convexo
¢n una seccion, Ja cual es o vacia o centralmente shinétrica con respecto a algin
pungo, no necesariamente coincidente con p, entonces e pesible ascgurar que ¢l
cuerpo cs un elipsoide  Un punto con la anterior propicdad s Hamado psendo-
centro de I También en [19] Rogers prueba que un cuerpo con v prenddo-centio
Lene un centrede, tene lugar of signiente teorems,

TEOREMA 2 Sea K¢ RS wn e rpo connero con la propredad de que pe 1
coan psenda eontro de W Entonees Noes centialmente wunetiico

Uhy pecudo contro g de oo convexo 20 es hnedo o folso cenfio de i



si ' no es centralmente simstrico en p.

Poco tiempo despues P W. Aitchison, C.M. Petty y C.A. Rogers. [1] dieron
una respuesta positiva a la conjetura de Rogers con el siguente teorema:

TEOREMA 3. S1 K C R® un cuerpo convezo y p €intK cs un falso-centro,
entonces K es un elipsode.

Finalmente, en [15] D G. Larman demuestra el anterior teorema en toda su
generalidad al eliminar fa condicion de que el falso-centro pertenesca al interior de
K.

Nosotros vamos a establecer v demostrar,en el Tecrema 6 . una version para
conos del teorema del falso-centro.

Esta fue probada inicialmente por W Sus para el espacio tridimensional y
posteriormente el caso general por G. D. Chakerian [8]. Aqui ofrecemos una de-
mostracion gue es en cierta medida ¢iiginal puesto que intervicncn en esta los

centros proyectivos.

1.3 Un Teorema Elemental para Conos Elipticos.

DEFINICION. Diremos yue un cono C C R” €5 un cono eliptico s emste un
feperplune 7 C B fal que =0 C v una chipsorde

FEOREMA § Sca ¥, . B an cono eliptico Bulonces tode severin acotada
de N es uma elipse,

iemostracion

Comno M es an cono eEpiice esinte o) plane Hopona ef onad ) vy, es

Speo Soa e e e e s I




1T, N1 £, es una elipse, donde IT; es un plano paralelo a [, usaremos el Teoreina
1 inciso 3).
Sea u una direccidn paralela a [1;. Consideremos las vectas i v 1 tales que

h=HyNIl, pelc Oy ylesparalela a u (vea fig. 1)




El haz de planos que pasa por la recta !, ¢, intersecta al plano T cn un has de
rectas gue fienen como centro py, v al plano I1; en una familia de 1ectas paralelas
a la recta l. Sea m la polar de p; con respecto a la elipse F (vease la seccidn 13
para ver la definicién de polar). La proyeccion de me. miy sobre el plauo [T desde
gl punto p es una recta. Vamos a demostrar que my es el lugar geométrico de los
puntos inedios de tas cucrdas de I1; N 2, paralelas a I . Sea Iy € €. consideremos
el haz rectas {I,{; s, {;} con vértice en p contenido en I3, donde /; v L son las
dos intersecciones de 3 con £, v I3 que es la interseccion de Iy con el plano
determinado por m ¥ ¢f punto p. Dicho haz es cortado por la recta =11 N I,
v Is=I1; N ;. Los puntos e= I, N i, b=l3 N {, c= 1 N I ¥ p; son conjugados

armonicos (fig.2).
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Por lo tanto, la transversal {; divide 18,1115, [3} en una hilera de puntos ar-
monicos. Como l5 es paralela a{ (dado que IT, y ITy son paralelos y { C I, entonces
[ es paralela a II,), '=[; N I5 es ¢l punto medio del segmento determmado por los
puntos &'=l; N l5 y d'=ly N I5. Observemos que como p,b,¥ € I; y I € 5 C I,
¥ es la proyeccion de b desde p sobre I1,. De lo anterior y del hecho de quebem
concluimos que 4" € m'. Al variar Tl3 en la familia &, b se mueve en m y b, se
mueve en my, es decir, ios puntos medios de las cuerdas de H; N E, paralelas a {

estan alineados. En virtud de 5) det Teorema 1, IF; N ¥, es una elipse. M

1.4 El Teorema del Falso-Centro para Conos.

Sea ® C A" un cuerpo convexo y u € $™? un vector. Llamarenios didmetro
(0 cuerde diametral) en la direccidn u a la cuerda de ®. paralela a v. de méxima
longitud. Esta serd denotada por t(u). Nos referimos a el supremo d¢ fas longitudes
de las cuerdas diametrales de ¢ como ¢ didmefro de . Es ficil ver que en los
extremos de ¢(u) existen planos soportes de & que son paralelos En particular,
sino= 2y ¢ es una figura convexa, con frontera regular (ic.. por cada punto
frontera e @ existe una vinica linea sopotte) v orientada lo antetionente dicho
nos permite defiur ¢l mapeo gi; - 8 — 81 donde gg{u) s la diteccon paralela a
Ll Iineas soportes en los extremos de i) que es consistente con Ly onentacicn de
i

Parauna fignra convexa abitnana no necesazamente os w0t gue salgele)) =
v S cmbarzo, vesnlta qie las elypses st ienen esta propnedad oy vlecto, basta

Sy ATHe 1L f:p [ f,l P e o 1t THER! ol <!‘13| e w‘:w‘tlr-f.ul'




3
la propiedad mencionada. En este caso las cuerdas t(u) y H{ge{u)) se Haman
didmetreos conjugades. Es interesante sefialar que la propiedad en cuestion no
caracteriza a la elipse, i.e., existen figuras convexas diferentes de la elipse para las
cuales go(ge{u)) = u para toda u € 5% [18].

TEOREMA 5 (Soltan):Para toda figura conveza ¥ C R* con frontera regular
ewsten dos cuerdas diametrales de U, ky y ke, tales que ki g ke son diometros
congugados.

OBSERVACION. 8i la figura en cuestién es centralmente simétrica, el punto
de interseccion de las cuerdas didmetrales k; v kg es el punto de intersececion de las
diagonales del paralelogramo determinado por las lineas soportes, que es el centro
de simetria de la figura.

TEQREMA 6. Sea T, C R un c-ono conveze con la propredad de que todas
sus seccrones transverseles que son acoladas son figuras {convevas) centralmente
snnétricas. Entonces T, ¢s un cono eliptres.

Demostracién:

Es facil demostrar que todas las secciones acotadas de £, son figuras estricta-
mente convexas y tienen frontera regular.

Sea [Ty un plano por 5 veal que HE NS, = p Sea Tan plano pavalelo a1 Las
hipatesis del Teorema Espeaal son satisfechas por la secadn 117103, Denotemos
von G el paralelogramo detenimmado por las lneas sepottes patalelas o &y v Ay (e
aonerdo von la notacson del Teorenn Fapecial Sean gy o vt pf Tos pmtos e

contaciode dichas o con TEYL tespec Divamente: Faosaned de by obmetvacion




existe una elipse F tal que F estd inscrita en ¢ v hace contacto con las aristas de
( en los puntos p, ¥ p), i=1,2. Construyamos el cono ' con directriz £ y vertice
en el punto p (fig. 3). Vamos a demostrar que los conos I y I, son iguales Para

tal fin. veremos que toda generatriz de I' 1o es también de £,

Tohuemosunpanto ¢ € £, Ae A7 A partw de la fora en que fue towada
la fleura £ podemos aseginzau quie Iy B poscen cuafio planes soportes commuiies.
- I w1
Tos detormnados por las anstas de G v p Sean [T By [T v 1 Las designaciones
Y1i 1 2 H
para tales planos La vecta soporte de Ben e fombersecta s las anslan de (I
pot o tante o dos plamos 1w 1 = 102 Consederenios Lo lersecoion < 10
Dol pecta o ddeterminnada ot s v g es s e auie Tene nierseen it Vo ol
I ! |
ST A R

1
1y

. Iy Il ety o ool bl s e
f : g : !
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[' (I, NIz = z).Rotemos &l plano 11 teniendo como eje la arista de G en la cual
estd el punto ph hasta que IT sea paralelo a z. Llamemos TI* 2 [ en ésta posicion.
Las secciones ¥ = 1" NT, & = II* N T, son una elipse v una figura centralmente
simétrica, respectivamente, en virtud del Teorema 4 y de la hipotesis. ¢ ¥y ¢ tienen
lineas soportes comunes, en la direccién paraiela a ky, en los puntos, tambien
comunes a ambas curvas, e = ph = L, NI NI y b= E,N I} NIT* Esto se sigue
de que, por un lado, I' y ¥, tienen en comun las generatrices £, NI, y £, NI,
¥ de que , por otra parte. II* intersecta a IT} y a [T} en rectas paralelas. Por lo
tanto, la linea ab es cuerda disdmetral tanto de ¥ como de ¢ en la direccién & por
lo que el punto medio, ¢, de ab es el centro de simetria de ambas curvas.
Fijemmos nuestra atencién en las rectas paralelas I, = T, NI* v {,, = M N1~
Es claro que l;; es linea soporte comdn a + v ¢. Sean o v 3 las peneratrices
de T' determunadas por p v los puntos p; y e 1espectivamente. En virtud de
la convexidad estricta de las secciones acotadas de ' la dpica sencratriz de T
contenida en [f; &5 o y la tnica generainz de ¥ comtenida en 11, ey 3. Como m
e puede ser patalela a L, ni 3 puede ser paralela a 4, pues ou caso contrario |
puesto que {1, v 3, son pardlelas a z, se tendifa que @ o § son paralelas a .« 1o
cual conrradice el hecho de que p & & estan bien defidos fos pantos & =1, N o
YA =M Inege b= b Mo CH,NT = v b =1, Me 4, M, =¢oi,
AF D anademds {y, o es linea sopotte connin de wov oo Vi comio ¢ Ve iene
cenro cotn v A0 ot AT e o s v abien donde D7 s Lo refllexion de 4o

"

coEnte egrnale o decn que Lo e deternnada por gy A7 0D penerat e




1
comun de [’y £, Para finalizar observemos que I3, es la linea soporte ¥ paralela

aly, v. por lo tanto, &' =13, N1 B Tl NT =K le., G=vdedonde c € T, K

1.5 FEl Teorema de Hobinger-Burton-Larman.

Nosotros designamos como la pelar de un punto relativa 2 un cuerpo convexo,
al lugar geométrico de puntos del cuarto punto arménico de este punto y los dos
puntos de interseccion del cuerpo y una linea a través del punto. Es bien conocido
el resultado que afirma que las polares de los elipsoides son subespacios lineales.
En patticular, en el caso plano, son rectas. En [4 pag. 151] Bonnesen y Fenchel
afirman que T. Kojima [12] prueba lo siguiente: si las polares de todos los puntos
de una linea recta Bja son ellas mismas rectas entonces la curva es una elipse.
Tambien en [4] se dice “..ademds Kojima encuentra teoremas relacionados cn el
espacio...”. Hasta el momento nosotros no sabemos en que consisten tales teoremas.
Por lo tanto, presentamos, en el Teorema 7, una prueba del resultado andlogo al
de Kojima para ¢l caso tridimensional.

Pata propositos <le mejor exposicidn introduscamos unas defiiniciones:

DEFINICION: Diremos que una fanniia £ de cuerdas contenicdas en un cuerpo
convexo K ¢ R tiene la propmedad K —chipockudn st existe an plino B de tal
suctte que pata cada L€ F exasten planos soportes de Ken los extremos de £ que
S Intersectan onuna Hnee contenicla en £/

[ EMPLO

s cuendas sdnunetiales de tode cuerpo comvexo /0 B poseei L propedand

3

. . .
I oot e o dopnde of |

chono Hcoress i o of plas o beeio




12
DEFINICION: Sean Fy ¥ F; dos familias de cuerdas contenidas en los cuer-
pos convexos Ky C R* y K> C R® que poseen la propiedad A’y —chapocluda v

K1~ chipociuda, respectivamente. Diremos que F y Fb estdn conectaclas s1 existe

una transformacion proyectiva Q de tal mado que Q(F)=F, v (K ,})=K f

DEFINICION: Sean K € R™ un cuerpo convexo v F una fanulia de cuerdas
de K, concurrentes v con la propiedad K —chipocluda. Liamaremos al punto de
concurso centro proyectivo.

La situacién descrita en la definicidn anterior es ur caso particular de la primera
definicién de esta seccion. El plano H de esta ultima serd denotado por H, v serd
llamado plane armdnaca (lfnee armdnica, en el caso plano} en aquella.

El nombre de centro proyectivo proviene del hecho de observar gue es posible
enviar el centro proyectivo, mediante una transformacion proyectiva. en ol centro de
sunetria de un cuerpo centralmente simétrico. Efectivamente. despnés de efectnar
la transformacidn proyectiva T’ que envia el plano de las H, en el plano al infinite,
T(p) ¢s un punto interior del cuerpo imagen T(K) para el cual loda cucrda a través
de €l es una cuerda diametral de T(X} y de acuerdo con el Teorema 1 en [], T{K)
es contralmente sumétiico

TEOREMA 7 Sean K, H C I* un cucrpo convero y un plann {2 ol conjunto
decentros progectivos de KOS £ 0y O = Mt K oes un dipsande.

Pemostiaoion

Faotaal ver que A es estiictamente convesn v tene ltontens reenla

Secb o hmea Lo tal gue oA L o0 Prnmes vt abvetyemos gaee
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el conjunto de planos {H,}, p € {, es un haz de planos que pasan por una linea,
Hamemosla I, la cual es la interseccién de los planos soportes de [{' cn los extremos
de 1. Abora vamos a probar que todas las curvas de vision finitas (; son planas para
todo g € L. Sea pues ¢ un punto en la linea L y (, su respectiva cuerva de vision
finita. Consideremos un punto r € ¢, . Designemos H, al plano determinado por
la linea [ y el punto v v sea T, = H.M K. Debemos probar que 7, = C,. Sea s
EFT., s f=r. Veamos que el planosoporte de K en s tambien pasa por ¢. Existen
dos posibilidades:

i) r v s estan en semiplanos distintos de H, de los dos determinado por L.

ii) El punto s este en el mismo semiplano, de los dos determirado por [ en H,,
que el punto 7.

Veammos el caso i). Consideremes la linea ¢ determinada por r y 5. Claramente,
¢ =t Nl es un centro proyectivo. Consideremos la transformacidn proyectiva w
que envia H o al plano al infinito de R®. Dado que ¢ € L € H,. «(D,) ¢s un
cilindro que contiene w{K) y w((,) = Fuw(K) N Hiw(D,) os une ciuva de vision
con la propredad que w(r) estd en ella, w(p') es ¢l centio de snuetaia de w(K). De
aqui que ol segundo punto de mteiseccion, b, de la linea detertinada por w(r) y
<) tonw(K), pertenece aw{D)a e b w(d,) e el plano soporte de Aen ki,
11, e patalelo al plane soporte en (1) Por otro lado sabemos quue oo wls] Ast,
commo conseenenan de los dos liechos anteriores w1 gue ex ol plano soporte e

Koens vy pasa por g oesdeon s estden £, P lo tanto {os plan
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Vemos que el caso 11) se resuelve facilmente de lo anterior.

Finalmente conclummos variando  por p 1 € H, que todas las sceciones trans-
versales de X por p' son curvas de visidn. ya sea finitas o no. Por lo tanto, w{{()
tiene todas sus curvas de vision planas y en virtud de la conoeida caracterizacion
de Blaschke w{K) es un chipsoide ¢, K o3 un lipsoide. M

DEFINICION Un bogue en B*, en la dneccion o € $7°0 o in corjunto de
In fonma {z & B8 {ooud < a}

F1 Bblogue se dice degeaciade sta = 8 v eneste Gaso o8 pteosaente of hiper-
plano paralelo a el subespacio #f, = {00 1 (o) 0}

Unooateresante aphoacon del Feorema S fue dada por Tl Nvadhia 1L Mon

fevaeow B Soeales e T L e dene e el poer tesndianie e e e Lo




la solucion de ia conjetura de Gruber, el Teorema de Hobinger-Burten-Larman:
TEOREMA 8 Sea K T R* n >3, un cuerpo convero que confiene ol origen
y sean Si,..., Sn_y bloques, donde ol menos uno de ellos es no degenerndo, en las
direccrones linealmente wdependientes uy,..., un_ 1, respectivamente, tal que KNG,
es vacio. Supongase que pave cada punto P € 5, In proyeccidn de K desde P sobre

H.,, es ceniralmente sztmétrica, 1 S1<n—1. Entonces K es un elipsoude.

1.6 Las Sombras de un Elipsoide.

Demostracion de 1) <= 6) del Teorema 1.

Sean K, I1 C R™ un elipsoide v un plano y P : R* — Il la proyeccion ortogonal
sobre I1. Vamos a probar que K’ = P(K) es una elipse. Para tal proposito veremos
que cada z' emtK’ es centio proyvectivo de K7 En otras palabras, veremos que la
polar de cad punto interior de A'es una recta. En virtuel del Teorema Kojima
[vease sec. 15], se tendrd el resultado deseaco. Sca z' €intK’ y sean I, m’,
a' tres Iincas por 2. Scan l1,fx my,ma y ny 7y las lineas soportes de K por
los extremos de UNFrR, s 0FrR y o' NFLA. respectivamente  Sea £ la lnea
deteninada por o = {; Nl ¥ 3 = my Nmy Para obtener nuestro resultado serd
snficiente probar que 5 = N0y patenece a & Ea cfocto. pues en virtud de la
arbitraricdad de n, tendeiamos que ¢ es la linea armonwa de o' 17 R o la
cimva e vison de 5 en Lodiecaon TH Paesto que A os a clipsonde en vntad
de 1 ded Teorena 1eseste nn plano FFwabgue #0008 0 P AT Conmderemos
Lo et { Py i TR IT1 BRI VY Py oyl el ponto

oo ”1’ [ RTEATRRE llIEf‘\ Faaeea oo 1ol I E)lllii.). b penr ey
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de un elipsoide son centros proyec?ivos, T es un cenfro proyectivo de Ky, por lo
tanto, existe un plano A que es el plano armdnico de K con respecto a =’ Por
otro lado, como PY(1,) y P~¥(l») son planos soportes de K en los extremos de I,
P=H{L)N P~ Iy} € A, en base a la definicién de centro proyectivo. Analogamente,
concluimos que P™Hm, )N P~ ms), P~ Hn) N P~n,) C A. De aqui, puesto que
o € PTHI) NP i) y 8 € PHmy) NP7l (m,). tenemos que o, 3 € Ay, por
lo tanto, ¢ € Ajie, t = ANII. Combinando los dos hechos anteriores tenemos
y=P ' m}nP m)nTcCc AnIl=t.

Ahora probaremos la afirmacién reciproca. Para esto necesitamos el siguiente
sencillo, pero util, resultado. La demostracién la omitimos por ser trivial.

LEMA. Sea K C R* un cuerpo estrictamente convexo con frontera regular.
Entonces, para u € §°, oxiste una tinica cuerda diametral.

El cucrpo K es estrictamente convexo En efecto. snpongamos que no ocurre
asi. e existe un intervalo I C FyK. Sea 2z € 1 . Puesto que K es convexo existe
un plano soporie ce X en 2. Consideremnos la proyecadn ortogonal P, tal que la
direccidn u os paralela a ol plano soporte de A en = ¥ no paralela a la dircccion
determinada por [ Entonces. P, () es una clipse que ticne nn mtervalo en su
fronitera o cual es absiudo Luepo. el cuerpe /A os estrictamente convexo.

De manera sinlar se prneba que A tiene fiontera repular

Sea fua cuetda diametval de Ay L los planos soportes de K oen los
extremias gy de D Seac Ty el plno paradelo a T que pasa por of pondo py ol

printo wedio of ccomento deternmado e gy Vinnos o prolan gne para cada
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punte 2 &€ Iz 1 FrK., el plano soporte de K en z, f,. es paralelo a L. Sea 1 €
I3 N TrX. Bi cilindro C... con w paralela a [T, N I, es un cilindro eliptico y. por
lo tanto, E =114 N ., es una elipse para todo plano Tl que contiene a [ y es no
paralelo a u (Teorema 4). 1, intersecta a los planos IT,. Iy y I3 en las lineas b, by
v by respectivamente. ¢ = [I, N I1; es una linea soporte de £ en el punto r = (I,
M Iy N ily) € by {esto se sigue de que I1, es plano soporte de K. huego lo es de C,
v de aqui que IL: N [ sea linea soporte de [Iy N C, para todo [Ty no paralelo a u.
Ademds 1o es en el punto 7 por que r,z € P7Ha))

La lnea &; es didmetra conjugado de la knea p;p; en la elipse £ por lo que la
linea ¢ debe ser paralela a I. Asi que II, contiene un linea paralela a {. Luego I,
es paralelo a . Como 2 es arbitrario en el conjunto II; N FrX podemos conciuir
que la curva de vision en la direccidn determmada por ! es izual Tl A Fri v, por
lo tanto. plana.

Fimalmente, puesto que hay una ceerda diametral de i para caca diveccion, en
virtud de la convexadad estricta de K, todas las cwvas de vision de K son planas.

De agui gracias al Teorema 1 ineso 4). tenemos que i os un chpsoide M



Capitulo 2

Secciones y Proyecciones.

2.1 La Prueba del Teorema de Rogers.

En [19] se presentan dos interesantes Teoremas, que a continuacién enuncia-
remos, los cuales pueden ser considerados como el inicio del “renacimiento”, en
la Teorfa de Convexidad, del estudio de las propiedades de los cuerpos convexos
mediante la informacién contenida ya sea en sus secciones transversales o en sus
proyecciones ortogonales.

TEOREMA 9. Sean Ky, K C R™ cuerpos convezos y p, p» puntos interiores
de Ky y Ky, respectivamente. Si cada 2-dimensional seccidn de K a través de pe
es directemente homotético o lo seccdn paralela de K a través de psy, entonces Ka
es directamente homotétice a K.

TEOREMA 10. S tedas las proyeccrones ortogoneales sobre 2-dunensional ploa-
no de un n-dimensional cuerpe Ky son directemente homotéticas a las corres-
pondienies proyeccrones de un cuerpo convero Ky, entonces Ko es directamente
homotético o K.

En ésta direccidn se han obtenido resultados mas poderosus como el obtenido
por el matematico sovictico V. P Golubyatmkov [10]

TEOREMA 11 51 Ny y Ko son cucpes conscins contemdas en WY tales que
sug proyeceiones sobre fodo 2-dunenswonal plonie son propationte congruentes (o8-

Pooew s pucdel sapeipheslus pet o e e Moo Lo ete phn s e p i



19
orientacién) y estes proyecciones no poseen simeiries con respecie o roleciones,
entonces Ky y Ko pueden ser superpuestas por ya sea desplazamiento paralelo o
por sunetria central.

Debemos sefialar que este teorema [10] tiene una formulacién més general que la
expuesta por nosotros, no obstante, dicha formulacién comprende no solo conjuntos

convexos y, por lo tanfo, rebasa los intereses del presente trabajo.

2.2 Los Cuerpos de Petty-Mckinney

Ahora, como un Corolario del Teorema 9, mostraremos acontinuacién e] Teo-
rem 2.

Demostrecion del Teorema 2.

Tomemos K = K y Ky = — K, lareflexién de K en el origen o. Por-la stietria
central de las 2-dimensionales secciones de K por p, las 2-dimensionales secciones
de K, y K3 son directamente homotéticas . Por lo tanto, en virtud el Teoremna 9,
K, y K son directamente homotéticos. Observemos adicionalmente que IG y K
tienen ¢l mismo didmetro . Luego, K = K} = — K tiene un centro de simetria B

Naturalmente, los anteriores Leoremas nos sugleien la siguiente:

PROBLEMA .

s verdad que si dos cuerpoes converos Henon la propiedad de que sus pro-
gecetanes orlogonales en e duecowin e sobie wn Z-denensionel subespecio son
dogetomente homotetuas despues de baber sida rodadn g de estas va angdy
o) wlicdedar del ormgen, y oxlo en vafudu pera toda v deben aee oles cuerpos

I
[IEEIPSTITIN
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La solucién parcial a este problema fue obtenida por C. M. Petty y J. R.
Mckinmey {17} quienes muestran, al exhibir un contraejemplo,que , contrariamente
a los dos primeros resultados, el Problema 1 tiene respuesta negativa cuando or(w)
es constante para toda u e igual a %/2 . De manera mas precisa, en [17] es
demostrado que hay un par K;, K> de cuerpos convexos centrados {centralmente
simeétricos con centro en el origen) en R™, n > 3, tal que para cada subespacio S de
dimensi¢n dos la proyeccion K | S de K, sobre S es directamente hor.notet.ico a una
rotacion de m/2 alrededor del origén de K3 | S, sin que K, y K, sean directamente
homotéticos. Més atin, el Teorema 3.1 [17] caracteriza todos los pares Ky, I, con
esta propiedad.

Aqui es conveniente observar los siguientes dos hechos. Por un lado, ellos ca-
racterizan dichos cuerpos por el hecho de que tienen la propiedad de todas las cajas
{paraleletopos rectangularcs) que los circunseiiben paseen volunen constante (ha-
ciendo uso de un poderoso Teorema de R. Schreider relativo a enféricos armonicos).
Por otra parte, la interrogante continia, Loy dia; sin respuesta para todos los dn-
gules diferentes de m/2. esto es . o8 verdad que el dmeo contraciemplo posible
para ¢l Problema 1,bajo la lupdtesis de que a{w) s constante para toda v en 5-.es
el de Petty-Mckinney?

El vjomuplo de Petty-Mekinney demuestra que Jas hipotesis o los teorenas
antenores de gque Tas proyecciones {o secciones} son directnnente homot ¢ as no
phcden e remplasadas por Ly suposioon de que Las provedoones sean b s,

o aertamente una clara diferencea ontee honotecn duesta o s ndoed con




respecto a proyecciones; proyecciones de cuerpos directamente hownotéticos son
directamente homotetica, mientras que un tetrahedro v una rotacidn de este no
van a tener generalmente proyecciones similares. Sin embargo, el ejemplo de Petty-
Mckinney es extremadamente sorprendente, y es necesario entenderse mejor.
Finalmente, R. J. Gardner and A. Volcic [9] muestran que en el gjemplo de
Petty-Mckinney hay pares K, K similares (pere no directamente honotéticos) y
que hay pares que no son afinmente equivalentes. También prueban que tales pares
son afinmente equivalentes si y solo si estos son similares, y caracterizan cuando

esto oculre.
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