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INTRODUCCION

Un continuo es un espacio topoldgico, métrico, compacto ¥ conexo.
en general, un hiperespacio de un continuo X es un espacio cuvos elementos son ciertos
sibconjuntos de X'. En este trabajo vamos a considerar al hiperespacio de subcontinuos de X

definido de la siguiente manera:

C{X)={AC X :A+#0D, Aescerrado y A es conexo}

A C(X) se le puede definir topologfas de varias maneras. La mds comuin (y la mds natural}

es la que se le da usando la métrica de Hausdorff (ver Capitulo I).

En esta tesis consideramos a C(X) con una nueva topologfa que llamamos la topologia

producto por razones que explicaremos mas adelante (ver Capitulo 1)

Vamos a dar una idea de cémo se comporta esta topologfa.

Dado un continuo X y dos subconjuntos finites P y @ de X definimos

UPQ={AeC(X): PCAyQnA=48}

En el Capitulo 1 mostramos que la familia de conjuntos de la forma (P, Q) constituyen
una base para una topologia 7 de C{X) que llamamos topologia producto.

Un conjunto de la forma U (P, Q) lo podemos interpretar de la siguiente manera:

Supongamos que los elementos de P son pasteles en nuestro continuo X y que los elementos
de Q) son perros guardianes de dichos pasteles. Un subcontinuo A de X pertenece a U(P,@Q), si

es capaz de comerse todos los pasteles evadiendo a los perros.



La idea general de este trabajo es obtener propiedades de C{X), con la topologia Tp,
sabiendo propiedades de X.

Cuando tomamos continuos X en general, es dificil inferir propiedades para C{X), porque
casi siempre hay muchas maneras de evadir a los perros.

Sin embargo cuando restringimos nuestra atencién a los dendroides, dado que en los den-
droides sélo hay “una forma de ir de un punto a otro”, entonces los perros pueden guardar sus

posiciones muy celosament

Con los dendroides tuvimos mucho éxito. Pudimos dar relaciones muy cercanas entre las

propiedades del dendroide X y las de (C(X), rp).



Las teoremas mas importantes que obtuvimos son los siguientes:

Teorema 5.1. Sea X un denroide entonces (C{X), Tp) es separable si v sélo si X no continene

una cantidad no numerable de arcos ajenos dos a dos.

Teorema 5.6. Sea X un dendroide entonces (C(X),7p) tiene una semibase numerable s1 y

sélo si X contiene a lo mas una cantidad numerable de puntos terminales.

Teorema 6.10. Sea X un dendroide entonces X es una dendrita si y sélo si X no contiene ni

semiescobas ni semipeines.

Teorema 7.5. Sea X un dendroide entonces X es una dendrita si y sélosien C(X), 7y C7p



Capitulo 1

Definiciones

Los espacios con los que vamos a trabajar son continuos y se definen de la siguiente manera.

Definicién 1.1. Un centinuo X es un espacio topolégico, métrico, compacto, conexo y diferente
del vacio.
Un subcontinuo Y de X es un subconjunto de X que a su vez es un continuo,

Si d es una métrica para X, r >0, p€ X y A C X, entonces definimos:

Br(P) = {q eX d(p!q) < f‘}, Y
N(r,A) = {g € X : existe p€ A tal que d{p,q) < r}.

Como ejemplos de continuos tenemos:

El intervalo |0.1],

0 1

La circunferencia unitaria S' en el plano,



La curva {(z,y) € R2 :y = sen (1) y z €(0,1]}

Ahora veremos qué es un hiperespacio.

Definicién 1.2. Sea X un continuo. Definimos 2% como:
2% = [AC X : A es cerrado, A # 0)

Es decir, 2% es el conjunto de los subconjuntes cerrados de X

Definicién 1.3. Sea X un continuo. Definimos C(X) como:

C(X)={AC 2% : A es conexo).

oty ]



Es decir, C(X) es es conjunto de los subcontinuos de X.

A estos hiperespacios se les da una métrica definida de la siguiente manera:

Definicién 1.4 Dadas € > 0, A € 2¥ y d una métrica para X definimos:

H(AB)=infle>0: ACN(,B),y BC N(g,A)}

Proposicién 1.5 Dado un continuo X, se tiene que H es una métrica para 2%,

Demostracién.

a) H estd bien definida.

Sean A, B € 2%, como A # § podemos elegir ap € A. Como B es cerrado en el compacto
X, B es compacto, por lo tanto B estd acotado, as{ que existen g € X y § > 0 tales que
B C Bs{xq).

Sea £ = d(ag, xp) + § > 0. Entonces B C B{ap) C N(e, A), porque b € B implica que:

d{ap,zp) < d(ap o) + d{zob) < dlag,zg) +6=¢

y por lo tanto B & N(e, A).

Similarmente, existe £; > 0 tal que A C Ny, B).
Sea g3 = mdz{e;, ¢}, entonces B C N(e,A) C N(e2, A) y A C Nig, B). Por tanto el

conjunto con ¢l que definimos H({A, 3) es no vacio y estd acotaco inferiormente por el 0.

Esto prueba que H estd bien definida.

b) H{A, B} > 0 puesto que es ¢l mfimo de mimeros mayores que 0.
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¢) H{A.B) = H(B, A) y esto es debido a que en la definicién A y B juegan papeles simétricos.
d) H{A,B) =0entonces A= 5
Para probar esto, supongamos que H{A4, B) =0.
Tenemos que demostrar que B C Ay que AC B.
Sea b € B, como A es cerrado, basta mostrar que b € A.
Sea § > 0, veamos que Bg(B)NA £ 0.
Como 0= H(A,B) = inf{e >0: AC N(e,B), ¥y BC N(e, A)}
tenemos que existe ¢ > O talquee <8y B C N(g, A} C N(6, A).
De manera que b € N(§, A). Asf que existe a € A tal que d(a,bd) < 8.
Esto muestra que Bs(b)NA #0. Porloquebe A= A.
De modo que B C A.
Kl caso A C B es andlogo. Por tanto A = B.

e) H{A,B) < H(A,C)+ H(C,B)
Para probar esta desigualdad necesitamoes del siguiente hecho:

Afirmacién. Si A C N(e,C) y C C N(§, B), entonces A C N(e + 4, B)

Demostracidn.

Seaa € A C N(e,C). Entonces existe ¢ € C tal que d(a,c) <¢
Como c € C C N(6, B), entonces existe b € B tal que d(a,b) < §
De aquf que d{a, b} < d{a,c) +d(c,b) <e+ ¢

De manera que a € N(c + 6, B)

Por tanto A C N(e + 6,B)

Ahora si podemos probar la desigualdad del tridngulo para H.
Por definicién
H(A,B)+ H(C,B) =
infle>0: ACN{E,C)yCC N(E, A +infl6>0:CCN(S,B)y BC N{$,0)}
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Por propiedades de infimos tenemos que esto es igual a

nfle+86>0: AC N(,C),C C Nie,A),C C N(6,B) y BC N(5,C)}

Por la afirmacién anterior, sabemos que los mimeros £ + & del conjunto anterior satisfacen
que AC N(c +8,B)} y BC N{e + 8, A)). Entonces son miembros del conjunto {A>0: AC
N(A, B) y BC N(A A)}. De manera que

H{A,BYy+ HIC,B)Z inf{A>0: ACN{AB)y BC N(AA)} = H(A,B).

Por tanto H es métrica.

La métrica H genera una topologfa en 2%, a la cual denotaremos como Ty

Nuestro interés en este trabajo es definir una nueva topologfa en C{X) a la cual ilamaremos

topologta producto y denotaremos como 7p.

Estudiaremos las propiedades topolégicas de C(X) con 7p y veremos de qué manera y bajo

qué circunstancias se pueden comparar Ty con Tp.
Una base para la topologfa producto se define en términos de conjuntos finitos como sigue:

Definicién 1.6. Sea X un continuo. Dados dos subeonjuntes finitos P y @ (no necesariamente

distintos del vacfo) de X definimos:
UPQI={AeCX): PCAYyANQG=1)
También definimos
B = {U(P,Q) C C(X): Py Q son subconjuntos finitos de X}

Proposicién 1.7. §i X es un continuo, entonces la familia B es una base para una topologia

de C(X) que llamaremos producto y denotaremos como 7 p.

Demostracion.

Notemos que:
U, ={AeC(X}:8C Ay AN =0} = C(X).

Por tanto C({X) es la unién de elementos de B.



La atra propiedad que tenemos que verificar de B es que la interseccién de cualesquiera dos
de sus clementos es unién de elementos de B. Para esto serd suficiente con que comprobemos
la siguiente propiedad:

UP,Q)NU(R,S)=U(PUR.QUS)

Efectivamente: Dada A € C(X},

A eU(P,Q)NU(R,S) si v sblo si

AclU(P,Q)y AclU(R,S), es decir,

PCACX-QyRCACX — S locual &s equivalente a que

PURCACX - (RUS) olo que es lo mismo que

Acl{PURQuUS).

Esto prueba la igualdad de los dos conjuntos.
Por lo tanto B es base para una topologta de C(X).
|

Ahora amos a dar una justificacién del por qué llamamos a 7p la topologia producto.

Dado un continuo X, denotamos a {0,1}* =[] {0,1}..

En esta expresién {0,1}. significa que para Eezga z € X, tomamos una copia del espacio
{0,1} con la topologfa discreta.

Recordemos que los abiertos bdsicos V de {0,1}¥ son de la forma

V = {0}, x {0} % {0}gs % ... x {O}q x {1}p x {1} x .. x {1}p, x exl-([PuQ) {0,1},

donde P = {p1,....,pn} ¥y @ = {q1, -1 qm}-

Sea g : (C{X),7p) — {0,1}* la funcién definida por el siguiente procedimiento.
Para cada A € C(X} definimos g(4) € {0,1}* como la funcién caracteristica de A.
Es decir g{A) es el punto g{A) = {A;};cx donde

0 si A
A:::{ sizé

lsizre A



Teorema 1.8. Para cualquier continuo X se tiene gue la funcién g es un encaje, esto es, g es

un homeomorfismo en su imagen

Demostracidn.

a) g es inyectiva
Supongamos que A, B € C(X} y que g{A) = g(B).
Esto implica que A, = B, para toda r € X.

De aqui que x € A si y sélo si
A; =1 ¢ B; =1 lo cual es equivalente a que
z€ B

Por tanto A= B

b) g es un homeomorfismo en su imagen

Sea V = {0}, x {0}¢, % {0}y X - % {0}, % {1}p, % {1}p; x ... x {1} p, % I1 {0,1}:
z€X —{PUQ)
un abierto basico de {0,1}¥, donde P = {p1,p2, -, Pa} ¥ @ = {¢1. 42, . Gm}.

Notemos que g(A) € V si y sélo si

A, =0y A, =1paratodaj€ {l,..,m}ytodai€{l,.,n}siysélosi
pi€Ayqi g Aparatodai€ {1,...,n}ytodaje {1,..,m}siysélosi
PCAyQnNA=0siy sélosi

AeU(PQ).

Esto muestra que U(P,Q) = g (V) ¥ que

gU(P.Q)) = glC(X)NV.

La primera igualdad muestra que g es continua y la segunda muestra que la imagen de un

abierto basico en (C(X),7p) es un abierto en g{C(X)).
Por tanto g es abierta en su imagen.

Por tanto g es un homeomorfismo en su imagen.

10



Ejemplo 1.9 En este momento daremos un modeto geométrico de C(X)., cuando X es el

intervalo [0, 1].

Primero observemos que un elemento A € C{X) es un subconjunto conexo, cerrado y no
vacio de [0,1], de manera que A es también un intervalo o un conjunto de un s6lo punto.

Entonces
C(X)={[a,b]:0<a < b< 1}

Ahora consideremos la funcién g : C{(X) — R? dada por:

g(la,b]) = (%4*,5 - a)

Por tanto C(X) se puede identificar con el tridngulo en R? que tiene como vértices a los
puntos (0,0},(1,0} y (3,1)

C(X)

(172,1)

(0,0) 1,0)

Llamaremos A a este modelo de C{X) en R2.

Observaciones.

11



a) X = [0,1]. est4 representado en A por el punto (3,1).

b) Los continuos de un sélo punto, es decir los intervalos [n.bj, donde a = b, estén tepre-
sentados en la base de A.

c) Los intervalos de la forma {0, 0], estdn representados en A la recta y = 2x, donde x: € [0,1].

d) Los intervalos de la forma [a, 1}, estdn representados en A en la recta y = 2 — 2. donde
Ic [0, l].

e) Haciendo las operaciones adecuadas es ficil ver que los subcontinuos que contienen al
intervalo [a,b], estdn representados en A por el cuadrilatero limitado por los segmentos y = 2z,
y=2-2z,y=-2r+2%yy=2 - 2a,donde z € [0,1].

f) Del mismo modo que en el inciso e), se puede ver ficilmente que los subcontinuos del

intervalo [a,b}, estén representados en A por el tridngulo limitado por los segmentos y =

=22 +2b, y=2r—2ayy=0,donde z € [0,1].

C(X) x

Ahora veremos cdmo son los abiertos U(P,Q} en (C(|0,1}),7p). Para ver esto tomemos
cualquier abierto no vacfo U( P, Q), recordemos que U{P,@Q} = {A € C(X): PC AyQnA =B}.
Sea P = {p1,p2....pn} donde py <p2 < .. Spnysea @ = {g1,42,.-.gm}, donde s < 2 <
- Z Gme

Tenemos entonces tres casos posibles.

caso a) P < < .. € <@ €2 S ... € gm- En cuyo caso es facil ver que U(P,Q)

U({p,pa} {0 ))
caso b} 1 £ g2 < ... S gm <1 S P2 S .. £ Po- En cuyo caso U(P, Q) = U{{p,pa}, {gm})-

12



caso ) 1 £ @ < . S EP S € s €0 S i1 £ 542 € o S gm- En cuyo caso es facil
ver que U(P,Q) = U({p1,pa}. {95, 0511}).

Observemos que no pueden intercalarse de otra manera los puntos p; y g; porque U(P, Q)
es no vacio.

En el caso c) tenemos que {(P, Q) son los subcontinuos que contienen al intervalo [py, )y
que est4n contenidos en el intervalo [g7,g;41] \ {95,941}

Por lo que vimos en los incisos €} y ), este abierto queda representado en A de la siguiente

manera:

CX) x

Uitp.0J.{,9.4)

fa} {od (P (9.}

Con esto concluimos el primer capitulo, en el siguiente capitulo veremos algunas propiedades
de (C(X),7p).

13



Capitulo 2
Propiedades

En este capftulo estudiaremos algunas de las propiedades de (C{X),7p), estas propiedades
son muy generales, y en realidad se conservan para (2%,7p), la razén de que nos enfoquemos

tinicamente en C{X), serd mejor explicada en los siguientes capftulos.

Proposicién 2.1 Si X es un continuo entonces todo abierto basico I{ P, Q) es abierto y cerrado
en {(C{X).7p).

Demostracidn.

Sea B € C(X)\U(P,Q),

entonces PZ B QNB#0.

Consideremos a los conjuntos finites QN B y P\ B.
Como (QN B} C By (P\ B}N B = entonces
BelU({QNnB),(P\B)}.

Veremos ahora que Y(P,Q)NU{((QN B),(P\ B))=0.
Supongamos por el contrario que existe C € UW{P, QY nU((Q N B),{P\ B}).
Entonces PC Cy (P\B)nC=0.

Lo cual implica que P C B .

Por otro lado tenemos que GNC =0y (QNB)C C.
Lo cual implica que QN B =9
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De las dltimas dos observaciones obtenemos entonces que B € U(FP,Q),

esto es una contradiccién, de modo que Y(P,Q) NU{(QN B),(P\B)) =0.
Entonces U({Q N B),(P \ B)) es una vecindad de B que no intersecta a U(P, Q).
Con lo cual hemos demostrado que cualquier abierto bésico (P, Q) es ce-rrado.
]

Definicidn 2.2
F(X) ={{p}e2* :pe X}

Es decir F1{X) es el conjunto de los subconjuntos de X que constan de un sole punto.

Proposicién 2.3 La topologfa producto restringida a F} (X)) es la topologfa discreta (en Fy( X)).
Demostracién.

Sea 1 la topologfa producto restringida a Fi(X).

Sea {z} € Fy(X). Veremos que U{{z},8) N A (X) = {{=}}.
Supongamos que hubiera un elemento {r} # {z} con {r} € Fj(X) tal que
{r} € U({z},0) N F1{X) entonces

{x} C {r} lo cual implica que

{r} = {z} y esto es una contradicién.

Entonces {{z}} es un abierto de la topologfa 7.

Como esto ocurre para todo {z} € F1(X), dicha topologfa es la discreta.
|

Gracias al modelo matemético de {C{([0, 1]),7p) que vimos en el Capitulo 1, podemos ejemn-

plificar este hecho claramente en el signiente dibujo.
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cx) =

U(fx}.¢)
Fi(X)

{0} {x} {1}

Proposicidn 2.4 F1(X) es cerrado en (C(X), 7p}
Demostracién.

Sea A e C(X}\ A (X).

Entonces A consta de més de un punto.

Sean py, pz dos puntos distintos tales que py,p2 € A.

Consideremos P = {p1,p2:} y @ = 0. El abierto basico L{(P,0) contiene a A,
y 1o tiene a ningin elemento de F1{X).

Por tanto C(X)\ F}{X)} es abierto, de donde se tiene que F1(X} es cerrado.
]

Cuando X es el intervalo [0, 1), podemos ver claramente en el siguiente dibujo, que Fj(X)
es cerrado en (C(X),7F).
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CX) a

Up.p..¢)

SR\
0 o) ot {1

Proposicién 2.5 (C(X),Tp) es un espacio de Hausdorff.

Demostracién.

Sean A,B € C{X) con A # B.

Entonces podemos suponer que existe y € A tal que y € B.
Consideremos los abiertos u({z';},ﬂ) y U, {v}).

Notemos que A € U {{y},8) y B € U(0, {v})

Si existiera C € U({y},8) NU(0, {yv})

entonces {y} CCy {y}nC =0

lo cual es una contradiccién.

Por tanto U({y},®) y 4(0, {¥}) son dos abiertos ajenos.
Por tanto (C(X), p)es un espacio de Hausdorff.

]

La siguiente figura nos permite ejemplificar esto, cuando X = {0,1].
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Proposicién 2.8 {C(X), Tp) no es compacto.

Demostracion.

Sabemos que (C(X),7p) es un espacio de Hausdorff.

F1(X} es cerrado en (C(X),7p) , es discreto y tiene una cantidad no numerable de puntos.
Por tanto F1{X) no es compacto en (C{X},7p).

De modo que (C{X), Tp} no es compacto.

]

Proposicién 2.7 Si Y es un subcontinuo de X, entonces C(Y) es un subconjunto cerrado de
(C({X),Tr) y la restriccidn de la topologia Tp en C(Y) es la misma que la topologia producto
definida en C(Y).

Demostracién.

Primero probaremos que dado un subcontinuo ¥ de X, C(Y)} es cerrado en (C{X},7p).
Sea A € C{X)\C(Y), entonces existe £ € A\ Y, por tanto z no est4 en ningiin subcentinuo
de Y.
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Elegimos ahora el abierto bésico U({z},@), claramente 4 € L{{z},0), como ningin subcon-
tinuo de Y contiene a x, entonces U({z},3)} N C(Y) = B. De modo que hemos mostrado que
C(X)\ C(Y) es abierto en (C(X), 7p), por tanto C(¥) es cerrado en (C(X),7p).

Para probar la segunda parte de la proposicion, consideremos ahora la topologfa producto
definida en C(Y'), que en este momento llamaremos 7.

A sus bésicos los denotaremos por V(P,Q)={A e C(Y): PCAyQnA=0},donde Py
Q son subconjuntos finitos de Y. Notemos que V(P,Q) =U(P, Q)N C(Y), cuando P,Q C Y.

Entonces B = {V(P,Q) : P y @Q son subconjuntos finitos de Y} es una base para (C(Y'), 7).

Sean P y @ dos subconjuntos finitosde Y y ¥ C X, entonces P y (Q son subconjuntos finitos
de X. Entonces V(P,Q) = U(P,Q) N C(Y') pertenece a Tp |¢(y). Por tanto 7 C 7p ¢y -

Ahora sea V un abierto no vacfo en 7p |o(y) - Entonces V = U NC(Y), donde I/ € 7p.

Dada A € V = UNC(Y), entonces existe un abierto bdsico U(P,Q), tal que A € U(P, Q)N
CYYcUNC(Y).Entonces PC Ay ANQ =0, como A € C(Y), esto implica que P es un
subconjunto finito de Y. Ahora QMY es un subconjunto finito de Y, y como ANG = @, entonces
AN{@nNY)=49. De modo que V(P,QNY) es una abierto bésicode v,y A € V(P,QNY) C
UP,Q)NC(Y) CcUNC(Y). De modo que Tp oy C 7.

Por tanto T = Tp |¢(y), ¥ de esta forma terminamos de demostrar esta proposicion.

La siguiente figura nos ayuda a observar este hecho cuando X = [0, 1]
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CX)

Ufo.4)
C(Y)

{0 i (1}

Definicién 2.8 Un continuo X es irreducible con respecto a un conjunto A C X siy stlosi X

no contiene ningin subcontinuo propio que contenga a A.

Proposicién 2.9 Dado un continuo X se tiene que {X} es un punto aislado en (C(X),p) si

y s6lo si existe un subconjunto finito A C X tal que X es irreducible con respecto a A.
Demostracidn.

Si {X} es un punto aislado de (C(X), 7p), entonces existe un abierto basico U(P, Q) tal
que U(P,Q) = {X} . Esto implica que @ = @ y el wnico subcontinuc de X que contiene a P es
X.

Por tanto X es irreducible con respecto a P.

Ahora supongamos que X es irreducible con respecto a un conjunto finito P. Fntonces
{X} = U(P,0). De modo que X es un punto aislado en (C(X),7p).

||

Observemos que el intervalo [0, 1], es irreducible con respecto al conjunto {0,1}, por lo que
{X} es un punto aislado en C(X}.
Con esto concluimos el capftulo 2. En los siguientes capftulos estudiaremos propiedades

mds especfficas de (C{X), Tp).
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Capitulo 3

Normalidad

Ya hemos visto que (C{X),Tp) se puede encajar en el producto {0,1}X = ['I {0,1}., donde
cada espacio {0, 1}, se toma con la topologfa discreta. Por las propiedades de separa.caon de los
productos y los subespacios podemos decir ahora que (C(X),Tp} es un espacio de Hausdroff,
regular y completamete regular {[2, Capftulo VII, Teoremas 2.3 y 7.2]). Sin embargo en este
capftulo veremos que con la topologfa producto en general el hiperespacio de subcontinuos de

un continuc no es normal.

El producta de espacios normales no siempre s normal ([2, Capftulo VII, Teorema 3.3]), por
lo que no podemos asegurar, con el argumento del parrafo anterior, que los espacios {(C{X),7p)

sean normales.

Usando el Lema de Jones (Lema 3.2), veremos algunas condiciones para que (C{X),7p) no

resulte normal.

Definicién 3.1 Un espacio X es normal si dados dos subconjunto cerrados y ajenos A y

B en X existen conjuntos abiertos y ajenos U y Vtalessque ACUy BCV.

Lema 3.2 (Lema de Jones) Si X contiene un conjunto denso ) y un subespacio cerrado y
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discreto S, tal que | § |> 2?1 (donde | § | representa la cardinalidad del conjunto §), entonces

el espacio X no es normal.

Demostracién.

Supongamos que X es normal.
Dado un subconjunto T de S, tenemos que T es cerrado en S (S tiene la topologia discreta).

Como S es cerrado en X, tenemos que T también es cerrado en X.

Dado un subconjunto T de S, por lo que vimos en el pdrrafo anterior, T y S\ T son
cerrados en X, claramente son ajencs y como estamos suponiendo que X es normal entonces
existen abiertos ajenos U(T) y V(T) de X, tales que T C U(T) y S\ T C V(7).

Ahora probaremos lo siguiente:

SiT,T: € Sy T\ Tz # 0, entonces U(T1) N V(T2) es un abierto no vaciv en X.

Para probar esto, notemos que Ty C U(Th) y §\ T2 C V(T3), asf que:
PENN\T =Thin(S\Ty) cU(M)NV(T).

Por tanto U{T}) NV(T) #0.

Finalmente, veremos que si ), o C S, N1 #0# T2y Th # 1o,

entonces U(T)} N D y U(Tz) N D son abiertos en D, no vacfos y distintos.
Podemos suponer que Ty \ T: # @. Por lo que vimos antes U(T1) N V(T2) # 8.
Por la densidad de B, 0 £ U NV{T)NnDCUNH)ND.

Por otra parte U{T}) N V(T3) N D es ajeno a U(Te)} N D.

Esto muestra que U{T}} N D # U(Ta)N D,

Entonces la funcidén Ty — U{T1)ND, que va de el conjunto P(S) (el conjunto de subconjuntos
de S} en €l conjunto de subconjuntos de D (P(D}}, es inyectiva.
De modo que | § |<| P(S) |<| P{D) |= 2PI.
Lo que contradice la suposicién de que | § |> 21PL.
Por tanto X no es normal.
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Definicién 3.3 Un espacio X es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

Corolario 3.4 Dado un continuo X, resulta que si (C(X), Tp) es separable, entonces (C(X), 7p)

no es normal.

Demostracidén.

Supongamos que (C(X),7p), es separable, entonces contiene un subconjunto denso numera-
ble D, por la Proposicién 2.3 y la Proposicién 2.4 tenemos que F1{X) es un subespacio cerrado
y discreto de {C(X), 7p). Como todos los continuos son no numerables ([2, Ejercicio 3, Seccién
7, Capftulo VII)), |[Fi(X)] = 22 entonces, por el Lema 3.2 (Lema de Jones), (C(X),7p) no es
normal.

Debido al Corolario 3.4 sabemos que en muchos casos {C(X),7p} no es un espacic nor-
mal. En realidad siempre que podamos encontrar un conjunto denso numerable en (C(X ), 7P}
sabremos con certeza que (C(X),Tp) no es normal.

Proposicién 3.5 Sea X el intervalo [0, 1], entonces (C(X),7p) no es normal.

Demaostracién.

Vimos en el Capftulo 1 que todos los subcontinuos del intervalo son intervalos o conjuntos

de un sélo punto, tenemos que proponer un conjunto denso D en (C([0,1]),7p). Sea
.D ={AeC(0,1)): A =[r. s} conr,s € Q}

Claramente D es numerable. Veremos que D es un conjunto denso. Sea U(F,Q) un abierto-
bésico no vacio cualquiera, U(P,Q) = {A € C([0,1}): PC Ay @NA = 8}. Recordemos
el Ejemplo 1.9, allf observamos que U{P, @) puede ser determinado de tres maneras distintas.
Analizaremos s6lo €l caso en que U(P, Q) es de la forma U(P, Q) = U{{p1, p2}.{;1, ¢2}), donde

Qn<pmE<p2<qg
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Tomemos 71,72 € Qtales que gy < r < prym < ry < g por lo tanto el intervalo
{r1,72] € U(P, Q) y por tanto U(P,Q)ND £ 8.

De modo que cuando X es el intervalo [0,1], {C{X),7p) es separable, y por el Corolario 3.4
tenemos entonces que {C(X),7p) no es normal.

El resultado anterior se puede ilustrar en la siguiente figura, la cual nos muestra que
(C(X),7p) tiene la misma topologia que la topologfa de Sorgenfrey en R2. [5, Ejemplo e, pagina
202) y R? con la topologfa de Sorgenfrey no es normal.

cx) X

U({ovp.1.(a,9,.))

fa} b} Pt (9.

x}  {z}

El Lema 3.4 (Lema de Jones) junto con el resultado anterior nos permiten probar un resulta-

do mids gencral que nos proparciona un mimero grande de continuos X para los que (C{(X).7p)
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no es un espacio normal.

Proposicién 3.8 Si X es un continuo que contiene un arco A entonces (C{X),7p) no es un

espacio normal.

Demostracién.

Sabemos que la topologia producto de C{A) es igual a Tp |4y, donde Tp es la topologfa
producto para C(X) (véase Propasicién 2.7). Supongames que (C(X), 7p) es normal. Sabemos
que todo subespacio cerrado normal de un espacio normal, es un espacio normal ({2, Capitulo
VII, Teorema 3.3]). Por la Proposicién 2.7 C(A) con la topologfa 7p |c(4) es normal. Por lo
que dijimos antes, C(A) con su topologfa producto es normal. Esto contradice la Proposicién
3.5 y prueba la proposicién.

|

Ahora mostraremos algunos ejemplos de continuos X, tales que (C(X},7p) es un espacio

separable.

Ejemplo 3.7 Sea X = {(z,3) € R?:y = sen (1) y z € (0,1]} veremos que (C(X),Tp} es se-
parable.

Los subcontinuos de X son de tres tipos.

a) Subarcos de la curva {(z,y) € R? 1y = sen (1) y z € (0,1]}

b) Subarcos del intervalo {0} x [0,1}.

¢) Subcontinuos homeomorfos a X que son de la forma {0} x {0,1]U{(z,y) 1y = sen(l) y
z € (0,b]}

Sean 7, y 72 : R? — R las funciones proyeccién a la primera y segunda coordenas, respec-

tivamente, y

D = {A € C(X): n1(A) es un intervalo con extremos racionales}
U {A € C{X) : m2(A) es un intervalo con extremos racionales },
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De manera andloga a como se hizo en la Proposicién 3.5, se prueba que D es un subconjunto

numerable y denso en (C(X),7p)-

Hemos visto entonces que X es separable.

Veamos ahora otro ejemplo.

Ejemplo 3.8 Sea X = [0,1] x [0,1], veremos que {C(X}, 7p) es separable.

Sea D= {z = (z.9) : (z.9) € XNQx Q}

Sea A = {ab: ab es un segmento de recta (cerrado) con extremos a,b donde a,b € D}

Sea B={B,(F):r€QyZe D}

Entonces definimos P = {C € C(X) : C se puede escribir como la unién finita de elementos
de AU B}. Claramente D es numerable, para ver que es denso, tomemos un abjerto bisico no
vacfo U(P,Q), Sea P = {p1,p2,--,Pn}. Como @ es un subconjunto finito de X, existe r € Q
tal que para toda i € {1,2,...,n}, existe p; € D tal que p; € m VB {m)NQ =0y los
segmentos pip;, ;, con { < n son ajenos a Q.

De modo que U{E;(T;)Up;p;-“ 1i=1,....,n} € DNU(P,Q). Por tanto {C(X),Tp) es

separable.

La siguiente figura ilustra el ejemplo anterior.

Con esto concluimos el capftulo 3, en los siguientes capftulos continuaremos nuestro estudio

de continuos X tales que {C{X),7p), es separable.
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Capfitulo 4

Dendroides

En el capftulo anterior tratamos de ver cdmo debe ser un continuo X para que (C{X},Tp)
sea un espacio separable, en el siguiente capitulo vamoes a contestar esta pregunta parcialmente
cuando nos enfocamos a un tipo particular de continuos lamados dendroides, antes de seguir con
el estudio de los hiperespacios separables con la topologfa producto dedicaremos este capftulo
a ver qué es un dendroide, y algunos teoremas relacionados con ellos, ésto nos servird para

demostrar algunas propiedades de (C{X}, Tp), en los capitulos, 5,6 y 7.

Definicién 4.1 Un contiuno X es unicoherenie si para cualesquiera dos subcontinuos A y B
de X tales que AU B = X se tiene que AN B es conexo.

Definicién 4.2 Un continuo X es hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos son

unicoherentes.

Definicién 4.3 Un continuo X es un dendroide si es un continuo arcoconexo y hereditariamente

unicoherente.

Como ejemplos de dendroides tenemos:
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Lema 4.4 Si X es un dendroide y a,b € X, con a # b, entonces existe un tnico arco en X

que los une el cual vamos a denotar por ab (para unificar la notacién, denotaremos aa = {a}).

Demostracién.

Supongamos que existen dos arcos diferentes de @ a b que llamaremos A; y A2. Entonces
{a,b} C A; y {a,b} C Ap. Por tanto {s,b} C A) N A;. Como X es hereditariamente unico-
herente, A} N Az € C(X). Como A; N Az C A, entonces A; N Az es un subarco de A; que
contiene a los puntos {a,b}, de modo que A; N A2 = A;. De manera andloga podemos probar
que Ay N Az = Az. Por tanto A; = Aj

"

Lema 4.5 Los subcontinuos de los dendroides son arcoconexos

Demostracidn.

Sea A un subcontinuo de X y sean a,b € A. Tenemos que demostrar que ab C A. Como
a,b€ Ay como X es hereditariamente unicoherente, entonces abN A € C(X). Entonces abn A
es un subarcode abque tieneaayab. PorloqueabnNAd =abC A.

De modo que A es arcoconexo.



Corolario 4.6 Los subcontinuos de los dendroides son dendroides

Demostracién.

Sea X un dendroide y A un subcontinuo de X. Como X es hereditariamente unicoherente,
A es hereditariamente unicoherente. Por el Lema 4.5, A es arcoconexo. Por tanto A es un
dendroide.

]

Lema 4.7 Sean X un dendroide, b€ X y B = {B, B, ..., Ba} una familia finita de subconti-
nuos de X que cumple que b € B; para toda i = {1,2,...,n}, entonces BN BN ...N By, es un

subcontinuo de X.

Demostracién.

Como X es un dendroide si A, B € C{X) y AnB # @, entonces AN € C(X). Supongamos
inductivamente que B, N Bz N ...NBn_) es un subcontinuo de X. Sea B = By MnBsN..NB,_,
entonces b € B y b € By, entonces b € BN B,. Por tanto BN B, € C(X). Entonces
BinByn..nB, € C(X).

)

El siguiente Teorema, no serd demostrado, pero para ver su demostracién nos podemos

referir a [3,Teorema 3-16)

Teorema 4.8 Los continuos localmente conexos son localmente conexocs por trayectorias.

Definicién 4.9 Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para C(X) es una funcién
¢ (C(x), 74} — R que cumple que:

a) p es continua,



b) s{{r}) =0 paratodaze€ X,
c} si A C B entonces u{A) < u(B).

La existencia de las funcicnes de Whitney se conoce, y no lo vamos a probar en este trabajo,

pero para su estudio nos podemos referir a [4,Capitulo IV].

Definicién 4.10 Sea X un dendroide, fijemos un punto Tp € X y sea g una funcién de Whitney.
Definimos: fr, : X — R como fz,(z) = u(rzo)

Lema 4.11 Sean X un dendroide, A un suncontinuo localmente conexo de X y xp € X. Si f

es la funcién definida en 4.10 entonces fz |4 es una funcién continua. .

Demostracién.

Dadas ¥ € A y € > 0 consideremos el arco Toy. Como u es una funcién de Whitney, entonces

p es continua, de modo que existe §' tal que si H{xqy, B) < &, entonces |p(zoy) — u(B)| <e.

Consideremos By (y). Como A es localmente conexo entonces por el Teorema 4.8 A es
2
localmente conexo por trayectorias. Por lo que existe un abierto conexo por trayectorias U/ de

Atalquey e U C Bp(y) N A.
2
Sea § > 0 tal que Bs(y)yNnACUC B,’i(y) N A. Para toda z € Bs{y) N A, se tiene que
x,y € U, como U es conexo por trayectorias resulta que zy C U C B_.;_ (v).

Observemos que zoy C Zoz Uzy y que ToT C zoy Uxy. Como ry C By (y) entonces
7
todo punto z € zy cumple con que d(z,z) < &, de modo que zy C N (&', zx0) ¥ como zxg C
N(#,zzy) entonces zy U zzo C N(§',z30)-

Como xgy C zox U zy, entonces oy C N (&, zxq).

De manera andloga podemos ver que TyUzoy C N(&,zoy) y como zox C ZoyUzy, entonces

zoz C N(&', oy).

De esta forma tenemos que H(zoz,zoy) < &, de donde {u{zoy) - plzoz)| <.

Esto es equivalente a que | fr, (3} — fro(x)] <&
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De modo que dada x € A, tal que d(z,y) < 5, se tiene que |fzo{t) — fuo ()} < £. Por tanto
fzala €s una funcién continua.

Notacién: Dado un subconjunto no vacio A de un dendroide X, definimos:

I{A) =N{BeC(X): AC B},

El siguiente Lema nos dice que de hecho I(A) es un subcontinuo de X, y ademd4s es irredu-
cible con respecto a A. (Ver Definicion 2.8).

Lema 4.12 Sea X un dendroide y sea A un subconjunto no vacto de X. Entonces I(A) es un

subcontinuo de X el cual es irreducible con respecto a A.

Demostracidn.

Observemos primero que [}{B € C(X) : A C B} es un conjunto cerrado y por lo tanto
compacto (estamos considerando la interseccién de una familia que es no vacfa pues A C X},

entonces [{A) es compacto.

Probaremos que I(A) es conexo. Supongamos, por el contrario, que I (A} no es conexo.
Entonces existen dos cerrados ajencs H y K tales que J{A) = HUK.

Como X es un espacio normal, existen dos abiertos ajenos Uy V de X, talesque HC U y
KcCV.Porloque I(AycUULV.

Esto es equivalente a que X \(UUV)C X\ 1(4) =X\N{BeC(X): AC B}, lo cual
implica que X\ (UuUV)CU{X\B: BeC{X)y AC B}.

Como X \ ( UV) es un compacto y {X \ B : B € C(X) y A C B} es una cubierta abierta
de X \ (U U V), entonces existe un mimero finito de continuos By, Ba, ..., B, de X tales que
AC B;paratodai€ {1,2,...,n}y

X\ (UUV)C(X\B)U{X\B)u..U(X\Bn)

Entonces ByNnB;Nn..NB,cUUV.
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Observemnos que 1(A) =({BeC(X}): ACcB}yc BinB;n..nB,. Comoc AC B; para
toda i € {1,2,...,n}, y ésta es una interseccién finita de subcontinuos de X entonces, por el

Lema 4.7, B; N Bz N ... B, es un subcontinuo de X, y por tanto es conexo.

Sea B = BiNB:N..NEB,. Como I{A)C Bc VUV y B es conexo, entonces podemos
suponer que B C . Esto implica que K =0.

Esto es un absurdo que nace de suponer que /(A) no es conexo. Por tanto J{A) es conexo.

Como I(A) es la interseccién de todos los subcontinuos de X que contienen a A, no puede
haber un subcontinuo mas pequeiio que contenga a A. Por tanto J(A} es irreducible con respecto
aA B

Lema 4.13 Sea X un dendroide, si A y B son subconjuntos de X tales que A C B, entonces
I{A) Cc I{B).

Demostracién.

Por el Lema 4.12, I{B) es un continuo que contiene a B y A C B, entonces I{B) es un
continuo gue contiene & A y como [{A) = {C € C(X) : A C C}, entonces I(A) C I(B}.
-

Lema 4.14 Sea X un dendroide y sean P y Q subconjuntos finitos en X tales que L{F, Q) es
no vacio, entonces I{P) € U{P,Q).

Demostracién. o

Como U(P,Q) # 0, existe A € C(X) tal que A€ U(P,Q). Entonces PC Ay QNA =0.
Como I{P) =N{B € C(X): P C B} entonces I(P} C A. Por tanto I(P)NQ =4.
Ahora también sabemos que P ¢ I{P). Por tanto I{P) € U(P,Q).

n
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Lema 4.15 Sea X un dendroide, y sea P un subconjunto finite de X, entonces J{P) = { }{px :
p.z € P}

Demeostracién.

Por ¢l Lema 4.12, I(P) =({B € C(X): P C B} es un contimio y P C I{P).

Veamos que | J{pz : p,z € P} es un continuo.

Tenemos que { J{pz : p,z € P} es una unién finita de arcos y por tanto es un conjunto
compacto.

Ahora veremos que | J{pz : p,z € P} es conexo por trayectorias.

Sean y,2 € | J{pz : p,z € P} entonces existen puntos py,pz2,p3 ¥ p4 € P tales que y € pip2
Y £ € p3pa.

Consideremos el arco paps, este arco estd contenido en | J{px : p,x € P}.

Por lo que y se puede conectar con z mediante la unién de los arcos pypa, paps, P3pa Gue se
encuentran contenidos en | J{pz : p,x € P}.

Por lo que hemos demostrado que {J{pz : p,x € P} es conexo por trayectorias y por lo
tanto conexo.
De este modo tenemos que | J{pz : p,z € P} es un continuo tal que P C |J{pz: p,z € P}.

Por lo que I(P) C | {pz : p,x € P}.

Para que probemos la otra contencién utilizaremos el hecho de que P C I(P) y el Lema 4.5.

Dados p,z € P, p,xz € I(P). Como I(P) es arcoconexo (Lema 4.5) px C I(P), lo que ros
lleva a que | J{px : p,x € P} C I(P).

Por tanto I{P) = |{pz:p,xz € P}.

|

Lema 4.18 Sean X un dendroide, B € C(X) y a un punto en X, entonces existe un udnico
punto b € B tal que abN B = {b} y ademds b tiene la propiedad de que b € ay para todoy € B.

Demostracion.
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Para cada punto y € B, consideremos el arco ay, como y € B, y X es un dendroide, ayn B
es un subarco de ay.

De donde tenemos que ay N B = by, por lo que abN B = {b}.

Consideremos ahora y' € B, i # y, v e arco ay’. Por lo que acabamos de mostrar, existe
un punto ¥ € Bay tal que abf N B = {¥'}. Como B € C(X), entonces B es arcoconexo. Por
tanto V'y C B. De modo que ¥ € at/ Ny C abf N B = {¥}. Esto implica que al/ Uy es un
arco de a a y. Por el Lema 4.4, tenemas que el arco ay es dnico, entonces ab’ Ub'y = ay.

Por la forma en que se eligi6 b, tenemos que ¥y C by. De manera analoga podemos ver que
by C by'. Esto nos conduce a que ¥ = b, de donde b € ay’.

De este modo hemos mostrado que b € az para toda z € B.

B

Definicién 4.17 Sea X un dendroide, se dice que un arco a contenido en X es un arco mazrimal

si o no estd contenido propiamente en ningiin otro arco de X.

Teorema 4.18 {Teorema de Reduccién de Brouwer). Sea Y un espacio segundo nume-
rable y sea K una familia no vacfa de subconjuntos cerrados de Y con la propiedad de que para
cada sucesion creciente Ky C K7 C K2 C ... de elementos de K, existe K € K tal que Kn C K
para toda n > 0. Entonces K contiene un elemento maximal en K {es decir un elemento de K

que no est4 contenido en ningiin otro elemento de K).

Demostracién.

Sea {U, : n 2 1} una base numerable para la topologfa de Y.

Elegimos Ky € K. Elegimos K| € K con las siguientes propiedades (si existe):
a) Ko C K,

b}y KU, #£0.

Si estas propiedades no se cumplen para ninguna K € X entonces hacemos K1 = Kj.

De manera inductiva, elegimos Kq4) € K (si existe) tal que:

a) Koy CKny



b) Ku-H nUrH-l # a-
Si estas propiedades no se cumplen para ninguna K € X entonces hacemos K, = K

Con esto terminamos la construccidn de la sucesién creciente
KoCK\CKzC ...

Por hipétesis tenemos que existe K € K tal que K, C K para toda n > 0.

Veremos que K es un elemento maximal en K.

Supongamos, por el contrario, que existe X' € K tal que K ¢ K'.

Tomemos un elemento x tal que z € K'\ K, entonces £ € Y \ K, que es un abiertode Y.
Por tanto existe m € Ntal quez € U, CY \ K.

Como Km C K, entonces K, N U, = 0.

Por otra parte, Kp,_y C K' y K'NU,, # @. De acuerdo a la definicién de K, tenfamos
que haber tomado a K, con la propiedad de que K, N U, # 0. Esto es una contradiccién que
nace de suponer que K ¢ K'.

Por tanto hemos mostrado que K es un elemento maximal de K.

Teorema 4.19 Sea X un dendroide, entonces:
(a) para toda sucesidn creciente de arcos {a,b, )32, en X, existe un arco ab en X tal que
apb, CabparatodaneN,y

(b) dado un arco a en X, existe un arco maximal v C X, tal que a C 7.

Demostracidn.

Nos concentraremos en probar (b), la demostracién de (a) estard claramente implicita en lo
que haremos.
Sea a = aghp un arco en X. Vamos a aplicar el Teorema de Reduccién de Brower a la

familia K = {8 : 3 es un arco y @ C f}. Para esto, tomemos una sucesién creciente

apbp C a1 Cazey C ...
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de elementos de K. Tenemos que probar que existe un elemento de K que contiene a todes estos
arcos.

Elegimos una a € agby \ {ag, b}

Primero veremos que existe un atrco ab tal que acy C ab para toda k € N.

Comc X es compacto, la sucesién {cx}§2, tiene una subsucesién convergente {b,}32,, a un
punto be X.

Para cada n € N, sea B, =m

Claramente B, es conexo y compacto, por tanto By es un subcontinuo de X.

Por el Lema 4.5, B, es arcoconexo, entonces B, se puede escribir en la forma:

Bn = Ap U Cy, donde A, y C, son subcontinuos propios de By, ({3,Capftulo 3]). Podemos
suponer que {m € N : b, € C,} es infinito.

Veremos que entonces b, € A, \ Cn

Supongamos, por el contrario, que b, € Ca. Dada z € | j{babm : m > n}, entonces z € bnbm
para alguna m € N. Como {m € N : by, € Cy} es infinito, entonces existe m’ > m € N tal
que by € Cn. Como C,, es arcoconexo (Lema 4.5), entonces byb C Cq, como bybyn C bnbmy,
entonces € bnby C Cn. Hemos probado que | J{b.byn : m > n} C G, y como C, es cerrado,
concluimos que C, = B,. Esto es una contradiccién que nace de suponer que b, € C,. Por
tanto by € An \ Ch.

Por ¢l Lema 4.18 existe p € C,, tal que b,p N Cy = {p} ¥ p € bay para toda y € C,,.

Veremos ahora que By = b,pUCh.

Sea z € |J{bybm : m > n}. Como {m € N : by, € Co} es infinito, T € dsbrm para alguna
b € Cu, por la forma en que elegimos a p, p € bybm. Entonces z € byp U pby. De manera
que z € b,pU C,. Por tanto | J{bnbm : m > n} C bypUC, y, como este conjunto es cerrado,
podemos conclﬁir que B, = b,puUCh.

Como {m € N: b, € C,} es infinito y C, es cerrado, entonces b € C,.
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Por el Lemma 4.18 existe ¢ € B, tal que agN B, = {9} y 9 € ay para toda y € B,.
Aseguramos que g = by,.

Tometmos m > n tal que &, € C,. Tomamos el orden natural en el arco ab, que cumple
con que @ < by,

Por hipétesis, ab, C aby,. Asf que b, € aby,. Como b, € B,, g € ab,. Por la eleccién de
p, tenemas que p € bybn. Por tanto, a < ¢ € by, < p £ by Si ocurre que g € Cy, entonces
b, € gb,, C C,. Esto es una contradiccién pues ya habfamos probado que b, ¢ C,. Como
g € B, = b,pU C,, entonces g € b,p. Esto prueba que b, < g. Por tanto, b, = ¢.

Ya que b € By, por la propiedad que define a ¢, concluimos que b, = g € ab.

Hemos probado entonces que by, € ab para toda nn € N,

Por tanto ab, C ab para toda n € N.

Dada k € N, existe una m € N tal que m > k y ¢ = by para alguna n € N. Entonces
acy C acm = ab, C ab.
Esto muestra que ac; C ab para toda k € N.

De manera andloga existe g € X tal que aza C ga para toda k € N.

Queremos ver que el arco gb contiene a todos los arcos agcy.

Primero veremos que @ € gb para esto basta mostrar que ver que gaab = {a}. Supongamos
por el contraric, que existe un punto z € ganab\{a}. Entonces xa C ganab. Como ag € ga-{a}
y by € ab\ {a}, entonces existe un punto y € ar Naga Naby \ {a}. Esto es una contradiccién
puesto que aga N aby = {a}. Con esto hemos probado que a & gb.

Entonces ac, C ab C gb y ara C ga C gb. Por tanto agey C gb para toda k € N.

Como X es un espacio separable, podemos aplicar el Teorema de Reduccién de Brouwer
(Teorema 4.20), a la familia K, entonces K contiene un elemento maximal -y.

Corolario 4.20 Sea X un dendroide, dados a,b € X, existe un arco maximal -y tal que a, b € 7.

Demostracién.
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Si a # b, entonces este corolario es consecuencia directa del Teorema 4.19. Sia = b, entonces
tomemoas ¢ € X —{a}. De esta manera, el arco deseado se puede encontrar aplicando el Teorema
4.19 al arco ac.

[ ]

Definicién 4.21 Sea X un dendroide, un punto z € X es un punto terminal, si para cualquier

arco a que contiene a z, x es un extremo de a.

Definicidn 4.22 Sea X un dendroide, para todo A € C(X), denotamos por

T(A) = {z € A : z es un punto terminal de A}.

Lema 4.23 Sean X un dendroide y xy un arco maximal de X, entonces z,y son puntos

terminales de X.

Demostracion.

Veremos que z es un punto terminal.

Supongamos, por el contrario, que = no es un punto terminal.

Entonces existe un arco ab que contiene a x tal que z no es punto extremo de ab.

Entonces Ty N ab es un subarco (o un punto) de 2y, tiene a z y también es subarco de ab.
Entonces xy Nab es de la forma zz con z € zy. Como z € ab, podemos suponer que z € b
Entonces £z C zb. De manera que ax Nzy = {z}. De modo que azx U zy es un arco que
contiene propiamente a zy. Esto es una contradiceién, puesto que zy es un arco maximal. Esta
contradiccién nace de suponer que z no es punto terminal de X. Por tanto z € T(X).

De manera andloga se muestra que y € T(X).
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Lema 4.24 Sea X un dendroide y sea P un subconjunto finito de X. Sea P* = {pe P:pe
T(I(P))} (éste es el conjunto de los puntos terminales del subcontinuo irreducible de X que
contiene a P).

Entonces I{P*) = I{P).
Demostracién.

Como P* C P, tenemos que I(P*) C I(P) (Lema 4.13).

Veremos ahora que I{P) C I(P*).

Primero veremos que T{(I(P)) C P

Sea a € T(I{P)). Como e € I{P), I{P) =|J{pz : p,z € P}, (véase Lema 4.15), entonces
a € px para algunos p,x € P C I{P). Como a € T(I(P)), por definicién de punto terminal,
entonces a es un punto extremo del arco pr. Entonces tenemos que @ = p 0 ¢ = 7, por tanto

ac P.

Sea y € J(P) entonces y € pr para algin arco px, tal que p,x € P (Lema 4.15).

Como [(P) es un dendroide, existe un arco maximal ab en I(P) tal que px C ab.

Entonces y € ab. Como ab es un arco maximal, entonces por el Lema 4.‘23 a,be T(I(P)) C
P. De manera que a,b € P*, entonces a,b € J{P*). De medo que ab C I{P*) (Lema 4.5).

Por tanto y € ab C {(P*}. De modo que I{P) C I(P*).

Por lo que hernos mostrado que I{P) = I{P*).

n

Lema 4.25 Sea X un dendroide y sea wg un punto cualquiera de X, entonces X = | J{wot :
te T(X)}

Demostracién.

Claramente | J{wot : t € T(X)} C X. Para ver la atra contencitn, sea y € X, con y # wyp.

Entonces por el Corolario 4.20, existe un arco maximal ab tal que woy C ab. Démosle al arco
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ab ¢! orden natural que satisface @ < b. Entoces podemos suponer que a < wy < y < b, por lo
que y € upb.

Ahora por el Lema 4.23 , tenemos que b es un punto terminal de X.

Por tanto y € | J{wet : t € T(X)}.

De esta forma hemos probado que X C | }{wot : t € T(X)}.

Por tanto X = | J{wet : t € T(X)}.

]

Con esto terminamos de demostrar algunas de las propiedades bdsicas de los dendroides,
los cuales nos serdn muy iitiles en los siguientes capftulos.

En el Capftulo 7, nos enfocamos un poco al estudio de (C(X},7p), cuando X es un tipo
especial de dendroide llamado dendrita, en esta iltima parte del capftulo, veremos qué es una
dendrita y algunas propiedades de este tipo de dendroides. Empezamos con la definicién de
dendrita y algunos lemas de topologia general.

Definicién 4.26 Un continuo X es una dendrita si X es un dendroide localmente conexo.

Lema 4.27 Si Uy, Us, ...,Un, es una coleccidn finita de subconjuntos de X, entonces Fr{l/; U
U U...uU,) C Fr{lh)u Fr{li2)U..u Fr{lUy,).

Demostracién.

Lo primero que haremos es demostrarlo para dos subconjuntes U y V.

Seay € Fr(lJUV), entonces y € U U V\(UUV)? entonces y € T\(UUV)® oy € V\(TUV)°.
Siye T\ (UUV)® entonces y € U\ U°UV?°. De modo que y € U\ U® y y € U\ V°, entonces
y ¢ Fr(U).

De manera andloga, si y € V\ (U UV)?, entances y € Fr(V). Por tanto y € Fr{U}uFr(V).
De modo que Fr{il/ UV) C Fr{l/)u Fr(V).

Procediendo inductivamente, supongamos que
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FriUy VUV ...UU,_y) € Frilh)U Fr(U2) V..U Fr{U,_y).

SealUl =U, 00Uy

Entonces

FriiulhU . .Wl, WU, = Frul,) c FriUYu Fr{l,) =
FrithulaU .. UU,_ ) U Fr(Un) € Fr{U1) U Fr(U2) U...U Fr(Un—1) U Fr{Uy).

Esto concluye la induccién y la prueba del lema.

Lema 4.28 Si X es un continuo localmente conexo, B es un abierto de X y A es una componente
de B, entonces Fr{A) C Fr(B)

Demostracién.

Como X es un continuo localmente conexo y B es abierto en X, entonces A es abierto en
X. (Lema 6.5).

Sea y € Fr(A}, veremos que y € Fr(B).

Como A es abierta entonces y ¢ A,

Como A es un conexo y A C AU {y} C 4, entonces AU {y} es conexo.

Supongamos que y € B, entonces AU {y} es un subconjunto conexe de B que intersecta a
la componente A de B. De aquf que AU {y} C A, lo cual contradice el hecho de que y ¢ A,
por tanto y ¢ B.

Como y € Fr(A) C A C B, tenemos que y € B\ B C Fr(B).

Por tanto y € Fr(B).

Asf pues tenemos que Fr{4) C Fr(B).

n

Lema 4.29 Si X es un continuo localmente conexo, U es un abierto conexcde X y z,y € U,

entonces existe A € C{X) tal quez,y € ACU .
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Demostracidn.

Como X es un continuo localmente conexo, entonces para toda a € U, existe un abierto v
conexo V, de X tal queac V,cV,C U.
Paracadar € X, sea

Y ={yelU: existe A, e C(X)y x,y € Ay C U}

Notemos que z € {z} € C(X) y {z} C U, de manera que z € Y, entonces ¥z # 0.

Veremos que Yz es abierto.

Sea z € Yy, entonces existe A, € C(X) tal que =,z € A, C U, y también existe V; tal que
V,eClX)yzeV,CV,CU.

Notemos que A, UV, € C(X)y A. UV, C U.

Sea ¥ € V,, entonces x, 7 € A, UV; CU. Portento V, C Y;.

De modo que Y, es abierto.

Veremos ahora que Y es cerrado en U. Para esto, mostraremos que U/ \ ¥; es abierto en UJ.

Sea w € U\ Yy, Aseguramos que V,; NY; = @. Supongamos, por el contrario, que existe un
punto z € V,, NY,. Entonces existe A; € C(X) tal que £,z € A, C U. Entonces A, UV, es un
subcontinuo de X que tiene a T y a w, y que estd contenido en U. De modo que w € ¥;. Esta
contradiccion muestra que V,, NY; = @. Por tanto Y; es cerrado en U.

Por tanto Y, es abierto y cerrado en U, que es un conexo, esto ir_nplica que Yy =U, yesto
ocurre para toda z € U. '

Asi pues, para toda z,y € U, y € Y, y, entonces, existe A € C(X) tal quez,y € ACU.

|

El siguiente lema es parte de un teorema mas general que dice que todos los abiertos conexos
de un continuo localmente conexo son también arcoconexos ([3, Teorema 3.16]). La demostra-
cién de dicho teorema no es elemental, pero para el caso de dendritas, lo podemos demostrar

con las herramientas que hemos desarrollado hasta este momento.
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Lema 4.30 Si X es una dendrita y U es un abierto conexo de X, entonces U/ es arco conexo.

Demostracién.

Como X es una dendrita, entonces X es localmente conexo. Por €] Lema 4.29, tenemos que
para todo z,y € U, existe A € C(X) tal que 7,y € ACU.

Como X es una dendrita y A € C(X), entonces A es arcoconexo (Lema 4.5). Por tanto
zy C AC U. Y esto ocurre para toda Z,y € U.

Por tanto U es arcoconexo.

Definicitn 4.31 Un continuo X es regular, si X tiene una base de vecindades con frontera

finita.

Teorema 4.32 Sea X una dendrita, entonces X es regular.

Demostracién.

Sean r € X y U un abierto de X tales que z € U.

Veremos que existe un abierto Ven X talqueze VC U y Fr{V) es finita.

Como X es una dendrita, entonces X es localmente conexo, par tanto para toda y € Fr(U)
existe un abierto conexo V, de X tal que y € ¥, C ¥, C X\ {z}.

Como Fr(l7) es compacta, existen puntos y1,42,...,¥n €0 Fr{lJ) tales que Fr(U) C ¥, U
V,u.. UV,

Parz cada i € {1,2,...,n}, consideremos €l arco Ty

Sea W =Un(X\(V; UV, U... UV,.)), entonces claramente W es abierto en X y tiene
al punto T.

Como z no es un punto aislado en el arco zy;, entonces existe 2; € W N (zyi \ {z})-

Sea Z = {2),22,..,2n}

X\ Z es un abierto de X y Fr(Z) = Fr(X\ 2).
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Sea V la componente de X \ Z que contiene a z.

Como V C X\ Z, entonces por el Lema 4.28, tenemos que Fr(V) C Fr(X\Z) C Fr(Z)C Z
de este modo tenemos que Fr(V) es finita.

Veremos ahora que V C U.

Supongamos, por el contrario, que VN (X \U) #8. Sea we Vn{X \ V).

Entonces x,w € V y V es conexo, por el Lema 4.30 tenemos que xw C V.

Entonces Tw es un arco que intersecta a U y a (X \ U). Por tanto zwn Fr(U) # 0.

Entonces zwNV,; # @, para alguna j € {1,2, vy}

Sea 5 € xwnNV,,. Entonces por el Lema 4.30, tenemos que sy; C V-

Como z; € V entonces z; ¢ 2w = z8U sw.

Como z; ¢ V;, entonces z; ¢ sy;

Por tanto z; ¢ x5 U sy;.

Por otro lado tenemos que Ty; C T8U sy; ¥ z; € Ty

Por tanto z; € x3U sy;.

Esto es una contradiccién que nace de suponer que existe w € VN{X \U). Por tanto V C U.

Tenemos entonces que para toda z € X y todo abierto U de X, existe V talquez e VCU
y Fr(V) es finita.

Por tanto X es regular.

a

Con esto terminamos de estudiar las propiedades de Dendroides y Dendritas que nos inte-

resan para los siguientes temas tratados en este trabajo, y damos por terminado este capitulo.
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Capitulo 5

Separabilidad

En el Capitulo 3, nos preguntames oémo deberfa ser un continuo X, para que (C(X),7p}
fuera normal, gracias al Lema de Jones (Lema 3.2), sabemos que todos los continuos X tales
que {C{X),Tp) es separable cumplen con que (C(X),Tp} no es normal. Esto nos llevd a
preguntarnos cémo deberfa ser X, para que (C{X), 7 p) fuera separable. Parece dificil encontrar
una caracterizacién de todos los continuos X para los que (C{X ), Tp) es separable. Sin embargo,

en este capftulo veremos que para los dendroides tal caracterizacidn sf es posible.

Teorema 5.1. Sea X un dendroide, entonces (C(X),Tp) no es separable si y sélo si X

contiene una coleccién no numerable de arcos ajencs dos a dos.
Demostracién.

{<+=) Sea A una familia no numerable de arcos ajenos dos a dos. Para cada arco a € A, elegimos
tres puntos aa,qa ¥ be en o tales que ¢, € aoba — {84, }-

Definimos Un = U({8a}.{ga}) ¥ Va =U({ba}, {9 })-

Notemos que tanto U, como V, son abiertos basicos, no vacfos de 7p ({as} € Uy ¥ {ba} €
Va).
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Para ver que U, NV, = 0. Supongamos que existe un A € U, N'V,. Entonces ag, b, € A
Y g € A. Por el Lema 4.5, ga € 6obs C A lo cual es una contradiceién. Esto prueba que
U NV =0

Probaremos una propiedad de los conjuntos I, V,, que usaremos frecuentemente.

Propiedad 1 Sia,f € Acona#8yU,Nls#8, entonces V, NVg =0,

Supongamos, por el contrario, que existe un elemento B € V, NVg. Tomemos A € Uy NlUp.
Entonces aq,a5 € A, ba,bg € B, Gayqs § A Y ¢a,gp € B. De aquf que AU agbg U B es un
continuo que tiene a a, y b,. Por el Lema 4.5, ¢, € aaba € AUaghg U B. Esto es absurdo pues
ang==0.

Esto concluye la prueba de 1a Propiedad 1.

Veremos shora que (C(X),7p) no es separable.

Ahora tomemos un subconjunto denso D de (C(X), Tp).
Probaremos que D es no numerable.

Para cada A € C(X), definimos C4 = {a € A: Aell,}.
Analizaremos dos casos:

Caso 1 Existe A € C(X) tal que C4 es no numerable.

Dadas a y 8 € Ca, A € Uy Nlg. De acuerdo a la Propiedad 1, Vo N Vs = 0. Entonces
hemos hallado una coleccién no numerable de abiertos no vacfos y ajencs dos a dos, a saber
{Va : @ € C4}. Como cada uno de ellos debe tener a un punto de P, concluimos que D es no

numerable,

Caso 2 Para toda A € C{X), C4 es a lo mas numerable.

Si D es numerable entonces se tiene que, { J{Cp : D € D} C A es numerable. Como A es no
numerable, existe v € A - |J{Cp : D € D}. Entonces ¥ ¢ Cp para ninguna D € D. Es decir,
D ¢ U, para ninguna D € D. Esto contradice la densidad de D. Por tanto D es no numerable.
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Esto concluye la prueba de que {(C(X), 7p) no es separable.

(=) Supondremos que X no contiene una coleccidn no numerable de arcos ajencs dos a dos y
probaremos que (C(X),7p) es separable.

Tomemos una funcién de Whitney fija 1 : C(X) — [0,1].

Dada w € X, definimos f..: X — [0,1] de la siguiente manera:

fulz) = plwz).
Dada » > 0 definimos

D{w,r) = {x € X : T es no es un punto terminal de X y f,(z) =}

Propiedad 2 D(w,r} es numerable para toda w € X y toda r > 0.

Supongamos, por el contrario, que D{w,r) es no numerable.

Dada z € D(w,), notemos que w 7 £. Sabemos que f,(x) = r y que z no es un punto
terminal. Entonces existen puntos diferentes a, b € X tales que = € azb, — {az,b.}. Como
wz M azb; s un subarco (o un punto) (Lema 4.5) de azb; que tiene como uno de sus puntos

extremo & x, podemos suponer que wz Nab; C azz. Entonces wrNzh, = {x} y z £ b;.

Definimos A = {zb, : z € D{w,r)}. Entonces .4 es una coleccién de arcos no degenerados.
5i probamos que los elementos de A son ajenos dos a dos, entonces tendremos una contradiceién
con nuesira hipGtesis. Para hacer esto, supongamos x # y son elementos de D(w,r) y que
zb; Nyby # @. Entonces zb; Uyby, es un subcontinuo de X. Por el Lema 4.5, zy ¢ zb, U yby ¥

también zy C wr Uwy. Por tanto
xy C (wbe Uyby) N (wz Uwy) = {z} U {y} U (zb; Nwy) U (b, Nwz).

Dada z € xb. Nwy, entonces wx C wz y wz C wy. Entonces r = plwz) € plwz) € plwy) =

r. As{ que x = z = y. Este absurdo muestra que zb; Nwy = @. Similarmente, yb, Nwx = Q.
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De modo que ry C {z} U {y}. Esta contradiccién prueba que zb; Nyb, = 0. Por tanto los
elementos de A son ajenos entre sf. Esto contradice nuestra hipétesis y demuestra que D(uw,r)
es numerable.

Esto concluye la prueba de la Propiedad 2.

Ahora estamos en posicion de construir un subconjunto denso numerable de (C(X),Tp).

Fijemos wy € X. Definimos D = (J{D(wp,7) : r € QN (0,1]}. Notemos que I’ es numera-
ble.

Para cada r € X y cada r € Qr(0, 1}, definimos

Pe,r) = {ye X : L) <v).
Finalmente, definimos
D = (1{dhsr ) U0 Pldir)) :n €N, dhyorda € Dy r € QRO

Claramente, 7 es numerable.

Propiedad 3 Si a,b € X y a # b entonces abN D # @ (Adem4s, también es cierto que
ab—{a,b} N D #@).

Si wo € ab, entonces podemos suponer, por ejemplo, que wo # a. Entonces fuy(a) > 0y
fun (o) = 0. Notemos que awg C ab. Por el Lema 4.11, fu,|aw, €s continua. Por tanto, existe
d € awg tal que f,(d) s un nimero racional y positivo, de donde d € D Nab.

Si wo ¢ ab, entonces existe un unico punto w € ab tal que wow Nab = {w}. Podemos
suponer, por ejemplo que w # a. Entonces wow es un subconjunto propio de wga. De manera
que fun(w) < fip{a). Por la continuidad de fuy|wa (Lema 4.11}, existe d € wa tal que fug(d)
es un nimero racional. Por tanto d € D' Nab.

Esto concluye la prueba de la propiedad 3.

Mostraremos que D es denso en (C(X),Tp).

Sea U(P,Q) un bésico no vacio de 7p.
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Tenernos que construir un elemento B € D tal que B € U(P,Q).

Si P = @ entonces elegimes un punto p € X —@. Observemos que @ # U({p},Q) C U(P, Q).
Entonces podemos considerar H4({p}, Q) en lugar de L{(P,@). Por tanto, podemos suponer que
P # @. Si P consta de un sélo punto p, entonces podemos elegir un arco pz en X tal que
prN@Q = 0. Entonces  # U({p,z}.Q) C U(P,Q). De manera que podemos trabajar con
U({p,x), Q) en vez de U(P,Q). De esta forma también podemos suponer que P consta de més

de un punto.

Sea r un numero racional positivo tal que r < ymin({u(pg) :p€ Py g€ Q}U{1})

Por el Lema 4.15 se tinene que J{P) s una uni6n finita de arcos, de donde resulta que I(P)
es Jocalmente conexo. Por el Lema 4.11 f|1(p) €s una funcién continua.

Dada p € P, elegimos u € I(P), con  # p. Como (P) es arcoconexo (Lema 4.5), entonces
up C I(P). Como I{P) € U(P,Q) (Lema 4.14), entonces I{P) N Q = 0. Por tanto upN Q=0

Para cada g € Q, f;|up €5 una funcién continua (Lema 4.11).

Como f,(p) = p(pg) > r, existe ug # p tal que ug € up y para toda a € ugp, fola)>r.

Debido a que @ es un conjunto finito, podemas elegir v, € up tal que vpp C ugp para toda
g € Q y u(v,p) < r. Entonces para todaa € vpy todag € @ tenemos que pfag) > r.

Por la Propiedad 3, podemos elegir a, € D N (vpp \ {v;,p}).

Observemos que para toda g € Q tenemos que p{app) < 1 < p(agg) -

Definimos 4 = {e, : p € P).

Ya que A C I(P), entonces I(A) C I(P) (Lema 4.12), por tanto I(A})N@ =0.

Por otra parte como u{ayp) < r, tenemos que para toda p € P, p € P(ap,r) y como
pf{apq) > r, resulta que para toda p € P, P(a,,7)NQ = . Sea

B = I(A)U{P(a,r) : a € A},

Ya habfames notado que A C D y que A es un conjunto finito, también escogimos r de tal

forma que r fuera un mimero racional positivo. Por tanto B € D.
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Veremos ahora que B € U(P,Q).

B € C(X), puesto que es la unién finita de continuos que se intersectan.

Podemos observar también que P < B, pues para toda p € P, p € P(a,,r). Por tanto
PcCB.

Y como vimos antes QN J(A) =8y QN P(a,r) = 0 para toda a € A, por loque QnB = 0.
Asl queda demostrado que B € U{P,Q).

Asf que para todo abierto basico no vacfo U(P,Q) € Tp, construimos un elemento B € D,
tal que B € U(P,Q). Esto concluye la demostracion del teorema.
a

Habiendo estudiado la separabilidad de (C{X), T ), cuando X es un dendroide, nos pregun-
tamoas entonces c6mo deberfa ser X para que (C(X),Tp ), fuera un espacio segundo numerable.
Esto nunca se da, sin embargo definimos el concepto de semibase y pudimos caracterizar a cierta

familia de dendroides para los que (C{X),7p ) tiene una semibase numerable.

Pefinicién 5.2 Un espacio topolégico de Hausdorff X es segundo numerable si tiene una base
numerable
Lema 5.3 Todo subespacio de un espacio segundo numerable, también es segundo numerable.
Demostracién

Sea X un espacio segundo numerable y sea B una base numerable de X

Sea Y un subespacio de X, definimos B' = {Y N5 :B € B}. Entonces B’ es una base
numerable de Y. Por tanto ¥ es segundo numerable

|
Teorema 5.4 Sea X un continuo, entonces (C(X), Tp ) no es segundo numerable.
Demostracidn

Por la Proposicién 2.3 tenemos que la topologfa producto restringida a F1{X) es la topo-
logfa discreta. Como Fi{X) es no numerable, entonces Fj(X) no es segundo numerable, como
F{X) es un subespacio de (C(X),7p ), entonces por el Lema 5.3, (C(X),7p ) no es segundo

numerable,




Definicién 5.5 Una familia no vacfa B de abiertos no vacfos de un espacio topolégico Y se
dice que es una semibase si para todo abierto no vacfo U de ¥ existe un elemento V de B tal

que VCU.

Teorema 5.6 Sea X un dendroide. Entonces (C(X), 7p) tiene una semibase numerable B si y

sélo si X tiene a lo més una cantidad numerable de puntos terminales.

Demostracidn.

(=) Lo primero que haremos es construir una semibase numerable B’ de abiertos basicos de
(C(X),7p)-

Para todo abierto V de B elegimos un elemento Ay € V. Entonces podemos elegir un abierto
bésico U(Py,Qv) tal que Ay € U(Py,Qv) C V. Sea

B' = {U(Py,Qv):V € B}

Claramente, B’ es numerable y como para todo abierto no vacio U7 de (C({X),7p) existe

V € B tal que U(Py,Qv) C V C U, entonces B’ es una semibase numerable formada por

abiertos bdsicos. Sea

P=){Pv:V e B}

Notemos que P es un conjunto a lo més numerable.
Veremos que X tiene a lo més una cantidad numerable de puntos terminales.
Supongamos, por el contrario, que X tiene una cantidad no numerable de puntos terminales.

Entonces existe zg € T(X), tal que zo ¢ P.
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Consideremos ahora el abierto basico 4({x0}.0}).

Notemos que como X € U{{zo},8), este abierto basico es no vacio.

Como B es una semibase, existe V € B tal que V C U({xo},B).

Entonces U{Py,Qv) C V C U({{x0},0).

Dada A € U{Pyv,Qv), A € U({x0).9). Entonces xg € A.

Por el Lema 4.14 sabemos que I(Py) € U(Py,Qv), entonces zo € I(Py).

Por el Lema 4.15 sabemos que J{A/) = J{pz : p,x € Pv} por lo que zp € px para algin
arco pr con p,z € Py. Pero zj es un punto terminal por lo que zp es uno de los extremos del

arco px, por tanto rp = z o g = p. Esto es un absurdo puesto que zp ¢ P.

De esta forma hemos llegado a una contradiccién que provino del hecho de suponer que X
tenfa una cantidad no numerable de puntos terminales.

Por tanto X tiene a lo mds una cantidad numerable de puntos terminales.

(«) Fijemos wp € X y una funcién de Whitney u para C{X).
Recordemos que en el Capftulo 4 definimos T(X) = {p € X : z es punto terminal de X }.
Sea

D={z€ X : p(wx) € Q}UT(X)

Observacién 1 [ es un conjunto numerable.

Para ver que esta observacién es cierta, para cada p € T(X), definimos una funcién g, :

wop — R dada por gy(z) = p(woz)

Veamos algunas propiedades de estas funciones. Sea p € T(X), entonces:
a) La funcién g, es inyectiva.
Sean z,y € wyp con T # y entonces podemos suponer que woz G woy. Por tanto u(woz) <

p{woy)} por lo que g,(z) # g(y). De modo que g, es una funcién inyectiva.
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b) La funcién g, es continua.

Recordando la definicién de f.,, (Definicién 4.10). tenemos que gp = fughugp: €ntonces, por
el Lema 4.11, g, es una funcién continua.

Por a) y b), tenemos que gp es homeomorfismo en su imagen.

Sea D, = g;*(Q), entonces Dy es numerable.

Como por hipotesis T(X) es un conjunto numerable, entonces (J{Dp : p € T(X)} es un
conjunto numerable. Por tanto (| J{D; : p € T(X)}) UT{X) s un conjunto numerable.

Probaremos que D = | J{D; : p € T(X)} UT(X)

Sea z € D\ T(X) entonces u{woz) € Q. Como X = {wop : p € T(X)} (Lema 4.25),
entonces £ € wop para alguna p € T(X). Como p(woz) € Q, entonces z € Dp. Por tanto
z € J{Dp : p € T(X)}. De modo que D C [J{D; : p € T(X)} UT(X). La otra inclusién es
clara.

Por tanto D es numerable.

Con esto terminamos de probar la Observacién 1

Observacidn 2 Sia,bc X y a # b, entonces abn D # 0.

Para mostrar que esto es verdadero, sea ab un arco en X.

Sea w € ab tal que wqwNab = {w} (Lema 416 y Definicién 6.9)

Podemos suponer entonces que w # &, entonces wow Nwa = {w}. Asi que wpw es un
subarco propio de wpa. Entonces u{wow) < u(wpa). Consideremes la funcién fu, definida en
4.10. Entonces fuy{w) < fug(a) y ,por el Lema 4.11, fuy|uy s continua. De manera que existe
y € wa tal que f,,(y) € Q. Como aw C ab, tenemos que y € DMab.

Con esto terminamos la prueba de la Observacién 2.

Sea

B={U(P,Q): PLQC DyUPQ)+08}




Veremos que B es una semibase de (C{X},7p).

Sea V un abierto no vaclo de {C(X), 7p), entonces existe un abierto basico U(P,,Q,) # 0
tal que U(P,Q1) C V. Si P, =0, elegimos un punto p € X \ Q1. Entonces @ £ U({p},h) C
U(P),Q1). Entonces podemos considerar U({p}, Q1) en lugar de U(P;, Q). Por tanto, podemos
suponer que P} # @. Si P, consta de un sélo punto p, entonces podemos elegir un arco pr en
X tal que pr N Q; = 0. Entonces @ # U({p,z},Q1) C U(P1,Q:1). De manera que podemos
trabajar con U({p,z}, Q) en vez de U(P,,@,). Por tanto, también podemos suponer que Py

consta de mds de un punto.

Sea P* = T(I(P;)), sabemos que J{F") = I{P;). {Lema 4.24).
Para cada p € P* elegimoes £, € X de la siguiente manera.

Casa a) Si p € T(X) entonces hacemos z, = p

Caso b) Si p € P*\ T(X) entonces existe un arco ab de X tal que p € ab\ {a,b}. De aqui que
abn I{P,} es un subarco (o un conjunto de un sélo punto) o de ab que tieneapy o C I(R).
Como p es terminal de J(F;), entonces p es un extremo de a. Podemos suponer entonces que
a C ap. Entonces pbN I{P;) = {p}. Por la Observacién 2, existe un punto z, € pbN D tal que
pr, NG = B. Notemos que pzp, N I{A) = {p}.

Fl hecho de que P, es no degenerado, podemos elegir un punto pg € [(P)) N D. Sea
P={zp:pe P'}U{m}.

Dada p € P*, como pz,NI(P;) = {p}, por el Lema 4.5, p € zppg C I{P). Esto muestra que
P* C I(P). Entonces, por el Lema 4.24, [(P*} = I(P) C I(P).

Ya que I(P) U (U{z,p : p € P*}) es un subcontinuo de X que contiene a P, tenemos que
este subcontinuo contiene a I{P) (ver Lema 4.12). Y como este subcontinuo no intersecta a
@1, podemos concluir que 7(FYN G, = 0.

Para cada ¢ € @, por el Lema 4.16, existe un unico punto u € I{P) tal que qunI(P) = {u}
y por la Observacién 2, existe 3, € DNgu\, {u}. Entonces y, ¢ I(P) para ninguna g € Ch,
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Sen @ = {y,: 0 € Qi}-

Notemos que I(PYNQ = 0.

Sea A € U(P,Q). Entonces P C A. Por el Lema 4.12, I(P) C A. Por tanto Py C A
Entonces P; C A. Por otro lado, tenemos que qunI{P) = {u}, ygu C qu, asfque u € A. Como
QNA=10,y, ¢ A Sige A, entonces gu € A (Lema 4.5). Esto implica que yq € A. Esta
contradiccién prueba que g ¢ A. De manera que @ N A = @. Por tanto J (P) e U(P,Q) C
Uup, G-

Esto concluye la prueba de que B es una semibase.

Con esto terminamos el Capftulo 5. En el siguiente capftulo caracterizaremos a las dendritas
como aquellos dendroides que no contienen dos tipos de subdendroides prohibidos {semiescobas

y semipeines) y, después continuaremos con el estudio de (C(X },7p) cuando X es un dendroide.
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Capitulo 6

Propiedades de los dendroides que

no son localmente conexos

En este capitulo estudiaremos a los dendroides que no son localmente conexos, es decir los

dendroides que no son dendritas y diremos algunas propiedades que cumplen estos dendroides.

Definicion 6.1 Sea X un dendroide, un semipeine en X es un subcontinuo ¥ de X que
contiene:

ajunarco ACY,

b) dos puntos p,g € Acon p# g,

c) una sucesién de puntos {p,}72, en Y \ A, ¥

d) una sucesién de puntos {ga}72, en A
tales que

(i) ¥ = AUTUPaga : 7 €ND),

(@) pn =P dn ¢,

(iit) p1g1,P292, --- 50N arcos ajenos dos a das,

(iv) pngn N A = {gn} para todan e N.




N

Definicién 6.2 Sea X un dendboide, una semiescdia en X es un subcontinuo Y de X que
contiene:

a)unarco AC Y,

b) dos putins 'p,g € Acmp # 4,y

¢} una smoesion de pumtos . }on; en ¥\.4
tales que

() Y = Aw [Ulpag : = €N}),

(i) pn > p,

(iii) pegMpmg = {g} sim#n,

{(iv) pagqnA = {g} pumtoda:n € N.

P

P:
Ps

9 A P

Definicién 6.3 Sea X un continuo, X es conezo en pequenio en = € X si para todo abierto U

de X tal que z € U, existe una vecindad conexa (no necesariamente abierta) N de x contenida
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en U.

Definicién 6.4 Sea X un continuo, X es localmente coneto en z € X, si para todo abierto U

de X tal que x € U, existe un abierto conexo V que contiene a z y estd contenido en U.

Lema 6.5 Sea X un continuo, entonces X es localmente conexo si y sdlo si las componentes

de los abiertos son abiertas en el continuo.

Demostracién.

=) Sean U un abierto de X y C una componente de U. Como X es localmente conexo,
tenemos que para toda p € C, existe una abierto conexo V tal que p € V C U. Notemos que
como V es un abierto conexo, contenido en U/ y que intersecta a C, entonces V C C, por lo que

C es abierto en X.

«) Sea x € X y U un abierto en X que contiene a , sea C la componente de U que tiene a
x. Por definicién C es conexa, y, por hipétesis, C es abierta. Por lo que ya encontramos un
abierto conexo C talquez e C C U. -

Por tanto tenemoas que X es un espacio localmente conexo.

Teorema 6.6 Sea X un continuo, X es localmente conexo en todo punto x € X si y sélosi X

s conexo en pequefio en todo punto = € X.

Demostracion.

=) 8i X es localmente conexo en ¢ada uno de sus puntos, entonces es claro que X es conexo

en pequefio en cada uno de sus puntos.

<) Sea X un continuo conexo en pequeiio, veremos que X es localmente conexo. Para demostrar
esto usaremos el lema 6.5 y probarermos que las componentes de los abiertos son abiertas.

Sea U un abierto en X, y sea C cualquier componente de U, Tamemos un punto arbitrario
p € C. Como X es conexo en pequeiio en p, ¥y p € € C U, se tiene que existe una vecindad

conexa N, de p tal quez € NJ C Np C U.




Dado que C es componente de U, y N,NC # 8. Entonces N, C C. Por tantop € NlcC,

lo que implica que la C es abierta en X. Por tanto X es localmente conexo en todo punto. B

El siguiente Teorema no lo vamos a demostrar, sin embargo para ver su demostracion puede
usted referirse a {6, Teorema 5.4].
Teorema 6.7 Sea X un continuo ¥ E un subconjunto propio y no vacio de X. Si K es una

componente de E entonces K N Fr{E) # @.

Teorema 6.8 Sea X un dendroide que no es localmente conexo, entonces existen:
(1) dos abiertos U y V en X,
(2) dos puntos diferentes py g€ V,
(3) dos sucesiones {pn}Pog ¥ {@}P0en V. y
(4} una sucesién de componentes diferentes Gy, C1,C3, ... de U
tales que
(A VcU,
(B) pgc VG,
C)pm =Pty
(D) pngn C VN Ch.

Demostracién.

Por el Teorema 6.6 tenemos que como X no es localmente conexo, entonces existen puntos
en X en los cuales X no es conexo en pequeiio.

Por tanto, existe p € X tal que X no es conexo en pequeiio en p.

De esta forma tenemos que existe U abierto en X tal que para toda vecindad Np de p
contenida en U, N no es conexa.

Sea ¢ > 0 tal que B.(p) C U.

Sea Cp la componenete de U que tiene a p.

Notemos que, por la forma en que escogimos a U, p ¢ int(Co), entonces Bs(p) no estd
contenida en Cy para ninguna § > 0.

Vamos a construir inductivamente lo siguiente:
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a) una sucesiéu de mimeros naturales % <ny<ng <Ng < ...,
b) una sucesién de componentes {Co}5’ 2. de U y
€) una sucesién de puntos {p,}3;

tales que si B; = B (p), entonces:

i) pi € BiNC;, para todai € N,
i) BiN(C1UC2UCU...UCi,) =0 paratodai€ N,y
iii) C; # Co para toda i € N.

Parai =1,sean; € Ntal que i <ny.

Como By no est4 contenida en Co, existe p; € By tal que py € Co.

Sea C) la componente de U que tiene a p;.

Entonces se cumple que p; € By N C) y tambi¢n se cumple que C; N Co =60

Supongamos ahora que ya hemos construido un conjunto finito de mimeros naturales {n,ng, n3,...,n;}
un conjunto finito de puntos {p1, P2, s, -, Pj} ¥ un conjunto finito de componentes {C1,Cy,Cs,...,Cj}
de U con las propiedades mencionadas.

Como C;j es cerrado en U, y como U es abierto de X, U\ C; es un abierto de X tal que
pe UNG;.

Por tanto existe njy1 € N tal que nj4, > n; y que B;ynC; =0.

Como B;j41 € Bj y B;n{(CiuCyu C3U..UC;_,) =0 tenemos que B; 1 N{GUCU
Cu ...UCJ') =0.

Como Bjyy no estd contenida en Cp existe pj41 € Bjn tal que pj41 ¢ Co. Sea Cji la
componente de U que tiene a p;4y. De donde tenemos que CinnCy =0

De esta manera hemnos construido inductivamente lo gue querfamos y asf hemos demostrado
que existen abiertos U y V = B,(p) en X una sucesién {pn}Z., en V, y componentes diferentes

Co,C1,Ca, ... de U tales que p € (CoNV) C U, p. € (CoNV) para todan € Nypo—p.

Ahora para toda n € N, sea Dy, la componente de V que contiene a pa.




Notemos que para toda n € N, D, C C, ¥, como D,, C V, entonces D, c V. Por tanto
D.c(VNC)CU.

Tomemos la sucesion {D,}2°_, en el compacto ¥, entonces existe una subsucesién conver-
gente {D,, }3°_, tal que D., — Dy donde Dg es un subcontinuo de X contenido en V.

Puesto que para toda k € N tenemos que p, € Dn,, D., — Dy y pa, — p, entonces p € Dy.

Entonces Dy es un subcontinuo de U que tiene a p, por tanto Dyc Gy

Por el Teorema 6.6 tenemos que para toda k € N, D, N Fr(V) A0.

Elegimos ¢, € Dn, NFr{V)

Podemos suponer que la sucesidn {gn, };°-, converge a un punto g.

Como D.,,, — Dy y la sucesion {gn, }3°~, cumple con que g,, — g entonces ¢ € {DenFr{V}))

Ahora como X es un dendroide ¥ Pny,qny € Drgs entonces Pnydn, C Do, C (Cn, n¥).

Notemos también que, como p € V y ¢ € Fr(V), entonces p # g. Del mismo modo para

toda k € N, se cumple que, como py, € V y gn, € Fr(V), entonces pn, # Gn,-

De esta manera hemos mostrado que existe una sucesién {¢n, }°.; en V tal que g, — 4,
Gn, € Cn, paratoda k€ Ny g € Co.

Notemos que ¢omo p, — p entonces p,, — p.

Entonces, ya tenemos dos abiertos U y V en X, dos puntos diferentes py g € V C U,
dos sucesiones {pn, }°_; ¥ {gn, }C; en V y componentes diferentes C0,CnyyCry, - de U tales
quepy g€ (ConV), Pay ¥ tny € (Co, NV) paratoda k € N, pn, = Pty > qY el arco
Prugne € (VN Coy ).

]

Definicién 6.9

Sean X un dendroide y L un arco en X, denotamos, para cada y € X, como Py, L) al
unico punto x € L tal que yz N L = {z} (tal T existe por el Lema 4.16).
En otras palabras
{P(y,L)} ={z€L:yznL = {z}}.
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Notemos que si y € L entonces P(y,L) = {y}.

Teorema 6.10 Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sélo si X no contiene ni

semipeines ni semiescobas.
Demostracién.

=) Supongamos que X es una dendrita. Vamos a probar que X no contiene semipeines. La
demostracion de que X no contiene semiescobas es similar.

Supongamos, por el contrario, que X tiene un semipeine Y.

Sean ACY, py g€ A, una sucesién {p,}2, en Y \ A y una sucesién de puntos {gn}52,
en A que cumplen las condiciones de la definicién de semipeine.

Sea W un abierto de X tal que p € W y ¢ ¢ W. Como X es una dendrita, entonces X es
localmente conexo. Asf que existe un abierto conexo I/ de X tal que p € U C W. Notemos que
qe X\T.

Comop,.—'p,q,.—-q.peUyqejf\ﬁ,enmnc&se)dsteNGNtalquepNEUy
gy € X\TU.

Notemos que AUT es un subcontinuo de X que contiené a py y a gy. Entonces, por el

Lema 4.5, pygy C AUT. De modo que
pran = prnan N(AUT) = (prvgy NA)U (prgn NT) = {gn} U (prvaw NT).

Asf que pygy = {gn} U (pnagn NT). Como gv ¢ U, pygn N T es un subarco de pygn
que no tiene a gy. Entonces {gn} U (pngn NU) es un conjunto disconexo. Esto contradice la

conexidad de ppgn y prueba que X mno contiene semipeines.

<) Para la prueba de esta implicacién supondremos que X no es una dendrita y que X no
tiene semipeines ni semiescobas. Vamos a dividir la prueba en varios pasos.

Notemos que, como X no es localmente conexo, entonces X cumple con las condiciones del
Teorema 6.8, por lo que existen abiertos U y V en X con dos puntos diferentes py g € Vcu,
sucesiones {Pn}_o ¥ {ga} g €n V, componentes diferentes Co,C1,Cy,... de U tales que

pgC CoNV,pagn CCuaNV paratodan €N, pn =Py o — ¢.
Afirmacién 1. Si Ly L' son arcos en X tales que LNL' # 0y y € L', entonces P(y,L) € L".
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Aplicando el Lema 4.16 al dendroide L', al subdendroide LN L’ y al punto y € L', tenemos
que existe un punto u € L' tal que yu N (L N L") = {u}. Entonces yu C L'. De manera que
yuNL=yunL' nL = {u}. Portanto yun L = {u}. Recordemos que &sta es precisamente la
propiedad que define a P(y, L). Por tanto P(y, L) =u€ L.

Afirmacién 2. Si L es uzn arco en X entonces los conjuntes {n € N:pn € L} y {n €N : ¢, € L}

son finitos.

Supongamos, por el contrario, que existe un arco L tal que {n € N : p, € L} es infinito.

SeaJ ={neN:p, €L}

Ordenemos los elementos de J de la forma j; < j2 < ja <...

Como p, — p, entonces p;, — p. Porloquepe L.

Como U N L es un abierto de L que tiene a p y L es localmente conexo, existe un abierto
W de L tal que W esconexoype W C (LNU).

Como Cj es la componente de U que tiene a p y W es un conexo contenido en U tal que
p € W, entances W C Gy .

Ahora como p;, € L para toda k € Ny p;, — p, tenemos entonces que existe M € N tal
que p;,, € W.

Ahora como p;,, € W C Cp tenemos entonces que p;,, € Co N Cj,,, lo cual contradice el
hecho de que cada componente C; es ajena a Cy.

Por tanto el conjunto J = {n € N:p, € L} es un conjunto finito.

La demostracién para ver que el conjunto {n € N : g, € L} es finito, es andloga.

De esta afirmacién podemos concluir que para todo arco L en X, existe N € N tal que para

toda n > N los puntos p, ¥ gn ¢ L.

Afirmacion 3. Si L es un arco en X, entonces el conjunto {n € N : P(pn, L} # Plgn, L)} s

finito.

Por la Afirmacién 2, existe N € Ntal que paratodan > N, p, y gn ¢ L.
Sea ={n€N:n 2 Ny Plpa,L) # P(ga, L)}
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Para cada j € J, sean P(p;, L) = vj y Plg;, L) = z;.

Vamos a demostrar que, come 1j # z;, entonces 15 € pjg; \ {pj, 4}

Sabemos que p;g; C V. .

Si pjg; NL =9, entonces como p;2; C (pjg; U z;q;), tenemos que p;z; NL = {z} pero por
la forma como definimos r;, esto quiere decir que z; = r;. Por tanto pjg; N L #0.

Por la Afirmacién 1 aplicada a L’ = pjq;, se tiene que r; € p;g;.

De aquf obtenemos que r; € C; N V.

Supongamos que J = {n € N:n > Ny P(pn, L) # P{gn, L)} s un conjunto infinito.

Ordenemos los elementos de J en la forma §; <jz <j3 < ...

La sucesién {r; }$°_, estd contenida en el conjunto compacto L N V, entonces podemos
suponer que rj, —rdonder € L nv.

Como V C U, podemos tomar la componente, C, de U que tiene a r.

Como L es localmente conexo y U/ N L es un abierto en L que tiene a r, existe un abierto
Wen L tal que, W esconexoyre W LnU.

Como + € W y W es un conexo contenido en U, tenemos que W C C.

También, como W es un abierto en L que tiene a r, rj, — r y rj, € L para toda k € N,
entonces existe M € N tal que para toda k > M, r;, € W,

De modo que tenemos que r;,, € (CNCjy, ), lo que implica que € = Cj,,.

Pero también ocurre que rj,,,, € (CNCj,,.), entonces C = Cj,,,, lo que implica que
Cis = Ciaar- _

Lo anterior contradice el hecho de que las componentes son diferentes.

Por tanto el conjunto J = {n € N:n >Ny P(pn, L) # P(¢a, L)} es un conjunto finito.

Notacidn: Dado un arco, L C X, por las Afirmaciones 2 y 3, existe My € N tal que para
todo n > My, P{gn, L} =P(pn,L), Pn.Gu ¢ L.

Afirmacién 4. No existe ningin arco Len X talquepe L, R= {P(pa, L)€ L:n€ N} esun
conjunto infinito y L\ {p} tiene un punto r tal que r es un punto de acumulacién del conjunto

R.
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Supongamos que la Afirmacion 4 es falsa y que sf existe tal arco L.

Para cada n € N, Sean 1, = Pipn, L) y r un punto de acumulacitn de la sucesién {r.}32,

Como R = {P(pa,L) € L : n € N} es un conjunto infinito, r es un punto de acumulacién
de Ry, por la Afirmacién 2, existe Af € N tal que para todan 2 M, p, ¢ L. Tenemos entonces
que existe una subsucesion {ra, }$°., tal que rn, — 7, ro, # n; si k # j y m1 2 M. Por tanto

rn, # Pn para toda k y para todaneN.

Observemnos que, como p, — P, €ntonces pn, — p. Sea ¥ = LU[H{pn,mn, 1k € N}.
Veremos que Y es un semipeine de X.

El arco que necesitamos es el arco L, los puntos diferentesen Lson p y r.

La sucesién que converge a p es {pn, }3°;, la sucesién que converge a r es {ra, }3°_,-

Notemos que pn, — p, o, —~r yparatoda k€N, po, € L, rn, €Ly 1o, #ro, sl k#J.

Con esto hemos construido un semipeine. Esto es una centradiccién porque estamos su-
poniendo que X no contiene semipeines. De esta manera tenemos que la Afirmacién 4 es

verdadera.

Afirmacién 5. No existe ningun arco L en X tal que g € L, R = {P(gn,L) € L: n € N}
es un conjunto infinito y L \ {g} tiene un punto r tal que r es un punto de acumulacién del

conjunto '
La demostracién de la Afirmacién 5 es andloga a la de la Afirmacién 4.

Afirmacion 6. Para todo arco L en X, los conjuntos {P(ps,L) € L : n € N} y {P(gn, L} €
L : n € N} son finitos.

Supongamos, por el contrario, que existe un arco L en X tal que el conjunto {P(pn, L) €
L : n € N} es infinito. Entonces por la Afirmacién 3 tenemos que {P(p,,L) € L : n 2
My} = {P(gn,L) € L:n > M} también es infinito,

Supongamos que L = ab.

Si p ¢ L entonces sea ¢ = P(p,L). Por definicién pcn L = {c}. Sean L, = pcUcay
L2 = pcU cb. Notemos que Ly y Lz son arces. Como {P(ps,L} € L : n > M.} es infinito
y L € Ly U Ly, entonces {P(pn,L) € Ly : n > M.} es infinito o {P(pn,L) € L2 : n 2 M}
es infinito. Supongamos por ejemplo, que {P(ps, L) € Ly : n 2 M} es infinito. Entonces
{P(pn, L} € Ly : n 2 M} \ {c} es infinito. Aseguramos que {P(pn,L) € L1:n 2 M} =
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{P(pn, L1) € Ly : m 2 M }\ {c}. Para probar esta igualdad de conjuntos, primero tomemos un
punto z en el conjunto de la izquierda. Entonces z € Ly \ {c} y z es de la forma x = P(p,, L)
para alguna n > M. Entonces p,x N L = {2}. Sea y = P(pn, L1}. Entonces y € Ly = pcNea.
Analizaremos dos posibilidades:

Si y € pc entonces poy Npc = {y}. De manera que pny U yc = poc. Por la Afirmacion 1
aplicada al arco L' = p,¢ , tenemos que £ € pac = ppy U ye. No es posible que z € yc pues,
de lo contrario, z € ycN L C pcN L = {c}. De modo que z € pny. Por tanto pax C pay. Por
otra parte, aplicando la Afirmacién 1 al arco L' = pnz {z € L), tenemos que y € paxr. Asf que
Pny C Poz. De esta manera concluimos que pay = paz. Por tanto z = 3.

Si y € ac € L, aplicamos la Afirmacién 1 al arco L' = p,y y obtenemos que z € pay. Como
z € Ly, aplicando 1a Afirmacitn 1 al arco L' = poz, tenemos que y € p,z. Esto implica que
y=z

Ahora tomemos un punto y en el conjunto de la derecha. Entonces y es de la forma y =
Plpn, L1} € L1\ {¢}, donde n > M. Sea z = P(pa,L}). Si z € L, entonces z es como el
que tomamos en la prueba de la otra contencién y haciendo lo mismo, se obtiene que z = y.
Podemos suponer entonces que z € L — Li. Entonces z € cb\ {c}. Entonces poz U zc = pne.
Por la Afirmacién 1 aplicada a L' = pne, tenemos que y € pac = pprUzc. Peroy € Ly — {e},
de modo que y € p,z. De manera andloga € pay. Por tanto z = y.

Esto termina la prueba de la igualdad de conjuntos.

Por tanto {P(pn, L} € Ly : n 2 My} — {c} = {P(pn,11) € Ly : n 2 M} - {c} es infinito.
Sea r un punto de acumulacién de este conjunto. Como r € Ly p ¢ L, entonces r # p. Esto
contradice la afirmacién 4.

Por tanto p€ L.

Similarmente, g € L.

Ahora tomamos un punto de acumulacién, r, del conjunto {P(pn, L) € L: n > M} = {Pl¢.. L) €
L :n > M;}. Entonces podemos suponer que r # p (el otro caso es que r # g}. Con esto
contradecimos la Afirmaci6n 4.

Esto termina la prueba de la Afirmacién 6.

Afirmacién 7. Es posible construir inductivamente:

a) una sucesién de subconjuntos infinitos de los mimeros naturales {Jx}§°-,, ¥
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b) una sucesién de puntos {2¢}3° 4

que cumplen que
i) 20 € {p.q}. 21 € pg\ {20},
i) si zp = p entonces para toda k > 2 y para toda j € Ji, zx = P(pj, 2Pn,_, )
iii} si zp = ¢ entonces para toda k > 2 y para toda j € Ji. zx = Plg5, 209n,_, }»
iv) zZozx—1 C 20z para toda k€ N,
vViJiohD>JD..,y

vi) Myy,, € mindy <minJy,, paratodak €N,

Consideremos el arco pg. Por la Afirmacién 6, {P(gn,pg) : n 2 Mpg} s un conjunto finita.

De tal modo que existe z; € pq tal que P(g,,pg) = 21 para una infinidad de n € N.

Como p # g, entonces se cumple que zy #po z1 £ ¢.

Si zy = p entonces tomemos z5 = g.

Si z; # p entonces hacemos zg = p.

Sean J; = {n > My : Plgn,pq) = a1} y m =minJy.

Como ny > Mp,, entonces gn, ¢ pg. Como z21 C pq, tenemos que gn, ¢ 2021 Ademds
tenemos que P{gn,, 2021) = 1. Por tanto zp2; U 21¢,, 5 un arco.

Sea Ly = 2021 U Z1Gn, -

Como 221 C pg.

Dada j € J1, Plgj,pg) = 21, es decir, gjz1 Npg = {z}.

Por lo que gjz; N2pz; = {z1}, entonces P{gj, 20z1) = {z1}. De esta manera tenemos que,
P35, L1) = Plgnj 021U 219n,) = P(gj, 210m,)-

Por lo que podemos concluir que P{g;j, L) € 21¢n,.

Entonces hemos construido z5, z; ¥ Ji.

Observemos que zy, 2 satisfacen la condicidn i). Las condiciones ii), iii), iv), v} y vi) se
satisfacen por vacuidad.

Supongamos ahora que hemeos construido:

a) una familia de subconjuntes infinitos de los mimeres naturales {J1,Jy, J3, .-, Ji}

b} un conjunto de puntos {z, 21, 22, ..., 2}

que cumplen que con las condiciones i}, ii), iii), iv), v) y vi).

En este momento suponemos que zg = ¢. El caso en que z; = p es andlogo.
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Sea m; = minJy = M,,,,, entonces g,, ¢ 20z y ademss P(gn,,202:) = 2. Por tanto
2p2x \J 2xqQn, €5 UD arco.

Sea Liy1 = 2p2 U 2kn, .

Por 1a Afirmacién 6, el conjunto B = {P{g;, Lxs+1) : § € Jx} es finito.

De tal manera que existe zy4) € 2¢gn, tal que P(g;,Lis1) = 2x41 para una infinidad de
indices j € Ji.

Sea Jiyt = {j € Ji : P(gj. Lit1) = zew1 vy § > mdz{ng, My, . }}.

Sea npyy = mindi,,.

Entonces tenemos que:

i) zp € {p,q}, 21 € pg\ {2},

ii) 2es1 = P{gj, Z09n,) para toda j € Ji4y,

i) zozk C 20Zk41s

V)i okDAD.Ddy

v} My, ,, € mindy < minJiyy.

De esta forma hemos construido inductivamente lo que querfamos. Por lo gue hemos probado

la Afirmacién 7.

Entonces la sucesién {zgzx : k € N} es una sucesién creciente de arcos en ¢l dendroide X.

Por el Teorema 4.19, exite un arco ab de X tal que zpz; C abparatodak € N. Pensando el arco

ab como el intervalo {0, 1), podemos pensar a los puntos z; como una sucesion creciente en [0,1].
Sea z = {imz;, Entonces zyzy — zpz. Hacemos L = zgz. Para cada k € N, sea ny = minJy . Ya

que ny — 00, existe K € N tal que np > My, para toda k> K.
Afirmacién 8. Para toda k > K, pn, € L, gn, € L y si yx = P(pn,, L} = P{(gn,, L) entonces
Yk € Zpn12 )

Por la forma en que definimos M, s6lo necesitamos probar que yx € Zx+12-
Sea k > K. Como zry1 = Plgny,,. 2000}, Por definicién tenemos que zpy) € Z09n,.
Aplicamos la Afirmacién 1 a L' = Z¢414n,, observemos que zg4q € L, entonces ¥i € Zk+19n;-

De manera que yx € 202k+1 — {Ze+1}. Pero y € L = 2p2z. Entonces y € zi4)2.

Afirmacién 9. definimos yx como en la Afirmacién 8 entonces {yx € L : k 2 K} es finito.
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Como yx = P(pus,L) = Plgn,.L), la Afirmacién 9 es una consecuencia inmediata de la
Afirmacién 6.

Afirmacion 10. Si k y m > K son tales que yi = fim entonces g, ¥k N gnadm = {4k}

Supongamos que k < m. Como 1y, € Joy € Jiy1, recordando que estamos suponiendo que
20 = g, la Afirmacién 7 (jii) nos dice que 2,4y = P{gn,.,%0n,). De donde 2x4) € Gnrnga,-
Pero como zyy € L, aplicando la Afirmacién 1 a L' = gu,, Zk41, t€NeMos qQUE Ym € GnmZks1-
Similarmente, g € gy Zk+1. COMO Yx = Ym, eNtONCES Yi € GnumZk+1 N GnyZbal = {ze+1}

Entonces yx = ym = zk4+1. Por tanto gn, ¥k N n,Um = {1}

Estamos listos para obtener la contradiccién final.

Por la Afirmacién 6 {yi : k > K} es finito. Entonces existe una sucesién creciente de enteros
positivos K < k; < kp < ... y existe un punto y € L tales que g, = y para toda j € N.

Vamos a mostrar ahora que X contiene una semiescoba.

Para esto, consideramos el arco L, los puntos ¢ = 23 y ¥ € 212 C L ~ {2} (ver Afirmacién
8). También consideramos la sucesién {gn, };2, en X — L. Entonces el continuo ¥ = LU
(Hon, y:7 € N}) es claramente una semiescoba (ver Afirmacién 10).

Esto nos da una nueva contradiccién y termina la prueba del teorema.

Con esto concluimos el Capftulo 6, el hecho de que los dendroides que no son localmente
conexos contengan un semipeine ¢ una semiescoba, nos va a servir para caracterizar a las

dendritas dentro de los dendroides, utilizando 7 y Ty en C(X}.

[STA TESIS RO DEBE
i BE LA BIBLIOTEGH
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Capitulo 7

Comparacién de las Topologias

En este capftulo vamos a ver qué relacién existe entre la topologia 7y en C(X) dada por la

métrica de Hausdorff, que fue definida en el Capitulo 1, y 7p

Estas dos topologias no son iguales, sin embargo pueden ser comparadas cuando los continuos

tienen ciertas caracteristicas.

Teorema 7.1 Sea X un continuo no degenerado, entonces 7p no estd contenida en 74.
Demostracidn.

Para demostrar esto, mostraremos que existe un abierto bésico U(P, Q) de (C(X),7p) tal
que U{P,Q) no es abierto de (C(X), TH)-

Primero observemos que como X es un continuo no degenerado, existen dos puntos diferentes
pyqtalesquep,g€ X.

Consideremos ahora U{{p}, {q})-

Claramente {p} € U({p},{g)).

Supongamos que Tp C T,

Entonces debe existir £ > 0 tal que B7{{p}) C U{{p},{q}).
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Notemos ahora que como X es un continuo no degenerado, entonces X no tiene puntos
aislados.

De manera que existe un punto t € B,(p) \ {p}-

Entonces {t} € B¥({p}} y {t} ¢ U(P,Q).

Esto contradice la eleccidn de £ y termina la prueba de que rp & 75.

[ |

La siguiente parte del capftulo la dedicaremos a estudiar algunos casos en que Ty C 7p, para
esta parte también nos enfocamos a estudiar C(X) cuando X es un dendroide y caracterizamos
a los dendroides que cumplen con que 75 C Tp.

Los siguientes dos lemas nos permiten ver para qué tipo de dendroides se cumple que

Ty CTp.

Lema 7.2 Si X es un dendroide que contiene un semipeine Y, entonces Ty no estd contenida

en Tp.

Demostracién.

Recordemas que un semipeine en X es un subeontinuo ¥ de X que contiene:
a) un arco A
b) dos puntos p,g€ Aconp # g,
c) una sucesién de puntos {pa}oz; en Y \ A, y
d) una sucesién de puntos {gn}7e, en 4
tales que
(i) Y = AU{U{paga : n €N}),
(i) pn = Py g0 — 0,
(iii) p1g1,P292, --- son arcos ajenos dos a dos,

(iv) pagn N A = {q.} paratodan e N.

Definimos para cada n € N, al arco A, como A, = pyqy.
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Entonces A, NA, =0sinfmy A,NA = {gn} para todan € N.

Como por b}, tenemos que p#£ q. Sea e = ﬂ%"l, entonces £ > 0.

Consideremos B ({q}).

Por la manera en que elegimos a ¢, se cumple que B.{p) N B.(q) =0.

Veremos que Ty no estd contenida en Tp.

Supongamos, por el contrario, que Ty C 7p, entonces BH{{q}) € rp. Como {g} € BH({a]).
entonces existe un abierto basico U(P, Q) € 7p, tal que {g} € U(P,Q) c BH({g}).

De esta forma tenemos que P C (g}, por tanto P = {g} o P = @. Notemos también que
q¢ Q.

Como A, NA, =0singm.

Entonces tenemos una coleccién nimerable de arcos ajenos. Como @ es un subconjunto
finito de X, entonces existe M € N tal que para toda m > M, AnnQ@ =90

Como por i) gn —* § ¥ @n # Gm, St 1 # m, entonces existe N € N, tal que para todan > N,
gmNQ =0 '

Entonces, para toda n > N, {g} C ¢¢n ¥ ¢ NQ =& . De manera que 9¢, € UPQ).

Sea K = maz{M,N}. Como para toda k 2 K, gqu € UP,Q), AxnN@ =0y ArUaq €
C(X), entonces para toda k > K, ArUqqe € U(P,Q) C BH({q}).

Como Ax Ugq € BH({g}) ¥ px € Ax, entonces p; € B,(q) para toda k > K.

Consideremos ahora B, (p), como por c} px — p, entonces existe K’ € N, tal que K’ > K y
para toda k > K', px € Be(p)-

Entonces tenemos que px € Be(p) N B.(q). Esto es una contradiccién que nace de suponer
que Ty CTp.

De aquf concluimes que Ty no estd contenida en Tp.

|
Lema 7.3 Si X es un dendroide que contiene una semiescoba Y, entonces, Ty ¢ Tp.

Demostracidn.
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Recordemos que una semiescoba en X es un subcontinuo ¥ de X que contiene:
a) un arco A,
b) dos puntos p,g€ Aconp# g,y

c) una sucesién de puntos {pa}az, en Y \ A

tales que
(i)Y = Au(U{png:n €N},
{ii) pn — P,

(iii) pagNPmg = {g} sim #n,

(iv) pagn A = {g} paratodan €N

Para cada n € N definimos al arco A, como: An = Png.

Noteros que A, N Ay, = {g}sin#m.

Como por b), tenemos que p # g, sea £ = ﬂ?ﬂ, entonces € > 0.

Consideremos B ({q}).

Por la manera en que elegimos a &, se cumple que B.(p)n B.lq) =0.

Veremos que Ty no estd contenida en Tp.

Supongamos, por el contrario, que 7y C 7p, entonces BY({q}) € 7p. Como {q} € B ({¢}).
entonces existe un abierto bésico U(P,Q) € Tp, tal que {q} € U(P,Q) C BH({qg}).

De esta forma tenemos que P C {g}, por tanto P = {q} o P = 9. Notemos que ¢ ¢Q.

Como tenemos que Ap N A, = {g} si n # m, entonces tenemos una coleccién mimerable de
arcos que sélo se intersectan en {g}. Como Q es un subconjunto finito de X y q ¢ @, entonces
existe M € N tal que para toda m > M, AnnQ =9

Entonces para toda m > M, tenemos que AnnQ =0, {¢} C Am ¥y Am € C(X). Por tanto
para todam > M, Am € U(P,Q) C BH({q}).

Como Am € B{{g}) ¥ Prn € Am, entonces pm € B,(q), para toda m > M.

Consideremos ahora B,{p), como por ii) p, — p, entonces existe Ne N, talque N > My
para toda n > N, pn € B.(p).

Entonces, py € B.(g)NB.(p). Estoesuna contradiccion, que nace de suponer que 75 C Tp-

De aquf concluimos gue Ty no esté contenida en Tp. I
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Recordemos que en el Capitulo 4, dijimos que un dendroide localmente conexo es una

dendrita, (Definicién 4.26) y probamos que las dendritas son regulares.

El siguiente Teorema nos permite caracterizar a los continuos localmente conexos y regulares
comparando las topologfas 74 y 7p, de hecho nos permite caracterizar a las dendritas dentro

de la clase de lqs dendroides.

Teorema 7.4. Si X es un continuo localmente conexo, entonces X es regular si y s6lo si

Ty CTp.
Demostracion.

=) Sea A un subcontinue no vaclo de X, mostraremos que para toda £ > 0, existen PyQ
subconjuntos finitos de X, tales que A € U(P,Q) C BH(A).

Recordemos que BH(A) = |J{Be(a):a € A}.

Dadaa € A, a € B,{a), como X es regular, existe un abierto U, de X, talquea € Us C
B,(a), diam(U,) < ¢ y Fr(U,) es finita.

Por tanto A C | J{Us : a € A}

Como A, es compacto, existen puntos ay,a2, ..., 0n tales que a; € A para toda i € {1,2, ..n}
y tales que A C U, Ul U ..U Ua,.

Sea U =U,, Uz U...UU,,.

Definimos U; = Uy,

Veremos que U es un abierto en X que cumple que si BeC(X)estalque BC Uy
BNU; # 0 para toda i € {1,2,...,n}, entonces B € BH(A).

Sea B que cumple con las condiciones mencionadas, entonces para toda b € B, b € U para

alguna i € {1,2,...,n}. Por tanto d(b,a;) < ¢ de modo que B C N(e, A).
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Sea a € A, entonces a € U; para alguna i € {1,2,..,n}. Como BnU; # 0 para toda
i € {1,2,..,n}, entonces existe b; € U; y como el didm(Uy) < &, entonces d{a,b;} < £. Por tanto
AC N{e,B).

Entonces B € BH(A).

Ahora como Fr(U,,) es finita para todo i € {1,2,...,n}, y como por ¢l Lema 4.27 Fr(U) C
Fr(Us, )V Fr{lUa,}U ..U Fr(Us,,). Entonces Fr(U), es finita.

Sean P = {a1,82,...,00} ¥ Q = Fr{U).

Es claro que P C Ay, como A C U y U es abierto en X, entonces ANFr(l) =0, por
tanto ANQ =@, de modo que A € U(P,Q).

Sea C € U(P,Q), entonces PCCyCNQ =0.

Veremos que C € B¥ (A).

Como P C C, entonces CNU; # 0@ para toda i € {1,2, e}

Supongamos que C no esté contenido en U, entonces cn{X\U)£8.

Entonces € es un conexo que intersecta a U y a su complemento, por tanto CnFr({U)#0.
Pero Fr{U) = @, lo cual implica que CNQ # @, lo cual es una contradiccién que nace de
suponer que C ¢ U.

Por tanto C C U y CNU; # @ para toda i € {1,2,...,n}, por tanto C € BH{A).

De modo que para toda ¢ > 0, existen subconjuntos finitos P y Q de X, tales que A €
U(P,Q) c BA(A), lo cual implica que T4 C Tp-

<) Veremos ahora que X es regular. Mostraremos que para toda £ > 0 existe I/ abierto en X,
tal que x € U C B(x), y Fr(U) es finita.

Dada x € X y £ > 0, tenemos por hipdtesis que existe U (P; Q) ahierto basico de 7 p, tal que
{z} € U(P,Q) C BF({z}). Como P C {z}, entonces P = {z} o P = 8.

Como Q es un subconjunto finito de X, entonces Q es cerrado en X, de modo que X\ Q,
es abierto en X y Fr(X\ Q) =Q.

Sea U la componente de X \ @ que contiene a z.
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Tenemos que, como X es localmente conexo, X \ Q es abierto y U es una componente de
X \ @, entonces por el Lema 6.5, U es abierto en X. Por el Lema 4.28

Fr{U) c Fr(X\ Q), de modo que Fr(U) es finita.

Veremos que U C B,(z}.

Sea y € U, por el Lema 4.29, existe A € C(X) tal que z,y€ ACU. .

De modo que ANFr(U) = 9, esto implica que ANQ =@y como x € A, entonces {z} C A

Por tanto A € U(P,Q) C B ({z})

Notemos que, como y € A C U(P,Q) C BH({z})}, entonces y € B(z).

Por tanto para toda z € X, y para toda £ > 0, existe U, abierto en X, talquex € U C B.(x)
y Fr(U) es finita.

Asf pues tenemos que X tiene una base de vecindades con frontera finita y, por tanto, X es

regular.
n

Corolario 7.5 Si X es un dendroide, entonces X es una dendrita si y sélosi Ty C 7p.
Demostracidn.

=) Como X es una dendrita entonces por el Lema 4.32 X es regular, y por definicion X es

localmente conexo de modo que por el Teorema 7.4 74 C 7p.

<) Sea X un dendroide que no es una dendrita, entonces X no es localmente conexo, por el
Teorema 6.10 X contiene un semipeine o una semiescoba.

Si X contiene un semipeine entonces por el Lema 7.2, tenemos que Ty no estd contenida en
Tp.

Si X contiene una semiescoba entonces por el Lema 7.3, tenemos que Ty no estd contenida
en Tp.

Demodoquesi Ty CTpy X esun dendroide entonces X es una dendrita.
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