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Capitulo 1

Introduccion

Partiendo del hecho de que en la actualidad la industria requiere de mejores
desempetios que los proporcionados por los tradicionales sistemas de con-
trol, el desarrolio de métodos mas eficientes es prioritario. Asf mismo se
requieren hacer consideraciones explicitas de las no linealidades del sistema e
incluirlas dentro de la etapa de disefio del control, ademss de requerir mod-
elos matematicos méas completos, los cuales no desprecien la naturaleza del
sistema.

Tal problema ha motivado un gran avance tedrico con el propdsito de
desarrollar estrategias de control capaces de resolver este problema. Desafor-
tunadamente la brecha entra la teorfa y la practica aun persiste, provocando
que muchos de los métodos desarrollados no tengan una aplicacién practica.

Un método que ha logrado, de alguna manera, sortear exitosamente esta
brecha, es el conocido por control por moldeo de energia, cuya principal
caracterfstica es explotar las propiedades fisicas del sistema para el disenio
del control. Su idea fundamental consiste en moldear la energfa natural del
sistema, ¢ inyectar amortiguamiento de tal forma que el objetivo de control
se logre.

Ya que éste método matematico se encuentra orientado hacia la ingenierfa,
es necesario considerar de forma fundamental que la filosoffa empleada para
resolver el problema anteriormente descrito, se encuentra restringida a un
subconjunto-de sisternas con naturaleza fisica descritos por ecuaciones difer-
enciales no lineales, caraterizando a esta clase de subsistema de tal forma que
se esté en la capacidad de cubrir la mayor cantidad posible de sistemas fisicos
con un sélo método. Se considera particularmente a los sistemas descritos a
través de las ecuaciones Euler-Lagrange.



La aplicacién del control control por moldeo de energia mds inyeccion de
amortiguamiento ha resuelto algunos problemas en aplicaciones que van des-
de los sistemas puramente mecanicos hasta los puramente eléctricos, pasando
por aquellos que poseen una estructura electromecénica.

1.1 Objetivo de la tesis.

El objetivo que persigue esta tesis es el de mostrar como la inclusién de las
propiedades fisicas del sistema en el disefio del control proporciona controles
fisicamente interpretables, capaces de resolver los actuales problemas indus-
triales. Se muestra como la filosoffa de control basado en pasividad aplicada
a sistemas electromecédnicos funciona para sistemas que actualmente se em-
plean en la practica, para lo cual se selecciond el motor de induccién (MI)
como el ejemplo m4s interesante debido a la tendencia industrial en automa-
tizacién con maqguinas eléctricas de utilizar este tipo de motores en lugar de
los tradicionalmente considerados de corriente directa (CD).

1.2 Organizacién de la tesis.

El capitulo 2 describe la obtencion de las ecuaciones Euler-Lagrange a partir
de consideraciones de potencia y energia, se desarrollan ejemplos para ilustrar
las ventajes de este método. En el capitulo 3 se presentan la forma en la cual
se desarrollan los modelos mateméticos de los sistemas electromecéncios que
son objeto de estudio en esta tesis. El capifulo 4 presenta el método de con-
trol por moldeo de energia de una forma general, asf mismo las propiedades
que exhiben los sistemnas Euler-Lagrange. El capitulo 5 presenta el caso de
estudio seleccionado, el motor de induccién, su modelo y €l disefio del control.
Adicionalmente se presentan los resultados de simulacién digital del ML El
wltimo capitulo expone las ventajas y el desarrollo futuro, tanto tedrico como
préctico, que presenta el método.




Capitulo

Ecuaciones Euler-Lagrange

El objetivo de este capitulo es presentar a las ecuaciones de Euler-Lagrange
como un método de modelado que es aplicable tanto a sistemas eléctricos
como mecénicos y por lo tanto a electromecénicos. La utilidad del método
se ilustra con algunos ejemplos. Il desarrollo presentado estd basado en
[Meis66].

2.1 Formulacién general

Fl procedimiento general para determinar el comportamiento dindmico de
un sistema como funcién del tiempo, involucra resolver un conjunto de ecua-
ciones diferenciales simultdneas conocidas como ecuaciones de equilibrio. Es-
tas ecuaciones determinan la dindmica del sisterna de acuerdo a la interconex-
i6n de elementos en el sistema. Para un sistema eléctrico tales ecuaciones
pueden obtenerse a través de las leyes de Kirchhoff de corrientes o voltajes,
para un sistema mecdnico la formulacién de las ecuaciones de equilibrio se re-
aliza a través del la segunda ley de Newton, o por el principio de D’Alembert.
En el caso de que el sistema a modelar sea de naturaleza electromecdnica, la
obtencién de la estructura matemética que describe al sistema puede compli-
carse, aunque cada uno de los subsistemas que lo componen puede formularse
a través de los principios y leyes adecuados a su naturaleza, mientras que el
subsistema que corresponde a la interaccién electromecanica puede modelarse
realizando consideraciones de conservacién de la energfa.

Una alternativa que permite realizar este procedimiento pero en un con-
texto unificado son la ecuaciones de Euler-Lagrange (EL). La formulacién



de las ecuaciones EL parte de la premisa que cualquier sistema fisico, inde-
pendiente de su naturaleza, es un tranformador de energfa. Por lo tanto,
su comportamiento dindmico puede obtenerse a partir de sus caracteristicas
energéticas. La caracteristica principal del método es obtener el compor-
tamiento dindmico de un sistema fisico a partir de su informacién energética.
El requisito exigido es que esta informacién energética se encuentre en fun-
cién del minimo ndmero de variables necesarias para describir de manera
completa su comportamiento dindmico. Desde una perspectiva més técnica,
el desarrollo de las ecuaciones EL tienen como punto de partida la descrip-
cién de los elementos interconectados del sistema, a través de sus relaciones
constitutivas. A partir de éstas se expresa la funcién de potencia para el
elemento, y de ésta se obtiene la funcién de energfa asociada al &L

2.2 Sistemas eléctricos y mecdnicos

Considerando las caracteristicas generales de las ecuaciones EL, para el mod-
elado de sistemas electromecédnicos se identifican primero las propiedades
energéticas de estos, posteriormente se determina el nimero minimo de coor-
denadas necesarias para describir su comportamiento dindmico y finalmente
se obtiene su modelo dindmico.

Con ¢l fin de caracterizar la clase de sistemas electromecédnicos consid-
erados en este trabajo, se parte de la suposicién de que cualquier sistema
de este tipo estd formado por la interconexién de elementos bésicos ideales.
Estos elementos son: fuentes de voltaje, corriente, fuerza y par, inductancias,
capacitores, resistencias, masas, resortes y amortiguadores.

Adicionalmente los modelos propuestos para describir a los sistemas elec-
tromecénicos deben estar restringidos a que su expresion esté en funcién de
variables de fdcil manipulacién. En general esta variables se relacionan con
las que son facilmente medibles.

El propésito es situar el método a un nivel accesible para el ingeniero,
para ello empleamos elementos basicos ideales.

2.2.1 Elementos basicos

Sistemas eléctricos

El capacitor es un buen punto de partida para presentar la formulacién EL.



La capacitancia esté descrita por la relacién diferencial

du(t)
dt

i) =C (2.1)

donde i(t) es la corriente, v(t) el voltaje y C es la capacitancia. Esta ecuacién
puede escribirse de la forma

1 4
u@=—fmm (2.2)
C Jo
La funcién que define a la corriente es
oy _ dg(Z)

con q(t) la carga como una funcién del tiempo. Integrando ésta ecuacion, se
tiene que

o) -9 = [ it (2.4

Si en esta ecuacién se considera que las condiciones iniciales son iguales a
cero, la ecuacién (2.2) toma la forma

v{t) = =q() (2.5)

Desde un punto de vista fisico el capacitor tiene la habilidad de almacenar
corriente y en este proceso una diferencia de potencial aparece en los extreros
del capacitor, por lo tanto se requiere de una expresion que relacione el voltaje
a través del dispositivo cuando la carga se acumula. En este caso la carga
aparece como una variable fundamental, por lo tanto se selecciona como
una de las coordenadas basicas. Si se grafica la carga como una funcién
del voltaje, entonces la capacitancia C(v) es la pendiente de esta curva en
cualquier punto, como se muestra en la figura 2.1. Si la curva es una linea
recta, entonces la capacitancia es una constante y por lo tanto se tiene un
capacitor lineal; si la curva no corresponde a una linea recta, entonces la
pendiente cambia como una funcién de la carga o el voltaje y el elemento es
no lineal. La figura 2.1

se conoce como la curve constitutiva o caracteristica del elemento que
describe completamente el comportamiento de éste.
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TS—-(v)

Figura 2.1: Curva caracteristica de un capacitor

La asignacién de la variable dependiente o independiente, esta limitada
por las variables que se deseen analizar, i.e. si se desea que la variable inde-
pendiente sea la carga, la relacién de capacitancia toma la forma presentada
en 2.9

A continuacién se describe, partiendo de la inductancia, la segunda coor-
denada bésica, el flujo de enlace. La inductancia estd descrita por la ecuacién
diferencial

di(t)
t)=L—— 2.6
ot) =15 (26)
en donde L corresponde al pardametro del inductor, esta iltima ecuacién
define que el voltaje a través del inductor es proporcional a la derivada de la
corriente que circula a través de él. Integrando esta ecuacién con respecto al

tiempo se tiene que

i) = = fo o(t)dt (2.7)

asumiendo que las condiciones iniciales son iguales a cero. En este momento
es conveniente mencionar que la derivada del flujo de enlace con respecto al
tiempo define el voltaje, es decir

d);it) — of)
por lo que la expresién (2.7) puede escribirse como

i(t) = 220) (2.8)
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Una inductancia tiene la habilidad de almacenar voltaje y en esté proceso
una corriente fluye a través de él. La curva caracteristica de un inductor se
presenta en la figura 2.2. La pendiente de esta curva es L(4), la inductancia.
Similarmente a la curva del capacitor, una lines recta en la grafica de A
contra %, es un valor constante para L y el elemento es lineal, mientras que
una curva en esta gréfica describe a un elemento no lineal. La segunda
coordenada bésica es el flujo de enlace.

~— L(i}

Figura 2.2: Curva caracteristica de un inductor

Dado que todos los sistemas disipan energia, es necesario definir la relacién
para describir este fendmeno. En este caso el elemento disipador, es decir el
elemento que no almacena energia sino sélo la disipa, esta modelado por una
resistencia eléctrica. La relacién que describe el comportamiento de este tipo
de elemento es

i(t) = 29 2.9)

donde i(t) es la corriente que circula a través de él, v(t) es el voltaje en sus
terminales y R es la resistencia definida como B = -(13, siendo (7 la admitancia.
En el caso general el valor de R depende de la corriente o el voltaje, por lo
que la curva caracteristica de un resistor es la que se presenta en la figura 2.3

En el caso particular que R sea constante entonces la curva caracteristica
es una recta con pendiente R, es decir se trata de un resistor lineal.

Es interesante cbservar que la resistencia est4 expresada en términos de
las primeras derivadas de las variables bésicas: corriente (derivada de la
carga) y voltaje (derivada del flujo enlace).



Figura 2.3: Curva caracterfstica de un resistor

Sistemas mecdnicos translacionales

Siendo coherentes con la descripcion hecha para los sistemas eléctricos, a
continuac

ion se describen los elementos bésicos para sistemas mecédnicos.

Una masa puede describirse por una relacion diferencial

. dul(t)
&) = M? (2.10)

donde f(t) es la fuerza que actua sobre el elemento, M es la masa y v{t) es
la velocidad lineal. Integrando la ecuacién (2.10) se tiene

o) = 3= fo s (2.11)

considerando condiciones iniciales nulas.
El término integral en (2.11) se define como el momentum p, entonces
esta ecuacién se puede escribir como

& 06 = 50) = = [ (0t 212

de donde, reescribiendo la ecuacién (2.12) con condiciones imiciales cero, se
tiene que

o(t) = 5:pl0) (2.13)
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A diferencia de los elementos introducidos hasta ahora, en el caso de las masa
el pardmetro M en general se considera constante, por lo que sélo se habla
de masas lineales, las cuales poseen una curva caracterfstica como la que se
presenta en la figura 2.4.

T M(v)

Figura 2.4: Curva caracteristica de una masa

El momentum es seleccionado como la primera coordenada bésica mecédni-
ca. Tomando la primera derivada del momentum se obtiene la fuerza aplicada
a la masa. Se puede observar que la masa es un almacenador de fuerza.

En lo que se refiere al resorte, este elemento estd descrito por una ecuacién
de la forma

z(t) = Kf(t) (2.14)

donde x(t) es el desplazamiento relativo de las terminales del resorte y es-
tablece la segunda coordenada bésica para los sistema mecdnicos. Sin em-
bargo, se sabe que la velocidad en las terminales se define como

dz(t)
por lo que la ecuacion (2.14) se puede escribir como

i) = }15 ]0 (bt (2.15)

donde la integral en la ecuacién (2.15) es simplemente la diferencia de posicién
entre la parte superior y la inferior del resorte, esto es

2(t) = 2(0) = /0 ()t (2.16)




En general la ecuacién (2.14) define una curva caracteristica como la mostra-
da en la figura 2.5. Por otro lado, de la ecuacién (2.15) se puede observar
que el resorte es un almacenador de velocidad. Al igual que en los casos
anteriores, si K es constante se dice entonces que e} resorte es lineal.

“~—_ K(f)

Figura 2.5: Curva caracteristica de un resorte

Hasta este punto se ha descrito que las coordenadas fundamentales para
sistemas mecédnicos son el momentum y la posicidén, y que la primera deriva-
da de estas coordenadas son fuerza y velocidad respectivamente. En lo que
se refiere a los elernentos de disipacién o amortiguamiento, se emplean estas
primeras derivadas para caracterizarlos, similarmente 2 la resistencia eléctri-
ca.

La relacién que describe un amortiguador estd dada por

#(t) = Do(t) (2.17)

donde D se conoce como coeficiente de amortiguamiento. De manera gen-
eral, este pardmetro depende de la fuerza o de la velocidad y al igual que
en los elementos anteriores si es constante entonces define un amortiguador
lineal. Es importante notar que, al igual que la resistencia eléctrica, la curva
caracteristica de un amortiguador no depende de variables bésicas, por lo
que se puede concluir que esté elemento sélo disipa y no almacena epergia
Para. el caso de un sistema mecénico rotacional, existe una similitud en
la definicién de las coordenadas bdsicas, el momentum lineal es sfmil del
momentum angular, la posicién angular a la posicién lineal, y 14 fuerza al
par.

10



Sistemas mecanicos rotacionales

Los elementos bésicos rotacionales estdn definidos de una forma ansloga a
los traslacionales. Como se menciono en un pérrafo anterior, las coordenadas
fundamentales para el movimiento rotacional son el momentum angular | y
la posicion angularé.

El par aplicado a una inercia, para un elemento lineal, relaciona dos
variables en la ecuacién

dw(?)
Tt =J—= .
() e (2.18)

donde w, es la velocidad angular, T es el par aplicado y J la inercia. Inte-
grando la ecuacidn (5.32), la velocidad angular est4 dada por

w(t) = %/:T(t)dt (2.19)

con w(0) tomada como cero. La integral en la ecuacion (5.33) estd definida
como el momentum angular, esto es

() — 1(0) = fo @)t (2.20)

Cuando !(0) se toma como igual a cero y la ecuacién (5.33) es simplemente

wlt) = 21(0)

J
Para un resorte rotacional ideal, la relacién constifutiva estd dada por
T—_14 (2.21)
=% .

donde K} es la constante del resorte.
El amortiguador rotacional, considerando un elemento lineal, estd descrito

por la relacién

T = D@w
donde D es el coeficiente rotacional viscoso.
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Se ha obtenido, considerando la similitud entre sistemas mecénicos transla~
cionales y rotacionales, seis variables bdsicas. Es obvio el hacer notar que sélo
las posiciones lineales y angulares, son variables basicas. En el caso de las va
riables cuyas primeras derivadas se emplean, tales como las corrientes, volta-
jes, fuerzas, y velocidades, su seleccién yace en la factibilidad para poder
medir estas variables. Es mds fécil medir voltaje que flujo de enlace y corri-
ente que carga, y es mds sencillo sensar posicién que velocidad.

2.3 Funciones de energia

A continuacién se obtienen las caracteristicas energéticas de cada uno de
los elementos presentados a partir de sus relaciones constitutivas. Posteri-
ormente se presenta la generalizacién para el caso cuando se cuentan con n
elementos interconectados.

Sistemas eléctricos. La potencia eléctrica asociada a un capacitor ests
dada por

P.(t) = v(t)i(?) (2.22)

La energia que fluye dentro de éste elemento se almacena como un campo
eléctrico, esto es, un capacitor almacena corriente i(¢) = %—Q. El incremento
de energia en un tiempo dt estd dado por

dW,.(t) = Pu(t)dt = v(t)dté—(;)dt (2.23)

por lo que la energia alamacenada desde un tiempo inicial £y a un tiempo
posterior ¢ se obtiene integrando (2.23), lo que resulta en

W.(t) — Walto) = ] tv(t)i(t)dt (2.24)

tp

la cual se peude escribir, substituyendo i(2) = d—‘féﬂ, COmno

We(g) — Welgo) = f qv(Q)dq

qo
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Ya que el interés se centra en la energfa total que almacena el capacitor,
si el tiempo ty se selecciona de tal forma que g = 0, entonces la energfa
almacenada en el tiempo cero es

We(to) = Welgo) =0 (2.25)

y con esto la ecuacién (2.25) se reduce a

Welq) = /{; qv(q)dq (2.26)

En éste momento se estd en posicion de establecer la relacién que existe
entre esta expresion que caracteriza a la energia almacenada por el elemento
y la relacidn constitutiva que determina su comportamiento dindmico.

Si se observa la figura 2.1, que define la relacién constitutiva del capacitor,
se podrd notar que el término del lado derecho de la ecuacion (2.26) no es otra
cosa mas que el drea bajo la curva definida por la funcion (2.5). Es decir, la
energia almacenada por este elemento puede ser obtenida de manera directa
de la misma curva constitutiva del capacitor. Este hecho por supuesto no
es sorprendente, sin embargo nos permite obtener informacién adicional del
elemento. Especificamente, si se considera ahora como variable independiente
al voltaje en la funcién definida por (2.5), se puede ver que una segunda
funcién de energia puede ser obtenida

W (0) = /D " g(v)dv (2.27)

donde la funcién que determina el 4rea sobre la curva y se identifica con la
notacién primada se conoce como la coenergia almacenada en el capacitor.

Aunque en realidad no existe una interpretacién fisica para las funciones
de coenergia, la utilidad de estas se verd clara cuando posteriormente se uti-
lizen como herramientas de modelado, lo cual se lleva a cabo en secciones
posteriores. Baste por el momento observar el hecho de que a partir de la cur-
va constitutiva del capacitor es posible obtener sus caracterfsticas energéticas
por medio de la funciones de energia y coenergia.

Para el caso del inductor la situacién es muy similar, se parte de la relac1<5n

()

vt =g
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Figura 2.6: Representacién grafica de las funciones de energia y co-energfa

va que se considera que en la inductancia se almacena voltaje, entonces el
campo magnético almacenado a través del tiempo es
dA(t)

AW (t) = i(t) =]

dt

Si la energia almacenada en el tiempo %y es cero, entonces la energia almace-
nada es

la cual puede reducirse a

Win(A) = fo ") (2.28)

Esta expresién corresponde a la energia magnética almacenada. La funcién
de coenergia magnética estd dada por

W' () = ]0 2}(i)dé (2.29)

Aligual que en el caso del capacitor, el hecho importante que se desprende de
la estructura de las funciones (2.28) y (2.29) es que estas pueden ser obtenidas
directamente de la curva constitutiva del inductor, como se observa en la
figura 2.6, como el 4drea bajo y sobre la curva definida por la funcién (2.8)
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Para el caso de la resistencia y considerando su funcién constitutiva dada
por la ecuacién (2.9), un procedimiento similar al del capacitor e inductor
puede ser seguido. En este caso el drea bajo la curva estd dada por

Foli) = ]0' " o(i)di

la cual determina la energfa disipada por el elemento, ya que al tratarse
de un elemento disipador ideal no almacena energfa. Esta funcién se conoce
como funcién de disipacién de Rayleigh y de manera andloga se puede definir
la cofuncién de disipacién como

Fo(v) = /Ov i(v)dv

cuya interpretacién grafica coincide con el drea sobre la curva constitutiva
del elemento.

Sistemas mecdnicos Para la obtencién de las funciones de energia de
un sistema mecénico translacional se realizan consideraciones similares a las
realizadas para los elementos eléctricos.

Considerando que una masa es un almacenador de energfa cinética (fuerza)
y la fuerza se define como f(t) = d—%ﬂ, si la potencia mec4nica est4 dada por

la relacidn
P =v(t)f(2)

donde f(t) es la fuerza y v(f) es la velocidad, entonces un incremento en la
energia alamacenada por el elemento es

dp(t
dT = Pdt = v(t)%-ldt

y por lo tanto la energia cinética almacenada estd dada por

CEYRCE

o0 equivalentemente

T{p) = /0 pv(p)dp (2.30)



Como se esperaba, esta expresion coincide con €l drea bajo la curva constitu-
tiva de la masa definida por la funcién (2.13), por lo que la coenergia cinética
toma la forma

T'(v) = ]0' " p(v)dy (2.31)

En el caso de un resorte, la energfa se almacena en forma de energfa
potencial (velocidad). Si para incrementos de tiempo la energia potencial
surninistrada cambia de acuerdo a

dz(t)
dt

entonces la energia almacenada por el resorte es

f f da:(t
- /0 " f(2)ds (2.32)

Nuevamente esta expresion se puede obtener de calcular el drea bajo la curva
ahora de la definida por la funcién (2.14). De esta grifica se puede obtener
entonces que la ecuacién de coenergia potencial es de la forma

dv(t) = f(t)— ~dt

lo cual es equivalente a

f
v = [ el (239
0
Finalmente y siguiendo un procedimiento similar al aplicado a la resistencia

eléctrica, se puede deducir que la funcién de disipacién de Rayleigh para un
amortiguador es

f
Fulf) = j Hf)d

mientras que la co-funcién de disipacion estd dada por




Con el fin de completar la obtencién de las funciones de energfa de todos los
elementos bésicos involucrados en la estructura de un sistema electromecsni-
co, el andlisis presentado para el caso de sistemas mecdnicos translacionales
se puede extender al caso de sistemas rotacionales. Asf, se puede obtener que
la funcién de energia cinética para una inercia rotacional estd dada por

;
Tmzfmwz (2.34)
0
mientra que la funcién de coenergia cinética es
- é - .
T@:/ﬁ@w
0
Para un resorte rotacional la funcién de energia potencial estd dada por
6
V(6) = / i(6)d6 (2.35)
0
mientras que la funcidén de coenergia potencial se establece como
- , i - -
Vm=/mmz (2.36)
0

La funcién de disipacién de Rayleigh para un amortiguador rotacional es

por 1o gque la cofuncidn de disipacién se puede expresar como
- é - .
ﬂ@:/ﬁ@w
i

2.3.1 De funciones de energia a variables medibles

Cémo se menciond al inicié de éste capitulo, una condicién que deben cumplir
los modelos propuestos para los sistemas electromecénicos es que estos deben
estar en funcién de variables de facil medicién. Especificarnente, estas vari-
ables son corrientes, voltajes, fuerzas y posiciones. Por otro lado, las fun-
ciones de energfa recientemente presentadas dependen de variables basicas,
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es decir, cargas, flujos, momentums y posiciones. En éste sentido es necesario
establecer que relacién existe entre las variables deseables para representar
el comportamiento dindmico de un sistema electromecdnico y las funciones
de energfa presentadas.

Para poder establecer esta relacion, considere la funcién de energfa eléc-
trica almacenada en un capacitor dada por (2.26). Es evidente, que si se toma
la derivada parcial de esta expresién con respecto a la carga g, entonces lo
que se obtiene es

32 = v(q)

Es decir, a partir del conocimiento de W,{g) es posible calcular el valor del
voltaje en las terminales del capacitor.

De manera similar, si se considera la derivada parcial de la co-energia
eléctrica repecto al voltaje, entonces se obtiene que

_awg‘i(v) = q(v)

por lo que al derivar esta expresién respecto al tiempo se obtiene que

2[5

Una de las variables eléctricas deseables para describir el comportamiento
dindgmico de este tipo de sistemas, la corriente, se puede obtener de la infor-
macion energética del elemento.

Considere ahora que la funcién de energia magnética almacenada en un
inductor estd dada por Ja ecuacién (2.28); si se toma la derivada parcial con
respecto al flujo de enlace A, se obtiene

W () — i)
ox
Esto es, si.se conoce W(A) es posible conocer el valor de la corriente <.
Similarmente, al considerar la derivada parcial de la co-energia magnética
respecto a la corriente, se obtiene

oW} (7)
oy

= A1)
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Si esta expresién se deriva con respecto al tiempo se obiene

)
&[] — o
dt o

Nuevamente, la segunda de las variables eléctricas deseadas para describir el
comportarmiento dindmico de sistemas eléctricos, el voltaje, se puede obtener
de la informacion energética del elemento.

Para establecer las relaciones existentes entre variables medibles y fun-
ciones de energfa para un resistor se emplean la funcién y la co-funcién de
disipacién de Rayleigh. La utilidad de estas funciones puede apreciarse si se
considera que

5}(;‘2;@ = v(¢) (2.37)
y

BFL(Ny .

Tan §(v) (2-38)

La ecuacion (2.37) muestra que la derivada parcial de la funcién de disi-
pacién de Rayleigh con respecto a la corriente proporciona el voltaje en la ter-
minales del resistor. Similarmente, la ecuacién (2.38) muestra que al derivar
parcialmente con respecto al voltaje la co-funcién de Rayleigh se obtiene la
corriente a través del elemento.

Se desarrolla shora el caso de elementos mecanicos: masas, resortes y
amortiguadores.

Considere la funcién de energia cinética almacenada en una masa, dada
por la ecuacién (2.30), la derivada parcial con respecto al momentum estd

dado por la expresién
87 (p) _

Esta expresién muestra que si se conoce 7 (p), se puede conocer la velocidad
v del elemento. Si se obtiene la derivada parcial de la coenergia cinética, se
tiene que

o7 (v

S




Al obtener la derivada con respecto al tiempo de esta expresién se obtiene
que

4[]

Una vez m4s, se ha obtenido informacién a partir de la descripcion energética
del elemento, en este caso la fuerza f.

Ahora se desarrolla el caso de un resorte translacional partiendo de la fun-
cién de energia potencial almacenada en el elemento, descrita por la ecuacién
(2.32). Al obtener su derivada parcial con respecto a la posicién z, la ecuacién
toma la forma

NV(z)
o = f(z)

Al igual que en los casos anteriormente descritos, a partir del conocirpiento
de la funcién de energia es posible calcular el valor de una de las variables
de medicidn, en este caso la fuerza. Considere la derivada parcial de la co-
energia. potencial (2.33) respecto a la fuerza, entonces se obtiene que

V'({)

—5}'—“=$(f)

por lo que al derivar esta expresién con respecto al tiempo se obtiene que

d [avV'(f)
dt [ af

que corresponde a la velocidad en el resorte.

Por ultimo se realiza el desarrollo para el caso de un amortiguador, este
andlisis es similar al realizado para el resistor eléctrico, asf que se parte de
la funcién y la co-funcién de disipacién de Rayleigh que para este caso estdn
dadas por

B

OFm(®) .. "

=2 = u(3) (2:39)
y

OFp(E) _ .

2 = 5(0) (2.40)
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La derivada parcial con respecto a la fuerza en la ecuacién (2.39) da como
resultado la velocidad en el amortiguador, y la derivada parcial con respecto
a la velocidad (2.40) resulta en la fuerza transmitida por el amortiguador.

El mismo anilisis es aplicado para obtener, de manera similar, la relacién
entre variables medibles y funciones de energfa para los sistemas mecsnicos
rotacionales.

Establecer estas relaciones s6lo conlleva adecuar las variables asociadas a
los elementos rotacionales, con lo ¢ual si se considera que la funcién de energfa
cinética almacenada en una inercia, dada por la ecuacién (2.34), la derivada
parcial con respecto al momentum angular estd dado por la expresién

aT(l)
T w(l).

Esta expresién representa que si se conoce 7 (1), se puede conocer la velocidad
angular ¢ del elemento. Ahora bien, al obtener la derivada parcial de la
coenergfa cinética con respecto a la velocidad angular, se tiene que

077(0)

a0

Al obtener la derivada con respecto al tiempo de la expresién anterior se
obtiene que

= 1(8)

d 197'(8 g
d P*_(_)] _ i)
| 68

La representacién anterior proporciona informacién a partir de la descrip-
cién energética del elemento, en este caso el par aplicado 7'

El siguiente elemento a analizar es el resorte rotacional. Partiendo de
la funcién de energia potencial almacenada en el elemento, descrita por la
ecuacion (2.35), al obtener su derivada parcial con respecto a la posicién
angular §, la ecuacién toma la forma

VO _
o6
Similarmente a los casos anteriormente descritos, a partir de! conocimiento
de la funcién de energfa es posible calcular el valor de una de las variables
de medicién, en este caso el par.



Considere la derivada parcial de la co-energfa potencial (2.36) respecto a
la fuerza, entonces se tiene que

V(i)
ol

por lo que al derivar esta expresion con respecto al tiempo se obtiene

d vy .
E[T}_Q(”

que corresponde a la velocidad angular en el resorte.

Por tltimo se realiza el desarrollo para el caso de un amortiguador rota-
cional. Se parte nuevamente de la funcién y la co-funcion de disipacién de
Rayleigh que para este caso est4n dadas por

= 4(l)

8 F e (1)

=8 = i) (2.41)
y ;
== = i(h) (2.42)

El anilisis es el mismo que el realizado para los elementos que disipan
energfa, la derivada parcial con respecto al par, en la ecuacién (2.41) da como
resultado la velocidad angular en el amortiguador, y la derivada parcial con
respecto a la velocidad angular (2.42) resulta en el par transmitida por el
amortiguador rotacional.

2.4 Sistemas interconectados

Como se presenté en la seccién anterior, la informacién energética de cada
uno de los elementos bésicos es equivalente a la informacién que se puede
obtener de ellosutitizando variables de ficil manipulacién. Sin embargo, una
ventaja que presenta el enfoque energético es la facilidad que se obtiene para
definir sistemas interconectados.
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Sistemas eléctricos. Para generalizar la formulacién de las funciones de
energfa al caso de sistemas con mmiltiples elementos, se parte una vez m4s de
la capacitancia. En este caso, para un sistema para n capacitores interconec-
tados, la energia total almacenada en el sistema se define como una funcién
que depende, de alguna manera, de las cargas almacenadas en cada uno de
los n capacitores y estd dada por la ecuacién

a
er(Ql: J25 eeey Qn) = f )‘1 (Q’1, das -y Qn)dQ’1 (243)
0
Q2 |
+/0 A2(q1, 92, -+ Gn)dg2

On
+...+/ Mar, G2, Ga)dgn
4]

donde por cuestiones de ventaja notacional, que se verdn mds claras adelante,
los voltajes en cada capacitor se denotan como A; y las cargas como g;, con
i=1,...,n. Abreviando la notacién de la ecuacion (2.43), se puede escribir

s T
We(QlaQ%“'ﬂQn) = Z/; )\i(QI:Q%'":Qn)in (244)
i=}

La funcién de coenergia puede desarrollarse de forma similar, por simetria,
de la ecuacién (2.44), por lo que esta dada por

.. . n & .. . .
W0 das o d) = Y [ s Sk
=1 V0

En la seccién anterior se demostré que a partir de las funciones de energia
es posible obtener las variables basicas asociadas a cada elemento. Para el
caso de un sistema de n capacitores, se tiene que al derivar con respecto a la
k — ésima carga se obtiene que

AN 8 — -/‘Q-'.
: 92, - 3@ G2y eoes @iy vy Gu)dgs (245
o ) 3%;; A @ ) (245)

= j\k(Ql;qm---:Qk;---:Qn)

Es decir, que debido a la estructura propuesta para la funcién de energfa
del sistema, la propiedad de poder obtener variables, como son el voltaje en
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las terminales de un elemento dado, no se pierde. En el caso de la conergia,
eléctrica de este mismo sistema, se tiene que

W A
a (Al’ 2 n) = Zf g; )\I:A% n)d)\

ka

= (A1, As, 0, Ay, s An)

por lo que al derivar repecto al tiempo se tiene que

Wi, da)] o
df { a}\k :{ _Zk()\ly---;An)

La expresién anterior establece que siguiendo el mismo procedimiento que el
presentado para un sélo elemento, la corriente en un determinado capacitor
puede ser obtenida a partir de la funcién de energfa del sistema completo.

Es interesante notar la relacién que existe entre la variable utilizada para
obtener la derivada parcial y la variable resultante de aplicar esta derivacidn.
Mientras que el voltaje se obtiene de derivar con respecto a la carga, la
corriente es el resultado de derivar respecto al voltaje. Esto es importante,
como se verd mds adelante, pues el tipo de derivada parcial seleccionada
estard estrechamente ligada con el tipo de andlisis que se aplique al sistema,
es decir, andlisis por mallas o por nodos.

La propiedad presentada es facilmente extendible a los elementos bésicos
restantes.

Para un sistema de n inductancias, se parte de la funcién de energia total
descrita por

Ay
Wm(;\]_,}\z, sy An) = f (j’l(Al,/\g,..., )‘n)d/\l (246)
0
A
+ [ e M)
1]

An .
. +f 61005 A2y e M)
@l

Esta puede se escrita de la siguiente forma
n ‘\1
Wiy Aoy s da) = 3 /0 6O Ao M)
i=1
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y por lo tanto la funcién de coenergfa tiene la misma estructura
f . - . i él
Wm(Q11q2a “':Qﬂ.) = Z/ )\z'(fhrg}% "'7q.'n)dq-'i
=7 40

Cuando se obtiene la derivada parcial de la energia de campo magnético con
respecto a A, se tiene que

T M An)
c%k

0
)\k ;qk()\l, /\2, ceey /\k, rasy /\n)

1o cual se reduce a
OWirn (A1, Az, eey Aky ooy An)
ka

esto es, tomando el cambio en la energia magnética total con respecto al flujo
en af k — ésimo clemento, mientras los demés flujos permanecen constantes,
se obtiene la corriente en el k — ésimo inductor. Observese que la seleccién de
) como nuestra variable de interés, permite obtener términos de corrientes.

Si se realiza una operacién similar, se puede obtener de la funcién de
coenergia magnética que f

OW (1, 2y s Gty -1 G " 7)dg
. m( 1; a’qk’ i ) Z/ Q13Q’2: ?qka"“qn)dq’-‘

= Gr( ALy A2y vy Aky ey An)

de la cual se obtiene que

aW;n(élaéZ:"'a Qk: 7qn)
94k
Do anes similar al caso de capacitores, si se toma la derivada con respecto
al tiempo de esta expresién entonces se tiene que

e . .
-&- Wm(QM'a(j:Ik: ooy Q’n)] — Ak(qh ooy q&:: ----;Qn)
es decir, se obtiene como variable el voltaje en el k — ésimo inductor. Nueva-
mente, es interesante notar como seleccionando a la corriente como variable
respecto a la cual se realiza la derivacién parcial, es posible obtener el voltaje
en ¢l elemento.

Este mismo tipo de deduccién que se ha realizado para los elementos
eléctricos es posible realizarlo para los sisteras mecanicos.

/\ (q17 Q21 th: 3qﬂ)
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Sistemas mecdnicos. La energia en una masa se almacena en forma de
energta cinética. La potencia instantdnes suministrada a un sistema de n
masas esta dado por

P = &1(8)p1(£) + E2(O)pa(t) + - + Gn()nl2) (2.47)

La energia cinética almacenada en un tiempo ¢ estd dado por

T(t) =/0. l(t)dp;f)dHfg ()é%ﬂdt+.._+/o d:n()dp;(t)dt
(2.48)

lo cual es equivalente a

1
T(p1,P2ysPn) = / Z1(P1, D2y o0 Pr) D1
0
p2-1
+/ $2(P1:P2:---:Pn)dpz
0

T
+/ i‘n(Pl:P% 3pn)dpn
0

Empleando una notacién abreviada, la energia cinética almacenada total es
T(Pl,pz, ?pn Z/ I, pl:p% apn)dpz (2-49)
i=1

v la expresién para la coenergia es entonces

i1 i-‘
T'(%1, T2y ..., ) =Zf Di(E1, g, ..y £ )i
=10

Seleccionando las coordenadas de posicién como las de mayor interés, las
derivadas parciales de la funcién de energia con respecto a z y a z (posicién
y velocidad repctivamente) tienen la forma

aTr(i‘l:i'% "':'Tk -'Bn)
aﬂ.'fk Z/ pz Ilaxb xn)dm

lo cual se puede representar simplificadamente como

3T’(x'1, 2y ey Thy ...,in)
Oy

= pk(ill -’1-:2: =rey x‘k, weuy m‘n)

26



Esta expresién proporciona como resultado el momentum.
Para un resorte rotacional o translacional se considera que son almacen
adores de energia potencial. Para un sistema de n resortes se tiene que la
expresion de energia potencial es

V(zlyi‘?: weny mn) = Zf ﬁi(xls L2y .eey "Tn)dmz (250)
=10

Ahora. sa formla In. fincidn de coenergia potencial como

b i
V(ﬁlaﬁ% "':f”n) = E / 332‘(2'91:252: :Pn)dpz-
0

i=1

Considerando una discusién similar a la que se realizé para la masa, todas las
ecuaciones de equilibrio mecdnico son usualmente escritas como una suma-
toria de fuerzas con z y & como las coordenadas de interés. Empleando la
funcién de energfa potencial se obtiene que

3V(E1, Z9y ey Ty auvy :En) a = =
= =5 E Pi(Z1, 22, ..., Tk, oo, T )iz
k k<= Jo
=1

ecuacién que resulta en

aV($1,$2, caeg Loy aany xn)
8:1:k

la cual representa la fuerza aplicada al k — ésimo resorte.

En la tabla 2.1 se muestran los resultados del an4lisis realizado hasta este
puuto, presentdndose la estructura de las funciones de energia y co-energia
vara - :la elemento v las derivadas parciales requeridas para la obtencién
de las variables asociadas a cada tipo de analisis por el cual el sistema bajo
estudio es resuelto.

= Z.Jk(xlu T2y eeey Thy oy "‘En)

2.4.1 Restricciones Holonémicas

Una vez que se ha introducido el concepto de sistema interconectado, es
conveniente abordar el problema relacionado con la determinacion del minimo
nimero de variables necesarias para describir €l comportamiento dindmico de
un sistema.
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| Elemento | Funcién de energia | Derivada Parcial | Anslisis ||
Capacitor = [Jv(g)dg —3%—:@} = v{g) Mallas
= [, q(v)dv %ﬁf—”} = g(v) Nodos
Inductor Wm().) = [riydr | =B —4()) | Nodos
Whii) = [ A@di | =8 = p) Mallas
Masa T (p) = [f 2(p)dp Q’%”l =&(p) | Velocidad
To(8) = [T p@)de | ZE = p(z) Fuerza,
Resorte | V(z) fox flz)dz ) Fuerza
V)= flz f)df U = z(f) | Velocidad
Inercia 7(1) ( = [, 8(1 220 — b(1) Vel. ang
7 ——— 2 :
fo 1(9 i el 1C) Fuerza
Resorte = [V1(6)dd )~ j(6) Fuerza
rotacional V() NGO 0 = (i Vel. ang

Tabla 2.1: Funciones de Ernergia

El concepto fundamental para determinar estas variables es el de restric-
ciéon. Cuando un mimero determinado de elementos se interconectan, sus
variables no pueden evolucionar de la misma manera que cuando no lo esta~
ban, por el contrario cada una de estas variables dependen de alguna man-
era de las otras. Este hecho es importante pues establece que no todas las
variables seran necesarias para describir el comportamiento dindmico de un
sistema.

Para el desarrollo de las ecuaciones Euler-Lagrange un tipo particular de
restricciones son las restricciones holonémicas.

Considere un sistema compuesto por m elementos interconectados con
coordenadas z;, con ¢ = 1,...,n. El hecho de que estas variables dependan
unas de otras implica la existencia de funciones g;(z1,...,2Zm), J = 1,...,7,
que las relacionan. Si estas funciones satisfacen la condicién

9;(Z1, oy Tr) = O i=1,.,7

entonces se dice que establecen restricciones holondmicas.
De la existencia de este tipo de restricciones se desprende un hecho fun-
damental. Por cada restriccién aplicada al sistema se disminuye en uno el
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mimero de coordenadas independientes, es decir, que si se aplican 7 restric-
ciones al sistema, entonces el mimero de coordenadas independientes sers
n = m — r. Més atin, la ventaja de trabajar con restricciones holonémi-
cas radica en el hecho de que las m coordenadas originales expresarse como
funciones de las n coordenadas independientes, es decir

z; = 2i(q1, - Ga) ; t=1,..,m

donde g;, son las coordenadas independientes, y se conocen como coorde-
nadas generalizadas. Asi, para representar el comportamiento dindmico del
sistema, éste puede ser descrito de manera completa utilizando vnicamente
las » coordenadas generalizadas en lugar de las m coordenadas originales.

Una ventaja adicional que se desprende del hecho de trabajar con re-
stricciones holondmicas ¢s el que se refiere a la propiedad de poder expresar
las funciones de energia como funcién unicamente de coordenadas general-
izadas, recuperando para estas coordenadas las propiedades presentadas en
las secciones anteriores.

Un par de ejemplos sencillos ilustran los conceptos presentados en esta
seccion.

Ejemplo 1 Considere el sistema mecdnico mostrado en la figura 2.7. Debido

Figura 2.7: Representacién de un sistema masa-resorte

a le interconegion de estos dos elementos, en el punto A aparece ung restric-
cidn en su comportamiento. Formalmente esta restriccion se puede establecer
como

I =Tm




Es decir la funcién que describe la restriccion es
g(mkzxm) =Ip—Zm =0

por lo que se establece una resiriccion holondmica. Por lo tanto, de las dos
coordenadas originales Ty, Tm, solo se requiere una pare describir el com-
portamiento dindmico del sistema. Como complemento, considere la funcion
de energia potencial del resorte la cual, considerando un resorte lineal, estd
dada por

1

Si se define como coordenada generalizade a T = z = z.,, entonces esta
funcién de energia se puede escribir como

Viz) = %kmz

AMA

Ejemplo 2 Considere el sistema eléctrico mostrado en la figura 2.8. Las

iy

V77

Figura 2.8: Representacién de un sisterna RLC
coordenadas originales son iy, %o, in, En esle caso exmiste una restriccion de-

bido a la interconerion de los elementos en el punto A. Esta resiriccidn esta
determinada por la expresion

i, +io = iR (251)
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por lo que la funcidn que lo describe puede escribirse como
9(ir.tc i) =iy +ic —ig =0

con lo que se establece una restriccion holondmica. Es interesante notar
para este caso gue la expresion (2.51) puede ser expresadas en términos de
variables basicas, integrando obtenemos

9. + 4o = 4qr

por lo que la restriccic.. foma la forma

Q(QL,QC, QR) =gr+gc—aqgr=10

Deb>l o que el nimero de coordenadas asignadas es tres y el mimero de
resiricciones holdmicas es uno, entonces ezisten Unicamente dos coordenadas
generalizodas. Aungue no es la dnica solucidn, defina ¢1 = q1 y @@ = qc,
entonces las coordenadas originales se pueden ezpresar en funcidn de las
coordenadas generalizadas como

a = q (2.52)
dc = g2
Gr = @i+ @2

En relacion a las funciones de energia considere como ejemplo la funcion de
disipacion de Rayleigh, la cual considerando una resistencia lineal se puede
eIPresar como

1

in términos de las coordenadas generalizadas y gracias a las funciones (2.52),
ealy 3 2seribe como

1... .
F= ‘2'R(Qﬁ + 92)2

L LT
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2.5 Ecuaciones Euler-Lagrange

En las secciones precedentes se ha resuelto hasta el momento la forma en la
cual se obtienen las variables medibles ¥y la obtencién del minimo nimero de
variables independientes para describir un sistemna.

Resta por resolver un problema, cémo plantear las ecuaciones de equilib-
rio. El objetivo aqui es mostrar que éstas pueden obtenerse a través de las
ecuaciones Euler-Lagrange. Para ello, el procedemiento a seguir es, plantear
las ecuaciones EL, aplicarlas a sistemas eléctricos ¥ mecdnicos y mostrar que
la ecuaciones obtenidas son las mismas que las que se derivan al aplicar las
leyes de Kirchhoff y Newton respectivamente.

Las ecuaciones EL estdn dadas por!

4 19Le.9)) _9Llg,q) , 6F(g)
dt aq; Oy aqt

donde

g es el vector de coordenadas generalizadas. La ventaja principal de em-
plear estas coordenadas radica en el hecho de que representan el con-
Junto minimo de coordenadas independientes necesarias para desrcibir
el estado de un sistema. Este conjunto minimo representa a su vez los
grados de libertad del sistema. Por otro lado el vector de coordenadas
permite agrupar variables de diferente naturaleza.

¢ corresponde a la derivada de el vector de coordenadas generalizadas.
L es el Lagrangiano definido como
E'(g.4) - E(q)
donde E'-es la co-energia y E es la energia que posee el sistema
F corresponde a la funcién de disipacién de Rayleigh.

Q; son las fuerzas generalizadas, esto es la fuerzas externas que afectan a
cada uno de las coordenadas generalizadas o grados de Iibertad.

*Para un andlisis completo de la formulacién Lagrangiana, se refiere al lector interesado
a [Meis\69] y [Lagra\89)
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Es importante hacer notar que las fuerzas generalizadas pueden no ejercer
accion alguna sobre alguno de los grados de libertad, esto €s, no estdn actu-
ados.

Un hecho importante de la formulacién lagrangiana es la obtencidn de
una ecuacién de equilibrio por cada grado de libertad que posee el sistema,
en otras palabras, por cada coordenada generalizada.

La formulas’é « T.agrangiana es sistemética, por lo sélo resta presentar la
metodologfa adecuada para el tipo de andlisis realizado sobre el sistema. Se
recuerda que que en este capitulo solamente se considera el caso en que todas
las ¢ s son de una misma naturaleza.

2.5.1 Modelado de sistemas eléctricos via Euler-Lagrange

En esta seccién se aplican las ecuaciones generales (2.53) a sistemas eléctricos
a través de ejemplos sencillos. Para el andlisis de estos sistemas existen dos
formas posibles: andlisis por mallas o analisis por nodos, la diferencia yace en
que para el andlisis por mallas las variables de interés son voltajes en funcién
de corrientes y cargas, mientras que para un anilisis por nodos las variables
soun corrientes en funcion de voltajes y flujos. De aqui se desprende el hecho
de que la construccién del Lagrangiano depende del tipo de analisis que se
realiza sobre e] sistema.

Al realizar un andlisis por mallas se emplea entonces las funcién de co-
erorpia magnética, como se observa en la tabla 2.1, mientras que la funcién
de energia empleada es la eléctrica. Si el analisis se realiza por nodos, de la
misma tabla puede observarse que la funcién de co-energia a emplear ahora
es la eléctrica, mientras que la funcién de energia a utilizar es la magnética.

Puede observarse tmabién de la tabla 2.1 que la seleccién de funciones
de energia y co-energfa para diferentes tipos de andlisis es muy sencilla, ya
que e astas se deducen las variables asociadas al tipo de andlisis, de aqui se
recalcn un hecho mportante, para un andlisis por mallas todas las coorde-
nadas involucradas son voltajes, para un andlsis por nodos, las coordenadas
SO e Tiendes. .

A continuacién se presenta la metodologia general de formulacién del
Lagrangiaro V " - -

1 Identificar las coordenadas originales del sistema.

2 ldeniiiicar las restricciones.
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Figura 2.9: Sistema eléctrico RLC

3 Identificar las coordenadas independientes.

4 A través de las ecuaciones de restriccién representar cada coordenada orig-
inal en funcién de las coordenadas generalizadas

5 Obtener las funciones de energia del sistema, en funcién de coordenadas
generalizadas

6 Identificar las fuerzas externas generalizadas.
7 Aplicar las ecuaciones Euler-Lagrange.

Para ilustrar el método se desarrollo un ejemplo sencillo, este corresponde
a sistema eléctrico del tipo RLC

Ejemplo 3 Considere el circuito mostrado en la figura 2.9. Andlisis por
mallas

En este tipo de andlisis se utilizan voltajes para la representacion de la ecua-
ciones de equilibrio. Tales ecuaciones estén formuladas en términos de
corrientes.

En este caso las coordenadas originales estdn dadas por i., i, i;, mientras
que las coordenadas independientes son iy, iy

De esta manera, se establece una relacidn entre coordenadas de la siguiente

forma ‘
R = L= ¢G=q
ic = il—i2=>Qc=Q1—Q2
y = f=>q =g
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Con el r7-o nnterior identificamos las coordenadas generalizadas del
sisteme.

Ahora observe que las restricciones en este circuito corresponden a la ley
de corrientes en el circuito, este es un hecho fundamental ya que al
realizar el andlisis por mallas los voltajes se encuentran en funcion de
corrientes y cargas, por ello la ecuacidn de resiriccidn es

ir+ic:iI:>Q'r+QC=QI
cuya forma corresponde a una restriccién holondmica.

Se seleccionan ahora las funciones de energie y co-energia apropiadas para
el andlisis por mallas. Tomando como base la tabla 2.1 y considerando
la relacidn entre coordenadas tenemos que

» 11 11

We(%) = 5543 = We(Ql:QQ) = 55(@1 - Q2)2
1 , 1

Woig) = §qu = W, () = §LQ’§
1 ; 1

Fele) = 5Re = Foler) = 5Rg

A pariir de este punto se formulan las ecuaciones de equilibrio de forma
sinilar a la expresada por la ley de mellas de Kirchhoff

Para la malla 1 la expresion del voltajes estd dada por
V=V.+V

Se requiere que las variables descritas en lo ecuacion anterior se
encuentren representadas o través de funciones de energia por lo
tanto se tiene que
BW;iqc} = V= égcf é(‘h — g2)
O0Fe(gr)
dg,

-5 ecuactones anteriores son un resultado ya conocido, o par-
tir de las ecuaciones de energia podemos conocer, en este caso,

V; = Hq, = Rg
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los voltajes en cada elemento interconectado. De forma que la
ecuacidn de equilibrio pare la malla 1, una ecuacidn de voltajes,
en términos de corrientes tiene la forma

1
V =Eq+ 'C:(Gh — go)
Esta ezpresion en términos de las funciones de energia es

V= aWe(Qc) + afe(@'r)

9g. 8¢, (2.54)
Para la malla 2 se tiene que
Vi-V.=0
pero
W, (@)
— 22 =\ = Lg,.
Og : &

Para obtener de esta expresidn el voltaje a través del elemento se
requiere la derivada total de esta expresion, de tal forma que se
obtiene

d [OWala)] .. .da _ _dg
?.zT;[ e |-V wm T

Similarmente al caso de la malla 1, se tiene una expresion for-
mulada por ley de Kirchhoff. Expresando esta ultima ecuacién en
términos de la funcidn de energia se tiene que

4 [OWn(a)] _ We(a:) _
dt BQI aQC

0 (2.55)

Andlisis por nodos

Este tipo de andlsis conlleva la formulacién de ecuaciones en términos de
voltajes ya que las variables que se emplean son las corrientes presentes
en el circuito



Las coordenadas originales en este circuito son V., V., Vi, siendo las coor-
denadas independientes Vi, en donde se establece una relacién entre
variables de la forma

Vi = —-V=2A=A-X
V; = I’?Lﬁ)\c=A1
Vi= V==X

En este caso las restricciones estdn dadas por la ley de voltajes del
cireuito

VitV = Vem A +V =2,
V., = Ac=>Ac=).1

s Junciones de energie para realizar un andlisis por mallas, de la tabla

20
s TR

1 1
WAV) = Sov.swiw) = ovz
_ 11, _11.,
Walh) = 570 = Wlhs) = 57
, 11, _ ll 2

La jormulacidn de las ecuaciones de equilibrio se realiza a través del andlisis
nodal, ast la descripcion de los nodos es:

Para el nodo 1, la ecuacién de corrientes estd definida como
i+ e = 1

expresando esta ecuacidn a través de las funciones de energfa aso-
ciades a las variebles, lenemos en primera instancia que
OWe(Ve)
—Eih =g, = OV,

a-I/; qC [ | u
lo cual implica que para obiener la corriente es necesorio obtener
la derivada temporal de esta expresidn, esto es
d {8W4(Vc) dv,

&t |~ v, }”‘:CE}‘
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Dada la presencia de un elemento disipador la funcién de energia
asocieda a éste estd dada por

OF (V) . 1
v, ~B=g%
mientras que la corriente en el inductor se define como
Wn(N) . 1
A A
La ecuacidn de corrientes en términos de voltajes tiene entonces
la forma
av, 1 1
& TR
Esta ecuacion en términos de las variables independientes es equiv-
alente a
avi 1 1 1
—+-(WN-V)= == dt
Cdt-i-R(Vl V) TN L/Vl

Hasta ahora se han formulado las ecuaciones de eguilibrio empleando leyes
de Kirchhoff y expresando éstds a través de funciones de energia y co-
energia.

Empleando el enfoque Lagrangiano pare un andlisis por mallas se requiere
de las funciones de energia We(qu,q2); Wi(do); y Foldr), las cuales
quedan expresadas dentro de la forma EL como

d [6W! (qg)] OWelg,q2) | 0Fe(dn)
dt[ O * dq, 8¢ (256)
d [oW! (cjz)] Welqr, ) | OF ()
— LiLd = 0 2.57
dt{ 9 | B | Ok (2:57)

En este caso el lagrangiano tiene la forma

‘C'(QIKJ g2, q.la q2) = W;(Q.Z) - We (QIa Q’z)

lo cual implica entonces que

d 8L "aﬁ_ aF,
— |tttz =V
dt [39?1] 0n 04
dfoE], 00, 2
dt | Ogs g2 O
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Se obszrva de las ecuaciones (2.56) y (2.57) que el resultado es el mismo
que el obtenido en las ecuaciones (2.54) y (2.55).

La formulacion lagrangiona a través de un andlisis nodal se realiza ahora
empleando las funciones de energia W)(A1); Wi(M); v Fo(hy). Si es-
tas erpresiones se substituyen en la ecuacion general (2.53) se tiene

que
d [OWHA) | | OWim(N)  8Fa(M)
- - + + g = 2.
Z { o5 } 5 o (2.58)
En este caso el Lagrangiano estd dado por
L, M) = W) — Wi(h)
con lo cual la ecuacidn EL se puede expresar como
d {ac} 0L  0F.(h) —0
dt 6)\1 aA1 85\1
LY

Del ejemplo anterior se pueden realizar las siguientes observaciones: las
variables independientes corresponden, en el caso de un an4lisis por mallas,
2 cotrioates de malla, mintras que en un andlisis por nodos, a voltajes de
nodo; las ecuaciones de restriccién en el andlisis por mallas corresponden a
la ley de corrientes de Kirchhoff y para el andlisis por nodos la ecuacién de
restriccion es la ley de voltajes. Por dltimo se observa que las ecuaciones
de equilibrio para el anélisis por mallas estdn formuladas de forma similar
a la ley de voltajes y para el andlisis nodal la formulacién es simil a la ley
de woltajes, es decir, las ecuaciones obtenidas por EL son las mismas que las
obtenidas por Kirchhoff.

2.5.2 Modelado de sistemas mecanicos via Euler-Lagrange

El modelado de sistemnas mecéricos de manera general se formula a través
del anidlisis de fuerzas en funcién de velocidades y posiciones, ya que éstas
son variables més faciles de medir.
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Figura 2.10: Representacién de un sistema masa-resorte-amortiguador

Se observa de la tabla 2.1 que para el andlisis de sistemas mecdnicos el
Lagrangiano se define ahora como la’ diferencia entre la co-energfa cinética y
la energia potencial, esto es

L=T -V

Cémo se mecionoé en secciones anteriores el modelado a través de las ecua-
ciones Euler-Lagrange es general, independiente de la naturaleza del sistema.
Evidentemente el método es el mismo, lo caul se flustra con €l siguiente ejem-
plo

Ejemplo 4 Considere el sistema mostrado en la figura 2.10 Las ecuaciones
que describen o este sistema deben encontrarse en términos de velocidades,
para lo cual se emplea las fuerzas presentes en el sistema.

En este caso las variables independientes corresponden o las posiciones de
" nodo por lo cudl las variables originales son Xy, Xy, T, esto es, las posi-
ciones que describen a cada elemento

La variable independiente es x, 0 sea lo posicidon que describe el movimiento
de todo el sistema
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La ecuacion de restriccidn estd dada por la sumatoria de velocidades, y en
éste caso se encuentra definida por

."i'}m = 3'35 = ik =
lo cual implica que

Ty =Tp =T =2

Las funciones de energfa asociadas con cada uno de los elemento del sistema

son
1 2 1 2
Vizg) = §K“’k =V(z)= §K$
1
Tin) = SMil,=T'(2) = %M:va (2.50)

Fm)=%%¢ﬁwxgﬁ

Conociendo las relaciones de cada elemento, se formulan a continuacion
las ecuaciones de equilibrio las cuales corresponden a la tercera ley de
Newton y tienen la forma

f=Ffe+fot fu (2.60)

donde f es la fuerza externa ejercida en el sistema. De las funciones
de energia (2.59) se obtienen, a través de su derivada parcial, la fuerzo
asociada a cada elemento, esto es

3V (z)

= fu=Kz (2.61)
a&:i
BT'(x) = pn=Mi
oz,
d [aT"(z) .
— = fmm = 2.62
idt[&c,-] fm=M2Z (2.62)
igf_) = fy=DBi ’ (2.63)
De esta forma, ol substituir (2.61, 2.62, y 2.63) en la ecuacion (2.60),

obienemos

Mz+Bi+Kz=f
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Empleando el enfoque Lagrangiano se tiene nuevamente que las funciones
de energia necesarias para la descripcion del sistema son V{z); T'(2);
y F'(z). Entonces el Lagrangiano se define como

L=T-V

esto es

L= 2M:z: 2K9:

La co-funcidn de disipacion de Rayleigh estd definida como
1A 1 -2

Llevando los términos anteriores o la ecuacion general (2.53), tenemos
que

Mz+Bi+Kz=0Q
donde Q corresponde a la fuetza externa f.

El resultado anterior, obtenido por la metodologta Lagrangiana es el mismo
que el obtenido por Newton o por el principio de D’Alembert.

Add

En éste capitulo se obtuvo el modelado para sistemas de una sola natu-
raleza , eléctricos y mecdnicos. A manera de nota se recuerda al lector que
s6lo se trabajé con estas dos clases de sistemas ya que el objetivo es desar-
rollar el analisis para sistemas que combinan estas dos clases de sistemas,
esto es, sistemas electromec4nicos. El modelado a través de Euler-Lagrange

se desarrolla en el siguiente capitulo.
|
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Capitulo 3

Modelado de sistemas
electromecanicos

En el capitulo anterior se mostré que las ecuaciones Euler-Lagrange se pueden
aplicar a sistemas eléctricos y mecdnicos para cbtener las ecuaciones de equi-
librio que describen el comprotamiento dindmico de estos sistemas no im-
portando que tan compleja sea su estructura. Este mismo capftulo sirve de
predrabulo para mostrar el desarrolio de las ecuaciones EL en sistemas elec-
tromecdnicos. Se puede observar ademds que la formulacién Euler-Lagrange
pucde aplicarse a una amplia clase de sistemas electromecénicos.

La organizacién de este capitulo es la siguiente, se define el tipo de sis-
temas electromecdnicos que se consideran en esta tesis, se determinan las
caracterfsticas asociadas este tipo de plantas, se ilustra el método con al-
gunos ejemplos y por dltimo se desarrolla el modelo de los sistemas bajo
estudio.

3.1 Sistemas electromecdanicos

i dsin, coceidn se examinan las funciones de energfa y co-energia de elemen-
tos etectromecénicos. La parte eléctrica de un sistema electromecénico puede
almacenar energfa en forma de campo eléctrico o campo magnético, de aqui
el que se clasifiquen en dos clases generales, sistemas electromecsnicos de
campo eléctrico y sistemas electromecanicos de campo magnético. Muchos
sistemas fisicos poseen ambas formas de almacenamiento, pero es usual que
un efecto domine sobre el otro, asf que esta clasificacién no es tan restrictiva.
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Figura 3.1: Sistema electromecénico de almacenamiento de energfa de campo
magnético

Los elementos que se analizan son inductores y capacitores dependientes
de la posicién. Para su andlisis, considere la Figura 3.1.

Note que el sistema se compone de un conjunto de terminales eléctric-
as ademss de un miembro mecénico mévil. Este sistema posee un puerto’
mecédnico y uno eléctrico.

Las variables de voltaje y corriente para el puerto eléctrico se designan
por X y§ respectivamente. Similarmente, para las variables de velocidad y
fuerza asociadas al puerto mecénico estdn dadas por £ y p, respectivamente.
La velocidad # del elemento mévil es medida con respecto al miembro esta-
cionario y z se toma igual a cero cuando ambos elementos estén juntos.

Se analizan ahora las funciones que describen al sistema. Para tal propési-
to, se asume que la velocidad £ es igual a cero. En otras palabras, la parte
mévil se encuentra en una posicién fija z. La parte eléctrica del sistema
estd, caracterizada por una inductancia, éste elemento se encuentra a su vez
caracterizado por una curva que relaciona el flujo de enlace A como funcion
de la corriente ¢ en el embobinado. La figura 3.2 muestra diferentes curvas

para varias posiciones del elemento mévil. Estas posiciones estdn designadas

pOX Zy, Ly, ¥ e
Con el miembro mévil en una posicién fija z, el almacenamiento de energfa

1F] término puerto es generalmente usado para describir el lugar en ¢l sistemna en donde
la energia eléctrica o mecénica puede suministrarse o substraerse.
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X=X,
Aal— — — - —
I
Al — — o X=Xy
%
X=X,

Figura 3.2: Familia de curvas caracteristicas para diferentes posiciones del
glemento mévil del sistema de campo magnético

magnética puede evaluarse de la forma usual

Woa(h, ) = ]0 GO0, 2)d (3.1)

T.a dnica diferencia aqui yace en el hecho de que la corriente ¢ es una
funcién de los flujos de enlace y de la posicién del elemento mévil. La integral
dada en la ecuacién (5.1) se interpreta entonces como el drea bajo la curva
para una posicién final dada, mostrada en la Figura 3.3

En forma similar, la co-energia almacenada en el sistema se define como
el “roa debajo de la curva en la figura 3.3. La co-energia de campo magnético
puede calcularse como

W (4, 3) = fo " Na,2)dd (3.2)

v e5 una funcién de la corriente y la posicién. Las ecuaciones (6.1) y (5.2)
no son diferentes a las ecuaciones obtenidas para un inductor ideal. La parte
e vivece sélo una variable adicional a estas ecuaciones. )

Ahora se analizan los sistema electromecdnicos que almacenan energfa
eléctrica en forma de campo eléctrico. La figura 3.4 ilustra un dispositivo
de este tipo, con un puerto mecdnico y uno eléctrico. El sistema consta de
un arreglo de dos platos conductores de manera que si un voltaje A existe
entre lus plalos, entonces un campo eléctrico estd presente. El plato infe-
vior . novil con respecto al plato superior fijo. En general, la velocidad
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X=X,

¥in(g.x}

X=X,

Figura 3.3: Representacién de las funciones de energfa y co-energia del sis-
tema de campo magnético

y fuerza del puerto mecsnico se denotan por & y p respectivamente. Para.
el puerto eléctrico las variables de corriente y voltaje se denotan por ¢ y A
respectivamente.

| P P
l T
J__{ —

Figura 3.4: Sistema electromecénico de almacenamiento de energia de campo
eléctrico

1a curva caracterfstica de un dispositivo que almacena campo eléctrico es
una representacion de la carga como funcién de la diferencia de potencial A
En la figura 3.5 se encuentran representadas un conjunto de curvas las cuales
representan diferentes posiciones del plato moévil.

Las funciones de energia y co-energia pueden generarse de manera andloga.
a la. del sistemna de campo magnético. De esta forma se tiene que la funcién
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X=X,

X=X

Figura 3.5: Familia de curvas para varias posiciones fijas del elemento mévil
del sistema de campo eléctrico

de energfa de campo eléctrico es

Walqz) = f " g %)da. (33)

En forma similar, la funcién de co-energfa eléctrica estd dada por

Wik z) = fo g(X, z)dA. (3.4)

Ta vepresentacion grafica de las funciones de energfa y co-energfa para
esbe sisterna se presentan en la figura 3.6

TNe 13 formulacion realizada para ambos tipos de sistema se evidencia la
\eatioil entre las funciones de energia obtenidas y las variables medibles.
Tt 5 gmra un andlisis nodal

W, (M) .
—_— )\
A ih.2)
IW(A,z) .
AR\ VAL kol ST W
Py (A, z)
mientras que para un andlisis por mallas, se tiene que
OWelg,z)
e - Mg,
% (g, 2)

47




X=X,

X=Xy

Welh,x)

Figura 3.6: Funciones de energia y co-energia del sistema de campo eléctrico

OWn(d:z) _ .

3.2 Modelado de sistemas electromecanicos
via Euler-Lagrange

Ya que un sistema electromecdnico combina estructuras eléctricas y mecdni-
cas, la funcién lagrangiana que lo define contiene ahora funciones de energia
eléctrica y mecdnica y co-funciones energéticas eléctricas y mecdnicas. Esto
es, las funciones de energia y co-energfa que definen al sistema se asocian, de
manera natural, en la estructura lagrangiana como términos bien definidos,
de esta forma el término de co-energia en el Lagrangiano se denomina fun-
cidn total de co-energfa y similarmente, el término asociado a la energfa se
nombra funcidn totel de energfa. Entonces el Lagrangiano requiere de estas
dos funciones para construirlo.

Por simplicidad en el texto reescriblmos dos grupos de ecuaciones ya cono-
cidas, el Lagrangiano de un sistema mecédnico se define de manera general,
como

L=T"~-V ' (3.5)

Para un sistema eléctrico el Lagrangiano se formula como
£ = W,-W. (mallas) (3.6)
L = W,— Wy (nodos) (3.7
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La forma en la cual se contruye el Lagrangiano involucra entonces conocer
1a funcién de co-energia total 77 dada por

.. g\ _ g Wr(9) (mallas)
7'z, z, i Y=T'(&,z) + W) (nodos) (3.8)
asi como la funcién de energia total V dada por
q. _ We{q) (mallas)
Vi, y ) =VE@E+ wo (nodos) (3.9)
La funcién de disipacién de Rayleigh tiene la forma general
N BN Fe(q) (mallas)
]:(IE, }‘ ) - Fm(m) + Fé()) (TLOdOS) (310)
El Lagrangiano total del sistema se define entonces como
f‘(q": P q q ) — T’(Q.‘J T q )“—V(SL' q )+.F(CC q ) (mallas)
NN A A T A A (nodos)
(3.11)

o
s

\ 4o anslizan oridadosamente las funciones totales de co-energia (3.8) y
mergia (3.9), se puede conocer el vasto alcance de esta formulacién. Note
que /7 se compone de la co-energlfa cinética y de la co-energia eléctrica W,
o magnética W/, segin sea el tipo de andlisis para la parte eléctrica. La
co-cnergia cinética T' puede ser funcién de la velocidad y de la posicién, ¥
1o s6lo de la velocidad cémo se presenta en la tabla 2.1.

Ahora bien, suponga que las co-energias W, o W, en cierto sistema, son
{11 viomes de més variables ademds de ¢ o A. Por ejemplo, asuma que W! es
funcién de todas las corrientes de malla, esto es de todas las ¢'s, y también
do siertas coordenadas mecénicas en un sistema electromecanico. En otras
palabras, suponga

W =Wi(gz) (3.12)

con lo cual se indica que W', depende de todas las coordenadas ¢ y z. Dado
que la co-energfa magnética es una funcién de las coordendas de posicién
. - ol término —8W!, (g, )/8z serfa incluido en la ecuacion para la
+ i . coordenada mecénica. Analizando el significado de esto, si se
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realiza una formulacién por mallas para la parte eléctrica del sistema, la
funcién total de co-energia estd dada por

T'(&,2,q) = T'(%, 2} + Wr(4,2) (3.13)

Empleando la suposicén hecha en (3.12), la co-energfa magnética depende de
las coordenadas de posicién mecdnicas. De forma similar, la funcién total de
energia estd dada por

Vz,q) = V(z) + Welg) (3.14)
De la ecuacién {3.11), el Lagrangiano estd dado por
L(&,2,4,q) = T'(&,z) + Wr(g,2) - V(z) - Welg) (3.15)

Para la k — ésima coordenada mecénica, la ecuacién EL proporciona la sigu-
iente ecuacién de equilibrio

d [0T'(z,x) oT'(z,z) OW)(¢,z)  OV(z)
dt [ dek :' B:ck - Bmk + axk - Qk (3-16)

Los términos que aparecen en la ecuacién anterior tienen la siguiente inter-
pretacién. En el lado izquierdo de la ecuacidn, los primeros dos términos
son fuerzas debidas a la inercia. El cuarto término, involucra la energifa po-
tencial, representa, las fuerzas presentes en los resortes. El término @ en el
lado derecho de la ecuacién incluye todas las fuerzas externas aplicadas al
k- ésimo nodo mecénico. El término restante —8W,, (4, z)/0z; es una fuerza
mecénica la cual se incrementa debido al almacenamiento de co-energia eléc-
trica, y por lo tanto es lamada fuerze mecdnica de origen elécirico. En el
ejemplo que se presenta a continuacién se ilustran las ventajas del método.

Ejemplo 5 Considere el sistema de levitacion magnética que se flustra en
lo figura 3.7.Realizando un andlisis por malles para la parte eléctrica del
sistema, se emplea la funcién total de co-energta, esto es

T(i,2,4) = 5ME* + Wa(d,2)

La funcién de co-energfa magnética para este dispositivo, considerando L(z) =
£, con ¢ una constante, se determina como

' 1 .
Wh(g,z) = §L(m)q2-
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v{t)

Figura 3.7: Sistema de levitacién magnética

La funcién de energia totalV en este caso es cero. Por lo tanto el Lagrangiano
tiene la siguiente estructura
L{q,§,%,%) = %M:E:2 + %L(a:)q?.
", wn-funcién de disipacidn de Rayleigh corresponde @ la expresion
F(g) = %Rq“"

-7 que la funcién total de disipacidn es

Fla,4) = 3R
Teg e ses externas que actdan sobre el sistema para la parte mecdnica
Qs = Mg
y para la parte eléctrica
n Qg = v(t)
Las ecuaciones de equilibrio para el subéistema eléctrico se obtienen a partir
de la ecuacidn EL, por lo cual se tiene que

_ﬁ_ ‘a'c((Lq:I':i) _ 3£(Q:stam) + (9.7'—(@'[,27) — Q
dt lalij Oy 8 1
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Desarrollando la expresidn anierior se tiene que

0L(g,¢,z, %) _ 1. | .o
d [0£{g.¢,7,%)] _ dg OL(z) .
= 7 {————-—aq = L{z)— + T zq
oLlg.dn) _

9g
0F(g. &) _ .
aq 14

Entonces la ecuacion de equilibrio para la parte eléctica es

L() “I-—L-(x—-2 ¢+ R§ = v(t)

La ecuacidn de equilibrio para el subsistema mecdnico se determina a partir
de la ecuacidon EL como

4 [0lg.42)] _ 9Llg.45.8) , BF(G4)
di oz dz 8z

=Q$

Fvaliando las dertvadas parciales de esta expresion se tiene que

9L{g, ¢z, &) _ M
o%

d [0L(q,4,2,8)] . .
:’\'dt[ ER =Mz

0L(q,¢,7,%) _ 10L(z) ,
oz T2 9z g
ot
Con lo cudl la ecuacién de equilibrio mecdnica es

10L(z) ,
30 ¢

Mz - = Mg

en donde el término 1242 ¢* corresponde a la fuerza mecdnica de origen
2 8z
eléctrico.
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Adb

El desarrollo del Lagrangiano para sistemas electromecédnicos es idéntico
al formulado para sistemas de una sola naturaleza, la tnica diferencia yace
en el hecho de que las funciones eléctricas involucran coordenadas eléctricas
y mecénicas, esto es la metodologia no cambia. Retomando los resultados
obtenidos se observa que si a un sistema eletromecdnico aplicamos leyes de
Kircchhof, leyes de Newton més el principio de la conservacién de la energia,
el modelo obtenido es el mismo al que se obtiene por Euler-Lagrange.

Haste este momento se ha desarrollado la metodologfa de modelado a
emplear, en el siguiente capitulo se propone la filosoffa de control, la cual se
encuentra asociada a las caracteristicas de las ecuaciones Euler-Lagrange, de
este rnodo, se podrd observar que €l desarrollo Lagrangiano no sélo es una
herramienta de modelado.

|
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Capitulo 4

Control de sistemas
electromecanicos

En el capitulo anterior se obtuvo un modelo para los sistemas electromecdni-
cos empleando la formulacién Lagrangiana. Partiendo de este modelo, en éste
capftulo se presenta el disefio de la estrategia de control desarrollada en este
trabajo de tesis. La filosofia empleada para su disefio considera de manera
fundamental la estructura fisica del sistema, aprovechando sus propiedades
de disipacién para poderla controlar. El objetivo es disenar un control a
partir de la entrada de control para el sistema electromecdnico, con el cual
se logre controlar la velocidad mecénica de este.

La organizacién de este capitulo presenta como primera parte los prelim-
inares matematicos esenciales para exponer las propiedades de los sistemas
EL.

4.1 Filosofia de diseno

Fl disefio del controlador requiere conocer algunos conceptos, los cuales se
exponen a continuacion.

4.1.1 Preliminares

A continuacién se presentan los preliminares esenciales para exponer las
propiedades de los sistemas EL.



Definicién 6 Considere un sistema representado por la ecuacion

z = f(z,u) (4.1)
el cual posee una salida definide como

y = h{z,u) (4.2)
5% eziste una funcién

H{z(t)) 2 0 (4.3)

tal que se satisface la siguiente desigualdad

H(2(£)) — H(2(0)) < fo Ty dt (4.4)

entonces se dice que el sistema descrito por 4.1 es pasivoe. Esta ecuacidn es
conocida como desigualdad de pasividad.

Teorema 7 Considere un sistema representado por las ecuaciones

z = flz,u) (4.5)

5t & =T conu = 0, satisface que f(%,0) = 0; y h(Z,0) = 0; entonces z
ety cotno punto de equilibrio. Sieziste una funcion definida positiva

Viz) >0
i - que la primera derivada de la funcidn satisface
Viz) <0;

con u = 0 y valuada lo largo de lo trayectoria de soluciones de (4.5), entonces
se dice que & es estable en el sentido de Lyapunov. [Spo89]

Proposicién 8 Un sistema pasivo es estable en el sentido de Lyapunov
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Prueba
Partiendo de la desigualdad de pasividad

T
He()) - HEO) < [ Wy
0
considerando que la entrada u = 0, se tiene la siguiente expresién
H(=z(t)) - H(z(0)) <0

la diferencia descrita en la ecuacién anterior implica que la derivada de la
funcién de energia es

H(z) <0
YY)

4.1.2 Propiedades de los sistemas Euler-Lagrange

Dado que el objetivo de control es explotar las propiedades que presentan
los sistemas descritos por ecuaciones EL, es necesario entonces buscar estas
propiedades en el modelo disponible.

Para un sistema electromecanico no conservativo la formulacion EL estd
dada por

d |9L{g,9)| 0L(g,9) OF(9)
— . - - — = 4.6
dt [ 84 } 9q 89 ° (46)
El Lagrangiano mecédnico estd dado por
Em. = T’(qm': qm) - V(qm) (4‘7)

y la funcién de disipacion de energfa es Fi.(dn). Ademds, las fuerzas externas
generalizadas se encuentran definidas por

Qm=—FL

que corresponden a las perturbaciones externas.
El Lagrangiano eléctrico es
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Le= W;-a,(g.'e: Qm) - We(‘fe: Qm)

y la funcién de disipacién de energia es

F(ge)

Las fuerzas externas generalizadas son
Qe = Mu

en donde M tiene la forma

i

El Lagrangiano total se construye como

(4.8)

—CT = T’(er Qm) + W;;(q'_eu Qm) - V(Qm) - We(qes Qm)

Partiendo de esta expresién la formulacién EL par
es:

B‘CT — 8W;n((je, Qm)
94e Dde

lo cual implica que

i 6£T ~£ aW:n(QQO)
dt | 8¢, |~ dt 94

. 10 con respecto a g, €8

aET — _aw(qea Qm)
g 3qe

3 el subsistema eléctrico

|

Las fuerzas disipativas para el subsistema se encuentran dadas por la relacién

6f‘1" - aFe(Qe)
8¢ Bde

37



Substituyendo este conjunto de ecuaciones en (4.6), se obtiene el siguiente
modelo para la parte eléctrica

...(i 6W,'n((je, Qm) + 3We(@ea qm) + BFE’-(QB)
dt 94, 9g. 9.

= Mu (4.9)

Ahora bien, el modelo para el subsistema mecdnico se encuentra a través
del Lagrangiano total con respecto a gy, v gm, por lo que se tiene que

8Ly _ OT (gmn)
Om Odm

lo cual implica que

i{% _ 4 [0T'(gm, dm)
dt | 8¢, | dt Oim,

El Lagrangiano con respecto a g, €3

9Ly _ OT'{gm;4m) _ 9V (gm) N Wnlde, qm)  OWe(ge, gm)

. 6Qm aqm P Ogm ol T,
en donde se define awf’*ég:’q"‘) - aw%(g:qm) = —f. vy siendo las fuerzas de
disipacién
OF  8Fn(dm)
Om  Om

El modelo para el subsistemna mecénico estd formulado como

_Eg_ aT’(Qmaq.m) aT’(gma‘i.'m) aV(Qm) aFm(Qm) _ s
dt[ Oim ] 8m | Oam | Odm =Jem i

(4.10)

El objetivo es probar que los sistemas Euler-Lagrange son sistemas pa-
sivos. :

Para ello se considera que el subsistema eléctrico y el subsistema mecénico
establecen un mapa pasivo repectivamente de la forma

Solel-1:] ¢ (et F2) = dm
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Prueba
A partir de la ecuacién (4.8) del subsistema eléctrico se tiene que su
derivada es igual a

L [V e, e)]T s [OWE(dergm) " .
b = [ 84 et T 0, | ™
T T
OWe(gergm) |~ . _ OWelGe, am)|” .
6@’5 € aqm Gm

de esta ecuacién se observa que el segundo y cuarto término del lado izquierdo
son precisamente — f. con lo que se tiene que

,o__ aniz(dean) T . 6We(qe,qm) T . .
.Ce_‘ [ aq.e :l qe aqe e — fe dm (411)

Por otro lado se sabe que

[ (Wt m)\" ] _ [Wnldoan)|" 5 4 [Walderan)]”,
@t 3. ; 84, cTE | bd 2

lo cual implica que

£, = —d— M Tq oW, (ée:Qm) Go —
e dt dge ¢ dt 84 e

T
[aWe(qey qm):| _ fTé
Og, e
. T
. d | OWr (de gm
. i aW;n(qE:qm) T . _ '&?[ ageq ] + . _fT-
- dt aQe qe [aWeéqe)me] T qe € qm
Qe
Del modelo eléctrico se sabe que el segundo y tercer término de la ecuacién
anterior corresponden a M entonces

p oW, (‘fr'e:Qm) 'aFe(‘je) Y . T
.Ce dt 1:(_—8—(}6—_) QB:| + { aée Mu ch fe Jm

Ademis se conoce que

(l a£¢ r . Ay d t [

39



entonces

e, d [[ac\". OF.(de) T
dt -E[(aqe) Qe}‘l‘{"_a—q._e"'—Mu} Q'e—fEQm

lo cual implica que
d lrac\" . OF.(¢e)" . . :
-CE {(aqe) Qe_ﬁeit == &ij) %"’(Mu)TQe"%’fg‘Qm

Con esto la derivada de la funcion de energia total es

OF.(¢e)” . T
o= = g )i+ £
donde al integrando la ecuacién anterior se tiene que

T F -e T T T
i) - Ha0) == [ 2 2 g+ [ Mg [ g

(4.12)

En donde M tiene la estructura

I . g
M — = — 'ea
o] »e-{E]
entonces la expresién anterior indica que existen ciertas coordenadas que no

son actuadas, esto es no existe un control directo sobre ellas. Partiendo de
esta estructura particular se tiene entonces que

Er

Mg =T [T 0] [gw ] = e

Para poder comprobar la propiedad de pasividad se realiza la siguiente
suposicién '

8F(Ge)\ T . .
(52) a2 atar; a2 (4.1
Je
es decir, que se debe satisfacer que la funcién de disipacién es no negativa.
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Entonces la ecuacién (4.12) se expresa como

TaFe -e T T T
(- M) = - [ Pt qear | Fadir [ flimds

T OF(¢)" /T g
= - - .g dt + .m ea dt
~/(; 3qe 1 o [ v q ] l: f € J

donde si se define queu=[u ¢u | Yy = P oo fe ]T resulta en

He(t) - He(O) = ]T aFE(éﬂ)T

T
- ge dt + f uy dt
0 9ge 0

La ecuacién anterior debe satisfacer (4.4), esto implica que
) AR T
He(t) = —f ——E—(-qi)— c_}edt—}-/ uy dt + He(0)
0 aQe 0
donde, para satisfacer esta igualdad se debe cumplir que
T T AF.{d T
/ uydt—/ OF(de)" 41 1 1,(0) = 0
] 0 393

entonces

T T T T
/ wydi > [ BP;;F%) Godt —H(0) > o f gl dt + 8
0 0 0

Qe

donde si 8 = —H.(0), se demuestra la primera parte de la proposicion.
Para el subsistema mecanico se realiza la prueba partiendo del la ecuacién
{4.7). Se tiene que

. [aT'(qm,qm)'T ; +[3T'(qm,qm)rq. _[aV(qm)]Tq
i GQm ] ™ BQm " qu m
- [M"@m,qm)”—"& N {amqm,qm)_awqm)}? ;

Bm ™ B4 Ogrm. ™
— aT’(‘jm:Q'm)-T
Om

Eim _fEij

— aT' vy, o 6V m
donde —f. = %’qmq ) ag‘fn )
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Por otro lado se tiene que

¢ { [aT'(qz_mqm)]T q.m} _ [E“E(_%_%lr o [%ﬁiﬁr 4

entonces
y . d Fan(ém:Qm) d q'm,qu,) T .
L = dt{_ 9im | @\ e, | Imfedm
- . BT( G ) 9V {gm) OFm (Gm
_ i{ 3T’(Qmaqm) Qm} +{ . gqqu +6T éq q_}l_ g‘i': )) }q
M ' Gm T m
dt L aan, J f +F Fhm Gm.
_ d -aT’(Q;mv Q'm) d q'm-;Qm) .
- dt{_ Oim dt Thepim
_ d [0 am) | ( m) _ or pT
= dt{_ Y| I aqm ~Je H L dn

Ademds para este subsistema mecanico se tiene que

Hm =T (gma Qm) + v(qm)

Se sabe que
LNy o) it L e V@) (414
g aqm Im =rim™ at @m; Gm m .
entonces

d. d|{3a\". OF(dm) _ o T} :
(_{t-ﬁm = gg [('3_%;-) Qm] +{ aqm .fe +FL Gm

lo cual implica que la ecuacién (4.14) es entonces

d lrac.\T . OF.(4m) | ;v oTs
ZAER) G L] = =2+ [T — Flim
di [(aqm) dm L :l 8Qm +fe LY
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Por la definicién dada en (4.14), se tiene entonces que

. OF(g .
Hm=— _“""'5;—'3:12_{_-)(‘31_15‘{@'171
Integrando esta ecuacién se tiene ahora

T . T
Hon(t) = Him(0) = = /0 3%q§im)q'mdt+ fo (f = FL) dmt

ya que se hace la misma suposicién descrita por la ecuacién (4.13), se tiene

T . T
F e\dm/) . o~
Hum(t) = Hm(0) = —/ 8—@-1% dt +f uy dt
0 8Qm 0
donde % es definida como fT — F¥ y ¥ se define como Grm.
Entonces

T - T
Hp(t) = — / aFegqm)qde f uy dt + Hm(0)
¢ Odm _ 0

lo cual implica que

T T : T
o aFe m) . v
/ W gt > f an ) 4ot — H(0) > ] lanll? dt +
0 4} 1]

m

donde v = —Hn(0), se demuestra la segunda parte de la proposicion.
hhh

Bajo las condiciones descritas en ambas demostraciones, el modelo del
sistema electromecénico puede ser visto como la interconexcién de dos sub-
sistema pasivos (4.1), esto implica que la interconexién de un bloque pasivo
con otro bloque pasivo resulta en un bloque total que preserva la propiedad
de pasividad. {VanDer96]

Se puede deducir que los sistema EL son estables en el sentido de Lya-
puUnov por ser pasivos.

Con las propiedades presentadas hasta ahora se propone como metodologfa
de control el esquema presentado a continuacién.
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Figura 4.1: Interconexion de bloques

4.1.3 Diseno del Control

Esta seccién presenta el disefio de la estrategia de control empleada. El
disefio del control se divide en tres partes, la primera etapa es controlar
las corrientes, a través de u con un control que emplea #,. Dicho control
debe preserva la propiedad de pasividad del lazo cerrado entre este control
y el subsistema eléctrico para garantizar estabilidad Lyapunov. Dado que la
fuerza de interaccion y es funcién de las corrientes y cargas del sistema s6lo
es necesario garantizar un control sobre esta variables para llevar a y a un
valor deseado.

Una vez que se tiene control sobre y, basta elegir de manera adecua-
da g, para que la posicién o la velocidad del sistema mecénico tengan el
comportamiento deseado.

Es necesario remarcar que la metodologia expuesta es muy general y en
este caso €l disefio del control es muy complicado, el objetivo es describir
sistemas con una estructura particular para lo cual se hacen las siguientes
consideraciones.

Para un sistema electromecdnico de variables eléctricas lineales, la es-
tructura de las funciones de energia para el subsistema eléctrico tienen la
forma

, . 1 - .

Wi(gmide) = 5l T D{gm) e
1

We(?ma?e) == 5‘130(%)%
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donde D(gm) = DT(gn) > 0y Clgm) = CT(gn) > 0, V ¢m € R, la funcién
de disipacién de Rayleigh se define como

. 1.
F, E(Qe) = quz
Para el subsistema mecénico las ecuaciones estén definidas por
" 1.,
T'(gm) = 5‘] Gm

Ademss la funcién de energia potencial es una funcién de la forma V(gn)-
La funcién de disipacién para el subsistema se describe como

. 1.
Fm(Qm) = EBQ;

Bajo esta estructura en particular el modelo tiene la siguiente forma, para la
parte eléctrica

D(gr) 6o +D(gm)de + C{gm)ge + Bée = Mu (4.15)
mientras que para la parte mecdnica el modelo se describe como
J Gm +Bim + 9(gm) =y — YL (4.16)

en donde

Q(Qm) = 6;;((;:;)

define los términos gravitacionales, y y se define como

106D 1 +0C(qm
y= 5@5 —Téqiﬁfie - 5‘13 -?éqm—)-qe (4.17)
el cual contiene las fuerzas de interaccién entre ambos subsistemas.

La primera etapa del diseflo del control es lograr controlar las corrientes y
cargas del subsistema eléctrico, €l objetivo es entonces llevar estas variables a
un comportamiento deseado, esto es, obtener la funcién del comportamiento
dingmico del error, para lo cual se define el error eléctrico como

€ = Qe = Qed (4.18)
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en donde g.g corresponde a la carga eléctrica deseada. Para el propédsito de
garantizar que la corrientes y cargas de las cuales depende y tiendan a valores
deseados se define una funcién z la cual estd dada por

z=¢+Ae (4.19)

lo cual es equivalente a expresarla como

1
s+ A

z

esta expresion sélo es una descrpicién del error filtrado. Esta ecuacién rep-
resenta a un sistema de primer orden estable en el sentido entrada acotada-
salida acotada (BIBO). Esta expresién permite observar que si la funcién z
tiende a cero, el error es cero.

De las expresiones 4.18 y 4.19 se deducen las siguientes relaciones

z = Q:’e'“q-'d'i‘Ae
= ‘je::z"i'(jed“'A-e

= Ge= i+ e —Aé (4.20)

Una vez que se ha definido convenientemente el error eléctrico se desarrolla
una ecuacién dindmica para el error la cual se representa como

D(gn)s + D{gm)z+ Rz =¥ (4.21)

donde V¥ se define convenientemente como

¥ = Mu— {D(gn) [des ~2¢] + Dlgm) 42 = Ae] + Rl = Ae] + COlama
(4.22)

donde se observa que ¥ se encuentra la entrada de controlw. Se observa
ademss que ¥ contiene como segundo término una estructura similar a 4.21
pero en los términos definidos en 4.20.

La funcién D{g.)# puede expresarse de la siguiente de la forma

_ 9D(gn) .

D(Qm)z “"é'q;”’q'mz = C(Qma Qmaz)z
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la cual posee la ventaja de que
ST [b(qm) — 2C(Gm; G, z)] §=0 (4.23)

la cual se satisface para cualquier S € R™. La expresién anterior contiene
un hecho importante, esta forma cuadrética involucra a los términos que no
generan trabajo. Empleando este resultado la ecuacion (4.21) toma la forma

D{gm)# + Clgm, G, 2)2 + Rz =T (4.24)

Se buscan ahora las condiciones para las cuales z = 0. Se propone entonces
una funcién candidata de Lyapunov la cual dependa de z con lo que se tiene

V = 3¢ Dlgn)z

vV = zTD(qm)z"—F-ézTD(qm)z

la cual se puede expresar, aprovechando la dltima propiedad expuesta, de la
siguiente forma

. | 1 ;o
V = 2T [~C{gm, Gm, 2}z — Rz + ¥] + —Q—zTD(qm)z

= ézT [D(qm) — 2C(gm» Gons z)] z— 2 Rz + 270

Se busca ahora que el término —z7 Rz sea negativo definido, asf que emple-
ando la propiedad (4.23) y considerando que ¥ = 0 se tiene que

V=-2"Rz <0
lo cual implica que en el sentido de Lyapunov
limz=0=lime=limé=0
oo t—oo t—00

con lo cual se esta garantizando que el error en la corrientes tiende a un valor
deseado
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Control de corrientes: etapa 1

En esta etapa del disefio se busca un control gue proporcione a ¥ una es-
tructura tal que dependa de z, esto es

W= —-kz

tal que R+ %> 0.
Primero se cousidera la estructura de las cada una de las matrices del
subsistema eléctrico, en donde la matriz de inductancias estd dada por

D11(gn) Di1o(gm)
D(gm) - l: Dﬂ(gm) D22(3‘m) :1

en donde los términos de la antidiagonal corresponden a las inductancias
mutuas,
La matriz de disipacién incluye entonces los términos las resistencias del

sistema.
R 0
R=| % 5]

Por tiltimo la matriz de capacitanci?as tiene la forma

o= %6 |

Para simplificar la notacién se define una corriente en términos de las coxri-
entes deseadas y el error en las cargas, con lo que se tiene que

. Jr . a1 — A
g = [ql ] =gs— he= P‘ﬂ el]
dre
en donde los errores e; y ez estas dados por
€1 =¢1 — 41562 = 2 — Qa2
En base a los argumentos anteriores ¥ puede expresarse.
u
o~ [3]-
[ D11{gm)dr + D12(@m)dre + Dll(@'m)‘i'rl + 1?12(qm)¢r2 + R1gr1 + Cr{gm)nn
Dg(qem)drl -+ DQQ(Qm)(er + D{Q (Qm)g'rl “+ D22 (q:'n)q-ﬂ -+ R2(1:'T2 + CZ (Qm)ch
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Ahora bien, u tiene la estructura descrita por la siguiente ecuacin

v = Diy(gm)ir + Dio(gm)dre + D11(gm)dr + D1a(gm)dre  (4.25)
+Rigr + Ci{gm)as — ka2 (4.26)

Si ga y ga se eligen de tal forma que se satisface

D%(Q’m)q.rl -+ D22(Qm)dr2 + D{?(Qm)drl + D22(qm)qr2 + R2q-r2 + CZ(Q’m)QﬁZ = 0
(4.27)

Observe que €l tltimo término de (4.26) corresponde precisamente al valor
T que se busca entonces se puede decir que

. k1 0 2= -—kg:l
- 0 0 - 0
Ri+k O

por lo que si k; es tal que [ 0 R,

] > 0 entonces se satisfacen las

condiciones requeridas.

Observacién 1 La desventaja del controlador es que satisfacer la ecuacion
(4.27) depende de cada sistema y ademds de (4.26) se observa que se necesita
medir 4w Y Gro y Sus derivadas, lo que implica que se debe medir ¢ y g Sin
embargo para el sistema bajo estudio se satisfacen ambas restricciones.

Control de la senal de acoplo: etapa 2

Partiendo de la definicién de la sefial de interaccién y (4.17) se puede escribir
una relacién similar para la sefial de interaccién deseada en funcién de los
valores deseados para y, con lo cual se obtiene la siguiente expresion

, 1, 1
Ya = quD(q'm.)Qd - aggc(f?m“)% (4.28)

De forma similar a la etapa anterior, es posible expresar y — y¢ como €l error
entre estas dos sefiales lo que implica el error para la sefial de interaccién
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estd dada por

1. 1 1 1
y—1 = =@ D(gn)d— §q§ D(Gm)az — §qTC(qm)q + =3 Clam)qa

2 2
1 1, 1
= §qTD(qm)q —5(d- &) D{gm)da — 54 Clam)a +
1
5la- )T C{gm)qa
1., 1. 1, 1,
= 3¢ D(gm)d + 3¢ D(gn)qa — o4 Clgm)e — 3¢ Clm)qa
| . 1. 1
= (4 )T D(gm)é+ =D (gm)as — = (e + ¢a) Clgm)e —
2 2 2
1
'2_ TC(Qm)gd
1, L 1
= §eTD(qm)e + T D(gm)qa — §eTC (gm)e — eTC(gm)

Dado que la sefial y es una funcién de las corrientes, si estas convergen aun
valor deseado y debe tender a una yy, sin embargo es necesario establecer
que s6lo si g, gz, D(gm) y C(gm) estdn acotadas entonces

lime=0,limé=0= lim(y—yq) =0
1—o0 L=00 t—0o0
es decir el criterio se satisface y se obtiene control de la fuerza de interaccion.
Antes de continuar con el andlisis es necesario observar que se ha impuesto
una condicién m4s a da, g, €l hecho de que deben ser acotadas.

Control de la posicién o velocidad mecénica: etapa 3

Para completar el disefio del controlador de sistema electromecdnico se anal-
iza por ltimo el subsistema mecanico. De la etapa anterior se logr6 el control
sobre la sefial de interaccién, la cual depende de las corrientes y las cargas
del sistema. Fn esta etapa se muestra que al tener control-sobre la entrada
del subsistema meecdnico se puede lograr controlar {definiendo una ya ade-
cuada) su salida, esto es, la posicién o la velocidad mecénica. Partiendo de
la ecuacién 5.53 la cual describe el modelo para el subsistema mecénico se
puede escribir una ecuacién ya que posea la misma estructura que 5.53, con
la cual se tiene que yqg se define como
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OV (gm)
O

lo cual es equivalente a escribir el modelo 5.53 en términos de los valores
deseados como

Y = JGmg + + Bgma +¥1 (4.29)

. Vg .
J g + &gq )+qud=yd-”yL

La expresion anterior es util para definir el error mecénico en términos de
la diferencia de ambas ecuaciones (5.53) y (4.29). De esta forma el error se
define como

€m = ‘jm - q-'md (430)

A partir de esta definicién se puede formular una ecuacién dindmica del error
MEeCcANnico COmo

Jém + Bem =y — Yq (4.31)

La expresién anterior se puede representar como

1
€m = Js+ B (y - yd) (4-32)

Esta expresién es similar a la descrita para la z del sistema eléctrico, y
corresponde de manera andloga a un sisterna BIBO estable.

De la definicién expuesta para el error mecénico se puede entonces garan-
tizar que sl

lim (y — yg) = 0= lim em = 0

t—00 t—ro0
Observacién 2 Note que la definicion de yq implica conocer -—mgq‘i" yr lo
cual establece ung tercera limitacidn.

Se busca ahora aplicar esta metodologfa a un sisterma con estructura fisica,
particular para lo cual se seleccioné el motor de induccién como caso de
estudio.

n
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Capitulo 5

Caso de Estudio: El motor de
induccién

En el capitulo anterior se desarroll6 la estrategia de control a emplear so-
bre un sistema fisico con una estructura particular. El objetivo buscado en
este capitulo es mostrar como se implanta el método de control basado en
pasividad en sistemas electromecénicos. Se selecciona el motor de induccién
(MI) como el ejemplo mds interesante debido a que la tendencia industrial
en automatizacién con maquinas eléctricas ha sido utilizar motores de corri~
ente directa (CD), debido a la relativa facilidad con que se puede obtener un
control preciso. No obstante, los motores de CD presentan algunas desven-
tajas frente a los motores de induccién (MI), debidas fundamentalmente a
la forma de construccion de estos tltimos. Especificamente, los MI al ser
utilizados estén practicamente libres de mantenimiento, tienen mucho mds
alta proporcién de torque inercial (debido a la falta de bobinas en el rotor) y
pueden ser utilizados en medios ambientes hostiles (tales como, corrosivos y
explosivos), por mencionar algunas. Por otro lado, los MI son caracterizados
por modelos matematicos no lineales, es decir, son dispositivos mucho mds
complejos que los motores de CD y por lo tanto, €l control es més dificil
de realizar por lo complicado de su disefio. Como consecuencia de ello, su
implantacién también es muy complicada requiriéndose una infraestructura
electrénica muy sofisticada.

Fn este capftulo se obtiene el modelo del MI a través de las ecuaciones
EL, a partir de este modelo se obtiene un modelo més simplificado a través de
1a transformacién de Blondel, se presentan El modelo del motor de induccién
de 3¢ se obtiene a través de las ecuaciones EL. Posteriormente se obtiene
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Figura 5.1: Representacién del MI de 3¢

un modelo equivalente mis simplificado, de dos fases (conocido como af),
utilizando la transformacién de Blondel; se presentan algunas propiedades
Gtiles de la estructura fisica del motor. En la tdltima seccién se realiza el
disefio del controlador en base al modelo a8.

5.1 Modelo del motor de induccién de 3¢

Considere un MI de 3¢ compuesto por tres devanados de estator fijos ¥
tres devanados de rotor los cuales giran a una velocidad angular w, como lo
muestra la figura 5.1.

Pars la obtencién del modelo de este motor, éste se descompone en dos
sistemnas, uno eléctrico y el otro mecénico, considerando las siguientes su-
posiciones para el sistema eléctrico: Devanados por fase sinusoidalmente dis-
tribuidos con efectos capacitivos despreciables y fases idealmente simétricas.
E] estator y el rotor se consideran concéntricos y la banda de aire entre el
los con una longitud radial constante. La permeabilidad de los nicleos se
supone infinita y la saturacién de los niicleos se desprecia, al igual que las
pérdidas en el entrehierro, los efectos de partes terminales de los devanados y
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los de las ranuras. Adicionalmente se considera que los materiales magnéticos
atilizados en la construccién del motor son lineales.
Se parte de la consideracién de que los flujos en el motor estdn dados por

w-[ ) o

donde X representa el vector de flujos

T
[AE,XE‘] = [)\31: ’\52: A53-: A-r1a Arz, )\rS]T (52)
y ¢ representa el vector de corrientes
q= [q:f,q,?] = [gs1, G52 G35 Grs G2y dra]” (5.3)
adicionalmente

cos(gr) cos(gr+) cos{gr—")

Ulgy) = cos (g7 — ) cos (q7) cos (g7 +7)

| cos(gr+7) cos{gr—7)  cos(gr)
_ [ LsI3 LsrU (QT)

De(Q'?) - L LSTUT (Q?) LTI3

con g7 la posicién del rotor, 7 = 120° y los subindices s y denotando
variables de estator y rotor respectivamente.
La matriz de resistencias estd dada por

_[RIs 0O
re| 7 |

que se obtiene de considerar que los tres devanados de estator tienen el mismo
valor de resistencias (R,) asi como los de rotor (Rr)-

Para el subsistema mecénico suponga que no existen efectos de torsién en
1a flecha del motor y la friccién presente se considera de tipo viscoso. Bajo
estas condiciones la parte mecdnica del motor s6lo almacena energia cinética,
por lo que

T =28

Ademis la funcién de disipacién es de la forma
1

F=3

B§
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Una vez definidas las funciones de energfa para el motor, el Lagrangiano
tiene la forma

1 1
£(g,i,0,w) = 5 'TDBc'ﬁ--qug
con una funcién de disipacién
Lop. 1o
= ~qTR+~
F 3 q+ 2Bq7
Aplicando las ecuaciones EL
4 [0L(g,q)] _0LMg,q) 679 _
dt dq Jq aqg
y considerando como coordenadas generalizadas a las cargas en los devanados
g vy la posicién angular g, se tiene que

Q

. . 1. A
£(q,4,qr,d1) = §qTDe(Q7)q+§Jq$ (5.4)
oL )
= -é—l‘ =De(g7)1 -
dfoc) ., \da, o d4  8D.(qr) . .
= 2 [%) = D S+Dana =Dulen) g e
Ademés
aLl oF
2 =0; — =RE
Og 0i 5 =M
por lo tanto resulta que la ecuacién para el sistema eléctrico estd dada por
di 3D.(q7) . , )
D — q+Rq=
elgr) =+ o, TatRa Mu
con

Us1
U=y U
U3

y en donde M posee la estructura

w-[%] 5= ]

(e N on B
[ T S R
—_ o O

—




debido a que los devanados de rotor estén en corto circuito.
Para el sistema mecédnico se tiene, partiendo del Lagrangiano (5.4), que

L . d d g
8 4z dt |8 g, dt
oL _ 1.0Dda),
dqr 2" Ogqr
siendo la funcién de disipacién descrita por
or _
09
De aqui resulta que
dw, B liﬁDe .
dt 2 aqw 1= L

entonces la ecuacion del subsistema mecénico esta definida como

dq
Jd_tT =T—TL
donde
: 1.0De(q7) .
(ir,07) = pa 2t (55)

se identifica como la fuerza mecénica de origen eléctrico, la cual corresponde
a la sefial de interconexién de los dos subsistemas.
La derivada parcial en la ecuacién 5.5 est4 dada por 1 ecuacién

8De(q7) 0 Wi
aqf = Wl (qT) = "Ls‘r‘ [ ng (QT) 120 e ]

con

sin{g7)  sin(gr +%) sin(gr—7)
Wialgz) = | sin(gr — v)  sin(gr) sin{gz +7) | = Wlfg(%)
sin{gr +7) sin(gzr —v)  sin(gr)

y ademaés, si se define
; 1. .
7(97,q7) = :?“QTWi(Q?)q
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las ecuaciones de la parte eléctrica y mecénica puede reescribirse como
D.(gr) 4 +Wy(gr) 47 ¢+ Rq=Mu
d q; . 1. .
JE" + Bgr = EqTWI(QT)q —TL

Para finalizar esta seccién es necesario mencionar el hecho de que cualquier
efecto disipativo en la flecha del motor (friccién) se incluye en el par de carga,
por lo que en general esta variable dependerd tanto de la posicién como de
la velocidad angular del motor.

El modelo completo para el motor de tres fases para la parte eléctrica
estd dado por

e o 6]
LS’"[WQ?(qT) ngo(QT)] [gjq”[Rsofs REIS] [2}

Uy
I
Uz
y para la parte mecénica estd dado por la ecuacion
J; +Bgr =17—TL. (5.7)

El siguiente paso es llevar este modelo a una expresion reducida, esto es a un
modelo de dos fases

5.2 Modelo equivalente de 2¢

Se sabe que una de las corrientes, tanto de estator como de rotor, es redun-
dante si se consideran neutros aislados, es decir

‘isl + st2 -+ QSB = 0 (58)

q-'rl =+ tj1"2 + erS =0 (59)

Entonces, se puede obtener un modelo de orden reducido equivalente al mod-
elo de 3¢. Para esto se consideran las suposiciones de la seccién anterior.
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5.2.1 Transformacién de Blondel

Considere las distribuciones de corriente para cada fase con idéntico factor
de distribucion d dadas por

JE = dsin(¢,) gnaz (5.10)
T = dsin (¢, + 7) ds202 (5.11)
J% = dsin (¢, — ) dssaz (5.12)

donde ¢, es la posicién angular con respecto a la cual la magnitud de la
distribucién es medida y az es el vector unitario en el eje z (saliendo del
papel).

La. distribucion de corriente total es la suma de las distribuciones indi-
viduales, es decir '

‘I?I‘ = d[(QSl + cos ('Y) Q-'SZ (F}’) Q-SS) sin (CI?) - (513)
(—sin (77) gs2 + sin (7) ds3)] cos (8,) az (5.14)

Considere ahora un MI de 2¢ (como se muestra en la figura 5.2) con
devanados de estator en ejes fijos ortogonales @, y 8, y devanados de rotor
también en ejes ortogonales o y 3,, girando a una velocidad angular w,.
De manera similar al MI de 36, se puede obtener la distribucién total de
corrientes para una maquina bifdsica de la sigwente manera

Tor = diga sin (,) — gsa cos (¢, )]az (5.15)

Asumiendo que la distribucién de corrientes totales para la maquina de 3¢
debe ser igual para la maquina de 2¢, si lo que se desea es obtener un modelo
equivalente, entonces Jor = %J’s@r, por lo tanto, las siguientes condiciones se
deben cumplir
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Figura 5.2: Representacién equivalente del MI de 2¢, a3

) 2.. ] )
Ga =3 [de1 + cos (7) ds2 + cos (7) de3)] (5.16)

) 2 ) ) . ;
gs2 = 3 [— sin () ds2 + sin (7) 4s3]

en donde el factor % se introduce con objetivo de preservacién de potencia.

La expresién anterior establece la Transformacién de Blondel que rela-
ciona variables de 3¢ con variables equivalentes de 2¢, y cuya estructura esta
dada por

_ 2 1 cos(y) cos(v)
Tgﬁ 3 [O —sin (v} sin{7) ] (5.17)

El procedimiento anterior puede ser aplicado también a los devanados de
rotor, por lo que la transformacién completa al vector de corrientes del motor

de 3¢ es:
U
. O aTECA



i L cos(y) cos() 0

do | _2| 0 —sin(y) sin(y)

i |3 . 1 cos(y) cos()
¢r 0 —sin{y) sin(y)

y los voltajes transformados estén dados por:

Uy 1 cos(y) cos{7) 0

up | _ 21 0 —sin {(v) sin(v)

0| 3 0 1 cos(y) cos(y)
0 0 —sin(y) sin{y)

q.s 1
q.s2
q‘s3
@7‘1
(}r2

| G
(5.18)

(5.19)

Aplicando estas transformaciones al modelo de 3¢ se obtiene el modelo equi-

valente af del motor como:

D, (gs) @ +W; (g5) wrd + RxG = M,u

. 1 .
J wy —5 .Twl (QS)CI =-—=TL
donde
LT, Lge %
Dx (Q5)"‘“ I: Ls é-—..%‘qg z 1‘2 ] )

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)



f_]:'sl
Q:' 52 U= Uy
ar1 Ug

Qrz

[RZ, 0 T.
R'x— 1: 0 RrI2 :1 b Mx'—

|
—
o &
[T—
4
Kel
i
—
o
(IO
|

con J la 2 x 2 matriz antisimétrica

— 0 -1 — T
7=[? P

@ cos (gs) — sin (gs) o —T%gs
¢’ ~[Sm(fi’s) cos (gs) }—e

Note que en este caso el par mecénico de origen eléctrico esta dado por

1

T=3 Wi (as) g

mientras que la estructura de la parte mecénica no se modifica con la trans-
formacién. -

Debe quedar claro que aunque €l modelo o se obtiene a partir del modelo
de 3¢, también describe el comportamiento dindmico de un motor de 2¢ bajo
las suposiciones antes mencionadas.

5.3 Propiedades

Para poder presentar el disefio del control se presentan algunas propiedades
del modelo no lineal del MI

La. primera propiedad se relacional con las caracteristicas de disipacion
de energfa del motor, el motor de induccion establece un mapa pasivo si se
consideran como entradas los voltajes de estator y el par de carga, y como
salidas las derivadas de las coordenadas generalizadas directamente afectadas
por las fuerzas externas, las corrientes de estator y la velocidad angular del
rotor. Dado que el MI es un caso particular de la metodologfa expuesta en
capftulos anteriores este es un resultado esperado.
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Proposicién 9 Considere el modelo a8 del motor de indcuccion, y defina
como el vector de entrada
U1
= ’u,2
y como vector de salida
é’sl
Y= ds2
ds
bajo estas condiciones el mapa
M:v—y

es pasivo.t

La siguiente propiedad se relaciona con las caracterfsticas de disipacién
del sistema, el cual se observa como la interconexién de dos subsistemas.
Estd demostrado que ambos subistemas, eléctrico y mecénico, son pasivos y
por lo tanto, tomando comn base el hecho de que la interconexion de blogues
pasivos es también pasiva, se obtiene una interpretacién de la propiedad de
pasividad presentada en la propledad anterior.

Proposicién 10 Considere el modelo del motor de induccién (5.20) y (5.21 )
como la interconexidn de un mapo eléctrico establecido por (5.20) y un mapa
mecdnico, obtenido de la estructura de (5.21), dados respectivamente por

' Uy q‘sl
Ee:Ulz Us = Y= Cj's2
—gs T
)
. 1 | 4
m-(“T+TL)'_’“QS—Jp+B("T+7L): p=—

Bajo estas condiciones, el modelo del motor de induccidn puede ser visto
como la interconexion de dos subsistemas pasivas.

La siguiente propiedad considera la naturaleza fisica del motor para es-
tablecer la relacién que existe entre la velocidad de rotacién del vector de
flujos de rotor y €l par generado por el motor. Considere la figura 5.3 de un
motor de dos fases, de la figura se obtienen las siguientes relaciones

11, pruebs de esta propiedad se desarroll6 en el capftulo anterior.
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hos ]
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Figura 5.3: Representacién de las fases a y b de un motor de induccién 2¢

der = |Ar|cos(p)
Mr = A7 sin(p)

Esto implica que
cos(p)
Aar = 1Ar )
e = ‘[sm(p) ]

Ya que se trabaja en 2¢, el dngulo de rotacién del vector resultante de flujo
de rotor con respecto al eje a del sistema de referencia fijo al estator es

= arctan Abr
r= Nar

Esto implica que la derivada del vector de flujo se puede representar como

= M) [ -sin(P)ﬁ?] — ) [ {1} -61 } N [ cos(p),]

cos(p)p sin(p)

Esta expresion se puede reducir a
j\r = ij Ar'
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Dado que A, es una funcién de la posicién se puede verificar que

o =| ]

en donde

. d Apr
p== arctan ( )\ar) (5.24)
Con esta tiltima expresién se establece la signiente propiedad

Proposicién 11 La velocidad angular del vector de flujos de rotor estd dada
en términos del par generado como

p= (5.25)

R,- T
1P

con ||| la norma Buclidiana.

Prueba. Considere la ecuacién 5.24, operando este término se tiene que

] 1 9 ;2 2 19 T
LR PLE G G — T TA, 5.26
? &+&(12 ) = HMI (5.26)

Por otro lado, se sabe que la estructura de los flujos en el modelo af estd

dada por

3

A= De(gs)a
de donde se tiene que
X = De(gs) 4 +W1ds4 = ~Rg + Mu

con la ultima identidad obtenida de 5.20. Si se considera la estructura de la
matriz de entrada M se puede obtener de la expresién anterior que

V’.\r‘ = _RréIr
por lo tanto, substituyendo esta expresién en la ecuacion 5.26 se obtiene que

p= ”4\ “2 rqu
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La prueba se completa haciendo notar que

1o P
T= EQTWM = L. T Te 754,

el cual puede ser expresado como
T=MJ4

con lo cual se establece la prueba de esta iiltima propiedad.

5.4 Control del motor de induccién

En el diseno del control para sistemas electromecénicos la primera etapa de

disenio se realizaba para obtener un control sobre las corrientes y las cargas,

en el modelo trifdsico se considerd que los efectos capacitivos se despreciaban,

de esta forma para el diseno se reduce a lograr un control sobre las corrientes
De esta forma la ecuacién

z=¢+Ae (5.27)

en donde se define :
e = q-—4qq (5.28)
e = (- 0dg (5.29)

Como los efectos capacitivos se desprecian, el comportamiento de las cargas
no se contempla en el andlisis. De esta manera se puede substituir z por é.

5.4.1 Etapa 1: Control de corrientes

Ya se conoce la filosofia de disefto, sélo basta aplicarla al motor bifésico, en
esta caso empleando la definicién anteriormente descrita para el error dada
por (5.28). De esta definicién el vector de corrientes esta dado por

q=é+d " ' (5.30)

De la definicién anterior, se obtiene una representacién para la dindmica
del error, substituyendo 5.30, en el modelo eléctrico de 2¢, se tiene que

D.(g:) {é + éd] ~ LeWi(gs) [é + Qd] ds + Re [e + Qd] =Mu (5.31)
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A partir de la ecuacién anterior obtenemos una ecuacién en funcién del error,
lo que resulta en la expresién

De(gr) e —LssWi(g5) €Gs + B e= U (5.32)
en donde ¥ se define como
¥ = Mu— {De(fp) Gq —LsrWi(gs) 42 g5 + Reé‘d} (5.33)

Se buscan en este modelo las mismas propiedades que posee el modelo
general, ¢n este caso se requiere satisfacer la propiedad

27 [ Delgs) = 2L Wi (g5)ds) 2 = 0 (5.34)
, entonces el modelo de dos fases se puede reeseribir de la forma

LsI2 Lsrejq5 ~ 0 jequ -
[Lsre—qu LT }q‘LB’"[o 0o |9BF

R 0 .
[Lﬂje--’qu R,IQJ“[H (5.85)

Partiendo de esta ecuacién se puede verificar lo siguiente

T 0 Lsrequ 9:'5 _ 0 Lsre‘j’q5 dS _
z { { CLyeT%g, 0 0 0 z=0 (5.36)
expresién que se reduce a |
T 0 —Loe7®g | _
z [ LgeTog y 0 z=0 (5.37)

Empleando el resultado anterior el modelo dindmico del error para el subis-
tema eléctrico queda reducido a la expresién

De(gs) € =L W1 (g5)é¢5+ R. €=U (5.38)

De esta ecuacion se necesita saber bajo que condiciones el error en las corri-
entes es cero. El término ¥ contiene el grado de libertad u, es entonces que
a través de ¥ se debe satisfacer el objetivo. De esta forma se busca entonces
que esta variable tenga la estructura

= —ké (5.39)

86



Proponiendo una funcién

1, .
V= EeTDe (gs)€ (5.40)

con derivada
V=" [Ro+k) ¢ (5.41)
Si adicionalmente se satisface que R. +k > 0, se puede garantizar que

mé=20

t—oo

con lo cual se resuelve el control de corrientes.
El objetivo es entonces disefiar la ley de control con ¥ = —ké. De esta
forma ¥ puede escribirse en la forma

con lo cual se puede reescribir como’

LS _ u— Ly Elsd _Lsrequ El‘rd +Lsrjequflrdé.lsd + Rs@sd . _kl €s
\I}2 —Lsre—Jqs qsd _Lr Elrd —Lsrje—'yqs‘j5c.13d - qu.sd B 0
(5.42)

donde el subindice d denota el comportamiento deseado para cada variable.
De la expresién anterior se obtiene el valor de u, de la siguiente forma

u = Lsr qsd +L51"equ qrd _Lsi"jequc.l?'dqsd — qusd - klés (5'43)
y con lo que se logra que
V) = —ké, (5.44)

donde é, se define como el error en las corrientes de estator dado por é, =
s — Gsq- Entonces de la expresién 5.43, se obtiene la ley de control para el
sistema, sujeta a la restriccién

Laye 7% Quy +L, Qg + Lo Te 78§80 + Rofoa = 0 (5.45)
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obtenida de la descomposicién de ¥ hecha en 5.42.
Con base en el resultado obtenido para ¥; y ¥,, esta se puede escribir de

la forma
| ke | ky O, .

entonces la ecuacion 5.38, adopta la forma
DE(Q5) e -Lsr Wl (qs)eqs + (__Re +k) e=10

Para, satisfacer la restriccién impuesta por 5.45, es necesario encontrar
una representacion para la §rg. Note que la relacién lineal entre el flujo y la
corriente se definié anteriormente como

A= De(gs)q
lo cual implica que los flujos de estator y rotor estan dados por

As = Lsf?s + Lsrequ gr
)‘r = Lsrequq.ii + err

en donde el voltaje en el rotor se encuentra dado por
Ar = Lere?® G5 —Loe”® G5 4o+ Ly 4, (5.46)
De esta tltima expresién la ecuacion 5.45 puede reescribirse como
Arg + Rrrg = 0,

de aquf se obtiene el valor deseado para .4, esto es

. 1
Qrd = _"E)\rd (5.47}

T2 forma en la cual es seleccionada el valor de X,g, depende de la naturaleza
fisica del motor. Siguiendo estos argumentos se propone que

Ard - bdjﬂxrd
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en donde p es la velocidad angular del vector de flujos de rotor en términos
del para generado.
Dada la relacién ortogonal entre ambos ambas fases

Ara(0) = { g ]

con 3 el valor deseado para |A.4l, se tiene que

Pa =574
ﬁ2

con

LS‘I‘ - .
Ta= & Wi (gs)

con esta expresidn se satisface la restricién impuesta al sistema.
Atun es necesario satisfacer §sq, presente en la ley de control, asi que
considerando

Ard = Ls're—:“‘:rq5 (jsd + qu'rd
se tiene que el valor deseado para la corriene de estator es

e 9
LST‘

‘jsd = [)\rd - errd]

Con los resultados obtenidos se satisfacen la restriccién y la ley de control.
Resta atin encontrar los valores para los cuales R, +k > 0 se satisface.
Considere que

R+k..-=[ Re+k 0 }

Lsre_Jqs Q5 RrIZ (548)

la matriz anterior se puede escribir en términos de su parte simétrica (ver
Apéndice A) , con lo que se obtiene

(e +5) ; [(Re +) + (B +kﬂ
(Re+k)Ty  3L,e7577¢s
- { 3 Lre?% JT g Iy ]

I
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Respecto a esta matriz se observa que siguiendo las propiedadesexpuestas en
el Apéndice A se tendrd que

(Re +k) >0

es definido positivo si la inversa de (er'g)_lexiste, lo cual se satisface por
tratarse una expresién escalar, y si ademds la expresién

1 1 1
(Rs + k1) In — |:'2'Lsrequ JT ‘5} EI2 |:§Lsre_qu @5:| >0

se satisface.
Operando esta expresién se obtiene que

L2 q'2
(Rs + kl) Iy - |:-—~i-'-qu—‘5:| QJQSJTJG_J'?S >0

en donde, considerando que la relacién que existe entre ambas fases es ortog-
onal, esta ecuacién se reduce a

4R,

Esta expresién es equivalente a escribir

[Rs-l- ky — Lsrq"’} 7, > 0

Lsrq5
Rothy— 28>0 (5.49)

de donde se observa que R, siempre es positivo, entonces la expresién (5.49)
se reescribe como

L? QS
ky — =22 >0
‘TR 7
Si se considera que k; tiene la forma
L?
kl — er’S 1

48,

con ¢ una constante mayor que cero, se garantiza que el término (Re +k) >

0, se satisface, esto es, es definido positivo.

Hasta este punto los términos presentes en la restriccién 5.45 impuesta a
la ley de control 5.43, se satisfacen de igual forma la ley de control contiene
una expresion adecuada para el término que restaba definir.
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5.4.2 Etapa 2: Control de la senal de acoplo

Partiendo de la definicion de la sefial de interaccién 7 se puede escribir una
relacién similar para la sefal de interaccién deseada en funcién de los valores
deseados para 7, con lo cual se obtiene la siguiente expresién

1,
Ty = 5!13{ D(gm)a (5.50)

De forma similar a la etapa anterior, es posible expresar 7 — 74 como el error
entre estas dos sefiales lo que implica el error para la sefial de interaccién
estd dada por

1. 1
T—Ty = §qTD(qm)q - 5613" D{(gm)qa

1, .1 .
= 54" D{gm)q — 5(4— €)" D(gm)da

1 1.
= §qTD(qm)Q+—2-6TD(qm)qd

2

1. .
= §eTD(gm)e + ETD(gm)Qd

Dado que la sefial T es una funcién de las corrientes, sl estas convergen aun
valor deseado T debe tender a una 74, esto es

1, . 1.
= e+ Ga)T D(gm)é + €D (gm)qa

lime=0,limé=0= lim(r —74) =0,
1—o0 t—oo

for 0O

es decir el criterio se satisface y se obtiene control de la fuerza de interaccién.

5.4.3 Etapa 3: Control de la posicién o velocidad mecani-
ca

Fl disefio del controlador para el MI se completa al garantizar control sobre
la velocidad del motor. De la etapa anterior se logré el control sobre la serial
de interaccién, la cual depende de las corrientes del sistema, en esta etapa
se muestra que al tener control sobre la entrada del subsistema mecdnico se
puede lograr controlar (definiendo una 74 adecuada) su salida, esto es, la
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velocidad mecdnica. Partiendo de la ecuacién 5.7 la cual describe el modelo
para el subsistema mecénico se puede escribir una ecuacién 74 que posea la
misma estructura que 5.7, con la cual se tiene que 74 se define como

IV (gm)
Ogm

lo cual es equivalente a escribir el modelo 5.7 en términos de los valores
deseados como

T %= Jmd + + Blma+ 7L (5.51)

BV (Gom
g+ 2 m)
Ogm

La expresién anterior es til para definir el error mecénico en términos de la
diferencia de ambas ecuaciones 5.7 v 5.51, de esta forma el error se define
como

+Bgmg = 14— 7L

€m = Qm - de (552)

A partir de esta definicién se puede formular una ecuacién dindmica del error
mecdnico como

La expresién anterior se puéde representar como
1
= — 5.54
m=—p(r =) (5.54)

De la definicién expuesta para el error mecénico se puede entonces garan-
tizar que si
lm{r —7¢)=0= lime, =0
t—o00 t—o0
Con esta ltima etapa en el disefio del controlador se logra el control de la
velocidad del MI y se satisfaciendo asi el objetivo de control. Es necesario
entonces, validar el control obtenido con la ayuda de la simulacién digital,

los experimentos realizados se presentan en el captftulo siguiente.
n
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Capitulo 6

Resultados de simulacion

En este capftulo se presentan los resultados de simulacién digital obtenidos
del desempefio del esquema de control propuesto, estos resultados validan los
resultados tedricos anteriormente propuestos.

La estructura seguida en este capftulo presenta el modelo empleado para
la simulacién. Posteriormente se describe el experimento con el cual se evalua
el controlador y por tltimo se presentan los resultados gréficos junto con su
discusién. :

6.1 Modelo

El modelo empleado para la simulacién es el equivalente a3 que corresponde
a un motor estandar jaula de ardilla de 3¢ con alimentacién de 220/380 volts
a 60 Hz con estator conectado en delta. La potencia promedio del motor es
de 2.2 kW y la velocidad promedio es de 1750 r.p.m. [Espin93].

Los pardmetros empleados para el motor son: R, = 0.687€2, R, = 0.8420Q2,
L, = 84mH, I, = 85.2mH, L, = 81.3mH, D,, = 0.03kgm®.

6.2 Experimento

Se plantea el siguiente experimento con el cual se evalua el controlador de-
sarrollado, la evalucién corresponde al seguimiento de par con una referencia

93



40 T LI T T

30+

il pn |

10

)
T

5 05 1 15 2 25
[sec)

Figura 6.1: Corrientes de estator is, ¥ is2.

variante en el tiempo de la forma

2
=== ¢
Ta=— cos(wt)

Se considera que el motor se encuentra en estado de reposo con condi-
ciones iniciales iguales a cero. Al arranque el torque de carga se cambia a
7r =20Nm. La norma del flujo de rotor deseadadel controlador es igual a
3 = 2.Los valores nominales para este experimento son

a=100; b=15 ¢g=0.001; e=45y f=5

6.3 Resultados

Fl objetivo principal de los experimentos realizados fue el de resaltar las
propiedades del esquema de control, mostradas tedricamente.
La figura 6.1 muestra las corrientes de estator del motor bifssico modelado

La figura 6.2 muestra la respuesta de las corrientes de rotor
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Figura 6.2: Corrientes de rotor 4,1 y ¢ye-

En las graficas 6.3 y 6.4 se presentan las graficas del error en las corrientes
de rotor y estator, esto es, el error que existe entre la corriente real y la
deseada. Se observa que el error tiende a cero en ambos casos.

En la figura 6.5 se muestra la accién de la ley de control sobre el motor
u.

La figura 6.6 muestra el error en la velocidad mecénica se puede observar
de esta figura que el error es aproximadamente cero en 2.5 segundos.En la
figura 6.7 se presentan las gréficas del par generado y el par deseado. El par
real tiende a un comportamiento deseadocon lo cual el objetivo de control se
satisface ya que el error entre ambas senales tiende a cero.

Con este ltimo resultado y junto con los resultados de las figuras an-
teriores queda de manifiesto que el objetivo del controlador se cumple, con
lo que se validan tanto el modelo propuesto como la estrategia de control
empleada.

||
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Figura 6.3: Corrientes de rotor

Error enlas comientes de estator
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Figura 6.4: Corrientes de estator
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Capitulo 7

Conclusiones

Al termino del presente trabajo se estd en posicién de presentar las siguientes
conclusiones.

En este trabajo se presenta una introduccién completa al anglisis de
sistemas fisicos a través del modelado por ecuaciones Euler-Lagrange, par-
tiendo desde los elementos bésicos que describen a los dos tipos de sistemas
que competen a este trabajo, a saber, sistemas mecacnicos y sistemas eléc-
tricos. ;

Posteriormente se desarrolla el modelado de sistemas electromecanicos
empleando ecuaciones Fuler-Lagrange, se observa que el método permite
explotar las caracteristicas fisicas del sistema. Se observa también que los
sistemas Euler-Lagrange exhiben la propiedad de pasividad, propiedad que
indica como se comporta la energia en un sistema, es de esta forma que se
desarrolla una estrategia de control la cual explote estas propiedades.

El objetivo fundamental de este trabajo es el control basado en pasividad
de sistemas electromecsnicos, cuyas caracteristicas, propledades y restric-
ciones fueron mostradas, y es claro que su implantacién fisica es posible.

Se seleccioné el motor de induccién como el ejemplo més prictico y de
inmediata aplicacién debido a su extendido uso industrial.

Las restricciones a las cuales estd sujeta la ley de control depende de
cada sistema; sin embargo para el sistema seleccioniado, estas restricciones se
satisfacen. \ - :

La estrategia de control desarrollada para el caso de estudio logra el ob-
jetivo de control.

El trabajo realizado funcioné como un puente entre el trabajo experi-
mental y el desarrollo teérico, demostrando que ambas ramas forman un sélo
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dmbito, ya que la ingenierfa de ninguna manera puede pretender ser una,
actividad meramente de implantacién ignorande las aportaciones tedricas.
En este sentido se espera haber aportado, con los resultados obtenidos, el
impulso necesario que sirva de motivacién a otros para intentar llevar acabo
experimentos empleando este esquema de control en tiempo real y mejorar
su desempefio. Con €l mismo propésito el presente trabajo pretende con-
tribuir al reducir la brecha, atin existente, entre teorfa ¥ préctica, ya que
con la experimentacién de una teorfa, est4 brecha forzosamente tiene que ser

afectada.
[ ]

100



Apéndice A

Expresiéon cuadrdtica de una
matriz antisimétrica

Considere una matriz cuadrada del forma

A C
=l é 5]
si se satisface que i
B-—l
existe, y la relacion
- A-CBICT >0

es definida positiva, entonces la matriz M, cumple con
M>0

Es necesario realizar algunas observaciones, primero que M es una matriz
simétrica, en caso de que la matriz bajo anélisis no lo sea, es posible expre-
sarla en términos de su parte simétrica en términos de una foma cuadratica,
esto es '

XMz = %zT [M»!—MT] z

en donde My, = 3 (M + MT).
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