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Introduccién

El presente trabajo aplica el cdlculo estocdstico en finanzas, en el caso particular de un
instrumento llamado opcidn, este instrumento permite cubrirse ante fluctuaciones en los precios
de los activos. Una opcién no es m4s que un contrato que otorga el derecho pero no la obligacién
de comprar (en el caso de una opcién tipo call) o vender (en el caso de una opcién tipo put)
un activo o bien subyacente bajo ciertas condiciones, este bien subyacente bien puede ser una
accibn, una divisa, una tasa de interés, etc., y existen distintas clasificaciones de opciones de
acuerdo a sus caracteristicas. Por ejemplo, el emisor de uns, opcién de venta (put) se la vende
a alguien que puede o no ejercer el derecho de venderle una cantidad fija de divisas a un precio
fijo en una fecha fija (opcién europea), entonces el tenedor ejercera la opcién cuando le este
vendiendo mas caro al emisor que en ¢l mercado, obteniendo asf una ganancia mientras que el
emisor tendra una pérdida.

Serdn analizados ambos puntos de vista, el de} emisor ¥ €l del tenedor de una opcidn europea
lo enal llevard a los dos problemas basicos: la valuacién ¥ la cobertura. La valuacién consiste
en asignarle precio al instrumento en cualquier momento del tiempo y la cobertura consiste
en mostrar como el emisor se puede proteger de tal manera que no pierda, cuando sea posible
cubrirse se hablard de que el mercado es completo.

Para resolver estos problemas se requerird que no exista oportunidad de arbitraje, es decir,
que sea imposible obtener dinero sin dinero, dicho de otra manera, que sea imposible obtener
dinero sin tomar riesgos, por lo cual, se requerird un modelo de precios que cumpla con este
supuesto. Se considerard entonces un modelo de precios conocido coms el Modelo de Black
¥ Scholes, el cual es un modelo de precios continue y cumple el supuesto de la ausencia de
oportunidad de arbitraje.

En particular, este supuesto se traduce de la siguiente manera, el emisor debe ser capaz de
construir con el dinero obtenido por la prima un portafolio cuyo valor a la fecha de ejercicio
sea igual a el valor esperado de su pérdida (recuérdese que la pérdida del emisor es la ganancia

del tenedor), esto es, debe ser capaz de simular con un portafolio su pérdida, de tal manera



que se cubra solamente, diche de otra manera, que con ese portafolio no gane ni pierda, esto
porque el comprador de la opcidn querrd un precio justo. Entonces, este supuesto de ausencia
de oportunidad de arbitraje tiene que ver con la equidad del juego, de aguf viene la nocién de
martingala. Hay que mencionar que ese valor esperado de la pérdida no sers calculado respecto
a la probabilidad inicial de los precios, sino es respecto a una nueva probabilidad que hace que
el valor presente de los precios sea una martingala, con la cual el valor presente del portafolio
serd martingala.

Fisher Black y Myron Scholes {21] desarrollaron su modelo a principios de los 70°s con el
fin de resolver los problemas de valuacién y cobertura de una opeién europea sobre una accién
libre de dividendos.

El Modelo de Black y Scholes se desarrollard en el capitulo 4 de este trabajo, pero como
preparacién para este modelo de precios continuo se hace una breve resefia en el capitulo 1 de
lo que pasa cuando la evolucién de precios se hace en un mercado discreto. Hay que resaltar
que las técnicas utilizadas en el caso continuo son més delicadas que las utilizadas en el caso
discreto. Estas téenicas de calculo estocistico son el tema de los capitulos 2 y 3.

Fl problema de la cobertura se va a resolver a través de un portafolio de inversién. Un
portafalio de inversién estard compuesto por dos actives, une que es un activo de rendimiento
certero (una inversién a plazo fijo, un bono, etc. } y otro que es el activo con riesgo donde el
rendimiento es aleatorio (una divisa, una accién, una tasa de interés, etc. } y el manejo del
portafolio se hard de tal manera que no caiga en posicién deudora y que no exista aportacién
ni retire de fondos, esto conducird a la definicién de estrategias autofinanciables, pero bhajo nn
modelo de precios continuo esta definicién llevar a la nocién de integral estocdstica (tema del
capitulo 2). En el capitulo 3 se abordarin las ecuaciones diferenciales estocasticas, ya que,
el mismo modelo de precios de Black y Scholes puede ser visto también como una ecuacién

diferencial estocastica.



Capitulo 1
Opciones

1.1 Introduccién

Las fluctuaciones en los precios de los activos motivan el surgimiento de un instrumento fi-
nanciero llamado opcidn.

En este capitulo se definen los diversos tipos de opciones que existen aunque se pondra la
mayor atencién en las opciones denominadas como europeas.

Se mostrard como surgen los dos problemas principales, ¢l problema de valuacién y el
problema de la cobertura de la opcién, ambos serdn resueltos en este trabajo bajo las suposi-
ciones de continuidad en los precios, pero en este capitulo se presentard como se resuelven estos
problemas en el caso discreto con el fin de aclarar ideas y aportar intuicién para el caso con-
tinuo, por lo cual no se incluirdn las demostraciones formales de los teoremas y proposiciones,
éstas se pueden consultar en Lamberton {21).

Se har4 énfasis en el supuesto de ausencia de oportunidad de arbitraje, es decir, se enfatizaré
que no es posible obtener dinero sin dinero, esto en la parte de viabilidad del mercado y para
afirmar ideas se presentard a través de ejemplos, en uno de ellos se mostraré como aparece |a
nocién de martingala pero no bajo la probabilidad inicial sino bajo una probabilidad equivalente
a la inicial. En la parte de completez del mercado se hablard un poco més de esa medida de
probabilidad y come con la existencia de ella se pueden resolver ambos problemas,

También se mostrard que pasar del modelo discreto de precios al modelo continuo motiva

el surgimiento de una nueva integral que no es como la integral normal de Lebesgue-Stieltjes



sino que ésta serd respecto a un proceso estocdstico y por ello serd dencminada come integral

estocdstica.

1.2 Opciones
Es necesario, para entender el problema hacer las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.31 Une Opcidn de Compra (Opcidn Call) es un contrato, que al que lo posee le

da el derecho, mds no la obligacion, de comprar un activo o bien subyacente a un precio fijo y

en un momento determinado.

Definicién 1.2.2 Una Opcidn de Venta (Opcidn Put) es un contrato, gue ol gue o posee le da

el derecho, mds no la obligacidn, de vender un activo o bien subyacente a un precio fijo y en

un momento determinado.

La funcidn principal de las opciones es proteger a su duefio de cambios bruscos en los precios

de los activos. Entre los activos o bienes subyacentes se puede mencionar una accién, una tasa

de interés, un bono, una divisa, etc..

Definicién 1.2.3 Se dird que ejercer una opcion es el acto de hacer la transaccion. Es decir,
si el que la posee usa la opcidn para comprar o en su caso para pender el bien subyacente,

entonces se dice que se ejerce la Opcidn.

Definicién 1.2.4 El Precio de Ejercicio es el precio del activo subyacente acordado en la

Opcidn.

Definicién 1.2.5 La Fecha de Ejercicio, es la fecha de vencimiento de le opcidn, esta fecha es

especificada en el contrato.

Existe una clasificacién de las opciones de acuerdo al momento en que se pueden cjercer :

Definicidn 1.2.6 Las Upciones Europeas son aquellas opciones que sélo pueden ser ejercidas

en la fecha de ejercicio (fecha de vencimiento).
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Definicién 1.2.7 Las Opciones Americanas son aquellas opcionies que ptieden ser ejercidas en
cualquier momento antes de la fecha de ejercicio (fecha de vencimiento) o bien en esa misma

fecha.
Definicién 1.2.8 La Prima de una opcion es el precio del contrato.

Para afirmar las definiciones anteriores, considérese el caso de un Call Europeo (Opcidn
de Compra Europea) con fecha de ejercicio T ¥ con precio de gjercicio K. Si se denota 5} al
precio del activo subyacente al tiempo t, entonces en la fecha de ejercicio, el poseedor ejercera
la opcién cuando esté comprando més barato que en el mercado, es decir, se ejercerd la opcién
si S} = K, entonces en este caso el tenedor de la opcién tiene una ganancia de S} — K y el
emisor de la opcidn tiene una pérdida de Sk — K.

En el caso de un Put Europeo (Opcién de Venta Europea) con fecha de ejercicio 7" y con
precio de ejercicio K, entonces el tenedor de la opcién la ejercera cuando por medio de ella esté
vendiendo més caro que en el mercado, es decir, se ejercerd la opcidn si §} < K, entonces en
este caso el tenedor de la opcién tiene una ganancia de K — S}, mientras que el emisor tendra
una pérdida de K — 5}.

En realidad, lo que se desea es saber cuanto cuesta una opcién en cualquier momento t
del tiempo, es decir, se desea evaluar en el instante ¢ una riqueza {Sh — K ) . (caso de un call
europeo) o bien (K — 51), (caso de un put europeo) disponible en el tiempo 7. El problema
radica en jcudl debe ser el precio justo de la opcidn para que sea justo para el tenedor y que con
este dinero el emisor pueda cubrirse de una posible pérdida?. Este problema es conocido como
el problema del "pricing” o valuacién de la opcién. Cabe sefialar que en la fecha de ejercicio el
precio justo del call europeo es (Sf — K}, = max (Sk — K,0) y el precio justo del put eurapeo
es (K — S}), = max (S} — K,0).

Otro problema que surge es el de j cémo el emisor de la opcién debe cubrirse ante una
posible pérdida ?, esto es, ; c6mo puede producir con la prima una riqueza en cl instante T
igual a (5} — K), (caso de un call europeo) o bien (K — 53}, {caso de un put europeo) ?.

Este otro problema es conocido como e problema de la cobertura.



1.3 La Evolucién de los Precios

Hasta el momento no se ha hablado de como es la evolucién de los precios del activo subyacente,
Jo ideal es considerar que el mercado es un mereado continuo, lo cual tiene sentido ya que los
precios de los activos subyacentes mds comunes varfan casi instantineamente.

Se denotara como {Stl}ost <7 ¢l proceso de los precios del activo subyacente. En este tra-
bajo se considerara que se trate de un mercado continuo, aunque para ir afianzando ideas se
comenzard haciendo una resefia de lo que pasa en € caso discreto sin hacer las demostraciones
correspondientes, ya que, el objetivo es inferir més claramente Io que pasard en el caso continuo.

Es importante sefialar que el primer modelo que existi¢ fue e] continuo, del cual se ohtuvo

el modelo discreto.

1.4 La Nocién de Arbitraje

Una de las hipstesis para resolver los dos problemas antes mencionados es la ausencia de opor-
tunidad de arbitraje, es decir, que es imposible obtener ganancias sin tomar riesgos o dicho
de otra manera, que es imposible obtener dinero sin dinero. Lo cual tiene sentido ya que en
un mercado suficientemente grande cuando aparece la oportunidad de arbitraje desaparece con
rapidez, normalmente en fracciones de segundo, debido a que al ser aprovechadas, el mercado

reacciona ajustdndose para desaparecer la posibilidad.

Ejemplo 1.4.1 Supdngase un mercado discreto donde eziste un solo activo con riesgo, donde
8! denota el precio del activo con riesgo en el instante n (af final del periodo 1}, cuyo proceso

de precios es tal que

Si{l+e con probabilidad
Sla= ( ) P F -1<a<bh p>0, 0<n<N
Sp(1+8) con probabilidad 1 — p

con 8} (el precio del activo con riesgo al inicio del primer perfodo) dodo. Y también existe un

solo active sin riesge cuyo proceso de precias es tal que

5=1  S=(+4r", Vo<n<nN



este activo 3in riesgo no es mds que una inversién gue page una tasa de interds r por periodo.

Denétese ¢8 la cantidad de dinero invertida en €l activo sin riesgo al inicio del periodo n y
como ¢L la cantidad invertida de activo con riesgo en unidad de medida al inicio del perfodo n.
Se entendera que si 3% < 0 serd equivalente a pedir un préstamo de |#2] & una tasa de interds

7 por perfodo y si ¢} < 0 serd equivalente a deber |#1] unidades de activo con tiesgo.

1. Supéngase que r < a, se demostrari en este caso que es posible hacer dinero sin dinero.

Considérese que se utiliza la siguiente estrategia: al inicio del primer periodo se pide
prestada una cantidad Sj > 0 con la cual se compra una unidad de activo con riesgo, esto
es

¢?=_Sé! ¢'} =1

¥ se mantiene asi hasta el final del periodo N , €5 decir,
$a=dlydi=¢l Vi<nsn

A el proceso {4], 41}, se le denominard estrategia de inversién, la cual da la com-
’ posicién de el portafolio en cada momento del tlempo. Y una vez que el portafolio
estd compuesto en cada momento del tiempo es posible calcular el valor en unidades
monetarias de la inversién total del portafolio, este valor se denominars como el valor del

portafolio. Mis adelante se dardn definiciones mis formales de estos dos conceptos.

Entonces, el valor del portafolio de inversién al instante 0 {al inicio del primer perfodo)

es

Vo = ¢950+ 418}
~S5+ 8

= @

Al final del periodo ¥ se tiene que con una probabilidad positiva

sk28ia+a)N (1.1)

7

b J



y el valor del portafolio es

Vv = ¢%Sh+ohSk
SYSN + B1SK

il

[\

~S(t+7 + 830 +e)  por la ecuacién (1.1)

0 r<a

v

2. Bupéngase que r > b, se demastrard que también en este caso es posible hacer dinero sin

dinero,

Considérese que se utiliza la siguiente estrategia: al inicio del primer periodo se vende
una unidad de activo con riesgo a descubierto, es decir, €l dinero que se obtiene de esta

venta se invierte en el activo con riesgo, esto es
0 _ ¢l 1
é1=>5p, ¢=-1
y se mantiene asf hasta el final del periode N, es decir,

th=dlyeh=9¢ Yi<n<nN

Entonces, el valor del portafolio de inversién al instante 0 es

Vo = #3534+ 418)
= $-5
= {

Al final de} periedo IV se sabe que con una probabilidad positiva

Sk<Sa+uN (1.2}



y el valor del portafolio es

Vv = ¢}S¥ +ohSh

Sk + oiSY

> S(1+n)"-S(1+8)"  por la ecuacién (1.2)
0 r>b

v

En los casos I y 2 se ve como se puede hacer dinero sin dinero, esto es equivalente a que

exista una estrategia tal que

Vo=0yVN>0

con probabilidad positiva.

1.5 Valuacién

El problema de la valuacién como se ha mencionado consiste en asignarle un precio justo a la
opcion, esto es que con el dinero de esa prima el emisor pueda eonstruir una riqueza al meros
igual a su posible perdida, recuérdese que en la fecha de ejercicio V la ganancia del tenedor es
la pérdida. del emisor ( (S} — &), en el caso de un call y por (K — S%), en el caso de un put
}. Por otra parte el comprador de la opcién desea un precio justo, entonces lo primero que se
acurre es definir el precie de una opcién al instante 0 como el valor esperado del valor presente

de la ganancia del comprador en la fecha de €jercicio, esto es,

E (s—irs_oi)—'t caso de un call
(k=54 (1:3)

E '_s‘},_i caso de un put

%:

A continuacion se muestra como esa no es la decisién del todo correcta. El siguiente ejemplo

proviene de Fillmer [10).

Ejemplo 1.5.1 Considérese una opcidn de compra europea con fecha de ejercicio N el dia de
mariana (N = 1), donde el bien subyacente son 106 délares. Sean 53 = 150 pesos ei precio de

los 100 délares al dia de hoy y el precio de ejercicio K = 150.

9



Supdngase que la evolucidn del precio de los 100 dilares es la siquiente,

180, con, probabilidad p
90, con probabilidad 1 — p

M2

Por simplificacidn supdngase que la tase del active sin riesgo en el periodo en cuesticn es

igual a cero, esto es 5§ = 8% = 1.

Entonces,

30, con probabilidad p 1
(S’l*"K) = ’ 1 » P=3
* 0, con probabilidad 1 - p 2
¥ de acuerdo con la ecuacidn (1.3) la prima a pagar seria -
(S - K)
W = EB| Tt
o} I: SRI
= 15 (1.4)

En seguida se mostrard que ese no es un precio justo para la apcidn.
Supéngase que ¢l dia de hoy se vende la opeidn a un precio 7, ademds el vendedor compra
33.33 ddlares ¥ pide prestados 30 pesos, esto es, ¢l balance al dia de hoy es

150
_ 3333~ =g -9
T —33.3 100+30 T 20

El dia de mafiana hay dos posibilidades.

1. El délar sube, entonces 1a opcion se ejerce hay una pérdida de 30 pesos, ademds se venden
los 33.33 délares y se paga el préstamo cou lo cual el balance del emisor en Ia fecha de
cjercicio cs

180

=30 +33.3.5m6 -30=0

2. El ddlar baja, entonces la opcidn no se ejerce, ademds se venden Jos délares y se paga ¢l

10



préstamo con lo cual el balance del emisor en 1a fecha de ejercicio es

90
0+3333— — 30 =
+33.33 100 30=0
En ambos casos, el balance en la fecha de ejercicio es igual a cero, entonces para que cl

precio de la opeidn sea justo el balance al dia de hoy debe ser también igual a cero, es decir
T~20=0

con lo cnal v = 20. Pero no coincide con el valor obtenido en la ecuacién (1.4), esto debido a
que con p = % {So, S1) 1o es una martingata,
Sea P* una probabilidad bajo la cual (S}, 5!) es una martingala (ndtese que los precios

actualizados son también martingala), entonces
150 = P* [el ddlar suba] - 180 + (1 — P* [¢l délar subal} - 90

si v solo st

P fel délar suba] =

o | w2

con lo cuay

L8k —K), 2,
E [—SUN_' = 5-30

¥ entowees este si serfa un precio justo. ]
De acuerdo a este cjemplo, el precio estaria cateulado como un valor esperado pero bajo nua
micva probabilidad P*, donde esa nueva probabilidad es equivalente a la probabilidad inicial P

v los precios actualizados son martingala bajo la nueva probabilidad.

11



1.6 El Modelo Discreto de las Opciones Europeas

Sea {f2, F, P) un espacio de probabilidad con Q un conjunto finito, donde {J",,}Gs,,S ~ €5 una
filtracién en (©2,F) y N denotar4 la fecha de ejercicio de la opcion europea, sobre este espacio
se construye el modelo discreto.

La o-dlgebra F;, representars la informacién disponible hasta el instante n, en realidad es
el conjunto de todos los eventos posibles hasta el instante n en términos del precio del activo
subyacente. Se supondrd que Fy = {8,Q) y Fy = P@QyVYwel, P{u})>0

Se denotar4 como {S!}, <ng i 2l Proceso estocdstico que toma valores en R* y adaptado a la
filtracion {Fa}gc < » este es el proceso de los precios del activo con riesgo (activo subyacente),
donde, S} es una variable aleatoria F,-medible que representara el precio de una unidad de
activo con riesgo al instante n, tal que S5 > 0 con S} una cantidad determinista {y Fo-medible).
Y se denominard a S§ = 1, 50 = (I+7)", r>0,1<n< Nel precio de una unidad de
activo sin riesgo al instante n.

Como ya se ha explicado, €l problema de la cobertura implica buscar la estrategia a seguir,
de tal manera que el emisor se pueda cubrir, por lo tanto, se definird entonces lo que se entenders

por estrategia.

Definicién 1.6.1 Sea {2, F, P) un espacio de probabilidad ¥ {Falocnen una filtracidn, una
estrategia de inversién es un proceso estocdstico predecible ¢ = {80 02} ocncn con valores en
RY. Se dird que un proceso ¢ es predecible si ¢3 y ¢} son variables aleatorias Jo-medibles y

Yn>ig¢dy ¢ son variables aleatorias Fuo—1-medibles.

Es decir, una estrategia de inversién no es mds que un proceso que representa las cantidades
a invertir en cada uno de los activos, esto es ¢0 y ¢} representan las cantidades invertidas en el
n-ésimo periodo de active sin riesgo y con riesgo respectivamente, es decir son las cantidades que
mantiene el inversionista entre el tiempo 2 — 1 y el tiempo n. Y la condicién de predecibilidad
en el sentido de que el portafolio en el pericdo n se constituye inmediatamente después de
que se conoce Sy..1 ¥ se mantiene hasta observarse S,,.

Entonces,

#aSn-1 +dr5n-y
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es el valor en unidades monetarias de Ia inversién total siguiendo la estrategia ¢ inmediatamente
después de que ha sido establecido en ¢l tiempo n — 1 o bien se puede pensar que es el valor en
unidades monetarias de [a inversidn total siguiendo la estrategia ¢ al inicio de} periodon. De

esto surge la siguiente definicién.

Definicién 1.6.2 El Valor de Mercado del Portafolio ¢ al instante n > 1 (el final del perfodo

n), estd dado por

Vo (8) = 6250 + 415)

Y el Valor de Mercado del Portafolio ¢ al instante 0, {al inicio del periodo 1) estd dado por
Vo (9) = 4157 + 4155

De aqui que el Valor Actualizedo del Portafolio es

%) = ¥  n20
1
= g (4 +elsh)

= o0+ 4L5 §1=§é
n n=n: n SU

il

el cual no es mds que el Valor Presente del Portafolip.

Y se Uomard o 8} el Precio Actualizado del active con riesgo.

Obsérvese que si se denota a (¥, (¢} el proceso de ganancias al tiempo n asociado con ¢, se

tiene que
Cald) =L (S-S )+ 16 (S1-5L,), n21 v Gowr=0
j=1 i=i

el cual es un proceso estocistico adaptado a Fa-
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1.7 Estrategias Autofinanciables

Habrd que notar que una estrategia de inversién puede ser tal que después del tiempo 0 se
vea jncrementada con la adicién de nuevos fondos o bien se permita el retiro de fondos para

consumo.

El problema de la cobertura implica encontrar una estrategia tal que e] emisor con la prima
recibida al tiempo 0 se pueda cubrir sin necesidad de aportacién o retiro de fondos, por lo
cual sélo se considerardn estrategias que satisfagan esta propiedad las cuales se denominan

Estrategias Autofinanciables.

Definicién 1.7.1 Ura Estrategia ¢ = {40, O boenen €5 Autofinanciable si
SoSn+ #hSh = BhaSi+ BhSL VigagN

Esto significa que al tiempo n una vez que se conocen los precios SO y S el inversionista
reajusta su portafolio y lo hace pasar de la composicién (¢2,41) o (8041, 8L, 1) reinvirtiendo

le totalidad del valor del portafolio y sin utilizar recurses adicionales.

Hay que resaltar que las variaciones en el valor de un portafolio asociade a una estrategia

¢ autofinanciable dependen iinicamente de las ganancias de la variacién de los precios, esto es
Va(§) = Vo1 (8) = 61 (SR~ S21) + 64 (S1-SLy) vn21 (L5)

De aqui que con induccién y con un poco de Algebra, se tiene que para0 <n < N

Vald) = Vo) + D a8 (0-,) + 34 (51 - SL,) (16)
j=1 j=1
= VO (¢‘) + Gn (¢)

esto es que una estrategia es autofinanciable st y sélo si todos los cambios en el valor del
portafolic se deben a las ganancias netas realizadas en las inversiones.

Por lo tanto,



= Vo(#)+3_ 4 (5 -3L)
=1

Esta dltima ignaldad dice que €l valor actualizado del portalolio asociado a una estrategia
autofinanciable ¢ depende sélo del valor inicial del portafolio ¥y de la inversién en et activo con

riesgo.

1.8 Viabilidad del Mercado

Otra de las hipétesis que requiere este modelo discreto es que ademds de tratar con ¢ estrategia
autofinanciable se pedird que V, (¢} >0 Y0 < n < N. Es decir, se exige que el valor del
portafolio en cualquier momento del tiempo no caiga en una posicién deudora, aunque si estdn

permitidas las ventas a descubierto y los préstamos. A continuacién se definen esas estrategias.

Definicion 1.8.1 Une FEstrategia se dice que es Admisible si es autofinanciable y si
Va{d) >0 VO<n<N.

Obsérvese que

ﬁm=ﬁﬁyww, r>-1

implica que

Vi) 20 & Va(9) 20
Por lo tanto, una estrategia es admisible si es autofinanciable y si V, () >0V0<n<N.

Denétese ® el conjunto de todas las estrategias admisibles.
Recuérdese que se requiere que no exista oportunidad de arbitraje y esta oportunidad existe

cuando para ¢ € $ se tenga que con probabilidad positiva
Vo(d)=0 = Vn(g)>0

Definicién 1.8.2 Se dird que el Mercado es Viable si no existen estrategins de arbitraje.

Entonces, un mercado viable es un mercado con ausencia de oportunidad de arbitraje.
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Por el momento supdngase ¢ € ¢ y que el proceso {g,l‘} <N de los precios actualizados del

activo con riesgo es una martingala, entonces el proceso {Vu (qtr)-}0< <y dueesuna transformada
_n-\_

de martingala es también una martingala, por lo cual

E(Ww@#) = E(%)
= ()

y como Va(¢) =0 VO0<n <N, se tiene que

E(Vn(#)) >0 & E(Vu(4)) 20

Por lo tanto, si Vo (¢} = 0, entonces

E(Pn(g))=0=> (@) =0 Pcas.

entonces

Vui¢)=0 Pes.

pera es poco factible que los precios actualizados del activo con riesgo sean martingala.
Supdngase ¢ € © y supongase que 3 P* una probabilidad equivalente a P, tal que, el

proceso {g’l‘}ogns-\’
FP*. Entonces el proceso {17,, (é)}

de los precios actualizados del activo con riesgo es una martingala bajo

i H ')
0<ngN es una martingala bajo P*, por lo cua

E (Vn(#)) = E*(%a(9)
= Vo(9)

yecoma ¥, (¢} >0 V0 <n<N, se tiene que

E (Tn(#) 20 & E*(Va(¢)) 20

16
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e

Por lo tanto, si V5 (¢) = 0, entonces
£ Uy @) =0=Vn(g)=0 P es.

entonces

Ww(¢)=0 P cas.

y como P* es equjvalente a P entonces
Vu(¢)=0 Pecs.

Resumiendo, si 3 P* equivalente a P, bajo la cual los precios actualizades del activo con

riesgo son martingala se tiene que
Vo{d) = 0= Vy(¢) =0 Pecs.

lo cual no es més que la condicién para que no exista oportunidad de arbitraje.

Por lo cual, se buscard una probabilidad P* equivalente a P bajo la cual los precios
actualizados del activo con riesgo sean martingala, con esta probabilidad P* se cumplird la
ausencia de oportunidad de arbitraje.

Surge entonces el siguiente teorema que asegura que el mercado sea viable:

Teorema 1.8.1 El mercado es vieble si y sélo si existe una probabilidad P* equivalente a P,

tal que, los precios actualizados del activo con riesgo son martingale bajo P*.

Este teorema es demostrado por Lamberton y Lapeyre [21].
Hasta el momento no se ha hablado de la unicidad de la probabilidad que hace que 1o exista

oportunidad de arbitraje, aunque mds adelante se dardn condiciones para ella.

1.9 Completez del Mercado

A continuacién se supondrd que en el modelo de precios hay ausencia de oportunidad de arbi-

traje, es decir, existe P* cquivalente a P bajo la cual los precios actualizados son martingala.

17
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Ahora se resolverd el problema de la cobertura, es decir, se demostrard que existe una
estrategia admisible, tal que, al seguirla el emisor se puede cubrir ante un posible pérdida en 1a

fecha de ejercicio. Es decir, se busca ¢ € @, tal que,

caso de un call

(S}V - K)+

V(s =
K ~8\}),  casodeunput

Claramente (S} — K}, y (K — S}), son variables aleatorias no negativas y Fy-medibles.

Mejor ain, el problema serd planteado mds generalmente.

Definicién 1.9.1 Un Bien Contingente es una variable aleatoria h gue toma valores en

RYU {0} y es Fi-medible, donde h depende de los precios del activo con riesgo hasta el tiempo
Y.

En el caso particular de las opciones europeas el bien contingente es tal que

h = (S4 - K),  casodeun call

(K-Sk),  casodeunput
v cabe recordar que representa la pérdida o ganancia del emisor en la fecha de ejercicio. Por
lo tanto, el emisor dnicamente con el dinero obtenido de la prima busca seguir una estrategia
tal que en la fecha de vencimiento no pierda, es decir, busca seguir una estrategia tal que en
la fecha de vencimiento cuente con una riqueza al menos igual a la pérdida, pero el comprador
de la opcién no querrd pagar de mds o permitir que el emisor obtenga una ganancia, entonces

considerando ambos intereses surge la siguiente definicion.
Definicién 1.9.2 Un bien contingente es simulable si existe ¢y € O, tal que,
Vi (@) =

y se dice que ¢y, simula a h.

En este caso, al seguir la estrategie ¢y, se genera b al tiempo N y 7w = Vo (@) es el precio ol

tiempo 0 asociedo con el bien contingente h.

18



@

En la teorfas econdmicas se define lo que se conoce como un mercado completo, estos
mercaclos son de particular interés para el emisor de una opeién, pues en este tipo de mercado
es posible construir una estrategia con la cual serd posible producir una riqueza igual al valor

del bien contingente, en general se tiene la signiente definicién.
Definicién 1.9.3 Un Mercado es Completo si todo bien contingente es simulable.

Por un momento supdngase que el mercado es completo, entonces para cada h > 0 existe

una estrategia ¢y, € &, tal que,
Vi (dn) = A
esto si y solo si
~ h
Un (#0) = 55
N h SR[

¥y también supéngase que existen ¢ y Q2 dos probabilidades equivalentes a P tal que los precios
actualizados son una martingala, con lo cual V, {¢,) es una martingala bajo las probabilidades

Q1 y &2, entonces

Eq, (W (#1)) = Ea, (Vo len))

= Volon)

Yy
Eq, (Vn(40)) = Eaq,{(Vo(sw))
= Vo(dn)
= Eg, (S—’:J-) Vh>0
N
Por lo tanto,
E, (i):}g (i) Yh>0
h S?v Q2 S?\, =

si y sdla si

Eq, (k) =Eq,(h) Vh20
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con lo enal se concluye que Q) = Qs.

Surge entonces &l siguiente teorema.

Teorema 1.8.1 Un maercado es completo si y sdlo si existe una dnice probabilidod P* equiva-

lente a P bajo la cual los precios actualizados { g’l‘}o< oy Som martingala.
u.n_

Para su demostracion puede consultarse [21].
Sea h un bien contingente y supéngase que existe una tinica probabilidad P* equivalente a

P bajo la cual los precios actualizados son martingala, entonces, existe ¢, admisible, tal que

Vv ($n) =R
de aqui que
) Et h _ w {17
Ffv. = E (VN (d’h))
= Voldn)

esta iltima expresidn nos da idea de la férmula de valuacién de la opcién, es decir, la prima
a pagar por una opcién en el instante 0 serd el valor inicial de una estrategia que simula a
(S} — K), o bien (K — 8%), ( caso de un call o un put respectivamente ).
Entonces, el ernisor de la opcidén con una prima de E* (E%_) se puede cubrir perfectamente
]

siguiendo cualquiera de las estrategias admisibles de cobertura.

portafolio asociado con ¢y, es decir,

En cualquier otro momento n del tiempa, es natural definir como la prima a el valor del
A ]
Va (én) 5B

) f")

-
= E}v-_nE (hlF)

esto debido a que,

‘7“ (¢h)

E* (VN (¢h)] fn)

0
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=E(§g,

)

La pregunta que surge entonces es jsi es tnica la estrategia de cobertura?,
Obsérvese que la prima s6lo depende del Bien Contingente, no de cualquiera de las estrate-

gias admisibles que simulan a h.

1.10 Introduccién al Modelo Continuo de la Opciones Europeas

Pasar al caso continuo no es tan sencillo, por lo cual sélo se presentardn los problemas que
surgen de la traduccién del discreto al continuo.

En el caso del modelo continuo, la evolucién de los precios sera una trayectoria continua,
en términos de probabilidad (f), F, P) sera un espacio de probabilidad con £ un conjunto no
numerable, donde {F;}yccr € una filtracién en (2, F) y T denotara la fecha de ejercicio de
la opcién europea.

La o-dlgebra 7, representard la informacidn disponible hasta el instants ¢, en realidad es
el conjunto de todos los eventos posibles hasta el instante ¢ en términos del precio del activo
subyacente.

Se denotaré como { S} }0«::57‘ al proceso estocdstico que toma valores en B v adaptade a la
filtracién {Fi}oc, <7  este es el proceso de los precios del activo con riesgo (activo subyacente),
donde, S] es una variable aleatoria F,-medible que representars el precio de una unidad de
activo con tiesgo al instante ¢, tal que 5} > 0 con S una cantidad determinista (y Fp-medible).
Se denominarda S§ =1, §? =¢™, r >0, 1 <t < T el precio de una unidad de activo sin
riesgo al instante t.

Las estrategias en el caso continuo serdn representadas por un proceso estocastieo adaptado
¢ = {H!, Hl )., <r con valores en i? y seguirin representando lo mismo que en el caso discreto,
es decir, es un proceso que representa las cantidades a invertir en cada uno de los activos, esto
es HY y H! representan las cantidades invertidas en el instante ¢ de activo sin riesgo ¥ con
riesgo respectivamente.

Entonces, €l valor en unidades monetarias de la inversién total siguiendo la estrategia ¢ al
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instante ¢, est4d dado por

Vilg) = H'S? + HIS]

¥ se denominara también el valor del portafolio.

Una vez mds serdn de interés las estrategias autofinanciables, aquellas con las que el emisor
con la prima recibida al tiempo 0 se pueda cubrir sin necesidad de aportacién o retiros de
fondos, recuérdese que en el caso discreto estas se caracterizaban porque el valor del portafolio

dependia dinicamente de las ganancias por Ia variacién de los precios, es decir
Va(8)=Vo(8)+ 3 # (ST S2,) + 30} (81 - 81y)

i=1 =1

La traduccién de esta propiedad en el caso continuo llevari a la siguiente integral

t t
V@) =Vo(9) + [ Hash+ [ hids)
o
donde la primera integral
t :
/ H04s0 = ] HOretat
0 0

es una integral en el sentido usual.

Pero a la integral
t
] H dS}
0

habrd que darle algin sentido ya que es respecto a un proceso estocéstico, el proceso de los
precios del activo con ricsgo. Esta integral no serd como las de Lebesgue-Stieltjes.

Black y Scholes proponen un modelo de precios en términos de un praceso estocistico
{Bl}:zo que es un Movimiento Browniano, sin entrar en detalles el modelo de precios de Black

y Scholes estd dado por la siguiente ecnacton diferencial estocdstica
dS} = S} (udt + odB,)
donde, p y ¢ dos constantes. De aqui que la integral que interesa se transforma en

{ £ 14
/0 Hds) = /0 H1SYdu + fo HLSlo dB,
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Por lo tanto, la integral de interés serd una integral respecto a un Movimiento Browniano.
Esta integral es diferente a la de Lebesgue-Stieltjes ya que un Movimiento Browniano es un
pProceso cuyas trayectotias no son diferenciables P c.5., por lo cual, habra que darle algin
sentido a estas integrales que se denominaran Integrales Estocésticas.

El Movimiento Brownjano y las Integrales Estocdsticas serdn el tema del siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Movimiento Browniano e Integral

Estocastica

2.1 Introduccién

En el presente capitulo se definird 1o que son los procesos estocisticos continuos denominados
como Movimiento Browniano, se mostraran sus propiedades y se presentarén proposiciones que
serdn de utilidad para los fines de este trabajo.

Se construird también la integral estocdstica respecto a un Movimiento Browniano en prin-
cipio para procesos estocdsticos conocidos como elementales y despuds se extenders la definicién
de integral estocdstica respecto a un Movimiento Browniano para procesos estocasticos adap-
tados y en particular para aquellos cuya integral estocdstica es una martingala. Algunas de-
mostraciones por su complejidad no serdn presentadas.

Una vez definida la integral estocdstica se presentardn sus propiedades y los procesos de It
los cuales son procesos estocdsticos que son en particular funcién de una integral estocdstica.
Se verd el manejo de los procesos de It, mediante la férmula de Ité con el fin de aplicarse a el
modelo de precios de Black y Scholes.

Se demostrard también la fdrmula de integracién por partes que se utilizard para e} manejo

de las estrategias autofinanciables en el modelo de precios de Black y Scholes.
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2.2 Procesos Estocasticos Continuos y Movimiento Browniano

Definicién 2.2.1 Un Proceso Estocdstica Continuo {Xilicp+ es une familia de veriables aleato-

rias sobre un espacio de probebilidad (2, F, P) que toma valores en un espacto medible (E,£),

conocido como espacio de estados.

Se puede pensar que el indice t representa el tiempo y a el proceso pensarlo como una
funcién aleatoria, esto es, para cada w € 0 fijo, se tiene una funcién de R+ en E, es decir,
t— X, (w), conocida como la trayectoria del proceso asociada con w,

Entonces, un proceso estocdstico puede ser visto como una, funcién F-medible de R+ x§} en

E | es decir

X: QxR — E
(@t = Xifw)
En el caso de que se hable de un proceso estocéstico continuo con valores reales se trata de
una funcién X : B* x ) — R | donde el espacio de estados es (R,B(R)).

Definicién 2.2.2 Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad, se dice que {F:}ez0 es una filtracién

en (82, F) si es una familio creciente de o-dlgebras en F. Bs decir, F, CF;, Vs<t

El conjunto F; representard la informacién disponible al instante ¢.
Es posible construir una filtracién a partir de un proceso {Xthizo , si tomamos como

F1 =0(X,, 5 <t) la o-dlgebra generada por las trayectarias observadas hasta el instante ¢,

Definicién 2.2.3 Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad, entonces el proceso {Xi}izo es

adaptade a {Fi}ivo si¥ 120 X, es una verigble aleatoria Fy-medible.
Definicion 2.2.4 Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad y se define a N como el conjunto
de los conjuntos de probabilidad cero de F, es decir,

N={deF, P(A)=0
Definicién 2.2.5 Sea (2, F, P) un espacio de probabilided, se dird que {Fihizo es la filtracidn
natural de el proceso {X,}ino, 5t Fo = o(N, X,, s <)V L2 0.
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De aqui en adelante se dari por hecho que {Fi}inq es la filtracién natural del Proceso
{X:}ez0. Esto quiere decir que se dara por hecho que ¥Vt 2 0 F; contiene a todos los conjuntos
con probabilidad cero de F, es decir, si 4 € A/, entonces V2 > 0, A € F. Cabe mencionar que

un proceso es adaptado a su filtracién natura).

Definicidén 2.2.6 Un Movimienlo Brownianoe es un proceso estocdstico {Xi}izo que toma

valores reales, con trayectories confinuas y cuyoes incrementos son independientes y

estacionarios. Fs decir,

- Continuidad:

P es. lafuncisn s~ X,(w) es una funcidn continua
- Independencia de incrementos:
Sis<t, X;—-X, esindependiente de F, =o(X,, u< s}
- Incrementos estacionarios:
8i s <, la distribucidn de X, — X, es In misma que la de X,_, — X,

Teorema 2.2.1 i {X,}1z0 es un Movimiento Broumiano, entonces, X, — Xo es una variable

aleatoria normal de media vt y de varianza a2t , donde r,0 € R.
La demostracidn de este delicado teorema la da Gihman {11}.

Definicién 2.2.7 Un Movimiento Browniono es estdndar si se cumple que:
Xo=0 Pes , EX)=0 vy E(X})=t

Teorema 2.2.2 5i {X;}iz0 es un Movimiento Browndano y si 0 < t; < - .. < t,, entonces

(X1, Xeg-, Xt.) €5 un vector gaussieno.

Demostracién. PD. (X, X,,,...,X,,) es un vector gaussiano.
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P.d Ve, € R, i=1,n, setienequeY es una variable aleatoria normal,

donde, Y= a Xy, + 22Xy, + - + anXy,

Y = a1 Xi, +asXe, +---+an Xy,

(ﬂ] +azx4---+ an)xt; + (32 +az+--- +an)(xt2 "'Xfx) +- +an(x.'... - X!n—t)
¥ se tiene que el vector
(thsX.‘.z —thxix ™ th:"': Xy, — X‘n-l)

es un vector con entradas independientes y normales, y se sabe que cualquier combinacién lineal
de variables aleatorias independientes y normales es una variable aleatoria normal. B
Es posible dar otra definicién equivalente de Movimiento Browniano con respecto a su

filtracion.

Definicién 2.2.8 Sea (Q, F, P) un espacio de probabilided y sea {Xt}iz0 un proceso estocdstico
adaptade ¢ una filtracién {F,}ip0. Se dird que el proceso {X:}i>0 es un Fi-Movimiento Brow-
niano si toma valores reales, con treyectorias continuas y ademds cumple que:

-¥t>=0, X, esuna variable aleatoria F;-medible. -

-Sis<t, Xi-—X, es una variable independiente de F,.

-§is<t, ladensidad de X, — X, es idéntica a la de X, ~ X

Es claro que un F-Movimiento Browniano es un Movimiento Browniano con relacién a su
filtracién natural.
De aqui en adelante cuando se hable de Movimiento Browniano se estari pensando en un

Movimiento Brownianc estindar.

Proposicién 2.2.1 Si {X:}i20 €5 un F,-Movimiento Browniano estdndar, entonces X, es una

Fi-martingalo.
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Demostracién. P.d. X; es una Fi-martingala, es decir,
Pd. Vs <t, E(X;|F;) = X,

equivalentemente
Pd Vs<i, E(X; - X,)F.)=0

Sis< t, Xi — X, s independiente de F,, por definicién de Movimiento Browniang

E(X.-X,|%,) = E(X;-X,)
~ B(X_)
= 0

Por lo tanto,

E(X|F.)=X, V¥s<t =

Proposicién 2.2.2 S: {X:}izp s un F-Movimiento Broumiano estdndar, entonces X2 —t es

ung JFi-maringala.

Demostracién. Pd,

E(X2-1F)=X2-s vs<i

B{x2-x}7] = B[(X-X)+2X X - X,)

#]
= & [(Xt - Xs)zi .?'-.,J + 2B [ XX, ~ X, )| 7o)
= Bl(X-x,)?

fa] +2X,E (X~ X} A

= Bl - x| 7] independencia de X, — X, can £,
= K [Xf_s por [a estacionalidad del Movimiento Browniano
= t—3g

entonces

E(X}F)-X2=t—>»
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E(Xf—zif,)=xf-s Vs<t ®

Proposicion 2.2.3 Si {X;}i>p £5 un F,-Movimiento Browniano estdndar, entonces

exp (aXt - (%) t) es una Fy-martingala.

Demostracién. P.D. exp (O‘X; - (%2) t) es una JSe-martingala, es decir

£o.5[on (o5~ (5) )] n o= (2)2) o
efe (o= (2) )] F((_) )7

= Flexp (JX, - (%2) 3) expl{e Xy —oX,) f,}

= exp (aX, ( ) t) Elexp(a (X - X)) | Fa}
a2
= exp (JX, (-2—) t) Elexp (0 (X, — X,))]
o?
= exp (aX, (?) t) Elexp (aX;_,))
a
= exp (JX, (3—) t) E exp O‘Y\/t - s)]
donde,
Y= Xﬁ ~ N(0,1)
yaque X, .~ N(0,t-5)
Entonces,
oo 2
E(exp (aY\/t—s)) = fmexp oyt — s) le_ﬂexp( y_) dy
o - a¥{t—s -5
_ joo ‘/12_7rexp ( 20’1{\/——1 (t2 ), 7 (z2 )) dy
had \/ —s a(t—s
= fmdlz_rexP( oo ) p( (tz ))dy



Por lo tanto,
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2.3 Integral Estocastica

Sean (€}, F, P} un espacio de probabilidad, {Fi},>0 una filtracion, {Wi}i5g un F-Movimiento

Browniano estdandar y T' € Rt.

Definicién 2.3.1 Se dice que un proceso estocdstico {H:}ocicr adaplado a F; es un proceso

elemental si es un proceso con la siguiente forma:
P
He(w) =3 ¢:(w) g yug (8
i=]1

donde. @ =to <ty <--- <ty =T y ¢; variable eleatoria F,,_,-medible y acotada, i € 1.p.

Definicién 2.3.2 Se define la integral estocdstica de un proceso elemental {H}gcror como et

proceso {1 (H)}ooper = {fﬂl Hy dW.

,} , donde
0<tLT

Iy k
/ﬂ HydW, =37 60 (W, — W) + iy We = Wa) it € (e, by
i=1
Se puede ver claramente que la integral estocastica de un proceso elemental es una funcién
continua, esto debido a que {W}},54 es un process continuo.
En el caso de que el proceso {H; } g, . 5ea un proceso constante a, de acuerdo a la definicién
se tiene que,

4
j Hy dW, = a (W, — Wp) = aW, (2.1)
0

30



»

k
Observacién 2.3.1 Es posible escribir a f(;’ Hy dW, también como 3. ¢y (Wyn, — Wi iat) -
i1

Proposicién 2.3.1 §i {H Josecr €5 un proceso elemental, entonces la aplicacion
t
L f H, dW,
[

es una funcion continua y ademds es una Fi-martingala continua,

Demostracion.

H
Pd. E U H, dW,
0

k]
f,]=f H.dW, VYit>s
4]

Seat > s, sin perdida de generalidad, es posible ajustar a s y t a la particién 0 =t < t; <
<ty =T,
Denétese M, = fé“ HydW, , Xn=W,, yGn=F,,, 0<n<p, donde
tn n
M, = fﬂ HodW, = Y ¢ (X: — Xiy)
=1
Basta demostrar que

E(Mn-!-llg“) = M!’l VnenN

Se tiene que

E(M!H—l - Mann)

il

E [’il $i (Xi— X)) - zn:cbi (Xi - Xi—l)’gn]
— Blgmss K = X016

E¢rnyy (Whayy — Wi,)| 7o)

bron & (Wi, - W, | Fr)

= Q

il

ya que ¢y ., es una v.a. Fp -medible.

Por lo tanto, M, es una G,-martingala. W
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Proposicién 2.3.2 5i {H }oci<r es un proceso elemental, entonces

{(f o)) <o ([ 22 )]

Demostracién. Una vez mis, sin pérdida de generalidad se puede ajustar ¢ a la particién
O=to<ty < --<tp=T.

Por lo tanto, hay que demostrar que

£ (M) = F [z & W - wn_l)]

i=1

Sea X; = W,,, y Gi = Fy,, entonces

e

= E [iiéﬁ@j (Xi — Xio1) (X5 - Xj—l)}

n

B (mf)

i=1j=1
= BT s (0 = Xeed) (X — Xp-1)
=1 |j=1
= 33 Elbid; (Xi - Xioa) (X5 — X;-1)]
i=} j=1

Supéngase que i < 7, es decir, 1 < j — 1

E(i¢; (Xi — Kis1 ] (X5 — X))

EE{¢:db; (Xi — Xic1} X — Xj.1)] Gi—i]
B i (Xi — Xiet) E[(X; — X;_1)] G

Ii

ya que ¢4, ¢; ¥ (Xi — Xi_1) son variables aleatorias G;_;-medibles.

Entonces

E it (X~ Xia) E{(X; — X500 654]]

i

B [t (We, - Wei ) E (W, - W,, )7,
E (b, (Wi, - Wie,_,) 0]

fl
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pues {W,} es un Movimients Browniano ¥ por Jo tanto una martingala ( proposicién 2.2.1 ).

Analogamente,
El¢i¢; (Xi- X)) (X; - X;21)] =0 j<i

Por lo tante,

3B (6 (X — Xica) (X = Xoo)

i=]

= Y E[# - X))

i=1

E (Mf;)

= iE[E[d)f(X.--X.-_})zlgi—l”

- Z:E (@22 - X)) Git]]

- Salesn il
i=1

= zﬂ:E [4"‘;2(& - Ei—l)}

i=1
]

= E [qu? (ti — t.--l)J n

=]

Proposicién 2.3.3 Si {H,}oci<T €5 un proceso elemental, entonces

2]54E[£THfds}

Demostracién. Como f; Hy dW, es una funcién continua respecto a # y es martingala, por la

¥4 [( ?TH;" dw)g]
4E [/: H? ds]

L
E[sup f H, dW,
a 0

<t<T

desigualdad de Doob C.0.1 y la proposicién 2.3.2

/(; ‘H, dW,r]

1A

E[sup
0

<t<T
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Definicidén 2.3.3 Sea {Hl}osts‘r un proceso elemental, se define o

T T t
ft Hod W, = ] HodW, — f HydW,
V] [H

Observacion 2.3.2 S5i0<t < T ysi A€ F, entonces

8 Lalggemy i,

stque siendo un proceso estocdstico elemental, y ademds se cumple

T T
/0 LaL ey HodW, = 14 ft H,dW,

A continuacidn se extenderd la definicién de integral estacdstica de procesos elementales a

[a siguiente clase de procesos adaptados,

T
H= {(H!)DstsT : procesos adaptados a (Fe)ysg, B (/0 Hf'ds) < +oo}

La integral estocdstica de este tipo de procesos seguira curnpliendo las mismas propiedades
que para los procesos elementales y ademds la integral de este tipo de procesos tendri la

particularidad que sera un martingala.

Proposicién 2.3.4 Sea {W)]gc o un Movimiento Browmiano, entonces existe una énica funcidn
lineal J de H en el espacio de ins Fi-martingalas continuas definidas en [0,T) y este funcién

cumple:

1. Si{Hi}ocycr €5 un proceso elemental Pes. VJ(H), = I(H),.
2. Sit<T, E(J(H)) = E(fy #ds).

La unicidad es en e sentido siguiente, si ezisten J y J' dos funciones lincales que cumplen

las condiciones anteriores, entonces

YO0<t<T, J(H),=J (H), Pecs.



L3

Definicién 2.3.4 Sea {Hl}DSKT un procese estocdstico en 'H, se define entonces su integrul

estocdstica como

/0 H,dw, = J (),

Proposicién 2.3.5 8i {H;}y 7 €5 un proceso estocdstico en H entonces

¢ 2
E( sup / H,dw,l ) 543(/‘;{3@)
o<t<T 1o 0

Demostracién. Para la demostracién de 2.3.4 y 23.5 puede consultarse Karatzas [19] y
Lamberton [21].

Lo relevante es que ( IN Hsdw")oszsi“ es una martingala si F ( ft H}ds) < 60 o bien por la
2
proposicién 2.3.4 basta que E [(fut H,dW,) ] < 00.

La integral estocdstica se puede definir para los siguientes procesos estocdsticos
— T o,
H ={ (Hi)ogier : Procesos adaptados a (Fdizo» /'; Hids | < 4+o0

Se sabe que ‘H C H aunque no se va a demostrar.

En el caso de un proceso (Hi)oc, o €n H se tendrd que f H,dW, no es necesariamente una

martingala.

2.4 Caélculo de Ité

Definicién 2.4.1 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad con relacidén a un filtracidn {Fi}i0

¥ {Witizo un Fy-Movimiente Browniano. Un proceso estocdstico {XiJogicT que toma valores

en R es un proceso de It3 si es tal que,

t 13
X;=X0+/K,ds+f1‘{,dw, Vi<T Poes
9] 4]

(e} Xo es Fo-medible.

(0) {Ki}ocicr ¥ {Hi}oc,cr som dos procesos adaptados ¢ F,.

(¢) JJ 1K, ds <400 Pes.
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(@) fT\H,*ds < 400 Pes.
Y ademds, la descomposicidn es tnica, esto es, si
' i 4 t r
Xt:X0+f K,ds+f H. dw,
0 o

entonces,

Xo=2X, Pecs. H,=H Pecs K,=K, Pcs.

Proposicidn 2.4.1 S {Xi},50 €5 wna martingala de la forma X, +j;K_,d.9 + f(f H.dW,, en-
tonces Ky =0 P c.s.

Para su demostracién consultar Lamberton [21].

Teorema 2.4.1 (Férmula de It3) Sea {Xt}ugg un procese de [16

3 t

Xo=Xo+ /0 Kods + / HodW,
0
y sea f una funcién de clase C2, entonces
t t 1 t '
1) =100+ [ rocax,; [ oea,x,

donde, por definicidn

7]
(X, X), =j H? ds
0

/Otf’(X,)dX, = /O'f'(x,)x, ds+/:f'(X,)Hs aw,

Equivelentemente, si

f(R,Ry— R
(tﬂ:) = f(tsz)
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es una funcidn de clase 12 | es decir, es una funcidn dos veces diferenciable en I, una vez

diferenciable en i y donde estas derivadas son continuas en (t.z), se tiene que,
] 4 1t
£ X = 10X+ [ 116X dn+ [ o x)axe+ § [ (s, 220,30,

Para la demostracién de este teorema consultar Karatzas 19l

2.5 Ejemplos de la utilizacién de la Férmula de Ité

Ejemplo 2.5.1 Sea f(z) = 2% y X, = W, ¥V t > 0, donde {Wil,>o es un Movimiento

Brovwniano estindar.

Entonces

]

W
¢
/ 1dW,
0
por lo tanto, X es un procesode Itbcon K, =0y Hy =1V ¢ > 0. {Claramente se cumplen las
condiciones de la definicién). Es posible afirmar que un Movimiento Browniano es en particular

un procesa de Ité.

Y f es una funcién de clase C?, entonces de acuerdo a la férmula de Its

£ (W) =f(w0)+f; ') dW,+%£ (W) d(w,w),
donde,

i
(W, W), = [ H? ds
0

ff'(W) W, :/tf’(W)K ds+j£f’(W)H aw.
o £ = 0 s s o 4 2 5
donde f'(x) =2z y f7{x) = 2, entonces

W = W02+(]Utzw,(o)dnf;zw,(ndw,)+%f;2(1) ds
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i

t
w3+f W, dW, +1
o

1
0+/ W, dW, +t
0

Entonces,
¢
Wi-t=2 / W, div,
0

- a4 - 2_ T r
cabe notar por la proposicién 2.2.2 que W2 —t es una F;-martingala, entonces —“1'-2—‘ es también

una martingala, por lo tanto _f[: W, dW; es una martingala.

Ejemplo 2.5.2 5% f(z) =In(z) y si
t £
St=mo+jﬂ 45 ds+j oS, dW,  Viel[0,T)
o
esta ltima expresion le podemos escribir como

t
s,=xo+/ S, (puds +cdW,)  Vte|0,T]
0

o bien, como

dS: = 8, (pds + odW,), Sg =g

Se aplicard la férmula de 1t5, aunque f no es una funcién de clase C? en Ryaque Ly - %
no son continuas en Q.
Este detalle no serd tomado en cuenta, ya que la férmula funciona aiin en este caso, sélo

que en lugar de considerar R se considerard en R™, por o tanto, se supondrd que §; > 0

fE) =1 @) =

2

t tl 1 L 1
m(S) = In (xu)+[0 sl,'“s’ ds-|-/o 575 dW,+§/0 ~ (98 ds

3 £ 1 i
In(:co)+[ ,u,ds-i—f agdW,~ = [ olds
0 0 2o
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In(zc.)+‘{)l (uﬂ%g) ds+j0tadW,

2
I (zg) + (,,u - 0—2~) t+oW;  porec. (21)

i

Entonces,

2
ln(In)-{-(F—- d'—)t+ﬂ'“"l
Sg e 2

. (w— %) t+aW,
= IO

es una solucién de

1] 21
&=&+fu$$+£a&ﬂﬂ
4]

Surge entonces la siguiente proposicién que sera de gran utilidad para el modelo de precios

de Black y Scholes.

Proposicién 2.5.1 El proceso {Si}yc,cr definido como

2
TR )l.+dW:
Sg_ = IC(]C( 7

es unea solucidn de

4 {]
&=&+£u&@+/a&ﬂ%
it

Demostracién. Una vez mas con la férmula de Itd y definiendo a

f (tl Wt) St

2
(=7 )erom
= Zpe
se tiene que

St

fL,wWy)

4 i t
W)+ [ o Wads+ [ L Waaw,+ 1 [ 11, (o, W a (W, w)

3
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donde,

Blsu) =5 [’*’oe("”%)’m] = K“‘ 6?2) z“e(”_%a)m}
u=W,

w=W,

£l (s,w) = fu—) (:rue(’"_z;)"”"’]

_ [(—)}

w=w, w=W,
d (p—i)l-{—aw (;:—-’—2)&
fo(s,w)= o |7eoe 2 = |alpge\ T/
l'|:'=M"| lU=W.
Por lo tanto,

S =zt fo ‘ (,u - i’;) zoel* %) g, fo rrge ("‘"‘:)‘+°‘”dw,+% /; o2mge (“”"*‘2)’*""’(3(% w),

donde,
t
(W,W)l=/ lds=t
0

entonces, se obtiene

5

Il

1 2 £ t 2
x0+/; (,u-—%) S,ds +]0 aS,dW,+/‘; %S,ds

t t
o+ [ 1Sads + / aS,dW,
0 1}

I

2.6 Fdérmula de Integraciéon por partes

Proposicién 2.6.1 Sean {Xi},5y,{Yi},5p dos procesos de its,

t t
X1=Xu-§-[0 I(.d-ﬁ""f H, dW,
Q

1) t
)1=Yo+ff(;ds+fo H? dw,
0
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entonces,

¢ t t
XYy = Xo¥e + fo XY, + [ VX, + fo HLHds
¢

Demostracidn. Se puede afirmar gue,

{ t
Xt+1'i=Xo+Yg+[0 (K,+K;)ds+] (H, + H?) dw,
1]

es un proceso de [t3, ya que

Xo+Yo es Fog-medible

(K¢ + K}) y (H, + H}) son procesos adaptados

T T T
/U |K,+K:ldssfo [K,Ids-i»/u 1| ds < oo

¥y la condicidn (d} de la definicion de Proceso de Itd se cumple gracias a la desigualdad de
Cauchy A.0.2, esto es

T 2 T T T
[ |H, + Hi[Pds = f Hfda+f H;2a5+2f H,Hds
1] 1] 3] 1}
T T T T %
< f Hfds+f HYds + 2 f H}ds/ Hs)| <oo
0 0 O 1]
Entonces, aplicando la férmula de Ita a X, + ¥; con f (z) = ¢?

t
XY = Ko+ %P+ [ 200+ ¥) (K, + K2 da
3]

4 t
+ [ 200+ V) (H o+ YW+ 5 [ 20+ 7R s

Ahora, con la férmula de 1t6, primeramente a X, con f (z) = 72

t i 1 t
x2=x3+ [ 2X,K,ds + / 2X.HydW, + j; 2H2ds
]} ]
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Y después aplicando la férmula a ¥; con flz)=22

i3 ¢ 4
Yi=v2+ fG Y, K*ds + ja 2Y,H:dW,+% f 20 ds
@

Por otro lado,

2X\Y,

X+ Y — (X2 +¥7)
(X0+Yo)2+/o 2(X,,+Y,)(K,+K;)d3+/;2(X,,+l’,)(H,+H;)dW,
+%f‘2 (H, + ) ds [(x§+y2)+f(2xx +2V,K?)ds
+f (2X,H, + 2V, H?) dw, + ](2112+2H') ]
(Xo + Yo)? + fo (XK, +2V,K*) ds + j; (2X, K7 +2Y,K,) ds
+/£(2X,H + 9V, H?)dw, +f(2x,3'+2yy)dw

f 2H2+4HH‘+2H‘)ds—[(X0+Y0 [(2}( Ko+ 2Y,K) ds

/ (2X,H, + 2V, H?) dW, + } / (217 +217") d.q]
2X0Yo+j 2(X, K‘+YK,)ds+j 2(X, H‘+Y,H)dWa+f 2H Hds
2X0Y0+f 2x, K'ds+/ 2X, HdW, +[ Y, K ,ds
+ fa W, HdW, + fo 2H,H'ds
2o+ [ roeyacass [y ey mam + [ [ 7o) w.aw,
+ jc F ) H,-dW,] +2 [O *HoHds
2X0Yo+folf’()(,)dY,+[lf'(}’,)dX,+2f¢H,H;ds

0 0

] ¢ ']
2X0Yg+2/ X,dY,+2[ ndx,+2f HH:ds
a ] [+

Por lo tanto,

L L t
XY, = XoYs + /U XY, + f YadX, + f HHds W
1] 4]
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Teorema 2.6.1 Seano,u € R, {Wi}inp un Movimiente Broumiano 4T € RY, entonces existe

un tnico proceso de fté {St}ocucr tal que
i ]
S =zg+ fo 1S,ds + / oS,dW,  Vie (o] (2.2)
(1]

este proceso estd dade por

( —-f.;-)t+aWt
S¢ = Ige

Demostracién. Supéngase que {Xt}:zo ¥ {Sl}:zo son dos procesos estocasticos tales que

Se=a+ [, (uds + oaw,

¢
X =:ru+/ X, (pds+adW,)
[i]

Ya se ha demostrado que una solucién de la ecuacidn (2.2) es

z
- Yt+oW,
5t = zge ('1 2 ) )

Definase al proceso estocdstico {Zt}:»p como:

So
S,

Ao
(5o

Zg=

il

I

Sip'=0%-py o’ = -0, se tiene que

2
(_u-- %—) t-oW;
€

n2 B
(p'— -(35-]—) t+o Wy
4

le
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entonces por la proposicién 2.5.1 implica que

Z

L
Zy +] Zy (p.'ds +0”dW,)
0

It

L
14 /0 Z, (4ds + o'dW,)

el cual es un proceso de It6.

Entouces de acuerdo con el teorema de integracién por partes, sea t € [0, 7

X2y

& t t
XoZs + / X' Z, ds+ [ X,0'Z, dW, + fo ZouX, ds
4] 0
t ¢
+ /0 Zy0 X, dW, + f 0X,0'Z, ds
(1}
t i
= XoZo+ /(; (a'-’—,u) XyZ, ds + fo (—0) X, 2, dW,

i L 1]
+ jo uX,Z, ds + / 6X,Z, dW, + j 0 {~0) X, 2, ds
4] 0
= XoZo

X2y =XoZy VYt>0 Pes.
XtZg = XD& = Xu
So
= X7 = Xo

S,

pero,

So=Xo = X;=85 Vt>0 Pcs. R
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Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales

Estocasticas

3.1 Introduccidén

Se definira formalmente lo que es una ecuacién diferencial estocdstica y lo que es una solucidn
a ella, también se presentars el teorema que asegura la unicidad de la solucién de una ecuacién
diferencial estocdstica. Todo esta teoria serd itil ya que el modelo de Black y Scholes puede ser
visto como una ecuacién aifgrencial estocdstica. Se presentard también un ejemplo de ecuacién

diferencial estocéstica conocido como el Pproceso de Ornstein-Ulhenbeck.

3.2 Ecuaciones Diferenciales Estocisticas

Definicién 3.2.1 Se dice que une ecuacidn es una ecuacidn diferencial estocdstica si tiene la
siguiente forma
t L
X, =z+j b(s,X,)ds-f—/o (s, X,) dW,
0

Definicién 3.2.2 Sean (), F, P) un espacio de probabilidad y una filtracidn {Fehocrer {"Vl}t:_»o

un F,- Movimiento Browniano. Y sean b : RY x R — R, o:RYxXR > R, Z una variable

aleatoria Fo-medible. Se dice que encontrar una solucidn a la stguiente ecuacion

13 ']
x.=z+/ b(s,X,)a's+f0 o (3, X)W,
0
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significa encontrar un proceso estocdstico {X,},,, continuo y Fy-adaptado, tal que

1. ¥ t>0 las integrales [Sb(s, X,)ds y {5, X)W, tienen sentido, es decir:
t ¢
j{; {#(s,X))|ds <0 y f lo (s, X,)|*ds <co P es.
[}
2. {Xi}y>g cumple que
! t
Vt>0 X¢=Z+j; b(s,x,)da+f o (s, X,)dW, P cs.
0
Observacidn 3.2.1 Es equivelente expresar la ecuacidn
t t
X, =2 +jo b(s,X,)ds-t—_[) o (s, X,)dW,
de forma diferencial como

dX: = bt X,)dt+(t, X)) dW,

Xy = 2
Teorema 3.2.1 SeanT >0 y

t ¢
X, =2 +/0 b(s, X,)ds+/ 7 (s, X,) dW, (3.1)
(i}
donde, b y o son funciones continuas y eziste K < oo, tal que

{a) [b(t,z) - b, Wl +lo(t,z) —a (t,y)) S Kz —y]
(6) b(t,z)| + o (t,2)] < K (1 +|=i)
fe) E(2?%) < +oo

Entonces, la ecuacidn {3.1) tiene una tnica solucidn en el intervalo [0,T). Ademds esta

solucion {Xi}ge o cumple que

E( sup |X.|2) < 400
o

<s<T
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La unicidad significa que si {Xi}poyoq ¥ {Vedooyor son dos soluciones de la ecuacidn (9.1),
entoncesVE€{0,T] Xy =¥ Pes.

Demostracién. Se asumird que el espacio

£ = {(Xt)ust«_:T : proceso continuo Fi-adaptado tal que E ( sup [X,|2) }

0<s<T
X = ,' E( sup !X.i’)
0<s<T

es un espacio vectorial normal completo.

con la norma

Se denotars,

G= { {Xtoci<r : PTOCESO CONtinuo }}-adaptado}

La demostracién estard basada en el Teorema de Punto Fijo.

Se define ® una funcién tal que
®:G6 - G
(X)ocacr — 2(X)ogucr

COmG

@(X)t=Z+£b(3,X,)ds+£o(s,X,)dW,

De hecho se demostrari enseguida que $: & — £,

Sean X = {Xa}agasi“f Y = {K}ogssr € £, entonces

& (X), — & (V)

t 2
[ 06x) -be s+ [ 06.%) 06 v) W,

1A

2 'U; (b(s, X2) — b(s,Y,)) ds)2 + U; (@ (5, X2} = (5,Y)) dWs)2

2

I

2|/0‘ (b5, X) — b(s, YY) ds| +2|j0l (0 (s, Xs) — 7 {3, Y,)) AW,

esto debido a que {a + )% < 2(a? + 7).
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Entonces,

sup | (X),-@ (Y):lz

0<I<T

Entonces,

E ( sup |8 (X), - @(Y),P)
0<t<T

Por hipétesis se tiene que

1A

[Ta

1A

¢ 2
202?7‘ ./o (b(s, X,) - b(s, Yn))dsl
t 2
2k /c. (o (8, X,) =0 (s,Y,)) aW,
_ . 2
2 ozlzlgr ./1; (b(s, X,) - b(s,Y,)) ds ]

A , 2
+2E [oztllqu_ fo (o (s, X,) —a(s’}f'))dws, J
. ‘ ;

il oA (/o (b (s, Xs) -b(s,Y,))ds) J
i ! 2
+2E Lzl:gT /0 {o(s,X,) —a (s, Y,)) dW, J

2E Lsup ( ja “(5(s,X,) — b(s,Y,) ds)zJ

<t<T

T 2
+2-4E [(]o (o (s, X,} —0(s,Y.))? ds) }
A

(@) [b(t,z) ~ b(t,y)f + [o (t,%) — 0 (t,y)| < K [z — y|, entonces

lb{t,z) ~b(t, )l < K |z -y

lo (t,z) ~a (t, ) € K |z - y)

{b) [b(,z)] + |o (t,z) < K {1+ {z]), entonces

1o (e, 2)] < K (1+|z))
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lo (¢,2)] < K (1+ f|)

() E(2?) < oo

Entonces,

1A

IA

IA

IA

2
E Lg‘:gr (/; (b{s, X5} ~b{(s, Y.))ds) ] +8E erz (X — Y,|2d3]

t 2 T
2E[sup U KiX,—Y,lds)]-'r-BE[/ KZIX,—-Y,EstJ
0<i<T 0

2 T
2K2E[sup ( |X,—Y,|ds)]+8K2E[/ |X,—-Y,|2ds]
0T
2
2K2E[sup ( |1 X5 ~ des)J+8K2E [ f sup_ X — }1}25!3}
o<t<T 0 o<t
a
2UCE [ sup ( | X, —Y,lds) ] +8K’E [T sup. IX; —11[2]
o<y

2K2E[ up f}x Ylds)}+8K2TE[sup 1X, — YF]

2K°E {E Yll"}
"

2
K2E[ sup | X, — mds) }+8K2TE[ sup |X, —m?J
0<i<T

sup |X; —

0<t<T

2
]X, y,|ds) ] +8K’TE[

2
2K2E {(T sup_ |X, - [) J +8K2TE[ sup |X,~Y,|2J
0<i<T

2
sup |X; — Yt!)

+8K2TE [ sup |X;— YIEZ:I
0<icT 0<t<T

2K°T2E [(

m?T’E[ sup X, - :} +8K2TE{ sup | X, — }1|2]
<t<T

2 (K?T2 + 4K2T) E [ sup |X, - Y;l"’]
0<t<T
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Por lo tanto,

E ( sup | (X}, ~— q>(y)‘|2) < 2 (K2T2 + 4K2T) E ( sup | X — mz) (3.2)
0<t<T 0<t<T

< oo (3.3)

yaque X,Y € £. Ahora es posible afirmar que si X,Y € £ entonces (& (X) - e(Y)ek.
Se denotard como 0 ef proceso constante 0, entonces (& (X) — & (0)) € £.

A continuacién se demostrard que ¢ (0) € £,

(0,7 = |z+f;b(s,o)ds+/0t

)2+ (/:rr(s,ﬂ)dw_,)z)

esto debido a que (a+ b+ c)}? < 3 (a? + b2 + ¢2), entonces

1A
[
—_——
Ny
L]
+
Peammn
5"‘*-;‘
o
o
=)
=%
o

A

sup [®(0),|

t 2 1} 2
0, < 3 sup (22+([ b(s,O)ds) +(/ a(s,O)dW,))
oge<T 0<t<T o 0
t 2 : 2
3[zz+ sup ([ b(s,O)ds) + sup U J(S,U)dW,)}
o<t<T \Jo o<izT \Jo

IA

Por lo tanto

1A

EngTftI)(GMQ} 3[}-:(22 + sup. ( f b(s, }ds) + sup. ( ]D ta(’s,{})dWs)z}
= 3B(z%) +3E (Ozl:gr ( [0 b(s,0) ds)z)
. 2
+3E (021:% / cr(s,D)dW,I) (3.4)
38 (27) +3E( sup (/ b(s, D)ds) )
+3.4E (/: ( (5,0))2 ds)

3E (22) +3E (oil:ET (folK {1+ IO|)d.3)2)

1A

IA
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b

+3-4E UOT (K(1+ |01))2ds)

3E(2%) +3E ((IOTKda)z) +3-4E (foszds)

3 (E (zﬁ) + KT 4 41{21‘) <00

Entonces ® (0) € £ y como (& (X) — ®(0)) € £, se tiene que
(P(X)~-2(O)+2(O) &

= P(X)e&

De acuerdo con la ecuacién (3.2) se tiene

k2 (X) - @ (V)| < \/2(K*T? + 4K?T) || X ~ Y|

¥ si se supone que T es suficientemente pequedia para que k (T) = V2K IKTT) < 1,
entonces P es una contraccién y por el teorema de punto fijo existe un dnico proceso X € £ tal
que X es solucién de la ecuacién (3.1).

Hasta ahora se ha visto que si T es suficientemente pequefia existe una tinica solucién de la
ecuacién {3.1) en £, a continuacién se comprobara que una solucién de {3.1) forzosamente estd
en £.

Sea X una solucién de (3.1), entonces se asume que & (X) = X.

Se denctara

T, =inf{s >0, {X,| > n}

con lo cual sc tiene que VE > 0

lim T,At=1
n—0o0

Y si se hace un cdlculo andlogo al de la expresién (3.4) se tendrd que

il

E[ sup [@(X)u|2]
0

SuinT,

E [ sup |xu12]
0<u<tAT,

51



A

2 " 2
38(2?) +38( sup ( / b(s, X,) ds)
0<u<tAT, \Jo

+3E ( sup 2)
O<ustAT,
3E (22) +3E ( sup ( fo " (5, X3) ds) 2)

QLuiAT,

AT,
+3-4E (/0 (© (s,X,))zds)

3E(Zz) +3E( sup (/O“K(l + ]Xsl}ds)z)

DSuStAT,

tATy
+3-4E / K2(1+|Xs|)2ds)
0

3E (z?) +3E {( /0 o K (14X, ds) 2}

4 Wh )
+3 Ejﬂ K*(14]X,])? ds (3.5)

/ o (s, X} dW,
0

IA

[FaN

1A

Por otra parte, con la desigualdad de Cauchy-Schwartz A.0.2

tAT, 2 ATy, AT,

(fo lK(1+}X,1)|ds) ([0 szs) (fo (1+]X,))? ds)
T AT,

( | Kﬂds) (foA (1+ 1%, ds)

KT ( / ) ds)

KT ( fo i (1+1x.47) ds)

[Fa

1A

IA

in

entonces

AT 2
E [( [ |K(1+|x.,|)|ds) ]

1A

SKTE [ [0 A (1+1x,) ds]

2K*T [) i (1+ E(1X.2)) as

9 EATn
2T f (1 +E( sup mﬁ)) ds
0 O<usAT,

1A
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IA

i
2K2T ] (1+E( sup |x,.[2)) ds  (36)
1] 0<ussAT,

Por otro lado

Il

AT,
E ( K1+ |X,|)2ds)
0

tATH
KE ( f a +]X,|)2ds)
1]
tATn
KE (/ 2 (1 +1XI%) ds)
0
AT,
= 2K°E (/ (1+|X,|“‘) d.'s)
(3]
tATw
— 2 2
= oK fﬂ (1+E(1X.17)) ds
ATy
2K2/ (1+E( sUp |x,,]2)) ds
0 O<u<snT,
£
2K2] (1+E( sup |X..|2)) ds (3.7)
L] GCu<snT,

¥ por las expresiones (3.5}, (3.6) y (3.7) se tiene que
t

3B (2%) +3-2 (KT + 4K?) f (1 +E ( sup |Xut2)) ds
0 D<usaT,

= 3E(2?) +6 (KT +4K°%)¢

(
+6 (KT +ax?) [ E j ( sup |Xu|2) ds
(

IA

1A

IA

A

E[ sup |Xu[2]
0

<u<tAT,

0<u<snT,

A

3E(z ) +6(K2T+4K2)T
+6 (KT +4K?) ] ( sup [xulz) ds
0<u<anT;,

(
= 3E(z )+6(K2T+4K2)T
(

+6 (KT + 4K*?) f E( sup [XuF)ds

0<uLant,
Dendétese

(t)=E ( sup |Xu!2)

Q0<u<tAT,
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entonces
Ja(t) <3E(2%) + 6 (KT + 4K T + 6 (KT + 4K?) fo o (s) ds
¥ es posible entonces aplicar el Lema de Gronwall A.G.4.
5 (T) < (3E (22} + 6 (KT + 4x?) T) (14 SETHET) _

Euntonces se tiene que

fn(T) =E( sup IXulz) <e

O<u<TAT,

¥ como

sup (X 255 sup (X2
0SusTAT, 0<ugT

luego con el Lema de Fatou 4.0.3

E ( sup |Xu|2) Le<oo
0<usT

Por lo tanto, una solucién de la ecuacién (3.1) esta forzosamente en £. Entonces, se ha
demostrado que para T suficientemente pequefia 3! solucién y esa solucién estien £. En general
para T > 0 basta encontrar m € N suficientemente grande tal que & (%) < 1 ¥ entonces en

cada uno de los intervalos [0, f—n] , [%,%] v {t"—;llE,T] existe una fnica solucién. W

3.3 El proceso de Ornstein - Ulhenbeck

Un cjemplo de una ecuacién diferencial estocistica es el denominado proceso de Ornstein-

Ulhenbeck.

Definicién 3.3.1 El proceso de Ornstein- Ulhenbeck es la inica solucidn de la siguiente ecuacidn

estocdstica

¢ t
X =:r_j cX,ds-i-f odW,
[ 0
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o bien escrita en forma diferencial
.

ng = —cX;dt + O'dW;

Xo =T
Sea ¥; = e®X,, entonces de acuerdo a la férmula de integracidn por partes

dY, = d (eng)
= edX, + Xde +d (e, X,)
= e%dX,; + Xde?
= e%dX; + Xcetdt
= % (~eX.dt + odW,) + Xecedt
= oetdW,

es decir,

d (ec‘x,) = gedW,

Cpr_

t
T+ j oe“dW,
0
13
X = Ie_d-i-e'd/ e div,
4]

¢
= ze ™ 4 ge / e“dW,
0

De aqui se puede calcular la media y la varianza de X,.

£
E(X) = E(e-%+ne-=* /[, e“dW,)

¢
= ze % tgeF ([ e""dW,)
43
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Por otra parte,

E(/otek"ds) =

= 3 e dW, es una Fr-martingala, tal que
! 0
EU e“dW'_,) - EU e"‘"dW,)
() ()

= E(X) =z

Ahora se calculard la varianza,
¢
Var(X,) = Var (me"d+ae_°‘f e"dW,)
0
[ t 2
= FE (:r:e'd-i-ae'dj e“dW_,—a:e‘d) ]
0
- 1 ’
= B (ae'“] e‘”dW,)}

= E 0.28—201'. cdes ]

2
= oze‘z‘iE [ c’dW

= 0.28—2c|'.E[f e?csds]
1]
2ct
Y S il
o ( . )

a2 (1 - e—?ct)
2c

36



Capitulo 4

Modelo de Black y Scholes

4.1 Introduccién

En este capitulo se aplicard la teoria de cdlculo estocdstico presentada en los dos capitulos
anteriores.

Se abordari el modelo de precios de Black y Scholes para resolver los problemas de valuacién
y cobertura de las opciones europeas considerando shora a los precios en un mercado continuo,
este modelo estd representado por una ecuacién diferencial estocastica. Se mostrara que este
modelo de precios cumple el supuesto de ausencia de oportunidad de arbitraje y se analizarin
sus propiedades y caracteristicas.

Las ideas estardn presentadas conforme a el capitulo 1 de este trabajo aunque se enfatizarin
las diferencias existentes en la resolucién de los problemas de valuacién y cobertura con el caso
discreto.

Al igual que en un mercado discreto, se supondrd que un portafolio estars determinado
por dos activos, uno con riesgo (el activo subyacente) y el otro sin riesgo. Se introducirdn
nuevamente las estrategias autofinanciables donde no hay aportaciones ni retiro de fondos pero
ahora en el caso continuo estardn representadas en funcién de una integral estocdstica, también
se introducirdn las estrategias admisibles aquellas que no caen en una posicién deudora. El
Teorema de Girsanov dard garantfa de que exista una probabilidad equivalente a la inicia} bajo
la cual los precios actualizados son martingala pero no llevard a las mismas conclusiones que

en el caso discreto, aunque el supuesto de ausencia de oportunidad de arbitraje si se cumple,
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Ia diferencia con el caso discreto es que el valor actualizado del portafolic de las estrategias
admisibles no siempre serd martingala bajo esa nueva probabilidad sino una supermartingala,
por lo cual la solucion de los problemas de valuacion ¥ cobertura serd distinto que en el caso
discreto.

Finalmente se presentari en este capitulo el cdlculo del precio de la opcién y la obtencién

de la estrategia que cubre al emisor.

4.2 La Evolucién de los Precios

Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad, donde {Ftlocicr e una filtracién en (Q,F) y T
denotard. la fecha de ejercicio de la opcién eurcpea, sobre este espacio se construye el modelo
continuo.

El precio del activo sin riesgo al tiempo ¢ ser4 tal que
S=e, 0<t<T, r>0

donde, r serd una tasa instantinea. Es conveniente pensarlo como una inversién con rendimien-
tos instantaneos.

Cabe destacar, que el proceso {S?}ostgr puede ser escrito también en forma diferencial
como

dSP =rS§ldt, S3=1

pues la iinica solucién de esa ecuacién diferencial es
S? =gt

Se seguird denotando como {5} }ugt < 8l proceso de los precios del activo con riesgo, el cual
¢S un proceso estocdstico que toma valores en Rt y adaptado a la filtracién {‘F‘}Usts?‘ , esto
es, 5} es una variable aleatoria F;-medible que representara el precio de una unidad de activo
con riesgo al instante ¢, tal que S} > 0 con S} una cantidad determinista (y Fo-medible).

En la realidad los precios en los activos toman valores discretos ¥ los cambios en el los

precios se observan cuando el mercado est4 abierto, pero considerar a los precios de los activos

59



CON riesgo como un proceso continuo da como resultado un buen modelo de precios.
En el modelo de Black y Scholes se supondré que el comportamiento de los precios estd

regido por la siguiente ecuacién diferencial estocistica
dS; = 5 (udt +0dBy), Sh=z, pozeR* (4.1)

donde, {B:}oc,cr €5 un Movimiento Browniano adaptado a la filtracién {Filgcicr ¥ lainica
solucién a la ecuacion es

2
p—'-—)l.+ch
s = sae( ? '

la cual se obtiene aplicando la Férmula de Its,
Para comprender el sentido de la ecuacién {4.1) conviene dividirla en dos partes, la primer
parte

dS} = uSiat

que da idea de que se espera que la evolucién del precio sea del tipo S} = e#t,

Y al sumarle el factor 05} dB; se esta incorporando un ruide estocéstico. Este factor es una
funcién de un Movimiento Browniano, el cual supone que para predecir el futuro de los precios
en un instante ¢ no importa su comportamiento histérico, es decir, s6lo interesa el precio en ese
instante, ya que éste incorpora toda la informacién de st evolucién pasada.

5i se ve la otra parte de la ecuacién (4.1)
ds} = aSdB,

visto de otra forma,
dS}
—~ = 0dB
5] *
nos habla de la volatilidad del cambio porcentual de los precios.
Ademds si los precios del activo con riesgo estdn definidos por la expresion (4.1) tendrin
una propiedad mds, la propiedad lognormal que se demuestra en seguida.

Sea (§2, F, P} un espacio de praobabitidad y {B:}o<i<r un Movimiento Browniano adaptado

a fa filtracién {Fi}ocier-
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Teorema 4.2.1 Sean ;1,0 € R y {8} Yocscr un proceso estocdstico tal que
=85! {ndt + adB;) So=z
entonces S} es una variable aleatoria lognormal.

Demostracidn. La iinica solucién de la ecuacién diferencial estocastica

dS} = 5} (udt + odB,)

es
St _ Su (y—- )l.+a'Bz
si y solo si
o2
In(S}) =In (s)+ (_u -~ -—) t+aB,
donde,
B, ~ N(0,2)
Se afirma entonces que
1 1 o’ 2
In (St) ~N (ln (So) + (p— 7) t,o t)
es decir,
o2
8! ~ log normal (ln (S(}) + ( - ?) t, azt) =
Entonces, con las propicdades de la Distribucién Lognormal se concluye que
E(s}) = Sger
¥ que

Var (51} = (s‘) M (et - 1)

La siguiente proposicién es afin més fuerte.
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Proposicién 4.2.1 Sean p,0 € R g {Stl}o<r.<T un procese estocdstico tal que
dS! = S (pdt +0dB;)  Sh==z

entonces in (5]) es un Movimiento Broumiano.
Demostracién. Basta demostrar que el proceso {In (S})},,cp cumple:

(a) Continuidad de trayectorias.
La continuidad es clara ya que {Bt}q.,cr es continuo respecto a t lo cual implica
que In (S}) =In(SY) + (,u - "—;—) t + o B, es continuo también respecto = t.

(b) Independencia de incrementos.
Pd. siu <t, entonces In (S7) — In(S!) =1In (l;i») es independiente de la o-4lgebra
o(n(S)), v<u).
Isto es equivalentemente a demostrar la independencia de incrementos relativos
del proceso {S}}gc,cr - Es decir, hay que probar que si u < ¢, entonces §§- o {lo
que es lo mismo} el incremento relativo L—r) s independiente de la o-algebra
o (S, v<y).

Como
St _ (e Je-sreomi-ne)

y como (B, — B,) es independiente de 7 (B, v < ), entonces gsl- es independiente
deo(St,u<u).

Incrementos estacionarios.

—
1)
S

1 1
P.d. si u <t, entonces la distribucién de In (%ﬁ-) es la misma que la de In (%‘,ﬂ) .
u o

. - . - l
O bien equivalentemente demostrar que los incrementos relativos del proceso {5} }, <t<T
. . . . . ‘s 5, -5,
son estacionarios. Es decir, si u < t, entonces la distribucién de L‘—Sl—)- es idéntica
“
81 =53

SD
Sea z € BT,

alade

! *-ﬁ —upto b — iy
P[%(z] = P[e(ﬂ g)(" yrots I”-(z]
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it

p [e(p——’f’)(:—u)m&_..) - z]

s,
P[ .;,& < z]

) 1
por lo tanto, la distribucién de %! es la misma que la de g&-
q ]

Una vez mas como el problema de la cobertura implica buscar la estrategia de inversién a

seguir, se definird para un mercado continuo lo que s una estrategia,

4.3 Estrategias Autofinanciables

Definicién 4.3.1 Una estrategia es un proceso ¢ = {delo<icr = {{(HY, H!) }gcrop que toma

valores en R? y predecible a la filtracién {Filocicr del Movimiento Broumiano,

Donde, HY representa la cantidad de activo sin riesgo invertida en el instante t y H} repre-

senta la cantidad de activo con riesgo invertida en el instante ¢.

Definicién 4.3.2 El Valor del Portafolio al tiempo t siguiendo la esirategia ¢ estd dado por
V() = HOS? + H}S!  o0<t<T

Al igual que en el caso discreto, serdn de interés las estrategias autofinanciables, aquellas
en las que no hay aportacién o retiro de fondos, es decir, las que satisfacen que las variaciones
en el valor del portafolio se deben sélo a las ganancias de la variacién de los precios. Esto es,

para el caso discreto las estrategias autofinanciables cumplian la siguiente ecuacién (1.5)
Va(d) = Vaus () =43 (S-S0t} + 41 (Si-Say) VYn21

que se transformaba en la expresién (1.6)

n n

Va (@) = Vo (8)+ > 63 (7~ 83.1) + 3¢} (S) - 511) (4.2)

=1 =1
Para el caso continuo la traduccién es casi inmediata.
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Definicién 4.3.3 Una estrategia qutofinanciable es una pargja ¢ de procesos predecibles { HP }0<z <T
y { H} }UElST’ tales que

LT |H dt+ T (HD? dt < o0

2. Vi(d) = Vo (¢) + f3 HOdSS + f3 H1dS)

La condicidn 1 asegura que las integrales de la condicicn 2 estén bien definidas. Esto es,

T T T
f B du<oo = [)Hﬂd&'ﬂ:] H%e™du < o0
1] 1]

T 2 T T T
f (H) du<oo = f H1dS! = / HlpuS) du+/ H58LdB, < 0o

0 o 0 (i

Cabe resaltar que la condicién 2 puede ser escrita en forma diferencial como
Vi (9) = H)dS) + H] dS}
lo cual no es mds que en andlogo a la expresidn (1.5)
Va(9) = Vaor(9) =0 (S0 - S0} + ok (Sh-S1.) a1
En el caso particular del Modelo de Black y Scholes, se tiene que
dVi(¢) = HdS? + H} S} (pdt + 0dB,)

Dentro de la siguiente proposicién se definiré el precio actualizado y el valor actualizado del
portafolio.

Proposicién 4.3.1 Sea ¢ = {(HP, H})} o,y un proceso estocdstico predecible con valores en

R*, tal que - -
/0 |4 dt+[0 (H})2 dt < +c0

Sean

Vi@)=eVi(¢) y S =

e

64



el walor actualizado del portafolio y el valor actualizade de el precio del activo con riesgo

respectivamente.

Entonces ¢ es una estrategia autofinanciable si y sdlo si
-~ t ~
@) =Vo@)+ [ HIdE Pes viep,n
Demostracién. <) ¢ es autofinanciable por definicién si y sélo si

vi(¢)

Il

Vo) + [ asi+ [ as)

£ i
VD(¢)+[0 rEHOS0 du+/ H! ds!
1]

It

donde las integrales tienen sentido gracias a que TH dt<coy fnT (H} )‘2 dt < oo, entonces
Vi (¢) es un proceso de Ita. '

Se sabe que,

Vi(8) = eV, (¢)

entonces utilizando la férmula de integracién por partes

eV (¢)

I

W@+ [ [@e (emu)=o

if

%@+ [ )+ [ %) (e

equivalentermnente en forma diferencial

il

d(Ve()) = d(evi(e)

eV, () — re MV, (4) dt

= e (HPdS? + H,ldS}) ~re Tt (HPSP + H}S}) dt
e (Hpre™dt + Hlds}) - re~rt (HPem + B} St}
rHYdt + e T H}dS} — rHdt — re " H]S)dt

1l

= e HldS! - rH)§ldt
HY (e=rtdS] - +§) dt)
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Por otro lado

S = e s}
donde, S} es un proceso de Ité.
Con la férmula de integracién por partes
5! = etg}
t t
e 081 4 [ e~ TedSL 4 f Side™, (o810 =0
[t 0

t i
S0+ fa eTdS1 + f S1 (~r)e " du
1]

I

Il

escrito en forma diferencial,

d5} = e dS} —re S} at

= e ds} -5 dt

d(Vi(9)) = #} a5}

Equivalentemente

I

~ ~ t -
7 (9) vn(¢)+jcl HY a8}

L -
= vz,(¢)+f H'dS! Pcs ®
0
La importancia de esta proposicién radica en que el valor actualizado del portafolio asociado

con una estrategia autofinanciable depende sélo del valor inicial del portafolio y de la inversién

en el activo con riesgo.

4.4 Arbitraje o Cambio de Probabilidad

Al igual que en el caso discreto se requerird que sea imposible obtener ganancias sin tomar
riesgos © bien dicho de otra manera, que sea imposible obtener dinero sin dinero, es decir, se
requiere que no haya oporiunidad de arbitraje.

En el caso continuo también interesan aquellas estrategias cuyo valor de portafolic asociado
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en cualquier momento no caiga en una posicién deudora, aunque también estardn permitidas

las ventas a descubierto y los préstamos. Al igual que en el caso discreto se definirdn entonces

las estrategias admisibles,

Definicién 4.4.1 Una estrategia ¢ = (HP,H;)OQ < ©3 admisible si es autofinanciable y si el

valor actualizado V; (8) = B + H.S, del portafolio correspondiente es positivo para toda t.

Pero desafortunadamente éstas no llevardn a las mismas conclusiones que en €l caso discreto.
Recuérdese que en caso discreto el valor actualizado del portafolio asociado a una estrategia
admisible era también una martingala, ahora sers distinto.

Una de las diferencias con el modelo discreto es que no se va a tener una proposicién andloga
a 1.8.1, hay que conformarse con que exista una probabilidad P* equivalente a P bajo la cual

los precios actualizados son martingala y entonces asi no habra oportunidad de arbitraje.

Teorema 4.4.1 Supdngase que eviste P* una probabilidad equivalente ¢ P bajo la cual los pre-
cios actualizados {S’;}OSKT son martingala 4 sea ¢ = (HP,HI)US:ST una estrategin admisible,

entonces V; (¢) es una supermartingala bajo P* y no existird oportunidad de arbitraje.

Demostracién. Gracias a la proposicién 4.3.1, al teorema D.1.2 y al colorario D.1.1 se tiene
que ¥, (¢) es una supermartingala bajo P*.
Entonces, st ¢ es una estrategia admisible entonces E* (‘I—/T (¢)) < E* (170 (¢o)) P* cs.,

con lo cual

() Vo(@) =0y Vr(#)=0 P*cs.0bien
(b) V() >0y Vr(g) =0 P*cs

Como P* es equivalente a P por (a) se tiere que no existe oportunidad de arbitraje P c.s.

A las estrategias del tipo (b) se les denomina estrategias suicidas, ¥& que con estas, una
inversidn inicial positiva es llevada a cero, mds adelante se dard un ejemplo de ellas. W

En el Modelo de Black y Scholes la ausencia de oportunidad de arbitraje estd garantizada
por el Teorema de Girsanov.

A continuacién se aplicara el Teorema de Girsanov para mostrar que existe una probabilidad
bajo la cual los precios actualizados segin el modelo de Black ¥ Scholes son martingala, con lo

cual no existird oportunidad de arbitraje.
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Proposicién 4.4.1 En el modelo de Bleck y Scholes existe una probabilidad equivalente a la
probabilidad inicial P, bajo la cual el precio actualizado del activo con riesgo §} = e~"S! de la

accion es una martingala.

Demostracién. Se tiene,

dS}

It

—re~™S! dt + ¢ dS]

= —r8} dt+ e (8} (u di + 0 dB,))
= —rS5] dt+ pe~"S} dt + ae~"S} dB,
= —r8} dt+p8! dt + 08! dB,

= S{{p—7) dt+o dBi)

= oF (E-;i dt + dB,)

Sea

Lo —
W‘_=B¢+./ K rdt
a ag

ﬁdw;=dB¢+#_rdt

T

dS} = a8} dw, (4.3)

Se utilizard el Teorema de Girsanov para demostrar que bajo una probabilidad P*, el proceso
estocdstico {W:}g< <y €s un Movimiento Browniano esténdar.

Sea 8, = &7, es decir, {9,}05!57. €s un proceso constante, entonces

T fy oy 2
/ (,u 1F) ds < o0
0 a

y definimos

L e Jo 55 4B} [(E5)? de

e~ (15T - d{E=m )

¥ por la proposicién 2.2.3 ¢s una martingala bajo P.
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Por el Teorema de Girsanov D.1.1, se tiene que bajo la probabilidad PT) el proceso
{Wt}oerer €s un Movimiento Browniano esténdar.

Entonces se sabe por el teorema 2.6.1 que la ecuacién diferencia estocdstica
d5} = o&ldw,
tiene una nica solucién dada por
5 = 5l (4.4)

Y de acuerdo a la proposicién 2.2.3 5} es una martingala bajo PUr}.
La equivalencia de las dos probabilidades serd demostrada en la siguiente proposicién. W
Proposicién 4.4.2 P es equivalente o P(L1)

Demostracion.

1. Pd PUlr) cc P

Sea A € F tal que P(A) =0,

PfLT)(A}=/LTdP=o

A
2. Pd. P << pPiir)
Sea A € F tal que PULT) (A} =,
P(A) = /dP
A
/‘L'r
= {Zap
4 Ly
1
- /%erp, Lr>0
4 Ly
1
— — qpflr}
5=
A
=0 =

[=23
o



De aqui en adelante P* representars la probabilidad equivalente a P bajo la cual { §§} r
0Kt
es una martingala.

4.5 Completez

Una vez que se tiene que existe P* una probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios
actualizados son martingala, esto es, una vez que hay ausencia de oportunidad de arbitraje, es

posible pasar a resclver el problema de ta cobertura del emisor.

Definicién 4.5.1 Una opcidn es simulable si su valor a la fecha de ejercicio es igual a el valor
final de una estrategia admisidle. Se denotard T como la fecha de ejercicio.
Es decir, sea h =valor de la opcidn al instante T, {h es una veriable aleatoric Fr-medible),

entonces una opcion de valor i al instante T es simulable si y sélo si 3 ¢ una estrategia admisible

tal que h = Vg (¢) .

El problema se tratari de manera mds general, se pensara que A es el valor al tiempo T de
un activo simulable contingente, en particular puede ser un call ¢ un put europeo.

Una de las diferencias importantes con el modelo discreto es que si todas las estrategias
admisibles fueran permitidas entonces los precios de los activos simulables contingentes podrian
no ser tinicos. Supéngase que % es simulable por una estrategia cuyo valor inicial es 7 entonces
seria posible afiadir una estrategia suicida tal que se simulara a A pero ahora comenzando con
un valor de w + 1.

Ahora se presenta un ejemplo de estrategias suicidas, aquellas cuyo valor inicial asociado es

positivo y es llevado a cero al final del periodo, ver Harrison [13].

Ejemplo 4.5.1 Considérese por facilidad un horizonte de tiempo T = 1, que el capital inicial
es de 1 unidad monetaria, esto es Vo = 1, que §P = S conr =0y con 50 =1. En base a

estas hipdtesis es posible construir una estrotegia tal que Vi = 0.

Dendtese 7 €l tiempo en que se llega a la ruina.
Utilicese la siguiente estrategia.
Seab=1
=1+b=2 y $l=-b=-1 Vte [0%]
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claramente se tiene que

Vo = ¢3S0+ 44S
= (1+b)-b
= 1

¥ si hasta el tiempo % se tiene que V% 2 1, entonces se buscard §) tal que

13
¢t =-b Vte (5;;1']

Y que

1 3
P[§<TSZ

1 1
T>§]=P[0<TS§]

manteniendo una estrategia autofinanciable

i

# = Vy-dis)

= 1
= V‘é + b1S%
En caso de que se llegue al tiempo 4‘3 ¥ Vi > 1 una vez mis se buscard by tal que
4

37
1_ -2
¢ = —ba Vt€(4,8]
yque

3 7
P[Z<TS‘8-

3 1
21 = < Z
'r>4] P[OSTﬁ_z]

manteniendo una estrategia autofinanciable

)
[

_41¢l
Va - 935

Vi + 5,5}
4 4

I
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En general, en caso de que se Hegué al tiempo ¢, = 1 — = Vi_.4 > 1 se buscar4 b, tal
¥

que

‘?5: = —bn Vte (tnutn-i-l}

¥ que

P[t,.<r5t,.+1|f>t,,]=P[0575%]

manteniendo una estrategia autofinanciable

® = Y- oLl

|
=~
3
+
F
&0,
3

Entonces,

Il
ey
—
|
LU
= ——
[Fa
-..‘
1A
=R
C———
e DD

T
—
v
it
I

el 2)efo1

1 3
- <
(1 POST._QD

es decir, la probabilidad de no arruinarse hasta el tiempo ¢, n € N* est4 dada por

I

Plr > t,] Plrd (taoy,to]lr > ta] Plr > t,_y)

' (-rpsrsl)

lim Plr>t,]=0, lim ¢, =1
n—oo T—r 0
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por lo tanto se ha encontrado una estrategia autofinanciable ¢ tal que Vo (¢) =1, ¥4 (¢)=0y
Vi($) 20Vt e (0,1}
n

Surge ahora la signiente definicion.

Definicién 4.5.2 Sea d el conjunto de las estrategios admisibles que simulan a h, entonces se

define a el precio justo del activo simulable h en el tiempo 0 como
%o = inf Vo(¢)

Si se recuerda en el caso discreto, era natural definir como el precio de la opcidn al tiempo D
a E* (e"“"h) » en el caso discreto no es tan natural, por lo cual conviene plantear las siguientes

des proposiciones.

Proposicién 4.5.1 Sea h un activo simulable y cuadrado integrable y x su precio Justo en el

tiempo 0, entonces
E* (e""Th) < 00 y E* (e"'Th) <z

Demostracién. Primero se demostrard que E* (e"'Th) < 0o.

Se sabe por la ecuacién (4.4) que
5= Sée(aWr—"—;-T)

entonces

ff

E (e—rTh) e T (h)
i)
e—rT

- (5[67])’ () por o2

por D.1.3

"

pero,



il
{23
p——y
&
2]
¥
—
5
&4
i
)-i
e’
&
ul‘,q
e
S—r
| S—

20Br+2uT-2T-250 T4 Bl p_ o)y
2 2 2
za? 2
_ [Sée(%ﬁr 7 T)eZyT—ZrT—Z%ET-f—p—;)—T]
( 7 )] B [ezpr-zrr-z%m 2 2:l*]
__ S‘;E [EQpT—2rT—2%T+£2—:ﬁT

| <o

entonces

E* (e—rTh) < 00
Por otra parte, se sabe que para toda ¢ estrategia admisible que simula a & (¢ € &),
E* (Vr (4)) < Yo (9)

va que {¥; (¢)}

pepey & NG supermartingala bajo P*, y como zg = infyce V5 () , entonces

E* (Vi (¢)) S 2

pero h = Vp (¢}, por lo tanto
E (e"'Th) <z, W

Teorema 4.5.1 Sea h un activo simulable cuadrado integrable y xq su precio justo en el tiempo

0, entonces en el modelo de Black y Scholes
E* (e'frh) =zg
y mds avn, eriste una estralegia ¢ admisible que simula a h tal que

0=V (3)
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Demostracién. Por ahora, se supondrd que toda variable aleatoria h Fr-medible y de
cuadrado integrable bajo P* es simulable, es decir, 3 {fe}ogier = {(HP H) }oeser una
estrategia admisible que simula a h, es decir, que es autofinanciable y tal que A =_V_1- {¢) ¥
Vi{¢)>0v0<t<T

Por otra parte con las proposiciones 4.3.1 y 4.4.1 se tiene que

Vi (¢)

i

t _~—
Vo((b)"'f H.dS! Pcas.
o

Vo (¢) + fo t Hlo8ldw, (4.5)

Y como h es cuadrado integrable,

2
E [(]7,‘, (¢))21 = E [(Vn (¢)+fUTH,§a§ldW,,) ]
=. E {(Vo (¢))'~’] +2E" [% (¢) fo ’ HlaS) dwu] + £ {( [n i} H,o8) qu) ?]
< 00
si y sélo si

T . 2
E [([o H;as,l,dwu) } <o Yte[0,T)]

Entonces por la propiedad 2 de la proposicién 2.3.4 de la integral estocdstica, se obtiene que

T ~
E [/0 (H,{aS},Yqu] <oo Vtel[0,T)

entonces
L -
{f HlaS) qu} es una martingala bajo P*
[ 0%tsT
Y
{
Y, —_ 1,61 - . : .
{Vt (¢)}05£5T = {Vg {¢) +f0 Huosudwu}oges'r es una Fp-martingala bajo P (4.6)
Por lo tanto,

V.(9) = B [Vr (9] ]
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& Vi(d)=E [ Tvr(9) 7]
& Vi(¢)=E [e'rThl .’Fg] , ¢simulaah

entonces

W(é) =FE" [ewr(T—t)hI }’-t]

y claramente se tiene E* [e""Th] =V (4).

Ahora el problema se reduce 2 demostrar que 3 {¢¢}g<,cr = {(HP, H}) Yoci<r: tal que
V() = B (e T-01) 7

Claramente esta condicién implica que Vi (¢) = h, es decir, ¢ simula a la opcién definida
al tiempo T como h y también es visible que V; (¢) > 0V t € [0,7].
Como {17: (¢}

es una martingala bajo P*, entonces
ost<T

{MYocter = {E‘ (e"ThI ]-}) }0<t<T €3 una martingala bajo P*

par el momento supdngase que es cuadrado integrable.

Por el Teorema de Representacién de Martingalas D.2.1 existe {K:t}ocicr un proceso adap-

tado tal que
i
E* (/ K,fdu) < oo
0

£
M, = My+ / Ko dW,
0

Pero se sabe que

W@ =)+ [ o5 aw,

entonces una manera natural de definir a {$e}oeicr = {(HD, HY) }ogyor o8

K,=H!a5)
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st y sélo si

y se tiene que

Vu(d) = HJSS+HLS!

si y sélo si

e M, — H1S1
S

er Mu _ Hl S!
em

= M,-HS!
= (e"Ta‘t

Fa) - %‘EIS,}
= E* (e"Thlfu) - e"‘%ﬂ

3 1 o b op — . —rf" _ prully XK
Con lo cual se tiene que existe una estrategia {qb‘}osu_(:r = { (E (e h| }'u) g lu, ;.'5:1:) }

tal que, simula a & cuadrado integrable y como
B [ =0 (3)
por la proposicién 4.5.1 se tiene que
E* [e"'Th] =g

]
Naturalmente se ocurre definir la prima del activo contingente cuadrado integrable a el valor

del portafolio de la estrategia de valor minimo, es decir

Vi () = £ (e~'(T-‘)h| J-])
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En el caso particular de un call o un put europeo se tiene que el valor en la fecha de ejercicio

€s una variable aleatoria cuadrade integrable. A continuacién se demostrars esa propiedad.

Proposicién 4.5.2 El precio de un call ol instante T es una veriable aleatoria cuadrado inte-
grable bajo la probebilidad P*.

Demostracién. Pd. h = (Sr— K) + © una variable aleatoria cuadrado integrable bajo P*.

B (1) = £ [(Sr~ K]

E'[srY)  (Sr-K), <5p

fo [e” (§T)2J

2 TE" [E%]

- [(EGB,WT_E;T) 2]

= 5oe¥TE" [ ez.,wraﬁr]

= S E [e;szA(%)’r] . B=2

_ 2 2 2
= FeTE [e;;w-,_?,—m%rr—%r]

A

If

= 50821'7'—%2-7'5! [eﬁ‘VT-%?T]

= GeT-ST e [e.awo_%’n]
_ 2

= SerrT«f-e‘-TE- [e(]]

. {20)%
SOCer_ T <coc N

Proposicién 4.5.3 El precie de un put al instante T' es una variable aleatoria cuadrado inte-

grable bajo la probabilidad P*.

Demeostracién. Pd. h = (K — Sp}, es cuadrado integrable bajo P*.

E(W) = ik~ K20, KeR
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En conclusidn el valor de la opcién europea al instante ¢ estd definido de forma natural por

fa expresion

4.6 Valuacidn

E* (e~ £

El problema de la valuacién de opciones consiste en ponerle precio a la opcién en cualquier

momento del tiempo. Se utilizard el Modelo de Precios de Black y Scholes para resolver este

problema.

La siguiente proposicién serd necesaria para resalverlo.

Proposicion 4.6.1 Sean

entonces

Demaostracion.

Sr

o
[
-~
P
+
1
4
w
—
C
L
5
]
£
-3
|
=

a2
S = SQE(F_T)H-UB‘ Vte [O,T]

W‘=B£+(P“—r)t
7

S = Sem (=02 (W= Wi} -5 (T=1)

te0,T)

ESTA TESIS WY DIBE
SallR BE LA wmaudlkCh
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2 -
'""T) ‘+°'(B=+("f.—)‘)er(r-:)ea(wr_w,)m!;«(r—z)

Soe(

o2
So e(""T)H'"B‘ (T =) o (Wr Wi} % (T—1)

It

= §eT-NsWr—W-5(T-) g

En las siguientes dos proposiciones se obtendra el precio del call y el put europeo.

Proposicidn 4.6.2 El precio de una opcidn call europea en el instante t estd dado por

F(t,8) = 5G (d1) ~ Ke "7HG (dy)

n{ S}+(T-0) (r-22
donde, dy = dg +0/T —t, da = %——2—1 y G es la funcidn de distribucidn de una

variable aleatoria N (0,1).

Demostracion.

E* [e—r(T—vt)h| ft]

E {05 (S| A, £(Sr)=(Sr-K),
B [ Tt (Sl r(P-1) ea(wf—wi)—é('r_q)

.7-1] {proposicién 4.6.1)

]

E* [e—r(j"_.g)f (Ster(T—t)ea(WT—Wg)—%(T—-:))]

ya que S, es una variable aleatoria Fi-medible y Wy — W, es independiente de F;.

Es posible ver el precio del call en el instante ¢ como una funcidn del precio en ese mismo

instante.

F{t,5) = E* [e—r(T—l)f (Ster(T+t)ea(WT—W. -%(T-t))] (4.7)

De acuerdo a la propesicién B.2.12 para calcular F'(t, S;) se caleulard F' (¢,z) y después se

evalnard en S;.

F(t,z) B [e—r(']‘_t)f (mr(r—l)ea(wT-w,)-é(r-:))]

i

B [e—r(T—l)f (zer(r—:)eawp.-é(r-:))]
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donde Wy ~ N (0,T — t) bajo P*.
Entonces,
o .
F(t,z)= f eIt (:Ee"(T—‘)e“'"_g;'(T—l)) e ®n
—oc

\/21riT—tidw

Sea Z = WT::, entonces Z ~ N(0,1) y

1
dz= d
T
se tiene
oo “ 2
F{t,z) = f e—r(T—t)f (xer(Tnc}ecz\/'i‘—t—(T)(T )Y e 2d
—o0 N
. .2
= fm *'(T—t)( (T—t) ""T—‘_(’T!)(T“) K| € T
T
2
_ VT "T (T8 o e 7
= d
( SV
m =
= (:re "9) £ 2dz, 0=T-1
aZ\/- —rﬂ
= N (0,1) bajo P*
z\/‘ 7-(=2 e -(
= [( 4 ) Ke-"’) 1A] +E* [( o2 V0 (’)0—1@-"’) 1,1c]
+
donde,

£
M
ke
8
o

€
m
=
|
®

>e-"’}, K>0
(i) o Vaz
I — ? +a > -1l
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Entonces,

F{t,x)

{wEQ ln(K)-i-H(r—;) —0\/-2} ag,8>0
{MEQ:_Z<1n(%)+9(r_§)}

oVl

ln(-f;:)-l-ﬂ(r—”—:)
o8

It

{wEQ:—Z<d2}, do =

{wef:Z> —dy}

E* [(medﬁu(%)a - Ke_'o)

1{weQ:Z>—dz}]
+
1{uen:zg-dg}]
. [ o Z/— 2 [ o
E (IE ( 2 — Ke 0) 1{w€ﬂ:Z>—d2]] + E" [(0) 1{w€9:z£_d2}]

[ aZVo—- z 4
E* (re ( ) - Ke""") l{wen:z>—dg}] , Z~N(0,1) bajo P*

2
g
ze ( z ) - Ke"a) 1[wen:-2>—d,}] , —Z~N{0,1) bajo P

oo van
PEAYINL
jd2 me—az - (-—2—)0 T _ Ke”w_g ’J
az
—oo v21r
&2 go 2(020+20fz+z2) o —KE“’GA%
f dz + /d ——dz
—o0 Vin —00 \0‘231'
da ze” VIS z(”"‘/—) dz Ke"'ﬂ'_
dz -+ / dz
—oo
dz e_i(*"'"\/_) d Ke- a[dﬂ e_%d
: ——=——dz + —Ke™"
¥ —c0 V2r * —o0 V21 ®
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Sea G (z) la funcién de distribucién de una variable aleatoria NV {0, 1), entonces

F TR P
t, = —-—dr — T d
@) * —oo V2 ‘ ¢ -[-ou Vem B

dz g~%(z+‘ﬂ/§)‘2 8
= z _dez—Ke G (d2)

si se hace el siguiente cambio de variable
y==z+ 0\/5

= dy=dz

z<dy=y<da+ove

Entonces,

dy+a /B e—éya
F(t,z) = z j e~ Ke G ()

G (dz + 0VB) — Ke ™G (d2)

Y si se define dy = da + a+/B, se tendra
F(t,z) = 2C (d)) — Ke "G (dy)
F{t,8)=8G(d) - KeG({d;) =
Proposicién 4.6.3 El precio de una opeidn put europea ol instante t estd dado por

F(t,z) = Ke""T-9G (—dy) - 2G (-d))

in(%)+T-0(--5
donde, dy = d2 +0/T ~1, dy = e ¥ G es la funcidn de distribucién de una

variable aleatoria NV (0,1) .

Demostracién. Para el caso del put, también se tiene como una funcién de t ¥ S,
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F (1,50 = B [0y (s.e'(f-"e“(wf-“’"-*'?(T'”)] . f(S1)= (K~ $yp),

De acuerdo con la proposicién B.2.12 para calcular F (¢, §,)

se evaluard en S,.

» se calculard F (t,x) y después

I

Ft,z) B [ erT=0) ¢ (zer(T-t) ea(Wr-Ws)—étT—t))J

I

o [e—r(T—t} f (xer(T-l) eaWT_.—-‘!;-(T—t))]
Esto debido a que Wi — W, bajo P* se distribuye igual que Wr._,,

Wr_y ~ N(0,T ~t)

-

w?
00 2 =
= F(t,z) =/ e Tt (me"(T“)eaw—’a—(Th:}) ;,r - _‘-5 : i

Sea2=§f;+:=§ = Z ~ N (0,1) bajo P*,

entonces,

Flt,z) = joo eIt g (:te'(T—‘)e‘”m‘an(T_‘)) e
-0

2
= /°° e T(T-1) (K - mer('r‘“l)eaz\/'r‘—-;_!;(r_t)) e 7T d
]
2

99
+ 2

o
[(Ke—r(?‘—t} qzeaZ\/T—l—a—(T—t)) ] ., Z~N(0,1) bajo P*
+

= fm (Ke_'(T“)——:re'"" _‘_4(7‘_‘)) : sz e " (T-
00

= B

ol

= E* [ Ke™ _ :ce"z‘/a"Ta) } ., =Tt

+
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donde,

Entonces,

]

Ft,zx)

uEQ:~r9>ln(§)+aZ\/§— (9-2—2)9}
{wGQ:—JZ\/a>In(%)+(r—%2-)9}
{wen:z<—ln(%)+6(r—%z)}, 5,8>0

wen. g M@ TO( —(%))}

oV
we: Z < -dy)

* —r 22
= E [(Ke 0 — geo2V0-5 o) l{wen:z<—dz}J
+
- —rd o _22
+E {(Ke — ge"2V0-% 0)+ l{wGQ:ZE—dz}]

_ = - _.9'3
= F [(Ke — ze? 2Vl 70) l{uen:2<—dq}]

2

=z

F—dz o o2 e T
= j (Ke‘" —a:c'”‘/a_To) dz

oo Van

— e_ﬁ,z " 22

-— 2 = ,2 _-2—
= Ke ™0 dz—/ ze”* ngae,—dZ

) Vo =] 2n

__ﬁ a2 2z

— Kert [T, A
——dz-x =z

oo 27 oo Vv 2m



~dy e—%(—Zaz\/a-i-a’B-}—z’)

o var
~d -% z—d’\/a 2
Ke G (—dy) — 2z ’ e—--Eu—)dz

It

Ke "G (~dp) —x dz

it

=) v 2T
Ahora un cambio de variahle
y=z—avo
= dy=dz

z<—d2=>z—a\/§=y<—dg—m/5

pero

d1=d2+rf\/§=>y<—d1

entonces

w5,

_de

g
oo V2R Y
= Ke'G(-d)) —zG(-d;)) W

Fit,z) Ke™™G(—dy) -z

4.7 Cobertura de calls y puts

Hasta el momento sélo se ha demostrado la existencia de Ja estrategia que cubrira al emisor de
la opcién. Ahora se mostrard cual debe ser esa estrategia.

Se debe encontrar una estrategia ¢ autofinanciable, tal que
Vi(¢)=e™F(,8) Vt>0
donde, I es una funcién

yG (dy) - Ke "T-9G (dy) en el caso de un call

Flt,y) =
KeT-4G (=dy) — 4G (~d)) en el caso de un put

Es claro, entonces que F (1,y) cs una funcién de clase C en {0,T) x R.
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Definase
F(t,r)=etF (t,ze”)

entonces

F (t, gg) = e MF (t,gtert)
e_"F (t, Sg)

Vi

es decir, se tiene expresado al valor del portafolio actualizado como una funcidn del precic
actualizado.
Como S, es un proceso de [t6 y F es una funcién de clase C* en [0,7] % T se puede aplicar

la formula de Itd.

F(e5) =FO8)+ [ 27 (w8 dur [ 27 (u,5,) agek Lo (&F (wa)) a5.5)

Por otra parte, §; = e 'S} y de acuerdo a la formula de integracidn por partes 2.6.1 y por la

ecuacién (4.3)

dgg = 0§¢dW¢
entonces
(5.5) = 0‘ (¢3)" au
entonces
a(3, §) = a8}
Por lo tanto,
F(u8) = F.&)+ [ mF(ws) st [ 2F(u3) ds,
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Es decir,

donde,

Pero por la proposicién 2.4.1 K, =0, ya que ¥ es una martingala bajo P*.

Entonces de acuerdo con la expresién (4.6) se propone como proceso de cobertura a
O~/ =
1 —_
H} = o-F (t,S;)
desarrollando, la derivada

9
oz

il

I::‘(t,a:) 5‘3; (e'”F {t, y)) , y=g{x) =z
= ‘5% (e-"p(:, g(:t:)))

= 7t (%F(t,g(z)))

= e (mren) (2o )

a
. —ri T
= g (——&JF(t,r )) e
&
= 6_yF(t’y)

Entonces,

a
1 = — A
H, ayl‘:‘(t,S,)
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Por lo tanto, un portafolic definido con una estrategia como

H = ﬁ(t,a)-(%m,s,))i
H;l = %F(t,&)

cubrird perfectamente a el emisor de la opcidn.

Cabe notar que

G (dy) en el caso de un call

=G (~dy) en el caso de un put
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Conclusiones

El presente trabajo tuvo come objetive mostrar la utilidad de la probabilidad y el cilculo
estocdstico en la resolucién de problemas en el campo de las finanzas, en particular para el
problema de valuacién y cobertura de opciones europeas utilizando el modelo de precios de
Black-Scholes.

La teorfa de valuacién presentada sirve como motivacion para el uso del cdleulo estocdstico
en la valuacidn de diverses instrumentos financieros,

Cabe resaltar, que aunque la teorfa de la herramienta probabilista usada fue complicada
bastaba tener buenas nociones de ella y sobre todo saber cuando aplicarla.

Desde un punto de vista prdctico, queda entonces el reto de proponer otros modelos de
precios continuos que se ajusten a las fluctuaciones observadas en los precios de ciertos sub-
yacentes, estos modelos deben ser tales que la integral estocastica asociada a los portafolios
autofinanciables tenga sentido.

No hay que olvidar que la implementacién misma de la teoria desarrollada en este tra-
bajo requiere de muchos cuidados, desde el aspecto estadistico hasta los enfoques financiero
y econdmico, serfa interesante entonces desarrollar un trabajo donde se conjunten todos estos

aspectos.

90



Apéndice A
Analisis Matematico

Definicién A.0.1 Sea f un mapeo de un espacio métrico R en si mismo. Entonces, x es

llamade un punto fijo de f si f{x) =x , es decir, si f lleva a z en si mismo.

Definicién A.0.2 Sea un espacio métrice R con la méirica p y sea f : R — R, si exisie un
ntimere a < 1 tol que
p(f(=),f(¥) Saplzy) Vz,yeR

entonces se dice que f es una contraccién.
Una contraccién es entonces continua.

Teorema A.0.1 (Teorema de Punto Fijo} Cada funcidn f contraccidn definida en un es-

pacio métrico completo en R tiene un tnico punto fijo.

Teorema A.0.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si f,g € £, entonces fg es inte-

Ufgdul < (f1f[2 dﬂ)% (flgi” du)%

Teorema A.0.3 (Lema de Fatou) Sea {f,} una sucesion de funciones no negativas e inte-

grable y

grables sobre un congunto A, tal que

ff,,(:c)dng neN
A

9



Supdngase que {f»} — f pc.d. Entonces f es integruble en A y
[f@dusm
A
Teorema A.0.4 (Lema de Gronwali) Si f es una funcién continua, tal que

£ .
VO<t<T, f(t)<_:a+b/f(s)da, 220,b>0
0

entonces,

FT) a1 +eT)

Demostracion. Sea u(t) = e~ f] f(s)ds, entonces

w(t) = e Bf(t)-be ™ j; f(s) ds
(16 -5 [ 1) )

ae™

IA

Por otra parte,

u(T)

A il
S
STy 3""'1!
RS
| —
-
& &

Il
I
-~
S
=
o
|
o
=
[+]
]
g
=
@

B
|
|
Pt
rhl
§
|
—_
™
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Luego por hipdtesis

._"‘
3
A

T
a-i-b]o £(s) ds

a+ ae’T

a (1 + ebT)

[Fa

Il

Elcaso b= 0, a > 0 es trivial ya que f(t) <a Vt, entonces FiT)<a<2a
]
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Apéndice B
Esperanza Condicional

Definicién B.0.3 Sean A y u dos medidas 0 cargas en (2, F}, A es absolutamente continua

respecto a p (A << p) siV A€ F tal que,
plA)=0 = AA) =0
En particular, la carga A definida como

A(d) = /X dP, Ac ¥, X unav.a. F-medible
A

es absolutamente continua respecto a P, ya que V A € F tal que P(A) =0 = A(A)=0.

Teorema B.0.5 (Teorema de Radon-Nikodym) Sea p una medida o-finita y A una carga
en un espacio medible (Q,F), si A << p, entonces eriste una funcidn F.medible g:8 — T,

tal que,

,\(A):/gd,u. VAeF
A

¥ 51 existe otra funcidn h que cumple lo mismo, entoncesg=h P c.5.

B.1 Definicién de la Esperanza Condicional dada una o-algebra

Teorema B.1.1 Sean (2, F, P} un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria F-medible

que toma valores en 1t y tal que E(|X|) < +00, y sea G una o-dlgebra , G C F. Entonces existe
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una funcidn g ({1, G) — (ﬁ, B) , tal que
[XdP:/g(w) dP VAEG
A A
¥ si existe olra funcidn h, tal que
fXdP:[h(w) dP YAeG
A A

entonces g =h P cas.

Demostracién. Sea A € §, y si se define a A(4) = [ X dP , entonces P(A) = 0 = A(A4) =0,
A
por lo tanto, P << A.
Por el teorema de Radon Nikodym 3 g: (R2,6) — (ﬁ, B) , tal que

/XdP-—-/g(w) dP VAeG
A A
¥y si existe otra funcién A, tal que

A/Xdp:}‘jh(u) dP VAEG

entonces g =h Pcs. B

Definicién B.1.1 La Esperanze Condicional de X dado G, serd la funcién g del teorema an-
terior y serd denoteda como E(X|G).

B.2 Propiedades de Esperanza Condicional dada una ¢-algebra
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y G una a-dlgebra tal que, G C F.

Proposicién B.2.1 Sea X una variable aleatorin constante, X = ¢ P c.s., entonces

E(X|G)=c Pcs.

95



Demostracion. De acuerdo a la definicion de esperanza condicional ¥y yaque X = ¢ una

variabie aleatoria F-medible, se tiene que,
fX dP=fE(X|g) dP YAeG Pes.
4 A

si y solo si

/ch=fE(X|g) dP YAeG Pecs.
A A

Claramente X = ¢ es una variable aleatoria G-medible, por Io tanto,
E(X|G)=c Pcs N

Proposicién B.2.2 Sean X,Y dos variables aleatorias F-medibles, tales que E{lY]) <oy
X £Y P cs., entonces

E{X|Gy< B(Y|G) Pes.

Demaostracién. Como X <Y P ¢.s, por las propiedades de la integral se tiene que,

]XdngYdP VAEG Pes.
A A

y entonces de acuerdo con la definicién de esperanza condicional dada una o-4lgebra,
[E(xqg) dP < [E(Y|g) dP YA€G Pecs.
A 4

entonces,

E{X|G) < E(Y|G) Pcs.®

Proposicién B.2.3 Sean a,b € R y X,Y dos variables aleatorias F -medibles, fales que

E{(X]) < o0 y E(JY]) < oo entonces

E(aX +0Y|G)=aE(X|G)+bE(Y|G) Pcs.
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Demostracién. Con las propiedades de integral y Ia definicién de esperanza condicional dada

una o-algebra se tiene,

f(aX+bY) dP a[XdP-i—b[YdP VAeG Pecs.
A A A

afE()qg) dp+be(Y1g) dP. VAEG Pes
A A

f(aE(X|g)+bE(Y|g))dR VAEG Pes.
A

Por lo tanto,

E(aX +bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G) Pcs. m

Proposicién B.2.4 Sea X unc variable aleatoria F-medible, tal que E(|X]) < oo, entonces
IE(X|G)| < E(|X||G) P cs.

Demostracién. Es cierto que —1X| < X < X], y utilizando las proposiciones B.2.2 y B.2.3

se tiene que

—E(|X16) £ E(X|G) < E(IX|iG) Pecs.

Es decir,
|E(X|G)) < E{|X)|§) Pcs.®

Proposicién B.2.5 Sea X una varisble eleatoria F-medible, tal que E(1X]} < +oo. Entonces
E[E(X]9)) = B(X)

Demostracién. Por la definicién de esperanza condicional dado una a-dlgebra y como X es

una variable aleatoria integrable,
fXdP: /E’(X[g’) ap
n 0

o equivalentemente,

E{X)=E[E(X|¢)) n
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Proposicién B.2.6 Sean G;,G> dos o-dlgebras en F, tales que Gy C Gy, ¥ X una variable

cleatoria F-medible, tal que E (|X|} < oo, entonces

E[E(X]G)GI] = E(X|G)) Pes.
Demostracién. Sea A € G, por definicién de esperanza condicional dada una g-slgebra, se
tiene,

/x dP:fE(ng.) dP Pec.s.
A A

En particular A € Gs, por lo tanto,

A[Xsz;[E(XMQ) dP Pcs.

entonces,

/E(XfQ’g} dP:/E(X[G;) dP YA€G Pecs
A A

una vez mds por la definicién de esperanza condicional,
E[E(X|G)|G]=E(X|G) Pcs.n

Proposicién B.2.7 Sean Gy,Ga dos g-dlgebras en F, tales que Gy € Gy y sea X una variable

aleatoria F-medible, entonces
E[E(X|gl)]g2} =E(X|G) Pecs.

Demaostracidn. Se sabe que £ (X0} es una funcién ¢)-medible, y como G; C G2, entonces

también es una funcién Go-medible. Por lo tanto,
fE(XI(}l) dP=jE1E‘(X|gl)[Qg] dP VA€G, Pcs.
A A

Por lo tanto,

E[E(X|G\HG:) =E(X|G) Pcsm
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Proposicién B.2.8 Sea {Xn}a>1 una sucesidn de variables aleatorias F-medibles tales que,
Xo— X Pes. SilXn| <Y Vne N, conY una variable aleatoria tal que, E{JY]} < o0
entonces,

E(X.|F)— E(X|F) P ecs.

Demostracién. P.d.
"llngo |E{Xa|F) - E{XIF)|=0 Pcs.

Sea Zn = SUP>, | Xm — X|, entonces Z, 4y < 2, ¥ Zn 1 0.

Por otro lado, sean € NV

=]
IA

[E(Xal F} - E(X]F)
I (Xa ~ X F)|
E{lXn ~X|| F)
E(Z.| F)

1A 1A

IA

entonces sélo basta con demostrar que E ( Z,| F) — 0
Se tiene que,

E(Zo| F) 2 E(Zani] F),

por lo cual 3 £ 2 0 una funcién F-medible, tal que
E(Z.|F) L h
Entonces, como h € E(Z,|F} VneN
agfhdpg/E(z,,m dP
it a
y por la definicién de esperanza condicional

h[E(Z,,i]’) dP:{]/Z,, dP
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Y ademés se tiene que 0 < Z, < 2Y, entonces por medio del teorema de convergencia

dominada se obtiene lo deseado.
lim / ZndP =10
==+ 00
0
Por lo tanto,

“li_‘nalaiE(XnI.F)—E(le)i“-:O Pes.
Jim B(X,|F)=E(X|F) Pcs.m

Proposicion B.2.9 8i X es una variable aleatoria F-medible, tal que E(|X]) < 400 y sea ¥

una variable aleatoria tal que E (| XY]) < +00, entonces
E(XY|F)=XE(Y|F) Pecs

Demostracién. Primero se demostrara la propasicién para X una indicadora.

Sea Be Fy X = 1g, por la definicién de esperanza condicional
jxy dP::fE(XYI}“) dP YVAEF Pes.
A A

si y sdlo si

leY dP:[E(lBY!}') dP YVAE€F Pes
A A

por otro lado,

leYdP = YdP ANBeF
A ANB
= /E(Y!f) dP  ANBEF Pecs.
ANg

leE(Y[}') dP YAeF Pecs.

A

Por lo tanto,
[E(lHYI_’F) dP:/lBE(YI}‘) dP YAeF Pes
A A
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E(15Y|F) = 1E(X|F) Pecs.

1
Ahora se demostrard para X una variable aleatoria, tal que X = 3~ q;14,, con 4; € F ¥
i=1
a € Rt

Entonces,

E(XY|F)

E (Zﬂ.‘lﬁiy .F)
i=1

= SaB(1,Y|7)

i=]
m

= Y ataE(¥|F)

i=1

= XE(Y|F)

con lo cual ya estd demostrado para X una variable aleatoria simple y positiva.
Sea X una variable aleatoria positiva, entonces existe una sucesién {Xnl}as, de variables

aleatorias simples y positivas tal que,
lim X, =X
=0

donde X,, € X y X,, € Xpq1.
Ademis, |X.Y| < |XY| implica que

E(IXaY]) < E(IXY]) < 00

y sesabe que | Xo,Y| < | XYy que |X,.Y| 1 [XY]. Entonces aplicando la proposicién anterior
se tiene que

Jim E(X.Y|F)= E(XY|F)

pero, como X, es una variable aleatoria simple y positiva

Jim E(XY|F) = lim X.E(Y|F)
= XE(Y|F)
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Por lo tanto,

E(XY|F) = XE(Y|F)

Para que la proposicién sea vilida para cualquier variable aleatoria X basta tomar

X=Xt-X" n

Corolario B.2.1 Si X es una variable F-medible, tal que E (| X|) < 00, entonces

E(X|F)=X Pecs.

Demostracién. De las proposiciones B.2.9 y B.2.1

E{(X|F) XE(1F)

XN

Proposicién B.2.10 §i X es una variable aleatoria independiente de entonces,
E(X|F)=E(X} Pecas.

Demostracién. Que X sea independiente de F quiere decir que la o-dlgebra o (X ) es inde-
pendiente de F.

Sea A € F, entonces por la definicién de esperanza condicional, se tiene,

1

fE(xm ap fxap Pecs.
A A

leX dP Pes.
d]

= E(14X) Pes.
= E(X|A)P(4) Pecs.
= E(X)P(4) Pcas.

= E(X)(n 14 dP) Pecs.
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f 14E(X) dP Pecs.
i1

[

fE(X) dP Pecs.
A

Por lo tanto,

E{(X|F)=E(X) Pcs.®

Proposicién B.2.11 Sea X una variable aleatoria que toma valores en R. Entonces, X es

independiente de F st y sélo si
E(e*|F)=E(e) VieR Pes.

Demostracién. =) La demostracion en este sentido estd dada por la propasicién B.2.10.
<) Sea A€ F, tal que P(A) >0

E(1x**)=E (¢X|4) Pa), vier
=E (lAe“X) =F (e"‘x) P(4)
= E (eax_ﬁ%_)) —F (e.-zx)

Esto quiere decir, que la funcion caracteristica de X bajo la probabilidad P es igual a la

funcidn caracteristica de X con funcién de densidad ?l(fij y bajo la probabilidad P.
Con lo cual

E (g {X) FI(TT)) =E(g(X)} Vg funecién boreliana y acotada
por lo tanto se tiene independencia. W

Proposicién B.2.12 Sez X una variable aleatoria B-medible que toma valores en (E £) y
sea Y una variable aleatoria independiente de 8, con valores en (F,¥). Para toda funcién f
boreliana, positiva (o acotada} sobre (E x F,£ @ F), la funcién g definida por

VieE g(z)=E(f(z,Y))
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es boreliana sobre (E,£) § se tiene que
E(f(X,Y)|B)=9(X) cs.

Demostracién. Sea Py la distribucién de Y.

Se sabe que,

9(@) = [ £(z) dPy )
F

Sea Z una variable aleatoria positiva B-medible, (por ejemplo Z = 1p, con B € B).
Dendtese Py z la distribucién conjunta de (X, Z).

Como Y es independiente de {X, Z), entonces

E(f(X,Y)2) / j Fl@y)2dPxz (z, 2) dPy (3)

/(ff(z’y) dFy (y)) 2dPyx 3 (z,2)
[EU YD 2Py (e

[ 9@ 2dPrz (@,
E(g(X)2)

I

il

por lo tanio,
E(fIX,Y)|B)=g(X) ®
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Apéndice C
Martingalas Continuas

Definicién C.0.1 Sea ({3, F,P) un es;;acio de probabilidad y {F,}i>0 une filtracion de este
espacia, entonces une familia adaptada { M} de variables aleatorias en Ly ( es decir, que
cumplen que E (M) <+ooV t } es una :

- Martingala siVs <1, E(M{Fs) = M,

- Supermartingale si¥V s <1, E(M|F,} € M,

- Submartingala siV s <t, E(M|F.) > M,

Corolario C.0.2 Si {M,}i0 es una martingala, entonces E(M,) = E(Mo) V¢t

Demostracion. Segiin la proposicién B.2.5 se tiene

E (M)

E(E{M:| Fo))

E (M) Vi>0 B

Propaosicidén C.0.13 Sea {M,};>0 una martingala, tal que Vt FE (M7} < oo, entonces si
s<t

E[(M, - m,)Y F)=EB[M} - LEREA

Demostracién. Se sabe que {M;};>0 es una martingala, es decir,

E(M|F)=M, Vs<t
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entonces,

E(Mg —M_,l}-:,) = 0

por otro lado

E[M? - M2

F) = B[(M - M) +2M,M, - 2M?

7]
VA

F)) +2E (M, (M, - M,)| 7]
= B{(M - M| 7] +2M,E{(M, - M,)| 7,
= Bl(-m)P|7] =

= E [(Ml - M) +2M, (M, — M)
= E[(M, -M,)?

Tecrema C.0.1 (Desigualdad de Doob) Si {M}ocicr es une martingale continua, en-

tonces
E( sup JMF) <4E (\Mrl?)
0<L<T

Para su demostracién consultar Karatzas [19].

C.1 Tiempos de paro

Definicién C.1.1 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, se llama tiempo de paro con
relacidn a una filtracion {Fi}i>0 a una variable aleatoria T que toma valores en R* U {400},

tal que, V1 20, se tiene que {we Q:7 <t} e Fy,

La condicién de que {r < t} € F; significa que se puede inferir a cerca de Ia ocurrencia del

momento aleatorio 7 antes del tiempo ¢ observando [a trayectoria antes del instante ¢t

Proposicidn C.1.1 5i§ yT son dos tiempos de paro, entonces SAT = inf (S,T) es un tiempo

de paro.

Demostracién. Pd. {SAT <t} e F, Vt>0
Sea ¢ > 0, entonces

{SaT<ty={8<tju{rT<i}
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Ya que,

we{SAT <t} & (SATHw)<t
© Sw)<t oblenque T(w)<t

® welS<tju{T <t}
donde,
{§<t}{T<t}er
{SAT<tleF, W¥tz0 ]

Corolario C.1.1 8§ § es un tiempo de paro 4 ¢ es un tiempo determinista, entonces § At es

un tiempo de paro.

Definicién C.1.2 Seq (2, F, P) un espacio de probabilidad, se dice que un proceso estocdstico

{H:}oci<T €5 un localmente acotado si eziste una sucesidn de tiempos de parp {Th}o> tal que
Jim P(T,=T)=1
y 5i existen una sucesidn {Cu}n21 tal que
[H|<Ca VOSt<T, neN

Definicién C.1.3 Sea (Q},F, P) un espacio de probabilidad, se dice que un proceso estocdstico

{Mi}octcr es una martingala local si existe una sucesidn de tiempos de paro {Tn},s; tal que
lim P(T,=T)=1
n—oo

y el proceso {Mya, Yocucr €5 una martingala ¥ n € N.
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Apéndice D
Teorema de Girsanov

Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad.

Definicién D.0.4 Se dice que una probabilided Q sobre (€0, F) es absolutamente continua
respecto a P { @ << P ) si

VAEF P(A)=0=Q(A)=0

Definicién D.0.5 Se dice que dos probabilidades P y Q son equivalentes si cadu una de ellas

es absplutamente continua respecto a la otra.
Existe una versién mas del Teorema de Radon Nikodym:

Teorema D.0.1 Sea Q una probabilidad en (£2, F}, enlonces Q << P si y sdlo si 3 Z variable

aleatoria que toma valores en RY sobre (Q, F) tal que
VAEF Q(A):/de
A

Definicion D.0.6 La varigble aleatoria Z de la proposicidn enterior serd llamada la densidad

de Q) con respecto a la probubilidad P y alqunes veces serd denotada como %.

Es conveniente observar que si Q << Py Z es la densidad de @ con respecto a PP, entonces

P << @ (son equivalentes) si y sdlo si P(Z > 0) = 1, lo que sc probari a continuacién.
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Proposicién D.0.2 §i ¢ << P de densidad Z, entonces
P<<Q&P(Z>0=1
Demostracién. = )Por el teorema D.0.1
<)8iQ<<PyP(Z>0)=1

Basta demostrar que

VAEF Q(A)=0=P(A)=0

Sea A€ F,

Q(A):fzdp
A

P(4)

[
B
—
f.
o

il
O B B B

8

N = = NN
% N

A

v

D.1 Teorema de Girsanov

Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad, T € R* y {Bi}ocicr un Movimiento Browniano

estdndar adaptadoe a la filtracién {Fi}ge,cr

Teorema D.1.1 (Teorema de Girsanov) Sea {f:}gc,cy un proceso estocdstico adaptado,

tal que [ 02 ds < oo P cs. y tal que el proceso {Lt}ocicr, definido por
Li == e f; b, da‘”‘% f;ﬂf ds
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sea una martingala. Entonces, bajo la probabilidad PLT) de densidad Ly con relacidn a P, el

proceso (Wilpqyop definido por

t
“[1=Bt+/ B,ds
0

es un Movimiento Browniano estdndar.

Demostracidn. La demostracién se realizarg sélo para el caso en que {6t}g,<p es un proceso

constante u, esto es se demostrars que
Wi = B, + ut

¢s un Movimiento Browniano estdndar bajo P(Er),

La continuidad de la funcién

t— W (w)

es clara del hecho que un Movimiento Browniano y la funcién # son funciones continuas respecto

at.
La independencia de incrementos también es clara, ya que By — B, es independiente de F,
Wy =W, = (B, - B,)) +n{t—s), s<t

Para demostrar la estacionalidad del proceso serd necesario probar las proposiciones D.1.1,
D.1.2,D.1.3y D14,

Proposicidén D.1.1 §
2
—pB— 8
Li=e*? (’)‘ vt e [0,7]

enfonces {Lijgqyer €5 una martingala respecto a la filtracion {Filocar ¥E(L)=1 VO<
t<T.

Demostracidn. La proposicién 2.2.3 demuestra que Ly es una Fi-martingala.

Sélo falta demostrar que £ (L} = 1, sea L € [0, T}

EL) = E(cqyﬂl_(%)t)
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Es de observarse que
B(L) = [L,dp: 1 (D.1)
N

Proposicién D.1.2 Sea PU4) lg probabitidad de densidad Ly con relacidn a la probabitided

inicial P, entonces las probabilades PUET) y P4 coinciden sobre Fe.

Demostracidn.

Pd.  PUT(A)y=pPLI(A) vAcH

Sea A € F;, entonces

Perray = [rrap
/

= E(laLr)
= E(E(1aLr|F)) Lr es Fr-medible
= E(14E(Lz|FR))

= [EF) ap
A

= thdP
A

- p(L:)(A) n

Efectivamente Pt (A4) es una probabilidad, ya que si 4 € 7,

P gy = f LdP  L,>0
A

v

0
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Y por la expresién {D.1)
PRI () =1

Proposicién D.1.3 Ses Z una variable aleatoria acotada Fr-medible, entonces la esperunza

eondicional de Z, bajo la probabilidad PULT) con respecto a Fy estd dada por

B (217 = E(Zi;ri}'a)

Demostracién. Como W = EUT)(Z2|F) y ¥ = E(%@ son dos variables aleatarias

Fi-medibles. Basta demostrar que
VAeFR, ELT,W)=ELT(1,y)

Sea A € F,, entonces

it

E4T 1w) = EC (1,B07 (2) 7))
= EU1)(1,2)

- / Z dpli)
A

- AjZLTdP

= E{laZLy

= E(LE(ZLri 7))

= [E(zLa17) ap
A

- [EELIF), 4p

L,
A
_ fE(ZLTm)

¢

dp(Er)
A

L) [IAE(ZE?E)

= BT 1,Y] [
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Proposicidn D.1.4 Sea W,

que 5 < t, entonces

ELT) { ef"(W'-W-)] f,] =e 3

Demostracion.

E(LT} [eiu(W.

J—',] =

uzll“ll

ElLn) [esu(p(t—sma,—a.))l ;_,]
E [ eiulu{t—3)+(Bi—B,)) L'rl F, ]

E

E

Ele

-

I , porD.13

iu(p(t-s)+{Bi—8,}) %T_ fs]

3

r 2
eiu(p(t—s)+(B:—Ba))€-'u(BT_B' (“?)(T—s)

2
lutims)+(Be—By)),~HBr= B0~ ()= B 2.)- (';j)(l_’)lfs]

E[e’.u(p“_,)"‘(gl“‘B‘”e—,u(B—r—Bg) E;)(T_:) ~u{Bi—B,)- (l—)(t—a)

~ E -e\'u(p(t—s)-i-(ﬂt-Bs}]_l‘(Bt—Bl)_("2_2)(!_’)
_ g [ ettt BB B~ () o
_ E .eiu(p(t*.ﬂ)i’(Bl—BJ)}—H(B‘_B‘)_(1‘;)(l_s)
- B e.‘u(,,.(z—a)ﬂﬁ‘g—B.))—#(Bu—ﬂ'.i—(";—2)&—31
= E [eiu(;;(l—a)+(ﬂt—ﬁl)]& ]—']
Lil™°

1 .
- Tu(u(t—a)+{B—B5,))

LE[e LA

e~ in{is+B,)

2
e-;.lB,—-("?)s

Desarrollando la potencia

2
du (gt + By) - 1By — (%) t=(iu—pu)B - (

E {el'u(,ut-f-&_)—ﬂ By— ('%2 )t{ _'F_{I

2
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=pt+B Ve[0T, entoncesVuc Ryvste {0,177, tales

7|

.

5 re—y(BT—B.)—(ﬂ;)(T—t) T»]
E :e_F(BT—BL]_ (%3) (T—l)]
B :e—pBT_.—(E,Z)(T—t)]

2
r_ iup) t



Por otro lado,

(e — p)?

—u? — 2tup +

entonces,

Por lo tanto,

c—iu(pa+B.)

2
—#B:-("‘?)s
€

[ iu{pt+By)—p B — ("'2—2)1

]

Por lo tanto, la funcidn caracteristica de W, ~

2

2 2
w
i

u? @2
R

T
2 2

(m“#)ﬂz— —mﬂ)t

a~itu{ps+Ba)
=4

o (%) L

eiu{ps+8,)

—#B. ( “—)
e—tulpa+B,)
—_— ¢
2
(%)
e—tw{ns+By)
= €

2
()
€

2 2 i 2
—tu(us+ B +pBa+ (%)s—"Tl+(iu—p)B.— gm—;"—‘}—a
€

) . 2 2 . !- g 2!
—iups—iuBytp Bt s t4iul, —pB,— TRty s

= g 2z 2 2

.

[ {(iu—p}By— L—El—-t—ml

)
]

—%!E [e(iu—ﬂ)ﬂg—&‘%&ﬁi

2 up)?
— Y tpliu—p) By~ LMok,

. . 2 2. 2 2
e—mns—tuB,-ﬁ-pB.-}- "T"_ Ertdicl,—uB,+ %—s-}-inpa— 1‘2—5

"2 ul
= e TttTSE

2
-5 (t-9)

W,

EXLT) [eiutwﬁw.)‘ _7-'_,] — e Y9
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es la funcidn caracteristica de una variabie aleatoria N (0,t-s) VO <5<t con lo cual queda

demostrada la estacionalidad y la propiedad de estindar del Movimiento Browniano. W

Teorema D.1.2 Si {H,}oci<T €5 un proceso localmente acotado y predecible y {M,}US‘ST es

una martingala local entonces fot H,dM, es una martingala local.

En porticuler si {Mi}oc,p es un Movimiento Browniano Jo H,dM, es una martingala

local.
Por el Lema de Fatou se tiene e} siguiente corolario.

Corolario D.1.1 Tode martingala local positive es también una supermartingala.

D.2 Teorema de Representacién de Martingalas

Sean {B:}ycicr un Movimiento Browniano Estindar construide sobre un espacio de

probabilidad (02, F, P) y {F:}o<ecr su filtracién natural.

Definicién D.2.1 Se dice que X una variable aleatoria es cuadrado mtegrable si
E (X 2) <o

Teorema D.2.1 (Teorema de Representacién de Martingalas) Sea {M,}o., . une mar-

tingala cuadrado integrable con respecto a la filtracidn {Fedocecr- Entonces existe un proceso

T
EU Hfa‘u] < +00
o

adaptado {H,}oc, <7, tal que

y que
t
Yte[0,T] M¢=Mo+[HudBu Pec.s.
0

Este resultado es demostrado por Karatzas [19).

Cabe mencionar que la condicién fg' H? du implica que el PIoCeso { f(: H.dB, }D<t<T €s una

martingala cuadrado integrable ya que
1 2 t
E[U H,,dB,,) J :EU Hgdu] <00
(i (i}
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