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Introduccidon

Sin duda alguna la computacién ha sido una de las dreas de investigacién que mds ha avanzado
en los tltimos 50 afics. Este vertiginoso crecimiento se debe principalmente a dos aspectos. El
primero, al desarrollo del transistor en 1947 y por ende el desarrollo de toda la microelectrénica.
El segundo, fue el desarrollo de una serie de ideas y fundamentos tedricos cuyos resultados
presagiaron las modernas computadoras.

En publicacienes independientes Emil L. Post por un lado y Alan M. Turing por el otro,
concivieron lo que ahora llamamoes como autémata y descrito en forma similar como maquinas.
De los dos aspectos anteriores se ha derivado lo que actualmente conocemos como computadoras
y computacién las cuales de una manera interrelacionadas han catalizado el avance de ambas.

Una de las ideas de Turing es acerca de la existencia de un autémata universal, en el sen-
tido que éste pudiera calcular cualquier secuencia que cualquier otro automata especial pudiera,
proveyendo solamente de un conjunto apropiado de érdenes de entrada. esto parece paraddjico,
puesto que en principio uno puede imaginar autématas de varios tamafios y complejidades.

En esencia lo que demuestra Turing es que cualquier autémata puede ser descrito por un
conjunto finito de instrucciones y cuando éste es alimentado a su autémata universal en su turno
imita al caso especial.

John von Neumann, intrigado enormemente con las ideas anteriores, en 1947 empieza a tra-
bajar en dos amplios frentes: primero, queria averiguar que tan complejo podria ser construir un
aparato auto reproductivo y segundo, queria investigar el problema de como organizar dispositivos
que debieran ser hechos de partes aisiadas.

Estos planteamientos no surgieron azarosamente, el interés de von Neumann en la teoria
de autématas se combino por su temprana preparacién en légica y los recientes intereses en
computadoras y neurofisiologia.

En 1948 von Neumann ofrecié algunas platicas en donde planteaba sus conjeturas acerca de
un medelo cinético en donde los principios en el cual se conduce estan estrechamente relaciona-
dos a los principios de Turing. Ademas, discutia las nociones fundamentales de computacién y
supuestos acerca de la complejidad. Es interesante que la conjetura de von Neumann presentd
mucha similitud con lo planteado por Watson y Crick [25] en la estructura molecular del ADN
y ARN. de manera muy clara lo que se establecié en sus escritos y conversaciones acerca del
autémata es el mecanismo de duplicacién de material genético para la reproduccion.

Aunque los autématas celulares de manera preliminar pero simple pueden describirse en
términos de dos conceptos (configuracién y reglas de transicién); el estudio de propiedades, ta-
yonomia y analisis requiere de una gran cantidad de herramienta matemdtica y experimentacion.

Los resultados han alcanzado problemas fundamentales y ternas como los fractales y sistemas
dindmicos; en particular, una clase de autématas celulares son los reversibles en donde el concepto
es totalmente similar al de termodindmica, en donde el sistema puede regresar por los estados
anteriores.

El objeto principal de este trabajo es el de estudiar y mostrar algunos resultados acerca de
los autématas celulares lineales reversibles.



El trabajo esta organizado de la siguiente forma:

e El capitulo 1 explica el funcionamiento, las propiedades bisicas ¥ la terminologfa de los
autématas celulares asf como las herramientas que existen para el estudio de tales sistemas.

e El capitulo 2 expone los conceptos de reversibilidad y su manifestacién en los autdmatas
celulares lineales, la caracterizacion de los mismos se apoya en dos trabajos fundamentales
sobre ¢l tema; uno acerca del mapeo en un sistema de corrimiento, desarrollade por los
matematicos Gustav Adolf Hedlund y otro acerca de mapeos locales y mapeos globales en
un autémata celular, elaborado por Masakasu Nasu.

o El capitulo 3 trata sobre dos algoritmos (une concluido y el otre en desarrollo} cuye objetivo
es detectar todos los posibles autématas celulares lineales reversibles.

¢ El capitulo 4 expone el funcionamiento de un método propio para realizar la tarea de
detectar en un autémata celular lineal las caracteristicas presentadas en el capitulo 2.

e El capitulo 5 presenta los resultados obtenidos por el método propueste haciendo una
comparacién con los algoritmos presentados en el capitulo 3.

o Se dan las conclusiones finales del trabajo y se presentan observaciones sobre el futuro tanto
en el cilculo de automatas reversibles como sus posibles aplicaciones.

o El apéndice A contiene el listado para un caso particular del calculo de autématas celulares
linezles reversibles.

Las grificas de evolucién, asf como los diagramas representativos de autématas celulares
lineales que se presentan en este trabajo se generaron utilizando el sistema NXLCAU para
NeXtSTEP desarrollado por el Dr. Harold V. McIntosh en el Centro de Aplicacién de Micro-
computadoras de la Universidad Auténoma de Puebla; este sistema estd disponible en su pagina
en Internet: www.cs.cinvestav.mz/mcintosh/cellular. htmi.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de Automatas
Celulares.

Antes de hacer un andlisis sobre la reversibilidad en los autématas celulares lineales, es de relevan-
cia primero explicar el concepto de autémata celular, de donde surge esta teoria, sus definiciones,
nomenclatura y las propiedades basicas que estos fienen.

Se hace una pequefia revisién sobre la utilizacién de los autématas celulares en diferentes
campos de aplicacién y por tltimo se describe la aplicacién que se hace de la Teoria de Grificas
para el estudio de los antématas celulares lineales.



1.1 Origen de los Autématas Celulares.

1.1.1 Trabajo de von Neumann.

El concepto de autémata celular fué¢ desarrollado en los finales de los afios 40’tas por John
von Neumann; en esta época la manufactura de automéviles y bienes eléctricos empezaba a
autoratizarse, en €l &mbito de la computacién el trabajo de Turing estaba obteniendo cada vez
més interés y von Neumann se interesé en encausar su trabajo hacia esta direccién aunque se
puede congeturar en que el verdadero interés de von Neumann era crear una maquina que pudiera,
manufacturarse a sf misma [20], es decir, autorreproducirse. Como carecia de los medios fisicos y
dispositivos técnicos que le permitieran hacer su proyecto, traté de hacerlo utilizando una forma
muy simple y abstracta siguiendo una sugerencia de su amigo Stanislaw M. Ulam.

Ulam esencialmente sugirié un espacio cuadriculade donde cada cuadro podia ser ocupado
por una célula dada, la cual podia tener un niimero finite de estados que cambiaban en el tiempo
que avanza en lapsos discretos. Cada célula hacia una transicién a un nuevo estado dependiendo
de su valor actual y el de sus vecinos; las células que se encuentran en sus bordes (fig. 1.1).

]
(1] ]
B
Figura 1.1: Vecindad de von Neumann.

De este modo, von Neumann pudo desarrollar un autémata que podia autorreproducirse y
contaba con 29 estados diferentes para cada célula, cada estado cumplia una funcién sencilla
para la duplicacién del patrén inicial. Las anteriores caracteristicas del modelo de von Neumann
presentaron semejanzas a la estructura del ADN descubierta por Watson y Crick en 1953 {25].
John von Neumann murié en 1957 sin publicar su trabajo pero éste es editade por Arthur W.
Burks [2] en 1966 ¥ en ese mismo tiempo Edward Codd (3] trabaja en una variante de 8 estados
mas versatil en su comportamiento del autémata de von Neumann.

1.1.2 Trabajo de John Conway.

En 1970 John Horton Conway desarrollé un juego matemético Hlamado Life, éste aparece publi-
cado en la columna de Martin Garduer en Scientific American [6].

En realidad, Life no es un juego que alguien pueda jugar de forma interactiva, sino que es un
autémata celular que a través del tiempo evoluciona y el espectador observa. El nombre de Life
se debe a que cada célula tiene dos estados posibles, vivo o muerto y la vecindad se debe a Moore
[2], con la configuracién que aparece en la figura 1.2:

Figura 1.2: Vecindad de Moore.

Las reglas que rigen el comportamiento de Life son las siguientes:

¢ Una célula que estd viva muere por tener 4 o mas vecinas vivas a su alrededor (sobre-
poblacién).

» Una célula que estd viva muere por tener 1 o menos vecinas vivas a su alrededor (ais-
lamiento).

® Si existen dos o tres células vivas en su vecindad, la célula se mantiene viva.

¢ Si una celda esti vacfa hay un “nacimiento” si en su vecindad existen exactamente tres
células vivas.



Con estas simples reglas, el juego de Life puede desarrollar un comportamiento bastante
complejo muy parecido al de un grupo de microbios en una gota de agua que se observan bajo
un microscopio, es por eso que gand gran popularidad y produjo que muchos investigadores se
dedicaran al estudic de los autématas celulares.

1.1.3 Trabajo de Stephen Wolfram.

La disponibilidad que se tiene actualmente de un mejor equipo de computacién ha permitido
modelar problemas complejos que llegan alcanzar un comportamiento cadtico, propiciandoe nuevas
vertientes de investigacion.

En los 80’tas surge el trabajo de Stephen Wolfram en donde se investiga la complejidad en
el nivel més fundamental. Basindese en el particionamiento de un sistema en sus elementos
mas simples, el comportamiento de la interaccién de las partes es estudiado en términos de un
comportamiento global complejo.

Stephen Wolfram sefiala que los sistemas complejos se rigen con componentes muy simples y
leyes bidsicas que los gobiernan. Sin embargo, a pesar del establecimiento simple del modelo la
interaccién simultdnea de los componentes sencillos produce una gran complejidad del sistema.
es por esto que Wolfram hace uso de los autématas celulares, ya que con ellos se puede analizar
su comportamiento en detalle; aunque completamente deterministicos pueden generar patrones
complejos con comportamiento estadistico y hasta cadtico.

La construccién de los autématas celulares es sencilla y con su facil implementacién en una
computadora ha permitido modelar sistemas fisicos, quimicos o biolégicos [26].

Comparando el trabajo de von Neumann y Conway con el de Wolfram, es importante resaltar
que mientras los prirneros se concentraron en desarrollar un sélo autémata con una cierta regla
que cumplieran sus propésitos y estudiaron su comportamiento; Wolfram, se enfocé a analizar
un cierto nimero de reglas diferentes en un autémata celular principalmente en el caso lineal.

Se puede sugerir que Wolfram opté estudiar el caso unidimensional ya que existen en éste
menos posibilidades de comportamiento que en casos de mayor dimensién ademas de su sencillez
de implementacién y representacién en una computadora con lo que su estudio puede ser més
facil y detallado; siguiendo esta misma filosofia este trabajo abordara sélo el caso unidimensional
ya que aunque es el mas sencillo de estudiar aiin existen temas dentro del mismo que permanecen
sin una comprensién total (como es el caso de la reversibilidad).

1.2 Funcionamiento de los Automatas Celulares Lineales.

1.2.1 Conceptos de estado y vecindad.

Un autémata celular lineal se construye de la siguiente manera:

a) En una linea se colocan una serie de celdas llamadas células, cuya representacién puede ser
llevada a un arreglo lineal de los elementos.

b) Cada célula puede tener un niimero finito de estados distinguibles mediante valores enteros,
letras o atributos, lo que se quiera que represente cada una, a estos valores se les denomina
estados.

c) Todas las células tienen el mismo mimero posible de estados.



En los automatas celulares lineales las células se interrelacionan formando un tipo de vecindad,
donde cada célula tiene un radio de vecindad 7, o sea r vecinos a cada lado (fig. 1.3) para obtener
una vecindad de interaccién de tamario 2r + 1 como mimero total de células.

célnlay

0

r

1

vecindud

Figura 1.3: Autémata celular lineal donde cada célula tiene un vecino a cada lado (r=1), el
tamaiio total de la vecindad es 2r +1 = 3.

En los extremos del arreglo la célula inicial y final no tienen el mismo vecindario que las células
interiores, por ésto para preservar la uniformidad de todos los vecindarios, la cadena puede ser
imaginada como un anillo, asf la primera célula del arreglo es la vecina derecha de la idltima y
ésta es la vecina izquierda de la primera (fig. 1.4).

Prmera  Ulira
clode edfula

Figura 1.4: Cadena de células dispuesta en forma de anillo.

Wolfram propone la notacién (k,r) para los autématas celulares lineales, en donde k denota
los estados posibles que toma cada célula y r el radio de células vecinas de cada lado para formar

su vecindario.

Por ejemplo, para un autémata celular lineal (2,1) el vecindario contiene tres células y cada
célula puede tener un estado de dos posibles (0, 1). El mimero posible de vecindades diferentes es
k2r+1 en este caso 2° = 8, dando como resultado las siguientes vecindades: (000,001,010,011,100,

101,110,111).

1.2.2 Descripcién del mecanismo de evolucidén.

Un autémata celular lineal evoluciona de la siguiente forma, el nuevo valor de cualquier célula
en el tiempo #; est4 en funcién de los valores que tenga ella misma. y sus vecinas en el tiempo o,
todas las células en el arreglo actualizan su valor simultaneamente y el tiempo avanza en etapas

discretas (fig. 1.5).

Tuanpe
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Figura 1.5: Forma en que evoluciona la i-ésima célula en un autémata (k,1).



En realidad, los vecindarios no necesariamente tienen que estar centrados y tener un nimero
impar de células, Harold V. McIntosh [15] establece vecindarios de tamafio par; en donde la célula
en la etapa siguiente significa que puede ocupar un lugar entre media célula (fig. 1.6).

Timpe

Figura 1.6: Forma en que evoluciona la i-ésima célula en un autémata (k,h), h = 0.5.

El patrén de valores que se observa a través de todo el arreglo se denomina el estado global
del autémata en un tiempo dado (28], la evolucidn de un autémata son los diferentes estados
globales que el arreglo puede tomar a través del tiempo, estos se forman en el momento en que
todas las células en el arreglo actualizan su valor al mismo tiempo, lo que provoca que cambie el
estado global del arreglo del tiempo #; al ¢;41.

Cualquier patrén de estados en el arreglo puede ser una condicién desde donde comienze la
evolucién del autémata, a tal condicién se le nombra configuracidn inicial, y al estado global en
el tiempo i se le denomina generacidn i-esima.

Por iltimo. la evolucién de un autémata celular lineal depende de su regie de evolucién por
la cual las células cambian de estado de una generacién a la préxima, esta regla de evolucién es
una funcién de transicién aplicada a cada célula y sus vecinos que puede expresarse en forma
tabular (tabla 1.1).

Tiempo; | Evolucidén | Tiempo;yy
000
001
010
011
100
101
110
111

B NS Y N
[=] e’ Nt Pl B Y N )

Tabla 1.1: Regla de evolucién de un autémata (2,1).

Debido a que cada célula en una vecindad Qpﬂade tomar k valores se tiene que el nimero de
reglas de evelucién de un autémata (k,r) es EFTT



Wolfram hace una clasificacién de los autématas celulares mediante sus reglas de evolucién.
Como la regla a medida que hay més estados y/o vecinos se torna mas complicada, Wolfram
utiliza su equivalente decimal o cambios a otra base segiin convenga, quedando en la literatura
la designacién como Nimero de Wolfram [15], por ejemplo, para un autémata (2,1) se utiliza su
equivalente decimal pues la regla es un nimero binario, la tabla 1.2 muestra la regla 15:

0 0 0 1] 1 1 1 1
Vecindades 0 0 i 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1
Evolucién 1 1 1 1 [1] 0 [1] 0
No. Binario | 2° 21 922 23 9¢ 26 926 97
No. Decimal | 1 2 4 8 [1] 0 1] 1]

Tabla 1.2: Regla 15 de un autémata (2,1).

Mientras tanto, para un autémata (4,1/2) se maneja una notacién hexadecimal en bloques
de dos; cabe sefialar que cuando el radio de vecindad esta dado en medios, en la notacién se
acostumbra sustituirlos por letras, para el caso de 1/2 su utiliza h, para 3/2 se utiliza t, para 5 /2
se utiliza f y asi sucesivamente, aplicando lo anterior tenemos que se trata de un autémata (4,h);
veamos en la tabla 1.3 la regla de evolucién 0055AAFF:

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
Vecindades | Q 1 2 310 112 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Evolucion 0 010 O 1 1 1 1 2 21 2 2 3 3 3 3
Base 4 4 £ 4 40|40 2[4 40|48 L[4 4|4 4] 4 4
Base 10 0 0 L 5 10 10 15 15
Base 16 0 0 5 5 A A B F

Tabla 1.3: Regla de evolucién 0055AAFF de un autémata (4,h).

1.2.3 Caracteristicas de los Autématas Celulares como sistemas dina-
micos discretos y cadticos.

Las caracteristicas de un autémata celular lineal son que cada célula tiene valores discretos, el
espacio donde evoluciona es discreto, el sistemna cambia su estado global en funcién de sus valores
actuales y evoluciona a través del tiempo en pasos discretos; en sintesis, son sistemas dinamicos
de tipo discreto.

Un sistema o fenémeno se dice que es cadtico si el comportamiento de los mismos es muy
dificil o imposible de predecir, es decir, demuestran un comportamiento aperiédico el cual no
desaparece [19], a ésta aperiodicidad se le denomina caos, sin embargo, éste tiene peculariedades
muy particulares [13] como es que los miembros de sistemas cadticos son muy simples, el compor-
tamiento del sistema es deterministico generado por reglas fijas que no contienen probabilidades
o elementos de cambio pero generan un comportamiento impredecible, por lo que se puede con-
cluir que determinismo y predicibilidad no son equivalentes [19], entendiendo por determinismo
un comportamiento no variante y por predicibilidad saber con certeza el estade futuro de un
sistema.

Estas caracteristicas se pueden claramente observar en un autémata celular lineal, por ejemplo,
la regla de evolucién que rige su comportamiento es deterministica por completo y es constante
a través del tiempo, la evolucién de una célula depende de ella misma y sus vecinas, por lo que el
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comportamiento global del sistema es resultade de las relaciones locales de las células del mismo,
siendo con ésto capaz de desarrollar patrones muy complejos.

Ya que los autématas celulares cumplen con las caracteristicas de los sistemas discretos y
cadticos se pueden aplicar para el estudio y simulacién de sistemas biolégicos y fisicos (estudio de
cultivos microbianos, crecimiento dendritico, estudio del magnetismo, dindmica de fluidos entre
otras muchas) que comparten estas mismas caracteristicas ademas de mostrar una conducta
que va del caos al orden y visceversa; Wolfram muy posiblemente observando estos distintos
comportamientos postula una clasificacién de los autématas celulares de acuerdo a su evolucion.

1.2.4 Clasificacién de Wolfram.

Para los autématas celulares, Wolfram propone cuatro clases, las cuales dependen de sus carac-
teristicas visibles. En la evolucién de un autémata se observa que cada regla tiene sus particu-
laridades, compartiendo algunas veces similitudes y diferencias. La clasificacién de Wolfram es
la siguiente:

e CLASE 1.- El autémata evoluciona después de un niimero finito de pasos de su estado
inicial a un estado homogéneo tinico, es decir, todas las células tienen el mismo valor (fig.
L.7).

7LCRU21 Evolution

7

Figura 1.7: Autématas celulares Clase 1.

¢ CLASE 2.- Desde casi cualquier configuracién inicial, el autémata generard después de un
corto tiempo, estructuras simples separadas las cuales tienen un comportamiento periddico
(fig. 1.8).

- LCAU?'I EQ’O“I[IOI]

R

Figura 1.8: Autématas celulares Clase 2.
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e CLASE 3.- El autémata desde casi cualquier posible configuracion inicial produce patrones

aperiddicos o cadticos (fig- 1.9).

LCAU31 Evolution

B

Figura 1.9: Autématas celulares Clase 3.

¢ CLASE 4. El autémata produce estructuras con comportamiento complejo, entre el orden

y el caos (fig. 1.10).

' l‘}Xl.éﬂ-L-JzzsmallEvolution 5

Figura 1.10: Autdmatas celulares Clase 4.

1.2.5 Aplicaciones de los Autématas Celulares.

Se puede identificar tres vertientes principales en donde se han utilizado autématas celulares para
algiin propdsito:

1.

Simulacidn de sisternas naturales.

Dentro de este contexto se busca simular sistemas en donde el comportamiento de los mismos
se rija por la interaccién local de sus componentes, de este modo se han podido modelar
el crecimiento de cristales, incendios forestales, modelos de reacciones quimicas como la
reaccién propuesta por dos quimicos rusos, Boris P. Belousov y Anatol M. Zhabotinsky
que lleva sus nombres (reaccién Belousov-Zhabotinsky o BZ), mecdnica de fluidos, patrones
de pigmentacién de piel, estudio de morfogénesis (trabajo de Alan Turing), crecimiento de
conchas marinas y corales, comportamiento de colonias de microorganismos entre otros;
ejemplos de estas aplicaciones se pueden encontrar en [10, 26].

. Estudios Tedricos.

En este campo se estudia a los autématas celulares como un sistema formal y todo lo que
ésto implica {desarrollo de axiomas, proposiciones, teoremas, lemas, etc.) ademds de uti-
lizarlos para estudiar dreas como complejidad, sistemas cadticos, termodindmica, entropia,
computacién en paralelo, computacién universal, teoria de lenguajes computacionales o es-
tudio de patrones fractiles como se muestra en [14, 27].



3. Realizacion de tareas especificas.

Aquf se busca construir un autémata que sea capaz de desarrollar un proceso en especial,
esto puede ser desde creacién de fondos para disefios artisticos, pro cesamiento de imagenes
y encriptacién de datos [10]; se han creado autématas que realizan tareas muy sencilias
como podria ser un autémata (2,1) que dada una configuracién inicial, produzca después
de un ntimero finito de pasos un estado global fijo dependiendo que estado sea mayoritario
en la configuracién inicial [4]; disefio de circuitos integrados (VLSI), deteccion de globulos
rojos y blancos en la sangre, cédigos de deteccién de errores entre otras.

Se puede observar que estos campos de desarrollo no son excluyentes, ya que un mismeo trabajo
puede caer en las tres vertientes, un ejemplo puede ser el autémata de von Neumann, ya que
puede ser visto como una simulacién de la autorrepreduccion de organismos microscépicos, se
puede estudiar en éste el funcionamiento de un sistema complejo y es un autémata que realiza
una tarea en especial, la replica de él mismo.

Mostrando un ejemplo muy sencillo de una aplicacién, se propone un autémata que ordene
de izquierda a derecha en orden descendente una secuencia aleatoria de ceros y unos después de
un mimero finito de pasos (tabla 1.4).

0110001100 | to

L :
1112000000 } I

Tabla 1.4: Ordenacién de una secuencia de 0°s y 1’s.

Para resolver esta simple tarea se tomara un autémata (3,1) donde dos estados representan
los valores de 0 y 1 aordenar y el tercere serd un margen para la ordenacidn, la regla de evolucién

de tal autdmata se muestra en la tabla 1.5.

D 0 0J]0 0 ©0J0 0 o0]1 1 1]J71v 1 1
Vecindades | 0 0 o001 1 1[]2 2 2/0 o0 of1 1 1
o 1 2]l0 1 2|0 1 20 1 210 1 2
Evolucién | 0 1t ©0{0 ©¢ ©0f{2 2 21¢% 1 o071 1 1
Base 3 3 3! 32 [|3° 3 sz 3P 3 [3* 33 FP (3P 3 3F
Base 27 3 0 Q 3 D
1 1 112 2 2|2 2 212 2 2
Vecindades | 2 2 2|0 o0 o1 1 1|2 2 2
0o 1 2]l 1 2lo 1 20 1 =2
Fvolucien | 2 2 210 1 0|1 1 1]2 2 2
Base 3 30 g1 32130 g 32 |3 31 323" 3 3?
Base 27 Q 3 D Q

Tabla 1.5: Regla de evolucién QD3QD3Q03 para un autémata (3,1).

Esta regla de evolucién del autémata (3,1) se clasifica QD3QD3Q03 utilizando en ésta una
notacién de base 27 en bloques de 3 para este autémata en especial, la regla se lee empezando
desde la vecindad 222.

Analizando un poco la regla de evolucién, se observa que el estado 0 hace corrimientos a la
derecha, el estado 1 a la izquierda y el estado 2 permanece estable al evolucionar, a continuacién
se presenta un ejemplo de su funcionamiento (fig. 1.11) en donde la configuracién inicial es una
secuencia aleatoria de (s y 1’s, limitada a los lados con el estado 2,
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Figura 1.11: Ordenacién de una secuencia aleatoria de 0’ y 1’s con un autémata (3,1) regla

QD3QD3QO3.

En este ejemplo (fig. 1.12) es posible ver de manera muy sencilla una computacién en paralelo
que hace el autémata propuesto al ordenar al mismeo tiempo varias secuencias aleatorias de 0’s y
1’s.

Figura 1.12: Ordenacién “paralela® de secuencias aleatorias de 0’s y 1’s con un autémata celular
lineal.

1.3 Herramientas utilizadas en el estudio de los Autématas
Celulares Lineales.

Los autdématas celulares lineales se pueden estudiar mediante su evolucién, sin embarge para
levar a cabo analisis més profundos se hace uso de la teoria de grificas con tres herramientas
principales: diagramas de de Bruijn, diagramas de subconjuntos y diagramas de parejas.

Con estos se obtienen importantes caracteristicas tanto del comportamiento local eomo global
del autémata. Las gréaficas tienen la ventaja de hacer mds claro el comportamiento de la dindmica
de cualquier sistema, ademads, de la posibilidad de que con las representaciones matriciales pode-
mos analizar los autématas encontrando nuevas propiedades y caracterizaciones.

1.3.1 Diagrama de de Bruijn.

El diagrama de de Bruijn surge debido a una serie de trabajos dedicados al estudio de registros
de corrimientos de una secuencia de simbolos para la codificacién de informacién, el nombre del
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diagrama se debe al trabajo desarrollado por N. G. de Bruijn a mediados de los 4('s como sefiala
Solomon Golomb [9] quien trabajé también en la misma idea.

Fn esta 4rea, el diagrama de de Bruijn nos representa como evolucionan los vecindarios en
un autémata celular lineal; cada nodo del diagrama representa un conjunto de 2r células por lo
que habra tantos nodos como posibles conjuntes distintos de células de tamario 2r.

Estos nodos representan vecindades parciales del antémata; si éste tiene k estados y un tamafio
de vecindad 2r + 1 el diagrama tendrd k*" vértices y k2! ligas.

Los nodos resultan de tomar eadenas diferentes de tamarfio 2r formadas con los k estados y
las ligas unen los nodos para formar las vecindades completas donde los iltimos 2r —1 elementos
del nodo donde parte la liga deben concordar con los primeros 2r — 1 elementos del nodo adonde
llega, es decir, traslapando como fichas de dominé, la importancia de las ligas originadas por el
trasiape de dos nodos es que €l color o etiqueta de la liga representa la evolucién de la vecindad.
Tomando los conceptos anteriores mostremos la forma genérica que tendria el diagrama de de
Bruijn (fig. 1.13) para diversos tipos de autématas (k,r).

Figura 1.13; Forma genérica del diagrama de de Bruijn para diversos tipes de autdmatas celulares.

Como podemos observar, conforme crece el mimero de estados y/o el tamafio de vecindad
aumenta rapidamente el niimero de lineas del diagrama de de Bruijn asociado, lo que se traduce
en problemas de representacion grafica.
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Considere un ejemplo particular, un autémata (2,1) regla 90 (tabla 1.6},

¢ ¢ 0 0 1 1 1 1
Vecindades |0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
Bvolucion J¢ 1 0 1 1 0 1 @

Tabla 1.6: Regla de evolucién 90 de un autémata (2,1).

El diagrama de de Bruijn tendra 2* = 4 nodos con 23 = 8 ligas (fig. 1.14).

State colurs ]

Figura 1.14: Diagrama de de Bruijn de un autémata (2,1) regla 90.

El ciclo en el nodo (00) significa que la vecindad 000 evoluciona en el estado 0, la liga que va
del nodo (00} al (01) sefiala que la vecindad 001 eveluciona en 1 y asi sucesivamente; para facilitar
la representacién se renombran los nodos con valores enteros del 0 en adelante y el diagrama toma
la siguiente forma (fig. 1.15):

B P samnas

RN ot s

Figura 1.15: Diagrama de de Bruijn renombrado de un autémata. (2,1) regla 90.
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Esta grafica también tiene una representacién matricial 2 la cual se denomina matriz de
evolucién, donde los indices representan los nodos y sus elementos el valor de la liga que une del
indice del renglén al de la columna (tabla 1.7).

W= O

Tabla 1.7: Matriz de evolucién de un autémata (2,1) regla 90.

Otro ejemplo del diagrama de de Bruijn ahora para un autémata (4,h) (tabla 1.8 y fig. 1.16).

Vecindades JO 0 © 0 1 f 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
o 1 2 3 0 1 2 3% 01 2 3 0 1 2 3
Evolucidn 0 34 1 1 2 o0 3 1 0 2 o ¢ 3 3 0 0

Tabla 1.8: Regla de evolucién 0F08725C de un autémata (4,h).

Figura 1.16: Diagrama de de Bruijn de un autémata (4,h) regla 0F08725C.
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La matriz de evolucién de dicho autémata (4,h) serd (tabla 1.9):

N el

Tabla 1.9: Matriz de evolucién del antémata (4,h) regla 0F08725C.

Una aplicacién trivial del diagrama de de Bruiju es recobrar los valores de las células que al
evolucionar producen una cadena dada de estados, por ejemplo para el autémata {4,h) la cadena
001 puede ser consecuencia de la evolucién de las células 0002 6 3203.

1.3.2 Diagrama de Subconjuntos.

El diagrama de de Bruijn nos da la oportunidad de trazar rutas en él y verificar que estados las
originan, sin embargo una pregunta importante es saber st una ruta dada existe en el diagrama
[16]; para responder esto se ha utilizado el diagrama de Subconjuntos desarrollado por Moore [17].
Este diagrama es muy aplicado en la teorfa general de autématas para saber si una cierta cadena
es parte del lenguaje de un antémata deterministico, un antecedente del uso de tal diagrama. en
el estudio de autématas celulares se puede encontrar en el trabajo de Amoroso y Patt [1].

Para construir el diagrama de subconjuntos se toma como base al diagrama de de Bruijn;
los nodos son agrupados en subconjuntos que van desde el conjunto vacio, los subconjuntos de
nodos unitarios, los subconjuntos de parejas distintas de nodos hasta el subconjunto que contenga
todos los nodos; si el diagrama de de Bruijn tiene n nodos el diagrama de subconjuntos tendra
9" nodos, veamos el caso para un autémata (2,1) regla 22 (tabla 1.10, fig. 1.17 y tabla 1.11).

6 0 0 o0 1 1 1 1
Vecinades [0 0 1 1 6 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
Evolucion [0 1 1 0 1 0 0 O

Tabla 1.10: Regla de evolucién 22 del autémata (2,1).

Figura 1.17: Diagrama de de Bruijn de un sutémata (2,1) regla 22.
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Tabla 1.11: Matriz de evolucién del autémata (2,1) regla 22.

El diagrama de subconjuntes tendra 2* = 16 nodos que se enumeraran desde el 0 para el
conjunto vacio hasta el 15 para el subconjunto total utilizando una notacién binaria, es decir si
tenemos 4 nodos se ordenan 0,1,2, 3; si el subconjunto lo forman los nodos (1,2) en la secuencia
de nodos tendriamos 0,1,1,0 donde el 0 significa la ausencia del nodo y el 1 la presencia del
mismo, con ésto el subconjunto (1,2) le corresponde el valor 6 y asi para todos los casos (tabla
1.12 y g. 1.18).

Subconjunto | Liga 0 | Lige | j] Boumeracién | Liga 0 | Liga 1
) (] [] 0 0 0
0 0 1 1 1 2
1 3 2 2 8 4
2 1 0 4 2 1
3 2,3 ) 8 12 0
0,1 0,3 1.2 3 9 é
0,2 0,1 0,1 5 3 3
0,3 02,3 1 9 13 2
1,2 1,3 0.2 6 10 5
1,3 23 2 10 12 4
2,3 1,23 0 12 14 1
0,1,2 013 | 01.2 7 11 7
0,1,3 0,2,3 1,2 11 13 6
0,2,3 0,123 Q1 13 15 3
1,2,3 1,23 0.2 14 14 5
0,1,2,3 01231 01,2 15 15 7

Tabla 1.12: Subconjuntos del diagrama de de Bruijn del autémata (2,1} regla 22.

Uz1 Subscet Diagram (16 Modes)

7

Figura 1.18: Diagrama de Subconjuntos de un autémata (2,1) regla 22.
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Varias observaciones sobre la construccién del diagrama de subconjuntos son:

a) El conjunto vacio liga a sf mismo con cualquier liga.

b) Existe una liga del nodo & al nodo b si al menos un elemento del nodo a tiene enlace
por medio de esa liga al nodo b, no importando que los demids elementos carezcan de tal

conexion.

Otra importante razén para utilizar el diagrama de subconjuntos es que proporciona una
funcionalidad que posiblemente no exista en el diagrama de de Bruijn ya que; en este flttimo dos
o mis ligas del mismo color pueden partir de un mismo nodo cosa que no ocurre en el diagrama de
subconjuntos, donde cada nodo tiene una sola liga correspondiente a cada estado del automata,
el conjunto vacio asegura que en cada nodo todas las ligas estén definidas para todos los estados
del autémata, la matriz de adyacencia del diagrama de subconjuntos para el autémata (2,1) regla
22 agrupando los subconjuntos de acuerdo a su tamafio es como sigue (tabla 1.13).

15 14 13 11 7 12 10
BT - - 1] - -
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[ B ]
1
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Tabla 1.13: Matriz del diagrama de subconjuntos del autémata, (2,1) regla 22.

1.3.3 Diagrama de Parejas.

El producto cartesiano de dos graficas tiene muchas aplicaciones, por ejemplo comparar rutas
entre dos diagramas diferentes o dos rutas en el mismo diagrama. Esta es la funcién del diagrama,
de Parejas [16] bien conocido en el estudio de la teoria de autématas en general; en este caso el
diagrama también toma como base al diagrama de de Bruijn. Los nodos del diagrama de parejas
son duplas de nodos del diagrama de de Bruijn, las ligas en ¢l diagrama de parejas unen nodos
donde ambos miernbros de un nodo estdn conectados con la misma liga en el diagrama de de
Bruijn con los miembros del otro (fig. 1.19 y tabla 1,14}, De este modo las rutas del diagrama de
parejas corresponden a parejas de rutas iguales en el diagrama de de Bruijn-que por supuesto no
tienen que compartir los mismes nodos; el diagrama de de Bruijn estd implicito en la diagonal
principal del diagrama de parejas.
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Tabla 1.14: Matriz del diagrama de parejas del autémata (2,1) regla 22.

Comparando esta matriz con la matriz de evolucién del mismo autémata se observa que la
primera es una extensién de la segunda ya que donde aparece un cero en la matriz de evolucién
se presenta la matriz de conectividad de ceros en la de parejas, es decir ésto es el resultade del
producto tensorial {elemento x matriz) de la matriz de evolucién con las matrices de conectividad
por estados del diagrama de de Bruijn.
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1.4 Comentarios Concluyentes.

Los trabajos de von Neumann, Conway y Wolfram han inspirado a muchos otros en sus respec-
tivas épocas para trabajar en €l andlisis y desarrollo de la teoria y aplicacién de los autdématas
celulares. Estos son una herramienta alternativa interesante, facilmente reproducibles en una
computadora, para el estudio de sistemas dindmicos en donde el comportamiento local de sus
partes sea fundamental.

La construccién y el funcionamiento de un autémata celular lineal son muy sencillos, teniendo
una gama de comportamientos que van desde ser muy simples hasta ser verdaderamente complejos
incluyendo conductas cadticas.

La teoria de graficas sin duda favorece el entendimiento del campo donde se aplique gracias
a la percepcién visual que ofrece. En los autématas celulares no es la excepcion, ya que nos
ofrece un modo directo y elegante de mostrar las propiedades y caracteristicas que cumplen los
autdématas celulares lineales.

En principio, el diagrama de de Bruijn, el de subconjuntos y el de parejas
responden tres cuestiones basicas acerca del comportamiento de un autémata celular lineal:

o Saber si el autémata es capaz de formar una secuencia dada de estados.
» Como es posible formar dichas secuencias.

¢ De cuantas maneras diferentes se pueden construir las mismas.
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Capitulo 2

Reversibilidad y su manifestacion
en los Autématas Celulares
Lineales.

Una vez que hemos presentado la definicién y propiedades de los autématas celulares lineales,
asi como las principales herramientas para el andlisis de los mismos, en seguida pasaremos a la
parte central de este trabajo que es el estudio de los Autématas Celulares Lineales Reversibles.

El objetivo de este capitulo, en principio, es dar un marco tedrico de los autdmatas celu-
lares lineales reversibles los cuales son una clase especial importante debido a que conservan la
informacién del sistema a través de su evolucidn,

También se presenta el concepto de reversibilidad para autématas celulares y caracteristicas
que incluyen conceptos tan importantes como el de ancestro y jardin del edén. Con los diferentes
diagramas: de Bruijn, parejas y subconjuntos, se analizan estas conductas y comportamientos.

Finalmente se presentan los métodos para encontrar de un autémata celular lineal reversible
dado, el autémata con el comportamiento inverso.
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2.1 Antecedentes Histéricos

Inicialmente los autématas celulares se utilizaron como modelos para estudiar el comportamiento
de sistemas bioldgicos, reacciones quimicas, procesamiento de imé-genes; es decir los investi-
gadores se interesaban mds en explorar las consecuencias de un comportamiento mas que analizar
sus origenes, como los autématas celulares primero se desarrollaron por bidlogos y gente de com-
putacién, recibieron poca atencién de los matematicos por lo que la investigacién de propiedades
tales como la reversibilidad fue lenta.

2.1.1 Trabajo realizado por Moore.

A mediados de los 50tas, surgen preguntas de tipo filoséfico sobre configuraciones que no pudieran
ser generadas por un autémata cualquiera, este tipo de cuestiones fueron las que originaron el
trabajo realizado por Edward F. Moore en 1962 y su concepto de “ Jardin del Edén” (que se
explicard con detalle mds adelante), este trabajo es reimpreso por Burks [2].

2.1.2 Trabajo realizado por Hedlund.

Sin duda alguna, un trabajo culminante en este campo es llevado a cabo por Gustav A. Hedlund
aunque curiosamente para fines completamente desligados del estudio de autématas celulares.

Hedlund trabajaba para la Agencia Nacional de Seguridad de Estados Unides en los 60'tas,
su estudio se realiza en el area de la dindmica simbélica sobre mapeos continuos de secuencias
de simbolos presumiblemente con propdsitos de encriptacién de informacién, aungue Hedlund
nunca reconocié dicha cuestién. Este es un caso muy parecido al de Turing en la segunda guerra
mundial; su trabajo a lo largo de 10 afios sobre este tema es publicado en 1969 [11] e irénicamente
los resultados que con mucho detalle en éste se exponen tienen una intima relacién con la teoria
de autématas celulares pero desafortunadamente este trabajo sigue siendo desconocido y poco
entendido para muchos estudiosos sobre el tema.

Un ejemplo de lo anteriormente dicho es el trabajo de Amoreso y Patt [1] en 1972, Ellos
buscaron autématas reversibles (2,t) (¢ = 1.5) por “fuerza bruta”, es decir revisando todas las
posibles reglas de evolucién de dicho autémata una por una y encontrando cuales eran reversibles
sin saber que un estudio més teérico y profundo habfa sido realizado por Hedlund en 1963. En
1978 Masakasu Nasu [18] hace un cuidadeso andlisis del trabajo de Hedlund vy relaciona éste con
los autématas reversibles apo-yadoe en la teorfa de grificas.

2.1.3 Trabajo realizado por Fredkin.

Otro desarrollo importante es el realizado por Edward Fredkin [5] sobre métodos de construccién
de un ACR y aplicaciones de éstos a problemas fisicos, Fredkin se interesa en las leyes fisicas que se
presentan en los autématas celulares y que modelos de éstos preservan la informacién del sistema,
ltegando a técnicas para manejar un comportamiento invertible con operaciones booleanas.

2.2 Reversibilidad
2.2.1 Concepto de Reversibilidad

En el diccionario [7] se define el concepto de reversible como un proceso en que el sistema puede
volver a pasar por los estados o condiciones anteriores, En el &mbito de este trabajo un autémata
celular reversible es aquel cuya evolucién y el pasado entero de cualquier configuracién puede ser
descifrado.

Del concepto esencial de reversibilidad de poder encontrar cualquier configuracién en su
evolucién y el pasado, surge la pregunta a contestar jeudl es la relacidn funcional que existe
entre el mapeo local de un autdmate que asigna sucesores a los vecindarios y ¢l mapeo global que
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produce la sucesidn de configuraciones de una generacion a la prézima?; sabiendo que aplicando
el mapeo local nna configuracién ¢ eveluciona a una ¢’ ¥ en un reversible el mapeoc global es
invertible, es decir, si cada configuracién que por definicin tiene exactamente un sucesor debe
tener entonces exactamente uno y sélo un antecesor.

Para que esto sea posible, un autémata reversible debe cumplir con la propiedad de conservar
la informacién del sistema, cada estado dado del mismo codifica toda la informacién necesaria
para identificar la trayectoria particular de donde viene y ninguna parte de esta informacién se
pierde en el curso de la evolucién, lo que no sucede en un autémata irreversible que es disipativo,
ya que pierde o disipa la informacién del sistema.

2.2.2 Ejemplos de Sistemas Reversibles.

Podemos encontrar muchos ejemplos de manifestaciones o aplicaciones de sistemas con un com-
portamiento reversible, por ejemplo el cambio de estado de una cantidad de agua de solido a
liquido, la dilatacién o contraccién del volumen de un gas sometido a cambios de temperatura;
en el terreno de las aplicaciones tenemos la codificacién de la informacién ya sea por motivos de
seguridad (encriptacién), almacenamiento en dispositives como discos y cintas magnéticas donde
se tiene que verificar la integridad de los datos ahi guardados as{ como en el transporte de la
informacion en redes de comunicacién donde el equipo receptor debe decodificar los datos qiie ha
recibido.

Es por estas razones que los autématas reversibles han adguirido un creciente interés y de-
sarrollo ya sea por su capacidad para modelar fenémenos reversibles o para su utilizacién en el
manejo de informacién con seguridad. ’

2.3 QCaracteristicas de los Autématas Celulares Lineales
Reversibles.

2.3.1 Concepto de Ancestro y Jardin del Edén.

Antes de presentar las propiedades que tienen los aufématas celulares lineales reversibles, es
importante conocer dos conceptos fundamentales. En un autémata celular por definicién cada
configuracién evoluciona en un tnico sucesor, asi la configuracién z¢ que da origen 2 la z:4 se
dice que es el ancestro de la misma.,

Por otro lado, €l trabajo realizado por Moore [2] se enfoca a estudiar que sucede si existen
configuraciones que tuvieran mas de un ancestro concluyendo que sl en un autémata una con-
figuracién tiene varios ancestros, existen otras que no tienen ningune, es decir configuraciones
que no pueden ser generadas en el transcurso de la evolucién del autémata y sélo aparecen al
principio de ésta, al conjunto de tales configuraciones se le denomina el Jardin del Edén de un
autdémata dado.

Analizemos el caso de un autémata (4,h) (tabla 2.1).

Yeundades JO 0 O o©0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Evolucién 2 3 2 1 o0 1 & 2 0 2 3 1 0 3 2 3

Tabla 2.1: Regla de evolucién EC78946F de un autémata (4,h).

Haciendo una observacién detallada de la regla de evolucién, se nota que este autémata no
podré generar una cadena de dos 0 mds (/s seguidos en su evolucién, ya que las vecindades
que generan este estado (10, 20, 30) no pueden traslaparse para formar una cadena continua de
elementos que evolucionen todos en ('s.
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Si tomamos diferentes configuraciones de dos, tres y cuatro células y codificamos cada una de
éstas utilizando una base 4, vemos como evoluciona el autémata (4,h) desde una configuracién

inicial formada unicamente por el estado 0 (fig. 2.1).

slae el

Figura 2.1: Evolucién de una configuracén de 2,3 y 4 células de un autémata (4,h) regla
EC78946E.

Estas cadenas formadas por (s no pueden aparecer como producto de la evolucién de algin
ancestro, asi que éstas forman parte del Jardin del Edén de este antémata (4,h) (fig. 2.2).

state colors Fc

Figura 2.2: Evolucién de un autémata (4,h) regla EC78946E, donde cadenas de dos o méds 0's
son parte del Jardin del BEdén de tal antémata.

Con este ejemplo se muestra que una de las cualidades que debe cumplir un autémata para
ser reversible es que cualquier configuracién del mismo debe tener uno y sélo un ancestro, ademds
que en tal autémata no debe existir el Jardin del Edén.

2.3.2 Sobreyectividad e Inyectividad en un Autémata Celular Lineal
Reversible

La parte central del estudic de un autémnata reversible es su regla de evolucién, ya que ésta nos
dice como se comporta el sistema a través del tiempo, lo interesante es que esta regla de evolucion
es de influencia local, o sea sélo afecta las vecindades que forman parte de la configuracién, sin
embargo tal regla induce un mapeo global el cual es reversible.
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De lo anterior se desprende que la evolucién es una funcién que escencialmente transforma
elementos de un conjunto a otro, donde tales elementos son las configuraciones globales que puede
tener el autémata y la funcién el mapeo global producto de la regla de evolucidn,

El comportamiento que tienen los autématas celulares lineales reversibles depende de las
propiedades de la funcién de mapeo global la cual puede determinar la reversibilidad. El mapeo
que se lleva de un conjunto X aotro Y, es una funcién f que se clasifica en: inyectiva, sobreyectiva
y biyectiva [21].

Una funcién f: X = ¥ se dice que es:

M
L

INYECTIVA:
Mapeo uno a uno, a
cada miembro de ¥

le corresponde a lo
mas un miembro de X.

/Al

>

W

SOBREYECTIVA:

Mapeo sobre, a cada
miembro de Y le

le corresponde al menos
un miembro de X.

M
v

BIYECTIVA:

Mapeo uno a uno y sobre,
a cada miembro de Y le
corresponde uno y sélo
un miembro de X,

i

Si un mapeo f : X = Y es biyectivo, entonces f7' : ¥ = X también define una funcién
biyectiva; por lo tanto, caracterizar a los autématas reversibles es encontrar que propiedades debe
tener el mapeo inducido por la regla de evolucién para que éste sea biyectivo, sabiendo ademés
que existe una regla inversa a la original.

Usando un poco de nomenclatura de estructuras algebraicas podemos decir que el mapeo
global define un homeomorfismo de X a X, es decir, conservan la topologfa del sistema; como el
dominio como el contradominio de la funcién es el mismo, ésta es un endomorfismo y ya que tal
funcién debe ser biyectiva (uno a uno y sobre) para que el autémata sea reversible, esta funcién
debe definir un sutomorfismo (fig. 2.3).
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Figura 2.3: La regla de evolucién de un autémata reversible define un automorfismo.

2.4 Tres conceptos fundamentales: Multiplicidad Unifor-
me, Indices de Welch y Combinabilidad

Tomando como base el trabajo de Hedlund [11] y Nasu [18], tres definiciones serin expuestas
para caracterizar la regla de evolucién de un autémata reversible, las cuales son Multiplicidad

Uniforme, Indices de Welch y Combinabilidad.

2.4.1 Multiplicidad Uniforme

En el trabajo de Hedlund [11] seccién 5 se demuestra que el mapeo global inducido a un autémata
celular lineal es sobreyectivo si y sélo s{ cada mapeo local contenido en éste es también sobreyec-
tivo.

La caracteristica que cumple el mapeo local especificado en la regla de evolucién es que el
nitmero de ancestros de cada cadena de estados es igual 2l nimero de posibles secuencias con
un tamafio igual a dos veces el radio de vecindad o al mimero de nodes en el diagrama de de
Bruijn (multiplicidad), siendo este nimero igual para cada posible configuracién (uniformidad),
ilustremos este concepto con un reversible (5,h) (tabla 2.2).

B e O e G
k-
(=W RN LY
[=J S IO A
(= I FU R N

N e S

Tabla 2.2: Regla de evolucién 0077A76A1JOO0I de un reversible {5,h).

Las configuraciones que pueden formar la cadena 0 son (fig. 2.4):

Figura 2.4: Configuraciones de tamafio 2 que evolucionan en 0.
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Definamos las configuraciones que evolucionan en la cadena 02 (fig. 2.5).

T i i

Figura 2.5: Confignraciones de tamafio 3 que evolucionan en 02.

Se utilizar esta cadena en particular para mostrar como funciona la Multiplicidad Uniforme,
para esto se tomaran las siguientes definiciones:

o A= {421,424,432,433,440} al conjunto de configuraciones ancestros de 02
s |A] como la cardinalidad de A

e X =1{0,1,2,3,4} al conjunto de configuraciones diferentes de tamarfio 2r

¢ |K| como la cardinalidad de K

¢ k como cualquier elemento de X

o Ancestros(B) sl conjunto de ancestros de una cadena B dada

Tomando como base la cadena 02, la expresién 02k representa las secuencias formadas por la
cadena 02 y cualquier elemento de K a la derecha de la misma (fig. 2.6).

Figura 2.6: Secuencias de la forma 02k.

Llamemos AK a todas las posibles cadenas formadas por la concatenacion de las secuencias
de A con las de X, como el mapeo inducido por la regla de evolucién es sobreyectivo, AKX =
Ancestros(02k), es decir, la evolucién de todas las cadenas de AK producen todas las secuencias
de la forma 02k sin que falte ninguna & (fig. 2.7).

 mEE mED  BEE l ll

Figura 2.7: Conjunto de ancestros de las conﬁgura.cmnes 02k,

En base a las definiciones tenemos que la cardinalidad de AK = [A||K].
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Supongamos que la cardinalidad Ancestros(02k) > |A| para toda k € Kj si se presenta
que la cardinalidad de Ancestros{02k) > | A| para alguna k, tendriamos que la cardinalidad de
Ancestros(02k) > | A[IK] o sea que la cardinalidad de Ancestros(02k) > cardinalidad AKX lo que
no es posible; a continuacién (fig. 2.8) se muestra un ejemplo de esta situacién, si se presentara
que la secuencia 022 (por tomar cualquiera) tuviera un niimero de ancestros mayor que las demaés.

i

Fonsn s Benosnien srrpnRNT A

i

E P RE e R R
3 T "

LR

=14l

Ancestros(02k) > | A||X |

NYY > Cardinalidad de

Figura 2.8: Si el mimero de ancestros de alguna secuencia 02k es mayor que |4| se cae en una
contradiccién.

De forma aniloga si para alguna k la cardinalidad de Ancestros(02k) < |A||K|, se tendria
que la cardinalidad de Ancestros(02k) < cardinalidad AKX lo cual tampoco es posible; por lo
que se concluye que la cardinalidad Ancestros(02k) = |A|. En sintesis, hemos obtenido que el
niimero de ancestros de la cadena 02 es el mismo para las extensiones adicionales que se hagan
a la misma; este resultado se extiende para cualquier cadena.

Encontremos ahora cual es el valor que toma |A] para cada caso; si formamos la cadena 02£02
tenemos que Ancestros(02k02) = AA ya que al hacer cada posible concatenacién de 2 cadenas
de A obtenemos que la evolucién de las mismas producen toda posible instancia de la cadena

.y

.

Figura 2.9: Ancestros de la configuracion 02%02.

e
Bt
.

La cardinalidad de Ancestros(02k02) = cardinalidad de AA = |4][4].
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Tomemos ahora cada elernento del conjunto K y formemos la cadena 0202 y sus posibles
ancestros (fig. 2.10).

la forma (P2k02) con
. f |-A]ancestros cada una.
No. de Ancestros = |4 |}.4]

i > | & | configuraciones de

Figura 2.10: Cardinalidad de los ancestros de las secuencias de tipo 02k02.

Como se mostré anteriormente, la cardinalidad de Ancestros(02k02) = [A| para cualquier
k € K; ya que la cardinalidad de K = |K], el miimero de cadenas distintas de la forma (2k02
es |K|, cada una de éstas con |4| ancestros; por lo que se obtiene que fa cardinalidad de
Ancestros(02k02) = |K||A] = |A]|A], de este modo |A| = |K].

Sabemos que K estd dada por el nimero de configuraciones diferentes de tamaiio 2r que es la
misma manera en que se definen los nodos en ¢l diagrama de de Bruijn, por lo tanto se concluye
que en un autémata con un mapeo globat sobreyective cada cadena de estados debe tener tantos
ancestros como €l mimero de configuraciones diferentes que se puedan hacer de tamafio 2r o como
nodos existan en su diagrama de de Bruijn correspondiente.
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2.4.2 Indices de Welch

La idea de los indices de Welch se debe a L. R. Welch, colaborador de Hedlund en [11]. Welch
expone tres indices; L, R, y M, los cuales sirven para caracterizar la forma de los ancestros de
una cadena de estados.

Primero definamos el indice R:

o Sea A cualquier bloque de estados.

e Sea B; un conjunto de bloques de estados, todos de igual longitud (que puede ser mayor o
igual gue uno).

e Para que un bloque pertenezca a B;, debe cumplir que, al concatenarse a la derecha de A,
produzca la misma cadena que el resto de los otros bloques al aplicarle la regla de evelucién;
es decir, todos los elementos del conjunto AB; deben evolucionar en la misma cadena.

e Definamos r; igual a la cardinalidad de B;, entonces se tomara el indice por la derecha
R =max{r;},1 < i< n,n > 1 es decir, R toma el valor de la cardinalidad del conjunto 5;
con mayor mimero de elementes

La definicién de L es analoga:
e Sea A cualquier bloque de estados.
e Sea B; un conjunto de bloques de estados, todos de igual longitud (que puede ser mayor o
igual que uno).

o Para que un bloque pertenezca a B;, debe cumplir que, al concatenarse a la izquierda de A,
produzca la misma cadena que el resto de los otros bloques al aplicarle la regla de evolucién;
es decir, todos los elementos del conjunto 5B;A deben evolucionar en la misma cadena.

s Definamos /; igual a la cardinalidad de 5;, entonces se tomari el indice por la izquierda
L = max{r;},1 € i < n,n > 1 es decir, L toma el valor de la cardinalidad del conjunto B;
con mayor numerc de elementos

A cada conjunto B; se le dird compatible con A ya sea por la derecha o por la izquierda segiin

corresponda.
Definamos ahora €l indice M:

# Sea A un bloque de estados.
e Sea A; un conjunto cuyos elementos son bloques de estados A.

o Para que un bloque de estados A pertenezcaa A;, debe cumplir que junto con sus conjuntos
compatibles por la derecha y por la izquierda, evolucione en la misma cadena que el resto
de los demas bloques en .4; bajo la regla de evolucién; es decir, todos los elementos de A;
deben evolucionar en la misma cadena.

¢ Denotemos m; igual a la cardinalidad de .4;; entonces se tomar3, al indice M = min{r;},1 <
i < n,n > 1es decir, M toma el valor de la cardinalidad del conjunto A; con menor nimero
de elementos.
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Fjemplifiquemos estos conceptos con un autémata (5,h) reversible (tabla 2.3).

(S S ]

S B b QRS
T B R G
(=20 IR URCS L)
L3 S S R
f=T0 ol S N P

Tabla 2.3: Regla de evolucién 0067A26CIJOOI de un reversible (5,h).

Primero se obtendra el indice B de este autémata; tomemos el estade 0 y busquemos sus
conjuntos compatibles a la derecha, tal que la evolucién sea 3 6 4 (fig. 2.11).

 LCAUSH IvO

Figura 2.11: Regla de evolucién 0067A26CLIOOI de un reversible (5,h), y las extensiones derechas
de (0 que evolucionan en 3 y 4.

Para este caso B = 3 ya que rz es la cardinalidad del mayor conjunto compatible por la
derecha de 0, ahora busquemos los conjuntos B; de modo que la evolucién sea 34 y 40 (fig. 2.12).

Figura 2.12: Conjuntos compatibles derechos con 0 que evolucionan en 34 y 40.
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Ahora R =r; = rp =5, si buscamos B compatible por la derecha tal que la evolucion se 342
tenemos (fig. 2.13):

Figura 2.13: Conjunto compatible derecho con 0 que evoluciona en 342.

Podemos continuar de forma indefinida incrementado la longitud de los bloques del conjunto
B compatible por la derecha del estado 0 y encontraremos que B se mantendra con valor 5 para
este autémata, lo mismo ocurre para todas les conjuntos compatibles derechos de los demds es-

tados.

Ahora encontremos ¢l valor del indice L; busquemos los conjuntos B; compatibles por la
izquierda del estado 0 tal que la evolucién sea 3 y 4, observemos lo que se obtiene (fig. 2.14):

ﬂm L,=1 %E 1,=1

Figura 2.14: Conjuntos compatibles izquierdos con 0 que evolucionan en 3 y 4.

En este caso L = I; = I3 = 1, extendamos la evolucién a 23 6 14 (fig. 2.15).

Figura 2.15: Conjuntos compatibles izquierdos con 0 que evolucionan en 23 y 14
Se observa que L sigue siendo 1, si seguimos buscando para el estado 0 los conjuntos compa-

tibles por la izquierda de una mayor longitud, encontraremos que L seguira siendo 1; esto ocurre
para todos los conjuntos compatibles izquierdos de los demds estados.
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A continuacién obtengamos el valor del indice M; tomemos como ejemplo todas las posibles
cadenas que evolucionen en 231 (fig. 2.16).

BN

Figura 2.16: Ancestros de la cadena 231.

En este caso M = 1 ya que hay un sélo elemento (el estado 1) el cual cumple que su evolucién
junto con sus conjuntes compatibles por derecha y por izquierda genere la cadena 231.

Una propiedad fundamental que Hedlund y Welch postulan es que si un autémata (k.r) define
un mapeo global sobreyectivo, entonces se cumple que la multiplicacién de LMR = £*" o igual
al nitmero de nodos en el diagrama de de Bruijn, veamos como funciona esto para la cadena 130
y sus posibles ancestros (fig. 2.17).

~N
N\

o - pntacts,

mEE

Figura 2.17: Ancestros de la cadena 130.

LMR=5

Se observa en este caso que M = 1 para esta configuracién, ya que el estado 1 y sus conjunto
compatibles por la izquierda y derecha son los tinicos que evolucionan en la cadena 130, con L = 1
y B = 5, ilustremos esto con otros autématas reversibles (fig. 2.18).
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ACLR {5.h) Regla 0016C3NINOHB7

01234

LMR=5

00011011
00|11 1
o1 11
1010 0
11 g 0

LMR=4

0123

LVIR=4
Figura 2.18: Ejemplos de autématas reversibles y sus valores de LMR.

Por supuesto, no siempre L 6 R deben ser igual a 1, ya que hay casos en el que el valor k27
puede ser formado por otras combinaciones que no contemplen 1; el inico caso en el que L 6 R
deben ser 1 es cuando el valor de k" es primo. A continuacién se presentan algunos ejemplos de
autématas reversibles donde este valor no es primo (fig. 2.19).

32



ACLR (6,h) Regla ZYST60EFLZYSTG0EFL

612345 ) ot
T M=l M=1 :
01333222 R-g—é’ : B=3
21lo00111 - -
2444555
3(333222
4|000111
51444555

LMR=6

ACLR (2,1) Regla 204
00011011  ;_; pM.; R=2  L=2 M=l R=2

00i0 0

01 11 ¥

10/0 0

i1 11

LMR=4
ACLR (3,1) Regla 0QDOQDOQD

0601021011 12202122
00:1 1 1
01 222 L= M=l R=§-3 =3 M=l R=3
101 1 1
i1 222
12 600
201 11
21 222
22 600

LMR=9

Figura 2.19: Ejemplos de autématas reversibles con valores de LM R no primos.

2.4.3 Combinabilidad

En la seccién 16 del trabajo de Hedlund [11} y en el trabajo de Nasu [18], el concepto de corn-
binabilidad se define come sigue:

o Un mapeo local es debilmente combinable si para toda cadena dada de estados de longitud
[ = 2r el conjunto B compatible por la derecha tiene una cardinalidad igual a B o a cero y
¢l conjunto C compatible por la izquierda tiene una cardinalidad igual a L o a cero.
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Tlustremos esta definicién con un autémata (5,h) no reversible (fg. 2.20).

01234

Figura 2.20: Autémata no reversible (5,h) con algunos valores de LMR = kT,

Aqui se observa que este autémata tiene configuraciones con valores de L = 1, M = 1y
R = 5, sin embargo tomemos la cadena formada alternando los estados 0,2 y observemos sus

posibles ancestros (fig. 2.21).

Figura 2.21: Ancestros de la cadena formada alternando los estados 0, 2.

En este caso una cadena de este tipo puede ser generada por los conjuntos compatibles de
dos estados distintos (0 y 1), es decir, se tiene que M = 2; ademds, un estado tiene a R=u4y
el otro tiene a B = 1; por lo que este autémata tiene miltiples ancestros para esta cadena en
particular, lo que impide que sea reversible. Lo mismo sucede con los ancestros de la cadena
formada alternando los estados 1,4 (fig. 2.22).
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Figura 2.22: Ancestros de la cadena formada alternando los estados 1, 4.

De este modo tenemos que las condiciones que debe cumplir un autémata celular lineal para
ser reversible son las siguientes:

o Los ancestros de las cadenas con longitud mayor o igual a 2r deben tener todos indices L
y R tal que LR = k%" (multiplicidad uniforme).

» Cada ancestro debe estar formade por los conjuntos compatibles de una cadena de estados
de longitud igual a 2r, en donde se cumpla que la cardinalidad del conjunto B compatible
por la. derecha sea igual R y la cardinalidad del conjunto C compatible por la izquierda sea

igual a L.

¢ El valor del indice M para los ancestros de toda cadena de longitud mayor o igual a 2r
debe ser siempre igual a uno (un inico elemento en el cual regresar atrds en la evolucién).
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Tomemos como ejemplo un reversible (5,h) (fig. 2.23).

ACLR (5,h) Regh (101662DHOCLIO

1:32244
2:23322
301111
4:10000

LMR-5

Figura 2.23: Reversible (5,h) donde el valor de M siempre es igual a 1.

La propiedad de que la regla de evolucién de un autémata celular lineal sea debilmente
combinable obliga a que una cadena de estados sea producto de la evolucién de una iinica cadena
de estados de longitud { = 2r con sus conjuntos compatibles derechos e izquierdos, evitando as{
que otra secuencia de estados evolucione en la misma cadena y ésta tenga miltiples ancestros.

2.5 Andalisis de los Autématas Celulares Lineales Reversi-
bles mediante las herramientas graficas

Una vez que hemos definido las caracteristicas que debe cumplir la regla de evolucién para inducir
un mapeo global reversible, podemos ahora sefialar que cualidades deben presentar los diagramas
que describen el comportamiento de tal autémata para que éste sea invertible.

2.5.1 Caracteristicas en el diagrama de de Bruijn

El diagrama de de Bruijn es la herramienta bésica que nos dice como evolucionan las diferentes
vecindades que existen en un autémata celular; tomando en cuenta las caracteristicas presentadas
para definir un mapeo global biyectivo, podemos deducir que un autdémata es reversible si en su
diagrama de de Bruijn asociado cada tipo de arco aparece el mismo nimero de veces que el resto,
ademds, si no existen dos o m4s ciclos iguales de una longitud dada formados por distintos nodos
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ya que ésto significaria que una cadena dada tiene varias formas de producirse con diferentes
estados, es decir, ancestros miltiples (fig. 2.24).

s e

3 # G e i
¥ ACL (5,x) Regla 1M 7B012JH5T0
i
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"
Figura 2.24: Autémata (5,h) no reversibles y parte de sus diagramas de de Bruijn asociados.

En la grifica superior se observa que en el caso del autémata de la izquierda la liga del estado
0 aparece mas veces que la liga del estado 3 lo que se vié que era imposible para un autémata
reversible por la definicién de multiplicidad uniforme, en el caso del autémata de la derecha
existen dos ciclos idénticos de los estados 1 y 4 formados por parejas distintas de nodos, en un
caso los nodos 1,3 y en el otro los nodos 2,4, lo que define en la evolucién del autémata que la
cadena formada alternando los estados 1,4 tiene multiples ancestros.

Se definié que un autémata es reversible si para toda cadena de longitud ! = 2r sus extensiones
compatibles por la derecha o izquierda son 0 6 R y L respectivamente, asi en su diagrama de
de Bruijn debemos encontrar que empezando desde un tnico nodo # para formar toda ruta y
de cierta longitud ! > 1 debemos tener R maneras distintas o ninguna, a su vez para formar la
ruta y terminando unicamente en el nodo z debemos tener L maneras distintas o ninguna, con
LR = k*" (fig. 2.25).

R=S ‘
.
M=t

L=i

Figura 2.25: Reversible (5,h) regla 0067A26CIJOOL y la ruta 332 en su diagrama de de Bruijn.

Como se observa en la fig. 2.25 en el diagrama de de Bruijn asociado al reversible (5,h) regla
0067A26CIJOOI existen 5 posibles formas de generar la ruta 32 empezando desde el nodo 1
(R =5) y sélo existe una forma de generar la ruta 3 terminando en el nodo 1 (I = 1), como no
existe otra forma de generar la ruta 332 mds que las descritas anteriormente, se tiene que M = 1
ya que sélo las extensiones compatibles por la izquierda y por la derecha del nodo 1 son las que

producen dicha ruta. )
En un autémata reversible toda ruta debe poderse formar en su diagrama de de Bruijn
asociado, es decir no debe existir el Jardin del Edén, pero cada ruta de longitud > 2r sélo debe
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poderse formar llegando de L maneras distintas a un 1inico nodo y partiendo del mismo con R
diferentes formas en el diagrama de de Bruijn.

Debido a que observar estas propiedades directamente en el diagrama de de Bruijn no es facil
ni cémodo, utilizamos para esto las otras dos herramientas basadas en este diagrama, el diagrama
de parejas y el diagrama de subconjuntos.

2.5.2 Caracteristicas en el diagrama de Parejas

Sabemos que los nodos en el diagrama de parejas son pares de nodos del diagrama de de Bruijn,
y existe una liga del nodo z; al nodo z; si los elementos del nodo z; se conectan con la misma
liga con los elementos del nodo x; en el diagrama de de Bruijn, tomando esta idea tenemos que

la diagonal principal del diagrama de parejas no es mas que el mismo diagrama de de Bruijn base
(fig. 2.26).

ARUEY =1}

i

Figura 2.26: Reversible (2,1) regla 85 y su diagrama de parejas asociado.

FEn el esquema se observa un reversible (2,1) regla 85 y su diagrama de de Bruijn asi como la
diagonal principal aislada de su diagrama de parejas, en la cual se volvieron a reacomodar sus
nodos para mostrar que tiene la misma estructura que el diagrama de de Bruijn.

Sin embargo, si existen ciclos fuera de la diagenal principal del diagrama de parejas indica que
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dentro del diagrama de de Bruijn una misma cadena puede generarse de varias formas distintas,
0 sea que tiene més de un ancestro posible lo que indica que el autémata no es reversible {(fig.

2.27).

LCAU3H Evolution @

Figura 2.27: Reversible (3,h) regla 8229 y su diagrama de parejas asociado.

En este ejemplo la cadena de estados 11 puede ser producto de la evolucién de las extensiones
compatibles por ambos lados ya sea de 0, 1 o 2, es decir M = 3, ésto se observa claramente
en el ciclo sefialado en el diagrama de parejas que nos indica que dicha cadena tiene ancestros
multiples impidiendo que el autémata sea reversible.

Lo que nos muestra el diagrama de parejas es si existe una cadena de estados que tenga varios
ancestros, es decir si la regla de evolucién del autémata define un mapeo global inyectivo o no.

2.5.3 Caracteristicas en el diagrama de Subconjuntos

Como se vié anteriormente, se llama Jardin del Edén al conjunto de todas aquellas cadenas
de estados que no puedan aparecer en la evolucién del autémata mds que en la configuracién
inicial; el diagrama de subconjuntos indica de manera muy clara cuales son estas cadenas. Esto
se observa si existe una ruta que vaya desde el subconjunto de mixima cardinalidad hasta el
conjunto vacio y la secuencia de arcos de tal ruta es justamente la cadena que perteneceal J ardin
del Edén de dicho autémata. Esta ruta nos muestra que no importa desde que estado partamos
en el diagrama de de Bruijn, llegard un momento en que no se pueda encontrar una liga para
completar dicha ruta (justamente la liga que nos lleva al conjunto vacio), ejemplifiquemos esto
con un autémata (2,1) regla 231 (fig. 2.28).
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Figura 2.28: Autémata (2,1) regla 231 y su diagrama de subconjuntos.

En el autémata (2,1) (fig. 2.28) se observa claramente que en el diagrama de de Bruijn uno
no puede formar la ruta 00 empezando desde cualquier nodo, esta es la misma ruta que aparece
en el diagrama de subconjuntos que va desde el nivel mds alto al conjunto vacio, y como se
nota en la evolucién del autémata, las cadenas formadas por dos 0 més ('s aparecen sélo en la
configuracién inicial; el diagrama de subconjuntos nos indica que configuraciones pertenecen al
Jardin del Edén, es decir, si el autémata es sobreyectivo o no, si tales rutas no existen, entonces
la regla de evolucién define un mapeo global sobreyectivo.

Pero aun podemos obtener mas informacién acerca del autémata, en especial de los indices
de Welch, ya que un arce que parte de un nodo a otro en el diagrama de subconjuntos esta
conformado por el conjunto de arcos donde al menos un estado de subconjunto inicial tiene ligas
con los estados de subconjunto final (fig. 2.29).
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Figura 2.29: Reversible (5,h) regla 00077HIGLBDOO y su diagrama de subconjuntos.

En el diagrama de subconjuntos anterior se observa que el nodo 10 formado por los estados
1,3, tiene una liga de valor 2 con el nodo 15 formado por los estados 0,1,2,3, esta liga esta
constituida por las ligas que van del estado 1 del nodo 10 a los estados 0,2 del nodo 15 y las ligas
del estado 3 del nodo 10 a los estados 1,3 del nodo 15; lo mismo ocurre en el caso de los nodos
20 y 14

Si tomamos las rutas que parten desde los subconjuntos unitarios podemos conocer cual es
la cardinalidad de los conjuntos compatibles por la derecha de cada estado observando a que
subconjuntos llegan los arcos; si el autémata es reversible todas las rutas que empiezan desde
los subconjuntos unitarios terminan en subconjuntos con cardinalidad R o en el conjunto vacio,
cumpliendo asi con la propiedad de combinabilidad que Nasu especifica (fig. 2.30).
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Figura 2.30: Reversible (5,h) regla 000667CCLIOO! y su diagrama de subconjuntos.

En la fig. 2.30 de un reversible (5,h), se observa que partiendo de las clases unitarias
(1,2,4,8,16), todas las rutas “suben” hasta el nivel maximo o “bajan” al conjunto vacio, en
este caso tendriamos que R = 5, podemos conocer el indice L tomando la reflexién de la regla
de evolucién original, esto es las vecindades de la regla de evolucién con valores asimétricos se
intercambian para reflejar la regla de evolucién como un espejo, el efecto que tiene la reflexion
de la regla original es convertir los conjuntos compatibles por la izquierda en conjunte compa-
tibles por la derecha, si observamos ahora el diagrama de subconjunto de la reflexién de la regla
estaremos conociendo su indice L (fig. 2.31).

o e rasmernrs i e o Ao wssrame g s s i s

0123

¥ 2

Figura 2.31: Reversible (5,h) reflexién de la regla 000667CCLIOOI y su diagrama de subconjuntos.
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En la fig. 2.31 se observa que el diagrama de subconjuntos carece de rutas del subconjunto
total al conjunto vacio, todas las rutas tienden a subconjuntos con los valores deL=1enla
reflexién obteniendo que LR = k%" = 5 para el reversible (5,h).

Para saber por medio del diagrama de subconjuntos si un autémata es reversible, por principio
de cuentas no debe existir una ruta que vaya desde el subconjunto médximo al conjunto vacio,
en el diagrama de la regla original toda ruta que parta desde las clases unitarias de llegar a un
nivel de subconjuntes con cardinalidad R y nunca salir de este nivel sin ciclos intermedios entre
el nivel unitario y el nivel R, lo mismo debe ocurrir para la reflexién de la regla de evolucion
ahora partiendo desde los subconjuntos unitarios y terminando en un nivel con cardinalidad L
sin ciclos intermedios entre el nivel unitario y el nivel L, donde LR = k*".

2.6 Diagramas de Welch.

Como hemos visto, el diagrama de subconjuntos de un autémata reversible nos ofrece la posi-
bilidad de conocer el valor del indice R asi como el del indice L por medio de la reflexién; pero
aiin podemos obtener mayor informacién de estos diagramas si tomamos de los niveles Ry L
respectivamente aquellos conjuntos de nodos en donde las rutas tienden a llegar y ya nunca salir,
es decir, son autocontenidos; a cada conjunto de estos nodos se les denominara Diegramas de
Welch derecho e izquierdo correspondiendo respectivamente a los diagramas de subconjuntos de
la regla original y su reflexién.

Ejemplifiquemos éstos por medio de un autémata reversible {4,h) regla EB28D714, obten-
gamos sus diagramas de subconjuntos asociades y de éstos los diagramas de Welch derecho e

izquierdo (fig. 2.32).
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Figura 2.32: Reversible {4,h) regla EB28D714 y sus diagramas de Welch.
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Como se observa en la fig. 2.32, en ambos diagramas cada estado define caminos que conllevan
a un Gnico nodo para jamds salir del mismo, es decir, forman arboles tal como se especifica en
[18], Ia suma de las alturas maximas de estos drboles que se observan en ambos diagramas sefiala
el tamaiio de vecindad de la regla inversa; pero ademis cada posible forma de construir una ruta
dada de cierta longitud Ilega a alcanzar un tnico nodo intermedio; es decir, por medio de estos
diagramas podemos conocer la regla inversa a la original.

En el ejemplo anterior observamos que en ambos casos la maxima altura que se puede observar
es para cada estado es 1, por lo que el tamafo de vecindad de la regla inversa es 2, si queremos
conocer ahora en que debe evolucionar la vecindad 03 en la regla inversa, tomemos del diagrama
de Welch derecho el nodo en donde convergen las ligas del estado 0 y del diagrama de Welch
izquierdo el nodo donde convergen las ligas del estado 3, después tomemos el elemento en comin
en ambos nodos y obtendremos asi en que debe evolucionar la vecindad 03 en la regla inversa (en
este caso, el estado 3); repitiendo el proceso para las demas secuencias de longitud 2 obtenemos
la regla inversa (4,h) FO6666F0 (fig. 2.33).

Figura 2.33: Reversible {4,h) regla FO6666F0 el cual es la inversa de la regla EB28D714.
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2.7 Ejemplos de Autématas Celulares Lineales no Re-
versibles

A continuacién se presentan tres ejemplos de autématas no reversibles, en los cuales se observan
distintos comportamientos. En el autémata de la fig. 2.34, existe una configuracién con multiples
ancestros lo cual se puede visualizar en los diagramas de parejas y de subconjuntos.

Figura 2.34: Autémata (5,h) regla 4ODIJLCH16700 donde existen ciclos en el diagrama de
subconjuntos y en el de parejas.
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En el autémata de la fig. 2.35 existe una secuencia de estados que pertenece al Jardin del
Edén, lo cual se observa claramente en la ruta que existe desde el nivel mas alto al conjunto vacio

en el diagrama de subconjuntos.

Syt
Pextenece al
Jardin del

\  Edén

Figura 2.35: Autémata (2,1) regla 253 en donde la cadena de estados 00 pertenece al Jardin del
Edén.
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Otro ejemplo de un autémata no reversible (fig. 2.36) pero que cumple con la. multiplicidad
uniforme, cada secuencia de estados tiene el mismo niimero de ancestros que las demds, pero el
valor de su indice M es mayor que uno en todos los casos, es decir, cada secuencia tiene varias
formas de regresar hacia atras en la evolucién por lo que no se puede especificar una reversibilidad

-

tnica.
Este comportamiento es muy notorie sobre todo en el diagrama de subconjuntos, donde ni

existe el Jardin del Edén, pero cada cada nivel es disjunto a los demds, sefialando un valor de B
igual con uno.Ejemplos tipicos de estas reglas de evolucién son la suma modulo k de los elementos

de las vecindades (este no es el caso del ejemplo).

Figura 2.36: Autémata (4,h) regla 4EB11BE4 el cual tiene un mapeo global sobreyectivo pero
no reversible.
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2.8 Ejemplos de Autématas Celulares Lineales Reversibles

Ahora se muestran ejemplo de autématas celulares lineales reversibles, donde los diagramas nos
muestran los valores de los tres indices L, M y R, cumpliendo que LR = k¥ y M =1 (fig. 2.37
- 2.39).

Los valores de R y L se obtienen observando hasta que nivel llegan todas las rutas par-
tiendo de las clases unitarias en los diagramas de subconjuntos de la regla original y su inversa

respectivamente.

: - A '}; . 4 o
- I I ~ B o
pos .':‘/' 3
0f 3%

Originol, R=2 Reflexidn, 1L.=2

Figura 2.37: Reversible (4,h) regla 05AFQ5AF.
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Original, R=2 Reflexion, L=2

Figura 2.38: Reversible (2,1) regla 51.
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Capitulo 3

Métodos actuales para encontrar
Autdmatas Celulares Lineales
Reversibles.

A continuacién se presentan los fundamentos y el funcionamiento de dos métodos (uno termi-
nado y otro en desarrollo) que existen para encontrar los posibles autématas celulares lineales
reversibles.

El primer algoritmo se debe a David Hillman [12], su trabajo aunque no lo menciona directa-
mente, hace un uso implicite de las propiedades expuestas en el capitulo anterior.

El segundo algoritmo se debe al trabajo de Jose Manuel Gémez Soto y Harold V. McIntosh
[8], este trabajo es un primer intento de utilizar explicitamente las propiedades de multiplicidad
uniforme y los indices de Welch para el cdlculo de autématas reversibles.
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3.1 Algoritmo de Hillman.

En 1991, David Hillman [12] desarrollé un algoritmo para detectar todos los autématas reversibles
con culaguier mimero de estados y cualquier tamano de vecindad, el proceso es el siguiente:

a) Iniciamos tomando cada cadena y de tamaiio w, se empieza con w = 1.
b) Formamos todos los posibles ancestros z; de cada cadena y.

c) Se almacenan en una tabla las parejas formadas por los 2r elementos iniciales y finales de
. cada z;, una tabla para cada posible y.

d) Al final se tendran un conjunto de tablas que guardan los 2r elementos iniciales y finales
de los posibles ancestros de cada cadena de ancho w, a tal conjunto se le denominard R,

e) Las tablas de Ry se obtienen directamente de la regla de evolucién, de esta manera el
proceso puede ser implementado en una computacion recursiva.

f) Continuande con valores de w > 1 simplemente se concatena R,,_1 con R; comparando
cada tabla de R.,_1 con cada tabla de R), si 2r elementos finales de la tabla en R, 1 son
iguales a los 2r elementos iniciales de la tabla en R, entonces se afade una nueva entrada
en la tabla de R, formada por los 2r elementos iniciales en la tabla de Ry, y los 2r
elementos finales en la tabla de R;.

g) Si el autémata es reversible para cadenas de longitud w, debe existir para cada tabla en R,,
una sola pareja en donde los 2r elementos iniciales sean iguales con los 2r elementos finales
ya que esto indicarfa que una y sélo una cadena z;* de longitud w puede evolucionar en y
para toda y de longitud w, es decir, cada posible cadena sélo tendria un tinico ancestro y
por lo tanto su evolucién seria invertible.

Por supuesto, si w es grande el método se vuelve muy laboriose, sin embargo Hillman hace
dos observaciones que minimizan este problema:

e Si la tablas de un conjunto R; no tienen todas el mismo nimero de parejas entonces el
autémata no es reversible pues este desequilibrio llevar a que la informacién del sistema
se pierda gradualmente y con esto la reversibilidad del mismo.

o Como los valores que pueden tener cada tabla son finitos, entonces llegard un momento en
que se repetirin estos valores; en sintesis, si en cada tabla R; se cumple que el autémata es
reversible; cada tabla tiene el mismo nimero de parejas para j = 1y B; = I, parat < j,
entonces el autémata es reversible y el procese termina.
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Veamos un ejemplo de este algoritmo para un autémata (3,h) (fig. 3.1).

ACL (3,h) regla 6007

[ CAUIH Evatution B

Figura 3.1: Autémata (3,h) regla 6007.

Formemos las tablas de los 2r elementos iniciales y finales para los ancestros de 0, 1y 2 (tabla

Ancestros de 0 | Ancestros de 1 | Anceatros de 2
10 00 11
12 01 20
22 02 21

Tabla 3.1: Conjunto R; para el autémata (3,h) regla 6007.

Para R) se encuentra que cada posible cadena tiene un sélo ancestro, ahora concatenemos R;
consigo mismo para obtener los ancestros de 00, 01 y 02 (tabla 3.2).

Ancestros de 00 | Ancestros de 01 | Ancestros de 02
12 10 10
22 11 11
12 20
21

Tabla 3.2: Concatenacién de B; con R;.

Como no se cumple la condicién de que cada tabla tenga el mismo nimero de parejas, se
detiene el algoritmo y el autémata (3,h) no es reversible.
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Veamuos otro ejemplo para otro autémata (3,h) (fig. 3.2).

ACL (3,h) regla 14007 ‘E
012 IR
01012 ) - B
1|1210
21102 N
Up LELV L2
¥ L
3 wﬁ""":}
""" - i

Figura 3.2: Autémata (3,h) regla 14007.

Formemos las tablas de los 2r elementos iniciales y finales para los ancestros de 0, 1 y 2 (tabla
3.3).

Ancestros de 0 | Anceatros de 1 | Ancestros de 2
00 10 02
12 11 10
21 20 22

Tabla 3.3: Conjunto R, para el autémata (3,h) regla 14007.

Para R, también encontramos que cada posible eadena tiene un sélo ancestro, ahora con-
catenemos R; consigo mismo para obtener los ancestros de 00, 01 y 02 (tabla 3.4).

Ancestros de 00

Ancestros de 01

Ancestrog de 02

DG
11
22

20
21

10

02
20
12

Tabla 3.4: Concatenacién de By con R;.

Aquf se observa que la cadena 00 tiene tres posibles ancestros con los 2r primeros elementos
iguales a los 2r 1ltimos, mientras que las cadenas 01 y 02 ne tienen ningin ancestro con esta
caracteristica, asf que se detiene el algoritmo y el autémata (3,h) no es reversible.
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Veamos otro ejemplo para otro autémata (3,h) (fig. 3.3).

[ — Y
o b b sk
= b | b

0
1
2

ACL

(3,h) regla 2119

&

Formemos las tablas de los 2r elementos iniciales y finales para los ancestros de 0, 1 y 2 (tabla

3.5).

Figura 3.3: Autémata (3,h) regla 2119.

Ancestros de 0 | Ancestros de 1 | Ancestros de 2
10 ago 20
21 01 11
22 02 12

Tabla 3.5: Conjunto B; para el autémata (3,h) regla 2119.

Para R; también encontramos que cada posible cadena tiene un sélo ancestre con los 2r
elementos iniciales y finales iguales. Ahora concatenemos B; consigo mismo para obtener los
ancestros de todas las posibles cadenas de longitud 2, en este caso sélo obtenemos tres tablas
distintas (tabla 3.6).

201000

21 11101

221121102
Tabla 3.6: Conjunto .
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Si concatenamos ahora Rz con R; obtenemos la tabla 3.7.

20 (10|00
21 (11101
2212102

Tabla 3.7: Conjunto Ks.

Como este conjunto es igual a By, tenemos que el autémata (3,h) es reversible y se detiene el
Proceso.

En resumen, el algoritmo de Hillman va formando todos los posibles ancestros de las cadenas
de longitud w empezando desde 1 y checasi hay un tinico ancestro para cada una de estas cadenas
de longitud w + 2r que al tener los elementos 2r iniciales y finales iguales, se pueda representar
como una secuencia de estados también de longitud w que evoluciona en la cadena estudiada (fig.

3.4).

ACL (3, b regla 2119
I 012
o1l T
11022 IEE
2200

Figura 3.4: Ancestro tinico de la cadena 01 que puede representarse con la misma longitud.

3.2 Algoritmo utilizando los Indices de Welch

Una primera aproximacién tentativa en tratar de utilizar los resultados de los trabajos de Hedlund
[11} y Nasu [18] para el célculo de autématas reversibles fué desarrollada por Gémez Soto ¥
McIntosh {8]; este algoritmo consiste en aprovechar los conceptos de multiplicidad uniforme e
indices de Welch para la construccién de las posibles matrices de evolucién de un autémata
reversible; por ejemplo, para un reversible (5,h) se tiene la siguiente  plantilla ? para generar las
matrices de evolucién (tabla 3.8).

PN Yy
v

Tabla 3.8: Plantilla para generar matrices de evolucién de reversible (5,h).

El resto de los lugares vacios se llenaban con todas las permutaciones de estados posibles de
tal manera que un elemento de cada columna fuera diferente al resto, esto es ya que al tener
cinco nodos el diagrama de de Bruijn asociado, ¢l valor de LMR =5, porlo que se fijaa M =1
y L = 1, lo que implica que no debe existir dos elementos iguales por columna.

La razén por la cual el tltimo renglén de la matriz estaba lleno del estado 4 era para tener
un estado en el cual fuera seguro que el conjunto de todas sus extensiones compatibles derechas
tuviera una cardinalidad igual a R, cumpliendo para ese estado que LM R = 5, una vez llena la
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matriz, se generaba una evolucién de este autémata y se observaba, si cada posible vecindad de
longitud 2 tenia un tinico estado para el cual evolucionar hacia atras, de cumplir ésto, el autémata
se tomaba como reversible, de no ser asi se verificaban si las vecindades de longitud 3 si cumplian
con tener un unico estado en el pasado; este proceso continuaba hasta revisar vecindades de
longitud 4 (fig. 3.5).

Figura 3.5: Verificacién de que cada cadena tenga un tinico elemento ¢n comiin en el pasado para
cadenas de longitud 2, 3 y 4.

La ventaja de este planteamiento es que ya no hace la revisén de cada posible regla de evolucién
para un autémata (k,h) sino que sélo analiza aquellas matrices de evolucién en donde se tenga
una diagonal principal donde cada estade sea diferente al resto y un renglon formado por un
mismo valor para asegurar que la cardinalidad del conjunto de extensiones compatibles por la
derecha del mismo fuera R, con lo que ¢! tiempo de computacién que toma hacer el cilculo se
reduce de manera significativa.
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Capitulo 4

Propuesta de un método para
encontrar Autématas Celulares
Lineales Reversibles.

En este capitulo se propone un método para encontrar todos los posibles autématas celulares
lineales reversibles de % estados y un radie de vecindad r.

Es importante sefialar que al principio dicho método fué desarrollado basado en observaciones
empiricas sobre el comportamiento de algunos casos de autdmatas celulares lineales reversibles y
después se depuré aplicando los resultados obtenidos por Hedlund [11] y Nasu [18].
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4.1 Propiedades de la matriz de evolucién de los Autéma-
tas Celulares Lineales Reversibles

Basado en los conceptos que anteriormente se han presentado, se mostrard gue propiedades debe
cumplir la matriz de evolucién de un autémata para ser revergible, después se utilizaran estas
propiedades en el disefio de un mecanismo que genere todos los posibles autématas reversibles
para un nimerc de estados k y un radio de vecindad r.

Este es ¢l momento adecuado para hacer una observacién importante; para un autémata (k,r)
el niimero de posibles reglas reversibles va creciendo exponencialmente conforme aumenta k y/o
r; de esta manera tenemos que existen desde unas cuantas reglas reversibles para el caso de
un autémata (2,h) o un autémata (2,1) hasta varias miles para un autémata (5,h) y millones
de reglas reversibles para un autémata (6,h); es por esta razén que se utiliza el concepto de
“cluster” (grupo, racime) para agrupar las diferentes reglas reversibles que puedan existir en un
autémata (k,h).

Tomemos como ejemplo un reversible (4,h) (fig 4.1):

Figura 4.1: Reversible (4,h) regla FF5500AA.

Si hacemos una misma permutacién de renglones, de columnas o de estados a la matriz de
evolucién obtendremos otro autémata reversible que pertenece al misme cluster (fig. 4.2), repi-
tiendo este proceso para todas las posibles permutaciones de cuatro elementos podemos obtener
todas las variantes de la matriz de evolucién, por Gltimo tomemos aquella variante cuyo niimero
wolfram sea el menor que se haya obtenido (lexicograficamente hablando) asi obtendremos el
representante de este cluster (cluster minimo).

Cluster minimo

FFS500AA 0055AAFF
Figura 4.2: Cluster minimo de un reversible (4,h) regla FF5500AA.
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Aplicando el procedimiento para cada regla reversible, éstas se pueden agrupar en distintos
clusters, teniendo que cada miembro minimo de un cluster puede repre-sentar a cientos o miles
de reglas reversibles (fig. 4.3) dependiendo del tamaiio de vecindad y nimero de estados del
antomata.

Figura 4.3: Cluster minimo de varios reversibles (4,h).

Ahora veamos que propiedades debe cumplir la. matriz de evolucién de un autémata (kh)
para ser reversible.

4.1.1 Propiedades por cada estado

Primero se definird que propiedades debe tener cada estado dentro de la matriz de evolucién para
construir las posibles reglas reversibles.

s Cada estado debe aparecer una sola vez en la diagonal principal

Esto garantiza que cada estado tengan un ancestro, pero si en la diagonal principal exis-
ten més de un elemento del mismo estado (ver fig. 4.4), se tendrdan miiltiples formas de
generarlo, lo que no puede ocurrir en un autémata reversible.

Figura 4.4: Autémata (4,h) con miltiples ancestros para una cadena de 1’s.
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Como se ve en la fig. 4.4, una secuencia de 1’s puede ser construida por una cadena de 1's
o de 2’s, es decir, tiene varios ancestros posibles lo que no permite que sea reversible.

e Cada estado debe aparecer el mismo niimero de veces que el resto en la matriz de evolucién

En un autémata reversible la multiplicidad uniforme de cada cadena debe ser respetada, si
en principio un estado puede generarse de un mayor mimero de maneras que otro (fig. 4.5)
estamos contradiciendo este requerimiento.

00011011
oofo 0
ol 00 o

= = e - -
eii=l-

== =
-
=

=llel=l—~{=
===~

]
= =
= =

=l =l

Figura 4.5: Autémata (2,1) con multiples ancestros para una cadena de 0’s.

En la fig. 4.5 se observa que una cadena formada de 0’s tiene un valor de M = 2 debido a
que el estado 0 aparece mas veces que el estado 1; lo que produce que en la evolucién del
autémata el estado 1 vaya desapareciendo conforme transcurre el tiempo.

De esta manera se observa que la multiplicidad uniforme debe cumplirse en la formacién de
cada estado dentro de la regla de evolucién y como se definié en el capitulo 2, el valor del
niimero de ancestros de cada estado debe ser igual a k*" 6 al mimero de nodos del diagrama
de de Bruijn.

4.1.2 Propiedades globales de la matriz

Una vez definidas las propiedades que deben cumplir cada estado en un autémata reversible,
podemos utilizar las mismas para construir sélo aquellas matrices de evolucién que cumplan
dichas propiedades y no todas las reglas posibles. Sin embargo, el problema de la reversibilidad
en un autémata también depende de la interaccién que los estados tengan unos con otros; esta
interaccién debe ser tal que permita conservar la informacién del sistema para poder reconstruir la
evolucién del mismo ya sea hacia adelante o hacia atrds en el tiempo. En un autémata reversible
cada configuracién global debe ser posible de generar a través de su evolucidn, pero por uno y
sélo un ancestro posible, evitando que exista el Jardin del Edén o ancestros multiples.

Para lograr este objetivo se utilizaran los otros dos conceptos importantes expuestos por
Hedlund [11] y Nasu [18], que son los indices de Welch y la combinabilidad. En realidad estos
conceptos estan muy relacionados entre si ya que la combinabilidad es sélo checar que toda ruta
posible con una longitud mayor o igual que 2r tenga los mismos valores de los indices L y R
cumpliendo que L * B = k*7.

La pregunta aqui es cémo podemos observar ésto en la matriz de evolucién de un autémata
celular; 1a matriz de evolucién (M. E.) puede ser descompuesta en matrices de conectividad (M.
C.), como se muestra en la tabla 4.1; una para cada estado, Cada matriz de conectividad tendra
un 1 si exite una liga con el valor de su estado que va de un nodo a otro en el diagrama de de
Bruijn.
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M, C. estado 1 M. C. estado 2

=
&
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£
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1 0 1

0

0
0 0 1|1 1t
0 o 2|10 0O

Tabla 4.1: Matriz de evolucién de un reversible (3,h) regla 715 y sus matrices de conectividad.
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Las matrices de conectividad representan también las rutas de tamafio 1 que existen en el
diagrama de de Bruijn y podemos saber si tales rutas cumplen con la propiedad de combinabilidad
al examinar estas matrices.

Por ejemplo, para el reversible (3,h) anterior, se observa que para la matriz de conectividad
del estado 0 empezando desde el renglén 2 se puede llegar a los estados 0, 1 v 2, es decir el
valor de la cardinalidad del conjunto compatible por la derecha del estado 2 que genere un 0 al
evolucionar es 3; como no puede existir otra cardinalidad mayor por el principio de multiplicidad
uniforme se tiene que B = 3.

Ahora, si examinamos en la misma matriz las columnas 0, 1 y 2, vemos que cada una de éstas
son parte final de la liga que empieza desde el renglon 2, es decir, cada uno de estos estados tiene
una cardinalidad del conjunto compatible por la izquierda igual a 1 para generar un 0.

Debido a que cada columna en este ejemplo est formada por elementos todos distintos ten-
emos que este valor es también maximo y L = 1; ahora bien, el estado 2 es el 1inico que cumple
con tener valores de B = 3 y L = 1 para generar un 0, por lo tanto M = 1, al final tenemos que
LMR = k?" = 3 cumpliendo con la propiedad de los indices de Welch (fig. 4.6).

Si hacemos extensivo este estudio para las demas matrices de conectividad obtenemos los
mismos resultados, satisfaciendo de esta manera la condicién de combinabilidad.

R=3
0 —00 ‘1];1} le\
R ¢
A An
(0] 0]

RS

L
(=]
=]
-

Figura 4.6: Matriz de conectividad del estado 0 del reversible (3,h) regla 715 y como se manifiesta
los indices de Welch en ésta.

Este comportamiento se puede observar claramente para todos los estados en los diagramas
de subconjuntos tanto de la regla original como de la regla reflejada, en ambos casos partiendo
desde las clases unitarias todas las rutas convergen a los niveles R y L respectivamente (fig. 4.7}.

Regla Original  Regla Reflejada
R=3 L=1

Figura 4.7: Diagramas de subconjuntos (regla original y reflejada) del reversible (3,h) regla 715.
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Sin embargo, al checar las matrices de conectividad de un autémata sélo estamos estudiando
las rutas de longitud 1 6 lo que es lo mismo los ancestros de las cadenas de un elemento. Pero
hemos visto que la propiedad de combinabilidad no necesariamente tiene que presentarse en las
cadenas de longitud 1 sino que puede aparecer hasta cadenas que tengan un mayor ndmero de
estados, entonces jcémo podemos utilizar las matrices de conectividad para estudiar las cadenas
de longitud mayor que 17 {0 equivalentemente, rutas de longitud mayor que 1 en el diagrama de
de Bruijn).

Es bien conocido en la Teoria de Graficas que si una matriz de conectividad se eleva a cierta
potencia se obtendran las rutas que existen en la gréfica con longitud igual a esa potencia. Asfesto
se puede extender mas, ya que la multiplicacién de dos matrices de conectividad de una grafica
representa las rutas que existen en el mismo formadas por los arces cuyos valores corresponden
a los de las matrices de conectividad (fig. 4.8).

ACLR(3.h) regia 9711
M.C. M.C. M. C.
012 ria0d rutal ruta 01
eloo2 [110]]000 000
11220 [001:“})00] =l:111:|
2l111 LOOO]] 111 000

Original

R:-3 M=1 L=1

Figura 4.8: Indices de Welch para la cadena 01 del reversible (3,h) regla 9711.

En la fig. 4.8 observamos las matrices de conectividad de los estados 0 y 1. En el caso
de la matriz del estado 0, por si sola no tiene el valor necesario de los indices de Welch para
considerarla como reversible, pero al multiplicarla por la matriz del estado 1 y obtener la matriz
de conectividad de la cadena 01, se observa en el resultado que el valor de los indices satisface la
propiedad de combinabilidad.

Si extendemos este analisis para todas las matrices de conectividad de las cadenas de longitud
2 y este comportamiento se presenta en todos los casos, se satisface por completo la propiedad de
combinabilidad y el autémata es reversible, en caso contrario, se tendrén que checar las matrices
de conectividad de las cadenas de longitud 3 y asi sucesivamente.

En sintesis, para leer el valor de los indices de Welch desde una matriz de conectividad y saber
si est4 cumpliendo con el principio de combinabilidad se debe cumplir lo siguiente:

o El niimero de lugares diferentes a 0 en cada renglén debe ser igual 2 0 6 R.
¢ El nimero de lugares diferentes a 0 en cada columna debe ser igual a 0 ¢ L.

o Lasuma de elementos en la diagonal principal debe ser 1, es decir, un sélo ciclo es permitido
para producir la secuencia de estados representada por la matriz de conectividad.
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Sj cada matriz de conectividad correspondiente a cada cadena posible de una longitud dada
(que puede ser mayor o igual a 2r) cumple estas caracter{sticas, se concluye que el valor del indice
M = 1y por lo tanto el autémata es reversible (fig. 4.9).

ACLR(2,1) LMR=4 ACLR(5,h) LMR=5

00011011

ACLR{3,1) LMR=9

ACLR(6,h) LMR=6 000102 1011 1220 21 22
012345 owle 00

01 000

10{0 0 0,
11 '
12

U b = D

21
22

Figura 4.9: Diferentes formas de matrices de conectividad para autématas reversibles, con un
sélo 1 en la diagonal principal y valores de L* R = %*" induciendo que M = 1.

Para un autémata no reversible €l proceso anterior generard matrices de conectividad en donde
ya sea que la suma de los elementos de la matriz sea diferente a k%" y por lo tanto no se cumpla
la multiplicidad uniforme, o la suma de elementos en la diagonal principal sea mayor que 1 con
lo que existirdn multiples ancestros para una cadena dada (fig. 4.10).

Matriz de conectividad §} Matriz de conectividad

ACIL(5,h) ACL(4,h)
No reversible No reversible
01234 0123

Ancestros =7 Diagonal principal
mayor que k2* con valor mayor que 1

Figura 4.10: Matrices de conectividad para autématas no reversibles.
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4.2 Método para encontrar Autématas Celulares Lineales
Reversibles

A continuacién se presentara un proceso el cual utiliza las propiedades anteriormente expuestas
para calcular todos las posibles reglas reversibles para un autémata (k,r). Como forma de ejem-
plificar lo anterior se tomara el caso de un autémata (4,h) pero este proceso se puede adaptar
para cualquier caso.

La estrategia a seguir es ir generando todas las matrices de evolucién posibles que cumplan
las propiedades por cada estado necesarias para que el autémata sea reversible, por lo que se
tomars una plantilla para la matriz de evolucién donde los elementos de la diagonal principal
sean diferentes entre si y permanezcan asi durante todo el proceso (tabla 4.2).

Tabla 4.2: Plantilla para generar todas las matrices de evolucién posibles candidatas a ser re-
versibles (4,h).

Sobre esta plantilla se empezara a colocar los elementos de cada estado desde 0 2 k—1 (en el
ejemplo anterior de 0 a 3), cumpliendo con que cada estado debe aparecer el mismo nimerao de
veces que los demas.

Un proceso adicional en el método es verificar conforme se actualiza cada estado que no se
formen dos o més ciclos iguales de longitud 2 con nodos distintos (cosa que no puede ocurrir en
un autémata reversible pues indica que una secuencia de dos elementos puede ser generada por
varias cadenas de dos estados). La forma de verificar esto es formar una matriz auxiliar en donde
cada renglén representara un estado del autémata y los elementos del mismo una codificacién
de las vecindades que lo generan, ésta puede ser elevando al cubo el valor de cada célula que
pertenece al ancestro del estado y sumar los valores.

Si existen dos valores iguales en un renglén significa que existe un ciclo de longitud 2 for-
mado por un mismo estado, de este modo una secuencia de cualquier longitud formada por este
estado tendria dos ancestros posibles uno compuesto por los elementos del ciclo y otro por las
coordenadas de la diagonal principal donde se localiza el estado (fig. 4.11).

EstadoOenla
matriz de evolacidn

Figura 4.11: Matriz de rutas del estado 0 en un autémata (4,h) donde se observan miltiples
ancestros.

Si un renglén tiene dos valores que aparecen en otro renglén significa que existen dos ciclos
iguales de longitud 2 formado por distintos nodos; asi, una secuancia formada por los elementos
det ciclo tiene como posibles ancestres cadenas compuestas ya sea por los nodos de uno de los
ciclos 6 por los nodos del otro, evitando que sea reversible (fig. 4.12).
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EstadoOylent
rairiz de evolucién
01

Lt b e S

-3
Matriz de rotas

Figura 4.12: Matriz de rutas de} estado 0 y 1 en un autémata (4,h) con miiltiples ancestros.

Aunque este paso no es necesario para detectar autématas reversibles es de gran utilidad ya
que ayudars a descartar muchas matrices de evolucién de manera rapida y agilizar el célculo.

Una vez que se ha llenado la matriz de evolucién completamente, se procede a verificar si las
matrices de conectividad para cadenas de un elemento cumplen con el principio de combinabilidad,
de no ser asi se verifican las matrices de conectividad de cadenas de dos elementos y se continta
ya sea hasta que todas las matrices de conectividad cumplan con ser debilmente combinables
obteniendo el cluster minimo del autémata, o que cualquier matriz de conectividad presente
alguna de las condiciones para descartar al autémata como reversible (fig. 4.13).

Longitudes de cadenas
1 2 3
.

Figura 4.13: Crecimiento de! mimero de matrices de conectividad a revisar para cadenas de
longitud 1 en adelante para un autémata (4,h}.

El proceso completo se realiza de la siguiente forma:

1,

2
3.
4

Actualizar en la matriz de evolucibn del sutdmata (k,r) los elementos del estado n.

. Checar ciclos de longitud 2, si estos existen, regresar a 1.

Sin<k—1 se pasa a 6.

. Checar las matrices de conectividad empezando para Jas cadenas de longitud 1 en adelonte;

si se presenta algune de las condiciones de no reversibilidad, pasar o 7.

. Obtener el cluster minimo del autdmata reversible, compararlo con los ya obtenidos y si es

nuevo guardarlo en un archivo.

. Hacer el proceso ahora para ¢l estado n4- 1,

. Si existen mds formas de colocar los elementos del estado n en la matriz de evolucidn

regresar a 1; si no salir del proceso.
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El siguiente diagrama (fig. 4.14) refleja el flujo del programa; el listado del mismo para. el
caso (4,h) se presenta en ¢l Apéndice A.

Proceso (estado n)

Figura 4.14: Flujo del proceso para obtener autématas reversibles {k,r).
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4.3 Comentarios sobre el método propuesto

El algoritmo aqui presentado se ha implementado para encontrar todos las reglas reversibles
para los autématas (4;h), (5,h) y (6,h) a continuacién se presentan algunos apuntes sobre el
comportamiente de mismo.

En este aspecto cabe destacar que el proceso genera todas las posibles matrices donde cada
estado aparezca el mismo niimero de veces que el resto, es decir mientras mas estados se tengan,
el niimero de matrices generadas aumenta dramaticamente. Debemos afiadir a ésto el tiempo
requerido para saber si una pesible matriz de evolucién define un autémata reversible ya que el
mimero de matrices de conectividad a estudiar aumenta exponencialmente conforme aumerte la
longitud de las cadenas a analizar.

Una vez que una matriz de evolucién define un autémata reversible se debe cilcular el cluster
minimo, calculo el cual también aumenta su tiempo de manera exponencial conforme existan
mayor nimero de estados.

Todo esto nos lleva a que para el caso de un autémata (4,h) el tiempo de calculo de todas
las posibles reglas reversibles nos lleva 20 segundos. Para el caso (5,h) sabemos que uno de los
{ndices de Welch debe ser 1 y se puede aprovechar ésto fijando por ejemploa L = 1, generando sdlo
aquellas matrices de evolucién donde cada columna este formada por elementos todos distintes;
por lo que el tiempo de cdlculo requerido para los posibles reversibles (5,h) es de dos minutos y
medio aproximadamente. En el caso (6,h) tenemos que no se puede fijar el valor de un indice
a 1, por lo que se tiene que generar todas las posibles combinaciones de estados para producir
las posibles matrices de evolucitn reversibles, siguiendo un esquema parecido al caso (5,h) se
calcularon sélo aquellos reversibles (6,h) donde L = 1 y el proceso tardé un poco méas de 20
horas.

Otro aspecto a mencionar es que el procese propuesto no necesita almacenar en memoria
las matrices de conectividad que vaya generando,éstas simplemente se obtienen de la matriz de
evolucién y para obtener las matrices de conectividad de cadenas de longitud mayor que 1 se usa
un proceso recursivo, dejando el manejo de la memoria en manos del compilador.
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Capitulo 5

Presentacidén de los resultados
obtenidos con el método
propuesto

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos por el método propuesto para encontrar
los autématas reversibles para los tipos (4,h),(5,h) y (6,h). Tanto en el primer caso (fig. 5.1 -
5.4) como en el segundo (fig. 5.5 y 5.6) se mostrard la lista completa de autématas reversibles
encontrados y algunos ejemplos de evolucién de los mismos y en el tltimo caso (fig. 5.7 - 5.13)
ya que el listado resulta muy extenso, sélo se presentaran algunos ejemplos de evolucién.

Fin cada autémata se presenta el especimen que el programa de computacién genera asf como

el cluster minimo del mismo.
Para los casos con menor mimero de estados (2,h) y (3,h) sélo existe uno y dos autématas

reversibles respectivamente, por lo que no se presentan resultados de los mismos.

71



5.1 Resultados para los Autématas Celulares Lineales Re-

versibles (4,h)

AUTOMATAS CELULABES LINEALES
REVERSIBLES 4H con L=1, R=4
Cluster Mimme No. 1: 0055AAFF | Especimen: FFAA5500
Cluster Minimo No. 2: G055BAEF | Especimen: FBAES500
Cluster Minime No. 3: 0055AFFA | Especimen: FAAF5500
Cluster Minimo No. 4: 0056ESBF | Especimen: FEGB9500
Cluster Minimo No. 5: 006ABED5 | Especimen: FEA95700
Cluster Minimo No. 6;: 0066BFD9 | Especimen: FAADS5700
Cluster Minimo No. 7: 0154AFFA | Especimen: FAAF1540
Cluster Minimo No. 8: 0550AFFA | Especimen: FAAF0550

AUTOMATAS CELULARES LINEALES
REVERSIBLES 4H con L=2, R=2

Especimen: FEAOFSA0
Especimen: FSAGB5SEQ
Especimen: F5AQ0A5F0

Cluster Mimimo No. 1: 5AFQ5AF
Cluster Minimo No. 2: 05AF05EB
Cluster Minimo No. 3: 05AF0FA5
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Cluster minimo Especimen

olution

Figura 5.1: Reversibles (4,h) con L=1y R=4.
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Cluster minimo

Especimen

CAU4H Evelution

G

LcaUaH Evolution

Figura 5.2: Reversibles (¢,h)con L=1y R=4.
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Cluster minimo

Especimen

LCAU4H E;a;[thmn

Figura 5.3: Reversibles (4,h)con L=2y R=2.
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" i

LCAU4H Evolution

Figura 5.4: Reversible (4,h) regla FSAOB5EQ y su regla inversa (4,1) obtenida por medio de los
Diagramas de Welch.
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versibles (5,h)

5.2 Resultados para los Autématas Celulares Lineales Re-

AUTOMATAS CELULARES LINEALES
REVERSIBLES 5H con L=1, R=5

Cluster Minimo No. 1: 000667CCILJOO Especimen: 400ITHCC66500
Cluster Minimo No. 2: 000667CCINJNO Especimen; 4NOINHCC66500
Cluster Minimo No. 3: 000667CCIOONI Especimen; 4NJIOHCC66500
Cluster Minimo No. 4: 000667CCIJOOI Especimen: 4NIHOMCC66500
Cluster Minimo No. 5: 000667CDJIEJO Especimen: 40JDJICC66500
Cluster Minimo No. 6: 000667CDOIDJO Especimen: 40IDJNCC66500
Cluster Minime No. 7: 000667HCJOODI Especimen: 4ONIHMCH66500
Cluster Minimo No. 8: 000667THCJJOEI Especimen: 4NNIMMCH66500
Cluster Minimo No. 9: 000667THCILIEO Especimen: 40JIHHCMGG500
Cluster Minimo No. 10: 000667HCINIJDO | Especimen: 4NJIMHCM66500
Cluster Minimo No. 11: 000667DIJCEJO | Especimen: 40ITHMCM66500
Cluster Minimo No. 12: €00667DDJOOHH | Especimen: 4NIIMMCM66500
Cluster Minimo No. 13: 000667DIJEQJC | Especimen: 40IDHNCM66500
Cluster Minimo No. 14: 000667DJJOJHC | Especimen: 4ODDJINCHG6500
Cluster Minimo No. 15: 000667HEJOEDI | Especimen: 40DDINCME6500
Cluster Minimo No. 16: 000667DIIOQOMC | Especimen: 40ITHCCO66500
Cluster Minimo No. 17: 000667DDIOOMH | Especimen: 4ANIIMCCO66500
Cluster Minimo No. 18: 000667JOJCEDI Especimen: 40DIJCCJ66500
Cluster Minimo No. 19: 000667JEMIIMM | Especimen: 4NDIOCCJ66500
Cluster Minimo No. 20: 00066CCBJNJIO | Especimen: 4NJIOGCCB6500
Cluster Minimo No. 21: 00066CCBJOOIL | Especimen: 4ONIILCCB6500
Cluster Minimo No. 22: 00066CCBIJOOI | Especimen: 4NIIOLCCB6500
Cluster Minimo No. 23: 00066CCGJOOID | Especimen: 4ENIILMCB6500
Cluster Minimo No. 24: 00066CHBMIIOQO | Especimen: 4ONIHLCHB6500
Cluster Minirao No. 25: 00066CJIMCBNN | Especimen: 4NJIOBCDB6500
Cluster Minimo No. 26: 00066CIIMC800 | Especimen: 4ONIIBCEB6500
Cluster Minimo No. 27: 00066CJTHCINN | Especimen: 4NIIOBCEB6500
Cluster Minimo No. 28: 00066DCBNIHOQ | Especimen: 4OMIILCDBG500
Cluster Minimo No. 29: 00066DCBONHIO | Especimen: 4NHIOLCDB6500
Cluster Minimo No. 30: 00066DCBNIMOI | Especimen: 4NHIOGCEB6500
Cluster Minimo No. 31: 00066CITHM9MO | Especimen: 4EQIIBMDB6500
Cluster Minimo No. 32: 00066CIIMMS8MO | Especimen: 4ENIIBMEB6500
Cluster Minimo No. 33: 00066DCLNIHOE | Especimen: 4EMIILMDB6500
Cluster Minimo No. 34: 00066CDINC800 | Especimen: 4ONIHBCJB6500
Cluster Minimo No. 35: 00066DEQOCTII | Especimen: 4OMIHLCIB6500
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AUTOMATAS CELULARES LINEALES
REVERSIBLES 5H con L=1, R=5 (continuacién)

Cluster Minime No. 36: 00066CCDNIS8O0 | Especimen: 4ONDILCCG6500
Cluster Minimo No. 37: 00066DDGNCHOO | Especimen: 4ONDHLCHGE500
Cluster Minimo No. 38: 00066DCDNI7O0 | Especimen: 4ONDIBCEG6500
Cluster Minimo No. 39: 00066CIGMCIOO | Especimen: 40MDILCDG6500
Cluster Minimo No. 40: 00066DELOCMII | Especimen: 4ONDHBCJG6500
Cluster Minimo No. 41: 00066CDGNCIOO | Especimen: 4OMDHLCIG6500
Cluster Minimo No. 42: 00066CHDMISOQO | Especimen: 4OMDHGCJIG6500
Cluster Minimo No. 43: 00067CC6INJIO Especimen: 4ANJIOG7CC8500
Cluster Minimo No. 44: 00067CC6JOOII Especimen: 4ONIIL7CC6500
Cluster Minimo No. 45: 00067CC6I00ONI Especimen: 4ANNINL7CC6500
Cluster Minimo Neo. 46: ¢0067CC6IJO0I Especimen: 4NIIOL7CC6500
Cluster Minimo No. 47: 060067DCSENJIO Especimen: 4NJIOB7DC6500
Cluster Minimo No. 48: 00067DC6EOOIL Especimen: 40NIIBTEC6500
Chuster Minimo No. 49: 00067DC6EJOJI Especimen: 4NNINB7EC65G0
Cluster Minimo No. 50: 00067DC6DOONI Especimen: 401LIBTEC6500
Cluster Minimo No. 51: 00067DC6DJOOI Especimen: 4NIIOB7EC6500
Cluster Minimo No. 52: 00067CC8NISOO Especimen: 4ONDIL7CH65G0
Cluster Minimo No. 53: 00067JC6DIDOO Especimen: 40NDIB7TEHG500
Cluster Minimo No. 54: 00067HI6JOOCH Especimen: 40MDIL7DH6500
Cluster Minimo No. 55: 00067DC9EOSIL Especimen: 4ONSID7EC6500
Cluster Minimo No. 56: 00067DC8SNI7T00 Especimen: 40M8INTDC6500
Cluster Minimo No. 57: 00067JC7DIBOO Especimen: 40NSIC7EHG500
Cluster Minimo No. 58: 00067HIGIOOC7 Especimen: 4OM8IM7DHG500
Cluster Minimo No. 59: 0007CC66JOOII Especimen: 40NIIMCB66A00
Cluster Minimo No. 60; 00077DO0OBB9II Especimen: 4NNINMCB66A00
Cluster Minimo No. 61: 00076DOONIH7B | Especimen: 4NIIOMCB66A00
Cluster Minime No. 62: 0007CC68NIS0O0 Especimen: 40NDINCB66A00
Cluster Minimo No. 63: 00077DOODBISI Especimen: 40IDJNCB66A00
Cluster Minimo No. 64: 00077TDOSNIH7L Especimen: ANNIMMCG66A00
Cluster Minime No. 65: 00077DQOBGYHI | Especimen: 40ITHMCL66A.00
Cluster Minimo No. 66: 00076DOENIHTL Especimen: 4NIIMMCLG6A00
Cluster Minime No. 67: 0007CCGS8LISOO Especimen: 4ONDHNCG66A00
Cluster Minimo No. 68: 00077DOCDGI71 Especimen: 40IDHNCL66AG0
Cluster Minimo No. 69: 00077I00ONDCS6 Especimen: 40DDJNCG66A00
Cluster Minimo No. 70: 0007CCG9J0981 Especimen: 40DDINCLG6A0Q
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AUTOMATAS CELULARES LINEALES
REVERSIBLES 5H con L=1, R=5 (continuacién)

Cluster Minimo No, 71: 0007CCIIJO066 | Especimen: 40NIICCB66K00
Cluster Minime No. 72: 00077DO0DIJ76 | Especimen: 4NNINCCB66K00
Cluster Minimo No. 73: 00077CIIJOO76 Especimen: 40ILJCCB66K00
Cluster Minimo No. 74: 00076CIIJOO7TB Especimen: 4NIIOCCB66K00
Cluster Minimo No. 75: 00077CIIGOOM6 | Especimen: 40IDJDCB66K00
Cluster Minimo No. 76: 0007CC8IJOOG6 | Especimen: 4OMDINCB66F00
Cluster Minimo No. 77: 00077HOONID76 | Especimen: 40HDJNCB66F(0
Cluster Minimeo Ne. 78: 00077DO9DLITL Especimen: 4NNIMCCG66K00
Cluster Minimo No. 79: 00077CILJEQ96 Especimen: 4QITHCCLGEKO0
Cluster Minimo No. 80: 00076CIIJEO9B Especimen: 4NIIMCCLG66K00
Cluster Minimo No. 81: 0007CCJ0OJ698I Especimen; 40DIJCCG66K00
Cluster Minimo No. 82: 00077JIGGBCOO | Especimen: 4ANDIOCCG66K00
Cluster Minimo No. 83: 00077JIHGB700 | Especimen: dNDINCCL66K00
Cluster Minime No. 84: 00076CIDIOOTG | Especimen: 40IDHDCLE6K 0
Cluster Minimo No, 85: 00077HIGLBDOO | Especimen: 40DDJDCG66K00
Cluster Minimo No. 86: 00077CI8JO0O7G | Especimen: 40DDIDCL66K00
Cluster Minimo No. 87: 0007CC88J00GG | Especimen: 4OMDHNCG66F00
Cluster Minimo No. 88: 0007CCJOLIILL Especimen: 40HDHNCLG6F00
Cluster Minimo No. 89: 00077DOOBDJI6 | Especimen: 40CDINCG66F00
Cluster Minimo Na. 90: 00077DOOBILJH6 | Especimen: 40CDINCL6G6F00
Cluster Minimo No. 91: 00076DJOOIH7B | Especimen: 4NIIOLCBB6AGO
Cluster Minimo No. 92: 00076CJOOII7B Especimen: 4NIIOBCBB6K00
Cluster Minimo No. 93: 00076CIJJOJ7B Bspecimen: 4NHIOLCBBGF(00
Cluster Minimo No. 94: 0007CHLLNID99 | Especimen: 4EDSIMMLG6A00
Cluster Minimo No. 95: 0007CH9INIDLL | Especimen: 4EDSICMLG6K00
Cluster Minimo No. 96: 00076DINOIM7B | Especirnen: 4NIIOL7BC6A00
Cluster Minimo No. 97: 00076CINOIN7B | Especimen: 4NIIOB7BC6K00
Cluster Minimo No. 98: 0007DJICEL86C | Especimen: 4NHIOS7ECEF00
Cluster Minimo No. 99: 0007DJICBINO6 | Especimen: 4NHIO67DC6K00
Cluster Minimo No.100: 001662CDOIDJO | Especimen: 40IDJNCC16600
Cluster Minimo No.101: 001662CHIOOND | Especimen: 4EILIMMC16600
Cluster Minimo No.102: 001662HCHOONI | Especimen: 4OITHMCM16600
Cluster Minimo No.103: 001662HEROENI | Especimen: 40IDHNCM16600
Cluster Minimo No.104: 001662DIIMEMO | Especimen: 4NOIMCCI16600
Ciluster Minimo No.105: 001662DITOOMC | Especimen: 4OIIHCCO16600
ESTA TESIS NO DEBE
SAIR BE LA BIBLIUTECA
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AUTOMATAS CELULARES LINEALES
REVERSIBLES 5H con L=1, R=5 (continuacién)

Cluster Minimo No.106: 001662DIIEOQC [ Especimen: 4NIIMCCO16600
Cluster Minimo No.107: 001662DDIOOMH | Especimen: 4NCIOMCI16600
Cluster Minimo No.108: 001662DHOCIJO | Especimen: 40IDHDCO016600
Cluster Minimo Ne.109: 001672C71JO01 Especimen: 4NITOMT7C26600
Cluster Minimo No.110: 001673IJNOIMC7 | Especimen: 400DHDCI46600
Cluster Minimo No.111: 0016C3NIJNOHB? | Especimen: 460DHICH4L600
Cluster Minimo No.112: 0016C30NNIMB? | Especimen: 460DIDCD4L600
Cluster Minimo No.113: 0016C3JOOIHB7 | Especimen: 460IHCCI4L600
Cluster Minimo No.114: 0016C3IJNOIMB7 | Especimen: 460DHDCI4L600
Cluster Minimo No.115: 00177DJJBB4NN | Especimen: 4NIIOM7B26B00
Cluster Minimo No.116: 00166CCAIJOOI | Especimen: 4NITOLCC16700
Cluster Minime No.117: 00167CCEIION Especimen: 4011IL7C26760
Cluster Minimo No.118: 00167CC51J00L Especimen: 4ANIIOL7C26700
Cluster Minimo Ne.119: 6017C2671J00I Especimen: 4NIIOLCB16CO0
Cluster Minimo No.120: 001773JJBBENN | Especimen: 4NIIOL7B26C00
Cluster Minime No.121: 006652DIIOOMC | Especimen: 40IIHCCO06650
Cluster Minimo No.122: 006652DIITEOOC | Especimen: 4NIIMCCOG6650
Cluster Minimo Ne.123: 006652DLIEQJC Especimen: 4NEIOCCI06650
Cluster Minimo No.124: 006652DJIOIMC | Especimen: 40IDHDCO06650
Cluster Minimo No.125: 006652DDIOOMH | Especimen: 40CDINCI06650
Cluster Minimo No.126: 0067AC6AIJOOI | Especimen: 4EC88HMO0G850
Cluster Minimo No.127: 0066ADJIC74NN | Especimen: 4NIIOLCB06C50
Cluster Minimo No.128: 00667CC0LJOOI | Especimen: 4NIIOL7C067A0
Cluster Minimo No.129: 0067A26CLIO0I | Especimen: 4NIIOL7B06CAQ
Cluster Minimo Na.130: 0076 A8JJC74NN | Especimen: 4NIIOKCB56C50
Cluster Minimo No.131: 007672C111001 Especimen: 4NITOK7CAGOAD
Cluster Minimo No.132: 0077A76A1JO0I Especimen: 4NIIOKTBA6BAQ
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Figura 5.5: Reversibles (5,h}con L=1y R =5.
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Cluster minimo Especimen
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Figura 5.6: Reversibles (5,h)con L=1y R=5.
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5.3 Resultados para los Autématas Celulares Lineales Re-
versibles (6,h)

Cluster minimo Especimen

LCAUGH Evaolution B

Figura 5.7: Reversibles (6,h) con L=1y R=6.
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Cluster minimo

Especimen

LCP.UéH Evuluti-o-n
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i
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LCAaUsH Evolution

Figura 5.8: Reversibles (6,h) con L=1y R=6.
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Cluster minimo

Especimen

LCAUG-H Evuluiibrf

LCAUGH Evolition

LCAUGH Evolution

LCAUGH Evolution

" Figura 5.9: Reversibles (6h) con L=1y R=6.
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Cluster minimo

Especimen

LCAUBH Evalution

LEAUBH Evoiution

Figura 5.10: Reversibles (6,h) con L=2y R=3.
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Cluster minimo

Especimen

LCAUGH Evolution

LCAUGH Evolution

Figura 5.11: Reversibles (6,h) con L=2y R=3.
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Cluster minimo Especimen

LCAUGH Evulution LCAUGH Evolution

H Evolution _ i CAUGH Evolution

T A

Figura 5.12: Reversibles (6,h) con L=2y R =3.
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Figura 5.13: Reversible (6,h) regla WEZSP7LIOWEZSP7LIO y su regla inversa (6,h) obtenida
por medio de los Diagramas de Welch.
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5.4 Comparacién de resultados con los otros métodos de
cilculo de reversibles

El proceso aqui propuesto ha obtenido los mismos resultados comparado con el algoritmeo de
Hillman para los casos (3,h) y (4,h), en el caso del (5,h) Hillman obtuvo con su algoritmo de
Hillman 385 clusters minimos, sin embargo, al parecer la forma de definir sus clusters fué diferente
a la presentada en este escrito por lo que con una posterior revision de los mismos que Hillman
est haciendo actualmente se espera que concuerde con nuestros resultados.

Cabe sefialar las grandes semejanzas que existen entre el algoritmo que Hillman desarrolld y el
proceso que aqui se expone, ya que las tablas que Hillman produce en su proceso para los posibles
ancestros de una cadena en realidad pueden ser vistas como las coordenadas donde aparecen 1's
en la matriz de conectividad de la misma y la concatenacién que hace él de tablas para obtener
los ancestros de cadenas de mayor longitud es similar a multiplicar matrices de conectividad para
obtener otras matrices de cadenas de mayor longitud.

Sin embargo la implementacién del algoritmo de Hillman debe tomar en cuenta almacenar
todas las tablas que se vayan formando conforme crezca la longitud de las cadenas a revisar y
realizar comparaciones entre el grupo de tablas de ancestros para las cadenas de cierta longitud
con las tablas para cadenas de longitud menor.

En el proceso presentado en este trabajo, la recursién nos permite no tener que guardar las
matrices de conectividad conforme se vayan generando y no se tienen que realizar comparaciones
de una matriz de conectividad con las demas de cadenas de longitud menor, sino que usamos €l
criterio de los indices de Welch para saber si las matrices de conectividad manifiestan un mapeo
global reversible.

De hecho la implementacién de Hillman podria mejorarse agregando estas mismas condiciones
y evitando hacer comparaciones entre tablas. Por ejemplo, Hillman dice que cada tabla debe tener
el mismo ntimero de elementos que €l resto, ésto no es mas que aplicar el concepto de multiplicidad
uniforme, la comparacién que hace entre tablas puede evitarse si mejor en cada tabla se verificara
que una columna tuviera L elementos distintos y en la otra R elementos distintos, la condicién
que establece que sélo una pareja debe ser formada por elementos iguales es revisar que solo exista
un vnico ciclo permitido para generar la cadena; asi se tendria que para cada tabla LR = k%7,
por lo que M =1,

De esta manera mientras que el algoritmo de Hillman tarda en calcular las reglas reversibles de
un autémata (5,h) mds de 13 horas, la implementacin que se expone aqui con una programacion
muy simple tarda menos de 3 minutes, y se espera todavia mejorar este tiempo.

En el caso del algoritmo que usa indices de Welch, el tiempo de cilculo no es muy diferente,
sin embargo este proceso sélo contemplaba autématas reversibles donde un renglén estuviera
formada por elementos todos iguales, cosa que no siempre sucede para los reversibles.
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Conclusiones

Perspectivas para mejorar la computacién de los Autématas Celulares
Lineales Reversibles

El trabajo desarrollado por Hedlund y Nasu nos ha dado una caracterizacién completa acerca del
comportamiento y las cualidades que debe mostrar ia reglas de evolucién en un autémata celular
lineal para inducir un mapeo global reversible, no importando cuantas células tenga el arreglo
donde se implementa.

Sin embargo, atin quedan varias cuestiones por investigar, por ejemplo el algoritmo propuesto
empieza a revisar las matrices de conectividad para cadenas de longitud 1 en adelante, pero si el
autémata es reversible, jen qué momento se manifestara el principio de combinabilidad que Nasu
sefiala?, es decir, jpara qué longitud de cadena las matrices de conectividad serdn debilmente
combinables?.

Si tuvieramos la respuesta a esta cuestién podriamos checar sélo las matrices de conectividad
para las cadenas de dicha longitud y ahorrarnos las demas observaciones, con lo que el tiempo
de cdlculo de reversibles seria menor.

Otro aspecto a tratar es el tiempo de cilculo del cluster minimo, esta cuestién aunque es
puramente operativa en la implementacién del proceso es importante ya que mientra mas estados
y/o mas grande sea la vecindad en el antémata, mas tiempo se consumird en calcular el cluster
minimo. Ya que este calculo se basa en hacer permutaciones por renglones, columnas y estados,
tenemos por ejemplo que para un (4,h) tenemos 4! de posibilidades para estas permutaciones,
para un (5,h) tenemos 5! y asi sucesivamente; por lo que se debe encontrar métodos mas eficientes
para agilizar el calculo de estos clusters minimos.

También tenemos que el proceso genera todas las posibles matrices de ciertas caracteristicas
y de éstas selecciona aquellas que cumplan con ser debilmente combinables. El problema con
esta aproximacién es que conforme aumenta el nimero de estados y el tamafio de vecindad, las
posibles matrices a generar aumentan exponencialmente,

Pero, por qué no inducir la generacién directa de autématas reversibles; parece ser que los
reversibles (k,r) estan formados por subautomatas reversibles, es decir, que un reversible (6,h)
puede ser una extensién de un reversible (5,h) o de un reversible (4,h) junto con un reversible (2,h)
y asi sucesivamente. Si esta idea es correcta, el reversible (2,h) podria ser la base para generar
todos los demas autématas reversibles para un mayor nimero de estados y de este modo no se
tendrian que generar todas las posibles matrices de evolucién para filtrar de éstas a los autdématas
reversibles, sino que se generarian directamente matrices de evolucién que fueran extensiones de
un autémata reversible con menor niimero de estados, con lo que el nimero de matrices a generar
se podria reducir dramdticamente.

Otra alternativa interesante es aplicar la teoria de matrices para la deteccién de autématas
reversibles, ya sea haciendo uso de eigenvalores y eigenvectores, ver como se comportan estos
en las matrices de conectividad de un autémata reversible, asi como la utilizacién de productos
cartesianos.

Por otra parte el estudio aqui presentado detecta los valores de L y R, verifica si L+ R = k%
y en caso afirmative se induce que M = 1, pero por qué no plantear un proceso el cual leyera
directamente el valor de M, esto tendrfa la ventaja que si se cumple que M = 1 para cada
posible cadena de cierta longitud, se obtendria simultaneamente la regla inversa de tal autémata
reversible, para este motivo una mejor y mas profunda utilizacién de los diagramas de Welch
seria conveniente.
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Como se observa atin queda mucho por hacer para realizar el cslcule de todas las posibles
reglas reversibles para un cierto autémata (k,r) sobre todo para estudiar casos donde kyr
sean mucho mayores y ofrezcan por lo tanto una gama de comportamientos mas complejos e
interesantes.

Futuro de las aplicaciones de los Autématas Celulares Reversibles

Esta tltima parte puede resultar algo tentativa, pues en realidad aunque se han aplicado en
muchos campos a los autématas celulares, los problemas que se han atacado por este medio han
sido casos muy especificos y particulares en donde se ha observado que el comportamiento local
de las partes es fundamental en el funcionamiento del sistema.

Sin embargo, se pueden observar dos campos principales donde se pueden utilizar autématas
reversibles para realizar una tarea especffica, la codificacién de informacién y la encriptacién de
datos, en ambas aplicaciones se debe aplicar un proceso el cual transforme la informacién original
ya sea para su almacenamiento seguro en dispositivos magnéticos u dpticos o para ocultarla de
manera rapida y eficiente.

Por ejemplo, en cuestién de codificacién de datos para su almacenamiento en discos duros
se busca que estos se graben de tal manera que cambios en los mismos provocados por causas
no previstas (como cambios de corriente) no causen dafios que no se puedan reparar, es por
ésto que entre muchas cosas se busca almacenar la informacién de manera gue no existan largas
cadenas de bits con un mismo valor, pero a la vez esta informacién se debe poder decodificar
rapidamente para que los datos recuperen su forma original; es por esto que se podria pensar en
la implementacién de autématas reversibles que cumplieran ciertas caracteristicas (como evitar
formar largas cadenas formadas por un mismo elemento) para realizar dicha tarea.

En la cuestién de encriptacién de datos, la implementacién de autématas reversibles resulta
inmediata, y se puede obtener un grado de complejidad bastante interesante.

Por ejemplo, se podria utilizar simplemente un reversible (2,1) para encriptar la informacién
de un archivo binario lo cual resultaria muy trivial y poco seguro ya que existen pocos reversibles
en el caso (2,1), pero si agrupamos los bits en grupos de dos, el archivo tendrfa cuatro tipos de
elementos distintos y se podria implementar un reversible (4,h) por ejemplo en dende existen
once clusters minimos cada uno con decenas de reglas reversibles distintas.

Siguiendo esta idea podriamos agrupar ahora la informacién en grupos de tres bits obte-
niendo ocho posibles estados, si se decidiera aplicar un reversible (8,h) tendriamos millenes de
posibles reglas que inducieran un mapeo global reversible, aumentando el tamafio de vecindad
crece también draméticamente las posibilidades de obtener mds autématas reversibles para apli-
carlos como encriptadores. Ademas, su decodificacién resulta sencilla teniendoe la regla inversa,
la que a su vez puede tener un tamaifio de vecindad mayor a la regla original, lo que agrega un
grado mayor de seguridad.
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Apéndice A

Ejemplo de la aplicacion para un
Autémata (4,h)

A continuacién se presenta el programa de computacién que calcula los autématas reversibles
para el caso (4,h). Este programa fue escrito en lenguaje C ¥ se ejecutd en el UNIX del sistema
operativo NeXTSTEP, en una PC con procesador Pentium a 133 MHz y 16 Mb en RAM; aunque
este mismo proceso con muy ligeras modificaciones en la escritura del archivo, se adapto también
para ejecutarse en Turbo C++ 3.0 en sistema operativo MSDOS. Cabe sefialar que el mismo
proceso puede ser adaptado para cualquier tipo de autémata reversible (k,r) pues la forma de
deteccidén es la misma para todos los casos.

Finclude "stdio.h”

#include "ctype.h”

J*=xxx DEFINICION DE VALORES ***+x/
/* Niimero de estados del autémata */
#define numestados 4

/* Longitud de la regla de evolucidn */
#define longregla 16

/* Longitud del nimero wolfram */

#tdefine longcadena 8

/* Valor de producto L*R */

#define indice 4

/* Niimero de iteraciones a realizar para buscar el cluster minimo */
F#define numit 6

/* Nimero total de permutaciones */
#define numper 24

/* Indice izquierdo a buscar */

#define izquierdo 2

/* Indice derecho a buscar */

#define derecho 2

/* Nombre del archivo en donde guardar los resultadas */
#tdefine archivo * ACLR4H. TXT"

/***** VARIABLES GLOBALES QUE EL PROGRAMA UTILIZA Bk

/* Permutaciones posibles para buscar el cluster minimo */
int permutaciones[numper}{numestados}={
{0,1,2,3},{0,1,3,2} {0.2,1,3},{0,2,3,1},{0,3,1,2}.{0.3.2,L },
{1I0:213}|{11013}2}!{1!2!9'3}!{1!2)3r0}l{11310!2}){113}210}1
{230!113}|{2’0)311}’{2!11913}1{2l113!{]}!{21310’1}l{2l3lllo}l
{3,0,1,2},{3,0,2,1},{3,1,9,2},{3,1,2,{]},{3,2.0,1},{3,2,1,0}};

/* Matriz de evolucién del autémata */
int matriz{numestados][numestados];
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/* Matriz de las coordenadas de elementos del antémata *f
int coordenadas[numestados][numestados-1};

/* Matriz de rutas en el autémata */
int rutas[numestados][numestados-1);

/* Condicién de llenado para cada estado *
int cond;

/* Matrices auxiliares para obtener la conectividad de eada estado y el chnater minimo de un autémata reversible

=

int matrizb{numestados][numestados];
int matrize[numestados]{numestados];
int matrizd [numestados][unmestados];

/* Arreglo que recibe el niimero wolfram del autémata *f
char numwolfram(longcadenal;

/* Arreglo que guarda la regla de evolucién del autémata *f
char reglaevolucion[longreglal;

/* Valor méximo a buscar del tamafio de vecindad de la regla inversa si &l autdmata es reversible */
int maxvecindad="6;

/* Guarda la permutacién a realizar en la matriz de evolucién para buscar el cluster minimo */
int permutacion[numestados];

/* Guarda los cambios de estados a realizar en la matriz de evolucién pars buscar el cluster minimo */
int estados{numestados];

/* Cadenas que almacenan niimeros wolfram para encontrar el cluster minimo */
char nw{longcadenal;

char clustemp{longcadenal;

char final{longeadenal;

/* Guarda cuantos estados hay de un mismo valor por renglén o columna */
int estren,estcol;

/* Guarda que estados y que renglones se van a permutar *f
int renglon[numestados];

/* Almacena cuantas permutaciones tienen que hacerse para encontrar el cluster mfnimo */
int numedos;

/* Niimero de clusters mfnimos encontrados y archivo pasa guardarlos */
int totalclusters;
FILE *hoja;

/*Estructura del 4xbol binario que para descartar clusters ya generadoa *f
struct tnodo

char cadenafiongeadenal;
struct tnodo *izq;
struct tnodo *der;

H
typedef struct tnodo nodo;
typedef nodo *pnodo;
pnodo raiz;

{* Total de autématas reversibles generados por el proceso *f
int total;

/* Valores de los {ndices de Welch */
int R,L;
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/***** DECLARACION DE LAS FUNCIONES DEL PROGRAMA *Hx**f

void imprimiravance();

void inicio();

void borrar{int eda);

int lugar(int posicion);

void inicializar(int edo);

void llenado{int edo);

int incrementar(int edo,int posicion);

int actualizar(int edo);

int checarciclos(int edo);

void conectividad (int edo, int aux{numestados][numestados]);

void multiplo{int matrizbfnumestados][numestados], int matrizc[numestados][numestados]);
int checarindices(int matriz[numestados][numestados], int largo, int inicio, int fin);
int reversible();

void wolfram(int matriz{numestados][numestados]);

void contarestados();

void encontrar(int matrizfinumestadoslinumestados]);

void asignar(int ind, int array{numestados]);

void permutar(int arrayfnumestados]int mattiz[numestados] [numestados]);
void cambioest();

void menor();

void cluster();

pnodo lista(pnodo p, char palabra[longeadenal);

void listalibre(pnodo p);

void calculo{int edo);

[ PUNCIONES DEL PROGRAMA *rexxf

/* Presentar resultados en pantalla */
void imprimiravance()
{
int 1,j;
printf(*\n");
for(i=0;i<numestados;i++)

for(jzo;j<numestad08;i++)
printf("%3d” matriz[i][i]);
prictf("\n");

}

printf("\nReversible (4,h): %s",nw);

printf{*\nCluster del reversible {4,h): %s" final);

printf("\nTotal de clusters minimos encontrados: %2d \n" fotalclusters);

}

/* Inicializa 1 matriz de evolucién con valores de -1 excepto la diagonal principal la cual se llena con valores
desde C hasta numestados-1 */
void inicio(}

int i,j;
for(i=0;i<numestados;i++)
for(j==0;j<numestados;j++)
if(it=j)
matrizfi]fjl=-1;
elsa
matriz{i]{i]=i;
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/* Borrar elementos de la matriz de evolucién de un estado dado *f
void borrar(int edo)
{

int i;

int t1,t2;

for(i=0;i<numestados;i++)

t1=coordenadas{edo][i] /numestados;
t2=coordenadasfeda](i]- (t1*numestados);
matriz{t1][t2]=-1;
}
}

/* Checa si el lugar 2 ocupar en la matriz de evalucién estd disponible */
int lugar(int posicion)

int t1.t2;
t1=posicion/numestados;
t2=pogicion-(t1*numestados);
return(matrizft1][+2]);

/* Inicializa las coordenadas del estado siguiente st un estado paso las pruebas anteriores */
void inicializar(int edo}
{ intij
int t1,£2;
for(i=0;i<numestados-1;i4++)
for(j=0;)< {numestados*numestados);j+-+)
i#(lugar(j}==-1)
{

t1=j/numestados;
t2=j-{t1*numestados);
matrizft1]ft2]=edo;
coordenadasiedo]i}=j;
break;

}

/* Pone en la matriz de evolucién los elementos del estado segiin la matriz de coordenadas */
void llenadofint edo)

int i,t1,t2;
for(i=0;i<numestados-1;i-4-+)

tl=coordenadasfedo][i] /numestados;
t2=coordenadas[edo][t]- (t1*numestados});
matriz[t1])(t2]=edo;

}

/* Funcién que escoge que coordenada actualizar en la matriz de evolucidn */
jnt incrementar(int edo,int posicion)
{

int i;

int t1,t2;

int fag;

int valor valor2;

for(i=posicion;i<=numestados-2;i++)

if(i>posicion)
coordenadasfedo][i]=valor2;
while{flag==0)

valor=(-++coordenadas(edo][il};
if(valor>=(numestados*numestados))
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borrar(edo);

return -1;

t1=valor/numestados;
t2=valor-(t1*numestados);
if(matriz{t1][t2)==-1)

matriz[t1]ft2]==edo;
flag==1;

}
valor2=valor;

borrar{edo);
return $;

}

/* Actualiza las coordenadas de un estado dado en la matriz de evolucién */
int actualizar(int edo)
{ a =
nt 13
for(i=numestados-2;i>=0;i-)
if{incrementar(edo i)==0)
break;
if(i==-1)
refurn -1;
return 0;

}

/* Verifica si hay ciclos de longitud 2 en la matriz de evolucién */
int checarciclos(int edo)
{
int 1,5,k
int ciclo;
int t1,t2;
/*Obtiene la localizacion de el edo en la matriz y maximiza esta posicion */
for(i=0;i<numestados-1;i++)

t1=coordenadas]edo][i] /numestados;
t2=coordenadas[edo][i]- (t1*numestados);
rutas[edo][f]={(£1*t1*£1)+4(t2*62%42));

/*Compara gi en el mismo estado hay ciclos */
for(i=0;i<numestados-1;i++)

t1=rutasfedo][i];
if(i>0)
for(j=0;j<izj++)
t2=rutas{edo][il;

if(t2==t1}
return -1;
}

/* Verifica si se forman ciclos con estados anteriores */
for(i=0si<edosi++)

ciclo=0;
for{j=0;j<numestados-1;j-f--+)

for(k=0;k< pumestados-1;k++)
{
t1=rutas(i][k];

t2=rutasfeda](j];
if(t1==t2)
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ciclo++;
if(ciclo>1)
return -1;
break;
}
}
}

return 0;

}

/* Obtiene la matriz de conectividad del autémata de un estado dado y la guarda en la matriz aux */
vold conectividad(int edo, int aux{numestados]{numestados])

int 1§;
int £1,82;
for(i=0;l <numestados;i++)
for(j=0;j<numestados;j++)
auxlill|=0;
for(i=0;i<numestados;i++)

t1=coordenadasfedo][i}/numestados;
t2=coordenadas[edo]fi}-(t1*numestados);
aux[t1][t2]=1;

/* Multiplica dos matrices dadas y guarda el resultado en matrizd */
void multiplo{int matrizbnumestados][numestados], int matrizefnumestados){numestadaos))

int ijk;

int $emp;

for(i=0;i<numestados;i++)
for(j=0;j<numestados;j++)

temp=0;

for(k=0;k<numestados;k++)
temp+=matrizb{ij{k{*matrizc[k]{j];

matrizd(i][j]=temp;

}

/* Recibe una matriz de conectividad, la multiplica por las matrices de conectividad especificadas por el rango
eatsblecido en las variables inicio y fin y verifica sl L*R=kJr */
int checarindices(int matriz[numestados][numestados], int largo, int inicio, int fin)
{
int ij,k;
int valor;
int diagonal;
int matrizaux[numestados][numestados);
/* 5i se examina un tamafio de vecindad mayor a maxvecindad el autémata se descarta como reversible */
if(largo; maxvecindad)
return -1;
/* Copia la matriz de conectividad que recibe */
for(i=0;i <numestados;i++)
for{j=0;j<numestados;j++)
matrizanx(i}{jj=matriz[il{il;
/* Multiplica la matriz de conectividad que recibe por cada matriz de conectividad de los demds estados especi-
ficados *f
for{i=0;i<numestados;i++)

conectividad(i,matrizc);
multiplo{matrizawx,matrizc);

/* Si laguma de elementos es diferente que el valor de “ fndice,’, no se cumple con la Multiplicidad Uniforme

valor=0;
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}

for(j=0;j<numestadosii++)

for(k=0;k <numestados;k-4-+)

valor+=matrizd[j][k];

J* Si no se cumple con la Multiplicidad Uniforme el autémats se descarta como reversible */
if(valor!=indice}

return -1;
/* Para que el autdmata sea reversible, debe haber un sdlo elemento en 1a diagonal principal ¥ L*R=k2r */
diagonal=0;
for(j=0;j<numestados;j++)

diagonal+=matrizd{jl[il;
/* 5i la traza es mayor que 1 entonces existen miiltiples ancestros y el autémata no es reversible */
if(diagonal;l)

return -1;
/* Obtiene cuantos renglones cumplen con el valor del ndice derecho */
R=0;
for(j=0;j<numestados;j++)

valor={};
for(k=0;k<numestados;k++-)
if(matrizd[j][k}==1)
valor+4;
if(valor==derecho)
R++;

/* Obtiene cuantas columnas cumplen con el valor del fndice izquierdo */
L=0;
for(j=0;j< numestados;j+-+)
{
valor=1;
for(k=0;k<numestados;k-+-+)
if(matrizd[k][j]==1)
valor++;
if(valor==izquierdo)
L++;

/* Verifica si los indices cumplen con L*R=k3r */
valor=0;
if({(R*L)==indice) & (diagonal==1))
valor=1;
/* Si no se cumple la condicién anterior ge vuelve a hacer el proceso *f
if(valor==0)

valor={checarindices{matrizd,largo+1,inicio,fin});
if(valor==-1)
return -1;

}

return 0;

/* Verifica el el autémate es reversible */
int reversible()

}

int i;

for(i=0;i<numestados;i++)
conectividad{i,matrizb);
if({checarindices(matrizb,2,0,numestados) j====-1)

return -1;

return 0;
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{/* Calcula el mimero wolfram de una matriz de evolucién *f
void wolfram (int matrizfnumestados][numestados])

int i;
int temp=0;
for(i=0;i <numestados;i+-)
far(j=0;j< numestados;j++)
reglaevolucion|(i*numestados)+jj=matriz[i](il;
for(i=longeadena-11i;=0:i-)

temp= (numestados*reglasvolucion[(i*2)+1]) +reglaevolucion[(i*2}];
if(temp< 10}
nwliongcadena-1-ij=toascii(48-} temp);
else
nwlongeadens-1-i)=toascii(55+temp);
}

}

/* Busca sl es necesario obtener la reflexién de la regla, para encontrar el clugter minimo ™/
void contarestados()
{ . 2

int 1,j;

int temp;

estren=estcol=(;

for(i=0;1<numestados;i++)

temp=>0;
for(j=0;j<numestados;j++)
if(matrizfi][i]==matziz[i][j])
temp4+3
if(tempjestren)
eatren=temp;

for{i=0;i<numestadosii++)
{
temp=0;
for(j=0;j<numestados;j++)
if(matrizfilfil==matriz[j|[il)
temp-4+;
if{temp;eatcol)
estcol=temp;
}

}

/* Encuentra que renglones tienen més elementos de un mismo estado y guarda en el arreglo rengldn esta in-
formacidn */
void encontrar(int matriz[numestados][numestados])
{
int id;
int temp,temp2,aux;
temp2=aux=0;
numedos=1;
renglonfauxj=0;
/* Encuentra que renglén tiene mds elementos de un mismo estado */
for(i=0;i<numestadas;i++)
{
temp=0;
for{j=0;j<numestados;j--)
if{matrizfi)fij==matriz[i][i])
temp--4;
if(tempgtemp2)

temp2=temp;
renglonfaux]=i;
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}

/* Encuentra si otros renglones tienen el mismo niimero de elementos de un mismo estado */
for{i=0;i<numestados;i++)

temp=f);
if{i!=renglonfaux])

for(j=0;j<numestados;j++)
if{matriz[i][j]l==matriz{i][i])
temp+-+;
if(temp==temp2)

renglon{numedos=i;
numedos+-+;
}
}
}
H

/* Asigna a un arreglo la permutacién de la matriz permutaciones */
void asignar(int ind, int array[numestados])

int i;
for(i=0;i<numestados;i+4)
array[i]=permutaciones|ind][i];

h

/* Permuta los renglones ¥ lag columnas de la matriz de evolucién y guarda éata en matrizb */
void permutar(int array[numestados],int matrizloumestados] [numestados])
{
int i,j;
for(i=0;i<numestados;i++)
for(j=0;j<numestados;j+-)
matrize[i][fj=matrizfarray[(numestados-1}-i)][array((numestados-1)-jll;

J* Combia los estados de 1a matriz de evolucidn */
void cambioest()
{

int 1,3}

int contador;

int temp;

contador=0;

for(i=numeatados-1;i;=0;i-}

for(j=numestadas-1;j;=0;j-)

temp=matrizcfi]{j];
for(k=0;k<contador;k++)
if(estados|k]j==temp)
break;
if(k===contader)

estadosfcontador]=temp;

contadort++;
}
if(contador==numestados)
break;

}
for(i=0;i<numestados;i++)
for(j=0;j< numestados;j++)
for(k=0;k <numestados;k+-+)
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if(matrizefj){k]==estadosfi])
} matrizd}jjfk]=i;

/* Compara dos nimeros wolfram y conserva el menor lexicograficamente hablando */
void menor()
{
int temp;
temp=satremp(clustemp,nw);
if(temp; 0}
strepy (clustempnw);

/* Obtiene el cluster mfnimo de una matriz de evolucién */
void cluster()

int i,j;
contarestados(};
if{estren;=estcol)

wolfram{matriz);
strepy{clustemp,nw);
encontrar{matriz);
for(i=0; <numedos;i++)
for(j=0;j<numit;j+4)

asignar{{renglon{i*numit) +j,perrmtacion);
permutar{permutacion,matriz);
cambioest(};

wolfram(matrizd};

menor();

}
strepy{final clustemp);
if(estcol;=estren)

for(i=0;i<numestadog;i++)
for(j=0;j<numestados;j++)
matrizbl[i}[j]=matriz[j][i);
wolfram{matrizb};
strepy(clustemp,nw);
encontrar(matrizb);
for(i=0;i<numedos;i++)
for(j=0;j<numit;j++)

asignar((renglon[i}*numit)+j,permutacion);
permutar(permutacion,matrizb};
cambioest();

wolfram (matrizd);

menor();

if(estcol;estren)
atrepy{final clustemp);
else
if((stremp{final,clustemp));0)
strcpy(final,clustempl;
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/* Campara los clusters minimos generados con los ya obtenidos por medio de un 4rbol binario y en caso de

ser nuevos log guarda en &l archive de resultados */
pnodo lista(pnodo p, char palabraflongcadenal)

if(p==NULL)

p=(pnodo) malloc(sizeof(nodo));
strepy (p-jcadena,palabra);
p->izq=p->der=NULL;
wolframn(matriz);
totalclustera++;
hoja—=fopen(archivo,“a”™);
if(totalclusters==1)
fprintf(hoja,”\n\nAUTOMATAS CELULARES LINEALES REVERSIBLES 4H con L=%2d\n" izquierdo);
fprintf(hoja,”\nCluster Mnimo No.%3d: " totalclusters);
fprintf(hoja,”%s” palabra);
fprintf(hoja,” Especimen: %s”,nw);
fclose(hoja};
imprimiravance();

else

if(stremp{palabra,p->cadena)<0)
p->izq=lista(p->izq,palabra);

if(stremp(palabra,p->cadena) >0}
p->der=lista(p->der,palabra);

return p;

}

/* Libera la memoria utilizada por el érhol binario */
void listalibre{pnodo p)

$#{ p->izq = NULL)
listalibre(p->>izq);
if( p->der |= NULL)
listalibre{p->der);
free(p);
}

/* Calculs las matrices de evolucién de los pasibles autdmatas reversibles */
void calculo(int edo)
{

int i3

int cond;

cond=0;

inicializar(edo);

while(cond===0)

Henado{edo);
if(checarciclos(edo)==0}

conectividad(edo,matrizb);
if((obtenerindices(matrizb,edo,2))==0)

if{edo==numestados-1)
if(reversible()==0)

total++;
cluster();
raiz=lista{raiz,final};
}
}

else
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caleulo(edo+1);

borrar(edo);
cond=actualizar({edo};
}
}

/*Cuetpo principal del programa */
void main()
{
totalclusters=total=0;
inicio(};
calenlo(0);
printf("\nTotal de matrices generadas: %d\n",total);
Yistalibre(raiz);
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