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GLOSARIO

€ es un elemento de

€ No es un elemento de

{...} conjunto

C es un subconjunto de

AoB B es un subconjunto de A
M interseccion

v unién

@ conjunto vacio

A® complemento de A

\ diferencia de conjuntos.

A diferencia simétrica

[a,b] intervalo cerrado
(a,b) intervalo abierto
V para todo

3 existe
= impiica que
|Al cardinalidad de A
A. medida interior
<> siy solo si
f,g, @, v funcién
1 funcion inversa

xa funcién caracteristica
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A

menor que

v

mayor que

v

mayor o igual que

72

menor o igual que

I, J intervalo

d(a,b) distanciadeaab

la| valor absoluto de a

A’ el conjunto derivado de A

[X] entero menor o igual que x

A° interior de A

‘A cerradura de A
lim limite

lim  timite superior

Fs unién infinita numerable de
cerrados.

Gs interseccion infinita
numerable de abiertos

! Esto constituye una
contradiccion

A medida de Lebesgue

o infinito
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:  proyeccion sobre el eje X

Y suma

 nimeros racionales

{ nimeros enteros

del conjunto E

A -B conjunto de pares de
diferencias donde el minuendo
pertenece a A y el sustraendo
pertenece a B

R nimeros reales

N ndmeros naturales

@ (E) densidad de lebesgue
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INTRODUCCION

En el articulo “Sur les distances des points de ensembles de mesure
positive, Fund. Math. 1 1820 pp. 93 - 104" de Hugo Steinhaus se
prueba que el conjunto de distancias de un conjunto de medida

positiva contiene un intervalo.

Es decir, sea AcR tal que A (A) > 0 existe un intervalo | donde
lc{d(a,b) | a, beA)

El presente trabajo aborda en los capitulos 1 y 2 los resuitados
obtenidos en el articulo citado anteriormente. En el capitulo 1 se
demuestra que un conjunto de medida positiva contiene una infinidad
de puntos distintos cuyas distancias son ‘mutuamente racionales, se
introduce la nocion de conjunto de distancias de un conjunto dado vy
se demuestra que éste contiene un intervalo siempre que el conjunto
base sea de medida positiva. En el capitulo 2 se demuestra que para
una sucesion numerable de conjuntos de medida positiva existe una
sucesion de puntos (donde a, € A;, a, € A,, ... etc.) tales que todas
sus distancias dos a dos son racionales, ademas se prueba que para
un conjunto medible E existe un conjunto P a lo mas numerable cuyas
distancias entre sus puntos son racionales y un conj{mto Z de medida
cero tal que:
PcEcPuZ

donde P’ designa el conjunto derivado de P.
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Los capitulos 3 y 4 se basan en un articulo de R. Anantharaman vy J.
P. Lee "Planar sets whose Complements do not contain a Dense set of

Lines” buscando una generalizacion del teorema de Steinhaus en R2,

En el capitulo 3 se presentan propiedades de las proyecciones de
conjuntos planos, ademas se demuestra que la proyeccion
(proyeccion medible) de un conjunto compacto en R? es compacta
(Fs), ¥ finalmente se demuestra una generalizacién del teorema de

Steinhaus para conjuntos en R%.

En el capitulo 4 se analiza la c-algebra generada por los conjuntos
con la propiedad de Baire, un teorema analogo al de Steinhaus, asi
como el resultado principal del articulo de R. Anantharaman y J. P.

Lee.

El lector de este trabajo debe poseer conocimientos de Teoria de la
medida |, ademas conocer propiedades de la medida de Lebesgue
como:

DA(E)=A(E+Xx)

ii) Si A (E) > 0 entonces A (mE) >0 (m=0)

iySIEck y A(E)>0; existe FcE, F cerrado tal que
A(F) >0
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iv) Teorema de |la Densidad de Lebesgue

v)Ve>0SiE «cR con0<A(E)<wentonces 3 U abierto E — U tal
que A (U\E)<e

Asimismo hacemos notar al lector, que se asume en este trabajo el

hecho de que trabajaremos unicamente con conjuntos Lebesgue
medibles.

Ademas el lector debe poseer conocimientos basicos de topologia; por
ejemplo, conjuntos abiertos, cerrados, densos, densos en ninguna

parte, de primera categoria, de segunda categoria, etc. ...



1.- EL TEOREMA DE STEINHAUS

TEOREMA 1.1 Todo conjunto E < R de medida positiva contiene dos
puntos a, b, talesquea=by d(a, b) e .

DEMOSTRACION.
El teorema se demostrara por reduccién al absurdo.

Es decir, supondremo's que existe Eq c R de medida positiva tal que

para cualesquiera a,b e E, la distancia d(a,b) ¢ Q.
AFIRMACION 1.
La sucesién de conjuntos:

Eg+ 1, Eq+ (1/2), Ey + (1/3), ..., Eg + (1/k), ...
es una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos.

PRUEBA

En efecto, si admitimos que
[Eqg + (1/K)) N [Eq + (1/h)] 22 con k #h.

Es decir, siexiste a e [Ey+ (1/k)] n[Eq+ (1/h)] esto significa

quea=e; +1/ky a=e,+ 1/hcone,, e € E,



Claramente e, # e, ya que h = k, igualando los términos tenemos que

e+ 1/k=e,+1/hasiquee,-e,=(1/k)-(1/h) € §.

Esto implica que existe e;, e, € E; e;=2e;, y d(e,, &) e

Antes de continuar la demostracion del Teorema haremos una

segunda afirmacion.

AFIRMACION 2. Si E c R de medida positiva, existe Fc E
acotado y O0< A(F) < <.

PRUEBA

Sea |, = [-n, n]; podemos escribir al conjunto E de la siguiente forma:

[+ 0] o e]
E=[ul,)nE= u(l,nE), asi
n=1 n=1
o 8]

O<A(E)=x [91(InmE)]= fim A {l,~E)

N>

(Puesto que I, " Ec |, ., nE ¥n, es decir la sucesion (I, ~ E) es

creciente).

10



O<lim A(lh"nE)=3 n,e \ talque A (l,,~E) > 0

N—o

Asi F = |, nE; FestacontenidoenE y F es acotado de medida
positiva.

Dada la afirmacion anterior podemos aseverar que 3 Fc Eyg, F

acotado con medida positiva, y ademas que la sucesién de conjuntos

F+1, F+(1/2), F+(1/3), ..., F+(1/K), ...

son ajenos dos a dos, es decir,

[F+(1MIn[F+(1/k)] = @ si h =k
Consideremos

[+ 8]
S= k} (F + (1/k}) es un conjunto medible de medida positiva
=1

(puesto que es union numerable de conjuntos medibles), ademas S es

un conjunto acotado.

11



Ahora la medida de S.

=5} o o0

o
MS)=A[v {F + (1K)} = ZA(F+ (1) = LAF)=A(FZ1

o0

Esto constituye una contradiccion. Por lo tanto, el teorema ha sido
demostrado.

TEOREMA 1.2 Para todo conjunto E c R de medida positiva y para
todo k e N podemos encontrar en el conjunto E k puntos: a,,

A, ..., a=a Vi = | donded(a, ) € Q

DEMOSTRACION.

a) Por el Teorema anterior el resultado es cierto para n=2.

b) Supongamos el Teorema valido para k. Esto es para todo E c R de
medida positiva existen ay, ..., ax € E tales que a = a vy

d(a, a) € Q" paratodoi=j

p.d. V E € R, E de medida positiva 3 aj, as, ..., a, &w; € E tal que
d(@a, a) € Q' para i,j = 1,2, .k k+1.

12
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Sea E cR de medida positiva por hipétesis existe un conjunto
de puntos distintos  {a,, a;, ... a,} con d(a, a;) e {, podemos suponer
que los puntos estan ordenados de modo que:
a1 < az <. < ak
Sea
Ay

G={beE |3by by .. b ecEtalesque b;<b,<..b.<b
donde d(b,b)e @ y d{b, b) eQ para 1<i j<k-1}

GckE

G = @ porque g, € G

Ahora G se puede escribir como G*

G*'=u {En(E+w)n .. N (E+w.)| {w} es
J=

ordenacion estrictamente creciente de racionales positivos}

Demostremos que G = G*

13
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i) En efecto, si b e G entonces 3 by, by, ..., b, € E tal que
bi<b,...<by<b y dlbyb)eQ 1<ij<k-1y db,b)e}Vi
=>w,=b-b parai=12, ., k-1
=>b=Db+w Vi=12 ..,k-1
>beE+w Vi=12 .. k-1

D beEn(E+wy)n(E+wy)n...n(E+w,)

Sbe U{ENE+W)NE+wo) .. N (E+we)| {wi*"
) =1

ordenacién estrictamente creciente de racionales positivos}
=beG"

ii) Ahora, si

=b e UEN(E+wW)N .. {E+w,)|{w}*" ordenacién
j=1

estrictamente creciente de racionales positivos}

14



=>beEn (E+w)n ... n(E+ w,) para alguna ordenacion {w;}

estrictamente creciente; entoncesb e E+w; vj=1 ... k-1
=> Vvj=1,..,k-1; 3 b,-eEtanueb=bj+wj

yb-b=w Vj=1, . k-1

=b =b-w, b <bg,<.. <by<bi<b

~beG

AsiG=G*

El conjunto de ordenaciones de racionales positivos es posible

demostrar que es numerable, puesto que (3" es numerable

Por otra parte, se tiene que: {a interseccién de conjuntos medibles es

medible, y Ia unién numerable de conjuntos medibles es medible.
De lo anterior se concluye que G es medible.
Definamos H=E\G

H es medible pues es diferencia de conjuntos medibles.
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SiA(H) >0 entonces por hipotesis de induccién existen
C1, € ... G, € Htalquet i<j ¢-ceQ y ¢y, 0 ...,c € E; por
consiguiente ¢, € G, lo cual no es posible.

Por ende, A(H) = 0.
Asi, tenemos que A (G)=A (E)> 0.

Aplicando a G el Teorema 1.1, se tiene que existen a, b € G, a <b,
tal que d(a,b) € § ycomo a e G entonces existen a;, a,, ..., 8+, a,

b, talesque a; < @ < .. <@y <a <b donde da, a)eQ y

d@,a)eQVij=1 . k-1

.Sia, = a y an=b obtenemosquea;< a, < ... <@g,y VY

d@,a)e Q Vi j=1, .., k+1

TEOREMA 1.3 Todo conjuntc E c R de medida positiva contiene
un conjunto infinito R de puntos distintos tales que d(x,y) € §;
vx yeR



DEMOSTRACION.
Sea E un conjunto de medida positiva E < R

Para cadan € \ consideremos el conjunto G,

G, =U{ENE+W)N..AE+w,,) | (w)™! ?rdenacién
j:

estrictamente creciente de racionales positivos}

Si H,=E\G, tenemos que

A (Hy) = 0 ¥n {ver prueba del Teorema 1.2).

e 8]

Ahora definamos S=u H,
n=1

o0

MS) = A U Hy) < T MH)=0 (ya que A(Hy) = 0 vn)

o0
Sabemosque N G, c E
n=1



Por otro fado

s.a] o0 oD
EVS=E\U H, = ENU(E\G,) = En[u(E\G)]
n=1 n=1 n=1

P co

=En| m_1(E \G,)] = m_1[(E N G NE]

oo}

= n[E UGN NE]

o

=n [(E° UG) N E]

v e)

= 01[EF° NE)YUEN(G,)] peroECNnE=Q
n:

o0
= m1(E nGp) como G, cE
n=
=0}
=n G,
n=1

18



a0
Hemos demostrado que E\S = G, y puesto que m(S)=0
n=1 .

oo o

AN G)= A(E)>0=2 n G, 20
n=1 =

n=1

[»0]

Seaaen G,=2>VnelN aeG,, estoes para cada n existe un
n=1

conjunto de puntos distintos a,, a,, .... , a,.y, a, en E con
aj<ay<..<apy<a,=a talqued(s,a) <q
Para cadansea R,={ay, a, ..., ayq, a, = a}

SeaR,* =R,

Observacion: |R*1=1,a e R,* yd(xy) e §:six ye R*

Supongamos que hemos definido R,*, tal que |R,,*| =n,

aeRydlxy)el V x,yeR*

Como (Rl =n+15>n=|R*|

Existe b, € R, \R,*

Definimos Rn.* = R,* W {bjy}



Entonces: i) [Ry *[ = [R*| + b, | =n+ 1, porque by, & R,*

il)a € R,4* porquea e R*
i) Six,y e Rpy* = dixy) e
El resultado es claro si x, y € R,* por definicién de R,* y también

siX,y e {bp}.

Encasodeque x € R, y € {bj} se tiene que

x'y:x'bjn = (x'a)"'(a'bjn)

Ahora,x-ae { porque x,aeR,

a-by, e () porque a, b, € Ry
Asi,x-ye @ vyporende d(xy)e Q
Por definicién de R,,,,* tenemos que Ry*c Rp* V ne N

a 0]
Sea R=uR,
n=1

R es un conjunto infinito pues |R| > |Rn*f =n, ¥nel

Ademas, six,y e Rtalque x#y

20



= x e Ry*paraalgunany y e R,*para alguna m.
= XY € Roun

= d(xy) el

Por lo tanto, R < E es un conjunto infinito de puntos tales que la

distancia entre cada par es un niimero racional.

TEOREMA 1.4

Todo conjunto E — kR de medida interior positiva contiene una infinidad

de puntos distintos cuyas distancias son racionales positivos.

DEMOSTRACION.

Sea E c R un conjunto de medida interior positiva, es decir, _
A-(E) = sup {MF) | F < E, F medible} >0

entonces 3 F, medible FycE y A(F,)>0

Asi, por el Teorema 1.3 3 R c F,, R infinito tal que d(x,y) € (] ; para

tode x, vy que pertenezcana R .

Dado que F; c E, entonces Rc E.

21



TEOREMA 1.5

Sea E c R, tal que A(E) > 0, si E = A U B entonces al menos uno de
los conjuntos A, B contiene una infinidad de puntos distintos tales que
la distancia entre cada dos de ellos es racional.

DEMOSTRACION.

Sea E tal que A(E)> 0, E = A U B entonces por el Teorema 1.3.

3 R un conjunto infinito de puntos distintos cuyas distancias son

racionales y el cual esta contenido en E. Puesto que,
R=RNE={RNnA)U(RNB)

Como |Rl == IRNA|=zw 0 |[RAB|=w

Digamos que |R " A| = », entonces se tiene que
YRAACA

i) Six,y e Rn Aentonces x,y e R=d(x,y) € §.

22



Por consiguiente existe una infinidad de puntos en al menos uno de
los conjuntos A o B tales que la distancia entre cada par de ellos es un

nimero racional.
TEOREMA 1.6

Sean A, B c R dos conjuntos de medida positiva y sea £ un

subconjunto denso de R. Existen dos puntos a, b pertenecientes a A y

B respectivamente tales que d(a,b) ¢ ¢,
DEMOSTRACION.

Sea A tal que A(A) > 0, ademas sea

Ax-h,x+h]~A)
OA) = {x e A | lim =1}
h—0 2h

® (A) es llamada la densidad de Lebesgue del conjunto E. Utilizando
el Teorema de la densidad de Lebesgue se tiene que L(A) = A(D(A));

esto implica que:

A (P(A)) > Oy entonces @ (A) = @

23



= Existen x e Ay, > 0tal que si 0 <3 <&, entonces

Afx = 8, x + 8] n A)
27

3
)%

Anélogamente si A(B) > 0 se sigue que, A (®(B)) > 0y luego & (B) = @.
= existeny e By g, > Otalquesi0 < d<e, entonces

A{y-8,y+d] B)
28

3
4
Supongamos quey < X.

Si tomamos 3, tal que 0 <& < min {1, €2, X - y} con lo cual se tiene
que

Ax - &, x+§]r\A)>3
28 4
Ahora escogemos &' tal que 27‘3< 8<0

24



con io cual se tiene que

ﬂ.([x -8, x + é"] n A)
28

3
' 2

7;([y -é' y +6']r‘\B) )3
28 4

Sea & un subconjunto denso de R, tomemos @ e[X-y-(3-8, x-y+
G-39NnE

=>X-Y-3-8) £ osx-y+(§-39
=>X-y-3+3'S0<X-y+5-8"

> X-3<yto-d'<y+to+d <x+3.

De esta ultima desigualdad se desprende que
yto-3' ,y+o+d8)lc [x-8 x+§
=>[yto-¢yrto-¢'In(B+o)c[x-§ x+ 3

ytambién [x-8',x+23'1c[x- 0 x + §]

25



Los conjuntos [x-8', x+ 8'1nA y [y+to-8,y+e+d']1n(B+o0)

no son ajenos, puesto que si lo fueran como ambos estan contenidos
en )

(X - 8, x + @) la suma de sus medidas seria menor que 24, sin
embargo:

AMx-0', x+2'1nA) My+o-28y+0+3'1n(B+ a) 3 3

+ >— + —
28° 20’ 4 4

SMx-0',x+3TAA) + Mly+o-8"y+0+3' 1A B +o) > (32) (20°)
S AMx-2.x+3"1nA) + Ay + m-a',y'*'m+I6']r‘\(B+m))>(3/2)(4/3)5
SAIX-3", X+ '] NA) + My+o- 3" y+0+3" ] (B +0)> 20

Por lo cual los conjuntos descritos anteriormente no pueden ser
ajenos. :

Por consiguiente,

(X-8". X+31AA) Ay +0-3"y+0+5']A(B+0)=d
=>AnNn(B+ow) = J

26



Seaze An(B+o) entoncesz=ayz=b+epara acA be Bde

lo cual tendremos que b= a - .

= d@b)=la-bl =la-(@-0)l =l ol =0 donde v < £ Esto

concluye la demostracién del teorema.

DEFINICION

Sean A, B dos conjuntos dados, llamaremos al conjunto de distancias
de A y B atodos los nimeros d(a,b) donde a € A, b ¢ B. Este
conjunto to designaremos por D(A,B).

Es decir, D(A,B) = {d(a,b) | a e A, b eB}

Si A = B, el conjunto de distancias de A y A esta dado por

D(AA) = {d(a,,a,) | a,, a, € A}.

En este caso también lo denominaremos el conjunto de distancias de

Ay en lugar de escribir D{A A) escribiremos simplemente D(A).

27



TEOREMA 1.7 (STEINHAUS)

El conjunto de distancias de dos conjuntos A, B ¢ K de medida

positiva contiene al menos un intervalo.

DEMOSTRACION.

Sea D = D(AB) = {d(a,b) | a e A, b e B} yseaC =D dado que D
contiene todas las distancias de A a B, entonces C no contiene
distancia alguna, y en virtud del Teorema anterior C no puede ser
denso en todas partes, esto implica que D contiene ai menos un

intervalo.

TEOREMA 1.8
Sea E < R un conjunto lineal de medida positiva, el conjunto de

distancias D(E) = {d(a,b) | a, b € E} contiene un intervalo cuyo

extremo izquierdo es el 0.
DEMOSTRACION.
SeaEc R talqueAi(E)>0.

Sea F c E un conjunto cerrado y acotado tal que A(F) > 0.

28



F puede ser encerrado en G un conjunto abierto acotado con
MG\F) < 1/3 4 (F)

=>i{(G)-A(F) < 17371 (F)

= MG) < 4/3 A(F).

Puesto que G es abierto, G puede ser descrito como la unién de una

sucesion de intervalos mutuamente ajenos.

Esto es,
G=uv |, donde Inl =@ siizj
neX
¥
MG) < 4/3 A(F)
AFIRMACION

Existe n € N talque A (F 1) >34 M0 (1)

29



PRUEBA

Supongamos que para toda n, A (F ~ 1) < 3/4 ) ()
=> 2 AFNIl)<34 ¥ A1)

ned neN

= T AFAL) <341 (G)

neN

=>A(F)=2Z A(Fnl,) <3/41(G) lo cual contradice que
neh
MG) < 4/3 A(F)
Sea ny el menor nimero natural tal que el intervalo lne = | cumpla la
condicién de que

AMF A1)y > 34 0()

Al
Tomemos ¢ = ——
2

Seaxtalque0 < x<a.
Sil=(a,b), entonces A(l)=b - a, I+x=(a+x b+x)

ylu{l+x}=(a b+x)

30



Asi {l +x} v | es un intervalo

La medida
Mlu{l+x) =A@, b+x)]=(b-a)+x <A{l) + M2 =372 H

es decir,
Mlw{l+x3) <32 1)
Ademas tenemos que
FAlcl
y(FAnl)+xcl+x
SFADU{FAD+xclu {l +x)

SLA(E)Y <320 (1)

Los conjuntos F 1y (F n 1) + x no son ajenos, ya que si lo fueran se

tendria que:

MEFANUFADN+X=MF A+ A{F A1} +x)

> 3/4 A(1) + 3/4 A())

> 3/2 A1)
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Asi,
(E+X)nES[(FND)+x]n(FAl)2@vx, 0<x <.
Seawme(E+x)nE con O<x<9

esto significaque w =a; +x y o =a, donde a,, a,, € E.
Esto implica que a, - a, = x

Es decir, d(ay,a;) =a,-a; =x Vx O0<x<d.

Porlotanto, Vv x, 0 <x <8 existen a,, a,, en E tales que

d(a, a;)=a,-a; =x
. (0, 8) = D(E)
OBSERVACION

En los teoremas 1.7 y 1.8 se puede reemplazar la hipétesis de medida

positiva por la de medida interior positiva.
Lo expresado anteriormente se cumple, pues si A y B tienen medida

interior positiva entonces existen A; < A y B, c B conjuntos de medida

positiva. Luego a los conjuntos A; y B, se les puede aplicar el
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Teorema 1.7 lo cual implicaria que d(A,, B,) contiene un intervaio.
Puesto que d(A, B) > d(A,, B;) >l donde A, c A y B, c B;

podemos concluir que d(A, B) contiene un intervalo.
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2. DERIVACIONES DEL TEOREMA DE STEINHAUS

LEMA 2.1

Sean A,, A, dos conjuntos de medida positiva, casi todos los puntos a

pertenecientes a A, cumplen la condicién:

Ja, € Ay, tal que d(a,,a) € Q.
Esdecir, A({ac A, | 3a, e A cond(a, a,) e }) = MA2)
DEMOSTRACION.

Sean A,, A tales que. MA4) >0y MAz)>0

El conjunto G de los elementos a pertenecientes a A, que cumplen la

condicién pueden expresarse como:

a0
u1{{(A1 +w,} N A;]} donde {w,} es la sucesién de los
= : .

nimeros racionales positivos. (N
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En efecto,

o o}
Siaeu [(A1 + Wr) m Az]

=1
=ae (A +w)nA,paraalgunar e N
—>a=a;+w, y a € Ayparaalgunare N
=a=a;+w, paraalguna re N
= a-a;=w, paraalgunar

=>3Ja, € A, talque d{a,,a) €

=ae(

Ahora bien,
Siae G=>aceA, yexiste a; e Ajtalque d(a,, a) € Q
=a-a,=wg con selN

=a=a +w, Se\N
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—aehA, ¥y a=a;twseAj+w, con se

o0

=maeUA tw,
=1

=0}
y como a € A; entonces a € A, n [U (Ay + w,)]
=1

(e o]
—ac u1 [(Ay +w,) A
=

o0

= a e u[(A; + W) Ay] donde {w,} es la sucesion de todos los
r=1

numeros racionales positivos.

Portanto, a e G, con io cual G se puede escribir como (1).
Dado que A, es medible, también A, + w, es medible.

Mas adn (A, +w,) n A, es medible.

Puesto que; G es unién numerable de conjuntos medibles, G es
medibley G A,

Ahora probaremos la siguiente afirmacién con lo cual se concluira la

demostracion del teorema.
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AFIRMACION

MG) = A(A,)

PRUEBA

i) Primeramente G c A, = AMG) < AAy)

i) Supongamos que A(G) < MA;) y formemos el conjunto
B = A;\ G, entonces A{B) > 0.

Asi, el conjunto de distancias de A, y B.

D(A,,B) = {d(a,b) | a; € Ay, be B} contiene un numero racional

por el Teorema 1.6.
Es decir, existen 2 puntos a; ¢ A,, b e B tal que d(a1,b) =p, pei.
Esto es, existen a, e A,, be B=A,\G talque

a;-b=p e

=>b=a,+p eA;+p con p e
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=be(A+p)nA,; pe Q

= b e (A;+w,)~ A, paraalgunar € \ donde {w,} es una sucesién

de todos los racionales positivos

e 2]
=be u[1(A1 +w,) N Ay
r=

=>beG

Porende,be G y be G Il

Por consiguiente A(B)=0 y MG) = A(A,).

TEOREMA 2.2

Sean Ay, A, ..., A, (k 2 2) conjuntos de medida positiva. Entonces, el

conjunto:
B ={aeh | paratodaj=i existen a; ¢ A, tal que '

d(a, a]) € Q }
tiene medida A (B;) = A (A)
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DEMOSTRACION

Se realizard por induccion y se generalizara siguiendo la idea

mostrada en el Lema anterior.
i)Para k=2

Sean Ay, A; conjuntos tales que A(A;)>0 y A(A;) >0 y llamemos
Bi= {xeA, l 1y e A tal que d(x,y) € §}

por el lema anterior A(B;)=1(A;)y asi Ja, ¢ A, a, € A, tales que
d{ay,a;) € Q

ii) Supongamos que el Teorema se cumple para k = n; es decir, si A,

A; ..., A, son conjuntos de medida positiva entonces el conjunto
B.={a, € A, | existen a, € A;, 3, € A, ... a,, € Ay tales que
d(a;,a) € Q si ij=1,1,..,n} tiene la propiedad de que

A(Bn) = AMAy). N

Sean A,, A;, ... A, An.q conjuntos de medida positiva.
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Consideremos el conjunto

Brer = {8ne1 € Anug | existen a; € A, ..., a, € A, tales-que d(ai,a,-)

eQparaij=1,.. n+1}

p.d. A(Bpet) = A(Anss)

o

Este conjunto puede ser descrito como en el Lema anterior: es decir,
G = U [(A + Wy i5) N N(Ag + Wo ) M Anyy] donde

{Winlkiecy ©S una sucesién de todos los nameros racionales

positivos parai=1,..,n.
Formemos el conjunto

B=An \Byy = A \G

Si A(B) > O entonces B y A;donde i = 1, ..., n son conjuntos de medida
positiva y puede ser aplicado el Lema 2.1; estoes, seabe B y A

entonces
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G={acech | d(a,b) e Q} tiene la propiedad de que
G, es casi todo A, es decir, & (G;)) = A (A) > 0.
=G =<
= 3 g; € A tal que d(a, b) € §
En otras palabras, para cada b € A, existen g; € Aitales que
b-aeQ parai=1, n
Seaw,;=b-a¢(
5 be(Atw)nAparai=1,...,n

= b e U (A + Wik) 0 (A + Woke) N Agyq] donde (Wb <y SON

sucesiones de todos los nimeros racionales positivos para i=1,...,n
=>beG=B,

Perobe B=A.,,\B,, ,esdecirbgB,,, !
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De esta manera A(B) =0
Por consiguiente, A(Bp.1) = A(Aniq)

TEOREMA 2.3

Sean {A,}” una sucesién de conjuntos de medida positivas,
n=

1

existe una sucesion de puntos .{a,}” donde a, e A, Vi e \ tales
n=1

qued(a,a) e Q Vizj

DEMOSTRACION

Sean {A,}” una sucesién de conjuntos de medida positiva
n=1

Formemos los conjuntos

B, = {x e A, | Ja,e A, tal que d(x,a,) € Q}

B,= {x € B, | 3a; € A, tal que d(x,a,) € 0}

Bi= {X € By | 3 8u1 € Asy tal que d(X,ay,1) € )
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Por el lema demostrado anteriormente
AB) =A{(A)Vkel

Ademas, B, oB.,; V kel

[v0]

Tomemos, ahora la interseccién de todos los By, esto es, N B,
k=1

w

La medida A(0B,) = lim A(BY) = MA() > 0
k= -0

o &)

=>nB, #J
k=1

a0
Seaa e "B, @aeB, V kel
k=1

Asi, podemos formar la lista

achAa, A, para k =1
aEA1, azzeAz, 323EA3 parak=2
ace A1, A € Az, an3 [ A3, PRV, an(n+1) € An+1 para k=n
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Cada renglén de esta lista tiene Ia propiedad de que la distancia entre
cada par de sus elementos es racional. Ademas, como el punto a es
fijo se tiene que la distancia entre cada par de elementos de 1a lista es

racional.

En efecto, pues

an-8my = (@y-a)+(@-ap,) e
De esta manera podemos formar la sucesion
817 @, 8T 83, A3 T Agg, cevveeeiieiinieeeeienaenn,
Por lo tanto,

a1EA1,82E+A2, ........................ . anEAn, ............................

y da.a) e Q"

TEOREMA 2.4

Sea E un conjunto medible, existe un conjunto P a 16 mas numerable
cuyas distancias entre sus puntos son racionales y un conjunto Z de
medida nula, tales que

PcEcP uZ

donde P’ es el conjunto derivado de P.
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DEMOSTRACION.

Sea E un conjunto medible.

Si E es de medida nula, el Teorema se cumple eligiendoP=@ vy
Z=E.

Supongamos que la medida de E es positiva.

SeaZ=u {(p9)NE | pgeQyri(p,q) ~E]=0)
Z tiene medida nula, pues

MZ)< ZA[(p.a) E]=0
P.aeq
vVpars, e talque A(p,a) NE]>0 yA[(r,s)~E]>0
€SCOgemos Xpq e (P,9) NE, x5 € {r,s) n E de modo que d(Xpq.%s) € Q.
Formemos el conjunto
P ={Xq | P.a e Q A{p.a) " E]>0)
VxeE 3p,qetalquex e (p,q), A{(p,.q) ~E]=0

oVp qe( talquex e (p,q), Al(p.q) " E] > 0
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Esto es;

VxeE xeZoVpqe( talquex e (p,q), Al(p.q) ~E] >0

Six ¢ Z, el conjunto [(p,q) » E]\ {x} lo podemos escribir como:

[(P.@) NEIN{X} =L {(pPP)NE{p eq p<p <x}u{(q.q) NE |
qel x<q<q}
esto implica que; 3 p’ tal que A[(p,p') "~ E]> 0, Xpp» € (P.Q) NP
o 34 talqueil[(q,q)~E]>0, Xgg: € (PQ)NP
con lo cual x € P

Porlotanto, PcEcP uZ
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3. EL TEOREMA DE STEINHAUS Y LAS PROYECCIONES
DE CONJUNTOS PLANOS

En este capitulo y en el posterior usaremos la siguiente terminologia:
Sea f.R—»R lineal, es decir, existe m e Rtalque y=f(x)=mx
¥ xek.

Para c e R denotamos por f. la grafica de f.: R—R definida por

f.(X)=fx)+¢c, xek

La medida de Lebesgue de subconjuntos medibles de R (R) es

denotada por i (respectivamente i), y definimos:

1::R*>R por
Txy) = x

1+ es llamada la proyeccién scbre el eje X.

Sea EcR? definimos la f-proyeccion, la f-proyeccion en medida y la
f-proyeccion categoria de E, denotadas por P(fE), Q(f E) y R(f,E) como
sigue:

PEE)={ceR | f.nE=©)

QfE)y={ceR | x [ f.nE]>0}
R(fE)= {c e R |, (f.~E) es de segunda categoria en R} .
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En general, Q(f,E) y F{f,E) son subconjuntos propios de P{f,E) como en
el siguiente ejemplo.

Sea

E={13]x[-1,00U{13]x[45]u{lxy) e R | x=2 y 0<y<4a}
ademas, sea f: R—R la funcién identidad.

AsiP(fE)= {c e R |f. N E = @} = [-4,4]
Mientras gue,
Q(F.E) = (-4,-1) U (1,4).
y R.E)=(4,-1)u(1,4)
Sea A c R, B c R definiremos el conjuhto de diferencias donde ei
minuendo pertenece a A y el sustraendo pertenece a B que

denotaremos por A - B como:

A-B={a-blacA beB}
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PROPOSICION 3.1

SeaAcR, BcR E= AxB y f: R -R Iinéal,y='mxcon

mekR.
Entonces:
i) P(f.E) =B - f(A)
i} PEEN® = {c c+f(A) < BY
i) QFE)= {c | A [AnT" (B)] >0}
iv)R(F.E) = {c € R | An 1. (B) es de segunda categoria)
donde A y B son medibles.
DEMOSTRACION
Para el caso i)
a) pd. P(f.E) c B - f(A)

SeacePfE)=f nE=Q
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= existenx e A, ye B talquey=mx+¢
= existen x € A, y-eBtanuey-mx=c
=y-mx e B-f(A)

b) pd. B - f{A) < P(f,E)
Seaw e B-f(A)=>w=b-f{a)donde b e By f(a) e f(A)
=b=f(a)+wdondeac A beB,weR.
:>ExistenaeA,béBtanueb=f(a)+w,conweR.
=fy "E=2J
= w e P(fE)
i) [P(FE)° = {c | ¢ +f(A) = BY}
ce[PFE) ©f. nE=Q
c>{(x,mx+c)|xaA}n(AxB)=®
<VxeA 3IyeBtalquey=mx+c
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o VxeA 3JyeBtalquey=c+f(x)

o VxeA JyeBtalqueyec+fA)

& c+f(A)c B

oce {clc+f(A) B

i) Q.E) = {c | A, [ANf." (B)]> 0}

Basta probar que Ve, 9, (f.NE)=Anf. " (B)
Sea x e {; {f.~E)

ox e [{xfx)+c) | x e R}~ (AxB)
oxeAy f(x)eB

oxeAyxef (B)

oxeAnf.! (B)

Es necesario que A y B sean medibles para que también f.' (B) sea

medible.
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iv) Se sigue inmediatamente de iii).
COROLARIO 3.2

Sean A de segunda Categoria, B residual y E = A x B. Entonces,

P(f.E)= R para cada funcion lineal no identicamente cero.
DEMOSTRACION

Una funcién f : R — R lineal f = O transforma conjuntos de segunda
_categoria en conjuntos de segunda categoria, ademas si A es de
segunda categoria c¢ + f(A) es de segunda categoria para ¢ k.

Por hipétesis B es residual con lo cual B° es de primera categoria, y
por consiguiente no existe c € R tal que ¢ + f(A) < B®. Por tanto, el
conjunto

PRE)X ={c|c+fA)cB}=0

finalmente, se concluye que: P(f E) =R
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PROPOSICION 3.3

Sea E < ? yflineal. Entonces P(fE)° = & si y sdlo si E contiene un
conjunto de lineas paralelas a f, donde el conjunto de ordenadas al
origen es un conjunto denso.

DEMOSTRACION

De la proposicién 3.1 P(f,E)° = {c | fc c EY}.

Asi, P(fE) = @ < P(fE) es denso en [ «> E contiene un conjunto
de lineas paralelas a f, donde el conjunto de ordenadas al origen es
un conjunto denso.

Para establecer la siguiente proposicion utilizaremos dos resultados
uno relativo a las funciones semicontinuas superiormente y otro
relativo al limite superio_r de una sucesién de conjuntos.

DEFINICION

Una funcion & es semicontinua superiormente siempre que x,, — x

entonces fim @ (xn) < D(x).
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LEMA 3.4

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. & es semicontinua superiormente
2.V ae R, @'(-»,a) es abierto
3. Yae R, (25'1[a,oo) es cerrado

DEMOSTRACION

Los enunciados 2 y 3 son equivalentes por cbmplementacién.

Probaremos que el enunciado 1 es equivalente al 2.

=) Supongamos que X € &' (-0, a) = {t | D () <o} = B

Supongamos ahora que B no es abierto; es decir, existe x-e B tal que
B no contiene ninguna vecindad de x. Esto implica que
vn{x-1n x+1n)zB.

= Vn IX, € (X-1n, x+1/n)\ B entonces x,—> x,yx g B

=X, Xy D(x) 2o
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Por consiguiente, a < lim @ (x,) < @ (x) < a. Esto constituye una

contradiccion.
Por lo tanto, @ (-c0,a) = {t | D (t) < o} es abierto.
<) Sea {x,} una sucesioén tal que x, — x.

y vV € >0elconjunto {t | & (t} < @ (x) + €} = B_ es abierto, y como

X e B,
Entonces sea M tal que (x -1/M, x + 1/M) c B,

Como x,, > x entonces I Ntalque vnzN |xn- x| < 1M

=X, eB, 2> (x)<T(X)+ €

Esto implica que_lfr_n_ D (X)) <D (X)+ €.

Por lo tanto, lim @ (x,) < @ ().
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DEFINICION

Para cualquier sucesion {A}”,- de conjuntos en un espacio métrico X
el Limite Superior (L Ay) esta definido por: LA, = { x € X | 3 una

subsucesion (A} de A,y x; € A péra cada i, tal que x; — x}

LEMA 3.5
. LsAk :)-"FAk
- DEMOSTRACION
_ oo 0w
Primeramente, iIimA,=n U A,
k=1 n=k
o o)

Seax e lim A, = Yk x e UA,

n=k

=>Vk In zktalque x € Ay

En consecuencia, se puede obtener una subsucesion {x,} = {x} tal

ue X, € A X« — X. Por consiguiente, x e L A,.
q nk nk nk g/ Yk
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Los conceptos LA, y lim A, nos son iguales. Por ejemplo, si tenemos

A=QVk ellimA,=0Q. Sinembargo, LA, = k.

PROPOSICION 3.6

Si E es compacto en R? entonces para cada f: R — R lineal se

cumplen:

a} P(f.E) es compactoen R
b) Q(f.E) es un F

DEMOSTRACION
a)cePfE)3xy) ef.nE
<> ¢ =y -f(x) para alguna (x,y) € E
Definimos & : R? - R
D(xy) =y -f(x) ¥ (xy) e R*

@ es continua, y

puesto que: E es compacto, J(E} es compacto.

57



Ademas
W(E) ={y - f(x) / (xy) € E}-
={ce RlB(x,y) eEnf.; c=y-f{x)}

= P(f,E) es compacto

Asi P(f,E) es compacto.

b} Por demostrar que Q (f, E) es un F,
Seaa=infP y B=supP

Definimos @ : [a, B] = R
Y@= m M f.nE)), ¢ € [a, B]

o0

Entonces Q=Q (fE)={c/ T (c)>0}=uwQ,
n=1
donde Q, = {c/ @ (c) 2 1/n} = &' [ 1/n, w).

Para probar que Q es un F, es necesario Unicamente probar que Q,

es cerrado, lo cual se sigue de la semicontinuidad superior de @ (por

el lema 3.4).

Para demostrar que & es semicontinua superiormente, sea

{Cdrexc [, Bltalque ¢y = ¢, ¢ € [o, B]; pdiim @ (c,) < @ (c).



Antes de continuar la demostracion probaremos que:

Ls s fknE)c Y (f.nE) si ¢,—> ¢.

Seax e Ls T, (f.u nE). Entonces, 3 {c;} subsucesién de {c&} ¥y
x; €Yy (fg ~ E) para cada i tal que x; - x si i » «. Dado que fiesla
primera proyeccion 3y, e R tal que (x, v;) € fi M E, esto significa
que y; = f(x;) + c;.

Por consiguiente la sucesion {y;} converge af(x) +c =y.

Asi, (xy) € f. ¥y Ia‘ sucesion {(x; y)} c E, E es cerrado; ademas
{xi ¥y} > (xy)=>Xxy)eE y (xy)eEnf, lo cual implica que
xe M {Enf).

'Regresando a la demostracion obtenemos que

@)=t (M (fcNE) 22y (Ls Th (f N E))

> & (lim (fy ~ E)) (por el lema 3.5) -
> lim A1 (Tly fx N E)) (por el lema de Fatou)

= Ff;] %] (Ck)
Por tanto, & (c) > lim & (c) Yy D es semicontinua superiormente.

Ademas concluimos que Q, es cerradoy Q es un F,,.
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TEOREMA 3.7

Sea E medible E c |, | intervalo finito, entonces para todo x
O0<AE)- MEA(X+E)<A(IVE)+ |x].

DEMOSTRACION

Sea E c | donde | es un intervalo finito. EI conjuntox + Ec x + 1.

Si x| 2a (I) entonces la desigualdad es obvia porque

AME)-A[EN(X+E]=A(E)SAN+A(\E)< x| +1L(\E)

Si [x] <2 (1) entonces J = | U (x + 1) es un intervalo y la medida de J

A =a )+ [x]

Elintervalo J puede expresarse como
J=N(ENX+E)I VN (E N (x+E))

YINENK+E) =UnE)U N (x+E))
=(JAE)u (J\(x+E))

Por lo anterior, la medidade J es A (!) + x y también



LD SAMAE A X+EN+AVE)+ALWA(X+E)] ... (1)

Ademds, A () =A (N +x =L (INE)+ A (I AE) %% ... (2)

de (1) y (2) obtenemos que

AMINEY+ A (INE) + x| SA WA (ENX+E)] + A (U\E)
+AUVX+E] (3)

También tenemos, A (JAE)= A (J)- A (E) =4 (1) + x| - (E)
= A(l)-%(E)+ |x]

=SANVE)+ x| (4)
analogamente AWNX+E]=A[x+ 0\ (x+E)]+ |x].
................ (5)
y A[X+D\(X+E] =2 (I\E) ... (6)
De (5) y (6) obtenemos:
AWV +EN=A(VE) .. S (7)
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Combinaremos las expresiones (3), (4)y (7) para obtener:

A(VE)Y+A(InE)+ |x/ sx[Jm(Em(nE))}+2M|\E)+‘2Ix | ..
(8)

Considerando que | nE = E y que J N ENn(X+E)cEn(x+E)la

desigualdad (8) se puede transformar en
AE)SAEN(X+E)+A(IVE)+ |x]|
Por lo tanto,
O0<A(E)-A(En(x+E)<A(l \E)+ |x|
TEOREMA 3.8

SeaEcRtalque0<A(E)<w. Ve>0 35>0 talquesi |x| <5
entonces A (E)- A (E~(x+ E)) <e.

DEMOSTRACION

Sea ¢ > 0 y E medible, entonces
existe U abiertotaiqueEc U y A (U\E)<&/3 A1)
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Sea {i.} , .y la familia de componentes conexas abiertas de U, es

decir,
Q0 a
W =@ sin=l yU=ul, y AU)=2 A (In) <
n=1 n=1
o .
Sea N el primer nimero natural tal que 3 A (l)<e3 ... (@)
n=N+1

Tomemos 5 = /3N Si x| <5 porel teorema 3.7 tenemos que:

VAL AENL)SAEN )N X+ EN LN +AILNEAL) ]+ x| .
‘ . (3)

De la desngualdad anterior realizaremos la suma desde
n=1, .., Nobteniendo

N ' N N
2_11 (Enl,)< 2_11 E A gy~ (x + (E A1) + z_1x[|,, V(E A1)+ el3

. (4)

La idea de la demostracién es ir acotando los términos de la

desigualdad anterior en términos de &.

Acotaremos A [I,\ (E n 1))
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v o] 9} o0
Consideremos, UAE= U I, \E= U (I, VE) = U (I,\ (E ~ 1))
n=1 n=1 n=1

. '
asi tenemos que A (U\E)=Z A (IL\(En 1)) <&/3  [por (1)]
"~ . (5
N
Llamemos F = u1 (E i)
n=
Consideremos ademas el conjunto F ~ (x + F}
. N N
Em(x+E)3Fm(x+F)=(u1(E NN x+U(E NI
= n=1 .
N N
S(UE NN X+E N
n=1 n=1
N _
- u1[( Enl)n{x+E nl,)] ... (6)
n=

En la desigualdad (4) se utilizara la desigualdad (5) para obtener

N N '
Z_‘th (Eniy) < 2_17\. [(Eni)nX+(EnI N +e/B83+e3 ..(7)



aD
Dado que E = u1(E N |,) tenemos:
n=

a0 N o0

A(E)= 2_11 (Enl,) = Z_?L (Eml,)+ );N7L1(E )

o0

a0
ypuestoque XA (En )<Y A ())<e/3  por(2)
n=N+1 n=N+1 ‘
N
Es decir, A (E) < ):1?\. (Enl,) +&/3

Obien, A(E)-e/3<XA(ENL) . (8)

Con los resultados obtenidos en (6) y (8) la desigualdad (7) se

transforma en

A (E) - &/3 < & [(E) N (x +E)] + &/3 + &/3

= A(E)-e<A(En (X+E)) = A(E)-A(En (x+E))<e

con io cual hemos demostrado el teorema.
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TEOREMA 3.9
Sea E medible tal que 0 < A (E}< . Entonces, Ye>03§> 0 tal que
si x| <8 A(EA(X+E)<e
DEMOSTRACION
Sea £ > 0. Consideremos primeramente que
E=[En (x+ E)] u [E\ (x +E)]
X+E=[(x+E)nE]u[(x+EN\ E]

Hemos expresado E y x + E como unién de dos conjuntos ajenos por

lo cual
AE)=A(EN{(X+E))+A(E\(X+E))
Yy ME)=AX+E)=A(En(X+E)+A((x+E)\E)
De lo anterior se desprende que

AE)-A(EN(X+E)=A(E\(x +E))
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Y A(E)-L(En(x+E))=A({(x + E)\E)

Por el teorema 3.8 36 tal que si |x| <§ entonces
A(E)-A{(En(Xx+E))<e/2
Por consiguiente

l(EA(x+E))=l(E\(x+E))+7L((x+E)\E)<_a.
OBSERVACION

En el caso en que ME) =  ia tesis del Teorema anterior no se
cumple necesariamente, por tal razén se pide que 0 < A (E) <w. Lo

cual puede observarse en el siguiente ejemplo:

Sea

v 8}
E=u(n n+1/n)
n=1

E es unién numerable de intervalos ajenos dos a dos.
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En efecto; si [n, n + 1/n) A [m m + 1/m) = @ con n = m,
entonces existe x talque x e [n,n+1n)~n[m m+ 1/m). Puesto

que n # m sin pérdida de generalidad consideremos el caso en que
n<m.

Estoimplicaquen+1/n<m; como xe[n, n+1/n)
y x € [m m + 1/m) entonces se cumplen las siguientes
desigualdades: '
x<n+1/ny m<x
conlocual, x<n+1/nNn<my m<x
perox<m y m<x lo cual no es posible.
Por tanto, E es unién numerable de intervalos ajenos dos a dos.

Calculemos A(E)

o0 o0 oK

A(E)=2Xx (u_1[n, n+1/nj)= );11 ([n, n + 1/n})) = 2_11(1In) =w

Se demostrara a continuacion el siguiente resuitado.
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AFIRMACION

VecelR\L AMEN(X+E)) <o

PRUEBA
Caso 1.
SeaO<r<1/2
© B o

r+E=sr+unn+in)=u{r+nn+in)}=un+rn+r+1/2)
n=1 n=1 n=1

[ o] a0 :
En(r+ E)=¥1{[n, n+ 1/n)} n:;ﬂ{[n+r, n+r+1/n)}

Puesto que {[n, n + 1/n)} es una familia de intervalos ajenos dos a dos
entonces {[n +r, n +r + 1/n)} es también una familia de intervalos

ajenos dos a dos.

Se puede observarque [n, n+ 1/nN)A{m+r, m+ r'+ 1/m) = & solo

cuandon=m o0 m=1y n=2
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En efecto si n + m y suponemos que
xenn+imyAnfm+r,m+r+1/m)
=>n<x<n+1/n y m+rsx<m+r+1/m
Si suponemos que n < m entonces
=>n<x<n+in<m+r<x<m+r+1/m
DX<m+r y m+r<x U
Supongamosquem<n Yy m#1 =>m=22 y m<n
=1m=<% y m<n =r+1m«<1 Yy m<hn
Sisuponemos que x e [N, n+ 1/n) A [m+r, m+r1+1/m)
>m<m+rx<m+r+i/m<m+1<n<x<n+n
= X<n ¥ ngx
Asi obtenemos que
00 ' .
En(r+E)=u{[nn+imM)nn+rn+r+1/n)}u {2 1+1/2)
n=1

N [1+r,2+71)}

Ahora tomemos el primer numero natural n, tal que
0 <1n,<r<1/2
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Sinzn, =>1n<1n,<r =M n+in)An+rn+r+1n)=g.

Asi, el conjunto E n (r + E) se transforma en una unién finita de
intervalos.

no-1
En(r+E)= u{[n n+in)~n+r, n+r+1ln)}uJ

dondeJ=[2,2+12)n[1+r1,2+T)

no-1 no-1
YAENF+ENsR+ZA(nn+1n)=%+T n<w
n=t n=1

CASO2 Sean¥ <r<1

Procediendo como en el caso anterior se puede probar que

[n,n+1N)y~[m+r, m+r+1lm)¢® solocuandon+1=m vy
cuando n=m=1,

Asi, el conjunto E n (r + E) se puede reescribir como:

o .
En(r+E)=u{n+1,n+1+1UMn+1))A[n+rn+r+1n)} UK

n=1

donde K= {[1,.2)~[1+T1, 2 +T)}
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Consideremos n, el primer numero natural para el cual r + 1/n, < 1, se
mostrara que si n>n, setendra que

n+14n+1+1(nH1)) N [n+rn+r+1n)=92

Supongamos que nzn, ¥y que la interseccion de

fn+t,n+t+UNH1))An+r,n+r+1N)= D

Esto implica que, existe x tal que

n+1<x<n+1+1(n+1) ¥y n+r<x<n+r+1i/n

Como, n+r<x<n+r+1/n<n+1entoncesx<n+1
yn+1<x<n+1+1/(n+1) entonces n + 1< x lo cual constituye

una contradiccion.

Por consiguiente, el conjunto E m (r + E) se transforma en una unién

finita de intervalos y por tanto A (E N [r +E]) < 0.
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CASO3 SeaceR\]

pd. L(En{c+E)) <o

El namero ¢ € R se puede expresar como [c] + r donde [c] es el

menor entero menoroigualquecy O <r<1.

Por lo visto en los casos 1 y 2 tenemos que el conjunto E n (¢ + E)

puede expresarse como:

no+{x]-1
Ju{ln-XLn-pQ+Hn-XPnn-[x]+rn-[x]+r+1/{n-[x]H} wJ
n=[x+1 .

donde n, es el primer nimero natural tal que 1/n, <rcon 0 <r < 1/2

6

n +[x]-1

0
uin-xX+1L,n-[x}+1+1n-x]+1))nn-[x] +r,n-[x]+r+1n-[xPiuK
n={xpH1

donde n, es el primer namero natural tal que r+ 1/ ny <1

y Vasr<1.
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En cualquier de los 2 casos E m (¢ + E) es la unién finita de intervalos
acotados y los intervalos J y K son acotados; por consiguiente,

A (EN({c+E))<w.

Ahora, presentaremos un resultado consecuencia del Teorema
anterior, pero antes necesitamos un Lema y recordaremos aigunas
igualdades de la Teoria de los -Conjuntos.

LEMA 3.10

Sean A, B c R dos conjuntos medibles. Entonces,

A (A)-A(B) | <A(AAB)

DEMOSTRACION

Puesto que AcB U (A AB)

se tiene que A (A) SABUAAB)<A(B)+A(AAB)
dedonde A (A)-A(B)<A(AA B)

Analogamente, A (B)-AL (A)<A(AAB)
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Por lo tanto, | (A -2 (B)| <A (A A B). Esto concluye la demostracion
del teorema.

Sea A una ¢ - dlgebra en R, existe un homomorfismo w de.

b3

A —— s (@2

donde (Zz)R es el anillo de funciones de R en 2, con la suma y el
producto usuales.

El homomorfismo esta dado por
v (A) = xa
donde y4 es la funcion caracteristica de A
- Comprobemos que y es un homomorfismo

VANB)= yara=%a®xe =y (A) » y (B)
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También,

Y(AAB)=yap =%+ X
=y (A)+y(B)

En consecuencia, y es un homomorfismo.

Asi, las propiedades de Z, con el producto y la suma usuales también
se cumplen para las operaciones de ~y A. Por ejemplo:

1. La propiedad asociativa para la diferencia simétrica
(AAB)AC=AA(BAC)

2. La propiedad distributiva
An(BAC)=(AAB)N(AAC)

TEOREMA 3.11

Sean A , B c R de medida positiva finita.

La funcién & : R — R* U {0} definida por

& (c) = A [A ~ (c + B)] es continua
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DEMOSTRACION

pd. Ve>0 38>0 talquesi c1-02|<5 entonces
| @ (e - @)l <e

Primeramente ,
| @(c)-D (e = IA[AN(c, +B) -1 [AN (c, + B)]
< A[{ANn(cy+B)) A (AN (c; +B))] por el Lema
3.10.
El conjunto

AN +B)AAN(c;+B)=An[{c, +B)A (c; + B)] aplicando la
propiedad distributiva. ‘

Ademas,

ANnfei+B)A(c; +B)jc[(cy + B) A (c, + B)]
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También se tiene que
(ci+B)A(c, +B)=(ci +B)A(c, +(c;-¢4) +B)
En consecuencia

| D (c))- D (e} <hllc;+B)A(cs+(co-cy) +B]

Sustituyendo W = ¢, + B la desigualdad se transforma en

| @(cr)-Bie)| <AWA(e,-c)+W)

Seae >0 aplicando el Teorema 3.9 existe & > 0 tal que si
|c1 - rql < & entonces

| 2 () - 2 (e) | <A WA (- e+ W)l <

Con lo cual queda demostrado el Teorema.



TEOREMA 3.12

Sean A, B conjuntos medibles en R con medida positiva finita y

sea E = A x B. Entonces, Q(f,E) es un subconjunto abierto de P(f,E)
para flineal, f=0. |

DEMOSTRACION ESTA TESIS KO DBt
SALIR BE 1A BIBLIOTECA

Qf,E)={c|nm[AN" B)]>0}
=fc| 2 (AN (B-c)]>0)

La Ultima igualdad se desprende del hecho de que
£.(B)=1/m (B -c).

Enefecto, x e f.' (B)e>f, X) e B mx+ceB
emxeB-coxe(1/m)(B-c)

Mas aun Q(f.E) = {c| A, [A~ (1/m) (- ¢ + B)] > 0}
=(c | A, [A N (- ¢/m) + (1/m) B)] > 0}

B (c) =A[AN (c+(1/m)B)]

es continua, yaque Ay (1/m) B son conjuntos de medida positiva si m

es distinto de 0.

79



Como la funciébn (- 1/m) ¢ es también continua“ entonces la

composicion & o (- ¢/m)
D (-¢/m) =k [A N ((- c/m) + (1/m) B)] es continua.

Asi, su soporte Q '(f, E)= {c | A[A N ((- c/m) + (1/m) B)] > 0} es un

conjunto abierto. Esto concluye la demostracion de! teorema.

TEOREMA 3.13

Sean A, B subconjuntos de los reales de medida positiva. Entonces, la
f-proyeccion en medida de A x B contiene un intervalo. Ademas, si
A =B fes la funcién identidad entonces el intervalo contiene al 0.
DEMOSTRACION

Sean A, B« R conjuntos de medida positiva. Designemos por

Q = Q(f,E) donde E= A x B.

Dado que para cualquier £ denso en R existe £’ < £ tal que &' es

denso numerable en R.
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Es suficiente mostrar que Q ~ £ # @ para cualquier conjunto

numerable £ denso en R.

En efecto, si suponemos que Q N € = I para todo & denso numerable

y que Q no contiene ningdn intervalo.

Entonces Vv | 3 x talque x; ¢ Q.

Formemos el conjunto d = {x, | | es un intervalo} = R\ Q.
Pesdensoen R =30 ch «cR\Q, ¥ denso numerable,

= 0 nQ=3. Esto constituye una contradiccién.
Fijaremos un conjunto & denso numerable en R,
Supongamos que Q N & = &. Entonces paracadac e E.
= (A [§ (. NEN>01NE= 0

=>Vcekt f(f. "nE)=0

=>vVcef Al{xeAlfx)+ceB})=0.
Consecuentemente el conjunto

W=U {xeAj f.(x) e B; A(W) = 0.

cef
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Elegimos P un subconjunto cerrado de A\ W tal que A(P)>0
(en efecto, pues A(A \ W) = A(A) - A(W) = L(A) > O y se puede

escoger un conjunto cerrado P < A\ W tal que A(P) >'0).

De acuerdo al teorema de Steinhaus el conjunto B - f(P) contiene un

intervalo.
Por tanto, £ "~ (B - f(P)) # @.

Lo cual significa que existe be B,cef y pePcAtalque
b=f(p)+c.

Asi, p € W lo cual es una contradiccién y por lo tanto se concluye el

teorema en su primera parte.
Para la segunda parte, asumimos que A=B y f(x) = x para toda x.
En este caso la f-proyeccién se puede escribir como

Q(f,E)= Q(f, AX A) = {c| A [ (f. » (A X A)] > 0}
={c|A[{x e A|x+ce A)]>0)
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0 e Q (f, E) pues el conjunto
AMi{xeAlx+0eAll=A[{xcA|x e A}]
=A(A)> 0

Por consiguiente, Q(f E) = &

Finalmente, por el teorema 3.12 se concluye que Q(f,E) contiene un

intervalo | tal que 0 € ‘I.
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4. EL TEOREMA DE STEINHAUS Y LOS CONJUNTOS
CON LA PROPIEDAD DE BAIRE

En este capitulo probaremos un resultado parecido al Teorema de

Steinhaus para los conjuntos con la propiedad de Baire.
A continuacion A continuacion enlistaremos igualdades de conjuntos
que se usaran a lo largo del capitulo. El lector puede verificar
faciimente las igualdades.
Sean A, B conjuntos cualesquiera y ¢, m constantes cualesquiera.

1) m(A ~B)=mA n mB

2)c+{ANB)=(c+A)n(c+B)

3)c+ (A\B)=(c+A)\(c+B)

4) m(A\B) = (mA)\ (mB)

5) m(A A B) = (mA) A (mB)

B)(AAB =A°AB
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DEFINICION

Un subconjunto E de un espacio Topoldgico tiene la propiedad de
Baire si

E=GAPcon Gabiertoy P de 1° categoria.
TEOREMA 4.1
La clase de los conjuntos que tienen Ia propiedad de Baire es
la c-algebra generada por los conjuntos abiertos juntd con los
conjuntos de 12 categoria.

DEMOSTRACION

Antes de realizar la demostracion estableceremos el siguiente

resultado.
AFIRMACION

Un conjunto A tiene la propiedad de Baire si y sélosi A=F A Q,

donde F es cerrado y Q es de la 1° categoria.
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=) En efecto, si A tiene la propiedad de Baire entonces A = GAP
donde G es abierto y P es de 12 categoria. Formemos el conjunto N =
G\ G. N es un conjunto cerrado, pues N = G \ G = GAG® donde Gy
G° son—gonjuntos cerrados. N es un conjunto denso en ninguna
parte, porque

N = (E\ G) no tiene puntos interiores.

Ahora, si llamamos Q = N A P, obtenemos que A es de la 1a.
categoria, yaque Q=NAP=(N\P)U (P\N) cNu P donde N es
denso en ninguna parte y P es de 1a. categoria; lo cual nos lieva a

que N U P es de 1a. categoria y por consiguiente Q es de 1a.

Categoria.

Ademas, GAN=(G\N)u(N\G)
=G\ (G\G) U ((G\G)\G)
= (G (GNGYF)uU(GNE)NE)

= (G N (G°UG) U ((G°nG)B)
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-

=(GAGYUGNG) UG (G NT)

= (@ (G NG UG D)

=G (pues G c G)

Asi, GAN=G

Esto implicaque, A=GAO=(GAN)AP
= G A (N A P) (propiedad asociativa)
=FA Q (Q=NAP)

donde F = G es cerrado y Q = N A P es de 12 categoria.

<) Inversamente, si A = F A Q donde F es cerrado y Q es de 12

categoria. SeaG=F° y N =F\G=F\F°

N es denso en ninguna parte.
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SiP=NAQcNuU Q;N v Qesde 1% categoria por lo cual P es de
1%, categoria

Ademas, GAN=(G\ N) U(N\G)
= (FA(FAFY) U (FVFY\FY)
=FPU(F\F) =f
Asitenemos que, F=GAN.
En consecuencia
A=FAQ=(GAN)AQ
=G A (N AQ) (propiedad asociativa)
=GAP (NAQ=P)
Donde G = F? es abierto y P es de 12 categoria.
Ahora comenzaremos la demostracién del Teorema.

i) R tiene la propiedad de Baire, pues R = R A & ,. R es abierto & es de

12 categoria.
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i} p.d. si E tiene ta propiedad de Baire, entonces E€ tiene Ia propiedad
de Baire.

De la siguiente igualdad de conjuntos
(AABC=A%AB
tomandoG=A y P=B

Entonces, si E = GAP con G abierto y P de 12 categoria,

E°=(GAP)° =G AP, donde G es cerrado y P es de 12 categoria.
Asi, EC tiene |a propiedad de Baire.
iii) p. d. si {E;}"=y s una sucesion de conjuntos con la propiedad de

Baire,

Q0
entonces UE; tiene la propiedad de Baire.
i=1

Sea E; = G; A P; una sucesion de conjuntos con la propiedad de Baire.

o0 @0 >8]
Designemos porG=uG, ; P=uP, y E=uUE

i=1 i=1 i=1

G es abierto y P es de 12 categoria.
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Esto implica que
[ 0] o0 CO'

G\P=uUG\UP,cuU(G,AP)=E
=1 =t i=1

=G\Pc E

Ademas

o0 [ ¢] o
E=U(G|AP;)C(UG,)U(UP,)=GUP
i=1 i=1 i=1
=>EcGUP
Por |lo anterior tenemos que
G\PcEcGuUP
Dadoque EcGuUP

S>E\Gc(GUP)\G

S EVNG C P

Ademasde G\P cE se obtiene que

= E° c(G\P)°

= G\EcCG\(G\P)
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Por consiguiente
G\EcG\(G\P)=G n(G NP
=GN (G UP)
=(GNGHU(G NP)
= du(GNnP)=GNPcP
Dedonde G\EcP

De (1) y (2) concluimos que

G AE cP porloque G AE es de 1° categoria, y

E=GA(GAE)

{pues, GA(GAE)=(GAG)AE=TAE=E)

Es decir,

E=GCGA(GAE) donde G es abieto y G A E es de 12

categoria.

= 8]
Luego, E = UE; tiene la propiedad de Baire.

i=1
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Asi, la clase de los conjuntos con la propiedad de Baire es una
c-algebra la cual contiene a los- conjuntos abiertos y los conjuntos de

12 categoria.

Sea [} cualquier c-dlgebra que contenga los conjuntos abiertos y los

conjuntos de 1° categoria.

Sea E un conjunto con la propiedad de Baire; esto es, E= G A P
donde G es abierto y P es de 1° categoria. Puesto que, G ¢ B vy

P € Bestoimplicaque E=GAP ¢ B.

Por consiguiente, cualquier o-algebra B que contenga a los conjuntos
abiertos junto con los de 1? categoria contendra forzosamente a los

conjuntos con la propiedad de Baire.

Por lo tanto, la clase de los conjuntos con la propiedad de Baire es
la o-algebra generada por los conjuntos abiertos junto con los de 12
categoria. Los conjuntos con la propiedad de Baire también contienen
a los conjuntos F, ¥y G;

TEOREMA 4.2

Sean A, Bc R conjuntos de segunda categoria teniendo ambos la

propiedad de Baire, y E = A x B.
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Entonces R(f,E)° # & para f lineal, f 0.
DEMOSTRACION
Sean A, Bc R tales que cumplen la hipétesis del Teorema.
Recordemos que
REE) = {c e R |1, (f. ~ E) es de segunda categoria en R}
= {c e R|Anf ' (B) es de segunda categoria en R}
Esta ultima igualdad es consecuencia de la proposicion 3.1.
Ademas el conjunto AN f. " (B)= A~ (1/m) (B - ¢).
Los conjuntos de la segunda categoria tienen la propiedad de que
bajo una traslaciéon o la multiplicacién por un escalar siguen siendo de
ta segunda categoria. Asi el conjunto A ~ (1/m) (B - ¢) es de segunda

categoria si y s6lo si (¢ + m A) n B es de segunda categoria:

Sean A = G A P donde G es abierto y P de 12 categoria.
y B =H A Q donde H es abierto y Q de 12 categoria.
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Puesto que A y B son de segunda categoria entonces G y H son

distintos del vacio.

Es decir, exiten intervaios_l yJtalesque lcGyJcH.

Sea m # 0, entonces para cada ¢ < R se tiene que

{c+mA)NB=[c+(M(GAP}H]I~(HAQ) _
=[c+ (MG AmMP)In(HAQ) (igualdad de conjuntos (5))
o[c+(MGYMP) ~(H\Q)
=[(c+mG)\(c+mP)]n(HN Q") (por 3)
=[(c+mG)n(c+ mP)C] N (HAN QC)
= [(c + mG) ~H] ~ [(c + mP)° 1 QF]
[lc+mG) A H]A[(c+ n";P) v Q°

[(c+mG)H]\[(c+mP)u Q]
[lc+ml)~J]\[(c+mP)u Q]
[(c+ 1) "I\ [(c+mP)u Q)

ny

(c + I'' m J es un intervalo para un conjunto de c¢'s dentro de un

intervalo.

Por ejemplo silI' = [a, b]y J =[a;, b;] con a < b < a, < b,; basta que

cela;-a, by-a] paraque (c+ 1) Jseaunintervalo.

94



Se sigue’ que para cs dentro de un intervalo el conjunto

(c + mA) n B es un intervalo menos un conjunto de 1° categoria.

Por consiguiente, existe un intervalo O tal que para cada c € O el
conjunto (c + mA) n B contiene un intervalo abierto no vacio menos

un conjunto de 12 categoria.
Esto es, para cada ¢ € O el conjunto (c + mA) ~ B es de segunda
categoria, o analogamente el conjunto A ~ (1/m) (B - ¢) es de
segunda categoria.
Por lo tanto
De la igualdad

A (1/m)(B-c)= Anf." (B) se deduce que

Oc{c | Anf," (B)es de segunda categoria}.

Es decir, O c R {f,E)

Por lo tanto, R (f,E)0 #£
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TEOREMA 4.3

Existe un conjunto residual- E en R? con medida plena tal que

P(f,E)° = {J para un conjunto denso de funciones lineales f.
DEMOSTRACION
Sea ( el conjunto de nimeros racionales.
Paracadame R, r e ( sea
Lene = (oY) X €R, y = mx + 1}

Para cada m fija L,, es un conjunto denso en ninguna parte y

A (Lm,) = 0. Ademas, L, es un conjunto abierto denso.
Asi, para cada m fija, el conjunto
L =uw {Ln, Ire Q} es de 1° categoria en R? y L,, tiene medida cero.

DEFINIMOS

E=[ ULy I

meQ
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E® es de 12 categoria y tiene medida cero.

Por consiguiente, E es residual en R? y A,(E) = A, (R?)

Para cada m € {, el conjunto E® contiene lineas paralelas y = mx,
cuyas ordenadas al origen forman un conjunto denso de nUmeros
reales.

Y asi, P(f.E)° = @ por la proposicién 3.3.

'COROLARIO 4.4

Existe un conjunto G; denso, E con medida plena en R el cual no
contiene un rectangulo medible A x B con A y B satisfaciendo
simultaneamente cualquiera de las siguientes condiciones:

i) G; denso

ii) Medida positiva.

iil) Propiedad de Baire y de |la segunda categoria.
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DEMOSTRACION

\
Sea E el conjunto descrito en el Tecrema 4.3, es decir,

E=[ Uly I° =V (Lol me Q)

meQ

Puesto que, u{LmI m € {} es un F, entonces E es un G; residual.

En caso de que E contenga un rectangulo A x B donde ambos
conjuntos posean la propiedad i) entonces tenemos que P(f,E)° # 7

para cada f # 0, por el Corolario 3.2.

Ahora en el caso de que E contenga un rectangulo A x B donde
ambos conjuntos posean la propiedad ii) entonces por el Teorema
3.13 el conjunto Q(EX = &; y puesto que QEE) c P(fE)
entonces P(f.E)° = @.

Por ultimo en el caso de que E contenga un rectangulo A x B donde A
y B posean ambos la propiedad iii) entonces por el Teorema 4.2

R(f,E)° % &; y puesto que R(f,.E) c P(f E) entonces P(f,E)° *J.

Esto es, cualquiera que sea el caso tenemos que P(.E)’ # @ lo cual

contradice al Teorema 4.3.
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