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Introduccion

Del enorme edificio de la Matemdtica podemos encontrar en varios de sus
pisos la Teoria de la Probabilidad, que entre los diversos pilares con los que
cuenta es posible localizar la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros, y desde
luego, el Teorema del Limite Central. En el devenir del tiempo se han ex-
puesto numerosas generalizaciones y extensiones de estos dos pilares. En este
trabajo no nos vamos & quedar atras presentando generalizaciones de estos
resultados, por medio de las funciones de distribucidn empirica que han dado
pie a una nueva teoria, conocida como Procesos Empiricos, cuyos pioneros
constructores son: R. Dudley y D. Pollard. Esta teoria se ha venido desarrol-
lando fuertemente en los tiltimos treinta afios, llegando a despertar interés con
los vecinos de piso, por las miiltiples aplicaciones gque han aportado al drea de
Estadistica.

Un factor importante en estas generalizaciones es la distribucidn empirica
de n variables aleatorias X7,... , X, que H. Cramér definié en el afio de 1928

1 n
Fn(t,w) = ?Ti, Zl I[O't](X,-(w)).
f=
La Ley Fuerte de los Grandes Niimeros sostiene que si X,,... , X, son vari-
ables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tal que EX; <

00, entonces

X1+ + X

It L Ex,
casi seguramente. Es en el afio de 1933 cuando se presenta una generalizacién
de este resultado, dada a conocer por V. Glivenko y F. P. Cantelli en trabajos
independientes en la que intervienen las distribuciones empiricas, al estable-
cer que para X1,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas

sup|Fu(t,w) — F(t)] = 0
t

con probabilidad 1, donde F es la distribucién comin de las variables aleato-
rias. Este resultado es conocido como el Teorema de Gliveko-Cantelli, y no



vi Introduccion

es otra cosa que una versién de la Ley Fuerte de los Grandes Nur
espacio de funciones.

Recientemente se han estudiado generalizaciones del Teorema d
Cantelli en las que se considera la medida empirica

1 n
]Pn - ;;6_\'_.

donde 6x, es la medida de Dirac en X, y una familia de funcion
&* definidas en R, para preguntarse cuindo

sup [Pnf ~ E[f(X)]l = 0
feF

donde P, f = n~1 3i_, f(Xi), es decir, cudndo es posible obtener
uniforme de la Ley de los Grandes Nimeros sobre la familia &# Ot
esto es una generalizacién del Teorema de Glivenko-Cantelli si ¢#¢
de las funciones indicadoras del intervalo [0, 1]. La convergencia ant
sujeta al tamario de &%, en el sentido de cémo estdn dispersos lo
de &% como un subconjunto de un espacio normado de funciones
el nimero de elementos con los que cuenta <# Por tal motivo se
nimeros de entropia que ayudaran a medir la clase o&

El Teorema del Limite Central también habla sobre converge
riables aleatorias, pero de convergencia en distribucidn, al estab
X1,... X, son variables aleatorias independientes e idénticamente «
con media cero y varianza 1 —lo referente a media y varianza es |
ficar notacién, lo indispensable es que las variables aleatorias teng
momento finito— entonces

Xi+-+Xn

N

en distribucidn, donde Y es una variable aleatoria con distribucién
media cero y varianza 1.

El responsable de introducir las distribuciones empiricas en el ]
Limite Central es M. D. Donsker, ya que en 1952 prueba la conv
distribucién de

—Y

VA(Falt,w) ~ F(t)) = ¥

para variables aleatorias independientes con distribucion comin s
es un elemento Gaussiano, llamado el puente Broumiano o Brown
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Las generalizaciones que se llevaran al cabo considerardn nuevamente una
familia &# de funciones, para poder determinar cuando

2= LX) - EA(X0)
i=1

converge a un elemento Gaussiano, esta convergencia dependera del tamano
de <7, por lo que sera necesario de nuevo el uso de los nimeros de entropia
para determinar condiciones necesarias sobre o#.

En el Capitulo 1 se trabajard con medidas de probabilidad con valores en la
a-algebra de Borel de un espacio métrico arbitrario, para después introducir
el término de convergencia débil de _medidas, que nos dara la pauta para
establecer la convergencia en distribucién.

El Capitulo 2 es el estudio de dos cases particulares de espacios métricos,
que son: el espacio de las funciones reales continuas con valores en [0,1] y
el espacio de las funciones reales continuas por la derecha con limite por la
izquierda con valores en el intervalo {0, 1], en este capitulo se desarrollaran
resultados para establecer convergencia débil y caracterizar a los conjuntos
compactos. Se prueba la existencia de la Medida de Wiener en C, y €l Prin-
cipio de Invarianza, que cosnsiste en la aproximacién a una variable aleatoria
cuya distribucidn es la medida de Wiener. Para el caso del espacio I}, sélo se
extiende la Medida de Wiener, y se presenta e! principio para este espacio.

Lo referente al Teorema de Glivenko-Cantelli se estudia en el Capitulo
3, empezando con el Teorema de Glivenko-Cantelli, para seguir con las de-
sipualdades maximales, definiendo los nimeros de entropia y la técnica de
Simetrizacién, herramientas que seran de provecho al momento de probar las
generalizacicnes de los teoremas de interés.

Para dar fin a este trabajo, el Capitulo 4 corresponde al Teorema de Dons-
ker, se tratan las versiones de dicho teorema para el caso de los dos espacios
métricos estudiados en el capitulo 2, y después se presentan dos generaliza-
ciones de este teorema en la que se involucran los nimeros de entropia, para
dar condiciones necesarias sobre la familia de funciones <#.




1 Convergencia de Medidas

Parte fundamental en el desarrollo de esta tesis es la convergencia débil de
medidas de probabilidad, definidas en los conjuntos Boreleanos 3B(S) de un
espacio métrico arbitrario (S,d). Se presenta la métrica de Prohorov, que es
una métrica sobre el espacio de las medidas de probabilidad en 3B(S), y resulta
que convergencia bajo la métrica de Prohorov equivale a convergencia débil
de medidas; y se exponen equivalencias y condiciones necesarias para obtener
convergencia débil de medidas de probabilidad. También aparece el concepto
de medida tensa que desempefia un papel importante para determinar con-
vergencia débil, y parte de ello se resume en el Teorema de Prohorov. Un
resultado importante que también se trata es el Teorema de Representacién
de Skorohod, que da el enlace entre convergencia débil de medidas y conver-
gencia casi segura de variables aleatorias.

A partir de la convergencia débil de medidas se define la convergencia en
distribucdn de variables aleatorias, término importante que aparece mas ade-
lante en los Principios de Invarianza como en los Teoremas de Donsker.

Con el concepto de convergecia débil de medidas, se tiene una topologia
en el espacio de medidas de probabilidad 27 (8), es por eso que se estudian
las caracteristicas de completitud, separabilidad y compacidad, que no seran
necesarias para el resto de este trabajo, pero no por ello dejan de ser impor-
tantes.

El contenido de este capitulo fue extraido de los libros Billingsley [1968],
Ethier y Kurtz [1986], excepto por la ultima secctén que es del libro Partha-
saraty [1967].

1.1 La Métrica Prohorov

Denotaremos por (S, d) un espacio métrico, por B(S) la o- dlgebra de Borel
de §, esto es, la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos de S; y por
2 (5) la familia de medidas de probabilidad en ZB(S). Para F € B(S) se
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define:
Fe={ze S:infd(z,F) <e}

que también es un elemento de (S} por ser un conjunto abierto.

Definicién. Una medida de probabilidad P en FB(S) es regular, si dedo A €
B(S) y e > 0, existen conjuntos F cerrado y G abierto en S, tal que F C
ACGyP(G\F)<e.

Esto es, si una medida P es regular, entonces P estd totalmente derminada
por los valores que toma en los conjuntos cerrados solamente, o bién en los
conjuntos abiertos.

Teorema 1.1 Toda medida de probabilidad en 3B(S} es regular.

DEMOSTRACION: Si A es cerrado, entonces tomamos F = Ay G = {z :
d(z,A) < 6} con § > 0, de esta forma G — A cuando 4 se aproxima a cero.
Basta probar que la coleccién & de conjuntos que cumplen la condicién de
el teorema es la odlgebra de Borel de S.

Sean A, € & entonces existen conjuntos cerrados Fy, y abiertos G, tal que
F, C Ap C Gn y P(Gp \ F,) < €/2"F1. Sea ng de manera que P(UnFn \
F) < €/2 donde F = UngngFn, s G = UnGhp, entonces F C Undn C G y
P(G\ F) € P(G\UpFp} + P(UnFa \ F) < g, por tanto & es cerrada bajo
uniones numerables. Ademds & es cerrada bajo complementos, por lo cual,

&F= B(S). o
Consideremos la funcién p : P(S) x P#(S) — R definida como:
p(P,Q)=inf{e >0: P(F) < Q(F*) +¢ paratodo Fc¥}
donde & es la coleccién de los subconjuntos cerrados de S, el Teorema 1.1

justifica el por qué es suficiente en considerar sélo la coleccién de los conjuntos
cerrados de § en la definicién de p.

Lema 1.1 Sean P, Q € P(S) ya, > 0. §i
P(F)<Q(F*)+8

para todo F € ¢, entonces

Q(F) < P(F*) + 8.
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DEMOSTRACION: Sea F| € ¥ y a > 0, consideremos a F = § — Ff*, entonces
Fy C § — F§, de aqui se tiene que

P(F)=1-P(R)>1-QF)-8>2Q(F)-8

por tanto Q(F}) < P(F¥) + B. D

Teorema 1.2 {P(5),p) es un espacio métrico.

DEMOSTRACION: Por definicidn g es una funcién no negativa. Sean P, Q) €
P(8) tal que p(P,Q) = 0, esto equivale a P(F) = Q{F) para todo subcon- -
junto F cerrado de S, entonces P = @Q por la regularidad de las medidas.
Para demostrar la desigualdad del tridngulo consideremos P,@Q, R en P (S)
de manera que p(P,Q) < € y p(Q, R) < 6, para F cerrado se tiene
P(F) < Q(Ff)+e<Q(FF)+e

< R{(F))+e+6<RIF*Y)+e+6

es decir, p(P, R) < £ + §. La propiedad de simetrfa se obtiene del Lema 1.1.
Por tanto p es una métrica en 2(S). a

La métrica p es llamada métrica de Prohorov. Nos encaminamos & ver bajo
que condiciones 3*(S) hereda las propiedades de completitud y separabilidad
de S, asi como también el Teorema de Representacién de Skorohod, para ello
necesitaremos los siguientes lemas. Diremos que y es una medida de Borel en
S cuando u este definida en la o-dlgebra de Borel de S, esto es en 3B(S).

Lema 1.2 Sea y una medida positiva finita de Borel en S, p; > 0 y A; €
B(S) parai=1,...,n. Supongamos que

Z:pf <u (U Ai) para todo I C {1,... ,n} (1.1)

i€l i€l

Entonces existen medidas positivas de Borel A1,... A, en S tales que A\;{A;)
=X(S)=piconi=1,...,ny 3 A(A) < u(A) para tode A € B(S).

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad supongamos que p; es positiva
para toda 4.

Por induccién sobre n; para el caso n = 1, definamos Aj(A) = p1 - p{AN
A])/[.L(Al) con A € 93(3), satisface que /\1(A1) = A[(S) = pj;, CcOMO P <
i{Ay) se tiene Ay {A) < u(A) para toda A € PB(S), concluyendo el caso n = 1.
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Supongamos la validez del lema para 1 < mt < n — 1. Definamos 7{(A) =

(AN Ay)/u(Ay), sobre B(8) y a €0 como:

= ; S - A; 1.2
e gree ()} 0

[CASO 1: €9 > pn)] Sea An = pnn ¥ 4’ = gt — An, cOMO pn < pAn), p(A) 2

(Pap(A N Ap))/ (Ar) = An{A), esto es, u’ es positiva. Tomando ¢ =
Pn en (1.2), v la hipétesis de induccidn, existen Aj,...,An; medidas
positivas de Borel tales que A\{A;) = Ai(S}=pconl <i<n-—-1y
Yo )\ i(A) € (1 — pan)}(A) para todo A € B(F); sumado A, de ambos
lados concluimos.

[CASO 2: €0 < pn) Sea ¢/ = p — €om; por ser g el supremo, existe Jp C

{1,... ,n ~1} tal que

Zp,— <y (U A;) para todo I C I

icl icl

y laigualdad se da en el caso en que I = Iy, por la hipdtesis de induccién
existen \; con ¢ € Iy medidas positivas de Borel sobre S, que satisfacen
(A} = Ai(S) =pi paracadai € I y 3., Mi(A) < p/(A) para toda
A€ B(S). Definamos pl =p; parai=1,... ,n—1,p,, =pn,—¢€p, Bo =
UierAi, ¥ (A} = p'(A) — ¢/(A N By) para toda A € B(S), entonces
iete Pi = £ (Uier, Ai) = #/(Bo); tomando [) = {1,...,n} — I, para
todo I C I, se tiene

> pi=w(Bo)+ )

i€foul iel

entonces por (1.2} 3.cr, Pi < # (Uigruro Ai) si m no pertenece a I
por otro lado si n pertenece a [

Y u( U Ai) - €0
ieluly 1€fuly

i€y

IA
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puesto que pl, = p, — £¢ ¥ por {1.1), de esto se sigue

ZP‘E‘*‘#’(&)) < #’( U A.')

el ieluly
- p’ (U A;) + ,(L'(Bo) — p’ (U AN Bo)
€] icl
= (U Af) +# (Bo)
icl

asi pues Z:,.E,p; < p"{Uier A;) para todo T C 1.

Por la hipdtesis de induccién existen medidas positivas de Borel A en
S con i € I, tales que M(A:) = A(S) = p; para cada i € I y
Yies, M(A) < p"(A) para toda A € PB(S). Tomando A; = A con
i€ ) —{n}y i, = X, + eon, resulta \;(A;) = A(S) = p; para toda
te I11 Y

> x(4)

YA+ D A(4)

=1 i€l ieh
= Y M(ANB) + Y N(A) + eon(A)
i€l iel;
< W(ANBy) + p"(A) +eon(A)
= #'(A) +eon(A)
= p{A)
para todo A € BB(S), y A1,... , A, satisfacen lo deseado. (m]

Corolario 1.1 Sea p una medida positiva de Borelen S, p; 2 0 y A; € B(S)
parai=1,... ,n. Seac >0 de maners que

Zp,- <u (UA;-) +e para todo I C {1,... ,n} {1.3)

icf iel

Entonces existen Ay,... , A, medidas positivas de Borel en S de manera gue
parai=1,...,n, ’\I(Al) = ’\t(s) <pi Z?:l ’\‘(S) 2 Z?:lpi —¢&, y mds atin
Yoot Ai(A) < u(A) pera todo A € B(S).
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DEMOSTRACION: Sea §' = SU{A}, con A un punto ajeno a §, y extendamos
i a S’ definiendo p({A}) = ¢, considerando los conjuntos AL = A;U{A}, por
{1.3) tenemos

Zp.—Sp(UA"-) para todo / C {1,...,n}

iel iel

entonces por el Lema 1.2, existen A}, .. A medias positivas de Borel en §’,
tales que X(A) = X(§ )Y =m ¥y }:1_1 A) < pu(A) para toda A € B(S").
Sea A; igual a A} restringida a 3B(S), entonces A AD = A{A) < X (A’) =p;
y)\(S\A)—-/\(S’\A')-—O se sigue que A;(§) <pjconi=1,....n,as
mismo

STIMS) = D= N{AD)

i=1 i=l

EP{ - p({Ah)
=1

n
= ZP-‘ —£
=1

v

Por iltimo =7, Ai(A) = Y0, Mi(A;) € p(A) para todo A€ B(S). O

Proposicién 1.1 Sea S separable y £ > 0, entonces eristen Ey,... B, €
B(S), ajenos con didmetro menor que € y P(Ep) <& con By = S\ UL, E:.

DEMOSTRACION: Sea {z,} un subconjunto denso en S, y B(zn,€) = Bn bolas
abiertas de radio £ centradas en z,, como § = U, By, existe N de manera que
P{UX.B;) > 1 —¢. Elegimos E; = B; \L,J"1 Bj; conjuntos ajenos de didmetro
menor que g, UY By = UL | Ei y P(Ep) <e. O

Todo est4 listo para demostrar el siguente lema, que es el niicleo de la de-
mostracién de la completitud de 9?(§), asi como también de otros resultados
posteriores como el Teorema de Representacién de Skorohod.

Lema 1.3 Sea S separable, P, Q@ € 2 (S) tal que p(P.Q) < ¢,y 6 >
0. Supongamos que Ei,... ,Eny € B(S) son conjuntos ajenos con didmetro
menor que 6 y P(Eq) < 6, con By = S\ UL, E;. Entonces eristen cons-
tantes cy,... ,cy € [0,1], variables aleatorias X,Yy,... Yy S-valuadas, y §
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[0, 1]-valuadas todas ellas indepedientes definidas en un espacio de probabili-
ded (Q, F 1), tal que X tiene distribucién P, € es uniformemente distribuida
en [0,1], le variable aleatoria

Y: en{XeE £>¢), coni=1,...,N
N

Yo en {X € Eo}U| JIX € B, £ < i}

i=1

Y=

tiene distribucidn Q,

{(XY)>6+5}C{X€E0}U{£<max[P(E) (E"-)>O]}

v{d(X,Y})>b+¢c} <6+e

DEMOSTRACION: Definamos p; = P(E;) y A; = Ef coni=1,... , N, entonces
para todo J C {1,...,N} se tiene

ZP;SP(ﬁ) SQ(W) +ESQ(UA,-) e

gl iel ief i€l

por el Corolario 1.1, existen A;,... , Ay medidas posntlvas de Borel en S que
satisfacen M(Ai) = M(S) < pi, T M(S) 2 TN pi— ey 0 M(A) <
Q(A) para toda A € 3B(S). Definamos ¢; = (p; — A;(S))/p: ¥ 0 en el caso en

que p; = 0; de esta manena ¢; € 0,1}, coni=1,... | N; calculando
N
P(Eg)+ZqP(E) = (S\UE) -+-Z(P(E X(8))

i=1 N i=1 i=1

= 1= M) (1.9
i=1
Definamos las medidas Q, ... ,Qx en B(S) como
Q:iB) = i:ig)) parai=1,... Ny

QB - T, \(B) '

Qo(B) To5% (S)
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con B € #B(S). Sean X,Yy,...,Yn variables aleatorias independientes defi-
nidas en un mismo espacio de probabilidad (Q, &# v) en el cual tienen dis-
tribucién P,Qq, ... ,Qn y £ esta distribuida uniformemente en [0,1], supon-
gamos que Y; toma valores en A;. Procedamos a desentrafar la distribucién
de Y definida en {1.4), para B € 2B(5) y por (1.5) tenemos

v{Y € B}

Il

N hil

Y QB - ) P(E:) + Qo(B) (P(Eo) ¥ Zc.-P(E,-))
i=1 i=1
= Q(B)

Como A; = Ef, se tiene {X € E,§ 2 ¢} € {X € E;)Y € A;} C
{d(X,Y)< 6+¢} parai=1,... N, entonces

N
(d(X,Y)26+¢c) ¢ {XeE}ulJ{Xe€E§<a)
i=1

C {XEEo}U{E<Vc,-}
i=1
€

C {XGEO}U{£<mM[m:P(E,-)>O]}

Por tltimo se tiene

N
v{d(X,Y)26+¢e} < P(Eo)+ Y aP(E)

i=1

N
P(Eo) + (i~ N(S))

i=1

IA

S§+¢

a

Con ayuda del lema anterior podernos dar una interpretacién probabilista
de la métrica de Prohorov cuando el espacio S es separable.

Teorema 1.3 Sea (S,d) separable y P,Q € P(S). Se define 24P, Q) como
el conjunto de medidas de probabilided p € 9 (S x S) con marginales P y
Q,(es decir, u(A x §) = P(A) y p{S x A) = Q(A) para toda A en FB(S)).
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Entonces

p(P,Q) = peei(gfuminf{f >0:p{(z,y): dlz,y) 2 e} <} (1.6)

DEMOSTRACION: Sean € > 0y u € o/ P, Q) de forma que u{(z,y) : d(z,y) >

£} < e, entonces . .

P(F) = wFxS§)

w((F x )N ({(=,9) : d(z,9) < €} U{(z,1) : d(z,9) 2 e]))
H((F x 5N {(z,9) : dla,y) < e}) +¢

(S x F)+e=Q{F)+e

A IA

es decir, para ¢ arbitraria p{P, Q) < ¢, entonces se da la desigua.ldaﬂ menor
igual en la ecuacién (1.6). Centrandonos en el Lema 1.3 tenemos u € a#{P, Q),
y si 6 tiende a cero, se obtiene la desigualdad restante. . a

Corolario 1.2 Sea § separable, X,, y X variables aleatorias S- valuadas con
n=1,2,..., definidas en un mismo espacio de probabilidad, con distribucién
P. y P respectivamente. Si d(X,,X) — 0 en probabilidad cuendo n — oo,
entonces limp o0 p(Pn, P) = 0.

DEMOSTRACION: Para n=1,2, ..., sea p, la distribucién conjunta del vector
{Xn, X). Entonces limp—eo g, {{z,y) : d(z,y) > €} = 0 para todoe > 0, y
por el Teorema 1.3 culminamos la prueba. O

Se ha trabajado duro, pero a cambio se tiene el siguiente teorema impor-
tante, que como mencionamos nos refleja dos propiedades que hereda 3 (S)
de S, una métrica y la otra topolégica.

Antes de dar inicio definamos una medida sencilla e importante, que es la
medida de Dirac, para = en S se define 1a medida 6, como:

: 1 sirce A
5=(A)={ 0 sizg A

con A en B(5).

Teorema 1.4 5i § es separable, entonces I (S) es separable. Si ademds
(5,d) es completo, (P(S),p) es completo.

DEMOSTRACION: Primero demostremos que 9?(S) es separable. Sea {z,} un
subconjunto numerable denso en S, y §; la medida de probabilidad que esta
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concentrada en z; consideremos el conjunto

n n
[/ {PE F(8): P= Za.&,‘ con a; GQ,Za; =1, yn ﬁnito}

i=1 i=1

que es un conjunto numerable. Sélo resta probar que es un conjunto denso en
FP(S).

Seaz > 0y Q € P(S), elegimos E,... E, € HB(5) ajenos de didmetro
menor que ¢, con z; € E; y tal que Q(Ey) < ¢ con Ey como de costumbre.
Sea m > n entero positivo, llamemos a; = k;/m con ki = [m - Q(Ei)] y
ko=1-Y .  ki.Para FC Sy M =UL,E; setiene

(i) Si F N M =8, entonces Q(F) < &

() Si FNM # 0, entonces F = F{ U Fp con Fi € M y F; contenido
en el complemento de M asi que F} C Ur,ng,#pE: entonces Q(Fy) <
Q(UrnE.#eE;), y con (i) se tiene

QF) =QR)+QFI < T QE)+e

FyNE;#0

entonces para F' conjunto cerrado de S

QF) < ) QE)+e

FME;#@

i [ll-'-#Q-m(Li)]&n(F) +econ x; € F

i=1

P(F)+e< P(F*)+¢

1

donde P = Y (Im - Q(E;)}/m)éz,, por tanto p(P,Q) < e.

Para demostrar la completitud de J7(S) es suficiente considerar una suce-
si6n {P,} C P(S) de manera que para n > 2 p{Pn—1, Py) < 27". Paracadan
elegimos Eg“),. . ,Eg‘"} elementos de 3B(S5) ajenos, con didmetro menor que
27 tal que que Pn_1(EM) < 277, donde ESY = §\ U EM™. Utilizando
el Lema 1.3 en cada elemento de {P,}, llegamos a que existe un espacio
de probabilidad (), &% v} en el cual estdn definidas las variables aleatorias
YiW, ., Y S-valuadas, £ [0, 1)-valuadas con n = 2,3,.. ., X S-valuada

(n} {n)

con distribucién Py, todas ellas independientes y constantes cj ', ... 1Ny €
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[0,1) con n = 2,3,..., tal que la variable aleatoria

}/‘(n) en {Xn—-] € El(ﬂ),f(n} 2 cgn)}!coniz 1’,,, ,Nn
N,

Xp= “
b Yb(n)' en {Xn-1 € E'(()"’)}'U"U“{Xn_l c E,'(n),f('n) < an)}

i=1
tiene distribucién F,, y
H{d(Xn — 1, X,) 2 2771} < 2774

Por el Lema de Borel-Cantelli se obtiene

u{id(X,,_l,Xn) < 00} =1

n=2

por ser (S, d) un espacio completo lim,,—,oc Xn = X c.s. v el Corolario 1.2 nos
da como resultado limp .o p( Py, P) = 0, por lo cual (P(S), p) es un espacio
métrico completo. a

Una aplicacién més del Lema 1.3, es para la prueba del Teorema de Repre-
sentacidn de Skorohod, que se expone en el préximo teorema.

Teorema 1.5 (Representacién de Skorohod) See (S,d) un espacio sep-
arable, P,, P € P(S) conn=1,2,... de manera que lim,_,o p(P,, P) =0
Entonces eriste un espacio de probabilidad (02, & v) en el cual estdn definidas
Xn, X varigbles aleatorias S-valuadas con distribucién FP,, P mspectwamente
conn=12..., tal que lim,_,,, X, = X c.s.

DEMOSTRACION: Para k = 1,2,... tomemos los conjuntos E(k) E(k)
B(S) ajenos, con didmetro menor que 2% y P(E{Y) < 2%, donde E(k)
S\ule E( ), ; SUPONZAMOS que P(E( )) > 0 y defimanos £; como el mlmmo

de P(E( Jeon 1 €i< N,y lasucesion {k,} como

n =ma-x{1u{k >1:p(P,P) < %“}}

Empleando el Lema 1.3 con Q@ = P, e =¢x, fkn sikp > loe = p(P,,P)+1/n
sik=1,8=2"% E = E,-(k") y N =N, paran=1,2,...; entonces existe
un espacio de probabilidad (Q?, & v) en el cual estdn definidas las variables
aleatorias Y(”),. Y(") S-valuadas con n = 1,2,..., la variable aleatoria
£ uniformemente dlstrlbmda en [0,1} y la variable aleatona X S-valuada
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con distribucién P, todas ellas independientes; ademds existen constantes

c(l"), el ,cs\',‘zn €[0,1] con n=1,2..., ¥ la variable aleatoria

K(n) en {X [S Eg(k“),g Z csn)},con i= 1’ ’Nk"

Xn"_' n - n
v en{XeEFu | Jix e B e < ™)

i=1

tiene distribucién P,, y

k. . €k, (kn) 1
{d(Xn,X)zz k +E}C{$€Eo }U{e< kn}

si kn > 1; y para n =.1,2,... definamos K, = min,3,kn > 1 entonces
Ko>1, v

-] ex
’ (,,,U (e X) 2278 4 E})

<y u{XGE&k)}+V{£<KL}

k=K,

1
< —-Ka+l —
<? + e

n
como lim,_,., Kn = 00, jovialmente tenemos lim,.cc Xn = X cs. O

A continuacién se presenta el teorema del mapeo continuo, con el que damos
fin a esta primera seccion.

Corolario 1.3 Sean (S,d), (§',d') espacios métricos separables, yh: § — §’
una funcién Borel medible. Supongamos que P,, P € P(S8) conn=12,...
satisfacen limn—.oo p(Pn, P) = 0, sean Qn, Q@ € P (§) conn = 1,2,...
definidas como

Qn"‘Pnh_l, Q=Ph_l

Sea C, el conjunto de punios donde h es continua; si P(C,) = 1, entonces
Bm, oo p'(Qn, Q) = 0, donde p' es la métrica de Prohorov de P(5').

DEMOSTRACION: Por el Teorema de Representacién de Skorohod existe un es-
pacio de probabilidad (2, &% v) en el cual estan definidas las variables aleato-
rias X,,, X S-valuadas con distribucién F,, P n = 1,2,... respectivamente,
tal gque limp_,cq Xy = X c.s. Como v(Ch) = 1, se tiene limn o0 A{Xn} = h({X)
c.s. y por el Corolario 1.2 Him, ., ' (@, @)} = 0. o
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1.2 El Teorema de Prohorov

Para poder abordar el tema de convergencia de medidas de probabilidad con
mayor facilidad, serda necesario una caracterizacién de los conjuntos compactos
en P (S), donde § es un espacio métrico. Para llevar acabo tal objetivo,
destacaremos las medias que estan detrminadas por lo valores que toman
sobre conujuntos compactos.

Una medida P € $(S) es tensa, si para cada ¢ > 0 existe K compacto en
S, tal que P(K) > 1—¢. Una familiad de medidas de probabilidad e# € P(S)
es tensa, si para cada £ > ) existe K compacto en S tal que

inf P(K)>1—e¢.
Peod

Lema 1.4 S5i(S,d) es un espacio métrico completo y separable, entonces P ¢
P(S) es tensa.

DEMOSTRACION: Sea € > 0 y D = {z,} un conjunto denso en S; para n > 1
¥ por la regularidad de P € P(S) se tiene

P GB z l >1-—
k=1 k,n B a

Sea K la cerradura de N>, Uk " B(zi,1/n), K es totalmente acotado ¥ como
S es completo, en consecuencia K compacto, entonces

oo N,
P(K) > P(ﬂ UB(Ik,l/n))

n=1 k=1
[~5] Na
> 1-) P (ﬂ B(zy, 1/n)"")
n=] k=1
= £
__>__ 1- 2_n =1-¢
n=1

O

Teorema 1.6 [Prohorovf Sea (S,d) un espacio métrico completo y separable,
y »AC P(S). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(o) ofl es tensa.
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(b) Para cada € > 0, existe K C § compacto de manera que

inf P(K)>1—¢.
PeE )

(c) ~# es relativamente compacto.

DEMOSTRACION:

fa => b] Sea £ > 0, por ser ~# una familia de medidas tensa existe K subcon-
junto de S compacto tal que infpe.r P(K) > 1 — ¢, y por tanto

inf P(K*)>1—¢
Peadf

[6 = c] Por el Teorema 1.4, la cerradura de a#'es completo, sélo resta probar
que es totalmente acotado. Sean £,6 > 0, de manera que € < 6/2, y
K C 8 compacto tal que

inf P(K*)>1-¢
Peatt

Adems&s existen x,...,z, en K tal que A < UL, B(x:,€) ¥ por con-
siguiente K¢ C U, B(z:, 2¢), tomando zg € S y m > n/e formamos el

conjunto ~.{ de las medidas de probabilidad de la forma:
n k il
A= P . = = T <k < =
o { eP(S): P ;(m)a L donde0<k;<my iz_%k m}

Sea Q € Ay ki = [m-Q(E)| i =1,...,n donde E; = B; \U{Z1B; y
ko =m—3 ' ki, para F € € se tiene:

QF) < Y QE)+e
FNE;#®
mQ(E:) n
< ——t —+
Fn;.;ea m me
< P(F¥)+2

cntonces p( P, Q} € 2¢ < §, es decir, ~# es totalmente acotado.

[c=>a] Sea £ > 0, coma o/ es totalmente acotado existe un subconjunto
finito ~/, de ~# tal que ~# C {Q : p(P.Q) < /2" con P € oA}
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para n = 1,2,.... Por el Lema 1.4 existe K; C S compacto tal que
P(K,) 2 1 —¢/2"*! para toda P € o#;. Sea Q € o/, para cada n
existe P, € of;, tal que

o £ £
QUK 2 PuKa) — 5 21~ 57

Tomando K como la cerradura de n,,leﬁ/ 2n+l, resulta que K es com-
pacto y ademas
2\ €
QUN21-3 —=1-¢
n=}

por tanto o/ es tensa. O

Si en el teorema precedente se omiten las condiciones de separabilidad y
completitud de S, un conjunto relativamente compacto de medidas no nece-
sariamente es tenso. Sin embargo la otra implicacién es cierta, tal y como lo
presenta el siguiente teorema.

Teorema 1.7 Sea (S,d) un espacio métrico arbitrario, o4 C P (S). 5i o
es tensa enfonces off es relativamente compacto.

DEMOSTRACION: Para m > 1, existe un conjunto K,, C S compacto de

INanera que

inf P(K,)>1-
Peod m

Supongamos que Ky C K2 C --+. Paracada P € oy m > 1 se define P™) ¢
P(5) como PI™(A) = P(AN K,)/P(Kn), de esta forma P(™) ¢ P{Km),
entonces off (™) = {P(™) : P € o/} es relativamente compacto en P (K,,)
con m > 1 debido a que K, es separable y compacto. Entonces

1

m

P(A) < P(ANKn) + i < Ptm)(4) 4

esto es p(P, P{™) < 1/m, ademds obtenemos las siguientes desigualdades

P(ANKy,) +1/m
P(Km)

P(A) 2 P(Kn)PU™(4) 2 (1 - 1/m)Pt™)(4)

P(A)™) < SPOU 4L cnm>m (1)

P(A)(m') > P(Km)P(m)(A)

b P 2 (1 - ;nl—) PHA) conm' >m  (L8)
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para toda P € ~#, A € 3B(S) y m > 1. Dados conjuntos Ay, Az,... € B(S)
ajenos, por las desigualdades (1.7) y (1.8) resulta

S 1P(A) - PUIAY |

< 3 (Pmag - (1- 5) 4D + P40

gﬂM(Um)-Hm(Um)+%

1

IA
3w

2 4
+==—=
om m
(1.9)

para cada P € oy m' > m > 1. Sea { P.} C 2#/cualquier sucesion, entonces
existe una subsucesién {P,, } de {P.} y Q™) € P(K,,) de manera que

ne 1

klim (P Q™)) =0 param >1
— 00

por ser 2/ {m) relativamente compacto en P (K ), luego para F cerrado
existe ¢, con QUM (F) < P™(F®) + ¢, de esta manera Q(™)(F) se puede
calcular mediante
Q™ (F) = lim lim sup P,(,T)(F’)
k—co

£—0

para todo F' subconjunto cerrado de S. De (1.9) se tiene
Q(A) = lim QU™(4)
m—00

para toda A € B(S), y asi se define una medida de probabilidad Q € F(S5).
Como

p(Pﬂ-k1 Q)

A

p(Pay, P} 4 p(PE™, Q™) + p(Q™, Q)

1 m 2
m +P(Pr(n. )'Q(m)) + ™

IA

para cada k y m > 1, entonces limg—_ o p{Pn, . @) = 0; probando que ~# es
relativamente compacto. a

Proposicién 1.2 Sean (Si,di) k = 1,2,... espacios, métricos y (S,d) un
especio métrico con § = [[oe; Sk v d(z,4) = Y pei (de(zk, v6) A 1) para toda
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T,y € §. Sea {P.} C P(5); para cada @ se define PX € 2(S) la k-ésima
distribucidn marginal de Py con k = 1,2,... (ie. P* = Pyac! donde lo
proyeccidn my 1 § — Sk esta dada por mi(zx) = ). Entonces {P.} es tensa
sty solo si para k = 1,2,... {P*} es tensa.

DEMOSTRACION: Supongamos que {Pf} es tensa para k = 1,2,... y sea
€ > 0, entonces para cada k existe Kx C Si compacto tal que

inf PA(Ki) 2 1=

st K = [[}2, Ki = N, mc ' (Ki), K es compacto en S y

Pu(K) = 1-P. (D{«;'(Kk)}")

k=1
> 1-3(1- PE(K)
k=1
2 1-¢

para toda a, de aqui que {P,} es tensa.
Sea K C S compacto, m(K) es compacto en Sey

igrP;(n(K)) >inf Po(K)>1~¢ parak=1,2,...

Por lo cual {P*} es tensa. 0

1.3 Convergencia Débil

Denotemos por C(S) el conjunto de las funciones continuas real-valuadas en
(8, d), dotado con la norma || ffj = sup.es | f(z) |, y a Co(S) un subconjunto
de C(5), el de las funciones acotadas. Una sucesién {P.} € P(8) converge
débilmente a P € P(8) (P, = P) si

lim [ fdP, =/fdP para toda f € Cy(S5)
Como un ejemplo de convergencia débil consideremos una sucesién conver-
gente {z,} en § al punto = € S, entonces se tiene una sucesién de medidas
de probabilidad en 3B(S), a saber, {6;, }. Para f en Co(S), f(za) = flx) v
més ain [ f6, = f(z,) de donde §,_ =» 6.
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La distribucién de una variable aleatoria X S-valuada, es una medida de
probabilidad en #3(S) definida como PX-!(B) = P{X € B}. Una sucesién
{X,.} de variables aleatorias S-valuadas converge en distribucidn a la variable
aleatoria X S-valuada (X, = X), si PX;! = PX~!. Cuando se presente
confucién se especificard el espacio métrico que se este considerando, es decir,
P,= Penlb.

Si S es un espacio métrico, f: § — S’ una funcién continua y X, = X en
S, entonces f{X,,) = f(X) en &, pues si g € Co(S’) entonces go f € Cy(S5).

Demos principio & esta seccién probando que la convergencia débil es equi-
valente a convergencia en la métrica de Prohorov. Antes de esto, diremos que
A € B(S) es P-continuo si P(8A) = 0, donde JA es la frontera del conjunto
A

Teorema 1.8 Sea (S,d) un espacio métrico, {P,} una sucesién en F(S) y
P € P(S). Las condiciones de (b) a (f) son equivalentes, y (a) las implica o
todas ellas. St ademds S es separable, todas elias son equivalentes:

(a) lim p(Pa,P)=0.

(b) P, = P.

(¢) ,}Hﬂo fdP, = f fdP para toda f € Co(S) unifermemente continua.
(d) li'rln_.solip P,(F) < P(F) pera todo F C S cerrado.

{e) liﬂ.igcl,f P.(G) = P(G) para todo G C S abierto.

n ﬂll.r[c}n P.(A) = P(A) para todo A P-continuo.

DEMOSTRACION:

fa=b)Seac, =p(Po,P)+1/nparan>1y f€Co(S)con f20

IfIk Hrlk
/ fdP, = /0 P(f > t)dt < /0 P({f > t})dt + eall I

para toda n, sacando el limite superior

[F£i)
limsup/fdPn < lim P({f = t}~)dt
n—od n—oo
. NIy

P({fzt})dt-—"ffdP

[t}
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Ahora para f € Cy(S) arbitraria, [ff+f 20y [fil-f20

limsup | (|f]l + f)dP, < / s+ Hdpy

=00

lim sup f (Ifll = FaPa < f (£l - H)dP

n—0o0

Por tanto P, = P.
[b = c] Por definicién.
[c = d] Sea F C § cerrado, y para cada ¢ > 0 definamos

f,(:c)=(1—ﬂiji))v0 z€S

de manera que fe € Cy(S) es uniformemente continua y f.(z) = 1 para
toda = € F, entonces

limsup P,(F) < lim / fedP, = f fedP

n—o0

tomando el limite cuando £ se aproxima & cero, llegamos a

limsup P, (F) < lir%/fsdP = P(F).
E—+

=00
[d => e] Sea G C S abierto, entonces

liminf P,(G) = 1 - limsup Po(G°) > 1 — P(G°) = P(G).

[e = f] Sea A un conjunto P-continuo, entonces

limsup P,(A) < limsup Pr(A)

n=—o0 n—oo

1 — lim inf P,(A°)

< 1-P(A)
P(A)

Por otro lado

liminf P,(A) 2 liminf P,(4%) > P(A°) = P(A)

n—oeo n—oa

por tanto lim,_, P,(A4) = P(A).
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[f = b] Sea f € Co(S) de manera que f 2> 0, entonces f =ty {f =t},
de aqui que {f > t} es P- continuo, entonces

LAl
lim | fdP, = lirgo P.{f = fldt
n—oo 11— 0
nsl

i

P{f > t}dt = ]fdP
o
para f € Co(S) considerando nuevamente || fl|+ f y || fl| - f para concluir
P,= P.

[e = a con S separable] Seae >0y E; € HB(S } con didmetro menor que
€/2i = 1,2,... una particién de S. Sea n el menor entero tal que
P(U_ Ei} > 1 —€/2, y &a coleccién de los conjuntos abiertos de la
forma (UserE;)¢/? donde I C {1,... ,n}. Como & es finito existe ng
de manera que P(G) < P.(G) + ¢/2, para todo G € &y n 2 no. Sea
FeFy

Fo=|J{Bi:1<i<nENF#8}

entonces F¢/2 ¢ 'y

P(F) < P(F§*) +¢/2
< PuF) 46 < Pa(Fe) +¢
Esto es p(P,, P} < € para n > ng. m]

Corolario 1.4 Sean P,,P € P(S) conn =1,2,..., y §' € HB(S). Supon-
gamos que P,(8') = P(S") = 1 para toda n, y sean P, y P las restricciones
de P, y P a B(S"). Entonces P, = P en § si y sélo si P, = P en §'.

DEMOSTRACION: Sea G' abierto de §’, entonces G' = G N S para algin G
abierto de S; como P, = P tenemos

lim sup P.(G’) = limsup P,(G) > P(G) = P'(G")

n—oeo n—oo

por tanto P, = P’ en S’. El regreso es de manera similar; si G es un abierto
de S, entonces G' = GN S es abierto de 5’ y entonces

limsup P,(G) = limsup P.(G’) = P'(G') = P(G)

N— 0 n—oo

es decir P, = Pen S. [m|
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Corolario 1.5 Sea (S,d) un espacio métrico, {Xa, ¥2) v X variables aleato-
rias (S x S)-valuadas y S-veluadas respectivamente con n = 1,2,.... i
Xn =X yd{X,,Y,) = 0 en probabilidad, entonces ¥, = X. '

DEMOSTRAGION: Si f € C[;(S)_eé uniformemente continua, tenem;)s
lim_ E[f(Xa) - f(¥a)] =0
yaque d(X,,Y,) — 0, con lo que resulta
Jim E{f(Ya)] = lim E(f(Xa)] = E[f(X)]

Por lo cual ¥, = X. o

1.4 Compacidad de PP(S)

Con ayuda de! concepto de convergencia débil se probars la compacidad de
P (8) siempre y cuando S sea un espacio métrico compacto para ello sera
necesario el siguiente teorema.

Teorema 1.9 El espacio métrico S es homeomorfo al subconjunto A = {6s:
x € 5} de P(S).

DEMOSTRACION: Para x en S y {z,} una sucesién en S tal que z,, — x, se
tiene 8, = 4..

Supongamos que 6, = §; y {z,} no converge a z, entonces existe A un
vecindad de z y un subsucesidn {2} tal que z+ no esta en A para toda n’. Por
el Lema de Urysohn existe g una funcién continua con 0 < g(z) < 1, g(z) = 0
¥ g(y) = 1 para y € A°. Entonces [ gdé,_, = 1, sin embargo fgdé, =01lo
que es una contradiccién. 0

Terminamos este primer capitulo con un resultado interesante ya esperado.

Teorema 1.10 El espacio P (S) es compacto si y sdlo si S es un espacio
mélrico compacto.

DEMOSTRAGION: Supongamos que S es un espacio métrico compacto, en-
tonces Cp(S) es separable. Sea {g»} un subconjunto denso en la bola unitaria
con centro en cero de C(5), tal que ¢y = 1, ||gn]] € 1. Sea T : P(F) — I,
dada por T(p1) = ([ g1dp, [ gadp, ... } donde I es el producto numerable del



22  Convergencia de Medidas

intervalo [—1,1] y ademds I°® es un espacio métrico compacto. Veamos que
T es un homeomorfismo.

Supongamos que T{u) = T(v), entonces [gndp = [ gndv para toda n,
como {g,} es denso en en la bola unitaria f gdu = [ gdv para toda g en en
la bola unitaria de Cy(S) esto es p = v y T es inyectiva.

Comprobemos la continuidad de T. Sea {y,} una sucesién de medidas tal
que [, = p con p,, i € P(S), entonces [ gndp, — f gndp para toda n
y T(u,) — T(g), es decir T es continua. Que pasa con T™}; sea {u,} una
sucesién de elementos de P(S), tal que T(p,} — T{n) es decir [ gndu, —
[ gndp para toda n. Para g € Co(S), con ||g|| £ 1 se tiene

Ugdua - /gdu' = V(g—gn)dua +[(gu - g)du+
/ 9ndpty, — / gndpt
2llg — gnll + ][srnd#a —/gndp‘

f gdu, — f gdp

dado que existe una subsucesién {gn} tal que ||g — gn’|| — 0 y para g en C(S)

con ||g|] €1 se obtiene
fgdpa—[gdu\w

es decir , = p y T es un homeomorfismo.

Ahora probaremos que T(2”(S)) es un subconjunto cerrado de /*. Su-
pongamos que {g,} es una sucesién en P (S) tal que T(u,) converge a
{a1,02,...) en I, Sea g en Cy(S) tal que ||g|| < 1, por tanto existe una
sucesién {gn'} tal que {|gn- — g|| — 0, por las mismas maniobras que se em-
plearon en la prueba de la continuidad de T~} se tiene

/ gdp, — / gdp,

por tanto
/gdun - fgdum| <2)lg - gnl

1A

por tanto

lim sup <2|lg — gnli

lim sup
o

< 2{g—gnll + Ugnﬂdun “/gn’dﬂm‘

lim sup
n,m—o0
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tomando n' — 00, se llega a

lim sup
A,m—00

[ s = [ | =0

Para toda g en la bola unitaria Sp lim f gdu existe y lo llamaremos Ag. Si
f € Cp(S), existe una cosntante c # 0 tal que ¢f € Cy(5), de esta manera
definamos A(f} = cA(f/c). A es una funcional no negativa en Cy(S) tal que
A(1) = 1. Por el Teorema de Representacién de Riesz existe una medida p tal
que A(g) = [ gdp. En particular A{gy) = ay, por lo cual T(u) = (ay, @z, .. .),
es decir T{#(S)) es cerrado, en consecuencia F(S) es compacto.

Supongamos que F(S) es un conjunto compacto, por el Teorema 1.9 5 es
homeomorfo a un subconjunto cerrade de 2(S), por tanto S es compacto. O




2 Espacios C'y D

Trataremos el caso particular de dos espacios métricos importantes para el es-
tudio de procesos estocdsticos, el primero de ellos es el espacio de las funciones
reales continuas con valores en [0, 1] con la métrica del supremo, el segundo es
el espacio de las funciones reales con valores en {0, 1] continuas por la derecha
con limite por la izquierda con la métrica de Skorohod. El primero de estos
espacios se le conoce como el espacio C y al otro como el espacio D.

Para ambos espacios se exponen criterios de tensién de medidas, que es fun-
damental para obtener convergencia débil, asi como también se caracterizan
a los conjuntos compactos. Para el caso del espacio C se prueba la existencia
de la Medida de Wiener, que da la descripcién del Movimento Browniano,
proceso estocdstico que R. Wiener formaliza matematicamente al cues
-tionamiento que R. Brown hizo a finales del siglo XIX, sobre la simulacién
del movimiento que sigue un grano de polen disperso en agua. A partir de la
Medida de Wiener se define el Puente Browniano, que jugard un papel impor-
tante en los Teoremas de Donsker que en el capitulo 4 se tratardn. Ademads se
presentan las dos versiones del Principio de Invarianza.

Por iiltimo se hace una comparacién entre convergencia débil de medidas
en C con la topologia uniforme y en D con la topologia de Skorohod.

Los resultados de este capftulo corresponden al libro Billingsley [1968].

2.1 El Espacio C

Denotemos por C = C[0, 1] al espacio de las funciones reales continuas definidas
en el intervalo {0, 1], dotado de la métrica del supremo:

d(z,y) = Sup lz(t) —y(t] z,yeC

Con esta métrica el espacio (C, d) resulta ser un espacio métrico completo y
separable.
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Para los puntos t;,... ,tx del intervalo {0, 1}, designemos por e, (T} 12
proyeccién natural, es decir, la funcién de C' en R*® dada por 7, 4, (z) =
{(z(t1),... ,z(tx)); lamemos conjuntos de dimension finita a los subconjuntos

de C delaforman;! , H con H € B(R¥);silafuncién e : R™ — R* esla
proyeccidn de las primeras & componentes y P es una medida de probabilidad
en (R, B(R*)}, la distribucidn de dimensidn finita de P es la medida pPr;!
en (R*, B(R)*), para el caso de (C, B(C)) las distribuciones de dimension
finita estan dadas por P}, .

Por ejemplo, consideremos los puntos 0,1/2, 1, y la funcién continua z{t) =
(1 — £2)/2, entonces mg,1/2,1(x) = (1/2,3/8,0), y tomando el conjunto H =
{{u,v,w) € R* : 4 + 2% + w? < 1}, el conjuto de finita dimensién 11'0—1}/2,111
es el conjunto de funciones continuas tal que al ser evaluadas en los puntos
0,1/2,1, el vector (z(0), z(1/2), (1)) esta en la bola unitaria con centro en el
origen, en este caso I € ‘n'g’} /2..1H .

Teorema 2.1 Sean P,, P medidas de probabilidad en (C, HB(C)). Si las dis-
tribuciones de dimension finite de P, convergen débilmente a las de P, y si
{P,} es un conjunto tenso, entonces P, = P.

DEMOSTRACION: Dado que {P,} es tensa, toda subsucesion {P.'} contiene
una subsucesién { Po» } que converge débilmente a alguna medida Q. Entonces
las distribuciones de dimensién finita de @ son el limite de las correspondientes
distribuciones de dimensién finita de P,~, y por tanto coinciden con las de P.
Como toda medida en C esta totalmente determinada por las distribuciones
de dimensién finita tenemos que @ = P.

Esto es, toda subsucesién contiene una subsucesién que converge a P, por
tanto P, = P. a

Este teorema es el camino a seguir para demostrar la convergencia débil de
medidas, por lo que es importante tenerlo en mente. Aqui resalta lo crucial que
es la caracterizacién de los conjuntos relativamente compactos, o los conjuntos
de medidas tensas. Que esperamos para empezar a CONECCr como son estos
conjuntos, para el caso particular en que las medidas toman valores en JB(C).

El mddulo de continuidad de un elemnto z de C se define como:

w.(§) = w(z,6) = sup |z(s)—z(t)), 0<é<1
ls—t|<é

Como toda funcién continua sobre {0,1] es uniformemente continua, (es
decir, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todo s,t en [0,1] con |s — 2} < §,
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implica que [x{s} — z(t)| < £) podemos establecer que para cada z en C
}Lrg w,(6) =0

Teorema 2.2 See {-P,} una sucesién -de medides de probabilidad definidas
en (C, B(C)), la sucesidn es tense si y sélo st satisface

(i} Pare cada n > 0, existe a de manera que

Pz:|z(0)] >a} <, n>1

(it) Pera cadae,n > 0 erxiste §, con 0 < § < 1, y ng entero positivo lal que

Po{z:we(b) >} <n, n2ng.

La condici6n (i) establece que la sucesién de medidas {P,7;'} en (R, B(R))
es tensa.

DEMOSTRACION: Supongamos que la sucesién {P,} es tensa; dado 1 existe
K compacto de manera que P,(K) > 1 — 5 para toda n. Por el Teorema de
Arzeld-Ascoli, K C {z : |z(0)} € e} para alguna a, y K C {z : w.(6) < ¢}
para alguna §, de donde concluimos (i) vy (i} con ng = 1.

En la condicién {ii) podemos poner ng = 1, ya que si P es una medida
en (C, B(C)), en tensa, por tanto existe § tal que Pz : w(8) > ¢} < 7.
Entonces supongamos que {P,} satisface (#i) para §' y n > ng, tomemos n
tal que n < ny, entonces existe §, tal que P, {x : wy(6,} > £} < 7 llamemos
§ = min{6',61,... ,6no—1}, de aqui se sigue la condicién (if) para ng = 1.

Supongamos que {P,} satisface (i) y (ii), con ng = 1; dado 1 podemos
elegir a tal que si A = {z : |z(0)| < a} entonces P,(A°) < 1y para toda n, y
&, de manera que si el conjunto

A = {:r Cwe (k) < %}

entonces P,(A§) < n/2¥*! para toda n. Sea K la cerradura de AN (N2, Ay),
entonces P, (K) > 1—n para toda n, ademds por el Teorema de Arzela-Ascol,
el conjunto K es compacto, de donde {P,} es tensa. O

Ahora veamos otro teorema que nos ayudara con el concepto de tensién de
medidas en el espacio C.

Teorema 2.3 Sea {P,} una sucesién de medidas de probabilided definidas
en (C, B(CY), que satisface
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(i) Para cada 1 > 0, existe a de manera que

Pulz:|z(0) >a} <9, n21

(1) Para cada e,m > 0 existe §, con 0 < 6 < 1, y ng entero positivo tal que

lPﬂ {:1: : sup  |xz(s) — =z{t}] > e} <7 n2np.
6 t<s<t4s

para toda t.
entonces { P} es tensa.

En el caso en que t + § > 1, nos limitaremos a t < s < 1.
DEMOSTRACION: Basta demostrar que la condicién (i4) implica la condicién
(#%) del teorema anterior. Para § fija definamos el conjunto

A:={x: sup |x(s)-z(t)|ze}

tSs<t+b

Tomemos una particién uniforme del intervalo [0, 1] en subintervalos de lon-
gitud &, si |s — #] < § entonces ambos puntos estdn en un mismo intervalo o
bien en intervalos vecinos, de donde

Pufz:ws(8)23e} < Pad | Ais g £ Y Pal(dig)
ics! icsl

entonces P, {r: wz(8) =3¢} < (1 +[1/8])6n < 2n6 < 29 o

2.1.1 PFunciones Aleatorias

Sea X una funcién de (2, B, P} a C, esto es, X (w} es una funcién continua
en {0, 1] cuyo valor en ¢ se denota por X (t,w). Para ¢ fija X(t) denotard una
funcién real en 2, con valor X{t,w) en w, es decir X (¢} es la composicién
7 X; de manera similar (X(¢1),...,X(t)) es una funcién de 2 a RF con
valor (X (t;,w),... , X {lx,w)) en w.

Para t fijo consideremos el conjunto cerrado A = {z € C : z(t) < a},
entonces {w : X(t,w) < a} = X~'A, por consiguiente si X es un elemento
aleatorio en C, X(t) es una variable aleatoria. Ahora supongamos que para
cada ¢, X(t) es una variable aleatoria; si B es una bola cerrada en , con
centro en r de radio 8, entonces X7 !B = {w: X{w) € B} = Ny {w : =6 <
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X(r,w) — z{r} < 6} donde la interseccién corre sobre todos los racionales del
intervalo [0, 1], entonces X~'B € 98, como C es separable, tenemos que X es
un elemento aleatorio en C.

Sea {X,} una sucesién de funciones aleatorias, se dice que la sucesidn es
tensa si la sucesién de las distribuciones cotréspondientes {PX '} es tensa.

El Teorema 2.2 asegura que la sucesién { X, } es tensa si y s6lo si { X,(0)} es
tensa y si para cada ¢, 7 positivos existe § con O < § < 1 y ng entero positivo
tal que

P{w(Xn8) 2e}<n n>2ng (2.1)

donde w{zx, §} representa w.(4). Esta condicién restringe el comportamiento
de las funciones X, es decir, establece que las funciones X, no tengan osci-
laciones muy violentas.

De la misma manera el Teorema 2.3 establece que la sucesién { X,,} es tensa
si {X,(0)} es tensa y si para cada £,7 positivos existe §, con 0 < § < 1y ng
entero positivo tal que

lp{ sup | Xn(s) = Xa(t)] = e} <n (2.2)
) t<a<t+6
paran>ngy 0 <t <1,

Sean &,&5,... ,&, variables aleatorias definidas en (Q, 3B, P), se define
Sn=§& +---+&, v So =0. Pasamos a definir la variable aleatoria X,(¢,w)
que es de interés para el desarrollo del espacio C. Para cada i/n € [0,1] se
define X,(i/n,w) como:

y de manera lineal para el resto de los puntos del dominio, esto es, si ¢ €
{(i = 1)/n,i/n], entonces

(i/;l/)n—-txn (5;1) Lt- («i/-nn/nxn (%)

Xa(t,w)

]

;—%Si—l(w) +n (t ! ; 1) ‘TIWE;(U)

Site[{i—1)/n,ifn], i — 1 =[nt], por tanto la expresién anterior se puede
simplificar a

Xaltw) = —=Sing(w) + (1t — ) — =€ 11 (@) (2.3)
ayn avn
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Como S; es una variable aleatoria, X, (t) es una variable aleatoria para cada
¢, por lo cual X,, es una funcién aleatoria.

1

1 2 3 4
o ; 5 3 5 z

Figura 2.1: Grifica de X, para n = 5.

Ahora nos enfocamos a determinar condiciones bajo las cuales las funciones
aleatorias definidas anteriormente formardn un conjunto tenso. Pero antes
notemos que la sucesién {X,{0)} es tensa, ya que X,(0) = 0 para toda n. 5i
t=k/nyt+5=j/n, con k,j enteros la ecuacién (2.2) se puede reescribir
segin la definicién de Xn(t) como:

i 1
EP{T{%U_\/_‘HIS,{_I - Skl > E} <7 (24)

claro que ambas difieren por le supuesto de tomar a t y ¢ + 6 como miiltiplos
de 1/n; pero para nuestros objetivos esto no representaré ninguna desventaja.

Teorema 2.4 Sea {X,} una sucesion de funciones aleatorias definidas como
en (2.3), y tal que para cada € positivo eciste A > 1 y ng entero positivo, de
manera que si n = ng, entonces

£

5 (2.5)

P{m<a-x|5k+i - Skl 2 f\J\/ﬁ} <

para tode k. Entonces {X,} es tensa.
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DEMOSTRACION: Si remplazamos ¢ por ne?, entonces existe A positivo y n,
tal que

2
£
P {max|Sk+| - Skl 2 AU\/’E} S n—z (26)
i<n | -
paran > n, yk > 1, Llamemos 6 = 52/)\2, como A > 1 > £, § es menor que 1.
Sea ng un entero mayor que n,/§. Si n > ng, entonces [né] > ny, y por (2.6)

ne?
P {ils'{lli}éllsgk.g.l - Skl 2 Am/[nﬁ]} < T

Como M/[nb] < ey/n y 76 = ne?/)?, llegamos a la ecuacion (2.4) para toda
k y n > ng. Por tanto {X,} es tensa. o

2.1.2 Medida de Wiener

La proyeccién 7, definida como m(z} = z{t) con z elemento de C, es una
variable aleatoria en (C, 3(C)) que denotaremos por z;. §i P es una medida
de probabilidad en (C, B(C)), {z: : 0 < t < 1} es un proceso estocistico,
donde t es el pardmetro de tiempo, z,; son las variables coordenadas y su
distribucién depende de P.

La Medida de Wiener que denataremos por W, es una medida de probahi-
lidad en (C, B(C)) que satisface las siguientes dos condiciones:

e Para cada ¢, la variable aleatoria z, se distribuye normal con media 0 y
varianza ¢ bajo W

1 o 2

W{z <a}l= ¥ 2y
tze <o} \/EH/,,,,

yparat =0, W{zo =0} = 1.

o El proceso estocastico {z; : 0 <t < 1} tiene incrementos independientes
bajo W:8i0 <ty <t; <--- <t <1 entonces las variables aleatorias
xt. - xto:xtg - It“' .. 7I£k - Itk_”
son independientes bajo W,

Por las caracteristicas antes mencionadas, resulta que el proceso {z,} tiene
incrementos estacionarios, dado que la distribucién de z, — z; depende unica-
mente de ¢ — s.

Probaremos la existencia de la medida de Wiener en (C, 3B(C)).
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Teorema 2.5 Eziste en (C, B(C)) una medida de probabilidad W, con los
requerimientos antes mencionados.

DEMOSTRACION: Sean £,,£,,... variables aleatorias independientes, con dis-
tribucién normal, media 0 y varianza 1, definidas en un mismo espacio de
probabilidad (€2, 3, P). Sea X,, una funcién aleatoria definida como {2.3) con
o =1, es decir:

1 1
7—1,;5[:;:1 (w) + (nt - [nt])ﬁg[ntl+l(w) (2.7)

Sea P, la distribucidn de la variable aleatoria X, en C. Parat;,... ,tx en [0,1]
consideramos P, 7y, 1 «, ladistribucién de dimension finita, que corresponde a
1a distribucién del vector aleatorio (X, {t1), ... , Xn(ts)). Parat fijo, la variable
aleatoria X, se distribuye normal con media cero, y varianza

] | (ot = n)?

IYn(t, w) ES

que converge a i, cuando n — 00, por tanto Xa(t} = N(0,t) Sin ningin
inconveniente podemos considerar mds de un punto, para concluir que las
distribuciones de dimensién finita convergen débilmente a las correspondientes
distribuciones de dimensién finita de W. Resta demostrar que { Py} es tensa,
esto serd con ¢l apoyo del Teorema 2.4. Consideremos los conjuntos ajenos

E = {m3;|s,-| <2\Wm < |S.-|} (2.8)
i<t

con A > 0, por ser §; independientes y con incrementos estacionarios llegamos
a

1A

P{usxlsi 2 IVR] < PUS2 AR+ (29)

n—1

Y P(EN{ISa = Sil 2 Avn})
i=1

= P{|Sa| 2 AW/} +

n—1
3" P(E)P{|Sait 2 AV}
i=]

IA

P{|Sa| = AV} +

n—-1
Y P(E)P{IS il 2 Wn—1i)
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por la desigualdad de Chebyshev, con a el tercer momento de una distribucién
normal con media 0, y varianza 1, se tiene

n—1
a a 2a
P {Itnsa}JSJ > 2)“/17.} < X + E .P(E.'.)Ig < 3

i=1
para toda n. Para cualquier € positivo, elegimos A > 1 tal que 2a/) < ¢, para
obtener asi

€
il =2\ < =
P {r‘p(a;‘xlS,l >2 \/ﬁ} <3
por tanto {P,} es tensa segiin el Tecrema 2.4. 0

En efecto la medida de Wiener existe. Indistintamente usaremos W para
denotar un elemnto aleatorio con valores en C cuya distribucién es la medida
de Wiener, asi como también lo hemos hecho la medida medida de Wiener en
C. Llamaremos proceso de Wiener a {W;,0 <t < 1} donde W;(w) es el valor
en t de la funcién aleatoria W{w).

2.1.8 El Puente Browniano

Un elemento aleatoric X en C es Gaussiane, si todas sus distribuciones de
dimensién finita son normales. La distribucién de un elemento Gaussiano en
C esta totalmente determinada por su media E{X(t)}, y por el producto
de momentos E{X(s)X(t)}, para 0 < s,t < 1, ya que éstos determinan las
distribuciones de dimensién finita. Para W estos son

E{W;}=0
y como W, —W, se distribuye normal con media cerc y varianza t—s, E{(W, -
W,)?} =t — s de donde
E{W,W:}=s sis<t

Para el estudio las distribuciones empiricas sera necesario el elemento alea-
toric W°, llamado Puente Browniane o Browniano Atado que se define como:

Wo=W,~tW; contel0,1]
que es un elemento Gaussiano en C, y satisface E{W?} = 0, E{W; W} =
s(1 —t) con s < t, ademas Wy = W} = 0 de donde biene el nombre de
Puente Browniano. Si la funcién A : C — C es tal a cada z le asigna el

valor z{t) — tz(1) en t, entonces las medidas W° y W estan relacionadas por
We =Wht
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2.1.4 El Principio de Invananza

En esta seccién se expone el Principo de Invarianza, que habla sobre con-
vergencia en distribucion de las variables aletorias X,,, antes de presentarlo
enunciamos un lema que sera necesario para la prueba del Principio de Inva-
rianza.

Sean £,,£,,... variables aleatorias definidasen (2, B, P)y Sa =&+ -+
£,, de nueva cuenta definamos el elemento aleatorio X, en C como

1 i
Xn(t,w) = ;—\7—;3[“:1(‘”) + (nt - [nt])a__ﬁflntl-i-l(w) (2.10)
Lema 2.1 Sean ¢,,... £, variobles aleatorias independintes con media cero

y varianza finita 07, sed S; =&, +---+ &, y 8 = o2 +--- + a2, entonces
P{maxisi2 xon | <2P {1501 > (1= VE)en}

DEMOSTRACION: Supongamos que A > /2 de otro caso no hay nada que
demostrar, consideremos los conjuntos

E; = {maxlS_,—l < Am £ IS!-l}.
<3

al igual que en la prueba de la existencia de la medida de Wiener calculamos

P {“éa,i‘ 1S: > Asm} < P{Sml 2 (A~ V2)sm} + (2.11)

m—1
P(E:N {ISm] < (A~ V2)sm})
i=1
Si S| = Asm ¥ }Sm] < {A— v/2)8m, se disponde de la desigualdad |Sy, —~ Si| >
2s,,, por la desigualdad de Chebyshev podemos acotar superiormente el
segundo sumando de (2.11) de la forma siguiente

el m—1 1 m
P(E)P{|Sm — 8 2 VEsu} < 3 P(E)gm D ok
=] =1 Sm k=1+1
1 m—1
< I .
< 3 ; P(E;)
<

1
5?{@%5&4 > Asm}
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finiquitando esta demostracién. o

El préximo teorema es conocido como el Teorema de Donsker y como el
Principio de Invarianza, al hacer referencia a él lo haremos por el Principio de
Invarianza ya que existe otro teorema que también lleva el nombre de Donsker,
el cual es de mayor interés para nuestro objetivo, de él se hablara ampliamente
en el capitulo 4.

Teorema 2.6 (Principio de Invarianza) Sean £,,£,,... variables aleato-
ries tndependientes e idénticemente distribuidas con media cero y varianza
finita 0? positiva. Entonces

X,=2W (2.12)
donde las funciones aleatorias X, estdn definidas como en (2.10).

DeEMOSTRACION: Primero demostremos que las distribuciones de dimensidén
finita convergen a las deseadas. Consideremos un sélo punto s en {0, 1], por la
definicién de X, se obtiene la desigualda.d

Xn(s) —

py L L0 [ (2.13)

i
\/— \/—f[ns]+1
donde la cota superior converge a cero en probabilidad por la 1dtil desigualdad
de Chebyshev. Por el Teorema del Limite Central y el hecho que [ns]/n — s

S[ru] = W,

Jjunto con (2.13) se tiene X,(s) = W,.

Ahora consideremos dos puntos 8,¢ en [0,1] con 5 < t, deseamos probar
que (Xa(s), Xn(t)) = (W,, W,). Como las variables aleatorias Sj,5) ¥ Sing ~
S|ns) son independientes, nuevamente por el Teorema del Limite Central y la
desigualdad (2.13) obtenemos la convergencia

(U\/—S{nsl: (S[ntl S[n:])) = (Ws; W, — Ws)

De igual manera se puede tomar un conjunto con tres o méas puntos, logrando
la convergencia de las distribuciones de dimensién finita. Para comprobar que
{X.} es tensa nos basaremos en el Lema 2.1. Para A > 22 gozamos de la
desigualdad P {ma.xisn |SI| > /\J\/T_I} < 2P{|Sn| > %/\J\/ﬁ-}, por el Teorema
del Limite Central se obtiene la convergencia

P{IS,,] > %)\a\/ﬁ} - P{|N| > %,\} < %Ew]i*
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entonces para A suficientemente grande se obtiene

. £
hmsupP{r}lSa’.zcl.S"-i > )\cr\/ﬁ} < I

n—oo

junto con el Toerema 2.4, se tiene la propiedad de tensién para {X.}. O

A este teorema se e llama el Principio de Invarianza, por que no interesa
la distribucién de las variables aleatorias £;, salvo que tengan media cero y
varianza finita. Por ello si se desea calcular una distribucién limite, se toman
variables aleatorias sencillas de manipular y después se aplica el Principio de
Invarianza.

2.1.5 Producto de Momentos

Supongamos que existen enteros no negativos u,... ,um que satisfacen
[ 4 [2]
E{IS; - S 1S =S < | Y w 3w (2.14)
i<i<y F<t<k

con)<i<j<k<m,~y a positivos. Por ejemplo paray =2, a=1y §;
indepéndientes con media cero, tomamos u; como la varianza de §; satisfacen
(2.14). Dado que zy < (z + y)? para 2,y no negativos, de la desigualdad
anterior llegamos a

2a
EYS; - S 1Sk =Sy < | Y (2.15)

i<i<k

Si|S;—8i| = Ay S —S;| > A para X positiva, entonces |S; — 5|7-|S; - S:[Y >
227 por la desiguladad de Chebyshev y (2.15) se tiene

2a

1
P{S; = Sil Z M 1Sk — 5} 2 A} < = Z i (2.16)

i<i<k

conl<i<ji<k<m
El siguiente teorema representa el primer paso para el Teorema de Donsker
que el capitulo 5 se estudiara.
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Teorema 2.7 Siy >0, a > } y se satisface (2.16) para A positive y
o H —
M, = of_:t}c%xm min{| Sk}, |Sm ~ Sk}

entonces

Kyo o
P{M, > )} < )@’1 (ug + -+ um)? (2.17)

para toda A\ positiva y K, . una constante que depende solamente de v y a.
DEMOSTRACION: Sea § = 1/(2y+ 1), 0 € § < 1, como 1 < 20218 g clige
K lo suficientemente grande tal que (K > 1)
1 1
&
2 [22&6 + R?] <1

Una vez establecido K, probaremos la desigualdad (2.17) por induccién
sobre m. Para m = 2, M} = min{|S,|,]|S2 — S1(}, por (2.16) contamos con

P{M;2 )} < P{Si 2115 - 812 A}
1 o
< F(ul +ug)?
K
< F(Ul + ug)2®

Supongamos que la desigualdad (2.17) se satisface para todo entero positivo
menor que m. Llamemos ¢ = u; + --- + 4 y supongamos u > 0, sea h un
entero 1 € A €< m tal que

Uyt tupy 1
u 2 u

en ¢l caso b = 1, el lado izquierdo se considera como 0; ahora bien considere-
mos las siguientes variables aleatorias:

U, = Osz%a.}_l min{|Si|, |Sh—1 — Si|}
U, = hrsnjz%_:xm min{|S; — Sil, |Sm — 55|}

Dy = min{|Sh-1],|Sm — Sh-1l}
D2 = min{lshlt iSm - Sh.!}
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Dado que h — 1 < m, contamos con la hipétesis de induccion, esto es, para
las variables aleatorias £,,... ,§4_1 ¥ U1,.-- ,un—1 Se tiene la desigualdad

u2 K

K [0
P{UIZA}SF(U1+---+M—1)2 Sﬁ'y_a {2.18)

como m — h < m, de nueva cuenta se hace uso de la hipétesis de induccion
para las variables aleatorias £, ... ,§., para obtener

K u?e K
P{Uz 2 A} £ F(U}H—l + '--+um)2° < G
Por la desigualdad (2.16) contamos con
2a

1 u
P{D1 2> A} < 'Xﬁ(ul"*'""{"Um).za <

= (2.19)

y con P{D; 2 A} < uza/)\z". Para 0 € i € h ~ 1 probaremos que u; =
min{!Si[, !Sm - S,]} <U; + Dy

e Para el caso en que |S;} < U se tiene gy; < |5 < U + Dy

¢ Supongamos [Sy-; — ;| £ U, si |{Sk—1| = D) entonces

g <18 €148h1 = Sil +1Sha| S UL+ Dy

» Supongamos que |Sp—) — S —i| € U; y [Sm — Sa—1} = Dy, entonces

t: < |Sm — S € 1Sh=1 = Sil +18m = Sn| < Uy + Dy

De esta manera contamos con min{{Si|,{Sm — Si|} S U+ Dy para 0 <7 <
h—1. De manera énaloga se tiene también que min{|S;|,|Sm — S;|} < U2+ D2
con h < j € m; de estas dos tltimas desigualdades resulta

M:n < max{U1 +0h, Uz + Dy}

por consiguiente P {M! > A} € P{U; + D, > A} + P{Uz + D; > A}. Sean
A1, A2 niemros positivos tales que A; + Ag = A, por las desigualdades (2.18)
y (2.19) se llega a

2 K u2e

P{U1+ D2 A} < P{U; 2A0}+P{D12A1}5}%—12ﬁ 7
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Sean g, C) niimeros positivos, entonces

o 1C G L s ey
»\orgllr;ﬂ{_k?-l-;?; —F-;[Co -f-Cl] con Ag+ A = A

por lo cual, tomando Cp = K/2** y C; =1
1/6

w2 [/ K \°
P{U1+D12/\}Sxﬁ|:(2—2;) +1

al igual se puede establecer para la variable aleatoria Us 4- Dy

2o § 1/6
P{M. 22} <22 [(ﬁ) +1

A2T 22a

por la manera en que se eligio K, el término de la derecha se puede acotar
por el merecido Ku2*/)X*", dando fin a la prueba del teorema. o

Por 1iltimo mostramos un teorema que sera utilizado en la el la prueba del
Teorema de Donsker.

Teorema 2.8 Sea vy2>0,a>1/2y
2

1
P{IS; = Sil 2 A, Sk = S5l 2 A} < = Y w
i<i<k

se satisface para toda A positiva con 0 € i < j < k < 'm, entonces para toda A
positiva se tiene

"

K
P{Mg 22} 32 (wm +- +om)™

donde KT , es una constante que depende solemente de v y a.

2.2 El Espacio D

En esta seccién también trabajaremos es un espacic de funciones, pero con
menos restricciones que el espacio C, a saber, el conjunto de las funciones
reales definidas en [0, 1] continuas por la derecha con limite por la izquierda,
es decir, con funciones definidas en [0, 1j que satisfacen:
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() z{t+) = lim x(s), existe para 0 < t < 1, y z(t+) = z(t)
s—t
(i1) z{t—) — lim z(s), existe para ) <t <1
s—f-

A este conjunto lo denotaremos por D = D[0,1], dichas funciones también
reciben el nombre de funciones con discontinuidades de primer clase.
Para z € D y Tp C [0, 1], se define

wo(To) = sup{|z(s) — z(t)] : 5,t € To}

entonces el médulo de continuidad de un elemento x de C se puede expresar
€omo: _
we(6) = sup welt,t+6)
0<t<1~6
Si x es elemento de C, es uniformemente continua, el siguiente lema es un
resultado similar pero para el espacio D.

Lema 2.2 Sea = un elemento del espacio D y ¢ > 0, entonces existen puntos
to,... .t talquel=tg <) <---<tr =1y

w,[t,-_l,t,-) < E (2.20)

DEMOSTRACION: Sea

7 =sup{t € {0,1] : [0,2) = Ui_;{t:—1,ti),con
0=ty <---<tr=tywz[t,_1,t;) <E}

Dado que z{0} = £(0+), T estd bien definido y es positivo. Como z(r—) existe,
T e3 el méximo del conjunto, y como z(t) = z(7+}), T=1. 0

De este lema nos podemos dar cuenta que los elementos de D tienen a lo mis
un nimero finito de saltos mayor que ¢ positivo, como consecuencia tienen a
lo més un nitmero numerable de discontinuidades, ademads son acotados y por
iltimo se pueden aproximar por funciones simples, con lo que aseguramos que
las funciones de D son funciones medibles.

Como un intento de obtener resultados andlogos a los que se obtuvieron
en el estudio del espacio C, empezaremos con la definicién de mddulo de
continuidaden D. Para0 < § <1y xen D sea

' s ) ) _
wx(é) = {1?‘% Org??r wrltiey, t)
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donde el infimo es sobre el conjunto finito {t;} tal que

O=tg<ty <- - <t =1
hmtiy>8  i=L2...,r

Con esta definicién el Lema 2.2 establece que todo miembor = de D satisface
s ey
}1_1.% w (6} =0

Para § < 1/2, es posible dividir el intervalo [0, 1) en subintervales [t;_,, ;)
tal que § < £; —t;_; < 28, para obtener la relacién

wy(6) < wz(26)

Sea z € C, y £ > 0, tomemos una particién {#;} tal que 0 =ty < -+ < ¢, =
1L,h—tiy>6y

. . !
Org?é(r woltioy, ts) <w,{6) +¢ (2.21)

si 8,t son puntos tales que |s — t| < §, entonces ambos estdn en el intervalo
{ti~1,t;) 6 en intervalos vecinos, por ser x continua y por la desigualdad (2.21),
w. (6} < 2w (8) + 2¢ de donde

we(8) < 2w, (6)

esto es, los médulos w. y w), son casi iguales para las funciones continuas.

2.2.1 La Topologia de Skorohod

Sea A el conjunto de las funciones continuas estrictamente crecientes del in-
tervalo [0, 1] sobre si mismo, por tanto si A pertenecea A, A0 =0y Al = 1.
Para z,y en D definamos d(z,y) como el infimo sobre £ > 0 tal que existe
A € A que satisface

sup|Xd—t]<e ¥y sup |z(t) —y(At)| < ¢
t t

Como todo elemento de I es acotado, tomando A = ¢ se tiene que d es una
funcién finita.

Teorema 2.9 {D,d) es un espacie métrico.
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DEMOSTRACION: Por definicién d es no negativa. Supongamos que d(z,y) = 0,
tomando A =t se tiene

inf{e >0: Sl:p fe(t) —y(t) €€} =0

dado n > 0, existe ¢, tal que 0 € £, < 1/n y sobre todo sup |z(¢) —y{t)| < e,
para cada n, por tanto z(t} = y(t), es decir, z = y.

Sea A € A, entonces X es una funcién biyectiva por lo que podemos hablar
de A~! sin inconveniente, més atin A~ € A, como A y A~! son funciones
simétricas respecto a la funcién identidad, se tiene

sup |At — ¢ = sup |A "'t - ¢|
t t

Dado t en [0, 1}, sea tg = Xt, entonces z(t) — y(At) = (A~ o) — y(to), como
A es una funcién biyectiva

sup (t) — y(A¢)| = sup lz(A~1e) — y(t)|

asegurando la simetrfa de d.
Bean A;, A2 € A, entonces A\ también pertenece a A, y de las siguientes
desigualdades

sup |AaA1t — t| < sup |A1t —t| + sup{Aat — ¢t
t t t

sup |z(8) = y(AeAet)] < supla(t) — y(Mt)l + supla(t) ~ y(dat)]
se logra la desigualdad del tridngulo para d. 0

!
(t)

|
|
!
I z{t}
|

: N
/\ \/? < =t} M=ty

Figura 2.2
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La topologia que genera la métrica d se le llama topologfa de Skorohod.
Diremos que una sucesién {z,} en D converge a z en la topologia de Skorohod
si y sélo si existen funciones A, € A tal que

limz,(Aty==z(ty vy liAn A=t

uniformemente en t ambos limites. Si {z,} converge uniformemente a x, en-
tonces converge en la topologia de Skorochod, basta tomar A.t = ¢ para toda
n. Pero el reciproco no es cierto, ya que en la topologia de Skorchod se tiene
la convergencia

1{(0,1/2+ 1/n)} — 1{[0,1/2)}

pero dicha sucestén no converge uniformemente.
Sin embargo dado que

[Za(t) ~ 2(2)] < [2a(t) — (A7) + [z(A7"e) = 2(0)]

convergencia en la topologia de Skorohod implica z,(t) — z(t) en tode punto
de continuidad ¢ de z; si z es uniformemente continua entonces convergencia en
la topologia de Skorohod implica convergecia uniforme. Por tanto, la topologfa
de Skorohod restringida al espacio C coincide con la topologia generada por
la métrica uniforme en C, es decir, con la topologia uniforme.

Consideremos el conjunto de las funciones z con valor racionalent =1, y
valor racional en cada uno de los intervalos [(i —1)/k, i/k) para algiin entero k
con 0 < i € k, este conjunto es un conjunto numerable, y como todo elemento
y de D es medible, entonces y se puede aproximar por funciones simples,
es decir, por funciones que pertenecen al conjunto antes descrito, resultando
{12, d) un espacio métrico separable.

Pero no todo es de agrado, pués D no es completo bajo la métrica d,
consideremos la sucesién z, = 1{[1/2,1/2 + 1/n}}, entonces d{xn,z,n) <
[n=! — m™1|, es decir {z,,} es fundamental pero no es convergente bajo la
métrica d. Para solucionar este problema introduciremos otra métrica dg
equivalente a d, bajo la cual I resultara un espacio completo.

Sea A una funcién no decreciente en [0,1) con A0 =0 y Al = 1, definamos

At — As
{—s

log

IAll = sup
sF#EL

Si || Al} es finito tenemos que las pendientes de las cuerdas de A estdn acotadas
por cero e infinito, por consiguiente A es continua y creciente. Se puede dar el
caso que [|A]| sea infinito y A pertenesca a A, esto justificard la definicién de
dp que mencionamos a continuacién.
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Para ,y en D sea do(z, ) el infimo de los £ > 0 tal que existe A en A que
satisface

IM<e ¥ mﬁplr(t) ~y(At) <e (2.22)

Nuevamente toamando At = ¢, resulta que la funcién dg es finita y por las
siguientes relaciones tenemos que dg es una métrica en D.

IATH =0y Id2dall < Pl + A2l

Con dy como métrica en D, que pasa ahora con la sucesién z,, = 1{[1/2,1/2+
1/n)}. Resulta que para m,n > 3

. m
do(Zn,Tm) = min {1, |log ;L-l}
es decir, la sucesién no es fundamental bajo dp, obteniendo un poco de tran-

quilidad por el momento.
Si do(z,y) < € < 1 ¥ A en A satisface (2.22) se tiene

Mt
log(l 2¢) < --¢e <log n <e < log(l + 2)
como 0 <t < 1, [M —t| < 2¢, es decir

d(r.y) < Uolz,y)  sidolz9) < (223)

Lema 2.3 Sean =,y en D tol que d(z,y) < 8, con0 < 6 < %, entonces

do(z,y) < 46 + w,(6).

DEMOSTRACION: Sea § < 1/2 y {t;} una particién del intervalo {0, 1] tal que
ti—tiy>d,conl<i<r,y

weltioy, ti) < wi(8) + 6 (2.24)
y pen A tal que

suplz(t) — y(ut) < 6% y supjut-t| < & (2.25)
t t

Definamos una funcidn A como Af; = ut; y lineal un los puntos intermedios,
resultando A una funcién continua y creciente, dado que u~ '\ fija a los puntos
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t; y es creciente, los puntos ¢ y =1 At estan en un mismo intervalo [t;_y,¢;).
Por consiguiente

|2(t) — y(Ae)] lz(t) — (™ ALY + |z (st AL) — y(At)]

<
< WAS)+ 6 +8°
< 46 + wl(6)
Dado que At; = pt; por (2.25)
|(At,’ - Atioq} — (t" - ti-—l)l < 2% < 25(& — t.'..l)

como A es creciente, para todos los puntos s, ¢ se da la desigualdad |{At —As) —
(t — 8)| < 28|t — 3|. Con esto llegamos a

log(1 — 26) < log )‘i - ;\“’ < log(i + 26)
de donde [|A]] < 46 y do(z,y) < 46 + wi(8). u]

Ahora si, seamos testigos de la prueba de que las métricas d y dy generan
la misma topologia en D,

Teorema 2.10 Las métricas d y dy sobre el espacio D son equivalentes.

DEMOSTRACIGON: Denotemos por Su(x,€) y Sg,(z, €) la bola abierta con centro
en = de radio € con respecto a la métrica d y do respectivamente. Por (2.23),
es posible encontrar & tal que Sy, (x,5) este contenida en Sy(z,¢).

El Lema 2.3 establece que si

§<1/4 y 46+wi(b)<e (2.26)

entonces Sy(z, §2) C S4,(x,€). Dados 7 y €, existe § que satisface (2.26), ya que

w.(6) — 0 cuando & tiene a cero. Por tanto d y dy son métricas equivalentes

en D. O

2.2.2 La Completitud de D

Teorema 2.11 Fl espacio métrico (D, dp) es completo.

DEMOSTRACION: Sea {z,} una sucesion fundamental en D, que satisface
d(Tp, Tnp1) < 277, ¥ u, funciones en A tal que

1 1
sgplzn(t) — sttt < o ¥ il < 5 (2.27)
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cntonces para m 2 1

sup Mptma1 Boslbal = Bngm ' Hogibatl Stjplun+m+18 -5

1
& e
- 2n+m

para n fija la sucesion {ft,m - - Mni1#n } €S fundamental para toda ¢, entonces
se tiene la convergencia uniforme

Ant = ml.gnoo Hngm " “Hna1Hnt.

De esta manera las funciones A, son continuas, no decrecientes, A\,0 =0y
Anl =1, falta probar que ||A.|} es finito, para ello veamos que

Brgm " Bnl = Bnym " HnS

log Pom < ”:un+m T l-"r:-l—l.u'n.”
< Meall + lsapall + F letngmll
< 1
— 2n—l

si m — 00 resulta || M| < 2177, es decir A, € A. Por definicién de X, se tiene
An = An414,, sustituyendo en (2.27) se obtiene

- - 1
Sl:plmn(’\nlt) - $ﬂ+l(An-}-lt)] = sup |Ta(s) — Tat+1{pas) < on

2
Entonces las funciones 2, (A;!t) forman una sucesién fundamental para toda
t y convergen a una funcién z(t), que pertenece a D. Como sup, |z,{A;'t) -
z(t) = 0y || Anll — O resuita do(zn,z) — 0, lo que prueba que toda sucesién
fundamental en (D, d;) es convergente. O

2.2.3 Los conjuntos compactos en D

Ahora demos paso a caracterizar los conjuntos compactos de [J, en el caso de
el espacio C' el Teorema de Arzed-Ascoli fue un factor importante, por ello
enunciamos el sigueinte teorema andlogo para el caso del espacio IJ.

Teorema 2.12 Un subconjunfo A de D es relativamente compacto en la
topologia de Skorohod si y sdlo st

supsup|z(t)] < o0 ¥ limsupwl(8) =0 (2.28)
€A ¢t 5—0zca
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DEMOSTRACION: Para demostrar que A es relativamente compacto, es sufi-
ciente con demostrar que es totalmente acotado con respecto a dy, ya que
(D, dp) es completo, pero se probard primero respecto a d.

Dado £ > 0 sea k un entero p051t1two tal que 1 / k <eywi(l/k) < ¢ para

a = sup sup |z(¢)|
zcA

¥ B un subconjunto finito de funciones y € D tal que en los intervalos [(u —
1)/k,u/k) toman un valor constante de H, y y(1) € H.
Probaremos que el conjunto B es una 2¢-red respecto a d; sea £ en A, dado

que w(1/k) < £ existe una particién {to, ... ,t,} del intervalo [0,1] tal que
1
ti—tiog > E Y wz[tl -1t < £ (229)
sean u; enteros distintos tal que u;/k < ¢; < (u; +1)/k parai =1,...,r,

por tanto existe A € A tal que A{u;/k) = t; y es lineal en los intervalos
[ui/k,u; + 1/k). Sea y en B que satisface

|y(%)—m(,\%)|<e con0<u<k

como [Mu/k), A({u +1)/k)) C [Mui/k), Muit1/k)) = [ti,tiy1) v por (2.29)
la funcién z(At) no puede variar més de € en el intervalo [u/k, (u +1)/k), y
como y es constante en estos intervalos, tenemos |y(t) — z{At)| < 2¢ para toda
t. Ademss |t; — %} < 1/k < € por tanto sup, |\t — t| < € ¥ d(z,¥) < 2, es
decir, B un una 2¢-red respecto a d.

Dado 1 positiva, se elige § tal que 0 < § < 1/4, entonces 46 + w.() < 7
para toda = en A, y tomemos £ de manera que 0 < 2t < 2. Por el Lema
2.3, B es una 7-ted respecto a dy, con lo que aseguramos que A es totalmente
acotado respecto a dp, ¥ su cerradora es compacta en (D, dy).

Si A es relativamente compacto, es acotado por lo que resulta la primera
parte de (2.28). La prueba de la otra ecuacién es mds elaborada, probaremos
que w_(6) es semicontinua por arriba en z para cada §.

Dados x,8 y € hay que exibhir 7 tal que d(z,y) < % implique w’(§) <

wy{(6) + £. De nuevo sea {ty,... ,t,} una particién del intervalo [0, 1] tal que
ti—ti1>6y
waltioy, t:) < whl6) + g coni=1,2,...,r (2.30)

tomemos n de manerea que t; —¢;_; > 8+ 2nppara0 <i<ryn<e/d Si
d(z,y) < 1 entonces para alguna A en A se tiene

sgplz\tPtkn y sgplx(t)—y()\t)|<n
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Llamemos s; = A~ 't;, por consiguiente
8 — 8.1 >t — iy —2n>6

Sisytestanen[s;_y,s;) entonces As y Al estan en [ti-1,t;:) por tanto llegamos
a |y(s) — y(t)| < w..(6) + ¢, més aln tenemos la desigualdad

wylsim1,8:) < w(8) +¢

entonces wy(8) < w;(8) +¢. 0O

Continuemos con la caracterizacién de los conjuntos compctos en (D, dp),
pero antes definamos una variante de wf, a saber

wi(8) = sup min{|z(t) — z(t1)]. |z (t2) — z()I}
donde el supremo se toma sobre todos los puntos ¢,2; y t2 tal que
ti<t<ty y ta—t <6 (2.31)

Para £ y 6§ dados dividamos el intervalo [0,1) en subintervalos [si_1, s:)
tal que 8; — 5;_1 > & ¥ wy[si—1,5) < wi(6) + €. Si se tienen puntos como en
(2.31), entonces en el caso en que los puntos ¢, t; esten en un mismo intervalo
(8i—1, 8¢} se tiene |z(t) —z(t:1}] < wi(8)+e ¥y |z(t2) —x(2)| < wr(f)+e, siestan
en intervalos vecinos [s;_1, ;) ¥ [5i, $i+1) se satisface |z(t) —z(t1)| < w;(6) +e
para t; <t < 8 v |z(t2) — x{t)| < wl(6) + € para s; < t < 2, obteniendo la
relacién

w;(6) < wi(6) (2.32)

Teorema 2.13 Un conjunto A es relativamente compacto en la topologia de
Skorohod st y sdlo st

sup sup [z(¢)] < o0
TEA ¢t

y ademds satisface

lim supw}(6) =0

50 A

lim sup w[0,8) =0 {2.33)
§—0ze4

lim supwg{l — 6,1} =0

§—~0zca
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DEMOSTRACION: Por el Teorema 2.12 probaremos que las equaciones (2.33)
son equivalentes a

Jim wi(§) = 0 (2.34)

La implicacién de {2.34) a (2.33) se sigue de la relacién wi(6) < w(6).
Dado ¢ positivo, se elige § tal que para toda x en A

wi(f) <e, w.f0,8)<e y wl-§1)<e

Sean ty,t; tale que to £y < §,sit) <s <t <ty lz(s)—x(t))| > € entonces
|z(t) - z(s)| < € ¥ |z(t2) — z(s)| < €, por consiguiente |z{t) — z(t)] < 2 ¥

min{jz(s) — z(t1)}, |z{t2) — =(£)|} < 2¢ (2.35)

Supongamos que r tiene un salto mayor que 2¢, en los puntos 7, 73 ¥
ademds 0 < 79 — 7, < &, para los puntos t; < s <t < ¢y con by ~ty < 6
T1 =8, Tz =1y y t; cercano a T1 y t cercano a 73 se da la desigualdad (2.35)
que es un contradiccién. Resumiendo, la funcién z en el intervalo [0,1] no
puede tener saltos mayores que 2¢ en dos puntos cuya distancia sea menor
que §, lo mismo se puede decir para los intervalos [0,5) y [1 - §,1).

Si z tiene un salto mayor que 2¢ es un punto s;, entonces estos puntos son
talesque 0 = 89 < 83 € - < 8y =1y 8y — 5,1 > 6. 818, —s8;_1 > 6
agregamos el punto medio del intervalo [s;_y, s;] a la particién de esta manera
se tiene una nueva particién sg,... , S, (r > m) que satisface

%6(5,’—3"_1Sf5 pa.ra.i=1,2,...r

Sean t),%2 tal que s;_1 < & < t2 < s;; sea 03 el supremos de o € [t;,1g]
tal que supy, <, <, [z{u) — z(t1)| < 2¢, y o2 el infimo de o € [t1,1,] tal que
SUPy<yugt, |%(t2) — z(u)| £ 2. 8i 01 < o2 existe s mayor que o, tal que
|lz{s)~z(t1)| > 2c y t menor que o5 tal que |z(iz}—={t)| > 2¢, como ta~t; < §
resulta una contradiccidn a (2.35); por lo tanto o < 01 y fz(o1~)—=(¢;)] < 2
y |z(ta) — z(e1)| < 2¢.

Como t; < 01 < tp, 01 € (8i—1,8;) ¥ el salto en &, es a lo mds de 2, es
decir |z{g,) — z{o,—)}| < 2¢ por lo que

wafsi—1,8:) < 6e

de donde w,(6/2) < 6e, esto es lims_o wi(§) = 0. o
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2.2.4 Conjuntos de dimensidn finita

Para los puntos ty,. .. ,tx en [0, 1] se define la proyeccién natural 7y, . ., del
espacio D a R* como

Tty |£k(z) = (.’B(t]),. . 1I(tk))

Las funciones Tg y 71 son continuas, pero para t en (0,1} que pasa con .
Consideremos los puntos 0 < t < 1, si {z,} converge a = en la topologia
de Skorohod y ademds x es continua en #g, se tiene z,(to) — z(to); ahora
supongamos que T no es continua en tp, si A, € A es lineal en los intervalos
[0,20] ¥ [to. 1}, Anto = to — 1/n y la sucesién z,(s) = z(\,s), entonces {z,}
converge a z en la topologia de Skorohod pero z,(to) no converge a x(tg).

Lema 2.4 Para(Q <t < 1, 7, es continua en T si y sélo si x es una funcién
continua ent.

Falta ver que m,, ., es medible respecto a (D) la c-dlgebra generada
por los conjuntos abiertos de la topologia de Skorohod. Sélo counsideremos
un punto ¢, si {z,} converge a = en la topologia de Skorohod, entonces
zn(s) — z(s) para todo puntos de continuidad de z. Como las funciones
T, son uniformemente acotadas

1 t4e 1 t4+=
—/ zn(8)ds — E] z(s)ds
t

€ Je

para cada ¢ positivo, Entonces A (z) = £} :+£ z(8)ds es continua respecto
a la topologia de Skorohad, y h.(z) — m(zr) para cada z cuando ¢ — Q ya
que la funcién T es continua por la derecha. Entonces m, es medible y en
consecuencia g, .. ¢, -

Los conjuntos de dimensidn finita de D son los conjuntos de la forma
w;f._.’,kH con k> 1y H en B(R*), y ademds son conjuntos medibles.

Sea Ty un subconjunto de [0,1], y r, la clase de los conjuntos 7!, H,
con t; elementos de Ty y H € B(R*). De esta manera d#r, es un slgebra
aditiva finita, y Hg 1) es la clase de todos los conjuntos de dimensién finita.

Teorema 2.14 Sea Ty un subconjunto de [0, 1] denso tal que 1 € Ty, entonces
o, genera a B(D).

DEMOSTRACION: Sea {t,} un subconjunto de Ty que es denso en [0,1] con
ty = 1, ¥y Sgp{z,7) una bola abierta respcto a dg, probaremos que Sg,(x,€)
estd en la o-dlgebra generada por &, Para 0 < ¢ < r y k > 1, llamemos
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Ag(€) al conjunto de las funciones y en D para la cual existe A € A qué cumple
con

- Y — 1zl A -
Al <r~¢ ¥y llggsxkly(t.) (M) <r—~¢

Veamos que Ax(e) pertenece a &#p,. Para ¢ y k fijos, sea H) el conjunto de
los puntos (z(Aty),...,z(At)) donde A recorre todas las funciones en A tal
que ||A|| < r—e, H el conjunto de puntos (ay,. .. , o) tal que fo; — ;| < r—¢
para algin (8,,... ,B:) de Hy. H; es un conjunto abierto en R* y Ak(e)
71',_1? , Ha, por tanto Ax(e) € Fr,.

Ahora porbaremos que

Sao (2, 1) = Ue N Axle)

donde la unién es sobre todos los racionales ¢ del intervalo (0, r), justificando
que Sy, (z,r) es un elemento de d#p,. Veamos primero que

Meey Ax(e) C Sa(z, 7)
Sea y en NZ2 | Ax(e), para cada k elegimos A en A que satisface

[Ae]l <« r—€ ¥y  max |y(t:) —z(Mts)] < r—¢ {2.36)

1<i<k

Por el Teorema de Helly, existe una subsecesién {Ae} y una funcién A no
decreciente, tal que

lim Aprt = At
kf

para todo punto t de continuidad de A.
Sean s,t puntos de continuidad de A, entonces

A AS )qklt - Ak:S

— 8

= lim

k!

<r—=¢

log

EEE

por lo cual A es continua y creciente, ademds [[A|| < r —e. Por (2.36), |y(¢1) —
yth) <r—eyaquety =1, ysii>1, |y(t;) — z(Awt;)] < r — e para
k' > 1. Como Apt - At se tiene |y(t;) — z(Ali)] <7 —ceofy(t;) —z((M;) =) <
7 — &, como {t;} es denso sup, |y(t) — o(At)| < r —¢, y y € Sq,(z, 7). La otra
contencién no presenta problema. '

Con esto terminamos la demostracién ya D es un espacio separable. O
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2.2.5 Distribuciones de dimensidn finita

Si P es una medida de probabilidad en (D, 3B(D)), las distribuciones de
dimensién finta de P son las medidas Pﬂ-t—lf---‘th dadas por P! | H =
P(r;}, H) en (R¥, B(R*)).

Como (D, dp) es completo, una familia de medidas de probabilidad es re-
lativamente compacto si y solo si es tensa, ya se estudié la caracterizacion
de los conjuntos compactos en el espacio D que es fundamental pero hay un
problema, las proyecciones no son necesariamente continuas. Esta dificultad
se tratara de solucionar en esta seccion.

Sea P una medida de probabilidad en (D, 9B(D)), denotemos por Tp al
conjunto de los puntos ¢ en [0, 1] tal que 7, es continua excepto en un conjunto
de P-medida cero (0,1 € Tp). Sea 0 < t < 1, t pertenece a Tp si y slo si
P(J;) =0 donde

Ji = {z: 2(t) # =(t-)}

el conjunto de las funciones x que son discontinuas en t.

Recordemos que los elementos de D tienen a lo mds un ndmero numerable
de saltos, por lo que se probard que P{J;) > 0 a lo méds para un ndimero
numereble de puntos t. Sea J;{¢) el conjunto de las funciones = que tienen un
salto mayor que £ en t. Para € y 6 fijos P(J;(¢)) = 4, para un namero finito
de puntos, de lo contrario si es cierta para los puntos t1,t2,... todos ellos
distintos, entonces el conjunto limsup, (J:, (£)) tendria probabilidad é por lo
menos, es decir, serfa no vacio lo cual lleva a una contradiccion, ya que los
elementos de D tienen sélo un ndmero finito de puntos con salto mayor que
¢ positivo. Para ¢ fija, P{Ji(¢)} > 0 para un niimero numerable de puntos ¢,
entonces P(J(e)) — P(J;) cuando £ — 0.

Resumiendo, el conjunto T contiene a los puntos 0, 1, y su complemento
respecto a [0, 1] es a lo mas numerable. Por lo tanto si ¢;,22, ... , tx pertenecen
a Tp, entonces Ty, 1, .., €5 continua, excepto en un conjunto de P-medida
Cero.

Supongamos que P, => P, donde P,, P son medidas de probabilidad en
(D, B(D)) entonces

-1

-1
P"th.t:.u- R = P‘”h.tz.--- T

si todos los puntos £; pertenecen a Tp. Es necesario que todos los puntos sean
miembros de Tp por ejemplo: Si P es la delta de Dirac en el punto 1{[0,1/2)},
y P, también es delta de Dirac pero en el punto 1{[0,2~! + n~1)}, entonces
P, = P pero P,my-: no converge a Pag_1.



El Espacio D 5I3

Teorema 2.15 Sea {P,} una sucesidn de medidas de probabilidad definidas
en (D, BB(D)) tensa y P,,frt'lftm_“ 4 = P’T;?t:,... ., bara ftodos ty,ta,... l; en
Tp, entonces P, = P.

DEMOSTRACION: Por la tensién de {P,} cada subsucesién {P,/} contiene un
subsucesién { P, } que converge débilmente a una medida Q. Sity,¢s,... ,tx €
Tp NTq se tiene Pn”“'t_l{t,,... 4 = P‘"’;f:,,_‘.,tk y también Pun:rrt—l}:,,...,zk =

-1
@74, ta.... b, POT tanto

Pl o = Q7 tita,...,ts €TpN Ty

LTTL2 IO LIV 2 TRTRpE

Dado que Tp y T contienen todos los puntos del intervalo [0, 1] excepto por
un niimero a lo mds numerable, lo mismo se puede establecar para Tp N Ty,
ademads contiene al 1 y es denso. Por el Teorema 2.14, 3B(D) es generada por
los conjuntos de dimensién finita respecto a los elementos de Tp N Tg. Por lo
tanto P=Qy P, = P. a

226 Tensiin

Para determinar tensién de una familia de medidas de probabilidad en C, fue
util el Teorema de Arzela-Ascoli, que caracteriza a los conjuntos compactos
en C, para el caso del espacio D) ya se tiene un resultado anilogo al Teorema
de Arzela-Ascoli, por tanto demos inicio a determinar a las familias tensas en
D.

Del Teorema 2.13 que caracteriza a los conjuntos compactos en D, se obtiene
este resultado, que caracteriza a los conjuntos tensos en D.

Teorema 2.16 [Una sucesion {P,} de medidas de probebilided definidas en
(D, BB(D)) es tensa si y solo st satisface:

(i) Para cada 1 positiva, existe a tal que

Pu{z:suplz(t)] >a} < n21
t

(ii) Para cada € y n positivos existe 6, con 0 < § < 1, y ng entero positivo,
tal que
Pz :wy(6)>e}<n n2>ng

Utilizando el Teorema 2.13 se tiene otra opcién para el criterio de tensidn.

Teorema 2.17 Una una sucesion {P,} de medidas de probabilidad definidas
en (D, B(D)) es tensa si y sdlo si satisface:
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(i) Para cada 1 positiva, existe a tal que

Pofz:sup(z(t)l >a} <9 n21
¢

(ii) Para cada € y n positivos exziste §, con 0 < § < 1, y ny entero positivo,

tal que
Po{z:wy(6) > €} <n (2.37)
Pafz i w:[0,8) > e} <1 (2.38)
Pz :w.[1-6,1})>€} <7 (2.39)
paran > ng

Teorema 2.18 Seca {P,} una sucesidn de medidas de probabilidad definidas
en (D, B(D)) tal que
Parit, . = Pm}! (2.40)

ti 2,0 te

para todos los puntos ty,ta,... ,tx en Tp. Supongamos ademds que P(J;) =0,
y que para cada € y i positivos eriste § con 0 < & < 1 y un entero positive ng
tal que

Pz :uw"(8)>€}<n n>mng (241)
Entonees P, = P.

DEMOSTRACION: Es suficiente con probar que {F,} es tensa y para ello se
empleard el Teorema 2.17. Sea 7 positivo y € = 1, entonces existe § y ng que
satisfacen (2.41). Dado que Tp es denso en [0, 1], contiene puntos ty,... ,tx
talque 0 = ¢) < --- <t = 1y t; — ¢ < §. Por hipétesis se tiene que

{Pamg, 4.} es tensa en R* por lo cual

: ; < >
P, {:r lrg?_écklx(t‘)l > aﬂ} <77 n21l

para algin entero ap. Si [z(t;)] < ag parai=1,... ,k y wi(§) < 1, entonces
|z(t)} < ag + 1 para toda t. Tomando a = ag + 1 y junto con (2.41) llegamos
a P, {sup, [z(t)| > a} < 25 para n > ng; y como se hizo en el Teorema 2.2 se
puede tomar ng = 1 incrementando a.

Demos paso a probar (2.38). Como los elemetos de D son continuos por la
derecha, para £ y 7 dados existe 6 tal que

Pz :jz(8) ~z(0)] > €} <7 (2.42)
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ahora tomemos a § como la menor que satisface la desigualdad anterior, 1a
desigualdad (2.41} para algin ng y ademds pertenezca a Tp. Por lo anterior
Fomg r= Pr,} y como consecuencia

P {z:|z(6) —z(0)| > €} <7

para n suficientemete grande. Si w(§) < ¢ y |z(§) ~ z{0)] < ¢ entonces
|x(s) — z{0)| < 2¢ para toda s en [0, 6], de donde w_[0, 8] < 4¢, que junto con.
(2.41) se obtiene Pn{z : ws[0,8) > 4¢} < 27, probando la desigualdad (2.38).

En forma anéloga se demuestra la desigualdad (2.39); en lugar de (2.42) se
considera

Plz:|z(1) —z(1-6)| 2} <q (2.43)

para § pequefs, que no es cierta en general ya que los elementos de D no
son necesariamente continuos por la izquierda, pero contamos con P{J1) =0,
entonces = es contiua por la izquierda en ¢ = 1, excepto por un conjunto de
medida cero. i '

Por tanto {P,} es tensa y P, = P. ‘ o

El siguiente resultado trata de nuevo el médulo de continuidad w:(6), en
lugar de los médulos wi,(8) y w(8) que se han empleado en el espacio D.

Teorema 2.19 Supongamos que para cada 1 positive, eziste a tal que
P z:|z(0) >a}<n n>1 _ {2.44)

y que pare cada € y N positivos, existe 6, con 0 < § < 1 y ngy entero positivo
tal que

Plz:w(8)>€e}<n n>mp (2.45)

Entonces {P,} es tensa, y si ademds P es el limite débil de una subsucesion,
entonces P(C) = 1.

DEMOSTRACION: Probaremos tensién con ayuda del Teorema 2.16. Como
wl(6) < w,(26) para § < 27!, se satisface la condicién (#i) del Teorema
2.16. Para algiin entero positivo k se tiene

k
l2()] < 12(0)] + 3 |=(it/k) — =((i — 1)t/k)|

i=1

y junto con {2.45) se tiene la condicidn (i), por tanto {P,} es tensa.
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Si wy(6/2) > 2, entonces y esta en el interior del conjunto {r : w;(8) > ¢},
como Py =+ P se tiene

Ply : wy(6/2) > 2} < lin}'rinf Pz we(8) 2 €}

Dados € y 1, existe § y ng que satisfacen (2.45), de donde P{y : w,(§/2) >
2} < 7. Para cada k existe §; tal que si Ax = {y : w;(8x) = 1/k} entonces
P{Ax) < 1/k. Tomando A = liminfx Ax, P(A) =0, si z no es elemento de A,
lims_.o w.{8) = 0, por lo que P(C) =1. |

2.2.7 Un criterio de convergencia

Sea X es una funcién de (2, B, P) a D, es decir, X(w) pertenece a D, y el
valor que toma en ¢ se denota por X(t,w). Para cada ¢, X(t) denotard la
funcién m, X de Q a R, al igual que el espacio C, X es un elemento aleatorio
en D si y sélo si X(t) es una variable aleatoria para cada ¢t. Una sucesién
{Xn} de elementos aleatorios en D es tensa si la sucesién de las distribuciones
correspondientes es tensa.

Obtendremos resultados de convergencia de distribuciones que serdn utiles
para el Tecrema de Donsker que se estudiara més adelante.

Sean X,, X elementos aleatorios en D, si P es la distribucién de X es-
cribiremos Tx en lugar de T’p; recordemos que el conjunto Tx contiene los
puntos 0 y 1.

Teorema 2.20 Supongamos que
(Xnlt1),.-. , Xalte)) = (X(t1),... , X(te))

para cualesquiera ty,... .ty en Tx, P{X(1) # X(1-)} =0 y que
P {[Xna(t) — Xa{t1)] 2 A, 1Xn(t2) - Xa(t)] 2 A} < ;T-,[F(tz) — F(t,)*

paraty <t<tayn>1, dondey >0, a>1/2 y F es una funcidn conlinua
en [0,1), no decreciente. Entonces X, > X.

DEMOSTRACION: Sean 7,8,n y m fijos, con n y m enteros positivos, conside-
remos las variables aleatorias

£ =Xa (T+%6)—XH(T+%5), i=1,...,m
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Sea

1 -
M. = maxmin {

Xn (T+i5) —Xa (T-l- 16)',

m m
. -- - . - — __k.__ . - - Tj PR
Xnl7+=06]-Xpn|T7+=4

m m
donde el maximo se toma sobre § < i < 7 € k € m, por el Teorema 2.8 junto
con la hipétesis se llega a

PAM > €} 5 IF(r+6) = F(r) (2.46)

con K = K. , que depende unicamente de v y a.
Sea :

w'(Xa, [r, 7 + 6]) = supmin{|Xa(t) — Xn(t1)], | Xn(t2) — Xa(t)[}

donde el supremo es sobre los puntos £,t;,%s tal que T <ty <t <ty T+ 6.
Como X, es continua por la derecha, si mn tiende a infinite de la ecuacién
(2.46) se tiene

P{w" (X, [r,7+68)) >e} < %[F(T +68) — F(r)|*> (2.47)
Si 6 = (2u)~? y suponemos ademas que
w'(Xn,[206,(21+1)8]) <e 0<i<u-—1 (2.48)
Y
W (X, [(264+1)6,(2i+28) <e 0<i<u—2 (2.49)

Sit; €t < tayity—t; <06, entonces los puntos i) y ¢3 pertenecen a un
mismo intervalo de los que estdn involucrados en (2.48) o en (2.49), por tanto

m1n{|Xn(t) - Xn(tl);! |Xn(t2) - Xﬂ-(t)” S €

de donde se tiene que w”(X,,6) < e, y por la desigualdad (2.47) se tiene
K
P{LUH(X,-;, 6) > E} < (._*T‘r (E’ -+ EH)

donde £' y £ son de la forma

> [F(tx) — Fltaos)i*
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con0<t; <--- <t S1yty—te—y <28, entonces

P{u'(Xa,6) 2 €} € 25 [F(1) = FO)[wr (28)2"

Como 2a > 1 y F es continua, el lado derecho de esta desigualdad converge
0
a cero.

2.2.8 FE! Principio de Invarianza

El espacio D presenta ventajas para tratar el Principo de Invarianza, ya que las
variables X,, no serdn tan complejas como lo fueron en C. Dadas las variables
aleatorias §;,£;,... en (Q, B, P), §n = &; + - + &, se define Xn(w) una
funcién en D como

Xn(trw) = ;——‘/ﬁs[ntl(w) {2.50)

Dado que X,(t) es una variable aleatoria, X,, es una funcién aleatoria.

L J
_I
o5 32( w)
: ¢——C
: : —
f —
| : ‘
— i : | .
s z 2 4
o ; 3 [ 5 z

Figura 2.3: Gréfica de X,,, paran =5

Deseamos probar que X, converge débilmente a W, la medida de Wiener.
Pero hay algo extrafio, W es una medida en (C, 98(C)), y necesitamos que este
definida en (D, B(D)). La medida W se extendera de la siguiente manera:
como C € B(D), y la topologia de Skorohod restringida a C es la topologia
uniforme, para A en B(D)}, ANC € B(C), asi W(A) = W(ANC). Cuando se
hable de W, se entenderd como una media en (D, 3(D)}) o como un elemento
aleatorio en D cuya distribucién es la medida de Wiener en D.
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Teorema 2.21 [Principio de Invarianza/ Supongamos que las variables aleato
rias §; son independientes e idénticamente disiribuidas con media cero y var-
ianza finita o2, esto es

B{¢,} =0 y E{¢}=o" (2.51)
Entonces las funciones aleatorias X, definidas como (2.50) satisfacen
Xo=>W

DEMOSTRACION: La prueba de la convergencia de las distribuciones de di-
mension finita es la misma que la elaborada para el espacio C. Sélo nos dedi-
caremos a probar que {X,} es tensa basindonos en el Teorema 2.20.

Como las variables £; son independientes, entonces para £; <t <,

E(}Xa(t) - Xa(t)? - [Xalts) - Xa(8)?} =
—5 B8t ~ Sine PV E (ISt ~ Spl?)
= —(fnt] = [nta])([nta] — fot)
< {ll‘ﬂ};ﬂ‘_'}g (2.52)

si tz —t; > 1/n, (2.52) se puede acotar por 4(t; —¢1)?, ahora si t; —t; < 1/n,
t: ¥ t estdn en un intervalo de la forma [(i — 1)/n,i/n) o bien t y t; lo estdn,
esto es X,(t) — X (1) =06 Xa(t2) — X{t) =0, por tanto X,, = W. a

2.2.9 Topologia Uniforme

Por un momento trabajaremos con el espacio D, pero ahora con la topologia
uniforme, es decir la que es generada por la métrica

plz,y) = sup |z{t) — y(t)|
0<t<1
El espacio (D, p) es completo, pero no es separable, por ejemplo tomemos los
puntos zg con 0 < 8 < 1

0 siD<t<d
‘”"(‘)z{ 1 sif<t<1 (2.53)

todo ellos distan uno y son un conjunto no numerable. El prefijo I/ se refiere
a la topologia uniforme, y el prefijo S a la topologia de Skorohod del espacio
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D, d representara cualquiera de las métricas dadas al espacio D y p la métrica
uniforme, que satisfacen d(x,y) < p(z,y), esto es, Ia topologia uniforme es
mas fina que la topologia de Skorchod , de donde U/-convergencia implica S-
convergencia, por otro lado si {z,} es S-convergente a x en C, entonces {z,}
es [J-convergente.

Sea B(U) la clase de los conjuntos I/-Borel y 3B3(D) la clase de los conjuntos
S-Borel. Como un conjunto S-abierto es U/-abierto se tiene

B(D) C BU)

Sean P,, P medidas de probabilidad definidas en ZB(U/), denotaremos por
P, = PlU] convergencia débil en el sentido de la topologia uniforme y P, =
P[S] en el sentido de la topologia de Skorohod . Entonces si P, = P[U]
implica que

[ fdP, = / fdpP (2.54)

para toda funcién f U-continua y acotada; y P, — P[S] implica (2.54) para
toda funcién f D-continua y acotada, por tanto P, = P[U] implica P, =
P[S).

Supongamos que F,, P cstan definidas en B(U), P, = P[S] y P(C) =
1. Veremos que P, = P[U], para A en HB(U) denotemos por Cly(A) la
U-cerradura de A, y por Clg(A) la S-cerradura de A, Cly(A4) € Clg(A),
como P, = P[S]y P(C) = |, limsup, Pn(A) < limsup, P,(Clg(4)) <
P(Clg{A)) = P(Cig{A) N C). Como una sucesién S-convergente a un punto
en C, es U-convergente, Cls(A) N C C Cly(A), de donde limsup, P.{A) <
P(Cly (A)), por tanto P, = P[U]. Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.22 Supongamos que P, y P son medias de probabilidad definidas
en B(U)

(i} St P, = P[U] entonces P, = P|S].
(i) Si P, = P[S] y P(C) = 1, entonces P, = P[U]

Sean P, las distribuciones de las variables aleatorias X,, involucradas en el
Principio de Invarianza para el espacio D. Por el Teorema 2.21, P, = W|S],
como W(C) = 1 se tiene P, = W{U].
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Se tiene una moneda que tiene probabilidad p de que caiga “sol", si la moneda
se lanza repetidas veces se espera que las frecuencias n™! ¥~ X, se aproximen
a p, donde X; es igual a 1 si en el lanzamiento ¢ se obtiene sol y 0 en otro
Caso.

La Teoria de Probabilidad ha tratado de dar una justificacién métematica
a esto obteniendo entre otros resultados la Ley fuerte de los grandes nimeros,
que dice: Sean X, X3,... variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas tal que E|X| < oo, entonces

X1+ + Xa
n

— EX; cs.

Uno de los factores que intervienen en esta ley esn™! 3~ X;, un primer paso
que se da para generalizar este resultado es el de distribuciones empiricas
término que H. Cramér introduce en 1928. Consideremos las variables aleato-
rias Xy,... , Xn, entonces la funcién

n(t,w)= ZI[O t]

:=l

es llamada la distribucidn empirica de las variables aleatorias X;

La primera generalizacidn de esta ley la fue hecha por V. Glivenko y F.
P. Cantelli en trabajos independientes en el afio de 1933 obteniends asi una
nueva version de la Ley de los Grandes Nimeros para ¢l caso de distribuciones
empiricas de variables aleatorias independientes, este resultado es conocido
como el Teorema de Glivenko-Cantelli.

Presentaremos el teorema clasico de Glivenko-Cantelli, y posteriormente
dos generalizaciones, antes de esto se estudiardn las desigualdades mdximales
como la técnica de simetrizacidn, que serdan utilizadas en la prueba de las
generalizaciones de los Teoremas de Glivenko-Cantelli, y de los Teorema de
Donsker en el siguiente capitulo.
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El contenido de este capitulo esta basado en el libro Van der Vart y Well-
ner [1996], la demostracién. del Teorema de Glivenko-Cantelli es del libro
Billingsley [1994].

3.1 El Teorema de Glivenko-Cantelli

Sean £,,£,,... variables aleatorias, definidas en mismo un espacio de proba-
bilidad (Q, 3B, P) tal que 0 < £;(w) < 1. La funcién de distribucidn empirica
F(t,w) correspondiente a £, (w), . .. ,§,(w), se define como:

Falt,) = = 3" Loa(€sw) (31)

Sea o una clase de funciones f : R — R medibles, y X, Xo,... variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E}X,| < oo, el
camino e seguir para obtener una generalizacidn de la Ley de los Grandes
Nimeros es determinar la convergencia

f(X) 4+ f(Xa)

n

— Ef(X1) cs.

uniformemente sobre f. El Teorema de Glivenko-Cantelli prueba esta conver-
gencia para la caso de las funciones indicadoras de! intervalo [0, 1].

Teorema 3.1 (Glivenko-Cantelli) Supongamos que £;,,,... son las ve-
riables aleatorias independientes con distribucidn comin F, sea Dn(w) =
sup, |Fn(t,w) — F(t)|. Entonces D, — 0 con probabilided 1.

DEMOSTRACION: Para cada ¢, F.(f,w) es una variable aleatoria, por tanto
Dy, es una variable aleatoria.

Cada uno de los sumandos de (3.1) es independiente, y para ¢ fija son
identicamente distribuidas, por la Ley de los Grandes Nimeros, existe un
conjunto Ay con probabilidad 0, tal que

lirrln F.{t,w) = F(&) wé A

Ahora consideremos las funciones 1jg,), aplicando de nueva cuenta la Ley
de los Grandes Numeros llegamos a limp F(t—,w) = F(t—) exepto en un
conjunto B; de probabilidad cero, donde F(t—) = P{(X < t). Sea ¢(u) =
inf{t : u< F{t))con0 < u <1y ime =9(k/fm)conm >1y1<
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k < m. Entonces F(p(u)—) < u < F(p(u)) y con esto se tiene F(tn, ,—) ~
Fltmz_1) Sm™ L F{tm1~) <m7ly Ftmm) 2 1-m™~L. Llamemos D, »(w
el maximo de [F,(tmk,w) — F(tm k)] ¥ |Fn{tmi—,w) — F(tm «—)| para &
L...,m. Sitmi—1 <t < tmzi, entonces

=t

Fﬂ(t,u«') S Fn(tm.k"'lw)
< Fltmi—)+ Dpn(w) < F(t) + m™! + Dy n(w)
v

Fu(t,w) > Fu(tmi—1—,w)
2. F(tm,k—l) - Dm,n(“) 2 F(t) - m_] - Dm,ﬂ(w)

de manera similar se tratan los casos ¢t < tm1 ¥y t 2 tmm, para llegar a
Du{w) € Dpnf{w)+m™!. Si w no pertenece a A =U(A,,_, UB;_,) entonces
limy, Dy, n(w) = 0, por tanto lim, D,(w) = (1, donde A tiene probabilidad 0.
a

Para dar paso generalizaciones del Teorema de Glivenko-Cantelli serdn nece-
sario nuevos conceptos que damos a continuacién.

3.2 Distribuciones Empiricas

La medida empirica P, de una coleccién de elementos aleatorios Xi,... , X,
en (12, B) es la medida discreta dada por ‘

P.(C) = 41 <i<n: X; € C)

{#A denota el niimero de elementos del conjunto A) con C en 3B, que también
puede escribirse como
n
P, =) bx,
i=1

Si P es una medida vy f una funcién medible, al escribir Pf nos referimos
a [ fP; sea &% una coleccién de funciones medibles f : Q — R, entonces bajo
la. medida empirica es posible establecer una funcién de ¢ a R dada por

f—Puf
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Dada una funcién f medible, la Ley de los Grandes Nimeros nos garantiza ia
convergencia
B.f — Pf cs.

si Pf existe y las variables aleatorias X; son independientes e idénticamente
distribuidas; en este capitulo se dardn condiciones necesarias para garanti-
zar esta convergencia uniformemente sobre una familia de funciones o, que
basicamente tratarin de ver que tan “grande” es la familia o

Denotemos por ||Q||#= sup{|Qf| : f € &7}, entonces la version uniforme
de la Ley de los Grandes Niimeros se puede escirbir como

IPn — Pll#—0

en probabilidad exterior o casi seguramente, una clase de funciones ¥ que
satisface la convergencia anterior se le llama clase Glivenko-Cantelli. Por
ejemplo, la clase de las funciones indicadoras del intervalo [0, i] es una clase
Glivenko-Cantelli.

Para poder determinar si una clase & de funciones es Glivenko-Cantelli
dependera del tamano de % para lograr esto sera necesario introducir nuevos
conceptos, que basicamente ilustrardn el mimero de bolas necesarias para
cubrir a &% De esto se desprende que (& || - ||) sea un subconjunto de algiin
espacio normado de las funciones f : @ — R. Las normas que serdn de mayor
interés son las normas L,(P) donde P una medida de probabilided y la norma

esta dada por
1/p
Il = ( [ 1572P)

Definicién. £l nimero cubriente N(c, &7 ||-||) es el minimo niimero de bolas
{g: lg — fll < €} necesarias para cubrir el conjunto ¥ El centro de dichas
bolas no tienen que ser necesariamente elementos de o, sin embargo deben
tener norma finita.

Dadas dos funciones g y h, el bracket {g,h] es el conjunto de todas las
funciones f tal que ¢ < f < h. Un e-bracket es un bracket [g,h] tal que
h —gll <~

Definicién. El nimero bracketing Nyj(e, & | - ||} es el minimo nimero de
£-hrackets necesarios para cubrir &#.

Llamaremos nfimeros de entropia al logaritmo del niero cubriente o al log-
aritmo del nimero bracketing. Trataremos sélo con normas que satisfacen la
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propiedad de Riesz: es decir, para cualquier par de funciones f, g si [f{ < |g],
entonces || f|| < llgl|. Para dichas normas contamos con la relacién

N, & |- 1) < Ng2e, &1L )
ya que si f pertenece a un 2e-bracket (g, ), entonces esta en la bola de radio
€ con centro en (g — h)/2.
Una funcién envolvente F de una clase &# de funciones es tal que {f(z)} <
F(z) para toda z y f en &% la minima funcidn envolvente es la funcién

dada por = — sup, | f(x)|. Siempre que tratemos de una funcién F envolvente
supondremos que es finita.

3.3 Desigualdades Maximales
En esta secci6én trabajaremos sobre varias desigualdades que resultardn impor-
tantes para la prueba de los Teoremas de Glivenko-Cantelli de este capitulo,

como los Teoremas de Donsker del capitulo siguiente.

Teorema 3.2 Sea 4 una funcién convere no decreciente tal que Y(0) =0 y
X una variable aleatoria, entonces

||X|I¢,=inf{C> 0: Ey (%1) < 1}

€5 unad normia.

DEMOSTRACION: Por definicién | X ||y = 0; Sea ¢ € R, entonces

inf{C>0:E¢v(%) 31}

= inf {[c|C" >0: Ey ('éf—,l) < 1}
= el Xy

e Xl

Seag >0y ry,ro >0 tal que

Xl <mi <X+ [{Y(lg <2 <Yy +¢
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si Cp = ry + rg, entonces

g (X21) < Ew(mn )

Co Cori  Cor2
lXI) g (|Y|
< gre, (Xl
I"l Tro
< — =1
= G * Co
de donde | X + Yy € Co < I X}y + [Ylly + 2¢, por tanto | X + Yy <
Xy + 1Yl a

A la norma del teorema anterior se le llama norma de Oriicz. Un caso
particular y de interés en el presente trabajo es cuando P(x) = zF parap > 1,
que corresponde a la norma Ly, en este caso se escribird como

1Xlle = 1X1l, = (B1X1P)/?

Otro caso de interés es cuando la funcidn esta dada por ¥,(z) = e — 1 con
p 2 1. Como z? < y,(z) para T no negativa se tiene [ X{l, < 1X|ly, para
cada p, del hecho zP < (&% — 1)p! resutta || X|l, < pl|X{ly, con p 2 1. Para
p < q se da la desigualdad

1X1ls, < X1y, (log 2)7/?

La norma de Orlicz es util para obtener una cota de las colas de la dis-
tribucién, ya que por la desigualdad de Chebyshev

P(IX| > z} < P((XI/IX{ly) 2 ${=z/1X[ls)) < —“¢( MXll)

Lema 3.1 Sea X un variable aleatoria tal que P(|X| > z) < Ke~¢*" pare
toda x, con K, C constantes y p = 1. Entonces

1+ K\
X < —
iy, < (555

DEMOSTRACION: Por el Teorema de Fubini
| X|?
E(EP¥" 1) = F DsP*ds
0

It

e o]
/ P(1X| > s*/P)DeP*ds
0

KD
C¢-D

1A

o
/ Ke=C*DePsds =
0
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y es menor igual que 1 si y solo si D™V2 > ((1+ K)/C)'/P, es decir "Xl]w <
((1+ K)/C)/P a

Analicermos el comportamiento Ia norma de Orlicz para un nimero finito
o numerable de variables aleatorias, dado el hecho que max |X;|P < Y| X;|?
para el caso de la norma L se tiene

max X;

ax ||.X;
(Jax fsnigmll illp

1/p
= (E max |x‘-|P) <ml/P
1<i<m 1

Una desigualdad similar se puede obtener para el caso de las normas expo-
nenciales de Qrlicz, veamos el caso general.

Lema 3.2 Sea 3 una funcién convera, no decreciente y no nule, tal gue
P(0) = 0 y limsup, ., ¥{(z)¥(y)/¥(czy) < oo pars alguna constante c.

Entonces las variables aleatorias X,,... , Xm satisfacen
N < Ku™?! X:
max X; LS Y (m) max [ Xille

para una constante K que depende sdlo de .

DEMOSTRACION: Para z,y > 1 supongamos que ¥{z)¥(y) < ¥(cxy), por
tanto ¥(z/y) < ¥(cx)/¥(y) paraz > y > 1; para ¥ > 1 y cualquier constante
C se tiene

@?ﬁ”(%) < B [% “ﬁ(%) 1{'3{—3 < 1}]

(| Xil/C)
; 5a) T

)

ahora bien, tomando a € = c¢max || X;[ly ¥ aplicando esperanza a ambos lados
de la desigualdad se tiene

max | X;| m
Ew( Cy ) = ¥(y) 4

supongamos que ¥(1) < 1/2, entonces el lado derecho de la desigualdad an-
terior es mencr igual que 1 paray = ¥~ (2m), y como

<

max | X
1<i<m

Cy

¥
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se tiene que

max | X;|
1<€i€m

—1 .
. <Cy<y (2m)clggm | Xill e

Como % es una funcién convexa y (0} = 0, ¥~ '(2m) < 2¢~(m). Todo
esto bajo el supuesto de (1) < 1/2.

Para el caso general de ¥, existen constantes 0 < 1y 7 > 0 tal que la
funcién ¢(z) = o¥(rz) es convexa no decreciente y sobre todo ¢(1) < 1/2,
aplicando la desigualdad a ¢ junto con oT|| X[y < | Xl ¥ | X[l < | X{|lpT se
obtiene la desigualdad para 3. @]

El valor de la constante K se puede tomar como 1 para el caso de las
normas Ly, pero lo importante es que en la cota aparece %!, la cual no da
una cota pequerfia cuando 3 crece demasiado. Este lema no es iitil si se tiene
un conjunto de variables aleatorias con cardinalidad numerable o mayor, para
sobrepasar este problema se presenta otro teorema.

Definicién. Sea (T,d) un espacio métrico, el nimero cubriente N{c,d) es
el minimo niimero de bolas de radio € necesarias para cubrir T

Una coleccién de puntos estdn e-separados si la distancia entre cualquier
par de puntos es mayor que €.

Definicién. Sea (T,d) un espacio métrico, el nimero packing D(e,d) es el
mdrimo nimero de puntos e-separados en T,

Los niimeros de entropia son el logaritmo del nimero cubriente y del numero
packing respectivamente, la relacién que guardan los niimeros cubriente y los
nimeros packing es

N(e,d) < D(e,d) < N(¢/2,d)

Ademsés T es totalmente acotado si y sélo si para todo € > 0 los nimeros
cubrientes y los niimeros packing son finitos.

Se dice que un proceso {X; : t € T} estocastico es separable, si el nimero
SUPg(s 1y<s | Xs — X¢f con s,¢ en T, no cambia al momento de intercambiar T
por un conjunto numerable.

Teorema 3.3 Sea ¥ una funcidn convexa, no decreciente, no nula, tal que
¥(0) = 0 y limsup, ;. ¥(2)¥(y)/¥(czy) < o0 pare alguna constante c. Sea
{X: :t € T} un proceso estocdstico separable tal que

| Xs — Xilly € Cd(s,t) para todo s,t



Desigualdades Maximales 69

donde d es una semimétrica en T y C un constante. Entonces para .6 > 0

sup |X, — X¢|
d(s,t}<8 N

n
<K [ [ D e + 557 (D2,
4

v
para unae constante K que depende sélo de ¢ y C.

DEMOSTRACION: Supongamos que el nimero packing es finito. Sean Tp C
Ty ¢ Ty--- € T conjuntos tal que cada T; es un conjunto con el maximo de
puntos que satisfacen d(s,t) > 72~ para todo s,t € T;; el niimero de elemen-
tos de T; es menor igual que D{n2~%,d) por definicién de mimero packing.

Para cada punto t;4; en Tjy le asociamos un tnico punto f; en T; de
manera que d(t;,t;41) < 7277, De esta manera a cada punto 4, se le asocia
un punto ty en Tp formando una cadena de puntos x4y, tk,... ,to. Para los
puntos 8x4q,tk+1 en Tpyq se tiene

k k

|(X5k+1 - Xao) - (th+1 - Xto)l = Z(X!j+l - Xa,') - Z(X‘.JH - Xs,-)
j=0 i=0
k k :
S ZIXS,'+| _ij|+Z!X£j+1 "'Xt_,-l
j=0 i=0

k
< 2) max|X, - X,

=0

donde el mdximo es sobre todas las parejas (u,v) en T3y %X T; con 7 fijo, el
niimero de parejas es a lo mds el numero de elementos de T y | Xu —Xully <
Cd(u,v) < Cn2~7. Por el Lema 3.2 se tiene

k
< 2Y Ky (my) max || Xy — Xolly
¥ i=0

max (X, — Xyo) — (X — X )

!,tETk+1

IA

k
K'Y 47\ (D2 )2

=[lrJ
< 4K [D P~ (D(e, d))de (3.2)

donde sp y to son los puntos finales de las cadenas que empiezan en los puntoes
s y t respectivamente y la consntante K depende de ¢ y C.
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Para cada par de puntos 8p y £p en Tp con d(sg, %) < & se elige un par
de puntos sxy1 ¥ te+1 en Trksy cuyos puntos finales de la cadena sean sp y
to y ademds d(sx41,tk+1) < 6, dando un total de parejas menor o igual que
D?*(n,d). Ahora de la desigualdad

1X-90 - Xtol < I(XJU - X’k+1) - (an - X'h+l)| + !X5k+1 - Xﬂk-q-ll

tomamos el maximo sobre todas las parejas en Ty, que disten menos que §
y junto con (3.2) se llega a

max | X, — X
dis,t)<é

n
<8K ] 6N (Dle, d))de + [ max| X, ~ Xeo,. o
1) 1]

con 8,t € Tyy1 cuyos puntos finales son sp y tp. El dltimo sumando esta
acotado por Ky~1(D?(n, d)6 segin el Lema 3.2.

Como {X;} es un proceso separable y haciendo tender k a infinito, resulta
la desigualdad buscada. 0

3.3.1 Desigualdades Sub-Gaussianas

Seguiremos obteniendo resultados para las colas de variables aleatorias, el si-
guiente lema determinard cuando un proceso estocédstico es sub-Gaussiano,
como veremos mds adelante.

Lema 3.3 (Desigualdad de Hoeffding) Sean a,,...,a, constantes arbi-
trarias y £,,... £, variables aleatorias tal que P(§; = 1) = P(§; = 1) =

1/2. Entonces
P i:{-a- >z <2e —li
A e O P

i=1
donde |la|| representa la norma Euclideana del vector {a,,... ,a,}. En parti-

cular | ¥ &:aillg, < VBllal.

DEMOSTRACION: Para una constante A > 0 se tiene Ee* = (e* +e74)/2 <
e*'/2, por la desigualdad de Chebyshev se llega a

. (Z . I) < e Eexp{,\iais.} sen{(5) tale - )

i=1 i=1

la expresién de la derecha alcanza su minimo para A = z/||aj|?, resultado la
cota de exp{—-;-:r2/||a||2}, de manera andloga se puede acotar P(} " aif; <
—r), para obtener la desigualdad buscada.
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Por el Lema 3.1 tomando K =2y C = (2||a]|?)~! se obtiene || Yéiailly, <

VB|af). W
Un proceso estocdstico es sub-(Faussiano respecto la-métrica d si:

.2
P(IX. — X > 2) < 2exp{ -5}

para todo s,ten T y = > 0.

Todo proceso Gaussiano es un proceso sub-Gaussiano, considerando la se-
mimétrica d(s,t) = o(X, — X;), un ejemplo de un proceso sub-Gaussiano
es

Xa = E a;f‘- ae Rﬂ
i=1
donde P {§; =1} = P{&; = -1} = 1/2 con la métrica d{a, b) = |Ja—b||, segiin
el lema anterior.

Corolario 3.1 Sea {X; : t € T} un proceso sub-Gaussiano separable. En-
tonces para cada § > 0,

&
E sup |X,—X,|5Kf /102 D, d)de
1]

d(s,t)<s

para une constante untversal K. En particular pera cualquier tg
(v a]
Esup|X:| < ElXy,| + K / oz D(e, dyde
t 0

DEMOSTRACION: Aplicamos el Teorema 3.3 con 1, y 7 = &§ entonces

sup | X, — Xi
d(s,t} <6

como 5 (m) = Jlog(1 + m), ¥3 (D?(8,4)) < V23 (D(6,d)), por lo que

resulta

&
<K [ / ¥z ' (D(e, d))de + w;'wz(é,d))]
¥ o

[A

& &
K U Y5 1(D(e,d))de + 5¢§‘(D2(6,d))] K [/ log(1 + D(e, d))de+
0 0 :

5v/2log(1 + Do, d))]

6
K'/ log(1 + D{e, d))de
0

AN
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Como log(1 + m) < 2logm para m > 2y D{e,d) > 2 para todo € menor
que el didmetro de T resulta la desigualdad buscada. El caso particular es

inmediato. O
Lema 3.4 Sean X;,..., X, variables aleatorias que satisfacen
P(IX:| > 7) < 2exp 4 —» z? (3.3)
' - P 2b+azx ’

pare toda T positiva y constantes positivas a,b. Entonces
<K (a log(1 + m) + vb+/log(1 + m))
1

para una cosntante universal K.

max X.'
1<i<m

14

DEMOSTRACION: De (3.3) se obtiene

2exp {—I2/(4b)} para z < b/a

P(|Xi| > x) < { 2exp {-z/(4a)} paraz>bfa

entonces para toda x se tiene P{{Xi[1{|X:| < bfa}) < 2exp{—z?/4b} y
P{|Xd1{|X:| > b/e}) < 2exp{—z/4a}. Por el Lema 3.1 se tiene
HXLXA < bla}ll,, < VIZS v WXd{IXd > bfabl,, <12

Por tanto desarrcllando llegamos a

”mf-x l)i'i|llw1 < ”m?-xlxdlﬂxil < b/a}“w2 +
| max X:in14 > b/l
< K (\/l(:g—(l-f—-_rr_lj\/l;+log(1 +m)a)
segin el Lema 3.2, !

3.4 Simetrizacion

Sean¢;,. .. ,en variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
tales que P{e; = 1} = P{e; = —1} = 1/2, en esta seccién se considerara el
proceso simétrico

foPaf = =3 ad(X)
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con g;, ... ,&, independientes de las variables aleatorias X,;,... , X,,.

Resulta que el teorema del limite central ¢ 1a ley de los grandes niimeroes
es clerta para el proceso empirico si es cierta para el proceso simétrico, quien
sera-de ayuda para seguir-este procedimiento es la técnica de simetrizacién
que presentamos en esta seccién.

En ia demostracién de este lema como el de los siguientes, haremos abuso
de la notacién, ya que al escribir

3ol

es en realidad
sup |3 7(x3)|

JeF

Lema 3.5 (Simetrizacién) Sea ® : R — R una funcidn conveza no decre-
ciente y &* una clase de funciones medibles, entonces

E*®(IPs — Plla) < E*2 (2|P}]| ) (3.4)
DEMOSTRACION: Sean Y;,. .. , Y, copias independientes de X, ... , X, defini-

das como las ultimas n proyecciones del espacio (2", 38", P*) x (Q", B", P").
Para X,..., X, fijas se tiene

1 n
P,-P = sup - X))~ Ef(Y;
IPn~ Pl = sup 2 gt (X:) ~ Ef(v))
1 n
< E3 sup — X:) ~ f{Y;
< Ej s 3 (106D ~ £(4)
L
= By ||~ (S(X) - f(%)
i=1 F
1< ’
= By |- > (f(X:) - f(¥:))
=1 &
donde Ey es la esperanza exterior respecto a ¥1,... ,Y;, por la desigualdad

de Jensen

n

S5 (X - 1(%)

i=1

2(||P, - Pll) < Ex® (l

J
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dado que ® es no decreciente y continua, el (¥) se puede colocar en EJ. 5i se
toma la esperanza respecto a Xi,...,Xn resulta
5)

por el Lema A.7, el lado derecho de la desigualdad se puede acotar por E%, .
Como Y; es una copia de X;, f(X;) — f(¥;) tiene la misma distribucién que

F(Y:)Y — f(X3), por lo que
&l )

es igual para cualquier (ey, ... , en) € {-1,1}", por la desigualdad del tridngulo
y como ® es una funcién convexa se tiene

=y U(xa - f(Y.-))’

i=1

E*®(||P, — Plls) < ExEy® (

«‘-il’-‘

Z X:) - f(¥2)

n

- E LA = FOV))

Zs‘f(X )+

E*®(|P. - Pll) < EcExy® (

<ol

—E Ey® ( Z:e. f(YD) )
1—1
< %EEEX ( ‘Zl:flf(x) )
%E,E;@ ( > e (1) )
< E,Ey® (2 X:) )
7
Por tanto E*®(||P,, — P||.&) < E*®{2|P2) =) o

El lema de simetrizacién se aplicard a cualquier clase &% y se empleard en
las demostraciones dec los Teorema de Glivenko-Cantelli ¥ en en los Teoremas
de Donsker, con @ la funcién identidad.
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Como el Teorema de Fubini falla para la esperanza exterior, pediremos que
el integrando del lado derecho de {3.4) sea una funcién medible, esto es

}2 eif ()|

i=1

Xy, X (3.5)

4

es medible para cualquier (e,...,e,) € {—1,1} y asi utilizar el Lema de
Simetrizacién y el Teorema de Fubini sin ningiin inconveniente.

Definicién. Una clase &F de funciones f : @ — R medibles en el es-
pacio (2, B, P) es una clase P-medible, si la funcidn (3.5) es mebible en
(", B", P™) para cada n y para todo vector (e1,... ,en) € R™.

3.5 Dos Teoremas de Glivenko-Cantelli
Demos paso a probar condiciones necesarias para que una famlha de funciones
sea una clase Glivenko-Cantelli.

Teorema 3.4 Sea dFuna clase de funciones medibles tal que para cadae > 0,
Nyle, & L1(P)) < co. Entonces & es Glivenko-Cantelli.

DEMOSTRACION: Seace > 0, y [g:, h:] un niimero finito de e-brackets de manera
que la unién de ellos contenga a &Fy P(h; —g;) < € para toda i. Dado f € &%
existe un e-bracket tal que g; < f < h; ¥

(Pn - P)f P)hi + P(h: - f)

< (P
< (P, —P)h+5

de donde
sup{P, — P}f < max(P, — P)h; + ¢
JEF t

por la Ley de los Grandes Niimeros el lado derecho converge a ¢. De manera
andloga se obtiene

flgf P, — P)f > min{P, — P)g; + ¢
1

Por lo cual limsup {|P, — P||% < € para todo £ > 0. Por tanto & es Glivenko-
Cantelli. a

El iltimo teorema de Glivenko-Cantelli es un poco més complicado.
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Teorema 3.5 Sea o una clase P-medible de de funciones medibles con en-
volvente F tal que P*F < co. Sea Py la clase de funciones f1{F < M} con
f en o Silog N{e, Py, L1(P)) = op(n) para cada € y M positivos, entonces
[P — P25 — 0 c.s. y en media. En particular o7 es Glivenko-Cantelli.

DEMOSTRACION: Por el Lema de Simetrizacion tomando ®(x) = x y el Teo-
rema de Fubint

E* (P, - Plts) < E*(2)PL)

el

= 2Eer( ;gfif(xi)“ )
= 2ExE, (sup — Z(fl{F<M}+f1{F>m})D
< QEXE( ZefX) Ze. X)” )
1-1
< 2ExE, Ze, X) +2P‘F1{F>M}
l.-'l

para toda M > 0. Para M suficientemente grande, P* F1{F > M} es pequefio,
ya que P'F < 00, pondremos atencién en acotar el primer sumando con-
siderando M fija. Para X;,... X, fijas, sea & una e-red de & bajo la norma
Ly(P,), el tamafio del conjunto & puede ser elegido de manera que sea igual
a N(e, &y, L1(Pn)). Dado f € Fyy existe g en Ftal que {[f —gll; < ¢, es
decir,

Palf —gl = = S 15 —gllX) <e

t==]

de donde

SEt +E

~ S af(X)
i=l &
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Ahora bien, desarrollemos el primer sumando de la desigualdad anterior con
ayuda del Lema 3.2

1 1<
n i Sarn] »%n S|
1: kil
< - if(Xe
< |maxs ;6 F(X:)
= Yalx
< K+/1+log N(e, F, L1(Pn)) -
1
- (X
s e,
donde la norma || - ||y, es sobre &3,... ,&n con Xi,..., X, fijas. Por la de-

sigualdad de Hoeffding la iltima norma se puede acotar de la manera siguiente

~ Y () < ?l-sff(xl)2 ook f(Xa )
i=l ¥l x
_ \/E(ll’nfz)m < \/EM
n n
Por tanto "
E, 1 Zé‘if(xi) —E
n i=]1 Fag

cuando n — oo, de donde E,||n~!' Y e; f(Xi)|l, converge a cero en proba-
bilidad.

Como E.|In~'Y e f(Xi)llag, < M, por el Teorema de la Convergencia
Dominada se tiene que

Eer — 0

e

1 n
;1' ;Eif(xi)

es decir [|P, — P35 converge a cero en media, la convergencia casi segura se
obtiene del siguiente lema, ya que |P, — P||%zes una martingala decreciente.
]

Lema 3.6 Sea & una clase de funciones medibles con funcidn envolvente F,
tal que PF* < oco. Definamos las o-digebras £, como la filtracidn generada
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por las funciones medibles h : Q° — R que son simétricas en sus primeros n
argumentos. Entonces

E(|P. — Pllixl En41) 2 P41 — Plier cs-

Mds atn, ezisten versiones medibles de [[Pn — P||*s adaptadas a la filtracidn,
tales versiones forman una submartingale decreciente que converge cast sequ-
ramente a una constante.

DEMOSTRACGION: Supongamos que Pf = 0 para toda f. Consideremos la
funcién h : " — R dada por h(zi,... ,Za) = In7P 0, f(zi)ll que es
simétrica en sus argumentos, ademds existe h* que también es simétrica en sus
argumentos, por tanto h*(X1,... , Xn) es una versién I,-medible de IPallis

Sea Pi la medida empirica de las variables Xi, ..., Xi—1, Xis1, .- Xa,

entonces Poyi f = (n+ 1)~ 74 P f para cualquier f, de donde

n+i

1 .
Y P:ll%y c.s.
[Prsallis s — DIl

i=1

para cualquier versién medible, de esta manera se toma la versién de la
izquierda que sea T, ;-medible, entonces si sacamos la esperanza condicional
respecto 8 L4 llegamos a

* 1 e i ||
WPasiliz < -7 S E(IPulls| Ensr)  cs
i=l

Notemos que si cambiamos [|P% || %5 por otra versidn no se altera la desigual-
dad, ya que sélo difieren en un conjunto nulo. Entonces tomemos una versién
de h*(X1,... , Xi—1, Xit1,- . - Xn41) para ||P;|l% Por ser h* una funcidn si-
métrica la E (||P;||%#| En41) no depende de ¢, por lo cual

E (Pl Sast) = E (IPRH 25 Znra)

O

Otras extenciones del Teorema de Glivenko-Cantelli fueron propuestas en
1971 por Vapnik-Cervonenkis, basadas en ideas de tipo combinatorio, aquellas
calses de conjuntos en los que se puede extender el Teorema de Glivenko-
Cantelli se les llama clases V-C. La idea se basa en ver cual es la cardinalidad
méxims. del coonjunto que es despedazado por una clase dde conjuntos, en el
sentido de que todos los subconjuntos se puedan expresar como la interseccién
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de algiin elemento de la clase con el conjunto dado. R. Dudley [1984] da un
recuento de algunos resultados posteriores que permiten facilmente verificar
cuando una clase esn V - C, como se le conoce en la literatura. D. Pollard
{1984] también de algunas extensiones y contraejemplos interesantes.




4 Teoremas de Donsker

El Teorema del Limite Central dice: Sean X;, Xz,... variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza 1 -lo
referente a media y varianza es para simlificar notacién, lo indispensable es
que las variables aleatorias tengan segundo momento finito- entonces

Xi4--+ X
N
Notemos que al igual que la Ley de los Grandes Niimeros, también aparece

el factor n=1! 3~ X;, como en el capitulo anterior si se remplaza este término
por la funcién de distribucién empirica se obtiene

\/E(Fn(tl""") - F(t))

que M. D. Donsker prueba que converge en distribucién para el caso de varia-
bles aleatrias independientes e idénticamente distribuias a un elemento Gau-
ssiano Y llamado el Puente Browniano.

Ahora el reto es estudiar la convergencia de

= N(0,1)

75 S - Ef()
=1

a un elemento Gaussiano, con X; variables aleatorias independientes y f en
una familia ¢# de funciones, como el e} capitulo anterior.

Los dos Teoremas de Donsker como la seccidén de funciones unifofmemente
acotadas estan basadas en el libro van der Vaart y Wellner {1996), los Teoremas
de Donsker para los espacio C y D son del libro Billingsley [1994].

4.1 El Teorema de Donsker en C

De nueva cuenta vamos & trabajar con la funcién de distribucién empirica,
para ello consideremos £,,§,,... variables aleatorias independientes con dis-
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tribucién uniforme en el intervalo {0,1], entonces F(t) = t. Sea Y,(w) unaa
funcién con valor en ¢t

Yalt,w) = VA(Falt,w) ~ t)

un incoveniente que presenta la funcién Y,{t,w) es que no es continua; en
la siguiente seccién probaremos que el elemento aleatorio ¥, converge débil-
mente a un elemento Gaussiano, en la presente seccién se sustituird el ele-
mento aleatorio Y, por un elemento continuo Z, similar a Y;,, para probar la
convergencia débil de Z,, a W*° en C.

!

4]
& )
"4
3
&
2
4
£
5
1
! i 4

o W e L) !
Figura 4.1: Gréfica de F,,, para n = 4.

Sea G, (t,w) como funcién de ¢, la funcién de distribucién correspondiente a
la distribucién uniforme de masa {n+1)~? en cada uno de los n+ 1 intervalos

[€i-1)(w) —€(3)(w)), donde &gy = 0, §(n 1) = 1 ¥ €y, - - 1€(n) S0D los valores
de £,,... ,{, en orden creciente. Noternos que

. 1
[Fa(t,w) — Galt,w)l < o

para toda ¢ € [0, 1]. Definamos Z,(t,w) = /n(Gr(t,w) —t) que es un elemento
aleatorio en C y ademés satisface

Sl:plyn(t,w) —Zn(t,w)l < (4.1)

Sl

eg decir, se ha sustituido la distribucién empirica por G, para obtener un
elemento Z,, continuoe.
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Teorema 4.1 (Teorema de Donsker) Sean £, variables aleatorias inde-
pendientes, uniformemente distribuidas en [0,1], ¥ Z,. un elemento aleatorio
como se definid anteriormente, entonces

Z, =W
donde W*° es el Puente Brouniano.

DEMOSTRACION: Sea Un(t,w) = nF.(t,w), esto es, el nimero de puntos
£1(w), ..., &, (w) tal que £ {w) < t. Sea tp,... ,tx una particién del intervalo
[0, 1], entonces las variables aleatorias

Unlts) = Unltic)) i=1,... .k

tiene distribucién binomial con pardmetros n y p; = &; — i1, ya que &; se
distribuye uniformemente en [0, 1]. Por el Teorema del Limite Central se tiene
que
1
Ya(ti) — Ya(tiz1) = T ((Un(t:s} = Un(ti-1)) — npi)

converge en distribucién a Wy, - W' _ parai=1,... k, por (4.1) se puede
establecer lo mismo para Z,(¢;) — Zn(ti—1), obteniendo asi que las distribu-
ciones de dimensién finita de Z,, convergen a las correspondientes de W?°, sélo
resta probar que {Z,} es tensa. Para ello es suficiente probar que para cada
£ y 7 positivos existe §, 0 < & < 1y ng, tal que para n > ng

P{ sup_|24(s) = Zn(8)] 2 e} < b

t<s<t+

para toda ¢, que como ya se hizo notar, podemos remplazar Z,(s) — Z,(t) por
Y. (s) — Y¥a(t) sin nungiin inconveniente. Dado que los incrementos de ¥;, son
estacionarios, no hay problema en considerar ¢ = 0 para llegar a

P {fxsug (o) 2 ¢} < b 42

Para p;, p2 probaremos que
E{|Yals +p1) = Ya(s}? - [Ya(s + Pt +P2) — Ya(s + 1)’} < 6pip2 (4.3)

para despies utilizar el Teorema 2.7, y poder acotar (4.2). Para 1 <i < n
sea a; = 1 —py si £, esta en el intervalo (s, s + py], de lo contrario a; = —p;,
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B; =1—pysi; estaen {s+py,s+p +p2| 0, §; = —p2 en otro caso. De esla
manera (4.3) se puede reescribir como

(@) ) oo

Ahora bien, dado que las variables aleatorias £; son independientes, lo mismo
se pude decir de los vectores {o;, 3;), como las variables aleatorias £; son uni-
formemente distribuidas, el vector (o, §;) toma los valores de (1 — py, ~p2),
(~p1,1 — p2) ¥ (—p1, —p2) con probabilidad p1,p2 y p3s = 1 — p1 — p2 Tespec-
tivamente. Como E{a;} = E{B;} = 0 se tiene

n 2 n 2
E{(Z) (z,s,)} — (a2} + n(n— DE{ad) {8} +
i=l i=1
2n{n — 1) E{on 3, } E{ax0,}

pero ademds contamos con

E{a26%} = p(1-p1)0% + p2pi(1 — p2)? + p3pips < 3pipo
E{a}}E{B3} = n(l -p)pz(l —p2) SPIm2
E{enB,}E{xafB,} = pip: < pip2

probando asi la desigualdad (4.3)
Para § fija consideremos las variables

Ya (%5) - Y, (’ :nla) (4.4)

tomando v = 2, a = 1, u; = V66/m para 1 <i < m, & la variable (4.4) y
junto con {4.3) empleamos el Teorema 2.7, esto es, si

v (%5)1 Ya(8) - Ya (%6)1}

entonces P{M/, > ¢} <6K6%/e? con K = Ks.
Si Mm = maxici<m [Yn(i6/m})|, se tiene que My, < M/, +|Y, ()], con esto
se llega a la desigualdad

M, = max min
1<i<m

2. 6K

el

P{Mn>e} < 52'+P{1Yn(5)| >

ATy
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Para cada w, ¥, (t,w) es continua por la derecha en ¢, de manera que si m — oo,
Mp, converge a sup,<;{Ya(t,w)| para cada w, obteniendo as

2. 6K

el

P {fggll’n(t,w)l >ep < 2K p{monz g} 45) _

Por tanto se tiene Y,(6) = /6(1 — §)N, cuando n — oo, con § fija. Por lo
cual

62

£/2 } 2452 3.2

€
P{iyn(6)|>§}~P{Nz g [ S e EWY =5

Para n mayor que un ns contamos con
£ 6-2¢ ,
P{va®)l > 5} < =6
y juntos con (4.5) se tiene
52

P{suplYn{t,w)I > E} < mfﬂ
t<s £

De esta manera para ¢, ) dados se elige § de manera que 6- 24(K +1)/e% <
6/n, de aqui para para n > n; se tiene (4.2), es decir {Z,.} en tensa y converge
débilemte a W°. a

4.2 El Teorema de Donsker en D

Sean £,,£,, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
tales que 0 < £, <1, sea Yy, (w) la funcién dada por

Yalt,w) = VA(Fa(t,w) - F(8)) (46)

con ¢t en [0,1], donde F(t) es la funcién de distribucién comin de las vari-
ables aleatorias §;. Como Y,,(t} es una variable aleatoria para cada ¢, y Yy (w)
pertenece a [ para cada w, Y, es un elemento aleatorio en D.

Ahora si se probara la convergencia débil de Y, a un elemento Gaussiano
en D, y ademds se descarta la hipétesis de que las variables aleatorias ¢,
estén uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 1}. El proceso estocastico
{Yn(t) : 0 <t < 1} es llamado proceso empirico.
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Teorema 4.2 (Teorema de Donsker) Sean £,§,,... variables aleatorias
independientes con distribucidn comin F(t). §i los elementos aleatorios Y,
estdn definidos como en ({.6), entonces

Y.,=Y
donde Y es un elemento Gaussiano en D determinado por

E{Y(t)} = 0 (4.7)
E{Y(s)Y ()} = F(s)(1-F(t) cons<t (4.8)

DEMOSTRACION: De la misma manera en que se extendi6 la medida de Wiener
en el espacio (D, B(D)), se puede extender el Puente Browniano W°. También
W* denotara un elemento aleatorio en [, cuya distribucién es la del Puente
Browniano.

Supongamos que las variables aleatorias £; se distribuyen uniformemente en
el intervalo [0, 1]. Sea U, el nimero de puntos £,(w), ... ,§,(w) que no exceden
un punto ¢. Sea {¢;} una particién del intervalo {0,1}, entonces las variables
aleatorias U, (t;} —U,(t; 1) se distribuyen de manera binomial con parimetros
nyp=t;—t;_1, por el Teorema del Limite Central las distribuciones de finita
dimensidén de Y;, convergen débilmente a las respectivas de W°.

Por el Teorema 2.20 es suficiente demostrar

E{iyn(t) - Y‘n(tl)l2 - IYn(tZ) - Yn(tnz} < ﬁ(t - tl)(t2 - t)

para t; < t < tg, la cual se probé en la seccidn anterior justamente en la
demostracién del Teorema de Donsker, por tanto Y, = W°.

Supongamos que las variables aleatorias £; tienen una distribucion arbi-
traria F sobre {0, 1]; definamos la funcién  como

w(s) =inf{t: s < F(t)}

Entonces s < F(t) si y s6lo si ¢(s) < ¢, si 1,, es una variable aleatoria dis-
tribuida uniformemente en [0, 1] se tiene que P {¢(7n,) < t} = F(t), definamos
&; = ¢(n;) con n; variables aleatorias independientes distribuidas uniforme-
mente en [0, 1].

Sea G.(-,w) la distribucién empirica de las variables aleatorias n,,... ,n,
¥ Zp(t.w) = /n(G,(t,w) —t) entonces Z, — W* segiin el caso que se probé.
Pero la distribucién empirica de &,{w),... ,&,(w) es justamente Fy,(t,w) =
Gn(F(t),w), de donde Yy, (t,w) = Z,(F(t),w). Sea ¢ : D -~ D una funcién
dada por (¥z)}(t) = z(F(t)), si z, converge a = en C en la topologia de
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Skorohod entonces la convergencia es uniforme, por lo que %z, converge uni-
formemente a 1z, y por consigueinte en la topologia de Skorohod . Como
Z, = W°, entonces Y, = ¢¥(Z,) = ${W?), y definamos Y = ¢(W°) que es
un elemento Gaussiano que satisface (4.7). o

4.3 Funciones Uniformemente Acotadas

Sea T un conjunto arbitrario, denotemos por £°°(T) al conjunto de las fun-
ciones z : T — R que son uniformemente acotadas, esto es,

lzllr = sup |z(t)] < o0
teT

definiendo d{z,y) = ||z — yl|T, (¢>°(T), d) es un espacio métrico.

El papel que desempefia el espacio £°°(T) es importante para los proce-
sos estocdsticos cuyss trayectorias son acotados. Tal es el caso del espacio
C, donde se trabaja sobre un subconjunto de €°([0,1]), el de las funciones
continuas.

Para probar tensién de { X, } en €%°(T'), se pediré que las variaciones de X,
sean casi acotadas en subconjuntos de T, formalmente esto es, dado g,n > 0
existe una particién finita {T;} de T tal que

lim sup P* (sup sup | Xn(8) — Xa(t)| > E) <7 (4.9)
n i S teT;

Diremos que una sucesién {X,} es asintdficamente tensa si para cualquier
& positivo existe un conjunto compacto K tal que

lim inf P.(Xn € K)>1-¢

para toda § > 0.

Teorema 4.3 Una sucesidn {X,} con X, : Oy — £%°(T) es asintéticamente
tensa si y sdlo st X, (t) es asintdticamente tensa en R para cada t y para todo
€,1 > 0 eziste una particidn finita {T;} de T que satisfece (4.9).

DEMOSTRACION: Probemos la condicién de suficiencia. Para una particién
arbitraria T = UL, T; se tiene

[ Xallr £ m?-x IXn(ti)i +e

con probabilidad 1 — 7, de donde || X, ||z es asintdticamente tensa en R.
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Sea ( positivo, {€,,} una sucesién tal que £, — 0t vy M € R tal que

limsup P*{| X,.|| > M) < (; para cada € = em y 7 = 27™( se elige una
particién {T;} de T de manera que

lim sup P* (sqp sup {Xn(s) - Xn(t)] > F_‘) <7

i ateT,
Sean zi,... , zn elementos de £°(T') constantes en los conjuntos T; v que sélo
tomen los valores de 0, £em, ... , £[M/€m]ém. Llamemos K, a la unién de

las bolas cerradas con centro en z; y radio £, entonces para m fija se tiene

IXallr <My sup sup |Xa(s) ~ Xn(t)] S &m

i s,teT:

de donde X, € Kp. Sea K = N, Km, por ser cerrado y totalmente acotado
K es compacto en £°(T), y ademas para § > 0 existe m tal que "%, K; C K7,
por tanto

fimsup P*(X,, ¢ K®) < limsup P* (xn ¢ K,-) SC+H) (™
i—1 .

i=]

La condicién necesaria es consecuencia del siguiente teorema. wl

El segundo y idltimo resultade es m4s complicado y ademés es necesario
considerar la siguiente definicién. Una sucesién {X,} con X, : 2, — £°(T)
es asintdticamente uniformemente p-continua en probabilidad si para cada
g,n > 0 existe § > 0 tal que

limsup P* | sup |X.(s)— Xq(t)] >e) <7
n ps,t)<d
con p una métrica en 7.

Teorema 4.4 Una sucesion {X,} con X, : Q, — £%°(T) es asintdticamente
tensa si y solo st para cada t, X,.(t) es asintdticamente tensa en R y si eziste
una semimétrica p en T tal que el espacio (T, p) es totalmente acotado y X,
es asintdticamente uniformemente p-equicontinue en probabilidad.

DEMOSTRACION: Sea 6 > 0 tal que

limsup P* ( sup |[Xn{e} — Xn(t) > 5) <9
n pls.t)>4
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como T es totalmente acotado, T puede ser cubierto por un nimero finito de
bolas de radio menor que §, obteniendo asi una particién de T y la prueba de
la condicién de suficiencia.

Sea {X,} una sucesién asintéticamente tensa, y K; C K2 C --- conjun-
tos compactos tales que para cada ¢ > 0 liminfP.(X, € K5) > 1 — 1/m.
Definamos la semimétrica p,, en T como

pmlent) = sup |2(s) — 2(t)]
z2EKm

con s,t en T y m fija; asi T es totalmente acotado, ya que K,, puede ser
cubierto por un nimero finito de bolas de radio n y centro en z;.
Ahora definamos la semimétrica

pe) = 3 slom(s,) A1)
m=1

Para 1 > 0 fijo se elige m entero positivo tal que 27™ < 5, veamos que T es
totalmente acotado bajo p. Para cada m se cubre T con un mimero finito de
Pm-bolas con centros en los puntos t;,... ,{,, como p; < py £ --- para cada
t existe ¢; tal que p(¢,t;) € Yopeq 270k (2, ;) + 2™ < 27, de donde (T, p) es
totalmente acotado.

Sea z en Km, entonces |2(s) — z(t)| < p(s,t) ¥ pru(s,£) AL < 27p(s,1), si
|20 — z||7 < £ con z en K,,, entonces |zo(8) — zo(t)| < 2¢ + |2(s) + z(t)| y

K: C {z: sup - | Xa(8) — Xn(t)] < 35}

plat)<c2—me

y por tanto

lim inf P, ( sup |{Xn(s) — Xa(t)| < 35‘) >1- 1
plat)<é m

4.4 Dos Teoremas de Donsker

Sea P la distribucién comin de las variables aleatorias X;, con ¢ > 1, el
proceso empirico G, se define como

= Gaf = VAl = P)f = —= S _(/(X) - Pf)
i=1
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con indices en el conjunto de funciones ¢#y las variables aletorias X inde-
pendientes e idénticamente distribuidas.
Dada una funcién medible f tal que Pf? < oo, entonces

Gnf = N(0,P(f - Pf)?)

segiin el Teorema del Limite Central. Al igual que el capitulo anterior, re-
specto a los teoremas de Glivenko-Cantelli, daremos condiciones necesarias
para obtener esta convergencia uniformemente sobre una familia &# de fun-
ciones.

Para poder hablar de una versién uniforme del Teorema del Limite Central
de una familia ¢* tenemos que suponer que

sup |f(z) — Pfl < co
fed®

para toda z, de esta manera el proceso empirico {Gnf : f € & } tiene
trayectorias acotadas, es decir, en £°°(cF ). Diremos que una clase o# de
funciones es una clase Donsker si existe un elemento tenso G en €*°(co#) tal
que

Ga =G

Si G,, = G, entonces las distribuciones de dimensién finita de G,, convergen
a las respectivas distribuciones de G, por tanto el proceso {Gf : f € &F} es
un proceso Gaussiano con media cero y ademds para fi, fo en &

EGHGfy = P(fi - PH)(f2— Pfa) = Pfifa— PHPf

esta propiedad junto con la de tensién de G determinan la distribucién de
G, que es el Puente Browniano. Por ejemplo una clase finita de funciones
cuadrado integrable es Donsker. Para determinar si &# es una clase Donsker,
dependerd del tamafio de <#, para hacer esto se utilizarin lo nimeros de
entropia definidos anteriormente.

Por el Teorema 4.4 una clase o#es Donsker si y sélo si ¢ es totalmente aco-
tada en Ly ( P) y asintdticamente equicontinua. La definicién de asintéticamente
equicontinua se puede reescribir como: Si &%, = {f-¢: f,.g€ & ||f—gllps <
8n}, entonces

UGl — 0

en probabilidad exterior, para cualquier sucesién {8,} tal que 6, — 0%.
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Probaremos dos teoremas referentes al Teorema del Limite Central Empi-
rico, para ello supondremos que la funcién envolvente es cuadrado integrable
y la cota uniforme de entropia

[ sup s WeliFlloa, o La(@)e < oo (410
0o Q

donde el supremo es sobre todas las medidas @) de probabilidad disgretas _en: .
(2, B) y IFlih o = [ F?dQ > 0. A (4.10) se le llama la condicidn. uniforme
de entropia. C e,

En los dos Teoremas de Donsker se involucran dos integrales, que -miden-el
cambio que hay en los niimeros de entropia de la clase & y determinardn si

es una clase Donsker.

Teorema 4.5 Sea & una clase de funciones medibles que satisfacen la cota
uniforme de entropia. Para cada § > 0, sea & = {f —g: fig € F|f -
gllpz < 8} y Foo 2 clases P-medibles. Si P*F? < oo, entonces & es, P-
Donsker. : '

DEMOSTRACION: Sea {6,} una sucesién tal que §, — 0%, por la desigualdad
de Chebyshev, el Lema de Simetrizacién y por ser cada funcién f medible se

tiene ’

LI

* 1 L
P(IGalles, >2) = ZE 1Gnlls,

2 1 &

< —E'||—= Zfif(X:')
z N — -
2 1 &

= ZExEc||—= Y ef(X)
T Vvn — -

Tomando las variables aleatorias X,... , X, fijas, consideremos el proceso

estocdstico
1 n
- {ﬁ 2.5 (X")}

que por la desigualdad de Hoeffding resulta ser un proceso sub-Gaussiano bajo

la norma | fll. = v/n~1 ) f2(X:), entonces por el Corolario 3.1

E.

%;M(Xe)"ﬂ" S K /ﬂ " VNG Fin Ll (411)
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Para valores de ¢ grandes la familia %, esta contenida en la bola de radio
£ y centro en el origen, llamemos

o7 = S 1£3 = “ Zf*(X.-)
=1

sie > 0y, log N(e||Flig.2, & L2(Q)) = 0, y asi en (4.11) basta con considerar
la integral sobre el intervalo [0, 4,].

Dado que los niimeros cubrientes de <, estdn acotados por los nimeros
cubrientes de &Fo y N(g, Fa, L2(Q)) £ N¥{e/2, 7% L2(Q)) para cualquier
medida de probabilidad @, por un cambio de variable la integral (4.11) se
puede acotar por

nflIFlin
/0 sgp log N(e||Fllg.2, & L2 QM Flinde

donde el supremo es sobre todas las medidas de probabilidad discretas.
Como sup{Pf?: f € &%} -+ 0y %, C Fy hay que demostar que

iPaf?— Pf2lls, — 0

en probabilidad, es decir, la Ley de los Grandes Nimeros para la clase F2,
esta clase tiene como una envolvente a la funcién (2F)? que es medible; sean
f,g en &*, como | f| £ 2F, entonces

Palf — gI* = Pulf — gl2F < ||f = glln[[4F |-

Por tanto N(e||2F}|2, Fo 2, L1(Pr)) < N{e||Fln. o, L2(Pn)), pero este
tiltimo ndmero esta acotado, entonces log N (g||Flln, oo, L2(P,)) = 0*(n),
por el Teorema 3.5 se tiene la equicontinuidad asintética.

Veamos que oF es totalmente acotado en L2(P), por lo anterior existe una
sucesién de medidas discretas {P,} tal que

(Pa — P) iz, — 0

Sea n tal que |[( P, — P) f2|la, < €%, como N(e, & La(P,)) es finito, cualquier
e-red de Fen Lo(P,) es una V2e-red en Lo(P), por tanto & es totalmente
acotado. o

Consideremos la coleccién & de las funciones 1{{—o0,t]} con t en R, en-
tonces 2

Nie, F La(Q) < Ny{e* FLi(Q) < 5
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para £ € 1 y cualquier medida Q. Como fo log 1/e) < 00, Fes Donsker
Para el siguiente teorema sera necesaria la “norma” Lo, da.da po;

flr2,00 = sup(:c“’P(]ﬂ > I))llz
x>0 -

que no satisface la desigualdad del tridngulo, sin embargo es posible encontrar
una norma equivalente a esta salvo por un factor 2; para nuestros propdsitos
no habra ningin inconveniente trabajar con ella. Ademds por la desigualdad
de Chebyshevse se tiene || f|lp2.00 < || fllp2- Do

También sera necesario utilizar la desigualdad de Bernstein que asegura
para una funcién f acotada cuadrado integrable

. 1 2
P(IGnf| > z) < 2exp {*5 Pf?- 1/:||fllma:/ﬁ}

por la desigusldad anterior y por el Lemma 3.4 se tiene

EnG,.ngsx[mf ”{/”—mlogIG*’HmaXIIfIIPz\/_loglﬁl] " 412)

para una clase o finita.
Diremos que X tiene segundo momento débil si P(|X| > t) = o(t~2) cuando
t — 0o y por tanto E|X|LH{|X]| >t} < oft™!) si t — co.

Teorema 4.6 Sea &F una clase de funciones medibles tal que

. 00 o0 .
| VoMo FLamPlie + [ g N & LatPINe < o0
0 0
!
y supongamos que la funcidn envolvente F de & tiene segundo momento débil.
Entonces ¥ es P-Donsker. ..

DEMOSTRACION: Sea g un entero positivo, entonces & puede ser cubierto
con N; Ly(P)-bolas ajenas de radio 279, y con N? Lz oo(P)-brackets ajenos
de radio 279, si consideremos la intersecmon de estas dos familias se tienen
N, < N}N? bolas ajenas de donde o = UN\Y, &, log N, < log NJ +log N2
y

22"‘\/10qu < 00

I sup |f—9l)*llp2.00 <277
g€

sup [If —glip2 <277
f.9e &
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y las particiones subsecuentes se pueden tomar como un refinamiento de la
particién anterior.
Para cada q se elige una funcién fg; en o#; para definir las funciones

”qf = fq:‘ fegzt;i

Ayf = sup If —gl" fe€F
f.9€EFq

Basta demostrar que J|Gn(f —m40f)|l= — 0 en probabilidad si go y n tienden
a infinito. Para g > g y n fijos se definen

2, = 2"’/%
Agrf = YAuf SvVnag,... 8¢ f S vnag_1}
Byf = YApf<Vnag,. .., 8iaf < Vnag—1, Ayf > nag}
Byf = YAguf>vnag}

hay que notar que las funciones A, f y B,f son constantes en @Z',,-, Veamos
que

f—maf = (f=7uf)Baf+ D (f—7f)Bof
g=qo+1
+ Y (Mof —merf)Agn f (4.13)

g=qo0+1

ya que la funcién B, f es cero para toda ¢ o bién existe un sélo punto g; tal
que By, f = 1. En el primer caso los primeros dos sumandos son cero, A; = 1
para toda g y la serie converge a f —mg, f, en el segundo caso Ag_f =1siy
sélo st ¢ < gy, obteniendo f — g, f.

Aplicaremos G, en (4.13), tomaremos el supremo sobre todas las funciones
f de & y probar que cada uno de los sumandos converge a cero en probabi-
lidad.

Como |f — 7g, f|Bgo f € 2F1{2F > \/nag,} entonces

E*|Gnlf = 7o f)Bgo [l < 4VRP* F1{2F > ag,}

dado que F tiene segundo momento débil, el lado derecho de esta desigualdad
converge a cero con g fija cuando n — oo, con esto se tiene la convergencia
del primer sumando.

Dado que las particiones estan refinadas A, fBo f < A, fB, f se tiene que

Ve P(AgfBef) S 2Agf %40 <2277
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dado que &g_1 fB,f < /na,_, para g > qq se tiene

P(Ago1fBef)? < Vnag1P(Af1{A, > Vra,})
9%a-19-2¢
Gq

IA

Por (4.12) se llega a

E'l S Gulf —nf)Beflr € Y. ElGal fB, fll=+

g=qo+1 g=qo+1
o>
S e/RIPAB fl.x
q=go+1
oo
< K[ E aq—1 log Ng+
g=qo+1
aq_l —q 4 —2
——2 log Ny + —2749
aq aq
o0
< K[ > 2""/lo_g'N_q_}
q=qo+1

que converge a cero cuando gg — 0.

Para el tercer sumando, notemos que a lo mds hay N, funciones m, f —m,_, f
y Ng., funciones A, ,f, entonces |mof — w1 flAg1f < Ag_y1fAq1f <
Vv7aq_1, de nuevo por (4.12)

Z G(ﬂ'qf - "'Tq—-lf)Aq—lf

7=q0+1

E* <

X

g
K[ Z aq-1log Ng + 279 /log N,

g=qo+1

a

Existen varios autores pioneros en el campo de extender a clases mds gen-
erales el Teorema de Donsker, entre ellos podemos citar a Alexander [1987],
Dudley [1978],(1984], Gaenssler [1983] , Giné y Zinn [1984], Ledoux y Tala-
grand [1990}, Ossiander (1987, Pollard [1984] y Talagrand [1988] ente otros.




Apéndice A Medida y Probabilidad

A.1 Teoria de la Medida

Al hablar de medida nos referimos a una funcién p definida en una clase 98
de subconjuntos de , pero esta clase de subconjuntos no es tan arbitraria, le
pediremos que satisfaga las siguientes propiedades:

sweRB
e Si A€ 3B, entonces A€ B
» Si Aj,As,... € 3B, entonces | Jio, Ai € B

A la coleccién de subconjuntos 3B que satisface estas tres condiciones se
le llama o-dlgebra. Si 9B satisface las primeras dos condiciones, y 18 ltima
condicién la cumple sélo para un nimero finito de conjuntos A;, entonces
3 recibe el nombre de digebra de conjuntos. Una cdlgebra importante es
la o-dlgebra de Borel de S, la generada por los subconjuntos abiertos de S,
donde § es un espacio métrico. El par (§2, 38) se le llama espacio medible, y
los elementos de 98 reciben el nombre de conjuntos -mebibles.

Una coleccién ~# de subconjuntos de §) es una clase mondtona si para
cualquier sucesién monétona creciente {E,} de o/ y cualquier sucesién mo-
nétona decresiente {F,} de ~#, los conjuntos

[=+) oo
UB. v NF
n=1 n=1

pertenecen a o/ La importancia de las clases mondtonas esta dada por el
siguiente teorma, y por que generalmente es mas facil el manejo de una clase
mondtona que una c¢-algebra,

Teorema A.l (Clases Mondtonas) S5i o es una digebra de conjuntos, en-
tonces la o-dlgebra & generada por &f coincide con la clase mondtona off
genereda por o,
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Se tiene un espacio medible (€2, 3B) y una funcién f en {1, las funciones que
serdn de nuestro interés son las siguientes.

Definicién. Una funcidn f : 0 — R es una funcion medible si para cada a
en R el conjunto

{z:0: f(z) > a}
pertenece a B,

La funcién indicadora 14 de un conjuto A € 3B, se define como

1 siz€ A

1*‘(““)={ 0 sizgA

que por supuesto es una funcién medible, simpre y cuando A sea miembro de
9B, en ocasiones escribiremos la funcién indicadora como 1{A}.

Como se dijo en un principio vamos a considerar una funcién pu sobre 98,
la cual le llamaremos medida que debe satisfacer:

e u(@) =0
o u(A)>0paratodo Ac B

e Si A, As,... € 3B son conjuntos ajenos, entonces
[= o] oo
’ (U Ai) =S (A
i=1 i=1

La terna (Q, B, u) se le conoce como espacio de medida. Si p(f2) < co diremos
que z es una medida finita, ahora si existe una sucesién de conjuntos {A;} de
B tal que 2 = UA; ¥ p(A;) < oo para toda %, entonces diremos que p es una
medida o-finita.

Denotemos por M(2, 38) a la coleccién de todas las funciones ZB-medibles
delaR*,y a la coleccién de las funciones no negativas de (2 a R* @B-medibles
por M+ (Q, 93), donde R* es el conjunto de los reales extendidos. Veamos dos
teoremas referentes a convergencia que serdan de gran utilidad en este trabajo.

Teorema A.2 (Covergencia Monétona) S5i {f,} es una sucesién mong-
tona creciente de funciones en M+ (Q, 3B) que convege a f, entonces

/fdp:lién/fndp
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Lema A.l (Fatou) Si {f.,} es una sucesidn de funciones de M*(Q), RB),
entonces

/ (limninf fuldu < limninf f fndu

Si {fu} es una sucesién de funciones tales que f, : @ — R para toda n, se
dice que {f.} converge puntualmente a f si f,(z) — f(z) para cada z'en Q;
esta convergencia se pude debilitar a convergencia casi sequra (c.s.), es decir,
fn{z) — f(z) para toda z en 2\ A con p{A} =0.

Teorema A.3 (Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea {f,} una
sucesién de funciones integrables que convergen casi seguramente a una funcidn
f real-valuada. St eriste una funcidn g integrable tal que |f,] < g para toda
n, entonces f es integrable y

[ rau=tim [ puda

A.2 Teoria de Probabilidad

Una medida de probabilidad P es una medida finita en {2, 3B) tal que P(Q?) = 1
y una variable aleatoria es simplemente una funcién 3B-medible.

Lema A.2 (Borel-Cantelli) Sea (2, 2B, P) un espacio de probabilidad y sean
A, Ay... € B tal que T oo, P(An) < 00, entonces P(limsup, 4,) = 0.

Una funcién de distribucién es una funcién F(z) = F(z1,...,zz) en R*
que satisface las siguientes tres propiedades:- : '

(i} F es continua por abajo.

(it) F es no decreciente, 0 < F(x) <1 para toda z, y para cada rectingulo
(a,b] de dimensién k

Y EF(ar+81dy,... ,ax +0kdi) 2 0

donde d; = b; - a;, la suma corre sobre todas los vectores (8,,...,8x)
con componentes 0 v 1 y el signo + o — depende si el vector tiene un
niimero par de entradas cero o impar. :

(#i) F(z) — 0, cuando cualquier componente de x tiende a —oo, y F(z) — 1
si todas las componentes de z tienden a co.
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Si P es una medida de probabilidad en (R*, B(R*)), entonces
F(z)=P{y:y <z}
es una funcién de distribucién.

Teorema A.4 (Helly) Sea {F,} una sucesién de funciones de distribucidn
en R*, entonces existe una subsucesién {Fn'} y una funcion F que satisface
las condiciones (i) y (it} tal que

lim Fy(z) = F(z)

n'-s00
en todo punto z de continuidad de F.

Definicién. Sea (Q, 3B, P) un espacio de probabilided, {X,} una sucesidn
de variables aleatorias definidas en (2, B, P) y F C & - - una sucesion
creciente de sub o-dlgebras de &F, supngamos que X, es &, -medible. Entonces
{Xn} es una martingals relativa a &#, si E(Xq41 | ) = Xn c.s. para toda
n; es una submartingala si E(Xp41 | &) 2 Xn c.8. y es una supermartingala
st E(Xng1 | ) & Xn cs

Si {&#;} una sucesién decreciente de sub c-dlgebras de % y {X,.} es una
sucesién de variables aleatorias tal que E(X, | ¢%,+1) = X.+1, entonces se
dice que {X,} es una martingala decreciente respecto a {d%,}.

Presentamos dos desigualdades importantes en la teoria de probabilidad; la
primera de ellas, la Desigualdad de Chebyshev que es usada a menudo en este
trabajo por cual conviene tenerla en mente.

Teorema A.5 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleato-
ria no negative, § < p < co y 0 < € < 0o, entonces

E(XP)

P{X2e}<s =5

Una funcién g: R — R es convexe si
glaz + (1 — a)y) < ag(z) + (1 — a)g(y)
para todo z,y E Ry a € [0,1].

Teorema A.6 (Desigualdad de Jensen) Sea g : (a,b) — R una funcidn
convera, X una variable aleatoria en (£, &% P) tal que X(w) € (a,b) para
todo w y E(X) es finita. Entonces Eg(X) > g{E{X}).
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A.3 Minorantes Medibles

Sea (2, 3, P) un espacio de probabilidad y T : 2 — R* una funcién arbitraria, -
la integral exterior de T respecto a P se define como

E*'T=mf{EU:U>2T,U:Q — R* medible y EU existe}
La probabilidad exterior de un subconjunto B de {2 se define como
P'(B)=inf {P(A): BC A, A€ 3B} ‘

Andlogamente se pueden definir la integral interior de T y la probabilidad
interiorde B, y obtener las relaciones E,.T = —E*(-T)y P.(B) = 1-P*(B°).

Un hecho importante es, que en la definicién de integral exterior se alcanza
el infimo que es de gran ayuda y probaremos en el sigueinte lema, a la funcién
para la cual se logra el infimo la denotaremos por T*. Lo mismo se puede
decir para la probabilidad exterior como veremos mds adelante.

Lema A.3 Dada una funcién T : 0 — R*, existe un funcidn medible T* :
Q— R" tal que:

(i) T">T

(it} T* < U c.s., para toda funcidn mebible U : X = R* conU > T c.s.

Ademds pare cualguier T* que satisfaga estas condiciones se tiene E*T = ET*
stmpre y cuando ET* exista, es decir si E*T < oo.

DEMOSTRACION: Sea {U,} una sucesién de fuciones medibles tal que U,,, > T
y FEarctanU,, — E* arctan T, llamemos
T{w)= li inf
(w) m-l-ronoolgl}:]Sm Uk(w)

de esta manera T es una funcién medible y 7* > T. Como la funcién arctan
es creciente por el Teorema de la Convergencia Mondtona FarctanT* =
E*arctanT. _

Sea U/ una funcién medible con U > T, entonces arctan I/ A T* > arctanT
de donde E arctan U AT > E* arctanT = E arctanT". Pero arctan U AT* <
arctan T entonces

FarctanU AT* = Earctan T

por lo que arctan 7 AT* == arctanT™ cs. lo que es mejor, T* < U cs.
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Si ET* existe, por (i) ET* > E*T y por (i) ET* £ E*T, por lo cual
ET* = E*T. Si E*T < 0o, exite U funcién medible tal que U > T y EUT <
oo, por tanto E(T*)t < EU es decir ET" existe. a

La funcién T* es llamada minime mejorante medible de T, de igual manera
se define la funcién T, como mdzimo minorante medible de T como T, =
—(=T"*). Ambas funciones son tinicas salvo conjuntos de medida cero.

Lema A.4 Sean 5,7 : 1 — R* funciones arbitrarias, entonces se satisfacen
las siguetntes relaciones c.s.

(i) (§+T)* < 8§ +T*, 5i S es medible se tiene igualdad.
(i) (S =T)" > §* - T*.
(iii) |S* =T*) < |S +T)*.
(iv) Si 8 es medible, entonces (ST)* = §51{§ > 0}T* + S1{S < O}T..

(v) (ST)* < S*T*1{S" >0,T* > 0}+S"T.1{5* <0, T, > 0}+S5.T°1{S, >
0,7 < 0} + S5, T.1{S. < 0, T. < 0}.

{vi) (1{T > c})* = 1{T* > c} parac € R.

(vii) |T)* =T* v (-T) =T* Vv (-T). = [T*| V|T.|.
(viie) (SVT)' =8§"vT".

(ix) (SAT) £ 8* AT*, si § es medible se tiene igualded.
Ademds P*(T > ¢) = P(T* > c) parac € R.

DEMOSTRACION: De la relacién $* > S y T* > T se obtiene (i); para el caso
en que S es medible T+ S < (T +5)*, por el lema anterior T* < (T+85)* - §
esto es T* + S < (T + S)". Para la desigualdad (iii) se tiene

§-T<(S-T) <|$-TI"
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Para (iv) sea U una funcién medible tal que U > ST, entonces por ser S
una funcién medible

Ul{§>0} = ST1{5>0}
U/S1{§>0} > Ti{§>0}
U/SI{§>0}+T*1{S<0} > T
U/S1{S§>0}+T*1{S§<0} > T
U/S1{S§ >0} > T*1{S$>0}
Ur{§>0} > ST"1{S§>0}

como U > (—8)(~-T), también se tiene U1 {~-§ > 0} > (~$)(-T)*1{-S > 0}.
De ambas desigualdades llegamos a U > S1{§ >0} T* + S1{S <0} T., ya

que U1{S =0} > 0, de donde (ST)* > S1{S>0}T* +S1{S<0}T.. La

desigualdad (ST)* < S1{S5 > 0} T* + 51 {§ < 0} T. no presenta mayor prob-

lema.

Dado que ST < §*T1{T >0} + S.T1{T < 0}, considerando que S* y
S, son funciones medibles junto con (iv) y el hecho que (T'1{T > 0})* <
T*1{T* > 0} resulta la desigualdad en (v)

Sea U una funcién medible tal que I/ > 1{T > ¢}, entonces la funcién
S§=T*1{U > 1} +(T* Ac)Ll {U < 1} es medibley S > T, por tanto S > T,
yT* <csill < 1,dedonde 1 {T* > c} < U lo cual implica que (1{T > c})* >
1{T* > ¢}

Es cierto que [T']* < T*v(-T)* £ T*Vv(-T). < {T*|V|T,|, sélo veamos que
[T v |T.| < [T|*. Por (iit) se tiene |T*| < |T|* y también [T.| = |[(=T)*] <
| — T{* = |T{*, probando |T*| Vv |T.| = |T|*.

S§*VT* es un mejorante medible de §VT', probemos la desigualdad restante.
Sea U una funcién mediblecon U > Sy U > T, portanto U > S§* y U > T*
dedonde UV > S* v T*.

La desigualdad (SAT)* < §* AT* se sigue del hecho que SAT < S* AT,
Supongamos que S es una funcién medible, entonces (SAT)* < SAT*, sea U
una funcién medible tal que U > SAT, entonces UL {U < 8} > T1{U < 5},
por tanto U1 {U £ 8} > (T1{U < s})* =T*1{U < S} dedonde U > T AS.

Por iltimo, desarrollando P(T* > ¢} > P*(T > ¢) 2 E*1{T >¢} =
E1* {T > ¢} = P(T" > c) por tanto P*(T > c) = P(T* > c) o

Al igual que en el caso de integral exterior, la probabilidad exterior también
logra su infimo, el conjunto medible en cual se logra lo denotaremos por B*. El
siguiente lema andlogo al Lema A.3 respecto probabilidad exterior, y ademds
muestra que la probabilidad exterior es una caso particular de la integral
exterior.
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Lema A.5 Para cualquier subconjunto B de (2 se tiene:
(i) P*(B) = E*1{B} y P.(B) = E(l{B}).

(ii) Eriste un conjunto medible B*, tal que B C B* y P(B*) = P*(B);
ademds para dicho conjunto B* se liene 1{B*} =(1{B})"

(iii) (1{B})* + (1{Q - B}). =1

DEMOSTRACIGN: Por definicién de integral exterior P*(B) > E*1{B}; ahora
consideremos el conjunto A = {1*{B} > 1} entonces BC Ay

E"1{B} = E1" {B} > P(A) > P*(B)

obteniendo la primera parte de (i) y (i} con B* = A.

Dado que P.(B) = 1- P*(Q1— B) = 1~ E(1-1{B})* = 1-E(1-(1{B}).)
por tanto P.(B) = E(1{B}).. Si B C B" entonces 1 {B*} < (1{B})", por
otro lado E1 {B*} = P(B*) = E{1{B})*. Términado (i) y (i) por completo.

Para probar (i), (1{Q? = B})e = (1-1{B}). =1-(1 {BhH*. o

El mejorante T* depende de la medida de probabilidad P, y hasta el mo-
mento sélo hemos logrado resultados para una séla medida de probabilidad;
en el sigueinte resultado romperemos este esquema trabajando con una fa-
milia de medidas de probabilidad. Dimremos que una familia de medidas de
probabilidad P es dominada si existe una medida P que domina & cada una
de las medidas de P

Antes veamos que si P y P, medidas de probabilidad en (2, B) con densi-
dades p y po respectivamente, definamos los conjuntos Q% ={p>0,p >0}
y 11 = {p = 0 6 po = 0}, que son conjuntos medibles ajenos y cuya union es
1, ademds satisfacen que P(Q*) = 0y Py es absolutamente continua respecto
a Pen Q°.

Lema A.6 Sea P una clase de medidas de probabilidad en (€, #B) dominada
y T : Q2 — R* une funcién. Entonces eriste una funcién T : Q- R* tal que

(i) T*>T

(ii) T* < U P-c.s. para tode funcion U : Q@ = R* con U 2 T P-c.s., para
toda P en 2

DEMOSTRACION: Sea P, una medida de probabilidad que domina a #, y T*
una funcién medible que satisface (i) y (ii) para #= {Po}.

Sea P en P (P <« Py), entonces {2 es la unién de los conjuntos medibles
ajenos 02, L tal que P(QY) =0y Py < Pen ©° Sea U una funcién medible
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tal que U > T P-c.s., entonces U1{02%} > T1{Q°} Py-cs. y ademds U1 {Q°}
es medible. Por tanto U1 {Q?*} > (T'1 {Q2})*f = T*1{0*} Py-cs. Como P
es dominada por Py esta iltima desigualdad es P-c.s, dado que P(§}%) = 0,
U>T* Pcs. O

El Teorema de Fubini no es valido para integrales exteriores, que es una
gran desventaja, pero a cambio se tiene el siguiente lema como un sustituto
del Teorema de Fubini.

Sea T una funcién real valuada definida en () x Qa, By x By, P, x Pa),
por E*T se entendera la esperanza exterior como se ha estado trabajando y
por E7EST la esperanza exterior definida como: para cada w, se tiene

(BT)wr) = inf [ U(wa)dPa(wn)

donde el infimo es sobre todas las funciones medibles I/ : Q; — R*, con
U{wz) 2 T(w1,ws) para cada w, simpre y caundo [ UdP; exista, dando paso a
E} E3T que es la integral exterior de la funcién E;T : €l; — R*. Anilogamente
se defina la esperanza interior.

Lema A.7 (Teorema de Fubini) Sea T una funcidn definida en el pro-
ducto de dos espacios de probabilidad. Entonces E,T < E|,E3.T < ETE;T <
E*T.

DEMOSTRACION: Supongamos que E*T < oo, por tanto E*T = ET* y (T*)*
es integrable,

Dado que la funcién T* es medible respecto a la ¢dlgebra producto, la
funcién dada por wy — T*{w;,ws) es una funcién mejorante medible de la
funcién we — T(wy,w2) para cada wy por tanto

/ T* (w1, wa)dPa(w2) > (E5T)(w1)
para cada w,, pero
/T‘(wl,wz) dPy(we) = (A.1)
[ rwadPaten) - [0 (wr0n)dpyun
Por el Teorema de Fubini los dos térmonis de la izquierda son funciones

medibles de w;, de donde (A.1) es una funcién mejorante de w, — (E3T)(w1),
integrando respectoa P| resulta ser una cota superior de ETEST.
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Nuevamente por el Teorema de Fubini, la doble intragral puede ser 1em-
plazada por la integral respecto a la medida producto, de donde E{T*)* —
E(T*)~ > E}E;T, estoes E* > ETE}T.

Considerando ahora —T sellegaa E.T < E,.E2.T y la desigualdad restante
es consecuancia de la defincidn. O



108 Apéndice Misceldnea

tiene punto limite lo cual es una contradiccién. Sea {z,} una sucesién
fundamental con punto limite z, entonces {z,} converge a z.

d=>a Sea {G.} un cubierta abierta de A4 tal que no contiene ninguna sub-
cubierta finita que cubra al conjunto A. Como A es totalmente acotado
para cada n existen un nimero finito de bolas abiertas By, ... , Bn,
de radio 27" que cubren al conjunto A. )

Recordemos que Cy(S) es el conjunto de las funciones acotadas reales defi-
nidas en el espacio métrico S; una funcional lineal en Cy(S) es una funcién A

con valores reales tal que A{af + 8g) = aA(f)+BA(g) para toda f,g € Ca(S)
y @, € R, una funcional A es ecotade si existe una constante M tal que
|A(f)] < M| f|| para toda f en X, la norma de una funcional se define como

Al = sup{IA{f)] : | fllte1}

sobre toda f en Cy(S) no nulo.
Por Gltimo diremos que una funcional A es positiva si A(f) > 0 para toda

f=0.

Sea J = [a, b], consideremos al conjunto C{J) como la coleccién de todas las
funciones continuas del intervalo J a R con la métrica del supremo, entonces
veamos el siguiente teorema.

Teorema B.2 (Representacién de Riesz) Sea A una funcional positiva
en C(J}, entonces eriste una medida yu en B(R) tal que

A(f) = fJ fau

pera tode f en C(J). Ademds

[All = u(J).

0%
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Sea (S,d) un espacio métrico, una cubierta abierta es una coleccién de con-
juntos abiertos de S, y una cubierta abierta de A C S es una coleccién de
conjuntos abiertos {A.} tal que A C UgA,- Se dice que un conjunto A C §
es compacto en S si para toda cubierta abierta de A contiene una subcubierta
finita de A.

Una e-red de un conjunto A es un conjunto de puntos {zx} con la propiedad
de que para todo punto z de A existe un punto i tal que d(z,zx) < €; los
puntos T no necesariamente tienen que pertenecer al conjunto A. Un conjunto
A es totalmente acotado si tiene un e-red finita para toda £ positiva.

Un conjunto A es completo si toda sucesién en A converge a un punto en
A.

Teorema B.1 Sea (S,d)} un espacio métrico y A C S, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) A es compacto.
(b} Toda cubierta numerable de A tiene un subcubierta finita.
(c) Toda sucesidn en A tiene un punto limite.
(d) A es totalmente acotado y A es completo.
DEMOSTRACION:
a = b Por definicién de compacidad.

b= c Sea {z,} una sucesuén en A y F, la cerradura del conjunto {xx : k 2
n}, si N, F, = entonces los conjuntos F;§ forman una cubierta abierta
numerable de A, por tanto A C FfU - -- F¢ para alin =, lo cual implica
F. M A= 0. Entonces N, F, contiene un punto x que es limite de {z,}.

¢ = d Supongamos que A no es totalmente acotado, entonces existe € > 0 y
una sucesién {z,} tal que d(z,,zm) > ¢ para n # m esto es {z,} no
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Ojos en que rebervera

la estrella crespuscular,

ojos verdes como el mar,
como el mar por la ribera;
ojos de lumbre hechicera
que ignordis lo que es lorar,
glorificad mi pesar.

iNo me desoléis asi!

iTened compasion de mi,
ojos verdes como el mar!

SALVADOR Diaz MIRON, 1895.





