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Introducción 

Dada una categoría A, un triple 'J = (T, TJ, µ) en A, consiste de un funtor 
T : A --+ A y dos transformaciones naturales T/ : lA --+ T, µ : T2 --+ T 
tales que {i) µo T11 = lT = µo 11T y (ii) µo µT = µo Tµ. Si además µ 
es isomorfismo, entonces el triple T = (T, TJ, µ) se llama ideTnpotente. La 
presente tesis tiene como objetivo estudiar bajo que condiciones un triple 
idempotente T' definido en la subcategoría plena B de A puede extenderse a 
un triple idempotente T en A de manera universal, así como explicar sus an­
tecedentes y consecuencias. De hecho, la exposición detallada que aparece en 
las demostraciones de teoremas y proposiciones fueron hechas por el autor de 
esta tesis. Además, como resultado original en la sección 2.2 el autor demues­
tra la relación que existe entre los triples idempotentes y las adjunciones de 
Galois (teorema 2.2.3). Este importante resultado no se ha publicado en otra 
parte. Muchas construcciones que son llamadas de localizaci6n en cualquier 
rama. del Álgebra o de la Geometría, comparten una característica común, 
a saber son Juntares idempotentes o mejor dicho, parte de un triple idern­
potente. Los categoristas tienen bien estudiado este concepto (2, Cap.111], 
(14, Cap.VI], (17, Sec.21]. Cuando por primera vez estuvieron disponibles las 
técnicas de localización en la Topología Algebraica al principio de los años 
setenta, la categoría de homotopía de los CW-complejos nilpotentes fue la 
:m.ás natural para desarrollar la teoría y fue en esa categoría donde las prin­
cipales aplicaciones fueron descubiertas [7, 13, 18]. Durante las últimas dos 
décadas varios funtores han aparecido en la literatura, que extienden a la 
P-localización clásica sobre todos los grupos y todos los espacios. Algunos 
de estos funtores son idempotentes (por ejemplo, los descritos en [4] y [16]), 
mientras que otros no lo son [7]. En general los funtores de completación 
no son idempotentes, sin embargo se restringen a funtores idempotentes en 
muchas subcategorías decentes. En [8] hubo un intento por entender las rela-
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ciones entre Jos funtores de localización y los funtores de completación que 
existen en varias subcategorías de grupos y de espacios. Se observó que la ltr 
calización homológica de Bousfield con coeficientes en Zp (donde Zp denota 
el anillo de los enteros localizados en P, con P un conjunto de primos) es fi­
nal entre todas las extensiones idempotentes de la P-localización de espacios 
nilpotentes sobre todos los espacios. También se observó ·que la localización 
de Ribenboim tenía que ser inicial entre todas las extensiones idempotentes 
de la P-localización de grupos nilpotentes sobre todos los grupos. Estas 
observaciones dieron lugar a dos preguntas naturales: 

(i) ¿Existe una extensión idempotente inicial de la P-localización de los es­
pacios nilpotentes sobre todos los espacios?. 
(ii) ¿Existe una extensión idempotente final de la P-localizaCión de los grupos 
nilpotentes sobre todos los grupos?. 

En [27] se responde afirmativamente a la pregunta (ii) y lo presentamos en el 
capítulo 111. Este mismo resultado se obtuvo simultáneamente con diferentes 
técnicas por Berrick y Tan [3]. Esta aproximación está basad.a en un pro­
ceso que permite asociar a un triple dado un triple idempotente de manera 
universal, la cual funciona en categorías completas y bien potenciadas. La 
primera asociación fue descrita por Fakir en [11]. De hecho en [27] apare­
cen resultados que son válidos en un marco más amplio y que presentamos 
en los capítulos 11 y 111 de esta tesis. En la sección 3.1 recordamos el con­
cepto de pareja ortogonal visto en [8] y analizamos la relación entre triples, 
adjunciones y parejas ortogonales en general. Las parejas ortogonales son 
herramientas muy útiles para estudiar las relaciones entre los funtores de 
localización y otros conceptos usuales tales como las extensiones de Kan. 
Ciertos argumentos se convierten en conceptos simples usando esta termi­
nología. También en la sección 3.5 se demuestra que si A es una categoría 
completa y bien potenciada y 'D es cualquier subcategoría plena de A con 
K : 'D ---+- A la inclusión, entonces la extensión de Kan derecha de K a lo 
largo de K es suficiente para asegurar que la pareja ortogonal generada por 
'D admite un funtor de localización (corolario 3.5.3). En otras palabras, la 
saturación de 'D es reflexiva en A. Esto también fue demostrado por Pfen­
niger en (15] bajo la hipótesis de que 'D es pequeña. En el caso en que A es 
la categoría de los grupos y 'D es la subcategoría plena de los grupos nilpo­
tentes P-locales, este resultado asegura la existencia de un funtor Lp que es 
final entre todas las extensiones idempotentes de la P-localización de grupos 
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nilpotentes sobre todos los grupos. Una manera de visualizar a Lp es apro­
ximando la Zp-completación con un triple idempotente (para un grupo G, 
la z,,_completación GP es el límite inverso de la torre {(G/r'(G))p}, donde 
r• ( G) denota el i-ésimo término de la sucesión central descendente de G). 

La clase de homomorfismos que son invertibles por Lp coinciden con la clase 
de homomorfismos que son invertibles por el funtor de Zp-completación (teo­
rema 3.6.5). De hecho, Lp(G) es isomorfo a GP en muchos casos. A saber, 
para todos los grupos G para los cuales GP ~ (8p);. Estos grupos in­
cluyen a todos los grupos finitamente generados y más generalmente a to­
dos los grupos G para los cuales H 1 (G;Zp) es finitamente generado como 
Zp-módulo. El funtor Lp no es equivalente al funtor de HZp-localización 
de Bousfield. Por ejemplo, el efecto de un grupo libre en dos generadores 
es diferente. Este hecho resulta sorprendente, ya que rompe la analogía con 
la Teoría de Homotopía. Desde luego, si uno considera la Zp-completación 
de Kan-Bousfield de espacios (que no es idempotente) y buscamos un triple 
idempotente que tenga las m.ismas clases de equivalencia en la categoría de 
homotopía punteada de espacios, entonces uno encuentra precisamente el 
funtor de H.( ; Zp)-localización, contrario a lo que se tiene en la categoría 
de los grupos. 

Para consultar definiciones y terminología no dadas en este trabajo, 
ver [2, 14, 20]. 
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Capítulo 1 

TRIPLES V FUNTORES 
AD.JUNTOS. 

1.1 Triples y T-álgebras. 

Deftnición 1.1.1. Sea A una categoría. Un triple (o mónada) 'J = (T, 77, µ) 
en A, consiste de un funtor T : A --+ A y dos transformaciones naturales 
17: 14 ----+ T, µ: T2 ----+ T que hacen conmutar los siguientes diagramas: 

Es decir, se cumplen (i) µo T71 = lT =µo 71T y (ii) µo µT =µo Tµ. 

EJEMPLOS. 

(1) En toda categoría A existe el triple trivial T = (T, .,.,, µ) con T = l.A y 
7) = µ = lT-

(2) Sea M un monoide y X un conjunto, con m,n,r E M y x E X. De­
finimos T : Conj ---+ Conj con TX = M x X y si f : X ---+ Y, 
entonces Tf : llf x X --> M x Y, (111,x) ,____. (111,f(x)). Sean 

5 
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71X:X-> MxX con x...._. (1,x) yµX: Mx (MxX)-> llf xX 
con (Tn, (n,x)) ~ (mn,x). Con estas definiciones 'J"' = (T, TJ, µ) es un 
triple. En efecto, veamos que se cumple la primera ecuación: 
(µX o T71X)(111,x) = µX(m,1,x) = (111,x) y (µX o 71TX)(111,x) = 
µX(I,m,x) = (m,x), asíµ o TTJ = 1T =µo r¡T. Ahora veamos que 
la segunda ecuación se cumple. Por un lado (µX o µTX)(m,n,r,x)= 
µX(111n,r,x) = (111nr,x) y por otro lado (µx o TµX)(111,n,r,x) = 
µX(m,nr,x) = (mnr,x), así µo µT = µo Tµ y por lo tanto, 
T = (T, 71, µ) es un triple. 

(3) Sea R un anillo conmutativo con 1 y X un grupo abeliano, con m, n, r E 
R y x E X. Se define un funtor T : Ab ---+- Ab con T X = R ®X y si 
f :X-> Y, entonces Tf: R®X-> R®Y, r®x ...._.. r®f(x). 
Ahora consideremos 77X : ... '\"" --+ R ® X con x ~ 1 ® x y 
µX: R®(R®X) --> R®X con (111®(r®x)) ...._.. (111r)®.r. Con estas 
definiciones 'J = (T, r¡, µ) es un triple. En efecto, veamos que se cumple 
la primera ecuación: (µX o T17X)(11118> .r) = µX(111 ® 118> .r) = 11118> x y 
(µXo17TX)(111<8>x) = µX(l®m®x) = m®x, así µ0T17 = lT = µ071T. 
Ahora veamos que la segunda ecuación también se cumple: Por un lado 
(µ..l[oµTX)(m®n®r®x) = µX(mrt®r®x) = mnr®x y por otro 
lado (µx o TµX)(m ® n 18> r ® x) = µX(m ® nr ® x) = mnr 18> x, así 
µo µT =µo Tµ y por consiguiente T = (T, TJ, µ) es un triple. 

(4) Sea A= Conj. Definimos el triple conjunto potencia T = (p. TJ, µ) de la 
siguiente manera. p : Conj --....+ Conj es el funtor conjunto potencia, 
esto es p(A) = {X 1 X >:; A} y si f : A --> B es un modismo de 
conjuntos con X >:; A, entonces p(f)(X) = {f(x) / x E X}. Además 
1)A : A --> p(A) y µA : p(p(A)) --> p(A), donde 71_.(a) = {a} y 
µA(B) = U X. Con estas definiciones T = (p, 17, µ) es un triple. 

XeB 

P. Huber [22] demostró el siguiente resultado que permite caracterizar a los 
triples. 

Proposición 1 .. 1 .. 1. Si F : A ~ B es un funtor adjunto izquierdo del 
funtor G: B __..., A, con unidad 17 : lA ~ GF y counidad e: FG ~ le, 
entonces 'J'" = (GF, r¡, GeF) es un triple en A. 
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Demostración: Por hipótesis r¡ es unidad y e es counidad. Por Jo tanto 
se cumplen las siguientes identidades triangulares: ( G ~ GFG ~ G ) = 
(G ~ G) y ( F ..!:!!. FGF ~ F ) = (F 2l:. F). Ahora veamos que se 
cumple la primera ecuación: 

G<F o GF7] = G(<F o F1/) 
=G(IF) 

= lcF 

por ser G funtor 
por la primera identidad triangular 

pues G es funtor. 

Por otra parte, calculemos GeF o r¡GF: 

GoF o ,.,CF = (G< o 1]G)F 
= (Ia)F 

= laF 

por ser G funtor 
por la segunda identidad triangular 
pues F es funtor. 

Por lo tanto, GeF o GFr¡ = lcF = GeF o r¡GF. 
Por otra parte, la segunda ecuación también se cumple: 

GoFoGFG<F= (GooGFG<)F 
=G(<oFG<)F 
=G(<o<FG)F 
=GEFoGEFGF 

por ser F funtor 
pues G es funtor 
por ser E transformación natural 
porque F y G son funtores. 

Así, GoF o GFG<F = GoF o GoFGF y por lo tanto, :T = (GF, 1], G<F) es 
un triple en A. • 

Ejemplo. Sean R y S anillos, M un bimódulo. Si A = R-mod y B = S­
mod entonces existen dos funtores F- = .lt~~- y G_ = Homs(M,-) 
tales que F y G forman una pareja de funtores adjuntos, esto es, existe 
un isomorfismo natural Homs(M~A,B) E:!' HomR(A,Homs(Af,B); cuya 

unidad 1)A : A --> Hom s(M, M <¡¡>A) es tal que (a)(rn) >-> 111 ®a, donde 

la counidad eB : M~Hom5(M,B) ~ B, m ® h t--+ h(m). Por lo tanto 

:r = (GF, 1), GeF) es un triple en A. 

Debido a la proposición anterior sabemos que los funtores adjuntos inducen 
triples. Por lo tanto, al menos existen tantos triples como funtores adjuntos. 
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Después de que Huber probó el resultado anterior, P. J. Hilton conjeturó lo 
siguiente: Todo triple induce un par de funtores adjuntos. La respuesta fue 
dada más o menos al mismo tiempo, usando dos construcciones distintas por 
S. Eilenberg y J. C. Moore (24] y H. Kleisli (23] (ver teorema 1.1.3). 

De8nición 1 .. 1.2. Un cotriple en una categoría A es un· triple en ADP. Es 
decir, un cotriple 7"' = (T',e,ó) en A consiste de un funtor T': A----+- A y 
dos transformaciones naturales e : T' -+ lAºJ>• c5 : T' ---.. T'2 que satisfacen 
los duales de los diagramas de un triple. 

Por lo tanto, el dual de un triple es un cotriple y a continuación veremos que 
existe un resultado análogo a la proposición 1.1.1. 

Proposición 1.1 .. 2 .. Si F : A --+ B es un juntar adjunto izquierdo del 
funtor G: B ~ A, con unidad r¡ : lA --+ GF y counidad e: FG -+ la, 
entonces 'J"' = (FG, e, FTJG) es un cotriple en A. 

Demostración: Es inmediato por la proposición 1.1.1 y por el hecho de 
que Ges adjunto izquierdo de F, vistos como funtores entre BOJJ y AOJJ, con 
e unidad y TJ counidad. • 

Deflnición 1.1.s. La categoría de Kleisli para un triple T = (T, TJ, µ) en A, 
que denotaremos con A7, se define de la siguiente manera: 
i) ObA,- = ObA. 
ii) Hom,.,(A,B) = Hom,.(A,TB). 

Ahora veremos cómo se define la composición en la categoría de Kleisli, 
esto es, si fe Hom ..... .,.(A,B) y gE Hom ..... .,.(B,C), entonces queremos definir 
g • f e Hom 4 ..,. (A, C), donde A., B y C son objetos de A. Por hipótesis, si 
f : A ____.. B y g: B ____.. C son morfismos de A7, entonces f : A --+- TB 
y g : B ____.. TC son morfismos de A. Por lo tanto, Tg: TB -+ T2C 
es m.orfismo de A y como µC : T2C _.. TC también es morfismo de A, 
entonces la siguiente composición de morfismos A ~ T B :!:4 T2C ~ TO 
es la composición deseada, esto es 

g • f = µC o Tg o f. (1.1) 
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Obaervación. Se puede ver que con estas definiciones A'J"' es una categoría. 
A continuación veremos que • es asociativa en A'.J"' y que l.A.,. = 71A, donde 
lA denota la identidad en A. En efecto, si f : A --+ B, g : B --+ C y 
h: C--+ D son monismos de A'J", entonces f: A--+ TB, g: B--+ TC 
y h: C--+ TD son rnorfismos de A. Por lo tanto g • f = µC o Tg o/ y 
h • g =µDo Th o g. Ahora definimos el morfismo (h • g) • f : A --+ TD 
como sigue: A....!...+ TB 2:4 T2C ~ T 3 D ~ T 2 D ..!!!:;. TD. Por lo tanto 
se tiene que: 

(h•g) •f = µDoT(h•g) of 
= µDoT(µDoThog) of 
= (µDoTµD) oT2 hoTgof 

= µDoµTDoT 2 hoTgof 

=µDo (ThoµCoTg) of 
=µDo Tho (µC o Tg of) 

= h• (g•f) 

Luego • es asociativa en A'J". 

por la ecuación (1.1) 
por definición 
pues T es funtor 
porque T es triple 
por ser µ transf. natural 

por asociatividad 
por definición. 

Ahora, si fe HomA.,.(A,B), entonces sustituyendo C = B,g = ls en la 
ecuación (1.1), se tiene que A ~ TB ~ T2B .!!!!.,. TB. Por lo tanto 
f = g • f = µB o To ls o/= µB o To f = µB o Tf, esto es, 

f = µBoTf. (1.2) 

Además, como TJ es una transformación natural, entonces los siguientes dia­
gramas coDDlutan: 

A-f-TB 

"IA.l !"ITB 
TAx:¡-T2B 
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El diagrama de la derecha conmuta, por lo que 17T B o f = T f o 77A. 

f•77A = (µBoTf) 077A 

= µB o (Tf 077A) 
=µBo(77TBof) 
= (µB o 77T B) o f 

= lTs of 

=f 

por Ja ecuación (1.2) 

por asociatividad 

por el diagra.Jtla_anterior 

por asociatividad 

porque T es triple 
por definición. 

Por lo tanto f • 71A =f. Ahora, sustituyendo f = 17A en la ecuación (1.2) 
se tiene que 11A = µA o TT/A. De igual modo, si g e Hom A.,. ( C, A) entonces 
11A •o= (µA o Tr¡A) og = lrA og, luego 17A •9 = g. Así lA. en A7 es 77A, 
es decir 17A : A --+ TA sirve como la identidad en la categoría de Kleisli. 

Una pregunta natural es ¿cuál es la categoría de Kleisli del triple conjunto 
potencia en la categoría de Jos conjuntos?. 

Un morfismo A -+ p(B) en la categoría de los conjuntos se puede obtener 
como función multivaluada de A en B o como una relación entre A y B. Esto 
es, dado A~ p(B) Je asociamos Rf ~Ax B, donde (a,b) E Rf significa 
que b E f(a). Por lo tanto (a,b) E Rf = b E f(a). Sean A ...L. p(B) y 
B--!..+ p(C) funciones, con a e A,b e By e e C, entonces queremos ver qué 
es g • f: (g • f)(a) = µC(p(g)(f(a))) = LJ{g(b) 1 b E f(a)}. Por lo tanto: 

(a, e) E R,,.f <==>- e E (g • f) (a) 
<==>- 3 b E B tal que (b E f(a) y e E g(b)) 

<==>- 3 b E B tal que ((a, b) E Rf y (b, e) E R 9 ) 

~ (a,c) ER9 oRf· 

Además, lA en la categoría de Kleisli está representado por Ja función 
77(A) : A -> p(A) donde 77(A)(a) ={a} ~A. Luego (a,a') E R.,,. <=>­
a' E {a}, es decir Rr,A es Ja relación identidad en A. Por consiguiente, Ja 
categoría de Kleisli del triple conjunto potencia, es la categoría cuyos ob­
jetos son conjuntos y cuyos morfismos son relaciones binarias (excepto por 
isomorfismo). 



l.l. TRIPLES l'T-ÁLGEBRAS. 11 

Deflnlcfón 1.1.4. La categoría de Eile.aberg-Moore para un triple 
T = (T, 17, µ) en A, que denotaremos con A'J"' se define como sigue: 
l) Los objetos se llaman 7-álgebras y las T-álgebras son parejas (A, a) donde 
a : TA ____. A es un morfismo de A y A es un objeto de A tales que: 

(i) a o 17A = !,. , (ii) a o µA= a o Ta. {l.3) 

Es decir, los siguientes diagramas conmutan: 

T"A~TA 
Tal l• 
TA--0 -A 

2) Los morfismos se llaman homomorfismos de 7-álgebras (A, a) --+ (B, b) 
y son morfismos f : A _.. B tales que, 

boTf=foa. {1.4) 

Es decir el siguiente diagraDJ.a conmuta: 

TA...:!:!.._TB 

·l l· 
A--f-B 

Teorema J.1.3. Si 'J" = (T,r¡,µ) es un triple en A, entonces eziste una 
categoría B y un par de funtores adjuntos F : A --+ B y G : B --+ A tales 
que T = GF, T/ : 1,. --+- GF es la unidad y e : FG -+ le es la counidad; 
conµ =GeF. 

Demostración: Como T = (T, q, µ) es un triple en A, entonces existe 
la categoría de Kleisli A.,-, es decir, ObAT = ObA y HomA..,.(A, B) = 
HomA(A, TB). Sea B = A.,- y definimos el funtor G : B --+ A como 
sigue. Para cada A en B GA =TA y para cada morfi.smo f en B, 

Gf=µBoTJ. (1.5) 
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El funtor F : A _. B se define de la siguiente manera: FA = A para cada 
A en A y para cada modismo f: A-.+ B de A, 

Ff = T/077A. (1.6} 

Además, por ser TJ una transformación natural, F f = T f o 71A = 11B o f. Así 

Ff =77Bof. (1.7) 

AhoraveamosqueHom..o.(A,GB)"" Home(FA,B}. ComoHom..o.(A,TB) e< 
Home(A,B} y FA= A, GB=TB, entoncesHom..o.(A,GB) ""Home(FA,B). 

Además se tiene lo siguiente: 
i) G preserva identidades pues 

GolA = Go17A 
= µAoT77A 

= lTA 

pues 17A es la identidad 
porque Gf = µB oTf 

por ser T triple 

= lGA porque TA= GA. 

Por consiguiente G o 1A = laA· 

ii) Ges funtor. En efecto, si f : A --+By g: B --+ C son morfismos de 
A, entonces 

GgoGf = (µCoTg)o (µBoTf) 
= µCo (TgoµB) oT/ 
=µCo(µTCoT 2g)oTf 

= (µC o µTC) oT2 g oTf 
= (µCoTµC) oT2 goTf 

=µCo(TµCoT 2g)oT/ 
=µCoT(µCoTgof) 

=µCoT(g•f) 

=G(g•J) 

por la ecuación (1.5) 
por asociatividad 
por ser µ. transf. natural 
por asociatividad 
porque T es triple 

por asociatividad 
pues T es funtor 
por la ecuación (1.1) 
por la ecuación (1.5). 

Así Gg o Gf = G(g • J) y por lo tanto, Ges funtor. 
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iii) F preserva identidades pues 

FolA =17AolA 
=T/A 

Por consiguiente Fo lA = 71A. 

por ser Ff = T}B o f 

por definición. 

13 

iv) F es funtor. Si f : A -+ B y g : B --+ C son morfismos de B, entonces 

Fg•Ff = µCoTFgoFf 
= µC o T(T]Cog) o (T)Bo f) 
= µCoTT]CoTgoT)Bof 
= (µCoTT]C) oTgoT)B o f 

= lTcoTgoT/Bof 
= Tg OT)B o f 
= (TgoT)B)of 
= (T)Cog)o/ 

=F(gof) 

por la ecuación ( 1.1) 
porque Ff = T]B o f 
por ser T funtor 
por asociatividad 
pues T es triple 

pues lTc o f = f 
por asociatividad 
por ser T] transf. natural 
por la ecuación ( 1. 7). 

Así Fg • F f = F(g o/) y por lo tanto, F es funtor. 

Es claro que T = GF y como T es triple, entonces T¡A: A --+ GF A = TA 
es transformación natural. Ahora veamos que también se cumplen las dos 
identidades triangulares. 
Sea eA = lTA: FGA--+ A un morfismo de A7. Entonces 

eFA•FT]A = µAoT(eFA) oFT]A 

= µA o T(lTFA) o FT]A 
=µA o T(lTA) o (T]TA o T)A) 

= µAo (lT"A) OT)TAoT)A 
=µAoT]TAoT)A 

=(µA OT)TA) o T]A 

= 1TAº'1A 
=T]A 

= lFA 

por la ecuación (1.1) 

porque eFA = lrFA 
pues FA = A y F f = T]B o f 
por ser T funtor 
pues µo lA = µ 
por asociatividad 
porque T es triple 

pues lrAºT/= T/ 

71A es la identidad en FA. 
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Por consiguiente, eF A o Fr¡A = lFA· Para verificar la otra identidad trian­
gular, sea B =FA un objeto de AT· Entonces, 

GeFA o T1GFA = GeA o T/TA 

=GlTAºTITA 
= (µA o T(lTA)) o T¡T A 
= µAo (1,..,.) oT¡TA 

=µAoT1TA 
= lTA 

pues FA= Ay T =GF 
porque eF ~ = lTFA 

por la ecuación (7) 
por ser T funtor 
pues µ. o 1T2 = µ. 

pues T es triple 

= lGFA por ser T/ la identidad en FA. 

Por lo tanto GeF A o T1GF A= laFA· • 
Por la importancia que tienen, más adelante regresaremos a las categorías de 
Kleisli y de Eilenberg-Moore. 

1.2 Triples y funtores doniinantes. 

Sean A. B y C categorías y consideremos los pares de funtores: 

i) H:C--+Á ii) áF: A--+ e (1.8) 

i) á: B--+ e ii) FH: é--+ ts (1.9) 

Definición 1.2.1. Un funtor P' : Á ---> B es fiel y pleao si 
Hom A. (A, A') -+ Hom a (É' A, FA') es una biyección. 

Proposición 1.2.1. Sean(;: B--+ é y FH: é-> B Juntares adjuntos, 
con unidad r¡: 1---+ GFH y counidad e: FHG __,.l. Si F es fiel y pleno, 
entonces existe e' : HGF ---+ 1 una transfoTTnación natural tal que Fe' = eF 
y además H: C ---+ Á , GF : Á ~ C es un par de Juntares adjuntos con 
17 unidad y e' counidad. Además H,GF; ÉH,G generan el mismo triple en 
c. 
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Demos:tración: Como Fes fiel y pleno, entonces definimos E': HGP-i> 1 
como sigue: Para cada A en Á, É'e'(A) = eF(A). Además, e' es una trans­
formación natural ya que E lo es. Por otro lado, se tiene lo siguiente: 

GFe' o r¡GF = GeF o r¡GF 
= (Ge:or¡G)F 

= (la)F 
=la,,. 

por definición 

por ser P funtor 
por la identidad triangular. 

Por lo tanto, Gf:'e' o .,,GF = 1GF· Por otra parte, 

F(e:'H o Hr¡) = Fe:'H o É'Hr¡ por ser É' funtor 
= eFH o FHTJ por definición 

= lPH· 

Así F(e' H o H11) = lpH y como F es fiel y pleno, entonces e' H o HTJ =l. 
Luego H y GF es un par de funtores adjuntos con TJ unidad y e' counidad. 
Además, (GÉ')e! H = G(Fe:')H = G(e:F)H y por lo tanto, (1.8) y (1.9) 
generan el mismo triple en C. • 

Deflnlcióo 1.2.2 .. Sea F: A~ B un funtor. Se dice que E es la imagen 
de F si E es la subcategoría plena de B, cuyos objetos son las F-imágenes 
de los objetos de A. Si F se factorlza como 

A 2:-+ E --1!.+ B, (1.10) 

donde K es la inmersión plena y L es suprayectivo en los objetos, entonces 
la ecuación (1.10) se llama la factorizació.n canónica de F. 

Nótese que L es pleno (resp. fiel) si, y sólo si, F es pleno (resp. fiel). 

".["eorema 1.2.2. Si F : A -to B y G : B --+ A es un par de juntares 
adjuntos, con T/ unidad, ~ counidad y F = K L es la factorizaci6n can6nica 
de F, entonces GK : E ---+A es adjunto derecho de L con T/ unidad y Ea 

counidad tal que Ke0 = eK. Además, los dos pares de funtores adjuntos 
generan el mismo triple en A. 

Demostración: Es inmediato de la proposición 1.2.1, aplicado a F = KL . 

• 
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Ob11ervación. Los resultados del teorema anterior se siguen obteniendo al 
reemplazar, la factorización canónica (1.10) de F : A --+ B por la factori-

zación canónica agrandada A ~ E ..ft,. B, donde E es la cerradura de E 
en la imagen de F bajo isomorfismos. 

Definición 1.2.s. Un funtor F : Á _... B se llama dominante, si para cada 
objeto B de Ü existe un objeto A de Á y un par de morfismos 'P y </> de B 

B ~FA..±. B tal quet/Jo<P= la. (1.11) 

Es decir, todo objeto de Bes retracto de un objeto de la forma FA, con A 
en Á. 

Proposición 1.2.3. Sean F, G : Ü -> A funtores y F : Á -> Ü un funtor 
dominante, entonces se cumple lo siguiente: 
i) Toda transfonnación natural e : F --+ G está determinada por eF. 
ii) Si F es pleno, entonces toda transfonnación natural Ea : FF --+ GF 
detennina a e : F ---+ G tal que eF = e 0 • 

Demostración: i) Si B es un objeto de B y B .....?:..+ FA ~ B es una domi­
nación de B con <f>ocp = la, entonces se tienen dos rectángulos conmutativos: 

FB...!:.!E_FFA~FB 
esl (l)E.F'At (21 les 
GB c-;¡r GF A c;;¡;-GB 

eB=eBo ls 

= tt:B o (Ft/JoF<P) 
= tt:B o Ft/JoF<P 
= G<f> o .:FA o F<P 
=Gt/JoG<pott:B 

porque 18 es funtor 
pues F es funtor dominante 

por asociatividad 
porque (2) conmuta 

porque (1) conmuta. 

Por lo tanto, G<f> o Gip o eB = eB o F</> o Ft.p y por consiguiente el rectángulo 
grande conmuta. 
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ü) Definimos eB = GtP o e0 A o F</;>. Es claro que eB es independiente de la 
dominación que se escoja y por i) e está determinado por la regla eF = e 0 • 

Ahora, veamos que e es una transformación natural. Sea g : B ----+ B' un 
morfismo de e, entonces queremos ver que el siguiente diagrama conm.uta. 

FB~GB 
Fg ! (8) ! Gg 

F B' -¡;¡r- G B' 

Como F es dominante, entonces consideremos los diagramas conmutativos 
de las dominaciones. 

B...:!.__ FA_±_ B 

91 ta) tPJ (4) 19 
B'----¡¡;;- .FA'-;¡¡- B' 

Por hipótesis, como F es pleno, entonces existe f : A --+ A' tal que 
F f = cp' o g o t/J. Ahora, vamos a demostrar finalmente que el siguiente 
diagrama conmuta. 

FB~FFA~GFA~GB 
F11 l (5) FF'/ ! (6) GF'/ ! (7) ! Gg 

FB' -;;:c¡r FFA' -e;;;¡;- GF'A' -;;;¡r GB' 

Como {3) conmuta, entonces (5) también. Además, por ser e 0 una transfor­
mación natural, entonces (6) conmuta. Por otro lado, como G es funtor y 
(4) conmuta, entonces (7) conmuta; por lo tanto, (8) conmuta. Así e es una 
transformación natural. • 

Proposición 1.2.4. Sean H : e --+ Á , GF : Á --+ C un par de funtore.s 
adjuntos, con unidad r¡: 1--+ GPH y counidad e': HGF -i> l. 
i) Si F es pleno y dominante, entonces existe e: Í"HÓ --+ 1 transfonnación 
natural tal que eP = Pe'. 
ii} G : B --+ C y P H : C --+ B son funtore.s adjuntos, con TJ unidad y e 
counidad. Además H,GF; FH,G generan el mismo triple en C. 
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Demostración: i) Como F HG, 1 : B __,,. D son funtores, entonces por la 
proposición 1.2.3, Fe' : PHGP--+ Pes una transformación natural y Pe' 
determina a e: FHG-.+ 1 dada por: 

eB = ti>oFe'AoFHG<,0, (1.12) 

(pues B ....'.e. FA= B ~B ~FA= B _..!!!.. B). AsieF= Fe'. 
il) Por hipótesis 1J es unidad, solo resta probar que e es counidad. Para 
ello, es suficiente probar que se cumplen las identidades triangulares, esto 
es; ePH o PHr¡ = 1p y Ge o T/G =la. Veamos que se cumple la primera 
identidad. 

eFHoFHr¡= Fe'HoFHr¡ 
=F(e'HoHr¡) 
= F(l) 

pues eF =Fe' 

= lp 

por ser F funtor 
porque e' es counidad 

por ser F funtor. 

Por lo tanto eFH o PH11 = lp. Ahora verifiquemos la segunda identidad: 

(Ge o r¡G)B = GeB o r¡GB 
= G(ti> o Fe' A o FHG<p) o r¡GB 
= Gti>o (GFe'AoGFHG<,0) or¡GB 
= (;q, o GFe'A o (GFHG<p o r¡GB) 
= (;q, o GFe' A o (r¡GF A o G<P) 
=Gti>o (GFe'Aor¡GFA) oG<,0 
= (;q, o lA o G<p 
= (;q, o G<P 
= G(<P o <p) 
= G(l) 
= 1,:. 

por definición 
por la ecuación (1.12) 

pues G es funtor 
por asociatividad 

F y G son adjuntos 
por asociatividad 

pues e' es counidad 
por ser lA funtor 
porque G es funtor 

P es funtor dominante 
pues Ges funtor. 

Por consiguiente Ge o TJÚ = la, así F H y G son funtores adjuntos. Final­
mente, como eF =Fe' entonces GeFH = GFe'H. Luego H,GF¡ FH,G 
generan el mismo triple en C. • 
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Obse~ión. Nótese que los procesos descritos en la proposición 1.2.l y 
en la proposición 1.2.4 son inversos uno del otro, además; si F es fiel, pleno 
y dominante, entonces los pares (.1.8) y (1.9) son adjuntos y determinan 
el mismo triple. Sin embargo podernos aplicar la proposición anterior a Ja 
factorización canónica y al mismo tiempo el adjunto derecho. 

'Ieorema l..2.5. Sean F : A ---+ B y G : B ---+ A un par de funtores 
adjuntos, con T/ unidad, e counidad y G = EG0 la factorización canónica de 
G. Si G es pleno, entonces G 0 F es adjunto de E, con 7] unidad, e 0 counidad 
y e 0 G 0 = Gae. Además, las dos adjunciones generan el mismo triple en A. 

Demostración: Es claro por la proposición anterior. • 
Proposición J..2.6. Si F : A ---+ D y G : B ---+ A es un par de Juntares 
adjuntos, con F dominante, entonces (i} G es fiel. 
(ii) Si G es pleno en la imagen de F, entonces Ges pleno. 

Demostración: (i) Sean A un objeto de A y B un objeto de B con 
g,h : FA-+ B morfism.os de B. Probemos que si G(u) = G(v), entonces 
u = v. Sean u, v : B -----+- B' morfismos de B y construímos una dominación 

B -4 FA ..±+ B tal que <I> o <p = 18 . Por hipótesis G(u) = G(v) implica 
G(u)oG(<I>) = G(v)oG(<t>), por lo tanto G(uo<f>) = G(vo<t>), Juego uo<t> = vo<f>. 
Por consiguiente u o <Po r.p = v o </Jo cp y como <Po r.p = Is, entonces u = v. 
Por lo tanto G es fiel. 

(ii)Si Ges pleno en la imagen de F y u : G(Bi) ___. G(B2 ) es un morfismo de 

A, entonces considerarnos las dominaciones resp. B¡ ~ FA¡ ~ B, tales 
que ,P¡ocp1 = ls. con i = 1,2 y construimos Gr.p2 ouoG<P1 : GFA 1 -+ GFA2. 
Como Ges pleno en la imagen de F, entonces existe v: FA1 -+ FA2 un 
m.orfismo de B tal que Gv = G<.p2 o u o G</>1 • Por lo tanto (Gi,:;:.2 )-1 o Gv = 
u o Gq,1 • Además, por ser "'2 o fr:'2 = 1s2 entonces Gq,2 o Gv = u o Gq,1 , luego 
Gq,2 o Gv o (Gt;P1 )- 1 = u y como q,1 o r,::>1 = ls1 entonces Gq,2 o Gv o Gr.p1 = u. 
Finalmente u = G~ o Gv o Gcp1 = G(c>2 ovo r.pi), así u = G(</>2 ovo <.pi) y 
por Jo tanto, G es pleno. • 

Observación. Se puede ver que los resultados de esta sección tienen for­
mulaciones duales. 
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Capítulo 2 

TRIPLES Y ADJUNCIONES 
DE GALOIS. 

2.1 Triples idempotentes. 

En el capítulo 1, vimos que si 'J"'= (T, TJ, µ)es un triple en A, entonces µoTT}= 
lr=µo71T. Una pregunta natural es ¿cuándo µoT]T=µoTr¡ <====> T/T=Tr¡?. 
Se puede demostrar que esto sucede en el caso en que µ es isomorfismo 
natural, por lo tanto se tiene la siguiente definición. 

Deflnicióo 2.1.1. Un triple 7' = (T,71,µ) en A se llama idempotente siµ 
es isomorfismo natural. 

A. Deleanu [9], demostró el siguiente resultado que permite caracterizar a los 
triples ídem.potentes de una manera más sencilla; sin embargo no es la única 
como veremos más adelante. 

Proposición 2.1.1. Sea T un triple en A. 'J" = (T, 71, µ) es idempotente si, 
y sólo si 17T = Tr¡. 

Demost.ración: ==>) Si T es un triple, entonces µ o r¡T = µ o TT1 = lr y 
como µ es isomorfismo; por lo tanto, r¡T = Tr¡. 

~) Si Tes un triple, entonces 77 es una transformación natural, por lo tanto 

21 
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los siguientes diagramas conmutan: 

T2A~TA 
"IT#Al l11TA 

T 3 A -:¡:¡;;r T 2 A 

Por lo tanto r¡T oµ = Tµ o 17T2. Ahora, como r¡T = Tr¡ y T es funtor, 
entonces '1/'I'2 = Tr¡T. Por lo tanto se tiene lo siguiente: 

r¡Toµ=Tµor¡T2 
= TµoTr¡T 
=T(µor¡T) 

=T(1T) 
=1~ 

porque TJ es una transf. natural 
por hipótesis 
pues T es funtor 

porque T es triple 

pues T es funtor. 

Por lo tanto, r¡T oµ = 17"2 y como µo 17T = lr, entonces µ es isomorfismo. 
Por lo tanto T = (T, r¡, µ) es idempotente. • 

A continuación daremos otras definiciones y posteriormente veremos algunos 
ejemplos. 

Deftnicióu 2.1.2 .. Sea R un anillo conmutativo con 1 y S e R subconjunto 
cerrado bajo productos finitos, con 1 en S. Sea .Af un R-módulo, Mes S­
local si la función f: M ~ M con f(m) = ms es isomorfismo, para todas 
en S. 

Obse..,,..cJón. Se puede ver que, para cada R-módulo existe una función 
f : M -+- .N tal que: 
(i) N es S-local. 
(ii) fes universal con respecto a (i), es decir; si 9: M --+ N' es otra función 
con N' S-local, entonces existe una única h : N ---+ N' que hace coD.Dlutar 
el siguiente diagrama: 
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Al modismo f se le llama morfismo de localización y en tal caso se dice que f 
localiza a M en S. La construcción de N se hace como módulo de fracciones. 
Primero se toman parejas (m, s) y definimos una relación de equivalencia en 
las parejas: (in, s) ......, (n, r) si, y sólo si existe t tal que mrt = nst con m, n 
en M y s, r, t en S. s- 1 M es el conjunto de todas las clases de equivalencia, 
m/s es la clase de equivalencia que contiene a (m, s). Por lo tanto; podemos 
definir una función f : M ____.. s-11\-f tal que /(m) = m/l y se puede ver 
que s-1 M es S-local y f es universal. Además, como R es un R-módulo, 
entonces s-1 R está definido y el modismo canónico g: R---+ s-1 R es un 
modismo de anillos, pues (r/s)(r'/s') = (rr'/ss'). ~<\.nálogamente, s-1 A.1 es 
un módulo sobre s-1R, con (m/s')(r/s) = (mr/s's). 
Ejemplos 

(1) Sea A Ja categoría de R-módulos, T,lf = s-1 .r.1 con S fijo y 
r¡Af : kI ---+ s-1 M el morfismo canónico m ~ m/l, entonces r¡T l\f es 
el morfismo m/s ,..._.,. (m/s)/l y TT¡,lf ese) morfismo m/s o--+ (m/l)/s. 
Es claro que r¡T y Tr¡ son isomorfismos y r¡T = Tr¡. Por consiguiente 
tenemos un triple idempotente. 

(2) Sea A la categoría cuyos objetos son espacios métricos y cuyos morfis­
m.os son funciones uniformemente continuas. T .1Y. es la completación 
X de X, cuya construcción se hace tomando clases de equivalencia 
de sucesiones de Cauchy. r¡ . .Y. : .1Y --+ .1"'i" es el morfismo canónico 
x ~ {x,x, ... ,x, ... }.Por lo tanto r¡TX es el morfismo {x1,x2, ..... } ........... 
{ {x1, x 2, ... }, {x., x 2, ... }, ... } y Tr¡X es el morfismo {x1,x2, ..... } t--+-

{ {x1, x., ... }, {x2, x2, ... }, ... }. Es claro que r¡T, Tq son isomorfismos 
y r¡T = Tr¡. Por lo tanto tenemos otro triple idempotente. 

'Xeorema 2.1.2. Si B es una subcategoría de A con B en B, entonces son 
equivalentes.-
(i) Para alguna A en A BE!< TA. 
(ii)T/B: B--+ TB es isomorfismo. 

Demost;ración: (ii) ==> (i) es claro tomando A= B. 

(i) ===> (ii) Por hipótesis f : B ~ TA es isomorfismo y como T es funtor, 
entonces T f es isomorfismo. Además TI es una tranformación natural, por lo 
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tanto, el siguiente diagram.a conmuta. 

B-...!_TA 

.,,sl ¡11TA 
TBr¡-T2A 

Como /, T f y 11T A son isomorfismos entonces 17B es isomorfismo. • 

A. Deleanu, A. Frei y P. J. Hilton [10} demostraron los siguientes resultados 
que permiten caracterizar a los triples idempotentes. 

Proposición 2.1.3. Si "J" = (GF,T/,GEF) es un triple en A, entonces son 
equivalentes: 
(i) T es idempotente, 
(ii) EF es iso'morfismo, 
(iii) FTJ es isomorfismo, 
(iv) Fr¡ o e:F = lF· 

Demostración: (iii) <===> (iv) <===> (ii) es inm..ediato. 
(ii) ~ (i) Por hipótesis eF es isomorfismo y como G es funtor, entonces 
GEF = µ es isomorfismo, así "J" es idempotente. 
(i) ~ (iv) Si 7 es idempotente, entonces µ. = GEF es isomorfismo, así 
GFr¡ o GeF = lcF y GeF o GFT/ = lay; además, por ser G funtor GFTJ o 
Ge:F = G(Fr¡ o e:F) = laF· Por otro lado, Fr¡ o e:F : FGF-> FGF y G es 
fiel en la imagen de F, por lo tanto FTJ o eF = 1F· Así (i) -<===::>- (ii). • 

Proposición 2.1.4. Si~= (GF,TJ,GeF) es un triple en A, entonces son 
equivalentes: 
{1) r¡GF = GFr¡, 
(B) 'J" es idempotente, 
(S) eF es isomorfismo, 
(4) Fr¡ es isomorfismo, 
{ti} Fr¡oe:F = lF· 

Demostración: Basta probar {1) <==> (2), lo que es claro por la propo­
sición 2.1.1, con T = GF. • 
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Este resultado se usará posteriormente para probar el teorema 2.2.3. 

Teorema 2.1 .. s. Si (17,e): F -4 G: A~ Bes situación adjunta, entonces 
(i) G es fiel <===> cada componente eB de la counidad es epimorfismo. 
(ii)G es pleno <===> cada eB es sección. 
(iii)G es fiel y pleno - cada eB es isomorfismo y FG(B) e! B. 

Dem09t:ración: [14, teorema l,p.88) • 
Propoaici6n 2 .. 1.6. Si G es adjunto derecho de F y G es pleno, entonces T 
es idempotente. 

Demostración: Si G es pleno, entonces por el teorema 2.1.5 (ii) eB es 
sección, por consiguiente Ge es sección. Además Ge o TJG = la, así Ge es 
isomorfismo; luego GeF = µes isomorfismo y por lo tanto, Tes idempotente . 

• 
Observación. El ejemplo que aparece después de la proposición 1.1.1 in­
duce un triple que no es idempotente, ya que el funtor G_ = Horns(lvf,_) 
no es pleno; sin embargo si el módulo Af es proyectivo entonces el triple si 
es idempotente. 

La siguiente proposición es inversa de la proposición 1.2.6 y la usaremos 
posteriormente. 

Proposición 2.1.7. Sean 'J" = (GF,r¡, GeF) un triple idempotente en A y 
F : A ---+ B r G : B -+- A un par de juntares adjuntos con F dominante 
y G fiel y plenor entonces existe e : FG ~ le transformación natural y G 
es adjunto derecho de F r con T/ unidad y e counidad. Además, la adjunción 
genera a T. 

Demostración: Como Tes idempotente, entonces por la proposición 2.1.3 
Ff"/ es isomorfismo. Ahora, para algún B en B escogemos una dominación 

B ...?::. FA ~ B tal que ti> o <P = ls y definimos e = ti> o (F77)-1 o FG<¡:> : 
FG ---+ le. Probaremos que e es una tranformación natural y por consi­
guiente e es independiente de la dominación que se escoja. Sean B1,B2 
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objetos de D y g : B 1 -+- B 2 un modismo de B, consideremos el siguiente 
diagrama: 

B 1 ..::.:.__ F Ai --12..,; B1 

J1 j rp} ~ h u lg 
B2 ~ F A2 -;¡;;- B2 

Donde h = r.p2 o g o c;D1 y t/1¡ o r.p, = 1, i = 1, 2. Como~ o r.p2 = ls:u entonces 
"'2 oh= (tP2 o r.p2 ) o g o</J1 = 1 ogo ~1 = g o </J1 • Luego II conmuta. Además, 
si h: FA1--+ FA2, entonces Gh: GFA1 -. GFA2 y como T = GF, por 
Jo tanto Gh : TA 1 ~ TA 2 • Por otro lado, por ser 11 una transformación 
natural, se tienen dos diagramas conmutativos. 

TA 1 -E!!-TA2 

11TA1l l11TA2 
T2A1 -:¡::¡¡:-T2A2 

El diagrama de Ja derecha conmuta, luego TGhor¡T.41 = 77TA20GH. Como 
Tes idempotente, entonces r¡T = TTJ. Así TGh oTr¡A 1 = T'T]A2 o GH y por 
consiguiente GFGhoGFr¡A 1 = GFr¡A2 oGh. Por lo tanto G(FGhoFr¡Ai) = 
G(Fr¡A2 oh), además Ges fiel, así 

FGh o F11A1 = FTJA2 oh. (2.1) 

Ahora, probemos que el siguiente diagraxna conmuta: 

B1...:!!J_FA1~FGFA1~FGB1 
gl III !h IV !FGh \'' lFGg 
B2-;¡;- F A 2 ~ FGF A2 Fc;¡p; FGB2 

Es claro que III conmuta porque I conmuta y por Ja ecuación (2.1) IV con­
muta. Además, V conmuta ya que III conmuta; por Jo tanto, el siguiente 
diagra.uia conmuta: 

FGB1~B1 
FGgl lg 
FGB2 ~B2 
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Así e es una transformación natural. Además, por hipótesis Fr¡ es isomor­
fismo si, y sólo si, FTJ o eF = lF, si, y sólo si, eF = (F17)- 1 ; por lo tanto 
eF o F11 = 1F y por consiguiente se tiene la primera identidad triangular. 
Ahor~ veamos que la segunda identidad triangular también se cumple: 

Ge o 71G = G(c/> o (F71)- 1 o FG<p) o 71G 
=Ge/> o G(F71)- 1 o GFG<;> o 71G 
= Ge/> o G(F71)-1 o 71GF o G<p 
= Ge/> o G(F71¡- 1 o GF71 o G<p 
= Ge/> o G(F71-• o F71) o G<p 
=Ge/> o G(lF) o G<p 
= Gc/>o (lcF) oG<p 
=Gc/>oG<p 
=G(c/>o<p) 
=G(l) 
= lG 

por definición 

por definición de e 
porque G es funtor 
pues TJ es natural 

por ser 17T = T71 
por ser G funtor 
(F71)- 1 o F71 = lF 
pues lF es funtor 
porque G(lF) = lcF 

porque G es funtor 
pues F es dominante 

porque G es funtor. 

Por consiguiente Ge o r,o =le, así Fes adjunto de G. Además G(F77)-1 = 
GeF = µ. y es claro que la adjunción genera el mismo triple. • 

Ahora ya sabemos que si F -i G : B -i> A genera el mismo triple 
7' = (GF,f'l,GeF), entonces F y T hacen invertible la misma familia de 
modismos S de A [17, 21.8.S(a)]. 

Observación. Sea A una categoría y S un subconjunto de modismos de 
A. Se puede ver que existe una categoría pequeña A[s-11 y un funtor 
Fs: A---+ A[S-1 ] con las siguientes propiedades: 
(i) Para cadas en S, Fs(s) es un isomorfismo. 
(ü) Si F: A--+ Bes un funtor, tal que F(s) es un isomorfismo para todas 
en S, entonces existe un único funtor H : A[s-11 --+ B tal que F = H o Fs. 
A la categoría A[S-1 ] se le llama la categoría de fraccio?Jes de A con respecto 
a S. 
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'reorema 2.1.8. Si 'J = (GF, .,,, GEF) es un triple en A, entonces son equi­
valentes. 
(i) 'J"' es idempotente. 
(ii) Todo par adjunto que genera a T con F dominante, tiene adjunto derecho 
G el cual es fiel y pleno. 
(iii) Si S es la familia de morfismos que T hace invertibles, entonces 
Fs: A-¡. A[S-1 J tiene adjunto derecho G 5 y generan a T. 

Demo•traclón: (ii) ==-- (i) Por hipótesis, existe un par de funtores adjun­
tos F -1 G : B -to A que genera a 'J" y F es dominante. Además, G es fiel y 
pleno, y por la proposición 2.1.6 Tes idempotente. 
(i) ===> (iii) Sea A~ As ....!!..+A la factorización canónica de T, entonces 
por el teorema 1.2.2 L y K son funtores adjuntos, con 1J unidad y E counidad; 
además L y K generan a 'J. Por otro lado, como S es la familia de morfis­
mos que L hace invertibles, entonces por [17, teorema 21.8.9(a)] existe un 
único funtor H : A[S-1] --+As tal que H o F 5 = L y H resulta ser is<r 
modismo, ya que K es fiel y pleno; por Jo tanto, por la proposición 1.2.1 
Fs -l Gs = KH: A[S- 1]--+ A y además Fs y Gs generan a T. 
(iii) ==> (ii) como T = (GF, TJ, GeF) es un triple en A, entonces existe 
F ~ G: B --+A con F dominante y Fs ~ Gs : A[S- 1] -+.A generan a T, 
entonces por l17, teorema 21.2.9] existe un funtor H: AlS-1] -+. B fiel y 
pleno tal que H o Fs = F, G o H = Gs y por [21, proposición 1.3] Gs es fiel 
y pleno. Así Ges pleno en Ja imagen de H, pero Ja imagen de H coincide 
con la imagen de F y por la proposición 1.2.6 G es fiel y pleno. • 

Proposición 2.1.9. Si P : Á --+ B es funtor dominante y e : F --+ G es 
una transforTnación natural con F, G : B --+ A, entonces e es isomorfismo 
natural si, y s6lo si, e P es isomorfi.smo natural. 

Dem08tración: ==>) Por hipótesis e es isomorfismo natural y como F es 
funtor, entonces eF es isomorfismo natural. 

<==) Sean B un objeto de By B -'e+. FA ~ B con </>o cp = ls una 
dominación de B. Como eF es isomorfismo natural, entonces se tiene el 
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siguiente diagrama: 

FB...!:!E_FFA...!!!!_FB 

es! !eFAII les 
GB GiP GF A -c;¡,-GB 

I y 11 conmutan porque e es una tranformación natural y P es dominante. 
Sólo resta probar que e tiene inverso e-1 : G ~ F. Definimos (eB)- 1 = 
F<t>o(eFA)-10Gcp: GB ~FE, el cual tiene sentido porque 1y11 conmutan, 
así e es isomorfismo y como e es una transformación natural; por lo tanto, e 
es isomorfismo natural. • 

Ahora caracterizamos la categoría de Kleisli y la categoría de Eilenberg­
Moore del triple idempotente 7'. 

'Daorema 2.1.10. Si 'J = (T, 17, µ) es un triple idempotente en A y S es una 
faTnilia de morfisTTloS invertibles por T, entonces A[s- 1 ] ~ A7. 

Dem011traclón: Si 'J es un triple idcmpotente, entonces por el teorema 
2.1.8, para algún par de funtores adjuntos F -1 G : B ~ A genera a 'J. 
Además, Ses la familia de morfismos invertibles por T y por [17, teorema 
21.8.9(b)] existe un único funtor H: A[s- 1]---> B con HoFs =F. Además 
por el teorema 2.1.8, Fs tiene adjunto derecho Gs y generan a "J. En particu­
lar G 5 oF5 = GoF = GoHoF5 , luego Gs = GoH; por lo tanto A[S- 1 ] ~A.,. 
con respecto a los funtores adjuntos Fs : A--+ A[S- 1], Gs : A[S-1 ] --+A . 

• 
Obaervación.. Si consideramos a 

AL Ás .JS... Atal queKo L = T, (2.2) 

la factorización canónica agrandada del funtor T : A --+ A, donde T = 
(T, 11~ µ,) es un triple idempotente en A, entonces por la proposición 2.1. 7 
L -i K, con counidad e: LK--.. 1 y la adjunción genera a T. 
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Lema 2.J.].].. S~n 'J = (T, 1}, µ) un triple idempotente en A y A un objeto 
de A, entonces son equivalentes. 
(i) A e Ás, 
( ii) 71A es sección, 
(iii) 17A es invertible, 
( iv) A es cerrado izquierdo por S. 

Demostración: (i) ~ (iii) Si A E Ás, entonces A ~ TB con Ben 
D. Además, si ":T es idempotente, entonces µ o TJT = lr = µ o Tr¡, así 
µ-1 = t¡T = T71 y como µ es isomorfismo, por lo tanto TJT es invertible. 
Luego 71TB es invertible con inverso µB, por consiguiente 71A es invertible 
con A~TB. 
(iii) ==> (i) Si 71A: A---+ TA es invertible, entonces A~ TA y por Jo tanto 
A e Ás, así hemos probado (i) si y sólo si (iii). 
(ii) ==> (iii) Sean F ~ G: B--+- A un par de funtores adjuntos que genera 
a T, con 1J unidad y e counidad. Como 17A es sección, entonces a o 71A = l, 
donde a : TA ---+ A. Además por Ja proposición 2.1.3, 'J es idempotente si, 
y sólo si, Fq es isomorfismo, con inverso eF. Como a o 17A = 1A, entonces 
F(a o 17A) = F(lA) = 1FA, así F(a o 17A) = !FA; luego por ser F funtor 
F(a o 17A) = Fa o F17A = 1FA· Por consiguiente Fa o FTJA = 1FA. lo que 
implica Fa o F17A o eFA = 1FA o eFA; además FqA o eFA = 1FA y por lo 
tanto Fa o 1FA =e-FA, así Fa= e-FA. Por otra parte. como a : TA -jo. A 
entonces Fa: FTA = FGFA-+ FA es adjunto de qAoa yeFA es adjunto 
de lcFA• por lo tanto qA o a= lpA, luego TJA es invertible. 
(i) ===> (iv) Por Ja ecuación (2.2) Ls es invertible para algún s e S. Si 
además A e Ás, entonces Ás(Ls, A) ~ A(s, k A) porque L y k son funtores 
adjuntos; por lo tanto A= KA es cerrado izquierdo para S. 
(iv) ==> (ii) Si 'J es triple idempotente y A es cerrado izquierdo para S 
entonces 17A e S, por lo tanto 17A induce 17Aº : [TA,A] "" [A,A]; luego 
TA ~ A y como 17A : A -+- TA, entonces 71A es sección. • 

':Ieorema 2.1.l.2. Si T = (T, 77, µ) es un triple idempotente en A, entonces 
Ás e! A 7 y Ás es igual a la subcategoria plena de A que consiste de todos 
los objetos que son cerrados izquierdos para S. 

Demostración: Vamos a construir un isomorfismo entre Ás y Ja categoría 
de 'J-álgebras sobre A. Ahora, recordemos que una 'J-álgebra es una pareja 
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(A, a), donde a : TA --+ A es un morfismo de A tal que para cada objeto A 
en A, a o TJA = lA y a o µA = a o Ta. Por el lema anterior, si a o 17A = lA• 
entonces 71A es invertible, así a = 71A- 1

• Además a o µA = a o Ta, luego 
77A- 1 o µA = 77A- 1 o Ta, por lo tanto µA = Ta, así µA = T(77A-1 ). Por 
otro lado, por el lema 2.1.11 los objetos de A que admiten la estructura de 
T-álgebra, son precisamente los objetos de Ás y la estructura de -.Y-álgebra 
en cada objeto es entonces única y está dada por TJA- 1

• La naturalidad de 
1J implica que todo modismo de Ás es un homomorfismo de álgebras y por 
lo tanto el isomorfismo entre Ás y A'J' está dado. Además, nótese que este 
isomorfismo es el correcto ya que los funtores adjuntos L y K conectan a A 
con 'J, de ahí que se requiera µA o 17T A = µA o T71A = 1TA· • 

2.2 Adjunciones de Galois. 

H. Herrlich y M. HuSek [25, 1990] trabajaron con ciertas tranformaciones 
naturales que llamaron Adjunciones de Galois, más precisamente. 

Deflnición 2 .. 2.1. (F, G) es A<ljunción de Galois si, y sólo si, existe 
(77,e): F -1 G: B ---i> A adjunción tal que 71G es isomorfismo natural. 

Observación. La definición de adjunción de Galois que dieron Herrlich y 
HuSek, piden además de lo anterior que eF también sea isomorfismo natural; 
sin embargo no es necesario ya que si uno lo es, entonces el otro también y 
reciproca.mente como podrá verse en el siguiente teorema. (Equivalentemen­
te uno podría pedir que F17 sea epimorfismo o Ge sea monomorfismo o GeF 
sea isomorfismo natural, ver teorema 2.2.5). 

Teorema 2.2.1. Si (17, e) : F -1 G : B ~ A es situaci6n adjunta, entonces 
son equivalentes: 
(1) TJGF = GFTJ. 
(2) f"/G es isomorfismo naturaL 
(9) óFG = FGó. 
(4) eF es isomorfismo natural. 

Demostración: (1) ==> (2) Por hipótesis F y G son funtores adjuntos, por 
consiguiente se cumplen las identidades triangulares, esto es Ge o 71G = la 
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y eF o F71 = lF. La primera identidad triangular nos dice que Ge es inverso 
izquierdo de T/G, ahora probaremos que Ge taI11bién es inverso derecho de 
.,,O. Como T/ es una transformación natural, entonces el siguiente diagram.a 
conmuta. 

GFGB -~-"a'-'F'-G"-"8-GFGFGB 
aes! !GFGEB 

GB ~s GFGB 

('l]G o Ge)(B) = 'l]GB o GeB 
=GFGeBo.,,GFGB 
= GFGeB o ('l]GF)GB 
= GFGeB o (GF'l])GB 
= GF(GeB) o GF(.,,GB) 

=GF(GeBo.,,GB) 

= GF(las) 

= lGFGB 

por definición 

pues T/ es transf. natural 
por asociatividad 
por hipótesis 
por asociatividad 
pues GF es funtor 
por la identidad triangular 
pues G F es funtor. 

Así Ge es inverso derecho de r¡G. Por lo tanto .,,e es isomorfismo natural. 

(2) ==> (3) Supongam.os que r¡G es isomorfismo natural, entonces Ge es el 
inverso de .,,c. 

eFGB = eFGB o lFGB 

= eFGB o F(las) 
= eFGB o F(.,,GB o GeB) 

= eFGB o (FT1GB o FGeB) 
= (eFGB o FJJGB) o FGeB 
= (lFas) o FGeB 
=FGeB 

Por lo tanto eFG = FGe. 

porque 1 FG s es funtor 
por definición 
por hipótesis 
pues F es funtor 
por asociatividad 

pues eF o F11 = 1F 

por definición. 

(3) ==> (4) Es análogo a (1), pues existen adjunciones entre AOfl y BOJJ. Por 
lo tanto, si eFG = FGe, entonces eF es isomorfismo natural. 



2.2. ADJUNCIONES DE GALOIS. 33 

(4) ===> {l) Supongamos que eF es isomorfismo natural, entonces existe 
F11 inverso de eF. 

r¡GFA=r¡GFAolcFA 
= r¡GF A o G(lFA) 
= r¡GF A o G(eF A o Fr¡A) 
=r¡GFAo (GeFAoGFr¡A) 
= (r¡GF A o GeF A) o GFr¡A 
= (GeF A o r¡GFA) o GFr¡A 

= (lGFA) o GFr¡A 
=GFr¡A 

Por consiguiente T¡GF = GF71. 

porque lcF.A es funtor 
por definición 
por hipótesis 

pues G es funtor 
por asociatividad 
pues e F es isomorfismo 
pues Ge o TJG = la 
por definición. 

• 
Una consecuencia inmediata del teorema anterior se resume ~n el siguiente 
teorema. 

'Xaorema 2 .. 2.2. Si (71,e) : F-; G: B---+ A es situación adjunta, entonces 
son equivalentes: 
(1) (F, G) es adjunción de Galois. 
{fa) r¡GF = GFr¡. 
(9) 71G es isomorfismo natural. 
(4) eFG = FGe. 
(5) eF es isomorfismo natural. 

ObseMr"acidn. Si com.paramos la proposición 2.1.4 y el teorema anterior, 
nos damos cuenta que existe una relación muy estrecha entre Jos triples idem­
potentes y las adjunciones Galois; por lo tanto una pregunta natural es, ¿Qué 
relación guardan los triples idempotentes y las adjunciones de Galois?. Se 
puede ver que ambas cosas coinciden 7 como podrá observarse en el siguiente 
teorema... 

Teorema 2.2.3. Si (T/7 €): F-; G: B _..A es situación adjunta, entonces 
son equivalentes: 
(1) '.T = (GF, r¡, GeF) es triple idempotente. 
{fa) r¡GF = GFr¡. 
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(9) (F, G) es adjunción de Galois. 
(4) 17G es isomorfismo natural. 
(5) e:FG = FGe:. 
(6) eF es isomorfismo natural. 

Demost.ración: Es inmediato por la proposición 2.1.4 ·y el teorema 2.2.2 

• 
Ejemplo. Sea R un anillo y M, R en R-mod. Si A = B = R·JDod, entonces 
existe un par de funtores adjuntos F = 11\.f y G- = R ~ _ con unidad r¡M : 

M-+ R~M, m-+ 1 ® m y counidad e!l.-1: R~M--+ M, r ® m-+ rm 

tal que .,, es isomorfismo natural. Por lo tanto, (GF, T], GeF) es un triple 
idempotente y por consiguiente (lM,R~ M) es adjunción de Galois. Lo que 

significa R ~ M ~ Af. 

A. Aparicio (26, 1993) demostró los siguientes resultados, que son de gran 
utilidad para obtener más ejemplos de adjunciones de Galois. 

Proposición 2.2.4. Si (F, G) es adjunción de Galois, entonces (GDP, FDP) 
es adjunción de Galois. 

Demostración: [26, proposición 3.2,p.37] • 
'Deorema 2.2.5. Si (17, e) : F -1 G : B -+- A es situación adjunta, entonces 
son equivalentes: 
(1) (F, G) .,, adjunción de Galois. 
(B) FTJ es isomorfismo natural. 
(9) .,,a es epimorfiamo. 
(4) F.,, es epimorfiamo. 
(5) .,,GF = GF.,,. 

Demostración: [26, proposición 3.2,p.38] • 
Teorema 2.2.6. Sea (TJ, e) : F -i G : A ~ B situación adjunta. Si TJ es 
epimorfismo o G es pleno, entonces (F, G) es adjunción de Galois. 

Demostración: [26, teorema 3.5,p.40} • 
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Observación. El ejemplo que aparece después de la proposición 1.1.1 in­
duce un triple que no es idempotente, ya que el funtor G_ = Hom 5 (M, _) 
no es pleno; sin embargo si el módulo Af es proyectivo entonces el triple 
inducido es idempotente y por lo tanto (!vI ~ _, Homs(M, _))es adjunción 

de Galois. 

El teorema anterior es una versión análoga a la de la proposición 2.1.6 como 
era de esperarse. 

Sean Ay B categorías. A cada funtor F : A ----i> Ble asociamos la clase .C(F) 
de morfismos de A que son invertibles por F y la llamamos F-equivalencias, 
esto es; .C(F) = {/ e A tal que Ff es isomorfismo}. Además, si A es un 
objeto de A, entonces denotamos con 'D(F) a la clase de objetos en B que 
son isomorfos a FA; y usamos la misma letra para denotar a la clase de 
objetos en una categoría y la subcategoría plena con estos objetos. Así 

A ....!:.+ :D(F) ~ B tal que K o F = F, (2.3) 

es la factorización canónica agrandada de F, donde K es la inclusión. Además 
por la sección 1.1, un triple 'I = (T, TJ, µ) en A, consiste de un funtor 
T: A --+A y dos transformaciones naturales TJ : l.A. --t T, µ: T2 --+ T 
tales que µ o TTJ = 1T = µo TJT y µ o µT = µo T µ. Luego por la proposición 
1.1.1, si F: A --t By G : B--+ A es un par de funtores adjuntos con TJ 
unidad y E counidad, entonces 'J" = (GF, TJ, GEF) es un triple. Inversamente, 
todo triple es inducido por algún par de funtores adjuntos, el cual no está 
determinado en general de manera única. Es claro que entre todos los pares 
dé funtores adjuntos inducidos por un triple dado, existe uno inicial dado 
por Kleisli y otro terminal dado por Eilenberg-Moore (teorema 1.1.3). Una 
consecuencia inmediata del capítulo anterior, es el siguiente teorema. 

Teorema 2.2. 7. Si T = (T, TJ, µ) es un triple en A, entonces son equivalen­
tes. 
(i) µ : T2 --+ T es isomorfismo natural. 
(ii) Para cada objeto A de A, 77A E .C(T). 
(iii) T77 = 77T. 

Demostración: Es claro por la proposición 2.1.1 y el lema 2.1.11. • 



36 CAPÍTULO 2. TRIPLES Y ADJUNCIONES DE GALOIS. 

Observación. Otras caracterizaciones de triples idempotentes se dieron en 
la sección 2.1. Por otra parte, si Tes idempotente, entonces la factorización 

A 2:+ '.D(T) ..!!.+ A tal que K o T = T, (2.4) 

induce un par de funtores adjuntos dado por T. Además, la subcategoría 
plena 1>(T) es isomorfa a la categoría de Eilenberg-?1.-foore A'J"' de 'J (teorema 
2.1.12) y es equivalente a la categoría de Kleisli A7 de T por [16,corolario 
2.3). De hecho, A 7 es isomorfa a la categoría de fracciones de A con respecto 
a la clase .C.(T) (teorema 2.1.10). 



Capitulo 3 

LOCALIZACIÓN V PARE..JAS 
ORTOGONALES. 

3.1 Funtores de localización y parejas orto­
gonales. 

Deftnición 3 .. 1.1. Sean A una categoría y W una clase de morfismos en A. 
Un objeto B en A es W-Jocal si cada morfismo w : X ---+ Y en W induce 
una biyección Hom (Y, B) ~ Hom ( ... Y, B). Una W-Jocalización de un objeto 
A en A es un morfi.smo w: A--+ B con B W-local y w E W. 

Se puede ver que cualesquiera dos W-localizaciones de A son isomorfas. 
Además, una W-localización w : A --+ B satisface cada una de las siguientes 
condiciones universales. 
(i) w es inicial entre todos los morfismos f : A --+ X con X W-local. 
(ii) w es terminal entre todos los morfismos f: A--+ X con fe W. 
También, si A es W-local y w : A --+ B es una W-localización, entonces 
w es isomorfismo. Ahora, supongamos que cada objeto de A tiene una W­
localización, entonces existe un funtor T : A ---+ A y una transformación 
natural TJ : 1 --+ T tal que 17A : A --+ TA es una W-localización, para 
cada A en A. Claramente (T, 71) es único excepto por isomorfismo natural, 
a (T, 77) se le llama el funtor W-localización. Cuando T : A ----+ A es un 
funtor y 71 : 1 ----+ T es una transformación natural, con 71T A = T71A y 77T A 

37 
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es isomorfismo natural, entonces T es idernpotente. Es claro que (T, 17) es 
idempotente. Recíprocamente, todo funtor idempotente (T, 11) en A puede 
obtenerse como W-localización, donde W consiste de todos los morfismos 
f : A --+ B en A tales que T f es isomorfismo. 

Definición 3.1.2. Sean A una categoría y A, B objetos de A. Un morfismo 
f : A ---+ B y un objeto X de A, se llaman ortogonales si la función 
f• = A(f,X): A(B,X)---+ A(A,X) es una biyección, es decir; para toda 
k : A --+ X existe un único g : E ----+- X tal que k = g o f, esta situación la 
denotamos con f -L X. 

A(X, Y) es el conjunto de morfismos entre Jos objetos X, Y de A. Para la 
clase de morfismos .C, ,C.J.. denota la clase de objetos ortogonales a cada f en 
.C; esto es .c,.c ={X E A/ X .L f para cada f E .C}. Los objetos en .e.e se 
llaman objetos cerrados izquierdos para .C (ver lema 2.1.11 y teorema 2.1.12). 
Análogamente para la clase de objetos X>, denotamos con 1).!. a la clase de 
modismos ortogonales a cada X E 'D. 

Definición 3.1.3. Una pareja ortogonal en A, es una pareja {.C.. X>) que 
consiste de una clase de morfismos .C y una clase de objetos 'D tales que 
.c,..L =X>, 1)..1. =.c.. 

A continuación enunciamos un resultado de J.F. Adams [l] que permite dar 
varios ejemplos de parejas ortogonales. 

Proposición 3.1.1. Si 'J = (T, TJ, µ) es un triple idempotente en A, en­
tonces (.C..(T), 'D(T)) es una pareja ortogonal. 

Demoetracióa: [l, proposición 2.10,p.20) • 
Con este resultado obtenemos varios ejemplos, ya que triples idempotentes 
hay muchos. 

Observación. Por el teorenia 2.1.2 si 'J"' = (T, T/• µ) es un triple idempo­
tente en A, entonces las clases .C. = {f : A -> B / T f : TA ~ T B}. 
~={X 1 TJX: X~ TX} forman una pareja ortogonal. Por otra parte, dada 
una pareja ortogonal (.C., X>) en A, existe un triple idempotente 'J = (T, r¡, µ) 
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tal que .C.(T) = .C y 'D(T) = 'D si, y sólo si para cada objeto X existe un 
morfismo t.p : X --+ Y de .C con Y en 'D; en este caso T se llama funtor de 
localización asociado con (.C., 'D) y los objetos en 'D son T-locales. 

Lema 3.1.2. Si F : A --+ B es funtor adjunto izquierdo de G : B --+ A, 
entonces .C(F) = '.D(G)-'-. 

Demoatración: Si f : A --+ B es un modismo de A y X es un objeto de 
B, entonces el siguiente diagrama conmuta: 

A(B, GX) A(f,GX) A(A, GX) 

~! !~ 
B(FB,X) ~B~C~Ff~.X~l-B(FA,X) 

Claramente los modismos verticales son isomorfismos porque F y G son 
funtores adjuntos. Además, los morfismos horizontales son los inducidos por 
f, así el diagrama conmuta y por lo tanto, .C.(F) = 'D(G).L. • 

Teorema 3.1.3. Seo T = (T, r¡, µ) un triple en A. Si (r¡, <) : F -i G : 
B --+ A es un par de juntares adjuntos que induce a 'J"', entonces .C.(T) = 
.C(F) , '.D(T).1..1. = '.D(G).1..1. y .C(T) = '.D(T)-'-. 

Dema.tración: Como T = GF entonces '.D(T) s; '.D(G) y .C(F) s; .C(T). 
Ahora, supongamos que f : A --+ B es T-equivalencia, entonces tomando 
1/J = (Tf)-1 o r¡B obtenemos un diagrama conmutativo, 

A__t__B 
'1A! _.fJJ_...·· !'1B 

TA""".TJ TB 

que corresponde bajo la adjunción al siguiente diagrama conmutativo: 

FA...!::!_FB l! ,_<P/. ! l 
FA-;;:JFB 
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Lo que demuestra que f es F-equivalencia y por lo tanto, .C.(T) ~ .C(F), 
así .C.(T) = J:..(F). Análogamente, si f : A ~ B es ortogonal a todos los 
objetos en la imagen de T, entonces existe un único morfismo 'f/,J: B--+ TA 
tal que 17A = 1/J o f. Por un lado T f o .¡, o f = T f o 17A = 17B o f, luego el 
primer diagrama conmuta. Por otro lado, como el segundo diagrama conmuta 
entonces '.D(T).1. s;; .C.(F) = .C.(T), así '.D(T).l. s;; .C.(T)·. Además, por el 
lema anterior '.D(G).l. = .C.(F); Jo que implica '.D(G).1.J. = .C.(F).l. = .C.(T).i.. 
Así '.D(G)J.J.J. = .C.(T).l..J.. y por lo tanto, .C.(T) s;; .C.(T).l..l. = '.D(G).l.J.J. = 
'.D(G).l. s;; '.D(T).1., luego .C.(T) s;; '.D(T)J. y por consiguiente .C.(T) = '.D(T).l.. 
Análogamente '.D(T).J..J. = '.D(G).i..i.. • 

Como consecuencia del teorema anterior se tiene 'D(T) ~ .C.(T)...L, esto es, 
para algún triple T = (T,17,µ) los objetos de la forma TX (o isomorfos 
a estos) son ortogonales a todas las T-equivalencias, pero .C.(T)..l. podría ser 
muy grande si el triple 7' = (T, r¡, µ) no es idempotente. Por supuesto nuestro 
interés es determinar la clase .C.(T).J.. en general. 

Proposición 3.1.4. Sea T = (T, 17, µ) un triple idempotente en A. Si para 
cada objeto X de A, TJX: X--+- TX es sección, entonces X E .C.(T).i.. 

DemOBtracióo! Es inmediato por el lema 2.1.11. • 
Es natural preguntarse, si en todo triple 'J = (T, T], µ) se tiene que la clase 
.C..(T).i., coincide con la clase de objetos X tales que TJX : X -+- TX es 
sección. Esta clase está contenida en .C.(T).l. por la proposición anterior y 
contiene a 'D(T) porque µ o TJT = lr. Sin embargo, el siguiente ejemplo 
demuestra que no es el caso. 

Ejemplo. Sea A la categoría de bomotopía punteada de espacios topológicos 
conexos por trayectorias, que tienen el mismo tipo de homotopía de un CW -
complejo y B la subcategoría plena de los espacios simplemente conexos. 
Sea F = E el funtor suspensión reducido y G = n el funtor espacio de lazos, 
entonces F : A -+. B y G : B --+ A forman un par de funtores adjun­
tos. Luego, si 'J = (T, TJ, µ) es el triple inducido por F y G, entonces la 
clase .C.(T) = .C.(F) es precisamente la clase de equivalencia de homología 
entera. Por lo tanto, .C.(T).l. es la clase de espacios H.( ; Z}-locales de Bous­
field conexos por trayectorias. Ahora, si X es un K(G, 1) donde G es un 
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grupo HZ-local no conmutativo, entonces X e .C.(T).L y el morfismo natural 
71X : X ---+ OEX no es sección (pues de lo contrario la identidad de G se 
factorizaría por medio de 1r1 (S1EX) que es conmutativo, Jo que contradice la 
elección de G). 

Uno puede preguntarse además, ¿cuándo la igualdad .C.(T).L = 'D(T) implica 
que el triple 'J" es idempotente?. En otras palabras, ¿si (.C.(T), 'D(T)) es una 
pareja ortogonal, entonces T es idempotente?. La respuesta es no, como 
puede observarse en el siguiente contraejemplo. 

Ejemplo. Sea A la categoría de los conjuntos infinitos numerables y B la ca­
tegoría de los espacios vectoriales infinitos numerables sobre el campo Z 2 • Sea 
F : A ---+ B el funtor que asigna a cada conjunto X el espacio vectorial con 
base X y G : B ---+ A el funtor que olvida, entonces F es adjunto izquierdo 
de G. Sea 'J"' = (T, 'f}, µ)el triple inducido por F y G, entonces la clase .C.(T) = 
.C.(F) es la clase de todas las biyecciones en A. Por lo tanto, cualesquiera 
dos objetos de A son isomorfos; así 1J(T) =A= .C..(T).L. Por otro lado, para 
cada conjunto X, el morfismo 17X: X--+ TX es estrictamente inyectivo y 
por consiguiente T no es ídem.potente. 

3.2 Extensión de triples. 

Antes de definir qué es una extensión entre triples, es conveniente decir lo que 
es un morfismo de triples. A continuación lo haremos y veremos un resultado 
que usaremos en la proposición 3.3.2. 

I>etlnición 3.2 .. 1. Si T' = (T', 171
, µ') y T = (T, 17, µ) son triples en A, en­

tonces un morlismo de triples a : T' ----+ T es una transformación natural 
a : T' ----+ T tal que 

(i) 7] ="'o 71' ' (ii) µo o 2 ="'oµ'. (3.1) 

Es decir, los siguientes diagramas conmutan: 
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Además por ser a una transformación natural, se tiene lo siguiente 
a2 =a- o o:= To o o.T' = aT o T'o:; así Ja ecuación (3.1 (ii)) se convierte en 

µo o.To T'o. = ooµ' =µo To. ooT'. (3.2) 

La siguiente proposición da un método para construir morñsrnos de triples. 

Propoelclón 3.2.1. Sean T' = (T', T}', µ') y T = (T, r¡, µ) triples en A. Si 
cr : T'T --+ T es una transfonnación natural tal que (3) y (4) conmutan, 

T'2T~T'T 
T'~l (4) J~ 
T'T--~-T 

entonces a = cr o T'1] : T' ---+ T es un morfismo de triples. 

Demostración: Para ver que cr o T'r¡ es un morfismo de triples, hay que 
probar (i) r¡ =u o T'r¡ o r¡' y (ii) (u o T'r¡) oµ'=µ o (u o Tr¡)T o T(u o T'r¡). 
La condición (ii) se reduce a verificar que el siguiente diagrama conmuta. 

Prllnero demostremos que (i) se cumple, para ello consideremos el siguiente 
diagrama: 

1,.-"'-T' 

• l lT'• 
T~T'T 

~l~ 
T 
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El rectángulo coI1D1uta porque 711 es una transformación natural. Por hipótesis, 
el triángulo también conmuta, así u o T'TJ o TJ' = lT o T/ = TJ. Por lo tanto 
la primera condición se cumple. ~.o\.hora, veamos que la segunda condición 
también se cumple. Para esto es suficiente probar que (u o T'11) oµ' = 
µo uT o T'T11 o T'u o T'2 r¡ (ya que T y T' son funtores). 

Por un lado, como µ' es una transformación natural, entonces los siguientes 
diagramas cotunutan: 

T'2A~T'A 
T''fl lT'f 

T'2 B µ.'ir T' B 

T'2A~T'A 
T''ol 1 T'o 

T'2TA ~·TA T'TA 

Por Jo tanto (1) conmuta, análogamente (3) conmuta. Es claro que (2) 
conmuta porque Ja identidad es una tranformación natural. 
Por otro lado, como u es una transformación natural, entonces los siguientes 
diagramas conmutan: 

T'TA~TA 
T'Tfl lTJ 
T'TB~TB 

T'uT o T' 2 TT/ = T'(uT o T'Tr¡) 
= T'(TT¡oa) 
= T'Tr¡oT'cr 

T'TA~TA 
T'Tql lTq 
T'TT A -;;;rA TT A 

pues T' es funtor 
porque* conmuta 
pues T' es funtor. 

Así T'uT o T'2 T17 = T'Tr¡ o T'u y por consiguiente (4) conmuta. 
Ahora, veamos que (5) conmuta. 

aToµTT= (aoµT)T 

= (aoT'a)T 
= uToTaT 

pues T es funtor 
por hipótesis 

pues Tes funtor. 

Por lo tanto uT o µT2 = crT o T'aT, así (5) conmuta. Es claro que (6) 
conmuta porque a es una transformación na~ural. Además, como T es triple 
entonces µ o T11 = lT, es decir (7) conmuta. Por consiguiente el diagrama 
grande conmuta, así cr o T'r¡ oµ'=µ o uT o T'Tr¡ o T'u o T'2 17. • 



44 CAPÍTULO 3. LOCALIZACIÓN Y PAREJAS ORTOGONALES. 

De&nición 3.2.2. Sean A una categoría, D subcategoría plena de A y 
K : B --+ A la inclusión. Si T' = (T', r¡', µ') es un triple en By T = (T, 17, µ) 
es un triple en A, se dice que T extiende a T' si existe <P : KT' --Jo T K 
equivalencia natural tal que 

(i)71K=<1>0K71', (ii) </>oKµ'=µKoT</>o</>T'. (3.3) 

La ecuación (3.3) quiere decir que tP es compatible con la estructura del triple. 
Además, si T' es idempotente, entonces (ii) es consecuencia de (i) como puede 
verse a continuación. 

Proposición 3.2.2. Si T' = (T', TJ', µ') es un triple ideYnpotente en B tal 
que T/K = <P o K11', entonces 

</>o Kµ' = µK o T</> o </>T'. (3.4) 

Demostración: Como <P es una transformación natural, entonces los si­
guientes diagramas conmutan. 

KT'A±_TKA KT'A~TKA 
KT'fl !TKf KT'r(A J Jrxr(A. 

KT' B --;¡-;;- T K B 

</JoKµ' = lTxo</JoKµ' 
= (µ0T71)Ko<1>0Kµ' 
=µKoTTJKo,PoKµ' 
= µK o T(</> o Kr/) o</> o Kµ' 
= µKoTtf>oTKTJ'o<f>oKµ' 
= µKoT</>o (TK71'0<1>) oKµ' 
= µK o T</> o (</>T' o KT'71') o Kµ' 
= µKoT</>o</>T'o (KT'71'0Kµ') 
= µK o T</> o </>T' o K(T'TJ' oµ') 
= µKo T</>o </>T'oK(lT') 
= µKo T</>o </>T'o (lKT') 
=µKoT</>o</>T' 

Por lo tanto <Po Kµ' = µK o T<P o ,PT'. 

KT'T'A ~TKT'A 

porque lTK es funtor 
pues 'J es triple 
por ser K funtor 
por hipótesis 

pues T es funtor 
por asociatividad 
pues ti> es transf. natural 
por asociatividad 
pues K es funtor 
por hipótesis 

porque f(l) = lf 
porque lK es funtor. 

• 
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3.3 Extensión de parejas ortogonales. 

DeftnJción 3.3.1 .. Sean (s, d) una pareja ortogonal en By (.C., !O) una pareja 
ortogonal en A, decimos que (.C,, X>) extiende a (s, d) si s ~ ,C, y d f;' 1:>. 

Proposición 3.3 .. 1. Si B es subcategoria plena de A, con T' = (T'", 17', µ') un 
triple idempotente en B y T = (T, r¡, µ) un tri.ple idempotente en A, entonces 
T t!Ztiende a T' si, y sólo si, la pareja ortogonal (.C.(T), !D(T)) extiende a la 
pareja ortogonal (.C.(T'), '.D(T')). 

Demost;racióa: Es claro porque B es subcategoría plena de A y T, T' son 
triples idempotentes. • 

DeftnJción 3.3.2. Si (.C.1, '.Di) y (.C2, 1:>2) son parejas ortogonales en A, en­
tonces 

(3.5) 

Por lo tanto, la colección de todas la extensiones de (.C., 1:>) induce un orden 
parcial. 

Prop011ición 3.3.2. Si T' = (T', T}1
, µ') y T = (T, 17, µ) son tripleB idempo­

tentes en A, entonces (C.(T), '.D(T)) :;;; (.C.(T'), '.D(T')) si, y s6lo si, existe un 
único morfismo de triples a : T' ----. T. 

Demostración: ==>) Supongamos que (.C.(T), '.D(T)) :;;; (.C.(T'), '.D(T')), 
entonces :I>(T) ~ 2>(T'). Por lo tanto, para cada objeto A de A existe 
un único diagrama conmutativo, 

A~T'A 
~laA 

TA 

con r¡A = oAor¡'A, porque r¡'A E .C.(T') y TA E '.D(T'). La compatibilidad de 
o con µ y µ' se sigue del hecho de que T' es idempotente y de la proposición 
3.2.2, esto es, a oµ' = µo Tato aT'. Por lo tanto 0t : T' ~ T es morfismo 
de triples. 
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<===) Veamos que (.C(T), :D(T)) :$ (.C(T'), '.D(T')). Es suficiente probar :D(T) 
~ :D(T'). Por hipótesis, existe un único modismo de triples o : T' ---+ T y 
por consiguiente o : T' ---+ Tes una transformación natural tal que 77 = o:oTf 
y a oµ'=µ o To. o etT. Por un lado, si A e !D(T) entonces 17A : A ---+TA 
es isomorfismo y por el diagrama anterior etA es epimorfismo. Por otro 
lado, si T' es idempotente, entonces T'rl'A = r¡'T'A es isoinorfismo. Además 
como 17A = etA o 17'A, entonces T'r¡A = T'(etA o 17'A) = T'oA o T'TJ'A, así 
T'T/A = T'oA o T'71'A. Por Jo tanto T'a:A = T'qA o T'71'A- 1

, luego T'o:A 
es isomorfismo ya que cada uno lo es. Ahora, por hipótesis 'J"' es triple 
idempotente en A y por consiguiente 17' es una tranformación natural, así los 
siguientes diagramas conmutan: 

A--...L._B T'A~TA 

o'Al l'1'B qlT'A! lfJ'TA 
T'A~T'B T'T' A r;;A T'T A 

Luego T'aAoTJ'T'A = 11'TAoctA. Por lo tanto T'0Ao17'T'A es isomorfismo, 
ya que cada uno lo es. Luego oA es sección y como oA es epimor:fismo, 
entonces oA es isomorfismo. Así lo que hemos visto es que 17A y oA son 
isomorfismos y como 17A = oA o TJ'A, entonces 17'A es isomorfismo. Luego 
A E :D(T') y por lo tanto, :D(T) ~ '.D(T'). • 

Observación. Sea B subcategoría plena de A y (s, d) una pareja ortogonal 
en B. Por (8, proposición 2.2] sabemos que si (.C, ~)es una extensión de (s, d) 
en A, entonces 

(3.6) 

donde la extensión en A es con respecto al orden parcial definido por la 
ecuación (3.5) y la ortogonalidad pensada en A. A la pareja ortogonal en A, 
generada por la clases se llama extensión má:rima de (s, d). Análogamente, 
a la pareja ortogonal generada por la clase d se llama extensión minima de 
(s,d). 

Ejemplo. Sea A la categoría de los grupos .finitos y B la subcategoría de 
los grupos nilpotentes finitos. Para un primo p fijo, consideremos la pareja 
ortogonal (s, d) en B asociada a la p-localización de la sección 3.6, entonces la 
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clase d consiste de todos los p-grupos y la pareja ortogonal (J:.,, !O) = (d..J..., d) 
en A es la extensión máxima y mínima de (s, d) en A. Así la pareja (.C.,~) 
admite un funtor de localización, que asocia a cada grupo finito su p-cocieote 
máximo; el cual resulta ser la única extensión de todos los grupos finitos de 
la p-localización de los grupos nilpotentes finitos. 

Nótese que si suponemos que la pareja (s, d), está asociado con algún triple 
idempotente en B, entonces las parejas (d...l.., d.l....1..) y (s...l.., s.l....l..) no necesaria­
mente corresponden a triples idempotentes en A. Por lo tanto, no se sigue 
de (3.6) que todo triple idempotente en B, tiene extensión inicial y extensión 
final sobre A. Sin embargo, se puede establecer un hecho más débil. 

Teorema 3.3.3. Sean B una subcategoria de A, 7' = (T', 11', µ') un triple 
idempotente en B y 'J = (T, r¡, µ) un triple idempotente en A tal que T 
extiende a 'J', entonces: 
(i) Si (.C.(T), :D(T)) = (.C.(T')-'-, :D(T')-'--'-), entonces Tes final entre todas las 
extensiones de 'J' sobre A, es decir; si T es un triple idempotente en A tal que 
T extiende a 'f'. entonces existe un único morjismo de triples f3 : T -+- 'J. 
(ii) Si (.C.(T), :D(T)) = (.C(T')-'-, :D(T')-'--'-), entonces T es inicial entre todas 
las extensiones de 'J' sobre A (en el mismo sentido que (i)). 

Demostración: Es claro por la ecuación (3.6) y por la proposición 3.3.1 . 

• 
Deftnición 3.3.3 .. Una categoría se llama pequeña si Ob (A) es un conjunto. 

Ejemplo. Los conjuntos preordenados y los monoides considerados como 
categorías son pequeñas. 

Deftnición 3.3.4. Una categoría es completa si todo diagrama pequeño en 
A tiene límite. 

Teorema 3.3.4. Si A es una categoría entonces son equivalentes: 
(1) A es completa, 
(2) A tiene productos e igualadores, 
(3) A tiene productos e intersecciones finitas, 
(4) A tiene productos fibrados y objeto final. 

Demostración: (20, teorema 12.4,p.196] • 
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Ejemplos. Conj 1 Vec, Top y Grp son categorías completas porque tienen 
productos e igualadores. 

Definición 3.3.5. Si F : A ~ C y G : B ---+ C son funtores, en­
tonces la categoría coma (F -l.G) es la categoría cuyos objetos son ternas 
(A,f,B), donde A E ObA, BE ObB y f: FA---+ GB·es morfismo de C; 
cuyos morfismos de ternas (A, f, B) -+- (A', f', B') son parejas (a, b), donde 
a : A --lo A' es un morfismo de A y b : B ---+ B' es un modismo de B tal 
que el siguiente diagrania conmuta: 

FA-L2-FA' 

ft k 
GB~GB' 

Las identidades son l(A,/,B) = (lA, ls) y la composición se define componente 
a componente, esto es, (a', b') o (a, b) =(a' o a, b' o b). 

Definición 3.3.6. Sea A un objeto de A, la categoría de objetos bajo A es 
la categoría (A..1.A), cuyos objetos son parejas (/,A'), donde A' es un objeto 
de A y f : A -...¡. A' es un morfismo de A. Los morfismos son morfismos 
de parejas h: {f, A') ~ (j', A"), con h : A' ----+ A" y f' = h o f; esto es, 
conmuta el siguiente diagrama . 

. -t-1-A' >-... ¡. 
A" 

3.4 Extensiones de Kan. 

Si C es una categoría y K : B ----+ A es un funtor, entonces consideremos e• 
la categoría de funtores de A en C; cuyos objetos son funtores S : A --+ C 
y los morfismos son transformaciones naturales a- : S --+ S'. Se define el 
funtor CK : CA -t- C 8 dado por u : S --:1> S' io--+ uK : SK --:1> S'K. 
El problema de la extensión de Kan es encontrar los adjuntos izquierdo y 
derecho de cK. Consideremos primero el problema para el adjunto derecho. 



3.4. EXTENSIONES DE KAN. 49 

Dellnición 3.4.1. Sean K : B --> A y F : B --+ C funtores, la ex­
tensión de Kan derecha de Fa lo largo de K y que denotamos con Ran xF, 
es la pareja R,e : RK --+ F, donde Res un funtor en C"" y e es una 
transformación natural que es universal como morfismo de (CK .,J..F) donde 
cK: e•--+ eª y Fe eª. 

Así, la universalidad determina el funtor R = Ran x F de manera única 
excepto por isomorfismo natural, esto es; para cada pareja de funtores 
S, c.p : SK --+ F, existe una única transformación natural CT : S ---+ R 
tal que c.p =e o crK: SK--+ F; es decir, el siguiente diagrama conmuta: 

l~ 
e F e 

La asignación a .......+ eu K es un isomorfismo natural en S y por consiguiente 
Nat (S, R = Ran KF) E:!! Nat (SK, F). Este isomorfismo natural determina 
RanxF para K y F. Esta ext;ensión de Kan se le llama derecha porque 
aparece a la derecha de hom-set (aunque algunos autores llaman a R la ex~ 
teTUi6n de Kan izquierda de F a lo largo de K). A continuación enunciaremos 
algunos resultados que utilizaremos más adelante. 

Teorema 3.4.1. Sean K : B ---+ A y F : B ---+ C /untares, tales que la 
composición (A.J,.K) ~ B ~ C tiene límite para cada A en A, con ...\ cono 
Umite, escribimos 

RA = ~((AU<) ~B...!::.., C) = limfFB FE (.4.j.K), (3.7) 

ca.da g : A ---+ A' induce una única flecha Rg : lim FQ ---+ liDl FQ' que 
conmuta con los conos limites, estas fóTTnulas define+¡; un juntar R: A ---+ C 
y para cada Ben B las componentes >.iKB = eB del cono límite definen una 
transforwiación natural e : RK ---+ F y R, e es una extensión de Kan derecha 
de F a lo largo de K. 

Demostración: [14, teorema l,p.234]. • 
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Corolario 3.4.2. Si D es una categoría pequeña y C es una categoría com­
pleta, entonces todo funtor F : D --+ C tiene extensión de Kan derecha a lo 
largo de cualquier K : D --+ A y CK tiene adjunto derecho. 

Demostración: [14, corolario 2,p.235]. • 
Observación. El caso originalmente estudiado por Kan en 1958 es cuando 
C es la Categoría de los Conjuntos. 

Corolario 3.4.3. Si el funtor K : B --+ A es fiel y pleno, entonces el 
morjiamo universal e : RK --+ F para la extensión de Kan R de F a lo 
largo de K es un isomorfismo natural e: RK ~F. 

Demostración: [14, corolario 3,p.235]. • 
Corolario 3.4.4.. Si D es subcategoria plena de A y F : D --+ C es un 
funtor tal que cada composición (AJ,..K) ~ D ~ C tiene límite A en C, 
entonces existe un funtor R: A --+ C con RK = F, (es decir, R extiende 
a F) tal que la transfonnación natural identidad l : RK ----+ F hace que R 
sea la extensión de Kan derecha de F a lo largo de K : B ----+ A-

Demoatración: (14, corolario 4,p.236]. • 
Resumiendo. Sean K : B ----+ A y F : B ----+ C funtores. Si C es una 
categoría completa y para cada objeto A de A, la categoría coma (AJ,.K) 
tiene subcategoría inicial pequeña, entonces la extensión de Kan derecha 
R = Ran xF de F puede ser calculada como limite puntual (teorema 3.4.1) 

RA=~FQA, (3.8) 

donde QA : (Al.K) ---> B es la proyección A ---> KB en B. Si K es in­
mersión plena y R es construído como en (3.8), entonces R.K es naturalmente 
equivalente a F (corolario 3.4.3). Pero como B es subcategoría plena, en­
tonces R.K = F (corolario 3.4.4). Además, si K : B ----+ A tiene adjunto 
izquierdo L : A ----+ B, entonces para cada funtor F : B ----+ C y para cada 
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objeto A en A existe lim FQ A = F LA. Por lo tanto la extensión de Kan 
derecha de F a lo largode K existe puntualmente y está dada por 

FL= Ra.nKF. (3.9) 

Lo que quiere decir en particular, que si T = (T,17,µ) es el triple inducido 
por los funtores adjuntos L y K, entonces T = Ran K K. De manera más 
general se tiene lo siguiente. 

Proposición 3.4.5. Sean K : B --+ A. un juntar y 7' = (T', '1'}1
, µ.') un 

triple en B. Si F : D --+ C y G : C --+ B es un par de Juntares adjuntos 
inducidos por T', entonces Ra.n KKT' = Ran xaKG. 

Demostración: Por hipótesis F y G son funtores adjuntos y por (3.9) 
Ra.naKG=KGF=KT', pues GF = T'. A<;í RanKKT'=RanK(RanaKG) 
= Ran xaKG. Por lo tanto Ran KKT' = Ra.n Ka KG. • 

Observación. Si K : B -+ A es un funtor, cuya extensión de Kan derecha 
T : A --+ A de K a lo largo de K existe, entonces existe una transformación 
natural e : T K -i> K tal que para cada funtor S : A --+ A, la aplicación 
a~ t.p =e o uK es una biyección 1.p: Nat (S, T = Ran KK) S!: Nat (SK, K). 
Ahora, si S = 1.-.. y definimos 'T1 : 1.-.. --+ T con 'T1 = <p-i.(lK); S = T 2 y 
µ. : T2 --+ T con µ. = ip-1 (e o Te). entonces 'T1 y µ. son transformaciones 
naturales y (T, .,,, µ.) es un triple en A. A este trlple se le llama triple codenso 
de K. Más aún, K es codenso si, y sólo si, TJ es isomorfismo. 

La proposición anterior nos dice que, para estudiar las extensiones de triples 
idempotentes sobre categorías muy grandes via extensiones de Kan, es sufi­
ciente considerar triples de ciertas inmersiones. Si suponemos que el triple 
T' es idempotente, entonces T' es inducido por un par de funtores adjun­
tos B ...f..+ 1.J(T') -E.+ B. donde F = T' y G es la inclusión. Si adem.ás, 
suponemos que K : B ~ A es inmersión plena, entonces la extensión de 
Kan derecha R de KT' a lo largo de K en el siguiente diagrama, 

-:.. .. · 
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es parte del triple codenso R = (R, 71, µ) de la inmersión de 1J(T') en A; el 
cual existe por la proposición 3.4.5. Además, R es una extensión de T' sobre 
A. El siguiente lema será de gran utilidad más adelante. 

Lema 3.4.6. Si K : 'D --i> A es inmersión plena tal que R = R.a.n KK 
existe puntualmente, entonces .C.(R) = 1J.L. 

Demostración: (i) Veamos que X>..1. s;: .C.(R). Si f e 1J.L entonces 
f : A -+ B es un morfismo de :r>.L y por consiguiente f induce un iso­
morfismo de categorías (A!.K) "" (B.j..K). Así, por Ja ecuación (3.8) f es 
R-equivalencia y por Jo tanto f E .C.(R), Juego '.D.i. ~ .C.(R). 
(ii) Veamos que .C.(R) s;: 'D..i.. Como R=R.a.nKK y K es inmersión plena, 
entonces Res la identidad en Jos objetos de X>, por lo tanto 'D s;: 'D(R). Por 
el teorema 3.1.3 .C.(R) = '.D(R).i. y como '.D(R).i. ~ '.D.i., entonces .C.(R) e;; '.D.!.; 
luego por (i) y (ii) .C.(R) = '.!).!.. • 

Teorema 3.4.7'. Si A es una categoría, (.C., X>) es una pareja ortogonal en 
A y K : :D ~ A es la incluaión, entonces (.C., 'D) admite un funtor de 
localización si, y sólo si, Ran KK existe puntualmente. Cuando éste sea el 
caso diremos que Ra.nKK es el funtor de localización asociado con (.C., 2>). 

Demostración: ~)Si (.C., 'D) admite un funtor de Jocalización, entonces 
existe un funtor de localización T para (.C, X>) y por (3.9) T = Ran KK existe 
puntualmente. 
<==) SuponganJ.os que R = Ra.nKK existe puntualmente, entonces por el 
lema anterior .C(R) = XJ.L. Además (.C, 'D) es una pareja ortogonal <===> 
.c,.i. = '.D, '.D.i. = .C.. Por Jo tanto .C.(R) = '.!).!. = .C., Juego .C.(R) = .C.. Por 
otra parte, 'D ~ 2.>(R) porque K es la inclusión y como (.C., 'D) es una pareja 
ortogonal en A, entonces 'D(R) ~ 1>(R)..1..L = .C..(R).L = .C,.L = 'D. Luego 
'.D(R) ~ '.D y por consiguiente '.D = '.D(R). Así .C.(R) = .C. y '.D = '.D(R). Sólo 
resta probar la idempotencia de R, lo cual es claro ya que para cada objeto 
A en A se tiene que RA es un objeto de 1>(R) y por consiguiente de 'D, así 
R 2 A = RA y por lo tanto, (.C.., 1>) admite un funtor localización R. • 

Nótese que el teorema 3.4. 7 es un caso especial de [14, X. 7.2], que a su vez 
se obtuvo como consecuencia del lema 3.4.6. 

De&Dicióu 3.4.2. Sea 'D la clase de objetos de A, 2' se llama saturado si 
'.D.!..!. = '.D. 
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Observación. Nótese que si {.C., 2') es una pareja ortogonal en A, entonces 
.C. y 2' son saturados. Además. el teorema anterior nos dice que si .C es sa­
turado, entonces la existencia del funtor de localización para (1J..L, 2)..L..L) es 
equivalen~e a la existencia de Ran KK· Para clases arbitrarias 1>, no nece­
sariamente saturadas una implicación es verdadera bajo ciertas restricciones 
en la categoría A (ver corolario 3.5.3). -

3.5 Extensión de triples idempotentes. 

Deftnición 3 .. 5 .. 1. Una categoría A, se llama bien potenciada si todo objeto 
de A tiene solamente un conjunto pequeño de subobjetos, es decir, SubAX 
es isomorfo a un conjunto pequeño, para cada X en A. 

Ejemplos .. Top, Grp, R-mod y Ord son categorías bien potenciadas. 

En el caso en que A es una categoría completa y bien potenciada, existe un 
proceso general para asociar a cualquier triple en A, un triple idempotente 
de manera universal dado por Fakir [11]. 

".l'eorema 3.5.1. Sea A una categoría completa y bien potenciada. Si ~ = 
(R, .,,, µ) es un triple en A, entonces existe un triple idempotente 
~ = {Roo, T/oo 1 µ 00 ) en A y un monomorfismo de triples cp : !Roe --.. ~ 
con las siguientes propiedade.s. 
(i) t.p es universal, es decir, si cP : :R --.. ~ es un morfismo con .:R. idempo­
tente, entonces existe un único morfismo <Poc : ::k. --.. !Roo tal que cpo</Joc = </J. 
(ii) 'f}ocR : R --+ RocR es isomorfismo. 
(iii) Si f : A --+ B e.s un morfismo de A, entonces f es Roo-equivalencia 
<===? f es R-equivalencia. 

Demostración: (11, p.100]. • 
A continuación recordemos como se construye .R.oo. el cual será de gran ayuda 
más adelante. 

(i) Definimos (Ro, 770. µo) = (R, 71, µ). 
(ii) Si o+ 1 es ordinal sucesor de o, entonces Rc.+1 es el igualador de R.:.T/a y 
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TJaRa, junto con las únicas transformaciones naturales TJa+l y µa+l que hacen 
conmutar los siguientes diagramas: 

(Ra+1)2 Ka+tR...+i Ro.Ro.+1 Ro.Ko+1 (Ra)2 

µ•+• ¡ !-
Rc.+1 -------,,K:-.-+-,------Rc, 

(iii) Si w es ordinal límite con o < w, entonces Ri., = lim Ro,, es decir tomamos 
el lím.ite sobre todos los ordinales o menores que w.Por lo tanto para cada 
objeto X de A, tenemos un sistema inverso de monomorfismos que necesaria­
mente estabiliza a algún ordinal, porque A es bien potenciada. Denotamos 
con RooX al objeto obtenido por estabilización. El funtor Roe es pa.rt:e del 
triple !Roo = {Roo, 1100• µoo)· Además Roo1700 = TJ00 Roo, lo que quiere decir 
que el triple ~ es necesariamente idempotente. Por consiguiente podemos 
establecer el siguiente resultado. 

'reorema 3.5.2. Sean A una categoría completa y bien potenciada, B subca­
tegoria plena de A y K : B --+ A la inclusión. Si T' = (T', 77'. µ') es un triple 
en e tal que R = R.a.n KKT' existe puntualmente, entonces R es parte de un 
triple !R. = (R, 17, µ) en A y el triple idempotente asociado~ = (Roe, TJ00 , µ 00 ) 

satisface lo siguiente: 
( i) !R00 extiende a T' en A. 
(ii) (.C.(:Roo), '.D(:R,,.,)) = ('.D(T').1., '.D(T').1..1.). 
(iii)!R.c::.o es final entre todas las extensiones idempotentes de T' sobre A. 

Demostración: Por las observaciones hechas antes del lema 3.4.6, es claro 
que el funtor Res parte de un triple :R = (R, TJ, µ) en A y además !R extiende 
a T' en A. Sea :Roe el triple idempotente que se obtiene aplicando el teorema 
anterior al triple !R. Ahora escogemos a R de tal forma que el isomorfismo 
natural KT' --+ RK sea la identidad, por lo tanto, si B es UD objeto de e 
entonces R77B = T'TJ' B = TJRB, pues T' es idempotente. Por lo tanto de la 
construcción de !Roo se tiene que R 1 B =RE, análogamente, 

R..,B = RB = T'B. (3.10) 

Por lo tanto, !R.c::.o extiende a T' en A y por consiguiente (i) está probado. 
Ahora veamos que se cumple (ii). En efecto, por el lema 3.4.6 .C.(R) = 2)...1.. 
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y por Ja ecuación (3.10) .C(R) = .C(Ro.,) = .C(T') = '.lJ.l.; así por el teo­
rema 3.5.1 (iii) '.D(T') = .C(R) = .C(Ro.,) y por lo tanto, (.C(:R,.,), '.D(:R,.,)) = 
('.D(T').1., '.D(T').l..l.). El inciso (iii) es claro por el teorema 3.3.3 (i). • 

Corolario 3.5.3. Sean A una categoria completa y bien potenciada, 'D sub­
categoría plena de A y K: 'D --.. A la inclusión. Si Ra.nKK existe pun­
tualmente, entonces la pareja ortogonal (1)..L. '.l)..L.L.) admite un juntar de lo­
calizaci6n. 

Demostración: Si definimos B = '.D y T' = 1 en el teorema anterior, en­
tonces '.D(T') es la cerradura de '.D bajo isomorfismos, así (.C(:R,.,), '.D(:R,.,)) = 
('D..L, 'I)J....l.) 1 pues T' = l. Por lo tanto, Roo es el funtor de localización aso­
ciado a la pareja ortogonal ('.D..L, 'l)..L.L). • 

Obser-vación. Couio consecuencia importante del corolario anterior es el 
teorema 3.6.2, donde A es la categoría de los grupos y 'D es la subcate­
goría plena de los grupos nilpotentes P-locales. En este caso RanKK es Ja 
Zp-cornpletación y el funtor de localización asociado con la pareja ortogo­
nal ('D..L, 'D..L..1.) es Lp, (como podrá verse en la próxima sección). Por otra 
pane por el teorema 3.4. 7, si 'D es saturado, entonces la existencia del funtor 
de localización para ('D.l., 'lJ.l...l. ), es equivalente a la existencia de Ran K K y 
además, en este caso Ran KK es idempotente. 

Detlnición 3.5.2. Si 'D es una clase arbitraria de objetos, entonces decimos 
que la pareja ortogonal (XJ..L, 'D..L..L) está generada por 1>. 

Corolario 3.5.4. Sea A una categoría completa y bien potenciada. Si (.C., 'D) 
e.s una pareja ortogonal de A generada por un conjunto de objetos, entonces 
(.C., 1') admite un juntar de localización. 

Demostración: Sea 'Do una subcategoría pequeña plena de A, cuyos ob­
jetos generan a la pareja ortogonal (.C.,~) con K : 'Do -t- A el funtor 
inclusión, entonces para cada objeto X de A, la categoría coma (XJ,.K) es 
pequeña y por (3.8) R.an KK puede ser calculado puntualmente. Así por el 
corolario anterior (.C., 'D) admite un funtor de localización. • 
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El resultado anterior primero fue obtenido por h1. Pfenniger (15] y puede 
compararse con [6, teorema 3.4], el cual se deriva una conclusión similar en 
ciertas categorías cocompletas. Nosotros terminamos esta sección con una 
observación que es inmediata del teorema 3.5.1 y damos alguna idea adicional 
en el problema de caracterizar a Ja clase .C.(T).J.. para un triple T = (T, 11, µ) 
que no es idempotente (ver la discusión anterior y posteriOr de la proposición 
3.1.4). 

Proposición 3.5 .. 5. Sea A una categoría completa y bien potenciada. Si 
T= (T, 1],µ) es un triple en A, entonces .C.(T).J.. = 1>(T00 ). 

Demostración: Es claro por el teorema 3.5.1. • 
3.6 Aplicaciones a localización de grupos. 

Definición 3.6.1. Sea G un grupo, se define la sucesión central descen­
dente de G como ... o:;; r;+ 1 (G) o:;; r;(G) o:;; ••. o:;; I'1 (G), con I'1 (G) = G, 
r<+1 (G) = [G, r;(G)], i 2: l; donde [G, r;(G)J es el subgrupo de G generado 
por aba-1b-1 , con a e G y be r•(G). 

Nótese que r 2 (G) = [G,G] es el subgrupo conmutador de G. 

Definición 3.6.2. Un grupo Ges ailpotente si r;(G) = {l} para alguna j 
suficientemente grande. 

Definición 3 .. 6.3. Sea G un grupo. se define la sucesión central ascendente 
de G como {l} = Zº(G) o:;; Z 1 (G) o:;; ••• o:;; z;(G) s; zó+1 (G) o:;; ••• con 
zó+1 (G)/Z;(G) =centro de G/Z;(G) , i 2: O y Z 1 (G) = Z(G) es el centro de 
G. Por lo tanto, G tiene e clases nilpotentes (es decir nil(G) = e) si, y sólo 
si, Z<(G) = G y z•-1 (G) # G. 

Ejemplo. Si Grp es la categoría de los grupos, N es la subcategoría plena 
de los grupos nilpotentes y Ne es la subcategoría plena de Jos grupos nilpo­
tentes, con nil(G) S e; esto es, los objetos en 'Ne son grupos G tales que 
r<+1 (G) = {l}. En particular N 1 = Ab es la categoría de los grupos 
abelianos. 
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Notación. Si Pes un conjunto de números primos, entonces P' denota el con­
junto de números primos complementario. Además, si n E Z es un producto 
de primos en P', entonces por abuso de lenguaje escribimos n E P'. 

Definición 3.6.4. Un grupo G es P-Jocal si f : G --> G con f(x) = xn es 
biyectiva para todo n E P'. 

Deftnición 3.6.5. Sea B una subcategoría plen'a de A, un homomorfismo 
l : G ~ G p en B es una P-localizació.n si G p es P-local. Es decir l es 
P-universal con respecto a D. 

Obaervación. Si cada grupo en B admite un morfismo de P-localización, 
entonces para cada morfismo tP : G --i' K existe un único morfismo 
(/>p: Gp --i> Kp que hace conmutar el siguiente diagrama: 

Por lo tanto se tiene un funtor T : B --i' B llamado el /untar de P­
localización y podemos ver a l como una transformación natural l : 1 --i' T, 
que tiene la propiedad universal con respecto a los morfismos de los grupos 
P-locales en B. ...\. lo largo de esta sección, 'I' p = (T' p, 171

, µ') denotará el 
triple idempotente en 'N correspondiente a la P-localización. Este triple es 
la restricción de un triple idempotente en 'Ne para cada e y nosotros deno­
tamos a las restricciones con la misma letra 'I' p. La notación usual para 
171 N es l : N ---+ Np. Ahora, nuestro objetivo es discutir las extensiones 
idempotentes inicial y final de 'J' p, sobre la categoría de los grupos Grp. La 
respuesta depende si vemos a T'p como triple en 'No en 'Ne, para algún c. 
Nosotros consideramos el segundo caso que es mucho más fácil. 

Teorema 3.6.1. Si7'p es un triple en 'Ne, entonces 7'p tiene una extensi6n 
idempotente final Tp en Grp tal que Tp(G) = (G/r<+1 (G))p. 

Demostración: Si K : 'Ne --+ Grp es el funtor inclusión, entonces K 
tiene adjunto izquierdo F : Grp ---+ 'Ne tal que F(G) = G/re+l(G). Por 
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lo tanto, por (3.9) se tiene que RanKKT'p = KT'pF, pues Fes adjunto 
izquierdo de K. Ahora, si llamamos a Tp = R.anKKT'p, entonces Tp(G) = 
(G/rc+1 (G))p. Por consiguiente el funtor Tp es parte de un triple Tp en Grp 
que es idempotente. Por otra parte, por la proposición 3.4.5 y por el lema 
3.4.6 .C(Tp) = 1J(T'.J..). Así por el teorema 3.3.3 el triple Tp es final entre 
todas las extensiones idempotentes de T' p en Grp. · • 

En otras palabras, entre todas las extensiones de los triples idempotentes de 
T'p en Grp; el único dado por el teorema anterior tiene el menor número 
de objetos locales posibles y convierte tantos morfi.smos como sea posible en 
isomorfismos. Por otro lado, por el ejemplo (8, 3.3] el funtor de localización de 
Ribenboim l : G ----+ G p es inicial entre todas las extensiones idempotentes 
de T'p en Grp. Así, entre todas las extensiones idempotentes de T'p en Grp, 
el último tiene tantos objetos locales como sea posible y da lugar al menor 
número posible de morfismos invertibles. 

Ahora, consideremos la misma situación que teníamos cuando :Ne es rem­
plazada por la categoría 'N' de los grupos nilpotentes. La extensión idem­
potente inicial de T'p sobre Grp es otra vez la localización de Ribenboim 
por el mismo argumento dado en [8]. Sin embargo, en este caso la inclusión 
K : 'N' ~ Grp no tiene adjunto izquierdo y por lo tanto no es obvio en prin­
cipio de que la extensión idempotente final exista. Nosotros posteriormente 
aprovecharemos los resultados de las secciones anteriores, para demostrar que 
tal extensión final necesaria.mente existe. 

Sea ~ subcategoría plena de Grp, tal que para cada grupo G la categoría 
coma (G.J,..K) tiene subcategoría inicial pequeña, donde K : X> ~ A es 
la inclusión. Entonces por (3.8) Ra.n xK existe y se le llama juntar '1>­
completación. Nos restringiremos a la clase 'D(T'p) de los grupos nilpotentes 
P-locales. En este caso, para un grupo G la categoría coma (G.l,.K) tiene sub­
categoría inicial pequeña, que consiste de las composiciones 

G-G/r'(G)-1-(G/r;(G))p con 1 :S i < oo. Por lo tanto, 

R = R.anKK existe y está dado por Gp = RG = ~(G/r;(G))p; el cual 

se denota con GP y se le llama la completación nilpotente P-local o la 
Zp-conipletación del grupo G. El triple correspondiente :R. = (R, TJ, µ) no 
es idempotente en la categoría de Jos grupos Grp (7, IV.5.4]. En (19, 111.1.4] 
aparece una prueba detallada para P arbitrario. 
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Al triple anterior =:R que no es idempotente, le asoci&lllos un triple idempo­
tente !Roe como en el teorem.a 3.5.2, el cual es final entre todas las extensiones 
idempotentes de T'p sobre Grp. Usaremos la notación Lp en lugar de Roe:,. 
Por lo tanto, hemos probado el siguiente teorema. 

Teorema 3.6.2. Si 'J''p es un triple en N, entonces T'p tiene una extensión 
idempotente final Lp = (Lp, T], µ) sobre Grp. 

Observación. Para un grupo G, la localización Lp(G) es un subgrupo 
de Gp, el cual se construye como sigue (el proceso es análogo a lo que se 
hizo después del teorema 3.5.1). Sea qG : G --J> GP el homomorfismo de 
Zp-completación. R 1 es el igualador de Rr¡ y TJR, esto es, 

R1G~Gp~(Gr);. 
nRG 

(3.11) 

Como .,.,a se factoriza a través de R 1 G, usamos la misma letra para denotar 
al homomorfismo .,,G : G ---+ R 1 G. Este proceso puede ser iterado por 
inducción transfinita. La torre {Rc:..G} tiene que ser estabilizado por algún 
ordinal y de esta manera obtenemos un subgrupo LpG = nR.aG de Qp que 

sigue conteniendo a la imagen de T]G: G --1- Gr. 

Teorema 3.6.3. Si 11G: G --i- G p es una transforTnación natural, entonces 
fJ induce isomorfismos en GP ~ Lp(Gp) y GP ~ (LpG)-;.. 

Demost.racióo: El primer isomorfismo está dado por el teorema 3.5.l (ii). 
Por otro lado, como TJG: G--+ LpG es Lp-equivalencia si, y sólo si, TJG es 
R-equivalencia, entonces por el teorema 3.5.1 (iii) GP S!l: (LpG)~. • 

Proposición 3.6.4. Sea A una categoría y ~ = (R, T], µ) un triple en A. Si 
A es un objeto de A tal que 11A : A --+ RA es sección, entonces para cada 
Gel .-norfismo A(17G,A): A(RG,A)--+ A(G,A) es suprayectivo. Además, 
si .,,e se factoriza como G ~ Q _h_ RG con 7T' epimorfismo, entonces 
A(r.,A): A(Q,A) ""A(G,A). 

Demost.ración: SupongaIDos que 11A : A -+ RA es sección. Entonces 
por la proposición 3.1.4 A está en .C.(R)..1. y como 11G : G ~ RG, entonces 
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A(71G, A) : A(RG, A) --+ A(G, A) es suprayectivo. Además, 71G = h o 71", 

7r es epimorfismo y .,.,G es sección entonces 7r es isomorfismo. Por lo tanto 
A(7r,A): A(Q, A)"" A(G, A). • 

Observación. Si A está en 'D(R), entonces 17A es sección, así por la propo­
sición anterior, todo morfismo de la forma f : G ---+ RK, se puede factorizar 
a través de .,,a y posiblemente no de manera única. En nuestro contexto, 
si tomamos a R como el triple de Zp-completación en la categoría de los 
grupos, entonces todo homomorfismo f : G ---+ KP se puede factorizar a 
través de G y posiblemente no de manera única (3, lema 2.4]. Además, la 
segunda parte de la proposición anterior nos dice que la suprayectividad de 
G ~Imr¡G, es ortogonal a todos los grupos en 'D(R). Por lo tanto tres 
R-equivalencia por el teorema 3.1.3, así GP 9::: (lm17G)~. 

'reorema 3.6.5. Si cp : G _., H es un homomorfismo de grupos, entonces 
las siguientes afinnaciones son equivalentes. 
(a.) <P.: Lp(G) ""Lp(H). 
(b) "'· : Gp"' iip. 
(e) r..p es ortogonal a .í?p, para cada grupo K. 
(d) <P.: (G/r'(G))p"" (H/r;(H))p para. l $ i $ oo. 

Demostración: (a) <==> (b) es claro por el teorema 3.5.l (iii). (b) ~ 
(e) Es precisamente la igualdad .C.(R) = 'D(R)..!.. obtenido en el teorema 3.1.3. 
Ahora probemos (c) = (d), para i fijo escogemos G/r'(G) en (c) y por 
consiguiente obtenemos un homomorfismo tjJ : H --+ (G/r1 (G))p tal que 
cP o r..p : G --+ (G/r'(G))p es el morfismo natural, pues r..p: G --+ H. A.sí 
<!> factoriza al morfismo ¿,: (H/r'(H))p --+ (G/r'(G))p el cual es inverso 
derecho e izquierdo de <P. : (G/r'(G))p --> (H/r'(H))p. Por lo tanto 
<P. : (G/r'(G))p "" (H/r'(H))p. (d) = (b) Es claro tornando el límite 
inverso. • 
Sea R = Zp, H.(X; R) denota la homología de X con coeficientes en R; así 
H 1 (X;R) :::! R x abX donde abX es la abelianización de X. Si X,Y son 
grupos y o : X --+ Y es un homomorfismo de grupos, entonces HR es el 
conjunto de todas las o : X --+ Y tales que o. : H;(X; R) --+ H,(Y; R) 
es isomorfismo para i = 1 y epimorfismo para i = 2, donde X y Y actuan 
trivialmente en R. Se puede ver que todo grupo tiene una HR-localización. 
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Obser"'B.ción. La equivalencia entre (b) y (e) en el teorema anterior es no­
table, puesto que si un homomorfismo de grupos <.p : G _., H induce un iscr 
morfismo en los límites inversos de las torres {(G/r'(G))p} y {(H/r'(H))p}; 
entonces induce un ,isomorfismo por escalones entre las torres completas. 
Como caso especial TJG : G --+ Lp(G) induce 
(11G). : (G/r'(G))p E!! (H/r'(H))p para 1 :5 i :5 oo. En particular para 
i = 2 se obtiene el siguiente isomorfismo 

(17G).: H 1 (G;Zp) E!! H 1 (Lp(G);Zp). (3.12) 

A continuación veremos la relación entre Lp y el funtor Ez,. de HZp-locali­
zación de Bousfield [4, 5], esto es 17G : G --+ E(G) = EZP(G) es la HZp­
localización de G. Si (.C, '.D) es una pareja ortogonal en Grp, entonces la clase 
'D es cerrad.a bajo límites inversos. Por lo tanto, como G p es el límite inverso 
de los grupos nilpotentes P-locales, entonces GP es Lp-local y por consi­
guiente también es T-local para cualquier triple idempotente T = (T, T], µ) 
que extiende a T'p sobre Grp. El funtor E 2 P de HZp-localización es parte 
de tal triple idempotente, por lo tanto. existe un homomorfismo natural 
p : E 2 PG ----+ G p que se factoriza a través de LpG en el siguiente diagram.a 
conmutativo, donde todos los grupos del renglón inferior son HZp-locales. 

(3.13) 

Corolario 3 .. 6 .. 8. Si G, K son grupos HZp-locales, entonces f : G ----+ K 
es epímorjillmo si, y s6lo sí, f.: H 1 (G;Zp)---+- H 1 (K;Zp) es epímorfisTno. 

Demostración: (5, corolario 2.13, p.7]. • 
Observación. Por el corolario anterior. puesto que los morfismos del triángulo 
izquierdo en (3.13) se convierten en isomorfismos al aplicarles H1( ; Zp), 
entonces el morfisrno h : E 2 PG ----+ LpG en (3.13) es epimorfismo para 
cualquier grupo G. En otras palabras LpG es la imagen de p. 
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Teorema 3.6.'r. Las siguientes ajirm.aciones son equivalentes: 
(a) Lp(G) = Gp. 
{b) Rr¡G y r¡RG en (3.11) son isomorfiamos y Rr¡G = r¡RG, en particular 
Gp,;,,, (Gp);. 
(e) p: EZPG _.,. GP es epimorfismo. 
(d) p.: H 1 (E2 PG;Zp)--> H 1 @p;Zp) es epimorfismo. · 
(e) (r¡G). : H 1 (G; Zp)--> H 1 (Gp;Zp) es epimorfismo. 
(f) (r¡G).: H 1 (G;Zp) E>< H 1 (Gp;Zp). 

Demostración: (b) - (a) Como Rr¡G, r¡RG : Gp --> jGp); son is_?­
morfismos y RT}G = r¡RG, entonces por el teorema 3.6.3 Lp(Gp) = (LpG)p; 
así Lp(G) = Gp. 
(a) => {fl Por (3.12) (r¡G).: H1(G;Zp) ""H1 (Lp<p);Zp) y por hipótesis 
Lp(G) = Gp, por lo tanto {r¡G).: H 1 (G;Zp) E>< H 1 (Gp;Zp). 
{f) ==<- (e) es inmediato. 
(e) => (d) Por Ja observación anterior p: E 2 PG --+ GP es epimorfismo e 
Irnp = Lp(G), así Lp(G) = Gp. Ahora por hipótesis (r¡G). es epimorfismo y 
'1]G : G ---+ 8 p, por consiguiente p. es epimorfismo. 
(d) ====* (e) Es claro que pes epimorfismo ya que p. lo es. 
(e) ==> {d) Como Imp = Lp(G) y p: Ez,.c ~ GP es epimorfismo, entonces 
~~=~ • 
Por el comentario hecho al final del teorema 3.6.1, la condición (b) y por 
lo tanto todas sus equivalencias (a) <==> (f) no son válidas en general. 
Por ejemplo, si G es un grupo libre con un número infinito numerable de 
generadores [5, lema 13.2,p.57]. Por otro lado, las condiciones equiva.Jentes 
del teorema anterior se cumple siempre que H 1 (G; Zp) es finitamente genera­
do como Zp-módulo [5, teorema 13.3,p.57]. En particular, si Ges finitamente 
generado, entonces LpJ...G) = Gp. Sin embargo, para un grupo libre con dos 
generadores EZ,.G # Gp, al menos si 2 E P [5, proposición 4.4,p.26]. Esto 
demuestra que los funtores Ez,.G y Lp son distintos. De hecho, coinciden 
en clases muy restringidas de grupos, tales como aquellos grupos para Jos 
cuales la torre {(G/ri(G))p} se estabiliza; ciertamente en este último caso, 
si denotamos con (G/r•(G))p el primer término que se estabiliza, entonces 
E 2 PG = (G/I'ª(G))P [4, lema 7.5] y Gp = (G/r'(G))p es nilpotente; por 
lo tanto Lp(G) = (G/r'(G))p. Esto sucede para todos los grupos perfectos 
(aquellos para los cuales Lp(G) = {l}) y todos los grupos finitos. 
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F es fuutor adjunto izquierdo de G 
funtores 
GoF 
categorías 
clase de morfismos de A 
morfismos 
clase de objetos de A 
categoría opuesta o dual 
F(A) 
si, y sólo si 
entonces o implica 
isomorfismo 
pertenece o es elemento de 
conjunto de los números naturales 
conjunto de los números enteros 
conjunto de los núm.eros primos 
anillo de los números enteros localizados en P 
conjunto potencia de X 
categoría de los conjuntos 
categoría de los espacios topológicos 
categoría de los grupos 
categoría de los grupos abeliao.os 
categoría de los R-módulos izquierdos 
categoría de los números ordinales 
producto tensorial 
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