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Introduccion

Dada una categoria A, un triple T = (T, 7, 2) en A, consiste de un funtor
T : A —» A y dos transformaciones naturales n: 14 ~— T, u: 7?2 — T
tales que (i) uoTn = 1y = ponT y (ii) pouT = poTu. Si ademds u
es isomorfismo, entonces el triple T = (7,7, u) se llama idempotente. La
presente tesis tiene como objetivo estudiar bajo que condiciones un triple
idempotente J” definido en la subcategoria plena B de A puede extenderse a
un triple idempotente T en A de manera universal, asi como explicar sus an-
tecedentes y consecuencias. De hecho, la exposicién detallada que aparece en
las demostraciones de teoremas y proposiciones fueron hechas por el autor de
esta tesis. Ademas, como resultado original en la seccién 2.2 el autor demues-
tra la relacién que existe entre los triples idempotentes y las adjunciones de
Galois (teorema 2.2.3). Este importante resultado no se ha publicado en otra
parte. Muchas construcciones que son llamadas de localizacidn en cualquier
rama del Algebra o de la Geometria, comparten una caracteristica comtin,
a saber son funtores idempotentes o mejor dicho, parte de un triple idem-
potente. Los categoristas tienen bien estudiado este concepto {2, Cap.III],
[14, Cap.VI], {17, Sec.21]. Cuando por primera vez estuvieron disponibles las
técnicas de localizacién en la Topologfa Algebraica al principio de los ahos
setenta, la categoria de homotopia de los CW-complejos nilpotentes fue la
ma4s natural para desarrollar la teoria y fue en esa categoria donde las prin-
cipales aplicaciones fueron descubiertas (7, 13, 18]. Durante las iltimas dos
décadas varios funtores han aparecido en la literatura, que extienden a la
P-localizacién cldsica sobre todos los grupos y todos los espacios. Algunos
de estos funtores son idempotentes (por ejemplo, los descritos en [4] y [16]),
mientras que otros no lo son [7]. En general los funtores de completacién
no son idempotentes, sin embargo se restringen a funtores idempotentes en
muchas subcategorias decentes. En [8] hubo un intento por entender las rela-
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2 INTRODUCCION

ciones entre los funtores de localizacién y los funtores de completacién que
existen en varias subcategorias de grupos y de espacios. Se observé que la lo-
calizacién homolégica de Bousfield con coeficientes en Zp (donde Zp denota
el anillo de los enteros localizados en P, con P un conjunto de primos) es fi-
nal entre todas las extensiones idempotentes de la P-localizacion de espacios
nilpotentes sobre todos los espacios. También se observé que la localizacién
de Ribenboim tenia que ser inicial entre todas las extensiones idempotentes
de la P-localizacién de grupos nilpotentes sobre todos los grupos. Estas
observaciones dieron lugar a dos preguntas naturales:

(i) ;Existe una extensién idempotente inicial de la P-localizacién de los es-
pacios nilpotentes sobre todos los espacios?.

(ii) ;Existe una extensién idempotente final de la P-localizatién de los grupos
nilpotentes sobre todos los grupos?.

En [27] se responde afirmativamente a la pregunta (ii) y lo presentamos en el
capitulo II1. Este mismo resultado se obtuvo simultineamente con diferentes
técnicas por Berrick y Tan [3]. Esta aproximacién estd basada en un pro-
ceso que permite asociar a un triple dado un triple idempotente de manera
universal, la cual funciona en categorias completas y bien potenciadas. La
primera asociacién fue descrita por Fakir en [11]. De hecho en [27] apare-
cen resultados que son vilidos en un marco mais amplio ¥y que presentamos
en los capitulos II y III de esta tesis. En la seccién 3.1 recordamos el con-
cepto de pareja ortogonal visto en (8] 3 analizamos la relacién entre triples,
adjunciones y parejas ortogonales en general. Las parejas ortogonales son
herramientas muy itiles para estudiar las relaciones entre los funtores de
localizacién y otros conceptos usuales tales como las eztensiones de Kan.
Ciertos argumentos se convierten en conceptos simples usando esta termi-
nologia. También en la seccién 3.5 se demuestra que si A es una categoria
completa y bien potenciada y D es cualquier subcategoria plena de A con
K : D — A la inclusién, entonces la extensién de Kan derecha de X a lo
largo de K es suficiente para asegurar que la pareja ortogonal generada por
D admite un funtor de localizacién (corolario 3.5.3). En otras palabras, la
saturacién de D es reflexiva en A. Esto también fue demostrado por Pfen-
niger en [15] bajo la hipStesis de que D es pequeiia. En el caso en que A es
la categoria de los grupos y D es la subcategoria plena de los grupos nilpo-
tentes P-locales, este resultado asegura la existencia de un funtor Lp que es
final entre todas las extensiones idempotentes de la P-localizacién de grupos




INTRODUCCION 3

nilpotentes sobre todos los grupos. Una manera de visualizar a Lp es apro-
ximando la Zp-completacién con un triple idempotente (para un grupo G,
la Zp-completacién Gp es el limite inverso de la torre {(G/I*(G))p}, donde
I'"(G) denota el i-ésimo término de la sucesién central descendente de G).

La clase de homomorfismos que son invertibles por Lg coinciden con la clase
de homomorfismos que son invertibles por el funtor de Zp-completacién (teo-
rema 3.6.5). De hecho, Lp(G) es isomorfo a Gp en_muchos casos. A saber,
para todos los grupos G para los cuales Gp 2 (GP)P Estos grupos in-
cluyen a todos los grupos finitamente generados y mas generalmente a to-
dos los grupos G para los cuales H1(G; Zp) es finitamente generado como
Zp-mddulo. El funtor Lp no es equivalente al funtor de HZ p-localizacion
de Bousfield. Por ejemplo, el efecto de un grupo libre en dos generadores
es diferente. Este hecho resulta sorprendente, ya que rompe la analogia con
la Teoria de Homotopia. Desde luego, si uno considera la Zp-completacién
de Kan-Bousfield de espacios (que no es idempotente) y buscamos un triple
idempotente que tenga las mismas clases de equivalencia en la categoria de
homotopia punteada de espacios, entonces uno encuentra precisamente el
funtor de H.( ; Zp)-localizacién, contrario a lo que se tiene en la categoria

de los grupos.
Para consultar definiciones y terminologia no dadas en este trabajo,

ver [2, 14, 20].
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Capitulo 1

TRIPLES Y FUNTORES
ADJUNTOS.

1.1 Triples y T-dlgebras.

Definicién 1.1.1. Sea A una categoria. Un triple (o mdénada) T = (T, n, u)
en A, consiste de un funtor 7 : A — A y dos transformaciones naturales
n:1a — T, p: T2 — T que hacen conmutar los siguientes diagramas:

T I Tsﬂ.fa

Npe ATE

Es decir, se cumplen (i) poTn=1r =ponT y (ii) puouTl = po Tpu.

EJEMPLOS.
(1) En toda categoria A existe el triple trivial T = (T, n,u) con T = 1la ¥
n=p=1lr.

(2) Sea M un monoide y X un conjunto, con m,n,r € My € X. De-
finimos T' : Conj —>» ConjconTX = M x X ysi f: X — Y,
entonces Tf : M x X — M xY, (m,z) —> (m,f(x)). Sean

35



6 CAPITULO 1. TRIPLES Y FUNTORES ADJUNTOS.

nX: X — MxXconz— (L,z) yuX : Mx (M xX)— MxX
con (m,(n,z)) — (mn,zx). Con estas definiciones T = (T, 7, u) es un
triple. En efecto, veamos que se cumple la primera ecuacitn:

(uX o TnX)(m,z) = pX(m,1,z) = (m,z) y (X o nTX)(m,x) =
uX(1l,m,z) = (m,x), asi poTnp= 17 = ponT. Ahora veamos que
la segunda ecuacién se cumple. Por un lado (uX o uT°X)(m,n,r,z)=
pX(mn,r,x) = (mnr,z) y por otro lado (ux ¢ TuX)(m,n,r,xz) =
pX(m,nr,z) = (mnr,x), asi g o uT = u o Tu y por lo tanto,
T = (T, 7, 1) es un triple.

(3) Sea R un anillo conmutativo con 1 y X un grupo abeliano, con m,n,r €
Ry x € X. Se define un funtor 7 : Ab — Abcon TX = R® X y si
f: X —Y,entoncesTf: R@X — ROY,r®z S f(z).
Ahora consideremos X : X — R® X con z — 1@z y
uX : RO(R®X) — R®X con (m®(r®zx)) — (mr)®z. Con estas
definiciones T = (7T, 77, 1) es un triple. En efecto, veamos que se cumple
la primera ecuacién: (uX o TpX) (MR z) = uX(MR1SxT)=mSzy
wXonTX)(m®zx) = uX(1@m®x) = m®x, asi uoTn = 1y = ponT.
Ahora veamos que la segunda ecuacién también se cumple: Por un lado
(UX o uTX)(mSn®r®@zx)=uX(mn®r@zxr)=mnr@®z y por otro
lado (ux e TuX)(mOnRr®z) = uX(MRnNr® ) = mnr @z, asi
pouT = puoTuy por consiguiente T = (T, 77, u) es un triple.

(4) Sea A = Conj. Definimos el triple conjunto potencia T = (p,n, u) de la
siguiente manera. p : Conj —— Conj es el funtor conjunto potencia,
esto es p(4) = {X | X € A} ysi f: A — B es un morfismo de
conjuntos con X € A, entonces p(f)(X) = {f(z) | £ € X}. Ademis
74t A — ©(A) y pa : ©(p(A)) —> p(A), donde n4(a) = {a} ¥
2a(B) = |J X. Con estas definiciones T = (g, 7, u) es un triple.

XeB

P. Huber [22] demostrd el siguiente resultado que permite caracterizar a los
triples.

Proposicién 1.1.1. Si F : A — B es un funtor adjunto izquierdo del
SJuntor G:B —+ A, con unidad 1 : 1, —» GF y counidad ¢: FG —» 1n,
entonces T = (GF,n,GeF) es un triple en A.
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1.1. TRIPLES Y T-ALGEBRAS.

Demostracién: Por hipétesis 77 es unidad y € es counidad. POX' ]o tanto
se cumplen las SIguxemes identidades tnangulares~ (G 22, GFG 25 G )=
@ 2% 6) y (FE FGF £S5 F ) = (F 25 F). Abora veamos que se

cumple la primera ecuacién:

GeF o GFnp=G(eF o Fn) por ser G funtor
= G(1F) por la primera identidad triangular

= lgr pues G es funtor.

Por otra parte, calculemos GeF o nGF:

GeF o nGF = (Ge onG)F por ser G funtor
(1g)F por la segunda identidad triangular

= 1lgr pues F es funtor.

I

Por lo tante, GeF o GFn = lgr = GeF onG~F.
Por otra parte, la segunda ecuacién también se cumple:
GeF o GFGeF = (Ge o GFGe)F por ser F funtor
= G(c o FGe)F pues G es funtor
= G(e o eFG)F por ser € transformacién natural
= GeF o GeFGF porque F y G son funtores.

Asf, GeF o GFGeF = GeF o GeFGF y por lo tanto, T = (GF,n,GecF) es
-

un triple en A.

Ejemplo. Sean R y S anillos, M un bimédulo. Si A = R-mody B = §-
mod entonces existen dos funtores F_. = Jlle_ ¥y G— = Homs(M,_.)
tales que F y G forman una pareja de funtores adjuntos, esto es, existe
un isomorfismo natural Hom 5(M§A B) = Hom g(A, Hom s(Af, B); cuya
unidad 74 : A —> Homs(M,M§A) es tal que (a)(m) — m & a, donde
la counidad B : M%Homs(M,B) — B, m® h +— h(m). Por lo tanto
T = (GF,n,GeF) es un triple en A.

Debido a la proposicién anterior sabemos que los funtores adjuntos inducen
triples. Por lo tanto, al menos existen tantos triples como funtores adjuntos.



8 CAPITULO 1. TRIPLES Y FUNTORES ADJUNTOS.

Después de que Huber probé el resultado anterior, P. J. Hilton conjeturs lo
siguiente: Todo triple induce un par de funtores adjuntos. La respuesta fue
dada més o menos al mismo tiempo, usando dos construcciones distintas por
S. Eilenberg y J. C. Moore [24] y H. Kleisli {23] (ver teorema 1.1.3).

Definicién 1.1.2. Un cotriple en una categoria A es un triple en A°?. Es
decir, un cotriple 7’ = (7”,¢,5) en A consiste de un funtor T’ : A —»> Ay
dos transformaciones naturales £ : 7/ —» 1400, § : T' — T"? que satisfacen
los duales de los diagramas de un triple.

Por lo tanto, el dual de un triple es un cotriple y a continuacién veremos que
existe un resultado anadlogo a la proposicién 1.1.1.

Proposicién 1.1.2. Si F : A — B es un funtor adjunto izquierdo del
funtor G:B -—— A, con unidad n: 1o — GF y counidad ¢ : FG — 1p,
entonces T' = (FG,e, FnG) es un cotriple en A.

D ién: Es i diato por la proposicién 1.1.1 y por €l hecho de
que G es adjunto izquierdo de F, vistos como funtores entre B°? y A°P, con
£ unidad y 7 counidad, -

Definicién 1.1.3. La categoria de Kleisli para un triple 7 = (I,77, 1) en A,
que denotaremos con Ag, se define de la siguiente manera:

i) ObAg = ObA.

ii) Hom A, (A, B) = Hom A (A, T B).

Ahora veremos como se define la icidn en la ria de Kleisli,
esto es, si f€ Hom a, (A4, B) y g€ Hom a,(B,C), entonces queremos definir
ge f € Hom a,(A,C), donde 4, B y C son objetos de A. Por hipétesis, si
f:A— Byg:B -— C son morfismos de Ay, entonces f : 4 —> TB
y g : B — TC son morfismos de A. Por lo tanto, Tg : TB —» T?C
es morfismo de A y como uC : T2C — TC también es morfismo de A,
entonces la siguiente composicién de morfismos A 1B X% 20 £S5 TC
es la composicién deseada, esto es

ge f=uCoTgo f. (1.1)
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Observacién. Se puede ver que con estas definiciones Ay es una categoria.
A continuacién veremos que @ es asociativa en Ag y que 1., = 74, donde
14 denota la identidad en A. En efecto,si f : A — B, g: B —Cy
h : C —» D son morfismos de Ay, entonces f: 4 — TB, g: B — TC
y h: C — TD son morfismos de A. Porlo tantoge f = uCoTgo fy
heg= uDoThog. Ahora definimos el morfismo (heg)e f : A — TD

como sigue: A L TB T4 72¢c T4 73p T8 72p £8, T Por lo tanto

se tiene que:

(hegle f=puDoT(heg)o f por la ecuacién (1.1)
=puDoT(uDoThog)o f por definicién
= (uDoTuD)oT?*hoTgo f pues T es funtor
=uDo uyTDoT?hoTgo f porque T es triple
=puDo (ThouCoTg)o f por ser u transf. natural
=puDoThe (uCoTgo f) por asociatividad
=he(gef) por definicién.

Luego e es asociativa en Ag.

Abhora, si f € Hom a.,(A, B), entonces sustituyendo C = B,g = 1p en la
ecuacién (1.1), se tiene que A —Z» TB T2 725 #B, 7B Por lo tanto
f=gef=uBoTolgof=uBoTof=uBoTf,estoes,

f=uBoTf. (1.2)

Ademds, como 77 es una transformacién natural, entonces los siguientes dia-
gramas conmutan:

A—Lwp A—L.TB
nA lqs nA nTB
TA—~TB TA—7~T°B

Ts
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El diagrama de la derecha conmuta, por lo que 7'B o f = T f o nA.
fenA=(uBoTf)onA por la ecuacién (1.2)
= uB o (Tf onA) por asociatividad
= uBo (nTBo f) por el diagrama anterior
= (uBenTB)of por asociatividad
= 1lrpo f porque T es triple
=f por definicién.

Por lo tanto f @ nA = f. Ahora, sustituyendo f = 1.4 en la ecuacién (1.2)
se tiene que 74 = uA o TnA. De igual modo, si ¢ € Hom 4, (C, A) entonces
nAeg=(uAoTnA)og=1rpog, luego nd e g=g. Asi 15 en Ay es nA4,
es decir nA : A —— T A sirve como la identidad en la categoria de Kleisli.
Una pregunta natural es jcudl es la categoria de Kleisli del triple conjunto
potencia en la categoria de los conjuntos?.

Un morfismo 4 —» p(B) en la categoria de los conjuntos se puede obtener
como funcién multivaluada de A en B o como una relacion entre A y B. Esto
es, dado A AN w(B) le asociamos Ry € A x B, donde (a,b) € R, significa
que b € f(a). Por lo tanto (a,b) € Ry <= b € f(a). Sean 4 AN o(B) y
B —£, p(C) funciones, con a € A,b € B y c € C, entonces queremos ver qué
es ge f: (ge f)(a) = uC(e(g)(f(a))) = U{g9(d) | b € f(a)}. Por lo tanto:

(@a,c) € Ryey <= c€(gef)(a)
<= 3be€ Btal que (b€ f(a) ¥y c € g(b))
<= 3be Btal que ((a,b) € Ry y (b.c) € R,)
<= (a,c) € Ryo Ry.

Ademds, 1, en la categoria de Kleisli est& representado por la funcién
n(A4) : A — p(A) donde n(A)(a) = {a} € A. Luego (a,a’) € R,q4 <+
a' € {a}, es decir R, es la relacién identidad en A. Por consiguiente, la

categoria de Kleisli del triple conjunto pc ia, es la ca >ria cuyos ob-
jetos son conjuntos y cuyos morfismos son relaciones binarias (excepto por

isomorfismo).
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Definicién 1.1.4. L.a categoria de FEilenberg-Moore para un triple
T = (T,n,u) en A, que denotaremos con AT se define como sigue:
1) Los objetos se llaman T -digebras y las T-dlgebras son parejas (A4, a) donde
a: 74— A es un morfismo de A y A es un objeto de A tales que:

aouAd=aoTa. (1.3)

(@) aonA=14, (i)
Es decir, los siguientes diagramas conmutan:

AT 12422 T4
lu Tﬂl a

TA—5A

la

fi. s de T-dlgebras (A,a) — (B,b)

2) Los morfismos se llaman A
¥ son morfismos f : 4 —r B tales que,

boTf = foa. (1.4)

Es decir el siguiente diagrama conmuta:

r4A-LeTB
‘| |
A—F—B

Teorema 1.1.3. Si T = (7,7,u) es un triple en A, entonces eriste una
categoria B y un par de funtores adjuntos F: A — B y G : B — A tales
gque T' = GF, n:1a —> GF es la unidad y £ : FG ~— 1n es la counidad;

con u = GeF.

Demostracién: Como T = (T,7n,4u) es un triple en A, entonces existe
la categoria de Kleisli Ay, es decir, ObAsr = ObA y Homa,(4,B) =
Hom o (A,TB). Sea B = Ay y definimos el funtor G : B — A como
sigue. Para cada A en B GA = T4 y para cada morfismo f en B,
Gf=uBoTf. (1.5)
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El funtor F : A —» B se define de la siguiente manera: F A = A para cada
A en A y para cada morfismo f: A — B de A,

Ff=TfonA. (1.6)

Ademas, por ser 77 una transformacioén natural, Ff =T fond =nBo f. Asi

Ff=nBof. a.7)

Ahora veamos que Hom A (A, GB) = Hom g(F A, B). Como Hom A (A, TB) ==
Homun(A, B)y FA= A, GB=TB, entonces Hom o (A, GB) = Homn(FA, B).
Ademas se tiene lo signiente:

i) G preserva identidades pues

Goly=GonA pues 14 es la identidad
= puAoTnA porque Gf = uBoTf
= 1T1a por ser T triple
= lca porque T'A = GA.

Por consiguiente Gola = lga.

ii) G es funtor. En efecto, si f : A — By g : B —+ C son morfismos de
A, entonces

GgoGf = (uCoTg)o (uBoTf) por la ecuacién (1.5)
=puCo (T'gouB)oTf por asociatividad
= uCo (UTC oT?g)oTf por ser p transf. natural
= (uC o uTC)oT?goTf por asociatividad
= (uC oTuC)oT2goTf porque 7" es triple
=uC o (TuCoT?g)oTf por asociatividad

=uCoT(uCoTgo f) pues T es funtor
=uCoT(ge f) por la ecuacién (1.1)
=G(ge f) por la ecuacién (1.5).

Asi Ggo Gf = G(ge f) y por lo tanto, G es funtor.
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iii) F preserva identidades pues

Folg=nAol, porser Ff =nBo f
=nA por definicién.
Por consiguiente F o1, = nA.

iv) F es funtor. Si f: A — B y g: B — C son morfismos de B, entonces

FgeFf=uCoTFgoFf por la ecuacién (1.1)

=puCoT(nCeog)o(nBof) porque Ff=nBo f
=puCoTnCoTgonBof por ser T funtor
=(uCoTnC)loTgonBo f por asociatividad
=lrceTgonBo f pues T es triple
=TgonBof pues lrco f=f

= (TgonB)of por asociatividad
=(nCog)of por ser 77 transf. natural
= F(gof) por la ecuacién (1.7).

Asi Fge Ff = F(go f) y por lo tanto, F es funtor.

Es claro que T = GF y como T es triple, entonces 74: A — GFA=TA
es transformacion natural. Ahora veamos que también se cumplen las dos
identidades triangulares.

Sea €4 = 174 : FGA — A un morfismo de A~y. Entonces

eFAeFnA= uAoT(eFA)o FnA
= uAoT(1lrra) o FnA

por la ecuacién (1.1)
porque eFA = 1rpa

= puAoT(lra) o (NTAonA) pues FA=Ay Ff=nBof
= pAoc (Aga)onTAonA por ser T funtor
=puAonTAonA pues poly=pu

= (uAonTA)onA por asociatividad

= lpa0onA porque T es triple

=nAa pues lraon=rmn

I

1ra nA es la identidad en FA.
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Por consiguiente, eFA o FnnA = 1r4. Para verificar la otra identidad trian-
gular, sea B = FA un objeto de Aq. Entonces,

GeFAonGFA=GeAonTA pues FA= Ay T=GF

= GlraonTA porque eF A = lrra
= (Ao T(1ra))onTA por la ecuacién (7)
= pAo (lrsa) onTA por ser T funtor
=pAonTA pues poly: =p

= 1lt,4 pues T es triple

= 1lGra

por ser 17 1a identidad en FA.
Por lo tanto GeFAonGFA = 1gra. [ ]
Por la importancia que tienen, mas adelante regresaremos a las categorias de
Kleisli y de Eilenberg-Moore.

1.2 Triples y funtores dominantes.

Sean A,B y C categorias y consideremos los pares de funtores:
i) H:C— A , i) GF:A —C (1.8)
iy 6:B—€ , i) FH:C——B (1.9)

Definicién 1.2.1. Un funtor F A — B es fiel y pleno si
Hom 4 (A, A") ~—+ Hom g(F A, FA’) es una biyeccién.

Proposicién 1.2.1. Sean G : B — C y FH : € — B funtores adjuntos,
con unidadn:1 — GFH y counidad e : FHG —+ 1. Si F es fiel y pleno,
entonces existe £’ : HGF — 1 una transformacidn natural tal que Fe' = cF
yademis H: € — A ,GF: A — C es un par de funtores adjuntos con

n unidad y g’ counidad. Ademds H,GF; FH,G generan el mismo triple en
C.
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Demostracién: Como F es fiel ¥ pleno, entonces definimos &' : H GF—s 1
como sigue: Para cada A en A, Fe'(A) = £F(A). Ademés, £ es una trans-
formacién natural ya que € lo es. Por otro lado, se tiene lo siguiente:
GFe' onGF = GeF onGF por definicién
= (Ge o nGF por ser F' funtor
(Aa)F por la identidad triangular.
=1ler
Por lo tanto, GFe' o nGF = 1g7. Por otra parte,

F(e'H o Hnj) = Fe'H o FHn por ser F' funtor
eFH o FHn por definicién
= lpgg.

Asi F(e/H o Hn) = 1p4 vy como F es fiel y pleno, entonces 'H o Hp=1.
Luego H y GF es un par de funtores adjuntos con 7 unidad y £’ counidad.

Ademss, (GF)¢'H = G(Fs YH = G(eF)H y por lo tanto, (1.8) y (1. 9)
generan el mismo triple en C.

Definicién 1.2.2. Sea F : A — B un funtor. Se dice que E es la imagen

de F si E es la subcategoria plena de B, cuyos objetos son las F—imadgenes
de los objetos de A. Si F se factoriza como

ASHE NS, (1.10)
donde K es la inmersién plena y L es suprayectivo en los objetos, entonces
la ecuacién (1.10) se llama la factorizacién candnica de F.

Nétese que L es pleno (resp. fiel) si, y s6lo si, F es pleno (resp. fiel).

'I‘eorenull.zz. SiF : A — ByG:B — A es un par de funtores

tos, con 7 idad, € idad y F = KL es la factorizacién candnica
de F, entonces GK : E — A es adjunto derecho de L con 1 unidad y &,
counidad tal que Ke, = K. Ademds, los dos pares de funtores adjuntos
generan el mismo triple en A.

D i6n: Esin di

to de la proposicién 1.2.1, aplicadoa F = KL.
[ ]
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Observacién. Los resultados del teorema anterior se siguen obteniendo al
reemplazar, la factorizacién canénica (1 10) de F : A — B por la factori-

ién candnica dada A —~> BE =
en la imagen de F bajo isomorfismos.

B, donde E es la cerradura de E

Definicién 1.2.3. Un funtor F : A — B se llama dominante, si para cada
objeto B de B existe un objeto A de A y un par de morfismos v y ¢ de B
-]

B2, FA2, B tal quegdow=1p. (1.11)

Es decir, todo objeto de B es retracto de un objeto de la forma FA, con A
en A.

Propolicién 1.2.3. Sean F,G : B — A funtores y F: A ~— B un funtor
t se ple lo sig

i) Toda transformacion natural ¢ : F — G estd determinada por eF. _

ii) Si F es pleno, entonces toda transformacion natural €, : FF — GF

determina ac: F —> G tal que eF = £,.

Demostracién: i) Si B esun objetode By B -2+ FA -, B es una domi-
nacién de B con ¢o = 1g, entonces se tienen dos rectiangulos conmutativos:

FP

FB -4 FFA—+FB
SBl M=sFa 2) lEB
GB 7 GFA e GB
eB=eBolpg porque 1g es funtor

=eB o (Fdo Fyp) pues F es funtor dominante
=ecBo Fé¢oFyp por asociatividad
=GopocFAoFyp porque (2) conmuta
=GpoGpocB porque (1) conmuta.

Por lo tanto, G¢o Gy oeB = B o F¢ o Fp y por consiguiente el rectingulo
grande conmuta.
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ii) Definimos eB = G¢ © £,4 c F¢. Es claro que B es independiente de la
dominacién que se escoja y por i) € estd determinado por la regla ¢ F = &,.
Abhora, veamos que £ es una transformacién natural. Sea g: B — B’ un
morfismo de B, entonces queremos ver que el siguiente diagrama conmuta.

FB-t2-GB
Fg (8) Go

FB — GB'

Como F es dominante, entonces consideremos los diagramas conmutativos
de las dominaciones.

B—=F [ B
vl @ @ ln
A\
B’—‘P,’F-'A’_."B'

@
Por hipétesis, como F es pleno, entonces existe f : 4 —»> A’ tal que
Ff = ¢p'ogo¢. Ahora, vamos a demostrar finalmente que el siguiente

diagrama conmuta.

FB—FE—FF‘Ai‘—LGF‘Aﬂ»GB

F‘nl (s) Ff/l ) c:t-‘/l ¢} 1Gg

FB - FFA g GFA = GB'
Como (3) conmuta, entonces (5) también. Ademads, por ser £, una transfor-
macién natural, entonces (6) conmuta. Por otro lado, como G es funtor y

(4) conmuta, entonces (7) conmuta; por lo tanto, (8) conmuta. Asf £ es una
transformacién natural. -

Proposicién 1.2.4. Sean H : € — A ,GF : A — € un par de funtores
adjuntos, con unidadn:1 — GFH y counidad ' : HGF —» 1.

i) SiF es pleno y dominante, entonces existe £ : FHG — 1 transformacion
natural tal que e F = Fe'.

i) G: B — C y FH : € — B son funtores adjunt con 7 idad y £

counidad. Ademds H,GF; FH,G generan el mismo triple en C.
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Demostracién: i) Como F‘}_{G, 1: _l'3 —-» B son funtores, entonces por la
proposicién 1.2.3, Fe’ : FHGF — F es una transformacién natural y £’
determina a € : FHG — 1 dada por:

eB = ¢oFc'Ao FHGy, . (1.12)

(pues B 2 FA=B S BEFL pa— B % B). AsteF = Fe'.
ii) Por hipétesis  es unidad, solo resta probar que £ es counidad. Para
ello, es suficiente probar que se cumplen las identidades triangulares, esto

es; eFH o FHn = 1p y Ge o nG = 15. Veamos que se cumple la primera
identidad.

eFHo FHn=Fe'H o FH7 pues eF = F¢'
= F(¢'H o Hn) por ser F' funtor
= F(1) porque &’ es counidad
=1z por ser F funtor.

Por lo tanto eF'H o F'Hn = 1,. Ahora verifiquemos la segunda identidad:

(GeonG)B = GeB onGB por definicién
=G(¢o Fe'Ao FHGY) o nGB por la ecuacién (1.12)
=G¢o (GFe'Ao GFHGp) o nGB pues G es funtor
=GpoGFe'Aoc (GFHGp o nGB) por asociatividad
=Gpo GFc'Ao (MGFA o Gy) F y G son adjuntos
=Gdo (GF'AcnGFA) o Gy por asociatividad
=GpolsoGy pues £ es counidad
=G¢o Gy por ser 1,4 funtor
=G(pop) porque G es funtor
=G(1) F es funtor dominante
=1l& pues G es funtor.

Por consiguiente Gs oG = 1¢, asi F'H y G son funtores adjuntos. Final-
mente, como e = F¢' entonces GeF'H = GFe'H. Luego H,GF; FH,G
generan el mismo triple en €. [
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Observacién. Noétese que los procesos descritos en la proposicién 1.2.1 y
en la proposicién 1.2.4 son inversos uno del otro, ademds; si F es fiel, pleno
y dominante, entonces los pares (1.8) y (1.9) son adjuntos y determinan
el mismo triple. Sin embargo podemos aplicar la proposicién anterior a la
factorizacién canénica y al mismo tiempo el adjunto derecho.

Teorema 1.2.5. Sean F : A — B y G : B — A un par de funtores
ady , con 1 idad, € idad y G = EG, la factorizacion candnica de
G. Si G es pleno, ent G F es adjunto de E, con 71 unidad, €, counidad
Y €oGo = Goe. Ademds, las dos adjunciones generan el mismo triple en A.

Demostracién: Es claro por la proposicién anterior. [ ]

Proposicién 1.2.6. Si F: A — B yG: B — A es un par de funtores
inant ¢ (i) G es fiel.
2 G es pleno.

adj s, con F d
(ii) Si G es pleno en la imagen de F,

Demostracién: (i) Sean 4 un objeto de A y B un objeto de B con
g,h : FA — B morfismos de B. Probemos que si G(u) = G(v), entonces
% = v. Sean u,v: B — B’ morfismos de B y construimos una dominacién

B -2, F4 -2, B tal que ¢ow = 15. Por hipétesis G(u) = G(v) implica
G(u)oG(¢) = G(v)oG (@), por lo tanto G(uop) = G(vod), luego uogp = voo.
Por consiguiente uocgo p =vogow y como ¢pow = lg, entonces u = v.
Por lo tanto G es fiel.

(ii)Si G es pleno en la imagen de F y u : G(B,) — G(B2) es un morfismo de

A, entonces consideramos las dominaciones resp. B; ﬁ» FA; —» B; tales
que ¢;0p; = 1p, coni = 1,2 y construimos Gw,oucGe; : GF4, — GFAa.
Como G es pleno en la imagen de F, entonces existe v : FA4; — FA; un
morfismo de B tal que Gv = G, o u o G¢,. Por lo tanto (Gg2)~! o Gv =
u o G¢;. Ademads, por ser ¢, © w, = 1g, entonces G, © Gv = uv o G¢,, luego
Gga0Grvo(Gep,) ! =uy como ¢, o, = lg, entonces Gg, 0 Guo G, = u.
Finalmente u = G@, 0o Gvo Gy, = G(d20v0 ), asi u = G(gcvo )y
por lo tanto, G es pleno. -

Observacién. Se puede ver que los resultados de esta seccién tienen for-
mulaciones duales.
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Capitulo 2

TRIPLES Y ADJUNCIONES
DE GALOIS.

2.1 Triples idempotentes.

En el capitulo I, vimos que si 7= (T, n, u) es un triple en A, entonces yoTn=
1lr=ponT. Una pregunta natural es jcudndo ponT=uoTn <= nT=Tn?.
Se puede demostrar que esto sucede en el caso en que u es isomorfismo
natural, por lo tanto se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1. Un triple T = (T, 7, ) en A se llama idempotente si u
es isomorfismo natural.

A. Deleanu [9], demostré el siguiente resultado que permite caracterizar a los
triples idemmpotentes de una manera mas sencilla; sin embargo no es la inica
como veremos mas adelante.

Proposicién 2.1.1. Sea T un triple en A. T = (T, 7, u) es idempotente si,
y sélo si nT = Trn.

Demostracién: ==) Si T es un triple, entonces uonT = uoTn=1r y
como u es isomorfismo; por lo tanto, nT = T'n.

<) Si ¥ es un triple, entonces 77 es una transformacién natural, por lo tanto

21
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los siguientes diagramas conmutan:

a—2L+.p T2.4 2% T4
nA n8 qT’Al nTA
TA-7~TEB T A7 T4

Por lo tanto nT" o u = Tu o nT2. Ahora, como nT" = Tn y T es funtor,
entonces 7772 = T'pT. Por lo tanto se tiene lo siguiente:

nTou=TponT? porque 77 es una transf. natural

=TuoTnT por hipétesis

=T (uonT) pues 7" es funtor
=T(17) porque T es triple
= 1p2 pues T es funtor.

Por lo tanto, nT o i = 172 y como o nT = 1y, entonces x es isomorfismo.
Por lo tanto T = (T, 77, ) es idempotente. -

A continuacién daremos otras definiciones y posteriortmente veremos algunos
ejemplos.

Definicién 2.1.2. Sea R un anillo conmutativo con 1 ¥ .§ € R subconjunto
cerrado bajo productos finitos, con 1 en S. Sea Af un R-mdédulo, M es S-
local si la funcién f : M — M con f(m) = ms es isomorfismo, para toda s

en S.

Observacién. Se puede ver que, para cada R-mddulo existe una funcién

J : M —» N tal que:

(i) IV es S-local.
(ii) f es universal con respecto a (i), es decir; si g : M — N’ es otra funcién

con NN’ S-local, entonces existe una tnica k : N —— N’ que hace conmutar
el siguiente diagrama:

M—Len
in
¥

N

g
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Al morfismo f se le llama morfismo de localizacion y en tal caso se dice que f
localiza a M en S. La construccién de JV se hace como médulo de fracciones.
Primero se toman parejas (m, s) y definimos una relacién de equivalencia en
las parejas: (m,s) ~ (n,r) si, y sélo si existe ¢ tal que mrt = nst con m,n
en M y s,r,ten S. S~'AMf es el conjunto de todas las clases de equivalencia,
m/s es la clase de equivalencia que contiene a (m, s). Por lo tanto, podemos
definir una funcién f : Af —> S-1AL tal que f(m) = m/1 y se puede ver
que S~'M es S-local y f es universal. Ademsds, como R es un R-mdédulo,
entonces S—!R estd definido y el morfismo canénico g : R — S~ 'R es un
morfismo de anillos, pues (r/s)(r'/s’) = (rr'/ss’). Anélogamente, S~!Af es
un médulo sobre SR, con (m/s')(r/s) = (mr/s's).

Ejemplos

(1) Sea A la categoria de R-médulos, TAM = S~'M con S fijo y
nM : M — S—'AL el morfismo canénico m — m/1, entonces nTAf es
el morfismo m/s — (m/s)/1y TnA es el morfismom/s — (m/1)/s.
Es claro que T y T'n son isomorfismos y nT = T7n. Por consiguiente
tenemos un triple idempotente.

(2) Sea A la categoria cuyos objetos son espacios métricos y cuyos morfis-
mos son funciones uniformemente continuas. TX es la completacién
X de X, cuya construccién se hace tomando clases de equivalencia
de sucesiones de Cauchy. 7.X : X — X es el morfismo canénico
z — {z, z,..., T, ...}. Por lo tanto nTX es el morfismo {z;, z2, ..... }—
{{z1, 2, .-}, {1, T2,...},...} ¥ TnX es el morfismo {z,x2,-.... } -
{{z1,x1,-..}, {z2, 2, ...}, ...}. Es claro que nT, T'n son isomorfismos
¥ T = T'n. Por lo tanto tenemos otro triple idempotente.

Teorema 2.1.2. Si B es una subcategoria de A con B en B, entonces son

equivalentes:
(i) Para alguna A en A B=TA.
(ii)ynB : B — T B es isomorfismo.

Demostracién: (ii) = (i) es claro tomando A = B.

(f) == (i) Por hipétesis f : B — T A es isomorfismo y como T es funtor,
entonces T f es isomorfismo. Ademads 77 es una tranformacién natural, por lo
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tanto, el siguiente diagrama conmuta.

B—1—~Ta
nB nTA
TB -~~~ T2A

Como f,Tf y nT A son isomorfismos entonces 7B es isomorfismo. -

A. Deleanu, A. Frei y P. J. Hilton [10] demostraron los siguientes resultados
que permiten caracterizar a los triples idempotentes.

Proposicién 2.1.3. Si T = (GF,n,GeF) es un triple en A, entonces son
equivalentes:

(i) T es idempotente,

(ii) eF es isomorfismo,

(iii) Fn es isomorfismo,

(iv) FnoeF = 1p.

Demostracién: (iii) <> (iv) < (ii) es inmediato.

(#i) = (i) Por hipétesis = F es isomorfismo y como G es funtor, entonces
GeF = u es isomorfismo, asi T es idempotente.

() == (iv) Si T es idempotente, entonces ¢ = GeF es isomorfismo, asi
GFnoGeF = 1gr y GeF o GFn = 1lgr; ademds, por ser G funtor GFno
GeF = G(FrnoeF) = 1gr. Por otro lado, Fpo eF : FGF — FGF y G es
fiel en la imagen de F, por lo tanto FpoesF = 1p. Asi (i) <= (ii). [ ]
Proposicién 2.1.4. Si T = (GF,n,GeF) es un triple en A, entonces son
egquivalentes:

(1) nGF = GFr,

(2) T es idempotente,

(8) eF es isomnorfismo,

(4) Fmn es isomorfismo,

(5) FnoesF = 1fF.

Demostracién: Basta probar (1) <= (2), lo que es claro por la propo-
sicién 2.1.1, con T = GF'. -
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Este resultado se usard posteriormente para probar el teorema 2.2.3.

Teorema 2.1.5. S5i(n,e) : F 4G : A — B es situacidon adjunta, entonces
(i) G es fiel <> cada componente e¢B de la counidad es epimorfismo.
(ti)G es pleno <= cada eB es seccidn.

(ii1)G es fiel y pleno <> cada €B es isomorfismo y FG(B) = B.

Demostracién: [14, teorema 1,p.88) -

Proposicién 2.1.8. Si G es adjunto derecho de F y G es pleno, entonces T
es idempotente.

Demostracién: Sx G es pleno, entonces por el teorema 2.1.5 (u) eB es

seccién, por consi Ge es ié Ademds Ge o 1G = 1¢, asi Gre es
isomorfismo; luego GeF = u es isomorfismo y por lo tanto, 7 es idempotente.
=

Observacién. El ejemplo que aparece después de la proposicién 1.1.1 in-
duce un triple que no es idempotente, ya que el funtor G_ = Hom s(M, _)
no es pleno; sin embargo si el médulo M es proyectivo entonces el triple si
es idempotente.
La siguiente proposicién es inversa de la proposicién 1.2.6 y la usaremos
posteriormente.

Proposicién 2.1.7. Sean T = (GF,7n,GeF) un triple idempotente en A y

F: A — B, G:B — A un par de funtores adjuntos con F dominante
y G fiel y pleno, entonces eziste € : FG —> 1g transformacidon natural y G
es adjunto derecho de F', con n unidad y € counidad. Ademds, la adjuncidn
genera a 7.

Demostraciéon: Como T es idempotente, entonces por la proposicién 2.1.3
Fn es isomorfismo. Ahora, para algiin B en B escogemos una dominacién
B2, Fa 2, Btal que ¢ow@ = lg y definimos € = ¢ o (Fn)~1o FGyp :
FG — 1p. Probaremos que € es una tranformacién natural y por consi-
guiente £ es independiente de la dominacién que se escoja. Sean B, Bz
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objetos de B y g : By —» B> un morfismo de B, consideremos el siguiente
diagrama:
v, b,
By, T TFA —%B
) 1 i vh 2 0
B, —",—,—FAz —?;‘ Ba

Donde h=gpa0g0 ¢, ¥y $,0op; =1, i =1,2. Como ¢, © , = 1g,, entonces
paoh = (¢0p3)0god, = logog, = god,. Luego /7 conmuta. Ademds,
st h : FA; —> F Ay, entonces Gh : GFA; — GFAy; y como T = GF, por
lo tanto Gh : T”A1 —» T'Az. Por otro lado, por ser  una transformacién
natural, se tienen dos diagramas conmutativos.

TAa; —beTA,

a—L—-p
nA nB nT-hl lnTAn
TA R TR T?4; 55 T2A;

El diagrama de la derecha conmuta, luego T’GhonT.4; = nT A20GH. Como
T es idempotente, entonces T = T1n. Asi TGhoTnA, = TnA20 GH y por
consiguiente GFGhoGFnA, = GFnA20Gh. Por lo tanto G(FGhoFnA,) =
G(FnAz o h), ademads G es fiel, as{

FGho FndA, = FnAzoh. (2.1)

Abora, probemos que el siguiente diagrama conmuta:

B, <2 Fa, £2% FGFA, 2%% FeB,
gl Irr lh v FGh lFGy

Bz‘—a—-FAg F_r,A,-FGFA"’FG_ga,FGB?
Es claro que 1II conmuta porque I conmuta y por la ecuacién (2.1) IV con-
muta. Ademds, V conmuta ya que IIl conmuta; por lo tanto, el siguiente
diagrama conmuta:
FGB, £2. B,
FGg [4

FGB, =B B2
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Asi £ es una transformacién natural. Ademas, por hipétesis F7n es isomor-
fismo si, y sélo si, FnpoeF = 1p, si, y sélo si, eF = (Fn)~!; por lo tanto
eF o Fn = 1p y por consiguiente se tiene la primera identidad triangular.
Ahora, veamos que la segunda identidad triangular también se cumple:

por definicién

por definicién de ¢
porque G es funtor

pues n7 es natural

por ser T =Ty

por ser G funtor

(Fm)~te Fn=1r

pues 1y es funtor

GeonG = G(¢po (Fn)~?'o FGyp) onG
= Gpo G(Fn)~ ' o GFGyonG
= GpoG(Fn)"'onGF o Gy
=GpoG(Fn) o GFno Gy
=G¢oG(FntoFn)oGy
= G¢oG(lr) o G
= G¢o (lgr) o Gy

= G

— gf;o "; porque G(1f) = 1gFr
: G ¥ porque G es funtor
— 1 ( pues F es dominante
= 1lg

porque G es funtor.

Por consiguiente Ge o nG = 1g, asf F es adjunto de G. Ademas G(Fnp)~! =
GeF = u ¥y es claro que la adjuncién genera el mismo triple. [ ]

Ahora ya sabemos que si F 4 G : B — A genera el mismo triple
T = (GF,n,GeF), entonces F' y T hacen invertible la misma familia de
morfismos S de A (17, 21.8.8(a)].

Observacién. Sea A una categorfa y S un subconjunto de morfismos de
A. Se puede ver que existe una categoria pequefia A[S~!] y un funtor
Fs : A — A[S~!] con las siguientes propiedades:

(i) Para cada s en S, Fs(s) es un isomorfismo.

(ii) Si F : A — B es un funtor, tal que F(3) es un isomorfismo para toda s
en S, entonces existe un tnico funtor H : A{S~!] — B tal que F = Ho Fs.
A la categoria A[S—!] se le llama la oria de fracciones de A con respecto
as.
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Teorema 2.1.8. Si T = (GF,7n,GecF) es un triple en A, entonces son egui-

valentes.

(i) T es idempotente.

(ii) Todo par adjunto que genera a T con F dominante, tiene adjunto derecho
G el cual es fiel y pleno. 3

(iii) Si S es la familia de morfismos que T hace invertibles, entonces

Fs: A — A[S7Y) tiene adjunto derecho Gs y generan a 7.

Demostracién: (ii) = (i) Por hipétesis, existe un par de funtores adjun-
tos F 4G : B —> A que genera a Ty F es dominante. Ademds, G es fiel y
pleno, ¥ por la proposxcnon 2. 1 6 T es idempotente.

(i) == (iii) Sea A £, As X, A la factorizacién canénica de T, entonces
por el teorema 1.2.2 L y K son funtores adjuntos, con 77 unidad y £ counidad;
ademds L y K generan a T. Por otro lado, como S es la familia de morfis-
mos que L hace invertibles, entonces por [17, teorema 21.8.9(a)] existe un
unico funtor H : A[S~!] — As tal que H o Fs = L y H resulta ser iso-
morfismo, ya que K es fiel y pleno; por lo tanto, por la proposicién 1.2.1
Fs-1Gs=KH : A[S™'] — A y ademds Fs y Gs generan a 7.

(iii) == (ii) como T = (GF,n,GeF) es un triple en A, entonces existe
F 4G :B — A con F dominante y Fs -| G's : A[S™!] — A generana 7,
entonces por [17, teorema 21.2.9] existe un funtor & : A[S™!] — B fiel y
pleno tal que H o Fs = F, Go H = Gs y por [21, proposicién 1.3] Gs es fiel
¥ pleno. Asi G es pleno en la immagen de H, pero la i de H coincid
con la imagen de F y por la proposicién 1.2.6 G es fiel y pleno. -

Proposicién 2.1.9. Si F: A —> B es funtor dominanteyc: F — G es
una transformacion na_tuml con F,G: B — A, 2 £ es i fismo
natural si, y sélo si, ¢ F es isomorfismo natural.

Demostracién: _=>) Por hipétesis £ es isomorfismo natural y como F es
funtor, entonces £F es isomorfismo natural.
<=) Sean B un objeto de By B -2, FA 2, B con ¢op = lp una

dominacién de B. Como cF es isomorfismo natural, entonces se tiene el
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siguiente diagrama:

FB £ FFA ——EL FB

sel I EPALT eB
GB e GFA 7 GB
1 y II conmutan porque £ es una tranformacién natural y ¥ es dominante.
Sélo resta probar que £ tiene inverso €~! : G — F. Definimos (¢B)~! =
Fg¢o(eFA) 'eGyp : GB — F B, el cual tiene sentido porque I y 11 conmutan,
asi £ es isomorfismo y como £ es una transformacién natural; por lo tanto, &
es isomorfismo natural. -

Ahora caracterizamos la categoria de Kleisli y la categoria de Eilenberg-
Moore del triple idempotente T

Teorema 2.1.10. Si Y = (T, n, u) es un triple idempotente en A y S es una
familia de morfismos invertibles por T, entonces A[S™!] == Ax.

Demostracién: Si 7 es un triple idempotente, entonces por el teorema
2.1.8, para algin par de funtores adjuntos F 4 G : B —» A genera a 7.
Ademds, S es la familia de morfismos invertibles por T y por {17, teorema
21.8.9(b)] existe un \nico funtor H : A[S™!] — B con Ho Fs = F. Ademis
por el teorema 2.1.8, Fs tiene adjunto derecho GGs y generan a 7. En particu-
lar GsoFs = GoF = GoHoFgs, luego Gs = GoH; por lo tanto A[S™!] & Ay
con respecto a los funtores adjuntos Fs : A — A[S™!], Gs: A[S™!] — A.

[ ]

Observacid Si consid S a

As Atalque KoL =T, 2.2)

la factori ién candni agrandada del funtor T : A — A, donde T =
(_T, 7, 4) es un triple ide@gotente en A, entonces por la proposicién 2.1.7
L - K, con counidad & : LK — 1 y la adjuncién genera a 7.
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Lema 2.1.11. Sean T = (7,7, u) un triple idempotente en A y A un objeto
de A, 2 son equivalent,.

() A€As,

(ii) nA es seccion,

(iii) 1A es invertible,

(iv) A es cerrado izquierdo por S.

Demaostracidn: (i) == (iii) Si A € As, entonces 4 = TB con B en
B. Ademads, si 7 es idempotente, entonces ponZl = 1lr = uodrn, asi
ul = nT = T, y como u es isomorfismo, por lo tanto 77 es invertible.
Luego nT'B es invertible con inverso uB, por consiguiente 74 es invertible

con A =TB.
(i) == () Si A : A — T A es invertible, entonces A = "4 y por lo tanto

A € As, asf hemos probado (Z) si y sélo si (#47).

(i) = (iii) Sean F <4 G : B —3 A un par de funtores adjuntos que genera
a 7, con 7 unidad y ¢ counidad. Como 74 es seccidn, entonces aond =1,
donde a : TA —+ A. Ademais por la proposicién 2.1.3, T es idempotente si,
¥ sélo si, F'np es isomorfismo, con inverso eF. Como a e nA = 14, entonces
F(aonA) = F(1a) = lra, asi F(a o nAd) = 1lga; luego por ser F funtor
F(aonA) = Fao Fnd = 1r,. Por consiguiente Fa o Fnnd = 1g4, lo que
implica Fao FnAosFA = 1p4 0cFA4; ademéds FnAoecFA = 1r4 ¥y por lo
tanto Fa o lgpq = cFA, asi Fa = ¢F.A. Por otra parte, comoa : TA —» A
entonces Fa : FTA = FGFA —» FA es adjunto de nAdoa y £F A es adjunto
de 1lgFra, por lo tanto n4 o a = 14, luego 4 es invertible.

(i) == (iv) Por la ecuacién (2.2) Ls es invertible para algin s € S. Si
ademds A € As, entonces As(Ls, A) = A(s,KA) porque L y K son funtores
adjuntos; por lo tanto .4 = KA es cerrado izquierdo para S.

(iv) = (ii) Si T es triple idempotente y 4 es cerrado izquierdo para S
entonces 7.4 € S, por lo tanto nA induce nA* : [T4, 4] 22 [A4, A]; luego
TA=A4ycomonAd: 4 —r TA, entonces 4 es seccién. -

Teorema 2.1.12. St T = (T,n,1) es un triple idempotente en A, entonces
As = AT y As es igual a la subcategoria plena de A que consiste de todos

los objetos que son cerrados izquierdos para S.

Demostracién: Vamos a construir un isomorfismo entre A s y la categoria
de T-dlgebras sobre A. Ahora, recordemos que una J-dlgebra es una pareja
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(A,a), donde a: TA —> A es un morfismo de A tal que para cada objeto A
en A,aonA =14y ao uA=aoTa Por el lema anterior, siaonA = 1,4,
entonces 774 es invertible, asi a = 747!, Ademds a o uA = a o Ta, luego
nA™' o uA = nA~?! o Ta, por lo tanto u4A = Ta, asi pA = T(nA~'). Por
otro lado, por el lema 2.1.11 los objetos de A que admiten la estructura de
T-slgebra, son precisamente los objetos de Ags y la estructura de T-dlgebra
en cada objeto es entonces tinica y esta dada por 74~!. La naturalidad de
77 implica que todo morfismo de As es un homomorfismo de dlgebras y por
lo tanto el isomorfismo entre As y A7 esta dado. Ademais, nétese que este
isomorfismo es el correcto ya que los funtores adjuntos £ y K conectan a A
con T, de ahi que se requiera uA onTA = uAoTnA=1lra. -

2.2 Adjunciones de Galois.

H. Herrlich y M. Husek [25, 1990] trabajaron con ciertas tranformaciones
naturales que lamaron Adjunciones de Galois, mds precisamente.

Deflnicién 2.2.1. (F,G) es Adjuncién de Galois si, y sélo si, existe
(m.€) : F 4G : B — A adjuncién tal que G es isomorfismo natural.

Observacién. La definicién de adjuncion de Galois que dieron Herrlich y
Husek, piden ademas de lo anterior que €F también sea isomorfismo natural;
sin embargo no es necesario ya que si uno lo es, entonces el otro también y
reciprocamente como podri verse en el siguiente teorema. (Equivalentemen-
te uno podria pedir que Fr sea epimorfismo o G sea monomorfismo o GeF'
sea isomorfismo natural, ver teorema 2.2.5).

Teorema 2.2.1. Si (n,€) : F 4G : B — A es situacidn adjunta, entonces
son equivalentes:

(1) nGF = GFn.

(2) nG es isomorfismo natural.

(8) eFG = FGs.

(4) eF es isomorfismo natural.

Demostracién: (1) == (2) Por hipétesis F y G son funtores adjuntos, por
consiguiente se cumplen las identidades triangulares, esto es Ge o G = 1¢
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y €F o Fp = 1Fr. La primera identidad triangular nos dice que Ge es inverso

izquierdo de 77G, ahora probaremos que G= también es inverso derecho de

nG. Como 7 es una transformacién natural, entonces el siguiente diagrama
conmuta.

nGFGB

GFGB——— GFGFGB
GeB GFGEB
GB +GB GFGB
(G o Ge)(B) = nGB o GeB por definicién
= GFGeB onGFGB pues 7 es transf. natural
= GFGeB o (nGF)GB por asociatividad
= GFGeB o (GFn)GB por hipétesis
= GF(GeB)o GF(nGB) por asociatividad
= GF(GeB onGB) pues GF es funtor
= GF(legm) por la identidad triangular
= lerce pues GF es funtor.

Asi Ge es inverso derecho de 17G. Por lo tanto G es isomorfismo natural.
(2) => (3) Supongamos que 713G es isomorfismo natural, entonces Ge es el
inverso de nG.

eFGB = cFGBolgpgp porque 1pgp es funtor

=eFGB o F(lgg) por definicién

= eFGB o F(nGB o GeB) por hipétesis

= eFGB o (FnnGB o FGeB) pues F es funtor
= (¢eFGBo FnGB) o FGeB por asociatividad
= (lpge) ©c FGeB pues eF o Fnp=1p
= FGeB por definicién.

Por lo tanto eFG = FGe.

(3) == (4) Es andlogo a (1), pues existen adjunciones entre A° y B°?. Por
lo tanto, si eFG = FGe, entonces £F es isomorfismo natural.
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(4) == (1) Supongamos que £F es isomorfismo natural, entonces existe
Fn inverso de eF.

NGFA =nGFAolgra porque lgra es funtor
=nGFAoG(1lra) por definicién
=nGFAoG(cFAoc FnA) por hipétesis

=nGF Ao (GeFAoGFnA) pues G es funtor

= (nGFAoGeFA)oGFnA por asociatividad

= (GeFAonGFA)o GFnA pues £F es isomorfismo
= (lgra) o GFnA pues GeonG = 1lg
=GFnA por definicién.

Por consiguiente nGF = GFrn. -

diata del teorema anterior se resume en el siguiente

Una cc
teorema.
Teorema 2.2.2. Si (n7,¢) : F 4G : B —+ A es situacion adjunta, entonces
son equivalentes:

(1) (F,G) es adjuncidn de Galois.

(2) nGF = GFn.

(8) nG es isomorfisno natural.

(4) eFG = FGe.

(5) eF es isomorfismo natural.

Observacién. Si comparamos la proposicién 2.1.4 y el teorema anterior,
nos damos cuenta que existe una relacién muy estrecha entre los triples idem-
potentes y las adjunciones Galois; por lo tanto una pregunta natural es, ;Qué
relacién guardan los triples idempotentes y las adjunciones de Galois?. Se
puede ver que ambas cosas coinciden, como podrd observarse en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.3. Si (n,£) : FF 4G : B — A es situacion adjunta, entonces
son equivalentes:

(1) T = (GF,n,GeF) es triple idempotente.

(2) nGF =GFn.
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(8) (F,G) es adjuncién de Galois.

(4) NG es isomorfismo natural.

(5) eFG = FGe.

(6) eF es isomorfismo natural.

Demostracién: Es inmediato por la proposicién 2.1.4y el teorema 2.2.2
-

Ejemplo. Sea R un anilloy M, R en R-mod. Si A = B = R-mod, entonces

existe un par de funtores adjuntos F = 1las y G—. = R® — con unidad nAM :

M —> R%M,m»—» 1®m y counidad eM : RM — M, r@m — rm

tal que 77 es isomorfismo natural. Por lo tanto, (GF,7n,GeF) es un triple

idempotente y por consiguiente (1as, R% M) es adjuncién de Galois. Lo que
significa R % M = M.

A. Aparicio [26, 1993] d ré los sig resultados, que son de gran
utilidad para obtener mads ejemplos de adjunciones de Galois.

Proposicién 2.2.4. Si (F,G) es adjuncidn de Galois, entonces (G, F°P)
es adjuncidn de Galois.

Demostracién: [26, proposicién 3.2,p.37) -

Teorema 2.2.5. Si(n,€): F 4G : B — A es situacidén adjunta, entonces
son equivalentes:

(1) (F,G) es adjuncion de Galois.

(2) Fn es isomorfismo natural.

(8) nG es epimorfismo.

(4) Fn es epimorfismo.

(5) nGF = GFn.

Demostracién: [26, proposicién 3.2,p.38] -

Teorema 2.2.6. Sea (n,£) : F 4G : A —» B situacidn adjunta. Si 7 es
epimorfismo o G es pleno, entonces (F,G) es adjuncién de Galois.

Demostracién: [26, teorema 3.5,p.40)
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Observacién. El ejemplo que aparece después de la proposicién 1.1.1 in-
duce un triple que no es idempotente, ya que el funtor G__ = Hom s(M, __)
no es pleno; sin embargo si el médulo Af es proyectivo entonces el triple
inducido es idempotente y por lo tanto (M % —,Hom (AL, _})) es adjuncién

de Galois.

El teorema anterior es una versién andloga a la de la proposicién 2.1.6 como
era de esperarse.

Sean A y B categorias. A cada funtor F': A — B le asociamos la clase L(F)
de morfismos de A que son invertibles por F y la llamamos F —eguivalencias,
esto es; L(F) = {f € A tal que Ff es isomorfismo}. Ademads, si A es un
objeto de A, entonces denotamos con D(F) a la clase de objetos en B que
son isomorfos a FA; y usamos la misma letra para denotar a la clase de
objetos en una categoria y la subcategoria plena con estos objetos. As{

A5 DF)-5 B talque KoF=F, (2-3)

es la factorizacién canénica agrandada de F', donde K es lainclusién. Ademas
por la seccién 1.1, un triple ¥ = (7,7,x1) en A, consiste de un funtor
T : A —> A y dos transformaciones naturales 7 : 1o — T, p : 72 —> T
tales que poTn = 1pr = ponT y pouTl = poTu. Luego por la proposicién
1.1.1,si F: A — By G : B —> A es un par de funtores adjuntos con n
unidad y £ counidad, entonces 7 = (GF, 77, GeF') es un triple. Inversamente,
todo triple es inducido por algin par de funtores adjuntos, el cual no esta
determinado en general de manera unica. Es claro que entre todos los pares
de funtores adjuntos inducidos por un triple dado, existe uno inicial dado
por Kleisli y otro terminal dado por Eilenberg-Moore (teorema 1.1.3). Una
consecuencia inmediata del capitulo anterior, es el siguiente teorema.

Teorema 2.2.7. Si T = (T,n,u) es un triple en A, 17 son eq
tes.

(i) wu:T? — T es isomorfismo natural.

(i) Para cada objeto A de A, nA € L(T).

(#ii) Tn=nT.

Demostracién: Es claro por la proposicion 2.1.1 y el lema 2.1.11. -
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Observacién. Otras caracterizaciones de triples idempotentes se dieron en
la seccién 2.1. Por otra parte, si 7 es idempotente, entonces la factorizacién

AL DT)-E A talque KoT =T, (2.4)

induce un par de funtores adjuntos dado por 7. Ademads, la subcategoria
plena D(T) es isomorfa a la categoria de Eilenberg-Moore A” de T (teorema
2.1.12) y es equivalente a la categoria de Kleisli Ay de T por [16,corolario
2.3]. De hecho, Aq es isomorfa a la categoria de fracciones de A con respecto
a la clase L(7T") (teorema 2.1.10).



Capitulo 3

LOCALIZACION Y PAREJAS
ORTOGONALES.

3.1 Funtores de localizaciéon y parejas orto-
gonales.

Definicién 3.1.1. Sean A una categoria y W una clase de morfismos en A.
Un objeto B en A es W-local si cada morfismo w : X — Y en W induce
una biyeccién Hom (Y, B) = Hom (X, B). Una W-localizacién de un objeto
Aen A es un morfismo w: A — B con B W-localy weW.

Se puede ver que cualesquiera dos W-localizaciones de A son isomorfas.
Adermas, una W-localizacién w : A — B satisface cada una de las siguientes
condiciones universales.

(i) w es inicial entre todos los morfismos f : A — X con X W-local.

(ii) w es terminal entre todos los morfismos f: A — X con f € W.
También, si A es W-local y w : A — B es una Wh-localizacién, entonces
w es isomorfismo. Ahora, supongamos que cada objeto de A tiene una W-
localizacion, entonces existe un funtor T : A —> A y una transformacién
natural 7 : 1 — 7" tal que n4 : A —> T A es una W-localizacién, para
cada A en A. Claramente (T, 7) es tnico excepto por isomorfismo natural,
a (T, n) se le llama el funtor W-localizacion. Cuando T : A — A es un
funtor y 7: 1 — T es una transformacién natural, con 74 =TnA y nTA

37
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es isomorfismo natural, entonces T es idempotente. Es claro que (T,7) es
idempotente. Reciprocamente, todo funtor idempotente (7, 7) en A puede
obtenerse como W-localizacién, donde W consiste de todos los morfismos
f: A~ B en A tales que T f es isomorfismo.

Definicién 3.1.2. Sean A una categoria y 4, B objetos de A. Un morfismo
f : A —» B y un objeto X de A, se llaman ortogonales si la funcién
= A(f, X) : A(B,X) — A(A, X) es una biyeccién, es decir; para toda
k : A —> X existe un tdnico g : B —— X tal que £ = g o f, esta situacién la
denotamos con f L X.

A(X,Y) es el conjunto de morfismos entre los objetos X,Y de A. Para la
clase de morfismos L, £+ denota la clase de objetos ortogonales a cada f en
L;estoes L+ = {X € A| X L f paracada f € L}. Los objetos en L~ se
llaman objetos cerrados izquierdos para L (ver lema 2.1.11 y teorema 2.1.12).
Anidlogamente para la clase de objetos D, denotamos con D+ a la clase de
morfismos ortogonales a cada X € D.

Definicién 3.1.3. Una pareja ortogonal en A, es una pareja (L,D) que
consiste de una clase de morfismos £ y una clase de objetos D tales que
LL =D, DLt=2L.

A continuacién enunciamos un resultado de J.F. Adams [1] que permite dar
varios ejemplos de parejas ortogonales.

Proposicién 3.1.1. §5i T = (T,n,u) es un triple idempotente en A, en-
tonces (L(T), D(T)) es una pareja ortogonal.
Demostracién: (1, proposicién 2.10,p.20) [ ]
Con este resultado obtenemos varios ejemplos, ya que triples idempotentes
hay muchos.

Observacién. Por el teorema 2.1.2 si T = (7,7, u) es un triple idempo-
tente en A, entonces lasclases L ={f : A — B | Tf : TA = TB},

D = {X | nX : X = TX} forman una pareja ortogonal. Por otra parte, dada
una pareja ortogonal (L, D) en A, existe un triple idempotente ¥ = (T, 1, &)
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tal que L(T) = L y D(T) = D si, y s6lo si para cada objeto X existe un
morfismo ¢ : X — Y de L con Y en D; en este caso T se llama funtor de
localizacidn asociado con (L, D) y los objetos en D son T-locales.

Lema 3.1.2. Si F : A — B es funtor adjunto izquierdo de G : B — A,
entonces L(F) = D(G)*.

Demostracién: Si f: A — B es un morfismo de A y X es un objeto de
B, entonces el siguiente diagrama conmuta:

A(B,GX)AYLEX) _ 5(4,6X)
O o

B(FB,X) —sero B(FA,X)
Claramente los morfismos verticales son isomorfismos porque F y G son
funtores adjuntos. Ademis, los morfismos horizontales son los inducidos por
£, asi el diagrama conmuta y por lo tanto, L(F) = D(G)*. -

Teorema 3.1.3. Sea T = (T,n,u) un triple en A. Si (n,e) : F 14 G :
B — A es un par de funtores adjuntos que induce a T, entonces L(T) =
L(F) , D(T)* = D(GY+ y £L(T) = D(T)H)*

Demostracién: Como T = GF entonces D(T) € D(G) y L(F) € L(T).
Ahora, supongamos que f : A —> B es T-equivalencia, entonces tomando
= (T f)~! o nB obtenemos un diagrama conmutativo,

a—L-n

nal w7 lvB
L
TA—F!—-TB

que corresponde bajo la adjuncién al siguiente diagrama conmutativo:

FAXe FB

o
FA = FB
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Lo que demuestra que f es F-equivalencia y por lo tanto, L(T) © L(F),
asi L(T) = L(F). Andlogamente, si f : A — B es ortogonal a todos los
objetos en la imagen de 7', entonces existe un \inico morfismo ¥ : 8 — T A
tal que nA = o f. Porunlado Tfovo f =TfonA = nB o f, luego el
primer diagrama conmuta. Por otro lado, como el segundo diagrama conmuta
entonces HT)L € L(F) = L(T), asi D(T)*+ € L(T). Ademss, por el
lema anterior D(G)*+ = L(F); lo que implica D(G)L+ = L(F)+ = L(T)*+.
Asf D(G)*+++ = L(T)*+ y por lo tanto, L(T) € L(T)H = DG)++L =
D(G)*+ € D(T)+, luego L(T) € D(T)* y por consiguiente L(T) = D(T)*.
Anidlogamente D(T)++ = D(G)~+. -

Como consecuencia del teorema anterior se tiene D(T) € L(T)t, esto es,
para algin triple T = (T, 7,u) los objetos de la forma TX (o isomorfos
a estos) son ortogonales a todas las T'-equivalencias, pero L(T)* podria ser
muy grande si el triple 7 = (7', 77, ) no es idempotente. Por supuesto nuestro
interés es determinar la clase L(T)* en general.

Proposicién 3.1.4. Sea T = (T, n, 1) un triple idempotente en A. Si para
cada objeto X de A, nX : X — T X es seccidn, entonces X € L(T)L.

Demostracién: Es in diato por el lema 2.1.11. -

Es natural preguntarse, si en todo triple T = (T, 7, u4) se tiene que la clase
L(T)*, coincide con la clase de objetos X tales que X : X — TX es
seccién. Esta clase estd contenida en L(T)’ por la proposicién anterior y
contiene a D(T) porque ponT = lr. Sin embargo, el siguiente ejemplo
demuestra que no es el caso.

Ejemplo. Sea A la categoria de homotopfa punteada de espacios topolégicos
conexos por trayectorias, que tienen el mismo tipo de homotopia de un CW-
complejo y B la subcategoria plena de los espacios simplemente conexos.

Sea F = ¥ el funtor suspensién reducido y G = €2 el funtor espacio de lazos, )

entonces F : A — B y G : B — A forman un par de funtores adjun-
tos. Luego, si T = (T',7,u) es el triple inducido por F y G, entonces la
clase L(T) = L(F) es precisamente la clase de equivalencia de homologia
entera. Por lo tanto, L(T)* es la clase de espacios H,.{ ; Z)-locales de Bous-
field conexos por trayectorias. Ahora, si X es un K(G,1) donde G es un
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grupo HZ-local no conmutativo, entonces X € L(T)* y el morfismo natural
X : X — QEX no es seccién (pues de lo contrario la identidad de G se
factorizaria por medio de 7; (22X) que es conmutativo, 1o que contradice la
eleccién de G).

Uno puede preguntarse ademads, jcudndo la igualdad L(T)* = D(T) implica
que el triple T es idempotente?. En otras palabras, ;si (L(T), D(T)) es una
pareja ortogonal, entonces T es idempotente?. La respuesta es no, como
puede observarse en el siguiente contraejemplo.

Ejemplo. Sea A la categoria de los conjuntos infinitos numerables y B la ca-
tegoria de los espacios vectoriales infinitos numerables sobre €l campo Z,. Sea
F : A —> B el funtor que asigna a cada conjunto X el espacio vectorial con
base X y G : B — A el funtor que olvida, entonces F es adjunto izquierdo
de G. Sea T = (7', n, 1) el triple inducido por F y G, entonces la clase L(T") =
L(F) es la clase de todas las biyecciones en A. Por lo tanto, cualesquiera
dos objetos de A son isomorfos; asi D(T) = A = L(T')*. Por otro lado, para
cada conjunto X, el morfismo nX : X —> TX es estrictamente inyectivo y
por consiguiente T no es idempotente.

3.2 Extension de triples.

Antes de definir qué es una extensién entre triples, es conveniente decir lo que
es un morfismo de triples. A continuacién lo haremos y veremos un resultado
que usaremos en la proposicién 3.3.2.

Definicién 3.2.1. Si ¥ = (T',7',¢') y T = (T, n, 1) son triples en A, en-
tonces un morfismo de triples o : 7' — T es una transformacién natural
«a: T — T tal que

@ n=aon, () wpoa’=aoy' (3.1)
Es decir, los siguientes diagramas conmutan:

].A_"l_>Tl Tr2_?i—j'ﬂ

S g e b

T —T )



42 CAPITULO 3. LOCALIZACION Y PAREJAS ORTOGONALES.

Ademds por ser a una transformacién natural, se tiene lo siguiente
=aoca=Taocal’' =aT o T'a; asi la ecuacién (3.1 (ii)) se convierte en

puealToTa=aocy’ =poTacal’. (3.2)

La siguiente proposicién da un método para construir morfismos de triples.

Proposicién 3.2.1. Sean T’ = (T',77/,') y T = (T, 1, u) triples en A. Si
o : T'T — T es una transformacidn natural tal que (8) y (4) conmutan,

T T e T2 T Trr
17 ® lv 7"01 “ L4
T ———T

entoncesa=ocoT'n: T — T es un morfismo de triples.
Demostracién: Para ver que o o 77 es un morfismo de triples, hay que
probar (i) n=ocoT'non'y (ii) (coT'MNoy = puo(coT'N)T o T'(coT'y).
La condicién (ii) se reduce a verificar que el siguiente diagrama conmuta.

.

72 L T
‘:: N Y:
T, ey —— 2T rep
@ T™rn () T™Tn l Z
rer TR pire —#T o7z @ T
T w lrafr (O] o 1 T . 1:
T w7 T'T? p— T2 —
Primero demostremos que (i) se cumple, para ello consideremos el siguiente
diagrama:
1a LA o
f I
b A o

=~

T
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El rectdngulo conmuta porque 7' es una transformacién natural. Por hipdStesis
el tridngulo también conmuta, asi c o T’ o' = 1y o = n. Por lo tanto
la primera condicién se cumple. Ahora, veamos que la segunda condicién
también se cumple. Para esto es suficiente probar que (o o 7T'n) o u' =
pnooT oT'TnoTooT?y (yaque T y 7" son funtores).

Por un lado, como i’ es una transformacién natural, entonces los siguientes

diagramas conrmutan:

124 2 104 T2y A v g
™ l 17'! T"ql T'n
TPTA Sz T'TA

T3*B 55 T'B
(3) conmuta. Es claro que (2)

Por lo tanto (1) cc a, andlc
conmuta porque la identidad es una tranformacién natural.
Por otro lado, como ¢ es una transformacién natural, entonces los siguientes

diagramas conmutan:

T'TA—2~TA
Tqu - Tn
T'TTA 3 TTA

T"TA—22~TA
T™rs Ts
T'TB—5~T8B
pues T’ es funtor

T'oT o T°Tn = T'(cT o T'Tn)
porque * conmuta

=T'(Tne o)

=T'TnoT'oc pues T’ es funtor.
Asf T'oT o T"?Tn = T'Tn o T'c y por consiguiente (4) conmuta.
Ahora, veamos que (5) conmuta.

oT o uTT = (0 o uT)T pues T es funtor
= (coT'o)T por hipétesis

oT o T'oT pues T es funtor.
Es claro que (6)

Por 1o tanto oT o yI? = oT o T'oT, asf (5) conmuta.
conmuta porque o es una transformacién natural. Ademas, como T es triple
entonces px o T = 1r, es decir (7) conmuta. Por consiguiente el diagrama

-

grande conmuta, asi coT'nou’' =puocoToT'TnoT'co '%7.
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Definicién 3.2.2. Sean A una ria, B sub ia plena de A y
K :B — Alainclusién. Si T = (T, 7,u') es un tripleen By ¥ = (T, n, u)
es un triple en A, se dice que T extiende a T’ si existe ¢ : KT' — TK
equivalencia natural tal que

() nK = ¢oKn' .
La ecuacidn (3.3) quiere decir que ¢ es compatible con la estructura del triple.
Ademds, si T” es idempotente, entonces (ii) es consecuencia de (i) como puede
verse a continuacidn.
Proposicién 3.2.2. §i T = (T',7, ') es un triple idempotente en B tal
que nK = ¢ o K1), entonces

po Ky = uK oTeo T (3.4)

(ii) oKy = uK oT¢oaT. (3.3)

Como ¢ es una transformacién natural, entonces jos si-

Demostracién:
guientes diagramas conmutan.
KTA-2% TKA KTA—2% e TKA
F.vadd TKS K?"#Al lTKr/A
—_— ot ’
KT'B Y TKB KTTA-;TV—:TKTA

poKu =1lrxogo Ku' porque 1rx es funtor
= (uoTn)K ogdo Ku' pues T es triple
=uKoTnKog¢po Kp' por ser K funtor
=uKoT(poKn)edo Ky por hipdtesis
=uKoTdoTKn opo K’ pues T es funtor
= uKoT¢o(TKn op)o Ku' por asociatividad
= uKoT¢o (¢T' o KT') o Kp' pues ¢ es transf. natural
= uK oT¢odT o (KT'n o Ku') por asociatividad
= uK oTpodpT' o K(T'n ou') pues K es funtor
= uK oTdo¢dT o K(11+) por hipétesis
= uKoT¢o¢T o (1xr) porque f(1) =1,
= uKoT¢oT porque 1x es funtor.

Por lo tanto ¢ o Ky’ = uK o T'¢po ¢T.
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3.3 Extensién de parejas ortogonales.

Definicién 3.3.1. Sean (s, d) una pareja ortogonal en B y (L, D) una pareja
ortogonal en A, decimos que (L, D) extiende a (s,d)sisC L y dC D.

Proposicion 3.3.1. SiB es subcategoria plena de A, conT = (T 7, ;4’) un
A,

triple idempotente en B y 7 = (T, n, u) un triple i
T eztiende a T’ si, y solo si, la pareja ortogonal (L(T) D(T)) eztiende a la
pareja ortogonal (L(T'), D(T')).

Es claro porque B es subcategoria plena de A y T, 7/ son
[ ]

es

Demostracion:
triples idempotentes.

Definicién 3.3.2. Si (£1,D,) y (L2, D2) son parejas ortogonales en A, en-
tonces

(L1, D) < (L2,D2) <> Dy € Do, (3.5)
Por lo tanto, la coleccién de todas la extensiones de (£, D) induce un orden

parcial.
Proposicién 3.3.2. Si Y = (T',9, ') v T = (T, n,u) son triples idempo-
tentes en A, entonces (L(T), D(T)) < (L(T7), D(T")) si, y sdlo si, existe un
tnico morfismo de triplesa : T' — T".

D st i6 ==) Sup s que (L(T), D(T)) < (L(T), D(T')).
entonces D(T) € D(T’). Por lo tanto, para cada objeto A de A existe
un Gnico diagrama conmutativo,

AT T

nA l"A »
TA

con 1A = adon’'A, porque A € L(T') y T A € D(T’). La compatibilidad de
acon uy i se sigue del hecho de que 7' es idempotente y de la proposicién
3.2.2, esto es, aou’ = poTaoal’. Por lo tanto a : T — T es morfismo

de triples.
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<==) Veamos que (L(T), D(T)) < (L(T'), D(T’)). Es suficiente probar D(T)
€ D(T’). Por hipétesis, existe un tinico morfismo de triples a : 79 — T y
por consiguiente a : T —— T es una transformacién natural tal que n = ao7/
yaou =puoTaocal’. Por un lado, si A € D(T) entonces 14 : A —— TA
es isomorfismo y por el diagrama anterior a4 es epimorfismo. Por otro
lado, si 77 es idempotente, entonces T'7'A = n'T’' A es isomorfismo. Ademss
como nA = aA o n'A, entonces T'nA = T'(ad e nA) = T'aAd o T'n’A, asf
T'nA = T"aA o T'n'A. Por lo tanto T'aA = T'nA o T’ A}, luego T'aA
es isomorfismo ya que cada uno lo es. Ahora, por hipétesis T’ es triple
idempotente en .A y por consiguiente 1’ es una tranformacién natural, asf los

siguientes diagramas conmutan:

A—L—wp TA—22 o T4
rl'Al B r}'T’Al wTA
TA =7 B T"TA Fax T"TA

Luego T"aAon'T'A = T Ao aA. Por lo tanto T’aAd on'T'A es isomorfismo,
ya que cada uno lo es. Luego aAd es seccién y como a1 es epimorfismo,
entonces a4 es isomorfismo. Asi lo que hemos visto es que nA4 y aA son
isomorfismos y como 1A = a4 o 1774, entonces 7'A es isomorfismo. Luego
A € D(T') y por lo tanto, D(T) € D(T’). -

Observacién. Sea B subcategoria plena de A y (s, d) una pareja ortogonal
en B. Por (8, proposicién 2.2] sabemos que si (£, D) es una extension de (s, d)

en A, entonces
(@t,d*t) < (£, D) < (st M), (3.6)

donde la extensién en A es con respecto al orden parcial definido por la
ecuacién (3.5) y la ortogonalidad pensada en A. A la pareja ortogonal en A,
generada por la clase s se llama ertensidn mdrima de (s, d). Andlogamente,
a la pareja ortogonal generada por la clase d se llama extension mfnima de
(s, d).

Ejemplo. Sea A la categoria de los grupos finitos y B la subcategoria de
los grupos nilpotentes finitos. Para un primo p fijo, consideremos la pareja
ortogonal (s,d) en B asociada a la p-localizacién de la seccién 3.6, entonces la



3.3. EXTENSION DE PAREJAS ORTOGONALES. 47
clase d consiste de todos los p-grupos y la pareja ortogonal (L, D) = (d+, d)
en A es la extensién maxima y minima de (s,d) en A. As{ la pareja (L, D)
admite un funtor de localizacidn, que asocia a cada grupo finito su p-cociente
madximo; el cual resulta ser la \inica extensién de todos los grupos finitos de
la p-localizacién de los grupos nilpotentes finitos.

Notese que si suponemos que la pareja (s, d), estd asociado con algin triple
idempotente en B, entonces las parejas (d+,d++) y (s*, s**) no necesaria-
mente corresponden a triples idempotentes en A. Por lo tanto, no se sigue
de (3.6) que todo triple idempotente en B, tiene extensién inicial y extensién
final sobre A. Sin embargo, se puede establecer un hecho mas débil.

Teorema 3.3.3. Sean B una subcategoria de A, T' = (T",7/, ') un triple
idempotente en B y T = (T,n,u) un triple idempotente en A tal que T
ztiende a T, 2 H

(3) Si (L(T), D(T)) = (L(T)L, D(T)HE), entonces T es final entre todas las
eztensiones de T’ sobre A, es decir; si T es un triple idempotente en A tal que
T extiende a J', entonces eriste un tnico morfismo de triples 8: T —»> TF.
(i) Si (L(T), D(T)) = (L(T)HL, D(T)HLL), entonces T es inicial entre todas
las extensiones de T’ sobre A (en el rnismo sentido que (i)).

Demostracién: Es claro por la ecuacién (3.6) y por la proposicién 3.3.1.
a

PDefinicién 3.3.3. Una categoria se llama pequeila si Ob (A) es un conjunto.

Ejemplo. Los conjuntos preordenados y los monoides considerados como
categorias son pequeias.

Peflnicién 3.3.4. Una categoria es completa si todo diagrama pequerio en
A tiene limite,

Teorema 3.3.4. Si A es una categoria entonces son equivalentes:
(1) A es completa,

(2) A tiene productos e igualadores,

(3) A tiene productos e inter i finitas,

(4) A tiene productos fibrados y objeto final.

Demostracién: [20, teorema 12.4,p.196] ™
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Ejemplos. Conj, Vec, Top y Grp son categorias completas porque tienen
productos e igualadores.

DPefinicién 3.3.5. §i F : A — C y G : B — C son funtores, en-
tonces la categoria coma (FlG) es la categoria cuyos objetos son ternas
(A, f,B),donde A cObA, Be ObBy f: FA — GB es morfismo de C;
cuyos morfismos de ternas (A, f, B) — (A, f’, B’) son parejas (a, b), donde
a:A-—> A es un morfismo de A y b: B ~— B’ es un morfismo de B tal
que el siguiente diagrama conmuta:

FA-L2- pa
Il 4
GB —(~ GB'

Las identidades son 1(4,7,8) = (14, 1g) y la composicidn se define componente
a componente, esto es, (a’,b) o (a,b) = (a’ca,V ob).

Definicién 3.3.6. Sea A un objeto de A, la categoria de objetos bajo A es
la categoria (AJA), cuyos objetos son parejas (f, A’), donde A’ es un objeto
de Ay f: A — A’ es un morfismo de A. Los morfismos son morfismos
de parejas h : (f,A) — (f',A"),con h: A’ — A" y f' = ho f; esto es,
conmuta el siguiente diagrama.

Ed A

Nk

A

3.4 Extensiones de Kan.

Si C es una categoria y K : B ~— A es un funtor, entonces consideremos CA
la categoria de funtores de A en C; cuyos objetos son funtores $: A — C
y los morfismos son transformaciones naturales o : S — S’. Se define el
funtor CX : CA — CP dadoporog : S — S +— oK : SK — S'K.
El problema de la extensién de Kan es encontrar los adjuntos izquierdo y
derecho de CX. Consideremos primero el problema para el adjunto derecho.
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Definicién 3.4.1. Sean K : B — A y F : B — C funtores, la ex-
tensién de Kan derecha de F a lo largo de K y que denotamos con Ran i F,
es la pareja R,g : RK — F, donde R es un funtor en CA y £ es una
transformacién natural que es universal como morfismo de (CX1F) donde
CK:CA —CPyFeCB.

Asi, la universalidad determina el funtor R = Ran xF de manera udnica
excepto por isomorfismo natural, esto es; para cada pareja de funtores
S, : SK — F, existe una inica transformacién natural ¢ : § — R
tal que ¢ = o0 oK : SK — F; es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A
s
x NG
15
B— c

La asignacién o — 0K es un isomorfismo natural en S y por consiguiente
Nat (S, R = Ran xF) = Nat (SK, F). Este isomorfismo natural determina
Ran g F para K y F. Esta extensién de Kan se le llama derecha porque
aparece a la derecha de hom-set (aunque algunos autores llaman a R la ex-
tension de Kan izquierda de F a lo largo de K). A continuacién enunciaremos
algunos resultados que utilizaremos més adelante.

Teorema 3.4.1. Sean K : B — A y F : B —» C funtores, tales que la

composicidn (ALK) -2, B £ C tiene limite para cada A en A, con A cono
limite, escribimos

RA = lim((A1K) 2,85, C)=1mFB F € (AlK), 3.7

cada g : A — A’ induce una unica flecha Rg : ligFQ —_ li}_nFQ’ que
conmuta con los conos limites, estas formulas definen un funtor R: A — C

'y para cada B en B las componentes M xp = B del cono limite definen una
transformacion naturale : RK — F y R,c es una extensidn de Kan derecha
de F a lo largo de K.

Demostracién: [14, teorema 1,p.234]. [ ]
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Corolario 3.4.2. Si B es una categoria pegqueria y C es una categoria com-
pleta, entonces todo funtor F : B — C tiene extensicn de Kan derecha a lo
largo de cualquier K : B — A y C¥ tiene adjunto derecho.

Demostracién: {14, corolario 2,p.235]. -

Observacién. El caso originalmente estudiado por Kan en 1958 es cuando
C es la Categoria de los Conjuntos.

Corolario 3.4.3. Si el funtor K : B — A es fiel y pleno, entonces el
morfismo universal £ : RK —— F para la extensidn de Kan R de F a lo

largo de K es un isomorfismo natural € : RK = F.

Demostracién: [14, corolario 3,p.235). -

Corolario 3.4.4. S5i B es subcategoria plena de A y F : B — C es un
Sfuntor tal que cada composicion (ALK) -2, B £, C tiene limnite A en C,
entonces erxiste un funtor R: A —+ C con RK = F, (es decir, R extiende
a F') tal que la transformacidn natural identidad 1 : RK ——> F hace que R
sea la extensidn de Kan derecha de F a lo largo de K : B —» A

Demostracién: (14, corolario 4,p.236]. [ ]

Resumiendo. Sean X : B — A y F : B —» C funtores. Si C es una
categoria completa y para cada objeto 4 de A, la categorfa coma (AlK)
tiene subcategoria inicial pequefia, entonces la extensién de Kan derecha
R = Ran g F de F puede ser calculada como limite puntual (teorema 3.4.1)

RA = lmFQa, (3.8)

donde Q4 : (AlK) — B es la proyeccién 4 — KB en B. Si K es in-
mersién plena y R es construido como en (3.8), entonces RK es naturalmente
equivalente a F (corolario 3.4.3). Pero como B es subcategoria plena, en-
tonces RK = F (corolario 3.4.4). Ademds, si X : B — A tiene adjunto
izquierdo L : A — B, entonces para cada funtor F : B ~—— C y para cada
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objeto A en A existe 1‘i_x_nFQA = FLA. Por lo tanto la extensién de Kan
derecha de F a lo largo de K existe puntualmente y estd dada por

FL = RanxF. (3.9)

Lo que quiere decir en particular, que si T = (T',n, i) es el triple inducido

por los funtores adjuntos L y K, entonces T = Ran x K. De manera mas
general se tiene lo siguiente.

Proposicién 3.4.5. Sean K : B —> A un funtor y 7' = (T',7',u") un
tripleen B. SiF: B — C yG: C — B es un par de funtores adjuntos
inducidos por ¥', entonces Ran x KT' = Ran xcKG.

Demostracién: Por hipétesis F y G son funtores adjuntos y por (3.9)
Ran g KG=KGF=KT’, pues GF = T'. Asi Ran x KT'=Ran g(RancKG)

= Ran xgKG. Por lo tanto Ran x KT" = Ran xcKG. -

Observacién. Si K : B — A es un funtor, cuya extensién de Kan derecha
T : A — A de K a lo largo de K existe, entonces existe una transformacién
natural £ : TK —+ K tal que para cada funtor S : A —» A, la aplicacién
o > p = £ 00K es una biyeccién ¢ : Nat (S,T = Ran g K) = Nat (SK, K).
Ahora, si S = 1, y definimos 7: 14 — T conn = ¢ *(1g); S = T2 y
m:T? — T con p = ¢~ (e o Te), entonces n y u son transformaciones
naturales y (T, 77, ) es un triple en A. A este triple se le llama triple codenso
de K. Mas ain, K es codenso si, y sélo si, 7 es isomorfismo.

La proposicién anterior nos dice que, para estudiar las extensiones de triples
idempotentes sobre categorias muy grandes via extensiones de Kan, es sufi-
ciente considerar triples de ciertas inmersiones. Si suponemos que el triple
T’ es idempotente, entonces 7' es inducido por un par de funtores adjun-
tos B -2 D(T') -5 B, donde F = T' y G es la inclusién. Si ademds,
suponemos que K : B —3 A es inmersién plena, entonces la extensién de
Kan derecha R de KT’ a lo largo de K en el siguiente diagrama,

B-YeaA

T'l llA

B-—x~A
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es parte del triple codenso R = (R, 17, u) de la inmersién de D(T’) en A; el
cual existe por la proposicién 3.4.5. Ademds, R es una extensién de T” sobre

A. El siguiente lema serda de gran utilidad maés adelante.

Lema 3.4.6. Si K : D — A es inmersion plena tal que R
P) te. ent L(R) = D+. )

= Ran X

eriste p
Demostracién: (i) Veamos que DL € L(R). Si f € D+ entonces

f : A — B es un morfismo de D+ y por consiguiente f induce un iso-
morfismo de categorias (ALKR) = (BlK). Asi, por la ecuacién (3.8) f es
R-equivalencia y por lo tanto f € L(R), luego D+ C L(R).

(i) Veamos que L(R) € D+. Como R= Ran xX y K es inmersién plena,
entonces R es la identidad en los objetos de D, por lo tanto D € D(R). Por
el teorema 3.1.3 L(R) = D(R)* y como :D(R)"‘ C D4, entonces L(R) © D*;
luego por (7) y (i) L(R) = D+. -
Teorema 3.4.7. Si A es una categoria, (L, D) es una pareja ortogonal en
Ay K : D — A esla inclusién, entonces (L,D) admite un funtor de
localizacion si, y sdlo si, Ran ;K eziste puntualmente. Cuando éste sea el
caso diremos gue Ran K es el funtor de localizacion asociado con (L, D).

Demostracién: =) Si (L, D) admite un funtor de localizacion, entonces
existe un funtor de localizacién T para (L, D) y por (3.9) T = Ran x K existe
puntualmente.

<=) Supongamos que R = Ran x K existe puntualmente, entonces por el

lema anterior L(R) = DL. Ademias (L,D) es una pareja ortogonal <>
L+ = D, D+ = L. Por lo tanto L(R) = D+ = L, luego L(R) = L. Por
otra parte, D C D(R) porque K es la inclusién y como (£, D) es una pareja
ortogonal en A, entonces D(R) € D(R)*+ = L(R)* = L'+ = D. Luego
D(R) € D y por consiguiente D = D(R). Asi L(R) = L y D = D(R). Sélo
resta probar la idempotencia de R, lo cual es claro ya que para cada objeto
A en A se tiene que RA es un objeto de D(R) ¥ por consiguiente de D, asf
R?A = RA y por lo tanto, (£, D) admite un funtor localizacién R. [ ]

Nétese que el teorema 3.4.7 es un caso especial de [14, X.7.2], que a su vez
se obtuvo como consecuencia del lema 3.4.6.

Definicién 3.4.2. Sea D la clase de objetos de A, D se llama saturado si
D = D.
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Observacién. Nétese que si (L, D) es una pareja ortogonal en A, entonces
L y D son saturados. Ademads, el teorema anterior nos dice que si L es sa-
turado, entonces la existencia del funtor de localizacién para (D+, D+L) es
equivalente a la existencia de Ran K. Para clases arbitrarias D, no nece-
sariamente saturadas una implicacién es verdadera bajo ciertas restricciones
en la categoria A (ver corolario 3.5.3). i '

3.5 Extension de triples idempotentes.

Definicién 3.5.1. Una categoria A, se llama bien potenciada si todo objeto
de A tiene solamente un conjunto pequeino de subobjetos, es decir, Suba X
es isomorfo a un conjunto pequefio, para cada X en A.

Ejemplos. Top, Grp, R-mod y Ord son categorias bien potenciadas.

En el caso en que A es una categoria completa y bien potenciada, existe un
proceso general para asociar a cualquier triple en A, un triple idempotente
de manera universal dado por Fakir [11].

Teaorema 3.5.1. Sea A una categoria completa y bien potenciada. Si R =
(R,n,u) es un triple en A, entonces eTiste un triple idempotente
Roo = (RoosToos Hoo) €N A ¥y un monomorfismo de triples ¢ : Rea — R
seodad.

con las siguientes prop .
(i) ¢ es universal, es decir, st p: R — R es un morfismo con R idempo-
tente, entonces eriste un Unico morfismo ¢,, : R — R tal que pod, = .
(ii) ool : R —> R R es isomorfismo.

(iii) Si f : A —> B es un morfissno de A, entonces f es Ro-equivalencia

<= f es R-eguivalencia.

Demostracién: [11, p.100]. -
A continuacién recordemos como se construye R, €l cual sera de gran ayuda
ma4és adelante.

(i) Definimos (Ro, 70, o) = (R, n, 1)-
(ii) Si -+ 1 es ordinal sucesor de a, entonces Rqo41 €5 el igualador de Rana ¥
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7lafla, junto con las \nicas transformaciones naturales 7441 ¥ ta+1 que hacen
conmutar Jos siguientes diagramas:

1 Jaxi Baur (Ras1)? HKaviRa+ts RoRai: Ro Ka+1 (Ra)?
e lkau Ha+l . Ha
Ra1 For: Ra

(iii) Si w es ordinal limite con & < w, entonces R, = lim R, es decir tomamos
el limite sobre todos los ordinales o menores que w. Por lo tanto para cada
objeto X de A, tenemos un sistema inverso de monomorfismos que necesaria-
mente estabiliza a algiin ordinal, porque A es bien potenciada. Denotamos
con RoX al objeto obtenido por estabilizacién. El funtor R.c es parte del
triple Roo = (Roos Noos Hoo)» Ademas Reles = 7Noofloo, 10 que quiere decir
que el triple Ry es i idempc Por consiguiente podemos
establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.5.2. Sean A una categoria completa y bien potenciada, B subca-
tegoria plenade A y K : B — A la inclusion. SiJ’' = (T, 7', 1') es un triple
en B tal que R = Ran x KT’ eriste puntualmente, entonces R es parte de un
triple R = (R,n, p) en A y el triple idempotente asociado Roe = (Floo, Toor Hoo)
satisface lo siguiente:

(i) Ru extiende a T’ en A.

(i) (£(Reo), D(Reo)) = (D(T)+, D(T') ).

(#ii)Roo es final entre todas las extensiones idempotentes de T’ sobre A.

Demostracién: Por las observaciones hechas antes del lema 3.4.6, es claro
que el funtor R es parte de un triple R = (R, 77, 4) en A y ademds R extiende
a T en A. Sea R, el triple idempotente que se obtiene aplicando €] teorema
anterior al triple ;R. Ahora escogemos a R de tal forma que el isomorfismo
natural K7 — RK sea la identidad, por lo tanto, si B es un objeto de B
entonces RnB = T'’B = nRB, pues T’ es idempotente. Por lo tanto de la
construccién de R, se tiene que R, B = RB, anilogamente,

R,.B=RB=TB. (3.10)

Por lo tanto, R, extiende a I’ en A y por consiguiente (i) estd probado.
Ahora veamos que se cumple (ii). En efecto, por el lema 3.4.6 L(R) = D+
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¥y por la ecuacién (3.10) L(R) = L(Rw) = L(T') = D*; asf por el teo-
rema 3.5.1 (iii) D(T') = L(R) = L(R) ¥ por lo tanto, (£(Rw), D(Res)) =
(D(T")+, D(T’)*++). El inciso (iii) es claro por el teorema 3.3.3 (i). [}

Corolario 3.5.3. Sean A una cat 1fa pleta y bien pot iada, ‘D sub-
categoria plena de A y K : D — A la inclusidn. Si Ran x K existe pun-
tualmente, entonces la pareja ortogonal (DL, D+1) admite un funtor de lo-
calizacidn.

D i6 Si definimos B="D y T' = 1 en el teorema anterior, en-
tonces D(T") es la cerradura de D bajo isomorfismos, as{ (£L(Rec), P(Ras)) =
{D+, D), pues T¥ = 1. Por lo tanto, R, es el funtor de localizacion aso-
ciado a la pareja ortogonal (D, D+1), [ ]

Observacién. Como consecuencia importante del corolario anterior es el
teorema 3.6.2, donde A es la categoria de los grupos y D es la subcate-
goria plena de los grupos nilpotentes P-locales. En este caso Ran xK es la
Z p-completacion y el funtor de localizacién asociado con la pareja ortogo-
nal (D+,D+L) es Lp, (como podrd verse en la préxima seccién). Por otra
parte por el teorema 3.4.7, si D es saturado, entonces la existencia del funtor
de localizacidn para (D+, DAL1), es equivalente a la existencia de Ran x K y
ademass, en este caso Ran x K es idempotente.

Definicion 3.5.2. Si D es una clase arbitraria de objetos, entonces decimos
que la pareja ortogonal (D+, D+1) esta generada por D.

Corolario 3.5.4. Sea A una categoria completa y bien potenciada. Si (£, D)
es una pareja ortogonal de A generada por un conjunto de objetos, entonces
(L, D) admite un funtor de localizacion.

Demostracién: Sea Dg una subcategoria pequefia plena de A, cuyos ob-
jetos generan a la pareja ortogonal (L,D) con K : Dy —* A el funtor
inclusién, entonces para cada objeto X de A, la categoria coma (Xl K) es
pequefia y por (3.8) Ran x4 K puede ser calculado puntualmente. Asi por el
corolario anterior (L, D) admite un funtor de localizacién. -
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El resultado anterior primero fue obtenido por M. Pfenniger [15] y puede
compararse con [6, teorema 3.4}, el cual se deriva una conclusién similar en
ciertas ias cocomplet Nosotros terminamos esta seccién con una
observacién que es inmediata del teorema 3.5.1 y damos alguna idea adicional
en el problema de caracterizar a la clase L(7)* para un triple T = (7', 7, u)
que no es idempotente (ver la discusién anterior y posterior de la proposicién

3.1.4).

Ptopomcnén 3.5.5. Sea A una
= (T, m,u) es un triple en A, entonces L(T)* =D(Tw).

‘a leta y bien potenciada. Si

Demostracién: Es claro por el teorema 3.5.1.

3.6 _Aplicaciones a localizaci6én de grupos.

ion 1 d

Definicién 3.6.1. Sea G un grupo, se define la
dente de G como ... € I'"+{G@) € I''(G) € ... € THG), con THG) = G,

r+YG) = |G, T'(G)], i > 1; donde [G,T¥(G)] es el subgrupo de G generado
por aba=~14"1, con e € G y b € T (G).

Nétese que I'’’(G) = [G, G] es el subgrupo conmutador de G.

Definicién 3.6.2. Un grupo G es nilpotente si IV(G) = {1} para alguna j

suficientemente grande.

Definicién 3.6.3. Sea G un grupo, se define la sucesion central ascendente
de G como {1} = Z%G) € Z*(G) € ... € Z'(G) € Z*(G) & ... con
Z+YG)/Z2(G) = centro de G/Z(G) ,i = 0y Z}(G) = Z(G) es el centro de
G. Por lo tanto, G tiene c clases nilpotentes (es decir nil(G) = ¢) si, y sblo
si, Z(G) =Gy Z2°YG) # G.

Ejemplo. Si Grp es la categoria de los grupos, N es la subcategoria plena
de los grupos nilpotentes y N, es la subcategoria plena de los grupos nilpo-

tentes, con nil(G) < ¢; esto es, los objetos en N, son grupos G tales que
Ire+}(G) = {1}. En particular Vi = b es la categoria de los grupos

abelianos.

ICETIRUINEE S



3.6. APLICACIONES A LOCALIZACION DE GRUPOS. 57

Notacién. Si P es un conjunto de mimeros primos, entonces P’ denota el con-
junto de nimeros primos complementario. Ademas, si n € Z es un producto
de primos en P’, entonces por abuso de lenguaje escribimos n € P,

Definicién 3.6.4. Un grupo G es P-localsi f: G — G con f(:r) = z" es
biyectiva para todo n € P’.

Definicién 3.6.5. Sea B una subcategoria plen'a de A, un homomorfismo
: G — Gp en B es una P-localizacion si Gp es P-local. Es decir [ es
P-universal con respecto a B.

Observacién. Si cada grupo en B admite un morfismo de P-localizacién,
entonces para cada morfismo ¢ : G — K existe un idnico morfismo
¢p : Gp —» Kp que hace conmutar el siguiente diagrama:

J

Gp’é_F-KP

Por lo tanto se tiene un funtor T : B —— B llamado el funtor de P-
localizacicon y podemos ver a ! como una transformacién natural{:1 — T,
que tiene la propiedad universal con respecto a los morfismos de los grupos
P-locales en B. A lo largo de esta seccién, J'p = (T'p, 7', i') denotara el
triple idempotente en N correspondiente a la P-localizacién. Este triple es
la restriccién de un triple idempotente en N, para cada c y nosotros deno-
tamos a las restricciones con la misma letra 7’p. La notacién usual para
7's €s 1l : N — Np. Ahora, nuestro objetivo es discutir las extensiones
idempotentes inicial y final de J’p, sobre la categoria de los grupos Grp. La
respuesta depende si vemos a T’p como triple en N o en N, para algin c.
Nosotros consideramos el segundo caso que es mucho mas fécil.

Teorema 3.6.1. Si7’'p es un triple en N,, entonces T'p tiene una ertension
idempotente final Tp en Grp tal que Tp(G) = (G/T ' (G))p.

PDemostracién: Si K : N, — Grp es el funtor inclusion, entonces K
tiene adjunto izquierdo F : Grp — N, tal que F(G) = G/I'*+}(G). Por
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lo tanto, por (3.9) se tiene que Ran x KT'p = KT'pF, pues F es adjunto
izquierdo de K. Ahora, si llamamos a Tp = Ran x KT"’p, entonces Tp(G) =
(G/T'**1(G))p. Por consiguiente el funtor Tp es parte de un triple Tp en Grp
que es idempotente. Por otra parte, por la proposicién 3.4.5 y por el lema
3.4.6 L(Tp) = D(T'*). Asi por el teorema 3.3.3 el triple Tp es final entre
todas las extensiones idempotentes de 7’» en Grp. . [ ]

En otras palabras, entre todas las extensiones de los triples idempotentes de
T’p en Grp; el unico dado por el teorema anterior tiene el menor ndimero
de objetos locales posibles y convierte tantos morfisnos como sea posible en
isomorfismos. Por otro lado, por el ejemplo [8, 3.3] el funtor de localizacién de
Ribenboim ! : G — Gp es inicial entre todas las extensiones idempotentes
de T’p en Grp. Asi, entre todas las extensiones idempotentes de 7'p en Grp,
el dltimo tiene tantos objetos locales como sea posible y da lugar al menor
nimero posible de morfismos invertibles.

Ahora, consideremos la misma situacién que tenfamos cuando N, es rem-
plazada por la categoria N de los grupos nilpotentes. La extensién idem-
potente inicial de 7'p sobre Grp es otra vez la localizacién de Ribenboim
por el mismo argumento dado en [8]. Sin embargo, en este caso la inclusién
K : N — Grp no tiene adjunto izquierdo y por lo tanto no es obvio en prin-
cipio de que la extensiéon idempotente final exista. Nosotros posteriormente
aprovecharemos los resultados de las secciones anteriores, para demostrar que
tal ex i6n final i e existe.

Sea D subcategoria plena de Grp, tal que para cada grupo G la categoria
coma (GlK) tiene subcategoria inicial pequeiia, donde K : D — A es
la inclusién. Entonces por (3.8) Ran x K existe y se le llama funtor D-
completacidn. Nos restringiremos a la clase D(J’p) de los grupos nilpotentes
P-locales. En este caso, para un grupo & la categoria coma (GlK) tiene sub-
categoria inicial pequeiia, que consiste de las composiciones
G — G/THG) —= (G/T(G))p con 1 < i < oo. Por lo tanto,
R = Ran xK existe y estd dado por Gp = RG = {iﬂa(G/F‘(G))P; el cual

o1 Y

se denota con Gp y se le llama la pletacicn Ip P-local o la
Z p-completacion del grupo G. El triple correspondiente R = (R, n, &) no
es idempotente en la categoria de los grupos Grp [7, IV.5.4]. En 19, II1.1.4]
aparece una prueba detallada para P arbitrario.
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Al triple anterior R que no es id le asoci >s un triple idempo-
tente R, como en el teorema 3.5.2, el cual es final entre todas las extensiones
idempotentes de 7'p sobre Grp. Usaremos la notacién Lp en lugar de Ry.
Por lo tanto, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.6.2. Si T'p es un triple en N, entonces T'p tiene una extension
idempotente final Lp = (Lp.n, 1) sobre Grp.

Observacién. Para un grupo G, la localizacion Lp(G) es un subgrupo
de Gp, el cual se construye como sigue (el proceso es andlogo a lo que se
hizo después del teorema 3.5.1). Sea nG : G —» & p el homomorfismo de
Z p-completacién. R; es el igualador de Rn v 7R, esto es,

RGP G, e &y 3.11
16 G, (@P)5 - (3.11)

Como 7G se factoriza a través de R;G, usamos la misma letra para denotar
al homomotfismo G : G — R,G. Este proceso puede ser iterado por
induccidén transfinita. La torre {RaG} tiene que ser estabilizado por algin
ordinal y de esta manera obtenemos un subgrupo LpG = ﬂ RaG de Gp que

sigue conteniendo a la imagen de G : G — Gp.

Teorema 3.6.3. SinG:G_—> Ge eg una transformacidn natural, entonces
1 induce isomorfismos en Gp == LP(GP) yGpe (LFG)P.

Demostracién: El primer isomorfismo estd dado por el teorema 3.5.1 (ii).
Por otro lado, como G : G — LpG es Lp—equwalencm si, y sélo si, G es
R-equivalencia, entonces por el teorema 3.5.1 (iii) & p = (LpG) P -

Proposicién 3.68.4. Sea A una categorfa y R = (R, 7, p) un triple en A. Si
A es un objeto de A tal que nA : A —» RA es seccion, entonces para cada
G el morfismo A(nG, A) : A(RG, A) — A(G, A) es suprayectivo. Ademds,

st NG se factoriza como G —Zw Q-+ RG con m epimorfismo, entonces
A(m, A) 1 A(Q, A) = A(G, A).

D ién: Supo s que A 1 A —» RA es seccién. Entonces
por la proposicién 3.1.4 A estd en L(R)? y como G : G —+ RG, entonces
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A(nG, A) : A(RG, A) — A(G, A) es suprayectivo. Ademids, 771G = ho,
7 es epimorfismo y nG es seccién entonces 7 es isomorfismo. Por lo tanto

A(r, A) : A(Q, A) = A(G, A). -

Observacién. Si A esta en D(R), entonces nA es seccidn, asf por la propo-
sicion anterior, todo morfismo de la forma f : G — RK, se puede factorizar
a través de nG y posibl e no de a dnica. En nuestro contexto,
si tomamos a R como el triple de Z p-completacion en la categoria de los
grupos, entonces todo homomorfismo f : G — Kp se puede factorizar a
través de G y posiblemente no de manera iunica {3, lema 2.4]. Ademads, la
segunda parte de la proposicién anterior nos dice que la suprayectividad de
G — I'mnG , es ortogonal a todos los grupos en D(R). Por lo tanto 7 es
R-equivalencia por el teorema 3.1.3, asi Gp ¢ (ImnG);.

‘Teorema 3.6.5. Si ¢: G — H es un homomorfismo de grupos, entonces
las siguientes afirmaci son eguivalentes.

(a) w.:Lp(G) = Lp(H).

(b)) w.:Gp=Hp.

(c) ¢ es ortogonal a Kp, para cada grupo K.

(d) @.: (G/T(G))r = (H/T(H))p para 1 < i < oo.

Demostracién: (a) <= (b) es claro por el teorema 3.5.1 (iii). (b) +—
(c) Es precisamente la igualdad L(R) = D(R)+ obtenido en el teorema 3.1.3.
Ahora probemos (c) = (d), para i fijo escogemos G/T'(G) en (c) ¥ por
consiguiente obtenemos un homomorfismo ¢ : H — (G/T(G))p tal que
dowp: G — (G/THG@))r es el morfismo natural, pues ¢ : G — H. Asf{
¢ factoriza al morfisme ¢ : (H/T!(H))p — (G/T'(G))p el cual es inverso
derecho e izquierdo de ¢, : (G/TY(G))p —> (H/T'(H))rp. Por lo tanto
w0, : (G/TH{GY)p = (H/T'H))p. (d) = (b) Es claro tomando el limite
inverso. [ ]

Sea R = Zp, H.(X; R) denota la homologia de X con coeficientes en R; as{
Hi1(X; R) = R x abX donde abX es la abelianizacién de X. Si X,Y son
grupos y a : X — Y es un homomorfismo de grupos, entonces HR es el
conjunto de todas las a : X — Y tales que a. : H;(X;R) — Hi(Y; R)
es isomorfismo para i = 1 y epimorfismo para i = 2, donde X y Y actuan
trivialmente en R. Se puede ver que todo grupo tiene una HR-localizacién.
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Observacién. La equivalencia entre (b) y (c¢) en el teorema anterior es no-
table, puesto que si un homomorfismo de grupos ¢ : G — H induce un iso-
morfismo en los limites inversos de las torres {(G/T¥(G))p} ¥y {(H/T(H))p};
entonces induce un .isomorfismo por escalones entre las torres completas.
Como caso especial nG : G — Lp(G) induce
nG). : (G/TY(G))p = (H/T*(H))p para 1 < i < oco. En particular para
i = 2 se obtiene el siguiente isomorfismo

(nG). : H1(G: Zp) = H 1 (Lp(G); Zp)- (3.12)

A continuacién veremos la relacion entre Lp y el funtor EZ» de HZ p-locali-
zacién de Bousfield [4, 5), esto es nG : G — E(G) = EZ7(G) es la HZp-
localizacién de G. Si (L, D) es una pareja ortogonal en Grp, entonces la clase
D es cerrada bajo limites inversos. Por lo tanto, _como G p es el limite inverso
de los grupos nilpotentes P-locales, entonces Gp es Lp-local y por consi-
guiente también es T-local para cualquier triple idempotente T = (T, n, )
que extiende a T’'p sobre Grp. El funtor £%Z7 de HZp-localizacién es parte
de tal triple idempotente, por lo tanto, existe un homomorfismo natural
p: EZPG — G p que se factoriza a través de LpG en el siguiente diagrama
conmutativo, donde todos los grupos del renglén inferior son HZ p-locales.

EZ2rG L~ LeG—=Gp
~—— "

(3.13)

]

Corolario 3.6.8. Si G, K son grupos HZ p-locales, entonces [ : G —» K
es epimorfismo si, y sdlo si, f.: H1(G;Zp) —> H1(K;2Zp) es epimorfismo.

Demostracién: [5, corolario 2.13, p.7]. [ ]

Observacién. Por el corolario anterior, puesto que los morfismos del tridngulo
izquierdo en (3.13) se convierten en isomorfismos al aplicarles Hy( ; Zp),
entonces el morfismo h : E2,G — LpG en (3.13) es epimorfismo para
cualquier grupo G. En otras palabras LpG es la imagen de p.
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2, lentes:

Teorema 3.6.1. Las sigut afirm
(a) Lp(G) =

(b) RnG y nRG en (8.11) son isomorfismos y RnG = nRG, en particular
Gr = (Gp)r.

(c) p: EZPG —+ Gp es epimorfismo.

(d) p.: H1(E2*G;Zp) —> Hx@P, Zp) es epimorfismo.”

(e) (nG).: H\(G;2Zp) —> H (Gp;Zp) es epimorfismo.

(f) (nG). : Hh(GiZp) = H\(Gp; Zp).

Demostracién: (b) <= (a) Como RnG,nRG : Gp —> (Gp),, son iso-
morfismos y Rr;G = nRG, entonces por el teorema 3.6.3 Lp(Gp) = (LPG)P,
asi Lp(G) =

(a) = (f) Por (3 12) (nG). : HW\(G;2Zp) = H,(Lp(G); Zp) y por hipétesis
Lp(G) = Gp, por lo tanto (nG). : H1(G; Zp) = H,(Gpi Zr).

(f) == (e) es inmediato. N

(e) = (d) Por la observacxon anterior p : E?7G — G p es epimorfismo e
Imp = Lp(G), asi Lp(G) = &Gp. Ahora por hipétesis (n7G). es epimorfismo y
nG : G —> Gp, por consiguiente p. €s epimorfismo

(d) == (c) Es claro que p es epimorfismo ya que _p. lo es.

(c) = (d) Como Imp = Lp(G) y p: E*PG —> & p es epimorfismo, entonces
Lp(G) =Ge. -
Por el comentario hecho al final del teorema 3.6.1, la condicién (b) y por
lo tanto todas sus equivalencias (a) <= (f) no son vilidas en general.
Por ejemplo, si G es un grupo libre con un niimero infinito numerable de

generadores [5, lema 13.2,p.57]. Por otro lado, las condiciones equivalentes
del teorema anterior se cumple siempre que H,(G; Z p) es finitamente genera-
do como Zp-médulo (3, teorema 13.3,p. 57]. En particular, si G es finitamente
generado, entonces Lp(G) = Gp. Sin embargo, para un grupo libre con dos
generadores E%#G # Gp, al menos si 2 € P [5, proposicién 4.4,p.26]. Esto
demuestra que los funtores EZ#G y Lp son distintos. De hecho, coinciden
en clases muy restringidas de grupos, tales como aquellos grupos para los
cuales la torre {(G/T*(G))r} se estabiliza; ciertamente en este iltimo caso,
si denotamos con (G/T*(G))p el primer término que se estabiliza, entonces
E2rG = (G/T*(G))r [4, lema 7.5] y Gp = (G/I'*(G))p es nilpotente; por
lo tanto Lp(G) = (G/I'*(G))r. Esto sucede para todos los grupos perfectos
(aquellos para los cuales Lp(G) = {1}) v todos los grupos finitos.

son eg




3.6. APLICACIONES A LOCALIZACION DE GRUPOS.

SIMBOLOGIA
F-G F es funtor adjunto izquierdo de G
F,.G, H funtores
GF GoF
A, B,C categorias
MorA clase de morfismos de A
fog.h morfismos
ObA clase de objetos de A
A7 categoria opuesta o dual
FA F(A)
R e si, ¥ sélo si
= entonces o implica
o isomorfismo
€ per o es el o de
N conjunto de los niimeros naturales
z conjunto de los nimeros enteros
P conjunto de los nimeros primos
Zp anillo de los nimeros enteros localizados en P
p(X) conjunto potencia de X
Conj categoria de los conjuntos
Top categoria de los espacios topoldgicos
Grp categoria de los grupos
Ab categoria de los grupos abelianos
R-mod categoria de los R-médulos izquierdos
Ord categoria de los niimeros ordinales

=] producto tensorial
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