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Capítulo 1 

Introducción 

Cuando st.~ lit.'lh"' 1111 1•quip'l 1•11 upcracit.Hl y :->e quien" detenninar qut..:-. parte· del sistc1na funciona 

incorrecta111etltt" ,-, st> t'IlC'llt'tllra nntl calibrada, PS c111nún dctl'llt.'r la tlpei·acitln de dicho .sisten1a 

y rc>alizar al¡ .. !;nna:' prnehas para < ivt t•.._·t ar ::-:.i n•:d111Pnte t•xistl" n nn nna fal1a. Esti 1. con1c1 p11Pde 

supon('rsc. n ·qni1•rc· dt• L1 ( ll·(licacii •Il d1• t ic1np•) < !1• 1 Jp1·1·acic'1n ,-ali1is~1 en alµ;tuH is ca!"( is, a1ín 

c11andn ,.,,. di~p11n~a d,• Jh'!"S• •!l;d _'i. t><¡lliP" q111• n·~di<"t' la ,-,·1·ili1·;n·i1.•n de f1H"l1la 1·!i1·i1'1ltt' .. Esta 

situaciún ind1•:.->t>ablt· lle,·(·, a bit:-;car· nwc;i11lsnJt1S para Ítk11tif!car fall.as p;!rticulan·-., dt• los t•quipos 

cic 111.'l.Jll'·ra. a11t11In:ít1('a 111t.·di<u1t1· t•\ ¡·,.c11¡¡,·,c1111i1'11t11 dl' l"i•·1·t., c1H11porta111i1•1it,, d,• la . ...: :-;t•i1alP~ cit.-... 

salida t•rna.I1ada:-; (i1..··I .-::;i:-t ('lll<i < 1 •'q11ip1 1. :i_ ~en11·janz¡i 1l1·l dia'..!IH-1:->tict • rnt'·di···" 

Es pnr esta raz1'111 JH'r· la •111•· t'JJ t':--lt' tral1aj11 ;-,t· f••rt1111la i111a pn>pllc.'"-'la J>dra !;1 1lcte,·cit'111 

de· 11na falla cu llIH1 dl' \o:-; :'.'t'Il::-••I'•':--> dt' un ~i:--tt•n1a 1•l«t"ll"••!llt'c<'t1iic·c1 dadu. ba:--:Hla t'rJ lln anúlisis 

fn--<::~llt""IlCial dP ~1'1-1:d1•:-;. Fl an:di:--i:-' fre,·nt'IH"ial , ..... n;1;t it•Tr;,n1it··11L1 1:111y útil par:. 1;1. c:1r•11·t1·1·izaci.._')n 

dt." nna ::;eilal. p1·1·1niti1·nd, • t.1:r1bi1"·11 1111;1 ci1i"1·n·1it·i,i•·i·"1i ,·l.11·:: i111·]1i.-...,, •'!tl n• .-1·1-1;t11·--. rn11."· :--iu1ilan•s 

a si1nple vi~t a. 

En t.>ste trabaj11 ..:úll1 :;:e t·(in::'ilh·1·a la 1k·t•'<'C"i1'•n dt• falla par·a 111111 dP Jo;-; -;t_"'11:=..•·n··,... del t-'qnip•l~ 

sin c1nbarg:o. nu·t(HJ~il1•g,Ías ;-;i1nilan·::-; p11('dt·n ::--er aplic:u!as en la. detl"<-'ci<.Jfl de (>tr:1:-; fallas. En 

t(~rrninos 1n:is gPn1•ral1"':-=:. se fH"PtPndt• ).!,L'nt·ralizar .._ ... } pn-wl·diniil·Jlt• •a :"l'~11ir para la det.t•cción de 

c11akp1it·r- falla 1l~· ;-..1'Ii::-;(1n·:--: 1·n <i••f1rlc ];1. falla pn•<l11:,.c·a \.·;1ri:H·i111J!·,.: 1·11 la fn·t·111·n1·ia nat11ral (_1<·1 

siste111a <lt> int {"'n .. ;s_ 

El serv·l.>l11C>C:-uli::;n111 a. lltilizar t.'ll t'Slt-.. ca:-.11 Ps el ~i:-;tt'llla t•:-.fcra-rit•l (t>n i11g,It-..::-; !id.ll and i1txun). 

Este sisterna. 5l' confornia e::;enciahncnte de> dos partes: n11a vi~a o riel artic1tlado sobre un eje 
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fijo en su cl?'ntro y 1u1a esfera o pPlt1ta que .se desplaza a lo larg;n dt' la vi~a o rir-l. El t>bjt>livo 

Cabe" .sPltalar <Jllt.> a pl·~ar dt• q1n' la tra1_b1ct·i1'•11 litt>1·al a .. -->í c<1n10 el 11<H11bn• ,_.tHTt'Ctt• de~ esa 

parte del .siste111a l'S \··i~a. 1111 st> !t· dt'Il• •lninan:i así •·11 t'Slt' trabajo, pllt>S ('.Sta palabra st> ocupa 

en otros co11tPxlo:-; y en n·cdidad l'Sla partt' d<'l si~tPJna t's 1111 p1·rfil tipo(_ .. , al q111• :-.P dt·110111inará 

riel, y el cual lintita a nna ~ola di11u•11:-.i1'111 l'l 1novin1it•JtlD dt' la esfera. 

Este t'<"}lli po es fahrica<i11 p111· la Ptnprt'sa alcn1ana anti ra (sist t•n1a B\\.500) y Pfl t'.Sle ca.....;u en 

sist.erna t"'.sfcra-ricl. 

La ba..c;;(" para n"soh.·rr: hoy <'Jl día, llII prubk1na dP i11gcniería. es t...'1 conncin1ientn y ciescripciún 

de los fenórncnos iuvolucradt)s en PI .sistPn1a t"'"ll c11csti1;1L Estt) den1anda la r.nnstrucci<'1n de 
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n1odelos en donde las condiciones de operaci611 del pn.)CPSt • ptlt"dan SPr estudiadas. Ef> p1Jr e:-;to 

que C'l1 este trabajo pri1nPro :-;e obtc-ndrú 1·l Jll()deln lt•t'1ric-c1 dt-•l sistenia PSÍera.-I"iel y despné•:-; :-;("' 

realiza.ni 1111a sin1ulaciú11 dt> t·~tt' Ill<HiPl11, a<li1·i.1nancl11 alg,,lJ10:-. rénnin1)S qne u11 St' torua11 eu 

cuenta. en p} 1n11deolado t1·c'1ric11. Estp pt•nnit t• \:alidar :-.i la dt•.->crip1·i•'J11 tt•1'11·ica del ~istt•111a es 

adeclla<.la y cntnpat·ar t•l co1np<11·ta1nicnt1J n·al dt•I :·,i:---te1na 1·1111 la si1111ilaci1'1r1. C'11n ba.st> Ptl este 

estudin S(' podní.n c1•nfrii11tar rt•s11ltad.1s a ln·:-. distit1t1•'-' 11i\·1•]1·-.;;: h•1.i1·ico, :-.i1n11lado y n•a1. y 

justificar así la prop11cst a d<· e let 1•cci1 .. 111 < l1• falla para 1 ·l s; ·n:-.1 •r e le p1 i~-iciún dt• la esfera. 

En otras palabras, lustres <}bj1•ti,.·ns princip<dt'.:-; a dt·:-an·, ,1Jar t·11 Psf.t-. trahajn .son: 

La nbtt"'IICh .. >n del IlH)dt..'}o ll·1'1ricn del .-.,istt'1na 1'sft.T<1-ricl. 

La si1unlacic:H1 del inodt•lp lt·úrit.·11 nin al~111111s tt··nuin(I:-. adicio11al1·s. 

- C'nufn 111taci1 .. 1u dl' r1•s11lt ~itt11.s y fe •rtn11lacic'1ri dt' la ¡in ipnt.•st a dt• dt·t1'cciú11 dt-... falla. 

En el ca~n particular dP scr-.·~1nH«·;t11i:.-;n111:-> 011no 1·l qnc- :---e 1·st11dia aquí, las leyes de la 

mc-cánica chl:.:;ica p1..•rrnit1•11 e 1bl el l•'r 1 ru •1 it'lns 1nat t'tn:it in )S <¡llt' dl':-.crihen .sns cnn1pnrta1nientos 

ctinárnicc_""l~ .. En el capít11l11 :.2 ~<.> 11htic111· t•l rn1,d<'l~1 n1at,·r:i:itin1 nu lir1eal del sistcina esfera-riel 

con ayuda. 1ic- llll•> dt> l1)s uil·tl.•d••:-, 1!1· 1·111-rgía (n1·'·t•)<I•• •it· Lai-!,l"ll!L~t·). pnwc-<li1'•11du~t. ... dc!'.'pu~:-,; a 

linealizar y di:;:cn•tiz:a1· t'~t1· 1:1.H!t•l11 para i"i:-.ll'ri1ir<'s tin1·:-. :\tl1·111<i:--. t'll Psl1• 1_:apít11h1 -St..' n1cn

cio11a11 .al¡:.:,1u111:-: dt· !11:-; t•··:·rni1tc1;-; :111 li111·a11·- y f1'1J(l{llt'l11•:- ,J~· r•·l.irdo q111· dc·IH'll :--er c1111sidt>1·;:ulos 

En p} l"apítulo :l ~~e pn·:-:t·nt.a. lllla ~t·rit• ,¡,. ciitJ1H"i111i1·rit1).'-' t)<l::-;ict):- dt• la l;•11rí.a clúsú·a 1le c1>ntrol 

y del auúli~i:-. fn-c1u•ncial de .... 1·1-1:d•·s. ¡,, .... ,_·11;d1·~ "'''fl la:-; li1'JTa1ni('nta ....... 1·:r.ph'adas para i>} 1·nntrol 

y la dt'tf•c-ci1'1¡¡ clt ... faila ... ...; <llllo!n:í.tica c!l'l -i:-.h'lll~L 

C-:-'on h<ist• t'll ,,¡ l1!11dt'l1""l tt'1.11·ic1• d1'.scTit1• •'ll 1.•l ~t"';..!.,lJHi11 c:qlÍl11l,1, la _...;¡:_:,11íclltt' etapa clt>l traba.jo 

cousistt> t'Il n·aliz;tr· la '.-ilnllLtt·i···n clt·l n11,1i1·lo "---·'1ri:-.id,.1·an<!11 ¡,,....; ,,··nnin•h I!•l 1~1ni:ul<lS en cllPnta 

hasta C'~P n11111Jt·11t11. En t ·l <'<tJ>Ít 11111 ·I :--.t' pr••:-:1·nt <lll h 1:-- rt·:-.11] t ;u l1 ,-.; 'le las -i :111da( ·i1 •!ll"S. 1 ·, H11para11<hl 

los 1nude}1'lS uu lineal y lint.•aliza,h1, y hacit•11d1J r1tilar la~ tliftTt'Ilc:ias c11trf• los I1lt•<h~los cuu y sin 

térntino:-> adiciuna.It~:-:. 

En p} capít.uln :=J sr n1111'~tra la ohtPnción y co1nparaci1Jn de res11ltad(1~ trt'1ricos, ~1111nla<los y 

rPalc·s cnn ha~t' en 1111 an;í.lisi~ fp_·cut'!1cial 1.k ~l!I<!. de }¿:...::; :-.cii.ah·:::. di~puuibk·s del sist.en1a.. C~o1n<:> 

conclusión d~ esta. validacic'!11, se prP::-;t .. nta. la prnpnt•sta dt> det<'ccióu de falla, la cua.1 ~e encuentra, 

asiinisrno. respaldada por c.sto:-: resultado:.-;. 11btenidos. 
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Finalmente en el capítulo 6 se resun1en las conclusiones generales de este trabajo. 
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Capítulo 2 

Modelo del sistema-EsfeFa-R-ie1==--=-~:. -------·~..:~-..::::· 

Eu este capít nln ~P dcscribP (·l pruceditnicutu ns ad e-. para '1btt•1 wr el 1nudeln n1al enüi.tico no line:il 

el eje en tnru• • al cual ~ira. 

2.1 Tvlodelo del servomecanismo 

Dcscripcióu geueral 

Para conH'Jlzar .-.~ nt'cesario conocer el sisten1a de ir1teré-s. En sí, el sisterna esfera-riel se co1npone 

<lt" dos t .. lc-nH•ntl •s: nna vig:.:.i articulada cu sn punto IllL"'<iio y una esfera que se> dPsplaza a 

desplazatniento de la. Psfcra. a lo ancho de dicha vi~a. Para rl rnodt.>lo del sisteina ta1nbién se 

tornará en cncnta al sistc"tna IlH'cúnir·o t=-•11carg,ado de dar n1n.,,·inliento a la '\·ig;a (sisten1a. n1ccánico 

conductor) . ...\ ci:_intiintaciún se prt~~t·ula 1111 Ps<p1c111a )2..Cncral ch:-1 siste111a esfera-riel (fig.,_lra :!-1) 
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Figura 2-1: Esque111a del servnrne-canisrno esfera-riel. 

771. masa de la esfera {kg) 

g aceleración debi<la a }a g;ravedad (n1/s2 ) 

r racUo de rndaru.iento dt.."' la esfera (tu) 

lb mornento de i11ercia de la t•::;ft...Ta (kg:·n1 2 ) 

/'W rnon1ento de int"'rcia de la vi)..!."a. o rit~l (kg-·1112 ) 

K constantt~ de l't'!"'-t•rlt' <kl ~istPI11<l Il1t•cánico conductor c:--.:/1n:) 

u(t) furrza aplicada pc·1· 1•} "i:--tPIIla r111·c:ínicn conductor (~) 

lw 

X (t) 

y (t) 

\JI (t) 

a (t) 

radio de aplicaciún de- la. fuerza. (111) 

radio total de la vig;a 1.-1 rif'l (111) 

coordenada dt• la esfera o in n ... spt>ctn a. la viga o riel (n1) 

coordenada. 1if· };i esft·ra CfJtl rP~pccto a la vi~a. o riel (n1) 

ángulo ck· la 1.:sft·ra cun respect1l a. la vi~a o riel (rad) 

án~o c.h~ la vi:,.!;a o riel con n•spt..."Clo a la. l~orizontal (rad) 
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D 1 
~---~ 

Fig;11ra :2-2: Ha.c-.lios (_k• la c•sfPra. 

El sisten1a mecánico conduct<>r SP enca.rg,a. de prop1._)rcio11ar la fuerza a la viga para que ésta 

tenga rnovirrllento y está forrnadu pe •r UH n1ul.l n· dt._" corril•nte di recta, poleas y una banda elástica 

dentada....:; que transn1itc·n la. pntt.•11cia dL'1rnolt•r11.acia. la viga. 

Cuando la "·ig;a ~t:' t'llCllf'ntra en nH1vinlit..'Iltn se prc~cnt.a 11na f1lt•t-za de fricci<Sn que se con-

sidera propc1rciunal a la velnc::idad li1wal de· la ... -i~a _val 1·udicic·ut1.· dt" frin...:iún /J. Por otro ladu el 

que tra.nst11it e la p1 11.t>IJcia d1"l 1111it1 ir h;1(·ia l'l ..:.j~,;teni;_t. !<;-; .1.-..í \ ·~ 1?111' la f11t•rza u ( /.) PS la variable 

de cutrada del :-.i~LPn1a. 

de la vi~a. 0st a tit"Ilt' un per1il dv tipn l ·. tal cotun se 11111t·:-;tra PU la fig,1.ira '2-'2. por lo que hay 

esfera sr dt.-.IHll.a P'-'r f{ y t•J racli~1 ,h• n1danli..._•nt11 r c1irri·~pn11dt· a la distancia del centro de la 

esfera a la s11per!icic 1 le la \:i:.::.:a 1 i rid. 

2.2 Método de Lagra:nge 

Existen varios rnt~t,ndos para la. e 1blt'ncicJu dP un n1odelo n1aten1ático <le un siste111a. nu.,cánico, 

por ejcn1plo el In0t.odn de D" .Alcn1bcrt C'fi donde SC' realizan dos balances, uno de fuerzas y 

otro de 1no1ncntns. q11e sin:en par-a t•stahlecC'r las c.~cnaciones dP movinUcnto dC'l sistc111a. Otra 

alternativa son lo:-:. Ult;todns basados en conc..:eptos de Pnergfo .. existen entre otros: el rnét'"..>do de 
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conservación de e11ergía., el 111étodo de H.ayleigh y t.') rné-tndn n ecuación de LagTangt'. En t•stos 

lll.étodos de cuerg;-ía. se hacP uso de las c-xpresionps tnatt•niátic.:as de la energía ciné·tica y dt."' la 

energía polt".'ncial del síst.t•t11a PU c1.It•sti,'1n, para c)bLPih·r. rtlt•dia11tt> 1na.nip11laciont .. s a.lµ;eLraicas 

sencillas, las ecuacinues de llHlvin1it•11tt1 tlel sblPtlla. C'abt> 1nc11cin11ar q11P eu la. 1nayoría de 

los casos resulta. 111cí:-- st•ncilla la aplicacic'in dt• ]"s nH'•t11d1Js dl' t'Ilt'r}.!,Ía cpw la n·alizaciún de los 

balances dP f11L·1-zas y n111n1t•ntt is. 

Para el sistt.•111a. t•:--fera.-ricl, t'l ¡1ri1iu·1· 1nl·t<11f11 1111 n·~1tlta ninvt·nicntt', puc..~s sr- trata de un 

siste1na qut.• i11vt1b1cra 1u1 1n11\·iri:li<'Iltc' n•lat.ivc1 t>lllrt' :-:11s c·r1111JH•1wnt.-.s. 

Por otro lad11. la aplicac:ióu de lus du:-. prin1en1s n1t'•t11d1 ,s dt• t~llt.'r¡..!,Ía. arriba. lllC'IlCionados se 

lhnita a sistt•1na...- t'"1111:--1T'\«dh-,,,..._ 1·:-; dl·\;ir. :--i~tt'rna:-. dt•l11ie 11•• <·xi:..tt> 11 !:>t.' d1~spn.:cia. la disipación 

dt."' ent ... r;2;Ía. 

El Illt.;Ludo 11 tYtJaci1'>?1 de L:1; . .:x~111~l' [::::] ticut· la vt·1i1aj<1 d1· la :--t'11ci1l{'Z de los 111étodos de 

energía y ac.h·111Ú .. ""> P'~nnit1· incl11ir tc.."·nniu11s 1 l1· di...-ipaci1-111 de l'Twrg·la 11bt.c11icnd11~p de esta n1anera 

un rno<lelo nl:Í..-.; n•;disLa del ;-;i:--tvt11<1. P1ir e:--t1· 1uuti,-u :--1· 11Liliza a c11nt.irn1.n.ció11 este- n1étndo para 

la obtencit~1n de.. ... L:l:-' Pn1ací1 •lll'S 1i1· Ill• 1;..·i111ie11t'' 'i1•l :-;i-;t c111a .•:--fcra-rit .. l. 

A cont.i1n1a.<'it-,ll :-;1· d1·~crib1• br1·\.-t'IIH'lltt' la f1>1·nw 1'll q1It· ,...,. deriva la ccuaciún del rnétodo 

de Lagrang.e. Se parlt> de la t't'"llaci•'•n dt> la ,...1·g:1111d.a l1·y de ~1-wton si1nplificada, as111niendo un 

desplazarnicntn <'11 el ... jt· d1• las .:r 

1n:i = ¡.- (2.1) 

<loncl<" ¡.- PS la :--luna. dP l.l1das la.s f11crz.a .... ..., externa ...... t'Jl dirección dt..,. x. Para hacer u11 análi~is 

n1ás gpnt.""ral Sl~ c(Jn:--id1•ra cin1• nu.a et 1urdenada c11alq11iera 1¡ dt'"•.scribe la posición de la pa1·tícula: 

sin embargo es el.a.ro qnP tl11 ~~s p"siblt" t·scribir din:-cta1ncntt· nuj = ¡.~ _ Para. c..~nco11trar la ccuaci1.)n 

diferencial en t1..;rn1inns d1·l \"••ctur dt• la '\·ari~ddc ind1·pe11dit•11tt• e/, :-:e con:-;idt•r_·a q11c t•xistt• !lila 

relación PlltrC' el dt"'~plaza1nic..•ntc1 .r y t>l ,-cct1·1r dt· n111nk11a<las ;2.l"flt'ralizada....-.;, J" = f(q). Es decir, 

se considera que el n1·1n1en> dt• ~rach •:-. e¡,~ libertad del . ....:ist 1•rna t'~ ig11al al 11ú1111~ri > r le coi 1rdcnadas 

indepenc:Ucntt•:-: 111_•cc!"aria.s para dc:-.cribir el t·1in1po1·tarnit>1H• • cit•l ~i.;..1..~1na. 

El rnétodo de· Lag;-rang::P nt ili7a la (•neq.:.;ía para ('f1et)llt rar la:-; l~cuacinrief" dr> n1n,·in1ient.o de 

un si.SlC"111a Illt.-cúuico 111ul tio 1rnp1H.·~t( 1 arbi trari1 l. 1 >ara c..~~tn. ('11 principio todos los posibles 

movimientos dC'l ::;;i:=;terna ti{'"nen que ser detinldfJS pur la.:-:. Cf n)n.k·nada.s libres 
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i = 1, ... ,"' 

con respecto a referencias pH•definidas. En caso dr t.'!:<istir relaciones gcu1nétricas y/o 

cineruáticas en un Ristctna. 1necánico, el nú1nern ele c11orde1u1.da.o.; necesarias para describir el 

1novin1iento es rc<lt1cido por el 111í111crn dt."' rPla<:i1Hw·s <1 cu11<liciu11es restrictivas <T. Las coorde

nadas restantes se denotan corno coordenada.s gcncralízadas 

q,, j =l. ... ,>., 

y el ní1rnero de coordenadas independirnt.es está dado por el grado de libertad 

)., = t\. - CT 

Así, las ,... coordenadas libres del sistc111a (xi) pueden ser expresadas como u.na función de 

las >.. coordenada....;; gencralizad8..':5 ( r]j) 

x; = f(q¡' q-i, ... , q,), i =l.····"'· 

Dado que x = f(qL entonces la segunda ley de Ne\vton (2.1) se puede escribir como 

rn:t:af =Fa¡ 
8q iJq 

Considerando que X es una función de q y de t., se obtiene entonces 

a± _ a (ºf . a¡) 
a1¡ - ar¡ aq q + Dt 

(2.2) 

Aden1ás corno f(q) no depende explícita.1nente dt~ t. la. clerivada de J(q) con respecto al 

tiempo se anula, y por lo tanto 
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Por lo que se puede escribir 

rL (xª.r) 
dt éJ<j 

. d ('~. x
9
.) - .r.dt u 

iJ.r 
-L-

Ü</ 

:r~~ = ift [,~¡ G.r2)] - ;:,
1 
Gx2) (2.:3) 

Si se considera que la energía cinética. est<-i dada pnr rr = ~rn.X2 la ecuación (2.2) puede 

transformarse, con la ayuda de (2.3), e11 la. ecuaci1Jn (le La.g;ra.nge 

¡.·ª! 
ih¡ 

Además Pl lado der<"cho de la ec\1aci<"1n anu·ri11r f)lte<ic e~cribirsc e.orno 

que es pquivalent~ al ~radicnte del tra.bajn dt• l<L'=> fuerzas externas con respecto a la coorde

nada q (¡-~!'),donde In difere11cial del trabaj1"'l dP las f1wrzas t_"Xlt..~rna.s btt· se puede definir corno 

el producto del vector <le las f11erzas extt>r11as y 11r1a (iifer("ncial dd vt:-clor de dc•:-;plazanlicnto 

1')\l" (2...1) 

Algunas de las fuerzas existentes en los sistPrnas put.>den ser expresa.da!:> pcH" 1nedio de un. 

potencial (V)~ con10 las reacciones en resortes en funci<jn de la. energía potencial. Por lo que se 

tiene 

Fpot= 
DV 
i)q 

Las fuerzas restantes son designadas coni.o Fqn y la ecuación de Lagrange es expresada ahora 
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corno 

el (ªT) 
cLt a<i 

(-)T iJV 
- i:Jq + Uq = Fqu 

Corno la energía potencial no depPnde explícitan1e11te del tie1npo 1 es posible escribir la 

ecuación antei-ior corno 

d (ºL) 8L di. i-Jrj - aq = F,,n. 

donde L = T - V, que e~ la <.lifen·xLCia t·11tre la. euerg;ía cinética y la potencial y se define 

con10 la funci611 La:;?.Tangiana. 

Co1no la Pcuetcil"->n ch_• Lag;ran;,!;l' litiliza la t·iwr.c.;ia para encontrar la....:;. L ... cuaciones dt:> rnovimiento 

de Ull sist<-.lllH. llll'CÚJlicn 1n:tdficontp11.csfo. l'llt<•llet"S rf' t"S Ja Slllll<L dr }as t""Iler¡,..,.;as cinÚtica._..:;. de cada 

uno de los cuerpos rígid<Js q111• t_:o1np(lltt"Il c-l si~tt•1na. Para. Pl i-(··sirno cuerpo rígidn. la. energía 

cinética es cun1p1tt·t>ta por la. velc widacl de t ra:-.laci•'1n dt·l i-c.··:-;i111u cc11t1·n de IIl<tSa y la rot.acióu de 

la i-ésirna n1asa. aln"'<:lc·dur t:fr•l i-l··si1111.1 1·l"ntro dl' n1a.sa; t·s ch·cir, ]a s11n1a dt· la 1"uerµ,.ia cint.~t.ica 

del cuerpo c:h_--.bid(1 a. nn ni.ovi1ni'-~rn(1 lirlt'a} ~'·:la cnl'l"!.?.:Ía cirH'·ti(':t dPl rnisrn<> ('1tt•rp1' debido a una 

Rayleigh introdujo la. fllncic"">n dC" disipacií'"in f) = ~crj'2PI1 Pl término F,1n parn poder incluir 

fuerzas ani.ortig;uantC"s lineales prnporciunale.s a. la Vl---.Iocidad 1j • Estas f11crza..s an1urtiguantcs 

absorben la. t:"Ill''r~ía del sistenrn. durante- el nt<Nintit·nto. lu cual irnplica. que el térnüno Fqn está 

dado por la difPrPnda 

¡)[) 

F..,n = Q'l - ¡y(; 

donde al tf>rrninn Qq se le denornina fuerza g,etH~ralizada para la. coordenada q. 

En térrninos de esta expresión, la ecuación de Lagrange puede escribirse de la siguiente 
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d (ºL) 8L i7D - - --+-=Q 
dt aq üq O<j q 

(2.5) 

Para la detenninaci6n dt:' Q,,, Pl trabajo dt> las f11przas PXt.er11a.s restantE"s (fuerzas no con-

servativas y nn disipath·ét..">) del.Je :->t'T t>XprL•:c->a.d11 n nnn f11nciún de q y cj y s11s diferench-dPs, y son 

estas fuerza.:-; las q11P hay que etl!lsidt•ra1· t•Jl la t>Xprc.si1'H1 t!t•l trabajo, ec11ac:it-lll (2.-1), pues son 

las únic .. a."> <JHt.-. rt•ahnt'lltt• rvalizan traba.ju. l;n dt>splazarnient.u pt-c¡ucl10 óq n ... snlta.ni eu trabajo, 

dado por la ex1>1·t•si<'•n {CJ,1 } <''q, pnr Ju qiw el térrnint) t•ntrc- ctJrclH~tPs t't; la f11pi-.1;a gPnr-raUzada 

para. la cnordcnada q. 

2.3 Aplicación del rnétodo al sistern.a esfera-riel 

De acu1•rdo a la fig11ra :2-1, 1•l .-.;pr'\·1-1n1ecanis11111 c¡111::-ta d1• c11atr11 cuprdt•nadas libres(¡.¿= 4), las 

cuales ~t 1u: d\ >S cu1 >nieu.a . .i:.las dC' la pusiciú11 1 le la 1•sfl'ra c1 'n rt'sJ)('Ct' > al riel (.r', y'), el ángulo de 

la esfera cnu r·t·s¡H-.c:tn al rit>l (tJ1) y l'l úr1;2_,ilo ch•l riel l·ori n·~p.-·cro a Ja horizontal (n). Es decir el 

con1porta1nientn del :-:is!t._..,.nJa p11ede ser dl•:-,critt> cnu c~as c11atn) varia.bles. Sin ernbargo, existen 

dos relacin11Ps cillPIIlÚticas ci c1>11dici11ncs r·t•:..;trictíva.._..;; t.'ll «'l ~istcina. ((]" = 2): 

r=,·w. 
y'= lo 

E::;tn nos lleva. a tener . ..\ = /->. - n- = 2 variables illdc>pt-~ndiPnt(•s. 

Considerando qt1e l1:>S srn.snrC"'s incluidos c11 e] sistcn1a il('rtllitr11 n1edir t<1nto la posición de 

la esfera x' coino el .;\ng,'1.iln del riel o, (•stas dos \.·ariablC's se.> .sdt•ccionaron con10 las coordenadas 

generalizadas. es decir 

q¡ =x', 

<]2 =o 

2.3.1 Energía cinética del sistema 

La energía cinética T está duela., 
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para el subsistetna de la e.sfera1 por: 

y para. el subsistema del riel, por: 

Obteniéndose la energía cinética total 

(2.6) 

Por otro lado la velocidad u3 del centro de n1asa, así corno la velocidaci angular wb de la 

esfera tienen que ser definida ... -,; corno funciones dt:~ las cocirdenadas generalizadas q 1 y en. La 

figura 2-:l 1nue:>tra todas las variables rPqnerid.a!:i para cucoutrar la velocidad V 3 con. respecto al 

sisten1a int... ... rcial <le cnordena<ias ~. (. 

Figura 2-:l: Vector de posicíún d.t> la esfera. 

De acuerdo a las ecuaciones de movimiento relativo, la siguiente relación es válida 
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V.s = V~ + W X 1":1, (2.7) 

donde el vector de posición 

ra = [ -x' r 

está dado en términos del sistema relativo <le coordenadas x 1
, y' y de un eje z considerado 

como el eje sobre el cual gira el riel, además 

V~= 
d'r,, 

[ -x' o o r --;¡¡-= 

w=[o o ór 
donde v~ 

nadas. 

d~~ incUca la velocidad de la {"Sfera cnn re~pecto al sistema relativo de coorde-

Sustituyendo estos vectores en la t--c·11ack111 ("2.1), !-'P nhtiene 

Así, la norn1a euclidiana de la vt-locidad di~ la i~~ft•ra se p11e-dP expresar como 

(2.8) 

Para la detcrn1Ü1aciún de..• la. exprcsi1'Jn dt• la. '\"<"'l1widad angular dP la psfc.~ra '-'-''b se supone 

que ésta es una coni.binacicJn cit .. su rntaciLJn en sí. _v de su nJtación debida al giro del riel. La 

velocidad an~lar .....J dt" Uil Clh .... rpo E"'Xperi111c-11tando dos variaciones ang,."1.Ilarcs d-.;: 1 y di¡:-2 está 

dada por la s1.una vectorial de las '\"Plocidad<'s asociada .. .:; a •unhas variaeione.s .......i = ..... ..:¡ + ...... ·2 [2]. 

Para el sisten1a. esft:Ta-riel e;:o;tu ~t.' p11t4..le cxpn.·~e:.u- (lt· la ;-;i;::.,11i•"'lltt:- n1anera 

""-'"b=ljt+o=~+o 
1· 
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Sustituyendo las ecuaciones (2.8) y (:2.9) ~n la expresk'"u1 de la energía cinética total, ecuación 

(2.6), se obtietn• s11 t_•xpresi~~1n c11n n·sp("'C'lc 1 a. las ce >nnlt"'tHLda.."i g;C'nrralizadas 

(2.10) 

2.3.2 Energía. potencial del sisten1a 

La energía potencial clt-..} siste1ua es 1u1a co111binación de las co111ponentes conservativas del 

sisten1a, y en particular se deben a: 

l. La energía potencial dt~ la esfet·a, dada por 

\.'b = -nigyb = -rngx' sin(o), (2.11) 

donde 

Y•=x'sin(a) 

como se puede ver en la figura 2-4-

Figura 2-4: Energía potencial de la esfera... 

2. La energía potencial del resorte del sisten1a conductor 
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(2.12) 

Por lo tanto la swua de las ecuaciones (:2.11) y (2.12) getll"ran la energía potencial total del 

siste1na 

(2.13) 

2.3.3 Fu.erzas disipativa.s en el sistema 

La única fuerza disipativa en e) siste1na en la fricción lirH_ ... al <le deslizaxniento en el sistema 

mecánico conductor 

Entonces la función disipativa de Raylc-i:;;:h está da., la pur 

1 r}. 
l) = ~bú 

2.3.4 Fuerzas generalizadas del si~ten:1a 

1 ·2 2 
J'Jf O: (2.14) 

La fuerza conductora o acción del sistPIIHL u(!.) es la únlca f11er7..a. no conservativa que interviene 

en el sistema. Para deterrninar la expresión de la fuerza generalizada se utiliza la expresión 

diferencial del trabajo 

,11¡· = F-/51-= [ O ] [ O ] 
u(t) 1 cos(n)8n 

= u(t)l cus(n)8a 

Como esta expresión no depende de bx', quiere decir que la fuerza generalizada no de-

pende directan1ente de dicha coordenada generaliza.c._ia y por tanto las componentes de la fuer¿a 

generalizada son 
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2.3.5 

Q 0 = u(t)lcos(a), 

Qr• =O 

Ecuaciones de movimiento 

(2.15) 

Con base en las expresiones (2.10), (:!.1:3), (:!.1·1) y (2.15) se. puede indicar el con1porta1niento 

del sisterna en térrninos de la ~nación ele Lag;ra.ng;t:", t:"<.:::11ación (:2.5), si1nple1ne:_•nte realizando 

las diferenciaciones correspondiP11tes con respecto u las dos coordenadas generalizadas y con 

respecto al ticn1po. .A continua.ci<.'.'>n sr. prPsC'nta el dPsa.rrnlln que conduce a las Pcuaciones de 

movimiento del sistema. 

Sra la diferencia de la."> energía.._--; cir1t.;tica y potencial totales 

L=T-V 

entonces, sustituyendo (2.10) y (2.1:3) se tiene 

Particularn1entc, para la esfera .se tit"llt .. q 1 = ..r.': entu11ce::;: 

8L , . 2 ( ) 
Dx' = ni.x a: + 11ig sin o. 

-. -.- = m (x +en·) + h --,. + -8L ., . (±' ª) 
8x1 1-:l r 

d (ºL) 
dt 8±' ( h) _, ( I•) _ rn. + 

1
•2 x + nir + -;:: a 
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8D 
-=Ü 
8:.i:' 

con lo cual sustituyendo estas expresiones en (2.5) se obtiene 

(ni+:.~) X'+ ( nir +!¡:)O - (11ix'ó 2 + rngsin(a)) =O 

Reordenando términos, la expresión para el rnovin1iento de la esfera. se reduce a 

Igualmente, para el riel se tiene q 2 = o, y por ln tanto: 

8L , ) . 2 
i:Jo:. = rngx cos(ü - h l a 

d (ªL) 
dt ac. (nir +!;.)X'+ (1nx12 + h + lw +rnr2 ) i.i: + 2~'x'6: 

Q 0 = u(t)l cos(o) 

esta serie de expresiones sustituída.c; en (2.5) conducen a 

(2.16) 

( rnr + ~)X'+ (17tX'2 +lb+ Iw + m.r2
) ó: + 2ntX1x 1

ó - ( ntgx' cos(a:) - Kl 2 o.) + bl2ó = 
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= u(t)l cos(n) 

Reordenando términos, la expresión diná1nica para el riel se reduce a 

= u(t)l cos(o) --(2.17) 

Cotno se puede ver de (2.16) y (2.17) se obtienen dos ecuru..:ione8 diferenciales no lineales 

simultáneas para Jas dc."">s coord.C'nada.s ge1wralizadas :r' .v n que son las que describen t.~l com

portamiento dd sisterna.. 

2.3.6 De.scripción del 1nodelo 110 lineal en V.l.riables de estado 

en variables de ('Stado para un sist~·n1a din<irnict-1 IirH·al e invaz-~antt· con el tierupo descrito por 

un coujnntn dt> t'Cllaciones diferc11cialt.'s IinPalt·~ dt• n-t~sin1t11•rde11. C1ln una -sola entrada (p = 1), 

está dadn pnr 

íZJ2 •lJn 

1 [ :.~ j [ ;~~ j lly 

J :. l>,. 

(2.18) 

donde n es el n{unert> dt" variables de- f'Sladn .v .r¡ . .r2 . .... .r 11 n•prpsc-nta Pl coujunto de éstas 

que defincn el vectur de estado~, ª•J y /J1 suu coeficieut1._ ... ~ cc.>n~HantC'S y rty es Ja serial de entrada; 

si se con~idera ClllP la salida .'/ del sisterna dt•p1_•ude li11cal1neutP del vector de e8tados, ésta puede 

expresarse co1110 
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r n r ::: 
CJ2 

(2.19) 
C22 

Cq".J. 

donde q es el núrnero de salidas del sist.en1a y los coeficiPntt.~s C-iJ y d.¡ son constantes. En 

forma cotnpacta la representación (2.18) y (2.19) p11pde escribirse coino 

.i; = Ax+ Bu + B1 '' (2.20) 

y= c:.r + [.Ju+ /J¡ /,' (2.21) 

en donde la entrada o acción del sisten1a tLT sP ha. dividido en dos entradas, la que tiene 

control, denotada por u, y la otra, considt..•rada c111nn una. perturbación u, sobre la cual no se 

tiene control y que en algunos caso.s Pll<'.~df" despreciarse 

1LT U.+ I' 

Las n1atriccs A, B' B1. e·. D. Di sun Inat rices (iE" Ct u~ficicutes constantes de clin1ensión 1l. X 

n, n. x l, n x l, q x n, r¡ x 1. q x l rcspectivan1e11U·· y dcpendPn del siste1na considerado en particular. 

Para el sistP1na de ecuaciones <lP rnovirnientn del sistenia esfera-riel que se obtuvo anterior

mente, si se rPaliznn la.o:;; sigtúentes definiciones 

n.¡~rn+f=:±, 

a2 .g ntr + ~. 

"' a3 = rng, 
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b1 ~ lb+Iw+nir2 , 

b2 ~ 2n1., 

b3 ~ bl2 , 

b. ~ 1<12 , 

bs ~ nr.r + ~. 
b,; ~ mg 

se tiene, de la ecuación (2.16), para la esfera 

a1X' + a2ó - nz...r'ó2 = u.3 sin (a:), 

y de la ec11ación (2.17), para("} riPl 

' .· 

(2.22) 

(2.2:3) 

Entonces, para obtener la descripcil.Hl ciel sistP111a en variables de e·stado, se despeja Ci de la 

ecuación (2.2:3) 

O·= - (b2.i:' .r' + ba) Ó: - b.10 - br,."i' + bü_r' c:o~(o) + u(t)l cos(o.) 
ni.r.'2 + b1 

se sustituye la c-cuación (2.2·!) C"Il la (2.22) y s0 dP!->peja X', obtt.•niendo 

(2.24) 

X' = a2 [(b2X'x' + b~) O: + b.1o - bc,.r:' cos( o)] + ( 11z.r12 + iJ1) (n:1 :->iu( n) + 1n.r
1 0 2 ) - a2l cos(o )u(t) 

n.1 (nu·' 2 + h1) - r22br, 

Ahora si se sustituye la ec11aciú11 (:2.:25) C"Il la (~.:2·1) y ~t· despeja O. se oLtiellC' 

éi = - (b2.i:' .r:' + b:1) 6: - b.'lo + b6x' co8( o.) 
ni.r'2 + b1 
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br, (a:1 sin( o)+ rux'ó 2 ) 

a 1 (ni..r.'2 + b1) - u.2b:"> 

(2.25) 



a2b~ [(b.2±':r' + b:i) ci + b~o. - b,;.r' , . .,,(<>)] + [i a2bs ] l cos(a)u(t) 
(111.r.12 + b1) (cz¡ (ni.r' 2 + b1) - n2b~) + <lJ (rn.r' 2 + b1) - a-¿b~> 1H.:r:12 + b 1 

(2.:.!fi) 

Es decir sP ha tr·an:-;furn1ado el ~i:->tt"'Ina (:..!.líi) y (:!.17) t>?I la .. ...; t•ctHtcinnes ('2.:25) y (:2.:!fi), de 

en estas expn."sin1ws se puPde Ct1I1stn1ir t•I nHHfeln dt• t'sla<l1) dt•finit•udo el cstado corno: 

.r 1 = .r' Po;-:;icitlr1 de la esfera. 

I 2 = i:' \,"e]pcidad dt• la c-:-;fera . 

.r3 =o ..\ng,i!C) dt·l rit•l. 

.r-1 = <l \·,_·Jocjdad anp.iilar· dt•l riel. 

Por lo que S(' ubtic_~nC" a par·t ir dt• l:L-.; t•c11aci1111c~ ('2.:2~•) y (:2:26) la siguiente representación 

:i:1 =x2 

X
2 

= t12f(b2.r1.r2+!:r:J).r4 tn.,.r·¡. 

:i:3 = :.r4 

h,,.r 1 '"'-•~-(.r·¡ )) t- ( rn..rf f·(,¡) ( UJ ,;in( Ja)-+ n1.r 1.r.i )- o-:¡l o.>s(.r3)u(t) 

a1 (ni.r1· +fJ1 )-o-;i.l'l•, 

z ._ ...... (.r·¡)u(r) 

7TW"'¡+b1 

(2.27) 

n1anejar féicilrnctHt .. l~h :-:;i:"-ICIJI~t-...; 1·· ·11 il<i ll11t'<tli<!a(h_'~ f1ItTtc:->. -:;11bn~ tnd(> PU el caso (ie incertidnn1-

bres en lns parcí.rnctn1:-> 'icl Illcldt·J,, [-1). ~in t'Inl1argi1 en el ca:-:;,-, dt·I n1odt.,Ic-1 del ~<"'r·vun1eca11isn1<>. 

ecuaciones (:2.:27). darlq qllc la.s 11•• li11calidadcs :-:on del tipn :--lla'\·e::-:, =->in (_r). cu~(....:·) . .r 2 . .r 1 · .r:¿, 

es posiblt" linealizar d n1oddn para c111plcark1 PU el dise1ln d(' la ley dP control del sisten1a. Por 

lo tanto eu la sigilientt• st.."'cci1"1n se prt..•scnta iti. tt'.;.cnica t>I11plt-•ada para obtPncr 1111 Ill(uJelu lineal 

aproxiznadn .snbn~ un punt1J de f1111ci< •nan1ie11t~ > dPl sist1·n1a (:2.:2:7). 
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2.4 Linealización del modelo 

Si se cousic:ft-.ra q1a• <'l sistc1na 1JpPra c1u1 peoq11P1las variacinr1Ps, cerca de un p11uto de fun-

cionarnk·ntn, entn11cP.s l':-> pt,sihlt• 1illtPIH'r 1111 llltHlelo Iirwal en donde las dt:>s'-·iacior1es del estado 

con respecto a} p11nl<.• dP ( 1pPraci1~1n si 111 ahora las q111• 1 lt·fi1H'll <>1 vectur dP t··~tadns; para Pilo 

las ec11aciones st• cic·sarn)llani11 aln•rft•cfc>r <k" 1111 p1111t11 cl1• t)p1-.raciú11 (.r0 , u 0 ) pt>r nicciio de una 

serie de Taylor tn1ncada de~p11t''s dt'l prirt11•r L1-·rrnin11. E11 parUcular clcbic!t:1 a. qne· e-1 objt.-.tivo del 

control es lograr q11e la P''sjción dt• la esfera ~ig;a 1111.a rrf1"H-"'I1Cia cfeseada, ~P :-;cJ1•cciuna t"I punto 

de operaci6n 

el cual se ton1a con10 ba...;;e para las variaci1iu1-s A.r: y .ó.u. Cerca de este punto <le operación 

son válidas las sig,1ientc>s aproxiiuacioue.s 

siu (..r3) ~ x3 1 

Ade1nás para pe:_--queiias des,:iaciones A...r. y .~:u del sisten1a. 1 se tiene que la ecuación (2.27) 

se aproxin1a n1ediante 

lo cual puede escribirst..=- de rnanera rná.s cotnpacta 

.i: = . ..\ar + Bon, (2.28) 

donde 

27 



i:Jf 
Bo = fJ-u l.ro,uo 

Calculando las deriva.das indicadas para el sisterna esfera-riel se tiene 

en donde las con1ponentes de la tn.atriz A tornan lns si~,1fr~11tPS valores 

A
21 

= -a2btJ (a1 {nz..r~o + b1) - a2br)) + :!rna 1 <12..r.w (l)GXJo + lUQ) 

(a¡ (n1:..r.~0 + b1) - a2b:-,) 
2 

a:1 ( rn.r'j0 + Ó¡) + a;zb.t 
..42..'I = n. 1 (niITo + h1) - fl·.t.b ..... 
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Ashnjsmo, las cornponentes del vt..··c:tnr E-i ~1n1 

B2 = 
n:?l 

- ,,.,,,,,) 

variables dd pro<:t"'~o son las c¡uc St' p1u•den IIH'liir. E::;ra inf1Jrn1ación vient"' dada por nlt:'X!io de 

continua de la pnsici(~)n de la Psfera. sobre el rk·I. t1bt.cnida Cl •ll una ccir::1ara de vidc-n y un a1p.;oritmo 

de reconociiniento de forrnas. y el áng;uln drl riP] cuu n·.'.""pt'Ctd a la linrizorital, rPgb;trado vía un 

decocli ficador. 

Por lo tanto la ectHlción de salida. resn1ta sc·r 

COil )a matriz C dada por 

y= C:r 

o 
o 
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Con esto, la descripción lineal en variables de estado del sisterna se reduce a 

.r. = A.r. +Bu 

y=Cx 

x(to) = xo 

2.5 Modelo del sensor 

En seccionP!" antericirt"'s se ha n1cuciunad1l q11e sc-1lo dos :son la.s variables que st..~ pueden n1N.lir 

del sistelna: la. JHisicil_-111 dP la esfera con n·spect.() al ct'lltro dt"'l rirl y la posición an~·ular del 

riel. La p11sicit-•ll clt- L1. ('sft>ra t"'S n11•dida c-(111 1u1a c~ítnara de vidt•n colocada p1•r <'ncirna <leI riel a 

una. alt.nra dt• '/()(,_·11¿)_ r)t•hid1• a q111""' la c<í.niara st1la11it•tit•· ca¡it.a irn;Í.!.!,1'T1P!-> en dos dinlt.'ll~ioues, 

para detectar la p11sici('>11 rea.i de la P:--:f•'ra :c;uhn' t'l rit'l ~.rf), "'' n'qlliere. adt·ni;í.:-=; de rccnnnccr la 

esfera en el niarcn dt· la itna.)..!,t'll d1• \-idt•u, t·~t1111ar 1•l 1•ft'1·111 pnn:11cado p•n· el ú1q:..!,-i1lu dt-.] riel (o 

co1npone11te h1)riz11ntal). El J11vcanis1n11 1·111ph•adti para }11:.:?,.r.tr t•st<' J111 t.'S t'l si)..!,11it•ntP. 

Sea. el iÍ.i1:,..!,1ilc, dt>l ric•l n., p la pnsicit->Il hnr·iz()nt.al dt· la psft-ra dctt..'Cta(la pur la cán1ara, pos 

es la po~ic:i1'111 UJITtTta. n·lac:iu11<Ú1<l11.-::t> an1ba . ..;, rnc1iiantt· 

p "":=-¡;¡is ('l•;-; ((1). (2.29) 

y hes la distancia. entre la c<in1ar;~. y d s.-1p1n·tt' <ll'l riPl (\·er fi~1ra :2-5). 

Sean ,..:;·ig y O:in. dos variabl<>s. La pri111cra, .->l!J, c;1racte1·iza t•l lado dt=>l rirl en que se encuentra 

la esfera con respecto al eje de rntacióu dt"'-1 riel, sit''IHlo t'·sta positiva c:uando la t~sfera se .:-ncuentra 

a la izquierda y de sig;no nt•:;ativo cuando:'!' t-'tlC11t'11tnt a la <kn_'cha. La seg,,-Inda \·aríable O:m 

corresponde ul áng,··11}0 df:'l riel Jnedido con n-·spect1 > al eje ht_)rizonta.l. Es decir 

sig = 8ign(p) 
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r """"'º 

Figura 2-5: ?vfodelo de la cántara. 

O:in = sig ·o 

Una manera de relacionar el ángulo del riel, la posición rral y la compo_!lente horizontal de 

la esfera, que es la detectada por la c.cí1nara, c:onsistP en usar funciones trignnon1étrica..s, junto 

con la alt11ra en qur- se enc11t~ntra. la cán1ai-a cnu respt•<:t1J al ejt> de- g;:iz·n del riPL 

Si se define n·.1110 3 al úng,1lln rnt z·t· la vertical y la línt>a < iesc..:ri ta desde la pusición df"" la 

cántara y la esfera, PntnncC's se tieuc 

p 
ta.n.

3 = h - pos· sin{o,n) (:2.30) 

Para ángulos o pequei1os y debido a que h >pos· sin(aiT1.) la tangente se puede aproxiiuar 

por 
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tan;3 S< E, 
h 

(2.31) 

Por ahora se trabajará solan1rute cou los valores absolutos de p y pos, dado que a1nbas 

variables tienen el r11is1no signo y i~st("' se t:""ncurntra. ahnacenado en sig. 

Igualando las expresiones (2.:10) y (2.:11) y tornaudo Pll cuenta lo anterio1·, se tiene que 

lE1 = fpf 
h h - fposl siu(om) · 

simplificando IPI y factorizando jposJ en el <..lt."'111n1iinador del lado derecho, se tiene que 

/¡ lpo.'">I ( :p~--1¡ - siu(om))' 

y reordenando esta expresión se obtieru~ 

h 
!posj = -,-L~'_,-1 ----s.-11-1("',-,,-r-,) 

Despejando jposl de la ecuación (:2.:.!9) se tiP-ne 

la cual sustituida en (2.32) pernllte c>Rcribir 

Ahora, dado que el signo para p y Pº·"' <..~s d rnisruo, entonces 

pos = 8i[J · jposj 

Finalxnente1 sustituyendo (2.3:3) en esta ecuaci6n. sr> tiene 

sig · h 
pos = -,----~~--~-~ 

~ cos(oH~) - sin(a:in.) 
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2.6 Fuerzas de fricción 

En el n1odPlad() 111att>nHític<) deriva< le·• c-11 la~ prin1eras ~<'cciont~s de e·ste capítulo se ha considr.rado 

la fricci<',.n1 linf'al en t•l sist1._·u1a inecúnjcn dt" nHHhtccic',n, pen1 Pxisten otros tipos de fricción 

involucra.dos f>!l el sish"Jlla t•sft•n1-rit•l que han sido d('sprc-ciadns. 

Uno dt:- t•sc1s tip11s dt• fricci1'•11 es la f11t_•r1:a de fricciún t•st.-itica lírnitt.-·, o sea la fuerza que debe 

vencer p} sistcnHt c11and1i t•l riel 1111 ticrw t11t,vi1nif"11tu: t>s clecir, la f11t>rza que debe VC'ncer el 

rnotor para. qllt> el riel t•1npit'"c1• a ;.!:i1·a1· t'Il ti irw 1 a sn t>je. 

y riel), es dc-cir, la fricciún qnP dl'p1•11d1• de la velocidad de g,irn dt>l riel. 

Para 111ostrar In:-; 'tipns <lt-" f11t•rza.-.; 1lc fricl·il->Il [lOj si· a11alizar·ú 1111 caso 1·L•laciunado con el 

n1odelo de la fi:.!,'lU-H. :2-fi forrnado p11r llll cllCITH' .:\ ~o>brep11v~t(1 en otrn B. corno Sf' indica, donde 

la superficie rnustra.da rs horiznnta.l. :::;p snp11ndnJ. t¡lle rn1 hay vulc:a1uieutn, es decir que ningún 

-~ 
1 ' ,--_-·--; 

1 e· i 

Figura 2-G: Bloques A y B. 

Cuando B está fijo al piso y, corno SC' indica rn la fig;nra 2-7, soUn-" .A. &"' <..~jerce una fuerza 

horizontal P, cuya n1agnit11d alUlH"nta g;radua.ln1Pnte desdt> t·l instantP en que se ernpieza a 

aplicar. En este ca~u. entrl" _-\y B .se ~t·Iwran fnt-rza:-; b111·izl·•11tait"S de intera.cdóu cuya. 1nag11itud 

crecerá en tanto que .:\ no st" n111c·va., y quP \~t-· co11sidcra ct1 nn1chos ca..sns) pcnnanc-cerán 

constantes a partir dt~l iHstantt: P!l que· :\ t•n1piPcP a n1uvPrst". 

La fl..H:"rza dP intera.cciú11 qnc actúa en ca< la 11110 dt• lo::; cuerpo~. c•n tanto no existe tnovinlieuto 

(Fr)s; a partir dt• c111P ... \ ernpicza a n10\·('TSt" nY:ibc· el nu111bn· dl .. fuerza. de fric:ciün cinética, a la 

que se denotará pnr n1cdio de ( Fr )k-
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//1///)1:· /¡ 11:11/ij¡¡ 

Figura 2-7: Fuerza P aplicada al bloque A. 

En tales condiciones, el diagrama de cuerpo libre (d.c.1.) del bloque A antes de iniciarse el 

movimiento es el que se muestra en la figura 2-8, 1nientras que, 111oviéndose y en tanto no se 

suprima la acción de P, el d.c.L de ¡.\ es corno se ve en la fig,_1ra 2-9 

. ., 
jf~ 

_P __ ...,.Gl (Fr) 

'l,\ 

Figura 2-8: d.c.l. c.lrl bloque A sin 111uvin1ient.o. 

Se ha observado expp1·iruenta.ln1c·nte e-pu· rl valor 111á.xiino c¡uP puede> alcanzar la n1a~nitud de 

la fuerza de fricciLn1 que actúa. subre ca( la 11ua dt• la;-;. deis ~npcrflcics en ccn1tacto. e.s directarnente 

proporcional al rnúdnlo .:.'..~ de la. resultante d~· las f11p1·za.s de· i11teraccit~Hl, qui~ actúan en fonna 

perpC"ndicu1nr con relación a cada. 11na dP c·sa~ s11perticiP::->, t·nrno cnnSl'Cllencla. de la presión 

donde (/·""'r-)s-.m..-i ..... x recibe el nobrc de fuerza dP fricci1~H1 estática líniit.e y l-L:$ es una constante 

llanl.ada coeficiente de fricción estática, cuyo valor depende del tipo de tnnteria.les correspon-



1 w. 

~P~--...;~~~:i .......... ~-(_r,_)k 
1 N' 

Figura 2-9: d.c.1. de] bloque A en 111ovin1iento. 

dientes a las supf"rfides f"!ll contactn y SP ha dt.•tt•nninado para divi....,rsc~ raStJS, principalnH-"'nte 

en laboratorios~ de rnanera auúlng;a Sf ... ha e11c·1>11tracltl para (Liferentt·s tip11s dt_ ... stiperficiPs eu 

contacto el l1ar11adn cucficientP de> fricciút1 ci11t"•tica. al cual cornú11111entP sP h· rcprPsenta cun10 

fuerza de re:-;i~tPIK.:ia al rnovirni('utn. debida a la fnc{"i1'1n líruitt•. '' sPa para /' > ¡i.~:\;. el bloque 

A entra cu nJt1'..·inlit·nt1>. act1uuul<1 sc•l1rt• l·l 111 'jllP :--1' 1·11111H't' c-11Jilil f11prza clt~ fricci1"n1 cirH'~tica 

lín1ite, (l·~)k, dC" ruag;nitud apruxi111ada 

que estará actuando sobre.·\ Pil tanto n11 d1•j1• ch~ n1nvcr·sf•, s11l>re B, a11nqut~ se supri1na la 

acción df' F,. St> dict• qne PS apn1xir11adH ya <¡llP t'Il n·<didad la fut•1-¿a dt..~ friccit)J1 cint::;tica va.da 

con respecto a la. Yt'l••<·ida•l de llll•viznit•nt11 1h'l 1·111·11>•1. 

En los casos <"11 que IJ(• :St' i11<.liq11t:. 11 n•i pitt·(ia iI1t11ir"'c ,-p11• <·xi~la tlift•n•th·ia 1·11tn· nn•fici~·utc (le 

fricción cinética. y cueticit->Iltt' dP fricci(1n t'st:itic;L si1npl1•t111•11tt• =--e n.JI1~i<lt•rar~i (!1lt' l<is nli.sruos 

ducidn cnrnn para nbt1•11Pr una adPcllada caractcrizaci1'111 de la fricci1Jn ci1H.;tica. Es por eso que 



n1odelo cou C<Hnpc1rtan1it•IJlt1 at_'.t'ptahl1·111e11tp par·t>ci<l11 al etHllp111·ta1nie11to I"t.'a] clel ec-p1ipo. 

En t."'I n1ar111al prr 1porcinriadn con t··I t'q11ip1' [ 11 J :-it' iud ica 11J1a fu('r¿a. de l .6( .V) ce 1n11l fnerza 

de fricción estática. lí111itc. Dcbid1, a q111 ... la dinú111ica ch-l flll1lc•r qnt• )2.t'Ilt'I"a 1·] par f'11 el caso 

del rirl Sf' cousid('ra dt•spn·ciahlP, 1íuicalnl'Jtl.t' ..-;p rP<plÍt'rt' !11r11ar 1·n 1·1tt•11t.a 1-•} f.;u·t1•r n11111érico 

f = 2.15(.·V/\.) CJllt" rdaci1)na la f111•rza apli<"acla. al si:-;t1•n1a p•il" pa!"ft' ele! Illl•l••t". n111 t>l voltaje 

aplicado al rnisrnq_ f)e a.c11Prd1J c11IL este fact11r. ,.¡ \'1•ltajc n111 el cnal d1•lH' ~,·¡- ._·xcit;-idn 1•! n1ntor 

para oblPllt'r llll IIIt1vhnienLl• f'Il t•l r·iel, <lcbe ~Pr de U./-1-1(\,·). Se n·aliz,) 11n eXpPri1uento en el 

cual se excitt'J el 1nolor cou un ge1wrador d._~ voltaj0 y el res11ltadn de Pste cxperiznento confinuó 

la validez de la fuPrza. de fricción lírni tP proporcionada. pnr d fabricante. 
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Capítulo 3 

Teoría clásica de con.trol 

En este capitulo St.' l'Xplica11 lo:-> CtJllCt"'ptos b:k>icos de la tt..-"oría clásica de control y del análisis 

frccul~ncial <k ::->t-.fia .. ks, los cualc~ son necesarios para cnrnprende-r el desarrollo del presente 

trabajo. ~ranihit"..ll ::'<l' n·aliza un análisis de sistPUl<l...o..; ante p1._'Tturbacioncs; específican1ente se 

consideran fallas t'l\ los ~en.:-;,,n·s. 

3.1 Análisis de sistemas lineales 

3.1.1 Dominio del ticn1po 

El con1pnrtarnientn dP cnalqlli(•r :::istetna di1Hl.n1ico de panin1etros concentrados se puede expre

sar por 1nedin de nna rt.."'PIT·~eutaci·-,n t''ll variables de PStadn, corno ya se rnencionó en el capítulo 

anterior. .Así. c11 furnia cnrnp.acta la n_-.prt"'senta.ción en variables <le estado, ecuaciones (2.18) y 

(2.19). puech" escribirs<-- cu111n (:2.:20) y (:2.:21) 

y= c:·..r:+ DH+ D1u 

Otro tipo <le n1odelo muy usado rn ingeniPría. P~ el t.ipn t:"ntrada-salida. Específicarnente ~ti 

el caso de sistemas lineales, se habla de la funci,')n de transferencia G(s), la cual se define como 
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la relación de la de la salida (Y(s)) entre la entrada (.\'."(s)) <'11 el dorninio de Laplace, es decir 

C.'( ·) _ Y(s) 
.• ·' - X(.,) 

En el caso de contar con n1á::; de nua entrada, 110 1-Hlt.'dt• bacer::;e una división, por lo tanto 

la función de transferencia se define corno la rnatriz c:(s) que relaciona el vector de entrada con 

el de salida de la siguiente n1anera 

Y(s) = G(s)X(s) (3.1) 

Existe una relación directa eutrr las rn.a.tricPs dd n1udelo de estado, ecuaciónes (~.20) y 

(2.21) y la rnatriz de transferencia (;3.1). Esta se obtieue aplicando la transforrnada de Laplace 

a las ec...-u.acioucs (2.20) y (2.21) 1 y despreciando t-.l ruido v 

G(.,) = C (si - .··\)- 1 B + D (:l.2) 

Cabe hacer notar cp1P los valores propios del sistcn1a (2.:!0) (...\i) se obtienen con10 solución 

de la ecuación característica 

y correspu11clt-'Il n. lc:!.s raícc-s <lí·l dPnnini11ac_lor 1..lc- (";(...;), n1ej1H" co11ocidos con10 los polos de la 

función de- transff'rcncia. (.'(.-;). 

De~idn al baje_. <-'u.su, y a la ... ·elt)cidad de· Ja 1·h,ctn-1njca dig;-ital. actualnH?Ilte lns tareas dt ... 

segnimicutn dt' trayccturias en 1u1 s1:--n.·nnH'Ca.I1i~nl1l :--l' n'aliza11 con ayuda de cur1vertidures q11P 

transforn1an la .. ...; Sl'Üalc-.s 1..·1¡nti1111as t>II si>ril·S cie ... -al. ·n·s :-:.incninizadus tAil t.:·l tit'rnpn y alg,nritn1os 

in1plantad11s en 1111 .si!:'tcrua dig;ita.l cpH' gC"ur-ran la !-Ot>Úal <k· acci1'111 y nn circ11it11 cp1t> t.ransfonna 

el \:alor dig:ital t'll l_u1a :::r-iia.I continua. para rn;Í.s dt>tallt•s '-TT [~]-

Por t<.l.ntu. ~e r·cquii:•n• tn1Hlific·ar Pl n1odl'ln (:2.:!0). ya C}lll' al c1 int.rolar este proceso con 1111 

es ckcir u(t) = constante para (n - 1 )T ::=.; t. ::.:.; nT, donde T es el t.ir-tnpo de n1uc."streo. En 

particular la. n'r~iún djgital de· (:!.:.!U) ~e rec.hH..:t' a 



x((k + l)T) = Ao(T)x(kT) + Bo(T)u(kT) + Bo1 (T)u(kT) (:J.3) 

y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + D1 L•(kT) {3.4) 

donde 

Av(T) = eAT 

Bv(T) =lar Ao(r)Bdr 

r 
Bv1(T) =fo Av(r)B¡dr 

y las 1natriccs C, D y Di no se rnocüfican. La derivaci6n de estas expresiones se encuentran 

en [5]. 

Análogan1ente al ca.so continuo, los '\·atores propios del sistema discretizado (Adi) se calculan 

a partir de la ccnaci6n característica del sistr111a discretn 

det(zf - Ao) =O 

En partic11lar, si los valores propios Ai df>l sist.Pnla. continuo se conocen, los valores propios 

del sisterna discretizado St." pueden obtt:'l1t-.r por 1nPdio de la transforn1acit:>n 

En la figura :l-1 se presenta el diag,Ta.111a de bloques del sisterna discreto en variables de 

estado, despreciando el térnlino v(k7~). 
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u(k7} y(k7} 

Fi~.ira :i-1: f)ia¡..:i:;rarna de blt1q11cs dPl sistcrna discrPto. 

3.1.2 Dominio de la frecuencia 

lJn concepto 11111y i1npnt·ta11t.t• t>fl el aniifü . .;i~ dP ;-;i.:->tt>nta.s liuPalP:-. es la respuesta. en frpcuencia. 

Si una sciial st·nnidal (lt• fn•c11l·ncia ....... :o e::; aplicada a 1111 sistt•1na estable, liueal y continuo, la 

respuesta l"st.ri Ít1rn1.a<bt pnr 11ua pnrtt· tran:o,it1n·ia nHÍ..-:: un ténnill<l scnnidal pennauente con la 

rnis111a frecue11cia ...... .:0 de la. cut.rada. St• sabe qne si la fllnci1'"1n de transft•n_•rH:ja es escrita en la 

forni.a ganancia-fa~e. es dt.~:ir 

entoncr.s la respuesta. t"ll e.-sta<lL) pcnnallPlltc- a nna st•ilal scnnidal dt• a.1nplit11d unitaria está 

dada por una scf1al sennidal de arnplitnd .·l( ...... ·0 ) y defasada 11na f:l......:;<" tfl( ..... ·0 ) rclati'\·a a la st._ ... I}al 

de entrada. 

Análogan1ente. para funciones de tran~fen"ncia II(::) <h• sbte111a.s t:·stal.ilt.·~. lineales y <liscn:-

tos, se puede obte11cr el cornporta1nic-11to del si.::- terna cnand1 l ::;e cxcl ta con 11na sPiíal senoidal. 

En este ca.so la an1plitud y <lPfasarniPnt11 de la salida ~e calc111an c11n bast> Pil la ni;1g.·nitud y fa.se 

de }a ff(,-·JuJT) dj 111de ...._• currcsponclt..• a la frt•t:lll'llL'.Íil. de t.'XClt.<t( i1-Jll y f' a} pt~1·íudo dP lllUl""Strt-~O. 

Es decir 
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Entonces, si los vnk11·t>s c.liscr~tizlldo.. . ..;; dt .. nna SPnnidP ,\t .. a.1nplit11d 1111itaria y frt""<:11enc·ia .......,0 

son aplicad.os al sistt"'l11a., lns valon•s d.iscretizad11s de s11 i·espuctita perniaut-..ut .._. t":::t .<'in dad.ns por 

1.t11a src11C"ncia dt"" da.t1Js qne ;..!,:t.'UPra lllHL ~t·11oi<h· d" frt"'clll"'ll<.:ia ..... •o c1.111 a1nplitlld .-\(....,·0 T) y fase 

'11(WoT) con rt. .. Spt."'cto a la. st."'CHL'ncia ~t·t1ni,ial dt" t."l1trada. 

Por tantn si st• 1\e~Pa tc-Jll"r nna ,lt .... ~cripciú11 ('()Jnpleta <lt"'l si!:ilt.:1na. clis<Tt"'ll., Sl' dcl1t> contar con 

todas las SPric-s c_lp \.·alorPs t.k _,\(..._.·-r) y q1{ ..•. :'/') para tud<L _: tks<h" í"l't"O hasta infinitu. c:naudo 

esta inf1)r111aci1"111 Sl' pn•st•11ta ,¡p Jna1n"ra g,r¡\ti,·;1 1·1111 la fn•t"lH'T1cia t..,11 t•scalr~ l11::!:arít111ica t"ll la 

ordenada y Pll \a alwi:-.'\. L~ •ll1lplilllll y 1:1 ra-..t·. -.,l' h;1hLi. t>ll t>l lt'llf!.,,1<'1.jt• de cuntrPl. de diaµ;ran1a.s 

3.2 Diseño de controladores 

3.2.1 Regulacic.~>t\ por asig;:nación de polos 

l 7na de la ... ..; 1·.ar;:1t·tt•ri:--t ica:-; i1up1 irt ant•·...; t'Il 1u1~i~t1.•111.a (lilliÍ.tnic-n ,·:-:; ('l tipt1 1..lr n-.·.spue::-ta transitoria 

qllP t."·stc· pti~C't'. la (·ttal 1h"p1·1nh .. fn1Hl<unt .. lltalntt·nt.1' de lu-s vallin.•s prupios t.lt.:"' la. n1a.triz AD del 

sisteni.a.. P1)r tan!•) 111la 1k· la,.; lt>c11it·a~ in;Í.:-:; 11-.:.;ul;t:o. para (•t•lltt·1llar nn ,..;l.,P·:11nlt."'Canisn10 es la de 

a.sip;nar lns \.·ah 1rc . ..;; 1ln 1pit·1,..; n pi 1l1 >,..; ( lt·l -,i~tt .. tn:>.. 1•n 111¡,:.an•,,_.:; <u l1·c11ad1.l~ del plat10 z en el cn ... L.io del 

sistenul. discrct1 l. 

Espt.""C.Íficn.nll'lllt' s1.• p11e(lc- dc·1nnstrar •PH' (latl1, 1•l ::;;i;-;tcn-:..a (h·scTitn poi- l.<:l.S c-cuaciones (:J.3) y 

(3.-l). si t.~te es cnntnila.hk._ t.·~ decir quP ::--.<' 1·.111nplt' 1a c11nt.lici<H1 

Rn.ngo [ B fJ .·\ n l-J fJ " 
entonces existP una ley <ll~ contrul del ti¡H> 

au(kT) = -Fx(kT) 

que permite ubicar los polos en cnalqui(">r lugar d.d plano:::. La. fig,·ura :3-2 niuestra el esque1na 

retroalirnentado resultanl(', co1no St."' puedr vt•r de la expresii»n de ''H.· 

El diseño del controlador <le estadt."'1S usando n.sig,~1ación de polo~ requiere que el vector de 
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-w(k7) 

F 

Figura :l-2: Si.stcrna de n>ntrol c11n n•trualin1entaci(:)n de estados. 

esta.dos cornpletn .r.(1./I') sc-a cnnucido. C~11;J.11do c~t<' Vl'ct111· nu se pueda 1nedir cornple.tanit~nt~ 

en el sisten1a real, la ..... variables dt• t~:->tado fa!taI1tcs tiPiit'U que st>r t•stir11adas ptlr alguritruos 

acücionale!i Uaruadns obscr-.:adun~s o estirnad<1rcs. 111...; cnnlf•.o..; sP de-.s(-ribir<-lll rnú~ tarde. Por 

ahora .se as11n1t• qllt>, t>Il prillcipin. tod.cl.'-' las \"ari;d>les ck· t·~ta,!11 .'-'••ll lllt>dibh•s. Entclll<'P;::> el 

diseiio d<•l c11ntrol cnn.:-;istt• t'll dett"'"rrninar los c:ot~lic-i1't1tt·s consta11tcs dt· contrul dt• la rnatriz de 

retroalinl<""lltaci1'1n F' dt~ tal n1arH•ra q11P !tJS P')lcl'-' <h·l :;i:--.tl'J11<l crt la . .zn ct·r-rach1 (An - l-JvF) se 

ubiquen f:"Il p1u1to.s cspt>cíficns d(•l círculo 11nitari1> ct'1llr:ul1> Pfl ccn> del plaIHJ .:;. 

Cuando c-l nú111crn dt· entradas es ig11al i.d oún1t•ro dt• salida.s (p = q). nn pn·filtru dado por 

la matriz i,· .;L."t'g,,Ira c¡ut> t>} V<'ctnr de salida. y PS i~,1al ~\l VPctor de rt'fcrcucia "' f'n condiciones 

de estado pern1aut•nte. 

De acuerdu a la fig11ra ::>-:.! 

u(kT) = i'w(kT) - F .r(kT) 

la descripcjón del siste1na en lazo cerrado (despreciaudo u(kT)) está dada por 

x((k + l)T) = (Ao - BoF)x(kT) + BoVw(kT) (:l.5) 
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y(kT) = (C - DF)x(kT) + DVw(kT) (:3.6) 

Donde la. ecuación característica del siste1na. en lazo cerrado, está. dada por 

P{:) = dd [zl - (An - BoF)] =O, (3.7) 

la cual corresponde a nu polinornio de urden n, en z, que depende de los coeficientes de la 

matriz F de retroa.lin1entaci6n. 

Por otro lado, a.._..:;iµ;nandu los va.lon .. •s propios Adt 1 Ad2 1 ••• Adn del siste1na en lazo cerrado, se 

obtiene el polino1nin c.a.ra.ctPrí.stico 

P(z) = (z - ,\.,1) (z - ,\,¡2) ... (= - ,\.,,.) = z" + Pn-1 zn-I + Pn-2z"- 2 + ... +Po (3.8) 

Entoncc-s, t'Í el si:-.lt"nl.a. tit"Ilt~ una. s1.>la t~ntrada., la. rnatriz F resultante es un vector transpuesto 

y ahora Pl disefú1 ciel etlillrul consistt·' t''Il e-le~ir este ve-ctor clt"' tal rnant.•ra que las raíces d~ la 

ecuacitSn (:J.7) (IH)1ns dt'l sist.1'111<1. t·n lazu cerrado .-\,J:t . .-\12 , .... ·\tu) se uliiquf'n t~Il la.s pnsicioue~ 

deseada .. '->. f>11r 111 tanto s1.lln q11Pda n·alizar nna 1·11n1parar·i1')tt tle c1JeticiPilt.t->s t>ntn-- lns p11linon1ins 

(:3.7} y (:J.~). 1llltt'Ilit'•ncl1is1· a:--Í 1·l v1·< l1ir ch· n·a11·•,alinit'11i•u·i•'•Il cl1·:--1·a<i••. 

l'.na forrna pa1·t.ic11lar para t-} c:ilcnl<1 de ¡l,:-' nwticíeutt•::- ch• la n1atriz dt• retroalin11·nta.c.:ic)n 

F, es por nu·din c_k· la 1•cuaci1'1n de ~-\ckcnnnnn [(i} . 

.r\ckc-nnann 1le111nst.rú cp1e si el .-;;ist.1•111a 1~.st.ú 1l1·~cril(• t'!J f11n11a arbit.raria y t··~t1" r:=; 1:1JI1trnlablP, 

F' = ¡r = poq_'[ + ... + Pn 111_?"".·l~,- i + q_;AD (:J.9) 

donde el ténninn qf es c-1 últi1nn rc-ug;lú11 de la n1atriz de cnntrnlahilidad inversa 

Q; 1 = [ BD AnBo 

La ecuación (3.9) es conocida eu la literatura co1no la Pcuacicln de Ackermaru1. 



Existen paquetes cotnputacionales 111aten1áticos con1n 1-"l :\IATL.AB ~n donde se encuentran 

progran1ados <livPrsos algorit.n1os para la obtenchSn dt." la 111atriz de rt."'troalin1entación, entre ellos 

el de ... i\.ckf•-rni:uui. EstP n1t-;,todn PS el <JUC" se en1ple1~, para disri1ar p} control del servon1ecanisr110 

esfera-riel. 

Prcfiltro V 

Para drtennina.r la n1atriz \/ se asrunt~ c¡11e-: 

l. La tnatriz F PS conocida. 

2. La rnatriz D = O, que es el ca.-:;o de la tnayoría de lo.."'i sist~rna.s reales. 

Así, tra.nsfonnando las ecuaciones (:3.5) y (:J.6) en el donlinio de z, con condiciones irúciales 

nulas, se tiene 

zX(z) = (Ao - BoF) X(z) + BoV!V(z) (3.10) 

Y(z) = CX(z) (3.11) 

Despejando ... ~(z) de (3.10) y sustituyendo el resultado rn (:1.11), se tiene 

Y(z) = C (zl - Ao + BoF)- 1 BoVW(z) 

= Gc(z)!F(z) (3.12) 

En esta Pcuaci6n el ténnino Gc(z) d.._-...nota la funci6n de transferencia en z del sistema en 

lazo cerrado. 

Por otro lado, en esta.do pennanentc el vector de salida puede ser calculado usando el 

teoren1a del valor final [5], es decir 

y(+oo) =E!!l [(z - 1) Gc(z)U-{z)] 
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= Gc(l) !0¡ ((z - 1) IF(z)] 

= Gc(l)w(+oo) 

Con objeto de que la salida sea igual a la rrferencia en estado permanente (y 

requiere entonces que, la función de transferPncia en z 

Gc(l) = I 

w), se 

O:an esta concUción, junto con la ecuación (:3.12), se llega a la relación deseada para el 

prefiltro V 

3.2.2 Observadores 

En la St''Ccir)n n.ntc-rinr sr di-·t>cribien ni difPrc·ntl'S rnét1HÍt1.s para clett>rnlina.r la 1natriz de retroali

mentación F dP 1111 coutrnl de esta.ci1Js. En c~U)S nH;tndos sP ék"iltrllió cp1e el V'"ctor de estados era 

conocido totalrncnte. En la pr:Í.ctiea, sin t .... rubar~o. e:-:; rn11y curuún q11P no ~Pa posible conocer 

todo t..""'l \."PClt1r. ya :-:t•a p1ir el c11:->t11 <i<' 111..." :-ocn.-.11r1•s 11 p1•rq11c· t ... st<1S 11•> existt'Il fí:..;ic<111H·utt'. Bajo 

estas Clllh..lici1 Hu·~ :---•· n·curn• a l< ¡:-; e 1b:c;1·rvad< n·t·:-=. '1 1•st.in1a< i1 •I.t'-" < [t' 1·:->t :1d1 .:.--;. p1 H" 1nt>di1 • e fr-. I< is c11ales. 

via prn~.Tarn;t,:.; <l soflu:nn', Ps p•isibl1• rPcon:-.tnür 1•1:-. t•:..;l¡Hln-.; dPl -'"'ist<'rn;¡ 11s:ind<• la infi1rn1aci1'.:in 

de la..."'> selialPs dC' Pntrada y de ::;al ida. El n:-:o d1• J, ,,.., ~ •l>:c;t•r\·adnn··s dt .. Pstadus t':-. sien1pn:> posib]e

para siste111as obst .. rva.blt•s (capacidad para cit"<ltl(·ir infn1·1nnci1')11 de t1Hi1 is los 1no<los del sislPII1<t. 

n1idiencln l;L~ salidas), es decir. la si¡.1,-uientt .. n .. Jaci<-Jll tit>Jlt·• qt1P sati.sfaci~rse 

A continuacián .se dt.~scribini bre\.·en1~ut~ un nbt>ervadur u t..•:stin1ador de or~h."'n c:on:1pleto 
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u(k7} 

Obse:nrador 
Luenberger 

L -

y(k7) 

y(k7) 1 

1 

~(k7) 

Figura :3-:l: Obscrvadur <lt> unlt•n c111npkt.:1 lL1H~11berger). 

(observador Lnf'nhPrg;Pr) con el objeto dP dar la n1etodok1g:ia. :2,t"ncral de cunstn1cción de> ob

servadores y poder po~teriornwnte c1_1n1pn"n1_kr n1ús fúciln1t•1\lt"' Pl di~eilo de un oL.servador de 

orden reducido. 

Orden con1plcto (Lncuhcrger) 

La <lifen--ncia t"Iltre el vi--rtor de salida nH·didr1 // y t•l '\"f"Ctur dt_·· :-;alida. del rnodelo cstirnado 

fj = C~:.i: es retrnalin1Pntada. vía. la. ruatriz Fu a la 1•ntrada del n1nc.it~lo. La rnatriz F 8 será 

detenn.jnada de tal rnancra qu'-' la .sif:!.,liPrtt.C" rPln.ci1'111 para t>I t.::..,.n·or dt• C'stirnación c(kT) tienda a 

cero para cna.lt•s<piit>ra. e~tados inicialt·~ .r0 , .r0 , 1·~ decir 

j~'.'.~, c(kT) =,}~'};, (y(kT) - !i(kT)) =O ('3.1:3) 



Por Jo tanto, para Wl sisten1a descrito con10 

.r.((k + l)T) = Ao.r.(kT) + Bou(kT) (:J.1-t) 

y(kT) = Cx(kT) (3.15) 

x(O) = .r.0 , 

un observador de e..stados tipo Luenberger se describe con10 un sistema dinánúco con la 

ecuación en diferencias 

x((k + l)T) = (Ao - FaC) 3'(kT) + Bnu(kT) + Fay(kT), (3.16) 

en donde el error ch:,. observa.ción .r(J..;7~) - .i:(kT') tic-ude a cero. Luenberger encontró que el 

error tiende a ce-ro si y s1-ílo si Jos valnrcs propic >s ck la rnatriz: .4 • del obsPrvador 

..¡· = An - f·f,C 

están 1ocalizados dentro dPl círculo unitario centrado Pn t"'l C:("ro del plano z. En este caso 

los valores propios del obsf'T'-·adnr sr. c:alcnJan con la ec11ac:ión caractt:>dstica 

det [.: f - .-1 n - Fu< 'J -= U 

En t: .... sta Pc11aci(·1u. l1)s cot.•fic:il·11re.s dt ... F'n ::--.1Jll irH.·l·1g;-uitas y Ius \"a.lores propios del obsen.·ador 

son asignados. Para dPtf'nninar los coe!icieutt>s dP F[.,, sl' rPcurn .. al n1isn10 procPc.iimiento 

empleado para la obtención del vector dP rctroalinwutación F 1 t:>S decir se recurre, ya sea a la 

comparación de coeficientes, o a Ja ecuación de .. -\ckennarui. 
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Ordeu reducido 

Cuando no St-" rc<¡llit-n"" Pstin1ar tod1> PI \.""PCtor dt• Psta<los df> 1u1 sisterna. PS posihh,. disrnin11ir la 

clin1ensiún cfp} 1>hst>rv·a.dor, obtPniéudu.sc• nua rcd11cci1'1n L'll lus cálculus y n1pjorando la con\·er-

gencia d"--.. lc•s estados t•stin1a<lns. L1•s p:-:;tiuuul11n•s <lt• onft•n l'P<l11cidn S<>ll Psti111adorPs adaptados 

a sisterna.s de 1u-<lt•u n, dnnd<> se- p11t•ch•u tlle<iir 11n 11{1111p1·n 11.,. d<" PSta<l<,s . .sit•ndn UPCt:"sario 

so1a1ncntC' estitnar Jos rn = 1L - Hr <'stad<>s n·~tantP~. 

Tornaudn Pn c11P11ta est.a ... -..; con.sidenwi1H1c·s, la lilo:->nfia d1;-• dist>Üo consiste~ t'll subdividir el 

v1.~tor de Pstadc)S St"'paradanH'tltP c-11 t1-;nnirH1s dt• }11s esta<i1>:--> 1ncdiblcs u tarnbién salidas del 

sisten1a y(l.~T) y 111~ t•stadns a cstirnar. Enti>n<·cs !') \.·1•ct1ir de L'SU.1.dos SP n-'-<>rganiza e~cribiéndolo 

COlllO 

.r(/..oT) = [ y(kT) ] 
.r,,(kT) 

donde xa(kT} es el Vt~tor qut.> contiene Jas variabh"s de t.•stado que no pueden ser n1cdidas. 

EntoncesT d~ la (~uación (:1.1....J) del sistprna ~ 1rig;inal se tiP1W 

(3.17) 

y después cfr· algunas rnodjficacinnPs, éstas !"-r p11edt~n Pscrihir corno 

¡¡((k + l)T) - ,\ 11 y(kT) - Li 1n(kT) = A 12rn(kT) (:3.18) 

-"B((k + 1 )T) = ..lnr11(!.:T) + [A21!1(kT) + B2u(kT)j (:3.19) 

Considerando que- e"} túnnino .rI-J(J.:T) denota 0) vector df•seado y que la parte izquierda dP 

Ja. ecuación (:l.18) t.~ un vector conocido, PJlto11ccs Psta relacil:)n pucdf" st•r forrnulada. corno 11na 

descripción típica en variabks de estado de? a.cn<'rdn a 1a.s t:>cuaciones (:J.1-1) y (:J.15). Esto 

in1plica las si~Iif'•ntes equivalc11cias 
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x(kT) - xo(kT) 

Ao -A22 

Bou(kT) - A21Y(kT) + B2u(kT) 

y(kT) - y((k + l )T) - At ¡y(kT) - Biu(kT) 

C-A12 

Usando estas relaciones y la ecuación del observador (;3.16), la ecuación del observador de 

orden reducido, se escribe como: 

x 8 ((k + l)T) = (A22 - LaA12) i:a(kT) + A21Y(kT) + B2u(kT)+ 

+La [y((k + l)T) - A 11 y(kT) - Biu(kT)J (3.20) 

Se hace notar que en la parte derecha. de la c-cnación (:J.:20} se tiene el vector y((k + l}T), 

el cual es desconocido al tien1po kT. Esta dific11ltad pne<le: ser eliniinada definiendo la variable 

auxiliar 

z(kT) = .Xo(kT) - L,,y(kT) 

con la. cual, sustituída en (3.20), se tiene 

z((k + l)T) = (A22 - LeA12) (z(kT) + Lay(kT)) + (A21 - LaA11) y(kT)+ 

+ (B2 - LeB1) u(kT) 

= (A22 - LaA12) z(kT) + [(A22 - LaA12) Le+ A21 - LaA11) y(kT) + (B2 - LaB1) u(kT), 

(3.21) 
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es decir 

z((k + l)T) = A 8 z(kT) + Fau(kT) + Bau(kT) 

con 

Fa= AaLs + A21 - LaA11 

Bs = B2-LaB1 

[)e donde la variable de estados e.sthnados .i:a(kT) pttede. ser calculada fácih:nente a partir 

de 

.i: 8 (kT) = z(kT) + LHy(kT) 

Por otro lado, definiendo 1..~J t:-.n·or Plltn• los c!-:>lad~>s reales .ru(kT) y PSti1na.dos .i:u(kT) co1no 

e(kT) ~ xB(kT) - .r13(kT) = .r13(kT) - (z(kT) + LBy(kT)), (:3.22) 

y sustituyendo las ecuaciónt:•s (:J.17) .Y (:L'.21) sP tic1w la. L'XPn'·::dón 

e((k + l)T) = xa((k + l)T) - (z((k + l)T) + LBy((k + l)T)) = 

- ((A22 - LsA12) La+ A21 - LaAu] y(kT) - (B2 - LaB1) u(kT)-
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-Ls (Auy(kT) + A12xs(kT) + B1-u(kT)) = 

= (A22 - LsA12) (xs(kT) - z(kT) - Lsy(kT)) 

c((k + l )T) = (An - LaA¡,} c(kT) 

la cual quiere decir que tc->l ''rror de observadóu c-stá gobPrnado por esta ~tltin1a. ecuación, y 

por tanto se debt:> elrg-ir la n1alriz Lu dP 1na11t:"ra tal 'lllt-" lo!:> valnrt=•s propios de (A 2 2 - L 8 A 12 ) 

sean estables. 

Para rnayor cnn1odidad en la n1a.11ip11lacic)u pnst.Prinr del c-.ibservador de orden reducido, las 

ecuaciones de Pste ~P a~Tllpan de la si¡..',,-11ieute n1a.11era 

[ y({k + 1 ,., 1 l [ .411 .412 u l [ '""'' 1 [ 
81 l xa((k + l)T) • 121 A22 (} .ra(kT) + B., u(kT) (:l.:.!:3) 

c((k + l )T) o u A22 - LBA12 <(kT) o 

Los clc1nentos de la rnatriz Lu st"' detenninan pur Incdios sinlilaz·rs a. los utilizados para 

calcular las 1na trict>s F~ y /·~u, pern IH 1 ptlP< ir•n t"Il g.c1wral i1 t.ilizar:-:P lt 1:-; 1ni~nll-1s 111Ptl •<los que 

para el cnntrnl. p11c~ aq11í Illl sit'IIlpre ~e tiPth' 11n;-~ :--1.Ia 1•11.tnuia_ Er1 1111t•:-.tn1 ca:-;u ~e utilizará 

la. instrucci1·n1 plrzrc [l:~} dt.·l pa.(pwte ).(.-\"TL.-\H c¡1".c 11tiliza 1·! alµ_1lrit1111) qiu· :-;.• cr1cucntra l""ll [7J. 

tener invaria11te la f11nci1.Hl 1!c tran:::;fcn•ru.-ia t_h•l si:-.t1·n1a n·tn1alinK·ntadt1 cnll /)=O. es decir el 

con1portarnient.n entnula-~ali<la tkl ~istt•rna dP la ti~nn1 :>--:.! t':-:. i;.!,•tal al dPl si.st.Pn1a de la figi..tra 

Ja ley dt.-... control 
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u(kT) = -F,y(kT) - F2.fa(kT) + r(kT) 

y la relación entre estados estirnados y rea.les 

:i:a(kT) = xa(kT) - c(kT), 

entonces la ley de control se puede f-~scribir con10 

u(kT) = -F,y(kT) - F2.ra(kT) + F 2 c(kT) + ,.(kT). (3.24) 

donde F 1 denota la parte dd '-·t.-.,.'tur (le n·t1·u.-din1entaci(_".iu corresponcüente a los estados 

rned.ibles y F 2 a ]a parte currc~p1JI1dientt-> a lns cstadns estinuulos. 

Conjuntando, c-ntonces las t>c11acit1nt.,s (:.L:.2:~) y (:L:.2-i) :->t' lh-~a. a la expresión sig,1iente 

[ y((k+ "'' l [ .. ,, - ,,,,, A1~-B 1 F'.!_ u,¡.;_, 

l [ y(l.:T) 

xa((k + l)T) .·l·n - !J,F, .·!22 - Li2 F 1 B2F2 .ra(i.:T) 

e((I.: + 1 )T) () () A22 - Lf-1.412 c(i.:T) 
l + [ :: ] •(kT) 

(:3.25) , 

Ahora, n"'<.lt·finir-udo la ecuación anterior corno 

.x((I.: + 1 )T) = ,.\x(kT) + Br(kT) 

donde 
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se tiene la n1atriz 

(zr-A)=[ 
z!-.411 

o 

la cual, mediante n1anejo de rnatrices (apéndice A) se pllt"<:.ie transfor1nar en 

( - )-1 - ( - )-1 ] zl-A11 A12 zf-A22 

(zl-.'122)- 1 

En consPcllencia 1 la funci6u de transferencia de la salida y(kT) ;i la entra.da r(kT) con el 

observador se reduce a 

Go(z) = [ I O ] [ 

[ O] [ 
( z/-A<l11)-

1 B] Go(z) = I 

(3.26) 

Comparando superficialmente las ecuaciones (:3.12) con (:3.26) parecerá que éstas no son 



iguales. Sin P1nba.q~o, si st.:• <1bs.-rva. c1lll dt.>tallt· la f11nna 1h• .. \ 11 t's i}¿_,1al a. (.-\rJ - H n ¡.~), s1'1l1> qut:

en la prin1eora. repn--sentari1'111 ~,-. PtH·l1t'llt ra el t•stado aµ;n1pad11 1•11 P~t adn~ Jni--dihlt•s y }CJs 1-..st<ido!"i 

no nH"<Ühlc·s. IlliPntras q11e en la rPpn·~·a·ntaci1'111 d1• (:~. l :2) 1111 cxistl' 11ing;1u1a divbi1'111.. 

Entonces, cnt1111 ~t· había IIH'IlCi•111a<l11. la pn•:--t>IH·ia <l1• llll 11l>~1·r..,,·;ul11r 1111 af1•cta la 11hicación 

<.lt .. los polos d1•l :-.ist1•111a n•tn1alit111•11LHl•1. ( '1111 r1·sp1·('!1> ;1 la 111ati-iz dt• ;-;alida. 1•n la t•xprt""sit~»Il 

dt:--.1 nhscn·acl11r <lP •1nlPn n•1bl<·i1l•• ;-;P ti1'Il•' la 111;1triz f ··11 .,_·1·/ ,¡,.la 111atriz (·': 1•st11 se <lt"'ht.> a 

que dentro dt• la..s c11nsidcra1·i•n11·~ d1•l 11hs1•1·'-·adn1· dt• "n!t·z1 n·d11cid1,, la prin11•ra partP dt>l Vt"clor 

de esta.dos .r(k7') t'S la. pa1·tl• uwdibh· 1ll·l 1ni~r11·~ _v p1~1· 11• ta11t1J, la -.;;dida 1lPl sistt""Ina., y- eu la 

exprt""-">ÍÓn (:L1:2) las \"ariablt·s 111cdibl1·:,, 111) 1ll'n~saria111t·11tl' ,·:--t;i.11 ••nic·11a(las il1" la 1nbn1a rnanera~ 

y pue<.lcn p11c:1111trar~P t'Il nn 11rdt·11 arbitra1·i11. 

3.3 An.áli:,;is ele sisterna .. -.; ante perturLaciones 

En los dcsari-11ll1 is a11t t·ri• >re:ci ..,,. l 1.l ( ·1 •: t"i' l1·rad. • • ¡i 11· t 111l{1--. \( •:-. l '! ,z11p1 >!H'Htes del ~istt·111a SC" cOihJcen 

perfectanH~ntc y rJd <'Xi~t.1•n varia1·i1•fl1'=" 1l1• 1·ll1•:--.. E~; 1l1·1·ir l;i~-- 111atrin•s .-\. LJ.l". [) ~"1n constantes 

y conocidas. Si111•111bar:::,•11·11 la rcali1l:u.l l•h 1Il1Hl1·J,¡< ..;,,J,, 1l1·:--.c:rilH'll n1u ciPrta. apn)xi111acióu h>s 

sistenui.s. adi~rn<Í:-. dt· cp11· 1•l 1·11\·l·j.•1·irni•·11!1• •1 d•·::-l'alihr:H·J,'i¡¡ dt·l .~ist1•1na pn1d11cc desviacio11Ps t:>ll 

los valort""S a.:-::i!.2_Ha111 ):-; del :-;j...;1,•n1~t. 

En el ca:-;1) particular aqní tratad\1 .:-::1• dl':--t'<t t•st1Hliar l1•:-> t•ft•("lt•s d<" 1111.a. th~sca.libracicln o 

de salida e·. 
Considt.'~T("St." cpw la Ina.triz e, de la ::':ti i( la {kl .:-::ist.l'?Il<l ( :L 1;)) :'."(' '-'l"" afr"l:tacla pnr llna desviación 

~. enton<-c's la rcuacit-Jil de salida .,.:t• rransf(Jrn1a t'tl 

y(l.:T) = (/ -'-- ~) 110(1.:T). 

y la derivaci1.ln a partir <h.• la l'c11ac~i1'•11 (:i.:20) debt• 111 .. ditil"ar:--e l"onsiderando e.::>ta desviación. 

El término ~ es 1u1 tt._-".nnino rt~pre~c--ntativ" dt" nnn falla. n rnaJa <"..a.libración en los sensores. 

A continua.ci6n sr deriva •.!l 1110dPln del sistenHl. cnn falla. St"" parte <le las rnisrnas ecuaciones que 

en el ca.so de condicionPs nortnales 



y((k + l)T) = Auy(kT) + A12xa(kT) + Biu(kT) 

xa((k + l)T) = A21Y(kT) + A22xa(kT) + B2u(kT) 

xa((k + l)T) = (A22 - LaA12) xa(kT) + A21y(kT) + B2u(kT)+ 

+La [y((k + 1 )T) - A11y(kT) - Biu(kT)] 

Pero para el modelo con falla se tiene que 

y(kT) - (I + .6.) Yo(kT) 

Por lo que la última expre..sión de los estados estin1ados se transforma en 

xa((k + l)T) = (A22 - LaA1,) .i:a(kT) + [A21 (/ + .6.) - LaA11 (I +A)] y(kT)+ 

+La (I + .6.) y((k + l)T) + (B2 - LaB1) u(kT) 

Definiéndo ahora la variable 

z((k + l)T) = x 8 ((k + l)T) - La (I + .6.) y((k + !)T) = 

= ((A22 - LaA12) La (I +A)+ A21 (I +A) - LaAu (I +A)] y(kT)+ 

+ (.422 - La.4.12) =(kT) + (B2 - LuB¡) u(kT) 

Entonces, el error se puede escribir co1no 
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c((k + !)T) = XB((k + I)T) - (z((k + J)T) +LB (1 +A) y((k + l)T)) = 

- ((A22 - LBA12) La (1 +A)+ A21 (1 +A) - LaAt1 (1 + A)j y(kT)-

- (B2- LaBi) u(kT) - La (I +A) (A11y(kT) + A12xa(kT) + B1u(kT)) = 

= (A22 - LaA12) (xB(kT) - z(kT) - La(!+ AJ y(kT)) - LaAA12xB(kT)+ 

+(A21A + LaA11A - LBA.-111) y(kT) - L,,AB1u(kT) = 

-LaAB1 u(kT) (3.29) 

Sustituyendo ahora en las ecuaciones (:J.27), (:J.28) y (:J.29) la ley de control 

u(kT) = -F1 (1 + A)y(kT) - F2xa(kT) + F2c(kT) + r(kT) 

éstas se reducen a 
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e((k + l)T) = (.421.ó. + LaA11.ó. - La.ó. (A11 - B1 Fi (/+A))) y(kT)-

Por lo que la represrntacic>n con1pacta de la dinámica d«:.~l sistt~111a p11t""'Cie a~Tuparse por 111edio 

de 

[ y((k+ ,,,., l [ CF., 
CF12 

CF,, l [ !J(l.-T) l [ B, l xa((k + L)T) CF21 ( .'J-:'.¿2 CF.,, .r13(1.-T) + th r(kT), 

c((k + !)T) C'F;li C'/·":i2 C'F-.:.1 e(kT) o 

donde las componentes de la. rna.triz C~ F .... (n1a.triz Cllil falla) se han definido de la siguiente 

manera 

C:F11 = AII - l:J¡F¡ (! + .ó.) 

CF12 = A12 - H1F2 

CF13 = B1F2 

CF21 = .-121 - l3,F1 ( l + .ó.) 

C F22 = An - B-2F2 

CF23 = B2F2 

CF3 1 = A21.ó. + LuA11.ó. - Lo~(AII - B1F1 (J +A)) 

CF.~2 = -Ln~(A12 - l:J1F2) 

e: F:.i:J = ..-122 - Lu.·\12 - Lu~B, ¡.-:i 

Debido a qne la. n1atriz e· F' cl1• la di11<in1ica (kl sistP111a con falla en los SC'nsores, no tiene una 

estructura sin1plc que pennita la L•btenci{Ju ck la. inve1·sa d<." ésta, no se cuenta por el 1no111cnto 

con la expresión explícita y analítica. de la funci<'.°>H d<~ transft•rencia del sistema con falla; así que 
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tinica111entf'! es posible tnauejar la. f"XJH.t_"'si,'Jll para valores particularPs. por n1edio de herran1ienta.s 

u1u11éricas. 

En el capítulo :i st_' analiza t•l c:u1np• 1rté-Ullit>Ilt1J parlicular de la funci1...'u1 dt_-" transferPncia 

con falla para el servornccanisrnn de la Psfera. y Pl rü•l con los valnn·s 11urnéricos <lel e<¡11ipo de 

laborat1"lri(>. 

3.4 Análisis frecuencial de señales 

Corno es co11ncidu, i.;;111rit..•r eslal1lt•cp cpw tu1a fundúu h(/.) peri,Xiica puede ser representada 

dentro d<>} intervalo 0 < t < 'I', dn11dt' 7, t''S t•} fH'rÍndtl <fr• }a SPñal, ll1Pdiantt" }a serie 

a 0 ~ [ (·:2;;-11/) (:2;;-nt)] h(t)= :.!+~ nnois -y +bnsin ~ , 
n_._J 

(:3.:30) 

denorninada. dP ¡..-·-.ourier y cuy11s ,-al11n·s c11J1sLantPs n,. ~, h,. S(JJl llanta<ios coeficientes de 

Fourier definidos cou10 

ªº = + J[ h(t)dl. 

t1.n = ~ Jc"[' h(l) cos (n ....... t.) dt. 

bn = } J[ h(t) sin (11..,.,1) dt; 

p.:H) 

donde no se define co1no el término c:nnstautt• o cun1p11nente de corriente directa o frecuencia 

cero, y w se define con10 la frecnenda circular 

La serie de Fou.rier tambi,¿n puede ser exprpsada ("ll ténninos de funciones exponenciales, 

dado que 

CQS (.....;t) = !J...,!+.,;~ _J,_,I, 

,c;in(.,.Jl) = ~J-'l;_J-J'-'I 

... L\.sí sustituyendo (3.:32) en (3.:30) 1 se tiene que 
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ªº 1 ~ [ l h(t} = -:,- + 9 ¿_, (an - jb,.) ~'""' + (an + jbn} e-inwt 

Además, si se define 

- - n=l 

Ho= 7, 
Hn = 4 (an -j/Jn), 

1-Ln = ~(«n +jbn), 

donde n = 1, 2, •.. 1 y H-n es el conjugado de Iin, Ja Pcuaci6n (:1.30) se reduce a 

h(t) = L H,.c,"~' 

Mediante la utilizaci<Sin de las C'c11aci•>ru•s (:1.:) l ). 11.JS c~t)t:>iicie11t<•s lln tonian la fonna 

(3.:3:3) 

Las ecuaciones (:3.:J:J) y (::J.a-t) pern1itP11 expn~sar Ja fonna cnn1pleja o exponencial de la serie 

de Fourier, por n1edio de 

,, ( t) L.:: 11,. ,., .. ~,. 

Las expresiones anteriores se aplica.u a St_~üalt.·s pt>riódicas. pero e~ posible extender la validez 

de las dos ecuaciones (3.33) y (:1.:3~1) a un ca .. c;o rn:í.s ~'·rwra.1 haciendo que T ___.. oo. en cuyo caso 

el espacia1ni~11tn l/T entre las arruónica .. ~ tieudt• a <'Pro y H Sf"' vuelve una función continua de 

fü) 



f = w/2n. Se puede demostrar que la ecuación (:1.:1--l) puede escribirse con10 

(:3.:J5) 

y la ecuación (:3.:3:1) como 

(:J.:16) 

donde 

H• (f) = lim THn, 
T-o 

¡,• (t) = .J.i_:::, ( l/T) h(t) 

Para simplificar la notación de las funcio11Ps, l'l a.stt~I;sc:n d(" las ecuaciones sPrá onlitido en 

lo sucesivo. El e-spectro ~n frt._"<:~11e11cia.~ ~t> ,1bti1·11t' trazando l"'ll nna. gr:í.fica las tnagnit11dPs de 

La PClHtCi,)11 (:L:lri) se cnnocl· Ct>ll1~) la tr:111:-;f11rn1:wi,'1: ""hacia adclanlt'"' y la t""l"lléu·i<'Jt1 (:J.:36) 

COilll) la transf11r1naci1'111 inv1·r~<L .illllLa.'-' f.1n1l;lll ~·l pa1· 1\t· la u·an~fll1"1Il<L("i1'1n dt"" F1111rier. 

Por otro lado. t""'Il el ca~n dt• tl111Pstrea.r idcalll1t'lll1• nna st'Ü.al cnntinna hlt), SL"': tienP una 

secut..~11cia de val1_1n.•s 

h .. (t) = { /~(t .. ) l = ln } 

t""' 4, 
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don<le tn = N · ~tT corrPsponde al tic1npo en que se obtuvo la n.-ésin1a muestra. Esta 

e::<presil~n es equivalente a 

h .. (t)= L h(tn)·6(t-t,.) =h(t)·6r(D.t) 
k=-rx.i 

~ 

con 6 (t) la delta de Dirac y 15T (~t) nn tn·n dP i111p11lsos nuitarios 8-r (~t) = ¿: é (t - tn). 
k=-~ 

Entonces la tra.nsfonnada de Fuurier dt'" la secuencia. h"'"' (t) ~e n:.ciuce a 

'~ 

11"º (!) = ) h(t,.). c-J2~f'n 
k=-,...._, 

Comparando la forn1a de la. transfurrnada de- Fonrit"'r <h .. la .señal continua y la discreta se 

observa que ellas están rc-la.cio11adas por rncdin dP 

H .. (f) _i:ill1 + ) /1 (f + j"2r.nf.) 
:2 ¿,,¡ 

produce el espectro de la entrada h (t). ( // (f)). jnnto nHl anntlnkos rnültip1os enteros dP. la 

frecuencia <le n111estreo f,,, tudu::; cnn an1plit11d ±. 
Restuniendo, la. transf(n·rnada. c!P F'onrfr•r par¿l. fnucioucs n111estreadas en el tien1po es calcu-

lada mediantP 

H(f) 

donde tn = N · L:l..t, corresponde al tien1po PII que sr nbtlJVo la n-ésin1a n1uestra. 

Ahora, si se realiza un tn1nca1nit>ntn Pll Ja st>rit .. en el ti<"ntpo y una discretización en Ja 

función de la frecuencia, la transforn1aci,.Jn d.i.sc1·eta es P.Xprrsada con10 
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N-1 L "n'_.~J(°.bf'k"/,.,,., 

n=-0 

1V-l 

hu = L /f¡J . .J(°bkra/N) 

k=O 

(:J.:JS) 

Con10 puedr nbst. .. n:arsr lHs int.P~raks intlnit;L--; cit-· las P<:tuLcinnPs (:3.:35) y (:1.:J<-:i) han si<io 

reentplazadas ¡u 1r s11111<i..s fiuitas f"ll el par dt> t•c11ac·it 1llt'!"i ( :3.:iJ) y (a.:J8); t'Sta transforrnacicjn 

n11dtiplic.a . .ci1111t•s <·1qnph·jas. E.xi:.;t1• 1u1 pl'IH"l'<li111i1·11t•• •l•• 1·;Í.}¡·11]11 (·111111ci(l1• c:1.11111 P} alµ,c1ritnH1 <h _ _,, 

la tra11sforrnaci('111 r:ipida. d1• F1111rú•r <• FF"I' pc•r ~1i.-.: :-;i:...:,!a:--. 1•11 in~k·s ([9] y [:Jj), l-•l cnnl nbtienp 

el rni.sn10 n·~11ltad11 etHI 1111 nlin1cn1 n111chti IIh'll11r· t!t• 1u11ltipli··aci•111c~ c·1n11plej:L.:;. l-1Ila fonna 

ciondr 

¡¡ = -1... .. \1, 
.V 

(:J.:l!J) 

H es llll \.'t~·tur c:ulun111a. r<•pn--sellta11<h l las .Y Cllll1pnnent.cs de frPCUf"ncia. con1plejas Hk, 

k = O, J. 2 ....•• V - !. 

~4 P~ 1U1a n1arriz {:11a<lra<la .\: ".'\..- 1lc Vt>c:t11rr~ 1u1iraric1:-: q1H~ 1lt·¡H'"lldt"ll snian1entc- del 11ún1t=-ro 

h t._"'"S 1111 vecl<1r c11l1unua. n_"pn·scnta.nd11 la ..... ..,.\· 1n11t•st.ras Pll c ... 1 tit•111po h,.1 , n =O. l. :2 • ..• , .:.'t - l. 

Por ejc-1npln. para el caso partic11lar de /'\/ = '~· la t._"C1Jaci1'>n (:1.:19) pllt ... de srr expn.•sada cn1no 
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0.7 o -0.7 -1 -0.7 o o:; 
o -1 o o -1 o 

1 -0.7 o 0.7 -1 0.7 o -0.7 
H=3( 

-1 -1 -1 -1 

-0.7 o 0.7 -1 0.7 o -0.7 

o -1 o o -1 o 
0.7 o -0.7 -1 -0.7 o 0.7 

o o o o o o o o 
o 0.7 0.7 o -0.7 -1 -0.7 

o o -1 o {) -1 

o 0.7 -1 0.i o -0.7 -0.7 
+j )h (:J.40) 

o o o o o o () o 
o -0.7 -0.7 o 0.7 -1 0.7 

() -1 o [) -1 o 

o -0.7 -1 -0.7 () U.7 0.7 

Cada eh:-rnento en la!j n1atrices rcprc-:.;c11to:L la partt-. n~;d in1aµ;inaria de un ·vector unitario 

cero y por lo laut.o la r1111Itiplic:u:i('JJ1 1·:--. I" •I· la 1uúdad. 

resultado t.•::. la c.-01u¡n>1H."'lll.P de corrientt-. din"<·t.a 1• fn-.cneucia r:Pro. !Je hecho. t•xi~ten :-;nlo ocho 



restas. El factor dP n~l11cciún t:"ll ti,~u1pc > dt.., c:<ilcnlo t•s dPl ordru dt."' 1V / log;2 .'\"". p} c11al para t:>l 

caso típico dt"" ;V = 10:2-1 (:.! 10 ) es nuis dt.~ l OO. 

El sc~,111dc) rP11g;lc'1n (J.· = 1) rPpn•scnta t>l u1írd1nn valor clP frpc11P11cia. (111aytJr que cern) 

y ptu.""<lr ob~-..n:arse qll<' para val1 in·.-- lTt•cit"'lltt•s ck n. t•I ú11:.:~;11lo ca111bia f'll '2:-r/:V (C's dPcir, 

una (I/l'\/) parte <lt· 1111a n•\"1)hll·i1'•11). C"alH· h.-u·t-r n11lar <Jllt' pan.t. la t1·an:-.f11r111a«it'n1 "'hacia. 

tien1pn, y a.sí suvt•sivanH'Ille ha:-;ta t-·I 1'dtiill<> n't1)..!,l•'11i. t•l ni.al p•p1·t>st'I1ta (.'\' - l) /.\.·(en t•Sft> ca.,-.;o 

7/8) dP n._•\'nlncit.Jll p11r lllllt':-.lra <le ti1·rn¡Hi. l'1lt•tlt· 111.i:-:t•rvar·st• t¡iic• cs!t' últirri11 ("<lStJ pllt'<it• st>r 

son rnás f.:icilnit·nt.l' int1•1·1)n'touia __ -.; '"lfll•' fn·1·11t•r1t·i;t:-. 111·gati\·;i.--;_ L;t:-. l'tl!IlJHi1n•11tt-..s <lt· fn•c11cucia 

de '1na n·v11li1ci1'1n p11r 111111·:-,tr:t d.· t i··11i¡1••) .• ·.,.._1;1-.= :-.1' !?l•?•·l:1:·í:111 -in :·1'lllt'(li,1 ( 1i11 la,:-; <·11n1pu1u·1it1·s 

dt" frt"'CllPllcia 111·~;-di'-"<1."' I"l'<jllt'!i(!.t,:-;. i11tr•nl1H·it·¡¡¡J,, ,¡,.··:--ta n1.d1•·J';1 11n •'IT••I". La pe1·i1nli1·i(la(f dt_,I 

C'otnc, In::; vct:·t11n•:-- r-11tal1iz·:1,:-- :--11n n1111•:.;tn·;1dt>--- ---~·,¡,. 1·11 pnnt11'-' di .... tT"t't":-- 1·11 ,.¡ tit·!np•) .... ,. pit·rdt• 

la infc>r1naci1'111 <H-crca d,, c11;í.11ras ,.,.,·(1li1ci1.111•:-- 1·11rnp!ef;t:-. p111ÍÍ•T«n ••c·1u-rir •'nrn· la.'-> n111estra._'->. 

la n1itad cl1· la fn·c1wiwia <h' !Illl~'sl 1·1·11 elin1ina la a111big,iic1l;ui. f)t> t•:.;ta Jilailt'ra la ÍIT'CllPilcia 

n1áxi111a Ps f .. ...-

/,/.V = '.2fs /.V. 

Par.a. rnü .. s detalles acere.a dP e>ste trina. SP rt'«ornienda cn11!"11lta.r [9j. 
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Capítulo 4 

Simulación. del modelo 

La sirnulacit;,n ( h· 111¡ 1111 1dt ... l1) tc1'1ric11 pcnnitt~ vi::-;11aliza.r 1•1 et 1n1porta.111iento de dicho n1odelo ante 

difereutPS cn11dicioT1cs y c1>11fr)rIIh' t•\·1il11ciuna t•l sistcrna. _·\l tPIH"l la con1putadora, hoy e11 día, 

una alta velnciclad (le pr<lcesa.rniento el("' <lat11:-;, :-;1· 11~a 1'•:-o;ta en couj11nto con ciertos paquett"">S 

cornp11taci<H1alt·s CtHIH> Ilh .... di11 p;tra 1'j1·<·1nar· :--i1111Ilaci• 1111•;.;. 

I~ara sirnular t•l :--i:-;ten1a t''.->ft•ra-riel. '"'t' 1•rnpl1•:L t'll e:-:!l' trahaj11 <'l pac¡11cte \1.-\ .. Tl._,~·\H c11n 

Sl:\ll~LINI'- vt-·rsi1'111 -1.:2 t.·.l, t'::'ft' ¡1acp1el1• ¡1vnnit1' :-'i11111lar· t•l -..:1st1·n1a ele intvn'·s p11r 111t•dit• de 

ciiagrarna..:; <le- l>lucp1t•.s. sin 1n·t·1·:-;i<tul l!t• ¡n·1,~r:u11<11· t.•l al:.:..·,r·11~1l11 <11' ir1tt·~rac·i(:1?1. 

Por Illt-.<.lin df"" t ... sl 1 ,~ < lia,!2;Ta1na:--. y ("( 111 su si 1111d:1< ·i1'q1. -t' ¡ 11 h'1 i1· '1f l:--t·1·;:.ar la 11p1'r<Lci1'H1 e.ir n11){h--111.s 

no linealt. ... s y li1u•aliza.cl~ h. ;1:--.Í 1·1 iJn•' la 1lifE·n·111·;.l ··nt r1• ··ll· ,_..;_ , t.· n1a111·n~ f;ít·il y r·;lpida. 

4.1 ]\llodelos lineal y no lineal d<',l "'isten1a 

El 'liag:ra.n1a dt• bl(lq111·:- 11JJ1• :--1• 1•!npl1•a pa1·a -i1n11\;u· ,.¡ n•t1lp111·ta1nit•1itu d1~I 11111dclo uu li111:'al 

se construyP a ¡>artir 1l1· la."'- 1·1.,1,u·i••IH':--. (:.!.~.-1"¡ y (:l.~!)) ,.,,1T1':--.])••IHiiP11te~ al d1•sarr01lo rt'alizadu 

para la. obteHci1'1n 1ic d.iclHi 1111 •<h·I.1 t'Il t•l capít ul11 :.!. 

Por otro lad1-., t<l In• 1dclu lint·;d 1 •1H·tl1' rPpr1'st·ncar.~<· p• ,¡· 111Pdi11 d1• nu blt1q11e t. ... Il dnudf""' se 

definen la~ n1.-:1tric·1·> _·1. /-/. r •. ! ) \ h·l :n• '•·h·J,) 1 i1 ¡,·ali /':u!., , ., 1;~:1 • <,• ! :i;-~, > l'n 1a ~1·cci1'it1 :.! .. t. 

Tanto en la;-:; t"t.·11adu1tt-.:-' (:.!.:2.:-1) y (:2.:2fi) CllJIJ11 t'Il la:-:: 1narriccs d<· la ::;ecciún :2.·I nn ~t" tnrnarnn 

en cuenta alg,111ns tt~nniuu~ pt.'rt11rba.d1.rcs <..h'l sist1•111a, de· ltt:-; c11a.les ,:-;e hablan.i en la sig,-uieute 

sección_ Cnn el fin de observar úuica1neule Io~ i•fectns (lt· l<i:-; tt'·nninos 11n linf"ales f>ll los 1node-Ios, 
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se presenta. Pll (~tP n1nuH'11to, aul<>s de i11ch1ir las perl11rbacic•nes, una c:nn1pnraci•J11 t-nln.,, PI 

ca-:>n1pnrtaruiP11to dt•l 111{)dPln lineal y ch·l no li11t•al. 

rno<lelns no .SP p11edt" n~alizar t'll lazo ahiertt). Este i11c1111vt•1tit>11te .SP «.,Urniua si t.•s consick•rada. 

la. retroa.lin1Pnta.ci(-111 /·', cal(·Hlada en t•l <·apít11l11 '.$, en la .sin111la.ciú11. A:-jí, la con1rnt.racit:"".n f>ntre 

ainbos rnodclos, lirH·al y nu lineal. sP realizar<i cnu 1Ht.SP t'Il t>I sistt:>nla. rPtroulirneutado y con una 

desviacic-lll del punto clt-. f1u1dn11arni(•nto dada por 

" 
:.r - .rrcf 

Ircf 

Se tornan corno n.-'ÍPrrncia la ..... \'ariables dt.>l f!l1Hkl11 nn liru·al, p11Ps st-. as111np q11c- con {•stas 

se describe rná....'-> fieltne-nte al sistcn1a C]llt' c11n lu.s val1..1n•s d1:>l n1,u.lPlí1 lillt>al. Principaln1rnte se 

observa. el error (ctHnparaciún) entn· nuult>l11s. t'Il la "\."ariaí•lt' <lt.' posici<'111 (k· la P.sfera y en el 

áng,.ilo del riel. 

CabP nlt~ncicir1ar <¡ttt· para t-'..·ir:1r 1111t· al I1·zHlt·r a 1·1·n' !a '-"<d·iafile> (i(·I tn11tleln n1l lint•al. PI 

error poi-c:<•lltna.l tendiera a infinito :--1• ··rnpl1·<1 1111 _...;,·11("ill11 al~·n·it.1110 rnaf1·n1;ítie., qn1:· t.n111ca a 

cero el valor· dt> -;:~ .. --; l"!1and11 _r,,. 1 _..,,. ;l,.lT("a .t c1·:·· '· 

La fi:.;-,1ra 1-l 1n11t·:--11·a ,.¡ dia~1-an1a t·i1 ~I~II ""Lf>:h 111 i!iz•ul1• pa1·a l~t c•1Inp.tracic'ni. 

con t"'"l prcfiJtn1 \. c:-ilc11la1l1) t'?I ~·l capít•!l11 :L 

(tercera salida). 

i\.den1.::is ~(~ agTPga el l)]11qnc- dt•riii1nir1ad•l /(·r·u-<Jn/,·r flo/d (n•Lct11·dor dt> orden cero, [lf>J) 

en el cüa~an1a.. E~tc bl11qut• n·ti<'nP el val11r d1-' la entrada d,·] -,i..::t1•n1a iut ti•·rnp•l t,; ('5 dt•cir 

Lr. El valor de lr utilizado e.s ch.- 0.0?"1 (s) ~'" c-nz-re::'p1111dl' al t.i1'1npu d,• 11111stn•o del control dt.."l 

sisten1a esft->r.a.-rieL Este fen(~1n1c-no St.."' dPlu-. a qut• en n·alidad. a.] han•r el e' •ntrol con la PC, la 

ti6 



Figura 4-1: Oiag;rarna de blnq11e~ para la. co1nparación rntre modelos. 

retroalirnentacióu o variabh" de 11cci1'1n :-;nlanwntc se 1nnditlca cada 0.05 (s). Es necesario ::;ell.alar 

ohserva<Í<Jr t.1 Pst in1c1(i111·. 

L<lS rc-s11lt.ach1s <iP la~~ -..:alitÍ<ls 1lcl ,..1-r·,·11n1,·c·az1i:..:11111 :--l' Illllt'....,t1·;lll 1::•r1 la:-; fi,.::11ras l-:2 y -t-=~-

apreciable al utilizar (">l n1ndelo linea.liza.do y el nn linea.1. 
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(seg) 

-0.20 
10 20 30 

Figura 4-2: Error porcentual PI\ In posicic:ln y en el ángulo. 

(m) 0.3 ~---------------

0.2 

0.1 ---1-
o - ----- - - i(--

-0 1 - - - - - - • - - - - - - - _,., - - - - - - -
!1 

-O 2 f---"'---'------'-

-03'----~---~--~----' o 10 :o 3J 

Figura 4-:3: Posicjón lineal y nn lineal junto con la referencia. 
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Band·L•m1léd 
\N'h1le No1se 

4.2 Componentes adicionales del siste1na 

En los <liagra111a.s de blt1cp1es y :-;in111lac:i1111t•:-> dl'l i11cis11 a11tP1·i11r, :->t-. ig,noraron el 1nodelo deo la 

MATLAB (li~,.rn !-.>). 

del equipe-.. l'11r tantc1 :-;1-" p1H•dc- l'Stp1t•n1atiz.aT t•l Illl1th•lu ch• la c:úinara cu111n ::.-;e presenta en la 

fig"U.ra. ·t-6. Ca.Le- S("'Üa.lar qur Pl n1udeln nbtf•1lidn en la ::-iPcci{H1 :2.~> C'S utilizado para corregir l~J. 
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Ci1LJ. 
Umt Oelay 

Figura 4-5: Bloque dP retraso en el tit~inpo. 

Figura -1-fl: Snbsi.stt..'llla carnara. 

posición de la c-sfera dctPclada f'Il el prc,c1•s<1 n•al, })Pl'c1 (l.:Hfu c¡ur Prl Ja ~i111111acit;ll SP tit.•np Ja 

posición. rt:"aJ dt" la c.sfr·ra. para ind11ir c-1 cfeclP dt' la cúrnara 1•11 1·1 n1odeln lin<"al y t'Il el Il<> Uueal 

--J-7, en dund1• la :-.t•úal de <'llfrada ~·111Tt•sp.1ral1• a la \·1•l1ic·i1i<1<l all;..!,11Ltr <lel ril'l. El \'al<lr a.suciadu 

a la f11erza de• friccic'111 para vt~l11eidad cero 1"":-> 1.6(.\." ). 

fa· 
Coulomb1c 

Fnct1on 

Figura 4-7: Bloque de friccióu de Cou.lo1nb. 
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m 
Saturatton 

Figura ~t-8: Blo("]lH" de saturación. 

Por últin10, la saturación del ángHlo dt"'l riel St"" dc•be a que el riP} g;ira, por co11stn.1cci{Jn, sólo 

dentro de 1u1 rango de ±0.2-l--l-l(rarl) ~ 1-1('7 ). Por tant1J l"l b1ncittl' de saturaci6n ti<"ne co1110 

establt"cidt) si-- tnIIL<·an al lí111it1• 1n;í._..; t"t'1(·;i11••. 

función. 

el lirnjte Pstablf'ci<k1. { ·n Ll()qllt"' ~iniilar· ~·· nt iliz~-1 Pll t>} ca~,• dPJ 111ínH·1·n a.k·atoriu q11c- se introdujo 

en el rnode]n dt-. la cún1~u·a para lin1it :1.r el val• ir d1• ·t·~:1• núnwru a valun°'s cntn.• ±F-l. 

4.3 lVIodelo co1npleto 

A conti111iaci •. 1 11 '"'t' 111·t·~t'I1l.at1 <·•111 cl1·tallt• Jns diaµ,Tarna,:.; dt ... bh11p1cs cnznple1nentados de- ca.da. uno 

de los ni.odt.•los 1·t•n.-;ic!c·ran<i<1 ltis bJ1,cp1es n11 lineales dC".scritns en la sección ant(>rinr. Los n1odelos 

se pre~ ... ntari en la.z<l abicn11. 

El n1odt""}11 I111 li11Pal rPs11ltant1· ~t' I1llh'stra eu la fi:.!,,lra .¡_q_ 
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Fi,gnra -1-9: SubsistPilHl. .\lode]o no lineal. 
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,,.,,_..¡ 

Figura --l-10: S11bsistf"1na ~lodPlo linealizado. 

-0.06 '---------------~ o 10 ::o XJ 40 
(seg> 

01 ~--------------~ 

------l---·-
'I 

o 05 

-01'---------------_J 
o 10 30 40 

(seg) 

la de la fig,,,_1ra -1-:2 pero Pl orden de rna.guiu1d de t'ste Prror no rr.~11lta n111y grande. C'on 



Figura ·l-12: Posición linPal y n.o lineal C()ll n11npl1Hcnte::-> adiciona.les junto con la referencia. 

respecto a la g;r::ifica dP la posiciLn1 dPseada (;..;t•Üal ena(lrada) junto con la.s posiciones UtH"al y 

no lineal (fig;nra ·1-1:2), n1l ~e <1b~t·rva ¿.!;ran dift•n·ncia ent.rc· la .. ...; c111·'\·a..-; obtenidas, pr:í.cticanH ..... llte 

se ve una sola cnn·a con una lí11t•a un pi 1n1 1n:is 1 .. !:n1vsa lh' 11> Illll·nial. Esto nos indica. cp1P 

éste St.. ... totna.ril t•u cn1•nta de abnra en adt·lantt• para el de,.;atT11llu dt• la prupncsta de- dPtección 

de fallas. 

4.4 Esquerna completo de control 

Los ctiagra1nas dP bloqnes descritos anterionnentt.." con::;ideran que todo el vect.or de estados es 

n1edible. Sin en1bargo, ('Jl nuestro esquen1a de con.trol r<"al particular, corno ya se rnencionó 

7-1 



•(n+1)=A11(n)+8u(n) 
y(n)=C1:(n)+Du(n) 

01screte State-Space 

Figura 4-1:3: Bloque <lP dPlinici<~Hl ch.• un sistPtna ( liscn.-•lo en variables de estado. 

antes, no es posible nu"'t.lir o tener dispnttibh.·s dir<"ctanwnte todas las coruponeute!i de este 

vector. Para tPru:-r el esquen1a < k,_ coutn )l con1plt·U • t•s llt'C("Sario Piltt inccs incluir f'>"Il el cUagran1a 

de bloques el nbsprvadnr n estinHulor dt· estadt1s. Estt ... <'~ti111adc1r P.S <_lisPÍ1a.do dt"' n1an(:•ra <Üscreta 

4.4.1 Obser"\tc:idor y 111.atriz <le rctroalirnc11tació11 

discreta colncado en la n·tnlalina_•1itaci1'>r1. Estt• li!(H}lJC' ..;t• Illll<"stra en la fig;ura --1-l:l y se incluye 

en el diag;ra1na ck· bl11<pws <kl sistt•tna c¡iw ~t· 1n11 .. ~1ra t'll la tig;-i1ra -l-1--1, f"n donde la.s tnatrices 

dadas en el capítulo :J. 

.-1 =.·\u 

B =[Fu Hu] 

C=l 

O= [Lu 02x1) 

La retroalinH-"'ntación F se coloca nueva1nente en este diagrama pero ahora tomando las 

variables n1ediblcs <lin ... "'<.:tan1rnte de la salida del sisten1a y las variables no rnedibles de la salida 

del estin1ador. 

75 



Fig.ura -l-1-1: I.Jiaµ,:ra.nia <lt• Llu<¡tIL's principal. 

4.4.2 Sistema con observador 

Para analizar la c-vnh1ci<'111 <k·l sistt•n1a e( HI • 1b:3t.>I-Yé.Hlor de nn.lc-11 rec.h1cido se en1plea un generador 

utilizados a11tcrinrnH·11lt.' ( tipc) dt• se1-1al c11adrada, au1plit11d dt• 0.:.2. y frecuencia. de O.lfJ71 ). 

Por ntrn ladn, para la obtt·nci('in (lt· iu1 n·~i::;tr(l ~!..r<ific:1, del f11ncic111an1icuto d( .. ¡ esquen1a. 

0.001 ( . ..;)a ln largo dt• -10 (s). t's dt•cir, llll pt•1-ít1dl1 c·11n1p!t"t1) dt• la :-:e1-1al de 1a posición dt-sf•ada. 

El re·sultadn de 1.a si1u11laci«•u dc·l sist.1•111a {'.l1111plct• 1 d1· ce •11tn '1 uhtt•nidu en l'l uscilo~c:npio se 

n1uestra en la ti~'11ra. ·1-10. 

presentan en la~ fig;1.1ras ·l-1 ~> y -1- Hi las rcsp11l'st..as, j11nto con la se1-1al de rt."'ferencia., en aznl>os 

casos respectivarner1tl'· 
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(m) 0.3~---~--------~----

02 ________ , _____ ----·r------"'=""'""""'""'~ 

0.1 -------- -.- - ----- - -

o - - - - - - - - ~- - - - - - - - -

10 20 40 
(seg) 

Figura 4-15: Posición no lineal con el esq11Pnrn. c.:ornpleto junto con la referencia. 

(m) 0.38 

0.23 
1--,_ ! A 

1!' 
1 

1 

J 

! 1 

1 i 
' 

1 
1 1 ! 

0.08 

-0.08 

- - -1 ' 
-0.23 V 

-0.38 
o 20 40 

1 1 
1 1 -

- ~ 

1 1 l1!I\/ -
1 ¡ 

11 r 
\! 1 • •I: --1-rn-nn----

1 /¡ ! 1 : 
11 j i ¡! i 
\ií" 1 1 , 

1 1 

60 80 

! 

L+ 
LJL 

il 
:\ 
L.! 

100 

(se lit) 

Figura 4-16: Posición real en el equipo junto con la referencia. 

77 



Se p11e<:.le observar que, a pt:•sar <.k~ la alt'atnriedad e inc<.~rtid11111bre en el sensor c'.lptku de 

posici«...~n ele la Psfera, las respuestas rr-a1 y sirnula.da son sirnilan."'s y por tanto las si1nulaciones 

se apegan bastant.t-... a} cn111portn111ie11t1> rt•al <k·l pl"fl<"f'Sc>. 
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Capítulo 5 

TESIS 
Pf LA 

NO DEBE' 
fHBUOíECli 

Detección. de fallas en el sensor de 

posición 

En t"'st e capít id11 ~e pn IJH Hte Í< •nnahnt'lltt> 1111 lllt'1.·a11i~nu 1 para< let Petar dt:~sa.justt .. s eu un sensor del 

t: ... quipt..). La pn1ptll':--ta trabaja :-;atisfa.ct<H·ianw11tt• para la falla cor1sidC"rada. Ja cuaJ corresponde 

el 1110todn. :sP cnnfn111tan '-"Il t'.:-.lt' capít11}1, }11s rf's1dta1los 1>l>ten.id\)s al introducir la falla en el 

5.1 Desajuste del sensor de posici6n 

c:tifcrentes del rit·L La curva "--'-'Í (lbtc:uid.<i. se pn·~<·nta. en la ll¡..!.lll":.t.. f)-1. C~on ba.<:;e en las g;ráfica.s 

n1ostradas. se concluye que el H'llsur tit>11t:- nn cc1111p<H"la1nit·nt<1 lir1eal sulanlt·ntc PU t>l rango de 
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(cm) 

±20(cm). 

Para descalibra.i- Pl sens1)r y ~encrar la falla a l·st 11diar, ::-;v blnciuf'a. rnanualinente la esfera de 

manera qne no alcancP ¡,,s t·xt1T'Ill<1=-> del riel: ct---;Í. Pl t•quipo snpnnc- que dichas pnsicionP::s de la 

esfera son los ext reinos e lt~I riel. f-_~.su· hecho altera l'!1t unn•:-:; la pendit•nte de la n·cta. norninal dPl 

sensor. 

descalihrad1i. Pc·1· ta11t11 -..:.1· c1JI1:-icl.t·1·a c11n11l pn1i1len1<\ <t ri·:-.i}\.·1·1· la ch•tt·cci1··n a11t1•111é-ltica ch ... la 

descalibn-u·i··,11 1lt•l "t'I1~oi-. 

5.1.1 Efecto de la falla ..'.:> 

En la Sf'"cci1">11 :L:~ se pn·~c-ntú '111 anúlisis lt""t·lricu d1•l n•1np•)rtar11iento dr..-..1 si.strn1a autc pertur

baciones. Partic1ilan111~nt<• ~1· considcn'1 nn ti.'"T111inll ~en las salidas. J\ cnntinna.ción se supone 

que ~ t'S efccl<• dt· la ch·:-:.caliliraci(>n d1·l "''11:--ur d,• la P"~ici•',11 de la c;:o;f~·r:-i. 

Pritnerarnc·ntc, ccl11 base en la pt·t1d..ie11te (h"'l St'11,::;nr calibrac.lu y tle::-;caliLrado, se t:""Stíma el 

valor de A de la siguiente rna.nera. La pend..ientP dt"' la recta en funcionani.iento norn1al es de 
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(V) 10 

5----~; ___ _ 
: : ~ 

' . ' - - ---~ - --- . --- - _,_ -- - -' . 

--- _ ... - - - - ~ - -- - ~- - - - -
' ' ' 

o - - - - ~ - - - - -~ - - - - ~ - - _'_,.. 

¡ ¡ : ! -~ tf ! .... :"'-~. 

·5 ----;-- - - -¡-- ---t----;- -- --:- --":~-:--- -
-10 

-40 

: : : : : : sf' : 

---- ~ -- - -_:_ - - - - ~ --- - _: _ - - - -:_ - -- - ; - - - - -·- - --
.2Q ·10 o 10 •o 

(cm) 

Fi¡?.ura 5-2: Co1nportan1ientn drl ~t·11.s1 ir (·alihrado y de.sea.librado. 

aproxirnadarnentc> 0.~5~15: cu.andn t"l t•q11ipu .SP enctll'nt ni < l1•scalibrado con una posición n1áxima 

de ±25(cn1), la pPndielltP de la rc-cta. ~t~ l"PdllcP a 0.1 /UH aproxin1adanw•nte. Por tanto el cociente 

de la pen<ljeutP de Ia. rPc:ta. <ksca.librada y la <":tlibr·ada PS de> 0.6582 ~ 0.66, y el térnllno .ó.. se 

puc.--xie despejar dt;o 

1+A=0.66, 

de tal 111anera que ]a falla del equipo es 

A= -0.3-1. 

Este estitnado es el que se e1nplea tanto en el 1nodelo teórico y en la simulación para. 

introducir la falla. Por tanto la matriz C del sisten1a en condiciones de falla se reduce a 

[ 

.66 
C= 

o 
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5.2 Señal portadora de la falla 

La clavp para la llt'tt>l·1·i1'1u 1lt- falliL-.; 1)11r :-;nflwnrc •-... =--la SPlt•c:cit''>n <lt:" sPñalt-"S 1nedibles en donde 

sea vi::;ibh .. Pl Pfcct11 de.• la falla. 

En c-1 ca.-..<J partic1ilar (lcl <l1'sajt1 .... t1" <l<·l seusl1r <le pnsiciútt <lC'l sistf'Ina, se n"'quierc conncrr 

qué eft._~tos tiene t•sta falla Pll el 1·n1npnn.a111h•11to dP} sislt"'Ina.. 

C<"lll hn.st• ,•n t>} II\111l1'l•1 ll1u•al. 1111a f11rrlla LP1,)rica para visualizar t"l pfecto de la falla t'."S 

cnrupa.rar la resp11Psta t>ll frt'C'llt·ncia del sbtt'lll<l con y sin falla. l~~sto pllPde rea.liza.n:;e fácihnentc-

co11 la f11nci1'111 /JliO!JF.: 1k·l paq1wte :\lATLAB [r:~] si se c"nnc.:en las n1atricPs A, B, C'-', Den 

a1nbos caslls y el pt>ríodo de rnnt..,.:o>t n.:'11. 

En < ... l ca.su de la seüal de ce n1tn ll, PS nPccsal'io ( 1bt.l•Jl('r la. f11uciún de tn1.11sfen._--ncia (-,·a ( .... ) = ~ 

a partir de las Pcllacinru.•s rl.el si~ten1a c1 in el observador <fr~ 11nh•n n-><.lucidn y la ley de control, 

es dt.~ir 

G1(s)=~. 

G2(s) = *' 
Dado <¡ne se (_Lispone· de la....; fnucionf"s (h--. transfr·n·ncia dt• la planta o 1nodelo en lazo abierto 

P, (.') = ~,'/_:}. 

E'2 (s) = ',~/:j. 

}a funci6n de transferencia C,':t ( . ..¡), ~t' JlllCd.P t"XPJT'S:lf C"OillO 

Esto se realiza con la. ayurl.a <lt"l paq11Pt e' :-..1A-f'LA B. La ::'t"c1wncia de instrucciones se presenta 

en el apéndictc• D dentro del prn~anH1 1~--r _ l '. ~ I . 

Las 1na~T1it11des de la rr-sp11r-sta Pil frt•cucrwia t111naud1' con10 salida. el áug,ulo del riel y la 

señal de control nm 1111 err{Jr de !~I = l)_ti;j en d !-'eI1~11r de p1l~iciún de la esfera se presentan 
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Figura 5-3: Diagrama de Bode (rnagnitud) to111audo con10 salida el ángulo . 
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Figura 5-4: Diagrama de Bo<lt._~ (rna~~;nitud) tnnulndo e-orno 5alida la señal de control. 
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En an1ha.""' rPSplH~sta...~, la. falla. produn." nn decrt."'lllPllt• 1 t:•n la. ÍIT0c1u;-ncia natural clt_ ... 1 sistP111a. 

y en el coeficiente de- anH1rti~-i1a1niclltt1 del 1ni:->nH1. Est11 q11iere decir que p} sistetna con falla 

an1plifica., nHÍS qne en C-lH1dicin1tt'S llPrn1alet-.. s1•f1ah•s 1•11 t>l iutt·rvalu dt• 1 a :l(rnd/s). 

Por tanto la dPsca.libracit1n (_h•l eqnipn :-;e pnedP clc-tl•1·1 a1· prúctican1t•nte obtt•11it·1Hlo de 111ancra 

conti1111a. un t."sp1•ctr11 t'Il frecnt·ncia dt• la ...:c1-1al 1lt· n11itn•l t11h·l (1ng;,1l•1 <l1•l rlt•l. y 1lt•te1·tarul11 la. 

prc-sencia. dt .. :->t•l1alc-s t•utn• l y :)(nuL s). 

Cuusidt-ra.nd.1 q11•· t'll t•l 1'•tllipo ~1· :.it'fll' la lH':--i11ilíd.id d·· ni~·di!- rl1>~ ::-><'l1al1·~ ;:,_11.;d1:)~c-a.:-=; (la 

posici1~1n <le la 1·~f1•r;1 y la ~,1·1-1;d ,¡,. (·•·nt:·,,]~ :- 'dlla ,1,• 1:1:1.:11 l"<• ,!i~ital (t•1 :'tn::,,1l11 del r·iel): y qH'--"' la 

construccit-,Jl del dt.'t'lHiiflcadur d~, la. ~1·1-1al di:;,:ital t'Stá nlii.::=; alLi ch-- ln:-: nbjeLiv.i::-- de t'ste trabajo, 

SC" propotH" en1plPar pan'- la <lt'lt't·1·i1-1n (it' f;,_lla:-:; la .-:;1·1-1al dt· t·11t1tr()l <.lt•l sisterna. 

5.3 Validaci6n de la hipótesis 

5.3.1 .l\lo<lelo sin1ula.do 

En la sr•c-ci1'>11 antt·1·i1•r :-'t' l1i:.-·,, Tl•1l<Lr. ,-(111 ay111l;l <h·l 11111del11 linea.liza.do, cp1t- la de$calibra.ción 

ck·l st.•n:-:;cH" ch• IH•:-:ic_·j,·,n 11111ditit·;1 la frt•<"n1.·1wia 11at11ral y t•i <"11cficicntc de arnortlf.!;uarnientn de} 

sisterna.. ,·\ nn1tirn1aci1'•n ~..-' ,-,,rifica 1'c.;ta hip·-1lt•sis c1'11 t•l nl11dt•lo l)o lineal sinl11lado y con f'l 

proceso rt"a l. 

i-~ara nli:-:;1Tvar t>l 1·on1pdrLu11it·nto <!t·l -;J:-t1·1na 1111 1i111•al :-111i11lad1·, y del prnccsl' n'al ::-t' cn1plt--a 

el cspect1·u 1·11 fn·cllt'11ci¡1. d1• Li. :->t'1-1al dt• iut;.·n~~. 

El c.spt•clr{l '--1' obti(•n,· p111· rnvdiP de la instr~wci1'):1 /-'.• ... ;¡) (Puv.·t'r ~pt'ctral f)(·n.sity) d1•l ~L-\'T

L..-\B [1--l]. La 11tilizaci(.•f1 dt• 1·:-;t.;1 in:--.trncci<ni ~v n·ai:za f111·nt de líth'a, 1111a '\"t'Z 1·ec1>piladn.-.; los 

datos en 1111 <lrchi\·o. ..-\:_--:;í t'll t•l ca:-11 ( k la ~i11111lacú.)n, 1·l arc·bj..,-,-i ~t· funna c1 in datos p!Y•Ve

nicntes de Sl.>.Il-Ll~l-\:, y para t•l pnice;:-;n rt'<tl. ],,~ dat11:- ...:t• al!nact.'llan en la c(1111pntadPra \"Ía 

un oscilo~cnpio cli,:.:::itaL 

c~ahP fl1f"'!1('inn:1r qit•' :-(' n•;11i?an 1!l '\';t!"Í! •~ c'X~ Jt'!.ÍIIlt"!ll' ,._ t., lll t•} lill f !t• t 1b.Sl'I .. '\'<Ll' !"t'JH-'t j bilJda< i t__~Il 

el r(-"'sllltadn. p,,r ra:-i:1nH· . ...:; <le t•::-.paci<1 a <·1111ti1111:u·ic-111 "c.1lc1 :'1' prc~t-'Ilt~\. 1111 c1111j1111t11 ch_. n-.:--.1tltados 

para c--1 ca.so :-:oi11111lad1' y t l n·al. 

Para. tener Ct_Hnpa.tibilida<l entr,--. la.5 .sPt1nlt ... f' t1111Pstn·mla ... ...; pnJvenicutt•s del oscilo:scopio y <lel 

SI!\.IFLI~l..:. en el casn real y sirmiladn re!'ipPctivarnenle. st" tun1ó P} 111isn1<) período en nrnbas 
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(rad!s) 

Figura 5-5: Espt~ctro en frecueucia dd áug;ulu del tnodelo simulado. 

condiciones, T = O.OOI{s). Por tanto, dadn <h• q11t> t•I cuntrol clig;ital se itnplanta con una 

frecnencia de n1uPstreo di!' :20(!/::)-::::::: 1:1f>(nlíl/.'>). t'l illtt'rv;t.11> lÍLil (h-'l espectro en frt?c11encia del 

sisterna es ntt-~nor qth' la 111it.ad de la frt>c11t'llcia de 111ut>sl n·IJ. e:,-; decir la freci_H"llCia de ~yquist. 

Ángulo del riel 

en fn.:x~ueucia del ~i:-.tc·111a c1 n1 falla y ..,j n falla ce >l\ t•l lll1 H !cl1, 11• 11i1 tt•al: t-~st• 1s n·sultad1 is sP rnuestrau 

diferencia t>ntrP el sistcrna cnn falla y sin falla. ~<' •Jh! it'lw la fig,11ra r,_t) para t>l sistetna sirnulado. 

S(• pu(_"'<.le notar la. prc~1'11cia. de- las co1npu1tt•ntt_·s a baja. frt·c11encia.. t~n e:::-pecial alrededor de 

2 (rad/.">)- E~te hecho confirrna la hipótPsis dt• qnf" la frpclll"Ilcia natural del sisten1a se reduce 

ante la descalibrach)n del sensor de p<1siciún <lt• la ·-·::-;fera.. 
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Figura 5-6: Espectrt1 dC'l áni:.-1111.., (O a 10 (rad/s)). 

Señal de control 

De Inanera análoga al caso antf•rior, la. fi~;ura f'>- 7 pn•::-;1._•11t a t•l espectro en frP<;uencia de la sei"'íal 

de control obtenida. "·ia la si1n1ilaci•1n dt'l IIH1ch-l11 nt1 liiwal <-kl sist.f•n1a t-•n el intt~rvalo principal 

de frecHencia.s. para el tn• HlPlt 1 n •ll y ~in falla. 

ln~ :2 (rrul/ .-.; ) . E:-:.t • 1 < • in!inHa la h iíw.,t 1•....,i.-.; ( k· <-pH' l:t falla ;..!,t ·u era 111Hl t lifvn·ncia. a l>aja.:-:; frpcttt>ncius 

5.3.2 l\..Iodelo real: FA}t1ipo 

control 0xact11 snhre el valnr ~ dc- ch.>:scn.libracit'111, de a.qui q11e no se pueda conocer el valor de 

A, pt .. ro t.-s aproxi111ado al qne SP ha t•stado utilizando y p:-; e·l 111is111n para l11dos los experitnentos 

con falla. 
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(rad/s) 

Figura 5-7: Espectro de la setlal dt ... control del nlodclo simulado. 

Figura 5-8: Espectro de la se1-1al ele control (O a 10 (rad/s)). 
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Para el c~o del 111odt.-.Io rPal tan1bii·n St"' rPa.lizan vario~ (--.xpr>rin1e.ntos distintos para probar 

la repctibiliciad. ch ..... l t>xperi1nentn y validar la p1·op11t>sla c11u varii1s expt"'rina-.ntos. 

El prucPdin1iPnto para obLt•11t.•r el t'S}H'Cl ro t'll fn·cnt•ncia dt• la seüal dt~ cuutrul obtt•uida. del 

equipo es el sig,,1ientt. ..... La. SC'iia.l de vnltajP d.c la seltal ch- e' 111t re,] c¡ne sale clt-1 eq11ip1 • st? introduce a 

un osciloscupic 1 clig,ital 'T,·k/nJ11iJ· c'Il dtnHh• e:-. p1 >sihl1· al 111;u·l'I 1a1· 1t11 cip1·t.1' llÚlllt'rt >ch .. n111estra~ c:h~ 

esa se1lal PU t•l tien1pl>. C'abe sella.lar cp1t• t.'ll 1•st1-' c;L.-...1> l'l tit'IllJHI de n1111•str1•0 t'll f"l osciloscopio 

es lgual a.l tiPrnp11 dt- intt>~raci1'111 dt• la sir1111laci1.1n. 0.Ulll (s). Pust1•rit1n111·11tt• la infunuació11 

aln1acf"na.da Pll 1•l 11scik>~copi1> es trausrnit.i<la hacia. 1111a c·11r11¡n1tadnnl. p1•rs1111al (PC:) por n1Pdio 

dr. una tarjeta e}P,·tn"n1ic.a y c!P su <.:offll'nTr (·nrn•:--;po11cli•'lltt·. a1111HJ:--; t'SIH'cífin1s para t·ste fiu y 

previa111Pnlt." in:-::taladn:.-; <'ll 1<1 PC'. [J,. Psi a n1an1•ra ..... ,. ti1·n1• 1111 v1·c-l.1lr Pll 1ll111d1• ~,, c111•nt.a con lns 

valorPs de v .. ltajP para c:Hia 111111·~.tz-a t.11111ada. F11 1•l l";1~0 d1·l 111udt>l11 si1nuladll, lus valores dP 

la seí1al <h• c1111tri•l 11tiliza1l1·~ ¡1ar:~ l<t 11l)t1•nci1.lil ¡l1·! t'SI><'{·t1·•l 1·11 fr1·<·111·111·ia. ~1· c11cUPilt.ran <lacios 

en unidaciPs dt• fnerza (>:<''-\"l1lll). t>S l1tir 1·~t11 qlH'. pa1·a ti"d1·1· 11tilizar la iuf11nnaci1'n1 dt·l eqnipn 

y co111pa.rar cl1• alt-:,•111a 111;1n1·ra. l11s t'."'lH't·tr•l:-. 1·11 fn·1·1lt'IH'ia 11l>tt'I1id11:-. 1·11 cc11ia 1·a...-,1, 1·s Ill'ct~sa.rio 

1nultiplicar t>l v1·ct(J1· d1· la ~1·1-1al dvl 1•q11ipo <¡111' :-.t• tit-·111• p"r t'l fac·tpr :2.17'1(.V/\") prupin del 

equipo para te11t•rl11 a:-:;í c'Il uriidadt··s c11n1patibl1·..-;_ Fir1alnit•nt.t~. tcnic-nd11 ya. el VC'ctnr t-..11 fonna 

arlec11ada. se pnw(•de a utilizar la i1t.->tnit·cic.J11 fJ,'-,'/) de· 111.ancra anúlllp:;-a. n. c1nnn ~t' nsó para los 

datos nbt.enidns d1•l ~in11ilad1 •t". 

Las c111·v¡L.--. 11btcnidas c1n111' n·snhadu dl·l J)J'tH'.t'cli1nic11~11 a11t1·s tlcscril.11 t'll 11n ranfSo de O a 

De .-.sta.--; ;:.:;-rídic·as :-.1• p111·tit• ver C¡1I<'. a.l1<l!"a. la dif1•1T·ncia. t•utre las cnrva.s c1··n y sin falla 

es n111c:ha.. sit'•:tdc• (it· rnaynr r11a:,:.i:1it1Hl \;1. c111-....·a c-1111 falla a (!i">.Tl''-'HS frPc11c1ir·i<L"'- Sir1 et11bar::;!;o. 

anterionncntt•. :--1• 1·t·<itH:c• 1·l i11ttT">.·¡d11 tl•· fn·1._·111·11t·i:ls J><l1·a 11Cl~1·i-....·ar c1H1 <l.t'L<dll· ia dif1'.rt·11cia. L'I1t.n_• 

los espectrcJs (ti~1ua ;">-1 U). 

los espectros C<'>ll y siu falla alredt"<...lor dt· l1l:-. :2 (rud/ . ..;). Pt1r l<lHlCJ el nH'canisnit> deducido con 

ha.se t'Jl el llhldt'hl lir1t•al para dtc•lecci1)n d1-• fall.:.L->. JH!vd1· ~t·r t•n1plt·.:..vln t.'JI el sistt'Illa r~aL 
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Figura 5-9: Espectro en fn.:""cuencia de la srfial de control del equipo. 
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Figura T:rlO: EspP<:trq dt> la selial de f·••lltrol dPl eq11ipc1 (O a 10 (rad/s)). 
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1500 -----·---- - - ____ .. - ---

1000 -- -------- ---- --- ---

500 

'º 30 60 
(rad/s) 

Figura 5-9: Espectro en frecuencia de la seÜt\l tlt" control del equipo. 

Figura ñ-10: Espt:•ctro <ll· la seüal de r·(111tn•l dPl Pqnipn (O a 10 (rad/s)). 
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5.4 Metodología 

Se concl11yc- l'IlltH1c·t•.:-> cp11 .. la J>rn¡>11esta. qill-... SP 11ac:r para. ck•tt00ctar la prese11cia ciP 1111a descali

bración del scust11· dt• pusiciún dt_> la. t•sfera (cá1nara} Pll Pl sistt_•n1a Psfera-riel es: el n101Utoreo 

de la rna.gnitud ch•l Pspc-ctro Pll frPclH'IH.:ia de la sPt1al dP Clllltrol u (t) en uu rt•dncidn rango de 

frecnt"ncia. alrP<lt•tlcir <h"" 11•:-. '.2 (rrul/s) . . ·\sí. si St"" ,fptec:ta nn i11<T<'IIH'Iltt1 P11 e·l espectro C"t.""rca ch"' 

2(rnd/s), se p1H•clt._ ... a.Jirruar qttt ... t•l seusur P~tú dt>~:walibradu. 

l...cis rPs11ltaclt1s <lt• hi:-. t':-.lH'ct.n1s t'II fn•c1it·nc:ia pn ... st•nto:ul11s <'ll la st>cciún autrritlr validan este 

hecho. 

Cab<"' ::;11_-.iialar que. dct-ick• un p1111tn dP vista pnict in1. convíe11e 11tilizar la señal de control en 

vez de la SPÜa.l ciC"l ánf:!,,lln dC"l riel. p11Ps c-l ( 1rdl'll <.h• nHtf!,;nitnd dPl Pspectro t"'n frecuencia de la 

prin1era es n1ayor y pennite una n1cjnr c_lift;-renciacil~in entn• nu.1delos con y sin falla. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

Uls objetivos principalrs de l.. .. ste trabajo fueron 

- La obtención del n1odelo nl.ate1nático dt."'l sistcn1a esfera-riel. 

- La si11111laci(
1

Hl del ntndel<) tPúric() con algunos tPrininos adicionales que consideran la 

cán1ara. dP vidtx1 y la friccit1n. 

- La. cnnfnlntaci1:111 <k n•stilla,h1s t1•1'1ricus y pn\ctict1~. y la f,1nn11lación dt:'· la propuesta de 

dctcccit.
1

1Il <k falla. 

c.on respcct11 a l11s do--; priillt'I"I '~ nbjet iVllS, St' pth .. dt• dt'cir ln sig,1.1ientr. Pi-irncro, que el 

n1odelo trúrico obt1•1lidP t-':.-> adecHadn. p1ws <..t. partir d1~ 1··~tl· :-;e desarrolló uua hipúte::;i.s q11c pudo 

validarse C'Il Pl si.ste111a rPal. SC'g;iu1dn . ..-pH~ l<lS térnliru1s a[1adidos al ni.odclo para <.:cl11siderar la 

cámara de vid1._"<1 y la fricciún. pcnnitit.."'l'•tlt q11t~ l()s rcs11ltad1 is e11 la si1nnlaciún y en el sist.e1na. 

de laboraturil) ftteran tnuy sitnilarv:-... 

Por ot n 1 lad1 ). Pil n·laci1'1n a 1.a pn 1p1 lt'Sl a pa1·a dl·t t·ct ar· a1111 )111útica111ent~· Hna. dc.,..:calibraci,~111 

en el .sen.sor d.· p• ·~ici1'1n dl' 1a •'Sfl·r:1. :-•' p11cd.• alinnar q11e t•l t>fCl"t.1' pn•di<"h• • pnr P] !llC.llk·lo 

tet."'lric1.--, lineal :---•· cnn1plt• <'n 111:- n11Hlcl• t-... n11 li111·:dv:- :--~i:111ilad" y n•al. E:-ttt qni•·IY" dt•cir que t.""'l 

t. ... fecto ca11sa<lt' ptll' •"'Sta falla. dunlir:a :::;.1,hi-1• l11s <lv las Il•l lirit•ali<iadt-s i11v1Jlncra.(l;i_..; tanto en el 

modelo sin111lado cnrnu t"'ll el pruces(1 real. 

Este últin1n }H•t:hu IllllPStra las bo11datl1·:- (¡,, }1 is 111111 i1•l1 is li11calps para ha.cc-r ..--.stndios dt~ 

sistemas . .-\sí. a pesar dP qnt--. en t•l n1ndt>1<1 ...;p hici1•rn11 i111wha.s sin1plilicacin11es, la. hipótesis 

obtenida a partir d.el IJHH.k·lo lineal se c111npk t'Il l'\ :--;Í~L1'ttla real. C.'.unlt> :--ic ve de los L .. spcctros 

del equipo. las difen .. •ncia..""' c11tre E'l espectrr1 calibrad,1 y t•l cspectn1 <h-·scalibrado son g;-randes a 
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diferentes frec:neucia ... -;, quizéi producto dP Jas no li11e-alidadt_"S n1Pnciona.das~ pero la difereucia. a 

La apn1·tac:ic'111 principal de PstP tni.haj1> PS la pn1p11t•st;-i <lt• dett"c:ci,">n de la. de-scalibracit.>n del 

sen.sur de· posicii.111 '-'Il el sistt>rna. csft·ra-rit•L 

Esta pnlp1u•sta i11\"t1h1cra t>l r111111it411·1•11 c1111ti11111) <lt•l t•:->pt·ctr,, l'fl frt•cllt'Il•~ia t.lt"" la .seil.al dP 

control dc-1 sistcrna. l'Il llll ra1q . .!;-(• d<' l a '!"i(nul/s). Así. la aparici,:,n de cualquier iuc.:ren1c:11to 

notable eu la 111a~"I1it11d del espectro t'll t'St' r;l.Il).!,o, l"'Jl csppcífico a 2(rarl/s), cou respecto a un 

espectro de rf'fPrencia, i11tlicará la presencia <lt' la <lc·s<:alil>r<wión en f'l se11sc1r. 

DesdP ~111 punto dt• \·isla a111pli11, t>} pnJt"t·di111i~·ut.11 1le 1h·lt->cci,Jn de falla se illicia cou la 

obtenci1~lll del Jll(HJclc1 111:-ttcrn;í.tic(i d.cl :--.i::.-.t.l'rna (lt> iHtl·n··s y la nhtt·l1ci(·1u d0 la fu11ci,Jn de trans

ferencia dP Pse sistt'lll¿l. t'IJ f11nci1>11a.111ieut11 r11)r1J1<1l. :\ nJr1tin11aci1'n1 :--t> inc}nyt-, <!entro de la 

funcic'>11 de tra11sf1•rencia, t'l tt'·nninu dt• falla y :-;1• <'11nlpanu1 las n·~p111•sta.-.; cu frt. __ -'ClH'll<:ia en 

condiciouPs unrznalcs y 1l1~ falla. ~1· f«•rnnila ;t:--.Í 111i" hi¡).·.r,·.--i.-.. a pa1·tir ele l:i. dif<·rencia entre 

sí. Esta hip1'."ltc-si.::; realizada n•ll hast> 1•r1 t•I IJl(hil'l11 t__¡o~--)r-ic11 litwal dc--bPrá ::-cr co11f-ir1nada con los 

espectros eu fn•c111•1Jcia del rnt>delo 110 U11t•al si11111ladn y dc-l pnJcc-so n~al. 
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Apéndice A 

l\11atrices inversas 

A.1 Inversa de matrices en bloque 

Con el fin de facilitar el cálculo de rnatrices inversas cuyas componentes son también matrices 

o pueden representarse corno tales, se tienen las si~,.iiente·s identidades [6] . 

Ahora, si A- 1 existe, entonces 

donde 

• ·\ -1 

-a-1cr1-1 

A- 1 + E::..-'F 

-~-•F 

.ó.=B-CA-'D 

E= A- 1 D 

F=CA- 1 • 
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Se puede der11ostrar c¡ut-"! si B- 1 existe, el elen1entn (1, 1) de la inversa tan1bién pu~:><.ie ser 

escrito cnn10 (A - DB- 1 c~J- 1 . 

A.2 Fórn1ula de la:s matrices modificadas 

Por otro lado :-;,• t-it>IH' la si:;?,,liPnte igualdad. Si A y e· sun 111a.tricrs no singulares ni. x ni. y n x n 

respectivarnentP, SP puPde d(_•n10.strar qne 

Esta fónnula general tiene rnuchas aplicaciones t"ll teoría de sisten1as, especialmente en la 

fonna 

[1 + C(sl + A)- 1 s]- 1 
= 1- C(-'I - A+ BC)- 1 B. 
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Apéndice B 

Parámetros 

B.1 Parárnetros del sistema esfera-riel 

Algunus ch• lt is parún1et rj is f11e1·un dt>tt•rniina(h is rtlPdiautP el cálculo de los valores rnedios de los 

resultados <h .. 1111nh•r11:-.a.--; 11it•<lici11rlt·~ ltlflladas dt>l laboratorio. tndo l..-"stn realizado y dado por 

los fabricantes <iPI eq11.ip1) r1 IJ. Estos ;.·:::dores SC' 11111estr.a.n t.:'Il la sig;uicntt. ... tabla. 

Dr>~cipcit-Hl 

Hadiu de la esfera 

.:"\lasa e lt-· la ~"SÍl"ra 

:\la:-;a dP} riel 

Radiu del riP] 

[)istancia <le aplicació11 de la fuc-rza. 

Distancia del rírl 

Fz·icci(-:,ll dt>I si~terna cond11ctur 

C'onstan.tt"' de n·sortP del 5jsten1a conductor 

~otación 

R 

,\/ 

lw 

D 

b 

K 

Valor l-nidad 

0.02 "' 
0.:!7 kg 

1.1:2:2 ky 

0.50 ,,, 
0 . ..J!l m 

0.017 711 

!.O ,V.s/ra 

0.001 N/m. 

lTsando l•>s valon·s dt• la tabla antPrior sP pnt:><.l~n dPterrninar Jos parán1etros del modelo 

faltantes de la .-.:i_~,liPnte :11ant·ra_ 

R..adio de roda111.icuto de la c."'">fcra 

El radio de rodarnit--nto dP la esfPra r se obtiene de la si$!;uiente operación: 
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r = JR 2 -(D/"2) 2 = U.0!8(m). 

Mo1.z:1.euto de h.1ercia. de la <--..sfcra 

El n1ornento de inercia dr la ~sfera h ps ca.Jcnlado zucdiante: 

., 
h ~1nFf2 =-L:l2c-5(kg·rn-2). 

Moan.cuto de iuercia del riel 

El 1non1ento dt~ iut-.rcia coniplt•l(> dPI riel fu., t•s n1111pnest.n pnr t-.J n1on1euto de iuercia del riel 

propiarnent~ 11 y el 111nrne11t11 (IP irwrcia. <i<•l rrll•cani:-.u111 nHul1H:t<1r lni· Para c-1 rit:"·I con su perfil 

tipo LT el n1on1e11to d<' illt"'rcia dt· i111a liarra l.ar; .... :;a t'S t.1111Htda l'11nH1 una pritnera uproxitnación: 

El n1Pn1e11tt1 !..,., denota d lll••Incnt1• rt•s1iltante para PI riel y no e1 rnn111entn dP inercia 

prin1ario del llH.. ... canjsn1n, P} cnal e~ dP:-;prc-ciahlP. En la df"tern1iru1ción de l,.,., se considera c¡ue 

en térrninos práctic< _,:-; 

Irn = 0.5 · 11. 

C-0n esto se tiene que 

En este 1nomento todos los parán1t-~tros del rnodelo sr cn11oce11. Estos parámetro::; S(• uti-

!izarán para calcular las r11a.tl"ices de la dPscripcit-•n t"ll variahlet> ch" estado del sisterna y para 

todos los den1ás cálculo~ iuvlocnrados. E.stus céilc11Ius ~e realizan cou ayuda de los progran1as 

de l\.f.ATLAB q1Je se presentan en PI apt··ndice D. 
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B.2 Parámetros del controlador y observador 

:\.l11clu1s <le }11s n·s1ilt<-ul,1s 111Ú.!-> i11q11·1·ta11t,•s ,,¡,1t>11i1[11s (le ltis pn1:.z.:ran1a.~ n~alizados snn de- tipo 

p;réificn, Pstc>s rPsnltatlt1S f11crD11 il11strad11s a ~111h~bi1lc1 tiPlltpt> a 111 larg,o del tPXto. Siu en1bargn 

existPll al;..;,111,)s n·s11lta(lc1s 1111n1él'in1s qi1e ta111l>it~J1 resultan i111p1Jrtanlt'~'- .:\ continuación se 

presp11ta11 t•st1 •S r('.s11J ta.tlt.1:...;. 

Para conH·nza.r St' pn·sentau las 1na.tricPs dt~ la.~ dt.•scripci1'"1?1 linPal cuutiuua en ,·ariab1es de 

estado. 

A-[ 
o 

-0.;3-1¡9 

o 
18.885fi 

1.0000 

o 
o 
o 

o 
o 

() () 

6.59~:.! O.O:l!O 

() LO~ l 
-0.:3-102 -1.7119 

o 

El periodo de- n1uestret-:» es T = 0.05(s). Así. la cLiscretizaci1·1n del rnodelo continuo arroja los 

resultados siguientes: 

[ 
0.9996 0.0500 0.001':2 

0.0002 l 
-O.Oi:J8 0.!}99G 0.:1:.!~)8 0.0095 

Av= 
0.02:29 0.000·1 O.~J!H)f-i 0.0-179 

0.90·1• U.O:l:2!J -0.01:11' U.Dl76 
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¡-0.000J 1 
-ll.00:.!6 

Bv= 
0.00·1:.! 

0.167·1 

Estas n1atrices del n1odelo discreto intervie12f'1l en los cálculos de las concüciones de contro-

labilidad y observabilidad, estos cálculos dan c:cJJtlo r~sultado: 

CONTH0=-1 

OBSERV =-1 

Para el cálculo del vector de retroalinu~ntación St...~ hace uso de las 1natrices del tnodelo 

discreto y de la ubicación de los polos en el pi a.no :: . Lt ~s pe ,}os asignados son los sigi.iientes 

AHJ = { -T = 0.!>.~1:.! 

.>..H.2 = t -T(~>) =U. /j"'~~ 

AR::i = c-T(If>) = 0.-17:2-1 

An-t = An:1 

y entonces~ el vector de retroalinH"ntaci<'1n PS 

F = [ .,- ¡-<)·' _,. ,_ - 0.:3952 J 

El ec-i.lculo ch .. 1 pre.filtro V en el sisterna esft~ra-riel no requiPrP necesarian1ente e] uso de la 

expresión obtenida al final dt' la seccic""Ju :3.:!. l. En ("ste caso las consideraciones del estado 

pern1anente proporcionan lIIla sol11ciün alt<->rnativa 

x2 (oo) = .r3 (oo) = .r4 (oo) =O 
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Entonces, de la figura :3-2 se tiene que 

"(oo) = V w (oo) - f1.r1 (oo) 

Por tanto, la ftwrL.a. de coutrul tit.•np quP cnn1peusar t· .. l J>PSO ele la esfera que actlÍa sobre el 

brazo del riel. Eu t:. .. ste caso es válida la ~:;jg,,tieute expn~sic.·111 

u (oo) = _ mgr 1 (oo) 
l 

Con ayuda de la ecuación del vector de salidas y(kT) = Cx(kT), con x 3 (oo) =O, se tiene 

aden1ás que 

y(oo) = x 1 (oo) 

Por otro lado el estado perrnanente requiere de c:pte y (oo) = w (ex:>); con esto sustituído en 

la expresión anterior se tiene que 

-"1 (oo) = w (co) 

Al ig-ualar }.a.._o.; d,..._~ expresiones de u. (oo) y c:t>ll ayuda dr la. PXpresión anterior se llega al valor 

del prefiltro V 

Los polos seleccionados para el ohservadclr son los siguientes. 

z1 = c-T(.50) = 0.0F:.:21. i = l, 2 

En seguida sP rnuestran las nlatricPs rt'!·niltante>s que constituyen al observador de orden 

reducido utilizado. 
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Aoa= [ 
0.0821 

-0.000:J 

0.0001 ] 

0.0821 

Boa= [ 
-0.00IS] 

n.mn.1 

Foa= ( 
-16.8551 

0.19-1-1 

Loa= [ 
1s.:1.'>l!J 

o.a:H-t 

IDO 

0.0612 ] 

-16.0157 

o.1:mo ] 
11..t:r;o 



Apéndice C 

Bloques de funciones 

Con el fin de n •n1ple1ncntar el diag.--rarna. d.P bloc¡11rs del rnodelo no lineal del siste1na y así poder 

coinpararlo con las f•cnacionPs de dondt~ prtlct•dP ((:2.25) y (2.26)), se 1nuestran a continuación 

las operaciones realizada...:: t->n In~ hl1 )qllf'S t.ipn f(IL). 

E31oqne ()pt•ral"i1"n1 

deuo (u[l] ~)*-~l+l. t0:38t·-l 

d(~Illll l.UI:-.:It>-l *n[l]-(7.:2/-t:Je-:3) ~:! 

nun11.1 (11[ 1 ]"'11[:.!] ..- . .:-)·1+:2.-101~..._ l )*u[-1] 

nu1n t.:l lJf 1 j •:2.G--1'.'---;"*"n1:-;( 11[:~J) 

nun1:2 .:27*u[l]~(n[4] .:.2)-,-:2.G-li<7*sin(u[3]} 

nutn;J: 7.:27-t:>c-:3,"" _.gr*o )~( 11[:lJ) 

alf-i AD*n1s('1::i~) 

Fcnlf-i 

FcnlO 

Fcnl l 

Fcal:! 

F'cn15 

1+(7.:27-t:>~·-:)) ~/11[1] 

(7.:.27i:J,<l) :.!'n[:>]/(n[l]*n[:.2]) 

u[:2]/u[l] 

u[:2]íu[l] 

u[:2]/u[l] 

u[:.2]/u[l] 

En este tipo de bloques, sP ag,T11pan al~unas opt:•ra.cinnrs básicas con el fin <le que el diagran1a 
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de bloques nn resultf'> n111y PXtt. .. nso y confuso {1 fiJ. La d<"'si~uaci()n del 1nln1t .. ro de sef1a1 u{i] va 

a. correspnndPr al ordt""íl t""tl rp1t._..,, ~"">11 iutrn<iucidas en PI hl')<Jl1P n1ultiplexor irunediato anterior, 

eu el cu.:--;,, <h• ft•11cr <¡1h"" n·a.lizar 1lpPraci,ntt•s l'lltn-. varias s.-.r1ales. C'ab~ rnenciuuar qut:.• en 

estos bk.>q11es ~P iucluyPu Ius valurf"'s 111uni-ricos de las ce 111sta11tt•s dt•fiuidas PU el capítulo :2, 

a 1 ,a:,z,a3,b1,b'J.,l>:1.ú4 ,br.,bt;, asícunit• los pará1t1Ptn1s 111. y/. 
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Apéndice D 

Programas 

La crc.a.cit-Hl clt• Jln1gran1.a:-> s11rg,t-. pc1r la necPsidad ele· realizar c.cikulos rápídos y de rcpetid<ln 

consta.u te. Eu t•stt· ca::--1' .St' liil"it•n ;11 alg11ru1:-> dP e!Jt;s pan1 fal'ilil <ll' t•l r t·abaju de cúlcu], is nn111éricos 

en este trahaj1J. E:_-;t••~ pr<1µ;ra111a.s l1i(•Jl SP put•(il'll <:c11ij11r1tar t•11 i111u s1lz,,, p(-"nJ PU nuPstro ca .... ..,o 

Pn:>gran1a CALCt.lí lll.:\I 

%1-~n.,_ry-..... uia ¡);u-a la n·ali;...-1.cu>n .¡ •. !,,, .. c;i.leuJ.,.. tná.~ iu1I"" t.aut.t.,..; para la do•tiuiciuu 

~><:l<>-1 u1 .. d.•lo d,.J ,..;,,f•·n""' J.;l.Jl.t·l>o·au:1 

%0.-·finici.>n ,¡,. p;1.r::-i.11H·t.t•"" 

nt=.27; 

J:=9.S1; 

l=-49; 

b=l; 

K=-001; 

r=Nqrt.(.02" :?-(.O J 7/"l)'' 2); 

lb=2/[)*. 27• .0'2" 2; 

11= 1;:i• .r>'" ~-1. 122: 

lw=l.5ªIl; 

%Cálculo J,~ con.->t.allt'--"!l. 

al=m+0>/r"2; 

n.2=(~•r""2+1b)*J ír; 



n..1.=an•g; 

bl=fb+lw + u1"'r" 2; 

h2=2•n•; 

ba=b·l"2; 

h4=K•1"2; 

h.'i=(m•r" 2+n>)•1 /r; 

MA21 =(-a.2 .. hti'•{a. l "'h 1-a.:z•h~) )/(a.1•h1-al"'h.'"> 1··· 1: 

MA:Z:l=(a.:, .. 1.1 +a.2"'h·l)/(a.1 "'hl-a:l"'h:,); 

r..1A24=a2•h:\/(a.1 "'hl-•L°.l"'lo:•); 

r..tA-l l =hti/h 1-a.2'"'t.:1•h1i*(hl "'(-al ""hl + a'.l'"h.'">))/(h t •(a 1 •h1-n.2•1,..".))"2; 

r..1A43=h·l/h l-n..:1-b.'"1/(a.l .. b l-a2"'h.'"•)-a.2"'h·l"'h.'">¡ (hl "'(a.l*hl-<L2 .. b.&)); 

~IA.t·l=-t.:1*(! 'hl +:~·1•1.:-,·(l•!'"'(:d"'lol-a.:!'"h!-.))): 

r..tB2=-a:.!"' l /(al '"1> 1-a::!'"h.•>); 

r..tB·l~-( 1 +a2"'h.'"•/(a l '"h l-a2"'hf>))"'l/h l; 

A=!O lo O; f\.tAº..!l 11 t-..1A2:l ~l.\"21: O o O 1: /\t;\·11 O /\lA-1:1 MA44I; 

B=(O; ?\.IB'2; n; r-1u.1¡ 

!Al>.Ull\ .. c:!d(:\.B. 1') 

':!~.c:a.1<1.-uJ., , ¡,.¡ ,_.,.,-,:., •r ,¡, 1 •• , t• .al111u nt..acu •11 

l'=ll .... l.'"> l.'"•i: 

PfJL=~·xp(-ºl "'1'): 

F=a.ckc.•r·(A l >.BlJ.f•1 H.J. 

<?";,ca.lculos tlt· coutn>la.lnlul.,.d y .. t.,..,·r>-·•>.lulida.d 

CONTHO--=H.\Nh,:(¡BI> Al>"'BI) AD"':l"'BU .-\D~:~·BD]); 

C=( l O O O ; O o O o ; O O 1 O : O O o 01; 

OBSEH\.. '"''"H.-\Nh:(]c' An··c· (/\.[)')" 2*C' (,.\D')"3*C.I); 

A.·\ll-'·!An(l,l) ·'[)(I .. t):\ll(:~.ll ,.,l)(:~.:l)i: 

;\~\12"'""1·\L)(l,'2) ·'ll(l.-~);.\IH:I,'.!) AI>(:l.-1)1. 

AA2loo-[AD(2.l) ..\I)(°...!,:~):Alll·l,l) /\D(·t.:t)]: 

A . .\22==-IAD(:l,2) .. \l){'...!A); \D(.i,2) AD(·l • .t)I; 

nu1~1nn( 1 );BI>P>l: 

BB2={BD(2);BD(·I)]; 

POBS=(:..o !"WJ: 

POLOBS=-ex1•(-T•1•1.>BS); 

LOB=pta ...... ~(A~''.!:l,.-\A 12.J'tlLtlBS); 

AOB=AA'.!2-LOB .. AA l'..!; 

FOB=AoB•1.1>B+AA'..!l-LOB·.·\.A 11: 

BOB=BH2-LtlB .. BU1; 

Pr"Ogrnrna. FTMt\THIZ.1\.1 
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%N••t.a: S..' ut.i]j7..;~u J,,,. ro•,..ullacl<•'"' y p.-u·:i.n1•·ln•>< •i••l J>l•>j.!,rau1a ,-alc111<11l.u1 

o/.,1,.•r I•• <JIU· •l••lu• <-.orr•·r,..P clic·lu> J>r••~nn1a ól.nle,.. •JU•" .~,..t.••. 

Fl={F(l,1) F(J.:t)/; 

F2=(F(1,2) F(l.-1)!; 

%1\tudelo n>u falla. 

l=orye(2); 

d=-.3-1; 

DC=ld O; O 01; 

ACF'=-fAAI 1-BBl ... Fl .. (l-t ne) AA12-BB!*F•! BHt•F2. 

AA21-BH2•F1•(1 • L>C) AA22-IH-t2•F2 BH:z•F2: 

(AA2 l+LlJB .. A/\ l 1)·l>C-LOU .. l>C'"'(AA11-Blll "'Ft•cr+DC)) 

-Lon•L)C.(AA 12- Bli l '"'F2) A..-\.22-LcJU"'AA 12-LOB•oc-Blll*F2J; 

BCF= IHB 1 ;HH2:-LCH!*Dc•BB1 I; 

CCF=-!I+d o o o o o, o l no o O!; 

02=..-... ·n-...(2, 1 }; 

f l\f AC.;CF,FASEC 'F .\YCFJ ()IH)l>E(AC'F,BC:F ,C:CF,D2,T); 

'!""ol\1n•lo•J., siu íall.-i. 

dl-=-0; 

DCI ~=idl O;O llj; 

ASF=/AA 11-BBI*F1 ·(1 • l)CJ) AA l'.!-BU 1• F'! BB J •F2: 

AA.21-BB·.!•F1•(I • I>CI) .·'\A'.!'.!-lHl:l•F2 BH:! ... F2; 

(AJ\21 + LUB* AA 11)"'f>C1-LOB'"l>CJ•(.·'\A 11-HB 1 •F1 "'(I+f>C J)) 

-LOB .. DCI "'(.\A 1'2- IHI J *F:n AA2'.l-LO B"'AA l 2-1.0B'"'DCJ • BBl ... F21; 

BSF=[BBl ; BB2. -LOB"'DCJ"'BBI!: 

CSF-=fl+cll o o o o o. n 1 o o ti o¡; 
ff\.1 AGSF.FASESF. \\:SFJ -=- [)lle >l>E(ASF.HSF.l 'SF,ll2,T); 

:1uhplut.(:l. l. l ).,..·11111• •i..:;:-.(\.VSF./\IA<;SF, 'w'): 

Kuhplut.(2. l.:.? ).:-Pflnlo,.::::-.:(\\. CF .:\!..\( :cF, ·.\' ·), 

o/. .. •'H'niilug:x(\\'SF. /\l.\ r :SF. ·..., ·. \\'CF.~L\l:CF, ·y·); 

gr id 

axis(!tO"(-J) 10"" 'l O O O:!/); 

Pn.:.~rarn.~ FT_lf. :-,.¡ 

o/,,f>r---'1,rrnu1a pa..1 a. La. obl,.11c::i._>n dt.• )..1. fuociüo <l€' trn.tJKÍPr€'uci01. u/tT"f del nuxt.•lc-, 

'?{,cuo falln. y >1in .-.!la y µa.ra. J.--... uhtc~nci•>n del dinb,"Taiun ele lk.HJr. en c::acla cu..-~. 
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(NlfMCC,DENCCJ -e ...,..2Lf(ACF.BCF.C-C-l·~.ll'!.I). 

INlf!l.ICS.DENC:SI = >L .. 2t.f(ASF.HSF.C:SF.l»2.J): 

%[lt!liuici•"n1 ,i.. la fu1u·i•"•u d•• Lra11,..f1·1··11 .. ia l h•·la/ u 

%(funei,ju d•• lrn.11,..fP1•·1u·ia ,J,. la ¡1la111a •• _,.;,.,.1 ... 111;• •'U la7...-, ahi••rt .. >). 

D•a=z,rn..-(·1.l); 

(NUMP,DENl'J = xs:!t.í(Af>.Bll,C,l>.J,l), 

%í>ivi. .. i•:Ju ••utn· f1.111.·i<>ll•.,.. do• Lra11:-<f. n·11cia "'"y .-.,u fnll:. (••u Nllr..IGS t.bo..•ta. eiot. 

o/u<-l ll'"PUJ.:l•.'111 2 y .-.l.l Nll!\tf' ··~· •·I :t, •·I .¡,.tJt•111in.~d .. r ,.,.. un" ~•lo cu n1nh~M casoti.). 

CONVS = CONV(Nl1f\1<.;S(2.:).IH:.NP); 

CONVSl = CON\.·'([>F:Nc.:S,Nl 1!1.1f'(:t.: )L 

CONVF = CON\.'(Nl1MCC(2.:).l>ENJ'): 

CONVFI = C<JNV{lH:.Nc~c:,Nili\.ll'(:s •. )); 

ll\IAGllSIN.FASEl rs1N.\\.'t fSINi I )fH JI )E(CUN\.'S.CONVS I.T); 

IJ\.IAGllCON,F;\SEl ICON.\Vl 1( •t >NI -~ [lfH>DE(CONVF,CONVFJ,'1'); 

-=-u1ilu1-?< ('\VI ISI N ,1\.1.-\.(;l lSI N. ·~:.\.Vt !( :oN .!\1 .-\.(;{ TC< lN. ·.v '); 

gr-id 

oLXit'<{fHY'(-1) 10~2 O (l_.-l.j). 

Eu el pro~aIIl:l. ,.,jg111t.·t1t•- ,..,. oi•t i<'ll•' ··l ••SP•-<·trco t•a fn>c::ut.•ucia dO:" la ~~u.al d~ CIJU.t.rol del sist.emn.. tau.to cou rattn l'XJQ"IO 

sin ~lla. c>hLPuida d<- la ,..,u1uL--u·1···11 u••·1liauto• •. ¡ u""'~ dt·I bl•u1ur To File""'º el SIJ\tlJLINK fl5j. 

Pn·~nu11a. Sf'EC'S[l\11 r.l\.1 

':'{,•h• •·••liln•l 11l1t>'ll1•la ,¡,.la -.1111ul;u.·1<~u 

3,,.'\si~nnci.t.,11 do· v.-t-t...•• ''°"' c11u y -.iu falla. 

luad v; 

SFsinnJ(;.{ l. I02·10j)"''-- lllnt(:,F>f:H.JI: 152-IO!J; 

SFHimu l (:.1l:10'...!·tO!) - n1at.(:,/'...!."'>O'-.ll ::!!"~'...!·10j); 

load u; 

CFsitnu(:.[ 1: 1n·.!.H1f) r• ,.,( .¡:-.oo¡ _ ¡;,:! Hll); 

CFsinrn 1 {: .; I ·. J01·IO)) ""-ro·><(: ,¡·l~'>l:H.ll ::">!"l'..?-to! ); 

fPxxs.F"'I"-- 1'Sll(SF...,i111u(2.:)•,10'/.10.1000.-109t.i), 

plut.(Fl.f"'(:-:><) 

n.xis(IO liO o ...i:.oooj) 

(Pxx.."I l .F~ l J o:.l 'SD(SFsünul (2,;) ',J02·10, ICXX),-109fi}; 

F2=2•p¡• FH l; 

plnt.( F'2.Px.x,. l) 
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axis(fO 60 O ~IXKJI) 

-~ 
(Pxxe.Fcl = 1 •SD(CF'si111u(2.: )' .102.to.1000 •. ulOO): 

F3=2•pi*Fc:; 

pK•t.(F:\,Pxxc-) 

a.xis(IO 60 O ~OCXJJ) 

(l"'°'cl ,Fcl 1=PSf>(CF~imu1(2,:)',10240, ll)Q(),4()11'.J6); 

F4=2•pf* Fe 1; 

pk•L(F4,Pxxcl) 

a.xis(IO liO O ~IXX11) 

-~~ 
%Geuern.ck'•u d•• ln...... ~ñli1..·a.s de con1paración superpuestas 

plot.(Ft,rxx~) 

bold 

plot.(F3,Px.."'<c,'g:") 

a..xis(IO 60 O 1-\0001) 

plot.( F2,Pxx~ l) 

bold 

plot(F·t,Px::.'(...-1,'i:') 

nxis(!O fiO O !~CXJOI) 

C<-.n.._• >W" n1Puciou•"> eu *'l cn.pit.ulo .'".>, una th.•Ual de vt..>ltaj<> o:...-cuT-µ.uulieut.r n L-i. >«:-ila.I de mut.rol del si.st.eula esft:>rn-ri~I es 

obtenida dir•• .. -t.a.u1<•uL .. do•l ··quipo. E,.,;tn i11fora1a.-M"•u oh•lu~ ,..,.r pn->c•"S:uln. pn.rn. .... r ut.iliz..-i..Jn -.u ln PC pnra. la. obt.P.uciüu de 

!'IU espf"'Ct.rn ..-u ÍT•·•-11"tu·io1.. ¡_..,.i-< pr••i:;ran1:.._., c-~i.11. c-al2, .i.,,...t"all y d••scal2 (todo:<\ con ext•!usiojn .m), cuuLicn..-11 In. lnforu1nc:i•;n 

a.lnu'l.C'enn.tla. ¡>••r •·l '''""ciI,,,...-,,pi•> y p••r I<• t.;,ut..<• d1-h.-•11 r•-'IT•'f"'"-' .... 111 .• .,., •ttH· ·~t.._~ ptu)..'Tama. 

Pi-u~ma. SPECEQt!1.l\1 

o/Q'lil"' ront.n•l ,,ht.•·ui.Ja •h·l ,.,._,-,1,.,,.,ct>J.>1<> 

o/od~al2-n1 ant.•·,.. •1u•• 0-,.,t...•. E .. :<t.••<" pn•~-;1·~u11a.--< <"<>ULÍ•'U•·n la iufor111a.ciün 

%p,...>VP11i••nt.l' ·I··I ••><cil<•,... .. •pi•>. 

C1=2.I!"-."'~ll; 

C2=2.15"'.:-~~l'l. 

01=2. lf>*do~ocall; 

02=2.I.">"'tlt-...ral'..!; 

'!{,Ol>to•nci•>n ,¡,.¡ '"'"'P•"<~Ln.• t'll fr.-ctu·uo:ia. ch• }..,,.¡ o;uat.n• ,.,..._....,,.., 

%En ~t.os c-uat.n> ca ... -•>!"""' ut.iliz..,. uua. v~ut.ana. d-r ·10'!.>ti puulA.>'ff c:•u la. instrucción PSD. 

(Pcl ,Fcl l=PSD(C l, 10240, 1000,·HJ'Jti): 

Fe1=2*pi"'Fl.·1; '?úCao1hio d.,_. unidades de frecuencia <le Hz a ra..<l/s. 
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plut.(FPl.PrJ) 

nxiN(IO 60 0 20fMll) 

~iocl 

IW..UtH.• 

(Pc2.Fc2j = PSD(C2, l 0240, 1 CXXl,409ü)¡ 

FP.2=2•pi•Fc2; 

plot.(Fe2,Pc2) 

nxis((O 60 O 2lXH>I) 

gi-id 

(Pd 1,Fci l l=PSO(ll l, IO:l40, 1000,.U)96); 

F<e3=2•pi•FdJ; 

1~lot.(Fe:\,Pd l) 

ft.Xht(IO GO O 2(X>OI) 

p-id 

[Pd2,Fcl2l""·f-"Sf>(D2, lO:l40, JCKXl,-t006); 

Feo1=2•pi•Fd2; 

plnt.(F...-4,Pd2) 

a.xis(IO fiO o 20001) 

grid 

p}nt.(Frl,Pcl) 

hold 

plot.(F(•3,Pd 1,'g") 

axiB(jQ liO 0 20001) 

¡;riel 

pause 

plot.(F..:·2.f't::l) 

bold 

pk•t.(For·-1.J'o12, "g") 

a.xis(JO GO O :.?lX>OJ) 

gr-id 

Para 111ayor inforn1ación sobre las instrucciones e~pecializadas utilizadas en los progra1n~s 

presentados se recomienda la consulta el<>(!:!], (la) y (1-1]. 
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