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RESUMEN

El prwaanic trabajo es la recopilacion u:lccu do :nfc:mu::bn acerca de lol f-nbn—:o- do
wylm.ﬁmsq\numm de Ia

dol cste inario esta cuidad ruvi.ndo lizado y licado con el fin
de comgprrender 1o quee 1a discipl o&mmelwemloq‘mmﬁmmm
lai ieria o jica ean pais la apli ion de esta valicsa h
queo di do los mas basi asi cosno los lej Ati -elop‘

-umdetemm‘sf-mhdadloquedummemuchouanpohnquedndom-olomn
introduccion.

El contenido de este trabwjo busca que cl lector se ad al los P fisi mas
unphtnmve.deunmdohmOnmydemmllnduculxbnm-lemnuuq\nckﬁneel
cormp do la fr de calor y masa. Sc evita hasta lo mas
posible el dar par evid la idea de un cientifico dentro de los tomas incluidos y ademas se
menciona parte de lo que ae din en los pl de en la K de los
ingenieros quimicos para que el i do en csta tenga a lo que se
fren al adk en cstc apasi campo de la ingenieria.

Al 1 los dos se puod idos en otros cursos;, ya sea

;xrlo-unple-odxﬂmlu dehccbo udntun-mudonememdesdemmocmel
propdeito de retamar lo que sc ha olvidado o aterrizar las ideas.

Deade otro pamto de vista; el pcdagﬁgnco s6lo se dos ej los de bl

pr para
demostrar cxno se resuclven los claro, i cl woap-soelptxqtmnh-oe
m-nvgjom-tanlncoycualmsu ificado flsico, se i un apéndi fi

defi ciertas i a la fro y-od-el pto de fo ia de
mass ch‘(h el de la termodi i irre pama  d de
contundente el por qué no se hace un apartado o lo para este de trivial

como sc ha hecho durante mucho tiempo.

S S S B o i T



LTI REIAA A

CION.

INTRODIL

La tmasformacion de la malerna para ottencr un heocfic a 1 un p llamesc ésic matcrial,
social, ecnnomuo cte, o ofgen al desiarrollo de dnversas tecmcas de extracoion, punficacion, tratamicnto
y dc Desdc ¢t o de la et h . para

medios  sc ha preocupado por apeovechar  Jos rovursos naturales con los que cucnta pars suh'nsnr‘ ccmo <l
taparse con pucles, conservar sus alimenios. haces uso de uicnsilios pars Cortar y Vasyas para conicner o
calcniar algo. ¥y ¢n otras o . para o < duo sus con ¢l de armas dc

Con ¢l crexamicnto de las avilizacwnes, culturas de a su sus
. parusularmente en lo refesente a dos alimentos, bebidas » nuicrales de

de proce:

construccion. A posar g osto. lego cl momento cn que con ¢ crecauento de la poblacion de c
€roo una problemanca cnorme, i gque i cantidad de productos  que s¢ g . P et

Spucnto Je sus b o0 de lo sulrltgrnv(s

tenia que incrementanc con forma dirccta al o
CONKCCUCACIZS CON OUAS NACIONCS. COmO
en cl nusmo nivel cultural Que sus whcrsarios

°a de las por no p

Como cn toda cultura, suu.unom:s de ot indole cr:n :momcnd.nd.u a un prupo de idividuos Que tondan

una formacion el p tas fortnas dc rosobver las
Estos L a sus 3
cspaciales para conscguir un  30lo PIOPUsIte meyrar dus <onas de manera que o volveran o verse em
sruaciones rantes v a o enc pur s P,
Con ¢l mso d&cl uempo, se fucron consenando las ya F s v fas para
L e hiquidos, u de

por
P L ete La dify de los conoc de g
nodio ynnd.: {rulm con jos cuales las cscuclas de 308 tndsvy wduos dedicados 1 lus SErVICIOS d:l aas:nrtollo y
formundo cl concepto de 1ngenicro

cucunsunu.u difcrentes, pero con aerty
o

De ta lustona de la humamidad sabemos que cn las gucrras, invasiones v conflictos hebicos, cf pucbio que
decide ¢l rumbo de las sIuacion. €s quicn ©s capas d¢ sohventar sus carcncias a costa dc SuUs Progwos ¥y Unicos
recursos, que cs con fo que cucnta para defi Y }! ¥ esto gracuas a la
gontc preparada que desarrolla sus actividades  y a la solides cconomica qQue tenga a comparacion de las
otras nacioncs (consccucncis JC lo prinero). que o respalda En csta forma. €S como sc da ¢f comuenro de la
industralizacion cn Europa que se dio cucnta de osta situacion En cste sihio, lugar que por su goografia,
condicioncs de vida, diversadad de culturas y revursos naturales. las instituciancs dodicadas 3 La enscflansa
formaron cicntificos © ngeateros, quc aun carentcs on aqucel ticempo de 1a ingernucrta quinuca. ya sc
prococupaban por 1a industnial > e

Con cl surgimicnto de 1a Industna Quimica on el siglo NV | aparcce 1a nevesidad de crear una Iincratura

para nstrur a las nuevas Jas en el tio de una quc requana

det anto de la i3 como del de dondc sc realiza una
macion Esta por basada  pr 1 en hbros de

A P v Ter en primera 1nSKncta 10§ CONOCHMIENIOS tedMCos Y KIrve

en gran mechda para cl d.:s.-.rwllo dc una techologia mas cficiente

Para 1887 E Davis, en Manchesicr, proponc los primcros cscritos para 1o que s conoceria como 1a carrera

de Ingenicria Quirmica. Esic  trabajo los adquindos duranic aquella época
pretendiendo proporcionar una guia fxara bos cursos de la nucva ingenseria

Para las pnmecras g de ados de 12 qui las de la
formacion bict de a las de la industna. ya que ésta buscam ct

ctc; de

desarrollo de ingenicria basica (discdo) para la construccion, .

' A Valicate ~Qué HHace ct Ingenicro Quinuco™ Ed. Athambra Mexcana 1980 pdg. 21-38




plantas dc o para la de nucvas v rnas. dc dc
productos.

De esta fnmu en 1918, Am.u. D. Lattle. prog de of . sicndo una
¥y de gran \nlor hasta nucstros dias; pucsw quc sigue siendo un
pular en h formac-on dc mgcmcrm quinucos y ¢l vinculo catse lo toénico y lo prictico

Durantc poco més de 35 afos, Jos texion de wperacrones unifurias scrian 10 mis odecu.nm para ¢l desarrolic

y. por 13 ber bic para la ¢ plantas industrialcs. sin
embargo, 1a dcl desarrollo encl de oprimuzacién
e 10s recursos para ovitar P g ©n nucstro entorno  Esta nocosad
surge dcl protender cubnir el campo dc la invesuigacidn cicntifica por partc de  los musmos ingenicros
quimnicos, por quc para poder huacer cvitando como ta es
indispensable una mejor preparacion. De csta forma. uth o los 1eOrIcos ¥ con
un perfil llgn distinio a Io que cs la cicnacia pura. surge una disciplina con la cual sc m describar un

T ¥ ag hando la en diversos
cventos sumilares.
Bajo esta en La U de Wi cn 19577 sc impanicron los primecros cursos de algo que
sc conoceria a la postre como F s e Transy .y pora ¢ afo el primer

Que contenia las notas referentes a la auitena a estuchar - Una ver revisada esta coleccion, se lievo a la tarca
<c organirar y rodactar Ia obry d-: |m autores R B Bard, W E Stewart. E N Lightfoot (BSL). ¢n un libro
Guc ahora cs un clasico 1 o T

En cl trabayo rcalizado por BSL “Focnomenos de Transporie™. se hace un extracio de la csencia de

obsas dc la como Lamb, Landau, Siockes, ctc., litcratura de extraordinanao valor
POr su ademas de cilar otros trabajos cxperimentales y teOnicos on otras
ramas fisica y

Dx esta forma, al ver a los fenomenos de transporte €n un s0lo libro como una herramicnta Gul,

apreciar lo “digendo™ en el contenido de otras obras adnurables, pnncipalmente en el cldsico de BSL., va que
< tabyo de invesugacion de mucha genic sc cncuentra smu:imndu a mancra dc cvitar trabajos en los cuales
sc presenta un métado de sol rapido y ap csta forma de obscrvar la cicncia pucde
scr peligrosa. yo que sc dcja al andlisis Nguroso por un I.:dn ponidndosc cn ricsgo la croatnadad © Ingeruo det
1nvestigador que sc hasa en esta herramicnia

El estuchar los cventos por un métoda o
medios con 10s que s¢ cuenta para poder obiencr mds y
recursos uules a la sociedad.

lleva a una sola mcta. emplear los
n h

Duranic m.ts de trewnta anos  1os fenomenos de transporfe han sido ese medio y los resultados o bencficios

cn las dc rovistas inicr de Iny dae la ia
quimica; sin cmhatno al revisarias, cn NO SOMmMOos de darmos cucnta de. qué ey lo
que se hizo para obtener 1os resuliados de un problema especifico. para qué se realizo o, peor aun. qué es
lo que se calculs, por no contar con los ac fisicos, ¥

nocesarios, creando por ende, una endeble educacion

Por scr €] pnmero, meoyor refendo y mas impartanic trabajo acerca de la d ac los de
transportc. la rovision del trabjo de BSL (v de otras obras simulares). a poco mis de trainta aflos de su
edicién. permite hacer un cucstionaniento accrca de la o csta dentro de los

plancs de estudio de lnFnlcna quimica, pnnapalmente en el proposito  que csta disciplina  ofrece a los
que ejercen la carrera de ingenscria

Sin lugar a dudas potriamos pensar, Como una a esta inter <) cubnir la de que
sc introchjern con mas fucrza al campo de la Invesugacion cientifica a toda Ja gente que licnam cicrtas

2 R B. Bird, W. E. E N L “F dc Transporie™ Ed. REPL A, S. A_ 1887,




ur.ncu:rin-uu cn su formacion (Por 10 menos cn los Estados Unidos'), y dc estad manera no snicamente

enun @ un individuo, s1na mas icn, prop
para mcyor 1a de s cival 3
Abora. nucvas pregunias saltan a ta vista. si los dec

son un Que nos pucde
conducis hacia €l campo cientifco ¥ toenolOgIco. ,, pur gué esta herramienta na ha sido crucial para patses

como Aféxico que va niene fiempu de inclurla dentro de sus planes de estudio ol menos o pivel
hcenciatura?, (Con que fin dc S €3 Como un curso
1ntroductono, entonces cudl es la razion por la que en ofras disetplinas no sea notona esta herramienta en
la formacion de los alumnos 7. Por Glimo y 1a mas Si los son para et
ingenicro un vincule entre Jo cicntifico ¥ 10 tecnico. cuil  ev el aspecto mas importante que debe
atenderse el matemdico (coiculas, desarrolle de ccuaciones. solucion de ccuactones, empleando diversax
métodos, eic ). el prdctice (extumdios de laboratorio ). o el tedrico (origenes. conceptos v soluctén de
problemasy?, 0 10A0s 3108 y Co QUE PLOPOICION

Recordemos que €l gran avance 1ecnologico que actualmenic s de mucha importancia en ¢l desarrollo de
NUCYDs Productos © ScMICIos. ¥ con los cudles ¢l crecimiento econnmico de un pais se ve garagnizado, no es
mas que ¢l resultado de una msvmgnrum crentifica exhavstiva  La detmda atencion a Jas herramicnias que
La permute a s al como llevar a
cabo una deter o por 1o que 10s hechos Bo son minc dc una simple casualidad £7
cumulo de conocimientos que se han obtemdo a traves de muchas peneraciones. se vueive tangible en
nuestros tempos 3 es focsl pensar que en un fuluro sera oun mas notorna, Podcmos obecrvar que la falta de
una formacion solida v peor que ésta, el no conocer qué es lo que e esty realizando v para qué e realiza,
a pesar de contar con los recursos ¥ los medios,

. ha dudo come resullado L dependencia tecnoligica v
la ec en todos los campos, sHUGCION que pone en reso una herencia que puede
ser mas v mas dificil conservar para las generaciones vemderas de wna nocion

De exta mancra, el presente irabajo Irata. de parti
P o la i

peds,
rigorista y -.u mj--dv quec en la —a,»oru de los texdos comanes

coma parte de una introduccion o los fendmeenos
“m punto de visa, tal ver, menos

El presenic busca hacer un poco mas las 1dcas ph das cn los 1ex10s refercnics a csta imporantc
disciplina, adcmas dc mostrar las posibles carcncias por las cuales nO hemos podido hacer mas por  los
Fenomenos de Transporic y mepor aun, mas con esta vahosa herramucnta

final es una basc quec pormila una mejor comprension de los
(:nﬂu'l:nns t transporic, <on lo quC CrTeemos. sc pucdc oblencr una hase 1cOMca SOhds para una gran
d dc pr de contorno © interfase

Tal ver los resultidos no pucdan percibirse ¢n ©f MoMCAto, Pero cstamos Ciertos de que si la calidad det
uahajo pucde licgar a cubnir ¢l obyctivo, existe €1 tiempo y colcgas 1a atuma
palatw>a por que S€ 1rata de Un Proyecto a fuluro.

* G. Astarita, J. M. Otlino Thirty - Five Year of BSL., Ind. Chem. Res. 1995, 34,3177 - 3184
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que »on las piedras angkulares

Es nmy canucido que en la quaiica conee cioncia se T CieTUm |
pnlndolnudﬂuruﬂuuyﬂh-hnnnduﬂublecadx-puren-oIehnnllf.udodemmlmnnxdo
Jou Sow prissvipios que toda con ta debe saber scon: o principios de

covmervacion de la coreruia y de la matenia, teniendo resemte que o son los Snicos prsscipios de commervacion s
saber ya que podanss hablar de la comavacion de 1a carga del del lineal ¥ del
eeracrta.

M ommamtwen
La G‘!muﬂ de las intermcciones debudas al movimicsdo de tiwbos loa cuerpos en el universo, dio crigen al

fico aus inw de la cote respecto al entudio de ln atnraleza.  Las valiosas
portaciormes e mnte del taleso de Galileo Galiles (1564 - 1642 ) ¢ lsasac Newton (1642 - 1727), por clerto
amsy brillantes permadiwrs, han sido la picvia angailar de los analisn posteriores a extos ciamificon (por ko menos
en loqueen »e reficre; y quc para low everstos no con los
scaabes), al de bow P

Eld.umdrh-c:’ondzhn_-m-lm;-vp-mdrkmmcld’mq\nmmmh
mismos que e ctorgaron los

aceleracion y la inercia, cause un para sus
arediton curTespomulientss y en fin, e3o e hukt\A.
La prepunta aluas para nusdtie €2° JAra quée nos Sirve. 0 mas bien. por qué o3 tan imporianie que los

L que ne @3 mas que ki masa por wiocidad, ademas. que fiene que ver con

s

Jfanomenos de transporte

mmmhmmnm €3 paw Que puods mawdir algo que se comserva’ . ademas, otro MOtivo
ico ex La ai n que ex con lo que mosotrue conlanss pars poda desarrollar algum

mmw-mxpkqwmu-. Lo que requeniinm paras dexennpfiar €Sta tarea, €3 conocer s camidad
3 para ha o fi nuestru ancfscto, ahues bim, como oadis exta cnergia sino £3 MAS que

encrgia
a guves dr la fusrza.

Regreaamio un poco & la histuna, en el antudss de loe ﬂnuﬁ-tm-dzwnae-mhwqum
analons

por razones obtvias), la hudrodmanica tomo cf page] de bider pos 1os pr
acevyca de las inlrracciones de las fiserzas en c) movinowento de loa luidos.

De exta fisna, con el d L el eupleo de vapor en icms y el
de 18 soonautics & prmcipios de oste siglo, se penso cual scria el copleo de e s
@ummdsu\dandgkxmy-quz-puu:kquemnmu.mmdu.lowm
molido fmianwrgo wworico a la hidrm por las G de flusdos idealrnado,

lll:oh\prlnbh: 3 carenias 4. wviscosidad. P(r cxta situacion, Ludwig Prandel establecid un vinculo que hzo
e y 10 Que conocamos ahors comeo mecanica de Nuidos.
ﬂcuudiom-inmdg o la ac idad ha ndo en lim proyecon acronfuticos ¥ e

de las Lmcas automomces. En el caso de la

y en
mwmdmuhodrh-ﬂu:do-:(n,ucr.uncmmu) arplio en el area de procesos; puesto que
de lon proch axi coaw ef costo de las Desde el
punod:mkonm.d de Jox fe de tc ha i el de
que ibens la de calor y de masa debida al 3 del fluido,
de del proceso ¥ con ©5to una de los pe

cmmmmy-mmwe mporiancia tiene ¢l atudico de OREmeatum en low foxdomencs de
e que para aplicar exte COCrpo en MUertros analisis, €3 Deceasno el

m*mmmtmummlhmnl‘lnb’tuv:-,rwnpt‘fllquelloI.fw:klm
mlokmcmmdﬂﬂle algo que pucde servir pars avanzar con pasos firmes a travex de un
T de O de

“El momentum pucde ser mrisnado como tma variable que no cambia bayo tns integral de lines y siempre
podra encantrar una funcien que ses capazr de describirlo, sdemas, por que la diferencial de la misma o

sradierte de un potencial

se
el



Tesrts dol continenc.

La awcnics de low awdne L et conms finalidad extodiar bom ext e v en el intenor
de sotidon, Uquidon y mscs, ast como las deformacines o ke flugos de dichos Satcnales, y descuber las
naes cotre ko exfucrzony las deformaciones o fucrcian (en ol caso de los fhidos).

lLa del del nwrdio . tieme su N1 een en lox estidion de Galileo Galilei, quien fue el que
planted y reschvic low pr e ia de mstrriales (1638), on doesde los muscriakes analizados
erun aoliddos deforTnablies. ;a-d-uo Camnelli v Evangrlnta Tamcelli, se ovupan, del movinueno de Jos Quidow
(1644). Tawricelli dedujo s ey de descarga de umn liquido, a partar de s by de caida de solidos. En cxta eprca se
Las baswrx de la mwcauca del medie contimso relacionada con e s chjctrvos

can
- el aolado ¥ el fluido eo e
Paa 1687’ , Nowwmn, on su Detady “Netra Primpea”™.  huso mutar la cxirtencia de} efecto de friceion
Strrmolecular de los fluske denominads Viscvesdad, y pers cf nwdso 30w comcde b
aplicable hasts marstros dias.

.l 2 xkvinly fucnn @ o siglo XVII por Jactbo
Bernoulli, Eule y el mueno 1 . fue apr ! Por ¢} @fo de 1820 cusswio Navier y

C-ﬂyml-h-s&hm*:hmc-hd

El cstableoos Lo mmmcys por la cusal ae ha de cstudiar cf compxrtamicnto de un cuarpo el splicaric una fucrza que
wmmohrmmmum~m pmkr-:ﬁrh-d.dnlu.nr-hmmmdrl

Perticularmumie emta Leoris s nfocO  prinETamuTie a los cuerius soluioun, muixw que al ser expucstos
-_a—cmm“*lmmmmmmmnnmum pare los cuerpos
de meyor diwrza la deformacion ors menoy que para kos “blandos™.

Como ) der Lo fi Que permita nmplficar la
wiec de un rucrpq: al concapto de voluman de control. e3 dectr, para un determinado

ral se 14 compo al hacer a un lado su estructura molacular,
para poder ser lexado como 51 do por una masa continua

1
H
H

i

3 Reviear of concegio de vincowidad en exte misno trabajo.
2

i
i

PN AL 2 i i i b v s



Con cste panoranu, debemos 3a tener cliro qué imporsncia tene el cstudio de cn Jos
P

no que quc part aplicar este en cs
NECEAAN0 cf NULNMOS de OIros an IMPOTEINISS CoMOo dste ar alcansar mas ohetivos, rason por ka que a lo
largo Jcl p - con ceno detalle algo Gue pucdc sCrvir para Ivansir con pusos

firmes a ln\'s de un apasionante mundo Traneferencia de Camtidad de Movimicnio
Teoria de los contismon,

La mccanica de los medios . ene como finualidad 4, los e quc s cn ¢l
intenor de solidos, liguidos y gases, asi como las deformacioncs o los Qujos de dichos matcnalcs, y doescubne
las rclacioncs mutuass cntre los cs lus defor o (en © caso de los Nusdon)

La el &l medio ticnc su ongen on los estudios de Galileo Galiller, quicn fuc
€l que plantcd y resolvio los primcros problomas de resisicnos de matenales (163K8), cn donde los matcnalces
analizados cran sohdos deformabhlcs  Benedetto Castelli v Evangelista Torncclli, se ocuparon del
movinucnio de tos lwidos (1644)  Torneells dedugo La ey dc Nit;l de un uqum a parur dc la ky dc
caida dc soludos En csta época sc cast bascs dc la mectnica del modio

conunuo relacionada con sus dos obyctivos principales cf soluso amnmauc ¥ <l fluido cn Mmovimscnio

Para 1687" ., Ncwton, en su tralado “Naturas Principra™,  huo notar la existencia del efocto de friccion
intcrmolecular de los fldos denonunada siscosidad, y para ¢l modia continuo iIntrodujo s modclo
hasa dias

Problemas reforentes a La deflenion de vigas 3 Tucton en cl siglo XVl por Jacobo
Bernoulli. Euler y o nusmo Lagrange. no obatante. fuc aprosimadamente por cf afio de 1820 cuando Navier
¥ Cauchy scntaron las bases dc 1a tooria de clasticidad

El establecer 1a mancra por fa cual sc ha de estudiar ¢l comportamienio de un cucrpo al aplicaric una fucrza
que modifique su posicion. © la forma en qQue se cncontraba ongnalmente, ha dado lugar a la tooria
mechnica del continuo  Parucularmentc osta tcoria sc enfoco pnmcramcmc alos cucrpos solidos, mismos
quc al ser expucsios 2 una carga a csfucrzo  sufrian una defor c: dc sus pr fimcas,
e decir, para los cucrpos de mayor durcsa lia deformulcion era menor q’uc para los “blandos™

Coma dre ler hapo . que pe dificar la
1dea de un cuerpo al concepto de wlumen de control, s Jdecar, para un deferminado
se s comy al hacer a un lako su estructura molecular,

"

para poder ser analizade come s por una masa continua.

i isar ¢} dc vi h ©n cstc mismo tmbajo.
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Fucreas y Esfucrron

Las fucrzas que muan en un medio conlinso, ¢ clasafican en fucrzas de cucrpo (o masa), las cuales estan
cn odo cl medio, comunmente consideradas fucrsas de interaceion. y las
fucrzas de w;-:m-..c que solamente afectan como se indica. en cienas superficics o regiones del cucrpo en
cucstion.

La fucrss de cucrpo mas importanic ©s ¢ peso del matenal. Oura s La fucrza centrifuga, Gue actaa cuando
i material s sonctido a rowcion . Estc tipo de fucrza es de propeedad oxtensiva, por lo quc cs convenicnte,
al menos para cl cstudio del modio continuo, recmplazarla por s anable inteasiva corresponciicnte a 1 fucrza

mdsica, es decir, por unidad de mass

El concepto de fuerza de superficic o8 doe ya quc d e las de
superficic a la cual sc aphca Ff cor cs el dc Para que

entender esta definicion, penscmos ch una fucrea F que actua sobre una S [
sobre & de Quc una drca parcial AS corresponda a una poquefia parte
de AF de 1a fucrza total, se entiende ot “esfucrso” cn un punto P de la superficae al limite calculado, de
modo que AN vaya teduciendo su tamado, conscrvands sicmprc al punto P en su interior

esfuerzo

Esfucrzos interoos.

Las fucrzas quc actian sobre ¢f contormo de un cucrpo soLdo o fuudo, ¢ transmitcn por acciéa Mmolccular al

intcrior del medio Su influencia debhe, s cn csfl locales ¢n cadta uno dc
los puntos Internos. aunquc tales csfucrzos sc pucden apreciar salo de mancra indurccta, a tranveés de las

deformaciones producidas.

Como hcmos visto los “esfuersos” son fucrras superficiales. Al considerar un punto cn un medio Continuo,
no tienc senlido refcnir un esfucrszo en dicho punio, sino qQue sc relaciona con un plano ideal que pase por
éstc. ya Qque es ficil convencerse que, en tales un para cada plano

figuras para ésto

que lcngamos por ¢sc¢ punto  C las 53
Sca. en efecto. un cucrpo ABCD (fig 1), cn
c equilibrio tmyo La accibn de cicrtas fucrzas Fa.

Fo < ¥\, F;.. F,

{Fig_1 Cucrpo bajo et cfecto de fucrzas_)

Couasideremos. un punto P en cl inierior
tomando, de acucrdo con €I, planos
ig. 2 El esfuersv corresponde a la seccion AR u]

scleccionados 1dcales, que supomicndo dejen a
ta fucrza Fo a un lado y las demas del otro. pormal a la seccidn misma

Emwotrnos considerando al plano scccionante
a la

AB (fig 2), de
Fo. Imaginando quc sc corta :l volumen dec control segin dicho plano, cn donde ot expuilibrio sc conscrva.
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Hay que imaginar; dustribuida sobwre todo cf coric. una fucrza Fx cuda resultanic os igual ¥ contrana a Fo El
esfucrzo corresponcicnic scrd T = dFY/dS y resultard, también normal 8 AB Como la cara de conte Actuard
una fucrza de supcrficic 1gual v contrana 3 Fu. ¢l esfucrzo T debe de estar acommafiado. on condicioncs de
equilibrio, por otro samétnico a la cara opucsus $1 el corte fucra ohhicuo. sigmendo cf plano CD (fig 3). la
fucrza superficial Fx daria lugar a an T'=d ov menor que T, por scr ¢l asca CD
(fig. 3) mayor quc AB (fig 2) Axdcmis, este csfucrzo resulta oblicuo con respecto a la supcrficie de corte,
por lo que 3C O una nosrmal v una tangencial  Es intcresanic observar que,

scan las componcntes normalcs como las Ics, cor a las dos caras de la
mpcmc-e de corte, son 1guales y de sentido contrarno

D

Fix 3 71 esfucrze cormespandienie a la scccion CO e
oblicues, v puede descomponerse en wna  componeniel
normal 3y una sangencial s

En los ciemplos anteriores, s¢ supuso para simplificar upa dustnibucion uniforme de csfucrzos sobre toda 13
soccidon. De hecho, los esfucrzos varian do un punto a otro, por lo que com:ndru hablar < un cstado de
esfucrzos en ¢l punio P, congtituido por todos fos a dc
superficic dS trazados pos P. en tdas las dircccioncs posibles
Los esfuerzos nofmales o sc llaman teasioncs 0 compreswoncs, scgun su scnudo  Los esfuerzos tangenciales
r en estado de equilibno, sc mamficstan cn sentido opucsio en las dos camas, dc mancra semejantc al cfecto
simultinco de las hoas de una Ljera. A éxto s debe of nombue gque ¢ les da de esfucszos de corte ©
cortantcs.

sobre un

Para apreciar cud) es ¢f cfecto del esfucrzo cortante en los fludos, una tabla
liquido cn reposo (fig. 4), a 1a cual le aphcamos una fuerza que le permita ¢l movimeento La deforthacion

angutar que sufre cl fluido. crecerd de manera el por

M~ N N N
F

—_—
%o
N ..'.i_..‘.
[s) P
8. ¥ £ & Lok por €f e
luna tabla flotante sobre un liquido en reposo,




Un clempio tipaco os ef ecurnncnto de los rios hago 1o accion de e gravedadt (fig  §). mucentras dsic tenga la
dandc s aguicta, por que

hasta cuando la cornente llcga al mar,
sc picrde Ea cl caso de los Mudos, un exfucrzo distorsional

dc actuar

dicha por la
minimo cs suficicnte pa ponerlo cu movunIchto

—~
\\\_\‘T‘
N

Piarne inclinade en ol cual escurre un flutdo por accisn de

g S
1a grovedad

Fluidao.

Un fluido sc define como una b, Cla quc bayo la accidn dc un esfucr-o
cortanic. Una consccucncia impostanic de csta dcﬁmcmn ©s quc cuando un flukdo S¢ CRACUCTIIA €N TTPOSO,
no pucden cxistir csfucT/0s Cortanics Tanto los liquidas como los gases san (Lhudos, algunas otras
1 como fluidos, sin cmbargo. la rapudcs con la que sc deforman a

s
wemperatura normal cs tan Quc no cs como fuidos.
Viacosidad
La viscossdad d¢ un flusdo os la dc su ala IJI del esti
COFNIC +15COSG CS Proy al gr de s elovidad 1 Lac dcs
<l cocficiente de viscosidad o umplcmenic La \ucasuhdd.:l Auida, la cu.-l < @@J ;nr cl simbaolo 4. Por
o wanto. cl esfucrso coftanic ¢s igual a 4 veues cl de
o u ™ (1ra
- — a
Yy
dad v al cn un punto  El

Es importantic notar quc csta ecuscion sc aphica al
cambio de veloaidad ocuste sobrc una cape infinrtcsamal de ﬂundo ¥ ¢l esfucrso conante actus sobwe oo arca
infinicsimal

las suno

Para estudiar ¢l efecto de un csfucrro distorsional sobwe un flurdo, no sc
1a veloaidad de deformacion que éste pucde tnducir. Conocer la velocidad cn cicrta parie de un fludo no ©s
Pa e mais pweciss csia srtuacitm,

suficicnte para informarnos acerca del ra

cnct (fig &)
A
| v rdv
_—
b v T

b%

~
[#12_6 recfit de vetocidades de una corriente fluida cerca de la parcd NAf. )
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Supongamos una tabla. gue actia come fronicrs en dond: cvisic un veloudad debeds a la apicacitn de una
fucrza. La velocidad con la que asanza ta tabla AB y por Ia capa superf de Mindo que 3¢ Ic
de la pared del fondo NM_

adhicre, no depende sélo de Ia fucrey
clemento resistentie. s det MTuido interpucsto. a traves del cual ¢l cl:-:lo de csty ultima se transmic hasta 1a

Supongamos que cf fluido ©s agua, y ohcrvemos gt pasa al vanar la profundsitad h. drtancia enire AR
NM. Si h cs pequeia, la rosistenaa de 1s pared tendra un efecto muy scnsiblc sobre fa tabla; lo contrano

sucedcra s h s grande La consecucncin €s Que st ls Tucrsza de arrastre F no varia. s velocidad de ia tabla
Suponiendo ahora que ¢l agua sc reemplaza por

en ¢l scgundo caso scrd mucho musyor gue cn cf pramero
accite; la expenicncia sugicre que o rgnal distancia h. 3 ls bia ke serd mas dificl] avansar Esto « dobe a que
12 atraccidn entre las molécutas Muidas, que €s la que el efocto roy del fondo
hasta arnba, es mavor en ¢l accie que en ol agwe  EMa canstensuca interna Jdel modio ©s bo gque s

dCnOmMing Como vascosskid

La sclocidad de a tabla crece con cf esfucrso apiawirdo v con la distancia h. dismunuye al crecer  la
viscosidad  Si s¢ tratara de una proporcionalidid Simpic se podria expresie ol comportamicnto as
v e Ik ¢12ay
“
sucle scr mas

Esta ley Lincal es ¢icna solo pura distancias b muy pegueias, en cuanto cl eficlo viscoso,
notablc cerca de 1a pared que lejos Pur tal motino cn una seccidn NA normat al flugo, el “perfil de
velocidades™ NB no cs por lo goneral una fecid, SIRO u0a Cuna concava hacia arnba. La relacidn aatenior

vale cstr solo para distancias yertsciales y vanaciones de velouidades infinstamente pequenias

e

¢ - AN
B oan

Esta formula. cs Ia fi mara de los medios viscosos. va scan L solidos ¥ gascs,
comprendida cn La hipotesis Qque Noewtlon oxtablecio en 16X7, como hase del ostudio de los flusdos, hipotesis

que encabeza La Gluma secci6n del scpundo Lbro de sus “2rinceva ™

Campo de selocidades.
El movimuento de un fludo sc pucde descniber de dos mancras.  En un cafoque. cf punio dc vasta
* . cl mov de una marticula 1ndividual sc siguc en su movimiento a traveés de! cspacio, no

de una tndsy sdual de un flurdo, no cs suficcate para descnber un campo de
flujo mmplclo E! movimrento del campo de flugo compicto. sc ohu:nc descritnendo ct mcmmemo de todas
¥ cada una dec las particulas de flurc. ya guc las I con cf uempn, la
sc usa cn cf .m.-l-s-s u.: prohlemas cn mecanica de solidos), fara

descnpeion | (la cual a
ver sc aphica a la mecanica de fluidos

creno punto en ol

La otra forma. que sc¢ conoce como ¢l pumio de vista en
espcio ¥ descnbir el movimiento de las particutas det fluido que pass ©s¢ punto a modida que € tiempo

LEAnSCUrTe.
En la descripeion culenana, la \ckud.-d de la particuta det Muwdo dcpcndc et punto en cf espacio cscogido
v del iempo Por winto, cn el car csta dada coma

Viswis vyswd () 1py

wr, v, = 0

siendo Hix. Y. S0

¢ H. Lamb “Hydrodynamics™ £d Dover USA 1945 mg 12 - 16
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Fecuacién de Continuidad (Forma Euleriana).

Tomando u, v, w, como las a los ejes dc cimd €n bon preniams (¥, 3. 3)
en un ticmpo (. los cuales estin on funcion de sus varables independicntcs, « v, = ¢ Para un salor particular
de t, s¢ dcfine ¢l movtmiento que €N un  INcNasio de leMmo Pogueo lodos los puntos del cspocro son
ocupados por el flusdo, cn 1anto que fos valorcs de r, 1. = indican |a trayectonta que siguen en un lugar en

particular

Supongamos que, cn ta mayvoria de las veocs no M. v, wson finitas v
Sino que sus v d¢ primer orden (Qwo Y, Sw/Ox, cte. ) son tndas fintas b
E $o por " un oy UKL @ CSLAS FEsEricoloncs.

Los valores dc v, v. w para disuntos sajorcs de f. mucsiran  una scne de daferentes cstados debido at
movinucnto. 10s cuales son dificiics de rexonover cn el CAso doe una pirticuls todis wtual

Para calcular la vanacion de La velovidad de una particula que obodece cierta funcion £ (x, v 2. 1), podemos
doscriber que en un uempo t * AL, €513 sc cn la (5. v 2} ¥y en la panicion
{r + wAL ¥ + VAL z *+ wA1) al correspondacnte al valor de f
ar ot ar ar
Fx + udt,y « vAl 2+ wAl.t+ A1) 1 n.\u“—;. A Pt w.'u;;;- . At 3t
Dc Siohes (1822), <l i . muy sil y poncralviads  para denotar la
demivada  sustancual  del movtmucnte del fluido, ¢l nucvo valor de f cs solo cxpresado por [+ Of DAt de
donde
DE _df 40 4af df  (12bB)
Dr - ar T VEx T tay * % a;
Para obtener la ccuacion dindmuca, lomcmos a g Como .o la X. V¥, Z las de
otras fuerzas exiernas c intcrnas pof unidad de masa, en ¢l punto (x, y. ) al bempo t Al tomar un clemento
de su centro (x, 3. 1) y de sus limatcs Ax. Av, As fos a 105 cjcs en que cl
en x acl dc este cs cn pAraArAr Du/Dt, que debe ser igual

parn cl componente de las fucrzas que actusn en ¢l cicmento Do cstas fuerzas oxiCnofes ¢ INtenacs
1€ncmos AASAYAZY (peso del clemento continuol ¥ la pwesion en ¢l plano 7y quc s encucntra cerca del
orngen y pucde ser descrita como

'

(,., ap saneAx)avas.
para La cara opucsts

(p « Lapran -Ax).‘\y.\;
La de estas da como ~CPNEX © AxAVAT, ¥ €5 de acucrdo a la direocaén del gje x
a La gue s¢ aplica. La presion que actoa en amias caras os perpendicular 3 x, de 1o que obtencmos

paxayar 2% o paxayarx - 2P axavas
Dt I

por para cada cara del clemenio

Sustituyendo ¢l valor d¢ DuDrde ( 2.a ). y
estuciado

i
i
i
i
i
k)
;



A o ~ o
ﬁn’uau"nu’“ ll_x_l_(ly
an = oy dz P Ax

o v (1.3b)
Du WO 22y L2
ot ax dy Az p Oy
L AN L S L A LS. .2
ED ax oy az o o7,

Para csta occucion dindmica, dchecmos incorporar, en primer lugar , Cierta relacidon cinemdtica entre &, v, w,
£ de las siguicnics mancras:

SiQescl de un en mo 1a masa
LETEIN
D
6 la relacion: 1De 1 DO _, (14D)
P D1t Q D1
Para calcular ¢l valor de 7D/, dct cn det cual al tiempo t llene ¢l espacio
rectangular AxAVAT (fig 7). teniendo un punto P afucra en (x, v, 2) ¥ los bordes PL, PM, PN; por asi decirlo,
a los ejes
z | Borde SAx. y+Ay.,
PN X y+ay, £
T
Jar
}A'}.—A\f
=]
vy ry _‘v,
Borde Bordc
L ™
x [ﬂg. 7 Elemento de volumen en el cual concurren
i ferentes fuerzas
Enunuemwt*—Al.elmumo forma un {fig. B)., y como las velocidades de
L con respexcto a la P son Swdx - Ax. &V/Dx - Ax, dw/dx + Ax; la proyeccién de los

h:nis PLenell.jem tega a scr, antes del uempo At.

(X*+AX. v+Ay. z

/ZL’

(<. y.2) v

ig.8 Elemento de valumen a un
ttempo £ +




(l+—-—-At D ar-ax LY Ateax,
aox O

respectivamente. Para el primer orden en AL, 1a longitud de cste timite cs ahora

demnnuhrpﬂmlosdamﬂsbutdu Pucsio que los dag Jdel
rectos, cf cs el mismo p:nclordcnum:ﬂdl.dclprodxmodelot

poco de los &
tres limites tenemos:

52
Q ~ oy =
1 DQ & ow
——— +—+ S b
Q Dt = &t U
Emplcando ( 1.4.b ) tencmos:
Dp p(.‘u v Sw
U, 6 (1eb
Dt >y TE cres)

Que sc conoce como 1a “ceupcién dc continuidad™

de Euler para dotcrmsnar dicha ecuncion’

esic escl
La exprosion
du NV Ow
—— o (1.7b)
ox &y Oz
de la cual vemos formas dc 4 de i para un fluido en e punto (x. y, z) cs
la = * = en un punto. De mancrs mas esta ccuacién sc

como
Puede descnbir mechante s “drvergencia”™ del vector (u, v. w) y cs a menudo denotada por La forma

div(u. v, w) © V-V =0
hrmm:maldcoucmlamd:mnumnd;n.mlnnmd maumu:nmd:un:lnn:nmd:
fluido. Estc sc logra fijando 1y cn un ArAyAr en cl cspacio,

los en el dcumammdoend.dd:d;nmyonuzv&dcl
limite. Si ¢l centro del elemento ©s €n (X, y, 7). la cantidad de matena quc cntra por unedad de tiempo a
traveés de 1a superficie YZ corca del origen es:

1 d*pu
(pu~5——‘_x—»:\x Aydz (1)

¥ La cantidad con la cual sale en ¢l lado opucsio cs.

? H. Lamb “Hy: ics™ Ed Dover USA 1945 Cap. |
* Ver flujo Bidimensional en cste trabajo.
10
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(puo-;!’-‘mwa AyAz )

En las dos cams juntas obtenemos nucvamente, al restar ¢ ) menos ((11). 1a ccuacion
d=pu
- AxAYAZ (1.8b)
ax

qncsupnrunuindd:ucmm Realizando ¢} nusmo procodimicnto pars las domds caras dcl clomento de
un slotal de masa involucrada, por unidad de ticmpo cn ¢l espocio AvAvAz, 1a

Q= pu pv 2
R Rt - AxAyAz.  (1.9b
( ™~ T T Y )

Dado que 1a dc ia cn determinad:
fronicra, ésie debe scr igual a.

egidn pucde vaniar por consccuencia del flujo a través de 1a

(—_"(prAyAz) (riob)
donde la e d de la forma
:'\) D pw
=+ ——— o} e = O (1.11b)
X - oz
P de la ac a rl:su‘bdcunﬂmdocnm1nucnwn:dﬂmwnh
paibn de quec ind 1a 4

4 del fluido v = v (x, 3, 2) ¥y dos
que al Nuido como: ta presién p(r. 3. 7) y la densidad
Ci cl hecho de que todas lags magnitudes termodindmicas guoedan
m.nﬂzs dados los valores de cualquicra de cllas junto con 1a ccuxcion de estado. por cSto s1 s¢ cucnta
con Cinco magniiudes determinaias, a saboer las res de la v, la presedn oy 1a

P. deter cl estado del ludo €n movimicHto

Ecuacién de Euler,

o

creno de un Nuido. vemos Gue Las fucrzas que actian sobec ¢l misma son 1gual a 1o
integral de la presion, extencida a sobre toda fa superficic que lutita cl volumen.

7§pds
-§pds  -femdpav (12
Como puedc verse, ¢l fluido que rodea a { dc cjerce sobwe ¢l musmo una fuctrza de
la forma
san/ds = prad p (1130b)

D esta escritnr 1a = dc mon dc un g el fluido

1a fucrza al de ta masa por unmidad de ) por la dv/dr: El téemino
desipna, o la vanacion respecto al m:mpu dc 1a velocidad del fluido en un punto fijo del espacio; sino la
vanacién respecto al ticmpo de la 4 dc una Muida sc mucve en cl
cspucio. Esta denvada estd en de las quc sc a los puntos fijos del espacio. Para

1"



cllo obmcrvemos que la vanacion de v de ta dc 1a Nuida dasda el trempo dt se
descompone en dos pirtes: 1a drdcia 1 en un punto o del capacio y La diferencia
entre las velockdadics (en ¢l mismo instanic) en dos puntos scpankdos por dr. sicndo dr o distancia reconida
por 12 panicula de Nuido durante ¢l ticmpo AU La pnmasa partc e (Ov/AAadt on donde s considera que s

derivada v/t corfesponde a valores de x, ¥y, 7 constantes, €5 «k<tr, 3 un punto delcrminado del emco. La
scgunda paric es:

o [2d
dx — + dy — + dz— = (dr = d
‘x y_y dz‘l (dr-grad)v
Asi pucs.
Ay = (WIS L 4 (dr cmendn . (1 130D
0 sca dividiendo ambos micmbros por dt

dv &v
— = — +{vegmd)v
dt 5t B )
Sustituycrxio csta expresion cn ( 13 a ). Nos CNCONLAMOos con

v 1
i—*(v'gad)vz——g-dp C115b)
Es 1a ccuacidn®  requerida del rno\lnncnmddﬂn.ub\ Innobu-_md.;ml'\apnn)cxzparl. Lu,l:len 1755
wilizandose para deschibtar sasiemas ¢o Jos cuales el de v
m«hcukr)csumd:hs

dcla (kﬂ-nbt
Si ef ludo sc ve influido en cl intenor de un campo ravitalono, sobre cunlquicr volumen actia una fucrza
adicional og. sicndo g la accleracion deiwda a 1a gr Esta e doe: al
Scgundo muciiwo de la altima ocuacién quodindo
v 1
~—+(vegad)v- -—gadp+g (116b)
xR [

1a cual €3 una ecuacién mas completa

Ecmackbs de movimicnio.

Un ala ac Euber (3 Ihb)‘ fuc ublemdn miCialmesic pos Naveer - Stokes
(lm)ymmnuxzn).muml s que pormite o
esnadio de sustancias dondc esic

ltrmmnnﬂwcdemm Dc mancra semeonic al hacer un
balance de Ias fucrzas viscosas €s posible lencr

Du ap
—_— = pX - v?
PhHe " ° ot wVinser,
D &
n—l—)';'--w‘Y -:—){FOuV’n¢ﬁs.
Do op . (1.175)
By - e m*uv u+ppe,

o cn forma vectorial

Du

= . VP 4+ pv?
PS5y T PR IVP 4 uVia

® L. D. Landau, E. M. Lifshitz “Meccinica de Flmdos™ Vol. 6 dot curso de Fisica Teorica. EA. Roventé, 5. AL
Espafia 1991p 3-5.
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C ida como de mos T Esta ccuinion establece dque un de vol
que sc mucve con el Mutdo cs acelerado por las fuersas gue actuan sobre ¢
1on por Navier - Stohes. radica cn cf

La importancia de la couacion de oiov inisento de Loaker 3 s o
hecho de contar con un Mmodelo que sca copxis de descnibir la distribucion de fuerzas en un clomento continuo
considerando las fronteras delf sisicma Dowde ©f punio de vista . para Ia u. €t poder
determinar los parametios e fucrsa y velocidad on espicios peométricos os de mucho valor, pucsto quc. ©l
equilibrio catre Las fucrras que Fesssic €l combucto que contiene al Mluido cn v MENIo 3 13 Forma cn que s¢

sistema ostan relacionas v es por lo tinto de vitd imporancia  Medhante

mnstru)c o debxe construirse cf
sc una hasc pars la scleccion del ~cr deindo. de tal

per
que pucda optimizarse on vostos v sendimicntos un determitnadoe prosecto . Ciasos cotdianos sc¢ pucden
obscnar en 13 constnuccion. (enNkak l1on o maniciimrenio de cquipe. b rias ¥ sceesonos La mancra cn
qQue on Lt prachica sc realizan ostas eypenicncias s¢ ha g blecidas para
UN MRRGMCIO dC LASOS, COMO son  WAMCtros, cspesor (Calihecy, Limana de salvnkas, concuones. ¢Ic . no
con «l de como ostas . nos o8 poublc obtencr respucstas a
smncconcs partculares en cl desarrollo de nUCTos SIKCmas 0 Matcrales de construccion

rado a ra

¥cuscion de Bernoulli,

Las ccuaciones de dindmica de fluidos 3¢ ven grandementc sunphficadey en ¢} crso de Thipo estacronano
Entendemos por T estucionario, aquel en ¢l cual 1a sclocidad es constante’’ cn el icmpo on cada punio
ocupado por €l Nuido, de MANCTa QUE v e &rd funcion sole de las comwdenodas de mode que Ovi -0

dondc obtcnemos de ( 1 17 b )
(1IXb)

vrgead vy « rot v < - grad i

Formando cl producto escalar Jd¢ osta ocuacion ¢on ¢l vector umrnrmc a la hinea de cornenie'” en cada punto
(desagnando csic vector por i) La ) grad €n & cs. la c da dc dscha
dircccion. La proyeccion de grad w sea  El vector ot v s porpendicular a v, ¥ SU proyoocidn on la misma
dircectén de ). por tanto, cs coro De osta manera, obicnemos quc

o )
=l = + = (1L19b) .
a

Se doduce 8 partir de €51 expresion que Yo' + () ©s constanie a bo largo de una linca de corncnic

1
—vi+Poqe (1200
2 [+

En gencral, la constanic toma valores disuntas parma Las diferenics lincas de corneate. Esta ccuacion se

Si ¢! fly)o ticne lugar en un campo gravitatona. 1a aceleracidn g debida a la gravedad debe sumarse  af
la quc la di de la gr es cn ¢l gpe 7, creciendo r en

dc
el senudo hacia armba Enlnnccs,:lwscnndcl&xgxunromammr las direcciones de g y | cs rgual a la
denvada ~ds/dd, de modo que 1a proyeccién de g sobee | cs
- dx/dl

de acucrdo con csto tenemos de (117 b )

puede rovisarse on Sir H. Lamb. “Hydrodynamics™ Ed.

'“ Una o de esta
Dover U.S A 1935 p. 562-80.

!' Una variacién en la 1mplica la
12 Revisar lineas de corricnte en Jos siguicnics temas

13

5 cron del ¥ €On €510 Una nucva fucrza.
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0 t1.21.6)

2 (—‘ view s |
alz 8=
Asi puecs, 1a couwacion de Berpoull ticne la siguicnte cxpresion a o largo de una linea de cormentc.
et s Pigrscie (12285
2]

2
dondc sc

1L ccuacion de Bernoulls, es la herranuents mas atil en el T de gran
fequicre conocer de mancra peoecisa la distnbucion de encrgia  para transportar un fluudo  Sabemos de¢ L
termochadmica (14 Loy} que el trahajo realizado es ¢ tc on una » quc la energia wnvolucrada
(cindtica, potencial, calorifica. otc ), para levarlo a cabo tamiwén s¢ conserva'® duranie la musma

1a° . Bajo este imolucra las difercntes v mas comunes formas de energia para
establecer una descnpCIon cRerEdtiva g ada prars flurdo en

Flujo dc Encrgia'’
como varia con respecto al tiempo la

a1 de fijo on o obscr
encrgia ael urdo cantemdo dontre de esie clemento do salamen. L9 cnergla de 1a unsdad de volumen de

fluido es

Yap v¥ + pe (123b)
on donde e primer témuno cs la cnergia aaindética y cf scgundo la encrgia interna, sicnhdo € la encrgia por
unidad ¢ masa. La vanacién dc osta chergia viene dada, de ala dc
por la derivada parcial

2lvrape) (124w
o
Para Ia
1 22 v
( pY ) Vi E A
al utilizar la de i yla e
K- 2 o,
& —pv =-3v div(pv) ~vegrad.p—pv-(v-grad)v.

El ummo:enmnow(v-gndn s pucdce sustituir por ¥v - grad v¥ y grad p por pgrad & -p T grad s
dia = 7ds + (1/pxdp, con lo que sc obticne:

—2(—l ’) = »ziv’div(pv)—v-gmd(év‘ -+ h)—pTv~grad.s.

tiene la

(1.25b )

de convertirse dc uno a
(| Ia a

'* Laencrgia dentro y fucra del
otso tipo, es dexir, la cnergia potencial se convierne €n Cindtica © viceversa, de

alormm. cte.
© K. Warsk, fr. “Termodinimica™ £Ed. AMcGraw Hill. 5* Edicién México 1991 p. 26-36
' L. D. Landau. E. M. Lifshitz “Mecanica de Fluidos™ Curso de Fisica Teérica Vol. 6 Ed. Revetd Espafla
1991 p 12-134.
cn SirH. lamb. M. A LL. D, Sc D FR S. "Hydrodynamcs™ Ed. Dover

pucde
6° Edition U.S A 1945 p 53-57
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Con cl obycto & transformar la denivada . util la ter

de  Ide-pdV o Tde - e ds (1.26b)

Pucstoquc €+ Wo= e+ pVes 1a ia A por unidad dc Masa, CNCONITAMOS QU
diep)r = cdp+ mle ~hdo+ plds (1.27b)

C los Que la vanacion de la cnergia viene dada por

2 lpv’ +p E) = -—( LRVERN h)di\‘(ov) -gv'gmd(v;— vi+ h). (1.28b)

A
% ;‘pv' o.p‘_:) = Adiv{pv(%v’ +h)} (1.295)

Con ¢l fin dc ver el significicto de csia ccuacion ¢ 1.29 b ), s¢ inlcgra con respecto a un volumen:

-
:?I(zlv’ ~pe)d\’ —Idiv{pv(i—v’*h)}lv (1.308)
conviruendo 1a ecuacidn en una integral de superficic
--‘:I(lp-v’ -rp<)d\’;—fpv(lpv’+w)~dl‘ (13Lb)
3 3 2 . 3L

El primcr término cs L1 vnnacmn de la cncypa por unidad dec tiempo del fluido on un volumen determinado
El . por de cncrgia que fluye haciwa el extenor de csic volumen

cohunuhddcucmpn Dk aqui que la expi pucda de Mujo de cnergia

(T b)) (1.32b)

Esta ccuacidon ( 1.32 b ), ¢s un caso particular de la ecuacién de Bernoulli, y uene como particutandad la
1DCOTPOTaCIOn de La encrgia 1nicma, gue rovisic Una gran importincia en 10s fenomenos fisico-quimicos.

dondc c! calor i = cfectos lcs tanto en cl transporic como cn las propredades del
nmdn Dentro de Ia ia de . SCTVICIOS ) > . tomar cn cion este
mite cnl:nos de dxscno ¢ csta forma la

optimizacion de Jos roeursos para obicner la masyor rcnublhdad c©n ¢l proceso
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Exislc una enory d de

por 1o Que cstis amplia gama dificulita

un qQue 1 oncs de la musma. que logre definir

dc manera una 1] A pesar de esle contra iempo. €n toda L1 brografia consuhiada para

rcalizar cstc trabajo sc con de quc sc desarroilan
un p no . s puode ponsar que 1a técmca cmploxds

12113 en otro caso symilar, por Po ohcdecer cl rar ¥ PO Por guarse por 1a

10RICa de! foenOmeno analts xio

Por csta ms6n. Jo to antcr el s ha para Gue

€] leclor adkuicra una vision clara a 1o quc s« reficie, tanto un Litvo como las notas dc un -mcuuyndor de
fendmenos de transporic. al resohver un dc . ¢ bua guc 3 traves dc 1a

dek s capie 1o intcreasntc que ©s un cvento sencillo ¥ a su vos tan compicyo cn
apliGicioncs rcales cuando cxusc un transferencis simultanes de calor o mas<a. tal cs ¢l caso de las columnas
de pared © mas para que s cn otras ramas de 1a C1cNCia. como cn
los cvenios de transferencia realizados en 1as vonas y artenas 3¢ RuUcsifro cucrpo, donde el momcnium SiIrve
©omo el priar de la descripoion fisica del movimicnto  En edc trabajo no se han de combnar dos fenomenos
s1imultdncos, sino qQue so 10tcnta dosportdrs 1a cunosulsd para wicalizar  una siuacwn real cn la que sc
cucstione, por ast decirlo, que pasa cuando 1as condicioncs camian debido a 1a influencia de la vanacion dc
calor o dc concentracion Jde 1os fluidos o tas alteracioncs pot otros campus de fursa

Analizames la figura &

donde w mucstra un fluido 1ncompresible” confinado cntre
dos superhicics verlicales paraiclas Una de 1as supcrficics (1ado Lequicrdo dc Lo figum). esid fya. co tanto que
13 OAra &€ CNCUCALID CH MOYVIMICNIo €n direccion haca armba con una o

un fludo al fluo 1 y L que nge el movimucnlo s la de
Navier - Stohes Haciendo un arreglo en hase a la geometna v 1a dircccion de | movimiento obienemos ta
reduccion de cada uno de 10 1eAMInos de 1a ecuacion vectoral €n su forma aphicablc, como sigue

per

N I Ecuacion onginal
|
‘ Placa cn Dv 1.,
\ movimiento Py T PR VP uty
ome
I._Dcucm—..mqmlazmnuc.su
la sc basa cn la
goometria m la figura, cs decwr. por las
sc eligen como
¥i refercncia x y
Ll x 2 - Dc todos 104 términos que trone 1a ecuacion “z™
—— s P que de a las
ig. 1.- Fluido que se encuentra entre dos) rostr que = fijan. det tal forma
lacas paralelas verncales. ! que
De 12 on dc i (1. 1t.c)
* El fluido incompresibic ¢s aquél que s © con una vanacion de la misma
despreciable.
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A f N u RS
i = o

o R O

que con forma vertal quicre decir Que no cxisic nlcrcunbio de nutena en las fronleras ol clcoento
continuo, o de otra forma que sc NURLICHE consanic

3.- Debido a s direccion del nmdu el iovinuento sl Influcncudo por ¢l cmnpo u\!\ll.'uono mouvo por cl
que debe de  to cn won ¢n ¢l Al y O simaslar las

propucsias por la figura, €s deair

P = PR,
El gigno ncgativo tenc su razon Jde ser, puotque cl 1ugo es cornente arnba, o de oira forma, recordando  que
sc trata de un halance. esta fucrra resta o dIsminuye 1a encrgia que sc icne para real1zars el movimiento

4.- El flujo de¢ un Nuido imphca nocesanamenic s cusiencait de un potenaal’ . que por cfecto el
monvamicnto se manificsta a lo largo de toda la traveciona que recorre cf fluido c potencial dindimjco cs

1a presidn, que dc a las dcl p = ¥ & exprosa
Como una de vatal importancita Para gue oMo se cumpla sc debe lener presente que o flujo
esta totalmente desarrollado.
P dp
VP o= d —_- cte
dv dy

La paric que resta de la ccuacion ¢s provisamente aquella que descabe ¢l movimiento del Muido, 1a cual cs
ra lograr la correcta represcatacion matemauca ocl cvento en

Es por estic motin0 que s¢ ha hecbo tanto hincapsé en la geomcetria de la figura, pucsto que sélo cn basc a esu
€3 como sc realiza el andhsis confiable

S.- Puesto que ¢l flujo tiene direccion en et eje "y™. Je 1a ccuacson | 17 |, se ehige € 1évmino propio de tal
direccion, es docr

PERN 2 a2
o1 &y, v Mv
WOy s g S o g
o ay oz

n (1) ()

Como L velocidad cstd 50lg cn funcion dc la vanable “x™, ¢s docir v, = f{x), Gnicamcntce sc oma cl 1érmino
corrcspondiente ( 1) v los otros dos térmminos (11) como (111) sc chhminan por no infhrir en ¢l nlovirnlfﬁlo.
dicho de otra forma v, # fly) ¥ vy # [[7). de manera que

aty
MV iy . L]
»

6- todos los dac 1a de Navicr - Stokes involucrados ©n cste
anilisis icnemos®

Quc cs una diferenctal de vanables separables

' El lector debe tener presnic que cf despreciar © no SIS IENMING €sia on base dc las condicioncs cn que

sc ¢l movi cs deair. on ¢l caso de que exustx moyv sin flujo.
como succde cn 1ot viscosimctros rolatorios donde NOI SC toma cn cucnta la caida de prosion, pero on caso de
que exista un flujo este poctencial exisic ¥ debe deniso dcl que descnbe cf
fenémeno
* Notese que. tanto 1a velocidad como I presion estin en dc Xy y. resp por tantp son

derivadas totales ¥ no parciales
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La i i6n a¢ ta
dr. fLoar 1
e R e .
+ ! con el oty de tencr la ocuacidn de velociktad v,.
x? JapP x! aP
R v s 1 RTL RN o A rre adroaiallil T RTE R
{ Para conocer cf valor de las dei on sc cvalian las ala que sc ilustran
: en la sigwente figura:
Recordando de la teoria de los medios continuos, La
"""" b e cerca de la placa cn
movimicnio y €sia a su vesz a una distancia L de la
placa fija.

2 la pIaca O HENE MOVIMICING. PUCIIO QuE S

Xo=O v, =0 El Nuo
encucntra adherida a la placs fiya.
Susutuyendo cstas dos enla ©s decir:
v, =0 en x,=0
vV, = v en xgm L
queedando por lo tanto
0)’ d
@+ Q|05 - E]-code e, o (@+@-@0-c,
L)’ dapP

v"(Zu —ee, -~ g, |=C.(L)+ G,
Ordenando @érminos queda:
c, =0

¥y, LT . a8
<, T ‘Zu[ PR, a5
para cf pertil de velocidades gueda

[ .7 SO S . ar _xlf - 48
v [L‘zu{”" y (¥ T TR Ty
es decir:

Ll D, S pL
P8y = 3

vox  Lx 4
L tIal "% T uy b

18




La pri i i6n de In anterior queda

du‘: LIl '_:‘_ c,
con cl ive de tener 1o de i Yy
v,«-zi:;-[ :i’ pg] c,x+C, o v, -;&[—%—PB']"Ca""Cx
Para conocer el valor de las de s gan las aln que se

en la siguienic figura:

Rccord:lndo de ia woria de los medios conunuos, la

4 sc ccrcis de la placa en
movimicnto y éxta & su vez # una distancia L dc la

NG v

Xo=O vy=Q) El flujo 2 Iz piaca NO LEC MOVIMIHCTMO, PUCIIO (UE 5C
cncucntra adherida a la placa fija.

cstas dos i enla anterior, €8 decir:

v, =0 cn  x,=0

v,=v, en mgmL

quedanda por lo tanto
@+ [-0s, -L]-c.rc. o @+ @-©-0-c,

v, »SEL’[ o8, -ﬂ—] c(L)~cC,

2n dy

Ordenando terminos queda:
c, =0
L 4P
- —t —_ - - —
s L‘zu[ PEy ay]
para ¢l perfil de velocidades

v = "_-,_L_{_,, - arti
v L *2u &~ Gy

19
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Este madclo describe ¢l perfil de velocidades a 1o lago de e deistancia L que scpara las dosplacas y por
donde fluye ¢l Ausdo
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Lincas de Flujo'®

La reprosentacion grafica de un cvonto. una Vi T12: de lo que

sucoda on dotorminadas circanstancias 1 los fenomenos de transporte, sucede algo similas, 3 de la misma

mancra sc deal para En cstos casos sc pucdc demasuat;
exper dc 10 de mancra parecida a 1a tooria 316 deter ideal

que conllcvan a la represcntacidn oo un oyvento

La reprosentacion csgucmatica de hincas Jde corfrenic y raycctonas (g 9), hnccn poslbt: a vunnhmbn del
movimicnio dc los fluidos  Con cstas lincas de campo ¢ dc
mancra grafica, por la cual ol fujo e corenic s ransporado on un volumen u: control

I

La definicion geométnca de hincas o corrcnte.
cstablece gue éstas dehen scr construidas de mocdo
que son a los ot & la
velocidad focal de las particulas ©n movinucnio.
por ende, al tratarse de un vector vclocidad pars
un instantc dado, ésta cs una lincs instantinca

En una a la curna cn
cualquics punto a lo largo d¢ las lincas de
cormcnic nos dara la del vector

en csc punto en cl campo de ujo.  Pucsto que ¢l
vector de velocidad local es tangente a las lincas
de cornente, no cxste flyjo  transversal  con
respocto a dstas. Dado guc no cuaste flujo a través
de las fronicras del sistena, los voctores de
velocidad del Mo a tales
deten scr paralclos a ‘éstas. Por tal mouvo. cl
contorno de una supcrficic séhda Que se loualza
en cl campo de flujo cs una lincas de corriente.

Fig 9 Lineas de cormenie de un fluyal
en un tubo de

[epremee

Ya que todo \eclor dc longitud de arco J@r a lo largo dc una linca de corricnte dobe ser tangente al vector
as cstar cn directa, de acucrdo con:

ds oy _ oo

4 C11c)
" v " 5

Un patrén corrado de lincas de cornenic cs fubo de Por us fludo dentro
dc un 1who dc corrientie dchc cstar confinado dentro del mismo, por Io quec no puedcn cxistir lincas dc
ded tubo (frontcras del sistcema), de cornicnte deben ser supcrficics
s6lidas como la pared x una luhcrl.n © pucden scr anterfases de un fluido a través de Las cuales no cxiste
intercambio de matcrna. como sucedc con cl agua » cceite a temperatura normal.

Una rravectornta cs cl camino Que siguc una particula de¢ fluido con
medianic la obscrvacidon de una simplc panticula marcada que S€ mucyve a traves dcl mmm < flujo. Las
lincas de corncnte y las trayeclonas son idénticas cn un flujo cstabie.

'* J. 3. Berun “Macamca de Fluidos para Ingemicros™ Ed. Prentice/Halt bhspancamencana, México 1987
pAgT70, 174.

L. D. Landau. E. M. Lifshitr ‘\ll.‘x_lnu.x de Flwdos™ Curso de Fisica Teonca Vol 6 Ed. Reveté Espafia 1991
" Desde el punto dc vista ingen . las lincas de corricnte sinven para idcalizar e comportamiento de un

fluido dentro de un sistcma s en clcna forma csQuemaiizar un cvenlo. No cn csla
mancra de descnbir un Nuido tenc como obyctiv o deternunar ¢l flujo cn regioncs muy cspemﬁcas como cn
vanabics, ir o dentro de medios.
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Vemos que al tencr adea doe la scloadad b trayectona de us fuud, e mas senalle dotermunar cf
componamicnio de un Mo, por io Linto es ecesaIro el tpo de quc s¢ tene por b cual
sc¢ ha de llovar a cabu e transforencia 3¢ momentum. A posar & Csla. cusien tray cotornas 2o tan faciles de
apreciar a srmple vista, como una peliculs de gran tnteres v muns frecucnie que ha contiturda tndo una teoria
quc sc descutira mas adelante v recibe €] nondwe de cap 1, c'" D esla mancra, sc (s e cvabiocer a
crertas 1oncs que hacen posshic .u.l:u.u “ituacioncs reales que son mas complcas

molucrads €n un fenomeno de
. & la energia potencial.
la accron de fuerszas cn sus
+ tox s que los

Flujo Irrotacional o Flujo patenc,

En la mecamica de fluidos o8 de gran importancia commer ba e
transferencia, siendo fas mas importanics La cncrgia Sobid:
debida a la posicion)  En o) desarrolio de la mevanica clasecs (denanm
dsferentes durecciones ¥ sus cfcctos cor &ye e fas particula
rodcan. se cstablecen CicHas Condiciones P qu s :fumc un Upo de o inedo De esia forma s afirma
Que cuando una particula sc somctc a alguna fucrsa que la desplace. adquicre una velocidad + no se detendrd

hast que alge immida su movnucnto'”

Las particulas indsviduales de un fluido mcnmprwblc sin fnccion mucklmenic en rCposo. 6o ser

obligadas a girar Para podcr analisar esto, sc un cucmo libre de Nusdo on forma de esfera
Dado que cf fluido s sin fricci6n. las fucrta.t de superfice wotuan porpondicularmentc a su

(fig 1M

suprficie y por Jo tanto actuan a traveés del centro de La esfera
En forma semcante, la fucrea &l cucepo aciua en cf
centro de masa. por 10 anio no pucde eusur un pxir
actuando sobre Ly esfcra v esta pry r san rotar

wtnsy De 1gual mancra, una ver que un flusdo 1dcal tiene

&y rotacian a0 o pasible alterarla, va guc PO onrsic

ningun par dc fucrras actuandd sobwe una  csfora

clemental de Nuido

hcd v b Partsemto de 1a ey de la conservavron de circulacion
{tcorema de Kelvinl, podemos ohtencr un resuftado
5 que of Ouyo cs

“
estaconano v coasiderando una linca de corricnte de

POCY e !
la cusl cabemos que = rot v tla vevtrcidosd) €3 coro en
un punto detcrminado Pensemos €©n  un contornoc
Lfg_10 Rotacion enun guido ] corTado arbrerary que rodee 1a
linca de cormente en dicho punto De acuerdo  al
tcorema de Syokes, 1z arculackén do svoloaidad a lo
conto cs

T

targo de
igual & rot v -, sicndo of o) clemento de dres encerrado por ¢l contornoe Puesto que ¢! contorno quc
csad usdo cn un puro cn cf cual o= O, la crrcuiacton de Ia

en cstc
velocidad & fo largo del mismo os cero, al transcurrnir ¢l nempo, csie contomo sc¢ mucye con cf fluido, pero
rodea 3 1a pusma Tinca de cormicnic. Pucsto que 12

y T
©s dectr, se doduce que o debe scr cero en todos jos

i de la
puntos de 12 linca de carricnte
De csia forma llegamos a la conclusion de que, s1 co un to cualquicta de Ia linca de comctcin™= O, (ésto
€5 cierto también para los demas puntos de dicha linca de cornientc). Si ol flujo no s cstacionano. cl msmo

- Ed Ackd Weslcy Itx

'* Revizar f concepto de capa limitc mas adelante.
M. Aloaso. O Rojo “Fisica Meca s T
1986 pig. 91-1
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resultado os vahido excepto que en lugar Jde una linca de corrsentc 1 YA que
descnibe on un Intanic una partcula de cualgquier Nudo

Un luo cn el cual w= U en toda €l copacio, s¢ fluje © Nlwo o cn al
Nujo rotacional, en cf cual 1a vorticidad no ¢s nula cn todos 10s puntos  Asi pucs, llcgamos a la conclusion
de que $1 junto a un cucrpu cualquicra pasa un flujo y cn cl wnfi debe ser un flyjo
potencial

Flujo Bidimensionsl.

Se dice que un ewus o5 tad I (0 plano) cuando todas Lis lineas dc movirmiento del Muido
son paralclas a un plano Mo, y, sdemis 10s vectores dc ©n puntos corresy de todos los
planos paralclos at plano de referencia son 1guales (fig tlay 1ib)

En 7§ e ia.
sabcmos que 1a trayeciona de un fludo
s¢ analiza la mayoria dc las voves on
una sola direccion (umdimensional),
principalmente tubcrias. A posar de
¢5t0. cusicn otros casos de nunor
tmportancia. cn donde 1a drreccion del
flujo se¢ pr en dos

f) Un o quc nos
podria  aclarar csta wdea, es la
expmnsion repentina (fig 1la) dc un
fluido ©n una wbera 0 cn un reactor de
volumen vanable, dondc la direccidon
del fluido ticne componentes radaal (fig 11b) y axial En i la dael flurdo s

fig 1la Expanson repenuna con
componentes radial vir) v asia
)

fi de la en 2z, v = v(2) y las demis componcntcs son ¢cro v ¥ v(r) =~ w(0) = 0
En el momento en que inicia la expansion d&el fluido. 1a componente radial deja de ser 1ndependiente y ta
velocidad del fluido s funcaén de dos vanables, es decir v(x, 3} " f(x y )

El uso dec la funcién corricnte generada a partir de 1a

ecuacidn de mnunnuhd (16 b) ;zrmu: &:‘crmmar el

campo dc sobwe 1a

por ¢l cual fluye un fluido ufumonagoomm

partc de 12 propucesta de¢ una funcidn de dos vanablcs.

de forma que permita descnbir €l escurnmicnto sobre
plano™

un

Para un fluyjo idimensional Incompresibie, ta
ocuacion de continui

s -

[ng. 11 Flwjo bidimensonal fipa Cev=™e . 6 (1209

|fuente (0 sumidero si la direccton! Ox oy B

et fluido es hacia el intenor del|

ortficio) De esta ccuacion ( 1.2.c ). vemos que va ¥ v, estin
relacionadas de mancra que: Sy /3N = - (O /Oy). Tal ver 1a forma mids de exp ecsta cs
1ener a v, y v, relacionados con 1a misma P 1a fix, y). st va = fix, y). colonces:

5. 3. Bertin “Mccdmca de Fluidos para ms:mm Ed. Prentice Hall, México 1986 p 172-92
J.R. Welty, C. E. Wicks, R E. Wilson > de T de A Calor y Masa™ Ed
Limusa México 1991. p 17383
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v, of
fukd R S «-f5d 3.
% = o I ly  (t3c)

de v = /(r. ») 33 como resultado unas integral para vy. Para climinar cf signo
dc alguna con

2
de Ia integral. podemos hacer que Ia funcién original sca 1gual a
a v. Por cjemplo, si Rx. v) = (D (x. ¥¥ D)), cnionces:

A (tdc)
Pucsio que dv, /Sx=-(vy /idy), podemos hacer.
v, O ow a 2
=LY o —lv, +—{=0 (1.5.¢)
<y &xldy ay\T o
Para quc ¢sia occuacién ( 1.5.c ), sca valida en gencral:
Sw
v, =-3F (1.6c)
En lugar de tener dos incOgnItas, v, y vy. abors tenemos una sola, yw. Lo incognita w se llama finciton
corrtente. El significado fisico o w se pucde encontrar n partir de las siguicntes consideraciones. Como y =
wix, ¥). la duferncial 10tal cs.
Oy Pz,
dy = —dx + —— L7
v P aydy 4 ©)
También:
Sy oy
- =~V cr) - =V, [§19)
Bx 4 -

¥. por lo tanto sustitsyendo ( 1)y () en (1.7 . ¢):
dy = —v dx +v.dy (180
¥y, tal que w = constanie, a lo largo de la traycctona, dy~=0.

ia cn un plano;
se transfoyma on:

A i 1a
por o cual La ildtima
v,
dy =2 (19¢)
dx{. v
ia gy - es la misma que la pendientc de una linca de corriente. La

La = e Ia Y
funcidn y (r. ¥) repwesenta por tanto, las lineas de corriente. Al ver la figura (fig. 12), obacrvamos quc las
lincas de flujo y las componenics de velocidad para un flujo que ticnc Jugar alrededor de una superficic dc

sustcntacion (ala).
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R 12 Limeas de cormente s
la funcion de cormente

R e R v ad

La ecuacién diferencial que nee a w sc obhiene por madio del andlisis de rotacion del fluido, o, on un punto.
En un flujo bidimensional,

®, = —l[(n\w,/«?x)—(cv_ /) coe

y. por lo 1anto, si las componcnies de velocidad va y vy cstin expresadas cn ¥rminos de la funcibn de

cormente, w ( 1.7. ¢), sc obx . para flujo e
Dy Oy
~2w, = + (1t1h.0)
ookt oyT

Cuandio cl flujo s irrotacional, csta ccuacion { 1.11. ©). sc transforma en la ecuacion de Laplace

PN o7
V’w:;“:’+_'_y—‘f (1.12. ¢
&
1 Potencial de Vebocidad.
Si unﬂu;ou . A Y el campo dc pucde
dc Pucsto que cxasie una rclacion enuxc las lincas ac

Myhsunmsa:cqmmzl

En un flyo tudimensional Vv = 0, y, asi. dv, /0y = Ovy /7%, 1a scmejanza d¢ exta ecuacion con la de
continuidad ( 1.6b ), nos sugicre que wvolver a usar ¢l tipo de relacion que uilizamos para obtcner
1a relacién  roguenda, cn la quc otxuvimos I.'l funcidn dc comentc. Notose, 5in cmbargo. que el orden dc

on con la ac Si Ve = DX, ¥WOX.
obeervamos quc:
? v
oV, _ T _ N ° i(_a_‘_v) R
y para cl caso general
b
v,=g (1.14.¢)
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La funcidn @ se llama potencial de velocickad Pars que & puod:l umu o nu,o dchc scr irtotacional Como
1a unka condicion que sc rogquicic ¢s la de no
existir para flugos compresibles ¥ varisbles. El dac l.a 1 r-o: Io 1 sc utiliza en ¢l
analisis de Nujo de los Nuitos bl Cabe que dicho 1 e 4 ¢, cxistc para
fMuyos tridimensionales, €n tanto q-ul: 1a funcidn de cormente no existe cn tal caso

El voctor velocidad estd dado por:

_ e b b
v =ve, vv,e, vv,E, = To€ v o0e, +-'§e,
¥y pot 1o tanto, empleando la notacion vectonal
v = Ve (L1s. )
Laaaméndxfu:nculqu‘:d:ﬁnc..omouncncnpamtd:h 6n de 3 Si i un
flujo que:

Vem=O (116 .¢)
por o cual | usando la ccuacion (1 15 ¢), para v, obicnemos:
V-V =vie-0 (117
m:u.d:nucvohm-onckuplncc .csulvala\—.xnablcmdq:ndncnlemo Dclonmu'wr:e

quc v y ¢ ctan rolacionadas y  se pucde dc
lsolhnlsdc w ydcé.  Ahora bicn. una 1solinca de w s, una linca dc corricnic. A lo largo dc L‘l.s 1solincas:

v oy dyi v
dy = "Fax+ g -Z = L1s o
VS e & Y ° axly.w V. " <
¥ para ¢ iencmos.
(2, ] 1] dy v
= “dx +~d —-{ = -t 119
dé e o y o dxl,. v, < <)
por 1o cuat.
dy/dxj (120 ©)
Y. por Jo tanio, W y ¢ son La aec s de cormncnic y el potencial de
son P utiles mentc s i =
grificos.

! La ecuacién de Laplace es una her ae\-.mabtu mmmmm
CCUMCION, €§ PECCSANO tencr una 1 e las

M. R Spregel D A ~ Ed. Prentice/Hall Internacional.  Colombia 1983 pag
550 - 625
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La figura (fig. 13).

]
N

w ~Cie
|figg. 13 lincas de corrtente , y lineax
ek 5 ! et dad
\para . Shujo permanente,
«t de un fluo i ! y no

> a

o

son

27

d infiruta. Tan1o las lincas de corriente y, como Las de potencial




Regimenes de Nujo.
Otro de los puniosdc gran intcreés. o8 8 mancrs cn quc ¢ compona cl flup del Buido en diferentes
gradientes de rclocidad, analius que Reynolds lleve o caba aediante el uso de un sisicma senallo de
laboratorio (fig 14). La expenencia determuna que Lpo de T6gs

Colorante
pVD
Re = (1t1d) e e
Modi i6n debida a la 1a det cuerpo
v
Re = — (n2xd>
v | A |
Re « nimero de Revnolds
o
V. velocadad caracteristicn
Le longatuc caractenistia (1) [fig. 14 Experimento de Resmolds)
o nacousdad. cinemitica [utttizando un  cotorante que se
: viscosidad . { ez,
s - ezl con un fludo
Por taminar el te de un Mwdo en placas paralclas dc cspesor wnfintesimal.

como sc¢ menciond ©n la tooria del continuo mm descrniber un flukio newtoniano La etapo de transicion
cotuenza en cl ©cn que un mclmgloxhsplacmyptoamhmrbulencu.m
donde ©xisic una distr al w de las par del Mluwdo, con un intcrcamieo de canhidad de

Movimiento transverso de mancra violenta

Como un Quec obscrvar “expe -, 1a dist S0 de en
el humo de un cigarro.  Stn 1a p dc alguna cornente de airc. ver que cerca de las brazas cf
flujo de humo sc en forma , e de una distancia X, v a Causa dec una transferencia de

calor, Comicnza 3 verse una <ona de transic16n en la cual se confunde ¢f comportamicnio 1nicial y comienza
una chstribacién irrcgular del fluido (humo) regamen turbulenio

Para cl experimento de Reymolds, 1o valores de régimen laminar y turbuleto fucron

e  Fluo lsmunar Re < 2300
= Flujo turbulents Re > 2300

Es imponantc tomar en cucnta quc cl anilisis quc Reynolds realvé pars detcrminar jos cambros de
“estabilxdad 0 incsiabnlidad™ de un flusdo, han sido modificados para las muy yanadas npecesidades quc la
ingenicria requicre, como cs ¢l caso dc la transferencia de calor, donde los de

cotrvectiva dependen en gran modida del régimen para el cual sc estudia un proceso determinado  Tambeén
en ef caso de la transfercncia de masa sucede algo simalar; pucsio que ¢l cstudio de un flusdo lamenar o
turbulento. tanto en los de 6 dc . poTmiien una que
garanticc una correcta transferencia de masa

En la mayoria dc las los cor al tipo dc gecometria de los cucrpos por los
cunles se transporta un Awdo?? y ademas 51 el flujo sc realiza de Mancra inlerna o externa. sin embargo. los
modelos siguen slcntk) basados en la rclacion cntre las fucrzas de tnercaa (detndas al movimueniol. y las
fucrzas al La mancra por la cual sc ha dc clegir cntre los difcrentes

en la . Nuido . ot son funcion del sistema cn

F p. K Agarwal and W. J Mutchell Chem . Eng . Scr . Vol 44, No 2, p407

28



c‘lud-\q vu que. aunque cslos nos 4 un “1dcal” para algunos fincs, quizas no
con jos ded tales mn\u 1os sistcmas feaccionantes

A.a.:mas de ¢sto, exasicn difcrentes aplicaciones. como la tcoria de la semaansa® ;| cn donde el andhsea por

medio de los nunxros ainknsionaies son d¢ gran utthdad, »a que su emplco n(reu: un pronGstico del

comporiamicnlo d¢ un madclo n::l a partir &c uno a escala Lo cl

tema, sc <l
. dc S La imporlancia de copocer el fendmeno que acurTe
en SDOS pmumos ala l’rom.:u de un determunado cucrpo, domde ocurren
cicrtas quc scr analizados por los clasicos.
* W.B. Krantz, 1. G. i Initiat and aluc P A Tool in i
and i

Prectice. Chem. Eng. Edu. 1993 Vol. 28 N*J4. pp 236~ 241.253
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Teoria de Capa Limitc.

Las eara by distr c: de d no
que ¢l Nujo e adluere a las superficies ohdas del ssstema (v~ v,
fisasy. Poc Iu tanto, las soluciones para €l Nuudo wical
a dc la parcd  C no pucde
viscos®, ni sc pucucn otencs descnpCioncs eaactas doe Jos procosos de trasferencia de calor y matena en la
terfasc

Umile de
~ 0 pura todiss las superficies sohdas
no wn valdas y:ua doscrbar fos fenomenos de

in

Para obtcner 1nformacdn acerca del en ta
capa limnc'™

de L parcd recurfimas a los métodos do

La tooria matematica de 1a cape limite se debe a L Prandtl, que en 1904 do<arrollo csie conoopio, mismo que
PrOPOrCIona un IMporNte cntace entre ¢f Mo de fludo ideal » ¢l fluo de Mlusdo real Para liquidos  con

muy poquefia, €l cfecto de 13 friccion interna on un Nado sc aprecia solo on una regaon estrocha
que rodea las fronteras del musmo De esta hepotesis. cf luo por afucra de 1o sogion angosta corca de las
fronteras solidas sc pucde considerar como fluido wdeal o Nujo potencial

Para nameros de Reypolds muy grandes ©s cquivalenic a pensar  en viscosidaics My poqueflas y, en
consecucncia, un Auids pucde considerarse como Mical s1 Re ¢ grande Las condiciones Himite, en ef caso de
un fluido idcal, cxigen que umcamente sc anule 1a componente de veloadad normal 3. cn gencral, siguen
sicndo finita 13 componcntc tangencial a 1a supcfficie Sin cmbargo, cn cf caso de un fluido viscoso, la
wvetocidad junto a la mared sohida debe anularie por compicia

e esa s concluye que, on cl caso dc numcros de Roynolds grandes., la disrunucion
dc 1a velocidad hasta cero e . cass exclusi . en una um|nﬁnndunul;umoal.1 pored. Estc
rocibe el A capa limite v esta caracterzado pos e ul de

das a enure Las mr\mahs ph ﬂmdo E1 nu,o en 13 capa limite

M ST lamunas o turbulento

Ls ammmmon rapada de 1a veloaidad en ta capa linute se debe finalmenic a 13 viscosidad, que no pucde
aunque Re tca grandc Malcmatcamente. csto sc oblicne como conscrucncia de que los
mmxa dc velocidad cn la cam limute son grandes y, por anto, los wrminos dc viscosidad  cn las
ac mov que fvadas de 1a . aunque la

—c3 En csto 1a tcona dc ta capa hmm: ac L. Pranau

A pesar de 1o anterior, ni saquicra en el caso  limite en ¢l cual Re es grande. sc pucdcn omitir por commpicto
tos uem-unos Viscosas, ya que la sotucion de fa ccuacion mas smplificada 7o e podna arveglar para

ae 1a No . en diversos numcros de Reynolds, ¢ campo
dc Nujo puodc dividirse en dos regroncs

1 - Una capm limite viscosa contigua a la supcrficie acrodinamica’™
2.- E1 flujo csencialmentc no vIscoso que ostd fucra o 1a capa hmine™

* R B Bird, W. E. Stewart, E. N. Lightfnoot “Fenomenos de Transporte” Ed. Repla S.A. pig. 4-19
** 1 a cual conticne propredades encrgéticas det fluido.
2 La cual provee Ia cocrgia para que 1a cag limite aliere sus propiedes.
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Descripelon de 1a capa limite.

Cuando sc inicia ¢! movimicato cn un fluido de muy baja dad, ésic s 1en
los pnmecros instanics. Pm:sm que el fluido en fus fronteras ticne vclocidad cero relativa a las mismas, cxisic
un de entre la v €l lwo. Este gradiente de velocidad en un fluido real,

fija las fuerzas corantes cerca de la frontera que reduce el Nugo relativo a la misma Esta capa limite es muy

delgada en ¢l extremo satuado  corriente arfihs de un cuerpo de forma acrodindmica en reposo cn un flujo

uniforme. Al movcrse csla capa » lo targo dcd cucrpo, la acci6n continua del esfucrzo cortanie ticndc a
tas

Nuidas un en el espesor de la capa limute distanic del
punto correnic arriba.

Fucra de la capa limiic, los gradientes de velocidad transversal s¢ roducen tanto que los csfuerzos cortantes
que actuan sotwe un clemento Hiquida son desprociables. Asi pucs, €1 cfeclo de 105 trminos viscosos pucde
desprecianse on la solucion del campo de flujo externa a la capa

Cuando sc aplica cl modelo de fiwo de dos ewiones para ¢ rcsoh:r €l campo de flujo, €] primer paso consiste
en calcular el campo de o que €1 flyo debe scr paralclo a la

superficic real del cuerpo El segundo ps\so consisic, cn cal:ul:u 1a capa limite resultanic ¥ su cspesor de
desliramicnio

Dencripciéa microecdpica de

pa limite laminar y turbulemta

La suposici6n de que ¢l flujo cs tncompreuble. 1mplica que las propicdades cn cf, como la Jensidad o y ta
viscosidad 4. & unRd oUSINa tempcratura son constantes. En ¢l caso de Nujo dc gascs 3 taja velooudad, el
cambio de presidn €3 ¢n esencia constante

Cuando la capa limutc es . el t 1 del

(cs decir, la transferencia de
en una per a ia gel flyo principal). ucnc lugar en un anvel

co. A causa del mo las pa s mueven mas lenmtamente desde la
capa infenor (o lAmuina) se desplazan hacia armbm, dasn'unuvemﬁa ta velocidad de las particulas situadas cn ta
Capm supcrior y, a la inversa, cuando las particulas de movimienio mas Amdo en la CAPA |EENIOr COUgIARN
hacia atmjo, licnden a acclcrar las particulas de esa capa

En una capa limte 1 se ds un de ins pn.ruml:u det nmdo En estc sentido,
easte un csfuerzo cortante turbulento efecuso quc sc debe al ¥ que cs
muy grandc Dndcqucmspn.rucuusé:lnmdndcnmmmmmslenmmnhpmedwn
rtadas hacia amba. la capa limute turbulenta ©s muy espesa Las particulias de movimiento mas rapudo
(situadas normalmente cerca del borde de la capa Limite) son transportadas hacia la pared. por lo cual sc¢
cn las pasticulas del fluido que sc encuchtran corea de 1a superficie. De ahi,

que €l esfucrzo cortante en la pared para una capa limite turbulenta sea mayor que cl de una capa linute
lamunar. Debe de tomarse cn cucnwa que. en realidad, la cape limiic no pasa por un estdo laminar a uno

turbulento en un punto. sino que la ransicion puecde tener la tongud de la regidn lamunar (recordar ¢l
eemplo del humo de cigarto en ¢t numero de Reynolds)

Coadicioncs de frontera,

Y.- que se s consm:mmo 1a parte del Muyo en 1a cual Las fucreas \iscosas son importantes, debe cumplirse
sobre las fronteras del sdlido

Es decir, cunndo ,\ -0,

w{x Q)= {(13d)
En la parcd sohida, la normal de v

dad debe ser cero. Por consiguiente

v, 0)y=0 (1.4.d)
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Al ticgar al borde de 1a cape limite (sea, a y = 5, donde & cs cf espesor local de ta capa limie). 1a componentc
e s velocidad cs igual al de la solucion no viscosa on forma de ocuacion:

uile. By u, (x) (say

donde cl subindice “e™ s¢ empica para denotar los pardmctros cvaluados en ¢l borde de 1a capa limile
Scparacién o estela.

La placa limitc 3 lo largo de una placa, continua crecicndo €n 1a dircccidn Cormenic abajo sin unponar la
tongitud de 1a misma. cuando el de presion per sgual a cero Con la presion decreciendo en
la dircccion comientic ahajo. COMO €N una WCCI6n comca de reduccidon.-la capa limile Uendc a roducirse en
CRPCSOT.

Pora gradicntes dc preudn adversa, es decaf,
Scpmracion o csicla con la presion aumcntando cn s corrientc
\- ahayo, Ia capa limilc s¢ cnsancha ragdamenic

E! gradicnte achverso v ¢l coric de La fronters
el dc la capa limute, y &1
Yol aus ambas  actuan sobee una distancia

“suficienicmenic grande”, causan que la qusma

sc¢ scpare (fig 15) Fendmeno denominado
15 AModelo aerodinamico con spmracian (exicla) Este fendmeno 1o podemos
ﬂwv en dos dimensiones dc mancra cxpe 1 en un modclo

semple COMO 5C bica 8 CORLALACION

Con un agua y un cucrpo sohido de gran wamaflo, I.'| expenencia sc
realiza dojando cacr ¢l solido |ll'!:1"fllc por cfecto dc la gr dentro del obscrvando la

turbudencia que e presenta cn upnncms!crm:hmp:rﬁmca:lmrpo quchaa:oonunoconelﬂu:&)

Ecuacian de capa Ymite™ .

Como s cxphcd anicriormente; 1a relacion que existe ontre el numero de Roynolds Re y ¢l ospesor de ta

capm limac 5, of: ala ~i1dcales™, que se por una
pn“ un cspesor real en diferenics grosnetrias A pesar de oSt situacién, mediante
ia ylia comente sc han obtemdo cicrtos modelos, que dc una u otra mancra,
mmamcmhrumlnmmm y Los o
pucden st para un estucho formal™
El concepio de una capa rel. para de Reynolds grandes, pormnite hacer unas
en las dc Navicr-Stokes, Para un fluyo bsdumensional ¢
incompresibie sobee una placa plana, las ecuacioncs de Navier-Stokes son
&, v, v, fo,, Ot
+v, +v, = e
& oy Ox (3%
~ (1.6d)
ov, . v, Loy
T oy ox oy
T LR Welty, C. E. Wicks, R. E. Wilson “F dc T de M Calor Y Masa™, Ed.
Limusa. México 1991 p211-12
= A AT inV. L. “H: k of Fluid Dy ics™, McGraw Hill, N.Y., 1961

B et v ,ay + vy 1O%), G PAZPUEVIDNY Yy Gy = P2V, 13X,
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El en una carn igual & J(3v, /3y). Esto pucdc apreciarse
1as v, mv, NN

Begion de trnsicidn Region de capo limite
turbulcnta

Region dc 1a capa i
limue laminar ‘ \
¥

5 — —
— i 16 Capa limiie en una placa plana.
de tos reg de flyjo
foaresemten sosss

Otucrvando 1a figurs anicrior™ (fig 16). sc pucds cscribir v 4 /Va | 8 = @ (3), donde @ simbolica el

orden de magnitud.  Entonces
2eo(k) 2 .o(vk)
- 3 5 -~ 3 (1.7.4)

Por lo tamo:
Sv. ity 5)’
)

(?V./Oy (1s.d)

1o cual, para una caps rclativamenic delgada resulta un numero grande y, por ello, Ov, /Oy >> dv, /dx . El
esfucTzo normal pars numeros grandes d¢ Reynokds cs parecido al acgativo de ta presion, para
1OV SN = B (uva/x) = @ (pv.iMex) 1.9d)

Por 10 tant0, . =Gy, = -F. Cuando s¢ incorporan csias i > en los las
para cl flujo sobre una placa plana se convicricn en.

p{av_ v, m.} > v,
—_ etV TtV = — +
2.3 oy

ox v ox oy? '
..q1.104Q
o, &, v, & ov, ’
v S, S AL
X & EY &Py

™ La figura mucstra 1a forma cn quc aumenta ¢l grosor de 1a capa limite con la distancia, x. del borde de
staque.  Para valores relattvamcnie pequefios de x, ¢l flujo que tene tugar denuo de la capa limite es
laminar. y a esto sc lc conoce region de capa limite laminar. Para valores mis grandes de x aparece ta
region de dondc la f1 entre los flujos laminar v turbulento ocurre dentro dc la capa
limite. Finalmente, para un cicrto valor d¢ x, ¥ arfiba de éste, ln capa limite siempre cs turbulenta, existe,
como pucde verse, una pelicula muy dclpda de fluido, Namada sub-cape laminar. en la cual el flujo todavia
cs ¥ existen
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Aan mas, los e la o; son mucho mas pequefios que los de Ia pnmern. por lo cual Y
O3y = 0. y por esto OP/Ox = AF/dx, Musmo que de acucrdo con 1a ccuacion de Bermoulls, es igual 4 -pvad v,
/dx con jo que A Lienc:

.11 a)

Die 1a ocuacion anterior (1 15 d ) ¥ 13 ecuacion de continuidad (1 6 ¢ ), sc tiche
., Sy

~ TR

=0 (1 124)

que 3¢ conoce como guacions dc cang limivc®

Las pé: ac dcteda a 13 oposicion det (ujo de un Mwdo Que se encucntran cn La a;n
Hmue, fucron de mucho 1ntcrés para que L. Prandul  cstablecicra un cstudio formal del cvenio guce

1a corcania de U frontcra dc un Nuido con alguna supcrficic Desde of punto de visia dc la mp:n.«u

<l dc cstas cn la capa limitc uenc un imponante suyuﬁr_-.do pucsio quc no

progo 1a disar ac de sobre un san0 que

ademas, oftoce 1a apor dc otros enla del sistema

Enuuxnafcnmudeulorycnhtnnsfcmmnd:m €s comun y muy nmpnrunlcuuueeerh

dc alguna pr cn la frontcra de un sistema. en ¢l caso d¢ que s¢ presente ¢l movimicento
del fluido. Madianic £5t0s analisis ¢ ha padido desarrollar algo de o mas lmmr\anu: en la ingenicria dc los
TCACTONSS quirmicos, p-saoqncumn obicmdo bascs de disefio para pr de upo a
Qe la reancion s doinda al del (¥ un flusdo), con ¢l catalurador (debicndo ser
neccsanamantc un solido para csic caso). La reaccidn deiwda a 1a caudlisis ¢ licva 3 caho peTCisamentc en
donde Uenen Contacto cf Nuido y cl catalizmtor.

" pam 1a ion de esta se pucde revisar: :
H. Blasius, G Y; mat Kiciner Retbung. Z. Math. U. Phys. Sci., 1. 1908, ;
L. Howarth, ~On the Solution of the Laminar Boundary Layce Equations™, Proc. Rey. Soc. London, 1938 .
R E. Sayles ~ Aproximaie Soluuon for the Vicous v Layer on a Conti Oyl AICHE ., 12,

1917 (1990).
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TRASFERENCIA DE CALOR




Calor y Termodindmica.

Con et i de la Revolucion Industrial (principal con el invento de 1a miquina de vapor). se dio
origen Al pensamiento acnufico det mas alto nivel Medante i conocimiento empiico ¥ esperimental de

nd, v realizados por fos del siglo XVIE empeso of desarrolio formal
de la ter inamica, materia enfe en el estudio y aprovechamicnto de 18 energa

£1 concepto de encrgia o3 usado en la termodinamica para especificar of extado de un sistema Fs bien conocido
este hecho # recordamos de la primera ley misma que enuncia “hs erergis sed del cualquier igxo mo es creacks
nt €3 dextruska wolo sufre um cambie Je wrst o swra forma en caalquier process”  Baja oste contexto, o
balance global de encryta pucde propurcionar la cantidad de enerpia que se merde o pana en un determinado
sistema

trataban de expicar e como v o

Mediante observaciones de los f los.
porqué ocurrian todos 10s cventos fisicos ¥ quiricos que duranfc tantos afos hahian visto, para exsto, buscaban
todo tipo de me con los al % 0 en e sena del clemento’ en estudio

) etc . interveruan scveramente el

Diversas
desarrolio de la finca teorica de manera que., la umcq—wnon de una idea ©ra duramente cuestionada para ser
aprobada De csta mancra en cf estudio dol calor surgio de los de 1a cion el
denominado calovico, que trataba de descnbir L cxistencia de un clemento que intervema en los eventos donde
habian cambios de temperatura

Teoricamente of aventurarse por €l campo de la calorimcina en exte sentido recac en un aspecto filosofico de
de proporciona un modelo iNgeniosd. sino

enormes ya que o~
que adcemas, éste se fundamenta cn grandes teornas. gue hiceron que gente de Muy elevado conocimiento
termodinamico no lo descartara de forma tan sencilla  lsta situacion por simpic que paresca Ia podamnos

discartir de la femperatura  Para  nosstros ©f hablas © penaar en la
temperstura es sinbumo de perclhnr on nucstros sentidos sensonales un fonomeno, pero para puder describir
s SITLUACION €N UN CUCTPO §in vida la On se ey 10 que pornite a la calonmctna seguir
siendo un pilar del conocimiento abstracto?

En los ferwmernas de angewte ¢f concepio de calir ox el Jdo ynu CrRrNKE ©n IRIRIlG guc s maruficesia
ury cxmmbics de temperarure Con oste »c ha de bis el de transforencis de
calor & lo largo del presente capstulo

® Lo que -..-:eae cuzndo dos mstemas a2 ternperaturas distintas se colocan juntos, es una det las expenencias mas
farulisres de la humanidad Es bien sabido que la temperatura final alcanrads por ambos sistemas s en
equilibrio entre las dos temperaturas de partida. fenomeno conoado como Ley Cero de ta Termodinamica

Hasz ef comienso del siglo X1X, tales fenomenos, que constituyen o objeto de la colorimerrii, se cxplicaban

de alguns iz © furma de matcria denominada caloricw o calor, en cada cucrpo
Se¢ creia que un cucrpo & alta temperatura contenia mucho calonco v que uno a baja temperatura tema solo un
poco  Cuando los dos Cucrpos ac poTIan en Contacto. € cucrpy fico en cakivico cedia una parte al otro. v an
Ia temperstura final cra intormedia que o calor PO ©3 una susmancia cuva
cantidad tota) permanece lodz\u atr los b que tienen lugar al pua de “algo™ deade ol
cuerpo de mayor temperatura  al cuerpo de mienor, y e3¢ alpu le dom calder L, por tamo,

' el de el en la tevna del continuo © volumen de controt
? Si ol tema s de interea se v tas obras para
A Einsten y L. Infeld “la Fiaca A del 15° E £d Losada S A Argentina 1990

pag Il - 103
D S L Cardwell “From Watt to Clausius The Rise Termodsmamics in thwe Famly Imbustrial Age™ Ed lows
Sute Umvu‘n(y Press® Ames USA 1989

A. B Pippar lememos de Termodinamica Clasica™ Ed
Saw Zerrun:ky. Ph D “Calor y Termodinamica™ 6* cdi
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una definicion caliwimerricn de Calor COmO aquelle gre se (Fanrmste entre n \istemss v v emtorme.  debido
srscumente o urny diferencus de tvmpncroateeg

Pasaron muchus afos hasta que s comprendio que ©f calor 3 enerpa La primera evidencia scalmente
concluyente de que cf calor no podia ser una e dio B . norteamencano de
Wobum, Massachusctis

En (798, Thompson observd Ia elevacion de la temperatura de las virutas de bronce producidas en la

oracion de cafones y  un aflo mas tarde. Sie Humplry Davy intento demostrar que dos trozos de hielo
podian fundirse por frtamiento mutuo  Su intencion ora domostrar que ef calor €3 una forma de 1a energia,
Peru su experimento fue pocy decian o para o ciontificos de aquel tiempo

La idea de que el calor ©s una torma de encra | fuc concetida et 1R 19 por un ingenicro frances. Scpuin, v en
1842 por Mayer. medico aletan, pero ninguno de fos dos tealize expenencas decsivas, capaces de tonvencer
& 1a comunidad cientifica particularmente, en o caw de Mayer, a Poggendorf, director de la publicacion
“Anales de Fisica™ de Alemama Quedd para Joule, en 1810 & 1839 cf al mundo

realizacion de una senic de admirables espeniencias acerca de la relacion entre calor v trabajo v as cstablecer de
una vez y para siempre la cquiralencia de estas dos magmitudes

De esta mancra la definicion tenmodinamica de calor cs 13 sguiente

Cructraks U sistemms.  cups cntorms w o di V swbre ol cual prcde
realizare trabuge, experimcni un prisess. Se deromim cafor o ki enersia fransfernks por

mecdiias mo mecarnces, ooy gl o Ly diferencis entre ki wiriocion de b energus interma 3 el
trabaye realizods.

Couacepto de Calor.

El calor es energia intermna en transito Fluye de una parte de un sistemna a otra, o de un sistemna & otro, en “nnd
unicamente de una diferencia de temperatura  Durante la transferencia no [ en
especialmente cf estado final Durantec ¢l proceso no se conoce el calor do la i id
durante el procesa es la velocidad del flujo de calor Q. que €3 una funcion del tiempo Por tanto cf calor e

J 21t a)

2 ‘—;.,

Y solo puede determinarse cuando ha transcumndo el tiempo t; -t;  Unicamente despues de cesado e flujo
podemos referimos al calor - envraig interms trantferida desde un sistema o wna Cleria 1emperatura o un
SASICINT O 10 MRpWPIUT S ICINOr.

La realizacion del trabajo v del flujo de calor son metodos mediante los cuales se modifica la energia imerna de
un sistcma  Es impoaible separar o dividir la enecria interna en una parte Mechnica y Otra tevmica

Irnaginemos un sistcma 4 ocn conNlacto tErmico con un sistcma M, do ambos por

par
adiabaticas® Para el sistema 4 solo,

U -U, - Q-W' @22
y para ci sistema # solo,

vy -0, Q + W (23 a)
Sumando se obtienc

(U U - (U U -QQ+ WrWH~  (2aa)

* Es una idealizacion que supone que no existe intercambio de calor con 103 alrededores def sistema.

? U = encrgia interna de un cucrpo, W« trabajo y 2 = calor
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Puesto que ( Uy » L7730 - ¢ I, + £7,) ea la vanacion de cnerpis del sisteina compuesto y W+ B s cf trabajo
realizado por el sistema compuesta. se Jdaduce que ¢4 ¢

Qe o calor transferado por € watema compuesio
Cumo ol MSLEMA esla CONUGO pur paredes 4diabaticus.

@ -0
y Q- - (25a)

En otras palabras, en condiciones sdubaticas. of calor perdido (o ganado) por ef ustema A os igual al calor
Banado (0 perdido) por ¢ wstema I8

tmportancia de la transferenc

de calor,

E problema que se enfrento on fos ¢
una energia

cnros de la stral de p
motnz que fucse capar de producit el muvimento de 1

fuc la de buscar
G
Anteriormente. e uso de perwonss. ammales © de fos

fucton suficicntes para lograr estc otyctino. mn
embargo, para la fabncacion de aceto v otros productos (postenurmentc en la generacion de electnoidad ). sc
requena de una mayor cantidad de cnergia, que NO se lograba obtencr al Incrementar o numero de manos,
bestias de canga o NOs

Bijo cxtas $

la pe de vapor en grandes cantidades, fue ta solucion que tego a
revolucionar la teonabogd Jue. hasda nucsttas dias ex ompleada

Do exta forma, e} calor hiene un anporiante
campo de iINVeStRAQOnN y s¢ “scpara” del cxtudio de los demas upos de encrpia

£l penans en of calor en nuestros dias o3, al menas para la a. ag har al
naturaies y brindar mavares y Maotes scnvicias en ef uso de este

los recursos
Lars dispositivos ¥ equipos modemos tienen
Gentro de sus Cafaclonsnicas tecmicas un figusLso anahais 1EMICO, cun e fin de evitar dAeTiurs 3 consumo
excesivo de combustibies u Ltras fuentes de enera. obteniendu as: un fmavor rendimiento

Doscribiendo e emplev del calor desde un aspecto gquimico la nteraccion del calor en los sistemas
reaccionanics es de muchs 1Mportancia. va que el consumo o desprendusniento de enerwa en un Proceso da la
Pauta a que extos sc reahcen

£n 103 fenomenos de transporte cste evento e3 conocido came grmrracson® de coler 3 of lugar donde se realiza
cs denominads fucric a 1

cesdorific un § . cn la ingenienn de pr en ¢l arca de

upurmuabn. la n-.-rgu © integracion térmica de calor praparciona importantes  beneficios como  la
con la de vapor para gencrar electricidad en

prw de gran wnano como on of caso de ta wracon catahtica de residuos

el cual

del petroleo, en
metodos como Pinch, Tranabordo, Tranapore. €i¢, propofQonan una puia practica para asteplar o

reotdenar algun proceso medianie la feingeniena, » mancta de  obtencr e mavor aproscchamiento de la
enerw- Por supucsto gue en este sentida, of de la ter d

v la transferencia de calor es de
siendo estos el pilar de nuevas tecnicas hounsticas v cienuficas 1de esta manera ta
lrun‘fercncu e calur, desde el punto de visla MECANIco ¥ qUIMICH, TepTesents UNa impartante condicion para

e desarrolio de diversos campos

En la actualidad. una de las aplicaciones mas impartantes del esiudio de la transferencia de calor se encuentra
daml de encrsua ©n cl plancta. aspecto o el que ¢ involucra ta sesunda ley de ta
termodinarmica que discute €l problema de 1a “contaminacon termica”, cteada por la inevitable descarga de

*Debe revordarse 1a com encion 4 signos, positiso cuandy s le agrexa calor v newatine cuando o ustema 1o
emana

7 Las fuenics de cator pucden ser de diferentes tipos y 8 su ves. oxar intimamente ligadas con los otros tipos de
energia  Estas fuentes pucden ser por un flujo de comente clectrica. reaccrones quimicas, friccion, fision
nuclear, ¢tc
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teviduas  Ucalientios” en el medio ambiente (ane v apuar E dessiiollo de soluciones efectivas a caton
problemas de conaminacion es tal ves ol mas utande roto del presente

‘Vransferencia de calor,

Mocanicamente, € periaas on calos o enfocat la atencion en las (or

» on que cate puede ser transportado on
los distintos matenales, con o fin de evitar que custan perdidas de encrgia mediante aslantes (usados en lax
lineas de vapot). o por el contrana. propciar e de esta (enfri ). con €l ubjeto de controlar 1a
temperutura ©n un deternunado sistema (Caso particulas del condemsador de vapotes on las tagres de
fraccionamiento)

tnia

meniena quinnea, la tiumferencis de calor s encuentsa intmamente lipada con el manejo de los fluidos
cn el area de diseto de exqinpos de procesas (epacicion, transporie, separacion. reaccion, efc ) 1a aplicacion
de la ingenicna busca encontiar la mancta mas sdecuada. para oplimizar los rocursos, tanto tecnicus como
economicos  Este objetino 3¢ obticne mediante e cotrecta seleccion

P N

3 de mateniales de construccion, que
ofrezean caractensticas eapeviales. v ¢l adecuada diseNo de equipas v arreglos del sistoma
Fuera de cste

L et de ls 1 de calor en otror campos tiene un tinnumero de
sphicaciones, que van desde los " ' (planchas. refrigeradores. estufas, hornos, eic ). hasta
equipos de gran envergadura (automosiles, aviones. satehites v nas s cspaciales ). donde la integracion termica
¥ mecanica de la encryia e de gran alor

Mecanismos de transferencia de calor.

1La medicion de calol se realiza de maners mdinecta. mediante la observacion de un cambio de temperatura
(potencial termuco)’ . en un clemento s que en base al conacimuenta de una diferencia AT d€ un punto a otro se
puede calcular la cantidad de enerpis que fluse

En of estudio del calor, ex costumbie conmderar tres diferfentes mecaniamos de transferencin  conmfncciig,
oorwecion y radiacion in situaciones reales. la distnbucion de temperatura en un medio, o analizado por cf
efecto combinado de estos ties mecanismas. pur Lo tanto, para un estudio global de trans{erencia de calor no es
posible aislar un modo de transferencis de lax demas INETaCCIones con s OIros mecanismos. no obstame, por
razoncs de smimplificacion, en cictos anahiss, e posble conmderar aala una forma de transferencia. por
ejemplo. como se hace en cl caso de la conduccion del calor en los cuerpos solidos, donde en of seno de 1a fase
3dlida 1o 3¢ involucra el cfecto de la comveccion o la radiacion Otrs mancra de clegin el tpo del mocanismo,

e on ol caw de lon procesos donde 1a mayor canudad de transferoncia de calar ae lleva a cabo por el
movimiento de los Nuido, siendo en este caso ol proceso de la conveccion

En la practica, estas suposiciones son validas . para determinadas situaciones, en laa cuales el despreciar un
temino de ts ion de enetjua (¢

gencral de transforencia de calor que sera discutida mas adelante),
no se afectan dc manera severa 1os del del,

que describe lo que o ocurriendo en &
clemento en estudio  El criteno de estus razonanucntos debe cstar basado en 1a cantidad Jde eneryia quc se esté
manejando y al efecto que la temperatura provoque on el sistctna on cucstion  Una analogia muy clara de csta
situacion en la mecanica de fluidos ©x cf desprevio de ta tension superficial de tos iquidos n el transporte de
grandes wﬂid.dcs de un ﬂuldu (en una tubena).

no ubsmme n cstudios de laboratono, este factor es
crunar las pr dc cada con ¢l fin dc idemificar un
compuesta o una mc:cll dc csu)s De esta manera, ol "separar” o estudio de cada mecanismo de transferencia.
Tesulta por 3 on que

ocasioncs cn las mah:-s pucden verse on las mtuaciones reales

cada uno. sino adernas. para identificar las

A continuacion. se describen los diferentes mecamsimas que estan insolucraduos en la transferencia de calor y
ios factores gque influyen en cada una de estoa

*a) pman “Heat I‘ransfﬂ a* Lidiwon kd
.

D 1§ Everent “Termodinamica Quunica™ Ld

y 1989 Cap 1
Agruilar 1 spma 1961 p 18 "8
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Conduccion.

1.a conduccion de calor ex el tetming empleado pata dewcnbir € mecanisma de intercambio de encriia intcrna
de un cucrpa & Lo, O de uiia parnte del Cucrpo @ Glfa pot el canib

moleculas por comunicacion direcia,

Mmetaics) £

» e eneris cnetcs ded mos tmento de las
o por el lulo bbie de electiones (on ol caso de la conducaion en los
fiste fuju de enenia © paso de calas, €3 debido a un Camime en e poenaal encrgenco (de una
rogion de alta temperatura 8 una de baje)  La caracienstica mas importantc dc cac Mecanismo ¢s que hene
Jugar on las fionteras de un clemento y en el intenor del mmuna. ta encra i

transmite de un CUTIPO & OLIO CUTTPO PF CONLACTO AIFECto, N Impartar la naturalezs del materal

rolucrada en of fenomeno  se
Los primeros adelanton accrea de s conducaion de calor, s deben en pran parte. a

matematico francés Fouriet (1RI2). que propuso 1o Que hos se conoce como ta Tat oo Comdics on de Calor
e Fourter ¥t -

los esfucrzos del
a lev de Founer ae basa on las ohaes aciones exspeamenusies de ot (1%G7)
wenersiizacion de la informacion ampinca

2). por 1o que es una
Dhicha lev predice coma ae conduce ol calor a traves de un medio,
Partiendo de una reion de alta temperatura @ UNa fepIoN A bajs temperatura
La estructurs alomica de un detetmuinado cuerpo catablece on torma defintiva de Que mancra este funciona
oMo Mmedio pars rANSportar la enerua o forma de calor, e deair, dependiends del numero de electrones en
18 ultima capa de valencia, (uUE COnlengan lus ALOMOS qUE COMpEnEn a un
»e vera 2

matenal, o mrcamamo de
@ €n caso contrano, habra una epasicion al fuyo de cator

En solidos meuaficos, 1z conduccun termica se debe al movimiento desordenado de tos clectrunes
fendmeno esta imimamente hgado con 13 estiuctuta de 1a matena, es dear

compuesto por 1o tanto, euste una relacion con la propicdad de la conductindad electnca
son malos conductores de la clectr

tiste
ala nube de clectiimes de cada

iin los sohdos que

dad o tusmo gue en s mavons de loa hquidos. la conduccivn termica

tesulta del transporte de momentum'” de las moleculas ndividuaics a to larko de un kradiente de tomperatura
En gases. la conduccion tiene lugar por
~di s

movimiento de moleculas al acar.
o « «afrus

de muneta gue cf calor es
Coaveccibn.

Cuando una cotsiente o flujo de PAFUCUIAS MACTOACIPICAS A1rAVIE<AR una superficie especifica. es decir, tas
fronteras de un volumen de control, lievan

. una
e lc denomina fTujo covnwctive e calon

13 de entalpia A este flujo de entalpia
. 0 smplemente cvmecion Desde esto. 12 consecdion e un
fenomeno macroscopico. y puede ocumr solo cuando actuan fuetzas en la particula o flujo de un tluido y se
mantiene un Movimiento contia las fuerzas de fccion cun ewtr 3
mecanica de fluidos
Fin realidad, ter i

con la
. la o

A curho un flugo de calur sino coma
un flujo de entalpia. puesto que sc conmders a la canidad de catoe sedido m fuido Como 1 chevina de un
cambio de estado del musmo La identficacion de la conveceiom

de calor e+ de importante
caso particular de ia conduccion

con e fluo
convemencia. ya que en la practica o5 dificl scpasar Ia conveccion Mo la conducaion cusnda ambos actusn
bajo el de . dicho de otra manera. el mevamama de la conveccion ex un

Cormeccion forzada 3 aamural  Las fuerzas empleadas para hacer pomble 1a cormiente de conveccion on los
fluidus son de dos tipos

cormeccion matural

Si ta cormente e el resultado de fucrsas bovantes wencradas por diferencias on ia denmdad v estas a
su vez, debidas a un gradicnte de temperamra en la masa del luldo. £33 acCion es conocida como

Si UN2 COMMEME ©3 PUEHE &N MOVINIENIO Pur la 4Ccion de Uil AINPOSIvG MOCAHCO, CORKY URS
bomba, agitador. venulador
AeNOMINa ComecC o fors

1<, por lo que o fluje es independiente del pradiente de densidad. se

tw.oL w.-cme 3 C. Seomth. # Marnott “Unit Opersuons of Chemical
Cdition  Singapore 198% p 233.285

cnptneenng”

id MeGraw Hinl a*
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Radiscién,

La radiacion es el termino que e fc da a la transferencia de cocris a traves del capacio por Tucreas
st ™3 a través de un espacio vacio, no we tansforma hacis of

exterior en calor © en alguna otra forma de encrgm. ni tarnpoco se pucdc desviar de una trayectona A posar

de esto, es de importancia el estudio de como s¢ manifiesta a lo largo de esta, es decir, la radiacion puedc ser

transmitida, reflejada o ;bwrbxdn Si la energia es sdio absorbida se manificsta en forma de calor, y esta

transformacion es Que sera postcriormente

La radiacion puede ser iderada como un flujo de energia a traves del €3pacio a la veloaidad de la luz, 3 se
puale originar de diversds maneras  Alkunos tipos de materidles pueden emitir rediacion cuando ostos son
tratados por agentes externos, tal es el caso del bombardeo de clectrones, descaruas electncas, o por radiacion
de una longitud de onda definida

interesan, no consideran los cfectos @ nivel microscopico con lo que laa

Los analisis que en el presente no:

i i fativas a la radi en principi qur:dn.rln Por no tener en consideracion los
desasrolios i disti de los te Asi en primera aproximacion «f desarrollo
del terna sera idersda la conduccion v Ia
Este desarrollo, si bien puede considerarse como debil, implica resultados de importante generalidad con lo
Que o s5lo eafuerzo sera recompensado debido a que cf tos de tr de calor en
un cuerpo, son de gran valor para los mecanismos cnnuulmmen de las prnoesm v las operaciones en la
ingenicnra quimica, sin embargo, la descripcion de la r como scrs tratada al final

del presente capitulo




Fcuscibén generat de a transferencia de calor (EGTO)Y,

De la ecuscién de continuidad se pucde realizar un balance de la enerwa nvolucrads para un volumen
cantrol de la siguicnte manera (fig 1)’

[Ag. 7 Fodumen de comtrol cmpleads guira realizr el balance de ermergie |

>
Fniriaka Neadickr

1 (1
LR ey R

P A T e &

Gan r

Valocidad de antrada Velocdad de saixia Valocdad de procuccion

e energia (calor) ~| ceo energa (calor) |- oe energua (calor)
(4D om) [QLULD]
(2t b)
Veiocxiad de acumulacion
= e energ:a (calor)
(V)
1. Enlos pumos ( 1 ) y ( 1) el mecanismo puede ser por conduccidn, conveccion o ambos
2. En e punto ( 111 ) se puede dar por medio de una J ica, flujo de (corriente
ice), degr i . etc Este termino generacion = f (x, t) [~} Energia / ticmpo -
volumen En la ecuacion el término de generacion = AxAg. en donde A €3 ef grea normal al flujo de
calor
3 B Thino de (IV)esla que al «l material por unidad de volumen y de

tiempo. de manera gque ( IV ) = f (x, 1) y se puede escribir de la siguiente

4T ar
mancra Al = nCp - = AxAnCp -
13 1}

"' En la figura 1 se muestra un cuerpo sin simctria con !a i ion de evitar fusi con
por ésta ili . par etc.)
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1.a velocidad de entrada de encryia imeTna por conveccion en dircocion de ¥, v. v £ viene dada por

AVAZIVAPD e V(PO Yeeadd "
o AXAZ{VUPT Yy = V(P30 dyeny } (22h)
+ AAY{(VAPS Ys - V(PO yenrd
La velocidad de entrada de energia por conduccion cs
AYAZ{Qula~ Qu beons) + AXAZ{Gy - Gy henyd * AxAY(@L- A lnad’? @23b)
Sumando todos los terminos y dividiendo por (XA (definicion de la primera derivada).
AXAE + AYAZ(VU(PO)ar Vi(PSliaeand = AYAZ{Quln - Quleranl = A.A,c,% (2ab)
Valosas (PUY = V(P UKy _ Qleean=Gals 4T
- = [LLIPI
A ~ g = pCp I (x.t)

haciendo:.. lim
am

_aV.oG) aq.

) '*L pCp——(x\) (25b)
Por analogua:
Av,pu) &M,
- +g= pCp—~(y.l)

oy =2
Av,pu) _ . ar
P15 = ozt

oz +8=0Cp 3 (at)
mpmhmmmuulnmmumwmloemmmam
calor

A

DCP%r-=—(\‘-D~'u)—(“-q)+g (2ob)

17 0 es la energia interna
Debe tomarse en cucnta que ef arca normal al flujo de calor, ea tada la superficie del cuerpo, por lo que.
cualquier !lmtlrlu se debera relluzr un balance para c-da componenxe del clemento o, cn su caso, definir una

sola di tas a la frontera que uu:fngan cl moddo
Es por esa razon que 1a figura a Ia que se aplica el b.unce de cnergia, ©s a

situacion que se explica con mayor detalle en un tema de 3 ha.uca.l de calor por
conduccion

'3 . Gy. G los componentes x. v, 2. del sector densidad de flujo de calor
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A
(aletas).

de ta won 2 de tr de cator en un problema de superficies extendidas

Una de las de mayor cia de la transfe de calor ol actualidad. €s la diupacion de
calor en 103 equIpos ¥ MOLOres Las caractensticas de los n de . CATRA téTmica v
Otros factores y necesidades, hacen que ©f enfriamiento por aite sea o mas adecuado para disipar o calor
BCncrado por un trabajo realizado  Hajo cstas Circunstancias, una tcenica muy ha sido o

et drca de contacto entre un fluido, en este caso aire, v un coma alctas

Lus alctas 0 muperficies extendidas, han brindado importantes  beneficios por lo practico de mus carsctensticas
como variedad, tamafo, peso, efic . conto, ctc tn 1o bpico de este dispositivo o
muy comun de apreciar en e matema de enfrianuento det motor de los sutomoviles conuado como
“radiador”*

En la parte exte de o3t . € pucde obasenvar el arreglo de una gran cantidad de laminas
adheridas 8 una smiperficic. que on la mavora de los casos retienc of agua on el intenor del mrame

El principio basico que fige la transferencia de calor  en este mstema. conuste en (a combmacion de los

de ¥ ., para of cual, en o interior tanto de la pared o soporte de las aletas.
como en ol xmo de las mismas (adentro de las placas). la transferencia sc leva a cabo por conducaon, v tanto
en 1a superficie normal af flujo de calor (3in las alctas), como en las superfioe oxtendida (proporaonada por las
aletas), fa transferencia sc tealiza por convecoion [De osta forma, regresando al cjemnplo del cadiador, o fludo
&8 accierado por medio de un mecanisma de ventilacion, rmemo gue &l hacer comacto con 1a superficie caliente
incrementa su encria ntorna, red do o ia a del radiador con mayor eficiencia,
debido al incremento de la supcrficie de contacto

La compleidad de un analisis nuuroso pars un areplo de aletas por causs de factores de forma. velocidad det
Nuido, propiedades termicas. cte . hacen que cf extudio sea demanado complicada, ya que on exte se debe
considerar no solamente el anahius de tranaflerencia termica, sino gque ademas, debe incluirse ef aspecto
MeCANICo y economico. para lograr un equilibno optimo de tos recursos  En osta forma se cuenta con  metodos.
adecuados que ofnxcn altermativas para evaluar I8 eficiencia de diversos arreglos y sai, poder scleccionar 1a
mejor eornbnn.c-on A pesar de esto, 108 fenomenos de transportc  Proporcionan  una guls qUE permite

apr del calor transferido y la distribucion de temperaturas a o largo de las
-uperfmn oxtendidas, que sirve para comprender  cotno se lleva a cabo of cvento y, poder aptovechar mejor
los metodos mas Ngurosos

Un analisis preti es alas que en cierta medida facilitan o estudio a
realizar
1. Elflujo de calor y & disiribucion Je temperasuras a traves de ura alets e imieperstiente del nempo,
s decir. el flugo de calinr se emuentra en estonks €SI0C1onxrio,
2. Ed material de Lt alews es bomogénes e 1eetropico®™
3. No enste gencrocion de colov ers el insersor de la uleia.

4. El flupo de calir en Lo superficee de bi alew en olyun punto, es directamente progsrcional o ks
if ' entre ks xuf enese purter v ol flusco circurnkmte.

3. La conductividkad 1érmice de la aleta ex constante con respecto a la lemperanra, (1€mpo v posicion.

6. Fl coeficiente de transferencia de calor ex € mismo sobre wxda la superficre de b aleta.

Aunque en realidad esta mat iador por no Ia mayor perte de Ia carga térmica por e
mecanismo de la radiacion

'3 A. D. Kraus ~Analysis of Extended Surface™, ASAME Josrnal of Hear Tranger, Vol 110, p 1071 - 1081

'* Posce las mismas propicdades en todas partes
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T Lar termpreratur del flutks corcumbanic o8 uniforme.

B, Las tempreratura o s base Jde bt alols o8 usforme ¥ s Lnisickera g 8t o ofrece resistences ol

Sugor e calore.

Y. Bl espesor de la aleta ex poguein, comparade con lo kargo de ke miona v €l grodiense rewmal de
Tempreraner puede ser desprecide.

10. La transferencia de calor a raves del exicrior del filo de ks aleta es despreciable compxarads con s

curas.
Uns vez cmnprendldn 1o anterior, anah a un general'” para o estudio de las
superfici ta . ! de la R’ ("ob)dchmm-fmdealor
Consi una aleta de ion tr 1 fig 2)
_an 9T
hPAx(T — Too)
t
fig. 2. L hids para) T P 2we 2
cfemplificar el empleo de la EGTC. I

cs en las

La covaduccice, e la principal perdida de calor a lo largo del cje x. que
superficies superior e inferior de la aleta, mismas que implican un gradiente de temperatura difevente de cero en

1a direccion y en y ~ £ (/2)
Iquier valor de x. la tempeoratura  scra cscncialmente

Sin embargo. si la aleta es muy en

constante  sobre ci area sal. A S que 13 temp ©n s basc dc la alcta s unifoeme
cuando son uniformes las condiciones termicas  en las extremidades de la alcta  Esto quiere dear que |
temperatura no dependera de ¥ o de = De esta manera la 2 en la alcta d a de la

x. las propiedades de ls aleta y del fluido que ta rodca y del i de tr de cator

"B V. Karlckar, R M. Desmond “ Transferencia de Calor™ Bd. Interamericana México 1985 pg. 85 - 94,
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Salncién remersl de 1a ecuacion sohernante en superficies extendidas.

Tars determinar Ia ecuacion diferencial que nos dari 1a temperatura on aleta, como funcion de «, se realiza un
balance de cnergia cn un poqueny clementu diterencial, de amphitud 3y secCion Transversal A = wt

raron de calor
mzon de calor raron de calor perdido por
conducida al interior conducido al . comveccion sobwe la (2. 7b)
enx - x cxteriof en x ~ dx amphitud, dx
. . dr
Calor conducido al intcnorenx » v = ~hA J-)
x

- [
() (e

dgonde h y A son Ahora a) ar el termino de comveccion

Calor conlucido al exterior en x = x + dx

Perdida de calor por ion sobre la litud, dx = b (PdxXT
perimetro del arca A y Pdx ca cf arca para la conveccion

« Tw ) en cuys cxpresion, P es o
Realizando «l balance de encrgia de ala ion (2 7 b)

—en(G) - ra(G) -

o bien

2
d—;;r-)dx + h(PAXXT = Ton)

a7 2
o~ M(T-Te)=0 (28t
donde
m? =
kA
La

ecuacion (2 8 b e u ecuacion diferencial que describe 1a temperatura como funcion de x y m. La
; : del material que constituye la alcta y o fluido que la rodea. Para

csta ial ordinaria, ohservemos que ac trata de una ecuacion de segundo orden, lineal.
no b y de i Reor los terminos la ecuacion (2 8 b ) tenemos
a°T

——-—I’nT=—mT (2 9b)

dax*
" R sp.egel ~E Dife i A " £d Prentice/Hall Internacional. Colombia 1983 pag
166 -
DGZJII" Dif i con i Ed. Grupo Editorial 3 3 1988 pag
124 -184
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Una solucion general esta dada por T = T, + T, dunde T, e3 Ia swiucion complementarin v T, c» la solucién
o

particular. A del ope pu- in sc hace gque el miembro derecbo sea
igual & cero, examinando 1a parte del lado irquicrda de 1a ion (parte ) nc Pt »

OY _ mrrao

dx®

Empleando al operador diferencial *
(D*-m? )T =0
Tenemosque D=t m

¥ la parte ia, T..dela (2 9b ) se florma en

Te = Cre™ = Cre™

Observando que la parte no homogenca, - m? T, €3 una constante. de modo que, para obtener la solucién
particular, T,. a la ccuacion (2.3-9), se asume que.

Tp= A(cte)

do ia ion p n In expresi ior para T, en la ccuacion (2.9 b )-
d’a 2 2
—s —m"A = —m*Tao
dx*
© bien
A= To y T, = Tew

Ahora la solucion general ea T~ T, + T, , o bien

Te=Cie™ + Cae™ + Teo

© de otra forma mas comin

Te - To=Cie™ +Cze™ .. . (2 10b)
E Pars C ats .

Despues de obtener la solucion gencral, se requicre de dos ici ala para dar ion a las
constantes duoonoadu C,yCa Pm las descritas obtener la
para tres de ala Dichos j de 3 son’
Caso 1.
Este caso cs valido para una alets infinitamente
larga (fig 3). ya que la temperatura en ol extremo
final dc la aleta (x = L), €3 igual a la del Quido que
rodea De hecho, una barra larga de acero  de = |
diametro pequeho (1/8), y con varias pulpadas dc x=q x = L-po

i aproxi csta
candicion T~ Te T=Tw

(fig 3)
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Caso I

Este caso corresponde a aguel en que o
extremo de la aleta esta aislado o dunde, para
cualquier fin practico. la perdida de calor &
traves de la alcta e anpn-c-’-me (fig 4) La

a este d
sc realizan dn-gnm.u de loluc!mn para alctas
reales

Caso 111,

Este caso sc refiere como la condicion para que
una aleta finita donde ol calor conduado al
<t e por hacia ol
fluido que lo rodea (fig $) [sta mtuacion
describe, rigurosamente, 1o que en  realidad

uucede en la practica . rec(mocevno- v x =0
que o
de calor en lls extremidades de la alcta e T =Ta

diferente ded que sc asocia con el arca de la
=i icie longitudinal

Aistante

-0 ==L

T=Ta dT/dx =0
{Gg. 4)

-KA(dTF/dx) = hA(T- Tax)
fig S)

Resolviendo 1a ecuacion (2 10 b ) con las condiciones a la frontera para cada uno de los tres casos tencmos.

Caso 1:'°

T — Tao

T,,—Tuo=e-- 2 11b)
Caso 11:
T-Te . cosh[m(l_—x)] (2 12b)
Ty = Too cosh{mL)
Caso III:

T-Tae _ cosh[m(L — x)]+{h/ mk)senh[m(L - x)]

T, - Too cosh(mL) +(h/ mlL)scnh(mL)

Calor dbipsdo por waa abcta.

Una vez que se conoce 1a distribucion de posible

2 13b)

por
las caras de |a alcta. Todout:ulordcbeﬂegunlmlenurdelaueuenwbue hp-ne-nm-l-pued

Para calcular la perdida de calor por una aleta podemas escribir

<l calor disipad

Q= - kAT/d%). .o (2 14b)

que e3 o calor que 2 wnduce hacia of exterior e la aleta on su base  Altcrativamente sc puede obtener o

mismo forma

** Dondc m sc define de la siguiente mancra "“_
m -

[

a7




H
k]
¥
i
}

w .»,' B L — lw)dx (2 15b)
a—
Esta Gltima inteural es la suma de 10do el calor perdido por conveccion & lo largo de ta alata

De mancra similar que para la distribucian de temporaiuras, se obumm para cada uno de 108 tres aw- ol calor
disipado por una aleta » cabo

de los dos dos xnteriormente™
Cano I:
Q= JRF’G(T,, - Tw) (2 16b)
Caso 13:
Q = JRPKA (T, — Teo) tanh (mL) (2 17b)
Caso 13:

- — _ senh(mL) + (h/ mk)cosh(mL)
Q= JRPRA (T, - Teo) ) + (h 7 mik ) senblmL)

@ i8b)

El analisis anterior se desarrollo pars una alcta rectangular  El mismo analisis s€ aplica al caso de una alcta
cilindrica con dismetro D El arca de superficic para una alcts cilindrica es (xDdx) comparsdo con 2(1-dx)
para una alcta reclangular con espesor unitario  El arca transversal aras s de calor es

(=/4)D? comperado con (t-1) pm una alcts rectangular Asi pues. la cantidad m pars una alets cilindrica toma
ia forma (4h/kD). dande D es o diametro de la aleta cilindrica

M. N. Ozisik = Heat Transfer A Basic Approsch™ EJ. McGraw-Hill,  Singapore 1985 p. 71 - 8o
A 3. Chapman * Iicat Transfer™ 4* Edition. E4 1989 p. 56 - 75
B. V. Karlekar, R M. Desmond = Transferencia de Calor™ Ed lmenmenmu Mexico 1985 pag 85 - 94,
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Ecuacionss bhsicas de tramsferrncin de calor por conduccihn,

1.3 distnbucion de temperatura en solidos. puede ser Al wWo de ta [ de del
calor, tomando las condiciones a l‘ numev.; o cundicianes mlcmlc‘ apropradas  Para un anahiss termica de los
cucrpos solidos con formas a o que scran  placas. rectanpulos o

parsiciepipedos, para ko que la ccuacion de conducaion de calor proporciona. en este caso. o sistema de
Goordenadas rectangulares necesano pars tal fin. lo mismo que pars figuras cilindncas v exfencas. donde la
transformacion a un  simema coordenado adecuade facilita y proporciona meores resultados’’  La forma en
GQue debera tomarse el sistema de referencia debe ser en base a la coincGidencia de las fronteras del sistema, es
decir. para un sistema de coordenadas Glindricas. una de las supcrficies correspande a_una figura semejante &
un cilindro, por lo tanto, es cvidente que las condicioncs 3 la frontera on esa superficie comnciden con una
superficie cilindrica  Haciendo un parénicsis en exte sentido, hablemos de Is diferencia que exisie entre la
transferencia de calor y ta mecamca de flurdas

Cuando sc trata sisternas unidimensionales, los fluidos siguen s travectona que el cuerpo que los conmene les
proporciona y donde en cierta medida una ANACT no afecta las perdidas, en estc
casd, de presion en el sustema (tubena) En ef caso de Ia tranaflerencia de calor ls situscron es diferente, puesto
Que la transferencia de encris ©x normal a una superticie y una vanacion en esta incromenta las perdidas de
calor. por 1o que sc debera tener sumo on establ perfe esic parametro (fig 6)

S = Dueccxn mwmmal sl Dups

de cal Fluo do
calor
- Aistante
S termico
(b)
fig. 6 Repre: e de L1 Jife on la S de calior 3 momento. )
|Afuestras e Auschos en wnas sl direcron. b7 Irwujtrenc‘a de calor dorde ks geometria § etros
es sf snfluven en el

Como se pucde apreciar en o disgrama mostrado, pars ef caso de transferencia de calor las percdidas en las
eaquinas 0 bordes, suclen despreciarse cuando son ~pequefias”™ las cargas termicas En la representacion grafica
se propuso deliberadamente en la parte superior de la ﬁgun (b b) una “fuga” de encra debida a un mal
mizlgmiernmo L-u Mtuacion puede afectar de calor en cargss Lerrmicas clevadas

Y P no HNO Que .d:mu h-oe la operacion del proceso nesgosa para
laborar en &

* £n los cal ia de calor relati i cs cstas tres diferentes
coordenadas Rckmxularrv. Cilindricas vy esféricar, mn embargo, en cstudios mas formales ~Teoria de
Contornos™, donde se requicte de calculos mas rigurosos es recomendable e empleo de owro tipo de

. para propurcionar una mejor descripion del evento  En este sentido, en fenomenos de
ITRASPOTe. hosOtros las tres mas usuales ¥ se  recomienda la siguiente
obra para una revision preliminar acerca def tema

B M Budak, A D Samarski. A N Tijonov “Problernas de 1a Fisica Matematica™ Ed McGraw - Hill / Mir
Espafa 1993
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Con cste eiemplo sc pretende enplicar ia importancia de la gcometria del clemento en estudio v las
consideraciones que sucien hacerac para la resolucion de problemas de transferencia de calor unidimensionales.

T La lcy basica que gobicrna  la conduccion de
calos por ion puede ser pat una
simple consideracion, idealirando una situacion
como la mostrada cn la siguicnic figura (fig 7)
Tomemos una placa de cualquier material, el cual
tiene un Area A vy un cspesor Ax  Tomando un
1ado en ¢f quec sc mantiene a una temperatura Ty,
uniforme en toda la superficie v el otro lado a
una ternperatura T;  Denotando a q como la
rapidez de fujo de calor (energia por unidad
de tem uc alravicsa la laca
Experi aincrte 3 ha qupe. a iz 7 riaca plana doie fluve q )

rapidez del flujo de calor e ditectamente

proporcional al ares A ¥ la difetencia de temperatura (T; -T,) pero inversamente proporcional al espesor Ar.

Esta proporcionalidad se transforma cn una

T2

por ia H de una de proporcionali &
Por lo tanto tenemos
= hA - @1y
a Ax
ta de propor hdad. h. s conoce come la cond d termica del de a placa Esto es
una pr dad d 1 de la 3

del material, ¥ no de su canfiguracion geometrica

A grosso modo algunas veces una cantidad. cewsfuclancia érmica unstari:, ©s usada parn cxpresar la

capacidad de conductancia calonfica de un sistema fisico, de modo que 31 C ~ WAx denota la conductancia
termica unitaria,

qr CA(T: -T) (2 2¢)
Por 1anto, vemos que la conductancia térmica
Setide es 1a cond dad de ta ia dividida por
el espesor del elemento analizsdo  Esto no es
una extension de la propiedad fisica, pero
coma c la aci
geometnca por un 1ado y. por tanto. C es un

factor menas peneral que la conductividad
térmica

1a ecuacion (2 1c) es la forna basica
fundamenital de ta relacion de transferencia de
calor por conduccion  Considercmos ahora, un

- 0 solido homogenco isotropica (fig 8)  Si el
{Fig 8 S0l hamogeenee ssotrognco. ] solido ex fijado a una temperatura ida on
una frontera, Cual es 1a velocidad o flujo de

calor q a traves de una superficie S7

Seleccionando un punto P sobre la superficic K, podemos scleccionar
una placa (demro del elemento) del matenal con un arca QA la cual es parte de la superficic S contenido e

punto P. y tenemos un espesor <1 on direccion nommal del exquema para la superficic del punto P Si la
diferencia entre las temperaturas en cada lado de 1a placa €3 T, y si sc escoge una SA suficiente pequeha
<omo

mantener uniforme la diferencia de temperatura < en oxta. la velocidad del flujo de calor Oq a
traves de 1a placa, es. por la ccuacion (2 1 ¢)

* A3 Chapman “Heat Transfer” 4° Edition Editorial Maxwell
4-6

1989 pag
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fey ok AA

E! =igns monos sc debe 3 12 convencion de que el flujo de calor €3 p i 1 e newati en ia di i det
incremento de m, en o desplazamiento normal  Realizando la razon de &g /0A y laciendo que el area tienda =

cero OA ~+0, se obtiene el MMux®’ de calor por conduccion a traves del espesor So en of punto P.
24
f, = Yq _ —ki. 2 sc)
dA én
Posteriormente. haciendo que 7q-+0. e decir, tratando de conocer e flur en la supetficie S en of pumo P en
términos de gradiente de temperatura en ¥ en la dircccion de o, IV 7cm

donde la notacion f. 3 empleada para denotar ef fTux en !s direccion de n 1.a forma de la ecuscion (2. 6 ¢ ) es
conocida como la ey de conduccion de Fourier ista cstablece que of fTur de calor por conduccion (encrgis
por unidad de tiempo por unidad dc arca), a traves de una superficic es proporcional al gradienie de
temperatura tomada en direccion normal a ls superficic en of punto en cuestiém

mostrada on la figura anterior (fig 8). la velocidad de calor ido a

1a
traves de La superficic finita S siendo
q=—fkil:d/\, @ 7<)
on

" N

5
Generalmente hablando, ¢l gradicnte normal puede variar sobre la superficie, no en
€3 posible selcccionar una mptrﬁc-e cn 1a cual ©f gradiente es uniforme  Como gjemplo, podemos tomar un
cilindro con ne on la superficic interior v oxtenor. cada superflcic cilindrica intcrior cs
isotérTnica con un grad.eme normal de temperatura en csta Para cste caso. tenemos

—IU\A 28
on [4 <)

donde A e3 o area 1otal de una superficic finita

Cosductividad™® Térmica.
4 2 las p del en estudio. se

Recordando de la teona del
analist un factor que se opone al lujo de un Nuide, € deor 1a viscoudad

donde Ix ia dc una propi de
F_l!‘

En ls transferencia de calor se cuenta con una
del conductvikal sérmica impide o paso de energia cn el seno del clemento

proptd-d 3 caractenstica particular de todos Jos materiales, ya que a difer a de la

exclusiva de los fluidos, posce la para la cnerpia a znwa de estc,

pudiendo ser en gran cantidad (mctales puros o ) o en poca (I i Rases. ¥ hos solidos) La
] de i ial pars una

importancia del factor de Ia conductividad térmica radica en la

determinada pracuca util, es decir, 8 sc requis un o i de calor en un medio. las propiedades
que deberd tener el material seleccionado aparte de las de resistencia 2 12 corrosion y esfuerzos mecanicos, €3
una conductividad termica grande, por ol contrano, si sc pretende evitar of intercambio de calor of material
empleado debera ser de baja conductividad. clasificandose o primer caso como conductores y el segundo coma

aislantes

T Se define como la cantidad de ulor por unidad de area
** Este término sc emplea i a 1a describir Ls 5 de tar Sci por lo que
nos ala dad, sc estara ) de la termica a

menos que sc indique otra cosa
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La conductividad termica de un material de la ich mi de una in © ias de
a cual esu compuc.sm Una propicdad importante de conductividad termica ©3 qQue c3  funcion de la
vy puede variar considerablemente en  un amplio ranko de Operacion s propicdad de

temperatura®®
te dcfne is termica fi necesana para el mancjo de encrgia de una gran cantidad de
o el de de calor  Fl la practica se cuenta con informacion
suficiente™ pu- conocer el valor de csic factor termico y. la scleccion de un valor estara on funcion de las
ici . s decir, ol de con c quc sc esté trabajando, sc
un vllor de ia ] i uhd o, i el empleo de los , s K
un polinomiu que permita obtener mejores apr real

Conductividad Térmica de Sélidus Homogéncos (VMetales).

tvidad  de lox metales. tales coma la composicion quimica.

Muchos G tuyen en la cond
ura atomica. cambio de fase, tamany. temperatura, presion. y defurmacion  Los factores de mayor
i de fase y tempe

son la

Mediante o cstudio de la fiscoquimica sc sabe que la d de los es dir
! para una temperatura absoluta v la poca libertad de las moleculas en su recorrido  Esta escass

hhert.ld decrece cuanda lnaane(\l- la temperatura de mancra que la variacion del ovden.nuenlo de molecular
de

e ticnen que gener

T qu Los
decrecen con la temperatura peru 1a presencia de impurezas o alcaciones de elementos, pueden retrasas por

un corto periodo csta tendencia

% En la mayoria ae 1os libros de transferencia de calor pucden encontrarse valores de la conductividad termica
para una yran de a Para ef caso de Ia ingenjeria quimica sc
1 i texto pur p bucn. informacion refercnte al tema, sino adernds, por
un enfoque apropiado al emplw e 1a 1ransferencia Ge calor o of Area de procesos petroquimicos

D. Q Kem ™ Procesos de Transferencia de Calor” Ed CECSA Mexico1979
* Smith, ] F D Ind Eng Chem, 22, 1236 (1930)

Powell, R w c Y Ho and P E Liley 77~m;l(~w-hxnwn of selecied Aaserials NSRDSNBS 8, U S

Buresu of

Poweil. R w c Y Ho, and P E Liley 7hermal ¢ (nbcnvny of Flements, vol 1, First supplement to
Journal of Physical and Chemical Reference Data (1972), American C . W
Para una fevision primaria en lo referente a la pnne expenmaud de OOrno obtener los valores de la
conducctividad termica de davusos . vu la obra que e3 la recopilacion de
conferencias en los E Unidos

D P H Hassciman andJ R Thomas. Jr 'Thcn-ndConducuwry‘O Ed Plenum Press U S A 1989

52

i
¥



Coaductivided Téivmics de Liquisos.

En general. la conductividad térmica de los Nquidos e3 rlativamente inscnsible a los cfectos de presion,
™ ap no thuy ¢ 3 12 presion de vapor AMuchos hquidos muestran un decremento
nta ividad con la no ob ©l apua cs. coma es normal. una notable excepcion

Coaductividad Térmics de Gasen.

1.a conductividad térmica de los gases e de la n i la presion cs proxima a
la presion stmosfénica  El vapor corca del punto de asturacion una fuerte e la presion
Con respecto a esta 1a inf erente a ta ductinvidad ex cscasa v 3¢ han creado
cartas gencralizadas pars Jos Rascs mas comuncs, no obatante, 3i s¢ analiza < valor de este factor podra
observiarse qUe es muy peduetis en un amplio fahgo de tempetatufas y el “considerar un desprecio de cste valor
= para determinados casos afectania hgcramentc los resultados cundo se trata de conduccion en sistemnas de
Eran tamafo y de una carga tetmica moderada
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Conveccitn.
renicria quimica, hace que ef fendmeno coavectivo de ia

1bio de carga ternica en los procesos de

£1 manejo de importantes cantidades de luidos en L
transferencia Jde calor sea o mas atilieado para desenbr of interca

transfomMmeacion o sntesis de proctuctos
En of campo de procosos, ka [wepairacnt, swpxiro de i of
calentamiento o enfnamiento de fluidus cs una practica cuuduru Y& que csto pavmxe que s re.hce una
Operacion coa buenas resultados  Casos tipicos dJde cstas los ap o los de
intercambio de calor coma condenaadures. torves de . d de calor
(diferentes arreglos flyo crusado o a contra cornente, paralelo, ctc )7 | cvaporadores. radiadores, ctc. en
donde un fluido code su carga termica a oty para un extado di de lais) (s) y lograr
apropadas para m. det operaciones

de exta maners las
Una importante caractenstica del mecantsmo de cOnNveccion, €3 quc cstc sc realiza on las fronteras del sisterma y
ocurte siempre gquc Una superficic ©sta on contactu con un Muido quc uenc lempuuurl difereme a la de la
superficie en cucstian, s decis, la conveccion es una dc los fluidos
En este sentido. como se habia descnto anterunmente (cap 1), la cap- limite e I. haramicnta que describe of
intercambio de calor en exa sona (interfase sohdo - fluido). y las propredades ded fluido asi como & voocidad
entablocen de mancra clara como sc realiza el femomeno de transferencia de calor

Ley de Enfriamicnto de Newtoa.
En 1701, mais de 100 afos antes de que Founcr formulars la lcy basica de conduccion. Sir laaac Newton
Propuso una ecuacion que predice la razon de transferencia de calor por conveccion™

Toda la complejidad que envuelve la descripeion analitica que describe of mecamsmo de la conveccion, puede
en terminos de un simple parametro al ser intraducido en o gue hoy se conoce como Ley de

ser consoli
['Jyha”urnn- e Newitcn.

. 9  Transfercncia  de  calor  por]
[cowneccion de wxs pared colierte o
temperanera 1o a wn flusds frio.

temperatura

Flujo det
fluido

"N Superficic = -
Ta e

* En las aplicaciones de ingenicria. para simphficar los calculos de la transforencia de calor entre una superficic
(fig 9). se define un coeficiente de

caliente T,., ¥y un fluido, fluyendo sobre esta a una temperatura Ty
transferencia de calor / de In siguicnte mancra

en i) de tranxferencia de

7 Un obra interesante resp a
calor pueden ser revisados en

Heimuth Hausen “Heat Transter in Counterflow.
* BV Karlekar, R M Desmond “Transferencia de Calor

! piricas y iticas de p:

arallel Flow and Cross Flow™ Ed Mcgraw Hill USA 1983
= 2* Bdicion Fd Interamericana. México 198S pig

4062
M. N Ouzisik “Hear Transfer A Hasic Approach” Lid McGraw 11ill Singapore 1985 Cap 1
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[OITRIERE

Q=hA(T,-T,) (2 14d)

donde q es f flux dc calor de (a superficie cabiente al tluido 1o Alternativamente. pasa la transforencia de
calor de un fluido calicnte 8 una superficie fria la ccuacion antenor (2 1 d) se excnibira de la suiente maners

Q «hA(T(- T, ) 2 24)

donde q representa cf flux de calor dol fluido caheﬂ(e & la superficie fia  Histonicamente, la forma en que

vienen dadas estas fueron era. como una lev de enfranuento, si of calor es
removido de un cucrpo & un hquido que fluye sobre exte. v refinende cato como ~Ley de Eafrismienta de
N, " Bl de tr de calor, A que aparece on la CCUAGION antcfior FepreseTta
ol valor local

A di ia de la d termica de un material. ol <fi ectivoe de tr Fe de calor no
€ una propiedad  Su magnitud cambiara de un probloma 3 wtro, aun cuando pueden cstar nvolucrados e
mismo 30lido y el mismo fluido en ambos PN de : de calor b warks cews el

110 de _flujor (laminar © Wbulento), &t sovemerrics Jdel cuerpas o ared o choende corcuks o flusds. propecksdes
Sncar del flurdes, rurt Je temperanra, pusicion en que v encuentra ks superficie del cucrpo. cic. Dicha
Variacion tan amplia. hace dificil llegas a una para o de transferencia de calor
Cuando &, cochiciente de transferencia de calor, vana con la s . pot cons en de
ingcnieria se amume un valor de Aa promedio sobee la supcrficic En la practica. se cucnta con valores de h
experimentales para muy sanados sistemas con los cuales se puede encontrar. on calculos prelumnares, el flus
de calor involucrado  En este sentido. cabe hacer en gue la p de los cstara on
funciém de diversas t adas con la trarn a de masa como pueden ser  condensacion.
corrosion, oxidacion, adherencia de solidos, etc, que de alguna mancra “ensucan’™ e ares de COMACo v Que
afectan on cierta medida la ransferencia de calor. por 1o que se dede tener sumo cuidado de tomarse on cucnta
esta para dios rn

Anteriormente sc ha mencionado la existencia de dos diferentes mancras de realizarse of fenomeno de la
conveccion curmwecciin libre v comwccion firzaks  La pnmera, levandose a cabu de forma natural™ y la
segunda. mediante ¢l cmpleo de un Para la deter del flux Gue se transporta en
el sistemna, el cocficiente convectivo promedio Aie . en el prumer caso, portmite realizar tos calculos en forma
sencilla para diferentes utuaciones, como por ejemplo  flujo intetion 0 oxtenor, en duCtos y tubenas con jos
fluidos mas comunes (aire, agua v vapor de diferente calidad), sin cmbargo, en ol empleo utl de este
mecanizmo de transferencia y con otrua fines (de por plo), diversos p deberan
tomarse en cucnta y los cstudios realizados. doben de fund.men(u:e de manera forma! con el analisis
hidrodinamico del fluido, en ol cual (como se dexcribio en la primera scccion de estc trabajo momentum), o
pr d Bujo 1 sers la her mas para analizar e cvento mecamnicamente

De esta mancra. para la tranaferencia de calor por conveccion hre en casos senaitlos, sera en unica instancia, el
empleo de la ley de enfriamiento de Newton coma una condicion a 1a frontera,  unlizando un coeficieme
convectivo promedio sin levar a cabo mas evaluaciones hidrodinamicas®

Coaveccibm Forzada.

La splicacion de la conveccion forzada en la actuabdad es. desde of punto de wista ingenieril. o mas
importante, pucsto que jucua un papel primordial en cuanto el costo de los equipus v la operacion de los
procesos

™ Nawral desde e punts de vista condicines normales, ©s decir, wn rafagas fucrtcs de viento como
Yy racancs, ciclones, ctc
Si se obsera bicn of campo de aplicacion de los fenomenos de LransPONE, se vera que la ingenicria  sran
cacala ha dejado de ser of unico lupas donde se emplee tal herramienta Su apiicacion en otras arcas como la
donde las i son difcrontes v las consideraciones que se hacen en otras lados. ya no son tan
validas, deja por ese solo hecho que, ef eriterio de cuolquicr supoxiciens debe extar de ocwerdo a ks
Clrounstancias en kis que se este armilizard el evento
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Dada ia gran cantidad de operscioney en fos cuales ol iempo de pmuuccmn o wul ¥ que 3alo se puede reducte

pr para accleras un 2 huena det termico
en los sistemas o3 necesaridmente indinpensshic ) consumoe de cncmm clectnea do los rnotures de  bamnbas,
ventiladores, agitadores, o€, atan imtunamenic hirados con ¢l area de taansferencia, par o gue o eqguitibrio
CCONOMICO tiene Mucho que ver con el anabius mecamico

o of proceso o la accion de alejar de un lugar dado Iin e

El significado litctal de la palabea cormece o'’
o1 sipenficar of pres s de alejar b energia termcd, de e

contento de la transferencia de calor, cornavaos
Superficie sdiks o wn flusks dves cnte e mwnimicnto. 1t presconic de urai difererncia de temperatura o
1 hene dos meecarismos gue contribuyen al rusmo

viceswerss B proceso de comece

e superhioe solida hacia una capa delpada de fludo advacente

®  Lacanduccion de calor

maovinuento de particulas calientes de flurdo. alcjandose de la superticic sohda v ocupando su

Jugar particulas relatisamente frias delb musmo fuida

o s puale atnburr a camhios de prevuon, a frotamiento © a una

£ movimiento de tas particutas de 0
el estudio de o transforenaa de calor por conyeccton s¢ encucntra

combinacion de ambos  De este muodo,
intimamente relacivnado con e estudio Jel fye de un Tudo

Ecuaciéa Difcrracial Gobermnante.

Ef procedimiento para determinar s slores de ux o de temperatura en un punto. s logra mediante of empleo de
simuladores carkudos en ui ordenador, esto se debe al laborioso trabsjo AUMENCY que se (endna que realizas
para las di de operacion, Jdc otra manera, en las de rex

©SIACIiOnanio {sin vanacion o el nempo), regimen de flujo. turbulenta o taminar, variacion de temperatura, €1,
ara furmular una corrclacion anabtica funcional para todos los

una cnorme
-
r.uns que pucdan presentarse’ . por 10 Que sena practicamentc incosteable ¢l tiempo requerido para la

resolucion de un analisis on un solo equipo

para preliminares ¥ que

Antes de continuar, sc hace mencion de un metodo
©s practicamente un atajo a la solucion de ta ccuacion diferencial gobemarie
Numero de Nusselt,

En donde se cuenta con valores focales de %, conductividad termica del fluido y la longitud (0 una geometria
un valor pumerico

y= cstudiada), por la cual sc traslada ¢l mismo. sc pucde en primera
adimensional que represcnta la rarzon de transferencia por conduccion y conycecion Este metodo proporciona
soluciones rapidas. puesto que sc cucta con valores ag para i o o = caso.

mediante correlaciones que permiten ajustar valores 4 las condiciones que se tienen

En el emtudio de la transferencia de calor por conveccion, se busca determinar el flux de calor entre una
superficic solida y un fluudo adyacentic. siempre que custa una difcrensa de temperatura Al considerar un
fluido que Juye sobre un cuerpu, dunde La lemperatura de la superficie e To, v la temperatura def fuido o To.
. la temperatura del fluido cercano 4 la frontera sohida vana de alguna forma como se dustra (g 10)

v Kuleklr R M Desmond < Fransferencia Jde Calor™ 2% Edicion Ed Interamencana Mevico 1988 p
461 (Numero de Nusselt p 493)

A ] Chapman “Hesat Transfer” $* Edition Ed NMavwell N i Inter
217-260

* Para una revision breve acerca del tema, pucde consultarse la siguiente obra Que s la recopilacion de una
seric de exposiciones de una conferencia internacional levada a cabo en Posrtamouth, Inglaterra

L C. Wrobel. C A lirebbis, A J Nowah ~ Advanced Computational Methods in Heat Transfer Vol 2
Natural and Forced C: " Ed C UK t9oq
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W (T - Tu )= b (37 Wy

Porfil de temperatura

7ixr. 10 Instribuctonr de temporsitura en un fTuiko|
s wrnks cerce e wims fromstera solida (pured).

Podemos expresar ba rapidez de flujo de calor, 4, . de la siguiente manera
ar
Q. =—L__0A(———— 210
N/ s
En cuya expromion
k . la conductividad termica del fluido, cvaluada en y <0, en10 c1, la interfase frontera solida - fluido.

(DT 7 Ovhemo . ©f valor del gradicente de temperatura en of fluido en y - O La coordenada  se mide a lo largo

de la normal & la superficie
a4 la lcy de enfriamicnio de Newton y ésta a la ecuacion de

. ) '
comm:uv.m se define un:‘:i’nmncm sin dimensiones 1) segn 1 = ( WLC), en cuya expresion Lc es la longitud
caracteristica™ . obteniendo asi
hA(T. -T_)=—u\(ﬂ) @2e)
axd o

o bien

h ]

x T —-T_)((?x.

Sustituyendo 1

h 1

f"_(-r_—T.)L—J(E)M @3

De manem que

hl.¢ 2.4 ¢

k. (T —T)(

8.3cgun 6 = (T-T )7 (Tw - To ). la expresion

Si bien ahora i una sin
anterior se pucde eacribir como
2 5.¢)
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La cantidad (/i< ~ k) que aparcve en la cvuacion antorior ea wia cantidad s dimensiones, que recibe ef nombre
de mimecro de B numero de Musvelr oo of gradiente de temperaturs sin dimensiones para e fluido,
evaluado en L interfase pared - fluido Coma on cxte siemply. s pucds obtencr ef aumero de Nusselt para otro

un prog

tipa de

2.6.1 Ecnaciba Gobermanie ded Mecanisnio de Conveccidn (Forzada).

Para soluciones mMas HEUIOKAS, COMO se MENCIONG antenormente, s¢ emplean los metodos numéricos como
icnta para resolver la ocuacion gobermanie de transforencia de calor por conveccion, obwviamente

tomando en cucnta las condiciones 1a frontera adecusdas, para conmderar lowm cfoctos

hidrodinamicos™*

La ocuacion diferencial establocida, gque pobicrna cf movinucento de Nluidos viscosos incompresibles es conocida

como Ia ecuacion de Navier Stohes que expreaa basicamente la conservacion de masa. momentum y cnergia

wniciales v

iy =1, 2 3.

2ee)

del misterna, v, ¢ componente de la

domdc s dicad a fos car
velocidad instanuanea, T, tensor  de esfucrzos v T la temperatura  Las propiedades del material tales como
densidad pv,. y 1a difusividad aa, son adas en para facilitar en gran
medida los co alas i tor del fluido™

Sepuui:obla\a!queh imuh de ia de y calor en o mecanismo de la
i icas formalcs, & pewsr de considerar situaciones

|d=lm4:1 } ro obmante con eno, la tranaformasion de coordensdan para rupaﬁnu curvas, caida de presion
). etc, determinan

demas propiedades del fluido asi como tipo del mismo (
Indiscuiblomente of empleo de soluciones numericas. siendu de esta mancra que las corrtlaciones “empiricas™

No sean tan faciles de descartar y sigan siendo  tan importantes ain on nucstros dias

”I\blrnequcleque:eunplﬂ (N 1) = 0,y no (N, dx, + N, 1, )= 0 como debe ser en realidad para
S Exdditie Si 1989 pay

everntos real
AT Chlprn.n “Heat Transfer™ 3° Edition Ed M. 11 A i Inter

213
L C Wrobel. C A Brebbia. A J Nowak * Advanced Computational Methods in Heat Tranafer Vol 2
Nansral and Forced C . € UK 1990. pag 3- 17
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provoca un gnldlcrllc 1érmico v, cn forma scmejantc
acopl g

Se ha qu-: un A de
causy un fisos de
los efecios Dufour v W Ademis. ¢ ha otsenado que la difusion ¢k- una cspocic determunada osta
por 1a pr 1 e presian v de camguon de fucrza. 5108 fcnomenas sc pacden
a la loy de Fick, sitn embargo csos fendmenos que forman partc de la
ab la woria dc Onsager

Ianwdlrnmm :rrnmxhle ¢ puccicn

La teoria de Onsager sc hasa ep tres suposiciones basicas
¥ las ter s pucden

1. l.os procesos irreversbics se llevan a cabo cerca del
utilizar para descntsr of sistcma

Para un sisicma no tan desplarado del cquilihio. las reliaciones lincales cotre Jos Muwdos v las fucrzas,
conscrvan vahdas y estan dadas por

- Z LyX

Iz

donde L, 3 ¢l cocficients fenomenoldgico v X, ©s 1a fucrsa impulsora

3. Los coeficicnics fonomenologicos son simetinicos, por ejemplo
L,~ L

N ”
Pasa adquins una mejor comprensitn de La generalidad de 1a ecuacion se ampliara para cl caso cn el cual cf
calor, la cornente clécunca v una especic 1 son Para ef Nujo de calor, denotado por
Ju obtencmas

Jo = Ly + Lo ¥, + L, H,
En la antenos, ¢l o act Laa . v ln fucrza, X, cs ta boy de
capduccadn del calor de Founer El el 0. Lan, ¥ la fucrza. X, . representa cl
Este fenomeno sc llama efecto Pettier cn bonor a su

Nujo dc calor detndo al flujo de cornente cléctrica

descubndor. quicn cn 1834 encomtro que o fluyo de cormnicnte 8 Uraves de dos metales 1sotérmicos ciferenics
dio por resultado una transferencia de calor con los alrededores  El oo efecto cruzado que contnbanc ol
flujo de calor, s¢ deschbe por el producto de 1, v ol = ro lo Dufour en 1872
qusen notd la presencia de un pradiente térmico que resulta de 1a difusién de gascs

Tomcmos on cucnta ahora cf fMlupo de una eapecic molecular 1| descrnilo por la ccuacion
3,2 L H, » L H, « L H,

donde el téymino LLX, cs ¢} 1c dotwdo at de . El LaXy s el to e

mas3 producido por un gradiente @rmuco v 1,Xe €s la contnbucion al flujo de masa producido por un

potencial eléctnco El Mo de masa que resulta de un gradiente wrmuco se Hama efecto Sorct.  Sc pucde

obtmervar por intwicion que pard un sistema hibre de gmdicnics térmico. cléctnco v otros amrie del de
pucdc

b1 asi

3, = L H,

con el En la solo se <) flyo de calor. de corricate
eléctnca y masa. Owros cfectos, Lales como la prmlén ¥ prancdad, tambwén contnbuyven a los Quios totales v
se consaderan cuando es peruncntc

hm}én-nmrnmm(&sﬂ;&wnl;lc\&:rn&m cl ! } 5
de
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Para obtener una relacién apromada entre cl flujo de masa pot v et da calor

recurmmos 8 13 termodindmica wrresersible. @ esu,. pof 1o gencral se e considery como campo de lm
Ginéticos y sc roiaciona con cl cstudio de la Tapides de los procesos al considerar 1a rapides de produccion de

entropia.  la cual sc usa pars relacionar ramdes Jeb con la tcr clasica b
de 1a ter clasica a kos procesos de rapwdes se basa en o de que <}

EXPEAInCnia un cambio. tal como cl transpone de cnlut hucis 0 desde o o en, cf 1¢ de

masa €n un cs en ariuda del ' en solo una cantidad diferencial

Esta condicion s¢ cumplc en un  gran numcio de procesos on diversas condiciones v s sIpone serd
por los 1

Para cncontrar L relacion ontre 1os flugos 3 sus fucrzas simpulsoras, se oyalua i produccion de entropia gue
resulta de vanos i ¥ s Ya que Jos en primer lugar en cl flujo dec masa 2
nivel yvencl 1 que prowd oste NMujo. se cmpled ¢l siguicnte sistema

C das 1y 2. por und barra Hda por la cual sc transporan calor v una
cspecic molecular 3 (ver fig ) \upundrcmos quc los dos reapcnics s¢ pucdcn Mantencr on cstados de
aquilibrio ¥ quc DO cslan presenics fucrzas onicrnas Adcmas, sc supnnc quc 105 dos rocipicnies se
cada uno cn 0. 10s Nujos cventos e cn la barrera gntre
los recipsentes. El sistema se define de tal modo que
dv,_ = dV, =dV, =0
dE_| = dE, +dE, =0
dm__ = dm, +dm, =0
dS_ | = dS, +dS,; = §,

La produccion de entropia se pucde hallar at aplicar 12 & de pr d para cada
La rclacién de propicdad es
dE = TdS ~ PAV + >_p,dm,
ny
1 2
wPahpruldevolmncn,mxhsmlcs Elzcncrga.Sla Yl i doni del
a cada

o5, (8) 00, (2) v~ (5) .
=(_—r~)’dE, +(?)ldv, —.Z_“_(%)xdmﬂ

Al i las es, la

P de piz sc en:
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ool Aa i i

g (ORON =R ONE

La ecuacion sc pucde escribir cn forma de relacién at dividir cads término por un intervalo de iempo .
Asi que:

dE, < am

a0 [( T ) ("" ]

La 1ca dc 1a py de sc obticne al dividir cntre el arca transversal, A, y ¢}
espesor.  AZ. de 1a harrera En of limite, 8 medida Gue AZ sc aproxama a cero.  1a ecuacion anterior sc
transforma cn

En csta ccuxion, qu ¥ J, son los flujos de .:ncrga ¥ molar por umidad dc Arm por unidad de ticTnpo.
rB;nc(r\'anu:nl:) @ cs la mpudcs d¢ Los dc cncrgia y
quc corres i) alosﬂu)osdccn-:rpanwlarwn d(l/T)yd(u./T)

Sin cmbargo, Onsager cambeo las fucrzas impulsoras lincales de modo 13l que. cuando cada flujo s
multiphica por L fucrzn ympulsora. ¢l productio cs 1gnal a la g ac o por la
La

s¢ pucde ampliar 3 otros OQuos » potencuales ¥, s¢ pucdc cxpresar en
gencral en rminos de 1os potenciales del ipo de Onsager ast

To =3 J3,X

0
dondc J, < cualquicr flwo y X, s <l do o fucrra

Decsar 1a y escr los en 1a forma propucsta por Onsager. obENCmOs:
Ta = ~q, 28T
Q. Taz —

De este modo vemas que Las fuerzas impulsoras g 1a encrgla y La transferencia de masa son-
o

Xopp = oo

T a7

X o
Procisamentc se demUCSITa que, a traves de cste la 4 (14 blc la fucfsa
pam en un es la no la en la
COmpOosICIOn como uno csth n creer at Ia pnmera loy de Fick. No obstamic, ©3 difigil
determunar cn forma exper ' 1 de que <l de
mn@nlmbn por lo L::nml puc(k: mcdlrsg con mas fxcihdnd  Por tanto. defimmos el cocficiente lk
del Adcnus, para scnﬁ:u que cl y:dxcnlc en ¢l potencial
escn ta fucrza para fa
Los gascs ctano y se en un cerrado, que a su ver s¢ coloca cn un tifio 3

temperatura coastante Una parte del heplano vaponzara on ¢l gas clano ¥ una parte del ctano se disoherd
en cl heptano  Despucés de un ticmpo. ¢l flujo neto de etano en cl liqusdo ¥ e flujo neto de heptano en la fasc

son cero 81 se nmuden las concentraciones 3¢ c1ano cn las fasces gascosa y liquda sc. encontrard
dificren ©n una gran canbidiad. D] nusmo modo, Ll concentracion de heptano en las dos fascs también
vanara St la concentracion fucra la fucrza impulsora, cxstiria on flujo ¢ masa mais grande de ccro
Dctndo a que cl flujo ncto s cero, sc pucds quc la no cs 1a fucrza impulsora par 1a
transferencia de masa
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Radiaciba.
) tercer tipo de transferencia de calor que tiene la propicdad de no roqueris unsin medio pars efectuarse y
que por of contrano, la cxistencia de extc impide L transferencia de CAlor, $¢ CONBCE COMO rondiaciin

E1 analisis formal de este mocanismo ticne su ongen y desarrollo mas impornante deade fines ded sigho pasado y
principios dc cstc. aunque cxisten indicios de que Herchel (1800). Nohili y Meloni (1531) hatian rcafizado
extudios accrca de la hiz visible

Y. Maxwell, Rontwen, flertr,  Heequered. Thomson, Stefun v
Schrodinger  liesenherg, contnbuyeron al desarrollo de

Ci de gran como Krrcl

Boltzmann, Planck. Bohr, bunstein, Detne, Crermer,
tcorias ¥ tevnicas cxperimentales que dicton un salto enotme a fa invesugacon de agquella cpoca, con respecto

2] CONCEPts YUE s tenia doe 18 estructurg de b mate
Desde e concepcron det election. hasts nuestros dias, la comumdad cientifica se ha interesado por encontrar
un modelo que pueda tor capas de representar v descabir algo QUE No podemos ver, Pero que mi efecto es
ROtoric on 19do fo que swcade €N NUESTFa enturby, de €sta mancra, analiss de las trampas de luz, la teona det
cor teonia cfecto tutoclectneo v demas concepciones acerca de la cstructura de ta

materia, han dado lugar al estudio dc la radiacion realizada por Mas Planch

El cuito de la touna clectromagnetica de Maswell hatia estabiectdo la naturalera ondulatonia de la ur Un
cnigma que pormstia ora la distnbucion de las fongitudes de onda en una cavidad 0 cuerpo o la
distribucion obscrvada cludia s cxphcacion 4 partir de prncipos sceptados Max Planck caleulo la

MR CN OO

distribucion, dentro del margen de fus errores evper Jes. mediante un metodo
Finalmente. ef tzabajo de Planch sesultn ser la clase para resolver complctamente of ptublnn. de Ls estructuras

MOMICA. aUNQUE & Primere VIsta parece no tener fmucha relacion con e problema’

"para Jos anos 201, la nevendad de discfar  herramientas que contnt a2 predear e 1a
rransferencia de calor en hornos industniales era ohvia (la recesion, postguarza, etc )

El cambio entre superficics smples v supcrficics mudificadas previamente. antes de mer cmpleadas para realtzar
alguna tarea, fue el primer paso alas teciicas de construcaon de homos  Sigutendo el travecto de fa radiscion
medic de dos superficies on forma

emitida de  una superficic a traves del travecto de la reflexion en
n de un resultado de seties infinitas fue o metodo dexastollado por

expenimental para encontrar una soluc
Christiansen (1883)  Este metodo tema senos detectos cuando fuchas superficies se encontraban presentes, 6
en experimentos on los Que ac encontraba un medio entre las superficies

Los primeros trab. i desarrollados  en tales aplicaciones fucron por Hone! (19371-1933)
Estc investigador contnbuyo con la crescion de metodos graficos como herramicentas para detorminar fa
nfluencia de 108 pascs en la radiacion  FEastas pgraficas fueron construidas a panir de datos expenmenales v a la

ver, extrapolados para intervalos de mayor uhbdad

propedades del medio (nhwrmm emusion y llln_urnsxbn)‘

Mediante el efecto de distintos parametros come

flc(uf de forma de las !uperfcu:‘ rad:adas, de la etc, los fueron

d e los 30 anos i an cads una de las vanames que lfectln a los allmlm

para describir un fenomeno real  Con fa lNegada de la a2y hn)n la i e la era e
i Te

han modificado fus datos cxperimentaies vbiomdos anteriormente,
en cuenta fos otros mecanismos de transterencia de calos, asi como facture- hidrodinamicos, transferencia de

masa y demas como e . ha mdo o objeto de la conaideracion  mas reciente con
respecto a la radiacion  De esta manera nuesod metodos como Monte Carlo. mmulador de procesos, que

engloban  diversos aspectos para ¢ diselo de Procesus o3 ko mas comun en nuestros dis v mediante ol
5 -
proporcionara may

desarrollo de mcjor tecnologia, en un futuro el estudio de la r
referente af aprovechamiento de cnetaia

" Shuman L v Calor™ Fd Reverte 1909
"J R Howcll 1988 “Thermal Radration in Participating Media
Futures™ Jowr. oof Heat Trans Vol 1C No 3

The Fast, The Present. and Some Possible
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Orvigenes de In Faevgia Radiante,

Se crec que la onergra radiante s onona dentro de las molecutas del cucrpae radiame. los atomos de cuyas
moleculas vibran 0 un mevimiento armonico smple como oswiladores lincales  Tambien se cree que ta
emision de cncrua 5 fa on en las ) de dentro de las moleculas,

Micntras que una absoraon de CNCcTHIA represctita un aumento o su esenca | fa tcona de los cuantos postulas
Que para cada frecuencia de radiacion hay una pequena pulsacion minima de cnergia que debe eminrse

Estc cs o cwarver, no cmitirse una mas aun cuando s s puede emiur un muluplo de
cata cantidad munima 13 radiacon toral de eneriia de una frecuencia dada. emitida por un cuerpa. €3 un

aumero entero de acsa Para fr e numero de cuantos v pur ende, de
crenia total. puede ser diferente  Planck demastro que la encrgna A!()cxad.) con un cuanto es proporcranal a
la frocuencia de vibracion o. s la velocidad de toda la radiac o inver

proporcional s 1s longitud de onda  Asi, la encrgia radiante de una necumc.. d‘dL se puede representar como
consistiendo de sucesivas pulsaciones de energia radiante, temendo cada pulsacion el valor def cuanto para una
frecuencia dads™

De acucrdo a 10 amerior, algunas mustancias emiten radiacion cuando sc iratan POt agentes cvicrikm, tales
como bombardeo de clectroaes, descarga cloctnea, o de de onda deter La
radiscion debida a8 estos cfectos €3 de poca importancia para fa ingeniena quimica, no obstante, s necesano
hacer luncapic en €310s para tenct una idea clara del campo de la nutiacion

Todas las sustancias a temperaturas supcnores al coro absoluto emiten um que s i de
fos agentes exiernos La radiacion que resulta exclusisamente de la temperatuta sc llama radiacion termica, y
todo of tratamuento que sigue osta restnngido a la radiacion de este tipo

Natmralras de la Radisciéa Térm

Como sc habra discutido antenormente. f de la tr de calor por s
de transferencia de cnerga en 1a cual no sc requiere de mnun medio para levarse a cabo, y por ef contrasio a
1o que ar creia, no ea propicdad exclusiva de 1oa cuerpos luminasox

Dentro del de ta P observar tres importantes mspectos e interes. siendo extos La
ion. ta ¥ la tr de energia, Gue seran discutidos en su momento, Pero que & mancra de
sjemplo pueden ser comentados de la siguiente manera  Una de las mas de Ia
3 1a apr enet de todo 1oa Cucrpos debido & los rayos del sof (fucmtc) y que

por ta noche sc enfrian e fenomens ae debe a que todos los cucrpos poscen la capacidad de retener o
absorber parte de la encrma que n forma de ondas e emitida por cf 5ol y por otra parte. a la propiedad de
desprenderse de csa onerRia emunicndols o reflgandola Si observamos o calemamuento de la tierra on e
transcurso dd dia podamos perabir que en el MoMenNto en que una nube se interpone entre ol 3ol v la tierma
aparecc uns c la x. 3 decr, se ponc un medio que ranamire paste de Ia ererRin y
que impide parte dc la transferencia por radiacion  Ast pues. cuando en la noche aparecen nubes. la
tempersiura sc manticne custiendo de esta forma una acumulacian de encrata, esto lo conocemas como o
cfecto de invernadoro. tan poculiar en nuestro tiempo debido a la contaminacion atmosferica

*p Q Ka‘n “Procesos de Trmsfe’cﬂcu de Calor”” Ed CECSA Mexicol979 pag 85 -87
Para una histurica ente al  temna  de estrucira ok da maiersa pueden cotsuliarse las

Guillermo Aguilar “I.a Fisica Contempurancea”™ Fd UNAM. México. 1983
D Cruz J A Chamizo. A Gamuz “Estructura de la Materia Enfoque Quimico”™ Ed Addison- Wesley
Tberoamericana 1USA 1991
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Radiacibn Térmica.
Parn tener una definicion clara acerca Jde la radiacion térmica. ¢ NECENSHIO rOCUrmir a varnios wmlos nuco:
on

de eriergia med: este
que infl «f ta radiaci ica. am

©n jos que s purdc evphicar como sc realica ¢
ne hace de los efectos mas imp

esto, a

CUMO CArACLETISticAs (UE £318 Posee para llevarse a cabo

L_s radiacion termica se mueve 2 iraves del espacio siguiendo lincas rectas. o rayos. y solamente las sustanciss

que cstan a la vista del cuctpa radiante pucden piar In an p de ¢t

La natiacecm térmicss se define come A robdi s cloctromayme e emre lomgsitude s de ok de o1 )
1o ded compor i o de [a luz, de

Fx10" gom  Dc la teona electromagnctica de Mavwell

mancra que, madiante ©f empleo de un espectro electromagnetica se ha detceminado que en solo una parte de
la handa de este, custen Giertas longitudes de onda  que poscen la capacidad de radiar encrgia calonfics y
poder calenenr un cuerpo
D d, de las
absorbida (ef cucrpo la retene en sy seno).
tranamitids (la encra atraviess al cucrpo). on una determunada cantidad

del cuctpo (lig 11). esta encrgia radiante uenc la capacidad de ser
reflcjada (el cucrpo iMpide QUE s¢ penctie en su wno), ©

Radiacrion
reflejada Rad
incidente

" & Radiacion shecrbids ]

Radiacion
ransmutida fisr. 17 Daestines o b3 rodinktons inncidense orn wmnt
rAic s
La fracci 1 de la i que incide sobre of cuerpo e denomuu rr/kctlvxbd © coeficiente de
reflexion  La fraccion que 3 absorbida por ef cucrpo se lama abs
ion que e »c Hama s Sip.ay ¥ son las fr de la tacion inci que
ne refleja, ab: or p
pravrx -l 21 7)
brvbaunia y t, la 1

donde p o3 la reflectividad, c, la
Existen doa clases de reflexion Iz especular y la difusa

En Ia refiexion cspeculu ©f angulo de incidencia de la radiscion cx igual al Angulo de reflexion (como en la fig
o mancra per mayona de los cuctpas no reflejan de manera ar, sinc en
todas dlrmunes

uc la jacion termica i 2 absorbe y

La reflexion difusa, es una idealizacion en la
despucs la supcrficie vuclve 3 emitiria con su lunguud de onda inicial

absorcion de la radiacion termica en los solidos tiene lugar en una distancia muy cornta, de! orden de una
micTa, en Jos materialea que son bucnos conductores v def orden 12 8 uon cn los malos conductores o aislantes,
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Ia diferencia se debe. a las diatintas distribuciones de estados de cnerpa de fos cunductores gue pucden
absorber dicha encrgia de la frecuencia de la radiacion termica

cs nuls, de ancra que son denominados cyakoes u la radiacion

En la mayoria de lu. sobidos la transmitan
Quedanda la ecuacion (2 | £ ) de fa sipuiente forma

pra =t

£l cucrpo absarbente ideal. para of cual i - L. s denomina cuerpe megre

Camo 1o que semos o la lus (radiacion) reflcjada

Un cuerpo nepro no refleja m transmite radiacion tetma
€n (08 Objctot, Wi cucrpxs nepTo se vena nexro al ser radiado, va que no reflejana la hur

L2 radiacion como tal no s Calor, v cuando por ahaorcion ac transforma en calor ya na es radiacion  Sin
embargo. en la practica la raduacion reflgada o tr 13 incide pene subre otros cucrpos
3 y ac convieTic eventualmente en calor. tal ver de muchas sefleviones sucesivus™

Embica de Radiacidon.
cia. €3 pend de que sea cmitida por vtro material

La mdi emnitida por cual masa de
que exte a la vista de , O en contacto ¢on, la misma

La enorpia neta panada © perdida por o cuerpo. o la
diferencia cntre la encua emitda por ¢l muisma + la
abiorbida por o mecamsmo detndo 3 ls radiacion
procedente de otros cuerpos  Con s ndependencia de la
radiacion. o flujo de calor puede tener tambren lugar por
conduccion y conveccion

Cuando cucrpos & diferentes temperaturas se colocan
unos a {a vista de ouos on el interior de un sisterna —
cerrado (i 12), jos cuarpos mas calientes prerden fixt. 12 Sisterna cervades al wacis, Placay)
energia debido & la emision rapida de la radiacion, que la r Srerie o Jiferentes tempwraturas

recepcion de encrgia debido & la sbsorcion de radacion

prucedente de cuerpos mas fros, Y la temperature de los
mas . 103 cueTpos nas fnos absorben encrgia procedonte de os

s calicntes con una velocidad mayur de la que emiten eneraa v I tcmperatura dc l0s cuerpos mas frios
mumenta £l proceso llega al equilibrio cusndo 1odos Jos cuerpos alcanzan la misma temperatura, lo mismo
Que ocurre en los Mecanismos de transferencia de calor por conducauh y Convecaon

La conversion de radiacion en Calor detido a la lbso'cron ) el alcance ded equilibno de Ia temperatura & traves
de la tranaferencia neta de X fa p o “calur™ de radiacion

Para una determinada a la idad de radiacion termics vana con el estado de aprexacion de u
materia 1,03 gASC3 MONOAIOMICOS y JIALOMCOS como  Oxigeno, ArRon v} iradian

a temperaturas clevad Ln las i industnales habuuales, estos gases no crmiten ni absorben
de Los gascs polixtomicos, tales como vapor de agua. dioxido de carbono.,
amoniace, diowido de amfre © hidrocartbaron, emiten y ahsorben una radiacion apreciable a las temperaturas de
trabajo de tos harnos, aunque lo hacen solamente a ciertas bandas de fongitud de onda  1.os solidos v liquidos
crmuten radiacion en toda el espectro

©W L McCabe, J C Smuth, P 1Harriort “Unit Operations of Chemical Engineening” 4° Edition
Ld McGraw lml Singapore 985 pp 355-379
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Longitug e Onda de 1a Radiacion.

Las diaci ! an < chd. cubren un enarme intenalo de lungitudes de onda, desde ravos

coamicos con lunw(udn de onda del orden de 10-18410° um |, hasta las ondas de radiodifusion de onda (args

quc ticnen longitudes de onda de 1°10" 4om o mas

La radiacion de un umco valor de longitud de onds s ideal v ex ida comao r ica. Un
Aunqurc la radi de itud de

rayo real de radiacion consta de muchas favos mono
onda comprendida entre valores corcanos @ coru, © mfinito s, en punapio, convertible en calor mediante

absorcion por la matcsia

Poder Emisiva.

La cnergia monocronatica eniihda por una superficie tadiante. depende Jde Ja temperatura de la superficie y 1a
longitud de onda de la radiacion 1.a umdad clepida para la medida de ls radiacion monocromatica csta basada
on de que. demie una pequeia arca de una superfice radiante. la eneruia emitida es “esparcida”™ en
todas las direcciones a trases de una senuesfers centrada en el ared de Lar monoc

emitida de csta forma desde la unidad de area en la unida de bempo. dividida por 1a longitud de onda, recibe ef
nombre de poder emisivo monoCromatico F,

Para 10do el cspectro de radiacion desde una superficie, € poder cnumvo radiante total § s la suma de todas

Ias radiaciones monocromaticas que silen de b superficie, o sca

[Biax 22

El poder cmisivo total, £ de una superficic, s define como &t rapides 1ol de cmerstia [6rmica eminids por
maechics de L rondiacion. desde umi superfiie en tenkas kas direccies v lomgitsde s de onds pror ursdod de
area El poder cmisivo también se denonina como emutividad o intensidad hemisferica total

dg - 3.dn o«

Transferencia de Calor por Radiacién.

En o extudio de la radiacion termuca. desde ef punto de wista fenomenos de transporte. se ha empleado en
primer lugar, comuo en todas las de 1a, la e un evento que parm oste Caso, s A
parur de un cuerpo negro  Con esta consideracion, se han desarrollado modelos que de alguna mancra tratan
de explicar la furma en que afectan cf tipo de Jongitud de onda con la encrgia. sin embargo. para los fines de 1a
ingeniena quirnica (ransferencia de calor). el interes se tra & las perdidas de calor que se
tener cn un procm es deuir,  al efecto gue la temperatura tienc en ¢l estado termodinamico de las
que sc 1 operacion. €5 el parametro que determina las caracteniaticas de disefio

¥& sca para evitar pérdhidas de calor, o dispar ls encra para controlar la temperatura on un sistema®

En la practica. es comun el obscryvar Gue divcrsos rocubnmientos son mplt:..o: con ¢l fin de evitar ¢} efecto
de la radisciun ten En lay centrales de gas. de v v e pr . sy
notorio ver ¢l empleo de colores claros para cvuar e efecto de cnlcnl:mlcnh) por los ravos del sol

A medida que sgan desarrollandose nuevas tecmicas. 0 en Otro Caso. que ses clara una disminucion
considerable de lus cnerpcticos, ¢l fu de la rad 8 & tener suma importancia en la
evaluacion tecnica de integracion de enerpia

Para nuestro caso, el empleo de Ja Lev de Planck de 1a Radiacion as como la Ley de Stefan - Boltzmann, son
las herranuentas que nas sirven para determnar una aproximacion a los valores del flux que sc presentan on las

*' £:n el proceso de craquen “mmcu en el cual sc genera una wran cantdad de calor. no solo se disipa ta
energia aino que se aprovecha. puesto que se ha realizado el arrexlo para la pr de vapor
de alta calidad pars generar clectncrdad S embargs en To que corresponde a la radiacion termica ne a¢ ha

hecho 1o mismo
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en la Ley de Stefan - Boltrmann os posible estimar la transfevencia de calor
plicacion de los fenomenos de transporte e3to quedana
donde se aplica cn forma practica el

aperficies. por medio de [ radiacion termice Mediante of emplen de datos experimentales de emitancia pars
en of cual la aplicacion de s rediscion termica.

camo fact
que ocurre en alguna superficic, uin embargo. on

fimitado ya que si obsernamos €l Cuito on la Creacion de equipos,
e la cadi particul. on la .
Jumto con la ia de masa. i pare la creacion de brenes, lo que manifiests una clara carencia de
vision al desp cste de de calor junto con lodas sus CAFECIETISICAS, COMO  mg
i i i ctc . en la ing

origen,
Ecuaciba ¢ tromifrrencia por radiacién (ley de Planck de Ia radiscidn y 1oy de Sicfan - Boltzmann)*?

en 1900 y con ef 1a ndu de quc la radiacion o se cmite en un cstado
de emitida por un cuerpo

Pianck i o
CONUNUO U ENCTIUS WHO o1 discrorias o
negT, ©3 jugun Planch la ecuscion
2ctha

L3 231°)

=;;;—(\)T)—'

donde I 1 o3 la intensidad de radiacion de un cuerpo NeRro cntre las longitudes de onds A y A + dA , c cs la
x ¢s la constante dc Bolrmann y T es la temperatura. El

’h.l

velocidad de la fuz. /1 es la constante de Planch
poder emisivo total entre las fongitudes de onda A y A + dA €3, entances.

2 -3
2rc had.” 246

.2 =
“”(-JJ

Esta ecascion (2. 4 [ ), se conoce come Ley de Planck de ia radiacion Esta Ley de Planck. pucde scr
inegrada sobre Jongitudes de onda guc varian desde valores cercanos a cero hasta valores en o infinito pars
determinar of emisivo total £ resuttado que se obliene ©
T 2x’x T
E, =) E, ,dA = -5
. ,! [ 15cin?
y tiene ef vajor de o ~ 5 147°10°" W/m?® K* (0 1714+10°

= oT" @2 s )

donde o se ilams de Stefan -

Brumr8* "RY)

Se puede observar que que esta es ln ion de otras fisicas, Stefan y Holtzmann

obtivieron ms relacion ames de la ley do Planck, mediante of experimenio de Stefan, en 1879, y ef desarroflo
- U

teorica termodinkmico de Boltzmann, cn 1884 Fi valor exacto de la constanic de Stefan - Boltzmann, o, asi
como su refacidn con otras constantes fisicas sc obtuvo despuds de la imroduccion de la Ley de Planck, cn

1900

“Z1 R Howell “Termal Radiation in Participating Media The Past. the Present, and Some Possible Futures
ASME Jour Heat Trans . Vol 110, No 5, pp 1220-1229
¥ R Weilty, C E Wicks, R 12 Wolson. “Fundamenios de Transferencia de Momento, Calor y Masa™ Ed.
Meéxico 1991. pag 498-500
87
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s cion tetmica  Mediante of empleo de datos experimentales de emitancia para

en 1a Ley de Stefan - Boltzmann cs posible cstimar 1a transferoncia de calor

que ocurre en alguna superficie. sn cmhbargo, on la de tos de 1e esto q

limitado ya que 31 observamos €l ewto en da creacion de equipos, Junde se sphca on forma pracuca el
de la ¢ par o la e of cual la aplicacion de la radiacion termica.

junto con ta b ia d¢ masa, para ia ion de bienes, 10 que manifiesta una clara carencia de

vision al duptmu cxte Mecanismo de lmnlfacrlc!n de calor junto con tadas sSUsS CAracicnsticas, COMo  su
origen, . ectc, enlai a2

de in por i (lLey de Planch dr 1a radiacién y Ley de Seefan - Boltzm,
Planck jo e on 1900 vy con el la 1dea de que la radiacion no sc emite en un estado
continuo de cnersua sino en dades discrenas o 1 la de emitida por un cuerpo

negro, es sugin Planck la ccuacion

2¢hat
-1
c"p(..n*)

dondc a1 o3 la intensidad de radiacion de un cucrpa nogro entre las longitudes dc onda A y A + dh ,c cs la
velocidad de la luz, /r €3 la constante de Planch. x cs la constante de Bolzmann y T cs ia temperatura.
poder emisivo total entre las longsitudes de onda A y A + dA ca, entonces

(23 1)

et
E,, = —0% ha” @46

Esta ecuscion (2 4 (), se conoce como Ley de Planck de la radiacion Esta Ley de Planck, puede ser
imcgrada sobre longitudes de onda que vanan desdc valores cercanos a cero hasta valores en o infinito para
determinas of poder cmisivo total  Ef resultado que se obtiene cs

272k T

=[E, . dx = = ——5— = oT" 2 s f)
j.: .s TSR

donde & se llama de Stcfan - y tiene e valor de @ = 5 147°107° W/m® K* (0 171310
Bu/hret? RS

Se puede observar que que csta ecsla i de otras fisicas, Stefan y Boltmnann
obtivieron mu relacion antes de la ey de Planck, mediante e cxperimento de Stefan, en 1879, y o dmn'nllo
tednco de & cn 1883 El valor exacto de la constante de  Stefan - Bol

. ast
como su refacion con otras constantes fisicas sc obtuvo después de la imtroduccion de Ia Lev de Pluu:k on
1900

“? 3 R. Howell “Termal Radiation in Participating Modia The Past, the Present. and Some Possible Futures™
ASME Jour Heat Trans . Vol 110, No S. pp 1220-1229

J. R Welty, C. E Wicks, R E. Wolson. “Fundamcntos dc Transferencia dc Momemo, Calor y Masa™ Ed
Limusa México 1991 psg 198-500
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CONCLUSIONES

Si bien es cicno los fenomenos de transporte en la actuatidad ban sido consudcmdu% cn lax

ramas cientificas mas avanzadas v teoncas como son la hidroding y la
ter Jinamicos y

estadistica, sc requicre un enfoque previo a {os desarrollos
formnlcs debido a que los requisitos que debe cumplir el alumno pars poder entender a los

de porte son ¢l dejar de pensar en purticulas y su velocidad para caprar cl
modelo de Tos medios continuos. Lo anterior es dificil de lograr cuando bemos crecido
abstraycndo ¢stos dos conceptos separados v tas primeros resultados aparecen cuando se
cvalus ¢l momento del cucrpo en cuestion

h

El cucstionamicato de que hav mas halla de Jos fend de tr tc, cn
ocasioncs Queda €n una simple duda que con cf transcurso del uempo queda olvidada v
mas. no academi ha dado io que pars la rama
ingenicnl s un puaso uu.n. 1o tedrico v 1o practico, v en aisladas ocasiones otro entre lo
técnico v lo cientifico, en vinud de la capacidad y la tendencia de los individuos que sc
adentran a costa disciphina, de ahi que este trabajo pretende atrecer un panorama mas
amplio al dar un mayor Huyo de INformacion en cuanto a lo que por cxpenencia propia ©s
necesana.
Un anilisis riguroso de este trabajo por parte de gentes de una trayectona reconocida por su
experiencia on la enscilanra de otras ramas como: termodinamica, mecanica de fluidos,
transfercncia de calor, ransferencia de mass ¥ procesos, ademas de otras disciplinas
basicas ¢n conocimi > (fisica, g ca ¥y matc icas), pucden comncidir ecn mas de una
ocasion en la adicion complementana de ejemplos, practicas de laboratonio, y por qué no
propucstas de investigacion que cnnquezean el contenido del presente, no obstante, el
objetivo del mizxmo sc concibio partiendo de lo dificil que es entender los origenes y fines
de las expresiones numéricas, por hacer a un lado la comprension del evento como tal. De
esta mancra no s¢ pretende abandonar la responsabilidad que se tene al realizar un texto
que ofrczca mas, pero para estos casos existen altermativas especializadas que comprenden
los puntos citados anteriormente, pero que sin embargo no incluyan ¢! punto de vista o
enfoque gue se brinda en ¢sta; almenos no en el contenido histénco, filoséfico ¢

inroductono a la aplicacion del conocimiento de los fenomenos de transporte en la
actualidad

Como ultima discusion y quiza la mas interesante, ©s la falta de una secccion en ia
transferencia de masa on c! contenido de cstc trabajo. pero la razon por la cual sc ha
decidido esta omision sc discute en cste momento

e Como prumcra instancia, s¢ encucntra la carencia de un sdlido respaldo en el

conocimicnto del comportamicento a nivel molecular (mecénica cuantica), que permita
la comprension plenas de un evento desde un el nivel microscopico hasta ¢l

alincar
punto de vista de los medios continuos

e Otro factor de vital tmportancia, cs sin duda la de incorporar previamente un cstudio
formal de termodinamica enfocada ¢n la quimica ¥ no en la mecdnica; ya (ue como ¢n
alguna ocasion Duhem o capto v escribio: “Ast tanto ¢l filosofo como ¢l matematico, cl
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fisico como ¢l quimico, ansian conocer la ter finamsi moderna,
sus pri pi sus étodos, sus resultados. Pero cada uno de cllos se halla interesado

por un aspecto difesente de osta ciencia, cada uno requeriria un tratado independicnte™,
o que da pur este solo hecho, una razon suficiente para aceptar que es inotil volver a
regresar al problema oniginal, s decir, mencionar jos cventos nada max por que asi lo
han becho otros trabajos.

= Para finalizar, ¢l no ofrecer una aportacion vaga de un concepto clave, fuc precisamente
lo que motivo la realizacion de este tesis, ¥y que por ol s6lo aceptar 1o que en otros
textos reficren como similitod de eventos, sin las anteriores reflexiones, seria erronca la
investigacion llevada a cabo para mejorar 1o que son los fenomenos de transporte.

El desarrollo del prescate tratd de explicar los fenomenos de transporte como  una
estructura fcnomcnoléglcn 1a cual pucde ser conocida en una primcera fase sin un Jdesarrollo
muy profundo de ¥8 que esta viIsion permitiria obsenar un enfoquce a matering
mas complicadas quc requicren de un anidhsis mas especifico del evento, pero que no
pucdcn prescindir de  fucrtes modeclos matcmaticos por que asi lo ha requendo su

cvolucion.

E. idos que dc al mancra al concebir asi a los feno de tr portc
-yudxui en algo a 1a formacién de qm:n quicrn SOCOMTerse a este trubajo, y de ser esto cierto
el obj deld habra do su objetivo
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Fouaciones Paramétricas

La grafica d¢ una ccuacion y = f(x). dondc cf

e 1a J c% un intcrvalo 2. sc Nama algunas
vaces una curva pland  SiIn cmhargo. ©f uso 3¢ o definion Liene muchits EAUGIONcs porguc no incliuyc
1s mtyodn A las sec<ioncs mes.as m otros upos de graficas que son de gran utibdad cn diversas arcas de la

1 El rosultan mas
‘phc‘cwnes.

en la mayoria dec las

Una curva plana cs un conjunto C de parcs
ordenados de La forma

(ORI ]

dondc £ v g son funcioncs definidas €n un
incrvalo £

£n general sc usa smpicmentc el Wermine de curva ¢n lugar ¢ una curva plana. La grafica de € es un
conjunto de todos 10% puntos FYN)=(/(1).8(}) dc un plano coordenado rectangular que sc abtine al tomar ¢
1odos jos valores de . Cada Fyr) o un punto de la curva Algunas veces resulla convenicnte consdoerar que
el punto FAYY rocorre 1a curva  C a mecbda que ¢ varia en el sntervalo 1. Esto resella cspeaalmente Gl en

en que f el ticmpo, FYD) cnlonces s 1a poskcudn de una panicula en moArimenio en cf
instanic ¢

Las sigwenies figuras (fig 1) las

curvas, para ) caso cn que f cs un
intervalo cerymdo {a. bl. Si. como en (D A Ia figura, l’laltﬂb), cnmnas a) y P(b) son ios puntos
extremos de C.

y

PO Yy Pe)=P®) Yy ParP®)

P(s
P
(b) P
x x
a)y (L) )
(Fig 1)

Nétcse que 1a curva prescentada cn (3) se Corla por si musma s dodif, que dos distintos valores de ¢ dan e
mismo pumo. Si FYa)=,B8). ocwmo s itustra oo (D), entonces C sc lama curva

cerradn, Si AYa)=FYd)y C po
€ Cofta & 5 KM cn AIREIR oS PUnto, como ¢ ilustra en 1a fugura (c). cnonces sc llama curva cerrada
simple.

Si € cs 1a curva definida amcriormenic. las ccuacioncs x=1(1), y={t} dondc ¢ c5ta cn J sc llaman ecweciones
pavendtricas de C,y ¢ oc lama parametro A modida gue £ vania on ol imervalo 7, clpun!ol’rx.y) fecorte o
curva. Algunas veces cs posible

<l ¥ una para

Homos visio que st un lugar RCometnuo UEhc una
CXPIESAFSC

134 1)
usuAimMmeNtic POr U3 UNICa eCUION, contemiciud: 3 10 mas dos vanables. Coasideremos ahora
represchitacién analitca dec una curva por Mmedio dC un PAr de couaciones N las cuales cads una de
wvariablcs csta cxpresada on funcion & una eicera, Por cjemplo, 1a circunlcrencia

;E
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2y -t )y
pucde roprescnlarse tambidn por 1as dos ccuaciones
xmoos O, ymsemO (2)
siendo @ una vanable independicnic que pucde (omar cualquicr valor real;, es decir, si a 2 sc ic asigna un

valor arbitrano, las ccuaciones (2) detcrmunan un par de valoges de x ¥y quc nuxbccn 12 ecuacion (1). En
efocto, elcvando al cuadrado Cis una dc las Dy

= a7 o O gm0
ta cual, para todos tos valores de &, ¢ idéntca a 1 ccuacidn (1)
En gencral, si
F(x, y) -0 o

©s 1a ecuacion rectangular de una curva plana € y cada una de las varibles x y y son funcaén de la teroora
varible t. de tal mancra que POdCos escribir

x =S, v =g [$))]

entonces. 53 para cualgquicr valor permusible de 1a vanable r, las
par de valores reales x v 3 que satisfacen L ecuacion (3).

[£5] i un
Aplicacién cn el andlisis vectorial

Un punio s¢ mucve segun una regla descnbe una curva. El hallar la ecuacion de 1a curvn y sus propicdades
cs un problcma de lugar geomdtrico  S¢ busca una en forma dc
ruUACION. QUE 5C VEFNIGUE en todo ol punto de la Curva y no en los punios que no scan de clla. ¥ & la cual se
pucdan deductr propeadades de i cunva

La linca rectn en tres dimensiones En lugar de apreciar dos puntos cn jos cuales 1mic1a y tormina una recta,
podemos

PCNSar cn un vector ijo QUC unNc a ©s1o5 Jos PunLos, ¢s deClr, tomando en cuenta  la ecuacion quc
nge ¢l componamicnio dc una curva,

. podcmos analizar un punto quc s€¢ mucve a lo largo de la trayectona
de la cunva.
Para podcr dcr esto,

en 1a cuat un punw que s€ mueve uene una
distancia constanic a un punte fijo quc es ¢l a:mro dc la un mon

bidimcnsional} Para llegar a L expresion muMeraing cn esic caso. sea (a, b) cl punto fijo y {x. ¥) el punio
que s¢ Mucye ¥ cn la misma r (c! radio) desde (a. b) La formula de 1a distancia desde {(a. b)Y
hasta (x. y). 0 la  magmtud  del veotor ¢ dosde (2. by tasta (x, ¥), o5 (¥

aY + -5y .y
exprestdn matcmalca cs  que csta Odistancia ©s  siempre igual a r fig (4) Entonces
wncmos ¥ = f(x - a)' « ('~ b)Y . que sc simplifica cn

Te(r ) -

En tres dimensioncs, por supucsto, s1 (X, ¥, 7) ¢sta sicmpre a una distancia r de (a, b, ). 1a superficic dc una

esfera sc describe con centra en (a, b, €} y 1a ecuacion quce satisface 1odos 1os puntos de 1a esfera (y pungin
otro) es:
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(x-u)’ +(y=b) +(z-c) =r?

b4
’ - -
-] »x

tq)

et en el cual cf vector que va de uno de los puntos fijos al punto movil, éstc
detxe cstar en ¢l mismo scnlido o en ¢l opucsto al vector fijo, ¥ por tanio es un escalar multiplicado por el
vector fijo.

Si, como en [a fig (3). uno de los puntas jos cs A: (e, b, ). cf punto mévil es Pr (x. y, 2) y el vector fijo cx /b
+ mj + nl tencmos:

rer=(x.-al+ (-5)j+(z-c)k=it+mj+ nk)y~sL

sicndo £ un cscalar. En consccuencia, por unicidad,

x-a=t Y b =tmz.c=itn
o bicn
=X a_y-b_z=c silLmn
m ”
a cstas la “forma ica de las i de la recta® (o ccuacioncs cstandar)
micniras

x =+t
y=b+mt
zwc+mt

son las “ecuacioncs paramétncas de una recta”, sicndo £ ¢! paramcetro. Se puede hallar explicitamenic tas

coordenadas de 1os puntos de 1a recta dando a ¢ distintos valores. En esta forma, I, s o n pueden ser cero.
pero no 1dos cllos simultineamente, ya que el vector £ijo Do pucde scr ¢l vector aulo.

Aita.b

Leliemionik
El vector fitoe

t5)
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Vectores

Un vector ©s un scgmenio rectilineo dingido y tiene tres stIcas . L d
Cualquicr cantidixd que tchga ©sias tres pucde e por un vectar  El origen de los
- Jos LONCEPtos gromdiricos cn Jimensioncs supcnorcs. no obstante, la piedra

angular que determind ¢l valor de oata gran herramienta matematca, fuc cn sus 1NIC10s concebida a través de
1a geometria analitica plana

un ta f “analists T, tuve su ongen histdrico en alpun momento durante el
renacimsento; entre los sigios XTIV o XWh, como cl 1o} dc
probicmas madianic su reduccion a 1y \olnuon S r.\,uauonc‘ algebrmcas. fue posibic deducir una importantc
¥ quc son apl crsos fisicos

Al 1a ta 1 plana sc con la dc un punto e referencia

para su cstudio - nocion de Coofdenadas -, va que como 1o hiro Euclides, obscrvando punios cn cl cspacio

cOmo da,clm indcfinidos. PO s¢ podia una logica, quc sc¢ hizo posible
o un 1 wo en el

La idea basica de La s cn el ae Esta whca es muy
antigua tanto Arquimodes (J ".50 afos A.C2) v Apolonio (210 afos A.C.) usaron
cn su estudio de Las Perolos gricgos recorrian un callcyon sin salida, v no fue
sino hasta el siglo XVl que el mutenanco y filésolo frances René Descartes (1594 - 1650) explots 1a wica y
io impetu al desarvollo de un atgebraico . para ¢l estucio de la grometria

La deacnipcion wca dc las (curfes ) 1. y los ) de

("Cartes “ proviene de Descartes dervadeo del lating, exth cn térmanos do

rnguns Para La construccion & cstos dibujos o diagramas, sc¢ emplcan medios fisicos para medir distancias y
quc un acceso faci! v que ademas Pproporciona una idea mas clara de la realidad.

P! ibm de las Coor

La 1dea fundamental de Descartes, como La may de los . fuc simpic. , Por qué no formar
dos dircccioncs de basacas. tales como 1a direccion “honrontal™ v una “verucal”™ (a partr de un punto de
parnda central, (), ilamade origen}, que sIfvicsen como lincas dc medicién para situar cn un plano cualquier
punio £ ?. La o sobre la horuvontal podria SC por un

POSILVO O CETO, SCELUN S hnicse que if a la s quierda, a la oa 4 las dos para llegar a un
punto dado. Scmcjanicmentc. €l numero que indica la distancta vertical podria SCr posiivo. DEgalivo O ocTo,
*cEUN QuE s¢ tuvicse que it hacia armba, hacia abago © hacia minguna de Las dos para llegar al punto.

La recta horizontal se llama cje x, sicndo su sentido positivo hacia la derecha, la verucal, ey, siendo su

sentido posative hacia armba. Los dos numeros escrilos (s, v)"sc dicen coordenadas del punto P,

dc la xvla vl abscisa y ordenada) El origen O ticne por

0.0), las ckunpunlosobrrcl )¢ © son (a, 0), asi como las de un punto sobre ¢l cje

». (0.4). De mancra que el ¢ye x sc define por 1 » =0 En cada punto del ¢jc x iecnc por
coordenada v ¢l valor cero, € INVErsamentc. un punto cuya coordenada v sea CCTo ostd en el )¢ &

Volviendo a la idea fundamental dc Descartes, vomos que podemos licgar a cualquicr punto del plano por
modio de dos scgmentos dingidos hacia armiba, hacm abajo, a la d:recru o a la wquserda. Sumlarmente,
podcemos llcgar a cualquicr punto cn cl
Proporcionando un tercer cye. ¢l €jc /. pcrpnna.cm..r a al plano dcl qc xy acl cjc y en ¢l origen.

La idea txisica de los segmentos dingidos es muy importante, no solo en la goomctria analitica v en las
matematicas en gencral, sino tambicn cn la fisica y en La ia. Dichos se llaman "
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Vectores

Un vector es un segmento rectilinco dmudo ¥y llcr\c tres
Cualquicr canudad quc |cnyl cstas res
- !

P L por un vecmr El ongen dc los
cos cn 1a prcdra
angular que determiné cl valor de st graon herranucnla matcmatica, fuc on sus nmcms conccb!d;n a traveés dc
1a geomctria analitica plana

un a b Canalisiy . tuve su ortgen histonico en olpun momenio durante el
renactmiento,; entre lox u,u.u XTV 4 XVI. aue poucinos cntcnicr como ¢l método fara ta resolucion de
~u atla cas. fuc posible una rmportar
e v que son a diversos fisicos

Al comicnso, la geometria analinca plana s¢ cncontrd con ta dificultad de estabiccer un punilo de referencia
para su estudio - pocion de coordetuudas -, va que como o hiro Euchdes, obsernvando puntos en el

como obyctos Indcfinidos. no sc podia osablecer una S0k logaca. quc sc¢ hivo posiblc
1a o un i 1co en et espacio

1a dca basicn de la e cn cl de Esta wdca s mauy
antigua o Arquimodes ( ‘,m afcs A.Cy y Apolomio (210 anas A.C.) usaron

©n su estulio de Las sceccioncs concas Pero fos matemancos gricgos fecorrian un callicyon sin salida, v no fuc
sino hasta cl siglo XV quc v filosofo fra Rene Doscarnes (13596 - 1650) explotod la wdea v
dio impetu al desarrollo de un enfoyuc algcbraco co v para cl & a ia

La doxcnpaon Ca Jde las e 3. L ] (car R

O

de Descartes dervadks d«l latin), estd en térounos do
figuras. Para la construccion Jde c\xus dxbu)os o diagramas, s¢ emplean medios fisicos para medir dastancias »
Angulos, S1UACION Gue POrMILE LN acceso factl ¥ quE AdeMAS Proporciona una idea mAs clara de Lla realidad.

Represemtacion de las Coordenadas Rectangulares.

La idea fundamental de Descarnics. como a mayona dc los gramdes inventos |, fue simple. Por qué no formar

dos direcciones de basicas, tales como la direcaidn “horzontal™ y una “verucal™ {a parnr de un punto de
partida centrol. €. llamado orgren), Que stvicsen como lincas de maicion para situar en un plano cualqucr
punto P ? La sobrc 1a honzontal podria por un

POSIUVO O CCTO. SCEUN SC tuvicse guc ir a la . ala o

de 1as dos para Ilewauﬂ
punto dado. Scmeyantemenic, ¢l numero que indhica 1a distancia vertical podria scf poSIUNO, NCE3LIVD O CETO,

SCEUN QUC sc tuvicse que If hacws amba, hacia abajo o hacta unguna de tas dos para llegar af punto

La rocta horzontal sc llama €3¢ £, siendo su sentido positivo hacia la derecha: la vertcal., c)c ». siendo su

scoudo pﬂuvo hacun amba  Los dos numcros cscnlos “tx, ¥)7sc dicen coordenadas ded punto £

abscisa y ordenada) El ongen O tienc por

(0.0). us Jd¢ un punio sobse cl €3¢ © son (a, ), asi como las dc un punto sobre cl cje

. (0,5). Dec manera que cl ce x se define por la v =0 En cada punto decl cyc x tenc por
vel valor cero, € imversamente, un punto cuya coordenxia v sca cero esta encl gje x

Vol do a la wdca de D vemos gue pudemos llegar a cualquicr punto del plano por

mexho de dos segmentos dingsdos hacia arnba, hacia abajo, a la derecha © a la wguierda. Similarmente,

podcmos Hegar a cualquicr punto cn ¢l cspacio tndimensional con tres

proporcionando un tercer cje. ¢l €je 7. perpendicular a al plano del cpe x ¥ del ejc ¥ en ¢l onigen.

Tyla

La idea basica de los segmentos dingsdos os muy impornante. no solo en la gecometria analitica ¥y en las
cn sino cn ta fisica y cn la i Dwhos

sc llaman
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Espacios Vectorialen

Para podkr abordiar mejor cstc concepro de voctor: que de si mismo resulta una abs@caIon ¥ que Surge de
RINLE de 10 que € una combinacton hineal que s¢ Tundamenta cn dos

otros 3

tcoremas bascs:

TEOREMA BASE, parte 2) Un vector € s¢ pucde cypresar cn por una combwnacion hineal ansca de dos

wvectores dados no paralcios ¥y no nulos, Ay B, en cl mismo plano € = mA + 2B, sicndo m ¥y n cacficicnics
anicos

TEOREMA BASE. parnc by En cl sy tr A. By C como tres veclores no
mulos, 0o paralclos al mismo plano, sin que scan paralclos dos de cflos Entonces cualquicr vectos D s
pucde cpresar como una combinacién lincal unica de A. By €. D ~ /A » mB + nC

lincal, ahora quc pam dos vectores A ¥ 3, o tres vexctores AL
ByC. s fonna 10 quc = conace como tase del correspondicnic sistema vectonal o cspacio vectonal. El
nimero de vectores dc una basc os ¢l mismo que cl dc dcl que intervicne Do
mancra forllul una combanacion lincal sc define Como un Conjunto artirano no vacio de clementos. Tales
y sus puntos, no obstanic su dlgchem cs tal semcjanic a nucstra

Algrora vecion.ll ordinana quc con son vectonales. De mancra
como jos escalarcs son numcros reales. los soctonal reales  Para
ac (dc ahora en aﬂclzm: ll.'uruulos vemorcs) soh": los cuales sc¢ pucdcen

las dos operac .y que drs, ¢ 1lama espuc

wectonial.
Opcracioncs
1) Hay un proceso, llamado adicion. por cf cual sc pucden combinar dos vectores del

conjunto, cl resultado de 1o cual sc denomina suma. tamheén €3 un vector unico del
conjunto x + ¥ = Z (lalcy de la corractura para la suma)

2) Hay otro pr . por ¢l cual un vector x sc muluplhica por
¥ read a, cscalar, para @ar otro vector y = ax

Se doiw dc tencT en cucnta que fos cspacios hincales tienen una definicion puramente
1a no cstd

Postulados

E+y=y+3 (Jey conmutativa para 1a suma)

X+ (y+a) (3 + y)+z(Jcy asociativa o L suma)

Hay un vector iruco. 0, cn el conjunto, llamado clemenio coTo © vector nulo, tal que x +
0 = 2 para todo s del conyunto

A cada = Je cor un umco inverso -x del conjunto, tal que x
+(-x)=0

a(x + y)=~ax + ay (una Iy distnbutava).

(a+b)x=a1+ b (otra Icy distributiva)

actrx) = (sb)s (otra lcy asociativa).

Ix=x

ox=0

74




Gradiente
La denvada dc una dc . cs s0lo la varisci6n de la funcién cn una
direccidn y un sentido deternunados . La denvada duex. onal de¢ una funcién acalar @ sc represcnta
un despl. infi en ¢l sentido y

xcncmlmem: por dy/ds; debe entenderie quc ofs
que sc ostidn considerando. v quc o5 ©s 13 magmitud cscalar de «ofs. Sio«fy ticnc por componentes dr,

d; oz, entonces
o(x + Ax,y + Ay.z+ Az) - (x.y.z)

L lim
ds s .0 As
do _ dody  dedy  iwdz
ds ds ¢y ds =z ds
Parg sclarar ia ydea dc una una funcién cscalar de dos varisbles. Asi pucs,
& x, ¥) sepecsenta un campo cscalar by # una grafica en funcién dc x y ¥
de la y of sentidp.” Si

fig (6) w(x 3y) = x? + 3% La derivada dircccional en el punto xo. Yo
A dy/dx - =2/ Yo CHLONCES VCMIOS quC

cor
do, fodx  Tody _ dx

= 2 +2 =0
dsfi0,0 o ds * t“y ds Xo ¥ y. ds

dy/dx = yo / n. vemos gquc

do ( y:) x3 s g3
=[2 +222 =2 B
a] Yo T YR ey TYTe T e

Fig. (6) La funcién w(x y) - 4yt
a una
u'ldm-msmnal cn ﬁmclbn dexyy

Como ana tercern posibilidad elijasc dy/dx = «; entonces
7S5




do s (2% +2ay i+ a’) E

ds|, .

Si este resultado se deriva con respocto a o y 1a denvada sc igualis con ccro, entonces sc halla el valor de «
para ¢l quc 1a denvada es un oun Cuando csias a -
Veo'Te quE que 1a dc la de la @~ +Vesla
radial. Si la direcnion es mdiatmente hacia afuera cntonees €1 Mavuma es 13 vanaci6n mavsma de

> i €3 hacia €3 13 vanacion maxima de decremento o la vanacion minima
dge En ta deter 4 PO ey fs - -x ia derivinta o rasén de cambio de ¥ ¢ es cero
Esta ala sa a7 o, Euidentomente, sobre cata cuna ¢ - 17 S
no varia La duccc-on €n que dgrels sc anula da la dircecion de 18 curva- | @ = comstante pos el punto en
consideracion. Estas lincas. que son 1as pan la “v. son a

las lincas d¢ mivel famaliarcs © a las lincas de altitud quc on mapas 6 1a
figurs (2) ilustra 1a funcidn @ ~ =+ vuclta a representar como una cur\a de nivel

La idca de curvas de nrvel puoden gencralrarse n una funclbndeus\nmblu cncuyomolzsmpcﬂics:s. !
x, v. T)= constanic. ¢ llaman superficics de nivet o

ala fig (7) o3 la oruca forma de
tridimensional

i
i

Fig. (7). La funcién @ (x. ¥) de 1a fig
{6) expresada como curva de uvel en

un campo csﬂlar para un cspacio

El graciicnte de una funcién cscalar pucde definirse ahora cn la forma siguicntc:

El. GRADIENTE de una funcidn (.u‘nlur ® €3 un vector cuya wuud r: Id Méx‘mn
derivada direccional e el punto en cidn 3 cuya di s ta
te ! en el pranto.

Es cvidente que cl tene una normal a 1a superficic de nnel de @ por cl punio cn

muas. para <t son V y grad  En funcion det gradiente ta

Los
derivada direccional sc da por

dw = |gra dojcos0

~N

6
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donde 8 cs el Angulo formado por la dlnxmun dc ds y la del Esto sc de i dc la
goometria de la fig. (8). Si el f: vectorial de eds por s, entonces pucde

escribirse como

do ds
— = grade — 1
as By ¢
Esta ecuacién nos permite hallar la forma del en i de en et
que conascamos la forma de s, Eo .’ que ds ~ bdx + Jdv + k ds
tambidn quc
o
\ ) N
Fig. (8) partcs dc dos supcificics de mivel dc 1a
funcida exx. ¥, #). El |grad ¢1 cn PP s gual at
limite dc ApVYPQ a madtida que PQ-»y dp/ds cs
el limite correspondicnic dc APpVPS
P = o Pmpo ~ AP
2] oo
d ——dx-o-—- +—
P = == _ydy
Dc esto y de la ecuacaon (1) se sigue quc:
;—wdx+$dy¢‘.ldz=(gadw) dx + (gradog) dy +(grado), dz
ox oy oz . 4 -
Al igunlar los de las i dc las i en ambos de Ia

ccuacion. sc ticne:

"v ao
do = iR 4 ;5 2
gradep = l'k i _)y E )

es ¢! mismo. En coordenadas

cn coordecnadas rectangulares. En un caso mas
polarcs esféricas. con r, 0, ¢ como sc define en la fig. (9). tencmos

J
i
!
;’
:

i
H
i
i




o ixp 2]
d(ps-——-c dr+—‘ d0+—‘ dé

ds= a,dr+a,rd0 +a,rscn0dé

- Eje polar
y
*
Fig. (9) Dcfinicién en coordenadas
polares 7. 3 ¢
donde &, & ¥ & $OD vectores unidad cn las i y i o dcr, Ov ¢ rTspecuvamenic.
1a ién (1) e los dc las = tienc

grado =a,ﬂ+n,l£+a,
«

or r 0 runoz_z

en coordenadas esféncas.
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ESTA TESIS HO DEBE
Divergensia SALIR &b LA BBLIBTECA

Otro operador imporanie, Gue os csencialmentc una dorm adi, o ol opurisdor divergencia La divergenca del
vector F, escrita dav F, se define on 1a forma sipuienic

14 DIVERGENCIA de un vector es ef limie de su integrol de superficie por wnidad
de volurmen a medida que ol vol tes por L superficie tlende o cero. Exto
L

AV SN 7] »‘ f I ondas
il

I.J dl\ttgcncu ©s csencialimentc una funcion escatar punm.ll (eampo cscalar), y ~¢ define en ¢l punto limite
dc La

uenc vinudes cs independicnie de cualquier
ela:mon espacial de sistona dc coordenadas, y pucde utilizarse para hallar 1a forina evplicita del operador
en sistema de particular.

En <l dec Ax, Av y A da una basc convenicnic para haltar 1a
forma explicita de 1a divergencia Si un vértice de un paraiclepipedo rectangular estd en ¢ punio xa ya o
Enionces

F,(xo + Ax.y.2) = F (x,.y. z)%AxT
2% leo.y.e
OF,
F (x.va + Ay, 7z) = F, (x 3 . (&3]
y (e ) =F( o
¥, (x.y.2o + AZ) = F,(X.y,Z,) + oL
&zliy.r0

donde 10s términos de mayor orden cn Ar, 4y ¥ AT han sido omitidos. Poesto que ¢l clementos de drea Ayds
es perpendicular al cje r, dzdx perpendicular el cjic v ¥y Axdy perpendicular at cjc =, la definicion dc
Qivergencia e

I E. (x,,y.z)dydz
+AtAyAz oF, + I E, (x.yo.z)dydz
1
divF = Lll'l‘l’ e E .y.Ze)d)'dz .(6)
+AxXAYy. rz)dydz

-5 (-'Lyml)d‘d?- - f F(x.y.7,)dxdy

El 5igno menos asociado con 1os tres ultimos términos 1oma on cuenta cl hecho de que la normal trazada
hacia afucra csta cn cl sentido negativo de 1os ¢jes cn estos casos. Et limite sc forma facilmente, y s¢ ve que
1a chivi cn cs
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o5
dirF = —(_:“ + N

En L] cs [#a] TT por los intervalos de
coordenadas Ar, A0, A4¢  sc elige como el Estc es fsen @ Ar, A8, Aé
Como ¢l area encerrada por los inlenvalos e cumucmm depende o los valores  de las coordenadas
(obsérvese que ¢sic no €3 Casa de coordenixdis rectangulares), oy mcjor escnbwr F.nAQ en su forma explicita:

F.nAna = F, r? sen0AOAD + F, sen OASAr + F tArAD. (%)

Es cvidente de csu c-pn:smn q'uc r'l‘.\cn O, mas tuen que sole F,, dchc dcsanollnuc en seric dc Taylor.
de los intcnalos dche desar cn los otros
términos. Nacs:ndo cstos dﬁanollos \ para la e cn la

de divergencia, sc tienc

-g—r (¥, r* senB8)araoas

. 1 a
D C]
dirF = lim Z (F,rsen0)Ara0Ad (T3]

+ % (F,r)araoas

‘Tomando el limite, s¢ ve que 1a forma dclad cn esféncas es

1 Fe

R 1
dirF = —(r F )+ Tt e

(scnOi- )+

(L}

T

rscnO ('0

Esic mélodo para hallar fa forma cxplicita de la divcrgencia s¢ aplica a
siemgwe que sc conazcan las formas de los de y dc o. los
daxtnu- dc longitud.

La importancia fisica dc 13 divergencia sc ve de inmediato en un gemplo tomado de la mocknuca de Nuidos.
Si V cs 1a velocidad de un fluido, dada ta acta y pes s §pv-ndacs

m&m:lncnn: 1 um:dzd ncta del fluido por umdad de tempo que sale del volumen :nccrradn porS Siel
Auido cs & mldc ta fucnte total del ffuido encerrado por la superficie
La definicion antenor de dl\trgcnma indica e pucde rse como cl limite de  sntensidad
de la fuente por unidad de volumen. o sea. la (knsld.‘ld de 1a fucnic (k un fluido Incompresible

Un teorema muy simportanic ©n (ue nterviene 1a diverpencia pucde zhots enuncrarse ¥y demostrarse
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA La integral de la divergencia de unt vector sobre un

volumen V es igual a la inteyral de superficie de la componente normal del vector sobre la
superficie que limita V' ESto cs

Jetrvtt = §1° redas
- s

Considércse que cl tcorema s¢ subdivide €n un gran numcro de peguefias coldas . Sea AV, ¢l volumen de 1a 1=
¢sima colda y que estd por la superficic S,. Es claro que
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Z§F<nda:§F-ndn an

donde cn cada intcgral de ta wquicrda la sornul se dirige hacs afucra del volumen en contuderacadn. Pucsto

quc ¢l sentido hacia afucra & una colda cs cf hacia dc la cclda Uxtias las
contnibucioncs del pnmcr aucnitwo de (11) sc anulan. ewepto las que proviencn dec la superficic S, y Ia
# (11) cs1a £l de la divergencia sc obtienc ahora haciendo cf

niuncro de celdas infinno de tal mancra quc ¢l volumcn de cada una tionda 3 ©Cro.

2F~nda tim, Z{ 4—§F nda}Av a2

En ¢l Llimite, [a suma sobwc ¢ s¢ convierie ©n una integral dc sobre ¥y la mzén de la intcgral sobee S, 2 ¥, sc
convicric en la divergencia dc F. Asi pucs,

5,.-.,.‘1‘, = fdivEidy asm
3 ”

Quc &3 ¢l tcorema dc 1a divergencia
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Raotacionsl,

E1 tercer vertcal

cs el (=)
por rot F, sc define cn la forma siguienic

dc un YoCIor, que sC CXprosa N

EL Rotacionsl de un vector o3 of limite de la razdn de lo integral de su producte
vectorial com la mormal trazada hacia afucre, sebre wuma superficie certuda, o
volumen emcerrado por la superficie o medida que of volumen ticnda @ cero. Esto en

roel = lim— 5:1-I~}A: (a4
b

£1 paralchismo cntre csta defincion y la defimcion de dinergencia os hustante evidente, oo lugar de del
producto cacalar de un vector ¢on la normal  trasada h:-c-:n afucra. sc ticnc el producto vectonal. Por lo
dcmas, tas son las para hallar la forma explicita del

cn vanos . s1n cmbargo, pnm otros fincs cs mas utl una definkcion distingd
p=To equivalente. Esta defirucion alternatna cs

Esta

L& componente de rot F en la doeccion del vector unidad a ¢3 ol limmise de la imtegral
de linea por unidad de dree. a mrdida que o drea encerreads tiende a cevo, siendo
dute drew perpendicular ¢ “a”. F.mo ca.

a-rotl = lim «s)
s e

donde 1a curva C, que limuta 1a superficic §, csta en un plano normal a & Es facil ver la squivalencia de las
dos defimcioncs, considecrando una curva plana C y el volumen bamdo por esta cuna cuando sc desplaza
una distancia § en la direcc16n &k 1a normal a su plano. como sc 1lustra en 1a fig (10). S3 & ¢s normal a cste
plano, enfanccs al omar cl producto cscalar dc 8 con la primera definicion del rotacional. s tiene

a-rot: -~ tmL§a n- ria (e
by

Como a ¢s paraicio a 1a normal para toda la supcrficic

1a franja por C'y
', stdo 1a sobre esia superficie Para esta superficic observamos que a=w da es
atlo Edl. donde dI es un desplazamuento infinstesimal sobre (C. Puesto que ademas, 3~ £S5, el limite de 1a
intcgral de volumen cs

a-rotF = l-m—-f&F dl,

quec st reduce a la .cguuh forma dec nuestra definicidn al eliminar las & Esta equivalencia puode

sin utitizado nqul s1n cmbargo, el hacerlo asf significa bastante de
lasi idad dr ts dada anter
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tarnda at

Fig. (10)
ta curva plana C cn ol senudo de su

normal. a

de una mancra muy parccida a la
Ardvdr Para L3 componente x

La forma det ©n vanos

de la divergencia. En I} cs cl

dct rotacional, s6lo contnibuyen las caras perpendiculares a 10s cjos v ¥ 2. Recordando que Jrk= -krj = i, las
¢ ln x dcl dan

contr que no sc <c las caras def

(roxF), = L {[ F,(x,y.z + Az) + F, (x, y,z)]AxAy} an

"[F {(x.y + Ay.z) - F,(x. y,z)]AxAz

Haciendo un desarrollo en scric de Tay lor y obicnuenda cf limate sc iene

a«‘ t,F,
rotF, —_ %)
(rowr), = Zr -
para la xdel Las yyz o una forma exactamente igual.
Son
&F, IF, OF, &F,
rotF) = _ .= row), = - - = 19
( )’ oz Ix ( ) Ex dy
l.-fnrmnal en pucde I si s¢ obscrva que cs sdlo
dec un determi dc tres port tres, cs decir,
i i k
- a o g
otF = b —— (20)
Ox dy &z
F, F, F,
Como con la nos con un importante » util cn ¢l que inmecrvienc cl
i como ¢l de Stokes
TEOREMA DE ESTOKES. Lu integral de linea de un vector alred(dar de una
c-rvn cerrada es igual o s integral de la ! de st t sobre
ie timitadu por la curva, Esto cs,
(2]

15 -ctt = [rou i
z ¥
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doade C cs una curva cerrida que himeta la superficie V. La demostmcion de oste icorema ©s hastante andloga

ala de L4 sup N sc divide en un gran namero de coidas. La
ic de 1a 1-ds cclda sc

oeldns debe recorterse en of misiio scntidao, s claro que Ly suma de Las integrales de linca sobre la ¢,

e de la curva toctas las denis contnibucioncs sc climinan. Asi pucs,

de linea

§F.di= 3 §F-di 22)
< «C,

Solo falta sacar ¢l limite a medida Gque €} numero de celdas sc vuchva iafinito ok tal modd que cf drea de cada
de timite es

una tienda a ccro. El de cste p

. ' .

!F.dl:kﬂZ—E!F~dlAS_:!roﬂ--nda. @3
3

que cs cf lecorcma de Stobes Este tcorema, como ef de la divergencia, es unl tanto para el dosarrollo de la
toorta clectromagndéuica como cn la cvaluacion de anicgrales  Tal ver valga la pena obsenvar gue ambos

clde la » el dc Stokes, son par

Desarvolios Posteriores

Las opcraciones de tomar cf gradicnte, la divergencia o cl I de clases

repetirse. Por ciemplo, tiene scnttdo tomar la divergenca &l gradicnte de un campo cscn(ar Algunas d-:

estas operaciones fepouidas dan coro para cualquicr campo de bucn comportamicnto Uno s de tanta
los otros pucden cxpresarse on funcion de operaciones mas

importancia que ticnc un nombre especial,

simpics. Una opcracion doble importante cs la divergencia del gradicnte de un campo nc:lhr Estc operador
combinado s¢ conoce como cl opcrador Laplaciamo y sc escribe En

recian,

o 7 2
vie= 2.0 SN fl',‘l 23)
Ty e
Este operador cs dc mucha be 1a en i 08 como la , C1C
El i del dc campo escalar es crro. Este cnunciado sc venfica mas ficilmente
lo en T S1 ef campo cscalar es @. cntonces

z] =]
rot grag = [~ - =0 @9
>y
o o
> Ty

que verifica el enunciado onginal. [ divergencia de cualquicr rotacional tambi¢n es ecro. Esto se verifica

cscr

en

S S b 10k i i ek e




0. (26)

~ (OF, ©F o (CF, &F
& = LA J el €200 -)+.
iv rot F -“x(z“y Tz ) TEy\dr T o

La otra posiblc operacion de segundo orden os tomar del rotacional de un campo vectornal

rotrot F = grad div F - V!F an
domic ¢l Laplaciamo dc un vector ©s ¢! vecior cuyas son los L de las
componcaics rectangulares del sector onginal En quc no sea ¢l rectangular, cl
Laglaciase dc un vector sc define por la ccuacion (27)
Oura forma en gue La <« [os op \? pracde cs
a varios de ¥ Hay Prey y
daferenciales; 1o dc mayor 1alcrés sC prescntan on la siguicnic tabla (1) Estas
en que cs para su vahdes. cn cualquicr sistema de
coordenadas.
Hay varias halsdackes para la del divergencia y del tcorema e Seabes. Lo mas
interesante cs ¢! icorcma de Green. quc ©s
I(wv’w—wv’u)dv = f(wgmdo—agradw)ndn 2R)
v s
Este toorema sc saguc de 1a el e la al vector
F-~ywgrad p- ograd v 29
! i csic Fen e dc la
Idiv {verade ~@prady s = §(wg'ad4p—ogrldw)-nda. ;o
> =

Empicanio is identidad pmra la divergenc:a de un escalar por un vector sc iene
div(warad @) -div (prred v) = v Vip- @ Vi, an

Ce cstas dos 0 sc el dc Green.
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FORMULAS DE ANAL
ors

1S VECTORIAL EN LAS QUE INTERVIENEN
DORES MFERENCIALES.

a-n
a-2)
a-3)
a-a
a-sy
a-6)
a-m
a-s)
a-s)
(1-10)
a-in
a-12)
a-13)
a-is)
a-1s)
a-16)
a-i7
a-is)

V(e +w)= Ve +Vy

Vow = oVy +wVo

div(F+G)=divF +divG

M(F+G) ~ radaF + rda G

V(F+ G) = (F-V)G + (G- V)F+ FxroaG+ G xrtaF
div oF = @divF + F.-Vo

div(F~G) = G-raF - F- rt G

diviotF =0

ot oF = prot F + Vo x F

T (FxG)= FdivG - GdivF + (G-V)F- (F-V)G
rtrot F = grad divF - V’F

rot Vo = 0

§.F-nda = fdivFdv

§.F-di=[rotF.-nda

i.ondl - J"thdv.

$F(G-n)da= [ FdivGdv + [ (G-V)Fdv.

§n =xFda=[rotFdv

§.odl = [nxVoda

Tabla L



Tensor de Esfaceson
Pam un &N S do a través dc un punto P intenor a sn medio continuo, &3
posiblc asociar un vector que represenia of esfucrzo T que actia sobre of (g 11). En tal sentido. F resulta
funcion de oS de i forma T(4Y) Pero esta notacion resultaria ambrgua, debido a que o, siendo un cscalar,
no nos informa nada acerca de la oncniacion. on el espacio y  del drea que represcnts.
Sc ha Jo, por tanto, ok MO posJ! a
una de las caras del clemento y negastrva ala oura.

siguiendo alguna regla v lucgo lr:wat a traves del pumo

P al o2y y
un veCtor unitano (dc lonulud l) » Estc vu:xor o
de 1a det

T(a)

ofrece una repre

e e clemento oS, por qu: n:-p'escnu. con su  punio dc
. aplicocién, ¢l centro del ¥. con su or
Ia oricntacion dcl clemcnto musmo que I Quoda
- st ot < esf T a oY,
Fig. 17.- Esfierzo smitarto asociads con un nucdc expresarse. ©n forma exenta do  cualquicr
lemento de superficie 25, que pasa por el ambigtcdad, mediante T(n) La fucrza aphcada a oY
1o P scrd jgual a2 Timduay

s al sirmb T coxmes un of doar que,
a un de sy cte oLS,

Lo antenor. considerada o ol70 punto ¢ vista. #
aplicads al vector uniiaro w. produce el vector esf

a m en 3 ongen. Estc operador se denomina zauar .k exfucrzas A parur de exlo tratemos de
InVESUZAT sus propiodades.
Sea un medio en equilibrio dindmico. esto no signfics que en of Mmoo ne custc movimuscnio, mas bien,

como sabemes por opemplo, en cf caso de matcnales viscosos swyctos a fucrzas distorcronaics, no pucde haber
oquilibrio sin quc haya movimicento  Consideremos dcnro de! mexdiio a un poquefio tetracxtro idcal PABC,
x. v, z (Fig

a los cjes

cxpec

con ! véruce en P, y ansias P4, PRy 7C,
12).

quiltbrio de fuerzas !

I)g 127 Tetroedra para establece
/ punte P

arccos m

Sca a cf vector unitano normal a s basc ARC, 1os veciores unitasios normalcs a las otras tres canas
cevidentemente, -§. -}, -k. Sca al°el volumen del tetracdro, AS ef drea de la base ARC, AS,, 4S,, A4S, las dress
de las caras I’IIC PCA, PAR respectivamente, .14 Ia altura 2P El ictracdio estd sujcta & una fucrza doe
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b bt S

cuerpo F que, indicando con s 13 masa del tetraadro. €on o su densidad v con 8 su accleracion. pucdc
excnbarse:
F ~ ma = paaba = yyaA)s. . . (1)
Esta fucrza dobe ¢ con la R dc las fucrras por Jos
sobre las caras del Letraedro.

Denoeni 1 m, 0 las ) det vector n
m=fiemjenk ... (2)
¥ las caras L sobre la tase del tctracdro. resulta
as, = ras AN, = mas, AS, =naS. .. b

Los exfuctzos superficuakes relativos a las caras ANC, PRC, PCA, PAB son, respectivamente. T(m), T(-i)y=-
T, TEH = -TY). T-k) ~ -T(k) Lucgo. la resultante R de las fuerzas debadas a ©stos cs de acucrdo con L
anterior

R = AST(®) - AS,TU) - AT - AS,T(K) .. . ($)

R = AN [T(m) - 7T(i) ~ m'TJ) - nT(k))

Equlibrando las fucrias d¢ masa F =~ ma = adl’s = 1/3(4h.4%)a, con csta ultima couacion dec mancra que
R=F

AS {T(m) - ¥ - mT() - #T(k)] = 130034404
¥y dividiendo entre AS,

T(@) <« IT() - mT) - nT(k) = 1.3a%ha,

Si ahora ar fijo al punto P. cs doar, haciendo que los puntos A, B, ©
tendxn a P, ca cl limitc tendremos que b = 0. Por tanto, €n ¢l punto £ vale la relacion (de Cauchy)

T(m) - FE() - mTQ) - nT(k) = 0,
cs docar
T(m) = [T + mT) ~ nT(K) 5

La refacion antenor €3 muy imporantc, Pucsto quc pPormiute cxpresar cf csfucrzo unitario T(s) ecn P, en
de los Tei). TU). T(k) sobre superficies clementales que pasan por P. oncntxdas

m los planos coordenados.  Asi gue cs suficicnic conocer cn cada punto P Jos eduenu- rciativos a las
para poder . por medio de (5). el

T b ¥ T

Escribicndo los vectores Tii), TU). T(k) de la siguienic forma

TE) =G+ T + Tk
TE) = Tni+O,j+T,k. . (&)
T(k) = Thi+ TAjtok

la matriz del tensor de esfucrzos resulta
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[T]={x,. o, t.{...m
Ta T, O,
Con csto de i cada de la marriz.
A porila
o, = T
es decir que o, represcnta la componente normal del sobre un de supe
normal 2l cje x. 0 becn, como sucle decirse, el esfucrzo normal paralcio al gyc x (fig 13). Andlogamenic o,
y a, repr los normales cn las dirccciones de 1os cjcs v ¥ =. Por otro lado,
= tienc:
T = T
T
- cs decir que T, roepresenta la componenie

sobre  un

w;ztﬁc-c noﬂ’n.'ll al ¢ x, dingsda
:gwu que ¢l e » (fig 14) Interpoectaciones
n haccrse para todos los

rax. 13.- C normal
del esfuerzo T(l)

cocficicnies T, Que reciben el nombre de  eviwerzos
tangenciales o cortantes. Para cstos, ¢l pnmer subindicc
mhmmd:hmmmuclemnmd:mﬂcm
al cual e rcsulta

scflala la direccion del esfucrzo rmsmo g 15)

Fig. 74.- Componentes normales
v tangencrales del esfuerzo T(i)

L Los ¥ los
Cuales sc acostumbtwa roprosentar en forma
escalar, de hecho son vectores, debwdo a que,
por mexdio de sus subindices queda definida su
direccion. El signo posiuvo o negativo que los
afecta  debe  ntcrpeoiarse de  la siguientc
X manera:

le rtes sobre un cubol

[Fig. 15.-
ztlnuu:ont.rlnjlnne.ﬁmala = Llos csfucrzos normalcs 1 se consideran
posativos cuando representan  onsiones ¥

EA
compresioncs
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@ En cuanto a los esfuctzos tangenciales ¥ relativos a ciento
dc

con cl
esfucrzo normal de tension relativo al mismo clemento
Si este altimo st dc con la
posi del ¢pe cof al primcr de 1

(cars ) dc la figura 16), cl csfucrso Langoncial scra
muuvo s cxta dnngldo cn el woudo posiivo del e

scri negal cn
m cnntnrlo l‘ regla se imvicrie cundo el oxfucrso
normal de cstid cn la At
(cara 2 de 1a figura L6)

Orra propecdad importanic do 1os csfuerzos tangenciales cs

Tay™ Tyn Ty ™= Tn T ™ Ter (®)
Estas quc, al €l ordcn de los
<l camina de direccién. pero no

en magnuiud (fig 17) En parucular, estas sclacioncs
expresan que la matns dc jos csfucr/os ©S una  matnz
simétnca

Te
€ /
—_—

O]

o]
Tew
FL . =,
Ty

ol

1R, 16.- Direcciones de las esfuerzas
lque se consideran positivos

[Fig_17.- Esfuerzas cortantes entre

»
Demmmlomumhsmmixrﬁicm-us normal y dc los D,
T, Tk). C do ahora un T(o) a un e 1 a8
(fig 18).

fig. 18 Descompasicion de|
un esfuerzo T(n) en sus
{componentes  normat 3




que po dichas
do (6) Y (3} y los i [

U+ Mt + AT i+ Ty *may v+ AT p )+ (P + Ty, v, Y

Es decir, que cf vecior

T(a)=Xi +Yj+ Zk .. . (9)

tienc componcnles:
| X o= lesg > MY yn+ A 5n
<) Yeltgtmaytat, ... (1)
[ Z = itas vty + 1O,

Su componcnic . cn direccion nosmual a JS, serd, de acuerdo con (2),
o=T(®)-a=/X+mV+nZ ...(11)
o sca, segun (10) y (R),
a= Pa,+mia,+ nla,+2Umt v mmty vntx ). .. (32)
El cuadro de la componenic langencial T sobre o resulta, segiin et toorema de Pitdgoras.,
= [T} - o
s decar,
¥ exieviszr A3

Esta férmula combinada con (12) y (10), permutc calcular 7.
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ECUACION DE LAPLACE.

dx) cos@ -—rsen0O dr)
=
dy. sen® rcos® Ado,

w  O'w
“ X7 + ny
x = rcos9 y = rsen®
N _ X N D N b & e DB
x or ox @ o §N xd Hy T @™
dx = cosOdx ~ r scn 04O dy = sen 0dr + rcos6d0
dr = cos0dx + sen 6dy do:——sg’-—o-dx-p ody
r
i=mo Xm0 D __sen@ @ _ cos6
ox I r Jdy r
Asi
[z, ) P senB J¢ [ ) ¢ cosO
D9 cos0 2 ~ _ o
xS T T e oy " r ™
e _ (W _ 3 (W) _senB 3 m
T a0 T 0% A PR
e _ 3( e _3enO _scno ﬂ( (_'Q scnom)
- -cosea_ eoso& T ®
a"_m,eé"_..scn()oose e +scn’00 ¢*scn 90’0+25m000s0t‘¢
ox? ot & r?  ap? r 0
e (ao) ( m , oS0 W) | cos0 2 e cosoabJ
__. g_ “ _
>° sen scno . a) + . (.'0 0
¢ _ 2’¢ 2 senOcosd 0’0 cosOO’¢ cos’ 6 b 2scn8<:os9(¢
Bl sen O T hgr TR T oo
or? r &IB r a0 r ar r a0
2’¢ e _ e l""

1= T = =z
Vet Ta Tt ra—
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CONDICIONES A LA FRONTERA MAS COMUNES.

= La velocidad de un fluido ticne un valor comxido on alguna fronler solida o intcrfase (fig. 1),

Vx=vVh
z=h o Ty min.
Vxe=0 z=0 —— — — —
S —————————r
Va0 Ty M
hig 1)
= El esfucrzo conanic ticnc un valor do en alguna solida o (fig 1)
Ty = -pdv, /7 dy
e E1 s ma o 1a velocsdad cs mi (Vs — 0y
e La cs i cuando cl coranic cs

- En interfascs 1iq.-liq. e} pe'fil de esfucrzos y ¢l perfil de velocidkies enen el mismo valor, ¢s decir son
funciones continuas a Lravés «ic dicha interfase.

- En interfasc liq. -gas ¢l perfil de esfucrzos o 1a calda de presion puede considerarse despreciable (fig. 2).

g 2)

te Liquido
Condiciones iniciales

= A un ticmpo conocido 1a velocidad del fluido ¢s conocida

t=0 v=0 [e]

t=1 V=vo
t=t A Al 7%

t=t+ At v =

23



AFPLICACIONES.

R V.=V — =0
g —c
Vo= 0O Vo=V,
1.1 -~ Placa supcnor cn movimiento, placa inferior I 1.2 - infenor en movimicnto, piacal
sin movimicnto. m-pcnor £in movimicnto.
1] Ambas placas se mucven.
.1 -A en la misma .
- Va=va
py 2T Va
] Va> v
? va >V b
- vam v,
Vo Va

11.1.2 - La placa inferior sc¢ mucve a unal
I1.1.1 - La placa supcrior sC mucve & Una mayor| mayor velocidad a la de ta placa supcerior.
que 1a placa inferior.

ur en sentido
— Vo= Va
., llls-usplussemw
VoS velocidad.
=0
B S MRS ]
Ve Vo o Vo=V, =0

II1.1 - La placa supcrior ac mucve 8 una veloci 151.2 ~ La placa inferior sc¢ mucve a una velocidad
'mayor que 1la placa inferior. ‘mayor que 1a placa supcrior.

o4



1V. - Exinte an flnjo externo.

- -
. Vom0 — Vom0
——>
Qe — Q=
—o, V.
~0 : . ~o0
Y Yo Ve

B 1V. 2 - Existc un flujo exierno, la placa)
1V. 1 - Existe un [lujo cxicrno ambas placas no sc infcrior s¢ mucve a una velocidad ¥ 1a placa
mucven. spEnor ¢ mantiene fija.

- Va2 O
Q= ] V. 3 - Existc un flujo externo, la placa supcriof sc;
mucve 2 una sclocidad y la placa inferior sc
Vi jmantience fija.
~0
Vo v,
V. - Simtemas tubulares.
=R
T ——
Qen man
- Qem
=0 vy =0
r=R V™ Voman |
Vemax
V. 1 - Existe ftujo externo por efccto de la iom

V.2 - Existe flujo externo pos efecto de la
{gravedad

r=0 Va2 ™ Vous Twn

T=R vy =0 <am

95




Vi. ~ Tuberias concentricas flujo axial.

2
VI | - Existe flujo externo por cfecto de la gravedad
2~h| v/o presidn.
— £ MAR Ve ® Veun T Tem
reR Ve = O T T
r=-0
T =& R
—]
jr = —
Vi - Tub, icas flujo L
. r=kR va=0
r=kR ve=op r=R Vo =
r=R voa=0
=R _
=R V11.2.- El cilindro exterior se mucve a una
VIL .- El i i tienc yel . velocidad y ct interior se manticne fijo
lextcrior sc¢ manticne fijo.
e= kR vo = m, r=kR vo=wop
r=R Vo = r=R Vo = a
LT L TN
r=R r=R
IVll 3-Ambos cilindros se mucven a una misma ViI. 4- Ambos cili s¢ a ]
| i pcro en ik i

velocidad en scntido contrario.




SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES'.

Sanx.y.rh:wordenndasanwnn.ndcc:cno puntoy x, . x;., Xy del
mismo. E) de arco sc expl

ds? = dx' +dy? +dz* = hldx] + hjdy} + hidz}

dondc
7 7
> dy oz
~ BT BB e
. \/(cx_ ) U G- )
son los + dc Lame. Un si de ac por
- tres cocficicntes mh..h;. e
A i i sc da la pencral para los operadores grad, div, et y ol operador dec Laplace A en
un si de curvilinco
gradu=
div A ~ ﬁ_[ (h, hA)+—(h nA )+—(hh/\,)]
hyi,  hyi, h,i,
rOLA = 1 a aQ 3

h,h,h, ax, ax, ax, |*
h,A, h,A,

Au [ ) (h ;h, au) (h ,h, & 2 (hh, a.)
- — -+ —_—
h,h b, [ &x,\ h, ax, ox, \ h,

dondc iy , iz, {s son 1os voctores unitarios bisgicos, A = (A, Az, Ay ) un vector artsitranio, » un  escalar, Ag
=Acxi. X2 X3 ). 2= L 2, 3y u= (1, X3, X3 )

1. Cesrdenadas Rectangulsrca.
N =Xy my, xy=7x, h=1l, h=1 h=1

du., 3 a DA OA OA
du=M Ry (OA,
gradu i+ . +

_k. div A = —=2
2z o = oy
- i 3 k
o
as|2 2 2 (28, 24
& Oy &z Sy &
A, A, A,
Au=u, +u, +u,_,
donde §, j. k son los itarios en las di de los cjes X, ¥, 2.
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2. Coordemnpdas Cilindricas.

R T Bl N

EstaAn con las por ins

X = rcos P, y=rcsene, z=~z
Las supcrficics coordenadas ¢ = cle.. son cilindros y 1as ¢ = cte., y = = ctc., planos.
Los cocficientcs métrncos son:
hy=1, hy =5, hy=1.
de maodo quc:
y‘du-ﬁi,-rlﬁj,-o-&k,,
or r oo oz

dva———(rA )+ l% %.

on o (122 (2 - 28, [22m - 220],

22
_|a(a; 12 o'
=SV w/ " T oo T

3, Canrdenndas Esféricas.

xt = r X3 =0, xs=@

x = 5 gcn O cOs @, y = 7 5cn O sen p, z=roosO
Las supcrficics coordenusdas son esferas concéntricas r = cie, planos ¢ = Cle., y conos 0= cte.

Los coeficientcs métricos son:
by=1, hy =vr, hy>rscnO.

e modo que:
gndn-ﬁi."——":’ L_du,
ar E) TecnO op
va-—-—( 2ay) mm(unw\,) :5:;3;‘.
oL A = "clno[—(nanA )- ——L]. [ﬁ";‘; _i(m,)]., +%[-§;(m,
2

Au =

1 B(,an) 1 & 'no_)
” lcneiu

o8




4. Coordenadas Elipticas.
X =t Xy mO. xy =

Se dotcrminan las f¢ de

x = chp y-c"(l’ X u’). z=2

dondc © ¢s un factor dc cscala.

Los cocficicntes awtricos son.

A — Al —p?
meySERT meeiTE m
Las supcrficics coordenadas ), = cic., son cillindros de secci6n cliptica con focos cn los puntos x = ic,y
= O, las j1 = ctcs soa una famiha de cilindros hiperbolicos y las 2 = cies son
S Coordenadas Parsbdlicas.

Si r, 0 son las coordenadas polares dc un punto cn cl plano. sus coordenadas parabdlicas  pucden
las

= J2r scng, X, =p=J2reosg-. X, =

Las supcrficics coordenadas ). = cic. y B = cic, i con Las
darectrices paralclas al cjc 2
La con las viene dada por las férmulas:
xz-l ’-k‘) =An z=2z
3 .Y -

los cocficientcs métricos son:

h,=h, = /A%, h,=1

* En este apéndice se presentan solo cinco de las once tipos de mas para anslisi
matcmaticos rigurosos. Si cl lector sc cn algo mis acerca de la aplicaciéon dc
esta pucde

B. M. Budak. A. D. Samarki, A_ N. Tijonov “Problemas de Ia Fisica Matematica™ Ed. McGraw - Hill / Mir.
Espafia 1193
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4. Conrdenadas Elipticas.
X m X =0 =

Se detcrminan modianic las formulas de transformacion:

X =cap y-c"(x’ —p’). =z

dondc ¢ cs un Gactor de cscala.

Los cocficicntics méiricos son:

22—t E]
=c" .
Al -1 1-n
Las superficics coordenadas ). = cic . son de 3 con focos cn los punios x = 3iC,y
-0, hsu-clusonunatanuluchc-lmdmsmpcrwlmylnsa-ctu-anpunos.

S, Coordenadas Parabdlicas.

Si r, O son las coordcnadas polares de un punto en cf plano, sus coordenadas parabolicas  pueden
detcrminarse roctanic las férmulas

=A= ercng, x,=p=42roosg. Xy = Z

Las superficics coordenadas 3. = cle. y 1 = cte, iti inter con las
directrnices paraiclas al cie 2.

La con las vienc dada por las formulas:

1
x=5(u’ -x’), y=2Apn, z==z
los coeficicatcs métricos son:

=h,=,/k’+u’, h, =1

'Enucaptndmcscprscnunwlomnm&hsonocupsd: mas para i
matcmdticos rnguroses. Si ¢l lector se algo mas accrca de la aplicacion de
esta her pucdc

B. M. Budak, A. D. Samarki, A. N. Tijonov “Problcmas dc 1a Fisica Matemalica™ Ed. McGraw - Hill 7 Mir.
Espafia 1193
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