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1. INTRODUCCION.

1.1 CARACTERISTICAS DE LOS MODELOS REPRESENTADOS EN CENTRALES
GENERADORAS.

Normalmente los procesos industriales resultan ser muy sofisticados por lo que no
es ficil operar con ellos de una forrna inmediata segura y eficiente, si no se tiene la
habilidad requerida para manejarlos.

G 1 los probl se pri an durante un encendido & arranque 6 paro
de los procesos, causados por cambios en las condiciones de alimentacidén de un suministro.
Durante estos cambios pueden surgir accidentes provocados por modificaciones para
aumentar la carga, por fallas imprevistas de componentes, etc.; La reaccidon del proceso ante
estos disturbios puede ser simulado para prever situaciones riesgosas.

La simulacion nos lleva a tener un mejor entendimiento de céme funciona un
proceso ya que é€sta trabaja de una manera similar al equipo real. La simulacién nos permite

observar las fallas 6 comportamiento anormal que pudieran resultar de maniobras erréneas
en el proceso.

Las ventajas de la si lacion de los pr industriales son las siguientes:

-Capacitar a los operadores para tomar acciones correctivas cuando surjan fallas en el
proceso.

-Adiestrar a los operadores para realizar las maniobras adecuadas con el fin de obtener ¢l
compc i > d do del proceso.

-Evaluar resultados de maniobras errdneas del operador.

-Reducir el numero de interrupciones del proceso.

-Mejorar la operacién del proceso.

-Disminuir costos de operaciéon.

-Prever accidentes.

El costo para desarrollar un simulador es alto, pero es mayor el costo por fallas de

operacion del proceso. Por lo que es preferible darle entrenamiento a los operadores con los
simuladores que con el proceso real.

Tipos de Simulacion.

La simulacion de estados estables de procesos complejos sirve para predecir el
funcionamiento de dichos procesos cuando las condiciones se han estabilizado. La
simulacién de condiciones estables puede facilitar el estudio de sensibilidad del proceso
ante cambios en parametros y variables.

Para llevar a cabo Ia representaciéon de un proceso. para analisis de esuados
transitorios, analisis de seguridad, anidlisis de protecciones ¢ cambios de disefio, es
necesario un Simulador. Generalmente la simulacion es dinamica ya que los estados arriba
mencionados cambian constantemente.
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Para que el simulador cumpla plenamente con el objetivo de adiestrar a los
operadores en forma prictica y eficaz, debe satisfacer una serie de requerimientos que dardn
la pauta al instructor para definir las funciones que efectuara el simulador.

A continuacioén describiremos las partes de un simulador: (Ramos, eral, 1981).

-Una p d de alta capacidad de computo (la consola) donde se define el modo de
operacion del simulador y se lleva a cabo el monitoreo de las acciones que realiza el
operador en el tablero de control.
-Varios monitores graficos a color de alta resolucidén que a su vez tienen herramientas
adaptables para ¢l manejo de informacién en pantallas tales como:
pantalla de didlogo: Presenta menis que guian e indican al instructor cudles
acciones debe seleccionar para llevar a cabo una funcién,
pantalla de despliegues: Presenta tablas y listados del estado del simulador y las
claves y nombres de las posibles acciones,
pantalla de graficas: Permite visualizar la dinamica de variables que se consideren
relevantes.
-Estacion de botones: Permite activar instantaneamente la funcién que se quiere realizar ¢
indica al instructor las funciones que se efectuan.
-Teclado: Permite introducir en la computadora las instrucciones que eligen las acciones a
realizar, .
-Impresora de Pantalla: Permite obtener una copia del despliegue que aparece en
cualesquiera de las pantallas.
-Teléfono: Permite al instructor comunicarse con los operadores y viceversa.

Para poder desarrollar un simulador es preciso repr di model los
fenédmenos que uno desea incluir en el simulador.
Técnicas de Model, 77 M dtii

El simulador contiene modelos que repr n el funcio iento del pr

Debido a las caracteristicas de flexibilidad de tales modelos, estos son generalmente
matemadticos. Estos se desarrollan de acuerdo a las caracteristicas, circunstancias, objetivos,
restricciones que requieren los proceso que deseamos simular.

Las técnicas de modelacién matematica consisten en traducir los problemas del
mundo real en problemas matemiticos, resolviendo los problemas matematicos e
interpretando su solucidn en el lenguaje del mundo real. Para resolver un problema del
mundo real es conveniente simplificarlo o aproximarlo a otro problema que sea muy
cercano al original y que aun pueda ser traducido y resuelto matemdticamente.

A conti ion se mostrara un | de la modelacio dtica
(Gonzdlez, eral, 1989).
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ESQUEMA DE LA MODELACION MATEMATICA

"Mundo Real

Idealizacién y aprox’imacién
con base en la experi i -
entendimiento de la sn(uacldn S A s g g -

. v
.Modelo de Mundo Real

Representacién abstracta y
simbolica con base en la
experiencia matemitica

Modelo Matematico

Solucién con base en la

experiencia m ica

Conclusién

Comparacién de los modelos
con el mundo real .

Si las comparaciones del modelo con el mundo real no son satisfactorias, entonces

“modificamos la idealizacién supuesta o mvesngamos otra estructura para-el modelo

mal:matu:o Esto conduce al sigui pro > para resolver problemas a través de la
del ion Atica

1.- Observar el fenémeno del mundo real que se desea modelar en forma objetiva a
fin de encontrar todas sus caracteristicas relevantes al fenémeno y encontrar los aspectos
que son irrelevantes.
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2.- Formular fas isticas rele: tes y los aspectos irrelevantes del problema
en términos matematicos. - s v S e

3.~ Resolver el modelo dec acuerdo con el planteami 1to’: matematico. hecho
anteriormente. . ST oL R

4. Desarrollar prog de comp i6n de los métod é .cos'quc,se puedan
utilizar. e R S A - - PR

5 Verificar si Ios resuluados obtenidos son los d
6n o a la resolucién del del

formul

6.- Simular ¢l modelo para comparar los resultados observados conlra los resulmdos
que arroja la snmulacxén para asn tener la validacion del modelo.

¥y observaciones.

Clasificacid de los Modelos M dti

Los modelos matematicos pueden ser clasificados de acuerdo a lossiguientes
puntos: . .

Su Objetivo. trazar, discemir, predecir, accionar, optimi & controlar.

Su Naturaleza. lineal, no lineal, continuos, discretos, dinamicos, estiticos, deterministicos, -
estocasticos.

Sus Técnicas de resolucién. Por medio de Algebra, ecuaciones diferenciales ordinarias o
parciales, optimizacién, calculo de variaciones, grificas, programacién matematica,
probabilidad, estadistica, etc.

Caracteristicas de los Modelos Matemdlticos.

=Ragbustez, Los modelos matematicos pueden ser 6 pueden no ser robustos. Esto depende de
observar si pequefios cambios en los parametros conducen a pequeilos cambios en su
comportamiento. Si esto ocurre, se dice que ¢l modelo es robusto. El andlisis de
sensibilidad permite conocer si el modelo es robusto o no.

-Consistentes. Los modelos que incluyen inecuaciones y/o desigualdades, deben ser
consistentes en las diferentes zonas donde éstas se verifican.

-Flexjbles, Un modelo debe incluir la posibilidad de mejorarse a la luz de los experimentos
© datos observables. (Mediante ajustes en los parametros).
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En los modelos es muy importante su validacién ya que esto nos lleva a que el
modelo pueda o no ser aceptado.

La validacién del modelo requiere de ajuste de parimetros para cumplir con las
tendencias esperadas en ¢l. Algunos pardmetros son estimados con la ayuda de datos que
pueden ser usados también para validarlo. Para hacer que dicha validacion sea mds
confiable se deben usar también datos independientes; es decir, que no estén relacionados
entre si.

En los modelos de ingenieria quimica es muy importante el ajuste de parametros, ya
que en dichos modelos curvas, graficas, y no sabemos como representarlos. Para el
analisis de estos, recopilamos datos de presidn, temperatura y flujo de la instrumentacion
instalada en el campo, asi como de los valores de consumo de corneme y de voltaje en los
motores de b b Posterior se calcula la capacidad y la efici de las b bas en
operacién real y se comparan con los valores de disefio, para obtener el comportamiento
real del equipo con ayuda de las curvas caracteristicas (Flujo contra Eficiencia, Flujo contra
Presion Diferencial). Las técnicas para el ajuste de parametros a utilizar en nuestro trabajo
son:

Minimos cuadrados lineales, no lineales, con peso, con restricciones; ajuste por intervalos
(Spline).
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MINIMOS CUADRADOS LINEALES

2 METODOS PARA AJUSTE DE PARAMETROS.

2.1 MINIMOS CUADRADOS LINEALES.

Introduccién.

Los datos que estudiaremos a continuacion requieren de ajustes de curvas para ver
que comportamiento tienen estos a 1o largo de su rango, asi como pora tener una curva que
permita analizarlos con mayor facilidad, ya que el ajuste de curvas permite tener una mejor

idea de su comportamiento. Para esto empezaremos estudiando el ajuste de datos por
minimos cuadrados.

Los minimos cuadrados se definen como la mejor curva que nos aproxima a un
conjunto dado de datos. Esta aproximacién se obtiene cuando ¢l error involucrado r esla
suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados y los valores de la
curva aproximante. Representando esta aproximacion por
F(x,)=0co + X, + C3x} +..4+c,x! como el i-ésimo valor de la curva aproximante y por y,
al i-ésimo valor observado, es necesario encontrar las constantes ¢, (de acuerdo al grado

del polinomio que deseamos) tal que minimicen el error » de minimos cuadrados.
(Fig. 2.1.3)

2
~
El error r se define como ¢l valor de norma r =3 r*| donde

r=y, - Z":c,x,’ 2.1.1)

J=0

De manera general, el problema consiste en

: z
Minimizar “Z(y,' - Zc,x,l)“ (2.1.2)
-t =0 2 .
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X

X

N
X4
X+
3

(Fig. 2.1.3)

La solucién de los problemas mediante el uso de minimos cuadrados da el mejor
conjunto de coefici de la combinacidn lineal y proporciona una medida del error total
en el mejor modelo. La solucién mediante minimos cuadrados nos ayuda a decidir el
conjunto de parametros, sin embargo, un error grande en el modelo, ain con coeficientes
Sptimos, puede indicar que el modelo es inadecuado.

Descripcién del método.

Supc que emp con un si lineal y = Xc3; Sea X una matriz de
mxn, suponemos que el nimero m de observaciones es mayor que el numero n de
incégnitas, suponemos que el sistema yp = AXc es inconsistente (no tiene solucién: 6
probablemente no exista una eleccidn del parimetro ¢ que ajuste perfectamente el dato y;
en otras palabras el vector ¥ no serd una combinacién lincal de las columnas de X7 ).

El problema de minimos cuadrados es escoger €l vector ¢ que minimice el error. En
términos matematicos. la norma utilizada mas extensamente en los problemas de minimos
cuadrados es la norma Euclidiana 6 norma Dos. Cuando {lv — Xd| es tan pequefia como sea
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posible, nosotros decimos que € es una solucion optima del problema lineal de minimos
cuadrados; esto es,

Minimizar v~ \dfj] 2.1.9)

El error lo definimos como r = ||y — .Y¢|| Este error representa la distancia de y al
punto .Xc¢ en el espacio columna de .Y (.Yc es la combinacién lineal de las columnas de la
matriz .X usando los coeficientes c;,...,c,). Por lo tanto, encontrar & para la solucion de
minimos cuadrados, (lo cual minimizara el error r), es lo mismo que situar el punto
p = Xec lo mds cercano posible a y que sélo es otro punto en ¢l espacio columna. La
interpretacion geométrica se describe a continuacion,

Interpretacién geométrica.

p es la "proyeccion de v sobre el espacio columna" y el vecitor y— Xc es
perpendicular para ese espacio (Fig. 2.1.5)

Columnn

1=

Espacio
tumna

Columng J=

(Fig. 2.1.5) Proyeccion sobre el espacio columna de una matriz de 3x2.

La perpendicular y —.X¢ al espacio es expresada como sigue. Cada vector en el

espacio columna de X' ¢s una combinacién lineal de columnas, con algunos coeficientes
Zg,...22,. En otras palabras, éste es un vector de la forma Xz. Para toda la eleccién de =z,

estos vectores en ¢l plano tienen que ser perpendiculares al vector error y ~ X :




U N A M _Campus Acatlin MINIMOS CUADRADOS LINEALES

(X)T (Xe—-))=0 6 T[xTxe-xTyl=0 (2.1.6)

Esto es verdadero para toda z, ¥y hay sélo un camino en el cual esto pueda ocurrir: el vector
en paréntesis cuadrados tiene que ser el vector cero, X 7.\¢ — X "y = 0; esta ecuacién nos
lleva a las iones fund les de minimos cuadrados.

La solucién de minimos cuadrados para un sistema inconsistente y=X¢ de m
ecuaciones con n incégnitas satisface

X' Xe=X"y (2.1.7)

Estas iones son co idas como las "ecuaciones normales’. Si las columnas de X"
son linealmente mdependxemes. entonces por la siguiente regla si "X tiene columnas
linealmente ind X7X es una matriz cuadrada simétrica e invertible,”

P
la matriz X 7.X es invertible y la solucién tinica de minimos cuadrados es

e=(x"x)"x7y (2.1.8)
La proyeccién de y sobre el espacio columna es por consiguiente el punto
_aproximado p
p=XE= X(x'x)"x'y

Esta féormula es expresada en térmmos matriciales como una Matriz Proyecclén P que
describe la construccién gcométnca de una linea perh dicular de y» al cc¢ de
X ; es decir: R

P=x(x7x)' X"

Esta matriz proyeccién P = X(X ’,'X)-l X7 tiene 2 propiedades bdsicas:

i) Es idempotente: P=p ,

ii) Es simétrica: P= P'
Inversamente, una matriz con esas 2 propledades representa una proyeccién sobre el espacio
columnade P.




U N A M _Campus Acalan MINIMOS CUADRADOS LINEALES

Forma de Solucién.

Dadas las observaciones y,,¥;....,, a puntos distintos x,,x,,.

s 12 curva que
minimiza la norma de error r =y ~ Xd| es

T '(2'.',1. 9)7"7

: derivnrhos la suma anterior para cada ¢, del

c’Z[y, (c, +c.x + Cpx] )]

= ZZ[y, —(co + arx, + x7))
= 2["Zly, ~Sa- Zc,x -3 e
So-Sa-Zex-
m+c.§;x, +c,§
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z’z“‘:[y, ~(co + e1x, + €157 )]:
&,

= Q.x,il[y, - (r.-n + )%, + cax} )]

c72y—¢:-0-¢:x,+¢:x,22 -
:-.[ + (o ) - 2 )] =2x,’§[y, —(c°+c|x,+c‘;x.’)]

&
= 2[2 Xy, —co>
kLl

=t

S 2 5 2
ety e Sxi - -0
-] =)
= = .=
Py 2
X+ x} ey xt =D x2y,
- = T =
El sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma:
- P -
2
Com+¢, 2%, + Xl ="y,
) =] -]
- =, =,
o2 x, + D xt v, yox) =D x,y,
1l 1 =l =1
=, s =, -
2
oD xt v 2 x} e, > xt = x2y,
T =t -t
Los coefici a rar son ¢,,c;,c;; €stos son los coeficientes del polinomio de

minimos cuadrados de grado dos a calcular.

En forma matricial para un polinomio de grado 7 se tiene:
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e >xr >
‘:'-I nel -Cv .,."

Z|x c, Z: XV
Z e |z

Z‘x,”" .' - zl:x,’y,
- s

. o LC. -

o > xry,
= i L= J

XTXe=XTy

Estas son las ecu;icioneg normales para la solucién de minimos cuadrados.

e o
anteriormente. .

uh‘,'ekj'cnjlplo para que quede mds claro lo visto

Ejemplo: St ,

4 diciones para aproximar una curva cuadritica:

x Yy
0 o
1 1
3 8
4 15

El sistema sobredelcﬁniﬁédo ¥ = X€ para este conjunto de medidas es:

1.0 o 1 0.0
P LI b 111

X=l30 3 3|=[1 3 9
4° 4t 47 1

4 16

Necesitamos la forma X 7.X ysu invers}x asi como X "y:
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La solucién de mini drad Z‘=(X"X)-'Xry es la siguiente:
2 o131 L
€ 10 15 1624 10
e=fe |=|213 168 Ay gs (|3
=le =
15 %0 9 . 10
c, 1 po-y 1 313 1
6 9 9 1
La mejor curva es: f(x)=-l——_3-x +x?
' 10 107"’ !

Como. vimos anteriormente el problema de minimos cuadrados resulto ser un
problema de algebra lineal, pero que pasa cuando la matriz X de las ecuaciones normales
XTXé=XTy tiene columnas ortonormnales; para esto veremos lo qQue es una base
ortonormal asi como su proyeccion.
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Proy v

cuadrados- el caso ortonormal. (Strang 1980).

Una buse v, +.e.. ¥, €5 llamada ortonormal si

v =8 S, =1 si i=j o éa < 1a funcitn detia de Kronesk
;= u‘s =0 si i*j Qn:ruesacln elta de onecker.

Supongamos quc D es una matriz dc m x n con colu.mnns ‘ortonormales. Entonces

estas col son ind di y la mumphcamén de D"D es la identidad por lo
descrito anteriormente para bases ononormales ;

D'D=1 SIS ¥ 7))

Volviendo a la marriz proyeccnén sobre el espacio columna y la solucién de
minimos cuadrados T se tiene:

P=D(D'D)"'DT 'y e=(p"D)"' D7y
Pero como D'D =17 se obtiene
P=DDT y c=D"y
Cuando los ejes coordenndos son perp iculares, la proyeccién sobre el espaci
esta ‘de la proy ion sobre cada cje (th 2.1.11). Donde la matriz
proyecclén queda dc la sxguxeme forma P=d,d[ y+..+d,d]y.
B : o i Ydy .
' P=DDTy=|d, i i d, 2 |=adfy+..vd,dly
s ’ P i jdTy
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‘eje d2

- p=Py=didly + d2diy =DDY

eje dq*

Fig. (2.1.1 l) La prayecctdn sobre un plano es igual a la suma de proyecciones sobre los
vecrores d, ¥y d; ormnormale:

como D"D es la matriz ldenndad P ¢s la suma de las n proyecciones separadas sobre &, y
ds ononormales.

las les son b

Tcnemos 5
1.- y=Xc 1a i6n dada probablemente es inconsi
2. XTXE = XT las ecuaciones normales para T .
3.- p=XT la proyeccién de y sobre el espacio columna de X'.
4- P= X(X "X)-' X7 la matriz proyeccién dado p= Py.

5-T=XTyy P=XXT =xx] +x,x] +..+x,x], el caso especial en el cual X
tiene columnas ortonormales.

Con los resultados de las ecuaciones €= X7y y P=XXT =x,x] +x,x] +..+x,x]
donde X tiene columnas ortonormales, describiremos lo que es una matriz ortogonal ya
qQue ésta nos ayudard a introducirmnos a la factorizacion QR para la solucién de las
ecuaciones normales X "X¢ = X "y de minimos cuadrados.
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Matriz Ortogonal.

Una matriz ortogonal es  una matriz cuadrada @ con columnas ortonormales,
Gyeeeengqy es decir:

QTo=1 (2.1.12)

La ecuacién (2.7.12) es un caso particular de la ecuacién (2.7.70). Si. Q7 es una.
inversa izquierda, entonces ¢s la inversa. En otras palabras Q7 es también una inversa
derecha, y QQ7. Asi para una matriz ortogonal se tiene que QQ7 = Q7@ =17; esto es
O7 = Q"'. Ademas si Q es una matiz Ortogonal, entonces Q7 también lo es.

La multiplicacién por una matriz Ortogonal Q preserva la longitud.
o] =|ix| para todo vector x.
y también preserva el producto interno:
(Qx)"(Qy) = x"y para todos los vectores x y y.
La prucba es inmediata donde (Ox)T () =x"Q@"Oy=x"ly=xTy. Si y=x; Esta

ecuacién queda como [|@x]|* ={x|* ¥ por consiguiente es preservada la longitud siempre que |
el producto interno exista. : : :

Elp > de ortogonalizacién de Gram-Schmidt (Ver apéndice B-1) nos ayuda ala

X en OR donde Q es una matriz ortogonal y R es una Matriz Triangular Superior; El

trabajo prelimi de ortogonali ién ahorra la tarea de formar X 7.X -y resuelve las
ecuaciones normales de X 7 X2 = X7 Xy de minimos cuadrados.

Si tenemos el problema @ = (X7 X)"' X7y y la descomposicién X = QR entonces,
T=(RTOTOR)'RTOTy (2.1.13),
pero Q7 Q= I, porque las columnas de @ son ortonormales. Por lo mntq.
E=(RTR)'RTQTy=R"'Q"y

e=R'QTy (2.1.14)

del problema de minimos cuadrados T = (X 7.X)"' X Ty descomponiendo la matriz’,
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El cilculo de & sdlo requiere la P ién de la matriz vector Q7y, seguido por la
sustitucion hacia atras en el sistema triangular.

B L el RE=0Q"y.

Volviendo al tema de minimos cuadrados, que para lcular el error del
polinomio calculado se utiliza la siguiente férmula .

r= Sy - C @S
T amb .

donde las .y, son las ‘vcomponenles del vector.de: datos observados: Yy Sf(x,) son las
componentes del vector de la evaluacién de los puntos del vector x enel polinomio.

Con los elementos descritos anteriormente se tiene el siguiente algoritmo:
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Algoritmo para ¢l ajuste de datos de ml’mmos cuadrados.

Paso 1.- Capturar los datos del problema dentro de un archxvo de datos dc la forma:

1 :

< M
; X3 V2
K Ko LV me

paso 2.~ Introducir el orden del polinomio a ser ajustado (72 es el orden) de la forma:
S(x,)=cCo + %X, + C3x}+.. AC x
Paso 3.- Introducir una r para el error de tolerancia dado.

Paso 4.- Si m<n imprimir un mensaje de error de que el polinomio de regresién es

imposible y termina el proceso. Si m 2 n continuar.
Paso 5.- Calcular la muluphcacxon X’X v X’ .
Paso 6.- Una vez cal das estas i

- -
QX x? + e+ e, 2x] = Xy,
=i

com + o f:x, +

-} sal

c,,i x, + ir,’ + '-‘;5:-“,’ 4+ e+ c,,ix,"" = > xu
‘:'l l:l l:l l:l l;‘

+ ex' e+ o, = oxly,

d.x} + o 3x
=,

: : o
DX+ DX 4+ x4+ e+ o, DX =
1) tm) =1 =l

Paso 7.- Resolver el si de
Paso 8.- Imprimir el vector de coeficientes o vector de pardmetros del polinomio a calcular

F=[cg.ys...06, )
Paso 9.- Evaluar los datos introducidos (Vector x ) del problema del polinomio calculado ¢
imprimir (/(x,)).
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Paso 10.- Si las componentes y, ¥ (f(x,)) cumplen con el error de tolerancia impuesto
r<rdonde r=>3"|y, ~ S (x, )|? imprimir resultados y salir del programa. ’
-l

Paso 11.- Regresar al paso 2 y aumentar el orden del polinomio.
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Minimos cuadrados como una combinacion lineal de funciones.

Los probl de ini cuadrados lincales surgen cuando una variable
dependiente es modelada como una combinacién lineal de funciones involucrando -
parametros especificos. En este problema 1o que desconocemos son los coeficientes de la
combinaciéon lineal. Esta combinacion lineal de la variable se hace de acuerdo a la

£ ion que d darle a la variable que puede ser x a Jx &6, x a 1:' etc.

Estas transformaciones ayudan a tener un mejor ajuste de la curva, a suavizar (linealizar la
curva) en alguna parte del dominio.

Se tienen un conjunto de m observaciones; para cada observacion x,

, i=12,....m
el modelo lineal tiene la forma:

¥x,) = u@o(x,) + 6, D, (%, )+.. +¢, P, (x,) =D, D, (x,)
=0

donde v(x,) (el valor de la variable dependiente) es aproximada por una suma pesada de
oDy (%) + @ (x,)+...4+c, D, (x,) (la n especifica funciones evaluadas a la observacion ).

La solucién & del problema de minimos cuadrados lineales es un n-vector que
produce la suma mas pequeila del cuadrado de los errores en el modelo dado sobre el
conjunto de observaciones y, , es decir, que resuelve

2
Minimiznrz[y, -, @, (x, )] (2.1.16)
) =0

Para ob 1a mini io6n se deriva parcialmente esta ecuacion para cada ¢, del
polinomio.

Ejemplo:

Para una aproximacion con un polinomio de grado dos con m observaciones,
a pe Ia ién (2.1.16)

J(x,)=cq@o(x,) + 6, @, (x,)+c,D,(x,) i=12,....m
Minimizar i[y. — (@ (x,) + ;D (x,) + ;D (D]
‘-]

Derivamos parcialmente para c,,¢,,c;. € igualamos a cero cada derivada parcial
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EX [ — (oD lx) + 6, D (x,) + ;D3 e 0]
= - =23 ©, (%, )y —(CPo(x,) +6,D,(x,) +c; D, (x, )]

3, (5 0y, = e D) =0, 3D D (X IDi (x,) = € 3 Dy (6, )P (x,) = O
‘-l -l - L) N B . e

T3 [ — (Co®o (x,) +6,D, (x,) + ;B (x, D]
ey - L i

23 @, (6 = (Ca®o (£,) +6,®, (x,) +6,D, (x, 1]

o0y clz':-@"f’(x.)—‘ézilomx. I, (x,) =0
ral - e - . L]

FE 5, = (CoBole ) + 6Dy (5 )+ B N L ,
o TR S =23 @, (2,3 = (G P, () + e D (x,) +6: D, (x,))]
. it ey . .

T, (5, S B B (P () — 6, 3B, (%D, (%) — 65 3 DI, =0
T T : -t = :

El sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma:
o3 BLE )+ 6, T Dalx ID, (5) + €; 3@ (%, )P2 (x,) = 50, Do (%)
=) -l t=l tm] N
o3 Do ID, () + €, S DI (1)) + €, 2P (x,)P5 (x,) = 3.3, D, (x,)
- ) =] 1}

€0 S Do )D, () + 6, T D, (D (5 + 6 3 DI(x) = 3, D, (x,)
t-i rel ra) r-l

La representacion en forma matricial es semejante a la anterior (X7.X y X 7y) solo

que los coeficientes de la matriz son funciones, y en la matriz anterior los coeficientes eran
variables. -
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MINIMOS CUADRADOS LINEALES

O OF =
Toix) o) 0P (xS DD ()
ey} t-| -y "

. . rel
3@, ()P (%)) "'Zlisf(x.) R OEID () DI NEDT-NERY Fod
= Ther _ T - i
PIL-NEFTNERLWD I Ne ST -NeH P HESEEHEEED W NEALNEDY Iy
-t . - =t i - -, . =t e

T @, P(x) B0 IB(x) T B O EID(x) @)
So,on |

> @)y,

-1

Ty =|'m
P @, v

20.. (x,)y,
-1

Con lo anterior tenemos el siguiecnte algoritmo para encontrar los coeficientes de
minimos cuadrados.
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Algoritmo para el ;ljust.c de datos de minimos cuadrados como una comﬁinacién lincatl
de funciones.

Paso 1.- Capturar los datos del problema dentro de un archivo de datos de la forma:

] v

XM
X2 )2
Xm 1. Vm

paso 2.- Introducir el orden del polinomio a ser ajustado (i es el nimero de coefc-entcs)

Paso 3.- Introducir una r para ¢l error de tolerancia dado.
Paso 4.- Si m<n imprimir un mensaje de error de que el polinomio de regreslén es

imposible y termina ¢l proceso. Si m 2 » continuar.

)

Paso 5.- Seleccionar la funciones @, (x,) que 0S 1] .
Paso 6.- Calcular la multiplicacién OTO y @7y para que calcule las sumas y produclos dc
potencia como se da en el si de iones H i RPN

c.,f_:d>: x)+a ion (5D, (x,) + 03 f‘_, @, (2, XD, (x, )+...+c.2':°., =)D, (%))

c,,Zq> (x, ), (x, )+c.Z® (x,)+c,20> (x, YD, (x, )+...4C, Zq> (x,
"uzmz(":)o Cx, )+c.Z° e ), (x, >+e,zo (x,)+...+c 20,(&)0 =)

@ Z D, (x)Pa () + 6 T D, (6B, (5,) + €3 3D, (2,30, (x40, S DI (x) = S0, (),
=1 r=) - L -] =]

Paso 7.- Resolver el sistema lineal.
Paso 8.- Imprimir el vector de coeficientes o vector de parimetros dcl polmomxo a calcular.

Paso 9.- Evaluar los datos introducidos (Vector x) del problema del polinomio calculado e
imprimir (f(x,)).
Paso 10.- Si las componentes ¥, y (f(x,)) cumplen con el error de tolerancia impuesto
rsrdonde r=>3 |y, — f(x, )]z imprimir resultados y salir del programa.

=t

Paso 11.- Regresar al paso 2 y aumentar el orden del polinomio o cambiar la funcién a

ajustar.
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Otra forma de resolver el problema de minimos cuadrados es utili
de Software Mathematica (Ver apéndice B-2).

cando el pagucte

24
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MINIMOS CUADRADOS LINEALES .
Minimos Cuadrados Pesados.

Al realizar ajustes por minimos cuadrados, al veces d
datos mas signifi
igualmente confiables.

que ciertos
que otros. Normalmente esto ocurre cuando los datos no son

Regresando al sistema lineal 3 = Xc¢ de minimos cuadrados; si las m observaciones
Y1+V2.e--2Ym Do son igualmente confiables, se pueden aplicar diferentes pesos
Wy, W, ...,w, a las observaciones. Esto generaliza nuestro problema original, pero hay
todavia otra gencralizacion. Las observaciones en su desigual confiablilidad pueden no ser
independientes. En este caso tambié€n se pueden introducir coeficientes w, para especificar
el acoplamiento entre dos observaciones; digamos la { yla j. Entonces laigualdad Xc =y
es cambiada por IW.Xc=Wy.Los nameros w, permanecen a lo largo de la diagonal
principal de la matriz ¥ ; es decir, son de la forma w,,,wy,...,w, .

Para resolver este nuevo problema W.Xc = ¥y tenemos solamente que regresar a las
ecuaciones normmales X 7Xé=X7Ty para el problema original y hacer los cambios
apropiados - X es reemplazado por WX y y esreemplazada por Wy -.

Si X tiene columnas independientes (es de rango 2 ) y ¥ es invertible, entonces la
solucién de minimos cuadrados W.Xc =¥y esta determinada por las ecuaciones normales
pesadas

(XTWTWX)e, = XTW Wy 2.1.17)
Si escribimos W7W = H , entonces T, = (X THX)™' X" Hy

Esto completa la primera aproximacién de minimos cuadrados pesados, la segunda
aproximacién consiste en introducir ¢l cambio en la definicién de longitud (producto
interno). Por lo tanto realizamos exactamente el mismo procedimiento (ver producro
interno de matriz ortog ) que el leado para la matriz pesada W .

Si W es una mauiz invertible, podemos definir una nueva longitud (producto
interno) por las siguientes reglas

Il ==l ¥ (X))o = (Wx) (W) = xTW Wy
El producto interno tiene la siguiente propiedad

I =(x.x), >0 para todos los vectores x no ceros.
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Regresando al problema de minimos cuadrados y = Xc¢ con matriz ¥, podemos
recobrar la figura geométrica usando la nueva longitud y producto intermo. La eleccion
optima de .Xc¢, minimiza el error v — Xc, es a su vez. el punto p en el espacio columna de
X proximo a y. Pero la palabra proximo tiene que ser ahora interpretada en términos de la
nueva longitud: minimizando |y — Xd|, =[#y — WXd|. Estc punto p (o mas propiamente
P..que depende de ¥') es asi mismo la proyecciéon de y dentro del espacio columna y el
vector ¥y — p, ¢s perpendicular a este espacio. Pero una vez mas hay un cambio,
perpendicularidad significa ahora que el nuevo producto es cero. Asi que el punto
P. = XC, esta definido por la propiedad de que ¢ — p_ es perpendicular a todo vector Xz
en ¢l espacio columna

(X2)"WTHW(y—X6,)=0 paratoda z.
El vector que multiplica a z” tiene que ser cero.
X"TWTW(y-~Xc.)=0 5 XTWTWXE, =X"WTWy;

lo cual es el caso anilogo a las ecuaciones normales.
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2.2 METODOS PARA AJUSTES POR INTERVALOS.
Introduccion.

los ajustes de pardametros por minimos cuadrados aproximan curvas continuas en
todo un intervalo, sin embargo, existen aplicaciones en las gue discontinuidades 6 picos en
alguan lugar del rango restringen su uso.

Un enfoque alternativo para ajustar las curvas de comportamiento de equipos
consiste en dividir el rango en una coleccién de subintervalos y construir un polinomio
aproximante en cada subintervalo. La aproximacién con funciones de este tipo se llama
aproximacion polinomial segmentaria.

Las caracteristicas de esta aproximacion son:
1) continuidad.
2) forma en que se fijan las condiciones de aproximacién.
A continuacidn veremos diferentes tipos de aproximacién segmentaria.

Tipos de la Aproximacién Scgmentaria.

Antes de estudiar los tipos de aproximacién, observaremos la siguiente grifica donde sc
describen los tipos de nodos que se utilizan en la construccién de la aproximacion.
(=}

!
Nodo
Externo

///’: Nodos_de
Conexion’
Nodos
N'do nlernos — N ,/// ™~
o
Externo

o Nodos externos

t Nodos inlernos

Nodos de conexion
(Fig. 2.2.1)
De acuerdo al orden del polinomio, la aproxlmacusn segmcntarm se clasifica en lineal,
cuadritica, cubica, etc. .
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INTERPOLACION SEGMENTARIA LINEAL.

Descripeién: Consiste en unir un conjunto de datos de nodos con una serie de lineas rectas
S(x)=a, +b,(x~x,) donde a, es la evaluacién de la funcion ¢n ¢] punto y &, es la
pendiente de la linea recta que une a cualquier nodo entre el subintervalo [xl ,.\'l_,] .
Continuidad: En general no produce una aproximacién diferenciable, ya que en cada uno
de los subintervalos la primera derivada de la funcién puede ser discontinua. En los puntos
de conexioén, los nodos de conexién donde coinciden los polinomios, la pendiente puede
cambiar abruptamente.

e

Curvo. o

,Ajustar
/‘ :

Ajuste por
interpolacidn
segmentaria
tineal

t
S
1
]
1
!
1
[}
[]
)
i
1]
1
I
'
1
|
1

IV O

i X1 Xp=Xm

(Fig. 2.2.2)
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Condici: de C inuidad

Condiciones: Se define la interpolaciéon segmentaria lineal como sigue: Supéngase que
J(x) es una funcién definida en [X,.X,] ¥y que se da un conjunto de nameros llamados
nodos X, = x; < x, <...< X, ; = X,. Un polinomio lineal S,(x)=a, +5,(x~x,), en el

subintervalo [.\—, .xl,»l] (donde j=0,1,...,n-1), que satisface las siguientes condiciones:

1) Los valores de la aproximacién deben ser iguales al valor de la funcién en los
nodos interiores; es decir.

S(x,) = f(x,) paracada j=0l....m-1
2) Los valores del > de aproxi ién j deben ser iguales a los valores del
iente de aproxi i6n en los nodos de conexion, en simbolos
S,ax,.)=8,(x,.) paracada j=0,1,....n—1

Forma de Solucién:

Tenemos que el poiinomio a obtener es S,(x) =a, +b,(x~x,;) en el subintervalo
[x,%,m]-
Aplicamos la condicién Da vx, S,(x,)=f(x,),con j=0,l....m~1. Se tiene -

S,(x,)=a, = £(x,)

Aplicamos la condicién 2) S,0(x,,)=S5,(x,,), tenemos

a,n =8,,(x,,)=5,(x,,,)
A, =a,+b,(x,, —x,) paracadaj 01..‘.,m—l.

Definimos: Ax, =x, , —x,

Entonces a,,, = a, +b,Ax, debe satisfacerse para j=0, /,...,m-1.
Como a, = f(x,) 'y a,,=/f(x.)) ‘nuestro sistema de ecuaciones queda como

sigue:
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a, = f(x, )
Sx,0)

a, + b,Ax,

it

donde las incégnitas son a,, b,.
Ejemplo:

Se tiene la siguiente graifica

X f(x)

Xo ACH)
Xy Sx)
x, S(x;)
Xs JS(x5)

f (=)

Xo X1
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METODOS PARA AJUSTES POR INTERVALOS

El polinomio a oﬁlenei'_cs S, ()=a, +b, (x ~x,) enel subinteﬁlalo [x,,xl,,] .

Eval jos la aproxi iénenlos p Xp4 Xj

So(x0) = ag +5,(
~So(x) =ag :"éo(‘l -

- no: o a;:iélrvxt‘en ibs puntos ;:,, x,
S,(%,) =G, + b,(x = x) = S(x,) '
_sl(xz) =a, +b,(x; —x,) = f(x;) = o

Evaluamos la aproximacién en los puntos x,, x,

Sa(x;) =a; +b,(x; —x3) = f(x;)
Sy(xy) =a, +b, (%, —x;) = f(x3)

Resolviendo el sistema para cada intervalo S,, S,, S,
ay. by, @y, by, ay, by.

se obtienen los coeficientes
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INTERPOLACION SEGMENTARIA CUADRATICA.

Descripecién: Esta  interpolacion  ajusta un polinomio  cuadratico entre  parejas  de
subintervalos.

JYIE SO ] Tiene 3 constantes arbitrarias,

S(x) =a, +b(x—x3)+ c, (v —xy,) donde 7 =0d...n—1 sec refiere al nomero de
segmento. Sélo se requicren tres condiciones para ajustar los datos en los extremos de cada
intervalo, las cuales son: a) Los valores de la funcién deben ser iguales en los nodos
interiores; b) La primera ¥ ultima funcion deben pasar a través de los nodos extremos;
c)Los valores de la primera derivada en los nodos de conexion deben ser iguales.

Continuidad: Existe la flexibilidad suficiente como para permitir que las ccuaciones

cuadraticas se escojan de tal mancra que la interpolante tenga derivada continua.(Chapra,
1996). Esta derivada coincide con la funcion en los extremos del intervalo [x,,.x:,,, ] .

(=) :

Funcién a
\/ Ajustar

Ajuste por

! Interpolacién
1 2
i Segmentaria
1 ] Cuadratica
| ]
| ]
) 1
1 1 :
] ] .
i 1 :
t [}
[ N
| |
—t——t R ———t—t——+ x
Xa=Xo Xzl Xz21+2 Xo=Xm

@ Nodos externos
* Nodos internos
[}

Nodos de conexidn

(Fig. 2.2.3)
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Condici de C. inuidad

Condiciones: Se define la interpolacién segmentaria cuadritica como sigue: Supéngase que
f(x) es una funcion definida en [X,,.X,] ¥ que se da un conjunto de numeros llamados
nodos X, =%y <x; <...<Xp, =X,. Un polinomio cuadratico
S,(x) =a, +b,(x—x;,) +c,(x—x3)%, en el subintervalo [le.x,,‘,] (donde /=0,1....,n-1),
que satisface las siguientes condiciones:

1) Los valores de la aproximacién deben ser lgu:\h:s al valor de la funcién en los
nodos interiores; es decir.

S(x,) = f(x,) paracada j=0,1,....m—1

2) Los valores del segmento de aproximacién / deben ser iguales a los valores del
e de aproxi ién en los nodos de conexién, en simbolos

S (X31.2) = 8, (x31.2) para cada segmento [ = 0,1,

3) Los valores de la derivadas del segmento de aproximacién / deben ser iguales a
los valores de la derivada del siguiente segmento de aproximacion en los nodos de
conexiodn; esto es

Sl (X2a2) = S/ (x3.2) para cada segmento /= 0.1,...,n—1

Forma de Solucidén:

Tenemos que el polinomio a obtener es S,(x) =a, +b,(x — x,,) +c,(x x,,)’ en el
subintervalo [x,,,x,,,,]

Aplicamos la condicién 1) a x S;(x,) = f(x,),con j= 0.‘1..‘..,‘m- 1. se tiecne

Si(x,)=a, = f(x,)

Aplicamos la condicion 2) S,,;(x3.2) = S,(x3,.,). Para c.;.\da 1 =0,,...,n—1, tenemos

Aoy = 81 (X20.2) = Si(X31.2) .
Ay =ay 5, (Xyy — X)) + 6, (X3 —%y)? con [=0,100,n—1.
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De manera similar x =Xy, b = §'(xy) y observamos que - -

Si(x2,) =8, +2¢,(x31.2 '3'.'1): DT
implica que S;/(x;,) = b, cuando { =0,L,...,n

““Aplicamos 1a condiéién 3)" S (¥

n =1 s& tiene

s:'(’é:-: ) 7? by +2¢,(x3.;

Si definimos  Ax; = x,,,; = X,

e

Con lo anterior i

a;

a,’ + BaAx, + cAx]  — a.,
b, + 2c,Ax, ~ b,

donde las incégnitas son a,, &, ¢,.

De la siguiente grafica podemos obtener varios casos:
a) El polinomio de aproximacién es continuo solamente en la funcién.
b) El polinomio de aproximacidén es continuo y su primera derivada es continua.
<) La primera derivada del poli io de aproxi i6n es igual a la primera derivada de la
funcién de aproximacién.

Ejemplo:

Se tiene la siguiente grafica

34



U. N AM._Campus Acatlan METODROS PARA AJUSTES POR INTERVALOS

x f(x)

Xo S(xo)
£} S(x)
X2 JS(x2)
X3 S(x;3)
Xa SCxy)
Xs S(x5)
X S{xs)

f oo
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El polinomio a obtener es S,(x) =a, +&,(x —x3,)+¢,(x —x,,)* en el subintervalo
[*2-2222]- ’

a) El poli io de aproxi ién es '-i lament er:l'laﬁ.ln'cién.

Eval la aproxi i6n en los p Xgo Xy4 X3

So(%0) = ag +b5(Xo — X,) + €5 (X0 —X3)% = f(x,)
Sa(x;) = @g +by(x; — X,) + o (x, —x0)* = f(x,)
So(x;) =g + by (%3 = xo) + Co(¥; = x0)* = f(x3)

Evaluamos la aproximacién en los puntos x,,x;. X,

S\(xy) =a, +b,(x; —x;) +¢,(x; ~%3)° = _f(x3)
Si(xy) =a, +b,(xy; = x;)+ ¢, (x, —x;) = f(x)
Si(x) = a, +b(xy — X))+ €, (x, —x3)* = f(x))

Evaluamos la aproximacion en los puntos x,, x;,X

Si(x) =ay +by(x, —x)+ey(x, — %) = S(x)
Sa(xg) =ay +b; (x5 = x,) + (x5 = x,)° = f(x5)
S3(%,) = a3 + 8, (x —x) + 63 (x — %407 = £(x4)

Resolviendo el sistema para cada si de i b os los coefici
del polinomio cuadratico aproximado S,, §;, S;.
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b) El polinomio de aproximacién es continuo y su primera derivada es continua.
Tenemos que ‘el polinomio cuadratico es S,(x) =a; +b,(x—x; ) +c,(x -xy)?
donde su derivada es
S{(x) =b; +2¢,(x —x3)

Evaluamos la aproximacién en los puntos x,, Xx,, X,

S0(%a) = @g + 5o (X = Xa) + Calxty = X6)* = £(xo)
SaCx,) = @ + By, = Xo) 4 Colx, = %5)7 = £(x,)

2oL _ 5, 20,0x, —xp) = LD

Evaluamos la aproximacién en los puntos x,, x;, x,

S$\(x%3) = ay +b(x; —x3) +6,(x3 ~x3)° = F(x3)
S1(x3) = @, +5,(x; ~%2)+6,(x; —%,) = f(x;)

S,(x.) S, (x)
BET = bzt =200
Eval >s la aproxi: ion en los puntos x,, x,. X,

S:(x) =@, +5,(x, = x )+ 62 (%, — %) = f(x,)
S;(x)=a, "‘bzy(—"s —x)+ 6 (x; = x,) = f(x;)
82(xg) = a; +b; (% —X) + (X6 ~ X)) = £(xX4)

Donde el sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma

o =fv(xo)

Ag + b, (Xy = Xg) + Co(x) —=X0)* = f(x,)
by +2¢o(x; ~xg) =5 =0

a, =f(x;) i

a, +5,(x;y —x,) + (X, = x;)* =f(x3)
by +20,(xy ~x,) b, =
a, = f(x,) . ;
ay +b, (x5 = x, )+ 0 (xy —~x)* = f(x5)
@y +b, (X —X,) + €3 (X —x,)% = f(x4)

Donde las incégnitas son: . a,, by, ¢y, . @y, &y, ¢, a;, by, ¢3.
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¢) La primera derivada del polinomio de aproximacion es igual a la primera derivada de la
funcion de aproxi i

a, = f(x,)

Qg +bo (X, = Xp) + Co(Xy = X0) = f(x,)

by +2ce(xy; —x3)-b, =0

b +20,(x; —x;) = f'(x3) | = by = f(x3) .
a, +b (xy—x3)+c (x5 —x,) = fi(x;) 0T
b +2c,(x, ~x;)—b, =0 |

by +26,(x, =X )= S(x) = b =f'(x)

@, + by (x;, — X))+ 63 (x5 —x,)7 = f(x5)

ay +by(xg = X, +63(x6 ~ %) = T (xe)

El sisterna de ecuaciones queda de la siguiente forma

ag = f(xo)

a, +by(x; = Xxo) + X, —X)* = f(x)
by +2¢c5(x; —x,) = £°(x;)

b, = f(x;)

a, +b,(x; —x3)+ e (x; —x;)% = f(x;)
b +26,(x, —x) = f'(x4)

by = f'(x)

ay +b;(x; — x)+ 02 (x5 —x)* = f(x,)
@y +By(x = x,)+ €3 (x4 —x4)% = f(x)

Estos sistemas de ecuaciones como son wridi les se r 1 efici

por medio de factorizacién de matrices (Crout), (Burde_:. 1987). '
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INTERPOLACION SEGMENTARIA CUBICA.

Descripcién: Esta interpolacién utiliza polinomios cubicos entre parejas de subintervalos.
[*3/2 %303} - Involucra 4 constantes.
S(x) =a, +b(x —x3) + €, (x = x3,)* +d,(x —x3)’

por lo que requiere de 4 condiciones. Dos de ellas provienen de la restricciéon de que los
valores de la funcién deben ser iguales en los nodos interiores. La primera y ultima funcién
deben de pasar a través de los nodos extremos. Las otras 2 condiciones consisten en que las
primmeras y segundas derivadas deben ser continuas en los nodos de conexién. Estas

aproximaciones también se conocen como splines.

Continuidad: Permite que el polinomio interpolante sea continuo en el intervalo y que
exista primera y segunda derivada.

f o

Curva a
Ajustar

cjuste por
interpolacidn
Segmentaria
Cudbice

y
Xa=Xo X3l X
m Nodos externos
* Nodos internos

X

It. Nodos de conexidn

(Fig. 2.2.4)
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Condici de C inuidad.

Condiciones: Sc define la interpolacién segmentaria cubica como sigue: Supdngase que
f(x) es una funcién definida en [X,..X,] y que se da un conjunto de numeros llamados
nodos X, =X <X, €ea€ Xy = X« Un polinomio cibico
S(x) = a, +b,(x —x3,)+C,(x = xy)% +d,(x - x5,)°, en el subintervalo [x,,.x,,,,] (donde
! =0,,.:.,n—1), que satisface las siguientes condiciones:

1) Los valores de la aprox:mamén deben ser iguales al valor de la funcién en los
nodos interiores; es decir.

S(x,) = f(x,) .. paracada j=0,,...,m—1
2) Los valores del de apr ion I deben ser iguales a los valores del
> de aproxi ion en los nodos de conexién, en simbolos
S1a1(xae3) = Si(X31a3) para cada segmento /= 0,1,...,n—1

3) Los valores de la primera derivada del segmento de aproximacién'/ deben ser

iguales a los valores de la primera derivada del siguiente segmento de aproxxmucxén en los
nodos de conexion; esto es

S/ (X303) = §/(x31.3) para cada segmento ! = O,1,....n—1".

4) Los valores de la segunda derivada del segmento de aproximacién ! deben ‘ser

iguales a los valores de 1a segunda derivada del siguiente segmento de aproxlmaclén en los
nodos de conexiodn; es decir

SO (X303) = S{(x3.5) para cada segmento { = 0,1,...,n— 1

Se satisf: una del sigui

conjunto de restricciones de frontera:

a) Las primeras derivadas en los nodos extremos son diferentes de cero y las
segundas derivadas pueden ser cero.

S"(x) =0 (2.2.5)
b) Las primeras derivadas en los nodos extremos son diferentes de cero

S'(x) = f'(x0) ¥ S (Xpat) = S (Xpey) 2.2.6)
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Si las segundas derivadas en los nodos extremos son cero: (interpolacion
segmentaria natural con frontera libre), la funcién serd una linea recta en los nodos
extremos. .

Si el valor de la primera derivada en los extremos fuese diferente de cero (es decir,
existe alguna curvatura), entonces se ticne la restriccién de frontera sujeta:’ La“opcion de
frontera sujeta nos da mejores resultados que la opcién de frontera libre, ya que la segunda
derivada al ser diferente de cero nos garantiza la existencia dc la curvatura, correspondlenle
a la funcién que se desea aproximar. .

Forma de Solucién:
.
Para construir el Spline cubico partimos de la apli
definicion de los polinomios cibicos (Burden 1987). i X
S(x)=a, +b,(x—xy) +c,(x —x,,) +d,(x—x3)° pnracada 1= 0 l,m,n—l.
Donde el polinomio esta definido en el intervalo [x,, -X,,.,] K ‘

'de 1a

i 1. Sec tiene

S(x,)=a, = I(X,)

Aplicamos la condlmén 2) S,,, (x,,,,) S, (x,,,,) Pm cada I = 0 L1,...,m—1, tenemos

et —Slq(xu.;) sl(x.u.;) :
a,, =a; +b,(x,,,, —X3) + & (X3 —x,,) +d,(x,,,, —x,,) con 1.=0,1,...,n—2.

Deﬁmmos Ax, = X3,y =Xy, paracada I = 0,1 ~1.

Ax= x,, . a, = f{x;) se puede ver que esto implica que la ecuacién
a,., =a, +bAx, + c,Ax,? +d,Ax,® se satisface para toda 1 =0,1,...;n~ 1. De manera similar
x=X5, b =8'(x;) yobservamos que L : : :

Si(x) = By +26,(X313 — X3) + 3, (X300 — %)

implica que S/(x,,) =&, cuando ! = 0.1,.:.7.‘n =1 : :

Aplicamos la condicion 3) S/,,(xy.;) = S,'(.{r,,,,)'.v Paracada / =0,1,...,n—1 se tiene

b,., = b, +2c,Ax, +3d,6x,*. para /=0,

;.n—l
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De manera similar, x = x;,-8 “(x5,) = 2¢;

Aplicamos la condicién'4) S$7/,(x5.3) = Sj(xs,.3) . Para 7 =0,1,...,n—1.
En este caso ... . S R

2¢,,, = 2¢, + 6d,Ax, . entonces |

€1 = ¢, +3d,Ax, paracada /=0,1,...,n—1. - -

Asi el sistema de ecuaciones queda de la siguiente mancra

ay o ; = Sf(xy)
a, + bax, +. caxt+ dax} - a,, = 0
by 4 20,Ax, 4+ 3d,Ax} = by, = 0
<, + dax, - ¢, = 1]

donde las incégnitas son a,, &,, ¢,. d,.

Asi se pueden hacer diferentes combinaciones de casos donde d s las dici de
continuidad;

a) Las condiciones de continuidad estian sobre la funcién solamente.

b) Las diciones de inuidad estdn sobre la funcién y en la primera derivada.
¢) Las dici de inuidad estén sobre la primera derivada.

d) Las condiciones de continuidad estdn sobre la primera y segunda derivada de la
funcién de aproximacién.

€) Las condiciones de continuidad estin sobre la funcién y segunda derivada.

f) Las condici de continuidad estdn sobre la segunda derivada.

Ejemplo:

Se tiene la siguiente grafica
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x f(x) |
Xa J(x)
*1, Sx)
X3 S(x2)
X3 F(xs)
X J(x.)
X J(xs)
X S(x6)
x4 S(x7)
X S (xe)
X S(xs)
f (x)

[T VUREURUEE S NUE ISR R-SUNIRE BRR NN i
LUNEDS ENRIENN ESEMAY DOER SRR RENCOY BRSUEY RaS T X

XoX1 X2 X3X4Xs Xe X7 Xg Xg
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El polinomio a obtener es S, (x)=a, +b(x—xy) +c(x—x3,) +d,(x—x3)° en el
subintervalo [x,.x,,.:] donde :
a) Las condiciones de continuidad estdn sobre la funcién solamente.

Eval

la aproxi ién en los p Xg» Xy X34 Xy

S (X0) = @g +by(xg = Xo) +Co(Xg = X)) +dy(Xy — %) = (%)
Solx) =ag +bo(x, —x0) + o (¥ —x5)* +do(x, —x5)° = f(x))

Ss(x2) = ag +bo(xy —Xg) + (X2 — X0)? +do(x; — %) = f(x1)
Solxs) = ag +b(xy — ¥¢) + o(X¥3 — x0)  +dg(xy —x4)* = f(x,)

Eval la aproxi i6n en los puntos x,, X,, Xg, X

Si(x3) = a, +b(x; ~ x3) +6,(x; — x,)? +d,(x; — x;) = f(x3)
Si(x) =a, +b(x, —x3) + o (xy = %) +d (%~ %) = f(x))
Si(x) =a, +b(x, —x3) +0,(x;, —x3)? +d, (x; —x3) = f(xy)
Si(xe) = a, +b,(x, — x3) + €, (xg — x,) +dd | (xe — x3)° = f(x)

Evaluamos la aproximacién en los puntos x,,x,, x4, X5

S3(x6) = @y + B (x, = X)) +03(xs — %)} +da (X — %) = £(xe)
83 (x5) = a3 +b3(x; — X)) + €, (% = x,)" +dy (%7 = %) = f(x7)
S:(%s) = @y + by (xy = X) + €2 (Xy = X,) +dy (3 %) = f(x,)
81(x5) = a; + 8, (x5 = Xg) + (x5 — %) +dy(x0 —%6)° = f(x5)

Donde el sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma

a, = f(xo)

Qg + 8y (x, — X0) + (X, —x)? +ddy(x, —x,)° = f(x))
p +bo(x3 —x0) + (X = %,)7 +do(x; — %) = f(x;)
@y +Ba(xy —Xg) +Co Xy = X0)* +do(xy ~x,)° = £(x;)
a, = f(x;)

a, +b(x, —x;) + ¢ (x4 —x,)° +d (x, ~x;3)° = f(x))
a, + b (x5 — x3) + ¢, (x5 — x3)* +d, (x5 = x3)° = f(x5)
a, +b,(xg —x3) + 6, (xg — %3)* +d (X —x3)* = [(x6)
a, = f(x,)

Ay +5,(x; —Xg) +C3(X5 = x6)° +da(xy =x,)° = f(x.)
a3 + b3y =X, ) + 2 (Xy —x) + 3 (xy — %) = f(x2)
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ay + by (xy — x4) + 03 (x5 — x)7 +dx(x9 -xf.)’ =f’(x,r)

Resolviendo cada sistema de ecuacnones b ‘los :coefici de los
polinomios cubicos S,, S, S, B Sl SRR :

b) Las condlcnoncs de conunuldad estﬂn sobre la funcxén y en la pnmera dcnvada _
Se -tiene el polinomio ciibico es S, (x) =a, +b, (x— x,,)+ <, (x x,,) +d, (x—x3) .y
primera derivada.

’ S,'(.\) =b + 2"1(—" xu) + Ml(x x5)7

8

Eval la’aprmt en los puntos x,, X, X3, X,

S0 (%6) = g + By (X5 — Xg) + Co(p = %)? + do Xy = %)* = (%)
Sox,) = do + B (X, — X0) + 6o (X, = x0)? +do(x, = %) = £(x))
So(x3) =ap +855(x; = Xg) +Co(x; — %) +do(x; —X0) = f(x;3)

ds, dS,
Lol _ g+ 20,0y = 70) + 3 (x; = x0)? = LT

Evaluamos la aproximacion en los puntos x,, x,, X5, X,

S10x3) = a; +5,(x3 — x3) +¢,(x; —x,)° +d,(x; —x;)° = f(x;)
Si(x ) =ay + 8, (xs —x3) + 0y (x, —x,)% +d,(x, —x,)> = S(x)
Sy (xs) =a, + 5, (x5~ x3)+ 6, (x5 = x3)* +dy (x5 = x,)° = F(x)

ds, ds.
:1(:") =8, +26,(xg — x3) + 3d, (x, — x3)* =—-:i(:‘°)

Evaluamos la aproximacion en los puntos x,,x,, x5, Xg

820x5) = ay 4+ 53(x6 — X6) + C2(¥ = x6)° +dy(xs — %) = S (x6)
S$2(x7) = a; + 5, (%, — X6) + €3 (x; — %)% +ddy (¥, — %) = f(x,)
S2(xs) =a; + 5, (%, — X))+ 03 (% —=x4) +dz(xy —26)° = f(x,)
S3(x5) = a; + 8, (x5 — X)) + €2 (xg =~ x)° + ey (x5 —x4)° = f(x,)

Donde el sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma
ag = f(xo)
g + 80 (x, = xg) + o (X, = X0)? +dy(x, ~ %) = £(x,)

@y + by (x; —Xg) + Ca (X2 = xg)° +dy(xy —x5)° = f(x,)
by + 20o(Xy — Xo) +3do(x, — %) ~8, =0
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= fix _

a, +b,(x, —x3) + 0y (x, = %)% +d (x,;—x3)% = f(x,)
a, +b(x,—x,)+c,(x,-X,) +d|(xs"x:) =f(xs)
b, +2c,(x,—x,)+3¢i [EX x,)’ bz o

a, = f(x,) - L
a3+ bi(xy = Xo) * €2 (x, _*a) "'d:(‘v _xb)s f(*v)
@y + by (% = Xa) + €3 (%, =X)% +dy (X = X) = f(x)
ay +by(Xg —X4) +3(xs —x6)7 +dy(xe —x4)> = £(x,)

©) Las condici de continuidad estan sobre la primera derivada.

ag = f(x,)
ag + by(xXy — Xp) + €0 (%, = X0)* +do(x, = x0)* = f(x,)
Ao +by(x; = Xo) + oy = x0)% +do(xy — X,)* = f(x3)
by +2c(xy — Xg) + 3do(xy — x0)? = f'(x3)

=/'(x;)
a, +b(x, —x3) + 0, (x, —x3) +d,(x, —x3)° = f(x,)
a, +b,(x, — x3) + ¢, (xs — x3)° +d,(xs — x,)° = [(x5)
by +2¢)(xq = x3) + 3d,(xy — x3)° = f*(x4)
b, = f"(x)
@y +b3(xy —X) + (x5 = x)7 +dy(x; ~x6)* = f(x,)
ay +b; (x5 = %) +C2(xg = X,)° + 3 (xy —x6)> = £(xy)
@y +by(x, —x,) + (%, = Xg)? +dy (%, —x6)? = S(x5) .

d) Las condlcmnes de continuidad estin sobre la primera y segunda derivada de la
funcion de aproxi i6

a, = f(x3)
Ao +bo(x, = Xo) + Colx, = X5)7 +do (X —X)* = f(xy)
by +2c(x; — xo) + 3dy(x3 —x5)* —b, =0 .
2c°+6d (x3 —x3)—2¢, =0 -

= f(x;) .
a, +b|(x4 —xy) + 6 (x, —x3)° +d(x, _xa)’ f(XA)
b, +2¢,(xs —x,) +3d,(x, —x3) =5, =0
2c, +6d(x, ~x3)~2¢, =0
a, —f(x.
@y +by(x, = Xg) +C3(%; = X)) + dj(xy —x,)’ = f(x;)
ay +by(xy — X, )+ €1 (% — X4)* + da (%5 —x6)? = S(x)
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@y + by (xy ~ X} + 03 (x5 —x6) +dy (x5 —x6)* = f(x5)

e) Las condiciones de continuidad 'esuin sobre la funcién y segunda derivada.

= JS(x,) o <
an + by (%) — Xg) + Co(x, —Xg)? +do(x| —x,,)’ f(x,) '
Ay + by (x; = Xg) + € (Xy — ) +do(x; "Xo)" f(xz)
2:.', +6dy(x; ~x0)—2¢, =0

=JS(x;)
"n +b(x, = x3) + 0, (%, —x3)° + o (x, —x,) = f(x,)
a, +b,(x, —xX3) + 6, (x5 —x3) +d (x5 = x3)° = S(x5)
2¢, +6d,(x, —x;)—2c, =0

=/(x¢)

ay +8,(%; = %) + 3 (%7 —Xg) + dy(x, — %)} = S (x7)
ay + b (X —Xe) + €3 (X5 — %) +da(xy = %) = f(x,)
a; +by(xg =X} + €3 (Xy —Xg)? +dy (X = x6) = f(x5)

f) Las condiciones de continuidad estﬁh sobre la segunda derivada.

= /(x0) '
"o +b0(xl —Xg) +€o (X, — xp)* +do(x, _xo)’ =f(¥|
g +by (X3 = X0) + Co (X3 — %) + o (x, _xo f(-"z
2(:“ +6do(xy — x5) = f"(x;) R
e, = S (xy)

al+b (xy =x3) + ¢ (% = x3)° +d, (x, "x:)’ f(xa
a, + b, (x5 —x3) + € (x5 —x3)* +d, (x, — x,) = f(X,)
2¢) +6d,(xy = x3) = f"(xs)

2c; = £7(x,)

Ay +8;(xX; —X6) +C2(X; = X)? +dy (xy ~x,)* = £(x,)
@y +by(xy —Xx6) + €2 (xs — X0)? + 3 (xy — %) = S(xy)
@y +5,(xs —X) +C2 (x5 —x)? + 3 (x5 — x6)° = S(x,)

Como hemos visto, ¢l método de splinc es muy flexible para casos de continuidad
en los nodos de conexién. Nos permite seleccionar las caracteristicas de continuidad del
polinomio interpolante con base a las caracteristicas de continuidad de la funcién y puede
do el numero de datos muéstrales.

ay su pi isién au
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Canclusionces. °

Cuando realizamos la interpolacién cubica segmentaria, observamos que. de
acuerdo a las condiciones de continuidad que descamos, la interpolacién nos da un cierto
error. El error no lo podemos evitar ya que estamos haciendo una aproximacion a la funcion
original, este error puede variar dependiendo de las condiciones de continuidad que
nosotros hayamos pedido.

observemos los siguientes ajustes:

Ajuste de la funcién y=(x-3)°

a) Las condiciones de continuidad estdn sobre la funcion solamente.

Grafica de Ja funcion y=(x-3)° Grifica del ajuste de la funcidn y=(x-3)°
o 800
700 ; 700
60 I : 600
00 500
400} 400
200 300
20 200
100 100
[ Py
-100 0 E -100 0 s 10 15

Grafica de los arrores de la
aproximacién

0.000005
o
-0.000005

-0.00001

-0.000015
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b) Las condiciones de continuidad estan sobre la funcion y primera derivada.

Grifica de 1a funcién y=(x-3)*

800
700 +
&0 -
500 <
400 -
300 -
200 -
100 -
° —_
-100 0 5 10 15

Gréfica de errores del ajuste

0.000008
0.000007
0.000006
0.000005
©0.000004
0.000003
0.000002
0.000001

o

Grafica del ajuste de la funcién
y=(x-3)

800
700
800
500
400
3o0
200
100
o

~100 & s 10 1s
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<) Las condiciones de continuidad estan sobre la primera derivada.

Grrifica dB Ia funcién y=(x-3)*

a0 -
00 -
ao -
500 -
0 -
0 -

100 -

Grifica de los arrores del ajuste

0.000002 m

-0.000002 5 o 15
-0.000004

Grifica del ajuste de la funcién
y=(x-3)
800
700 {

600

500

400

300

200

100

[+ ——

-100 @ 5 10 15
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d) Las condiciones de continuidad estdn sobre la primera y segunda derivada.

Grifica de la funcion yw=(x-3)>

Grifica del error del ajuste de

la funcién
0.0003
0.0002
0.0001

Griéfica del ajuste de la
funcién y=(x-3)°

-100 & 5 10 15
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e) Las condiciones de continuidad estan sobre la funciéon y segunda derivada.

Grifica de) ajuste de ia
funcién y=(x-3)

Grifica de ta funcidn y=(x-3)*

Grifica de los errores del
ajuste

©0.000003 -
0.0000025 +

0.000002
©0.0000015

0.000001
0.0000005
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f) Las condiciones de continuidad estdn sobre la segunda derivada.

Gréifica de la funcion y=(x-3)*

800 -
™0 -
o -
50 -
o -
20 -
20 -
100 -

Grafica de los errores del
ajuste
0.000003
0.0000025
0.000002
0.0000015
0.000001
0.0000005

o
o 5 10 15

13

Grafica del ajuste de la
funcién y=(x-3)
800
700
600
500
400
300
200
100

-100 0

Hemos observado que en cualquier condicion de continuidad que nosotros escojamos, el
ajuste de la funcién es perfecto, csto se debe a que el polinomio de aproximacién que
realiza el ajuste es un polinomio cubico, y como la funcién a ajustar es una funcién cibica

no representa mayor problema al realizar el ajuste.

Observemos cl siguiente ajuste de la funcién y=(x-3)° con los diferentes casos de

continuidad.
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Ajuste de 1a funcién y=(x-3)%.

a) Las condi de continuidad estdn sobre la funcidn solamente.

Griafica de la funicién y=(x-3} * Grafica del ajuste de la
60000 funcién y=(x-3)*
50000 s0000

50000
40000
40000
30000
30000
20000
20000
100C0
10000
° (]
5 10 15
-10000 -10000 5 s 10 15

Grafica de los errores del
ajuste

0.0005
o3
-0.0005 9
-0.001
-0.0015
-0.002
-0.0025
-0.003
-0.0035
-0.004 -

Observando las graficas podemos concluir que el ajuste es pertecto debide a que la
condicién de continuidad esti sobre Ia funcién, entonces el polinomio de aproximacidn esta
obligando a que en Jos nodos de conexidén se cumpla esta condicién.
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b) Las condiciones de continuidad estan sobre la funcién y la primera derivada.

Grifica de la funcién y=(x-3)* Grifica del ajuste de la
funcion y=(x-3)°
60000 —
60000
50000 8
50000
40000
40000
30000
30000
20000 +
20000
10000 +
10000
o -]
-10000 < o000 ¢ s 10 15
Grifica de los errores del Comparacién grafica del ajuste
ajuste contra la funcién
200
180
160
140
120
100
80
&0
40
20 -
o
-20 & s 10 15 18
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Continuacién del caso b)

Gréfica de la derivada
¥ '=5(x-3) de la funcién

35000

30000 +

25000

20000

15000

10000

Grafica de los errores de la
derivada del ajuste
250 -
200 7

Comparacién Griafica de
puntos intermedios
evaluados en la funcién y en
el ajuste
60000 - -
50000 -

40000 - he

Grafica de la derivada del
ajuste

35000 +
30000
25000
20000

15000
10000

5000

o0 P

5000 ﬁ 5 10 15

Comparacién grafica de la

derivada de la funcién contra
la derivada del ajuste

35000
30000
25000
20000
15000
10000
5000
°
-5000 5 10 15

L e et e |
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Observando las griaficas dcl ajuste podemos concluir que hay un error relativamente grande
en dste, pero siguiendo pre la d ia de la funcion. También podemos obscrvar que
conforme aumenta el valor de x el error s¢ va haciendo mas grande. Todo esto se puede
apreciar también en el ajuste de las derivadas.

¢) Las condiciones de continuidad cstan sobre la primera derivada.

Gréfica de 1a funcién y=(x-3)* Grafica del ajuste de la
funcién y=(x-3)*
80000
#0000
50000
50000
40000
40000
30000 20000
20000 20000
10000 10000
[} ; °
-10000 s o s 10000 ] 5 10 15
Grafica de 108 errores del Comparacion grafica de la funcion
ajuste contra el ajuste
100 60000
80 50000
80 40000
30000
40
20000
20
10000
o
o .
s 10 15
-20 i -10000 5 10 15
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Continuacion del caso ¢)

Grifica de la derivada
y '=5(x-3)" de la funcién
35000
30000 4
25000
20000
15000
10000
5000
o

Grafica de errores de fa
derivada del ajuste

-250
=300

Comparacion grafica de
puntos intermedios
evaluados en la funcién y en
el ajuste
60000 I -
50000
40000 l
30000 1'—
20000 +
10000 -
o mm [ 1

-10000 & s

Graifica de la derivada det
ajuste

Comparacién grafica de la
derivada de la funcién contra
la derivada del ajuste

35000 -
30000
25000 -
20000
15000 :
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Al igual que en la condicién pasada el error es relativamente ‘grande y va creciendo
conforme avanza la grafica pero debemos observar en la grifica de errores de la derivada
del ajuste que no hay error en los nodos de conexidn, debido.a que se esta cumpliendo la
condicioén de continuidad en la primera derivada.

d) Las condiciones de continuidad estin sobre la'priméra y seguinda derivada:

Grifica de la funcién y=(x-3) * Grafica del ajuste de 1a
60000 funcién y=(x-3)*
50000 60000
40000 50000
30000 40000

30000
20000
20000
10000
10000
[
-]
i s 10 15
-10000 10000 s 10 15
Grafica de los errores del Comparacion grafica del
ajuste ajuste contra la funcion
1400
1200
1000

800

600

400

200

[~
-200 10 15
-400 y
-800 15
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METODOS PARA AJUSTES POR INTERVALUS

Continuacion del caso d)

Grafica de 1a derivada
y '=5(x-3}" de 1a funcién
35000 :
30000
25000
20000
15000

10000
5000¥

Grifica deo errores del ajuste
de la primera derivada

800 T
600
400
200

SR

Grifica de la segunda
derivada de 1a funcion
¥ =20(x-3)

Grafica de la derivada del
ajuste

.so00 @ 5 10 15

Comparacién Grafica de ta
derivada de ia funcién contra
ta derivaca del ajuste

35000
30000
25000
20000
15000 -

10000
5000
o
-5000

Grafica de la segunda
derivada del ajuste

14000
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Continuacién del caso d)

Grafica de los errores de la Comparacién grafica de la
segunda derivada del ajuste segunda derivada de la
2000 funclén contra la segunda
s derivada del ajuste

1500 16000
14000
1000 12000
10000
so0 8000
8000
° 4000
-500 2000
o

-1000 -2000 @ s 10 15

Grafica de puntos
intermedios evaluados en ia
funcion y en el ajuste
60000 -

50000
40000
30000
20000

10000 - -

cmeaSsesess .
.10000 2 s 10 15

En este ajuste podemos observar que el error es grande en puntos de conexidén. Esto es
debido a que al polinomio de aproximacion se le estan pidiendo que las condiciones de
continuidad se¢ cumplan tanto en primera como en segunda derivada. Al observar las
graficas de las primeras derivadas podemos también notar que el error empieza a ser grande
en valores pequefos de x, pero luego se estabiliza. También ocurre lo mi en las grificas
de 1a segunda derivada. pero no tiene tendencia monoténica.
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e) Las condicioncs de continuidad estan sobre la funcién y segunda derivada.

Grifica de la funcién y=(x-3) *
80000
50000
40000

Grafica de los errores detl
ajuste

20

o} vvv

-120
-140

Grifica del ajuste de la
) funcién y=(x-3)

Comparacién grafica de la
funcién contra el ajuste

60000
50000
40000
30000
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METODOS PARA AJUSTES POR INTERVALOS

Continuacién del caso e)

Griafica de la segunda
derivada de 1a funcion
vy "=20(x-3}
16000
14000 .
12000

8000
6000
4000
2000

-2000 B 5 10 15

Grafica de errores de {a
segunda derivada del ajuste

400
200

Grafica de puntos
intermedios evaluados en la
funcidon y en el ajuste
60000 -

Grifica de la segunda
derivada del ajuste

14000
12000
10000
8000
8000
4000
2000

2000 s 10 15

Comparacién grafica de la
segunda derivada de la
f contra la seg
derivada de! ajuste

16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000
2000

O por-
-2000 : 5 10 15
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De lo anterior, podemos concluir que el error del ajuste va creciendo conforme va
aumentando la grafica de éste. Es muy importante notar que el error solo se presenta en los
nodos de conexion debido a que es alli donde se estan pidiendo las condiciones de
continuidad. Las grificas del ajuste de la segunda derivada también presentan el mismo
caso pero el error ¢s menos que en los nodos de conexion.

) Las condiciones de continuidad estén sobre la segunda derivada.

Grafica de la funcién y=(x-3)* Grafica del ajuste de l1a
funcién y=(x-3)*
60000
60000
s 50000
40000
40000
30000 30000
20000 20000
10030 10000
o
]
10000 s 10 s 16000 s 10 15
Grifica de los errores del Comparacién grafica del
ajuste ajuste contra la funcion
600 60000 -
500 50000
400 40000
300 30000
200 20000
100 10000
o o m
o0 2 s 10 15 10000 ¢ 5 10 15
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METODOS PARA ANLSTES POR INTERVAILOS

Continuacion del caso )

Grafica de la segunda
derivada de 1a funcion
¥y '=20(x-3%

Grafica de los errores de la
segunda derivada del ajuste

600

' -1400

Grafica de puntos
intermedios evaluados en la
funcién y en el ajuste

60000 + -

50000 +
-

] s 10

Grafica de la segunda
derivada del ajuste

14000

12000 I
10000

8000

2000 ? s

Comparacién grafica de la
segunda derivada de 1a funcién
contra la segunda derivada
del ajuste
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De las graficas del ajuste de la funcion observamos que ¢l error aumenta en fos nodos de
conexion del caso f), esto se debe o que la condicion de continuidad csta sobre la segunda
derivada. En las grificas de la segunda derivada se observa que no hay error en los nodos de
conexién, pero ¢l error es muy irregular en los demas nodos.

Se puede concluir de manera general para el ajuste de la funcién y=(x-3)" con sus diferentes
casos de continuidad que: si deseamos aproximar mas puntos de la funcién, el error del
ajuste se va a ir incrementando; esto se debe a que la funcion como es de orden 5 crece muy
rapidamente, entonces dado que la interpolacion es cubica no alcanza a aproximar valores
muy grandes entre uno y otro.

Analicemos el siguiente ajuste de la funcién y = con sus diferentes casos de

1
x5 -1y
continuidad.
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1

Ajuste de la fi iéon y =

xeho—ny’

a) Las dici de continuidad estin sobre la funcién,

Grafica de la funcién

70000
80000
50000
40000
30000
20000
10000

o
-]
N
o
IS
o
@

Grifica de los errores del
ajuste

0.001

-0.001
~0 002
-0 003
-0.004
-0 005
-0.006
-0.007

Grafica del ajuste de |a funcién

70000

60000

50000

40000

30000

20000 1 H
10000 1]

o 2
[} oz o4 ce

Comparacion grafica de :
puntos intermedios evaluados H
en la funcién y en el ajuste

70000
80000 {. : ‘

~t0000 9 o2 0.4 o6

El ajuste no tienc errores ya que las condiciones de continuidad estan sobre la funcidn, pero

observando la grafica de puntos

irregularidades en éstos.

intermedios podemos ver que ya hay algunas
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b) Las condiciones de continuidad estin sobre la funcion y la primera derivada.

Grafica de 1a funcién

70000 ~
60000 1
50000
40000
30000 +
20000 -
10000

[~]
o
N
o
a
-]
]

Grafica de los errores del

Lo ajuste ©

500 s
-]

-500

-1000

1500

I e O

Grifica de la derivada de la
funcién

4500000
4000000
23500000
3000060
2500000
2000000
1500000
1000000
500000
a

Lot iy

-500000 & o2 aa o6
-1000000 -

Grafica del ajuste de la funcién

Comparacion grifica del
ajuste contra la funcién

70000

Grafica de 1a derivada del
ajuste

5000000
4000000 1
3000000 |
2000000 -1
1000000

i

[ e
06

-0
o
N
o
»

-1000000

.

-2000000
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Continuacion del caso b)

Grafica de fos errores de 1a
derivada del ajuste

Comparacién grafica de ta
derivada de 1a funcién contra
1a derivada del ajuste

400000 T
200000 5000000 T
] T b
-
~200000 o2 04 o6 3000000
-400000 2000000
~800000 1000000 1
-800000 o
-1000000
02 oa oe
-1200000 -1000000 T
+1400000 -2000000

Grafica de comparacién de
puntos intermedios evaluados
en la funcidn y en el ajuste

70000
sooco | @
50000 1%,
40000 ]
30000
2ooooT- -
10000 g

P ST PP —

10000 & o2 ca os

Observando este ajuste podemos ver que el crror es relativamente grande en los primeros
nodos de conexion, pero después se empieza a normalizar. Por otra parte observando la

grafica del ajuste en la derivada podemos ver el mismo comportamiento del error. También
se puede observar que los ajustes tanto en la funcidn como en la derivada tienen un
comportamiento casi igual que a las funciones. Los puntos intermedios evaluados en el

ajuste siguen prescntando inestabilidad.
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¢) Las condiciones de continuidad estan sobre la primera derivada.

Grifica de la funcién

] oz o4 o6

Grafica de los errores del
ajuste

Grifica de la derivada de ja
funcién
4500000
4000000
3500000
3000000
2500000 +
2000000
1500000
1000000
500000
[
-500000
-1000000 -

Grafica del ajuste de la
funcion

Comparaciéon grafica del
ajuste contra la funcién
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000
o f-—

-10000 9 o2 04 o6

Grafica de la derivada del
ajuste
4500000
4000000
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Continuacion del caso c)

Grafica de los errores de la
derivada dal ajuste

400000
300000
200000
100000 -
o
100000
~-200000
-300000

Comparacion grifica de puntos
intermedios evaluados en la
funcién y en el ajuste
70000 -
60000 -
so0000 -®
40000 -m
30000 : ™
20000 -® [}
10000

-10000 2

Comparacién grafica de la
derivada de la funcién
contra la derivada del

ajuste

5000000
4000000
3000000
2000000
1000000
o —

~1000000 ¢ o2 0.4 o8

Observando vemos que el error en el ajuste es relativamente grande al principio pero
despusés decrece. En las graficas del ajuste en la primera derivada se puede observar que en
los nodos de conexidon no hay error debido a la condicién de continuidad en la primera
derivada. Los puntos intermedios evaluados en el ajuste siguen presentando inestabilidad.
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d) Las condiciones de continuidad estdn sobre la primera y segunda derivada,

Grafica de 1a funcién Grafica del ajuste de la

funcion
70000 70000
60000 60000
50000
Socoo 40000
40000 30000
20000
30000 10000 -
20000 o g— -
-10000 02 04 o6
10000 -20000
o0& -30000
o 0.2 0.4 o6 -a0000

Grafica de los errores del

Comparacion grafica del

ajuste ajuste contra la funcion
70000
60000
- 50000
40000
30000
20000
10000
o
10000 02 04 06
-20000
-30000
-40000
Grafica de la derivada de la Grafica de 1a derivada de!
funcién ajuste
4500000 8000000 I
4000000
3500000 6000000
3000000 4000000
2500000
2000000 2000000
1500000 ° .
1000000 02 X os
500000 -2000000
o $d——
-500000 oz 04 ce 4000000
-1000000 -6000000
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Continuacion del caso d)

Grafica de los errores de la
derivada del ajuste

5000000
4000000
3000000
2000000
1000000

o

-1000000 02 oa
-2000000
-3000000
-4000000
-5000000 -
-6000000 <

Grafica deo la segunda
derivada de la funcién

600000000 T
500000000
400000000
300000000
200000000
100000000

[}

o8

-100000000 02 o4 06

-200000000
-300000000
-400000000

Grafica de los errores de la
segunda derivada del ajuste
15E+09 -,
1E+09 ~:
SE+08

0 3
-SE-08
-1E«09

-1.5E+09
-ZE+09
-2 5E+09
-3E+09

02 0.4

LX)

Comparacién grafica de la
derivada de la funcion
contra fa derivada del

ajuste

8000000
6000000
4000000
2000000

a
-2000000
-4000000
-6000000 ~

Grafica de la segunda
derivada det ajuste

2E+09

1.5E+09
1E+09
SE+08

o —
-5E+08 o2 oa 0.6
-1E+09
-2E+09
<2E+09
-3E+09
-3E+Q9 *

Comparacién grafica, de la
segunda derivada de la
funcién contra la segunda
derivada del ajuste

o —

2E+09

1E+09

~1E+09
-2E+09

-3E+09
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Continuacion del caso d)

Comparacién grafica de
puntos intermedios
evaluados en la funcién y
an el ajuste
80000 ~
0000 1
40000 4..
20000 § o

ol "ssansssam
-zcooo! 02 o4 o6 .

-40000

En este caso de aproximacion, donde las condiciones de continuidad estin sobre la primera
y segunda derivadas el ajuste tienc un error muy grande tanto en la funcién como en dichas
derivadas. Esto se debe a que el polinomio de aproximacion fuerza a que se cumplan estas
dos condiciones, y porque las derivadas del polinomio se vuelven mads pequeiias, mientras
que los términos que aparecen en las derivadas de la funcién van aumentando conforme se

incrementa el orden de la derivada.
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e) Las condiciones de continuidad estan sobre la funcion y segunda derivada.

Grifica de 1a funcion

70000 .
80000 T

50000

40000

30000

20000

10000

° [} 02 o4 o6

Grafica de los errores del
ajuste

3500
3000
2500
2000
1500
1000

Grifica de la segunda
derivada de la funcién

600000000 -

o
-100000000
-200000000
-300000000
-400000000

Grafica del ajuste de la
funcién

70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

Comparaclén grafica del
ajuste contra 1a funcion

70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

o
o 02 oa 06

Grafica de la segunda

derivada del ajuste
800000000 -
600000000 |
400000000
200000000 1

o8 -eae—
-200000000
-400000000
-600000000
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Continuacion del caso e)

Grifica de los errores de la Comparacién grafica de la
segunda derivada del ajuste segunda derivada de la
Y contra la
300000000 T derivada del ajuste
200000000 -4 800000000
100000000 4 600000000
o oo

100000000 02 oa 06 zooooooog
-200000000 -200000000 02 o4 06
300000000 -400000000
~400000000 — .600000000

Comparacién grafica de los
puntos intermedios evaluados
en la funcién y en el ajuste
70000
60000
50000 18
40000

AR ees -
.10000 o2 oa os

Analizando. tenemos que el error del ajuste es grande pero después se comienza a
estabilizar. Esto es debido a la condicion de continuidad que esta sobre la funcién y sobre la
segunda derivada. El error se debe también a que la segunda derivada del polinomio de
aproximacién es una linea recta mientras que la segunda derivada de la funcién crece con
respecto a €sta. Esto se puede ver ¢n el ajuste de la segunda derivada, en el cual, al principio
hay un error grande en la aproximacion. Al observar la grifica de puntos intermedios nos
damos cuenta quc hay inestabilidad en algunos puntos. )
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f) Las condiciones de continuidad estdn sobre la segunda derivada.

Grafica de) ajuste de la

Grifica de la funcién
ez - funcién
70000 . 80000
60000 60000
50000 40000
. 20000
40000 [ —
30000 -20000 ? 2 04 o6
20000 -a40000
-60000
10000 -80000
0 4 -100000
[ 0.2 o4 [ X3 -120000
Grafica de los errores del Comparacidn grafica de la
ajuste funcion contra el ajuste
20000 80000 -
° 80000
40000
-20000 -2 0« 0.6 20000
~40000 o
-20000
-60000 40000
-80000 -60000
-80000
-100000 100000
~120000 -120000
Grifica de la segunda Grafica de la segunda
derivada de la funcién derivada del aJuste
600000000 600000000
500000000 500000000
400000000 4 400000000
300000000 + 300000000
200000000 200000000
100000000
o 4 100000000 §
+100000000 § o2 o4 os o -
-200000000 1 -100000000 oz oa
-300000000 + -200000000
-400000000 * 300000000 1

o6

77




LN A M Campue Acailan

METODOS PARA AJUSTES POR INTERVALOS

Continuacion del caso )

Grafica de los errores de la
segunda derivada del ajuste

100000000 +
)

Comparacion grafica de la
segunda derivada de la
funcién contra la segunda
derivada del ajuste

50000000 600000000 7
o o
400000000
50000000 0z os o8 300000000
200000000 -
100000000 100000000
o
-150000000 -100000000
200000000 200000000
300000000
-250000000 < 200000000

Compracién grifica de puntos

intermedios evaluados en fa
funcién y en el ajuste

80000
60000 }

40000

1

Observando este ajuste sc aprecia que hay un error muy grande donde s¢ impone la
condicion de la segunda derivada, pero al ver el error del ajuste en ésta observamos que en
los nodos de canexion no hay error. También se puede apreciar que conforme se va dando
¢l ajuste, los errores se empiezan a estabilizar. En la grafica de puntos intermedios se hace
mas notoria la inestabilidad de los puntos evaluados en el ajuste.
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Para tener una mejor idea del ajuste de la funcion

1

————— observemos las
x4 - 1)

o=

siguientes tablas donde se mucstran los diferentes casos de continuidad., la wendencia de la y

ajustada y los crrores de los diferentes ajustes.

Tabla Comparativa de Ia Tendencin de las 3 Ajustadas contra las 3y Reales

TIPQ DE CONTINUIDAD

TENDENCIA DE LAS FAJUSTADAS
CONTRA LAS YREALES

Continuidad cn la funcién

Tendencia Igual en ¢l ajuste de la funcién.

Continuidad en {a funcién y en Ia primera
derivada

Tendencias parecidas tanto en el ajuste de la
funcién como en ¢l de la primera derivada.

Continuidad en la primera derivada

Tendencias parccidas tanto en ¢l ajuste de la
funcion como en ¢l de la primera derivada.

Contiguidad en la primera y scgunda
derivada

Tendencias inestables al comienzo del ajuste;
tanto en ¢l ajuste de la funcion comeoe en el de la
primera y segunda derivadas.

Continuidad en la funcién ¥ en la segunda
derivada

Tendencia parecida ¢n ] ajuste de la funcion.
Tendencia inestable al comienzo del ajuste de la
segunda derivada.

Continuidad en la segunda derivada

Tendencia parecida en el ajuste de la tuncion.
(solo hay un punto inestable).

Tendencia inestable al comienzo del ajuste de la
segunda derivada.

TABLA DE COMPARACLION DE LOS ERRORES DEL AJUSTE

TIPO DE Error de f(x) Error de f'(x) Error de f°(x)
CONTINUIDAD
Continuidad en la Error insignificante

Funcién

Continuidad en la
funcién y en la
primera derivada

Pequeiio error

Mayor error

Continuidad en
primera derivada

Pequeiio error

Mayor error

Continuidad en
primera y segunda
derivada

Mayor ertor

Mayor crror Mayor error

Continuidad en
funcién y segunda
derivada

Pequerio error

Mayor error

Continuidad ¢n
segunda derivada

Pequeidio error

Mayor error
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FHemos observado en los resultados obtenidos que para funciones trascendentes” no
es recomendable el uso de spline para las condiciones de continuidad en las derivadas,
puesto que al derivar estas funciones, en lugar de ayudar a tener una mejor aproximacion
(liga. conexion) ¢n los nodos de conexién nos da un error muy grande entre ¢l valor
observado y el valor de la curva aproximante. Esto se debe a que dichas funciones cambian
su comportamiento abruptamente de un segmento a otro. Al derivar estas funciones, en vez
de que disminuya el numero de términos algebraicos o disminuya su orden, estos pueden
aumentar, provocando que los valores en los nodos de conexion sean inexactos,

Se concluye que, para funciones trascendentes se puede utilizar la interpolacién
cubica segmentaria (spline) con la condicién de continuidad solamente en la funcién;
Ademas observando la grifica de la funcidn y las graficas de sus derivadas, se puede tener
una mejor idea de cuales condiciones de continuidad son las que nos convienen.

* Las funciones trascendcntes son aquellas en las cualcs el argumento y 1a funcidn no pueden ser retacionadas
por una dependencia algebraica del tipo

Saxy" =0
1

Todas las bil ibles de las funci di f

tr y i enumeradas, cuando una
funcién puede ser argumento de la otra, dan las fi i d: o i de i
por cjemplo y=In(x), y=sen{x)+3x+cos(2x}, ¢tc.
Manual de N icas para i icros y i Y. Br in, K. di . (2 icion): Editorial
Mir. Moscu. :
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2.3 MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES.

El problema de minimos cuadrados no lineales es encontrar una minimizacion

global de la suma de cuadrados de m observaciones usando n parametros no lineales, es
decir

. 2.3.1)

Minimizar r? = i[y, - iy(x,;cl )]
I =

donde sole las y, estin sujetas a los errores y los valores x, de la variable independicnte
son exactos.

Los métodos de solucion para problemas de minimos cuadrados no lineales trabajan

con la matriz jacobiana y la matriz hessiana de r? con respecto al parimetro <,

(j =1,2,...,n). Suponemos que r* es 2 veces continuamente diferenciable, entonces la /-
ésima componente del gradiente de (2.3.1) es

N 3 = L a1x,:ic,) .
vri], =2—= —2Z(y. -3 y(x;e, ))————’4 Jj=12,...n (2.3.2)
&, -t il é,
Reescribiendo la ecuacién (2.3.2) en términos de la matriz jacobiana tenemos que

Urie) =23 I7 (@@ 2.3.3)
-l

y el hessiano de (2.3.1) es

=2 5% @(X.:C)Q'(x,;c)_( S e )az,,(x,.,c)
H(C)_o'b,d'. -22[ = % > ; 20| LD @30

el s “

Reescribiendo esta ecuacién en términos de la matriz hessiana tenemos lo siguiente
H(c) =23 [T () () - 1, ()W r2 ()] (2.3.5)
-

El problema de minimos cuadrados no lineales s¢ tiene que resolver mediante
métodos iterativos, hasta encontrar los parametros optimos. Para la obtencidn de estos
parametros existen métodos tales como el del Gradiente (6 Descenso mas rapido o
Descenso Acelerado). el de Newton. ¢l de Gauss-Newton, y los Métados Cuasi-Newton
(Calculo del jacobino por diferencias finitas; por una sccante). Estos métodos son utilizados
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generalmente para resolver sistemas de ecuaciones no lineales y, por su puesto. no son tan
coxuctos en su solucidén como en minimos cuadrados lincales.

Una condicién para que ' tenga un minimo es que Vr’(e¢) =0 para todo
parametro ¢, = 12,...,#7.de lo anterior tenemos que el método de Descenso acelerado es:

Cpoy =€, ~aVr(c,). (2.3.6)

donde el incremento 6 tamaiio de paso es & = ¢,., —¢, Yy el factor de amortiguamicnto es

a; de esto el problema de minimos cuadrados no lineales (2.3.7) se pucde resolver
mediante el método de Gauss-Newton

[V @@]s = g7 . (2.3.7)

Observemos que este meétodo tiene relacion con la matriz hessiana (2.3.5) solo que el
método de Gauss-Newton ignora el segundo termino de dicha matriz; que es
—r(c)V?r?(c) . Nosotros haremos algunos comentarios al respecto.

Las segundas derivadas ocurren porque cl gradiente ¢2.3.3) tiene una dependencia en
% , que es variable para el caso no linecal. E! producto —r(c)V?r?(c) puede ser
’

despreciado cuando los residuales son bastante pequefios, 6 insignificantes cuando son
comparados al término que involucra la primera derivada. Para el modelo a minimizar,
dicho producto representa una medida de emor alcatorio en cada punto. Este error puede
tener uno u otro signo, por lo tanto, el producto de la segunda derivada tiende a cancelarse
cuando es sumado sobre 7, o la inclusién del producto de la segunda derivada puede en
rcalidad ser inestable si ¢l modclo se ajusta mal. Dc lo anterior, en el contexto de minimos
cuadrados no lincales, los primeros términos de la matriz hessiana H(c), (J7(c)J(c)) son
generalmente llamados, la matriz curvatura.

Analizaremos a  continuacién  un  algoritmo llamado Levenberg-Marquardt
(Combinacion del método de Gauss-Newton con Descenso Acelerado) para tener un mejor
resultado de los parametros a minimizar.
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Meétodo de Levenberg-Marquardt.

Marquardt ha propuesto un método clegante para variar suavemente entre los
extremos del método de Gauss-Newton [J’ ((:)J(c)]& =JT(c)r(c) y el método de
Descenso Acelerado & = —aVr(c). Este método empieza con Gauss-Newton, si empicza a
failar pasa al método de Descenso Accelerado » hasta que esta cerca de la aproximaciéon
lineal entonces cambia a Gauss-Newton otra vez.

Este mdiodo esta basado en 2 elementales pero importantes observaciones. La
primera observacion esta relacionada con la escala del problema; consideremos la constante
a de la formula de Descenso Acelerado ¢, = ¢, — aVr(c,) cde qué orden de magnitud
sera?, ;jqué conjunto de escala tiene?. La primera observacion de Marquardt es que los
componentes de la matriz del método de Gauss-Newton (J7(c)J(¢)). dan alguna
informacion acerca del orden de magnitud de la escala del problema. La cantidad r? es
adimensional, es decir, es solamente un nimero; csto es cvidente de 1a definicién (2.3.7).
Por otro lado. los términos de J'(c)r(c) pueden tener dimensiones tales como cm,
kilowats por hora, etc. (En realidad. cada componente de /7 (c)r(c) puede tener diferentes
dimensiones). La constante de proporcionalidad ¢ factor de amortipuamicnto a cntre
JT(eyr(c) ¥ &¢, debe tener dimensiones de ¢, . Una forma de asignar la escala de 1a matriz
JT(c)J(c) es multiplicar los elementos de la diagonal principal por su reciproco es decir

por %J’(C)J(c)) . Pero la escala misma puede ser también grande. Dividimos la
o

constante por algun factor adimensiona! A, con la posibilidad de poner A >>1 acortando el
paso. En otras palabras reemplazando la ecuacion de Descenso Acelerado (2.3.6) por

AT (e, &, = ST (e)r(c) - (2.3.8)

La segunda observacion de Marquardt se refiere a la combinacién de las ecuaciones
(2.3.7) y (2.3.8), es decir, a tener de una forma mas clara y precisa la escala del problema y
el factor adimensional 4. La escala del problema la representamos por una matriz D,
teniendo la siguiente ecuacion

[J’(c).l(c) + w]& =JT(c)r ). (2.3.9)

Esta matriz D es una matriz diagona! definida positiva y se puede ver como una analogia a
la matriz H#/ de pesos en minimos cuadrados lineales. Si no deseamos escala, entonces la
matriz D es puesta como {a matriz identidad. De esta forma, en la ecuacion (2.3.9) quedan
resumidas tanto la escala del problema como el factor adimensional 4.
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Cuando A es muy grande, 1a matriz compuesta [J’ (c)J(c)+ lD] esta forzada a ser
diagonalmente dominante, por otro lado, cuando A tiende a cero, la ecuacion (2.3.9) sera
idénticaa (2.3.7).

La constante A nos ayuda a utilizar el método Gauss-Newton de una mejor forma.
ya que ayuda a retener la inclinacion de la pendiente cerca de la direccion de descenso
acelerado para prevenir la divergencia. De esta forma en la ecuacién (2.3.9) quedan
resumidas las 2 observaciones hechas por Marquardt, ya que la matriz D es manejada para
la escala del problema y al mismo tiempo el factor A es mancjado para la eleccion del
meétodo de Gauss-Newton o el método de Descenso Acelerado.

Con lo anterior el método de Levenberg-Marquardt queda de la siguiente forma
[V7@)s(e) + ADJse = ST (cIr(e) (2.3.10)

El siguiente algoritmo resuelve ¢l problema de minimos cuadrados no lineales por el
método de Levenberg-Marquardt,

Algoritmo de Levenberg-Marquardt para la solucién de Minimos Cuadrados no
Lineales. .

Dado un punto inicial para un conjunto de pardmetros c,, f = 12,...,n, el algoriuno
Levenberg-Marquardt es como sigue:

1.- Calcular r2(c)

2.- Escoja un valor pequeiio para 4, por cjemplo digamos 4 = 0.001

3.- Resuelva la ecuacién lineal ¢2.3.10) para & y calcule r(c + &¢)

4.- Si ri(c+ &) = ri(c), incremente A por un factor de 10 (6 por otro factor substancial) y
regrese al paso 3.-. En este paso del algoritmo si se cumple la desigualdad incrementamos
A ya que, como vimos anteriormente, para valores grandes de A el algoritmo no deja que
el método diverja, ¢n otras palabras, es como un freno para el método; estamos eligiendo el
método del Gradiente.

5.- Si ri(c+&)<ri(c). decremente A por un factor de 10, actualizamos la solucidn
experimental (tentativa) ¢ + & — ¢ y regresamos al paso 3.-. Al cumplirse csta desigualdad
decrementamos A ya que nos vamos acercando al minimo, entonces estamos cligicndo el
método Gauss-Newton y actualizamos el valor del pariametro ¢ para hacer la préxima

comparacion de la siguiente iteracion.

Es necesario una condicién de paro para ¢l método, por cjemplo. ¢l nimero de
iteraciones, la exactitud de la maquina o el limite de redondco.
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Es comun que los valores de los pardmetros se encuentren alrededor del minimo
pero que nunca lleguen a este, 1o cual, en general ocurre, cuando se encuentran en un valle
plano de complicada topologia. Una falla completa por un pivote pequeno generard una
correccién mayor por lo cual es rechazado, ¢l valor de A e¢s entonces incrementado. Para
valores suficientemente grandes de A, la matriz de la ecuacion (2.3./0) es definida positiva
y no puede tener pivotes pequefios. De esta mancra el método tiende a estar lejano de
pivotes nulos. pero ¢l costo es alto cuando los pardmetros estin cercanos al minimo en un
valle plano realizando descenso acelerado.

Estas consideraciones son importantes en las primeras iteraciones, ya que sugicren
que, en la practica, uno pueda detener la iteracion en la primera o segunda ocasién en que
r? disminuye por una cantidad insignificante (estas pueden ser 0.001 6 0.0001). Esto solo
muestra que no se eligio apropiadamente el valor de A ©oque la matriz de escala D noesla
apropiada. de otra forma, si después de un paso r° se incrementa. dejamos sepuir la
iteracion.

Existen paquetes computacionales robustos que realizan diversos tipos de
convergencia para el paro del método, calculan el segundo termino de la matriz hessiana
(2.3.4), calculan automaticamente la matriz D, si hay algun valle plano ayudan a salirse de
éste, calculan el jacobiano mediante diferencias finitas y checan si la matriz hessiana es
singular. Se pueden utilizar minimos cuadrados no lineales con restricciones: v otras cosas
mas.

Utilizaremos el algoritmo NL2SOL, disefado especialmente para minimos
cuadrados no lineales y la funcién (leastsq) del ambiente computacional MATLAB que
realiza el ajuste por medio de minimos cuadrados no lineales para mejorarlo; ya que todos
estos paquetes de Software utilizan el Método de Levenberg-Marquardt.

En seguida realizaremos algunas prucbas de ajuste para tener una idea mds general
de como funcionan ¢stos algoritmos.
1
x3(¢7 ~1)
encontrar (el parametro optimo es 0.2) utilizando MATLAB y NL2SOL donde el
Jjacobiano se calcula mediante diferencias finitas, teniendo los siguientes resultados.

Realizamos el ajuste de la funcion y = donde ¢ es el parametro a
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Resultados obtenidos del djuste utitizando la funcion (Jeastsg) de MATLARB.

Condicion Namero de Nuamero de Parimetro Notas
Inicial lteraciones cevaluaciones en Optimo
1a Funcion
0.1 24 0.2
0.0001 16 0.2
0.23 22 0.2
1.0 37 0.2
0.5 34 0.2
-0.1 2 -0.1 No converge al
optimo esperado
5.0 2 5.0 No converge al
4ptimo esperado
Resultados obtenidos del ajuste utilizando NL2SOL.
Condicién Numero de Nimecro de Pariametro Notas
Inicial Iteraci eval i en Optimo
1a Funcién
0.1 10 18 0.2
0.0001 1 2 0.0001 No converge al
optimo esperado
0.23 6 12 0.2
1.0 13 12 0.2
0.5 10 19 0.2
-0.1 1 2 -0.1 No converge al
Sptimo_esperado
5.0 15 23 0.2
9.0 15 33 0.2

Es importante observar, antes de pasar al analisis de las tablas, que la funcion
(leastsq) de MATLAB no proporciona el nimero de iteraciones y NL2SOL si las
proporciona.

Analizando las 2 1ablas de resultados podemos observar algunas caracteristicas de
MATLAB y NL2SOL

Dec la columna que contiene cl namero de evaluaciones en la funcién cn ambas
tablas, podemos decir que el algoritho NL2SOL necesita calcular menos evaluaciones en
la funcién que la funcidn (Jeastsq) de MATLAB. Asi mismo, si observamos la parte
cuando la condicion inicial es 0.0001, en la funcion (leasfsg) de MATLAB se calcula el
6ptimo cn 46 evaluaciones en la funcién, mientras que en NL2SOL no converge al 6ptimo
esperado; en las 2 evaluaciones que hace la funcidn. qucda ¢l mismo punto de inicio.
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Otro punto importante es cuando la condicion inicial es -0.1, tanto en la funcion
(leastsq) de MATLAB como NL2SOL no convergen los algoritmos. ya que esta condicion
esta fuera de la zona de convergencia: pero si observamos cuando la condicion inicial es 5.0
en la funcidn (Jeastsq) de MATLAB dicho algoritmo no converge al Optimo, mientras que
en NL2SOL. si converge haciendo 12 iteraciones con 23 evaluaciones en la funcién.

Del andlisis anterior podemos concluir que:

-La funcion (Jeastsq) e¢s menos susceptible a fallas ya que estd dentro del ambiente
computacional de MATLAB y no puede permitir suspensiones de ¢jecucion tan facilmente;
es decir, esta mas protegido contra tales fallas: Esto se puede apreciar cuando la condicién
inicial es 0.0001, la funcidn (leastsq) de MATLAB calculé bien el 6ptimo mientras Que en
NL2SOL no convergio a dste.

~-NL2SOL. s mas robusto, pero es mas susceptible a suspensiones de ejecucion.

-Debido a que NL2SOL calcula el segundo término de la matriz hessiana, éste amplia
mejor la zona de convergencia para ¢l método y tiene mas posibilidades para calcular los
parimetros, ya que si la condicion inicial esta muy alejada del Optimo, es factible que llegue
a encontrarlo. Esto lo podemos ver cuando la condicion inicial es 5.0 debido a que en esta
zona la grafica se comporta como si fuera una linea recta. Podemos decir que se esta dentro
de un valle, la matriz hessiana es singular, entonces el algoritmo ayuda a la matriz hessiana
a salir del valle.

-Es de suma importancia dar la condicién inicial dentro del rango de aproximacién para
poder calcular el parametro 6ptimo, ya que si lo hacemos fuera, como lo vimos en el
analisis de las tablas donde la condicion inicial es 0.1, no calcula ¢l optimo.

Debemos recalcar que en la funcion (feastsq) del paquete MATLAB y ¢l algoritmo
NL2SOL no introducimos el numero de iteraciones, ni el valor de A, ni el limite de error,
ni los valores de la matriz D, etc; esto debido a que son muy robustos ¥y no es necesario
darles estos valores: pero si descamos mejorar la convergencia de nuestro ajuste podemos
también introducir el jacobiano de la funcién a ajustar.

El algoritmo NL2SOL ¢s un algoritmo realizado en Fortran. Es factible obtenerlo de
internet si no se tiene disponible.

A continuacién describiremos minimos cuadrados no lineales con restricciones.

87



UNA M Campus Acatlan MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES

Minimos Cuadrados no Lincales con Restricciones.

Los problemas de minimos cuadrados no lincales a menudo imponen restricciones
en la solucién. Por ejemplo, en las aplicaciones quimicas que describiremos ¢n el capitulo
4, algunas veces ¢s necesario que los pardmetros oplimos sean positivos.

Describiremos a continuacién 2 estrategias para restringir la solucién. de
aproximacion a la regién ID del dominio de los parametros ¢, donde j = 1.2,...,7.

Recordemos el problema de minimos cuadrados no lineales.
” » 2
Minimizar »? = Z[y, - Zy(x, H )] (2.3.1)
Il =1

con solucidn iterativa a partir de
[T )s(e) + AD)&e = I (e)r () (2.3.10)

Al tener control sobre nuestra condicion inicial ¢, = (¢,.c;....,c,) ¢l método calcula
el tamafio de paso &¢ pero puede suceder que (¢ + &) no esté en D, Si esta correccion es

permitida, el algoritmo podria nunca restablecerse; es decir, la aproximacién podria
converger a una solucién fuera de D.

La primera estrategia para restringir la correccién (c+ &) es la de trasladar el
problema restringido de minimos cuadrados no lineales a un problema no restringido, esto
es, imponer una penalidad en la funcién a minimizar si el algoritmo intenta dar un paso
fuera de D. Por ejemplo:

Sea x4 un niimero tal que

IACS B9 i=12,....m (2.3.11)

donde

ric) = 5:[.\' - z":y(x,;c, )] =u (2.3.12)
Tl a=t

Si la funcién r(c) es definida como en (2.3.12), se permitird que la penalizacidn impuesta,
fuerce a toda aproximacion ¢ a estaren D. :
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Es imponante recalecar que esta estrategia restringe todas las correcciones, y como
consecuencia puede llevamos a una convergencia muy lenta si la solucién esta cerca de la
frontera de ID. Esto gencralmente se satisface restringiendo solo la correccion inicial.

Para profundizar mas sobre las funciones de penalidad puede verse los textos de
Prawda 1991. y AkeBjorck 1996.

La otra estrategia de restriccion nos dice lo siguicnte: Ya que el algoritmo de
MINPACK resuelve el problema de minimos cuadrados no lineales iterativamente como
sigue:

Minimizar {“g [y, - g Hx:e, )]+ J(c)&n:uD&:“ = A} . (2.3.13)

Entonces modificamos A para que los nuevos valores de (¢ + &) no salgan del dominio de
D,

En esta restriccion nosotros d >S que se 1

DS, < A, (2.3.14)
donde D, es la matriz de escala diagonal y A, es el limite de paso. La matriz D, es
especificada por el usuario, mientras que el limite de paso A, esta determinado por un
namero llamado FACTOR, este namero lo proporciona el usuario
Ao = FACTOR -||Dyc,| (2.3.15)
si la condicion inicial ¢, es el vector cero tenemos que
A, = FACTOR (2.3.16)
Es claro que pequefios valores de FACTOR corresponden a pequefios valores de

paso. Para un valor de FACTOR suficientemente pequefio (gencralmente se satisface 0.01)
un punto mejorado ¢, + &, perteneceraa D.

Se debe tener presente que la restriccion del paso esta en D,é&, y no en &,
directamente. Un clemento pequeiio de D, puede llevarnos a un componente grande en la
correccion &, . En muchos casos no es necesario controlar &, dircctamente.

Como los componentes de D, son especificados por el usuario, esto nos lleva
directamente al control de &, . Si, por cjemplo. deseamos restringir la componente de &, a
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correcciones relativas pequefas de los correspondientes componentes de ¢, (asurnimos que
los componentes son no ceros), entonces la matriz D, la escribimos como sigue

Ml ° o
D, < ? /l:ﬁzl ? (2.3.17)
[1] () /ﬁ'..l
y apropiad e el valor de FACTOR.

Se debe tener cuidado que la mawiz D, tenga una escala apropiada que se relacione
con nuestro fenémeno. En términos es conveniente tomar como base las caracteristicas del
fenémeno a ajustar.

Para justificar la eleccion de' D, de la ecuacioén (2.3.17) tenemos que &, satisface
|DsSco)| < 80 = FACTOR | Dycof]
y que la eleccién de D, garantiza que
[lDocoll = vr

donde n es el numero de pardmetros a ajustar. De aqui, si &, es el j —ésimo componente
de &, , entonces

|oe,| < V- FaCTOR |c,|

lo cual justifica la eleccién de D,.

Para la solucion de minimos cuadrados no li les con restricci ramos un
algoritmo computacional llamado MINPACK. Este algoritmo al igual que NL2ZSOL y la
funcidon (leastsq) del ambiente computacional MATLAB es también muy robusto por lo
que solamente hay que codificar la funcién a minimizar con la penalizacién como lo vimos
en la ecuacién (2.3.72). Para la segunda restriccién la matriz D, puede ser dada por el
usuario al igual que A, 6 pueden scr dados internamente por cl algoritmo.

Es factible obtener ¢l algoritmo MINPACK cn Internet.
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3. DISENO DE UN CODIGO PARA AJUSTAR PARAMETROS DE
EQUIPOS.

INTRODUCCION. .
Como hemos visto, en el estudio de los métodos para ajustes de pardmetros

necesitamos hacer muchos cdlculos para encontrar los que corresponden a nuestros ajustes.
Estos célculos son muy laboriosos y son susceptibles a errores, por lo que es importante la

ayuda de programas de computadora para realizarlos.
Analizaremos las propiedades que necesitan los ajustes, los datos experimentales

disponibles y los parametros que necesitan los métodos; todo esto nos llevara a conocer los
requerimientos de los programas computacionales para tener buenos ajustes de parametros.

Utilizaremos como base ambientes andares de r icas (MATLAB,
Mathematica), asi como algoritmos especificos para algiun método en particular

(MINPACK, NL2SOL).
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3.1 DEFINICION DE LOS DATOS EXPERIMENTALES DISPONIBLES.

Al abtener los datos experimentales, ¢s muy importante conocer que caracteristicas
tienen estos, tales como la forma de distribucién de los puntos, si son discretos o continuos,
etc; estas caracteristicas se pueden obtener en rmuchas ocasiones a través de métodos
grificos.

Caracteristicas de la grifica de los datos experimentales.

-Tendencia de los datos. Si los datos tienen tendencia lineal, cuadritica, cubica,
exponencial, senoidal, etc.

-Distribucion de los datos. Si estos estidn concentrados en una parte del dominio, ¢
uniformemente distribuidos.

-Discontinuidad. Si hay alguna discontinuidad en algun punto de la griaficade f; es
decir; si la igualdad lim,_,, f(x) = f(x,) no se cumple.

-Puntos relevantes o importantes. Cuantos maximos, minimos o puntos de inflexién
tiene la grifica.

-Aumento de Datos Experimentales. Verificar si el aumentar datos experimentales
disponibles nos da una mejor idea de la grifica.

-Cambio de Escala en los Datos Experimentales. Observar si es factible cambiar la
forma de distribucion de puntos para tener un mejor manejo de estos.

Observando las caracteristicas de la grafica de los datos experimentales podemos,
escoger que método se apega mads al ajuste d do. En s ida definiremos los p ros
de los métodos para saber cual de ellos cumple con las caracteristicas de aprox:macxén que
nosotros deseamos.
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3.2 DEFINICION DE LOS PARAMETROS DEL METODO.

Para obtener un buen funcionamiento de los métodos de aproximacién, es necesario
saber manejar adecuadamente los parametros que intervienen cn ¢l; ya que estos son una
caracterizacion numérica de dicho método, de manera que describen parcial o
completamente las propicdades de su interés del comportamiento.

En seguida mencionaremos los parametros de cada método de aproximacién,
Pariametros del Método de Minimos Cuadrados Lineales,

Qrden del Polinomio. Es el grado del polinomio a calcular como una combinacién
lineal de variables 6 el numero de funciones del polinomio a calcular en una combinacion
lineal de funciones. El grado del polinomio o ¢l namero de funciones lo representamos con
la letra n; donde » tiene que ser menor que el nimero de observaciones (m) sn<m.

Tolerancia del error. Es el limite de crror para comparar si el polinomio ajustado

cumple con lo deseado, si no, aumentamos o disminuimos el orden del polinomio & el

namero de funciones a aproximar.

Esta tolerancia de error esta representada por la letra griega 7 y se¢ compara con el error del
2

polinomio ajustado r, = > |y, — f(x,)] donde r<r.
-
Matriz de Pesos. Esta es una matriz de pesos para ¢l método de Minimos

Cuadrados Pesados, tiene la propiedad de que es una matriz diagonal, donde los elementos
de la diagonal son los pesos, estos pesos son positivos y son representados como

Wao o o -0
0wy, o --- 0
W= 0 ] wy e 0
o] [} 0 0 w_,
Forma del Polinomio. El polinomio ajustado debe tener la siguiente forma

f(x,) =co +yx, + cy3x}+...+c,x cuando es combinacién lineal de variables.
L(x,) =c®y(x,) +&,D(x,)+...+¢,D,(x,) cuando es combinacién lineal de funciones,
donde las @, (x,) son las funciones que desecamos ajustar.
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Parametros del Método de Interpolacién Cubica Segmentaria.

Orden del_Polinomio En este método, el orden del polinomio a ajustar es de 3 ya
que se trata de una interpolacién cubica v por lo tanto no varia el orden, donde el dicho

orden debe de ser menor que el namero de observaciones m .

Tolerancia de Error. Igual que en minimos cuadrados lineales; exccpto que pucde
variar mucho este error r por las condiciones de continuidad que hayamos elegido.

Caracteristicas de Continuidad. Las funci que d »s ajustar pueden ser
continuas o no en el rango seleccionado, segin sea el caso de continuidad que nosotros

hayamos elegido.
Estas caracteristicas de continuidad pueden ser: continuidad en la funcién, continuidad en
primera derivada. continuidad en funcién y primera derivada, etc.

Numero de Segmentos. Es el nimero de observaciones dividido entre el orden del
poli io. es representado por n="'3;donde nxz2.
Forma del polinomio. El polinomio ajustado debe tener la siguiente forma.

S,(x) =a, +b(x —xy)+c,(x—x5,) +d,(x—x,)* donde / es el niimero de segmento a
ajustar / = Q.1,...,1
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Pardmetros del Método de Minimos Cuadrados no Lineales.

Numero de Parametro Es el numero de pardametros que tiene la funcidén o las
funciones a minimizar ¥ es representado por 7.

Al ipual que en minimos cuadrados lineales ¢l namero de parametros tiene que ser menor
que el numero de observaciones.

Condicion Injci Es ¢! punto de inicio donde va a comenzar Ja primera iteracién
de la funcién a minimizar. Esta representado por ¢® = (€11C34.0.1C,) -

Numero de Iteraciones, Es el numero de iteraciones para saber hasta donde dcscamos
parar ¢|l método. Esta representado por NMumlrer.

Tolerancia de Error. Es el limite de error para saber si los parametros obtenidos
son confiables o no. Esta representado por r.

Matriz D. Esta es una matriz real positiva definida, puede ser la matriz
Identidad & matriz de Escalamiento; esta matriz se puede ver como una analogia de la
matriz de pesos 17 de minimos cuadrados lincales.

Tamailo de paso. Este parametro sirve para indicarmos que tanto variamos el
paso cn el método de Levenberg-Marquardt; ya que nos ayuda a seleccionar si utilizamos
Descenso Acelerado 6 Gauss-Newton. Esta representado por A.

Vector de Residuales, Es donde se almacena el calculo de la funcién a minimizar a
partir de la condicion inicial y de los valores obtenidos de los parametros ¢, (J =1.2,....1)

éptimos en cada iteracidn, Representado por r(x,;c,). Tiene analogia con la forma del

polinomio de los otros métodos, solo que en €ste se calculan los parametros en cada
iteracidn hasta encontrar el dptimo y en los otros métodos no hay iteracion.

Como pudimos obscrvar, los métodos a utilizar en el ajuste tiene parametros en
comn que se deben cumplir en todos los casos, tales como tolerancia de error, el numero
de parametros, etc; asi como parametros especificos como, las condiciones de continuidad,
namero de segmentos, etc. Representaremos en una tabla estos parametros para tener una
mejor idea de ellos.
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Tabla de Pardmetros de los Métodos de ajuste

ISERIO DE LN CODIGO PARA AJUSTAR PARAMETROS DE EQUIPOS

Meétodos de Ajuste. Minimos Cuadrados Interpolacién Minimos Cuadrados
- Lineales Cubica no Linecales,
Parametros. Segmentaria
Numero de parametros n n
de polinomio.
Tolerancia de Error, T T T
Matriz de Pesos. w D
Caracteristicas de Continuidad en todo el Continuidad o Continuidad ¢n todo
Continuidad. rango de aproxi i Di inuidad en el rango de
los nodos de aproximacién
conexion
Numero de Segmentos. n
Condicion Inicial. Co = (C),C34----Cp)
Numero de lteraciones. Numiter
Tamaiio de paso.
Forma del Polinomio. S(x,)=Cq +C,x,+...4C X Forma de r(x,ic,)
polinomio cabico

vista anteriormente
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Requerimientos de los Métodos de Ajuste.

Para utilizar los métodos de ajuste es necesario disponer de ¢iertos recursos: estos
representan los elementos necesarios para que tuncionen los métodos mencionados. la
mayoria son de caracteristicas generales y se cumplen para todos los métodos de ajuste aqui
estudiados. En seguida se describen tales requerimicentos.

Niimero de Observaciones, Es ¢l namero de datos experimentales de 1a curva a
aproximar, (nuUmero de valores de la variable independiente x y los valores de la variable
dependiente 37). El numero de observaciones los representamos con la letra 7.

En cl método de Interpolacion Cubica Segmentaria el niomero de observaciones tiene que
ser preferentemente multiplo de 3.

Rango de Aproximacion. Se debe disponer de un rango de aproximacién para realizar el
ajuste. Este queda representado por [X,, X, ] donde X, =x, y X, =x,,y va ligado con el
numero de observaciones y con el intervalo de los numeros reales donde estd localizado.

Continuidad, La funcién a ajustar debe ser continua en todo el rango de
aproximacion. En el método de Interpolacién Cubica Segmentaria dicha funcién puede ser
no continua.
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3.3 DEFINICION DE LAS CARACTERISTICAS DEL AJUSTE.

Contando con las caracteristicas de los datos experimentales y con los parametros de
los métodos podemos encontrar los requerimientos necesarios para los programas
computacionales para el ajuste paramétrico; ¢n seguida se mencionan las caracteristicas del

ajuste.

Rango de Aproximacién. Intervalo donde se va a realizar el ajuste.
‘Tolerancia de Error. Es la tolerancia de error permitido en el ajuste.

Continuidad en el Ajuste. Procurar que la aproximacion de los datos experimentales sca
continua en todo el rango de aproximacion.

Tipos de Continuidad en el Ajuste. Condiciones de continuidad vistas en el método de
interpolacién cubica segmentaria para los nodos de conexién tales como continuidad en la
funcién, continuidad en la primera derivada, etc.

Restricciones para el ajuste. Caracteristicas especiales que se asignan a los parametros a
ajustar; por ejemplo, que los pardmetros Optimos sean positivos.

Datos Experimentales mis Importantes o mas Significatives. Cuando se requiere que

algunos datos experimentales tengan mas significancia que otros es necesario: introducir la
matriz de pesos, donde éstos deben de ser positivos a lo largo de la diagonal principal.

Nuamero de Segmentos. Es ¢l ntimero de subintervalos en que se reparte el rango de
aproximacién para la Interpolacion Cuabica Segmentaria.

Numero de Iteraciones. Seleccionar cl namero de iteraciones a realizar en el método de
Minimos Cuadrados no Lincales cn caso de que no se llegue al parametro éptimo.

Punto de paro para el método.

Condicién Inicial. Estimar de una forma adecuada la condicién inicial para que sea factible
llegar al pardmetro éptimo.

De lo visto anteriormente, para el ajuste mediante minimos cuadrados Lincales '
utilizamos el paquete Mathematica, ya que éste maneja en forma adecuada los métodos
que aqui se manegjan.

Para c¢l ajuste mediante [nterpolacion Segmentaria Cibica utilizamos los programas
de computacion especificos desarrollados para cada caso de continuidad.
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Para el ajuste mediante Minimos Cuadrados no Lineales utilizamos ¢l algoritmo

NL2SOL., el a:nblemc compulacnonal MATLAB con la funcion (leastsq) que realiza el
di no li les y el algoritmo MINPACK para minimos

ajuste
cuadrados no lineales con restricciones.
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4. APLICACION.
4.1 APLICACION DE LAS TECNICAS DE AJUSTE DE PARAMETROS.

Ajuste Lincal.

»
Las técnicas de ajuste lineal y(x)= Zc/x’ . Tienen un amplio uso en el ajuste de
2=0 -

propiedades fisicas, por ejemplo Capacidad Calorifica vs Temperatura, Densidad vs
Temperatura, Presion vs Temperatura, etc. Realizando algunas transformaciones también se
pueden utilizar para describir curvas de funcionamiento de equipos como Caida de Presion
vs Flujo los cuales tienen el siguiente comportamiento experimental:

@
Donde AD es la caida de presiony o es el flujo.

Estas se pueden tratar como lineales en términos de sus pardmetros, si hacemos la
siguiente transformacion:

»x) =3 e, ()
=0

El ajuste se puede obtener facilmente diante bibli disponibles en el
lenguaje C (eg LAPACK, 1991), y en paquetes para manipulacion de datos como
MATLAB , y para manipulacién simbélica como Mathematica.
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Ajuste por Segmentos.

Cuando se desea aproximar perfiles con salientes muy pronunciadas, los polinomios de
aproximacién pueden requerir un grado alto para lograr la exactitud requerida, esto puede
llevar a oscilaciones que no corresponden al fenémeno real debido a esto es conveniente
dividir el dominio en varios subintervalos, cada subintervalo puede entonces ser
aproximados por polinomios de orden bajo (cuadritico, cibico). La aplicacion que se ha
dado es el ajuste de propiedades fisicas en dominios grandes, como las condiciones de
ebullicién del agua (temperatura, densidad, capacidad calorifica) desde una presién
subatmosférica hasta presiones de varias decenas superior a la presion atmosférica (Secker
& Judrez, 1982).

Al emplear métodos iterativos que utilizan las propicdades antes ionada
como parte de la solucion de balances de materia y energia en los equipos, se detectd que
estos no convergian debido que las derivadas utilizadas durante la iteracién no eran
continuas (Hernandez, 1992). Debido a esto se requiere tener una aproximacion que ademds
de ser continua en la funcion sea continua en su primera derivada. Los esquemas de
aproximacién propuestos nos permitirian seleccionar el nivel de continuidad deseado.

Ajuste no lineal.

Las propiedades de transporte como son coeficientes de friccion y coeficiente de
transferencia de calor tienen un comportamiento no lineal con respecto al flujo, este
comportamiento se debe a que las relaciones experimentales que se han encontrado tienen
la forma

V(x) =c, + €, x7 +cyx

Donde los coeficientes ¢, , ¢, son no enteros. En este tipo de aproximacién se requiere que
los métodos puedan converger a pesar de que se tengan valores estimados poco cercanos a
los valores 6ptimos, ¥ que no se interrumpa su ejecucion porque la superficie a optimizar es
poco ibl

alosp ros.
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5. DISCUSION DE RESULTADOS.

Como hemos observado, en ¢l ajuste de parimetros obtuvimos varios resultados de
acuerdo a las caracteristicas del problema y del método seleccionado; cstos ajustes se
llevaron a cabo mediante programas y ambientes de software matemaitico tomando en

cuenta los criterios seleccionados para cada ajuste: continuidad, precision, eficiencia, rango
de validez.

En seguida analizaremos el ajuste de parametros obtenido, asi como el
funcionamiento del software matematico seleccionado.

5.1 DISCUSION DE RESULTADOS PARA MINIMOS CUADRADOS LINEALES.

Para minimos cuadrados lincales ajustamos 3 funciones matematicas que fueron
y=(x=-3)>, y=(x=-3), y= —— 1 tilizando el paquete Mathematica.
x*(e%s —1)

El rango de aproximacion para las 2 primeras funciones fue de [0,!2]. Las 2
primeras funciones no tuvieron ningian problema para hacer ¢l ajuste por minimos
cuadrados lineales ya que se ajustaron mediante un polinomio cubico y un polinomio de
quinto orden. Al realizar el ajuste de la funcién y =

- el rango de aproximacion
3 (eh -

fue de [0.004.052] con incrementos de 0.004. Este ajuste no fue satisfactorio cuando se
hizo mediante un polinomio de grado n es decir f(x,) =c, +,x, + ;x> +..4c,x". Al
realizar el ajuste mediante €l concepto de combinacion lineal de funciones el polinomio de
ajuste f(x,) = co@o(x,) + 6, D, (x,)+...+¢,D,(x,) dio mejores resultados.

De una manera general podemos concluir que para el ajuste de parametros mediante
minimos cuadrados lineales es recomendable utilizar ¢l ambiente Mathematica ya que este
ambiente maneja el concepto de minimos cuadrados lineales como una combinacion lineal
de funciones, por lo que al hacer ¢l ajuste como una combinacion lineal de variables el
pagquete toma csto como una combinacion lincal de funciones. Por otro lado es practico, ya
que permite ver la grafica del ajuste asi como la grafica de los datos experimentales al

mismo tiempo y podemos estar cambiando tanto ¢l nimero de funciones a ajustar como ¢l
orden del polinomio calculado.

Otro punto importante es cuando deseamos que algunos puntos sean mas

significantes que otros 6 que sean mas representativos que otros, en este caso utilizamos
Minimos Cuadrados Pesados; introducimos nuestra matriz de Pesos en el

paqucte
Mathematica y realizamos el ajuste como se puede ver en el apéndice B-2.
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5.2 DISCUSION DE RESULTADOS PARA LA INTERPOLACION CUBICA
SEGMENTARIA.

Al realizar el ajuste de cstas mismas 3 funciones por medio del método de
Interpolacidén Cubica Segmentaria, obtuvimos los siguientes resultados.

Cuando ajustames la funcién y = (x — 3)" no hubo crror aplicando todos los casos
de continuidad vistos en ¢l método; esto se debe a que, como es una funcién cubica y el
ajuste esta hecho mediante una aproximacién cubica, entonces ¢t ajuste ¢s perfecto.

En el ajuste de la funcién y = (x-3)* el ajuste es perfecto cuando se pide la
condicion de continuidad en la funcioén pero cuando cscogemos las otras condiciones, el
ajuste empicza a generar error, esto debido a que las condiciones de continuidad se basan en
las primeras y segundas derivadas tanto en la funcién como en el polinomio de
aproximacion.

Al hacer el ajuste de la funcién ) = -1 éste es perfecto cuando se pide la
x*eh — 1y

condicion de continuidad en la funcién, cuando ¢l ajuste se hace por medio de las otras
condiciones de continuidad ¢l error es relativamente grande. Cuando hacemos el ajuste
proponiendo que la condicién de continuidad se cumpla tanto en primera como en segunda
derivada a la vez, este error es grande debido a que estamos pidiendo que la condicién se
cumpla tanto en primera como en segunda derivada, el método permite esta continuidad a la
expensa de error en la aproximacion del valor de la funcion.

Con lo escrito anteriormente podemos concluir de una manera general lo siguiente.

Cuando descameos ajustar nuestros datos experimentales mediante alguna condicion
de continuidad, o si nuestra funcion a ajustar es discontinua en alguna lugar del rango de
aproximacion o si esta funcién tiene algan pico, es recomendable usar la interpolacion
cubica segmentaria ya que ésta satisface varias condiciones dc¢ continuidad y permite
escoger la que mis nos convenga. De igual forma, si nuestros datos experimentales tienen
comportamiento irregular; es decir; si no tienen forma de alguna curva conocida, podemos
escoger la condicidn de continuidad en la funcion para que este ajuste pase por todos los
datos experimentales considerados. Es importante tener en cuenta que este método nos
permite tener varias opciones de continuidad para realizar el ajuste; por tanto, esta
interpolacion es posible para casos donde haya discontinuidad. Por otro lado, para lograr
una mejor aproximacion se tiene que cumplir de preferencia solo un caso de continuidad y
no varios, ¢sto lo pudimos ver cuando las condiciones de continuidad estin sobre la primera
vy segunda derivadas de la funcidon de aproximacion: en el ajuste de las funciones realizadas

(y=(x—-3)*. y= !h}l——— ) al tratar de hacer el ajuste con esta condiciéon hubo un error
xXie =1

grande ya que cl algoritmo fucerza a que se ¢ 1 las 2 condi

103



U N A M Campus Acatlén DISCUSION DE RESULTADOS

5.3 DISCUSION DE RESULTADOS PARA MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES.

Al realizar el ajuste de las funciones y =(x—3), y = (x—3)* por el método de
minimos cuadrados no lineales, sacamos los datos experimentales de estas funciones y los
ajustamos con las funciones y = (x —¢)’ y ¥ = (x ~¢)* donde el pardmetro a ajustares c,
realizando ajustes mediante la funcién (leaszsq) del paquete matematico de MATLAB y el
algoritmo hecho en Fortran NL2SOL los resultados resultaron satisfactorios ya que no
presentaron problemas para calcular el parametro éptimo.

Realizando el ajuste de la funcién y = ————(}——— donde ¢ es el paradmetro a
xt(e7r =1
ajustar, los resultados tanto en la funcién (leastsqg) de MATLAB como en NL2SOL varian
un poceo, pero dan el parametro 6ptimo, NL2SOL resulté ser mas robusto que MATLAB
en el ejemplo tratado.

De una manera general podemos concluir que si al analizar nuestra funcidn a ajustar
ésta tiene funciones que dependan de una manera no lineal de sus parametros, se deben
elegir los paquetes MATLAB y NL2SOL ya que estos son los mas robustos que
encontramos en nuestra investigaciéon para hacer este ajuste. Es importante resaltar que es lo
que deseamos en este ajuste. Cuando analizamos los paquetes computacionales
mencionados para el ajuste mediante minimos cuadrados no lineales encontramos que:

NL2SOL tiene las siguientes caracteristicas.

-Es mas robusto que la funcion (leastsqg) de MATLAB.
-Calcula el segundo término de la matriz hessiana.
-Verifica la regién de confianza continuamente.

La funcion (Jeastsq) de MATLARB tiene las siguientes caracteristicas.

-Es poco susceptible a interrupciones en su ejecucion.

-Es mas facil de usar ya que esta funcién realiza el ajuste bajo un paquete
computacional.

-Es mas prictica de utilizar ya que es mas facil que se tenga el paquete MATLAB
que el compilador Fortran

Para minimos cuadrados no lineales con restricciones hay un algoritmo también
hecho en Fortran llamado MINPACK, este algoritmo al igual que NL2SOL también
trabaja con minimos cuadrados no lineales con 6 sin restricciones. Este algoritmo también
es muy robusto por lo que si se desea introducir alguna restriccién, el algoritmo lo hace
automaticamzte.
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6. CONCLUSIONES Y LIMITACIONES.

En los métodos para ¢l ajuste de parameuros, realizamos un estudio muy cuidadoso
para lograr aumentar la precision y rango de validez de los modelos, reducir ¢l tiempo de
estimacion de parametros y mantener consistencia con las técnicas utilizadas para ajustar
parimetros. En seguida mencionaremos las conclusiones y limitaciones de cada método.

6.1 CONCLUSIONES ¥ LIMITACIONES PARA EL METODO DE MINIMOS
CUADRADOS LINEALES.

El ajuste de parimetros por minimos cuadrados lineales es restringido, solo es
recomendable para ajuste de parametros lincales. Al investigar este método encontramos el
concepto de minimos cuadrados lineales como una combinacién lineal de funciones; dicho
concepto amplia de manera sustancial el anterior y permite, no solo usar polinomios de
grado # de la forma f(x,) = ¢, + ¢,x + ¢, X} +...+¢] para ajustar parametros, sino también
utilizar funciones. Estos parimetros a ajustar ticnen que estar en forma lineal.

Al realizar la investigacion del software para ¢l ajuste, nos encontramos con un
ambiente standard de matematicas ilamado Mathematica; este ambicente permite realizar el
ajuste de minimos cuadrados lineales como una combinacion lineal Je tunciones. En la
realizacion de nucstros ajustes nos dio resultados satisfactorios ya que como tiene ambiente
grafico nos permite ver las curvas de los datos experimentales. Cuando realizamos ¢l ajuste
podemos comparar la grafica de este y la de los datos experimentales al mismo tiempo,
ayudindonos asi a observar si ¢l ajuste es satisfactorio. De no ser asi, s¢ puede cambiar la
funcién o ¢l grado del polinomio a ajustar. Permite también evaluar los datos de la variable
dependiente x e¢n el polinomio de ajuste permitiendo con esto calcular ¢l error cometido en
la cleccion del polinomio.

Si descamos ajustar minimos cuadrados pesados, introducimos nucstra matriz de
pesos en Mathematica, realizamos las operaciones pertinentes y ajustamos los pardmetros.

Entre las limitaciones del método asi como del ambiente standard Mathematica
tenemos lo siguiente:

~Las funciones deben de ser continuas en todo ¢l rango de aproximacion.

-El ajuste por minimos cuadrados lineales cs solo para ajustar parametros lineales.

-Es necesario proveer un mecanismo de entrada/salida de vectores mas agil para el
ambiente de Mathematica (Ver Apdndice B-2).
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6.2 CONCLUSIONES Y LIMITACIONES PARA LA INTERPOLACION CUBICAH
SEGMENTARIA.

Al realizar el ajuste de parametros por medio de ia interpolacion cabica segmentaria
nos cncontramos que cste método o podemos utilizar especialmente cuando las grificas
que deseamos ajustar tienen algan pico dentro del rango de aproximacion ¢ si existe alguna
discontinuidad en la funcién., El método es muy flexible para los casos donde existe
discontinuidad permitiendo seleccionar ¢l caso de continuidad que nosotros deseamos. Se
recomienda que ¢l ajustc pase por todos los datos experimentales disponibles cuando
pedimos la condicion de continuidad en la funcién.

En la investigacion para ¢l ajuste por el meétodo de la interpolaciéon cubica
segmentaria nos encontramos que las referencias consultadas solo tenian algunos casos de
continuidad y no varios como lo expusimos en este trabajo por lo que el desarrollo del
método es muy completo; de igual forma no mencionaban algoritmos faciles para su
desarrollo. Debido a esto realizamos nuestros propios programas para realizar el ajuste, asi
como adecuaciones a cllos para cada condicién de continuidad. Estos programas fucron
hechos en lenguaje Ansi-C, auxilidndonos para la solucion de las ecuaciones que da el
desarrollo del método por medio de librerias hechas en lenguaje C. (LLAPACK), estas
librerias son de dominio publico y pueden ser encontradas a través de Internet.

Entre las limitactones del método tenemos las siguientes:

-Al realizar el ajuste de funciones por medio del método seftalado tencmos que al
pedir las condiciones de continuidad se debe sactificar alguna condicién de continuidad
para que se cumpla otra, es decir, si por ejemplo, descamos condicién de continuidad en
primera derivada, los nodos de conexién tendrin un error en ¢l polinomio de ajuste
mientras que al checarlos con la derivada del polinomio de aproximacion no habra error.

-En este ajuste por medio del método antes sefialado, ¢l error variara dependiendo de
cual sea la condicién de continuidad que hayamos seleccionado, y de acu.rdo a los datos
experimentales de la funcién o del fenémeno que deseamos ajustar (Ver grdficas de ajustes.
Subcapitulo 2.2) por lo que no podemos predecir tan facilmente el error que nos dara el
ajuste.

-Nuestros programas ¢laborados para este ajuste son muy limitados, solo nos dan los
parametros del ajuste, no tienen graficacién y trabajan bajo MSDOS, no tienen algian
ambiente computacional compardandolo con Mathematica ¢ MATLARB.
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6.3 CONCLUSIONES Y LIMITACIONES PARA EL METODO DE MINIMOS
CUADRADOS NO LINEALES.

Cuando realizamos nuestros ajustes de parametros nos encontramos algunos no
lineales; los métodos vistos anteriormente (minimos cuadrados lineales, interpolacion
cuibica segmentaria) no pueden ajustar parametros no lineales 6 sf lo hacen, dan errores muy
grandes; por lo que nos decidimos a investigar otros métodos de ajuste. En la investigacién
nos encontramos que los métodos de ajuste con minimos cuadrados no lineales
generalmente se orientan a la solucién de ecuaciones no lineales o a minimizar o maximizar
funciones. Siguiendo la investigacidén nos encontramos con el método de Levenberg-
Marquardt que realiza ¢l ajuste de parametros no lineales por medio de minimos cuadrados
no lineales; en la investigaciéon del software nos encontramos con la funcion (feastsq) del
ambiente computacional MATLAB y los algoritmos realizados en Fortran NL2SOL y
MINPACK, estos algoritmos y la funcidn (leastsq) manejan ya el método de Levenberg-
Marquardt, en el andlisis de estos paquetes encontramos varias caracteristicas importantes;
a continuacion describiremos algunas de ellas.

Caracteristicas importantes de los paquetes computacionaless MATLAB (Jeastsq),
NL2SOL y MINPACK.

-MATLAB es un ambiente computacional que se maneja bajo ¢l ambiente
Windows y es de facil manecjo. Este ambiente es menos susceptible a interrupciones en la
ejecucién, es amigable y permite graficacién.

-El algoritmo NL2SOL es ¢l mas robusto de los 3 paquctes investigados ya que
calcula ¢l segundo término de la matriz hessiana y esta disefiado bisicamente para minimos
cuadrados no lineales.

-MINPACK nos ayuda a resolver minimos cuadrados no lineales con restricciones.

Como hemos observado el método de Levenberg-Marquardt es muy robusto y da
excelentes resultados pero es importante observar que también tiene limitaciones. A
continuacion describiremos algunas de las mas importantes del método y de los paquetes
computacionales descritos anteriormente.

-Si se trata de un ajuste de parametros no lineales, no existen métodos que resuelvan
el ajuste exactamente, como lo hace minimos cuadrados lineales. Debido a que se trata de
métodos iterativos siempre estaremos expuestos a que la convergencia este lejos del 6ptimo
real.

-La convergencia sera mas rapida cuanto més cerca del éptimo real se proponga ¢l
valor de inicio.

-El ajuste de parametros no lineales con restricciones solo toma en cuenta
restricciones para la region del dominio de los parametros ¢, por lo que es muy limitado.

No toma en cucnta restricciones tales como funciones o desigualdades matematicas.
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\f lo

Por lo que se refiere a las limitaciones de los paquetes P
siguiente.

~-NL2SOL al ser un algoritmo realizado en Fortran es mas susceptible fallas en la
ejecucién del método, ya que no tiene mucha proteccién contra éstas compardndolo con
MATLAB. Lo mismo sucede con MINPACK.

-MINPACK es limitado para la solucién de minimos cuadrados no lineales con
restricciones ya que solo trabaja restringiendo la solucién de aproximacién a la region del
dominio de los parametros ¢, .

-El unico inconveni de la ft ion (/ @) de MATLAB es que no calcula el
segundo término de la matriz hessiana.
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6.4 CONCLUSIONES GENERALES

De lo estudiado en todo nuestro trabajo y con las experiencias obtenidus de éste podemos
concluir de manera general lo siguiente:

Como en todos los procesos que requicren de  herramicentas numéricas de
aproximacion, en ¢l ajuste de parametros se introducen errores. Con ¢! fin de evitar que
estos sean considerables, se recomienda lo siguiente:

a)Analizar muy detenidamente la grafica de los datos experimentales asi como tener
informacién acerca del fenémeno o de Ia funcion de donde se obtuvieron. A partir de ello,
elegir el método de ajuste que mdas convenga.

b)Si nuestros datos experimentales lo permiten, hacer nuestro ajuste por los
diferentes métodos estudiados y comparar los resultados obtenidos de cada uno de ellos.
Logicamente, esto brinda mas alternativas para sefeccionar algtin método particular.
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APENDICE B-1.

TECNICAS DE APOYO EN LA RESOLUCION DE MINIMOS CUADRADOS,

Or 1i- ion Gr Cotrrrid,

g d Dol

Sea {u,,u;,...,4,} un conjunto de vectores ' no nulos, linealmente independientes,
deseamos construir un conjunto ' de vectores {v, ,v,.....v,,} tales que para cada
k =1.2,....n, el conjunto {v,,v,,....v,,} sea un conjunto ortogonal.

Come el primer vector del nuevo conjunto elegimos el primer vector de! conjunto
original; esto es, dcﬁmmos v, = u, B

Ahora deseamos encom:nu' el segundo vector v, que sea ortogonal a v,. Como
sabemos, para que dos vectores'v, y v, sean or les se debe plir que (v, v, ) =0,

proponemos entonces. (v, ,v, )= 0. Para determinar el vector v, tenemos lo siguiente
Vy = Uy Oy V) (B.1.1)

donde ¢,, esun escalar a determinar. Partiendo del hecho de que v, y v, son ortogonales
ipli ia ién (B.1.1) \} por v,”

multip

(v2av) = (4, +e5vy0v))
= (up. V) + ey v, v) =0

Despejando la incégnita ¢,, resuita

{uz.v1)

v

donde [[v,[I* = {v,,v,). Asf sustituyendo c,, en la ecuacién (B.1.1) se obtiene

Czy =

vy =uy - M‘,I (B.1.2)

I
Para obtener el tercer vector v, del nuevo conjunto, proponemos

V3 = Uy + Oy V) +CyaV, (B.1.3)
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donde nuevamente. ¢;; ¥ €, Son escalares que se deben calcular. Dado que se pretende

que v, sea ortogonal tanto a v, como a v, , proponemos

(v3.9:) =0, (v,,v)=0

Multiplicamos la expresion (B.1.3) escalarmente por v, resulta

(V3on) = (s + ey +053va00) .
=(us, ) + 3 (o) + 65 {va.0 ) = 0
= {1y, v, )+ 3, (v;»v,) =0

de aqui tenemos que

€3 =— (u! ‘vz‘)
vl
De j sed
ey = ("1-";)
fvall
Sustituyendo ¢,,,y ¢,, enla ién (B. 1.3) quedand,
vy =y - (“s-":)vl _(":vV2>V2 (B.1.4)

Al v, “z

En general, repitiendo el procedimiento k veces (k = 1,2,...,7), se obtiene

v =u, —fﬁ'—v;—)v, (B.1.5)
=t “"1“

donde v, = u,.
Si lo que se desea es obtener un conjunto ortonormal, se puede proponer

q, =ﬁ donde j =1,2,....1. "~ (B.1.6)
4 B
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Ejemplo de Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt

Sup que tenemos una matriz de 3 x 3 llamada U.

U=

1.1 0] -
IR T b
0. 11

descomponemos la matriz en vectores "

u, =] 1

: 1 SRR
"Entonces v, =1, =] 1 Yy v, es calculado como en la ecuacién (B.1.2)
- o : -

= (“z-"l)v

Vs Uy —
S

2
u,v) 1 1 i

El tercer vector v, es calculado como en la ecuacién (B.1.4)

{u3.v1) (uz va)

Vy = Uy — Yy e V.

TR T T e

{usovi) 1 (uy,v2) 1 - 1, _1, _ —2%

Ml 2 el 3 2 THTET TR é
3



Los vectores finales ortonormales son los siguientes

1 —2
S\ Y e IR - /e
ot el 1 B S Sl o el i e I T VE 25
3

Nuestro problema ahora es preguntar cémo las columnas originales 4, pueden ser
recuperadas de los vectores finales g, Sid

P 10s las iones para el v,, en este
ejemplo encontramos
u =v, ] oy = ﬁql
(B.1.7) wu, =—l-v, + v, & uy =.\/Iq, +\/zq,
2 . 2 2
”s=‘]“‘|"'l"z+"l -6 Uy = l‘ln“‘ﬁ‘]:"’ﬁQ:
2 3 2 6 3

El conjunto de ecuaciones (5./.7) puede ser escrito en notacién matricial

11
u={1 0 1
o1

1.70
v=|1 o
011

Donde la matriz U = OR.
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La matriz U es factorizada dentro de una matriz Ortogonal @ y una matriz

Tnangular Superior R. Las columnas de QO son los vectores ortonormales, los cuales

>s. Las i (B.1.7) expresan cada vector u, como una combinacion lineal

de los primeros i vectores v, donde os que r i 1 a v, por [vlig,, v,

por [[v,llg:. y asi sucesivamente. hasta el vector v, por |v,|lg, . Podemos observar que los

coeficientes ||v,|| donde i =12,...,n estan en la diagonal principal de la matriz R Esto
produce el resultado de la factorizacién OR.

Una matriz U con columnas linealmente independientes puede ser factorizada
dentro de U = OR. Las columnas de { son ortonormales, y R es triangular superior e
invertible. Si la matriz U es drada, er también lo seran estos 2 factores @y R,y
O sc convierte en una matriz ortogonal. Por lo tanto el algoritmo de Gram-Schmidt ayuda a
1a solucién del problema de minimos cuadrados descomponiendo la matriz &/ en OR.
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APENDICE B-2

AJUSTE DE DATOS PO]! MINIMOS CUADRADOS UTILIZANDO EL
PAQUETE MATHEMATICA,

1.~ Introditcir en uin' éditor de iékté§l §Vcc(oi’es X, Y, Xpruchas Yoruena de la siguiente forma

[] Dbl [.] [»-]

LN B4 Xy 4N
X3 || V2 X2 |i V2
Tm | Ym Kem L Vm

Los archivos se pueden llamar daros.sm para los vectores X, Y; y para los vectores
Xprueba, Yprueba el archivo se puede llamar datospru.m

Nota: los archivos y el nombre de las variables de las operaciones realizadas se
pueden llamar de cualquier otra forma; estos nombres puestos anteriormente solo son para
tener una idea de como se maneja ¢l paquete mathematica para el ajuste por minimos
cuadrados.

Es recomendable meter en el archivo de datospri.m puntos intermedios de los datos
observados para ver que tanto cambia el error del polinomio,

Es muy importante seguir la sintaxis correcta de la funcion para ¢} correcto
funcionamiento del paquete.
2.- Abrir los archivos para los resultados obtenidos en el ajuste con la funcién siguiente:

OpenWrite ~[*file”]

OpenWrite “[“resule™], OpenWrite [“resulipr’]

3.- Llamar al archivo datos.m y datospru.m con la funcién siguiente:
ReadList[*file”, {Number, Number}]
Marriz = ReadList(“*daros.m”, {m, n}]
‘MatrizPr = Rca&l.isi[“datdspru.m“. {m, n}]

donde m son el numero de observaciones y s es igual a 2.
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4.- Descomponer las matrices Afarriz y MairizPr en vectores con 1a funcion siguiente:

Transpose [nombre] [li]] & ~Map [#[{ill&, m]

xv=Transpose [Marriz] [[1]] -6 - Map [#[11]}&, Matriz)
yv=Transpose [A'latrlz]v[[Z]] &' - Map [#[12]]1&, Matriz)
xvpru=Transpose [MatrizPr] [[1]] . 6 Map [#[{1]11&, ’Matrizl’r]
yvpru=Transpose [MatrizPr] [[2j] 6 Map (ﬁ[[z]]&,'MalrizPr]

5.~ Dibujar los puntos de los vectores xv, yv con In funcién Lisﬂ’lol para tener una idea dc
como se comportan los puntos. E

gp=ListPlot] ({xv[u11..w[[1J]),_{xvuzn,ijtrzm‘ ';{écv‘[[m]1.yv[[m11}} 1

6.- Ajustar los datos con la funcién Fit.

Fitl (G0 MU, Govli2D), 211, wmINY, (F, )y x ]
donde Fit ajusta los puntos (x\;[[fhj].yv[[in]]) a una combinacién lineal de

funciones RN P It

f=1,2,..

6a) 1gualar el pOlanmlO oblemdo dcl aJus(e a la vanable (polajust)
pala_/usr=ln[num]

donde In[num]} se reficre nl numcro dc linca e¢n donde aparece cl polinomio
ajustado.

. Ejemplo:
[22]=2-3x
[23]= In[22] =~

6b) Guardar en el archivo result.m el polinoniio ajustado de la forma:

palaju.sl >> result.m’ '

7.- Dibujar ¢l polinomio BJuSleO con la funcién I'Iot[f. {x. Xminy Xmaz}] dondc fesla
funcién del ajuste:’ .
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grafun = Plot[polajust, {X, Xmin» Xmax}]

7a) Guardar en ¢l archivo grafic la grafica del polinomio ajustado con la funcién
Display de la siguiente forma:

Display[“grafic™, grafun)

- Dibujar el ajuste hecho junto con los puntos dados al ir}icip, con la funcion Show|plot]

grafajpo = Show[%num, gp] * o
donde num es el numero de linca en dondc se real o la gréﬁca del polinomio
ajustado

8a) Guardar en el archivo grafbjs In g’af ica dcl polinomio a;ustado junto con los
puntos dados

Display[“grafajs™, grafajpo)

1tad, o fs

- Silos no son ios, volver hacc el ajuste, aumentando el orden del

polinomio, o do la funcitn a aj

1

10.- Evaluar los datos del vector xv del pr
forma:

Iculado de la siguiente
polajust .x-> xv{[i]]
10a) Guardar los resultados enel ve’ctoxf_lv‘x:dc 1¢
Fx = {num(1], num[2], num[3],

donde num{{] es la evaluacién i-

10b) Guardar el vector Fx en el akchiyd :cie’r;:sultAa;cAidjs'(resu}l.m) de la siguiente
forma: B N . A

Fx >>> result.m

11.- Evaluar el error del polinomio de la fonn‘ajz‘y, ;f(.f, )]z compararlo con el error de
-l

N . . - 1tad

(r).silosr son satisfactorios, se obtuvo el mejor ajuste, si no

17



regresar a la funcién Fit (paso 6) y aumentar el orden del pohnomm 6 camblar la
combiacién lineal de funciones. -

El error del polinot QIE; 1 ‘i delﬂ' ric

ErrorPoll='Sum[(yv[[l]] ﬁc[[-]l)" {

N ErrorPah >>> resul m

omio calculado de la forma

=1 .2.‘...,m‘

12.- Evaluar el Vectoij de pruebas
polajju‘;;l 1. xvpru([il]

“12a) Guardar 105 result n e} vector Fxpru de 1a siguiente forma:

13.- Calcular el error dg ia siguiente forma:

ErrPolpru= Suml{Qrprullil] - FpruflilD®2, (i, imin, imax}]

13a) Guardar en el archivo resulr.m el error dcl Polmomlo de los datos de prueba de
la siguiente forma:

ErrPolpru>>> result.m
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