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RESUMEN

Dada la compiejidad. en general, de los procesos de optimizacion se hace
necesario desarrollar” metodologias sencillas que solucionen problemas que se
presentan en forma cotidiana en la practica. Aun mas, es necesario implementar
metodologias que por su simplicidad puedan ser aplicadas por quienes no estén
inmersos en los procesos de optimizacion y que computacionalmente sean faciimente

tratables.

El presente trabajo ofrece una metodologia sencilla y practica que permite
resolver el problema de localizacion, cuando hay barreras que no permiten la
localizacién de los servicios y en ciertos casos el transito hacia ellos, que en general ha

sido resuelto mediante algoritmos complejos y computacionalmente poco tratables.

En el primer capitulo se pondera el proceso de localizacidon como un aspecto
estratégico empresarial y se describen con detalle los objetivos y componentes en
cada etapa de decision del proceso mismo. Ademads, se menciona el estado actual de

resultados obtenidos al tratar de resolver el problema.

El segundo capitulo presenta una revision de los enfoques propuestos para
solucionar el problema, haciendo hincapié en considerar a la distancia como factor de

localizacion de gran importancia.

Ei tercer capitulo describe el algoritmo de Larson-Sadiq, en el cual esta basado
este trabajo, identificando los puntos factibles de localizacion para su posterior proceso

de evaluacion. Ademas, presenta un ejemplo teérico de aplicacion.
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En el cuarto capitulo se presenta la factibilidad de aplicar el algoritmo y la
sencillez y simplicidad que puede adquirir el proceso de evaluacion de los sitios
factibles de localizacion, al simplificar el proceso de programacion lineal y aplicar la

metodologia a un caso de estudio en la ciudad de Puebla.

Por ultimo, se dan las conclusiones sobre las ventajas y problemas anexos que
tiene y resuelve la metodologia planteada, y algunas recomendaciones hechas para

continuar en el estudio del problema de localizacion y la identificacion de rutas.
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INTRODUCCION

El estudio de localizacién de un servicio es en muchas ocasiones subestimado
por el analista de proyectos y el empresario. a pesar de ser uno de los factores que
puede determinar la esencia misma de la estrategia empresarial. Esto es, desde hace
ya mucho tiempo que las empresas lo identificaron como un elemento relevante en el
rengléon de servicio y venta en sus negocios. Sin embargo, el area de localizacién de
servicios depende en mucho de las necesidades que se quiera satisfacer, del efecto de

las condiciones y de la infraestructura establecida.

Dentro de un estudio para la localizacién de servicios se identifica un sector
particular, distrito o area en una region geografica mediante un microanalisis. Este
estudio toma en cuenta factores tan importantes para la localizacién de servicios como
son: la economia del transporte, demografia, actividades comunitarias, costo de
espacio, disposicion de servicios conexos, etc. necesarios en la determinacién de la

ubicacion optima de servicios.

Al potenciar la localizacion de un servicio en muchas ocasiones surge el
problema de |a presencia de barreras para el viaje o regiones prohibidas que sin duda
dificultan la localizacion. Las posibles barreras de viaje que dificultan la localizacion de
uno o varios servicios en una regién determinada pueden ser zonas prohibidas donde
la localizacion y el transito no son factibles, por ejemplo, construcciones, cementerios,
accidentes geograficos, parques, etc.; y regiones donde la localizacién de servicios no

esta permitida pero el transito si, por ejemplo: lagos y rios.
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Asi, el problema que se aborda es |a localizacion 6ptima de servicios asumiendo
que en el trayecto entre el servicio y sus puntos de demanda hay barreras

impenetrables o regiones prohibidas.
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En el proceso de localizacion, de un paso estratégico a un paso tactico, es
necesario resolver el problema en una forma operacional, que ademas de proporcionar
visiones a futuro, proporcione soluciones inmediatas en forma optima. Es por ello que,

el objetivo general de este trabajo es:

Encontrar la solucion éptima al problema de localizacion de servicios
cuando se dificulta la ubicacion de los mismos y el transito hacia ellos, por la

presencia de obstaculos o barreras, y las trayectorias de viaje son de tipo

rectangular. /

Algunos objetivos especificos son:

1. Dadas las condiciones geograficas y de crecimiento urbano del pais, en areas
rurales y zonas de densidad de poblacion elevada, estudiar el problema de
localizacion de servicios en presencia de barreras para la ubicacion y el transito.

2. Mediante un enfoque operacional aplicar una metodologia para resolver este
problema.

3. Abordar la solucion al problema, generaimente dispuesto como estratégico, de
manera sencilla y éptima.

4. Demostrar que para el caso continuo de localizacion con trayectorias rectangulares y
en presencia de barreras, sélo es necesario evaluar un numero finito de puntos
factibles para la localizacion.

5. Aplicar la metodologia, algoritmo y técnicas de optimizaciéon utilizados, a un estudio

de caso que demuestre la importancia de éstas, asi como |a facilidad de su uso.
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I. LA LOCALIZACION DE SERVICIOS

1.1 EL PROBLEMA DE LOCALIZACION DE SERVICIOS.

Para muchas compariias parte importante de su manejo logistico se basa en la
localizacién de servicios, porque implica el manejo de una compleja red de los mismos,
el flujo de materiales y bienes terminados de o para ellos; ademas de ser uno de los
factores que mas influyen en los costos de producciéon y distribucion, y por
consecuencia en las utilidades y en el nivel de servicio al cliente. Por ejemplo, la
localizacién de depdsitos o almacenes implica ademas de la ubicacion, el nimero de
éstos, la capacidad que deben tener cada uno de ellos, la region de cobertura que

tienen y el nivel de stock del mismo.

El incremento en el numero de servicios de deposito en una red logistica, por
ejemplo, generalmente provee mayor servicio al cliente porque el inventario adicional
reduce el tiempo de entrega, sin embargo, un numero mayor del necesario incrementa
también los costos por inventario y almacenaje. Los costos por almacenaje se
incrementan por la inversiéon en infraestructura y los costos por inventario se
incrementan porque un mayor numero de servicios de depdsito significa mayor
inventario minimo de seguridad, para volver al nivel especifico de servicio al cliente. En
contraste, los costos de transportacién decrecen cuando el numero de servicios se
incrementa. Si existen muchos depésitos las cantidades embarcadas entre los puntos
de aprovisionamiento, por ejemplo: fabricas, centros de produccion, etc.; y los centros
de consumo disminuye al igual que la trayectorias de viaje, lo cual implica una

disminucion de costos.
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Una localizacion de servicios adecuada tiene un gran impacto en el éxito de las
organizaciones, pero involucra diferentes niveles de analisis que a su vez contemplan

multiples factores, para al final tomar una decisién especifica. (James F. Robeson & Coppacino,
1994)

Como en todo proceso de toma de decisiones este debe ser dividido en etapas,
cada una de las ellas con objetivos y nivel de importancia especificos; en este caso el
problema de localizacion se empieza a resolver en un nivel estratégico amplio (macro)
que promueve decisiones de efectos duraderos y dificilmente reversibles, y se dirige a
un nivel tactico (microanalisis y seleccion del sitio especifico) donde las decisiones son

de corto alcance, véase la Figura (1).

Sin embargo, "amplio” y “corto” son términos relativos y por ende también lo son
“estratégico” y "tactico”, es decir la division de los niveles de analisis en un problema

particular dependera en gran medida del contexto que envuelva al mismo.

El proceso de seleccion del sitio de localizacién requiere en general solucionar

tres niveles de analisis, a desarrollar en un orden particular:

1. el macroanalisis define el numero de servicios 6ptimo y determina en que region
urbana o rural del mundo, pais o estado pueden ser localizados, para en primer

instancia obtener ventajas comparativas a partir de su instalacion.

2. el microanalisis define un area geografica mas especifica en la cual localizar el
servicio, esto es dentro de un area metropolitana, rural y/o mas especificamente
dentro de una seccion de esa misma area en donde la compania tenga su radio de

influencia mercadotécnica o nicho de mercado.

3. la seleccion del sitio especifico a través del cual se identifica un sitio particular o

propio para la localizacion del servicio.

[ 2]
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Considerando que ademas, se debe proporcionar a la comparia requerimientos
como: el tiempo en que es necesario el servicio, el capital disponible y temas detallados

que involucran la construccion o modificacion del mismo.

Una herramienta muy util en las diferentes etapas del proceso de localizacion de
un servicio, es la identificacion de factores que determinan en mayor o menor
proporcién la viabilidad del proyecto de localizacién. Los factores de acuerdo a su
importancia pueden ser: (i) criticos si su naturaleza puede impedir la localizacion del
servicio a pesar de las condiciones favorables que puedan existir, (i) objetivos si se
evallan en términos monetarios, cuantificando materia prima, mano de obra,
impuestos, etc., y (iif) subjetivos si su modo de medicidn es de tipo cualitativo como: las

relaciones sindicales, la situacion politica, los aspectos ambientales, etc.

Por ejemplo, las politicas de descentralizacion al menos en las grandes
metropolis como la ciudad de México, son un factor importante en el proyecto de
localizacion, dado que se desea diversificar geograficamente la produccion en igualdad
de condiciones para el resto del pais, basandose principailmente en incentivos

tributarios o de otro orden.



LOCALIZACION CON BARRERAS

FACTORES EN LA FORMULACION Y
EVALUACION DE PROYECTOS

SUPRASISTEMA

\'A
Y

4

LOCALIZACION

SISTEMA OBJETO DE SERVICIOS

MACROANALISIS

SUPRASISTEMAS MICROANALISIS

S—

SELECCION DEL SITIO
ESPECIFICO

Fig. 1 Marco conceptual para la localizacion.

(Esquema modificado a partir de J.L. Gil, 1995)
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1.2 MACROANALISIS

El macroanalisis inicia con la definicion de los requerimientos de la red de
distribucion de la organizacion, es decir empieza con una visién global cuyo objetivo es
identificar el nimero potencial de localizaciones, y en un nivel estratégico de largo
alcance mostrar, donde deben ser localizados. El macroanadlisis, se enfoca hacia un
nivel amplio de evaluacién econdémica de estrategias relevantes para la compania,

desde el punto de vista de sus necesidades actuales y futuras.

En esta etapa del proceso de localizacién se puede considerar al problema como
una situacién de orden mundial y no limitada a una region determinada. De esta forma,
se hace necesario incluir en el analisis factores econémicos de alcance internacional,
ya que en la actualidad son pocos los proyectos que los dejan fuera dado el auge de la
globalizaciéon econdémica. Es mas aun en los proyectos impulsados por cooperativas
comunitarias dedicadas a la exportacion, éstos factores econdomicos internacionales

deben ser tomados en cuenta.

De esta manera, el proceso de macrolocalizacién debe incluir la mayor cantidad
de informacién relevante para la mejor identificacién y caracterizaciéon de la zona en la

formulacion y evaluacién del proyecto.

Uno de los factores que mas ha evolucionado y que se debe tomar en cuenta
como factor determinante en esta etapa es: la transformacion del transporte, que ha
alterado drasticamente la economia mundial y provoco el surgimiento de un nuevo
enfoque en la estrategia de localizacién. La reduccion dramatica de los costos de
informacion y su transmision es un factor importante en la transformacién de transporte,
teniendo como resultado que los inventarios y el numero de servicios donde se
expende se reduzcan significativamente. Esos cambios radicales en la estrategia

logistica y tactica dan como resultado que una red de servicios de todo un pais se

d
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enmarque en el uso de una sola computadora, haciendo mas factible el analisis y la
evaluacion de las alternativas que pueden ser numerosas y complejas; por ejemplo, el
numero de centros de distribucion de cierto producto se reduce significativamente de 20
0 30 almacenes a sdlo 405 entodo un pais si se eficienta una entrega Just-in-Time

que sea competitiva regional e internacionalmente y asegurando al mismo tiempo que

los cuatro o cinco servicios sean los mejores.

Definicion de
objetivos

!

Definir condiciones vy
componentes del
mercado.

l

:

Colecta de datos

|

}

Desarrollo del criterio
de decisién

¥

I

Identificacién del
numero optimo de
servicios

}

Identificacion de la
localizaciéon 6ptima de
servicios

I

Evaluacion de
escenarios
alternativos

| Microanalisis |

Fig. 2 Objetivos y componentes del Macroanalisis.




LOCALIZACION CON BARRERAS

1.3 MICROANALISIS

En el microanalisis se identifica un sector en particular, distrito o area localizada
en la regién geografica definida en el macroanalisis. Tomando los resultados de mas
alto nivel del macroanalisis, el microanalisis se enfoca generaimente sobre el tema de
economia del transporte local e identifica el sector o drea mejor situada para localizar
el servicio. Las consideraciones econdmicas relacionadas al transporte dependen de
las trayectorias a seguir en el viaje de un servicio a otro y en el tipo de vehiculo
utilizado, aunque muchas veces la localizacion se decide tomando otras
consideraciones, por ejemplo, la demografia, las actividades realizadas. los costos de
espacio, disposicion de sitios de industriales nuevos o existentes, requerimientos de
mano de obra, proximidad a los servicios de transportacion, congestionamiento,

disponibilidad de servicios de soporte, etc.

El microanalisis empieza con una extensa apreciacion del area geografica dada,
identificando su potencial y usando la informacién disponible que pueda revelar como
se desarrollan las empresas ya instaladas, la competencia existente, como se pueden
analizar dividiéndolas en rubros productivos o subsectores, es decir la informacién debe
ser usada para identificar y potenciar en que sector es mas factible la localizacion del

nuevo servicio.

En el transcurso de este analisis y parte nivel inferior siguiente surge un
problema cotidiano en México, abordado en este trabajo, dadas las caracteristicas
geograficas y de crecimiento urbano, esto es la presencia de barreras y zonas
prohibidas para la localizacion y el transito, como: accidentes geograficos, barrancas,
rios, acantilados, zonas forestales protegidas. cementerios, parques, zonas sujetas a

politicas de descentralizacion, etc.
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Resultados del
Macroanaiisis

v
Localizaciones potenciales
de los servicios

v

Colecta de informacion
* Cuestiones laborales * Utilidades predichas
* Impuestos * Competidores
* Locaciones * Servicios de soporte
* Actividades de los negocios vecinos

v

Analisis Comparativo

Seleccién de
locaciones

Fig. 3 Objetivos y componentes del Microanalisis.

1.4 SELECCION DEL SITIO ESPECIFICO DE LOCALIZACION.

Una vez que el macro y microanalisis son completados debe determinarse el
sitio especifico de localizacién, aunque el nivel de analisis de este enfoque es similar al

del microanalisis éste se desarrolla con mucho mas detalle.

Si en el microanalisis la aceptacion de datos promedio y generales es razonable,
en el proceso de seleccidn de un sitio especifico para la localizacién el despliegue de
los datos en forma detallada es primordial. El procesc de seleccion de un sitio
especifico es un proceso multietapas, éstas son:

1. Definir los servicios necesarios especificos de acuerdo con el tipo de organizacion.
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2. Definir los requerimientos de construccion.

3. Definir el criterio de decision en funcion de una funcién objetivo.

4. Evaluar los sitios posibles de localizacién en base a los datos disponibles.

5. Usar el criterio de decision para evaluar los datos, analizar las ventajas, las

desventajas y recomendar un sitio especifico (Figura 4).

Resultados del

microanalisis
v ¥
Definicién de Definicion del criterio
requerimientos de decision

!

Evaluacion del sitio |

Servicios existentes Sitios de construccion |

Seleccion del sitio

Fig. 4 Objetivos y componentes de la seleccion de un sitio especifico.

En conclusién y de acuerdo a todo lo anterior, es importante decidir dénde ubicar
un servicio porque puede resultar prohibitivo cambiar su ubicacién sélo por el hecho de

hacer mal el estudio de localizacién.

;Cudl es la localizacion “correcta™, ;cuantos Yy qué tipo de servicios son
necesarios?, ;de qué tamafo y que funciones deben desarrollar?, todas estas

9
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preguntas deben responderse antes de considerar cualquier discusion. En cada una de

las areas y niveles de decision es necesario discutir temas numerosos, en la Tabla (1)

se presentan en detalle.

Tabla 1 Temas de analisis en la localizacion de servicios.

MACROANALISIS

MICROANALISIS

SELECCION DEL SITIO ESPECIFICO DE
LOCALIZACION

CONSIDERACIONES DE

CONSIDERACIONES

LOCALIZACION DEL SITIO DE
. CONSTRUCCION
Requerimiento de Area socioeconomica | Recursos laborales Zona
servicios :
Economia de Servicios | Utilidades | Permisos de
transporte gubernamentales | construccion
Manejo de materiaies | Transportacion ' Vecindad Cadigo de

requerimientos

Costos generales

Congestionamiento de

Servicios de soporte

1 l
Excepciones y aspectos |

vias | atractivos |
Costos por inventario | Proximidad a carreteras, | Transportacion | Impacto ambiental local
vias. puernos.
NUmero de servicios Disponibilidad de trabajo | Impuestos Mapas topograficos

Ubicacién de los

servicios

Cifras de desempleo

Servicios contra accidentes

Restricciones en el sitio

| de construccion

Clima competitivo

Actividades similares

Incentivos

Costo de la tierra

1.5 ENFOQUES EN EL PROCESO DE LOCALIZACION OPTIMA.

En la actualidad hay una gran variedad de enfoques disponibles para el

modelado y evaluacion de alternativas

principales son:

(1) Modelos de optimizacién matematica.

de localizacion, las tres metodologias
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(2) Modelos de simulacion de redes

(3) Modelos computarizados.

Los tres métodos difieren en su enfoque para estructurar el problema, pero
presentan las soluciones de mas bajo costo basadas en la aplicacion de los
componentes de costo individual. La optimizacién matematica, por ejemplo es el
enfoque mas sofisticado porque trata a cada alternativa de localizacion como una
formula matematica y resuelve para un valor especifico, identificando a la alternativa

con el costo total mas bajo como una solucién éptima.

La simulacion de redes es una extensién de la simulacién matematica en la que
se utiliza el concepto de formula, sin embargo la evaluacién de cada alternativa se toma
como una foérmula distinta. La simulacion de redes resuelve el problema
simultaneamente para una red hipotética de localizaciones, esta red es una
configuracién alternativa como si fuera la que sirve a las necesidades de la

organizacion para disminuir el costo total de la red.

El tercer modelo utiliza bases de datos y documentos geograficos
computarizados como herramienta para estructurar y resolver cualquier forma potencial
del macroanalisis, esto debido a la evolucién que se ha logrado en la expansion de
capacidades en las computadoras personales y la aplicacion de software cada vez mas
especializado. Al modelar un probiema usando un software especifico, cada alternativa
es representada como una ecuacion que contiene un dato clave: demanda, costos de
transportacion, distancias, inventario, porcentaje del inventario que acarrea los costos
mayores, etc.; que una vez evaluado dependiendo del costo que acarrea proporciona

datos suficientes para tomar una decision.

En algunas metodologias utilizadas en el proceso de localizaciéon de servicios
las decisiones tomadas se basan en la apreciacion subjetiva y en la experiencia de

quienes estan al frente de areas de trabajo relacionadas con el problema abordado. La
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comparacion de circunstancias en servicios de giros semejantes y la evaluacién de
informacién obtenida mediante encuestas, son dos de las herramientas principales de

estas metodologias.

En el presente estudio el modelo a utilizar sera el de optimizacion matematica

que de acuerdo a las necesidades que se desea cubrir se acopla perfectamente.

Bajo el enfoque anterior, la teoria de localizacion de servicios se concibe bajo
tres enfoques:

1. La que concierne al sitio de menor costo de produccion durante el cual el interés se

centra en los factores que afecta directamente los costos de produccién.

2. El enfoque de la cercania a los mercados, donde se introducen conceptos como los
efectos de una distribucién irregular de la poblacion y los recursos, la competencia y
la interdependencia de firmas en una economia de mercados multiples.

3. El correspondiente a la maximizacién de las utilidades, que sostiene que la
localizacion éptima de la empresa se determina por la diferencia entre ingreso total y
costo total. Asimismo es el que atafie al menor costo al cliente, haciendo hincapié en
modelos analiticos como son los de programacion lineal y tiempo de entrega al

cliente.

1.6 DEFINICION DEL PROBLEMA

El problema de determinar la localizacion 6ptima de p servicios para minimizar la
distancia promedio entre estos y sus usuarios, llamado comunmente problema p-media
o de Weber, dada su aplicabilidad ha recibido mucha atencion de la comunidad
cientifica desde hace tres o cuatro décadas, especialmente de los estudiosos en

Investigacién de Operaciones y de Transporte.
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Sin embargo, en la mayoria de los modelos de localizacién discutidos en la
literatura, una suposicion crucial es la posibilidad de no encontrar barreras entre dos
puntos cualesquiera en el plano. Soélo en recientes investigaciones la teoria de
localizacién considerd un modelo en presencia de barreras, definidas como regiones en
las cuales el trazo de rutas de viaje y la localizacion de servicios no estan permitidos, y
regiones prohibidas donde la localizacion de servicios esta prohibida pero el viaje no lo

esta.

E! problema de localizacién de servicios en presencia de barreras fue motivado
originalmente por aplicaciones urbanas en las cuales la métrica de Manhattan
(rectangular) tiene en ocasiones una aproximacion razonable al comportamiento de la
trayectoria de viaje que se sigue cuando se transita por ciudades cuyas calles forman

una cuadricula y donde parques, cementerios, etc. impiden el trénsito.

El problema p-media pues se complica mas cuando en el area probable de
localizacion existen barreras que dificultan el transito o regiones donde es posible el

transito pero seria imposible localizar un servicio.

Ahora, el problema puede formularse como: localizar p servicios en el plano (no
dentro de las barreras) para minimizar la distancia promedio entre los servicios y los
usuarios, que se asume eéstan distribuidos en un numero finito de puntos de demanda.

Asumiendo que la norma de distancias utilizada rectangular.

1.7 ESTADO DEL ARTE

E! problema de locaiizar un servicio en un plano en presencia de regiones
prohibidas o barreras es definido como una forma restringida del problema clasico de

Weber.
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Larson y Li (1981) estudiaron el problema de encontrar la distancia minima de
una ruta factible entre dos puntos, dado un conjunto de puntos origen-destino y un
conjunto de barreras poligonales, asumiendo que el viaje ocurre acorde a la métrica
rectilinea. Usando argumentos geomeétricos el problema es reducido a un problema en
una red finita de nodos donde los nodos se constituyen por los puntos origen-destino y
los vértices barrera. Los enlaces designados entre cada par de nodos, que los
comunican de manera simple, implican la existencia de una ruta rectilinea nodo a nodo
que no atraviesa a ninguna de las barreras. El peso de cada enlace fue asignado como

la distancia correspondiente entre los dos nodos.

La solucion al problema de minimizar la distancia de la ruta se realizé en dos
pasos: primero, para un origen dado o nodo raiz se genera un arbol conteniendo una
ruta de distancia minima para cada nodo que se comunica con el nodo raiz. Después
es usado el algoritmo de Dijkstra modificado para iterar, primero con los nodos del arbol
y secuencialmente adicionado nodos acorde a una distancia minima penalizada, donde

la penalizacién es la distancia extra recorrida causada por la presencia de las barreras.

Hansen, Peeters y Thisse (1982) presentaron un algoritmo especializado para
resolver el problema de Weber con una métrica de distancia /, {p=(1,2)}, con un
conjunto de localizaciones factibles formadas por la unién de un numero finito de
poligonos convexos del espacio bidimensional. El algoritmo consiste en la busqueda
de una solucion para el problema no restringido, seguida por la exploracion de partes

limitantes de algunos poligonos que definen el conjunto de localizaciones factibles.

Larson y Sadiq (1983) consideraron la localizacion 6ptima de p servicios en el
plano, bajo la suposicién de que el transito ocurre de acuerdo a la metrica de
Manhattan o rectangular en presencia de barreras impenetrables de transito.
Asumieron que los usuarios del servicio estarian distribuidos como un conjunto finito de
puntos de demanda, con los pesos de cada punto proporcionales a su intensidad de

demanda y cada punto de demanda asignado al servicio mas cercano. E| objetivo fue
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localizar servicios asi como minimizar la distancia promedio a un punto de demanda
aleatorio. Ellos demostraron que un conjunto optimo de ubicaciones de los servicios
pueden ser asignados a partir de un conjunto finito de puntos candidatos, faciles de

determinar.

Los puntos candidatos para la localizacion se identifican dentro de un entorno
(entorno convexo) que incluye tanto a los puntos de demanda como a las barreras y
cuyas coordenadas son la interseccién de lineas trazadas a partir de los nodos

existentes.

Batta, Ghose y Palekar (1989), consideraron dos problemas de localizacién de
servicios en el plano empleando la métrica de Manhattan. En primer lugar consideraron
el problema p-media en presencia de barreras colocadas arbitrariamente y regiones
prohibidas convexas. Para este problema establecieron que la blsqueda de una
solucién optima puede ser restringida a un conjunto finito de puntos faciimente
identificados. Después consideraron el problema estocastico de colas en presencia de

barreras arbitrariamente establecidas.

Aneja y Parlar (1994), describen algoritmos para la localizacién éptima de un
servicio Unico con regiones prohibidas y barreas para el transito. Las primeras,
definieron, se presentan cuando la localizacion no es permitida, pero se puede viajar a
través de ellas. por ejemplo, un lago. Las barreras, sin embargo, son regiones donde no
se puede transitar ni localizar servicios. por ejemplo, parques dentro de las ciudades.
Usando las propiedades de convexidad de la funcion objetivo, en el primero de los
casos desarrollaron un algoritmo para encontrar la solucién optima. La funcion objetivo
en el caso de las barreras la consideraron no convexa. Ademas, usaron el concepto de
visibilidad para crear una red con el punto de localizacién como el objetivo, el algoritmo
de Dijkstra para calcular la distancia mas corta a todos los puntos de demanda y
mediante el algoritmo de recocido simulado encontraron una solucion optima

aproximada.
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Butt y Cavalier (1996), consideran especificamente el problema de localizar un
nuevo servicio en presencia de regiones prohibidas, representadas por poligonos
convexos, de tal manera que la suma de las distancias ponderadas desde el nuevo
servicio a los n servicios existentes fuera minimizada. Ademas, ellos asumieron que
una regién prohibida es un area en el plano donde el transito y la localizacion de
servicios no estan permitidos y las distancias son medidas usando la métrica de

distancia Euclidiana.

El procedimiento de solucién para este problema se basa en una serie iterativa
de solucion de problemas no restringidos, este procedimiento termina al localizar un

punto optimo para el problema restringido.

Otros autores que han estudiado los problemas de localizacién en presencia de
regiones prohibidas son: Eckhardt (1975), Brandy y Rosenthal (1980) que usaron
graficas interactivas en el problema de localizacién minimax con regiones prohibidas

establecidas arbitrariamente.

Schaefer y Hunter (1974) y Hunter et al. (1975) investigaron el caso donde los
conjuntos factibles se encuentran en la interseccion de algunos discos. Hansen
también disefio un algoritmo para resolver el problema de localizacion cuando el
conjunto de puntos factibles es la unién de un numero finito de poligonos convexos. En
esos modelos los conjuntos factibles se consideraron como poligonos, el enfoque para
resolver este problema se demostrd no es directamente aplicable al problema, cuando

se asume que los poligonos son los conjuntos infactibles.

Chistensen y Jacobsen (1970), estudiaron una versiéon discretizada de el
problema de la localizacién optima y asignacion de rutas en presencia de barreras.
Otros resultados de este problema son los reportados por Chalmet en 1981. Para la

métrica Euclidiana, Katz y Cooper (1979, 1981) estudiaron la localizacién optima de
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servicios en presencia de una o mas pequefas barreras circulares y extendieron sus

resultados a la métrica /, en presencia de una barreras poligonales convexas.

Los autores, han considerado como restricciones para la localizacion y el transito
factores que dependen del contexto y de factores humanos, estos incluyen: relieve,
uso del suelo, proximidad a ciertos lugares restringidos, regularizacién de las zonas,
etc. que en su mayoria tienden a disminuir, algunas veces drasticamente, el conjunto

de locaciones factibles y el trazado de rutas de viaje.

Ejemplos de problemas practicos son: |a localizacién de una planta en una zona
industrial o de un hospital en un area no contaminada. Este problema fue considerado
por Love (1988) quien sugiere el uso del método del gradiente para localizar un servicio
dentro de un dominio convexo del espacio tridimensional Euclidiano, o dentro de un
esquema donde el conjunto de locaciones factibles estd definido por un poliedro
convexo de n dimensiones. En otros trabajos se considerd que el conjunto de
locaciones factibles podrian ser un conjunto de islas distribuidas arbitrariamente en el

océano.

Hay otras aplicaciones potenciales involucran el disefo de redes de
comunicacion (Ahern 1981), el disefio de circuitos (La Paugh 1980), la distribucion de
servicios (Francis y White 1979), el disefio redes de tuberias en embarcaciones

(Wangdahl 1974), localizacion y rutas de robots (Lozano-Pérez y Wesley 1978).



Il. LA NORMA DE DISTANCIA COMO FACTOR DE
LOCALIZACION.

2.1 DISTANCIA ENTRE SERVICIOS Y CLIENTES.

En la localizaciéon de servicios, ubicar es tan importante como determinar la
trayectoria y ruta mas corta que se debe seguir para satisfacer a los puntos de
demanda. Ademas esto sirve para en forma grafica y de manera visual identificar

puntos factibles de localizacién dependiendo de |a trayectoria seguida.

Un planeador de sistemas de rutas enfrenta dificuitades especificas, y la mas
importante quiza sea el procesamiento de requerimientos dado las grandes cantidades
de datos y factores a tomar en cuenta. Uno de esos factores es la norma o métrica
usada para medir la distancia entre dos puntos, en el caso uno de ellos representa un

punto de demanda y otro un servicio establecido.

Determinar la ruta mas corta entre dos puntos en un plano, cuando encontramos
obstaculos entre ellos, es un problema que ha recibido alguna atencion desde los afnos
70. Aplicaciones de este problema han sido encontradas en muchas areas, incluyendo
distribucién de tuberias en embarcaciones, programaciéon de rutas para robots en el
intento de evitar colisiones, problemas encontrados en la graficacion computarizada y el
trazo de rutas en instalaciones eléctricas. El objetivo general del planteamiento de esos
problemas es encontrar la ruta mas corta a partir de un punto inicial hasta un punto

terminal evitando un conjunto conocido de obstaculos.

Este procedimiento ademas tiene como propésito implicito la ubicacion de
puntos factibles de localizacién dado que en la mayoria de los problemas si es posible

trazar un trayecto entre dos puntos, también es imposible ubicar un servicio (en ciertos
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casos es posible el trazo de una trayectoria entre dos puntos pero no es posible ubicar

servicios, por ejemplo: rios, lagos, etc.).

En general, las formulaciones prototipo consideran la disponibilidad o Ia
habilidad para calcular la distancia que se considere la ruta mas corta entre todos los
puntos de relevancia, es decir entre cada posible par servicio-cliente y donde hay

interacciones espaciales entre cada par servicio-servicio.

Para puntos sobre un plano, las distancias mas cortas aproximadas pueden ser
calculadas sobre la base de puntos coordenados Yy una métrica dada, las mas
comunes son: la métrica Euclidiana y la meétrica rectangular o de Manhattan. Cuando
las distancias entre puntos son calculadas usando una férmula basada en la métrica,
puede haber ahorros considerables en los requerimientos de tiempo, memoria y

capacidad de computo.

La distancia mas corta entre dos puntos es una linea recta, pero en la practica
solo algunos problemas pueden ser modelados para considerar una trayectoria
Euclidiana, aun asi al usar una linea recta como trayectoria entre dos puntos se
considera que la medida de distancia es relativamente “corta”. Recaicando, hay pocas
aplicaciones a modelos que consideran la unién de dos puntos como una linea recta, el
trayecto entre dos ciudades rara vez es a lo largo de una ruta completamente recta. Sin
embargo, una buena aproximacion del promedio total de distancias entre pares de
ciudades en una region, por ejemplo puede ser hecha usando una funcién de distancia

en linea recta.

Tomando en cuenta lo anteriormente dicho, una medida de distancia "grande” es
la rectangular, que describe el movimiento en una planta o en el area de maniobras de
un almacén arreglados en forma tal que el movimiento se haga siguiendo trayectorias

rectangulares.
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2.2 LA METRICA RECTANGULAR.

La distancia rectangular entre dos puntos (x,,y,) Yy (x,.y,) se define mediante la
formula [x, -x. + v, -y, , algunas veces esta métrica también es llamada de angulo
recto, / o distancia de Manhattan. Esta métrica surge dada la posibilidad de trazar

rutas en zonas urbanas (Ciudad de Manhattan) que normalmente siguen una
trayectoria rectangular, es decir la métrica de Manhattan se forma por segmentos
horizontales y verticales consecutivos evocando la trayectoria seguida en calles

céntricas de la ciudad de México y otras grandes ciudades.

Ruta 1

Ruta 3

Ruta 2

Fig. 5 llustracion de la ruta rectangular.

Asumiendo rutas rectangulares, el problema de localizacion puede quedar
formulado como sigue: encontrar la ubicacion déptima para uno 0 varios nuevos
servicios X =(x.y) tal que, la suma de las distancias recorridas rectangularmente
desde .Y a los n servicios existentes (o0 puntos de demanda) P(ai,bi)sea minimizada.
El problema actual que se aborda se complica mas al aumentar una nueva restriccion,
la presencia de obstaculos que impiden la localizacién de servicios y el trazado de rutas

entre ellos, lo cual es muy comun en las zonas urbanas.
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Las areas de aplicacion se presentan en diferentes problemas:

1. Transportacion Urbana. La trayectoria de vehiculos sobre calles que
aproximadamente definen una cuadricula puede ser considerada como gobernada por
la metrica rectangular. Las barreras u obstaculos que pueden irmpedir la trayectoria
pueden ser cementerios, parques, espacios restringidos, zonas residenciales cerradas,
etc. La operacién efectiva de esos sistemas pueden requerir el conocimiento de las

mejores rutas airededor de esas barreras.

2. Planear una planta o servicio. Las trayectorias seguidas al caminar por una planta o
en el piso de una fabrica pueden, en ocasiones, ser modeladas para usar la métrica
rectangular. Las barreras en las trayectorias pueden ser: areas impenetrables en los
pisos, areas de subensamble, secciones de lineas de ensamble, sanitarios, areas de

oficina, etc.

3. Localizacion de lineas conductoras de energéticos. Por ejemplo, en regiones del
oeste de los Estados Unidos las lineas conductoras de energéticos solo pueden ser
distribuidas a lo largo de los limites este-oeste y norte-sur seccionados en millas
cuadradas. De esta manera, Ia localizacion de las lineas pues ocurren a lo largo de una
ruta de trayectoria rectangular. Las barreras en este problema son: pueblos, autopistas,

parques o subsecciones que evitan la colocacién de las lineas.

Otras potenciales aplicaciones incluyen el disefio circuitos, la busqueda de la

ruta mas corta en un laberinto, trayectorias de robots, etc.

2.3 PROGRAMACION LINEAL Y LA METRICA RECTANGULAR.

Dado el problema de encontrar la ubicacién optima para un nuevo servicio

X =(x.y), tal que la suma de las distancias ponderadas de .Y a los n servicios
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existentes o puntos de demanda P(a.bi) sea minimizada, este puede ser formulado

como un problema de programacion lineal escrito como:

m

XY= wd(X.Pr)

(=]

donde el término wi, algunas veces referidos también como pesos o ponderaciones,
representa el producto de costo por unidad de distancia recorrida o el nimero de
embarques por afo entre el nuevo servicio y los servicios existentes (centros de
demanda), m son los servicios existentes (puntos de demanda) localizados en puntos

distintos conocidos Pi......Pu, y el nuevo servicio sera localizado en el punto .Y . (Francis

and White, 1992)

Los costos de transportacién en que se incurre son directamente proporcionales
a una distancia apropiadamente determinada entre el nuevo servicio y los i puntos de
demanda, d(.Y.P.)representa esta distancia recorrida entre los puntos .Y y P.. El
problema de localizacion un servicio entonces es determinar la localizacién de un

nuevo servicio .Y * que minimice el total de el costo de transportacion anual f(.Y).

Dada la formulacion general del problema de localizacion anterior y suponiendo

que las trayectorias son rectangulares eésta puede ser matematicamente escrita como:

Minimizarf (x.y) = Z wil|x = al +1y = bi)

=1 (2)

donde el problema de acuerdo la propiedad de separabilidad descrita mas adelante, es

equivalente a:

m m
Minimizarf(x.v) = min Z wilx = al+miny wiy-b|
Y A B (3

donde cada elemento del lado derecho puede ser tratado como un problema singular

de optimizacion, es decir:

M
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Minimizarfi(x) = Z w,ix - a.|
: 1= (4)

m

Minimizar f:(y) = Z wily - bil
Y 1= (5)

Algunas caracteristicas de una solucion éptima para el problema de localizacién

usando la métrica rectangular son:

e La coordenada x del nuevo servicio sera, en ocasiones, la misma coordenada x de
algun servicio o punto de demanda existente. De manera similar, la coordenada y
del nuevo servicio coincidira con la coordenada y de algun servicio existente, por
supuesto, no es necesario que ambas coordenadas sean las mismas de un servicio

existente.

¢ Lacoordenada x Optima ( o la coordenada y) de localizacion para el nuevo servicio
es una /ocalizacién media. Una localizacién media es definida como una localizacion
tal que no mas de la mitad del elemento de movimiento este a la izquierda ( o abajo )
de la localizacién del nuevo servicio y no mas que la mitad del elemento de

movimiento este a la derecha ( o arriba) del nuevo servicio.

Sin embargo, un término mas apropiado para la localizacion éptima debe ser una
localizacion de suma media, donde el término ‘media” implica que una de las mitades
de la suma de las coordenadas de los servicios existentes cae a la izquierda (abajo) y

la otra a la derecha (arriba) del punto medio 0 punto 6ptimo. (Francis R. L. & John A. White, 1992)
2. 4 PROGRAMACION LINEAL Y LA METRICA EUCLIDIANA.

A la métrica utilizada en problemas donde la trayectoria se considera sigue una

linea recta se le denomina métrica Euclidiana.
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Ruta Euclidiana

3

Fig. 6 llustracion de una ruta Euclidiana entre dos puntos.

Antes de 'analizar el problema de localizacion suponiendo trayectorias con
métrica Euclidiana, es importante examinar el problema de localizar un servicio cuando
los costos son proporcionales al cuadrado de la distancia Euclidiana. La razén para
estudiar el problema del cuadrado de la distancia Euclidiana (o problema del centro de
gravedad) es que: existen problemas de localizacion en los que el costo se incrementa

cuadraticamente y no linealmente.

El problema del cuadrado de la Euclidiana como un problema de programacion

lineal puede ser formulado como:

a

A/Iinzt')fvzizarj(x.y) = ; w,-[(x -ai) +(y-b) ®

Donde, cualquier punto (x*, y*) que minimice la ecuacién anterior debe satisfacer

la siguiente condicion:

[ e S (7
(Fim Foemn) g,

ok* v

Calculando las derivadas parciales con respecto a x y a y, y después

igualandolas a cero, la solucion unica es:
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1= (9)

Donde las coordenadas x* y 1 * del nuevo servicio debe ser interpretadas como

el promedio ponderado de las coordenadas de los servicios existentes, y son de hecho,

las coordenadas que minimizan la funcién objetivo del problema.

El problema del cuadrado de la Euclidiana tiene pues una solucién simple,
algunas veces referida como la solucion del centroide o centro de gravedad, de aqui el

nombre de problema de gravedad.

2.4.1 La Métrica Euclidiana.
Si las coordenadas para un nuevo servicio son (x.y) y las coordenadas para los
servicios existentes o puntos de demanda son Pia.b), la distancia Euclidiana entre

ellos puede ser definida como:

d(¥.Py=[(x-a) +(y-b)]" (o

Ahora, el problema de localizacién como un problema de programacion lineal,
suponiendo que las trayectorias son Euclidianas, matematicamente es expresado
como:

" . g ! 1)
Minimizar f (x,y) = Z un[(x —a) +{y-h) l

i=i
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Cuando la distancia es medida usando la meétrica Euclidiana el problema es
algunas veces referido como el problema de Steiner-Weber o general de Fermat, y el
procedimiento mas conocido es atribuido a Weiszfeld, aunque autores como Michle,

Kuhny Kuenne y Cooper han dado otros métodos de solucion.

De acuerdo al procedimiento de Weiszfeld |la base para encontrar la solucion del

problema es la forma iterativa dada por las siguientes ecuaciones:

m
Z ag (x“ yteth

;= |

X =

m

A=l k-
Zgl(xl ),'V[ ))

=1

m
Z C?tgl(.'CH~I],'V“_]])
(=1

D ogx T e

(=1

donde:

A%

!

gi(x.y) = —T parai=1..m

[(x—a,):+(y—b1)" (1)

Sin embargo, antes de empezar las iteraciones es necesario proveer un punto
solucién inicial (xo.y0) que minimice de manera inicial la funcion objetivo. De manera

tipica la solucion inicial a este problema es el centroide o centro de gravedad.

Las areas de aplicacion, cuando la métrica es Euclidiana y existen barreras, se

presentan en problemas tales como:
1. Problemas de localizacion en redes. Al formular el probiema de localizacidon como un

problema en una red, donde los nodos representan puntos de demanda o servicios
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existentes y los enlaces definen las trayectorias seguidas en el viaje, generalmente
la métrica utilizada es la Euclidiana. Algunos problemas formulados como redes
donde se utiliza la metrica Euclidiana son: rutas de viaje en lineas aéreas,

trayectorias en bandas transportadoras, etc.

2. Algunos otros problemas pueden ser: problemas de cableado eléctrico y problemas

de diseno de tuberias.

En cada una de las areas de aplicacion anteriores es posible encontrar
obstaculos que impidan la trayectoria y la localizacion, por ejemplo, en el disefio de
cableado eléctrico es casi imposible trazar una linea completamente recta entre dos
transformadores, ademas de que la localizacion depende del lugar en que segun la

solucion optima debe instalarse cualquiera de los transformadores.

Las métricas rectangular, Euclidiana y cuadrado de la Euclidiana son las mas
utilizadas y sin embargo éstas son casos especiales de la distancia /» entre los puntos

a; ¥ bi, dada por:

, 18
lp = (qi,b) = [ x: —.Yl'p +y2 —yn\’] ’ para |<p2x
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lll. IDENTIFICACION DE PUNTOS FACTIBLES DE
LOCALIZACION.

3.1 PROPIEDADES DEL PROBLEMA DE LOCALIZACION.

La situacién donde se presentan barreras que impiden de cierta forma el trafico y
la localizacion de servicios se considera como un problema restringido del problema
clasico de Weber, que al igual que éste tiene propiedades importantes y determinantes
en su solucion. Las tres que se describen a continuacién son base fundamental para
encontrar un par de coordenadas optimas y solucionar el problema planteado en esta
tesis.

1. El éptimo local para el nuevo servicio debe caer dentro del entorno convexo de los
servicios existentes', lo que implica que la ubicacion del nuevo servicio puede ser
definida como una combinacién convexa de la localizacion de los servicios
existentes?. Lo anterior es equivalente a decir que el nuevo servicio debe ubicarse
entre los puntos de demanda sobre el plano, en concordancia al criterio que sefala

que la suma las distancias entre ellos debe minimizarse.

(1. Para la demostracion véase Richard E. Wendel, 1873: 2.Love, Morris y Wesolowsky, 1988).

2. La funcién objetivo es convexa. Una funcién se dice convexa si un segmento de
linea entre dos puntos cualesquiera, nunca cae por debajo de la grafica de la

funcion. Formalmente esto significa que al considerar las funciones
fR"—> R foo.—oo} , una funcioén es convexa si

(1 1.X/ (0= —-Jo} = 0.

(i) {.\'/j'(‘\’)(-%oo} # 0.

iy fA+ (- AN D+1-A)yf(NHparad<s A<l
(Josef Stoer &Christoph Witzgall, 1870)

Para la demostracion de convexidad, véase el apéndice D.
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3. La funcién objetivo es separable. Una funcion separable f definida por y enR", es
aquella que puede ser escrita como la suma de las » funciones / de la variable

x,, donde x, es ei i -esimo componente del vector y, es decir

flx)= Khx)+ f2(x) +ot £i(x,) (16)

La afirmacién anterior se basa en la suposicién de aditividad que se hace para
evaluar de manera mas facil los problemas formulados como de programacion lineal. La
suposicion de aditividad establece que para cada funcién f(y), el valor total de la
funcion puede obtenerse sumando las contribuciones individuales de sus respectivas

actividades, o subfunciones de una sola variable.

Ademas, la aditividad asume que no hay interacciones entre cualquiera de las
actividades (sub-funciones) singulares | f,(x,)+ fi(x.)+...+f,(x,) que de cierta

manera pudieran cambiar el valor de la funcidn objetivo total.

(Hillier & Liberman,1980: Joseph Ecker & Michael Kupferschmid. 1988)

Una conjuncidn de las propiedades de convexidad y separabilidad establece que
la suma de las funciones convexas es convexa y por lo tanto f(y)es convexa. Lo
anterior significa que un 6ptimo local es un dptimo global y que f( y)no tiene puntos de

inflexion.

Establecidas las propiedades necesarias para resolver el problema de
localizacion con barreras, se describen las suposiciones que en particular se asumen
en este trabajo:

e Aungue muchas de las barreras pueden tener una estructura no convexa se pueden
aproximar para considerarlas como convexas O usar Ssu entorno Convexo,
especificamente las barreras se consideran poligonos convexos.

o Las trayectorias entre un punto de demanda y un servicio localizado se pueden

suponer como rectangulares.
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e El punto éptimo de localizacién no deben caer dentro de las barreras o zonas

prohibidas, aunque la funcién objetivo sea mejor que fuera de ellas.

Descritas las propiedades y suposiciones, el problema restringido de Weber en
presencia de barreras y zonas prohibidas en general dificil de resolver se simplifica

como se demostrara al momento de aplicar éstas.

3.2 SOLUCION AL PROBLEMA DE LOCALIZACION CON
BARRERAS.

Uno de los primeros pasos para resolver el problema de localizacion de servicios
en presencia de barreras, es la ubicacion grafica de puntos factibles de localizaciéon de
los cuales el éptimo debe comunicarse con los puntos de demanda siguiendo una
trayectoria que se pueda decir es la mas corta entre dos puntos minimizando asi la
funcién objetivo. Al generar una variedad de soluciones alternativas (puntos factibles de
localizacién) se cumple con una etapa general del analisis de localizacion que ha sido
criticada en el uso de los modelos de optimizacion, es decir en contraste con
procedimientos heuristicos y de simulacion, la optimizacién involucra procedimientos

para determinar solo la ‘'mejor” solucion. (Lee J Krajewski. Larry P. Ritzman, 1993)

Para la ubicacion grafica de los puntos factibles de localizacion retomamos el
algoritmo propuesto por Larson y Sadiq en 1983, donde demostraron que un conjunto
dptimo de ubicaciones de los servicios pueden ser asignados a partir de un conjunto
finito de puntos candidatos, identificando a los puntos candidatos dentro del entorno
convexo que incluye tanto a los puntos de demanda como a las barreras y cuyas

coordenadas son la interseccion de lineas trazadas a partir de los nodos existentes.

El algoritmo no resueive de todo el problema de localizaciéon propuesto en este

trabajo, porque solo propone varios puntos factibles pero no ubica un éptimo total que
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minimice la funcidén objetivo. Siendo asi, en este trabajo se aplica el algoritmo de
Larson y Sadiq para generar los puntos factibles de localizacion evaluandolos después
calculando la funcién objetivo en cada punto y seleccionando el que la minimice al
maximo. En la figura (7) se muestra una representacion grafica del problema de

localizacion con barreras que sera utilizada para demostrar la aplicacion del algoritmo.

P12y

P (15.00
[}

Fig. 7 Representacion del problema de localizacién en presencia de barreras (dos

barreras y cuatro puntos de demanda).

Antes de aplicar el algoritmo se debe justificar que el trazo de rutas entre nodos
incluidos dentro del entorno convexo, definido por los puntos de demanda y por las
coordenadas de las barreras, es parte importante y base de la identificacién de puntos
factibles de localizacion cuando se utiliza la métrica rectangular y también cuando se

utiliza la métrica Euclidiana.

En el problema general de Weber no se hace mencién de una red de
transportacion, sin embargo presumiblemente los costos de transportacién son
calculados a partir de rutas 6ptimas entre un punto y otro. Si se construye una red que
conecte a los puntos de demanda, de manera légica el conjunto de nodos y enlaces’de
la red puede incluir los sitios potenciales de localizacion al igual que los sitios de

demanda.
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Cuando se utiliza la métrica Euclidiana, desde el punto final de cualquier
segmento y de cualquiera de los puntos iniciales, puntos terminales o vértices de las
barreras, se puede definir faciimente una red usada para encontrar la ruta mas corta
entre dos puntos. De hecho para resolver muchos de estos problemas se comienza
por construir lo que se conoce como una grafica de visibilidad, que define la forma en

que los puntos de demanda y los vértices de las barreras se conectan. (Subir Kumar & David
Mount, 1991).

Si se construye la grafica de visibilidad para la situacion descrita en la figura (7),
dado que en este ejemplo tenemos cuatro puntos de demanda (P,,P,,P;y P,) y dos
barreras definidas por sus vértices, la grafica de visibilidad (figura 8) estara constituida
por el conjunto de nodos N = V v (P,,P,,P,y Py) vy el conjunto de arcos £ que son

todas las lineas que conectan a dos nodos sin interceptar el interior de una barrera.

Fig. 8 Grafica de visibilidad.

Lo anterior conduce a la definicion siguiente: dos nodos se dice son visibles uno
de otro si una linea recta puede ser dibujada entre éstos, sin interceptar el interior de
las regiones de barrera. Esto es, la grafica recibe su nombre a partir de que dos nodos
conectados son visibles uno de otro sin que su vision sea obstaculizada por una

barrera.
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Una vez que la gréfica de visibilidad ha sido construida y cada arco ha sido
ponderado por su longitud (en este caso utilizando la distancia Euclidiana) la ruta mas
corta entre dos puntos puede determinarse usando los multiples algoritmos existentes
para resolver este problema. (Dikstra. 1982)

La identificacion de las rutas mas cortas entre nodos a partir de la grafica de
visibilidad corrobora la facilidad de ubicar visualmente de los puntos factibles de
localizacion que minimizan la funcién objetivo, y que de manera légica deben
encontrarse sobre los arcos que conectan a los nodos, sobre la interseccion de los

arcos y aun en los nodos mismos.

En el caso que nos ocupa las trayectorias se definen usando la métrica
rectangular, pero de manera contraria al caso de la métrica Euclidiana la determinacion
de la ruta mas corta entre los nodos debe hacerse una vez identificada la ubicacion de
los puntos factibles de localizacion, pues el numero de rutas que podrian trazarse entre

dos puntos es indefinido cuando no hay barreras.

El problema de encontrar la ruta mas corta entre dos puntos usando la norma
rectangular se presenta generaimente en zonas urbanas donde las calles forman una
cuadricula casi perfecta. Pero este problema se complica (de igual forma con la métrica
Euclidiana) cuando existe un numero grande de puntos que pueden definir diferentes
rutas, es decir el problema se puede complicar si se toman en cuenta todas las rutas
posibles entre ellos. Para evitar esto un procedimiento ‘comun es transformar al
problema dado en el plano a un problema en un red finita de nodos.

Esta versién discretizada del problema, considera que tanto barreras como
regiones factibles de transito son elementos sobre una cuadricula rectangular finita
(definida por los ejes cartesianos), donde los nodos de la red son automaticamente
restringidos a puntos externos a los limites de las barreras formando asi la estructura
de una red cuyas propiedades son relativamente sencillas. Una red nodal se constituye
por una red de puntos origen y destino, puntos definidos por los vertices de las

barreras, los puntos de demanda y los puntos factibles de localizacién, ademas de cada

A
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enlace o arco de distancia finita que une a un par de nodos cuyo segmento de linea lo

hace sin interceptar a las barreras.

Si consideramos que en el espacio bidimensional hay », puntos origen-destino

Q={q(i), i=l,2,...nq} y n, barreras poligonales B={b(i), i= I,2,...nh} con vértices

V={v(k,m), k=12,.v,; m= 1,2,.‘..n}. donde v(k,m) es el k-ésimo vértice de la

barrera m ordenado en direccién a las manecillas del reloj, se establece que una ruta
rectangular nodal en R’ se forma por pasos secuenciales horizontales y verticales, es
decir por segmentos de linea cuyo punto de interseccién es un conjunto de vértices
ruta. En la presencia de barreras los vértices ruta deben encontrarse fuera de las

barreras aunque pueden tocar algun de los vértices de las mismas (Figura 9).

(X3,Y3)

(X3,Y2)

(X2.Y1)
(XLY1) )

(X0, Y0)

(X1,Y0)

Fig. 9 Ruta rectangular entre dos puntos en presencia de barreras.

La misma ruta entre dos puntos cuando se utiliza la métrica rectangular se

denomina ruta escalera dada la similitud con los pasos secuenciales.

Algunas observaciones hechas a partir de la figura (9) son:
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¢ Dos puntos se comunican si se puede construir una ruta escalera entre ellos.

¢ El hecho de que se pueda trazar una ruta escalera entre dos puntos no significa que
esta ruta sea la de menor distancia entre esos dos puntos.

¢ Dos puntos cualesquiera unidos por una linea recta que no tienen puntos comunes
con las barreras, se comunican. Bajo este criterio, dos vértices adyacentes de una
barrera se comunican, véase la figura (10).

¢ Laruta factible de distancia minima se forma por los vértices ruta, definidos como los
puntos de unidon de los segmentos de linea vertical y horizontal en sus puntos
terminal e inicial, segun sea el caso. El punto terminal de un segmento horizontal o

venrtical, es al mismo tiempo el punto inicial de un segmento horizontal o vertical.

A partir del tercer punto, concluimos que una ruta escalera a lo largo de una
linea que conecta a dos puntos puede mantenerse lo suficientemente cerrada a la linea
para que la ruta no intercepte a una barrera. Este es un enunciado fundamental para la
solucién del problema tratado en este trabajo, dado que implica que el trazo de las
rutas rectangulares se puede mejorar hasta alcanzar una ruta de distancia minima,

incluso ajustando esta a lo largo del limite de las barreras, claro sin penetrar en ellas.

Ruta escalera que une a
dos vertices adyacentes de
una barrera.

Fig. 10 llustracién de una ruta escalera entre dos vértices adyacentes de una

barrera.

[
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3.3 PRUEBAS PARA MEJORAR Y VERIFICAR LAS RUTAS
RECTANGULARES.

Una de las bases para la formacién de una ruta escalera es la construccion de
un arbol llamado de vértices visibles que se construye prolongando los pasos ruta
horizontales o verticales que determinan en que direccion se puede formar la ruta de
viaje sin pasar por dentro de las barreras. Es decir, si se considera un punto g(i)e Q y
se extiende una linea a partir de este, se define un incremento en direccion del eje X
igual a r=x+yg, que debe verificarse no atraviese ninguna barrera. Es preciso decir
que los incrementos a partir del punto a tomar en cuenta se pueden dar en todas
direcciones, lo que determina en que direccion y sentido se pueden trazar las rutas

escalera para unir a dos puntos en un plano coordenado.

Las posibilidades de interseccién son:
1. Que la linea extendida no intercepte con las barreras.
2. Que la linea extendida intercepte a un punto que puede ser un vértice barrera o un
punto origen-destino.
3. Que la Iinea extendida intercepte en un punto 4 a uno de los lados de la barrera. En
este caso el lado de la barrera es particionado en dos sub-lados que tendran a la vez

dos puntos terminales.
En la siguiente figura (11) se muestran las posibilidades de interseccién de la

linea extendida a partir de un punto, en este caso el sentido es positivo paralelo al eje
X.
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T

L4 . > > X Vértice barrera

) ) O- g > —®
(a) La linea extendida no intercepta a otro punto. (b) La linea extendida intercepta cualquier otro punto.

(c) La linea extendida intercepta el lado de una barrera.

Clave:
S>>

es una prueba positivaen X =rx +q

Fig. 11 Prueba positiva para X : ejemplos

Podemos deducir, a partir de lo anterior que se pueden construir pruebas en

paralelo a los ejes Xy Y en sus sentidos positivo y negativo.

Representado como una ecuacién, el arbol de vértices visibles alrededor de un
nodo raiz ¢q(i) e O es:

VST(q,)) =r. +q,9r,—q,ur,+q,9r, —q, (17)

De la misma manera, si se considera un vértice barrera v(k,m) eV se puede

construir un drbol de vértices visibles, con la misma condicién de que ninguna linea
extendida a partir del vértice pueda penetrar en la barrera. Dependiendo de la

orientacion
de la barrera airededor de v(k.m) el numero factible de pruebas de extensién de lineas

para la formacién de rutas pueden ser cinco (figura 12).
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2 X

a) Cuatro pruebas posibles. b) Tres pruebas posibles.

¢) Dos pruebas posibles. d) Una prueba posible.

e) Cero pruebas posibles.

Fig.12 Arboles de vértices visibles posibles a partir de un vértice barrera.

De la definicién de las posibles direcciones y sentidos que pueden tomarse en el
trazo de una ruta rectangular se pueden establecer las siguientes observaciones y
definiciones:
¢ Sijtenemos dos puntos en un plano hay ciertas condiciones bajo las cuales estos dos
se comunican por una ruta escalera, a esta forma de comunicacién se le define
como comunicacion simple:
1) Si las pruebas de extension de lineas en sentidos paralelos a los ejes Xy Y se
interceptan en un punto comun 5.
2) Si son dos veértices adyacentes en una barrera, definiendo la adyacencia

respecto al sentido de las manecillas del reloj.
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3) Si el primer punto es un punto inicial y el segundo un punto terminal de un arbol
de vértices visibles.

« Se puede mejorar la distancia o trazar una nueva ruta escalera de distancia

equivalente entre dos puntos denominandole ruta nodal. Este procedimiento llamado

path push se realiza en forma general haciendo coincidir 1o mas posible la

trayectoria de la ruta rectangular con los limites y vértices de las barreras. (Richard c.

Larson & Victor O. Li. 1981)

nodo )

L
Una ruta : Una ruta nodal obtenida
escalera empujando la ruta escalera
entraiy ). en la direccion X

nodo i

Fig. 13 llustracién del proceso de path-push.

El desarrollo de los procedimientos y pruebas antes descritas sirven para,
primero, ubicar los puntos de interseccion donde cambiar de direccion de la ruta de
viaje, y segundo, determinar como estos mismos puntos pueden constituir los puntos

factibles optimos de localizacién.

3.4 APLICACION DEL ALGORITMO DE LARSON-SADIQ.

Este procedimiento permite ubicar un conjunto finito de puntos candidatos que

pueden dar una solucion optima al problema de localizar un servicio, cuando en el
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plano hay obstaculos que por una parte no permiten ubicar el servicio y por otra evitan

la trayectoria libre entre dos puntos o nodos, que representa los servicios existentes o

los centros de demanda.

Antes de iniciar la descripcion y aplicacion del algoritmo, es necesario establecer

algunas definiciones obtenidas de manera légica a partir del estudio de las rutas en

torno a las barreras.

1.

Una ruta rectangular en R? procede desde un punto origen a un punto destino en
una secuencia de pasos conectados directamente, alternando pasos horizontales y

verticales que indican la direccion del viaje.

.Una ruta escalera entre (x.v,) y (r,.y,)€s una ruta / con una distancia

!
-, + 1y, =Y

. Dos puntos se dice estan comunicados si hay una ruta escalera factible entre ellos.

Esta ruta no debe atravesar las barreras.

. Una ruta escalera no debe tener un paso de retorno, es decir un paso de la ruta

directamente conectada a dos pasos horizontales o verticales cuyas direcciones son

opuestas formando una U.

. Un paso de retorno en una ruta factible de distancia minima, entre dos puntos no

comunicados, intercepta el limite de una barrera situada en direccién del paso de

retorno.

. Para calcular las rutas de distancia minima cada barrera es caracterizada por un

conjunto finito de vértices barrera. Los vértices barrera son puntos de tangencia, es
decir puntos a través de los cuales se puede pasar segmentos de linea horizontales
y verticales, y que para todos los puntos en el limite de la barrera sean los mas

cercanos a ellos.

. Se llaman nodos fijos al conjunto de puntos de demanda y al conjunto de vertices

barrera.

. Dos puntos (x,..y,)y (x,.y,)s€ comunican de manera simple si:

Los puntos (x,,,)y (x,.y,)son vertices adyacentes de la barrera.
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* (x,y) Yy (x,.y)son los puntos inicial y terminal de un arbol de vértices visibles,

respectivamente.

¢ Si las pruebas de extension de lineas en sentidos paralelos a los ejes Xy Y se
intersectan en un punto comun 4.

9. El procedimiento path push sirve para obtener una nueva ruta escalera de distancia
equivalente entre dos nodos comunicados. A la nueva ruta se le llama ruta nodal.

10.La ruta de menor distancia entre (x,.v,)y (x,.y,) se puede calcular restringiendo el

viaje a las rutas nodales.

Una vez planteadas las definiciones anteriores se pasa a la descripcion del
algoritmo de Larson y Sadiq que como se vera esta basado en la construccion de una
cuadricula que incluye al entorno convexo y donde visualmente se pueden identificar

puntos factibles de localizacion. A continuacién se describen los pasos de este.

1. Considérese el rectangulo mas pequeno que incluya a todos los puntos de demanda
y a todas las barreras, y cuyos lados sean paralelos a los ejes X y Y, formando el
entorno convexo (figura 14) donde se considera se halla el punto o6ptimo de
localizacion, para la demostracion véase el Apéndice A.

2. Trazar lineas paralelas a los ejes X y Y que pasen a través de los nodos fijos (x.y,)
ya sean puntos de demanda o vértices barrera y terminar estas lineas cuando
intersecten el limite de una barrera o cuando intersecten el limite del entorno
convexo.

3. De las lineas trazadas se debe excluir a todas aquellas que partan de un vértice
barrera, que no toquen a un punto de demanda o que ademas el vértice barrera del

cual partan sea un punto terminal de la linea, véase Apéndice C.
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Retomando la figura (7), se presenta el siguiente ejemplo.

P, {15.0)

Fig. 14 Construccion del rectangulo mas pequefio (entorno convexo) que incluye

a los puntos de demanda y las barreras.

El conjunto de lineas resuitante se define como lineas transversales nodales y
definen la cuadricula sobre la cual se pueden establecer, en primer lugar los puntos
factibles de localizacion en las intersecciones de éstas y en segundo las posibles rutas

rutas de viaje.

P 150)

)

Fig. 15 La cuadricula dentro del entorno convexo.
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Las barreras y las lineas transversales nodales que forman la cuadricula dentro
del entorno convexo dividen a ésta en un numero de celdas, es decir regiones cerradas
que no son barreras en donde se considera se ubican los puntos solucion y cuyas
esquinas, ademas deben constituir los nodos de la ruta mas corta. Se asume que cada

limite de la barrera o pared forma parte de la celda.

Una vez identificadas las celdas se considera que los puntos esquina
interseccion de las lineas nodales transversales, son los puntos mas factibies de
localizacién. Larson y Sadiq demostraron que la optimalidad de los puntos esquina de
la celda no cambia, dado que el valor de la funcion objetivo no cambia moviendo la
localizacién del servicio o los nodos que constituyen |a trayectoria de viaje a cualquier

punto esquina de la celda, para corroborar esta afirmacion véase los apéndices Ay B.
3.5 EVALUACION DE LOS PUNTOS FACTIBLES DE LOCALIZACION.

Establecidos los puntos factibles de localizacion por medio del algoritmo de
Larson y Sadiq se hace necesario evaluarlos, en este caso empleando la optimizacién
matematica: tratando al problema de localizacion como uno de programacion lineal. Se
debe decir que el hecho de ubicar los puntos factibles de localizacién reduce el
problema de optimizacién al tratarlo como uno de problema de programacion lineal,

pero antes de explicar esto se dan algunas bases para sustentario.

Recordando la formulacién general del problema de localizacién cuando las

trayectorias son rectangulares:

Minimizarf (x,v) = Y willx —af+y=hl)
[ L

=1
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y aplicando primero la propiedad de separabilidad podemos encontrar un punto éptimo
(x".y") que minimice la funcién objetivo. Esto es, de acuerdo a la propiedad de

separabilidad el problema general de localizacion se puede reescribir y es equivalente

a.

Minimizar f (x.y) = W (x) + W, (y)
donde:

Wix) = Z wlx - a|
=1

W.(y) = Z w,|y—b,|

1=
son elementos que pueden ser tratados como dos problemas diferentes de
programacion lineal, lo que ya reduce de manera considerable la complejidad del

problema inicial.

Ahora, el para evaluar los puntos factibles de localizacion es necesario verificar

que W (x) =) wlx-a| y W,(v) =) w|y-b|sean funciones convexas de x y de v

1= ta]

respectivamente, y si las dos funciones son convexas su suma también lo sera, lo que

significa que el 6ptimo local es un optimo global y que W (x,y)no tiene puntos de

inflexion.

Para facilitar el analisis. los valores de a , paraj =1..... n pueden reordenarse
produciendo una secuencia a,, < g, < Gy << 4@, CUYOS pesos positivos
asignados son w,' ,....w,,.k. Establecido esto ahora las coordenadas se resumen a n,,
donde n, <n provocando la creacion de una secuencia de g ,, ‘s que se incrementa
estrictamente en su valor. El superindice ken w' denota el orden y consolidacion en

los pesos correspondientes, la razon es que a partir de la creacion de la secuencia el
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orden de los pesos puede ser diferente dependiendo de x, y se usa el superindice para
distinguir esos ordenes.
Asumiendo las consideraciones anteriores, el problema de localizacién puede

escribirse como:;

N
Minimizar W, (x,) = Z wh :xk —dg | para k=12,
T
jal

que es una forma conveniente para el calculo de la derivada de la funcion W, (x,).

Siendo asi, ahora puede escribirse que:

_ o (18)
Wi(x,) ==Y w\ para x, <ay,
Al
i ‘ He ' (19)
W (x,)= Zw/ - ij para a,, <x, <a,,
j=1 FEIRY!
" 20

(] k
W/ (x,)= ij para a,

J=1

de lo que se puede establecer que la pendiente de W, (x,)esta basada en
segmentos de linea y cambios solo en los puntos a,, . En suma, se establece que
W, (x,) es una funcion lineal convexa y por tramos, con puntos discontinuos en la
primera derivada que ocurren en a, .' Estos hechos hacen posible que el modelo

de localizacién pueda ser un modelado como uno de programacion lineal’. (1. Love.

Morris y Wesolowsky (1988), 2.Frederick S. Hillier & Geraid J. Lieberman,(1990)).

La prueba de convexidad matematicamente puede ser complicada, sin embargo
esta puede hacerse simplemente graficando el término generalizado w,|x, —a,, contra
x,, para cualquier w >0y a,, que hace en ocasiones innecesario el uso de las

ecuaciones descritas. El procedimiento grafico se presenta en este trabajo como

alternativa de solucion al problema tratado.
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3.6 EL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL.

Establecida la manera de como las propiedades de separabilidad y convexidad
reducen de manera considerable la complejidad del problema inicial, es preciso
describir como el problema de optimizacion puede ser representado equivalentemente
por un problema de programacion lineal. Para lo cual se definen dos nuevas variables,
ry s, tal que:

X=w, Si x2 w,
r, =

0 si X<w,

y

Sj=

0 sixzw
{w} —xSi x<w
y asi una vez introducidas las variables r, y s5; el problema de optimizacién sera:
P

Minimizar f(x,r,s) = z wy(r, +sj.)
J=1

s.a.
X=r,+s, =w, j=1, p
r,20,5, 20 J=1... P

donde al introducir la restriccion x-r,+s, =w, se asegura que para un valor dado
ambas r, y s, no tomaran valores positivos en la solucién éptima del problema de

programacioén lineal. Si las restricciones se representaran en forma de matriz, las
columnas corresponderian a r, y s; siendo linealmente dependientes. (Francis RL. & John A.

White, 1992).
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3.6 EJEMPLO.

Mediante este ejemplo se espera corroborar la factibilidad de aplicar el trazo de
las lineas transversales nodales dentro del entorno convexo, ademas de replantear el
problema general de localizacion aplicando la propiedad de separabilidad y evaluar
rapidamente los puntos factibles de localizacion aplicando el método grafico para
verificar la convexidad de la funcion, para posteriormente plantear el problema como

uno de programacion lineal.

Se desea localizar un nuevo servicio que minimice los costos totales de
transportacién y ademas satisfaga a los puntos de demanda P,, definidos por las
coordenadas P4(2,5), P,(5,1.5), P4(6.5.2.5), P4(7.6) y P5(4.5,5.5), cuyas ponderaciones
son 2,344 y 1, respectivamente. En el plano también se encuentran dos barreras
poligonales S; con coordenadas: (2.5,2), (2,3), (25,4), (3.54) y 453)y S,: (54),
(5,5), (6.5), (7.4.5), (7.3)y 6.5.3). |

Tabla 2. Datos del problema.
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(o1}
[
¥

[ I

A 4

[
Fig. 16 Representacion grafica del problema.

ey

Aplicando el algoritmo de Larson y Sadiq basado en el trazo de Lineas Nodales
Transversales, cuyas intersecciones definen los puntos factibles de localizacién, los
puntos identificados dentro del entorno convexo son: (4.5,5.5), (5,5.5), (4.5,5), (5,5),
(4.54), (5,4), (4.53), (53),(6.5,3), (4.5,2.5), (5.2.5), (6.5,2.5), (4.5,2), (5,2), (6.5.2) y los
puntos que lo delimitan son: (2,1.5), (4.5.1.5), (5.1.5), (6.5,1.5), (7,1.5), (7.2), (7,2.9),
(7,3), (7.6), (5,6), (4.5,6), (2,6), (2,2), (2,4), (25)y (2,5.5).

r

Entqrno Convexo .
| T 37
2 4 5

p
\ 4

Fig. 17 Trazo de las lineas nodales transversales.
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Aungue el numero de puntos parecieran excesivos, la ventaja implicita del
procedimiento es de que al ubicarlos no se corre el riesgo de que la coordenada que da
solucion a nuestro problema esté dentro de la barrera. Es decir, el problema de

localizacién se convierte en un problema discreto.

Para complementar la ventaja de ubicar los puntos factibles de localizacién
evitando caer en el interior de las barreras, el formular el problema dividiéndolo en dos
subproblemas faciles de resolver, implicitamente hace posible evaluar no los puntos
factibles sino las coordenadas de Xy de Y por separado. Esto a la vez, permite reducir
el numero de coordenadas de X y Y en un grupo compacto evitando evaluarlas

muitiples veces.

Reduciendo el conjunto de coordenadas, al graficar W x, —a, contra x, se

evalla de manera rapida, obteniendo la coordenada que hace minima la funcién

objetivo. A continuacion se presentan los resuitados.

Tabla 3. Resultados de la evaluacion de las coordenadas de
los puntos factibles de localizacion (método grafico).

2 | 45 5 |65} 7

495245205 175|205

conaAta

20 | 26 1 26 | 256 | 25 | 27 | 30
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50 m 49,5
45 ; Coordenada X

40 con funcién

36 4 objetivo minima
30 J

W1 25 |
120 4
1§ .
10 4

20,8

4

25 35 45 S5 65 7

Coordenadas X de los puntos factibles de localzaciéon

Grafica 1. Coordenada X con funcién objetivo minima.

Inetervalo en Y
con funcién

3 33 objetivo minima

30
25 {
20 4
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2 28 3 4 45 5 55 @

Coordenadas Y de los puntos factibles de localzacién

Grafica 2. Coordenada Y con funcidn objetivo minima.
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En la primera grafica, para determinar la localizacién optima de la coordenda X,
el minimo de la funcién objetivo se alcanza cuando el valor de la coordenada es 6.5
con un valor en la funciéon objetivo de 17.5. En la segunda grafica, para determinar la
localizacion éptima de la coordenada Y, el minimo de la funcién objetivo se alcanza en
las coordenadas 2.5,3,4y 5 con un valor de 25. Con |la suma de las funciones objetivo,
de acuerdo a la propiedad de separabilidad, encontramos el valor de la funcion objetivo
total de cada uno de los puntos factibles de localizacion, en la siguiente tabla (4) se

presentan los resultados.

Tabla 4. Valor de la funcion objetivo de cada punto factible de localizacion.

Punto | Valorde la Punto ! Valor de ta ” Punto | Valordela ‘ Punto Vafordeln
factible funcidn factible funcion factible funcién factible - funclon
2,1.5) { 82.5 | (7.2.5) ' 25.5 T@EE) | 545 | (259 76.5
(4.51.5) | 57.5 (7,3) | 455 | (2,6) 79.5 | (4.5,5.5) f 51.5 |
(5,1.5) 7.5 | (7.6) 505 | (2,2) 825 T (5,5.5) 475 |

(6.5,1.5)1' 505 (5.,6) 50.5 (2,4) 74.5 (45,5) | 495 ‘
(7,1.5) 53.5 (5,4) 455 | (2,5) 745 [ (4525) | 495
[ (7,2) 49.5 |f(4.5,3) 495 | (53) 45.5 (4.5,5) 49.5
(5,5) 455 | (4.52) 53.5 (4.525) [ 495
(4.5,4) 49.5 (5,2) 49.5 | (52.5) | 455 |

|
|
(6.5,2) 46.5 | (4.525) 495 |

Como se sefala en la tabla 4 los puntos factibles de localizacion con la funcion
objetivo minima son dos, (6.5,2.5) y (6.5,3) con un valor de 42.5. Estos resultados
comprueban de cierta manera que el valor de la funcién objetivo no cambia mucho en
las esquinas de la celda formada por las lineas nodales transversales, puntos factibles
(6.5,2.5), (6.5,3), (5.3) y (5.2.5), dado el hecho de que el valor esta dentro del intervalo
de 42.5y 455.
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Ahora, para plantear el problema como uno de programacién lineal en los
subproblemas obtenidos se tiene que:

x-2[+3

xX=)

Min. W(x)=2 +Hx =63 +ix =43 +4lx - 7l

Min. Wy(y)=2ly=5+3y=13+4y =23+ y~53+dly-6

y si se introducen las variables » y s , el problema puede reescribirse como:

Min W, =2(r,+5,)+3(r +5,) +Hry +57) + (1, +5,) + Hr +55)
s.a.

x—r+s5=2

X—r+s=5

X—r+5 =65

X—r+s, =45

X=r+s,=7

x,r,s 20i=1.5

Min W, =2(n = 5) +3(r +5,) +Hr +5,) + (1, +3,) +405 +55)

Vil 8 200 = 1.5,

Sin embargo, como a partir del algoritmo de Larson y Sadiq se conocen los
puntos factibles de localizacién. solo es necesario evaluarlos a estos, simplificando el
planteamiento del problema de programacién lineal porque en la restriccion

x, y v, (coordenadas del punto factible de localizacion) tomaran valores constantes.
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El planteamiento entonces sera:

Min W, =2r +5)+3(r, +5,) +4ry +5,) +(r, +5,) +4(r +55)
S,
~n+s=2-x
~f+5, =5-x,
- +8 = 65—y,

~-r, +35, =45y,

-t +5,=1-Xx,

Min Wo = 2r +5,)+3(ry +5,) #4001 +53) + (1, +5,) + 405+ 55)
s.a.

-h+s=5=y

—-r+s. =15~y

~r+s5 =25~y

-r+s5, =535~y

i +s =6~y

yor.s200=1.3

Las solucién al problema de programacién lineal utilizando el software QSB’

(Quantitative Systems Business Plus, version 2.0) arroja los siguientes resultados:

Tabla 5. Resultados de la evaluacion de las

; coordenadas de los puntos factibles de
j localizacién (QSB*).

2 {4‘5[ 5 |‘6.5 7

495124 5[20.5[17.5{20.5|

5225 3 [ 4[5 [55] 6

33 128 |25 |25 |25 | 25|27 | 30

e
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Como se puede apreciar, los valores de la funcién objetivo son en su mayoria

iguales a los obtenidos por el método grafico.

Por otro lado, la solucién al mismo problema, sin tomar en cuenta la presencia

de las barreras y evaluando en el espacio continuo, dié como resultado que las

coordenadas dptimas de localizacion sean (6.5,5) con un valor de la funcién objetivo de

42.5.

Observese que en esta situacidon la coordenada de localizacion optima caé

dentro de la barrera numero 2, y ademas tiene el mismo valor de la funcién objetivo. En

conclusion de los resultados se corrobora la factibilidad de usar la metodologia

planteada para evitar que la coordenada optima de localizaciéon caiga dentro de las

barreras, obsérvese |a tabia (6).

Tabla 6. Comparacion de resultados.

Evaluacion sin

Evaluacion de los puntos

Evaluacion de los puntos

considerar la factibles de localizacién | factibles de localizacién
presencia de -usando el software por el metodo grafico.
barreras. QsB*.
Coordenadas Optimas (6.5,5) (6.5,2.5) y (6.5,3) (6.5,2.5) y (6.5,3)
42.5 42.5 42.5 :

Valor de la funcién objetiva.

Como subproducto de la solucion, una vez ubicada la localizacién éptima del

nuevo servicio podrian trazarse rutas probables de transito que de manera similar al

numero de puntos factibles de localizacion disminuyen en su numero. En a figura (18)

se muestran los resultados y las posibles rutas de viaje.

M




LOCALIZACION CON BARRERAS.

Rutas probables de :

transito

Punto optimo (6.5.5)
sin considerar la
presencia de las

barreras.

Barrera 2

Barrera 1

Puntos dptimos (6.5.2.5) y
(6.5,3)
(metodologia propuesta

Pa

Fig. 18 Ubicacion del punto dptimo de localizacion.

o
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IV. CASO DE ESTUDIO

El fenédmeno de conurbanizacion que presenta la ciudad de Puebla, apoyado por
el patron concéntrico de desarrollo y crecimiento que ha prevalecido, requiere de la
adopcién de una estrategia de desarrollo urbano que permita inducir, a través de la
construccion de infraestructura basica, un crecimiento ordenado. El sistema de enlace
regional es en esta perspectiva un elemento clave, asimismo la dotacion de servicios y
equipamientos en las zona urbana sin dejar de tomar en cuenta la conservacién del

patrimonio arquitecténico histérico, que permitan un desarrollo auténomo y sustentable.

El Plan Estatal de Desarrollo 1993-1999, en el capitulo correspondiente a la
Politica General del Gobierno del Estado de Puebla, establece la ejecucidn de

proyectos especificos para el desarrollo de la entidad en tres distintos niveles:

1. Proyectos de "...trascendencia estatal que habran de funcionar como detonadores
del desarrollo del Estado a largo plazo; entre elios, los de equipamiento urbano e
industrial para los polos de desarrollo del Estado, para fortalecer la capacidad de la
zona conurbada de Puebla hacia el sector industrial, estableciendo caracteristicas y
limites a su crecimiento.”

2. Proyectos regionales "...que también deben operar como detonadores del desarrollo,
adaptados a las necesidades, recur..us disponibles y caracteristicas disponibles y
caracteristicas particulares de las distintas regiones del Estado... Mediante los
proyectos regionales se buscara contener y revertir la centralizacion ofreciendo a la
poblacién oportunidades de empleo y superacion en sus lugares de origen.

3. Proyectos locales para el desarroilo de "...actividades productivas, provistos de

capital inicial necesario para poner en marcha un proceso de autodesarrollo.”
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4.1 EL PROGRAMA ANGELOPOLIS

El Articulo 9° de la Ley de Planeacion para el desarrollo del Estado de Puebla,

sefala que entre los elementos del Sistema Estatal de Planeacién Democratica estan

los programas Regionales y Especiales.

Por su parte, la ley de Desarrollo Urbano del Estado, en el Capitulo Ill, Articulo
15 contempla planes y programas a traves de los cuales tendra lugar la ordenacién y
regulacion de los asentamientos humanos en el estado. En la fraccion IV del mismo
articulo se hace referencia a planes y programas que ordenen y regulen las zonas
conurbadas dentro del territorio del estado. En la fraccion V dispone que ademas de los
planes o programas que menciona con anterioridad se podran elaborar otros que son
desviaciones 0 modalidades de aquellos. En ese sentido, en el inciso a) de la misma
fraccion contempla los planes o programas regionales en los que participe el Estado en

los términos del convenio que para tal efecto se celebre.

En este marco, en septiembre de 1993, el Ejecutivo del Estado sometié a
consideracion del Comité de Planeacion para el Desarrollo del Estado el Programa de
Desarrollo Regional Angelépolis, en cuya introduccion destaca que el acelerado
crecimiento demografico de la ciudad de Puebla, su expansion fisica desordenada, ello
aunado a la pérdida de dinamismo de las actividades agropecuarias en su ambito de
influencia regional, han provocado un conjunto de desequilibrios que se traducen en
incompatibilidades de uso del suelo, en deterioros graves del sistema ecolégico
regional, en concentraciéon desordenada de la inversién industrial y de desarrollo de la

infraestructura basica.

El Programa de referencia se deriva del Plan Estatal de Desarrollo. Sefiala como
una de sus acciones principales la planeacién urbana asignandole los siguientes

objetivos:
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Fortalecer el potencial industrial, comercial, cultural y turistico para conducir el
crecimiento urbano de la region en forma arménica, equilibrada y congruente con la
distribucion de los recursos.

Mejorar integraimente la estructura urbana de la regién, contemplando en uso de del
suelo, la vialidad y el transporte publico, el equipamiento y los servicios urbanos,
enfocandose los esfuerzos hacia el desarrollo industrial, la preservacién ecolégica y
atender las carencias mas apremiantes en materia de vivienda, empleo, educacion,

salud, cultura y recreacién de la poblacién.

Las estrategias propuestas para cumplir cabalmente con estos objetivos son:

. Elaborar y actualizar planes, programas y esquemas de desarrollo.

. Establecer reservas territoriales aptas para uso urbano e industrial y buscar

mecanismos que eviten la especulacién con dichos terrenos.

3. Elaborar, actualizar y difundir planes y declaratorias del patrimonio cultural y natural.

. Actualizar y difundirlos instrumentos juridicos de planeacién y control, mejorando los

mecanismos de aplicacion y vigilancia.

. Modernizar los sistemas del registro publico y catastral.

. Disefdar mecanismos que fomenten la oferta de vivienda a través de una

normatividad clara y sencilla, buscando el abatimiento de costos.

. Revisar y actualizar las cartas urbanas de la regién.

El Programa Angelopolis forma parte de la estrategia de desarrollo de una

estructura integral de inversion en infraestructura, equipamiento, vivienda y servicios,
tendiente a mejorarla calidad de vida del conjunto de los habitantes de la zona urbana y
conurbada de la ciudad de Puebla, asi como desarrollar nuevas oportunidades

economicas regionales.

Por sus caracteristicas, el Programa mencionado debe permitir establecer con

precision las prioridades de inversion publica federal, estatal y municipal, dar certeza a

la inversién privada e incrementar la capacidad crediticia de los gobiernos estatal y

58



LOCALIZACION CON BARRERAS

municipales asi como de los particulares en los proyectos con fuerte potencial
multiplicados determinados en el mismo.

La cobertura territorial y las acciones que prevé el Programa Angeldpolis
abarcan la totalidad de los territorios de 14 municipios de la regién Centro-Poniente del
estado de Puebla. La importancia relativa de la ciudad capital como localidad
preponderante en el conjunto de la region, asi como el alcance de los proyectos
contenidos en el Programa, requieren de la generacién de un instrumento de

ordenamiento territorial de caracter regional y ordenado de las localidades que
conforman la misma.

El Programa Angeldpolis tiene su radio de accién en la zona urbana y
conurbada de la ciudad de Puebla, abarca el municipio de Puebla y municipios
aledafos, por lo cual a sido dividida para su desarrollo en cinco zonas. La Zona numero
4 comprende el municipio de Puebla. Se caracteriza por ser el corazén de la regién,
principal zona de atraccién poblacional, los impactos se referiran al reordenamiento de
su actividad industrial, a la restauracion del equilibrio ecolégico, al reordenamiento del

desarrollo urbano, a su consolidacibn en materia de servicios y equipamientos
culturales y de turismo.

Dentro del Programa Angelépolis estan establecidos proyectos individuales a

realizar, los mas importantes son:

¢ En cuestiéon de Vivienda __ se inicio el programa de construccion de vivienda popular
en la reserva territorial Quetzalcéatl para la construccion de 2 mil 300 casas.

¢ En cuestion al uso del suelo __ se plantea la creacién de un sistema de informacién
computarizado, con la mas moderna tecnologia, para lograr una base de datos
completa, confiable y actualizada de propietarios de casas y terrenos.

¢ En cuestion al tratamiento de los residuos municipales __ a partir del 2 de enero de

1995 se concesion6 a dos empresas privadas los servicios de barrido, recoleccion,
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transporte y disposicion final de los residuos sélidos. Ademas, para la disposicion de
los residuos se construyd un nuevo relleno sanitario ubicado al sudeste de la ciudad.
En cuanto a agua, drenaje y saneamiento __ la inversién en este rubro sera superior
a 100 millones de pesos, para dotar del vital liquido a casi un centenar de colonias y
otorgaran un beneficio directo para 500 mil habitantes. Complementando lo anterior,
se construyen cinco plantas de tratamiento de aguas residuales y sus colectores
marginales que permitiran limpiar 2 mil 700 litros de aguas negras por segundo.

En cuanto a vialidades __ se han destinado recursos para la construccion del anillo
Periférico Ecolégico, vialidades en Puebla y otros municipios, transporte publico,
semaforizacion y administracién del transito.

En cuanto a turismo ___ el proyecto del Rio de San Francisco de interés estatal, sera
un detonador de la recuperacion del Centro Histérico por representar un potencial

importante para promover el desarrollo urbano en la regién de Angeldpolis.

4.1 EL PROYECTO DEL RiO DE SAN FRANCISCO.

De los proyectos mencionados arriba, el proyecto del Rio de San Francisco,

despertd el interés particular dado que a partir de él se descubrié la posibilidad

potencial de aplicar la metodologia planteada en este tesis. Ademas, de que la ciudad

de Puebla es una de las mejor planeadas en el pais, al menos en el centro histdrico, y

esto permite la modelacién del problema de localizacién en presencia de barreras de

acuerdo a la métrica rectangular.

El proyecto del Rio de San Francisco tiene los siguientes objetivos:
promover la recuperacion del Patrimonio Histérico edificado bajo el mas riguroso
respeto de los valores a través de las intervenciones que garanticen la integracion a
nivel arquitectonico.

fomentar los servicios turisticos.

y espera los siguientes resultados:
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e consolidar un proyecto sin precedente en el pais que incluye el desarrollo de un
paseo peatonal, asi como la construccién de un centro de convenciones, hoteles y
areas comerciales.

o captar un flujo de 1 millén de visitantes en el primer afo, para llegar a 1.5 millones de
turistas en la consolidacién del proyecto.

El rescate de edificios que fueron importantes centros fabriles, permitira contar

con un gran Centro de Convenciones que atraera actividades locales, nacionales e

internacionales, para generar riqueza y revitalizar el Centro Histérico. Este proyecto

consolidara el centro de convenciones que tendra a su alrededor un Museo de Sitio,
teatro al aire libre, sala de conciertos, exposiciones fijas y temporales, zona para venta

de artesanias y comercios.

El rescate del Estanque de los Pescaditos permitira a los paseantes una estancia
agradable en este centro de recreacion, que contara también con hoteles, restaurantes,
bazares y otros atractivos que daran potencialidad econémica a la zona, revitalizando
esta area de importante trascendencia histérica y cultural, integrandola a la modernidad
del sigio XXI. Sin embargo, como se menciona arriba estas obras deben hacerse
respetando los decretos, el primero, del 18 de noviembre de 1977 donde se declara
una Zona de Monumentos Historicos a la ciudad de Puebla de Zaragoza y, segundo,
donde fue nominada por la UNESCO, Patrimonio Cultural de la Humanidad, el dia 8 de
diciembre de 1987.

Una vez establecidas las consideraciones anteriores, es posible establecer la
forma en que el modelo de localizacion en presencia de barreras de trafico y zonas

prohibidas para la ubicacion de servicios puede ser planteado.
La aplicacién del modelo surge del problema que se presenta cuando: el area

seleccionada para el desarrollo del proyecto del Rio de San Francisco es considerada

como zona restringida para la localizacién de nuevos servicios y surge la necesidad de
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localizar nuevos servicios que satisfagan las necesidades de muchos negocios (puntos

de demanda) distribuidos fuera del area restringida (barrera y/o zona prohibida).

El planteamiento del problema es el siguiente: Se desea localizar un centro de
distribucién de materiales didacticos que minimice los costos totales de transportacién y
ademas satisfaga la demanda de seis escuelas localizadas en las coordenadas
asignadas a las esquinas de las calles: P, (4,0) esquina entre 2 Oriente y 14 Norte, P,
(5,2) esquina 6 Oriente y 16 Norte, P, (0,1) esquina 4 Oriente y 6 Norte, P, (0.4)
esquina 10 Oriente y 6 Norte, P; (4.7) esquina 14 Norte y 18 Oriente y P (2,8) esquina
20 Oriente y 10 Norte. La ponderacién asignada a cada escuela, de acuerdo a la
cantidad de articulos necesarios para satisfacer su demanda, es 2,2,313 y 2
respectivamente. En el area que incluye a las escuelas también se encuentran dos
barreras, las zonas restringidas por el Proyecto Angelépolis, definidas por los vértices
barrera: barrera 1, (1,4), (1,3), (1.0), (4,0), (4.2), (3,5) y barrera 2, (2,5), (3,5), (2,6),
(3,7).

En el mapa 1 se presenta la zona considerada como Centro Histérico de la
ciudad de Puebla y se sefiala el area para la realizacion del proyecto del Rio de San
Francisco, mientras que sobre el mapa 2 se trazan las lineas nodales transversales
para identificar después los puntos factibles de localizacion. Como se puede ver, en la
practica no resulta facil el trazo de las lineas nodales, sin embargo, puede lograrse una

buena aproximacién que en nada afecte el planteamiento del modelo.

Tabla §. Datos del problema en estudio.

j ay ap w) L W ay, w'
1 4 0 2 4 5 0 2
2 5 2 2 5 2 2 2
3 0 1 3 0 4 1 3
4 0 4 1 2 2 4 1
5 4 7 3 7 3
6 2 8 2 8 2
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Mapa 1. Centro Histdrico de la Ciudad de Puebla.
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|
I

Mapa 2. Area proyectada para la realizacién del proyecto del Rio de San

Francisco (considerada barrera de localizacion).
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Mapa 3. Identificacion de los puntos de demanda y trazo de las lineas nodales

transversales.
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A partir del trazo de las lineas nodales transversales en el area seleccionada de

la ciudad de Puebla se identificaron los siguientes puntos factibles de localizacion:

Tabla 6. Puntos factibles de localizacion.

 1.(17) 2" central de la 14 OTE. y Bulevar. 15.(0,4) 10 Oriente y 6 Norte.

2.(2,7) 10 Norte y 18 Oriente. 16. (0,5) 12 Oriente y 6 Norte.

E 3.(3,7) 12 Norte y 18 Oriente. 17.(0,7) 2° centralde la 14 OTE. y 6 Norte.
4.(47) 14 Nortey 18 Oriente. 8.(0,8) 3% central de la 16 OTE. y 6 Norte.
5.(1,56) Privada de la6 Norte y 12 Oriente. 19.(1,8) 20 Oriente y Bulevar.

6.(2,5) 10 Norte y 12 Oriente. 20.(2,8) 20 Orientey 10 Norte.

[ 7.(3;5) 12 Norte y 12 Qriente. 21.(3,8) 20 Orientey 12 Norte.

'8.(4,5) 14 Norte y 12 Oriente. 22.(4,8) 20 Oriente y 14 Norte.

E 9.(1,4) 10 Oriente y Bulevar. 23.(5,7) 16 Orientey 16 Norte.

10.(4,2) 6 Oriente y 14 Norte. 24, (5,8) 20 Orientey 16 Norte.
11.(1,1) 4 Oriente y Bulevar. 25.(5,5) 12 Nortey 16 Norte.
2.(4,0) 2 Oriente y 14 Norte. 26. (5,2) 6 Orientey 16 Norte.
3. (1,0) 2 Oriente y Bulevar. 27.(5,0) 2 Oriente y 16 Norte.
l 4.(0,1) 4 Oriente y 6 Norte. 28.(0.0) 2 Oriente y 6 Norte.

identificados los puntos factibles de localizacion y aplicando las propiedades que
hacen posible la simplificacién del problema, a continuacion se presenta la tabla donde
se resumen las coordenadas evaluadas junto con el valor de la funcidn
correspondiente. Las graficas donde se sefialan los puntos dptimos de localizacién se

presentan adelante.

Tabla 9. Resuitados de la evaluacion de

los puntos factibles de localizacion’
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, 31

objetivo minima

i
26
22
20
Wi A S
| 16 Coordenada X
| 10 con funcién
|
|

0 ) I N L lr
1 2 3 4 5
Coordenadas X de los puntos factibles de localzacién

J

Grafica 3. Coordenada en X de los puntos factibles de localizaciéon con funcién

objetivo minima.

20 Coordenada Y
' con funcién
' 10 objetivo minima
i 04 + t } T — ; : —

i 1 2 4 5 7 8
‘ Coordenadas Y de los puntos factibles de localzacién

Grafica 3. Coordenada en Y de los puntos factibles de localizacion con funcién

objetivo minima.
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Los resultados muestran que las coordenadas 6ptimas para localizar el centro de
distribucion debe ser el punto factible de localizacion (4,2), es decir la esquina de la 6
Oriente y 14 Norte donde la funciéon objetivo es minima con un valor de 58. En el

siguiente mapa se ubica la localizacion exacta.

Mapa 4 Sitio éptimo de localizacion.
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V. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 CONCLUSIONES.

+ La metodologia que se presenta en este trabajo, plantea una manera de resolver el
problema de localizaciéon con barreras, lo que hace posible que personas
involucradas en problemas practicos que puedan ser modelados de esta forma | los

resuelvan, aun sin tener amplios conocimientos de optimizacién.

+ La misma simplicidad con la que se llega al planteamiento de solucién del problema,

permite no utilizar un software especializado, practica comun en el medio.

+ El método grafico basado en verificar la convexidad de la funcién, es una forma
sencilla de resolver el problema, lo que permite encontrar de manera rapida la

coordenada que minimiza el valor de la funcién objetivo.

« Aplicar las propiedades de convexidad y separabilidad en la funcién objetivo,
permiten no evaluar una gran cantidad de puntos factibles de localizacién, sino sélo
un subconjunto reducido de estos y evaluar separadamente las coordenadas de

xydeyv.

+ |dentificando los puntos de interseccion de las lineas nodales transversales se
reduce el espacio solucion del problema de localizacién con barreras. Es decir, de un
espacio continuo donde es necesario evaluar la totalidad de puntos se pasa a

evaluar soélo un numero reducido de coordenadas.
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+ La combinacion de formular el problema de localizacion con barreras primero como
discreto, identificando los puntos factibles de localizaciéon, y segundo aplicando
meétodos de optimizacion generalmente usados para el caso continuo, establece que
una formulacion hibrida es tan buena al plantear la solucién del problema como

cualquiera de las dos individualmente.

+ Una vez localizados los puntos factibles de localizacion al plantear el problema como
uno de programacion lineal, las restricciones del problema original se reducen al
considerar una constante definida por la coordenada ya identificada, en la

interseccion de las lineas nodales transversales.

& El hecho de identificar los puntos factibles de localizacién aplicando el algoritmo de

Larson y Sadig hace que el espacio de soluciones se reduzca considerablemente.

& La construccion de celdas donde los valores minimos de la funcion objetivo estan
asignados a las coordenadas de sus esquinas, pueden ser usadas como forma de
establecer areas donde el valor de la funcién objetivo varia dentro de un intervalo, el

cual es determinado por los puntos extremos o esquinas de la celda.

& El establecimiento de areas (celdas) con un intervalo de costo es una opcioén para
resolver el problema, que se presenta cuando el punto optimo no esta disponible
coma sitio de localizacidén y es necesario cambiar su ubicacidon, sin cambiar en
demasia el costo. Situacion que tradicionalmente se resuelve trazando lineas de

contorno o isocosto cuyo procedimiento de trazo es por demas complicado.

& Las celdas son un medio Util para evaluar alternativas de localizacién, aspecto

importante en la practica, dado que generalmente no todos los factores de decision

han sido incluidos en la funcién objetivo
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& De la conclusién anterior se desprende una posible extension del problema, al
considerar su aplicacion en la ubicacién de multiples servicios, una vez conocidos los
intervalos de costo en las celdas.

& La busqueda de un 6ptimo en el problema de minimizacién puede ser confinada al
entorno convexo de los puntos de demanda. Puede haber otros puntos que
minimicen el valor de la funcion objetivo, pero ninguno lo hard mejor que los

encontrados en el entorno convexo.

« El trazo de las lineas nodales transversales reduce significativamente las rutas
probables de transito, una vez establecida la localizacion 6ptima del servicio, las

cuales se pueden seguir para comunicar al servicio con los puntos de demanda.
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5.2 RECOMENDACIONES.

Como extensiones a este trabajo es posible plantear soluciones a los siguientes

problemas relacionados:

El trazado de rutas éptimas desde el nuevo servicio a cada uno de los puntos de
demanda.

Relacionar el problema de localizacién con barreras, con modelos conocidos como:
el de asignacion, del agente viajero, de transporte, etc.

El desarrollo de metodologias, iguaimente sencillas, que solucionen problemas de
localizacién con restricciones de otro tipo, por eiemplo: demanda, competitividad,
cobertura, tiempo de respuesta, etc.

La extensién del procedimiento de solucién, ahora asumiendo que la norma es
Euclidiana.

Incluir dentro del problema de localizacion con barreras una nueva restriccion o
variable: localizacidn multiservicios, restricciones de demanda, de area de
competencia, etc.

Considerar en la solucion del problema de localizaciéon en su ultimo nivel, es decir la
seleccion del sitio especifico, otros factores como: los de construccién, de impacto

ambiental, de requerimientos particulares, etc.
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APENDICE A
Extracto de: R.C. Larson and G.Sadiq “Facility Location with the Manhattan Metric in the
Presence of Barriers to Travel”, Operations Research 31, 652-669(1983).

Demostracion: de /a optimalidad de los puntos de interseccion de las Lineas Nodales
Transversales (LNT) como puntos factibles de localizacion, es decir que los mejores
valores de la funcién objetivo se encuentran en las intersecciones de las lineas.

En inicio se debe trabajar en la formulacién de una red, desarrollando una red
multirutas (POLYPAHT) y colapsandola'” , (véase la figura 19), manteniendo fijos los
puntos de demanda, los servicios y la secuencia de nodos en la ruta nodal para
demostrar que el servicio puede ser movido a la esquina de la celda sin incrementar el
valor de la funcién objetivo.

i —ow;

Celda
conteniendo el
servicio k

—_——

Denota una ruta de
distancia minima.

a) Definicién en R* del servicio k y sus puntos de demanda asignados [D(k) = {1.2.5,7,8}]

Ws

Vi

2

0~

Vi vz

Wg

b) Red correspondiente G(N', .4 )(todos los enlaces ponderados son distancias rectilineas entre nodos
conectados).

Ws

Wy

¢) Un arbol formado por rutas de distancia minima T'( N, 4 ), apartir. del servicio.
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d) Arbol colapsado [:V, = {vl ,5,7,8}].

Fig. 19 Representacion del proceso de colapsacion, que tiene como
base la suposicién de una localizacién particular del servicio en [x(k),y(k)].

Si establecemos que d{i,[x.y]) es la ruta factible de distancia minima / entre los
nodos fijos iy el punto (x,y); ahora requerimos analizar la trayectoria G(N A’ )desde
0 para un servicio kcon coordenadas [x(k).y(k)], donde: V' son los vértices de la

barrera, puntos de demanda y puntos factibles de localizaciony A es el conjunto de
arcos entre los nodos comunicados simplemente

Ahora podemos establecer tres Lemas como resultado del proceso de
colapsacion, donde: el lema 1 demuestra que la topologia del primer arbol de rutas
(conjunto de rutas de distancia minima en una red desde [.\'(k).y(k)]a los puntos de
demanda ;eD,,). Los lemas 2 y 3 demuestran que para cada punto coleccion (de

demanda) puede construirse una ruta escalera a través de la esquina de la celda, lo
que hace posible la colapsacion del problema.

e Lema 1. Un punto coleccién para un servicio se comunica con todos los puntos de la
celda que contiene al servicio.

Prueba: Si esto no fuera cierto, habria un punto [x(k).v(k)]dentro de la celda
conectado al punto coleccion por medio de una ruta escalera P, y otro punto
[x(k,),¥(k,)]que no tendria una ruta escalera de conexion.

La existencia de una ruta escalera de distancia minima para [x(k:),y(kg)] solo

sera posible mediante el uso de una trayectoria en U asociado a un vértice barrera (Fig.
20), que de acuerdo a resultados es poco eficiente y no es posible.

Para el mejoramiento de resultados, debemos tomar en cuenta a Larson-Li' en
sus postulado: Ninguna ruta escalera debe definir una trayectoria de retorno, es decir,
un paso de una directamente conectada a dos segmentos de trayectoria horizontales o
verticales cuyo sentido de viaje sea opuesto.
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Para solucionar el problema debemos ubicar al punto [x(k:),y(kj)]en otra celda,
lo que provoca una contradiccion del postulado.

Punto coleccién

\
Ruta escatera
para el servicio k .-~~www-u:-_--;-.»;-»_»::~‘_~~:|-~~: /
! |
' :
1
v

Un paso de
retorno

°® Celda que
4+—contiene el
servicio k

[Jl ko) ythy)

Fig. 20 Contradiccion al Lema 1 que implica la existencia de un vértice
barrera cuya linea nodal transversal puede dividir a la celda.

+ Lema 2. No existe un punto coleccién en [xq. yq] para el servicio kpara el cual

9

min.

<X, <Xy YO Yy <V, <Y

7

donde X, X, Vo Youe SON limites respectivos

< max. ! “Tann T max S oan S max

sobre X'y Y en la celda que contiene el servicio k.

Prueba: Si suponemos que x,, < v, < x

mn g mux. (

figura 21), entonces a partir de que
[,rq,yq] se comunica con los puntos de la celda, debe poder trazarse una ruta vertical

factible desde [x‘,,yq]que subdivide a la celda en dos. Lo que contradice la forma de

construccion de las celdas, una prueba similar se aplica para v, < v, < V4 -
Una forma de demostrar que un punto coleccion se comunica con la celda (todos
los puntos dentro de ella) es hacer a esta un punto coleccién, asi podemos satisfacer

que entre dos puntos se puede formar una ruta rectangular.

~1
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Ruta vertical
subdividiendo la
celda.

V4 / Y

7

y”l/’l

X

T aun . '\’mu\'

® [x]

Fig. 21 llustraciéon del Lema 2y 3.

o Lema 3. Hay una ruta escalera desde cada punto coleccion a cualquier servicio ken
una celda que incluye la esquina de esa celda.

Prueba: A partir del Lema 2, sabemos que un punto coleccion en [.\'q,yq] cumple con

xq £ (.xmm. ‘xmm.) yyq ¢ (ymiu ’ymru.) *

Si cada punto coleccidon se comunica con un servicio, debe haber una ruta
escalera entre ellos. Suponga que una ruta escalera particular desde [xq,yq] a un

servicio no toca la esquina de una celda, entonces por el proceso de amalgamacioén y el
de la ruta modificada (paht push) la ruta puede ser alterada sin afectar la construccion
de las celdas y tocando la esquina de la celda, de no ser asi debe existir un vértice
barrera (x,y,) conx, €(x,,,%m) O ¥ € (Vum+Vma ) CUYa linea nodal transversal tiene
que dividir a la celda en dos, lo que marca una contradiccion al postulado.

De lo anterior se puede establecer que la esquina de la celda, aplicando el lema
3, es la esquina mas cercana al punto coleccion [x,,,y‘,] y que solo una celda es la mas

cercana.

Una observacién mas, suponiendo que [xo(k)..yo(k )]es la posicién de un servicio

ken cierto conjunto soluciéon factible x*. La solucién obviamente consiste en
asignaciones optimas (de puntos de demanda a servicios) y rutas nodales optimas.
Ahora suponiendo que en el problema colapsado, al mover el servicio 4 a cualquier

punto [x(k,).y(k‘)]en la misma celda, hay un incremento de C unidades [czo]en la
funcién objetivo.
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Iguaimente un incremento de C unidades se alcanza en el problema original sin
colapsar. Esto es cierto, porque en el problema colapsado estamos manejando como
fijos la ubicacién de los servicios y la secuencia de nodos en las rutas desde los puntos
de demanda a los servicios, de lo que ambos pueden cambiar cuando el servicio es

movido a [x(k,),y(k,)] incrementando o reduciendo la funcion objetivo.

Todas las obsevaciones hechas anetriormente se emplean en la demostracion
planteada en el apéndice B.
REFERENCIAS:

1. Richard C. Larson and Victor O. K. Li, Finding Minimum Rectilinear Distance Paths in the Presence of
Barriers, Networs, Vol. 11, 1981, pag. 285-304.
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APENDICE B

Demostracion: Para cualquier punto [x(k), y(k)] en el interior de una celda, existe una
Solucion en la esquina de la celda que es la mejor.

Prueba: Sila funcién objetivo esta dada por'

Z(X) = deU, _Z > wd(j,[x (k). ¥ (k)]

k=l 1eD(K)

n
ZZk ([x(h).y(6)]

=i
donde;

Z,([x(k). k)] = ijd(j,[x(k),y(k)]) denota la funcién objetivo local para el servicio &.

jeDik)
De acuerdo al Lema 3 descrito en el apéndice A, para cada j € D(k), d(j,[x(k).y(k)]es

la distancia de la ruta escalera mas corta que pasa por una esquina de la celda que
contiene al servicio «.

Si establecemos que los puntos limitantes de una celda (véase la figura 21)
(X Yo )+ (X > Yo )s (Ko s Y s (X V) SON - €SQUINAS de la misma (12,3 y 4
respectivamente) y que ¥ es la suma de los pesos de los puntos coleccidn que tienen
una ruta escalera comunicada con el servicio ¥ a través del punto /, ;. 123y
respectivamente. Debemos notar que w/ puede ser cero pero al menos uno es positivo.
Mas aun, si el punto / no es una esquina de la celda, entonces w, = 0.
Z([x(k),y(k)] = constante +(x(k) + X, )W, + W, = W, = W,)

Dado que Y
+(Y(k) IIIIH)(;/V + W W W’)

es una funcion lineal de [x(k),y(k)]. Si W, +W, =W. +W, y W, +W, =W, +W, entonces,
Zk([x(k),y(k)] = constante Yy el servicio k puede ser movido a cualquier esquina de la
celda sin cometer faltas en la formacion de las celdas.

Ahora, si se considera el caso donde W, +W, #W. +W, o W +W, # W, +W, 0o
ambos, se puede establecer un problema relajado:

Min(x(k) = X, W+ W, = W, = W+ (k) = L, )W+ W =W, =W,

suetoa  x(k) €[, Vo | 3(K) €[V Vo )
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Dada la linealidad de la funcién objetivo, una solucion éptima para este problema

relajado ocurre en (X',Y)donde Y =Y

] i T min

cualquier otro caso, y también Y =t siW +W, > W +W,yY =Y, en cualquier otro

caso. De hecho la solucion éptima del problema debe ser uno de los puntos 1,23, 6 4.
Ahora, se demostrara que la solucion optima esta en la esquina de la celda y que
(.Y,Y") pertenece a la celda.

si W+W, YW, +W, y X'=X,, en

* "t max

Sin pérdida de generalidad suponga que (.k’,'.)f,')es el punto 1, a partir de esto,
W, +W, 2W, +W, y W +W,>2W,+W, cumplimiendo al menos con una desigualdad
estricta.

Si suponemos ahora que, W+, > W.-%, . Si Y .Y'(=.Y,,V, no es la
esquina de una celda entonces ¥, = 0 pero entonces W, > W, +W, y W. 2W, +W, o
implica que W, -W, > W, 2 W, + W, que marca una contradiccion.

De hecho, si el punto 1 es una solucion para el problema relajado, 1 es la
esquina de la celda (dentro de la celda). Argumentos similares se aplican a los puntos
2,3 y 4 teniendo las mismas conclusiones.

REFERENCIA:
(1) Larson, R.C. y V.OK. Li, 1981, Finding Minimum Rectilinear Distance Pahts in the Presence of
Barriers, Networks 11, 285-304.
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APENDICE C

.Demostracién: Los vértices barrera que no son puntos de demanda o intersecciones
de lineas nodales transversales pueden ser eliminadas del conjunto de puntos
candidatos para la localizacion de los servicios.

Prueba: Puede haber puntos de tangencia a lo largo del interior de la pared de una
celda creando vértices barrera no situados sus las esquinas, estos pueden ser
eliminados como puntos factibles de localizacion de acuerdo al teorema mencionado
anteriormente.

Todos los vértices se dan gracias a una o dos lineas transversales. Sin embargo,
los que se forman con dos lineas nodales no pueden ser eliminados.

(a.})

Fig. 22 llustracion del Lema 4.

Al considerando un vértice barrera (.\,Y)formado exactamente por una linea
nodal transversal, como en la figura, en este caso (.Y,,) esta contenido en las paredes
de las tres celdas contiguas, pero en solo dos puntos esquina. De esto se puede decir
que representa un punto interior de la pared de la tercera celda, y tomando en cuenta el
teorema que permite trasladar a ios puntos a las esquinas de las celdas (X,,Y)puede
ser movido al final de la pared de la celda sin cometer ninguna faita en la construccion
de las celdas. Si (.X,,}) cae sobre el limite del rectangulo limitante del entorno convexo
se aplica la misma légica considerando a la tercera celda una ‘celda degenerada’
abarcando solo el segmento apropiado del limite del rectangulo.

REFERENCIA:
(1) Larson, R.C. y V.O.K. Li, 1981, Finding Minimum Rectilinear Distance Pahts in the Presence of
Barriers, Networks 11, 285-304.

30



LOCALIZACION CON BARRERAS

APENDICE D

Definicion de convexidad: una funcién se dice es convexa si un segmento de
linea entre dos puntos cualesquiera, nunca cae por debajo de la grédfica de la funcién.

Formalmente esto significa que al considerar las funciones f:R" — R {+w.~=}, una
funcion es convexa si

(i) {X1/0X) = -0} =0,

(i) {X/!f(X)<+o} =0,

(i) fFAX+(1=ADN (X +(1-A)f(V)parad< A<,

Prueba: En particular la funcién f(y,.y,) es convexa, si dados dos puntos cualesquiera
Wiy y iy
/‘[/uy, )+ (L=, v, )] SH(y,y)+(1=A)f(y .y, ) donde 0< A <1,
Entonces, el requerimiento de convexidad es:
(G + (U= A+ Gy + (= ) 17 <000 + 0000 = (1= A + )"

Para mostrar que esto es verdad, se recurre a lo que es conocido como la
desigualdad de triangulo para vectores. Esto es, para dos vectores con valor real
p=(p,p)yyqg=(4,9,)

((py “"‘11)2 H{py+ q:)l)m S (pll + pzz)llz + ((Il: + ‘7::)“2

que una vez agrupados. p =Ay.p=4y,q =(1-4)y, vg,=(1-4)y. cumplen

equivalentemente con nuestros requerimientos.
Una funcion f(X) se dice es estrictamente convexa si la desigualdad es estricta

para toda .Y y cualquier 4 e[O,l]. Esta convexidad estricta significa que el segmento

de linea caé exactamente por encima de la grafica excepto en los dos puntos
terminales del segmento.

& Propiedad de separabilidad: una funcion separable fdefinida por y en R", es aquella
que puede ser escrita como la suma de n funciones /, de la vanable
x;, donde x, esel i- esimo componente del vector y, es decir

S = L)+ L) £, (x,)

La afirmacién anterior se basa en la suposicion de aditividad que se hace para
evaluar de manera mas facil los problemas formulados como de programacion lineal. La
suposicion de aditividad, establece que para cada funcion f(y), el valor total de la
funcion puede obtenerse sumando las contribuciones individuales de sus respectivas
actividades, o subfunciones de una sola variable.

Ademas, la aditividad asume que no hay interacciones entre cualquiera de las

actividades (sub-funciones) singulares | f (x,)+ fi(x.)+....+f,(x,) }que de cierta
manera pudieran cambiar el valor de la funcion objetivo total.
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Conclusion: conjuntas las propiedades de convexidad y separabilidad de una funcién,
se puede establecer que la suma de las funciones convexas es convexa y por lo tanto
f(x)es convexa. Lo anterior significa que un optimo local es un 6ptimo global y que

f()no tiene puntos de inflexion.
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