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Prodlogo

Imaginese que un objeto describe una trayectoria determinada. Se desea
que este objeto sea interceptado por algun punto de una cadena cinematica (abierta
o cerrada), la cual inicia su movimiento después de un intervalo de tiempo respecto
al instante en que se genera la trayectoria del objeto. Ademas, se requiere que el
punto de la cadena cinematica, describa una trayectoria especifica.

En este trabajo son presentados estos eventos. Se utilizan manipuladores
rotacionales de dos y tres grados de libertad para interceptar el objeto. En el
capitulo 2 se presenta la estructura algebraica de los Biterniones (Cuenca [2]) para
aplicarla al manipulador de dos grados de libertad. La modelacién matemaética para
el movimiento del manipulador de tres grados de libertad, se realiza aplicando el
dlgebra de Quaterniones introducida en el capitulo 3, baséandose en el trabajo de
Reyes[1]. Em el capitulo 4 se presentan dos transformaciones con ciertas
caracteristicas desde el punto de vista de la mecanica de los medios continuos,
utilizando el algebra de Biterniones y el algebra de Quaterniones para representar
rotaciones de cuerpos ‘rigidos”. La modelacién matematica de la interseccién de
trayectorias, una del objeto y otra del extremo de |os manipuladores, es presentada
en el capitulo 5. En el capitulo 6 se modela matematicamente el movimiento de los
manipuladores, utilizando el éigebra de Biterniones para el manipulador de dos
grados'de libertad, y el dlgebra de Quaterniones para el manipulador de tres grados
de libertad (Marquez [7], Méndez [8]) . Finaimente, la simulacién de los dos casos
analizados es presentada en el capitulo 7 utilizando el software MATHEMATICA®[3).
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Introduccidn

Capitulo 1

Introduccion

La principal funcién de un ingeniero es, al margen del campo de su formacién,
conocer las nuevas tecnologias para mejorarlas, con el fin de ofrecer soluciones a
problemas reales ( de tecnologia ) que brinden un mejor nivel de vida para la
sociedad. Sin embargo para mejorar las tecnologias no es suficiente el
conocimiento de éstas, se debe tener un panorama correcto de los mecanismos
que generan los fendmenos fisicos, ademés de poseer las herramientas
matematicas necesarias para representar tales fenomenos y entonces poder
controlarlos. En la mecénica de los cuerpos “rigidos” el fenémeno de interés es el
movimiento de éstos asi como las “fuerzas” que lo producen, es decir, /a cinemética
y la dinémica. En el campo de la cinemética el movimiento es determinado por
funciones de tras/acion y rotacién que tienen como dominio a las puntos de algun
cuerpo y como rango a un espacio vectorial que se asocia con el espacio fisico de
puntos en donde se realiza el movimiento. Este espacio vectorial puede ser de
dimensién 1, 2 o 3 dependiendo si el movimiento de los puntos del cuerpo
describen trayectorias rectas, en un plano o en el espacio. Una vez que se conocen
las caracteristicas esenciales del movimiento, es posible, si se cuenta con las
herramientas matematicas necesarias, representar este movimiento definiendo
funciones de traslacion y rotacién.

En el marco tedrico de la mecanica de los medios continuos existe toda una
metodologia que nos permite considerar a ciertas funciones, como traslaciones o
rotaciones una vez que se a cumplido con algunas restricciones de tipo fisico-
matematico.



Introduccidn

El digebra de Biterniones y el algebra de Quaterniones que se presentan aqui
y en algunas de las referencias utilizadas, son la base matematica para definir las
funciones de rotacion de cuerpos “rigidos” que se mueven en el plano o espacio
euclidianos.

Por otra parte, la interseccion de trayectorias que son descritas por algun
punto de dos cuerpo en movimiento es un problema interesante, sobre todo en el
campo industrial. Siendo un fenomeno espacio-tiempo, la interseccion de
trayectorias puede tener una gran cantidad de restricciones que deben cumplirse
como por ejemplo:

Caracteristicas de movimiento.

a) instante de la generacion de |as trayectorias.

b) instante de interseccion.

c) velocidad inicial

d) velocidad en el instante de la interseccion

e) éngulo relativo de interseccion entre las trayectorias

Con aigunas de las restricciones anteriores como el instante de la generacion
de las trayectorias e instante de interseccion, una vez que se conocen ias
ecuaciones paramétricas de la trayectoria que sera intersectada, se forma un
sistema de ecuaciones algebraicas que deberan resolverse para determinar las
ecuaciones paramétricas de ia trayectoria que va a hacer la interseccion. Al tener
esta ecuacion, se resueive la cinemética inversa para que el extremo de los
manipuladores de dos y tres grados de libertad realice esa trayectoria.

Como los sistemas de ecuaciones que resultan para resolver la cinematica
inversa de los dos casos son extensos, se utiliza el método numérico de Newton.
Este método esta integrado en el software MATHEMATICA® el cual se utiliza en
este trabajo.
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Capitulo 2
Bilitexrniones.

2.1.- Estructura Algebraica.

A partir de el éigebra de los nimeros complejos se establece una
transformacién con la cual se pueden modelar rotaciones de cuerpos ‘rigidos’.
Cuando utilizamos esta igebra para tal fin, ia llamaremos aigebra de Biterniones.
Por lo tanto se definen las operaciones binarias de adicion “®" y multiplicacién “s
para R? de modo que las duplas (R’®) y (R?+) son grupos aditivo conmutativo y
grupo multiplicativo conmutativo. También se definen la operacion multiplicacién por
escalar “o“, la funcion producto intemo “(e,e)* y la funcién norma “||e||* para formar
la estructura (R%,®,e,(s,¢)), la cual es un espacio vectorial con producto interno. Por
lo tanto se tiene que, la estructura (R%@®,e,(s,0),¢]) @8 un espacio vectorial
normado.

Definimos el conjunto R? como aquel que esta integrado por todos los pares
ordenados ( R x R ) tal que
R? = { (x1,%2) | X1,X2€ R }

Definicién 2.1.1.- Sean x=(x;x) , y=(y1.y2) elementos de R? ,la operacién
binaria de adicién @: R? x R? - R? se define como

XOy = (x1+ Yy, X2+Y;) ;paratodo x, y e R?

Definlcion 2.1.2.- Sean x=(xXz), y=(y1,y2) elementos de R? |la operacién
binaria de multiplicacién se define como la operacién +: R? x R* - R? tal que

(X1,X2) * (Y1.y2) ® (X1y1 - Xay2 , Xey2 + Xzy;) paratodo x, y e R?
Teorema 2.1.1.- Laterna ( R? @, * ) es un cuerpo conmutativo ( campo ).
Demostracién:

Propledades de /a adicién:

i).= { (X1,%2) @ (Y1,y2) } © (21,22) = (x1,%2) D { (y1,y2) ® (21.22) }
para todo (X1,X2).( y1.y2).( 21,.22) € R

{ (x1.X2) ® (y1,y2) } ® (21,22) ={ Xs# y1, X2+ Y2} B (21,22)
= (Xy+ Y1421, X2 + Y2 +22)
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= (X1,X2) B (Y1+ 21, Y2+ 22)

= (x1.%2) ® { (y1y2) © (21,22) }
asociatividad »

if).- (X1,X2) @ (y1,y2) = (y1.y2) ® (X1,X2) para todo (x1,x2), ( y1.y2) € R?

(X1,%2) @ (y1,y2) = (X1+ys, Xa+Y2)
= (Y1+X1, Y2+X2)

= (y1,¥2) @ (X1,X2)
conmutatividad &

iii).- Para todo (xi,x2) e R? existe un elemento (j, k) tal que
(x1 nx2) @ (Jn k) = (x1 ox2)

Esto es
(X1,%2) ® (J, K) =( x1+],x2+k)
X+ j =X (1)
Xo+k =X (2)

Resolviendo (1) y (2) se tiene que (j, k) = (0,0)
existencia de elemento neutro &

Iv).-Para todo (X4,Xz) € R? existe un elemento (m, n) tal que
(x1,X2) @ (M, n) = (0,0)

Esto es
(X1,%2) ® (M, n) =( X +M, X2#n )
xptm =0 (3)
Xa+h =0 (4)

Resolviendo (3) y (4) se tiene que : (M, n) = (-X4,-X2)
existencia de elemento simétrico &

Propiedades de la multiplicacién:

). (x1,%2) * (Y1,y2) } * (20,22) = (%1,%2) * { (y1.y2) * (21,22) }
para todo (x1,%2),( ¥1.y2).( 21,22) €R

{(x1,%2)*( y1,y2)}*(21,2Z2)={X1y1-X2y2 , X1Y2+X2y1}(21,22)
= {(X1Y1-X2Y2)Z1=(X1Y2+X2Y1)2Z2, (X1Y1-X2Y2)Z2+(X1Y2+X2Y1)21}
® { X1Y121-X2Y221-X1Y2Z2-X2Y122 , X1Y1Z2-X2Y22Z2+X1Y221+X2Y121 }
= { X1Y129-X1Y222-X2Y122-X2Y221 , X1Y1Z2+X1Y221+X2Y124-X2Y222 }
= { X1(Y124-Y222)-X2(Y122+Y221) |, X1(Y1Z2+Y221)+X2(Y124-Y222) }



Biterniones

= { (X1,%2)%{ Y121-Y222, Y122+Y221 }

= (X1,%2) * { (y1y2)*( 21.22) }
asociatividad &

). (x1.X2)*( Y1,¥2) = (Y1.y2)*( X1,%2) para 10do (x1,X2), ( y1.y2) €RZ.

(X1, %2)*( Y1,¥2) = (X1¥1 = XaY2 , X1Y2 #X2Y1)
= (Y1Xy = YaX2 , Y1X2 #Y2X1)
= (y1,y2)*( X1,X2)
conmutatividad &

iii).- Para todo (x1,x;) eR? existe un elemento (p, q) tal que
(x1,%2)*(P, Q) = (X1,X2)

Esto es
(X1,%2)*(P, Q) = (X1p - X2q , X1q +X2P)
Xip - X2q = X (5)
X1q+ Xop =X, (6)

Resolviendo (5) y (6) se tiene que (p, q) = (1,0)
existencia de elemento neutro &

iv).- Paratodo (x1,x2) eR?y (x,x2) # (0,0 ) existe un elemento (r, ) tal que
(X1,X2)‘(f, 8) - (1.0)

Esto es
(X1,X2) * (r, 8) = (X1r- X18 , X18+ X4r)
Xif- X8 =1 (7
X8+ XX =0 (8)

)

X1 -Xz
Resolviendo (7) y (8) se tiene que (r, 8) = ( o7 +x2) o +xE)
existencia de elemento inverso &
Propiedades de distributividad:

D)= (e, %2) ® { (Y1,y2) © (24,22) } = (X1,%2) * ( Y1,y2) @ (X1,X2) * ( 24,22)
para todo (X1,X2), (y1,y2), ( 21,22) €R.

(%1,%2)*{(y1,¥2) © (21,22)} = (X1,X2)*( Y1+ 24, Y2+ 22)
= { Xs(y1#+ 21)- Xoy2#+ Z2) , Xa(y2+ Z2)+ Xo(ys+ 21)}
= { X1 Y1+ X1 29- X2 Y= X2 22, X1 Y2+ Xy 2o+ X2 Y1+ X2 24)
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= { Xy Y1- Y2 X2+ X1 214- X2 22, X Y2+ X2 Y1+ X1 224 X2 Z4)
= (X1 Y- X2 Y2, X1 Yar X2 Y1 ) © (X1 24- X222, Xy Zo+ X224 )
= (X1,X2)*( Y1,Y2) D (X1,X2)*( 21,22)

Py

ii).={ (X1,%2) @ (Y1.y2) } * (21,22) = (X1,X2) * (21,22) D (Y1,y2)*( 21,22)
para todo (x1,%2),( y1.y2),( 21.22) €R%

{(x1,%2) @ (y1,Y2)} * (21,22) = ( X1+ Y1, X+ ¥2) * (21,22)
= {( X1+ Y1) 21 -(Xa* ¥2) 22, (X1#+ Y1) Z2+( X2+ ¥2) 24}
= { Xy Zi+ Y1 Z29- X2 Z20 Y2 22, X1 2o+ Y1 Zo% Xp 29+ Y, 24)
=Xy 2= X2 2o+ Y1 24- Y2 22, X4 2o X2 29+ Yy 2o+ Y2 24)
= (( X1 21= X2 22, X1 Zo% X2 Z1) D (Y1 21= Y222, Y1 Zo% Y2 24))
= (X1,X2)*( 21,22) @ (y1,Y2)*( 21,22)
Py
O

Asl, la estructura (R%®,*) es un cuerpo conmutativo (campo) que la
denotaremos como R?, y las duplas (R%®), (R? *) son grupos aditivo y multiplicativo
conmutativos.

Definicién 2.1.3.- Sea aeR (el campo de los nimeros reales). La operacién
o :RxR? - R?definida como
o @ (X1,X2) = (aoXs , aeX;) paratodo (xi X)) e R2y a e R,
el llamada muitiplicacién por escalar.

Teorema 2.1.2.- La terna (R ©,¢) es un espacio vectorial sobre el campo R.

Demostracion:

En el teorema 2.1.1 se demostré que la dupla (R*®) es un grupo aditivo
conmutativo, de modo que sélo queda demostrar que la multiplicacién por escalar
(s) cumple con las condiciones necesarias para que (R?@®,) sea un espacio
vectorial sobre el campo R.

Propiedades de /a muitiplicacién por escalar:

i)~ Paratodo (x,x;) € R’existe un a € R, tal que
a e (X1,X2) = (X1,X2)

Esto es
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oeXy = X4
aeXz = X2

Porlotantoa = 1
existencia de elemento neutro &

ii).- Seana,feR y (x1, X2)e R? entonces
(af)e(x1, X2) = a o (Bxs, BX2)
Estoes
(ap )o( x1, X2) = (afxs, afXz)
2ae (BX1 ,sz)
asociatividad »

Propledades de distributividad:

I)- Setiene que aef (X1, Xz) B (y1, y2)} = ae(Xi, X2) ® ae(ys, yz) paratodo aeR
y (41.%2),(y1.y2) € R?.

Esto es
ae{ (X1,X2) @ (¥4, Y2)} = ae( X1 +yy , Xa+y2)
= { a( xi+y1) , of X2+Y2) }
= ( (axitays), (axztayz) )
={(axi,oxz) ®(ay,ayz))}
= ae(X1,X2) @ as( y1, ¥2)

ii)- Porotrolado {(Xx:,x2)® (y1,y2)}ea=(X,Xx2)ea®(ys,y2)ea paratodo
aeR y (X1,X2),( Y1, y2) € R%.

Esto es
{ (1, X2) ® (y1, y2)}oau = ( X1+y1 , Xat+y2)
= { ( X1+y1)a, ( X*y2)a )
= { (xjatyia ), ( X2a+y2a ) )
s{(x1a,X%0a)®(yia,ya))
=(X1,X2)00 D (Y1,Y2)ect

Asl, la estructura (R? @, ¢) forma un espacio vectorial sobre el campo R y lo
denotaremos como R?,
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Definicién 2.1.4.- La funcion (s,e) : 82 x 2 — R definida como
(X, y) -I)z:1xiy, paratodo x, y € R?

es llamada producto interno’.

Teorema 2.1.3.- La funcion dada en la definicién 2.1.4, es un producto interno

para R2,

if).-

ili).-

iv).-

Demostracion:
Sean x=(x1,X2) , y=(y1.y2), 2=(21,22) elementos de %2, entonces

(X, y)=(y,x) paratodo x, yeR?.

Para demostrar (i), se tiene que
( XYy ) =XYi
By X
= (y, X),paratodo x, yeR?
conmutatividad »

(aeX,y)=a (X y)=(X asy)paratodo x, yeR?y aeR.

Se tiene que
( aeX,y ) = (ax‘) yi
= a(xy) = a{Xy) paratodo xyeR®yaeR
= x,(ay)
= ( X,aey ) paratodo x,yeR!y aeR.
asociatividad e

(x®Yy,z)=(xz)+(yz) paratodo xyzeR’.
Esto es
(X®Y,2)=(X+y)z
= (xz)+(yz)
=(x,22) + (y.z)paratodo x,y,zeR?.
distributividad &
(xx)>0, paratodo xe®R? y x=0.

Esto es

k

' Para el resto de este trabajo denotaremos Z;l Y| simplemente como Xy:.
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(x,x ) = x> 0 paratodo x; = 0.

'
V). ( xx)=0,8iysblosix=0eR?
Estoes (xx)=x2=0siysolosix=0.
&
O

Definicién 2.1.5.- La funcién | e | : 2 » % definida por

x| =(xx) ", paratodo xe®?
es llamada, la norma euciidiana de x.

, Teorema 2.1.4.- La funcion dada en la definicion 2.1.5 es una norma para
R°

Demostracion:
Sea x=(x,X2) , y=(y1y2) € R?. Entonces

i) loaex| =lal Ix| paratodo aeR y xeR?.

| aex| = (ax,ax) "
= [azx‘z 12
- (al )1R(Xi2)"2
= (az )1/2( X,X ) b Ird
= |al Ix| , paratodo aeR y xe ®2.
o

i) Ix®yl s Ix| + lyl, paratodo xye®r?.
Ix®y |=(xey). xoy))"
= [ (x&y)' )
,[x‘2+y'2+2xmlm

Por otro lado
Ixl + Iyl =[x?]'"Z+y?]'"?

La restriccion que estamos tratando se puede presentar como

Ixeyl?s [Ix| + Iyl
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donde Ix@yl?= x? + y2+2xy,
= Ixl2+lyl2+2xy (a)
y [Ixl + TylP=Ixl2+20x] Lyl +lyl? (b)

de (a) , (b) se deduce que para cumplir esta condicion , se debera satisfacer lo
siguiente.

xy sIxl lyl
< (x.2)1f2( y|2)112

lo cual resulta cierto para todo x,ye ®?.

®
ili)- Ix| >0 paratodo xe®? y x#0.
Seax = (x,x2) # (0,0 ), entonces
le - (x.2)112>0
para todo x;# 0.
®
iv)- Ix| =0siysélosi x=0 eR?.
Sea x = (x;,x2) = (0,0 ), entonces
Ixl=x3)"2=0
para todo x; = 0.
®
0

. Para capitulos posteriores, llamaremos Biterniones a la los elementos de la
estructura algebraica (%%, ®,+,¢) la cual denotaremos por B.

2.2.- El plano euclidiano.

Las estructuras algebraicas formadas en la seccién anterior serian de poca
utilidad para el propésito de este trabajo de tesis si no se relacionaran con eventos
fisicos. Por tal motivo, el objetivo de esta seccion es formar una estructura
algebraica que llamaremos espacio afin que sera una especie de ‘interfase’ entre
elementos algebraicos y puntos fisicos. De esta forma los puntos del espacio fisico
y los vectores de 9i? , estaran en correspondencia biyectiva (uno a uno) y se podran

10
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representar matematicamente eventos fisicos como las rotaciones de un cuerpo
rigido por medio de una estructura mas completa que llaniaremos plano euclidiano
[S].

Definicién 2.2.1.- Sea ¢ un conjunto (el espacio fisico) cuyos elementos
llamamos puntos. La estructura (%%, ¢ , ¥ ) es un espaclo afin que denotamos
como A?, si la transformacién ¥ que a todo par de puntos de ¢ les asocia uno y sélo
un vector de 92, posee las siguientes propiedades:

Siendo ¥: e x e = R?; ¥(A,B)=b paratodo (AB)eexe y bedi?

a).- Para todo Pee y be%i? existe un Qee y sélouno, tal que ¥(P,Q)=b.
b).- Para todo A,B,Cec se tiene que ¥(AB )®¥(B,C)=¥(AC).

Para formar nuestro plano euclidiano es necesario que el espacio vectorial %2
sea normado. En este contexto la imagen de | ¢ | aplicada a cualquier vector be®?
significa la longitud de éste o, |la distancia entre los dos puntos que lo definen bajo
la transformacion ‘¥,

Definicién 2.2.2,- El éngulo Oyapyco entre dos vectores W(AB),
¥(C,D)eR? cumple con la siguiente relacién:

_ (¥(A,B),¥(C,D))
CosOvup).vcoy = ||\P( A.B)|| ||‘P(C.D)||

Es evidente que sl la distancia entre dos puntos es igual a cero
(1 ¥(A,B) | =0) esto implica que A=B. De esta forma se puede asignar el elemento
0e%? a cualquier punto de e. Elegimos entonces el punto Oee, que llamaremos
origen de coordenadas de nuestro espacio fisico, al cual asignamos el vector 0eR?
de modo que a todo punto Xee le coresponde el vector xe %°. Asi al vector xeR? lo
llamaremos, vector de posicién de Xee con respecto a Oee. Asi entonces, se
establece una correspondencia biyectiva entre los elementos de ¢ y %%,

Deflnicién 2.2.3.- Definimos a la transformacion ¥ 2 como
¥(0,X) = x - 0 =x paratodo Xee y todo xeR?
con ‘O’ como el origen de coordenadas.

Teorema 2.2.1.- La estructura A%=(%%¢,¥) con ¥ dada como en la definicion
2.2.1, es un espacio afin.

2 por simplicidad también se usa indistintamente ¥(0,X) como ¥(X) cuando el punto O es el origen.

n
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Demostracion:

a)- Paratodo Aee y beR? existe ununico Bee tal que ¥(A,B) =b.
De la definicion 2.2.3 se establece que si
Y(A,B)=b y ¥(A,C)=b entonces

b-a = c-a (a,b,ceR?)
lo que implica que b=c y por lo tanto B y C es &l mismo punto.

®
b)- W¥(A,B)® ¥(B,C)=¥(AC)paratodo (AB).(B.C)(AC)eexe.
Asignese a los puntos A,B y C, los vectores a,b y ceR? respectivamente.
Entonces
¥(A,B)=b-a ; ¥(A,C)=c-a ; ¥(B,C)=c-b y
b-a®c-b=c-a por la existencia del inverso aditivo
c-a=c-a locual demuestra esta propiedad.
[ )
Asi, la estructura (%%, € , ¥ ) es un espacio afin.
0

Definicién 2.2.4.- La estructura (A% (s,e), | o | C086 ya8)(c.0) ) 1a llamamos
Plano euclidiano y lo denotaremos como .

Ahora si ¥(X)=x, es natural identificar el punto X con las coordenadas del
vector x respecto a una base de %?.

Definicién 2.2.5.- Sea e=(e, e} una base ortonormal de R2. Definimos las
coordenadas x; del vector xeR* con respecto a la base e, como

X =(x6e)

Definicién 2.2.6.- Las coordenadas cartesianas X, de cualquier punto Xee
respecto de un sistema de coordenadas definido por una base ortonormal &,y un
origen ‘O’ , son

xl L < \'y(x)lel )

Frecuentemente en el estudio del movimiento de los cuerpo, es
necesario representar las coordenadas de un punto, en diferentes sistemas de
coordenadas. Para llevar a cabo esto, a continuacién analizamos la forma de
hacer un cambio de sistema de coordenadas, lo cual implica cambiar el origen,
cambiar de base 6 ambas cosa.

e
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Supongamos primero que se tiene un sistema de coordenadas Q, definido
por el origen O y la base e. Se desea cambiar de un origen O, a un origen O’
cuyas coordenadas en el sistema 2, son a;, sin cambiar la base e, Entonces para
todo punto XeA? tenemos que

W(0') ® ¥(O'X) = ¥(X)

Las coordenadas de ¥ (X) son las coordenadas del punto X en el sistema Q.
Las coordenadas del vector ¥(O°X) son las coordenadas del punto X en el sistema
Q, formado por el nuevo origen O’ y la misma base e,. Las coordenadas del vector
Y(O’), son las coordenadas a; del nuevo origen con respecto al sistema Q.
Entonces

X'i= X - a; son las coordenadas del punto X en el sistema Q.
Supongamos ahora que el origen O de coordenadas no varia, pero la base e
si se cambia a otra base e,. Denotamos la matriz de cambio de base como [ay] ,
entonces
ex= [au] e,

Puesto que las coordenadas del punto X son las coordenadas del vector x,
resulta que

Xy= [a ] X;s0n las coordenadas del punto X en |a base e,.
Por ultimo, si se cambia el origen y la base, tendremos lo siguiente:
X = oy + [ax] X'x 80N las coordenadas de un punto X en el sistema .
a;: Coordenadas de un nuevo origen O’ respecto al sistema Q.
[ax]): Matriz de cambio de base de e, a e.

X'x. Coordenadas del punto X en sistema de coordenadas Q2 formado
por el origen O’ y la base e.

13
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Capitulo 3

Quaterniones
3.1.-Estructura algebraica.

En este capitulo se presenta una estructura extendida y generalizada en R* del
algebra de bitemiones que se formulé en el capitulo precedente. Dicha estructura sera
el digebra de Quaterniones la cual se utilizara para representar rotaciones de cuerpos
“rigidos”, por ejemplo, en el espacio euclidiano. Se procede a formar la estructura
algebraica de los llamados Quatemiones. Al principio se define el conjunto R* y
después se define la operacién binaria de adicion “# “, la operacion multiplicacion por
escalar “o*, el producto intemo “(s.e)* y la norma “|e|* para formar diferentes
estructuras algebraicas que seran (tiles. Después de formar estas estructuras, se
define la operacién binaria de multiplicacién “*" entre Quaterniones como una
extension en R* de la multiplicacién de Bitemiones para formar la estructura (R* 4, %e).

~ Definicién 3.1.1.- El conjunto R* de 4-uplas ordenadas RxRxRxR de define
como
R = {(X1xeXe ) | X1, X0 €R )

Definicién 3.1.2.- Se define la operacién binaria de adicién 4 : R* x R* - R*
como
(X%1,%2,%3,X4) ¥ (Y1,Y2,.Y3.Ya) = (Xe+Yy1, Xo+y2, Xa,+Y3, Xa+Ya)
para todo (x1,X2,X3,X4) , (¥1.¥2,YsYe)eR* .

Definicién 3.1.3.- Se define la funcién multiplicacién por escalar e : R x R* - R*
eome oo (X1,X2,Xa,%4) = (0X1,0X2,000,0) para todo (xi.Xz.xaXe)eR! y aeR.

Teorema 3.1.1.- Laterna (R* 4 ¢) s un espacio vectorial sobre R.

Demostracion:

Propiedades de la adicion:

Sean x= (X1X2,Xa,%) , Y= (¥1.Y2.Y3.Ye) , 2= (21,22,23,2) elementos de R*, entonces

) {x+y)+z=x+{y+z)paratodoxy.z.

14



i).-

ili).-

Iv).

i).-

li).-

Quatermniones

{(x1,%2,X3,Xa) ¥ (Y1,Y2.Y3.Ya)}9(21,.22.23,24) =(X1+Y1,Xo+Y2 XatYa XatYa)¥(21,22,23,2)
=(Xy+y 1421, XotY2+ 20, Xa+y 3+ 23, Xa+Y 4 +2s)
=( (X1,X2,X3,Xa) (Y 1421,Y2+22,Y3+23,Ya+2s)
=(X1,X2,X3,Xa){(Y1,Y2,Y2 Ya)¥(21,22,23,24)}
=x$+{y+z)
para todo x,y,z.
asociatividad o

X$y=y<x,paratodox.y.

(X1,X2,Xa,Xa) ¥ (Y1,Y2,Y2,Ya) = (X1+ Y1, X2+ Y2, Xa+ Y3, Xe+ Ya)
= (Y1+ X1, Y2+ X2, Ya+ Xa, Yat+ Xa)
= (Y1.Yz.ya.y4) + (X1,X2,X3.X4)
para todo x.y.
conmutatividad &

Para todo elemento x existe un elemento “0” llamado elemento neutro de la
adicion, tal que
O+x=x+0=x
de la definicién es evidente que este elemento es 0=(0,0,0,0).
existencia de elemento neutro &

Para todo elemento x existe un elemento “-x “ llamado elemento simétrico de la
adicion, tal que
X¥(-x)=(-X)¥+x=0
también aqul es evidente, de la definicion, que -X = (-X1,-X2,Xa,"X4).
existencia del elemento simétrico &

Propiedades de la multiplicacién por escalar.

Para todo elemento x existe uno y s6lo un elemento a.eR tal que
ae X=X
de la definicién 3.1.3 es claro que este elemento es o=1.
existencia de elemento neutro 4

ae(fex)=(ap)e x conBeR. Para demostrar esto se tiene que
ae(Be(abcd)) =ase(pa,pb,pc, fd)
=(apa,apfb,apc,apd)
=0 ¢ (a,b,c,d)
=(ap) e x
asociatividad &
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fii).-  (a+B) e X =aex ¥ Bex con PeR. Aqui se tiene que

(a+B) o (X1,X2,X3,%) = ((a+B)x1, (a+B)X2, (a+B)Xs, (a+B)x)
= (oX1 #PX1 , aXo+PX2, aXa+PXa , aXetPX)
= (oX1, 0X2, X3, oXa)¥(BX1, BX2, PXa, BX)
= ae(X1, X2, X3, Xa) ¥ Bo( X1, X2, X3, Xa)
= qeX % fJoX
distributividad &

iv)..  ae(X < y) =aex < aey para todo aeR. De la misma forma

ae{ (X1,X2,X3,Xa)  (Y1,Y2Y2Ya) } =as( Xi+ Y1, Xo+ Y2, Xat Y3, Xat Ya)
= (a(Xi+ys) , o(Xaty2) , aXatys) , a(Xutys))
= (aXitays , aXztaya, aXa+ays , aXetays)
= (aX1, 02, 0X3, 0X4) P (01, QX2, X3, OXa)
mae( X1,X2,X3,%4) a®( Y1,¥2,Y3,Y4)
=geX < aoy
distributividad &
O
Por lo tanto, la estructura asi presentada (R*, +, » ) es un espacio vectorial sobre
Ry |la denotaremos como R* .

Definicién 3.1.4.- La funcién (s,¢) : R* x R* - R que se define por
4

(xy)= Xy, paratodo xyeR*

es llamada producto intemo de R, :

Teorema 3.1.2.- La funcion dada en la definicion 3.1.4 , es un producto intemo
para R,

Demostracion:
Sean x,y,z eR* y aeR. Entonces

i)- (xy)=(yx) paratodo x,y. Esto es

(XYy) =Xy
=YX
= (yX ) paratodo x,y.

conmutatividad &
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Quaterniones
i) (aex,y)=a(xy)paratodo a. Esto es

(aeX,y ) = axyi
=a (XY)
=q (XY )paratodo a.
asociatividad »

jil). ((x®y),2)=(x2z2)+(yz)paratodox,y,z Estoes
((x+y),z)=(x+y)z

=XZ +Yy2
=(xZ)+(yz) paratodoxy.z.

distributividad »
iv). (xx)>0, paratodo x=0. Esto es
(XX ) =X
= (x)?> 0, para todo x=0
propiedad positiva

v)- (xx)=0,siysolosi x=0.Estoes
(XX) =XX
(xx)=x’=0
sl y s6lo si x, = 0 para toda I. Ademaés si x; = O para toda |, entonces x=0.
propiedad positiva &
]
Asi la funcién dada en la definicion 3.1.4, es un producto intemo para R*.

Definicién 3.1.8.- Lafuncién |« | : %% —» R definida por
Ix = (xx)"
para todo x, es llamada la norma euclidiana de x.
Teorema 3.1.3.- La funcién dada enla definicién 3.1.5, es una norma para R*.
Demostracion: |
Sean x,y eR'y aeR, entonces
i)~ Lanorma es positiva definida, esto es

I x| >0 para todo x.
| x| = 0siy sélo si x=0.

7



i).-

fif).-

Quaterniones

De la definicién de norma y de la demostracion (iv) y (v) de producto intemo se
demuestra esto.

La norma es lineal homogénea, esto es
|aex|=|a| |x|paratodoxy a.

| aox | =[ (aex)?]"
= [ az x52]1/'2
- (a2)1l2 (X‘Z )1!‘2
m| o (xx )2
=|a||x| paratodoxya.

La norma satisface la desigualdad triangular
Ix+ylslx|+lyl paratodo xy.

Por un lado tenemos que
Ixeyl2s Ixl%20x] lyl+lyl?
donde
Ix#yl? =((x+y),(x+y))
=(x%y)?
=x?+2 %y +y?
= x| %2xy+]yl?
entonces
IxI2#2xyi+lyl2s Ix|?+2]x] Iyl +lyl?
xys Ixllyl

X Yi < (x‘2)112(y12)112

lo cual se cumple para todo para todo x.y.

positividad definida &

homogeneidad lineal &

desigualdad triangular

a

De esta forma queda demostrado que la funcién en cuestion, es una norma para

Definicién 3.1.7.- Sea x=( x,,x2)e R?, se define al conjugado x de x como

X =( Xy,-X2) para todo xe R

Definicién 3.1.8.- Sea x=( x1,X2,X3,Xs)eR* , se define al conjugado x de x como

" X=( X1,-X2,Xs,-Xa) para todo xeR*.
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En seguida se procede a definir la operacion binaria de multiplicacion en :R* para
lo cual se considera lo siguiente.

El espacio vectorial )¢ contiene dos subespacios vectoriales que nos interesan,
los cuales estan formados por los siguientes conjuntos y las operaciones de espacio
vectorial

Qi={ (1.%200) | x1:6R}cR*  yQ2={ (0,0, XoX) | Xs)ueR } c R

Ademds, dim Q1 = dim Q. = 2 de modo que Q 1, Q2 y R? pueden ser
isomorfos. Y también es claro que Q1 n Q2={ 0} por lo tanto %* es la suma directa
de Q1 y Q2, esto quiere decir que 3* = Q + Q2como se ilustra a continuacion.

Sea x=( x1,%2,0,0) € Q1 , y=(0,0, x3,%) € Q2entonces todo vector de 91 se puede
representar de modo unico en la forma

x+ye R paratodoxy[5].

Definicién 3.1.9.- Puesto que Q:, Q2 y %% pueden ser isomorfos, entonces,

existen dos transformaciones lineales Ty, : %% = Q1Y Tz : X% — Q2 definidas como
se indica a continuacion.

Tie (X1,X2) = (X1,X2,0,0) para todo (x1,x;)e R?

Tas (XaXa) = (0,0,Xs,%) para todo (xa,Xe)e R’
las cuales son dos isomorfismos.

Por lo anterior se puede hacer lo siguiente. Sean us( x1,X2,X3,% ) ¥ V=( ¥1,¥2,Y3,Ys )
elementos de R*. Entonces

u=(x1,%2,00) ¥+ (0,0x3%) y v=(y1,20,0) % (0,0, ysye)
Considerando las siguientes relaciones

Uym Tio ' (%1,%2,0,0) = (X . x2)eR?  y U= T (0,0, XaXa) = (Xa,Xa) € R2.
V= T1e'1(y1.y2.°.o) = (yhyz)eﬁz y V= T2c-1(oloo y3vy4) = (VS-W)emz-

se definira la multiplicacién entre Quatemiones.
Definicién 3.1.10.- Sean x = (X1, X2,X3.X4), ¥ = (Y1.y2.Yays) € R* y también sean

Uy=(X1,X2), Uz=( Xa,Xa), Vi=( Y1,Y2) Y V2= (ya,ya) elementos de %% Definimos la operacion
binaria de multiplicacion “¥r" entre Quaterniones como

Xdry = Tqc [ Ugsvy - Upe V2 ] T2 [U1*V2 @ Uz'\_lnl para todo x,y eR*.

9
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Desarrollando las operaciones se tiene lo siguiente.

Us Vi = (X0 X2) * (Y1Y2) = (Xaya-Xzy2 , XiYz+Xay1)
Uzt Va2 = (Xa,Xe) * (YarYa) = (XaYa+XaYa , -XaYa+Xa3)
Ur* V2 = (X1,X2) * (Ya.Ya) = (Xiy3XoYa , XrYa+Xzys)
Uz* Vi = (Xa,Xe) * (Y1,°¥2) = (XaY1+Xay2 , -XaY2+XaY1)

UisVi-Uz* v = (XqY1-X2Y2 , X1Y2+X2Y1) = (XaYa+XaYa , -XaYa+XaYs)
_ = (XY 1-X2Y ZXaY 3 XaYa , X1Y2+XoY1+XaYaXaY3)
UiV © U2* Vi = (XiYa-XaYa , X1YatX2Y3) @ (Xay1+XaY2 , -XaY2+XaY1)
= (X1Y3XoYa+Xay 1 +XaY 2 , X1Ya+XaY3Xay2+XaY1)

X%y ® Tic [ (X1Y1-XoY2XaY3XaYa , X1Y2#XoY1+XaYa-XaYs) | +
Tae [XiyaXayatXay1+XaY2 , X1YatX2Y3Xay2+Xay1) |

X¥ey = (X1Y1-XayzXay3-XaYa , X1Y2+X2y1+XaYa-Xay3,0,0) +
(0,0, X1ya-XoyatXay14XaY2, X1Ya+XoysXay2+XaY1)

XY =(X1Y1-X2y2-XaY3-XaY4 ,
X1Y2+Xoy1 +Xay4-XdY3,
X1Y3-X2Y 4+ Xay1+Xay2,
X1Ya+Xay3Xaya#Xey1)
Teorema 3.1.4.- La tema (R, <, %) es un cuerpo'.

Este cuerpo, en donde la operacion ‘' es no conmutativa, tiene como elemento
identidad e inverso multiplicativos lo siguiente.

1=(1,0,0,0) como elemento Icientidad. ‘

xlm( X X2 ZXy “Xe, X para xe R como elemento inverso.

W M

En adelante trabajaremos con la estructura (R‘%, %) la cual llamaremos
dlgebra de Quaterniones y que denotaremos por Q. Ahora consideremos los
sigulentes subespacios vectoriales

Qr={(%,0,00)| X1 eR )= Q

Qv={( 0z xa ) | XoXa 4 €%} = Q

1F'ura la demostracion de este teorema, ver [1).



Quatermiones

los cuales son isomorfos a )R y R°. Entonces existen dos transformaciones Tr:R— Qr
y Tv: R3> Qv definidas por
Tr(x1)=( x1,0,0,0 ) para todo x;eR, y

Tr(X2,Xs,X4)=(0 X2, X3,X) para todo (xz,Xs,xs)e R°
que son dos isomorfismos.

Por lo tanto, del argumento presentado antes de la definicién 3.1.9 se tiene que,
siendo xeQ), éste se puede expresar como la suma de dos elementos, xz y xv tal que

x= Xg % Xy donde xre QrY xve Qv para todo xe Q.

Liamamos a xr |a parte real y a xy la parte vectorial, de x. Desde este punto de
vista, los Quatemiones cumplen con las siguientes propiedades, como se demuestra en
[1].

Sl z=x Oy con x=(x:,Xz2,X3,X) , y=(y1,y2¥3.ys) € Q
entonces z= zg¥+ 2y donde Zr= Xgyr - (Xv,Yv) , Zv= XRYv ¥ YRrXv ¥ Xv X Yy
donde 3‘(o.o)‘ y ‘'x' son el producto intemo euclidiano y el producto vectorial conocidos
para R°.

También en [1] se demuestra que para todo x,y € Q.

) Xy =xdy

i) xdy =Yy %X
V). X %X = X%Xe Qr

V). X% X = x%x =1 (para quatemiones de norma unitaria)

3.2 El espacio euclidiano.

Al igual como se desamolio el concepto de plano euclidiano ¢ en la seccién 2.2,
también asi se puede proceder para foomar una estructura que llamaremos espacio
euclidiano & obviamente cambiando %2 por ®* y donde las funciones, norma, producto
intemo y coseno son extendidas a :°. Ademés siendo la tema (%R°+,) un espacio
vectorial real, la estructura (A%, (s,e),|¢||.COS6) es la que llamamos espacio euciidiano &,
También aqui, A° es la tema (%° ¢, ¥) que llamamos espacio afin.

&l
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Capitulo 4
Mowimiento Rigildo.

En este capitulo se define la transformacién lineal que se utilizara para modelar
las rotaciones de cuerpo rigido en el plano euclidiano () haciendo uso de el algebra
de bitemiones. También, de forma similar se presenta la transformacién que
utilizaremos para modelar las rotaciones de cuerpo rigido, en el espacio euclidiano (¢)
donde utilizaremos el aigebra de quatemiones.

4.1.- Definiciones bdsicas.

En los dos capitulos anteriores se sentaron las bases matemaéticas para
identificar los puntos del espacio fisico con elementos de las estructuras algebraicas
formadas. Lo mismo se puede hacer con los puntos de cualquier cuerpo que ocupa
regiones del espacio fisico (¢). Por tal motivo, cuando se habla de un cuerpo 3, significa
que es un cuerpo el cual ocupa la region pc &.

Definicién 4.1.1.- Sea 3 un cuerpo'. Un movimiento de 3, es una funcién
continua
m: RxR ¢

donde, para cada teR, m(s t) @8 una deformacién de 3. Por lo tanto, un movimiento es
una familia uniparamétrica (con el tiempo teR como parémetro) de deformaciones
continuas.

Definicion 4.1.2.- Sea » un cuerpo. Una deformacién de 1 es una funcion
f:3—f(n)con p,f(R)=§ , tal que

i).- feE'(R,f(R)) @8 uno auno y sobre (isomorfismo). Siendo

Ea{ £ §esuncampo vectorial.)

E'v=( £:E- | los 5= (f,8/) son diferenciables y las derivadas Df;,continuos
donde { es el espacio vectorial asoclado a ¢ .

li).- det V£ > O para todo xen.

Llamamos a # la configuracién de referencia y a sus elementos, puntos
materiales, ademas, para cualquier punto Peg, f(P) es el lugar ocupado por ‘P' en la
region f(R)c &.

'se maneja el concepto de cuerpo como en [4]
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Definicion 4.1.3.- El tensor G(P) =V 1(P) es llamado el gradiente de ‘' y es una
transformacion lineal donde det G >0. Ademas si G es constante, se dice que la
deformacion 'f' s homogénea y puede ser representada como?

f(P)=£(Q) + G(P-Q) paratodo P,Q e&.

Un ejemplo importante de éste tipo de deformaciones en donde existe un punto
Qen tal que f(Q)=Q, son las rotaciones de 1 con respecto a Q. Por lo anterior se tiene
que
f(P)=Q + R(P-Q) para todo Pe®

Con R como una rotacién. Esto es, Re ®((,;) donde
R(L.5)=( Te0(;,() : det T>0), el espacio vectorial de rotaciones sobre R.
0(;.5)={ Te£(5.L) : TeT'=T sT=] ), es el espacio vectorial sobre R, de
tensores ortogonales.
£(C4)={ T:{=>¢ : T es lineal ), el espacio vectorial sobre R, de tensores
lineales.

Del concepto de distancia entre dos puntos Introducido en los dos capitulos
anteriores, se da la sigulente definicion.

! Definicion 4.1.4.- Una deformacion f de un cuerpo 1 se dice que es rigida
(1 £(P)- 5(Q)| = | P-Q| para todo P,Q en) sl y sdlo s

i).- f @8 homogénea, y
li).- V£ es una rotacion.

4.2.-Rotaciones en el plano euclidiano ( p).

Teorema 4.2.1.- La transformacién p(x,#):B— B con xe B fijo, definida por
p(x.y)= "—:‘j, (x+y) para todo ye B
es lineal y ortogonal.

Demostracién:

i}  Sip(x,e)es lineal, entonces
p(x,(y @ aeZ) ) = p(x,y) ® aep(x,2) paratodo y,zeBy aeR.

2 ver |4), pp. 3842
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Tenemos que p(x,(y ® aez)) = II_:JI (X * (yDae2z))
1

= M(x-y D x*aez )
= 1 () @ pras(xe2)
= p(x,y) ® aep(x,2) para todo y,zeB.
' Y
ii)= p(x,e) es ortogonal si
( p(x.y).p(x,2)) = (y,2) para todo y,zeB.
Se tiene que
( p(X.y).p(x.z)) = ng»y)l p(xvz)i
= W (xey) ( x+2),
desarrollando las multiplicaciones el Id® yizi]
=(y.z)
4
d

Teorema 4.22.- La matriz M,,eM>, asociada a la transformacion
p(x,»)e£(B,8) con respecto a la base ortonormal {e}) es

1 [ %4 'xz)
Moo= ] (Xz "
Demostracion:

Puesto que p(x,y) para todo yeB se puede determinar si se conoce p(x.e)

entonces, es suficienie saber cual es la imagen de cada e, , bajo p(x,e), expresada
como una combinacién lineal de la misma base e.. ([6]teorema 2.2). Esto es

o(x.e1) = II_:dI xee, = ﬁ(x. X)+(1,0) = ||ﬁ(x' )

= l . =i . =—1- -
P(x,ez) = IMI X*e2 |M| (x1,%2)+(0,1) IMI( X2,%1)
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y expresado como combinacion lineal de e, se tiene que

p(x,.eq)= W:Il(m' D x8;) = ﬁ(xhxz)

1 1
p(x,@2) "—)d—l(-xzmexwz) M('Xz.)h)

formando la matriz M, con las coordenadas de p(x,e) respecto a e;
1o
Moo=
Pl ol \xp x,

Teorema 4.2.3.- La transformacién p(x,¢)e £(B,B) es tal que
p(x,0)e{ Te£(B,B)| T es una rotacion }
Demostracion:
i)-  Sip(x,e) es una rotacion, entonces

La transformacién p(x,e), como ya se demostré en el teorema 4.2.1, es ortogonal.
También se puede demostrar esto con la matriz del teorema 4.2.2

il).- Ademéds como p(x,e) es ortogonal, entonces det p(x,e)=+ 1 ya que la ortgonalidad
establece que det {p(x,e)op'(xe)} = det {p'(x,0)ep(x,e)} = det I . Por lo tanto, para
demostrar este teorema resta probar que det p(x,¢)>0.

det P(x-') = det M“l\.)
=det 1 ! 'x')
d\x; x

1
= M,— (X1%+x2%) >0 para todo x #0.

Teorema 4.2.4.- La transformacién p(x,e) con xeB fljo definida en el teorema
4.2.1, es una deformacién de A &.
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Demostracion:

i).-Evidentemente p(x,¢) es un isomorfismo para B y por lo tanto es uno a uno y sobre®.
Entonces, para probar que p(x,e)e E', tenemos lo siguiente.

a).- Si los p(x,¢) son diferenciables en cualquier punto yen, entonces existe una
transformacién lineal Dpi(x,y): B—B que es Unica para cada ueB y que se define por

Dpi(x.y)u= lim— [p(x y @ aeu) - p(xy) | = — [p(x y @ asu)] |uso

y que es llamada la derivada de p(x,») en 'y’ (Dpi(x,y) ). Ademaés, Dp(x,¢) @8 un mapeo
que asocia a cada yeB el tensor Dpi(xy)e£(B,B). También se tiene la equivalencia
sigulente’,

Dp(x.y)le] = -éf,— p(x.y), slendo p(x,e) un campo vectorial.
Por otro lado, como ‘U’ puede ser representado como una combinacioén lineal de
una base de B y como esta representacién es unica® , basta con demostrar que los
pi(x,e) son diferenciables en los elementos de la base de B. Por lo tanto, sea e una

base ononormal de B, entonces
p( x.y)-m(mw-xm.xw:ww)
Dorxylled] = §p1(x.y> M
Dpi(x.y)lez] = ay p1(x.v) Il)dl
Dpzx.y)lei] = E_MX'V)'HX’
Dpzx,y)ez] = ay = pAxy) = II)dI

Asi entonces, los p; son deferenciables un todo ye B.

: ver (5], capitulo 2.
ver [4], capftulo 2.
ver [6], teorema 1.10
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b).- Para completar la demostracion de este punto, del inciso anterior obsérvese

que Dp(x,e) es continuo en todo punto ye B.

ii).- Para terminar de demostrar el teorema, se tiene que

[Vp(x,0)}x= 'é%‘ pi(X.)

op,(x,y) Op,(x,y)

N
por lo tanto det [Vp(x,y)] = det ap,(x,y) 0p,(x,y)
oy, 0y,

para todo ye B. Entonces

opy(xy) 9p,(xy)

aYl ayl = l X1 -X,
det ap,(x,y) 6p,(x.y) det Id \x "lj

oy, ay,

1
o (xs*+x;%) >0 para todo x = 0

lo cual demuestra el teorema.

0

Puede observarse que la matriz My, asociada al tensor Vp(x.s), es la misma
que se present6 en el teorema 4.2.2, por lo tanto sé puede adelantar que el tal tensor

es una rotacién de 3.

Teorema 4.2.5.- La deformacion p(x,e) es rigida.

La demostracién de este teorema se deduce de ios teoremas anteriores ya que

Vp(x,e) es constante y Vp(x,e) es una rotacién.

Finaimente se puede decir que la funcién m(s.t) para cada teR fijo, es una

deformacion p(x,e) con xe 5 fijo.
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4.3.- Rotaciones en el espacio euclidiano ( &).

En esta seccion se define la transformacién p(x.e) que seré utilizada para
representar rotaciones de cuerpos ‘rigidos” en ¢ en donde la direccién del eje de
rotacion puede ser, a diferencia del caso en ¢, definida por tres cosenos directores con
respecto a un sistema inercial. Se utiliza para tal motivo, el aigebra de quatemiones.

Definicién 4.3.1.- La transformacion p(x,e)Q— Q , para cualquier xeQ fijo, se
define como

1 -
p(x,y)= Wo(x*y* x), paratodo ye Q.

Teorema 4.3.1.- La transformacion de la definicion anterior es lineal, ortogonal y
p(x,y)eQy paratodo ye Q..

En [1] se demuestra que este teorema es vélido y por lo tanto se puede aplicar
indistintamente a vectores de 9:° 0 puntos de ¢ que se relacionan por la funcion y del
espacio afin A’. También se puede demostrar, al igual que el teorema 4.2.2 , que la

matriz M. €M @80Ciada a la transformacion p(x,e)e£( Q, Q) con respecto a ia base
Be{e) ., 08

Idl® 0 0 0
My, = _1_. 0 X: +Xf -X; -X; 2(X\X; - XoXy)  2(XoX; +X,X,)
plxe) "x“? 2 _ 2,2 _ 2 -
0 2(xpXy +X,X,)  Xg=X5+X; =X;  2(X;X, = X,X,)
0 2(X,Xy =XoXy)  2(XpX,+X,X,) X3 -x?-x3+x}

para todo x=(xo,X1,X2,X3) € Q.

También se puede demostrar, como en el caso de rotaciones con direcciéon de
eje de rotacion constante, que

p(xo)e{ Te£( QQ): ToT =T cT= ], det T = 1)
y que p(x,s) @8 una deformacion rigida para un cuerpo® 5.

Ademés cuando se Incluye el parémetro t (tlempo), p(x,e) es una familia de
deformaciones que producen un movimiento rigido de 3. -

® Cuando se aplica p(x.¢) 8 cuslquier yeQ..

14
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4.4.-Descripcién de rotaciones en (.

Elteorema de Euler relacionado con la rotacién de un cuerpo establece que
el desplazamiento general de un cuerpo que tiene un punto fijo se puede representar
por medio del &ngulo 6 y la direccién del eje de la rotacion.

En esta seccion se presenta la rotacion p(x,y) para cualquier yeB en términos
del angulo de desplazamiento 6 .

Sea 3 un cuerpo que posee un movimiento de rotacion y cdyo eje pasa, en e
plano euclidiano ¢, por un punto al que asociamos el vector 0<B.

%

OO
Elode _SXXXN
oo SO
CLRPPELLER

AR KRR
y ASOARRRPLIEREERR,
oYL e el ” 2
() l , 7% ’ " S
O IR XY O DI I
CORIIICHKIEHKN. KXY MBI
ORI PSSR LR
4 KXY X )
RO XK
RO IR P
Reotesstetets o3
SCRIKLN
SRR
OO
e %
07076707020
000068
4
OO
&

Fig.4.1: Rotacién ende 8 en p.

Denotamos a ey como el vector unitario que define la direccion del eje de Ia
rotacién y el cual es elemento de una base ortonormal en %i° ademas e, y e, forman
una base ortonormal para %%, Asi entonces tenemos que

(v, px, y))

Cosf=r—r—7""
I lptx, )
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donde |lyll = |le(x.y)I|. y desarrollando el producto intemo se tiene que

x1=|x| Cos6é
Y como |x|*Cos?0+|x|’Sen’0=|x|*  entonces

xa=[X| Send. Por lo tanto x= [X|(Cos8,+Send). Entonces, para todo yeB,

p(X.y) -“1] Ixl(Cose,+Sene)=(ys.y2)

entonces
p(x.y)=(ys Cos0 - y2Send , y;Send + y,Cos6) para todo ye B’ 0

4.5.-Descripcion de rotaciones en &,

Las rotaciones para cuerpo 'rigido’ cuyo eje tiene direccién variable, pueden ser
caracterizadas utilizando el digebra de quaterniones cuando la transformacion p(x.e),
que se definié en Q, se aplica a cualquier elemento ye Q. el cual se puede asociar
con los puntos de un cuerpo 3. Asi entonces se tiene la siguiente caracterizacion

weTal PO )y Ty thiSend 0)

ademds, sl | x| =1 entonces se obtienen los parémetros de Euler®
0 0
Xp= Tr( COSE ) Yy xe=Ty( iSen-2-0)
X= Xz ¥ Xy

. donde Q es el vector unitario de define al eje de la rotacion y 6 el &ngulo de la misma. Si
el vector 0 = u#, donde & es una base ortonormal de %°, entonces

Xr =( Cosg ,0,0,0); xv=(0, iSen% Uy, :tSen% Uz, iSeng us);

x=( Cosg . iSeng Uy, iSeng uz, iSen% Us) e

" De aqul en adelante se tomaré || =1 para todo xe B. Siendo ‘X un bitemion de rotacién
® También a partir de aqul, se tomard ||=1 para todo xe Q . Slendo X' un quatemién de rotacién
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Capitulo 5

Interseccidon de Trayectorias.

5.1.- Definicién general del problema.

Para explicar el objetivo de este capitulo, consideremos los siguiente. Sean a
y b dos particulas que describen trayectorias T, y T, respectivamente, las cuaies
son eventos en el espacio-tiempo. Para un intervalo determinado de tiempo [0,T], T,
se inicia en t, (donde la velocidad de la particula es Voe%R®). T, se inicia en el
instante t; con to<ti<T . El problema que se pretende resolver es, determinar
matematicamente a T, la cual tendré que intersectar a T, en un instante t2 que se
caracteriza por t,<tx<T.

Ademas para una particula p, la imagen de la funcion x,: R,

X=Xp(t)

. es |lamada el /ugar ocupado por la particula p en el instante t. Asi, definimos al
conjunto

Tp ={(x.1): teR})
como la trayectoria descrita por la particula p .

Desde este punto de vista, nuestro problema consiste en determinar la
trayectoria T, que inicia con un retardo t; de modo que

Xa(t2) = Xo(t2)
Cabe mencionar que las trayectorias T,y T, pueden ser de cualquier tipo, sin
embargo, se eligen de tipo parabélico porque representan un buen ejemplo que

puede extenderse a trayectorias definidas por funciones respecto al tiempo, lineales
o de un grado mayor que 2.

5.2,- El caso bi-dimensional.

Ahora consideremos que T, tiene la forma siguiente.

S/
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Re(1)

0 LR

Fig.5.1: Trayectoria T, de la particula “a”.

- Donde, en el instante t=0 la particula posee una velocidad VoeR? y un éngulo
0 con respecto al cje R¢(t). Ademas, como se trata de un evento en el espacio-
tiempo, las ecuaciones paramétricas de las funciones Ry R2 son definidas como

Ri(t)= | Vo || Coso t
2
Ra(t)= | Vo || Seno t - %

Estas ecuaciones son las que caracterizan el movimiento llamado tiro
parabdlico para una particula, siendo R;(t) un movimiento rectilineo uniforme y Rx(t)
un movimiento uniformemente acelerado. Asi se tiene que las funciones
R.:[0,T]»>%R* y R2[0,T]>R son representadas por las siguientes gréficas en el
espacio-tiempo.

R1(t) 0]

Fig.5.2: Gréfica de las ecuaciones paramétricas de Ty
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Se puede observar que Ra(t) =oi(t)+p2(t) donde ¢1:[0,T]>R" , ¢2[0,T]->N".
Nuestro objetivo es determinar las ecuaciones dadas por las funciones
Ri"[t1, T']R* , o1 [t T]-R* ¥y 02 [t T]>R" con T'>T de tal manera que con un
retardo tieR en el tiempo, intercepte a las funciones Ry,¢1,¢02 en el tiempo t,. Para
tal fin, pensemos que las funciones que definen a la trayectoria T, tienen un
comportamiento como el indicado en las figuras siguientes

/

Rl(t) / ‘ij /L

R 1(t) e ¢ 1(t) 4
."'. / | /
| /
/ /
// I/
| tz t ty t, t
@a(t)
¢ 2(t) otz |
._.l>;\

Fig.5.3: Comportamiento de las funciones seguidoras que definena Ty,

De acuerdo a lo anteriormente expuesto, la construccion de las funciones
Ri,¢1 Y 92 a las que llamaremos funciones seguidoras, se hara de acuerdo a la
siguiente metodologia:

i)- De acuerdo a la figura 5.3 se observan las siguientes restricciones
Ri'(t) = @1’ (1) = @2'(t) = 0, 0 t S 4

ii)- Las funciones Ry[t,T]>R* y o1 [t,,T]>R* son lineales mientras que
o2 [, T]>R" es una funcién cuadrética. Ademds,

Ry'(t2) = Ri(t); 01 (t2) = ¢1(ta); 02 (t2) = ¢a(t2)

ili)- De acuerdo a (i)-(ii), podemos proponer entonces la forma de las funciones
buscadas segun se indica a continuacion.
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Ri(t) = ag*at .
(01.(0 2 Bo+fqt te[h,T ]
92 (t) = yorysteya?

iv).- Con las restricciones (i),(ii) y con (iii) podemos determinar los coeficientes de
los polinomios, en la forma siguiente

8) R1:(t1) = oottty =0 & ap =-ast
R1 (t2) = aotasty = - (ti-t2) = ”Vo ||Cose t>

1
1=t
]
tz—t|

ar = Vo llCosot;

Vo |l Cose t2

ao.—

de donde al sustituir se obtiene

Ri'(t)=0 0stst,

Ri(t)= - X IVollCosOta(t-t)  t2t
t,-t,

b) (01:('1) = Bo+fiti = 0 o Bo== Bty
@1 (tz) = BotBitz = By (i + ) = || Vol Send t;

1

e lIVollSenet, ,
o= - t—'t. IVl Senets,
L @i (t)y=0 0stst
o1 (t)= . it, iVollSenetz (t-t:) t21

€) @2 (t) =yotys tityats¥ =0
’ gt3

02 (t2) =yotyr Lty 1% = Y
de la restriccion (i) se tiene que

%(t) =y, +2y,t=0

y tomando los limites de ‘t', se presentan los dos casos siguientes.

5¢
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Caso 1 (t=0) : %; (0) ¥, =0

al resolver el sistema formado por las dos primeras ecuaciones de (c) y la ecuacién
de este caso, se tiene que

e2)=0 0stst,

‘pz.(t) 2(t28tz )(t2 t ) t2t,

Caso 2 (t=t,) : %L(tl)=0= Y1 +27,t, &y, ==2y,t,

resolviendo el sistema formado, se tiene que

e21)=0 2 0stst
o) = (“)mt)' L2t

En resumen tenemos que las funciones buscadas son:
Caso 1.

CuandoOststy

Ry (t)=0

o1 (t) =0

e2()=0
Ra2(t) = @1 )*e2(t) =0

Cuandot 2
= 1
R:'(t) = Vo llCosa t; (t - t4)

I Vo I Send t; (t-t4)
gtz

. 1
¢ (t).t,-

R G
Rz (t) = 1 (t)""PZ ® z
R) = I Voll Send z 14, - 2(:‘ 5t -1)
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CuandoO<stst,

R1'(t) =0

‘01:(‘) =0

p2()=0

Rz (t) = @1 ()+o2(t) =0

Cuando t 2 t;
Ri() = —— [IVolICos@ta(t-t:)
tg _tl

)

e

‘Pz'(t) 2(t8t2t )2 (t -t )2

Rz (t) = o1 (t)"(Pz (1)
R2(t) =

Ty -ty

5.3.- El caso tri-dimensional,

Ahora se considera que la trayectoria T, estd definida en un sistema
tridimensional de coordenadas cartesianas, como se ilustra a continuacién.

Ra(t)

Ru(t)

Fig.5.4: Representacion de T, en un sistema de coordenadas tridimensional.
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El vector de velocidad de la particula en el instante t=0 es VoeR® el cual tiene
un éngulo 6 con respecto al plano definido por Rs(t) y Rz(t) y su componente en este
plano tiene un éngulo ¢ respecto al eje Ri(t). Por lo tanto las ecuaciones
paramétricas de este evento son:

Ri(t)= || Vo || Coso Cos¢ t
Rz(t)= | Vo || Coso Sen¢ t

2
Ra(t)= || Vo || Seno t - %

donde R[0,T]=>R" , R2[0,T]>R* y Ra[0,T]>R. Siendo Ry(t) y Rz(t) movimientos
rectilineo uniforme, y Ra(t) un movimiento uniformemente acelerado. Por otro lado
se tiene que R:[0,T]-%R’, R:[0,T]oR® y Ry[0,T]>R se representan por la
siguiente figura.

R Ra(t)

m1(t) t

Fig.5.5: Gréfica de las ecuaciones paramétricas de T,.

Como en el caso anterior, s& puede observar que Ra(t)=¢i(t)+¢2(t) , donde
¢r[0,T]>R* y ¢2[0,T]oR. Las condiciones para determinar las funciones
seguidoras es el mismo que en el caso anterior, ademas de usar la misma
metodologia para conseguirio. Asi entonces se llaga a los sigulentes resultados
para los dos casos presentados.
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Cuando0stst,
Ry®)=0; Ry()=0
o)=0 a()=0
Ra(t) = o1 ()+o2(t) =0

Cuando t 2 t

Ri'(t) = F || Vo | Cos® Cosé ta (t - t:)

R2'(t) = t—_—“ I VoIl Cos Seng t2 (t - t)
2

er(t)= ” itl Vol Sene tz (t-tr)

(Pz.(t) - -2(t§8t_2t12)(t2 -t:)

Ry'(t) = o1 () +02 (1)
R;'(t)-tz _{ T I Vol Send t; (t-t;) - T t)(tz t})

Caso2:

Cupndo Oststy
Ri()=0; Ry(t)=0
e ()=0; ¢2()=0
Ra(t) = ¢1 (t)+p2(t) =0
Cuando t 2 t,
. 1
Ri (t) = | Vo l|Cose Cosé ta (t - t1)

i 1
Rz () s Vo || Coso Seng t2 (t - 1)

@1 ()=

02()= 2““" Sr(t-t)

Rs() = or ()02 (1) 2
R0 ) -3 ¢

L1 4
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Capitulo 6

EIl  Mowvimiento de los Manipuladores

Con las bases matematicas expuestas en los capitulos 2,3 y 4 se procede ahora
a la modelacién matematica del movimiento para los manipuladores de dos y tres
grados de libertad. Primero se analiza el manipulador de dos grados de libertad por
medio del algebra de Bitemiones para después analizar el de tres grados de libertad
con el digebra de Quatemiones. Al ser el digebra de Quaterniones una extension del
éigebra de Bitemiones, el movimiento del manipulador de dos grados de libertad
también se puede analizar con la primera de éstas. En este caso (cuando el eje de las
rotaciones tiene la misma direccién) resulta, como era de esperarse, que la
multiplicacién entre Quatemiones, sea conmutativa. Sin embargo como la estructura de
los bitemiones, tal como se utiliza aqui, esta disefiada para el anélisis del movimiento
en o, serd ésta la que se utilice para dicho analisis.

6.1 Definicién del problemaen o.

En el capitulo anterior de identificé el problema de intersectar la trayectoria T,
con |a trayectoria T, en el plano euclidiano . Como ejemplo tomamos los siguientes
_parémetros para la trayectoria T, .

|IVo||=100; g=9.81; 6=45°,

Si queremos que la trayectoria T, se inicie con un tiempo de retardo ty=3seg. y
que intersecte a T, en el tiempo t>=7seg., tenemos, al sustituir estos datos, que las
ecuaciones paramétricas de T, y T, son las siguientes.

Trayectoria original T,:
R¢(t) =70.7107t
Rat) =70.7107-4.905¢% paraO<ts<7

Trayectoria seguidora T:
Caso1: R;(t) =0
R2(t) =0 para0<ts3
Ry(t) =123.7441t - 371.231
Rz (t) =-317.153 + 123.744 t - 6.00863 * parat > 3 o
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Ra) 4 Re®)

Trayeckrie seguidors

Tayeckria arignel

—» R
Pf(t)

(0,0) =

Fig. 6.1: Interseccién de trayectorias para el caso 1 en %%,

Caso2: R(t) =0
Rz(t) =0 para0sts<3 y
Ri'(t) = 123.744 t- 371.231

Rz (t) =-506.425 + 213.873t- 15.0216t* parat>3 o
RV A R:t0)
Trayeckrie origirel
=7

B4

| Trpacria mgirn

:

|

|

|

!

R

(0,0 = n."&

Fig.6.2: Interseccién de trayectorias para el caso 2 en R>.

6.2 .- El movimiento en p.
Del teorema de Chasles es bien sabido que el movimiento general de un cuerpo

rigido, de un estado inicial a un estado final, se puede representar con un
desplazamiento y una rotacion equivalentes.

©
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Por otra parte, antes de modelar cualquier fenémeno fisico, es primordial definir
un sistema de referencia en el cual las caracteristicas del fendmeno estarén
determinadas. En nuestro caso (movimiento de cuerpos rigidos) tal sistema esta
determinado por un punto del espacio fisico (origen) y una base ortonormal de
bitemiones, definiendo asi un sistema de coordenadas cartesianas para (. Este
sistema es llamado fijo, global o inercial si el origen y la base se mantienen sin
camblos. Como ya se mencioné anteriormente , el movimiento rigido de un cuerpo se
puede representar por un desplazamiento y una rotacion equivalentes; para tal
propésito es preciso definir un sistema de referencia mévil ( con origen y base
variables) el cual se coloca al cuerpo y se mueve como sl fuera parte de éste.

Para Iniciar el andlisis e ir estableciendo la nomenclatura y los criterios que se
utilizaran en adelante, consideremos la rotacion de bases en relacion a la siguiente
figura.

\ez

0 &,
Fig. 6.3: Rotacién de la base &,

En este caso la base movil 4 se debe representar, para efectos de nuestro
andlisis, en términos de la base inercial &; . Esto es

&=p(p, &) @

slendo p=(Cos6,Send) el Bitemion que rota a la base &j (recordemos que utilizamos
bitemiones de rotacién con norma unitaria). Asi, cualquier vector definido en la base &,

podré ser expresado en la base é&;.

Ahora considérese la siguiente figura.
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a, &,
84

82 v

Fig 6.4. Rotacién de un cuerpo rigido .

Nomenclatura:

&, : Sistema de coordenadas cartesianas fijo (base inercial).

&; : Sistema de coordenadas cartesianas movil en la configuracion no deformada.
(Base mévil).

&; . Base mobvil en la configuraciéon deformada.

: Configuracion de referencla del cuerpo 8. Configuracién no deformada de 5.

: Configuracién deformada del cuerpo 5.

: Punto material me en la configuracién no deformada.
: Punto material me en ia configuracién deformada.

. Diferencia angular entre las bases &,y 4.

: Diferencia angular entre las bases 3, y &;.

: Vector asociado al punto m en la configuracién inicial.

: Vector asociado al punto m' en la configuracién final.

: Vector unitario definido por v en la configuracion Inicial.
: Vector unitario definido por v’ en la configuracién final.

<<g @33 =7

33

Se requiere que el vector 'V’ sea expresado en la base inercial, entonces

vsjv[n donde n= 3 ng;!
ny = (n, &y

' Se edopta Ia notacion siguiente: Tn; &;=n; &,
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v=|v| na expresado en la base @
sustituyendo @ en @ se tiene lo siguiente.
v=|v| nip(p, &) expresado en la base &;.
Para el estado final, el vector v’ tiene la siguiente representacion el a base é;.

vs|v|n'  donde n'=n‘Y

n] ‘s (nllél)
&=p(q, &
sustituyendo
ve|v] ny'p(q, &) donde q=(Cosy,Seny)

vsjv] n'p(q, p(p, &))  expresado en la base inercial.
Nétese que por ser i un cuerpo rigido
n=n' entonces (n, &) =(N',8)

Noétese también que si ‘v’ es paralelo a cualquiera de los ejes de la base 3,
entonces
ve|v] p(p, &) estado inicial
v=jvip(a, p(p. &) estado final.

Este hecho permite reducir las operaciones al no tener que calcular n; por lo
tanto, para el analisis de los manipuladores se colocan bases méviles de modo que se
evite el céicuio de n;. Otro aspecto importante que cabe recordar es que los Bitemiones
p y q estan definidos en las bases & y 4; respectivamente. Este aspecto toma una
importancia fundamental en el andlisis del manipulador de tres grados de libertad,
donde los ejes de rotacion tienen direcciones variables.

Para el andlisis del movimiento general de », consideramos la figura 6.5. Del
teorema de Chasles se tiene que el desplazamiento equivalente es determinado por el
vector : d = g-f , donde f y g definen la posicién del origen del sistema mévil en el
estado inicial y el estado final. La rotacién equivalente esta determinada ( en este caso

de R?) por el dngulo ¢. Entonces se tiene que para el estado iniclal:

Vsfiy donde VeV ng; &=p(p, &), my=(N,§)
f=f¢, fi=(f.¢),entonces

V=1g + |v|npp, &)

é8
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Fig. 6.5: Movimiento general de un cuerpo 3.

Para el estado final:

Vs g+V' donde v'-|v| ni'él : n"- (n’.@,) : 6,: p(q' 3,);
g=g¢&. 9= &), entonces

V=g &+ [vle(Q p(p, &)

6.3. El manipulador de dos grados de libertad.

Como se mencioné anteriormente, analizaremos un manipulador de dos grados
de libertad Tipo RR donde colocamos bases méviles en cada eslabon, con origen en
las articulaciones. Ademéds, algtin eje de los sistemas méviles (en este caso, los
definidos por &'y y a% ) se hace coincidir con el eslabén correspondiente. Para
determinar el signo de la rotacién, se toma como criterio el de las manecillas del reloj;
slendo negativa si la rotacion es el mismo sentido de las maneciilas, y positiva s es en
el sentido contrario.
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6.3.1.-Cinemdtica Directa.

Como se sabe, la cinematica directa consiste en determinar la posicion,
velocidad y aceleracién de cualquier punto material del mecanismo o cuerpo que se
analice, a partir del conocimiento de las coordenadas generalizadas (en nuestro caso,
los desplazamientos angulares). Sin embargo, en este trabajo nos enfocamos al
andlisis de la posicion, quedando abierto el tema para el de velocidad y aceleracion.
Por otra parte y para quienes no estén familiarizados con el software MATHEMATICA ®
se ha estructurado el desarrollo de este tema, presentando la forma de planteario en el
software.

Iniciamos analizando la posicién no deformada para el manipulador de acuerdo a
la siguiente figura.

Fig. 6.6: Configuracion inicial del manipulador de 2 gdl.

Nomenclatura:

& .Base inercial.

4"} : Base movil del eslabon 1.

4% : Base movil del eslabon 2.

u,v : Vectores asociados a los extremos de los eslabones.

0,0 : Angulo entre las bases &,-3", y 4, - 4% respectivamente.

r :Vector que define la posicién del 6rgano terminal del manipulador.

Para determinar la posicién de cualquier punto del manipulador ( en este caso, el

6rgano terminal) a partir del conocimiento de los angulos 6 y ¢, resolvemos el problema
de |a cinematica directa.
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Cinemdtica directa para la posicion no deformada.

Desarrollo Normal

Desarrollo en MATHEMATICA®

Recordemos que la operacién de
multiplicacién entre Bitemiones, esta
definida como:*(x,y) = x»y.
X*y = (XiY1-XaYa, Xay2+Xay1)

La funcion de rotacion quedd definida
como
p(b,x) = (x,Cos0 - x,Send , x,Cosd + x,Send )

Tomamos como ejemplo los valores
angulares de 08=45° y ¢=-30°.

Los Biterniones que determinan la rotacion
de los eslabones son definidos como
p=(Cos0,Sen8) y q=(Cosp, Seny)
donde:|lp|I=|lali=1

Los elementos de la base inercial son
&=(1,0) y &:=(0,1)

Las base méviles de los esiabones 1 y 2,
representadas en la base inercial son

&'y= p(p.&y) y &%=p(q,4")
5213 P(q. p(p-é1»

Asignamos los siguientes valores a las
normas de los eslabones.
Jul=300 y |v}j=250

Los vectores que definen los eslabones 1 y
2, representados en la base inercial, son
u=jul &'y y v=|v|] &%

u=fullp(p.&)  v=|v| p(a, p(p.&1))

El vector de posicién es
rsy+v
r=Julp(p.&1)+ fv] p(q. p(p.&1))

Mpa=(x_y_1:={ x{[1]}+y[[1]l-{[2]]*y{[2])
x{[(11I=yll2]1+x{[2]]+y[[1]] }

Rpa[b_x_1:=Mpqb,x];

theta=45+Degree;
phi=-30+Degree;

p=(Cos|theta) Sin[theta]};
q={Cos{phi],Sin[phi]};

81={1,0);
82=(0,1);

811=Rpq[p,81];
421=Rpq[q.811];

L1=300;
L2=250;

uisL1+811;
visL2+821;

ri = ui+vi;
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Lo anterior, como se muestra en |a figura 6.6, sirvi6 para definir la configuracion
no defoormada. Para definir la configuracion deformada a partir de la configuracién
inicial, se tiene la siguiente figura.

Fig.6.7 : Configuracién deformada del manipulador de 2 gdl.

En la modelacién matemética, para obtener la configuracién deformada, existen
esencliaimente dos secuencias relacionadas con el movimiento de los eslabones.

Secuencia 1: 1° mover el eslabon 1.
2° mover el eslabén 2.
Secuencia 2: 1° mover el eslabon 2.
2° mover el eslabdn 1.

A continuacién, se presenta la modelacion siguiendo estas dos secuencias.
Secuenciai:

Configuracién (inicial) Configuracion 1 Configuracién (final)

Fig. 6.8: Movimientos del manipulador de 2 gdl. en la secuencia 1.
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De la figura 6.6 se tiene que el vector de posicion ‘r’ para la configuracién inicial es
r= utv

donde u =uj &' y  v=|v] &%
311. p(p.é1)
a%=p(q,a") = &%=p(q, p(p.&1)) @
Entonces
us Iluup(poé1) y Ve “vll p(ql p(plé"»
r = Jullp(p.&1) + |Vl p(q. p(p.&1)) ~ Configuracion inicial.

Para la configuracion 1 se tiene lo siguiente.

Fig. 6.9: Configuracion 2 de la secuencia 1.

Donde 4, es la base mévil en la configuracién no deformada, pegada al i-ésimo
eslabon; &) es la base movil en la k-ésima configuracion deformada, del i-ésimo

eslabén. Entonces
r= U+v
donde u= fuf 1&' y v=Jv| 16%
16"y = p(f,4"y) y 18%=p(q,16")

Sustituyendo @ de la configuracién inicial.

Bhmpl,p(p, &) y  18%=p(q plf, PP, &1))) @
donde f=(Cos61, Seno1). Entonces
r=Jullp(f, p(p, &) + [vie(@. of, p(p. &1))) Configuracion 1.

95
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Configuracién final. En esta configuracion &) es la base mévil pegada al i-ésimo
eslabon. Entonces
= Uty
donde u =fuléy y v=i|v|ék
8'= 48" y 6%=p(g,16%)

Sustituyendo @ de la configuracién 1.
8'mp(f, p(p. &) y  &%=p(g, p(q, p(f, p(P, €1)))) ®

Fig.6.10: Configuracién final de la secuencia 1.
donde g=(Cosp1, Senp1).

Entonces

Configuracién inicial: La ecuacién para la posicién del extremo final del manipulador, es
la misma del caso anterior.
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Configuracion (inicial) Configuracién | Configuracién (final)

Fig. 6.11: Movimiento del manipulador de 2 gdl. en la secuencia 2.

Configuracién 1.
Fig. 6.12: Configuracion 2 de la secuencia 2.
r= y+v
donde usul8'y y  vev] %

16'y= &' y 164=p(g, 4%)

Sustituyendo @ de la configuracién inicial.

h=p &) y  18%=p(g, p(a. p(P. &1)) ®
donde g =(Cosp1, Senp1).
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Entonces
r= |lullp(p, &) + [v]e(@. p(a, p(P, &1))) Configuracién 1.

Configuracion final:
r= utv
donde u=|us'y y v=|v| &%
8'i=p(f,18%) y &%= pff, 16%)

Sustituyendo ® de la configuracion 1

611'p(f| p(pl é‘» y 621'p(f, p(Gv P(q. p(pl é1)))) ®
donde f=(Cos01, Send1).

Entonces

Fig. 6.11 Configuracién final de la secuencia 2.
Como puede observarse de los modelos para las configuraciones finales, el
orden de las rotaciones es “distinto" . Sin embargo como la multiplicacion entre
bitemiones es conmutativa, la posicion obtenida por los dos modelos es la misma.

A continuacién se presenta la cinemética directa de la configuracion deformada
(final) del manipulador, a partir de la configuracién inicial ( no deformada).

St
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Cinemaética Directa de /a configuracion deformada (final)

Ahora se tiene que

f=(Cos61, Senf1), g=(Coso1, Senp1) f=(f0 f1};
donde |ffjl = ligli = 1; g={g0.g1},
siendo 61 y ¢1 los angulos que van a rotar

los eslabones.

La posicion del extremo del manipulado
como se vio anteriormente, esta definid
por cualquier modelo de la configuracié
final ya sea de la secuencia 1 o de |

secuencia 2. Tomamos el modelo de | 611=Rpq[f,Rpq[p.e1],
secuencia 1. 621 =qu[gerq{quPQ[flqu[ppe1]]]]v
R=usv donde u=uls'y y vs=|v] &% uf= L1%611;
8'vmplf, o &) Y %% p(@. p(@, P, p(P. &) vi= L2+021;
r= Julped, p(p, &)+ Ivle(@. p@@. p(f, p(p. 1) = uf+ve
6.3.2.-Cinemdtica Inversa.

Para resolver el problema de la cinemaética inversa es necesario, para no tener
problemas en la solucién del sistema de ecuaciones que resulta, determinar
correctamente la longitud de los eslabones del manipulador de tal modo que la
trayectoria T, que debera generar el 6rgano terminal de éste, se encuentre dentro del
érea de trabajo del mismo. Es por esto que la norma de los vectores ‘U’ y 'v', los cuales
definen la longitud del primero y segundo eslabon, se tomaron como L1=300 y L2=250
respectivamente. Por otra parte, si las trayectorias T, y T, se originan en un punto
cuyas coordenadas son (-100,0) respecto al sistema fijo y en cuyo origen (0,0) se
encuentra en la base del manipulador (fig. 6.14), las ecuaciones paramétricas que
definen las trayectorias son las siguientes.

Trayectoria original T,:
R1(t)=70.7107t - 100
Rz (1)=70.7107 t - 4.905 para0sts7.

Trayectoria seguidora T,:

Caso1:  R(t)=-100
R2()=0 para0sts3.

s
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Ri'(t) = 123.744t- 371.231 -100
Rz (t)=-317.153 + 123.744t-6.00863t° parat>3

Caso2: R;(t)y=-100
R2()=0 paraOsts3.
Ri'(t) = 123.744 t - 371.231 -100
Rz (t) = -508.425 + 213.873t- 15.0216t* parat23

(RIS RIATTEX .

A ’0.0.0’0’0’0‘ ""/0 \?‘0’0’0.0 original
O02030%0%0% 0% W%etese
IR SAARIKKS
RIS LARARANKR:

b .9 89

o aswm oozt
G RIIRIIRAIIRKS
RRIHRIILHIIRKRS
CRRRRAIRLRLHLRHKS
e NS00 %0 0%
RRIHRIIRAIKRRKS
OO 0020202050508
OO A 0205008
RRIERRRAKKS
V%% %

o
@

Fig.6.14: Area de trabajo del manipulador de 2 gdl.

Para obtener la cinematica inversa del manipulador, se debera resolver
re=r«f0.f1,g0,g1) para los distintos puntos (R: (t) , Rz (t)) de |a trayectoria seguidora en el

intervalo0st<7.

Cinemdtica Inversa para la configuracion deformada. *Caso 1*

Para0 <t<7 (0<t<t;)con incrementos For{t=0 , t<=7t+=0.5,
de 0.5 en t ( desde luego, los incrementos
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de t pueden ser mas pequefios
dependiendo de la capacidad del sistema
de computo) resolver lo siguiente.
SiO<t<3 (0<ststy) de © setiene que
v =-100;

= 0

I =1

ligll* =1
Tanlendo asi un sistema de 4 ecuaciones

con cuatro incégnitas.

Para resolver este sistema, se utiliza el
método de Newton donde iniciamos con
los siguientes valores:
f0=08;f1=-01,90=01,91=08,

Sit23, de © se tiene que
= 471,231 + 123.744 ¢,
ry=-317.153 + 123.744 1 - 6.00863 t*;

I =1;

ligli* = 1;
Este sistema s® resuelve con las

siguientes condiciones iniciales.
f0=09,f1=-01,0=-01,91=08,

Al resolver para cada t, se obtienen los
éngulos 61, o1 respecto a la configuracién
no deformada.

Ifft<=3

px=-100;py=0;

sol[t)=FindRoof]

{rfl[1])==px,

ri[2]}==py,

f0'2+f1°2==1,

g0"2+g1°2==1),
{f0,0.8},{f1,-0.1},{(g0,0.1},{g1,0.8})),

px=-471.231 + 123.744 t

py=-317.153 + 123.744t-6.008631'2 ;
sol[t}=FindRoot[

{fl(1])==px,

rf[2])==py,

O 2+11 2==1,

g0°2+g1°2==1),
{f0,0.9},{f1,-0.1),{g0,-0.1}.{91,0.8}]])

Cinemdtica Inversa para la configuracion deformada. *Caso 2*

ParaO<t<7 (0<t <ty )conincrementos
de 0.5 ent, resolver lo siguiente.
SiOst<3 (Osts<ty ) de O setiene que
re=-100 ;

f1,= 0;

Ine=1;

ligl* = 1;

Tenlendo asl un sistema de 4 ecuaciones
con cuatro incégnitas.

Se resuelve este sistema con el método de
Newton para los siguientes  valores
iniciales.
f0=08,f1=-01,g0=0.1;91=08;

For{t=0, t<=7,t+=0.5,

Ht<=3,

px=-100,py=0;

sol[t]=FindRoot|

{fl[1])==px,

rli2]l==py,

f0'2+ f1°2==

g0"2+g1°2==1},
{10,0.8),{f1,-0.1},{g0,0.1}.{g1,0.8}},
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Sit23, de O se tiene que: px = -471.231 + 123.744 t;
ra=123.744 1t - 371.231 -100 py = -506.425 + 2138731 -15.0216t2 ;
ry® -506.425 + 213.873t - 16.0216 ¢ sol[t]=FindRoot|

I =1; {M1]}==px,

ligl = 1; [2)l==py.

Este sistema se resuelve con Ias f0'2+1°2==1,

siguientes condiciones iniciales: g0"2+g1"2==1),

f0=0.9; f1=-0.1, g0=-0.1; g1=0.8, {f0,0.9},{f1,-0.1},{g0,-0.1}.{g1,0.8}]]]
Al resolver para cada t, se obtienen los

siguientes éngulos 61, ¢1 respecto a la

configuracion no deformada.

6.4 Definicion del problema en &,

Ahora trataremos el problema de intersecciéon de trayectorias T, y T, en el
espacio euclidiano & con las siguientes condiciones:

IIVo||=100; g=0.81; 6= 50° ; ¢=60° ; ti=3; t,=8;

Sustituyendo estos datos en las ecuaciones paramétricas obtenidas en el capitulo
anterior para los casos 1y 2, se tiene lo siguiente.

Trayectoria original T, :

Ri(t) = 25.7115¢

Rat) = 44.5336t

Ra(t) = 61.2836t- 4.905 t* para0<st<8
Trayectoria seguidora T,:

Caso 1: Ri(t)=0
R2(t)=0
Ry(t)=Opara 0s<t<3

Ry () = -123.415 + 41,1384
Rz (t) = -213.76 + 71.2538
Rs(t) = -242.79 + 98.053t- 5.70764 t parat23 @

Caso 2: Ri(t)=0
Rz ()= 0
Rs(t)=0Opara 0st<3
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R (t) =-123.415 +41.1384 ¢
Rz (t) = -213.76 + 71.2538 t
Ry(t) = -407.17 + 173,39t - 12.5568 t? parat23 O

En las siguientes figuras se muestran los gréficos de las trayectorias
intersectadas para los casos 1y 2.

Rs(t) } R (t)

Trayectoria seguidora

t=8
178 |- :

RaA(t)
i R2{t)  Trayectoria original

(0.00)

Ri()

Fig.6.15: Interseccion de trayectorias para el caso 1 en %R°,
Rilt) | RSV

Trayectoria seguidora
176 B

Trayectoria ofiginal

(0,0,0)

Ry'(t)

Fig.6.16: Interseccion de trayectorias para el caso 2 en %,
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6.5.- Elmovimiento en &,

Se inicia esta seccion presentando la rotacién de bases en R® utilizando el
algebra de Quatemiones.

I T

Fig. 6.17: Rotaci6n general de la base &,

Utilizando la misma nomenclatura de la seccién 6.2 para las bases de %° se
tiene que

8,=(1,0,0); 8-=(0,1,0); &=(0,0,1);

@i ={6o, &1 ,62,83) ; &= (1,0,0,0);
&= (0,1,0,0);
ex=(0,0,1,0);
e;=(0,00,1);

es una base ortonormal de Q .

Ademés aplicando el isomorfismo T,:®°->Qy a &
Tv(84)=(0,1,0,0) =e,
TV (‘2).(0.0.1 ,0) =82
Tv(83)=(0,0,0,1) =e;

Del teorema 4.3.1 se tiene que
p(q,x)e Q v para todo xe Q v, siendo q= qr ¥+ Qv

57



Il Movimiento de los Manipuladores

donde

0 ]
Qr=Tr ( Cosi) y qv=Tv(iSen-2-0)

y entonces q=qr+¥qv

donde Q es el vector unitario de define al eje de |a rotacion y 6 el &ngulo de la misma. Si
el vector G = u; &, entonces de la seccién 4.5 se tiene que

QR Cos 10.0,0): Gve (0 #Sens Ur, £Sen> Uz, £Sens, Us)
| 2 2 2
)
q =(q0,91.92.93) = ( Cos-_j .;ts.m% Us, isen% uz, ;tscng ua);

Por lo tanto T @=(p(q.Tv(®))=q* T,(8) *q
Esto es 8=p(q,8)=qwe %*q paraisj de1a3 ®

Si el eje de rotacién U es paralelo a cualquiera de los eje del sistema fijo (s.f.) &, ,
se tiene lo siguiente

(8) (b) ©
Fig. 6.18: Ejes de rotacién paralelos a los ejes del s.f. ¢;
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a.-Eje de rotacion paralelo a 8, :
a=8y;

QR-(qolonouo);
qv-(olq‘lolo);
q=(qolqe1|0|°);

q=( Cos -, 1Sen2 .0.0),
2 2

b.-Eje de rotacién paralelo a &; :
a=°2;

Qr=(q0,0.,0,0)
Qv=(°.°-Q2.°);
Q'(Qo.oéch.o):

6
q=( cos - Ioi iS'n =, 0);
2 2

c.-Eje de rotacion paralelo a &, :
O=0;;

QR=(q0|°|°.0);
%=(0,0,0,q)
q=(qo-°-°.q:)i

0 8
q=( Cos— 0,0, +Sen—);
2 2

Asi entonces, aplicando @ a cualquier vector definido en la base movil 4, éste
puede ser expresado en la base & Es importante no olvidar que O deberd ser
expresado en la base que se va a rotar.

Analicemos el siguiente caso de composicion de rotaciones.

La base movil & en la configuracién no deformada es expresada en la base fija &

aplicando la siguiente rotacién.

a; = p(F, &) representado en e,

@

donde el Quatemion ‘F’ tiene como eje de rotacién a O, el cual esta expresado en &;.

Fig.6.19: Composicién de rotaciones

&
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La base 6, de la configuracién deformada es expresada en la base & de la
siguiente manera.

o;= p(f, a) representado en a; ®
donde el Quatemion ‘f tiene como eje de rotacion a 0, el cual esta expresado en 4. Por

otra parte, se requiere que d; sea expresada en &, . Sustituyendo @ en @ y expresando
‘f en labase e,

o= p(f, p(F, &)) representado en e @
Por lo tanto 0= f %F % %F #f
donde f= p(Ff)=F ¥l % F.

De las propiedades sobre el conjugado de Quatemiones (también ver la nota 8 de la
pag. 30):

f= FXT%F y FXF =F%xF=1

o= F{aFAFwewF *Fu i *F

o=Fwfaenf xF
o, = p(F, p(f. &)) representado en e, ®

6.6.- El manipulador de tres grados de libertad.

Para iniclar con esta seccion se analiza primero, como en la seccién 6.3, la
Cinemaética Directa de un manipulador de 3 gdl. tipo RRR que tiene ejes de rotacién en
las direcciones k,/,/ respecto a las bases méviles colocadas en el primero, segundo y
tercer eslabdn respectivamente.

6.6.1.-Cinemdtica Directa.

Para Iniciar el andlisis de la Cinemética Directa observemos la siguiente figura
cuya nomenclatura es la siguiente:
é  :Baseinercial.
4", :Base movil del eslabon 1.
8% :Base movil del eslabon 2.
8%  :Base movil del eslabon 3.
u,v,w : Vectores asociados a los extremos de los eslabones.
By :Angulo entre las bases & -a", , &', - & y &% - & respectivamente.
r : Vector que define la posicién del 6rgano terminal del manipulador.
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El Movimiento de los Manipuladores

Fig.6.20: Configuracion No deformada del manipulador de 3 gdl.

Cinemdtica Directa para la posicion no deformada.

Operacién de multiplicacién:

PQ=(P:Qr-P:QrP3QrPQs
P1Qz+P2Q+P3QePQs,
P1QyP;Q4+P3Q+P,Q2 ,
P1Q4+P;Qs-P3Q:*PQ1 )

Rotacién:
p(P, x) = P ¥ x ¥ P

Valores angulares iniciales:
a=35;p=-20°; y=-50°;

El Quatemién iocal que se aplica a la b.f. § para
obtener lab.m. &'; es:

Fu{ Cos—,0,0, Sen-.
° = ’ (g n_
= 2 ; }
cuyas componentes son dadas respecto alabf.

El Quatemién local que se apiica a la bm. &',

para obtener lab.m. &’ es:

Mpa[P_.Q_J:= {

Pll1]l=Qli1]] - Pli2]]*Q(f2]] - P[I3]}*Q[I]) - Pil4]l=Q(I4]] .
Pll1]=Qff2]) + Pli2]]=Q{[1]] + P{I3]]=Q[I4]] - P4]+Q{[2] ,
PI1]1~Q{I3]] - P{I2])=Q[(4]) + P{[3]]=Q[[1]] + P[l4]}*Q{[2] ,
PlI]l~Q[{4]) + Pli2])*Q[3] - PlI3]l*Qlf2]] + Pi4]l*Q[(1] }:

Conj[P_J:={ P[1], - P[i2]}, - P[3]}, - P{(4] )
Rpq[P_,Q_J:=Mpq[P, Mpa[Q.Conj{P]l];

alpha= -35+Degree;
beta= -20+Degree,;
gamma= -50«Degree;

F=(Cos[alpha/2],0,0,Sin[alpha/2] };
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Kl Movimiento de los Manipuladores

B

p
=( Cos — - 3
G ( 2 ] Senz |°|0)l

cuyas componentes son dados respecto a la
b.m. .‘,’.

El Quatemién local que se aplica a la b.m. &
para obtener la b.m. &° es:

Y Y
H={ Cos— , Sen— ,0,0);
=( Cos N2 .0.0)

cuyas componentes son dados respecto a la
b.m. ‘z,'.

llull = [Ivil = 200; |jwi| =150 ;

a'y = p(F.ey); representadoen e;;
a’, = p(G, a';); representado en a’;;
a%; = p(H, a%)); representado en a* ;

Para representar estos tres elementos en la
base inercial & también debemos rotar los
Quatemiones de cada eslabon:

G'= p(F,G) = FAG%F Quatemién Giobal.
G'= FaGxnF

H = p(F,G) = FkH%F

H's FaeH wF

H". p(Gl.HI) = Gl*H.*él

Sustituyendo:

H* = FAGHF w FirHwF % FeG#F

H'= F*G*H*G*l? Quatemién Global.
H*s FaGrH G wF

Componentes de la base inercial:

o= (011 |°|°);

o= {0,0,1,0);

€;=(0,0,0,1);

Bases méviles:

a'y= p(F. &) = F#r 0y%F

a'2= p(F,0;) = Fit 8, %F

.’3 = (G, .12) = G'*.‘z*a'
= FAG%F wF% e, wF % FuG#F
= F%G % ; *G % F

G=(Cos[beta’2) Sin[beta/2),0,0 };

H={ Cos[gamma/2],Sin[gamma/2),0,0 };

L1=200 ;L2=200; L3=150,

12{0,1,0,0);
2={0,0,1,0);
3={0,0,0,1);

a13=Rpq[F,e3];
a12=Rpq[F .e2];
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B P(F»P(G- e ))
8% = p(H", a%) =H"s a% % H"

2% =G'wH#*G'%G'wa'; %G’ #G'wH# G’
= G'WH'% Fir &, %F % H'% G’
=FwGwF wFwHF wFire,wF wFyeH wF %
FrGwF
=FAGwH¥ e, H wGwF
a’=p(F, p(G.p(H, &2)));

u=|ull &'s; v=(vil 8%, w= w8’
r=Eus+vew,
re flull @'+ (vl 8% + [wi|a®;;
r® |u]] Far oy%F +
[Vl FAG * &, wG#F +
W]l FeGeHw o, % H G & F

a22=Rpq[F.Rpq[G,e2]];

a32=Rpq[F,Rpq[G.Rpq[F e2]]};
uisL1+@13;
vi=L2+a22;
wisL3+a32;

n = ul+vitwi,

Para determinar la Cinemética Directa de alguna configuracion deformada del

manipulador, supongamos que las barras 1,2 y 3 rotan localmente un éangulo as,Bs Yy v1
respectivamente. Después de estos movimientos se tendra la configuracion deformada

siguiente.

Fig.6.21: Configuracién deformada del manipulador de 3 grados de libertad.

Para obtener esta configuracion existen varias secuencias en los movimientos de

las barras:




Kl Movimiento de los Manipuladores

Secuencia#. | 1° Movimiento :barra ¥. 2° Movimiento: bama #. | 3* Movimiento.bama #:
1 1 2 3
2 1 3 2
3 2 1 3
4 2 3 1
5 3 1 2
6 3 2 1

En este trabajo se analizan las secuencias 1y 3.

Secuencia 1-0: Posicién inicial (home):
Del andlisis hecho de la figura 6.20, para la configuracién inicial se tiene lo
siguiente:

Quatemiones de rotacién local:
Configuracion inicial,
F={F0,0,0,Fs} para 04-'.
G={Go,G1,0,0} paraa )
H=({Ho,H1,0,0} para a‘

Configuracion deformada (no se utilizan en esta parte)
f={f,0,0.fx }; para a ¥
g‘( 90.91,0.0 }; m a;
h={ ho,4,00 }; para a’;

Quatemiones de rotacién global:

F= {Fo,o,o.Fs };

G'=p(F,G) =FXG%F; G's FRG%F

H's o(G'H') = FAGKHWG®F ; H"sFAGHRHAGHF

f ={f00f%)

g =p(F,Q) = FAg%F; 0 sFRgnF

h Ip(F.h)ﬂF*h*F; h'=FwhwF;

h" = p(g', ') = FAGRhAGRF ; h "= FAG%h %G *F ;

a's = p(F,83) = Fr @y%F ;
a';= p(F.e;) = Fir &; %F;
823 = (G, 812)

= p(F,p(G, e2))
asz = p(H". azz)

=p(F, p(C,p(H, €2))).
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u=|ulla's; v=|v|| 8% ;w=|w||a>;
rsu+ve+w,

r=|lulla's+ |Ivi| % + Wil a;

Secuencia 1-1: Primera Posicién deformada:

Fig. 6.21: Primera posicion deformada de la secuencia 1.
Quatemién de rotacién global. f* = f

Rotnclén de bases:
p(f" a’,

10 = p(f, af

10%= p(f*, &)

Rotacién de Quatemiones en el primer movimiento:
g*=p(f",9')
h*= p(f* , h");

Posicién del érgano terminal:
r=[fuf] 10's + [v]] 1% + (W] 10%2;

Secuencia 1-2: Segunda Posicién deformada:

Quatemién de rotacién global: g*.
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Rotacién de bases:
20" = 10 ;204 = p(g*,10%); 20%= p(g", 07,

Rotacién de Quatemiones en el segundo movimiento:
h**=p(g* , h*);

Posicion del 6rgano terminal.
r=(lull 20"+ [Ivll 0% + |W]| 202

Fig. 6.23: Segunda posicién deformada de la secuencia | .

Secuencia 1-3: Tercera Posicién deformada (posicion final):
Quatemion de rotacion global: h** .

Rc:tackbn1 de bases:
0;= 20;
20% . 20“1
0% = p(h*, 20°);

Posicién del 6rgano terminal:
r=|luls0's + |IV]| 0% + [Wl| 30°2;
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/o

Fig. 6.24: Tercera posicion deformada de la secuencia 1.

Al expandir T haciendo los sustituciones corespondientes y utilizando las
propiedades de los Quatemniones conjugados en la configuracion final, se tiene que

Ahora se analiza la secuencia 3:

Secuencia 3-0: Posicién inicial (home):
Para esta posicion se tiene exactamente lo mismo que en el caso de la secuencia 1
(también para cualquier caso).

Secuencia 3-2: Primera Posicién deformada:
Quatemion de rotacién global: g* = g’
Rotacién de bases:
10;j = 815
o= p(g*, &%)
10%= p(g*,a));
Rotaciéon de Quaterniones en el primer movimiento:
=t
h*= p(g*, h");

Posicién del érgano terminal:
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r=ljull10'a+ V]| 10% + [[W]] 10%;

Fig. 6.25: Primera posicién deformada de la secuencia 1 .

Secuencia 3-1: Segunda Posicién deformada:

Fig. 6.26: Segunda posicién deformada de la secuencia 1.

6§
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Quatemién de rotacién global: f*.

Rotacién de bases:
20;" . p(f. ' 101' )
203,' = p(f, 1°3j);
205= p(f,10%),

Rotacion de Quaterniones en el segundo movimiento:
htt. p(f‘ ; hﬁ);

Posicion del 6rgano terminal:
r=jul| 20's + [IV]] 0% + [Wl| 20°2;

Secuencia 3-3: Tercera Posicion deformada (posicién final):

/35‘:'

Fig. 6.27: Tercera posicién deformada de la secuencia 1 .

Quatemion de rotacion global: h** .

Rotacion de bases:
0= 2
30 = 205 ]
0% = p(h™, 0%
69



Posicion deI organo terminal
r=|jull 30's + ||v]| 30% + || 30%;

Al expandir 'r haciendo los sustituciones correspondientes y utilizando las propiedades
de los Quaterniones conjugados en la configuracion final, se tiene que

Como se pusde observar de las ecuaciones A y B , no importa la secuencia que se utilice
para obtener la configuracion deformada, 'el modelo matemético es e/ mismoj

Por lo tanto, la Cinemética Directa para la configuracion deformada final queda de
la siguiente manera:

Cinemética Directa para la Configuracién Deformada

Los Quaterniones de rotacion local son

f= (f°|o|°|f3 ); f= (fo.°.°|f3 );
0 = (g0 91.0,0); 9 = {90, 91.0.0);
h = (hg,h4,0,0); h = {he,h,0,0);

La representacion de los vectores que
doﬂnen los eslabones son

30 3 = p(f,p(F.e3)); 013=Rpaq|f,Rpq[F.e));

10’ 2 = o(f,p(F.p(9.p(G.®3)))); 022=Rpq[f.Rpq[F.Rpq[g.Rpq[G.e.])]];

10%2 = p(f.p(F.p(@.0(G.p(h,p(H.e))))); 032= Rpqlf,Rpq[F.Rpq[9.Rpq[G.Rpq[h.Rpq[H,e.]NllI;
u = Jjul| 305 ; u = L1+013;

v = ||vl| 30%: v =12¢022;

w= ||w|] 50% ; w = L3+032;

= UsVEW | f = usvew,

6.5.2.-Cinemdtica Inversa.
Asegurando que las dos trayectorias se encuentren dentro del érea de trabajo del

manipulador para cualquier 0 <t < 8, colocamos el origen de las y trayectorias en el
punto (-100,-100,0) respecto al origen del primer eslabon del manipulador en el cual se
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coloca el sistema inercial. Considerando lo anterior, se tienen las siguientes ecuaciones
paramétricas.

Trayectoria original Ta :
Ri(t) = 25.7116t -100
Rx(t) = 44.5336t- 100
Ra(t) = 61.2836 t - 4.905 t°
para 0<t<8

Trayectoria seguidora Th :
Caso 1:
R¢(t) =-100
Rz (t) =-100
Ri(t)= 0 para 0st<3

Ri'(t) = -223.415 + 41,1384 t

Rz (t) = -313.76 + 71.2538

Ry(t) = -242.79 + 98.053 t - 5.70764 t*

parat23 o
Caso 2:

R(t) =-100

Rz (t) = -100

Ri(t)= O para 0<ts<3

Ry(t) = -223.415 + 41.1384 ¢
Ra(t) = -313.76 +71.2538 t
Rs(t) = -407.17 + 173.39 t - 12.5568 t2
parat23 0
Como en el caso del manipulador de2 gdi., se tiene que

Cinemética Inversa para la configuracién deformada. *Caso 1°.

Para0 st <8, con incrementos de 0.5 en For{ t=0, t<=8 , t+=0.5 ,

t. Resolver lo siguiente:

Si0sts3 (0ststy), de O se tiene que: Iff t<=3,

m=-100; px = -100;

y=-100; py = -100;

e® 0, pz=0;

W= 1; Sol[t]=FindRoot]

ligl)? = 1; { rf{[2]]==px,rf[[3]]==py,r[[4])==pz,
IIhif*= 1; f0"2 + 13°2==1,

Utilizamos el método de Newton para g0"2+g12==1,

resolver el sistema de ecuaciones, con las h0"2+h172==1} ,{f0, 0.6}(f3, 0.4),{g0, 0.8},
| siguientes condiciones iniciales: {91.0.3),{h0, 0.8},{h1,0.08} ],




f,=0.6 ; £:=0.4 ; 9o=0.8 ; 9:,=0.3 ; hy=0.8;
hy=0.09 ;

Si 3<ts8 (4 <tsty) de @ se tiene que:
M= -223.415 + 41.1384 t

ry= -313.76 + 71.2538 t

fu® -242.79 + 98.053 t - 5.70764 t*

[IfiI*= 1;

ligll? = 1;

IRl = 1;

Al resolver este sistema para cada t con
las mismas condiciones iniciales
anteriores, se obtienen los resultados
para a4, B1Y s respecto a la configuracion
no deformada.

px = =223.415 + 41,1384,

py = -313.76 + 71.2538"t;

pz = -242.79 + 98.053"t - 5.70764*t"2;
Sol[t}=FindRoot[

{ r[2])==px,M([3]]==py.([4]]==pz,

f0r2 + f372==1,

g0"2+g172==1,

h0r2+h1~2==1)} , {f0, 0.6),{1, 0.4).{gO, 0.8},
{91,0.3),{n0, 0.8),(h1,0.08)] 1]

Cinemética Inversa para la configuracién deformada. *Caso 2*

Para0<t<8, con incrementos de 0.5 en
t: Resolver lo siguiente:

Si0st<3 (0ststy) de O se tiene que:
rn=-100 ;

fy S -100;

= 0;

Ifl*= 1;

llgll, = 1

(Ihl*= 1;

Utilizamos el método de Newton para
resolver el sistema de ecuaciones, con las
siguientes condiciones iniciales:

f,=0.8 ; f,=0.4 ; go=0.8 ; 9:=0.3 ; hg=0.8;
hy=0.09 ;

Si 3sts8 (t; ststy) de O se tiene que:
ry=-223.415 + 41.1384 t

ry= -313.76 + 71.2538 t

fys -407.17 + 173.30¢t- 12.5568 ¢*

[Ifli2 = 1;

llol? = 1;

|Ih||*= 1;

Al resolver este sistema para cada t con
las mismas condiciones iniciales
anteriores, se obtienen los resuitados
para a,, By y 71 respecto a la configuracion
no deformada.

For{ t=0, t<=8 , t+=0.5 ,

if] t<=3,

px = -100;

py = -100;

pz= 0,

Sollt}=[

{ rfl2])==px,[[3]]==py,rf{[4]]==pz,

f0°2 + f3~2==1,

g0"2+g172==1,

h0o*2+h1~2==1) , {f0, 0.6),{f1, 0.4),{(g0, 0.8},
{91,0.3),{h0, 0.8},{h1,0.08)],

px = -223.415 + 41,1384,

py =-313.76 + 71.2538t;

pz= -407.17 + 173.39°t - 12.5568°t"2
Sol[t)=Findroot[

{ rl[2))==px,r([3]}==py.rH{[4]]==pz,

0’2 + f3"2==1,

g0"2+g112==1,

h0"2+h1~2==1)} , {f0, 0.6),{f1, 0.4).{g0, 0.8},
{91,0.3),(h0, 0.8},{h1,0.08)] ]
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Para terminar con este capitulo, se presentan los resultados de la Cinemaética

Inversa para los casos analizados:

Manipulador de 2 gal.

CASO 1:

theta1[t] en grados:

theta1[0] = 63.68218745348046
theta1[0.5) = 63.68218745348046
thetai[1.) = 63.68218745348046
theta1[1.5] = 63.68218745348048
thetai[2.] = 63.682187453408048
theta1[2.5]) = 63.68218745348646
theta1[3.] = 63.68218745348046
theta1[3.5) = 41.07011400400036
thetai[4.] = -38.32017072868788

theta1[4.5) = -87.08566051072122

theta1[5.] = -74.57227545385004

theta1[5.5]) = -75.19511000480345

theta1[6.] = -72.50087105505119

theta1[8.5) = -87.75763736508604

phi1[t] en grados:

phi1[0] = -11.80512766123323
phi1[0.5] = -11.80512766123323
phi1[1.] = -11.80512766123323
phi1[1.5] = -11.80512766123323
phi1[2)] = -11.80512766123323
phi1[2.5] = -11.80512766123323
phi1[3.] = -11.80512768123323
phi1[3.5] = -24.28031768277052
phi1[4.] = -15.56360438999873
phi1[4.5] = -1.037837321340167
phi1[5.] = 14.0336286618065
phi1[5.5] = 29.70708364867536
phi1[8.] = 46.40777756162665
phi1[6.5] = 64.93215433081238

theta1[7.] = -60.45635817118264 hi1[7.] = 87.1054134260151
CASO 2:
theta1[t] en grados: phi1[t] en grados:

theta1[0] = 63.68218745348946
theta1[0.5] = 63.68218745348048
theta1[1.] = 63.68218745348946
theta1[1.5] = 63.68218745348048
theta1[2.] = 63.68218745348048
theta1[2.5] = 63.68218745348048
thetal[3.] = 63.68218745348046
theta1[3.5] = 19.00521225844936
theta1[4.] = -40.84100900519091

theta1[4.5] = -60.81650470239042

theta1[S.] = -67.07124135006492

theta1[5.5) = -68.38633684430062

theta1[8.] = -87.35614162881352

theta1(6.5] = -84.75384782538688

theta1[7.] = -860.45725569519202

phi1[0] = -11.80512766123323
phi1[0.5] = -11.80512766123323
phi1[1.] = -11.80512766123323
phi1[1.5] = -11.80512766123323
phi1[2,] = -11.80512766123323
phi1[2.5] = -11.80512766123323
phi1[3.] = -11.80512766123323
phi1[3.5] = -10.88562800565204
phi1[4.] = -0.08411713755
phi1[4.5] = 5.497180008370644
phi1[8.] = 20.30274380770329
phi1[5.5] = 35.48516939887638
phi1[6.] = 51.00482236686326
phi1[8.5] = 67.8562496483015
phi1[7.] = 87.1044235195654
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CASO 1:

Manipulador de 3 gdl.

alpha1[t] en grados:

alpha1[0] = 170.

alpha1[0.5] = 170.

alphai[1.] = 170.

alpha1[1.5] = 170.

alphat[2.] = 170.

alpha1[2.5) = 170.

alpha1[3.] = 170.

alpha1[3.5] = 164.0215586892320
alphat[4.] = 151.0281336210786
alpha1[4.5) = 114.8114735181707
alphai[5.] = 57.6335484530487
alpha1[5.5) = 32.91465502140626
alpha1[6.] = 23.37001534623833
alpha1[6.5]) = 18.56452214851397
alpha1[7.] = 15.76600045124961
alpha1(7.5) = 13.00400904520118
alpha1[8.) = 12.58785352053788

beta1[t] en grados.

Bta1[0] = 2.987101609675267
Bta1[0.5] = 2.987101609675267
Bta1[1.] = 2.987101609675267
Bta1[1.5) = 2.987101600675267
Bta1[2.] = 2.987101809675267
Bta1[2.5] = 2.987101600675267
Bta1[3.) = 2.987101600675267
Bta1(3.5] = 5.376285018286500
Bta1[4.] = 2.662222398348535
Bta1[4.5) = -3.156650356470767
Bta1[5.] = 3.121073479909550
Bta1[5.5) = 23.40144068174454
Bta1[6.] = 41.28769021281858
Bta1[6.5) = 50.848960989953
Bta1[7.] = 53.69923940514505
Bta1[7.5) = 51.95724791200686
Bta1]8.] = 46.80838517813808

gemma[t] en grados:

gaMa1]0) = -42.38801546326876
gaMa1[0.5) = -42.38801546326876
gaMa1[1.] = -42.38801546326876
gaMa1[1.5) = -42.38801546326876
gaMa1[2.] = -42.38801546326876
gaMa1[2.5] = -42.38801546326876
gaMa1[3.] = -42.38801546326876
gaMa1(3.5) = -62.8602032348451
gaMa1[4.) = -79.38721159237775
gaMa1[4.5] = -01.978444440409
gaMa1[5.] = -98.7835845727809
gaMa1[8.5) = -97.4713250633189
gaMa1[6.] = -89.1950639330871
gaMa1[6.5] = -76.0623546 1495644
gaMa1[7.) = -62.33201480753993
gaMa1[7.5) = -45.51046940885203
gaMa1[8.] = -25.61660699406452

CASO 1:

alpha1[t] en grados: beta1[t] en grados: gamma[t] en grados:
alpha1{0] = 170. Bta1]0] = 2.987101609875267 gaMa1[0) = -42.38801546326876
alpha1[0.5) = 170. Bta1[0.5] = 2.987101600675267 | gaMa1[0.5] = -42.38801546326876

alphat[1.) = 170.

alpha1[1.5] = 170,

alphaif2.] = 170,

alphaif2.5) = 170.

alpha1[3.] = 170.

alpha1{3.5) = 164.0218056767764
alpha1[4.] = 151.0284408759019
alphai[4.5) = 114.8112390687952
alphai[5.] = §7.63240120770715
alpha1[5.5] = 32.91385037781083
alpha1[6.] = 23.36943553733636
alpha1[8.5] = 18.59408332050505
alpha1(7.] = 15.76570395081321
alpha1[7.5) = 13.90367089403271
alpha1[8.] = 12.56754780817008

Btat[1.] = 2.987101600675267
Bta1[1.5] = 2.987101609675267
Bta1[2.) = 2.087101600675267
Bta1[2.5) = 2.987101609675267
Bta1[3.) = 2.987101609675267
Bta1{3.5)] = 9.21720116383063
Bta1[4.] = 8.35090793028183
Bta1[4.5] = 0.2852222611572178
Bta1[5.] = 7.800875400845371
Bta1[5.5] = 40.23905177350433
Bta1[6.] = 50.0124200497432
Bta1[6.5) = 63.97733885545506
Bta1[7.] = 61.93744872067567
Bta1[7.5) = 55.88494460563837
Bta1]8.] = 46.50894424954680

gaMa1[1.] = -42,38801546326876
gaMa1[1.5) = -42.38801546326876
gaMa1[2.) = -42.38801546326876
gaMa1[2.5] = -42.38801546326876
gaMa1[3.] = -42.38801546326876
gaMa1[3.5) = -88.13420144125608
gaMa1[4.] = -88.727017046885
gaMa1[4.5] = -105.0362414715761
gaMa1[5.] = -113.2283400031405
gaMa1[5.5) = -107.1052011120015
gaMa1[6.) = -94.1831190120622
gaMa1[6.5] = -79.4625714213989
gaMa1[7.] = -63.60482334482917
gaMa1[7.5) = -46,12303228606481
gaMa1[8.] = -25.6148328045435

74



Capitulo 7

Simulaclion

Simualacidn

En este capitulo se presentan las rutinas completas, programadas en
MATHEMATICA?® las cuales incluyen las subrutinas que grafican las trayectorias y
posiciones de los manipuladores de 2 y 3 grados de libertad. Las graficas son

presentadas al final de cada caso.

@ Interseccion de trayectoria con el Manipulador de 2 qdl.

& Cinemética Directa
nfi i f

ClearAli[theta,phi,L1,L2,0,/1,90,g1,p,q,ui,viyfi];
Mpalx_y_J:=([111°yI[1l1-x{[2]*vi[2]] (1 1ylE211+xq[201y (1]

Ro[b_,x_]J:=Mpq[b,x];
theta=65*Degree,;
phi=-30*Degree;
p={Cos[theta],Sin[theta]};
q={Cos[phi],Sin[phi]};
&1=({1,0),82=(0,1);
411=Ro[p,81],:421=Ro[q,411];
L1=300;L2=250; -
ui=L1*411,vi=L2"821,
ri=ui+vi;

fi ion Deform
fu{f0 {1);
9={g0.g1};
011=Rolf,a11];621=Ro[g,Ro[f,821]];
uf=L1*011,vf=L2*0621;
rf=uf+vf;
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& Cinemaética Inversa.

Jgcaso 1:

ClearAll[t,px,py,sol,vec theta1, phii];

For{t=0 <=7 t+=0.5,

Ifft<=3,

px=-100;py=0,;

sol[t}=FindRoot[{rf[[ 1]]==px,M[[2]]==py.f0*2+f1/2==1,g0"2+g 1/2==1}),
{f0,0.8),{f1,-0.1},{g0,0.1},{g1,0.8},MaxIterations->80];

(* Las siguientes tres lineas se incluyen para calcular los angulos
theta1 y phi1 para 't<=3. Estos angulos fueron presentados en la
secciéon 6.6.2 *)

vec|t]={f0,f1,g0,g1)/ .solt];
theta 1{t]=ArcSin[vecit][[2]])/Degree//N;
phii[t]=ArcSin[vec|t][[4]])/Degree//N,

px=-471.231 + 123.744 ¢,

py=-317.153 + 123.744 t - 6.00863 tA2;

sol[t}=FindRoot[{rf[[1])==px,M[2]]==py.f0*2+{1/2==1, 00" 2+g 1A2==1)},
{f0,0.9),{f1,-0.1},{g0,-0.1},{g1,0.8},MaxIterations->100];

(* Las siguientes tres lineas se incluyen para calcular los 4ngulos
theta1 y phi1 para 't>=3, Estos éngulos fueron presentados en la
seccion 6.6.2 *)

vec|t]={f0,f1,g0,g1}/.sol[t);
theta1[t]=ArcSin[vecit][[2]])/Degree//N;
phi1[t]=ArcSin[vec|t]{[4]])/Degree//N ])

B Gréficas de las Trayectorias.

ClearAll[t]
(* TRAYECTORIA ORIGINAL *)
A1=70.71 t-100;

A2%70.7107 1-4.905 tA2;

(* TRAYECTORIA SEGUIDORA. CASO 1)
B1=-471.231 + 123.744 ¢,
B2=-317.153 + 123.744 t - 6.00863 1/2;

R=ParametricPlot[{A1,A2},{t,0,7},PlotRange->{{-200,500},(-50,400}},
AxesLabel->{"X(t)","Y()"});
"Trayectoria Original."”

Simulacion
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Simulacidn

R1=ParametricPlot[{B1,B2},{t,3,7}),PlotRange->{{-200,500},{-50,400}},
AxesLabel->{"X(t)","Y(t)"}];
"Trayectona Seguidora. Caso 1."

Show|[R,R1]
"Interseccién de Trayectorias. Caso 1"

& Subrutina de Simulacion.

Jcaso 1

For{t=0,t<=7 t+=0.5,

fo=vect][[1]):f1=vec]t]([2]];

go=veclt][[3]}:g 1=veclt]([4]];
G[t)=Graphics[{{PointSize[0.015],RGBColor{1,0,0],Point[{A1,A2)}},
{PointSize[0.02],RGBColor{0,1,0],Point[{rf[1]]./[2]]}]}.
{RGBColor{0,0,1],Line[{{0,0}.{ufl[1]],ufl[2]]}.{rT[1]].M[2]]}}]}.
{RGBColor{.8,.9,.9], Line[{{0,0},{uil[1]].ull[2]}{ril[ 1. ill21IIN]
Show{{R,R1,G[0],G[3.5),G[4.0),G[4.5),G[5.0],G[5.5),G[6.0),G[6.5),G[7.0)),
PlotRange->{{-200,400},{-200,400}},AspectRatio->1]

Aqui termina el programa para el caso 1 dei manipulador de 2 gdl. Para el
caso 2 la cinemética directa es la misma, de modo que sélo presentamos el resto
del programa.

& Cinemaética Inversa.

JCaso 2
ClearAll[t,px,py,sol,vec,theta1,phii];

For{t=0t<=7,t+=0.5,

Ifft<=3,

px=-100;py=0;

sol[t}=FindRoot[{rf][1]]==px,M[[2]]==py,f0"2+{1/2==1,g0*2+g 1/2==1},
{f0,0.8},{f1,-0.1},{g0,0.1},{g1,0.8),MaxiIterations->80];

(* Las siguientes tres lineas se incluyen para calcular los angulos
theta1 y phi1 para 't<=3, Estos angulos fueron presentados en la
seccion 6.6.2 *)

vec|t]=({f0,f1,0,g1)/.sol[t];
theta1[t]=ArcSin[vec[t][[2]]/Degree//N;
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phi1[t]=ArcSin[vec]t][[4]])/Degree//N,

px=-471.231 + 123.744 t;

py=-506.425 + 213.873t- 15.0216 t/2;

sol[t]=FindRoot[{rf[[1]]==px,M[2]]==py f0*2+f1A2==1,90*2+g 12==1},
{f0,0.8},{f1,-0.1},{90,-0.1},{g1,0.8},MaxIterations->100];

(* Las siguientes tres lineas se incluyen para calcular los angulos
theta1 y phi1 para 't>=3. Estos angulos fueron presentados en la
seccion 6.6.2 *)

vec[t]={f0,f1,90,g1}/.sol[t];

theta1[t]=ArcSin[vec|t][[2]]}/Degree//N;

phi1[tj=ArcSin[vec|t][[4]])/Degree//N )]

fi las Trayectorias.
ClearAll[t]

(* TRAYECTORIA ORIGINAL %)
A1=70.71 t-100;
A2=70.7107 t-4.905 t2,

(* TRAYECTORIA SEGUIDORA. CASO 2 %)
D1=-471.231 + 123.744 ¢,
D2=-506.425 + 213.873 t - 15.0216 12,

R=ParametricPlot[{A1,A2},{t,0,7},PlotRange->{{-200,500},{-50,400}},
AxesLabel->{"X(t)","Y(t)"}];

"Trayectoria Original."

R2=ParametricPlot[{D1,D02),{t,3,7},PlotRange->{{-200,500},{-50,400}},

AxesLabel->{"X(t)","Y(t)"}};
"Trayectoria Seguldora. Caso 2."

Show|R,R2]
“Interseccién de trayectorias . Caso 2"

& Subrutina de Simulacion:

2Caso 2
For{t=0t<=7t+=0.5,

7§
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fo=veclt]([1]];f1=vec[t][[2]];

gO=vec(t][[3]};91=vec(t][(4]].
G[t]=Graphics[{{PointSize[0.015),RGBColor{1,0,0],Point[{A1,A2}]},
{PointSize[0.02),RGBColor{0,1,0],Point{{rf[1]],MT[2]}]).
{RGBColor({0,0,1},Line[{{0,0},{uff[1]].uff(2]]}.{rfT[ 1]}, AI[2]]}})}.
{RGBColor{.9,.9,.9] Line[{{0,0},{ui([1]],uil{2]]} {ri[[1]).rl[2]I}]})]]
Show|{R,R2,G[0),G[3.5),G[4.0),G[4.5),G[5.0),G[5.5),G[6.0),G[6.5).G[7.0)),
PlotRange->{{-200,400},{-200,400)} AspectRatio->1]

Graficos del manipulador de 2 gdl. caso 1
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Graficos del manipulador de 2 gdl. caso 2.
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@ Interseccion de trayectoria con el Manipulador de 3 gd!.

& Cinemética Directa:
nfi ién N
ClearAll[alpha,Bta,gaMa,F,G,H,a13,a12,a22,a32,L1,L.2,L3,ri,f];
Mpq[P_,Q_J:=({P([[1]]*Ql[1]}-P([2])*Q[[2]I-P[[3]1*Ql[3]}-P([4]]*Q[[4]],
Pl[1]1*QI[2]]+PI[2]]* Q[[1]1+P[(3])*Q([4]}-P[[4]1*Q[[3]].

PI[1]1*QI[3]-Pl[2]]*Q[(4])+P([3]]*Q[1]}+P((4])*Ql[2]].
PI[1]1*QI[4]1+PlI2]]*QI3])-P((3]I*QU2]1+P{{4]1*QI1]])

/]



Conj[P_l:=(P[[1]}.-P[[2]].-P[[3]].-P[[41])
Rpq[P_,Q_]:=Mpq[P,Mpq[Q,Conj[P]]];
alpha=-35"Degree;Bta=-20"Degree;gaMa=-50"Degree,;

F=(Cos[alpha/2],0,0,Sin[alpha/2]};
G={Cos[Bta/2],Sin[Bta/2],0,0};
H={Cos[gaMa/2],Sin[gaMa/2],0,0};

L1=200;L2=200,L3=150;
e1={0,1,0,0};,62={0,0,1,0),€3={0,0,0,1};

a13=Rpq|[F,e3];
a12=Rpq|[F,e2];

a22=Rpq[F,Rpq[G,e2]];
a32=Rpq[F.Rpq[G,Rpq[H.e2]]);

ui=L1*a13;
vi=L2'a22;
wi=L3'a32;
r2i=ui+vi//N;
ri=ui+vi+wi//N;

ion
f=(f0,0,0,3});

9={g0.91,0,0);
h={h0,h1,0,0);

K1=Mpq|f,F],K2=Mpq[g,G],K3=Mpq[h,H];
K4=Mpq[K1,K2];KE=Mpq[K4,K3];

013=Rpq[K1,e3];
022=Rpq[K4,02);
032=Rpq[K5,02];

uf=L1*013,
vi=L2"022,
wf=L3*032;

Simulscidon
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r2f=uf+vf;
rf=uf+vi+wf,

& Cinemaética Inversa:

dcaso 1.

ClearAli[t,px,py,pz,Sol,Vec,alpha1,Bta1,gaMa1];

For[t=0,t<=8 t+=0.5,

Ifft<=3,

px=-100;

py=-100;

pz=0;

Sol[t}=FindRoot[{f[[2]}==px,[[3]}==py r[4]]==pz,
f07r2+1342==1,g0*2+g122==1 h0*2+h142==1)},
{f0,0.6},{g0,0.8},{n0,0.8},{f3,0.7},{g1.0.1},{h1,0.3},
Maxiterations->50];

(* Las siguientes cuatro lineas se incluyen para calcular los angulos
alpha1, betal y gamma1 para 't<=3. Estos angulos fueron presentados en la
seccion 6.5.2 %)

Vect]={f0,g0,h0,f3,g1,h1})/.Sol[t];
alpha1[t]=2*(ArcSin[Vec|t][[4]]])/Degree//N;
Bta1[t]=2"(ArcSin[Vec[t]([5]]])/Degree//N;
gaMai[t]=2"(ArcSin[Vec]t][[6]]])/Degree//N,

px=-223.415+41,1382",;

py=-313.76+71.2538"t;

pz=-242.79+98.053"1-5.7076"1"2;

Sol[t]=FindRoot{{r[2]]==px,[[3]]==py,f[[4]]==p2,
f0r2+413/2==1,g072+g172==1 h0r2+h1/2==1}),
{f0,0.6),{g0,0.8},{h0,0.8},{f3,0.4},{g1,0.3},{h1,0.08},
Maxiterations->100];

(* Las siguientes cuatro lineas se incluyen para calcular los angulos
alpha1, beta1 y gamma1 para 't>=3. Estos angulos fueron presentados en la
secciéon 6.6.2 *)

Vec|t]={f0,g0,n0,f3,g1,h1}/.Sollt];
alpha1[t]=2*(ArcSin[Vec]t][[4]]])/Degree//N;
Bta1[t]=2*(ArcSin[Vec]t][[5]]})/Degree//N;
gaMai1[t]=2*(ArcSin[Vec]t][[6]]])/Degree//N]]
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& Gréficas de las Trayectorias:
ClearAllt,R,R1,A1,A2 A3,B1,B2,B3];

(* TRAYECTORIA ORIGINAL *)
A1=25.71156*-100;
A2=44.553"t-100;
A3=-4,905"1"2+61.28"t;

(* TRAYECTORIA SEGUIDORA. CASO 1°)
B1=-223.415+41.1382";
B2=-313.76+71.2538";
B3=-242.79+98.053"-5.7076"t"2;

R=ParametricPlot3D[{A1,A2,A3},{t,0,8} PlotRange->{{-300,500},{-300,500},{-
200,500)},

AxesLabel->{"X(t)","Y(t)","Z(t)"}];
"“Trayectoria Onginal."

R1=ParametricPlot3D[{B1,B2,B3},{t,3,8),PlotRange->{{-300,500),{-300,500} {-
200,500}),

AxesLabel->{"X(t)","Y(t)","Z(t)"});
"Trayectoria Seguidora. Caso 1."

Show{R,R1]
"Interseccién de Trayectorias. Caso 1"

& Subrutina de Simulacién:
JCaso 1.

For{t=0,t<=8t+=2.0,

fo=Vecit][[1]):f3=Vec|t][[4]);

go=Vecit][[2]):g1=Vec]t][[S]];

hO=Vec(t]([3]};h1=Vec[t][[6]};

Show{{R,R1,Graphics3D[{
{PointSize[0.01],RGBColor{1,0,0],Point[{A1,A2,A3}]},
{PointSize[0.01],RGBColor{0,0,0],Point[{0,0,0}]},
{PointSize[0.01],RGBColor{1,0,1],Point[{rf[[2]],rf[3]].r[[41]}]},

{RGBColor{1,0,0],Line[{{0,0,0}.{ui[[2]},ui[[3]],uil[41]}}]},
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{RGBColor[0.9,0.9,0.9) ,Line[{{ui[[2]],ui[[3]],ui[[4]]}.{r2i[[2]].r2i[[3]),r2i[[4]]}}]}.
{RGBColor[0.9,0.9,0.9) Line[{{r2i[[2]].r2i[[3]].r2i[[4]]} {ril[2]].ri[[3]].ril[4]1}}]}.

{RGBColor(1,0,0],Line[{{0,0,0} {uff[2]],ufl[3]].ufl[4]]}}]}.

{RGBColor{0, 1,0],Line[{{uff[2]},uff[3]],ufl[4]]} {r2A[[2]] r2M([3]}.r2M([4]]}}]}.
{RGBColor{0,0,1],Line[{{r2f[2]},r2[3]).r2[4]]}.{rf([2]], M{[3]] AT[4111}11}1]},
Axes->True, PlotRange->{{-300,500},(-300,600},{-200,500}},
ViewPoint->{1.300,2.400,2.000}]]

También aqui, el planteamiento de la cinemaética directa es la misma para los
casos 1y 2. Por lo tanto se presenta el resto del programa para el caso 2.

M Cinemética Inversa:

Xaso 2

ClearAll[t,px,py.pz,Sol,Vec,alphai,betal,gammai];

For{t=0 <=8 t+=0.5,

Ifft<=3,

px=-100;

py=-100;

pz=0; :

Sol[t]=FindRoot[{rf[[2]]==px,[[3]]==py,[[4]]==pz,
f0r2413/2==1,g0"2+g142==1 h0*2+h1A2==1},
{f0,0.6},{g0,0.9},{h0,0.8),{f3,0.7},{g1,0.1},{n1,0.3},
MaxIterations->50);

(* Las siguientes cuatro lineas se incluyen para calcular los angulos
alpha1t, betat y gamma1 para 't<=3. Estos angulos fueron presentados en la
seccién 6.6.2 *)

Vec|t)={f0,g0,h0,f3,g1,h1)/.Sol[t);
alpha1[t]=2*(ArcSin[Vec|t][[4]]])/Degree//N;
Bta1[t]=2"(ArcSin[Vec|t][[5]]])/Degree//N;
gaMa1[t)=2*(ArcSin[Vec]|t][[6]]])/Degree//N,

px=-223.415+41.1384",;

py=-313.76+71.2538"t;

pz=-407.17+173.39*-12.5568**2;

Sol[t]=FindRoot[{rf[[2]]==px,([3]]==py,[4]]==pz,
f0A2+13A2==1,g072+g142==1 h0A2+h1A2==1),
{f0,0.6},{g0,0.8},{n0,0.8},{(3,0.4},{g1,0.3},{h1,0.08},
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MaxIterations->100];

(* Las siguientes cuatro lineas se incluyen para calcular los angulos
alphai, betal y gamma1 para 't>=3. Estos angulos fueron presentados en la
seccion 6.6.2 %)

Vec|t]={f0,g0,h0,f3,g1,h1)/.Sol[t];
alpha1[t]=2*(ArcSin[Vec]t][[4]]])/Degree//N;
Bta1[t]=2*(ArcSin[Vec]t][[5]]])/Degree//N;
gaMa1[t]=2*(ArcSin[Vec|t]([6]]])/Degree//N]]

B Gréficas de las Trayectorias:

ClearAll[t]

(* TRAYECTORIA ORIGINAL *)
A1=25,7115"-100;
A2=44.553°1-100;
A3=-4,905°1A2+61.28°;

(* TRAYECTORIA SEGUIDORA. CASO 1)
D1=-223.415+41.1384",
D2=-313.76+71.2538",
D3=-407.17+173.39"-12.5568"t"2,

R=ParametricPlot3D[{A1,A2,A3)}.{t,0,8),PlotRange->{{-300,500},{-300,500),{-
200,500}),

AxesLabel->{"X(t)","Y(t)","Z(t)"});
"Trayectoria Onginal."”

R2=ParametricPlot3D[{D1,D2,D3},{t,3,8),PlotRange->{{-300,500},{-300,500} {-
200,500})),

AxesLabel->{"X(t)","Y(t)","Z(t)"});
"Trayectoria Seguidora. Caso 1."

Show|R,R2]
“Interseccién de Trayectorias. Caso 2"

& Subrutina de Simulacion:
JCaso 2
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For[t=0,t<=8,t+=20,

fO=Vec[t)[[1]];f3=Vec|t][[4]];
g0=Vec|t]([2]):g1=Vec(t][[5]]:
hO=Vec|t][[3]];h1=Vec]t][[6]);

Show|{R,R2,Graphics3D[{
{PointSize[0.01),RGBColor{1,0,0],Point[{A1,A2,A3}]},
{PointSize[0.01),RGBColor{1,0,1),Point[{rf[2]],71[3]].1[4]]}]}.

{RGBColor{1,0,0],Line[{{0,0,0},{ui[[2]],uil[3]],ui[[4]I]}]},
{RGBColor{0,1,0] Line({{ui[2]),uil[3]]uil[4]]}.{r2i[[2]).r2i[[3]).r2i[[4]]}]},
{RGBColor{0,1,0],Line[{{r2i[[2]),r2i[[3]),r2i[[4]1}.{ri{[2]].A[[3]).ri[[4]]1}]},

{RGBColor{1,0,0],Line[{{0,0,0}.{uff[2]],uf[[3]],uf[4]]}}]},
{RGBColor{0,1,0],Line[{{uff[2]),ufl[3]],uff[4]]}.{r21[2]],r2[3]].r2f[[4]]}}]}.
{RGBColor{0,0,1],Line[{{r2f[[2]],r21[3]},r2([4]]},{ (2]}, AI[3]], AI[4) ]I},
Axes->True, PlotRange->{{-300,500},{-300,500},{-200,500}},
ViewPoint->{1.300,-2.400,2.000}}}

Gréaficos del manipulador de 3 gdl. Caso 1.
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Simulacién (0 seg.)
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Graficos del manipulador de 3 gdl. Caso 2.
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Conclusiones

Conclusiones

En la industria, en especial la de tipo manufacturera, hoy en dia existen
sistema de produccion que emplean manipuladores para realizar algunas tareas.
Cuando se tiene una linea de ensamble en donde las tareas se realizan con
manipuladores, generaimente el flujo de la linea es discreto. Esto es, cuando el
manipulador debe realizar su tarea, la linea tiene que detenerse un momento, esto
desde el punto de vista productivo genera entre otras cosas, costos que
incrementan el precio del articulo en el mercado y por lo tanto un decremento en la
competitividad de la empresa. Aunque desde el punto de vista de la calidad del
producto, esto es en el presente, lo mejor para controlar las operaciones. Aunque
seria 6ptimo que la linea de produccion fuera en realidad continua y asi evitar los
costos de pararel flujo. Es decir, el control la calidad de un producto que implica
operaciones realizadas con manipuladores, es mas facil si el producto se encuentra
estatico que si se encuentra en movimiento, ya que es mas dificil controlar un
manipulador que debera realizar operaciones en un objeto que se encuentra
moviéndose. Entonces si se puede aplicar un control lo suficientemente eficiente
como para determinar |08 movimientos del producto y el manipulador, y ademas
coordinarios para que se efectie la tarea, se estard dando un gran paso para
conseguir sistemas verdaderamente continuos lo cual implicaria un incremento en
el nivel de produccién importante. Por lo tanto este trabajo puede representar en su
justa dimensién, un primer paso hacla ése tipo de sistemas. Por ultimo es necesario
mencionar que el estudio del movimiento de manipuladores para la interseccion de
trayectorias no termina aqui ya que aun falta por determinar caracteristicas de
velocidad y aceleracion. Por lo tanto queda abierto el tema para futuras propuestas
que sean paralelas o complementarias y que enriquezcan el presente trabajo para
lograr el objetivo antes mencionado que se relaciona con los sistemas de
produccion continua.

94



(1]

(2]

(3]

[4)

(5}

(6]

[7]

6}

Bibliografia.

Reyes Avila Luis, 1990: Quaternions: Une Representation Parametnique
Systematique Des Rotations Finies.

Partie 1: Le Cadre Theornique.

Rapport de Recherche IRIA No. 1303 - Rocquencourt, Francia.

Cuenca Jiménez Francisco, 1996. Modelado del anélisis cinemético de una
plataforma paralela plana: Una aplicacién del Algebra de Quaterniones.
Tesis de Grado de Maestro en Ingenieria . DEPFI - UNAM.

Wolfram Stephen, 1992. Mathematica: A system for doing Mathematics by computer.
Adison - Wesley.

Gurtin M.E., 1981: An intrduction to continuum mechanics.
Academic Press - New York.

L.l. Golovina, 1974: Algebra lineal y algunas de sus aplicaciones.
Editorial MIR.

Peter V. O'neil, 1979: Introduction to linear algebra. Theory and applications.
Wadsworth Publishing Company, Inc.

Marquez Miranda Mario, 1995: Modelado cinemético de sistemas mecénicos de
cadena abiena.
Tesis de Grado de Maestro en Ingenieria. DEPF| - UNAM.

Méndez Canseco Mauricio Cirilo, 1995: Modelado cinematico de sistemas mecanicos

de cadena cerrada.
Tesis de Grado de Maestro en Ingenieria. DEPF| - UNAM.

95



	Portada
	Contenido
	Prólogo
	Simbología
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Biterniones
	Capítulo 3. Quaterniones
	Capítulo 4. Movimiento Rígido
	Capítulo 5. Intersección de Trayectorias
	Capítulo 6. El Movimiento de los Manipuladores
	Capítulo 7. Simulación
	Conclusiones
	Bibliografía

