
191 
~ 

F"C'Ul-TAP OJO ~'IENC-IA.~ 

Ul""'" 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE 
MÉXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

PROPIEDADES DEL CONJUNTO DE CANTOR 

T E S I S 

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE 
MATEMÁTICO. 

P R E S E N T A: 

JOSÉ MATEOS CORTES 

D,IRJ>(;TOR-DE Tl!SIS 
DR. AL<tilANDRO.ILLANES·MEJIA 

~': -

.·;'.: 

~-::- . · ...... - \:-; 

.. -·- . 
TISIS COlf 

FALLA DE OllGP.ll 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



; ,.::;.~ 'fi.··" ·. 

~~~ 
~ 

ºJ."4!~..._~ NAq:c.,.:..:.. 
~::"}>~~:A. D:L 

-"'-I:X1C,O 

M. en C. Virginia. Abrin Barulc 
Jefe de la División de Estudios Profesionales de ta 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: 

Propiedad~s dal. conjunto de Cantor 

real~o por Jos~ U.ateos Cortes 

;' f 

con número de cuenta 8217752-8 • pasante de la carrera de :r.atemátioa.s 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Atenta.mente 

Dircc'lOI' de Tnis 
Propietario D:-. A1eja...<>"ldro :I::LJ..anes li.ej!a 

Propietario 

Propieiario 

Suplcnu= 

Suplente 

D::-a. ... Isabe1 Puga Espinoza 

Dr. Sergio ~ac!as A1varez 

:!J:r. Javier Páez Cárdenas 

U en c. Jos.S Ga1a'!;i.f#a~ 

Curuc}a. de Matc~ucas 

Mat. <:_~~-!:__ ara Bravo 

.1..: . : • 
• . ___ :. '!::... ·; ·.·.:.-

.~\ 

,. . .. · 



A mi amiga 
VICTORIA 

y n rnis padres. 



INTRODUCC!ON 

Ln mayoría de los c11rsoR y libros que hnblnn dr.l conjunt.o de Cn.nt.or In t.rn.t.an en 
formn. pnrnrnent.C? ~c··o1116t.rka.. Se r.rnpiez.n pre'!Sc>tit.n.ndo HU t•onst.rurcic'>n georné>t.ricn 
y. a pnrt.ir de la gL~tnet.rín, sr. rlcducen Hus propiedn.dl-s nuÍ.H iuiportnnt<>S. No 
considcn\.lnos que ~t.n fonnn <le pn_--st~nt.n.rlo Hra tnnln.. IJ<' hN~ho Ni 11111y ilw;t.rn.t.ivn 
y los nrgun1ent.os que se 11snn son muy cln.ro!-1. Est.p t.rn.hnjo 1uu·p ch~ las prrguut.n.s: 
;.Es po.<.iihl<> hnet>r uu t.rnt.n.1niPnf.o rig11rnso dPI c·onjunto tlt> Cant.or? ;,Es poHihle 
<lar c'fit.e t.rn.t.nnticnto riguroso Hin sufrir drn1a.">in.1lo? 

En esta t.esis da111os unn n>Hpuc-sln. poHit.ivn n In prinu~ra prPg11nt.a y 1ln.111os nnn 
rcspllC'St.n. snt.isfm·t.orin. n. In. SPp;111uln. Claro, l'l lt"d.nr t.iP110 In. 1'ilt.i1na pn.ln.hrn. para 
dt.-...·ir si no sufrP 11111d10 IPyt•ndnln.. 

En el cn.pít.ulo l dn.tnos nun. construrdón ntuilitkn. lh-.t ronjunto (le Cantor y 
prnbn.n1os qnc> r.-; 1>c¡nivn.)p11f.p a In. const.n1crirln J?;POtnt'.'"·t.rirn._ Adt•nut.-.. dn.111os prttl'hH.'1 
fonnn.h-s de ln.H propic'(Íadt-s b1í.-.ka • ., qu<> nlC'ucionan In. 111nyorin. dr- los libros. Aquí 
es oportuno tnrndonn.r qtt<> In. ronst.r11rd611 que (ln.nms PS orip;inn.l. Originn.I l!ll el 
scnt.ido de que 110 In. cncont.rntnos en 11ing-1ín ot.ro In.do. nunqu.- por .su nat.urn.li<hul 
no dudan1os que hn.ya sido dPHnrrn1lada aut.r>s por ot.rn..q pPrsonn .... 

En c>I c•npít.nln 2 <lrt11ost.rnn1os c¡11c> (_•I ro11j1111to clc> Cantor <>S 1111 c-:-ipacio rnl•t.riro, 
ro1npac·t.o, 110 vac·ío. t.ot.nhnPnt.r disc·n1u•xo. perít~·t.o y no 1111tnern.hlc. La pntPbn. 
cc-nt.rn.I dt> e-sic rapítulo (_'S In. pruc>hn dPI ll'('>rt'IIH\. q1tt- nos di<'e que- PI conjunto de 
Cn.nt.or es hntnc'0111nrín n 11n prod1u-t.o 111111H•ru.hlc> dP ('"Opias rh•I ~pado discn!t.O 
{O, 2}. Corno v<>ntos en t•I 'npít.ulo :i. c~t.«- IPnrt•nla t>S u111y 1h.il para d<~luc-ir 
propit.""<lndrs t.opolóp;kn.-> de>) .. oujunt.n tlt• Cnnt.or. 

El t•npít.nlo :¡ Pst.ti <ledicn.do n. desnrro11a.r los. que cnttsi(_lernrnos los rrsult.ndos 
t.opol6gicos nut..; ilnpnrt.ant.('S <Id ronjnnt.o de Cnnt.or. n sahPr: 

l. Todo cspnrio n1ét.rico cn1npn.rt.o t.'S i111agrn ro11t.i1111a (lrl l'"nnj1111t.o de C1mt.or, 
y 

2. Todo (~pario ru{>t.ricn, cotnpnctn. no vacío, tot.1Llnu•nt.e <li~u·on(!XO y sin 
p11nt.ns aislados es honu'(J111orfo nl <'hnj11!1to de Cantor. 



CAPITULO 1 

INTR.ODUCCION. 

01.~ ntmsl.nls cursos de> Atui.lisis l\ln.t.(•nui.t.ko y Topo1ogín hc-tnos vish11n
hrn.do <}'U' Pl co11j1111I n tlP Cnnt.nr jltf!J?;H. un pn.pel tnuy in1porf.lu1t.o en hiH 
111n.t.<~nuí.t.it·iL"'. lJs11n.hnPt1l.P sP 11ns pn-sP11tn su construc·<·h.'n1 µ;rcnni•t.dcn.. y, n. 
pn.rt.ir tic- l•lln., dt-sn.rrnlln.1nos n.lguna .. '-\ dt! sus propicdn.d<>S. • 

En t-sl.r 1·npít.ulo vn.111os n. <'tu¡u..-?.n.r n ... ·nrdn.11do 1>st.a. rnnstnu·c·iñn gt~OHH-;.t.ri<"n. 
p<•ro vn.1nns n. hm_·<-r n.lgn nHÍ..'->. Vn.tnntt n. <ln.r l1L"l frlnnula."i <"xn.ct.a. ... que tl<~tincn 
n lns lnl.l•rvn.los qut_• sP rnnsitlC'rn.n C'll In. c·onstrucdóu del conjunto de Cnnt.or 
pnra. dr t·sl.n. 1111u1<"rn. prnhn.r s1ts propü."(:lat lt-s forn1n.h11<•ut.c-. 

CONSTR.UCCION GEOMETR.ICA DEL CONJUNTO DE 
CANTO H.. 

To11uu11os PI i11trrvn.lo unit.nrio {O, l} ele ln. rt"t't.n. real. Dividi1nos <-st.e int.er
vn.ln Ptl tn-s s11hint.Prvn.los ig1in.l{'s, l)p <>Stn. t1HLIH'rn. ol,tm1c•1noH los sig11ipnf.cs 
int{'rvnlns. 

["·AJ.o.n.o.1J. 
l~l pri1nPr pn.so pn.rn. In. l'onstrncción ch•l conjnnt.o clr. Cn.nt.or c·onsist.r en 

quitar Pl suhintl'rvn.lo nhit>rfo i11t.c>rtnrdio. es dPrir q11it.n.mns n. (?i• ~). Se1\. el 

ronjunt.o C 1 ln. unión <h.• los intervalos rrst.a.11tcs, o srn C1 =¡o.~} U(~. t]. 
. El st>p;1111Clo pn.'"iO rnnsist.e rn rc•pC't.ir rl 111isu10 pron'"R<l n r.1u. n. nno <lr los iu
t.Prvnlos l)UP rotnpont.>ll n. e,. E11 ot.rns pn.lnhrn .. '-1., a c:ncln. intrrvnlo que cotupOllC' 
a C 1 In <livilli1nns PU t.r<-s part.Ps ig11n.l<'H gt>nc•níntlos<.> los siguipnt.l--s suhinter
vnlns: 
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Quitnrnos nhorn. los subint.ervn.lo!i u.birrt.o.q int.(~rrnPC:lios. Es drdr n. e, le 
q11it.nmos los int,ervnlos (~. fi) y (~. ~). SPn C 2 t•I <'onj1n1t.o q1ae nos q11ccln, o 
RCa 

C2= [o.~]u(¡~.~]u[N.fi]u[~.t]. 

Rcpeti1uo.q el pror.c>So, es <lc-cir, n cncln 11110 de loR int.crvnlos que rmnpOnen 
n C 2 (que t.icn<"!n lon~it.ud de~). lo clivirlimos Pll t.rCR pa.rt.~ iµ;1m.les y q11it.n1nos 
los t.rrcios tnedioH. Con ~t.o obt.rnernos rl t.errer paso dt~ In. ronRt.rurdón que 
ronsist.c en c•l conjunto: 

E.Cite proc~o R<' Rig11c- indrfinidn.rnc-ntP. Es clf'l•ir, pn.rn. oht.rtu•r n. e,., se 
dividen en t.res pnrt.cs tocios los int.crvnlos qnr rontfJoneu n G':1 y sr quit.n.n los 
i11t.rrrnf"flios. 

En genC"rn.l, Cni+t se const.rnyf~ dividiPnclo rn tn~ pn.rf.l-s iµ;nnh-s n. los 
int.ervnlos que c·o1nponm1 n. Cm y horrnntlo los intc:-rvn.lo.<.; abiertos intennc-dios. 

Figura l. ll11st.rndón de In c-onstrurción <le C1.C2,Ca y Ci1. 



Finnhnent.r rl Conjunto de Cantor, qu<-~ clurnntc tocio t.'!St.r t.rnhnjo se le 
denotara\. por ln. lrt.rn. C. HP <-h•lirll' ('otno In. iut.erHec.·dón de todos lns l'onjunl.us 
Cm. Es th: .. ·ir, 

e= n{Cm: Tn EN} 

OBSERVACION 1.1. El ¡11YJlilr·11la r·o11 r·sta co11.<>l.rur:r:ión, , .... 1¡1u• Cmt-i 
tit"pr·11dt• 1lt-· e·.... E11loTU't'.'>, ... 1 1UI lu•11uJ .... con.o;lruulo (J c ... "º ... alu·1no8 quirn 
, .... e:....... E.o;.to dijic~ultu cu gnui 7IHU1r.ru la 7n11.r,lm dt• ln ... ¡n·opicdmJ, .... rlf'l 
ronjunlo dr. G•anto1·. Ntu:.<>hn pri1ner l.1nbaJo, u 7H11·t11· de t•.,.tf~ 711011u!11l.o, .<Jcr<Í 

r•nconfnu· 11.na fárrnula r.:rplírif.11. 7u1.1n. lo . ., C.,.. 

Unn. prirnPrn. propiPdad qnt> podr111os ohsPrvn.r de los C.,. Ni la. sip;ttient.e. 

PROPOSICION l.:.?. C.,. t'·" lu uni<í11 rfr 2"' iuf.t•nirdo.<> c:rnntloH y 
ujr•110 .... 

Dernost.rnc:ión. l larP111os PHI a pn1Phn. por in(lurdcln 1111t.l.c>11ul.t.ica.. Clnro.-
111c11I.(! C 1 r~l.Ji fonmulo por 2 = 2 1 inl.f•1""vnlns c•prrados y njr•uos. St1pn11gn.1nos 
n1101·a <ptc> e: ... l'Hfl\ fc1r1111uln ¡1or 2"' intc•J"Vnlos ('l'rnulos y ajl'ltOS. Sabernos 
<¡11C' C~,,. ¡ 1 Sl' Obli<•IU' dP C.,. ll. partil" (h• clividir ('tlllH. 1lll0 c}p }ns inlc•rvnlns 
c•p1·nulos qHP l'onfnrnuut a Cm Pll t.n--s pn.rl.Ps iv;nal('H y r<'t.irnr ('I el" c•u 11tP<lio. 
Eut.otU't':" dr• cada int.c•rvn.lo dP C,., oht.t•1u•100!-l (los iul.PrVtt.los. D<• 111odo que 
C~ .. +1 liPIU' t•1 clol>lt' ti<-· int.c•rvn.lns qt1r e· .... P11<-stc1 qtlt' c ... t.it!fl(' 2"', l.l'IH'lll08 

<¡llt." C.,, 1 1 c-.,st.1\. fortnado pnr 22"' = 2'"+ 1 i11tt'rva.los errra<los y n.jPnos. 

DP n.<"1lPr<lo ron la proposidón anterior los inlPrvnlos qun ro11fornuu1 n 
Cm son 2m. l~nlonc·c'!-' 1111n 1111u1c--ra pnl.rt.h·n. ele• n111n<•rnrlos spr:\ t11nuu1clo f'I 
cnnj1111tn de• í111 li1•1•s j E {O. 1, 2 •...• 2"' - 1} . 

lJ11rn11tP todo c~l.l' lrnhnjo dc•11otan•111os ('OH PI sí111holu N• <'l c·onj1111t.o de 
los núnu•rus 11at.11ra1r-s i11<'l11v<'11<ln al c•p1·n. Ahora van1ns n. dar una 111n.11c>rn. de 
c·o11sln1ir t.•1 ext.rc·111tl iz.qtti<•r~ln tlc•l j-t'-si1110 intervalo ch• C'.,,. Pn.rn c•sl.o l1arc>111os 
una 1·011slrnccic'111 µ,1·11Prn.I tlr unos n1hnrrns u,, parn. hL..; JE N•. 
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CONSTRUCCJON 1.3. 8<"n. j E N"". Si j -. O. definimoH no = O. Si 
j #- O Pnf.onces rsrrihimos n j eu su not.nrión hiunrin, es dN·ir: 

j = IJo • 2° + b1 · 2 1 + ... + b,., • 2"'. 

donde bm. = 1 y b1 E {O, t}. Definimofl 

En otras pn.lnbnL'i, pode1110.o,; expresnr In <"onstnwdón nsí: 
clndn j E N, In. escribirnos en Rl1 11ot.ru·ió11 hiuariu, los 1111os lo."1 f.numforrnamos 
en doses y se piensn en c-1 111ínwro corrt~poridir.11f.P C'orno 1111 u1ír11cro esrrit.o 
en blLc;e t.r~. 

Por cjernplo si j = 10, entonc<.>s Pn 1101.arión hinnrin, j =O. 2° + t . 2 1 + 
0·22 + 1 ·2:1

• Porronstr11crió11 aJ = a 10 = 0·3º+ 2·3 1 +0·32 +2·:1:1 = 
6 + 2 (27) = 6 + 54 = GO. 

LEMA 1..4; n2 ... = 2 · 3m ¡mra r.ada 111 E N•. 

Demostración. Como 

2"' =o. 2° +o. 2 1 +o. 2 2 + ... + 1 . zm.. 

Cn.k11lando n 2 ... tr1H!OJ1•s lo sig11it•flf.,•; 

a-¿ ... =O· 2 · :1° +O· 2 · 3 1 + ... -1- I · 2 · :J"' = 2 · :1"1
• 

El sip;lliPnt<~ t.ron•rnn nos dn una rnnurra ruuy f1idl y 1'it.il dr cn.kulnr ªr 
Eu él mo:-;t.rnrnos qur In. funci<ín a.J tic~nP nl1..,.-.11UL'i propit">Cladf'S dP linenlidnd. 

TEOREMA 1.5. Sea j E N. E:rpTr.'>nmns aj r~n .-;u notan.rJn binaria, 
e.<Jto c.<1: 

j = bo • 2º + b 1 • 2 1 + ... + b..,. · 2"'. Erilonce.<1 

Uj = ªO'D·2º+bi·2i+ ... +h,..·2'"') = bo • <12u + h1 • "2• + ··· + b,.. · n2 ... 
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Dc1nost.r~ción. SC'n. j E N tijn prro n.rhit.rnrin y, lo L'Xprr>Rn.n1os rn1 su 
unt.n.cit)n hinal"in., Psh-. t>s: 

j = '10 • 2 11 + 11 1 • 2 1 + ... + l1rn • 2"'. (l"Hf.n.111os :-;11po11it•1ulo <l'll' '1m = 1 ). 
Por t\Pli11i('it'111 ª.1 = 211t1. au + 2111. :1 1 + ··- + 211...,. 3'". Por l'l IPllH\ 1 .. 1. 

bo • "2" + 1', . ll:.? + ... + ''"' . ":..? .. , = 2110 . 3 11 + 2111 • a 1 + ... + 211,,. . am. 
AHÍ. 

Esto t•o1nph•t.a In. prup\m. ,\rl t<mn•nuL. 
J\ nuut<"rn. •h• ilnst.rnrhln. rnlr11la.r<'n1os a.J pnrn. los pri1nrro.~ 11(1111c>ros. 

EJEMPLO. 

Expn-snndo los sip;,uit•nh-s n{nne>ros Pt1 s11 unt adón hinn.rin t.rnrmos: 

Uo = () 
"1 = 1 . 2. :-\11 = 2. 

u 2 =o. 2 - a11 + 1 - 2 - 3 1 =o+ G = G. 

n:, = l · 2 · 3 11 + l · 2 - :l 1 = 2 + G = 8. 
ª" = (). 2. 3º +o. 2. a 1 + 1 . 2. :_f! = 18. 
a!", = 1 · 2 · :1° +O· 2 · 3 1 + l · 2 · a:i = 21L 
ar,=(). 2. :1° + 1. 2. 3 1 + l. 2. a2 = 24. 

r17 = 1 · 2 · :\0 + l · 2 · a1 + l · 2 · :\2 = 2G. 
"R = n. 2. :Jº +o. 2. :1 1 +o. 2. :1'.z + 1 . 2. :r' = 54. 
u 0 = l · 2 · :1° +O· 2 · :1 1 + () · 2 · :1 2 + 1 · 2 · 3:l = 56. 
n 10 =O· 2 · :111 + 1 · 2 · :1 1 +O· 2 · :\'2 + 1 · 2 · :f' = GO. 

Ln. siv;11h•nt.l' tn.lila n-s11111P t-slos n~ultaclo~. 



Cl 

j ª' o o 
2 

2 6 

3 8 

4 18 

5 20 

Cl 24 

7 26 

8 54 

9 56 

10 úO 

Los signicntC"S lc-mn..~ noR Rerán tit.iles pn.rn. en.C"ottt.rnr unn expresión nnnlít.kn 
pn.rn los <'Ottjunl.OR Cm· 

LEMA 1.6. aj+ 1 < a,+ 1 ¡mn1 cada j E N•. 

Demostración. Si j rs un 1uírnc•-ro nnt.urnl par, su prinu~r dfrn Pll no
t.1u·ión lli11nrin ('S t•pro y t.•11to1u·rs j SC" rc•pn'Se>nta n."iÍ: 

j = o. 2 11 + ''t . 2 1 + ,,..l. 2:.? + ... + ,,,,. . 2 .... 

E11t.onrPs 

a, =O - 2 · 3° + 21'1 · 3 1 + 2l;tz · 3 2 + ... + 21.1,,, • 3 .... 

Como 

j + l = 1 · :.:?º + h1 • 2 1 + 112 • 2 2 + , .. + b"' • 2"" 

Cn.l,·11ln.11dn flJ+I ollt.l'lll'111os: 
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<1.H·I = J • 2 ·;JU -f- 2/11 • 3 1 + ... + 2b,., · 3"'. 

OhsrrvPntns q11<• ".1 y ª.1+-I sólo difirrPn eu •·I prir11rr s1uu1uulo. que ''ll a 1 

r:,i 0 .Y t.•11 ª.1+1 t'!i 2. 
D<' 111n1u•rn q11C' º.1+• = 2 -f- ".1 y Ptil1111cc-s 

º.1-H > 1 +nj. 

En f'f t"IL'"lo dt• q11<' j t•s irnpnr, la <>:-i<'rif.ura eu not.ndón hinnrin. dn j tirnc 
1111 11110 t'll In. t·ifrn dP In .. ~ unidadt•s. Dt- nuuu•rn cplP j e ... dP In fonun 

j = J • 2° + l · 2 1 + I · 2 2 + ... + l · 2' +O· 2•+ 1 + b,+ 2 • 2•+ 2 + ... + bm. · 2'" 

Por s11p11<'St.o q11P pod.-ía ocurrir quP 110 h11hirra 11i111Z,1Í11 O; ~n ese ca.«>o 
i = 1n. DP fnrln.<> UHLIH'ra ..... i ~o. 

Por dt•firliriim: 

ª.1 = 1.2.a"+ 1.2.:1 1 + ... +1.2.:1• +o-2.31-t 1 +2bo+:¿·3•+ 2 + ... +2b"' ·3'". 

A<h•1111i-; 

j + J =O· 2º +O· 2 1 + .. +O· 2' + 1 · 2>+ 1 + b 1 +2 • 2•+ 2 + ... + hm · 2'". 

Por In q11r 

o 1 , 1 = 0·2-:J" +O· 2 ·3 1 + ... +0·2 .;J• + 1·2.3>+1 +2h,+2 .3•+2 + ... +2bin · 3''1 • 

Cnt110 la 1íltit1U\ parf,r clf> hL"> dos s111111L~ coinride (In clP. a.J y In du a_,+i), 
pnra prohnr l'I lt>11UL sólo t.e1u•111ns que runst.rnr q11r: 

(2. :111 + 2. a 1 + ... + 2. 3• +o. 3•+ 1 ) + 1 < 0·3º+0·3 1 + ... +0-3' +z.3.+ 1. 

La surua dP In iz<ptiPrda •>s ig-11al a 

1 .:J•+I 

Dt> llHllll'rlL CjlH' sÚJn f.f'flf'Jll()S Cfll<' prohar qllP 3•+I < 2-:J•i-I. Y cfal"lUllCnf.c 
t>Sln ch--siµ,11aldnrl <'S c·ic•rt.a. 

Esto <·nrwluy.- la prt1C>ba. 

LEI\1A 1.7. r•a1n /oda j EN•, :1aJ = a 2 ,. 

Deniost.rnción. Sc•n 
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j =bo·2º+/J1 ·21 + ••· +bna •2"'. 

MuJtjpJicando por 2 obt.enc>rrtoH 

2j= 2(bo·2º+b¡ ·2 1 + .. , +bw ·2'") = hn ·21 +b1 ·22 + ... +bm ·2.-..+1. 

Cnlr1demos a 2.,. 

a2j = Q • 3º + 2bn • 3 1 + 2b1 • 3 2 + ... + 2/Jm • 3na+I. 
= 3 (2bo · 3° + 2b1 • 3 1 + ... + 2b.,. · 3'") = 3a,. 

LEMA 1..8. Parn cada j E N•, 3a,, + 2 = a 2 j+I • 

Demostración. E,c:¡cribimo.-. 

entonres 

J = bo · 2° + b1. 2 1 + ... + h,,.. 2"', 

2j + t = (bo · 2 1 + b1 · 2 2 + ... + b,.. · 2no+t) + 1 
= 1 ·2º+bo·21 +/J1 °22 + ... +/J,,..·2'"+1. 

Yn podcn1o._q rnlrulnr n 2 .1+ 1 , ron c-st.o oht.enen10~ 

n2;+ 1 = 2 · 3° + 2/Jn · 3 1 + 2/J1 • 3 2 + ... + 2b,... · 3"' + 1 

= 2 + 3 (2/Jo + 2h1 · 3 1 + ... + 2bm · 3"') = 2 + 3a.1. 

Por tnnt.o a21 +1 = 3a.I' + 2. 

Ahorn yn estamos listos para dnr 11nn dc-finkión nrmlftkn rlr los ronjunt.os 
Cm. Prnvisionnlnwnt.e los llnn1arcn1os Bm. 

DEFINICION 1.9. La fo"1ta analftinl pnn1 radu. D,.. ron n1 E N r..'f: 

B - :..! ... _, r~ a,,+ IJ 
m - LJ 3"'' 3'" • 

-'=º . 
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do11dr. o .J f~ • ., rnnio en In rn11.cit.rucr.iá11 1.3. 

EJEMPLO. 

B1 =[~.~)U(~.~)=(~.~) U(~.~]= (o.!] U u.1]. 

Ahorn. dP111nst.rn.rp1nns que In for1nn tu1alítkn. en c¡11n se- obt.icnrn los cx
t.rP111DN dP un Bm PS t'(_¡nivn.IC>nt.e u. In. fnnnn. geonu<;,t.ricn. pura obtener los ex
t.n•1uos dP e·.,. Pn t•I co11j1111t.o ch~ c:nnt.or. Es ch>c.·ir, D ... = Crn. 

TEOREI\IIA 1.10. I'aru tmlu 111 EN, 11,.. = C'01 • 

De1n.ostrnción. llarrmos C""Stn rll'ntostrn.dón por i11d11rdón ntn.t.eomát.icn. 
Cn11 t>l PjPtnplo <Jlll' 1l('l\ha.1nos dP VPr ro1nfffoha11tn8 q1tc• B1 =e,. 

Ahora s11po11~au1os qul' n ... = c .... Es dPcir, suponp;:uuns qlll' 

e· - ~"uº-• [!!L. ~L.±_!_] 
,,., - .J=ll ;¡•n' ;¡m 

Dc•l Lc·mn. l .Ó.fi.P clt"{:lilf'Pq11l' los int.Prvn.lns [F,. !~;!;--!-}, [;r±, ~], ... , ["'.l:;;.;- 1 , ":i~¡;:,1 +1] 
snn n.jP11os t•nl.rt"! ~i. DP n('t1t·rdn con In. 1·011st.r11cd6n gPonu~t nrn, f>Ht.ns int.P.r-
valos son los q11r t.rnrtnos <¡nr dividir PU t.rN-> pnt"t<>s igun.IC"S parn obtener n 

c .. ,+-1 

'l.b111P111ns 11110 df' t>stlls int<>rvnlos, <lignn1n¡.¡ 1•1 [f#.. ~] n1 1lividirlo c>n 
1 n-s part l'S igun.IPs oht.<•11c>111ns lns snhinll•rvalos: 

[ :la, :la3 + 1] (ªª3 + 1 :la.1 + 2) ¡:1n.1 + 2 :Ja.1 + :1] 
~-~. ~I·~ y~·~. 

L<• 1¡11it.a111os "I <Ir Pn. llH"(lio y <lP <•stn. n1n11<•ra po<l<'tnns <l<>eir q11r olJf0-
H<•111os a los int<•rvn.los qtu• co11for111a.11 n C',.,+-1 a. partir dt• C,.., l'St.n Ps: 

•• :!"'-I ([ :lu_, :Ja3 + 1] ¡:la.1 + 2 :111_, + ª]) 
c ...• 1= .1~1 :¡;;;-¡t·~ u 3 ••• +1 ·~ · 

At>lit·n.ndo c-1 L<•11m 1.7 y t.•l Lr1nn. 1.8 t.r11c-1nns lo siglti(•JltP: 

2,.'-l([ª2.1 U2.1+ll [ª2.1 .. I fl2j+t+l]) 
Ctn+l= .JY..I 3rn+l' 3m-tl LJ 3ffltl'~ 
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[ 
a2.n a2.o + 1] [<.t2.0+1 a2.n+1 + 1 J [ n2.1 a2.1 + J J ('L2.1+1 n2.1+1 + l J 

3 ..... +1•~ U 3m+I'~ U 3m+1•3m+1 U 3m+I'~ U ... 

u (ª2c2"'-1) a2<2"'-t> + 1] u [ª2c2 .. •-n+1 u2c2 ... -1)+1 + l] 
3•n+I ' 3n1+I 3m+I ' am+l 

[ no ao + l] [ u1 <11 + IJ [ n:1 ª2 + IJ [ a:1 n:1 + l] ----u----- u----- u----- u 3m+l' 3m+I 3•n+I' 3"'+1 :Jn•+I' 3•11+1 3•n+I' 3•u+I ••• 

u[~ a2-+1_2+lju[º2 ... •'-t 02 ... ,,_ 1+1] 
3""+1 ' 3•n+I 3m t-1 ' 3n•+I 

2-•'-1 [ a,, ni+ l] 
= u ~· 3m-t-I = flna+l· ,_o 

Por consigttiC'nt.e, hl'Jnos d('rn.ost.rndo qllP la rousf.r11rci6n g1>0n1ét.rica y In 
<·onst.rucdón nnnlítir.n d<' C,,. l'ninciclPn pn.rn. toda rn E N. Por lo r11nl, yn 
t.enernos den'<·ho n. esrrihir: 

e _ 2"·-1 (!!.L. ª~ + 1 ] "' - u 3"'' :!"' . 
J=U 

Si n1 leer In Ocfinidón J .9, nst.c."Cl dudó qm~ el 1ilt.itno extremo derPCho de 
Cm es ignnl n 1 pn.rn rndn Tn E N. En In ohscrvndón siguiente mostramos 
que est.n nfirrunción es Vt!rdndt~rn. 

OBSERVACION 1.11. En PfN·t.o, romo 

Aplic1i.nclolC" In f11ndó11 t.C"ncmos: 

ª2"'-1 = 1 • 2 • 3o + 1 · 2 • :1 1 + 1 · 2 • 3 2 + ... + ] · 2 • 3m-I 
= 2 (3º + :31 +·:J2 + ... + 3na-I) = :J"' - l. 
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a2 ... -1 + l 3m - 1 + 1 3"' 
--3-.-.- = 3'" =~=l. 

Y rst.o valo pn.rn. en.da 7Tl. E N. 

Aliorn ()llP yn. t.c>11e1110."i t11111 c>xprcsit'in nnalíf.irn para los inf.PrvnloH que 
ro1npo1tc->ll U C',.,, esf.nlltON <~11 pO.<iibiJidadrN cfr dar pr1u:•l_llL~ fornHlfCR dr. a.Jgu
IUL_'i dt> sus proph"<Jadc-s. Vari1Lo.; d<! (~IJas :-;on nn1y PlatlL'i de la co11st.r11cdón 
gt.."OllU~t.ri<·n. 

PROPOSICION 1.12. Lo."l iulrnmlos 'Jll~ cotnporum a Cm tienen lon
gitwl 1lt! fr.. 

Dcn1ost.ración. Y1l snl,<•r11os <111c-

2 ... -1 [a a + IJ 
c ... = u :J.: •. ~ ... +1 • 

.1=11 

Srn1. k E {O, 1, ...• 2m - 1}. Por t•I Leum 1.0 los inf.t•rvn.los <le C.,. ROU ajenos 
Prtf.re si y, <>I 1.~-<~irr10 int.c-rvalo t iPnl' Jo11gif.11d igual a 

PROPOSICION J..13. La suma de la. .. longitud~.'l de lo.v intervalos 

qu,, "º'""º"'~"ªe,,. r.-; i 9 uat" (N)"'. 

Demostración. SPa. rn E N y su rnrn-spondicut.e e~ ... C'S dc'f:ir: 

C _2 ... -1[ª..1 n_,+IJ ... - u 3"'' 3"' . ..1=-0 
Por In Proposidóu l. l cadn. Cm t.iC"n<' 2.,. i11t.crvn.Jos Cf•rrndo.~ y por Ja 

Propnsiddu 1.12 Jos int.t"'rvnln.'i que> c-01uponeo11 n C.,. t.ieouru Jougit.11d de :¡k. 
Eut.onrrs In s1111m tot.nl dP Jn .... lo11gif.11<h>s f>s ig11al n: 
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2 ........... .. 

l 1 1 1 + l + ... + 1 2"' (2 )'" 
3rra + 3m + ••· + 3'" = ;3m = 3"1 = 3 

2"' tl~Cll'!'• 

PROPOSICION 1.14. Cm+l C Cm pmn cada rn E N. 

Demostración. Sabemos q1m 

e - 2 ... +1-1 [_!!:.j__ a,+ 1] 
n•+I - LJ 3ro1+I • 3rn+l • 

j=O 

Dacia. x E Cm+I cntonr.rn;; cxist.P k E {O, l, .... 2 ..... + 1 - 1} tal que 
x E (~. ~1 ·Aplicando rl Lrtnn..1.7 y <>1 L<>rna. 1.8 oht.enernos q11e pnrn 
t.ocln. j se c1unp e>: 

o.3 3u.J n 2 ., 

3•t1 = 3m+l = am t-Í" 

aj+l 3a,+3 3a_,+2+1 a 2._,+1+l 
---;¡;;& = 3rn+I = 3rnt-I = ~ 

Ahora birn, por hipót.t:!His 

~<:e< a1c+l. 
3.,1+1 - - 3rn+l 

PRIMER CASO. Si k Ni un mímrrn pn.r rut.onc-<>s k CA ele In fortun k = 2·i. 
Como O :5 k :5 2"1+ 1 - 2, r.nt.om·('S O ::5 i :=:; 2'" - l. Como 

Cond1ti1nOH que 

[
ª• u,+ll ·-u-'[!!.!.... a,+1]-c 

x E 3"" ' --:_¡;n C 'l"' ' 3'" - "' . .J=n ~ 

Por t.nnto x E Cm. 
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SEGUNDO CASO. Si k c-s 1111 n1ÍlnC'ro nnt.11rnl impn.r ent.on<'rs k Ni du Ja 
fnrrnn k = 2 · i +J. C~otno 1 :S J..·$ 2'"+ 1 - 1, O 5 k;t :=;:: 2 ... '2

1
-2 = 2m - }. 

Ent.onr•ps IJ S i $ 2"' - 1. 
Por el LP111n. l.G, "2• + 1 < a:.ir+I· DP 1111111<'rn. q11p <121 < a.21+1· 

E11t.01wPs 

a,+ 1 
--;¡;;;-· 

Por t.nut.o X E [f.~,~ J C C',... 
Esto fl'rlllilla In pnu·ha tlf' q11p c ... f·I e C..,. 

Ahnrn dl'n1ost.r11n·n1os q1u• t.nnt.o PI r>xtrprno izq11i<•rdo corno d ~xl.r<•tno 

d<•r(>c·ho <I<• t"n<ln 11110 dP ln.'i int.t>rvn.los q11e cnrnpo11P11 n C,., pPrt.cnP.t·eu ni 
conjunt.o df' Cnnt.of. 

LEMA 1.15. Si O :S k $ 2"" - l rmt.oncr.c; !f!:; E C" y ~ E Gn para 
c~ada n EN. 

Dc1nost.ración. Dn.dn 111 E N. ('OJH;¡idt•rcrnos H Sii cnrre:;pnndirnt.e e· .... 
t'SIO t>S: 

2-•-1 [ª a + 'J 
e,.. ~ U :1·:·. ~.... . 

J=ll 

SPn k E {O, l. 2,, ., 2"' - 1} , Lns Pxt.n•rnos q11P correspond<•n n k-{>Sirno 
iut.<>rvnlo so11 

~· ª~3~ l E C,.. 

Poi' In. Proposidón l .l.J 

c ... e c ... -1 e c,.,._2 e ... 

Así. poi" lo 1u1t.Prinr, los rxt.n•n1os izc¡uirrcln y (lt•rrcl10 :son clen1cnt.os de 
c.,._ 1. c..,_2, .... C1. Ahora VPn•111os C¡ll<' ('Sfos l'Xt.r·crnos ,.,unhién l~f.IÍ.n C'll lo~ 
C., si~11h·11f.t'S. 

SnllPllJOS <jll<' (f,<'lllH l .7) 
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Como O < k < 2'". entonces O< 2k < 2"'+ 1 • A:-tí q11c O :5 4k < 2rra+:z, 
entonce¡ O $ Sk < 2'"+3 y nsí s1wc>Ni~u11Pnle. 

Entoneet 
~es 11n r...xtremo pa.rn Cm+1,C,.,+2.Cn1+:t•··· 
Por ot.rn. pnrt.r, por el Lernn 1.8, 

ak + 1 U2A: + J <l2(2.l:+l)+I + 1 <l2(2(24-+l)+l)+I + 1 
--:¡;;;:- = ~ = 3n1+:l = 3'"+:t 

Como O :S k :S 2"' - 1, c•ntnncNi O :5 21.· + I :5 2rr•·f. l - J. De 1u-111í que 
O :5 2 (2k + l) + 1 :5 2"'+ 2 - l y ll.HÍ s11c·n•;¡ivanw11t.c>. 
Entonces~ f.a.rnbit~U rs un rxt.n~rno para C..,+ 1 ,Cm+2,Cn1+:1, ... 
Esto t.eru1inn In pr11Pbn drl h•mn. 

Ln siguient.r proposición nos dice q11P c•I conjunto dP (~autor es un ronjunt.o 
denso en sí rnisrno. 

PROPOSICION 1.16. Sea e > O. Si x E C cnfonr:cs cxi.o;tr! ,r¡ o:F- x tal 
que /x - y/ < e y u E C. 

Demostración. Sen e> O. Como (!t).,. - O cuando ni - oc, existe 

NE N t.nl q11P ~ <e. 
Por hipótesis, ;r. E C Pnfonr<>s :r E Cm para 1·ndn rr1 E N. En pnrt.ir11lnr, 

:r: E CN por Jo ctml, rxisl.l~ J.· E {o. I, ... , 2"' - I} tal q11í' ;r E[~!:--. ~J. 
Por rJ I..rmn 1.15, !í~ E e y ~ti E c. EIP~i1110~ !I = !i-k 1) '!/ = ~ pu.rn 

que y#: :r. EutorH·t~ 

Esto f.~rrninn. In pruc-ba de Ja. proposición. 
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A <~ont.inun.rión dnrornos una rnracf.eri:;:nción clP los clcrncnt.os dol conjunto 
de> Cnul.or. qu~ dke <¡llP :r E e si y Hólo si fL :i: lo podernos expresar COJllO 11nn. 

srrie i11fi11it.n. dP <'Pros y drn·H'S <livididos mttn• pof<•ndn .. "l ch~ l.n-s. 

TEOREMA 1.17 . . r: E C ... ; y $álo .~; 1·:1~i.~lc una ."iur:c,"iión {r.,.}~= 1 
cu.da e,., E {(J,2} tul tJllf! 

De1nostrnción. 
(=:>-). St•n :r. E e·. por la dPfillidtln de e l.PJWtllOS que .7: E Cm para ca<ln 

1n EN. 
I ln.r<'111os unn const.r11cción. g<•nprnl c!P unos r11in1eros e~:) ron n E N y 

1 < u1 < n. 
-Dn<~ u E N, x E C.,, eut.onrc-s exist.e k E {O, 1. ... , 2" - l} tnl que 

xe[~·~]. 
Es"rihirnos ni n1h11rro nnt.urnl l.: eu uot.ncióu hinnria., t'Nlo es: 

k = b0 • 2º + b 1 • 2 1 + /,.~ · 2 2 + ... + b,. · 2r con b,. = 1 

Como 

y J..~ :s;: 2" - l. por t.rn.11sit.ividn.d HP oht.h•nf' 

2,. :$ 2" - 1 < 2" 

Por hu1to. r < n. 
Co111plctando ron ct•ros, si harp falta, t_-scrihitnos al n1írncro nat.nral k 

cotno lo :-iiguirnh•: 

C.'alt·11Ja1ulo a4 .• 
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(nótese qur los c<'l"os que pudi111os hn.hPr nflndido no nJrc-t.n n. ln. clr-finidón dP 
n,.). 

AHÍ 

(*) 

Definirnos 

(obscrvc>n1os CJllP cndn d::> C>R igual 1\ O(·, a 2). 
Observrrnos q11r lns e!:_•> que estn111os dPfiniPndn d<-•pt?ndr.n de m, dr x y 

de n.. En rcn.lidn.<l querernos que? :.iólo d<•pPndmt de 1n y de x. Esto es lo que 
vntnos n prohnr n continuación. 

AFIRl\IACION. t!!::l no d<'pPndP dP n.. 
En efP<·t.o, n'C.·nrdnndn la const.r11cdi"1n p;P<Hn(•t.ricn pnrn. C. (yn. vinios <'11 el 

Teorema 1.10 que> In ronst.rucdón p;mtné•t.rirn y In nnaHl.ica son <>c:¡uivnlc-ut.rs) 
snbcn1os q11e 

e [ª"' ª"' + ·1 [ a2k ª2k + 1 l [ª2k+l ª2k+l + l l 
n+ln a;;•~= 3•1+1'~ LJ :J••+I'~ 

Entonces x E [~. ~] o x E [~"'#. ~:ioH-PJ, 
OC' manrrn q11c nhorn yn estarnos PU pnsihi)idn<lt--s f}P rnlc1tlnr r!;:+ 1>. 
En el rnso Pll qtte x E (f.ftr-.~]. 

Co1nn n 2 ,. = 2/1o • 3 1 + 2111 • 3 2 + 2b2 • :f1 + ... + 211.,_ 1 • 3" 
Ent.orw(~. por dt•finidón 

De n1o<lo que 

Y en el cnso en que x E [~. "2:~.!/{ 1 ]. 

Como ª2k+I = 2. 3° + 21>n. 3 1 + 2h1. a2 + ... + 2bn-1. 3" 

Ent.oncPs 
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Dr rnodo que-

Por t.n.111.u. on los dos c1Lo,;os 1·!:: l = r!:.• .. 1 J pnrn. t.odn. ui. E { 1, 2, ...• 11} . 
Sin1iJn.rmr11t.e, r.!::> = d::+'l) = d::+:IJ = ... parn. l.odn 711- E { l, 2, ... , n.}. 
E11t.011c(>s n r>!:.•) t.cnr111os dPrc-cho n. llnnuulo ~i1nple111ru1.e em. 

Lo CJllC? sigue ~ probar que: 

Son.€ > O. Co1uo (~)'" - O r1uu1do n1 -.... oo, Pxistf" N E N t.nl que 

~ <.€.Sen 11 E N t.n.1 q11P n 2: N. Dl•111nst.rn.rr1nos q110: 

(J '.S X - ,~¡ ~~:: < é 

S<•n J..· E {O, l,2, ... ,2" - 1} t.nl qur x E[~.~], por(*) t.elH.?UIOS que: 

Esto c-011d11yr In. prueba de c¡uc 

~ ""' 
.r. = .:f='1 3'". 

(<=) Ahora estarnos s11pnrtiP1Hlo <plt> 

dnnclr f'tuln r.., E {O. 2}, dn111osl.rn.r,.rnos qnr .r. E n {C,.: n EN}. Esto C'S 

«•q11ivah•ntP a probar q•H" .r E C., para cada. n E N. O lo que C'S lo Jnhuno 
probnr CJllP Pxisf.(' 
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j E {0, 1, ... ,2" - 1} tal que x E(~.~), pnr~ toda n EN. 
Sean EN. Vamos a proponer Jos coüficient.es de In. notación bina.ria del 

número j como: 

Es claro que, b¡ E {O, l} para i = O, 1, ...• n - l. Probaremos que, si 

entonces j E {0, 1, ... , 2" - l}. 
En efecto, por hipótesis, sabemos e"' 5 2 pnrn cndn. 771 E N. Entonces 

b,." • 2rn :5 2"' para m =O, l, ... ,Tt - l. 

Oemodoquej = bo·2º+b1·2 1 + ... +bn-1·2"- 1 S 2°+21 + ... +2n-l = 2"-1. 
Por consiguiente j E {O, 1, ... , 2" - 1} . 

Además, 

~ 2bo ,"30 + .... 
3
-:: 2bn-l • 3n-t = ~ + ~::! + ... + if 5 ~1 ~= = x = 

g:l ;: :5 i+ + ~ + ••• + ~ + 3n:.l + 3n2+2 + ··· 

e1 e2 e,. 2 ( 1 1 ) 3í + 32 +•••+a;;+ 3•a+I l + 3 + 32 + ... 
-.,, eo en 2 e~ (l)') 3í+32+---+an+a;;+1 L 3 •-o 
ei e2 en 2 (ª) ei e2 e.a 1 3T + 33 + .... + 3ñ + 3ra+l 2 =ar+ 32 + ... + 3n +a;; 
ªJ + 1 

3n 

es decir, 
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Por tanto, 

[ !!1- ªJ + l] ·u·-· r~ ~1 -e 
X E 3n' 3n C •=O 3"' 3n - n• 

Corno estn ronst.rucrión es para 11nn n fija pero nrbit.ra.rio., concluimos, 
x E G,. para. cach1. n E N. Por COnBig11iei1te, :r: E C. 

Esto termina In prueba del t.eoremn.. 
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CAPITULO 2 

En este cn.pít.ulo <lesnrrolln.re1nos la.<i propic-dndes t.opológicRB elementales 
del conjunto de Cantor. Parn esto es muy conveniente ver que el conjunto de 
Cantor es horneomorfo al producto numerable de copin.s del espacio {O, 2} , 
donde {O, 2} está dotado de lA. topología. ciiacretn. Unn. vez que se de est.e 
homcomorfisrno podremos obt.cner una AcriC> de rt!fmlt.n.c.1os l.opológicos intere
santes. 

DEFINICION 2.1. Da.da nnn. familia {(..-Xn, Tn)} nEN de espacios topológicos. 
Definimos 

Sea f3 ln. familia. de subconjuntos de .,.""<_ de ln formn.: 

U1 X u'J X ••• X Un X Xn+l X Xn+2 X .•• 

donde n E N y U, E r. para cada i ~ n. Corno se ve en lOR cursos elementales 
de topología, /3 constituye la base de una topología T para X. Es decir, -r 
está definida. por: 

T = {U C X : U es In unión de elementos de ¡J} 

Si en.da. '~"' está. dndn por nnn. rnétricn. dn (con dn(x, y) '$ 1 para cada 
x,y E Xn)• Definimos 

d,XxX-IR 

por la siguiente fórmula 

d(:r, y) = f: d,.(~-:; y.). 
n-=I 

donde x = (x 1 ,x:,i,x3 , ••. ) y y= (y1 ,y:,i,y3 , .•• ). E.'i- fácil comprobar quedes 
una. métrica para X. · 
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En la sig11iente propnsh~i611 dcmost.rnremos q11e, lo. t.opologíu. -r coincide 
con In. topología inducida por d <·n ..-Y. De c-st.n tnn.nPra podremos rcnliznr rná.R 
f1í.dln1cmf.t:> lns pruebns de In. l'ont.inuidat.1 dP- 11.lgunn..q f11ndo11es qur dcfinirc-tnos 
n. lo ln.rgo de PRt.c rnpít.nln. 

PROPOSICION 2.2. La to¡mlogín inducida 710r d en X e . ., la T que 
definimo.<1 1uiando a /3. 

Demostración. Denot.n.rC"tnos por T n la t.opologín pn.rn. X usando /3 y, 
por r., n In t.opologín pnra _,.y indudtln. por <l. Dernost.rarenms que T y -r., son 
ig;unles. 

Srn U E T, c>nt.oncc>s U se exprC"Sn c-01110 In 1111i6n de elementos de {3, es 
dPCir: c_>x_ist.e 1111 -y C ¡3 t.a.1 <]UC 

U=LJ{A,A<;-y} 

Sen :r = (x¡,X2,X3, .•• )E U, Pnt.onr~ existe 1111 A E 'Y tnl que X E A e u. 
Corno A E /3 entonces A es dr. In forntn. 

A = U1 X U2 X ... X Un X .... Yn+l X Xn+2 X .•• 

donde n. E N y U, E r, pn.rn. cndu i ::::; n. Como x, E U, E •1 y 1, se define 
11sn.ndo n. el .. exist.c r, > º· tn.l que n ... (x,) e u .. 

Pnrn. most.rn.r qne U E r 0 , es snfidcnt.e con ?ne <lcmostrcmos que existe 
7• >o t.nl que B,. (x) e u. Proponcmrn~ r =Tilín t 3. ~ ..... ~}. 

Dndn y= (111, U2. !J3, ... ) E D .. (.e), por ln. definición de d se t.iC"ne que 

cl(x,y) ='f. d,(x_;,·Y•) < r 
•~t 

Pn.rn. cn.dn. j = l, 2, ... , n. He obtiene lo siguiente 

dAx::J•YJ) < f: d,(~,·11•) < r ~?, 
•=l 

Por lo cual, 

dJ(iJ• lJJ) < ~ cut.onces clJ(xJ, y.,) < rJ, de moclo que YJ E B,.,(xJ) e U¡ 
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Por tanto, y E A. 
Hetnos probf\do entonces que B,. (x) e A e U. Entonces Br (x) e U. Esto 

tennina. la prueba de que U E 1.,. 

Ahora tomeinos U E Ta. Srn x = (x1,:r2,x3 , ... ) un punto cunlquiern de 
U. Entonces existe r > O t.n.1 que Dr(x) e U. 

Como (~)n - O cuando n - CX>, cxh'lt.c N E N ta.l que :¡k < ~· Pro
ponemos A,., como: 

A,.,= D;(xr) x B;¡(x2) x ... x B;(xN) x XN+t x XN+ 2 x ... 

Ent.onccs Az E {J. Dada. y= (y1,y2,y3, ... ) E Ar Pntonccs y, E B;(x,) 
para toda 1 ~ i ~ N. Entonces 

r r r 1 1 
< 2i + 23 + .. , + 2N+t + 2N+I + 2N+2 + ... 

re 1 1) 1 ( 1 1 ) = 22 1 + 2 + •·· + 2N-t + 2N+l 1 + 2 + 22 + ... 

< ~ (2) + 2Nl+I (2) = ~ + 2~ < ~ + ~ = r. 

Entonces y E B .. (x). Por tanto A,., e B,.(x). Como B,.(x) e U, tenemoa 
que A,., e u. Por tanto, u E T. 

Posteriormente dernostr8.remos que e es horncomorfo n {O, 2} X {O, 2} X •••• 

pero antes probarento.<J que el r.oujunto de Cantor es un ronjunto compacto. 

PROPOSICION 2.3. Para cada m E N, Cm e,., un conjunto cerrado. 

Demost.ración. Para cado. m E N, snbemos que 
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Así qne, C.,. es In unión de 2rn int.crvn.loR cerrados. La unión finita de 
conjuntos cerrados es un ronjunt.o cerrn.do. Por t.ant.o, Cm es un ronjun.t.o 
cerrado, pnrn rndn Tn. E N. 

OBSERVACION 2.4. Cm e [O, 1) pnrn cnda Tn E N. En efecto, la 
Proposiri<-~n 1.14, 

c ... e e, e [o. 1] . 

PROPOSICION 2.5. C c."I un conjunto compacto. 

Den1ostración. Por el Lema 2.3, Cm es un conjunt.o ccrrndo, para cada 
m E N. Por dcfinid6n 

C= n{c ... 'm EN}. 

Esto c>s, C CR In int.eorRPrrión de ronjuntos e-errado~. entonces C es un 
ronjunf.o rrrrntlo. Ad<'rmí.c.;, (O, l) es un conjunto compnct.o. Como C e Cm 
y Cm e ¡o, 1) pnrn rn<ln m E N, ont.onc-es C e (O, 1). Finnlmnnt.e, como 
los ::iuhronj11nt.os rcrrndos de ronj11nt.os rornpnct.os, son rornpnct.os, C es un 
conjunto co1n pacto. Con cst.o, ~(~ cond uyc In pruC'bn.. 

En p) f.<•or<"rnn. siguirnf P, dcn1o!'ltrnrr•mos q1w e rs 1111 ronjunt.o pc-rfcr.t.o, 
<'S drcir, que C CH 1111 l'Olljllllf.o C'PrraclO y denso Ctl SÍ n1iSfllO. 

TEOREMA 2.6. C es perfecto. 

Den1ostración. Por In. Proposición 2.5, C c:i un conjunto cerrado y por 
la Proposición 1. 1 o, e CR dem::;o en sí mismo. 
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Podríamos recurrir al t.corernn. que dice que unn int.ersección anidado. de 
compactos no vacíos ~ no vncfn pnrn ronduir que C es no vacío. 

Tmnbién podemos recordar que O es un ext.remo de C 1 y que como vimos 
en el Lema 1.15. O E Cn para toda n E N. De modo que O E C. Esto 
dern11estra In sig11iente propo._qidón. 

PROPOSICION 2.7. Ce.• un conjunto no vacío. 

LEMA 2.S. Si 

I ~ em-9ml 1 { } ,¿_., --m-- <-;;con ern.9•n E 0,2 entonce.o; e¡= 91,r.2 = g2, •.. , en= Yn· 
m-1 3 3 

Demostración. Esta pn1chn se rcnliznrá por inducción matemática. 
Para n = 1, se tiene que probar lo siguiente: 

Si 1 f: ena :. Yrn 1 < ..!:_ Pnt.onrc-s ea = 91. 
rn=I 3 3 

Lo harcmo~ por reducción ni nb:-iunlo. Supon.grunos que 

Como e 1 y g 1 pt1<-"dcn ser cero o dos, entonces (e1 = 2 y 91 =O) o (e1 =O 
y g 1 = 2). Snpongrunos, por ejemplo que c 1 = 2 y !}1 =O, cnl<"ulando 

lel - 911-1 f:; Cm -:,,9ml si"' - 91 + f:; Cm -:n!Jm 1 < .!_ 
3 m=2 3 3 nt=2 3 3 

2 ¡c1 -91 J 1 1~em-!lml 3 = --3- < 3 + "~~ --;pn-

Pero 

fe2 - 921 + /c3 - 931 + fc4 - g,.J + 
32 33 34 ••• 

2 2 2 s 32+:v+34+ ... 



Es decir, 

= ~ ( 1 + ~ + ~ + ···) = ~ (~) = ~ 

lf:e'"-g'"I<!. 
ru=2 3"' - 3 

P 2 1 1 ""'"' r'" - 9m 1 1 1 2 or t.nnto - < - + L- ---· - < - + - = -. 
3 3 ··~· 3'" - 3 3 3 

Así. hen1os obtenido ~ < ~, lo run.I es nn absurdo. Por tanto, 

1
""'"' e,,. - 9m 1 1 . ¡· L.-~ <-;- nnpwaqnce 1 =g1 • 

rra=I 3 
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El otro cn .. c;o, cuando e 1 = O y 91 = 2, c::i nnñlogo, yn que ~ = ~ = ~ 
Snpongrunos ahora que In nfirntarión es cierta pn.rn n = k, es decir, 

S . 1 ""'"' r ... - g,. 1 1 1 L.... -
3

m < k entonces e¡ = 91, e7 = 9 2 , ••• , e1c = 9k· 
ru=I 3 

Drrnnst.rnn•mos CJtl<' rnt.onres se curnplc paran= k + 1, o sen, 

Si 1 E <'m 3~, 9'" 1 < 
3

,}+l l'ntonees t:'J = g¡, c2 = 92, ... , C.i.:+1 = 9k+l· 
... =l 

S11pongn.n1os entonrcs que-

Corno~ < fr. poden10s aplicar In hipót~is de inducdón y obtener qno 

Corno 
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Obtenemos que 

Supongamos que ek+l :¡!:. 9k+t• tenemos dos Rnbcasos, es decir, (e1c+i = 2 
y 91c+1 =O) o (e.,+1 =O y 91r:+1 = 2); cm cualqniPr ca.so tenemos 

fe.r.+1 - 9k+il 2 
3k+l = 3k+I. 

Calculando, como lo hicimos en el primer cfL.c¡o de Ja inducción, tenemos 
que 

2 i'"•+•-Y•+•¡ l 1 ~ em-Ym' l 1 2 3k+l = 3k+l < 3tc+l + L.-~ < 3k+l + 3k+I = 3k+l 0 

• rn=k+:Z 

F.s decir, ~ < :¡fu, lo cual es un absurdo. ERtn contradicción muestra 
que ek+t = 9k+I· 

Eeto concluye la pniebn. del lema. 

TEOREMA 2.9. e es homeomorfo a {0,2} X {0,2} X {0,2} X ••• 

Dernostraci6n. Sen 

<p: C - {0,2} X {0,2} X {0,2} X ••• 

Definida. de In. siguiente forma. Dndn x E C, por el Teorema 1.17, existe 
una sucesión {e.._}:',.. 1 , donde cada e~= O ó 2 tal que 

Definimos 



27 

Varnos n comprobnr que i.p est.n bién definida. Para esto tenemos que ver 
que In rc-present.nción de cndn x corno unn Rr>rie <le ese t.ipo ('S {tnicn. 

Snpongnrnns c11t.n1wc-s que hu.y 1111n. :.r E C que tiene dos rc-pn-srnt.nciones 
ron10 ln.s :coiguic>nt.es: 

X= f: ~7~ = f: ~:::con í'm,!hn E {0,2} pnrn t.odu. tn EN. 
on=I ITil=I 

Supongnmos q1w existe n E N, tnl que e,. =F g,. y ndenui.R, n. es el primer 
subíndice don<le son clist.iutns. Entonces (e,. = U y g,. = 2) o ( e 0 = 2 y 
Yn = O). Snpongnrnos por ejPrnplo que e,. = O y g,. = 2, cu.Iculn.n<lo se tiene 
lo siguirut.e: 

el e2 Ü Cn+l Cn+2 
31 + 32 + ••· + Yi' + 3"•+1 + 3n+2 + ••• 

$ * + ~ + ... + ;::::: : + 3•:t-l + 3•~+:z + ... 
e 1 e2 r.ri-t 2 ( 1 2 ) 
31 + 32 + •·· + :Jn-1 + 3n+I J + 3 + 32 + ... 
C¡ C:z ~n-1 2 (3) 
3í + 32 + ... + 3ri-l + 3n+l 2 

i+ + ~ + ... + ~:::::: + ~ 
< ~ + ~ + ... + ;::::::: + ~ + ~::: + ;::~ + ... 

~ + ~ + •·• + ~:::::: + ~ + ;::: + ~=:~ + ••• =X 

De nqní que x < x lo ctta.l C'S un absurdo. Por tnnt.o. en = 9n pnra cado. 
n E N. En el ot.ro <"l\."IO, c1uu1do f"n = O y 9n = 2, In. prll<'hn. es ruuUogn. 

Así. hPn10."I prohado que In. rrpresent.n.ción <le .x, CH 1ínicn. Por tanto, <P 
P."t.n hh~u definida. 

Pn.rn probnr C]t1P 1.p e~ una. fundón inyc..'f.·t.ivn sean 

IO'IO í'7n 
00 9 

X= ,0, :Jm Y X¡ = L ,1:~, donde enao9rn E {O, 2}. 
··- na=I ~ 
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Sttponga.tnos qt10 t.p(x) = ip(x 1 ). Por l1Ltlefini<·ii.111 dt_-. ip HP t.ienc q11r (r. 1 , r 2 , e 3 , ... ) = 
(g1, g2, 93, ... ). Por hi. dc>finkión de ignnldn.rl cu el proclu<"t.o, se t.imH! qttc 
e1 =Y•, e2 = g2, e3 = g.'l • .•.• Esto intplicn. que, :1: = xi. 

Por t.nnf.o cp es inyect.ivn. 
Pnra n1ostra.r q11e ip es Httpruy<'t~t.ivn., t.0111r111os (c 1,e2 ,t>:1, ... ) E {0,2} x 

{O, 2} x {O, 2} x .... Considcrc>mos In serio: 

~·· ... 
¿__, 3• .. 

... =t 

Yn qne O ~ Cm. :S 2, t?nt.onC"es ~ ~ ~. De- rnodo que esta serie C8t.ñ 
a.cot.ndn por unn que es convc>rgent.P. Esto 1n11est.rn qur la serie 

Le llnrnmnos :r n. su líntit.e. Por C'I Tt'Ore1nn. l.17, x E C. EntonrPS ip(.r.) = 
(e1 ,e2,r3, ... ). Por t.n.nt.o In. fundén1 i.p t_>s suprnyf'("t.ivn. Así, t.p t>s una fundón 
biyect.ivn.. 

Ahora derMost.rnromos que t.p es cont.inun rn C. ~rene1nos que 1nost.rn.r que 
pnra cndn E > O eoxist.e 6 > O t.n.1 que si lx - :r. 11 < 6 entoncl-s 
d(<p(x),<p(xi)) < <. 

Tontetnof'i nnn é. >O arbit.rnrin. Sea. Al EN, tal que~ <€y sen 6 = :rk· 
Tonwmos x y X1 E C. ch·· nuu1c>rn q11P Jx - .r1I < :th· 

Escribimos x = ,'f;.
1 
~: y :r 1 = '"J;;.

1 
~::. 

Por el L(·111n 2.8, ron10 

1 
~ Cm - 9m 1 I I 1 L.-~ = X - X¡ < 

3
1\I. c-nt.onrc>s r•1 = !/J, r2 = !}-¿, •••• PJ\f = 9At• 

m=I 

Adcnuls, Ja mét.rirn rl,, pnrn el ronjnnt.o {O, 2} , C"S la. rn6t.rirn discret.n, es 
decir: 

{ 

11'=1 . _,_ 
d ( ) 

_ 2 SI 1' r q 
.. p,q -

O si p = q 
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EH «In.ro, qnc> d., $ t. 
Cn.lr11ln.1uJo 

Cotno x y x 1 f11Pron P)Pp;iclos n.rhit.rn.rintnrnt.r <?tl C. Pnt.onrrR t.p es uni
fort11P1IH·nt.r. t'Otlf.inun. PU C~ y, por t.n.nt.o l'Ollt.in1tn. <'Il C. 

E11t.01u·(_'8 fl't1t·111os lltHl f1111dóu ..p 1·nnt.iu11n." inyrct.ivn. <l<•l espacio 1nétrico 
t'OIHJHl.d.n C' snhn .. PI t•:.;;pado ml•t.ricn {O, 2} x {O, 2} x {O, 2} x .... Dt::! acuerdo 
con [Rudin, ~n•n. •1.17), tp t>s 1111 hn111c>n111nrfisn1n. 

Est1"l cnnduyP la pnt<'ha dt~I f.P<">r<'111a. 

P11r PI f.('Ol"PlllU. (Rtt<lin. ~n>O. 2.4:1), ('111110 e ("S 1)(•rfed.o, SP tie11t• q1w e P.8 

110 llllllH'l"HblP. 

En n•alitlrnl. corno e: t>S ho11u-on1orfo a {O, 2} x {O, 2} x {O, 2} x ... , podPtllnH 
y v:unos IL rt•pf't ir )a pl"lll'IH"t cl1í.-.;icn. .(p C:ant.or para tnost.rnr <(11P C 110 C"S 
n111nl'rnlJlt•. 

A pnrl ir dP Pstc> 1nomt~11to d<•nnt.sunos n. {O, 2} x {O, 2} x {O, 2} x ... por 
{0,2}~. 

TEOREMA 2.10. C e:.<• no uumrrnMr. 

D<nno~tración. Ilnn•1110:-o t-st.n. tlP111n:->tnu·ii"t11 por n.,hH·t·h-Sn n.l nl•s11nlo. 
E:-110 (°S, MÍpun~atnns q1u• e· (°S 11'1111l't"alih•. Por p} "ll'<fff'lllH. 2.U, e· y {O, 2}

00 

lit•1u•n la nliHttHL <"anlina1itln.tl. Ent.onn-s tanthit'•n t.-st.n111os snpoti.h•udo que 
{11.2}"""' t'!-> 11t1111Prahh•. Dr> rnodo que• PSt.n1uos s11poniP11do t}lll' {0,2}

00 
sr 

p11t'<I<' 1-stTihir l'll In fnr111a 
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Snpongnn1os que 

Constn1yruno.."I ttn P.)ement.o (e1,P2,P;1,e4 , ... ) E {0,2}00 , de In 
siguicmt.e mnncrn: 

Cn = 
{ 

O :-ii e.!:» = 2 

2 si e!;•)= O 

Entonces 

Notemos que, pn.rR. t.odn n EN, 

Porque era '=Fe!;•> pl.Lrn. t.odn. n E N. Así, In. list.n en que mu1wrn.n1os n t.odoR 
los rlc-rn~11t.os <l<! {U, 2}<:o. no ('n11t.ie11P ni t•l1•n1rnl.o q11r acnluL1ru1s d(_' ronst.ruir, 
lo runl es 1111 n.hsurdo. Por t.n.nt.o, {O, 2} °"' PH no 1111nH•rn.hlr. 

Ha.~tn nhorn., hc>tnos prohndo algunn."i propicxhules t.opolc'Jgirn..'-1 del r.nn
junt.o <le Cn.nt.or, n snhcr, C:)Ht! es nn c"Mpn.do nu~t.ric-o, ro111p1u·to, no vacío, 
perfecto y no 111unPrnble. Ahorn verrrnos, q11P <o:; un rnnjunt.o t.ot.n.hnent.c 
disr.oncxo, esto es, q11p las c·oruponent.cs conexa."> dt! C son s61o p1111t.os. Pnrn. 
probar c>st.n propiedad, dnrcnms los :-iig11ic11t.cs l<•1nn."l. 

LEMA 2.11. Sean x E C, r >O y n E N ta/r.q que 2 .~1 .. < r. entonces 
B.(x) n (IR - C,.) 7' 0. 
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Detnostración. Hnr<•rnoN <">Ht.I\. prurbn. por rt>d11<"dó11 n.I n.hs11rdo. Snpon
p;nu10H, por el ('Ollt.rnrio, <ttll' Dr (:r:) e c ... Por hipc',t.t.~is, Ri X E e <.mt.oncCH 
:r. E C., para. t.odn n E N. Rl'<·onll'tuos qtu• 

e _:.i"-'[º-' º.1+1] ... -_,~la;;·~ 

los int.<•rvn.l<>s [~.~],[F.•~~], ... ,[~. "~":\.,1 + 1 ], son rcrrndo."l y ajemos 
clos n. do.s. Adeonuis, Dr (x) es un ronjunt.o rnncxo y romo Dr (x) e Cn, 
ent.01wf!S exist.n un k E {0, 1, ... ,2 .. - 1} tal que 

dt• n.quí qur, 

r· (IJ ( ll ,.. (["• <«+•]) 2r = t rn.T1tt•frn .- .i: ~e 11nnctro ~· ~ 

E.-.tn.t·otlt.radin·ió11 pnwba. C]llP n,. (.r)n(JR - G ...... ) # 0 y f•ond11yc> In pn1ebn. 
1.JPl h.•11m. 

LEMA 2.12. Sean x,y E C ron x <y r.ntoncr.s t!xi.'ife z E JR-C tul que 
X< Z < 11· 

De1nostrnción.. Snponga.n1os por rl rnnt.rn.rio q1w (.:r. y) e C. Eh•gitnos 
tUt JJ E (:r. y), c·11t.ouc1-s f' E C. S<·n 1· > O t.al que l3r(P) C (:r.. y). Srn. 71 E N 
t.n.l qm• :.1 ~" .. < r. Por PI Lcum. 2. 11. <'XiHt.P q E Dr(P) n (IR - C 11 ). Ent.onces 
r¡ E Dr(P) C (.r,y) C Ce e·,, y r¡ E IR-C.,. 

Este n.hsunlo n11u~t.rn qur r1 le1nn <'S ciPrt.o. 

TEOREMA 2.13. C t~ ... un cm1jtlnt.n totalTnrnfr tli.o.:l'ont:xo. 

Dcntostrnción. TPn1•111os qur proha.r qu<' In .. -.; con1po1H•nh--s conPXi\..~ clc-1 
<"onj1111t.o dt" Cantor son sus punt.os. S11ponp;n.111os qllt• unn. ron1poncnt.e no CH 
un punto y la lln.n1n.1nns A, 1~ d(_"<•ir, vn.rnoH n. s11po11er que A c-s 1111 conjunt.o 
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conexo. A e C, y que existen x,y E A t.nlcs que x <y. Por el Lenta 2.12, 
exiat.P z E R-C tnl que x < z < JI. 

Dada PE A, p =F z pu<'S z ft- C. OP modo q11r. 1J < z o p > z. E.«it.o mll(->St.ra 
que 

A~ ((-oo,z) n A) u ((z,oo) n A). 

Notcn1os que x E (-oo, z)nA y y E (z, oo)nA. E11t.01w('fi hrmos 1-scrit.o n. 
A como ln unión de dos conjunt.os nhiert.08 (Pn A). njt>nos y 110 vndos. E."'it.n 
cont.radir.c In concxidn.tl de A y ter1ni11n. In. pruehn. dPl t.l'OT('Ul.n. 
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CAPITULO 3. 

En el eu.pítulo nnt.c-rior viruos que t.!'l conjunt.o ele Cnnt.or es 1u1 espacio 
tn.{•1.rico, rrnnpn.r.t.o, prrfN·t.o, 110 vn..c:~ín y t.ut.11l1nenl.c disro11exo. 

En c>sf1! rn:pít.ulo prohnn•n1os qur <'Ht.a. ...... propiNln.clrs cn.rnrt.c>riznn. ni con
junt.o de• Cn.nt.or. Es dPc·ir, si un r-spndo t.opo16p;ko ... Y t.iem.• t.n<lns est.n..q 

propic"t.lnd(_--s ent.oncPS ... Y t'H hnn1c-0111orfo 11.l conjunto de Cnnt.or. 
El ot.rn n-sultmlo il11porl.n.11!.P dP c-slP cn.pít11ln SPrti que t.odo PSpn.cio rnr-;t.rico 

y ro111pnrto PS 11nn. i11UlJ..!;Pll cont.inun. tl<•I co11j11nt.o dp Cnntnr. 
Los n-:-:;11ltaclos i111p11rt.a11t1-s Jla.rn probar 1-stP i'1lti1no f.('<ffPllll\ snn: 
- El ('Onj1111to de- C~antor (_~ ho1111'<H11orfn n 1111 prod1u·t.o n111nrrnhle deo 

copia .. "i th• i•l. 
- f In.y Hila f11ndÓ1l C'Ollf illlHl Y SltJll'H)'l'f't.iVn. d1• C a} illt.l'fVa}O (fl, 1 J . 
- J-lay IUIH. f1111rit'1n ('Ollfi11tUL y s11pray(>i_ 0 f.iva df' e· al ('ttlio ch• Ilill>rrt. 
- 'lOclo l'8pado rnc'·trit·o y rn111p1u·t.o sP p11c"<lr <'TWILjar 1·01110 1u1 s11hco11j11nto 

t'Prrmlo clt_•l t'ubo c_h• l Iilbt•rt.. 
- El conjnnt.o ,ff~ Cantor sP ptH><IP n•t.nu_•r n. rualquiPH\. dP sus suhennjunt.os 

cerrn<lns y 110 varíos. 

A lo largo ele este capítulo, identificaremos ni conjunto de Cantor 
C cou el espncio {O, 2}'"'°. Esto es posible debido ni Teorema 2.9. 
Entonces cuando nos ['cfirnnJ.os a un ele1ne11.to de C. escribi['cmos 
uun sucesión. de ce['OS y doses. 

PROPOSICION 3.1. ['urn Inda 11 EN, C t•s hn1nro111orfn u C". 

Den1ostrnción. Pri111ero S(' dPlllOSf.rnní. para 11 = 2. Esto~. e l?!i ho1ueo-
111nrfn n. e X c. La }JrtlelJ<L panL t ntla. 11 E N SP ltani por incl1wci<í11 111at.enu\.t.irn.. 
SPn. 

<lPfinidn por la corn.~pondenrÍ1\. 



34 

f ((a1. a2,tta, •.. ), (b1, l>-~, IJ;J, ••. )) = (a1, b1, a2, b2, n:1, 11;¡, ••• ) 

De1nostrnremos que / Ni unn. f11nt"ió11 inyrct.h·a. Srnn 

y 

S11pongn.mos q11c 

Est.o es, eqnivnlent.e n 

entonces a. = e;, ni igual que b, = <l, pnrn. c-ndn i E N, l">st.o f'S, por In dPfinidón 
de ig11nldn.d en c-1 prodnc-t.o. Así, 

(a1,a2,a3, ... ) = (r.1,r2,r3, ... ) y (l,,,/,2,/1:1.--·) = (<L,,d2,d;i, ... ). 

Por t.n.nt.o, f es una fnndón inyPct.ivn. 
Pnrn. n1ost.rn.r que~ f PH uun fttrwión suprayrct.h.·n t.ornPrnos 1111 punto n.rbi

t.rn.rio (n1, a2, Cl3, ... ) E C c•nt.onres ((n1. n:1, nr,, ... ), (a;,i, a,., n11, ... )) E C x C. 
Aplicando In. j : 

f((a1,n2,n:1t···>·Cn2,a4,uo, ... )) = (n1,n2,r1;¡,n.1, .. ). 

Por lo que, f es nnn. func~ión suprnyrct.ivn. 

Vamos n dcmost.rnr que f es ttnn función continua. De n<·ucrdo con 
[Willard, Tea. 8.8), est.o es cquivnlcnt.c n. prohnr que, 7rn o J es cont.imm pnrn 
cadn. n EN. Srn TI EN, cn.lcnlando: 

_ { <1 !lt1 si n es in1pa.r 
1f',. o J ((n 1 , n2. a;i, ... ). (/J1, 1>2. b:t •... )) ~ 

b!j sin es pn.r 

Est.a. fórrn11ln nos rn1wst.rn. quP 7r0 o J rs pri\ct.knnHmh• una proyCC'ci6n. 
Pnrn. luwcrlo tnó.."' explídt.o, c·onsi<lerPtnos laH fttnrinnes r.p¡ y cp2 dcfini<ln.~ por 



'PI ((a¡, n2 1 n:1 •... ), (b1, l~.l. h:to ... )) = (u¡, n2. <t:¡, .•• ) 
'P2 ((a1, a2, n:i. ... ) • (b1, l".l• b:¡, •.. )) = (b1, b2, ba, ... ) 

Cn.lr11hu1do 
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1r .. (i,t't ((n1,n2.na •... ), (b1,b.,i.,b:1, ... ))) = tr., ((a¡,<1 2 ,a:i. ... ))=a ... l\llic>ntrRR 
que 

7r2n-1 (f ((a1,n2,<1:¡, ... ), (b1,b2, ha, ... ))) =a;,~ = ªn· 
De igun.J nuu1Prn: 
tr,.(ip2((a1,n2.n:1, ... ),(b1,l>-.l,/,:¡, ... ))) = rr,,((h 1,f,2 ,b:1o···)) = b,.. Por ot.rn 

¡1nrt.r•, 
7f:.i,. (f ((<L¡, (J2• 0,'to .•. ), (/J¡, b2, /J;¡, ... ))) = b~ = h,,. 
De rnn.ll(•rn qlll' rr,, o ~I = rr2n- I o J y 7r,. o <.p2 = 7t:,i,. o f. Co1110 lp¡, 11'2 y 1T'.a 

son c:ont.i1111n.'i, pndP111os ro11cl11ir t¡llP 

rr,. o f c-s ront.inua pn.ra t.odll 11 EN. 

Por tanto, f «'S unn f11ndón c·ontin11n.. 

Co1110 e X e(~ 1111 1n(•t.riro cornpn.cto (rl procl11ct.o cnrt.esin.no cln conjun
t.os ron1pnt·t.os (~S 1111 conjuut.o cornpnr.t.o), y n.dPnuis t.f'!ne1nos ttnn. función f 
cont inun e! ÍUYC'C~t.ivn. ele un espado 111c~t.ric·o ro111pnct.o sobre C. De acuerdo 
ron fR1uli11, T'c'O. 4.17J, fes 1111 homc'("J1norfisrno. 

Esto lt•nni11n. In pruchn. de- Cjll<' c .. PS hnt11C'OlllOrfo n. e X c. 
Para hnc·Pr PI pa.">n ind111·l.ivo, s11po1u•n1os que> 

C X C X ... X C C'8 hOJlU'(")Jfl<>rfo n C. 

Cotno 

C x .. '?i ~ ... :;.; ..... x C PS hornrnrnorfo n (C XC X ... XC) XC, 

por hipótPHis dr induc·ción. (') prod11["'t.O el(! In c!f-.n-c·hn C'S ho1ncon1orfo n. e X e, 
el cual viruos que> cti hotnc"0111orfo n C. 

Por t.nnto. e X e X ••• X e t.ntnbién es ho1neo1norfo n c. 
"+l-1•~rr..rr 

Esto cnn1plc•t.n In i11d11cdón y In priwbn. de In Proposidón 3.1. 

Corno ~e nwncionó ni inido deo C'Ht.e cnpít.1110, vnrnos a. dernostrn.r ·que C es 
l10111l'o1norfo n 1111 pro<l11r-to 1111rnc"rn.hh• <I<• <'OpiiL'> dr c!I. Pa.rn t'St.n, rN·ord<!IIlOs 
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que N x N •~ nn <'onjunl.o 1111nu•rnhl<~. por lo cittP, llenot.aro1noH ron n n. unn. 
fnnl'ión hiyl'!<.'t.ivn. rlt~ N PTI N x N (n: N - N x N). 

PROPOSICION 3.2 El ron.junto de Ca:'11.nr e ... lw11iro1no1fo a un 71ro
tlucto nurnenible tlt! ro,,iw~ tlr ,;¡, E~to , ..... e , .... h11rru•o11101:fo a e X e X e X ••• 

Demostración. SPn 

¡,cxCxCx ... -c 

dcfinidn por la sigttiPnt.P rorrc-spondPndn. 
/((0(1,1), ª<t.2)• ª0,3h ..• ), (a(2,1). u.(2,2)> nc2.:t)• ..• ), (a¡:t,1). a(,'\,2).0(:J,3)> •.• ), ..• ) = 
(an(I}• t1a(2)• llo-(3), ••• ) 

Den1ost.ra.rC"rnoH que- J c-s unu fundl">n inyt"<'t.ivn.. Sean 
/((n.c1,11, ªc1.2)> ª0,31• ... ). (a(2,1 Jo ª12,2)> <1(2.:1), ••. ), (u¡3,1)• ª<:t.21 • ª(3,:t), ... ), ···) = 
(nn(l)• fiu(2)• llu(3)o ... ) 

y 
f ((b0 ,1), b(l.2J. bct,3h ... ). (bc2.1»bci.2»1112.:q •... ), U1c3.1 » bc3.2» f11a.:n • ... ). ... ) = 
(bn(I )• bn(2) • bo(3)> •.. ) 

Stt¡1011gnn1os q11e 

/((ac1.ll•"tci.2» ª(t.:l)• ... ). (ncz.t)> ul2,2)> ª<2.:l) •..• ). (n(:l.1)> a.c:i.2). a(:l,:l)> ... ), ... ) = 
/((b(l.ll· bti.21. bo.3)> ... ). (bc2.1» ht:z,2» bc2.:i, ••.. ), (fJca.1» bc:i.2,. lJc3,:1). ... ) •.•. ). 

E..~t.o f'R caquivnlcnte n que 

(a.u{l)• <1n(2)• <Jn(."I}• ••• ) = (fJu{l}• bn(2), b.-.(:1)• ••• ). 

Por la. clrfilti«ión de igualdad Pll C'I prod nct n, obl.cm•111ns 

Sen (11, m) E N x N, <·n1110 o t-s suprn.yt-rt.iva C'nt.011ccs cxii:it.e r E N tnl 
que o (1-) = (n,tn). Por lo CJ1lf', 

íJ(n,•n) = On(r) = bn(r) = bcn.,n)• 



Así 

ªCl.ll = bct,lhª(l,2) = b(l.2)•'1(1,:t) = b(l.:I)•··· 

Por t.n.nt.o, 
(o(l.ll! nc1,2>o "<t.aJ •... ) = (bo.o. l1n.2h hc1.:q, ... ), (ac2.I). nc2,21. ªc2.:1i •••• ) = 
(1Jc2.n· hc2.2J• hc2.:11, ... ) , {c1c:1.o. ap,2)> rzp,:u •... ) = (bp 1 l, bca.'l)• hc:1,:1)• •.. ), •••• 
Por f.:u11.o, f t>s 11ua f1111dón inyc><·t.ivn. 
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t•nrn n1ost.rn.r q11t> f PS 111111. fiuu·itln s11prny<'<'t.iva, t.ornrrnoR 11n p1111t.o 
t·11n.lt¡11iPrn. (r¡,<'2,<':1 •... ) E G-.. lJadn.<.; n y 111 EN, d<'Fi11i1nosa(n,m) = c 0 -1cn.,m)• 

Coruo n- 1(11,111) c>H 1111 n1ínu•ro nnt.11ral, c,.-•c ...... , <>Sl.1í hic•n clefinido. 
St•aa = ((a{l,l)•"c1:.!l·"(l.:il····>. (nc2.1¡,fl(2.2)tUf2,;1), •.. ), (ac:t.1)tll(:l.2)oll(:t,:I)• .•. ). ..• )E 

CxCxCx ... 
Aplic·n.ndo f ohf.P1w1nns 

f(a) = (nu(l)•fln(2)o On(:I)• • .) = {r0 -'(o(l))•<"o-l(o(2}}•ro-1(n(:'))• .•• ) = 
(r-1,r:z,<':t, •.. ). 

Por tn.nt.o f l"S s11prn.yN.~t.ivn. 

"\/"nrnns a drn1ostrnr que f f'S 1111n f1111ciót1 ront.i1111n.. Dt"' 1u·11e:>rdo r.011 
f\-\'illarcl, Tf'O. 8.8) , t'Sf.o C'S t-qnivn.IPnt.c> n probar qllP rr,. o f f'S «·out inun. pnrn 
t.ncln. ,, E N. !-.it•a. n E N. cnlculaudo: 

-rr,. o f( (no.n. "< 1.2). a¡ 1.:1) • ••• ). ("c2.1 ¡. nc2.2¡, a(2,:1¡ •... ). 

(uc:1.1i.11c:1,;.?J•"c:,,:o •... ), ... ) = 
7T'n(<lu(l)•Uu(2l•ªn(:I)•···) = fln(r1)· 

Est.a fórrnuln nos n111cst.ra C]Ht> 71",. o f t>s pr:Í.("t.inunPtlf.P 1111n. proyC'C•t·ión. 
Pn1·n hn("erlo nuí..-.; C"Xplidt.o t•onsidc--rP111os In f1111dtln f'm definida. por 

p,.. = ((u{l,ll> "c1.2)' "o.:n· ... ), (ac2.1¡. "<2.2¡. ªc2.:q •... ), (nc:1.n• np,2)> "<:1.:1)• •.. ), ... ) = 
(u¡m,l)o rl(m,2)• n¡,.,..,:1). .•• ) pnrn <"n.dn. ni EN. 

Co111n n : N _.... N x N, pJlt.on<'<'S o. (n) = (111, r). Cnk11la11do 
7r,.op"'((n¡1.1 l• a¡ 1,2l• "n.:n •.. .), (ac2.1J• "<2.2¡. ª<2.:0 •... ), (up.1J- ª13,2)' ª<=•.:iJo •.. ) •.•• ) = 
7r,.(nc .... 1)oíl(u1.2)•"("1,:1)····> = ncu1,r) = <ln(ll)· 

DP lllllflf'ra tplt' iT,. o f = tr,. O /1•11· C:nJllO 7rr .}' /'"' !-lOfl f'Olll.Íll111lS, podt>JUOS 

t-<>11rl11ir q1u• 
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n-.. o f es ront.inun. pnrn l.odn TI E N. 

Por t.nnto, f ~ unn fnnci<'>n cont.inna.. 

Cotno C XC XC X ..• , es ttll c>Mpncio mt'!t.rko rornpac·t.o (yn. q11r, el prod1wto 
de co11j11nt.os contpn.ct.os L'S un <'onjunto c·o111pnct.o), ent.onC"es f ~ unn función 
cont.inun e inyectiva de un rspndo mét.riro cornpRrt.o sobn~ C. Por c>l Tcorcrnn. 
4.17 de (Rndin], fes un homeomorfiRnl.o. 

E."'it.o conrluyc In prueba de In. Proposki<ln. 

Cotno dijimos en In introduc-dón dr PSt.c> capít.uln, rnost.rnrrrnos que c-1 
intervnlo {O, 1] es iinngen ront.imm dr- C. 

A cont.inunción <lcfinirnoH In. fttndcln !/ qm! nos servirá pn.rn dicho fin. Pn.rn 
fa.ruilinriza.rnos ron el1n., la. cvn.l11nrrrnos Ptl nlg:unns p11nt.o:-; y hosquejn.n•rnos 
su grñlicn. Ln. prueba de sus propic.>tJn.des t$f.IÍ. Pll In Proposidcln 3.3. 

Considcrcrnos In función 

,1 ,c-¡0,1¡. 

definida por In. fórmula. 

g ((<11, n2, n:i, ... )) = f: 
2
:::1 . 

n=l 

Recordemos que cncln eh•nn•nt.o X E e lo ~t.nmos icleut.ifirnndo con In. 
1ínicn. suresión (e1• e 2 , c3, ... ) dP c.rros y do~c-s qtw r111nplr 

ExprC'Snremos n.Jgunos clcnumt.oH de~ e, c-n forrnn de ~erir pn.rn. cnk11lnr 811 

inw.gcn hn.jo g: 

o o o o 
0 =3+~+3:\+34+ ... 

~=~+~+~+~+ ... 

i 
j 

¡ 
í ¡ 
¡ 
~ 

1 
1 
¡ 
! 
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2 2 o o o 
3=3+32+3:1+34+ ... 

1 o n 2 2 
9=3+~+3:1+3-1+ ... 

2 o 2 () o 
9=3+32+;J:i+3-1+ ... 

7 2 o 2 2 
0=3+32+3:1+;¡:t+ ... 

8 2 2 o o 
g=3+32+3:1+ii+ ... 

1=~+~+~+~+ ... 
Aplicando f}. n )os C"le111P11t.os nnt.Prion--s se t.iPue, 

g((0,0,0,0, ... )) =:f..+~+.,¡.+~+ ... =0 

g((0,2,2,2,. .. )) =:f..+~+;.+~+ ... = 4 

g((0,0,2,2,. .. )) = ~ +;. +;. + ~ + ... = ~ 

_q((0,2,0,0, ... )) = ~ + ~ + :l1. + ~ + ... = ~ 

2 o o o J 
g((2.o.o.o .... }) = z¡ + 25 + 2'i +V.+···= 2 
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g((2,0,2,2, ... )) =f.+~+~+~+ ... =~ 

g((2,2,0,0, ... )) =f.+~+~+ :f.;+ ... =~ 

.g((2,2,2,2, ... )) =f.+~+~+ :f.+ ... = 1 

,-

figura 2. llnst.rn.ción. de In gní.fica de la función g. 

Unn. vez bosquejada In gri'i.fica. de In función, dc•1nost.rn.rrrnos Pll In Proposición 
siguiente qtH.? g es unn fudóu continua y supray<•ct.ivn.. Y por ronsigtticnt.c~ 
cstnrc1nos n1ost.rnndo que el int.rrva.1o [O, 1), es la irnn.gcn ront.inua del con
junto de Cantor. 

PROPOSICION 3.3. Sea 

g:C-(0,l] 

1 
¡ 
t ¡ 
¡ 
! 
; 
i 

i 
i 

' 
1 
l 
¡ 
¡ 
¡ 
i 



41 

dt~finidu. 7mr la f<irmula 

Entonces !I e,., continua y Stl]J1TlyPcfitm. (Recortlcuio.<:J qur. e . .,ta1n.o,., icle:ntificando 
a e con {0.2}"°). 

De111ostra.ción. Aplic·ando g n un Ph•rrwnt.o ('11Rlquicra do e, fiC t.ienc: 

!!.L !!2 !!J. 

=¿+:t;+t-+ ... 
Corno u.~• :5 2 pnrn. toda n E N, Pnf.nnrc-s ~ s; J pn.rn cada n E N. 

Ent.011ces 

1 1 1 1 ( 1 1 1 ) 
g((a¡,a2 •ª:l····)) :5 2 + 22 + 23" + ··· = 2 1 + 2 + 22' + 23' + ··· = 1 

El c•rit.r.rio de> cornpnrndbn pn.rn. series nos dice que cnt.onc<'S In serie 

c:-s convcrgcnt.P y converge n. 1111 n1Ínwro cnl.re O y 1. Por t.nnto g está bien 
clefi11icln.. 

Para. 1nost.rnr CJllP g es una fundón s11prnycrl.ivn tornen10R un r11ín1ero 
c11nlq11iPrn. cut.re O y 1, c-s clcrir, SPll. y E [O, 1J. Considerernos sn prescntnrión 
binaria, 1-s dl'rir: 

!J=~+~+~+ ... 

ckmd<" a, E {O, 1}. Como 

11 = ~ + ~ + ~!i + ... = ~;t + ~ + ~ + ... = .<J((2a.¡,2a2.2n;¡, ... )). 
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y (2a1 ,2a.2 ,2a3 , ••• ) E {O, 2} 00
• obf.rncn1os q1u~ y <"!S 1nuL f11ndóu s11prnyect.ivn.. 

Dcrnost.rarenaos que g C':'I una función l'Olltinua. S1~n. e > O. Sen /5 = e. 
Dacios dos el<'!rncut.os (a1,a2,a~, ... )y (/,¡,l>-,J,b;i, ... ) E C t.nlc-s que 
d((a1, n2, a3, ... ), (b1, b2, b3, ... )) < ó. Ent.onces 

fg ((a,, a.,""• ... )) - 9 ((b,, 1,.,, b,, ... )JI 

'

f; ~ - f; ~1 = jf: ª" _,, .. , 
n=I 2"+1 "=I 2n-f I 11=1 2n+I 

~1a,.-b,.I= ~ fa,.-b,.f 
$ .~ 2.... ~ 2"+1 

c/((a¡,a~haa, ... ), (b1.h2,l>;i, ... )) < 6 =e. 

Est.o es, 

fg ((a,, a2, ª"• ... )) - 9 ((bi. b,, b,, ... ))f < <· 

Por tanto, g es unn f1111ci6n cont.innn. en C. 
&to c-0ncl11ye In prueba de In proposid<'in. 

Yn est.nrno~ en condiciones de poder definir 11111L f11nd611 cont.in11uy s11prnycc
t.ivn del conjunto dn Cantor ni rubo de Hilbert.. El c>S.Ju1do m6t.rico y rotnpnrt.o 
(O, 1J x (O, IJ x (O, lj x ... , :-ie Ir llama el cuho ch• llilbcrt.. 

PROPOSICION 3.4. Exi.-;ft! una fur1cirhi r.ontirma y ."luprn7¡r.ctiva de 
C en (0, lj X (0, lj X (0, lj X ••• 

Demostración. Por In Propo.'iidón 3.2, t.t"?nemos que C es homcomorfo 
n.CxCxCx .... 

Sr_a 

f: e X e X e X ••• - (O, lj X (O, lj X ¡o, 1) X ... 

definidn. por Jn siguir.nt.e corrcspo11clc11cin. 

f (x 1 , x,, x,, ... ) ~ (9(x1 ), g(xz), 9(,.,), ... ), 
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dond<! g <?S In. fundc"ln dl'Anidn. c•n la proposidón ant.rrior. Como f CM una 
í11ncic"1n que? sP ntPt.e n 1111 prnrlnct.n, pn.rn. vt•r su ront.i1111idn.d bn .. <.Jl.n. co111prohn.r 
que. 7T0 o f PS c·ont.inun, parn. t.odn. u E N. 

S<-•tL n EN. C"alrulnnclo 

7r., o f(.1:¡, :r2, :r:1 •... ) = fJ{x,,) =!/o 7T,.{.r1, .r2, :r.3, ... ) 

donde 7T,1 : {O. IJ x [O, IJ x ... - ¡o, IJ C'R In. proye<·rión u-ffiimn.. Por In 
Proposid6n 3.a, g c>s c·o11t.i1111n. Pll C. Por t.nut.o, ?T,.o f PS <'Onl.inun pnrn t.odn 
u E N. Por l.n.11t.o f PS ronl.inun.. 

Pn.rn drrnost.rnr que- f c-s uun. f1111rióu supraycct.iva sen. (r1, c 2 , r 3 , ••• ) E 
[O, lJ x !O. IJ x [O, lJ x .... Dada n EN, como g <'t-l 11un. f1mric"1n suprn.yN·t.ivn., 
exist.e una .r.,, E e· t.n.l q1w ru = g(:r,,). Crnrnidrremns c•l punto fonnado por 
P.Sf.n...;;. .c ... Es ch>t•ir, lor11Pr11os (.r.1. ;r2 • . 1·:1 • ••. ) E e X e X G~ X ••• , aplirn.ndo f se 

tic~llP 

/((.r: 1, .r:!, x;i, ... )) = (y(:r1 ), 9(:r.2). g(:ra) •... ) = (e¡, •2. <":J, ••• ). 

Por t.a11to, f c>S 1111u f111u·ión s11prnyt"'(·liva. 
Eslo 1·cuu·l11_vp l'l pr11l'l>a ele la proposicic'.n. 

Co1110 sc> uu•1u·io11ó ni principio clr c---st.e c·n.pít.nlo, n1ost.rnrrrnos que todo 
espa.l"io rné>t rico y co1np1\lt.o se purdc encnjnr ro1no 1111 subconjuut.o ccrrndo 
dPI c11ho el<' Hilhc-rt.. 

En los t.c-orc>1nns que n cout.inundón :-.e pn>$cut.nn, se n111~t.rn In rons
t.rurdón pnrn. definir clidrn. f1111dón. Ln. prueba de sus propic-dndes est.1i. en el 
T't>nrc>nut. 3.8. 

La cl1•111ostrn.t·ió11 <Jt• Jos siJ!,;ttic-11t0s <los t.POrcnnns se VP e11 los 1·11rsos de 
topolnµ,ín. 

TEOREMA 3.5. Todo f!$pacil> 111.t~/.rir.o roulprwto .)(, cantit!Uf! un ,.,.uh
Cínl}u11lo ,¡,.,,,.,.o y 111luu·1nblr•. 

TEOREMA 3.6. Todo t'.•.-¡mdo rru~l1-i<·o r·onql(Jclo .Y. l.ú:TH' dinnw/.ro 
jinito. 
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TEOREMA 3.7. Todo e.11pacio tn.étrico compacto )l, L<ie le puede dar 
una métrica d 1 tal que 

di(p,q) :S 1 pn.rn t.odup,q E X 

Demostración. Por d T<-oremn 3.6, se f.ic'no dirhnrtro X < C)C). Defini
mos d 1 de Jn. sjguient.e 1nn.1H•ra: 

d1(p,q) = diá~~~;:~ ...-\"" pnrn t.odn p,q E X, 

donde d(J', q) es In métrkn definida en .)(. E. ... dn.ro, quP d 1 C>S unn rnét.ric-n 
pnrn .... Y", ndPru.i:t<;, d1(p, q) S l y se p11r"'Ch:• vPr fiidlmPutc Cfll<' d 1 y d ind11cm1 In 
misn1a t.opologín f"'ll ... '\'". . 

Esto ronrl uye In prueba dPI Tc-orernn. 

TEOREMA 3.8. Sea X un r.<1pncio tnétrico y co1npacto. Entonce.'I .,y 
se puede encaJar en el cubo de .lfilbcrl. E.11 dr.r.rr, t•:.r:i.c;tc una función irtyrctiva 
y contint.a h 'X - ¡o, 1) x fO, lf x ¡o, 1) x ... 

Demostración. Por PI TrorPmn 3.7 podPmos supon<'r quP rJ(p,q) $ J 
pnrn cuul~q11iern p, q E ,..,'\". Por el Tcoren1n 3.G cxist.o un ronjunto denso y 
rnunornblc D = {a1,a2 ,cz;1 •... } rn ...-\"". s,~\ 

", x - [o. 1¡ x ¡o, 1) x ¡o, 1) x ... 

defini<ln ~or In sigui<>nt.e rorn~poudt•ticia 

h(p) = (d(p, a,), d(p, no), d(p, a 3 ), ••• ). 

En prirner Jugar, most.rarcrnos In continuidad de la fündón h. DP a.cuerdo 
con (\ViJJard, Tr.'O. 8.8}, ner('sitmno..o;;; comprohnr que '11"n oh ns continua pnrn 
toda n EN. Sen n EN, c•nJculnndo 

7rn(ll(p)) = 7rn(d(p, ai), d(p, a2),d(p, <J:1), ..• ) = d(p, an)• 

Si probnmos que Ja diSt.nnda a 1111 punto fijo :r0 E ~Y C!S una función 
cont.in11n, J1nhrc-1nos f.Prn1inaclo. ScfL 
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dr.fiuidn por 

H(x) =d(x,xo) 

<"Otn.o d(x, xn) :::; d(x. 71) + d(y, x 0 ), cnt.onC'CR rl(.:r., x 0 ) - d(y, x 0 ) :s; d(x, y). 
Sin1ilnrmr11t.r 

d(1J,Xn) - d(x,xo) :'.S d(y,x). 

Ent.oncc>s lll(x) - 1-/(y)I S d(x, y) 
Dr aquí seo sigtu.• q1w 11 es cn11t.in11n. 
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Por tn.nt.o, rr,, oh PS c·ont.inun. pa.rn. toda 11 E N, dr donde hes unn función 
ront.in111t. 

Dc-1nostrn.rc1nos q1u~ hes inyrctivn.. Esta pruchn. sP rPn.lizn.ni. por rc~Jucción 
ni n.hsur<ln, c~t.o Ps, supo11ga111ns qHP /i(p) = h(q) y, adPtniis que, p =¡i:. q. 

Como p #- q, PI nlÍJUPl'O e = d(p, q) c-s posit.ivo. Yn que D rs drn1so en 
.\·, R5 (p) n D :¡!:- "'· Así q1w Pxist.e r E N t.al q1w flr E D:j (p). Como PSt.muo::; 
s11ponic•11dn qu<' h(p) = //(q), t.PnPu1ns que 

(d(p, a ¡},1/(p, a'.!), d(l'. a:¡}. ... ) = (d(q, a 1 ), d(q, a 2 ), d(q, a:1), ••• ). 

Entorwc>S d(p,n,.,) = d(q,a.u). para t.oda 11 EN. 
E11 partic11lar ,/(p, <lr) = d(q. ar). Ent.rHH"f'R 

,- = d(p.q) ::5 d(p,a..,...) + d(nr,q) = 2d(JJ,<1r) < 2(~) =e 

.Así qtw r < r•. Corno •'l"f.P n.hsurdo IHl.cr de• suponer qur h no <>s inyect.ivn, 
co1u·l11i111os Pllf.OIH"f"S q1u•.h t'l" inyc'<·fivn. 

Ahora, nnaliza11dn la i111ag(•11 dirPct.n dt> .Y, sP tiC'nP q11P 
h (.'\"") e fo. lJ x (O, lJ x [o, IJ x ... r)('ro, mh•m1Ls, h (.'\"") Ps 1111 conj1111t.o compacto 
(•-s la irna~• •11 co11t irura dt' un c-ntnpm·to). Snhprnos <]11P los s11hconj11nt.os 
t·o111pru·tos 1lP l'Sp:u·ios rn(·t.ricos son rPrradns Pnt.onr<>:; h ( .. '\."') <'S 11n cPrrndo. 

Esto ro1u·l11yP la prucha dPI ~n•on•nul.. 

Rcs11111iPrulo lwrnos ('011si~11irlo r1u·o11trnr 11na f1111dón co11t.i1111ny s11prn.yc>c.
f.h:n. de> e ni ( 0 11hn f)p llilbf'rf.. )">or ot.rn part.1~. lu•tnos visto q1w todo rspru:~io 
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rnétrico y compacto se pnOOe encnjnr en un snhconjnnt.o ccrrn.do del cnho 
de Hilbert. Cont.inuo.ndo con ln. línea. n. Rcp;nir menciona.da n1 principio <le 
est.e capítulo, nos fnlt.n. In ron:-tt.rncción dr nnn. f11nc'.ió11 que rct.rnign. al cou
jnnt.o de Cantor en \lito de s11s st1h<'.onj11nt.os cerra.dos y no vm~ím'I. Pero 1uit.es 
de la definición de did1n función, n1ostrnren1rn'I nnn. rnn.nern t.opológica1nentc 
cquivnlet~t.e de construir u. C. 

LEMA 3.9. Sea 

D ={t.:¡;;.:ª" E {0,3} pnrn t.odl\n EN}. 
Si 

f:C~D 

está drfinida por la /6rnmla 

f (t. ij;;) ""° :J<Ly 

= ~ ~ dondP ""E {0,2} 

entonces f e.'l un horncornorji.qTno de e en D. 

Demostración. Cndn Herh• clP In forn1n 

~a., 
~:¡;;con Un E {0,3} pnrn. t.otln ne N, 

está acotnda por lu. serie 

Por tanto ca<ln serie de lns que defhicn f\ D rs ronvcrgcnt.c y representa 
a un mímero en el int.crvnlo {o. l) . 

Cndn X E e, por el TC'Orcrnn 2.9. t.Ít'llP tllll\ rt'prrsent.n.ción ,~.nira. de la 
forma. 

x = f: ~ dondr ª"E {0,2}. 
n=1 
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C"llt.onct?S ~u,, E {0.3}. Est.o nuu~t.rn quC" f est.ñ hir.n definida. 

Ahorn. tnost.rarpmos l]HP f e.8 inycrt.ivn. Sen.n x, y E e t.nJes qttl? X #:- 11· 
l~-.t~ril>ÍJllOS 

:r. = f: ~·y= f: ~ dond0 o,.,/,., E {0,2}. 
n=l n=l 

Como x =¡f. y cnt onres cxist.o ni E N t.n.1 que a.m =¡f. b,.. y 7n es In primer 
índirP <'11 dondr. son difcrrn1l.cs. Ent.oncl'$ (nm = O y 1,,., = 2) o (a..n = 2 y 
l> ... ~o). 

Annlizn.ndo un té•nnino rnnlqniPrn. de In sPric-, oht.rnP111os que se puede 
n.l'ot.nr s11pPriorr11c-nt.c por 

~ªº ~2 3 
~ $ ~ $ ¡;; pnrn. c-ndn. n EN. 

Es th"<·ir, 

~<111 :J 
~ ~ ¡;; pn.rn. cnda TI E N. 

Pritn<?r c.nso. Si a ... = O y l1m = 2, se t.iPnc 

~al ~n2 O ~Uu1+t ~O.n1+2 
-¡! + T2"" + ... + 4m + 4m+I + 4m+2 + ••• 
~ílt ~ ~llm-1 -2..._ _3_ 

$ 41 + ~12 + ... + ,p11-l +,_¡ru.+l+,1'"+2+ ... 

:t a :t ·~ ( 1 1 ) * + ~::2 + ... + ~:~::_~¡ + 4• .. •+l l + 4 + 42 + ... 
h ~<12 ~llm-1 a (4) 
41+-:¡2+ ... +4m-1+4m+l 3 

:1 :1 3 1 7 + ~ + ... + ~::::~I + 4m 

< 3~ + ~ + .. + ~/1m-1 + ~ 
,p 42 .im-1 4m 

~ -~ ...:!.. ~ ~''"'+2 
$ •11 + .p + ... + •1,.. + ,t'ri+I + ·l'n+2 + ••• 

f(y). 
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Es decir, /(x) < f(y), Por tanto, f (x) # /(y). En. c>l <·oso, a ... 1 = 2 y b.n =O, 
la clemoAt.rn.dón <le• C(HP /(:r:) '# f(y) ~ Hiluiln.r. 

Por t.n.nt.o f <"M inyectiva.. 

Pnrn 1nost.rnr que f PN snprn.yN·t.ivn.. Srnl. y E D, c-st.o <->s, 

y= i: ~ rm1 rLn E {O,:l}. Srn. x = f: ~<~,, 
n=l 4 n=l 3 

C"Otno lin E {O. 3}' ~~nt.mwcs ~ª·· E {O, 2}. (L<;Í <]UP X E c. 
Aplicnndo f n.l elcnwnt.o x, sr obth•nc 

Por tnnt.o, f rs 1lnn fnnrión s11pray1't·t.ivn. Por ('011sig;11iP11tr, f C-'S una 
f11nc-ión biyt"'C't.ivn.. 

Ocrnost.rn.n•mos que In f r.-i unn funcic.">n ront.inua. 
Srn. E > O. Como (~)'' - O y (A)" - O c1ui.t1dn 11 _,, cci, rxistr /l./ E N 

tal que ;¡-h < e. l-ln.rctnos li = ;¡-ir. Tomf•tnos :r., !I E e tnlPN que> lx - y\ < li 
ct1t.011ccs 

l/C ¡ _ /C ll ~ ¿; ~ _ ¿; 2 '" < ¿; ,a.. - 2 " ~ ¿; 2 ª" - '" 
1 
~ 3 ~ 

3
1 1 ~ \" 

3
b 1 ~ 

3 
1 1 1 

X Y n=I 4" """'I 4n - ro=l 4" n=I 4n • 

Yn que \f:_ ª" ;, b .. \ = Jx - YI < a~t por t>l LPnll\ 2.8, sp oht.iPnr <111e 
n--1 

a 1 = b¡,n-i = b-2, ... ,n.\1 = ''At· 

Obscrvetnos que !u,. - b.1 1 ~ 2 pnrn. t.odu. n E N. Po'" lo runl, ~ 1ª~.:-b .. I ~ 
~ = ~ pn.rn. t.odn. n EN. 

E11t.OIH'l"S 



1/ Cx) - /Cull ~ ~lan-bnl _ ~JaA1+1-bA1._1J 
$ ~ 4n - 4M+l + 

3 3 3 
$ 4M+l + 4Af+2 + 4M+:J + ... 

3 ( 1 1 ) 
4At+l l + :¡ + 42 + ... 

3 (4) 1 
4M+l 3 = 4111 < é 

1-h•rnos obt.enido. rnt.oncc-s que~ 

<é 

Por ta.uf.o, f es una. f1111dó11 <'out in11n. 

R.t~1nnit.>1Hlo, hcrnos nht.Pnido una función eont.inun e iuycct.ivn de un cs
pndo tnt•t.rico compnrt.o C sobre el rspn.do tnét.rko D, por [Rndin, TE'O. 4.17} 
SP oht.iPlll' qtH~ f (_'fi 1111 honwo111orfisrno d(• e en D. 

Esl.o rn1wltty<' la pnwhn dd l<•uul. 

LEMA 3.10. No r:ri.o;frn 11, /J, e E EJ, tafrs qu.r. a</,< e y e - b = b- a. 

Dcn1ostración.. Est.n pnwhn. St' rPalizn.riL por rrdtH'CicJn u.l 11.hsurdo. s1~n.n 
n,b,c E I_J, E11tnlH'C'S 

o= f: ¡;;, /J = f: *'y e= 'f: {;; dondP ''·•· r,., f., E {O, 3}, 
.,,.,,¡ n=I n=l 

snpongn1nos qnP u < b < e y e - b = b - a. 
Co1110 a < r, c:xist.P 1n EN tal que rlm #- /m y ndC"n11ú.; es la prin1crn. m en 

don<lc> son clift·rc•nt.rs. Sabr1nos que, dm =/= frn ent.oncc.>s d-.,. < Ím o dm > Írn· 
Prohut't•111ns q1u• p) l"H .. "'lO /.., < dm uo PS posihh>. 

Si J.,, <d.,,, <•11to1H·1-s /,., =O y d,.. = 3. C:Llcnlaudo 
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• 

fi- + ~ + ··· + 4~n + {:::: + ~::~ + ··· 
f1 /2 Ím-l 3 3 

::S 41 + ¡i + "º + 4m-I + 4m+l + 4m+2 + •·• 
" Í2 /,.._, 3 ( 1 1 ) ¡í + :¡2 + •·• + 4m-I + 4m+I 1 + 4 + 42 + ••• 
fi J. frn-1 3 (4) 41 + 4i + ·•• + 4m-I + 4.-n+l 3 

fi- + ~ + ... + ~::=! + ,,! .. 
< ~ + ~ + ··· + ~::=:: + 4~n 
::S ¡r + ~ + ... + ~::=: + 4~'" + ~:::: + :::::~+ ... =a. 

&q decir, e< u lo cnnl es un nbsurdo. Por tnut.o, d.,. < Ím· Por t.nnto ~ .. =O 
Y frn = 3. 

Hcn1os prohnc..lo que ~¡ a < e con 

y si Tn es el primer natural donde dm :¡i. frn. C"llt.onccs dm =O y /m = 3. 

Ahora mo.«¡f.rn.rcrnos que d1 = C¡ = /1, ... ,dm-1 = "n•-1 = /m-1• 
Supongrunos que esto no ocurre. Srn 1· el prirurr un.t.urn.l t.n.1 q11c dr # e,., 
entonces r ::S m - 1. Por lo que virnos nnt.cs d,. = O y e,. = 3. Con10 f,. = dr y 
d,. =/: e,. entone·($ el pritner nnt.urnl s pa.rn PI cual e,. # /,. dehc ctunplir 
s ::S r. Aclerrui.s por lo que vi1nos antes r.,. = O y f,. = 3. Yn. que e,. = 3 
y e,. = O, t.cuctnos q110 s < r. Pero cnt.onrrs In rnirni11n.lidnd do r implicn 
que d,. = e,. < f,.. Esto <'S nhsurdo Jl1l<"-~ s < r :S ni - 1 y rn crn el printcr 
nn.tnrnl donde 11"' .,¡:. fm.· Con c-:;;t.n. t'nntra.dkdón lll'tnos prohndo que d 1 = 
C\ = /¡, .... drn-1 = <'rn-1 = /,,,_¡. 

Parn c·o111pll-.t.nr In. prudm. d<•l lrrnn, ohtenP1nos dos ront.rndirdnnes nnn
liz1u1do los ra.sos ''m = O y c.,. = :J. 
R('(·or<l<•rnos que d ... = O y /.,. = :1. 

Si rrn = O. Cakulnn<lo 



b _a = Ct .~el¡ + P.2 ,; d2 + ... + 0 
4
-:. () + e"m+~m~~na+l + 

ena+~,-::+~"'+l + Cm+~::: .. ~m+2 + Pna+~:::+~m+:I + ·•· 
3 3 a 

$ :¡-;;;+T + ,tm+2 -t- ,pu+:I + ··· 

____:!__ (1 + ! + _!_ + ) = ~ ('.!) - _1_ 
4na+I ·l 42 ... .¡rn+J :J - 4rri 

Por ot.rn pn.rh', n.nnlizu.ndo PI en.so ext.rPn10 t>ll que /.., ~'...~[ ...... ' 
pnrn t.odn. i = 1, 2, .... Se tic>IU! 

c-b 
ft - P1 /2 - C2 3 - Ü fm+I - Cm+I 
-4-,-+~+ ... +~+ 4m+I + ... 

3 3 3 3 
4m - 4n•+I - •t'n-+-2 - 4no+:I -

...'.!._ - _3_ (1 + ! + _!_ + ) 3 3 (4) 
4"' 4r11+ 1 4 •12 ... = 4•n - 4m+I 3 

3 l 2 
4"' - 4'" = :¡;;;-
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Es d<"C"ir, b-a < c-b, lo c•nnl PS un nhs11rdo. ·ya que-, por hipót.PSis l)-<l. = c-l1. 
Si C'm = 3. Cn.lrulnndo 

r-11 
fi - r¡ /2 - r2 :J - 3 /rn+I - rm+I 
-.-)1- + ~ + ··· +---¡;;;- + 4rn+l + 

/m-.. ,ll•:-+7m+I + Ím+~•=-+~m-t-2 + fm+~r:.-+:•n+:t + ••• 
3 3 3 

$ ¡m-:fl + 4m+2 + 4m+:i + ··· 
_3_ (1 + ! + _!_ + ) = _3_ ('.!) = _1_ 
4no+I •1 42 ··· 4m+l 3 4"' 

Por ot.rn. 1uuh~. analizando C"l c1L.:.;o ""xt.n•n10 <'U CJtlC> ..... ~·.:::-:'r 1 • 
pn.rn. toda i = 1. 2, .... Se tiPIH' 

i 

1 
l 

1 
l 
1 

¡ 
l 

1 
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3 3 3 a 
F - 4n1+t - 4n1+2 - 4m+:t -

4:' - 4•:+-I (t + ¡ + f¡ + .. .) = 4~1 - 4~•?+1 (~) 
3 1 2 

4rn - 4m = 4•n 

Es decir, e - b < b - u lo cual <'8 un nh:-n1rdo. Yn que, b - a= e - b. 
Por t.nnt.o, hernoR d<"rnost.rndo que un existen a, b, e E D t.n.lrs que 

a < b < e y b - a = e - b. 
Esto conduye In pnwhn c.fol l<'mn. 

En el t.corrrnn siguirut.e id<•nt.ificnr<'rnos ni conjunto de> Cnut.or con d es
pacio D. Esto c>s posiblr ch•hido ni Lrrnn 3.!J. Ent.onc<>s c1uu1do nos rrflrnrnos 
n un el<~mc•nt.o dt' C. Jo f'Scrihin•n1os con10 una sc•rin d<" cr-ros y t.rrs<-s divididos 
entre pot.c>nl"iH .. "l dP cuatro. 

TEOREMA 3.11. Si A C D, A es un conjunto rr.rradn y no vac{o 
enlortce."I existe tln<l función continua k : D - A tal que k(a) = a paro 
toda a E A. 

Demostración. SPn 

k:D-A 

definida por Ja siguie>nl.e corn~pondcncin 

k(x) ~a, 

donde Jx - arl = m;n {Jx - u/: a E A}. 

Es decir k(x) es el punto rnñ.."'I cerca.non. x. En In. pr1whn. dPI Tc'Orcrnn 3.8 
vhno.<> que In. fundón q110 cousist.e <le t.on1nr In. dist.nudu. n. un punt.o fijo es 
cont.i111111.. P<•nsn.ndo ni puuf.o fijo como x, In funrión <li~t.nncin n x e:;¡ cont.imm. 
Yn que A es un cc•rrmlo dentro ele un compncto, cut.onces t-"'!;f.a función nJcanzn 
11n mínirno en A. E."'lto nos dir1• C]llC (•fc•ctivnrnent.e Pxist.c unn t.nl ªz· Ahora 
que poclrínmos t.nrwr el probl<•11111. de <]11<~ "z no Ílll•ra 1ínicn.. Vn.rnos n ver que 
esto no ocurro. De hecho est.n uniddad es la razón de> que t.rnhnjen1os con 
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D m1 111µ-;nr de~ C. S11pongn111os 1!111.oru·c.-s qno t.•xist.nn ar y br <?tl A t.n.lcs qur 
f:r - fl:rl =Ir - b:rl = 11rí11 {/:r. - al:" E A}. 
F'odPUHlH s11pn11<'r <111<' flr < br. 

Si .r .$ a:r < hr. c•ut.orH'<'S j.r - "..-1 < j.r - b ... I lo 1·1ul.I es nhsurdo. Por 
1111n rn:.i:l'in sirnilnr 110 p11Pdt- oc·11rrir q11P x ~ b.,... Ent.ouc-PS -u.7 < x < b:r y 
1.i· - a..-1 ~ /.r. - b,,.I. E."lt.o t.n111bit~n 1-s nhsurclo por e1 Lt>rnn. 3.10. Con rst.n 
c·onf.ntdit·ci<ln proharuos q111• fl:r PS i'inil·a y e11f.01u·<'S k c-s1.{, hic~n d<'finicln. 

Si .1~ E A c~nt.rnu·c-s :r c-s <·I ¡n111f.o <IP A 11ui.."I <"<•r<'1uu1 a ;r:. Por tanto k(;r) = r.. 

Dc•111ost ran•111ns q11t• k <"S 1111a f111u·i<'t11 cont.inua. 
Sc•n.u .r E /J y F > O. A11aliznn•n1os prinu•ro <"I c1L"IO rn q11<' :r ~ A. 

S11po11gn.1nos por t.'_jr111plo qtu• .i- < u_,.. El 1·nso a.r < :r <"H sitnilnr. 
SPn. p =a_,. - :r:. llar-Pinos.:: = x - p. Ent.on<T>s z < J' < cl:r y lnz - xi = 

l:r.- zl. Por<"I Lerun.3.10, noC'Spnsihl<•q1u~:;;.xya:r E D. Yrornox,n;r E D, 
obt.Pnrn1os q1w ::: ~ IJ. Ya que D es 1·errnrlo <'11 IR c•xist.e r > O t.nl que 
(.:: - r,.:: + 1·) n D = (1) y r < p. 

Vamos n. 1110strn.r q11c J.·(!/) = <lz ¡mrn t.o<ln !1 E (:r: - ~. x + ~) nD (NótCHe 

qHl'. l'OIHO y E (.r - ~. :r + ~) y r < p rntoJH"PS z = .r. - p < x - ~ < y < 
.r. + 5 '< r + p =ar). St•n. 11 E (.1· - 5 . .r + ~) n D. 

Para. hal'l'r t"Sl.n, ii11ir-n.1111•11f<' t.P1u•111os qu<' v1~r qll<-' Jy - c.i:rl $ 111 - al pnrn 
t.oda a E .A. 

T'o111Pn1ns Jllll>s una n E A. Por la dPfilliC"ión th~ p y Uz t.c•nru1os que p = 
/.r - a.,.I $ 1-r - ul _ Enr.oncPS n :::; .r - p n :r. + p '5 n. Es dc'<·ir n $ z o a.., :5 a. 

Cn_-.;n l. o$.::. 
C'1unn (=: - r.::: + r) n D = 0 y u E D. Pnt.om·<"s a ::S z - 1· o z + r ::S a. Ln 

srg1111dn. dto:-;iµ;unldnd no es pnsih)C' Jllll':" a ::S :.::. Oe n1nn<"rn q1u? a$ :: - r. 
E11l.n111·c-s 

a :$ .:: - r < z < x - ~ < y. 

Así qt1<-' /y - ni= y-n > .r. - ~ -(z- r) = (:r- z) + ~ = p+ ~ = a:r- -x+~ 
=ar - (.r - ~) > n:r - !I = ln.r - !JI (Jn. i'lltima iµ;unldad se r111nplr porque 

y<J+5<.r+-p=o..,). 
Por tanto l.11 - <1.rl ~ IN - al. 
CIL"IO 2. <lr $ ll. 

En <>stc• C':L"iO fy - a:rl = fl;r - !I ::S a - y= I!! - ni. 
E:-;to cn11el11yr la priwba dr qut.• /y - o:rl ::S IY - u:I para toda a E A. 
E11t.om·t"S J..-(y) = ,, ... parn toda y E (:r. - ~ • ..r. + 5) n D. 
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Haciendo 6 = ~. t.enctnos que pu.ro. t.ocln . . 11 E B5(x) n D. \k(y) - k(x)\ = 
\a:!' -a."'l =O< e. 

Por 1.a11t.o k es <·ont.intUL en .:r., pnrn. t.odn :r. E D - A. 
Ahora. nnnlic-emos <~l cnso cu que x E A. En l'St.C' coso hn.ccrnos {J = ~· 

Si y E Btt(x) n D entone~ por dcfinidón y cotno x E A, Re tiene que 
IY - k(y)i = IY - a.,,I ~ IY - xi<~=~-

De manera qnc \k(x) - k(y)\ = lx - k(y)i ~ \x - y¡+ \y - k(y)I < <. 
EHto t.erntinn lu. pnt<-'hn. de QH<' k c-s cnnt.inun t...•n lo~ puntos de A. 
Por t.nnt.o k PS cont.inun. 

Yn. est.nn1os <'lt eondidotH~ de dcnto~tnu el signiPnt.c l.l!Orcrnn. 

TEOREMA 3.12. Sea .,.'( un cs¡mcio rru!/rico, cornpacto y na vacío 
entOnC'CS CXt..<;/t,' Unfl. función <'Otlti1l.Ua 1/ StL7J1Yl!JCCftl1U. c/J : C - .,.'"( 

Demostración. S<•tL )( 1111 C'$pneio nu:~t.ri<·o y rompnrt.o. Por el Teorctnn 
3.8. existe tllll\. fnnrión <·ontinnn e iny<"<~tivn. 

":X~ {O, t] X {O, t] X {O, t] X ••• 

Por otrn pnrt.c, por ln PToposición 3.4, exb;t.e unn. función cont.innn y 
SltpTn.ycct.ivn 

j: C ~ {0, lj X {0, lj X {ll, I] X ••• 

Set\. D = ¡-1 (h( .. '\.")). Cln.nunent.c~ D <->H 1111 Rllh<·onjnnlo rernLdo y novo.cío 
de C. 

Do n.t•.twrdo con el Tron•nm. 3.11 existe nnn. función c·ontiunn k : G - D 
tn.l que k(b) = b pn.rtL toda. b E l3. 
Ohscrvctnos que h C>S un ho1nNln1orfis1no t.le .X en h (.-"\'") . 
Dcfin.itnos 

cP = h- 1 ºfº1.: =e - .,Y. 

q;, ~ unn. función continua yn qnc ~ la romposidón de fttncioncs continuas. 
Dndn. p E C, k(p) E B = ¡- 1 (h(X)). Así qne /(k(p)) E /1.(X). Por lo qnc 

t.ienc scnt.ido nplicnr 1t- 1 (/(k(p))). ERl.o n.oo di(•e qtte t/> CHtÁ. bien definida. 
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Pnrn tno:oitrnr qnr ,P es snprn.yert.ivn. t.01nn.111os un c1mnrnt.o nrhit rn.rio :r E 
¿""<.. Snn '/ = /t(.-r.) E /J(X). 

Como f ~ snprny<'("f.ivn. <•xist.C" e E C t.n) qm.• f(r) = q = h(T). Ent.nnres 
r E f- 1(1>(X)) = n. 
Así que k(c) = c. 
E11t.011l't"'S 

q, (<') = ¡,-1 (f (k (e)))= ¡,-1 (f (r)) = ¡,-•(q) = "" 

Por t.n.nt.o. r:P es una. f11nd611 s11prn.yect.h•ll.. 
l!:."lf.o ro11d11yr ln. prllphn <l<>l t.eorC'1nn.. 

Cnu1n virnos PU Pl cnpít.1110 2. c>l ronjunto ciP Cantor<':'-\ un espn.c-io 111ét.ri<'o, 
l"Otnpnct.o, JH'l"ÍN"f.o, 110 vn.cío y tnt.alntt·utP disronf'XO. Ahora Y<!ren1os q11r. si 
ot.ro Pspado .Y t ic>tu• las propi<"<.hult>S nllt<'rinn-s t ienp qtt<" s<"r forzo.'"lnnu~nte 
ho1nP0111orfo a. C. Por lo q11<', <~t.n.."I propi<'(ladrs cnra.rt.Prizan n.l <"<>nj1111t.u de 
Cantor. 

Para lograr la drfiuidón dP 1111 hrnneon1orfis1110 dP Jl( C'll e, C'S lle<'CSl\ria. 
la rnnstnw<·h')n c¡11P s1• tt11H'!-ltra Ptt )ns l<'llUIR sip;11iPnf.c-s. 

LEMA 3.13. Sn1 .\'." 11n f:.-r¡mrio 11u:t1"1ro, <·n111]1nrtn, 110 t•acfn, total111cnlc 
1l1 • .,ro11c:1·0 y s111 1'1l111os aislado.-r rntoncc,., pnn1 cada e > O, rriRff! ]\¡• E N y 
t'.n."i/1·11 t"<niju.uto."i abicrl.os y 1·r1'1'f.ulo . ., .A 1 , .A:.i. ... , .AN rn .. Y talrs qur. .. "\'." = 
A1UA:.!U ... UAN. A,o¡!:-0,panir.adu i=l,2 •... ,N. A1,A 2 , ••• ,AN 
a1r.110 • ., r11tn• sf y diríu1t·lro A, < € 7mn1 cada i = 1, 2, ... , N. 

Dümostrnción. Pn.rn. prohar <'.<;f P lt•rnn. Jl('("csitn.ruos hnrer uso drl t.eo

l"Ptt1n q1u• llin• quP para. los rspncios 1n<'•t.ricos ro111p1wtos In. propiC""dnd de ser 
t.ot.n.l11H•1ttt> dis<"Ollt'XO r.-; · t'<)ltivah•uh• a. la. prnpi<'(lad dP tPtll'r nnn h:L.<;C de 
nhierl.os v t"<'rnulos. 

Ln. pr~u:lm. d<• t'Sl.P n>Mnlt.nclo sP pll<'(l<• l.'llt"011trnr <'11 !Chnndler, l..Ptnn. G.31). 
E11toJH'l'S J><Hlc1110~ :-;11po11t•r q1w "' tiPllP 1111n. ha.sr d d<" <'Onj11utos n.hiC"rt.os 

y ccrnulns. 
SPn. e> O. 
Pri11u•n1 Ytuuns a. Yt>r qlll' la f1u11ilin. 

U= {13 E /J: dicímdro(l3) <e} 
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~ unu cubierta (n.hiert.n, por Rllf>HPSf.o) de>..·. 
En efer.t.o, srn x E .JY-. Yn q•m flri (x) l!H 1111 nhicrt.o r.n X y /J es unn base 

pnra .... '\"", exist.C" B E fi t.n.J C]llP X E n e 111 (x). Eut.onrt'S 

Así <111r BE U. 
Por ta.nt.o U es 1111n. cuhicrt.n. n.hh~rtn dr .\". 

Yn. cpw .Y PS 1111 cnnjunt.o cornpact.o rnl.ouct~ <.>xish•n NE N y 131 , •••• BN E 
U t.nJ<>s que: 

(i) n. ::F 0 parn cndn i = 1, 2, a ..... /\' . 
(ii) X= 81 u B2 u ... u BN 
(iii) Ning1Ín D, sohra. Es drrir niug-!'111 n, t'Sf.IL <·0111.Pnido <•n In. unión dr 

Jos dcrnii.._c:¡ {si h11bh~ra <fp 1·stos si111pJPUIPnf.1• Jos vn.ruos quit.nudo hn ...... t.n. que yn. 
no hnyn). 

Con10 c.o.dn B, E U, tenernos q11n diñmrfro(B,) < t!". 

Defiun.rnos los sig11im1t.c-s rot1j1111tos: 

N-1 

A1=B1,A2=132 - D1.A:1 = f1:1- (l31 UB:!) ... ,AN = ll111 - LJ BJ. 
J~I 

Por In. <'onclid611 (iij) endn A, oT- 0. 

(·--· ) (,_, )' (·-· ) Ya qm• A, = 13, - LJ 13J = 13, n LJ BJ = D, n n E; , 
.J=I .J'-"I .1=1 

tenernos qur A 1 rR uun intPrsecdón finit.n dP nbi(!rt.ns y f.nn1hii•u de cerrn.dos 
(cada. B.1 es nhirrt.o y rerrudo). 
De mnnC"rn que A, PS nhirrto y r<•rrudo. 

Para. ver qt1(! si k < i, rntoncc>s Ak n A, = 0, obsPrvcn1os <¡llP 

A• e n. e U nJ. ""mm!~ que A.nA, e (u nJ) n (n. - ('u BJ)) = 0_ 
.J""'I .J=I .1=1 

Por t.nnt.o A 1.A2 , •••• AN so11 njrno~ f'nt.r<~sí. 

Ahora vrn•u1os que- .... \· =A 1 U ....-1 2 U ... U AN. 
SPn .r. E ..-\~. Coruo X = n. un~ u ... u IJN. Pxish• 11111\ i 1nínirnn t.nl Cflll' 

:r. En,. Ent.OIJ('f':-i 
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·-· x<¡! U B,. 
J=I 

Dr 1nn11C'rn q110 x E A,. Por t.n11t.n _,.'( = A 1 U A 2 U ... U AN. 
FinnlmC'Jtf.e, romo A, C ll¡ y diii.11u~fro(B,) < é, t.r11N110.o:; quo 
dirí171Pfro(A,) < é pnrn t.odn i E {1,2, ... ,NJ. 
Esto ronduye In pr11Pbn <lc>I IPrnn. 

ff,•111ns visto Pll t•l 1t•n1a nntror·ior qut~. si .\"" t!S 1111 t-spncio n1Pt.rir·o, cornpn<·t.o, 
t.ot.nh11rnt.t• dist·nru•xo y 110 ti<"IH' p1111t.os nislndns t•111.011ct~ sr p11c-cfp encout.rn.r 
una purt.id6n fluit.a ,fr. f"onj11nt.os abi"rfos J.r 1'PJTatJos t•n .• .Y, njt~nos dos u dos y 
110 vncít1s. PPrn f 01uJa s1dworij11nto 11f• t>sla 11a1·1 id1"111 al sc•r 1111 <"nnjt1nf.o ahirrt.o 
y ,·ernulo J1c-n-.Ja todn.s Ju.-; JlrOpit"tf1ul1-s <lcl f'SJ>lldo .. \-, co1r10 se• 1nuc-st.rn <"11 pJ 
sig-11iPJ1lt> lc•111a. 

LEMA 3.14. St·a ... \"" tni <"8pario 11u:trzro, rtnn¡mrlo, lotalrnr.ntc riisconexo 
y .'tl1l p1u1to ... cú.'llados. s,:a A C .. .Y, un .<Juhr:o111uuto ci.hicr·to, cr.nndo y no 
1i1u~fo, cnloncc.'l A c: . ., un r....-pario rruYriro. ro1npar.to. totalrnrulr rli.'lcoru~.r.o y 
... in ¡ni.nin . ., ai.'>lados. 

Den1ostración. Cun.Jquit•r s11bro11j11nt.o 110 wi.río dP 1u1 espado n1f>t.riro 
<~ 1111 <!HJuu·io nu'I ri<·o. AdPnHt'-1, PS <·Juro qHP los snhconj11nt.0N el<• esp1u·ios 
l.ot.al111t•rtf(' di!-i<ºOllPXOS son 1.ot.aln1P1tlP dhwon<•xos, por Jo rrud, A N-i t.ot.nl11u•nt.n 
(Jis<'Olll'XO. 

Con10 A PS un s11hco11j11nt.o c<•rr:ufo dP 1111 cn11j1111t.o rompnrt.o t~ut.oncr-s A 
C';S 1111 ('OUtp:u·t.o. 

Pnrn Y<~r qtu• A 110 t.iPIH' p11r1f.os nislados, :'><'ll c > O. Cnrno A es ahit•rlo, 
<'xh.;t.p r >O t.al q11<' l.J,,.(.-r) e A y r <c. 

Yn <ftlf' .Y no t.i<'lll' pt111t.ns ni:-;fndos, f'XÍ:'it.e .11 E ."\. f.al <JIH' JI :F X y !I E n,,.(x). 
Eutow·1"H y E A n LJ,,.(.r) y 11 #= .r.. Por taut.o A 110 t.i<•rw puut.os nisln.dos. 

Esto co11d11y<' Ju prueba drl ll'nJn. 

Si .X <'H 11n <>.S1u1cio uu~trico. (·on1parto, fot.nlnwut.P dist·onexo y si11 p11nf.os 
nislndn.o.;;, por c_of Lt•111n :1. J :1. dudo 1111 e > O, podr111os c•ucout.rnr una pnrt.idóu 
fi11it.n ,le• s11l•co11j11nto:-:; nhiert.os y crrrados, 110 v1u•íns y ron ot.rns propiC'<fndP.S 
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mñ.s. Por el Lema 3.14, obt.r.ur1noR que ra.du. snhconjnnt.o abierto y ce
rro.do, no vn.cío de dichn. pn.rt.ieión lwrr.dn. lns propic~lndcs del ~pru~io original. 
Ahorn., probn.rcn1os q\lP cst.n. ph.rl.ición sr pnPc:lr refinar t.n.nt.o <·on10 qnrrn.ntos. 

LEMA 3.15. Sea ,,.1( un. f!$ptic:io 1n,:t.rico, no 11ar{o, roTlipacto, totulrncntc 
di...<11c:onexo y sin punto . ., ai.<Jlado.<11 r.11t.on1~c.'i puru rada E > O, cxi.<11tf' N E N t,nl 
que ,'ii n ::=:: N entonces c:r.i.<>f.cn A 1 , A 2 , ••• ,A,. nhil'rtos y ccTTado.<11 P.n ,,"'( 
tale.<J que 

(i) .,,X= A1UA2U ... uA._. 
(ii) A.=F-0pnrni=l,2, ... ,11. 

(iii) At, A 2 , .•. ,A,. ,<Jon ajcno.'f r:nhY~ RÍ. 

(i1•) dicirnctro .A, < i; pon1 cu<la i = l, 2, ... , n. 

Demost.ración. Sen E > O. Por el Lr.nm 3.13, existe N E N t.nl que 
Ai, A~h ... , AN son nbicrt.os y crrnulos en ... '( y tul<mu\s 

(i) X= A,uA,u ... u AN-
(ii) A. =F 0 pl\rn. i = 1. 2, .. ., N. 
(iii) A 1, A 2 , ••. , AN son ajenos t>Ht.rc sí. 

(ú') di<ínwh·o A, < E pn.rn. ratln. 1 = l, 2, ... , N. 
ConsidcrC'tnos nt ahiPrt.o y rPrrn.clo AN· Con10 i\N =F 0, cxh1tpa E AN, por 

el Lcmn. 3.14, A¡v ~ 1111 cspn.do rnl~t.rko, co1npact.o, t.ot.alntPntc di:woncxo y 
Rill punt.os nishuloR. Al ser AN nn ronjunt.o l\hiert.o <"nt.onrL."-l existe r > O t.al 
qltc n.,. (a) e AN- AdP1nñs, A,... no t.iPnc puntos n.isln.c:los, \lOT lo qnc, cxist.c 
y =F a,y E AN t.n.1 que- y E B.,. (a). Por consiv;nic-nt.c, A¡v t.iPnc n.1 tnenos doR 
cletncnt.os. Ahora, A...., C"S tot.ahnC"nh• discon<?xo. Eu pn.rt.knln.r, A,... no ~ 
conexo, por lo cual, c~xist.r 11nn. clis,~onc•xión pnrn. AN· SPn.ll JI y J< nhiürt.os 
t.n.tcs qnr 11 u K = A,..., H n 1\ = 1/1 , JI =F (fJ y /( -/o 0. 

Orfinn.1uos 

Cotno X - 11 =.,X U [( - AN. PPro e>\ l"Ol\jltnto dl' la. dercrhn ('S nhicrt.o 
(yn qur es ln difcr('nrin. de un nhiert.o con un •·onjnnt.n <'('rrndo). Por t.nnt.o 
H t'fi cerrado. OP i~un.l 1nruwrn.. )( - J..; = JX U J-1 - AN. se tlcdurt? q~1c I< es 
nn conjnnt.o cerrado. Así, H y /( HOll conjuntos n.hit?rt.os y cerro.dos. 

Ocn:1ost.rnre1nos que X= 131 U B2 U ... U IJN U DN+l· Cnkulruido 
)( = n, u B2U ... u Brv-1 UDN u DN+l =A, u A2U ... UAN-1 u J/u I< = 
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A1UA:zU ... UAN-1UAN. 
Ahorn Ba n AN = (11 pnrn i < N. Cn.lc11ln11do 

D, n (Hu A-)= (D, nll) u (B. n/•t) = 0 m1t.oncCR D, n /-1 = 8 1 ni<= 0 
pnra i < N. 
Por t.n.11tn, 11 •• IJ;i • .... ll/\'-1• /3N y nN+I son n.j<•nns Puf.re• MÍ. 

AdP11ui. .... JJ, .,¡: (11 pn.rn i = l, 2, ... , 1V, N + l. 
C~n.lt·11huulo 

1liúu1t·f1·0 13, = diú11tt'lro A, <=para l = 1,2, ... , N - l. Coruo //e AN 
PflfOJt<«>s ditímrlro(ll) ::S liirírnt'fro AN < !!. Siruilnrnwnt.r. diáu1ctro (I<) <e. 
Por t.n.nt.o duír11dro (O,) <e para i = 1, 2, ... , N, N + 1. 

IJn .... t.a n.horn lu~111os prohado qllP ... '\( SP pucxlc> partir t•n N + 1 pn.rt.cs. 
Prnt•c>diPtlllo PU fon na sirniln.r SP llJtlt>st.rn. qur ..-"'\ st• p11C'<lc pnrt.ir en N + 2 

pnrf.l>s, en N + 3 pnrf('S, Pfr, 

[)p 111.anrrn que .,.'( st• p11Pfl<' pnrt.ir c>n 11 pnrt.PS pnrn t.oda n ~ N. 
Esto cund11y" In. pnwha dt•l l<>nm .. 

Il.PSllllliPtHlo pn.rn. c1Htlq11i<"r t-sp1u·io 11u~t.rirn, 110 vacío, cnrnpacf.o, tot.n.l
tnent.r dist·ont>xn y sin punt.ns n.isladns y dadn. 1111n. e > O, podmnos partir 
11t1l>st.rc1 t">Spncio l'JI t.antos s11IH·nnj1111t.ns nl1it•rt.os y cPrrnclos njpuos dos n. dos 
c·n1110 lo JH"<'l'Sill'lnns. AclP1111Í.."l, c-slos s11lu·n11j1111tos hPrt.'<lan la .. .., prnpit-<ln.des 
dc·I c>Hpado nrip;inn.l y s11 di1ír11t-t.ro rs uwnnr q110 la € dnda. 

DEFINICION 3.16. Una (11. E) - ¡iurtiriú11 d<' uu ~pa.do X es nnn 
fn1nilin P = {A0 , A 2 • ..• , A.,_ 1} c¡tw sa.tisfm·<' lo siµ;11i<'11t.r: 

(i) c~~uln. A, c•s 1111 ahic>r·to, ('f'rrnclo y no VHf'ÍO para c-ncla i E {O, l, ... , T1 - 1} • 

(ii) dirí111d.1·0 A,<€ para l'a.dn i E {O, l, ... , n - l}. 
(iii) .Y= .Ao u A1 u ... U A,,_1 
(i"} A 0 • A 1 • •• ., A,._ 1 son n.jc•nos c·ntrc• sí. 

Co1nn hc•rnos (_'Sf.ndo 1u11111<·in11do '\.'antos n 111ost.rnr qllC" si X C"S un ~pndo 
nu"•t.ricn, c·o111pn.t'fo, 110 varío, t.nt.al11u•11te disc-oncxn y sin p11n.f.os nislm.los, 
Pllt.onc·t>s .\.'"" c~1 hn1ncvn11orfo n. C. Ln. d<"111nstrn.dó11 df" <'Sf.p hrrho S<" bn..<>n en 

hnc·<•r parl ic-intu>s ndc .. ·1uulas el!" )\·. 
E1npe·;,1ir<•111os part if'llllo .)( por 1111 t11Ílnl•ro de la forma 2n 1 <le co11j11nt.os 

alJiPrtns, ('c•rraclos, 110 vac·íos y (le• di1irur-t.ro nu•nnr <Jll<' l. Corno srg1111do 
Jl<L'·m. pa.rt.in•rnos ('Jtda. 11110 clP los 1ni<'111hrns ll<• In prirn<>ra pnrtidón por 1111 
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n1ímero de In. formn. 2":.i (todos los ronj11nt.os pnrt.idn."1 por (!l 1nisn10 rnhncro 
de pedazos) de- ronjttnt.os n.bicrt.o.."1, rprrn.dos, no va.ríos y de diñ.rnct.ro nienor 
que ~- Y seguirmnos pnrt.icndo y pn.rt.icndo. 

Corno S<" ve ne·cesit.runOM int.rodudr unn not.ndón npropin.dn. 
Pnrn. cn.dn. sur.e:dón finit.n n 1 ,n2 , ••• 1 n,.... EN hn.rernoH J(n 1,n2, ... ,n..,.) = 

{0, 1}"' x {0, 1}"2 x ... x {ü, IV" .. , Obiowrvcrnos que rn.d.u. {O, 1}"' t.ic>nc 2"• 
elcmcnt.o."1, dC" donde .J(r11, 11 2 , ... , n,.1) t.iPfle 2~• 1 · 2""' · .... 2""' = 2ni+n,.,+ ... +n.,. 
elcmc11t.os. 

LEMA 3.17. Sf'a .,.'\( un r."]Jat:Ín 1nétriro cnnqmcto (nn 11acio), t.otrilm.r.nt.e 
disconexo y .c;in p1.into.<; ai.c;ladn.'i, cntonr:c.c; t•;r.i.<;fr una ,<;fH"t's1ún de ntírneros 

naturnlc.<; {nm}naEN y una ,"iUCt'.<;zÓn rlr ]'nrlirioncs {"Pm}. . .,lO'N de X tale.'f que 
(a) Cada P .. , c.'f de la Jonna P,n ={A,.: rr E ./(n 1 , ••• , n,,.)} 
{b) Lo.<J t•lcrn.F-ntos dr "P111 .<ton abirr·tns, cr11ndos, nrl tioc:íos y tle ditímetru 

n1r.nor que ;!¡. 
(e) Para cada o E ,J(n¡,Tl:z, ... ,Tlm-1). rlconjunto {Arn.t:IJ E Pni: fl E {O, l }"..,} 

e."i 11na partición de A,., f'l cual t'S un f'icrncnto df• 'P..,_ 1. 

Demostración. Hnrernos 111111. constn1crió11 indt1rtivn. 
(1) Paran= l. 
Apliq11e1nos el Lernn. 3.15 n. E= l. Entonc<'S existp N 1 EN t.nl que pnrn. 

cndn n ~ N 1 hny 11nn (n., 1) - ¡mrtición ch' . ..'(. Sea n 1 EN t.a] que 2"1 ~ N 1. 
Ent.onres rxist.e nnn. (2" 1 , 1) - partirián dP ¿"'<. In <"nal d<•not.nrr.n1os por P 1 = 
{A0 : o E J(n 1)} (eo1110 "P1 y .1(11 1) f.i('ll<'ll 2" 1 <"lt•11u•11tos. pc-uh·u1os 1111111ern.r 
a 'P1 ron los índices C'll .1(11 1 )). 

(2) S11pongn.n1os que "P1 , 'P2 • ••• ,P.., ya han sido c·oust ruidos. 
Ondn. n = (<1¡,a2, ••. ,a 111 ) E ./(11i.n~h···•"m). Por el Lc•rnn. 3.14, A,. es 

nn espado rnét.riro, cornpn.cto, no vacío, t.ot.n.lnu_•nt.e discon<>xo y sin puntos 
n.islndos. Apliq11eruos PI Le111n. 3.15 n. é = ... ~ 1 y al l'SJm.do A,., c•nt.oun>S <'Xist.c 
N 0 E N f.n.1 qllc', parn t•ada " ~ A~ ... .A 0 tif'll<' 1111n. (n, ... ~ 1 ) - ¡m.rfiriún. 

Yn. que• ./(11¡, 11 2 , ••. , nno) es finito, pocl('ttloH tornar 11.,, ._ 1 E N t.al qtu~ 

2""'• 1 ~ N 0 pn.'"n. toda o E ./(11 1, ... , nm). Ent.n1w1-s. pnrn.c1ulao E J(n 1, ... ,nni)• 
exiHt.c una (2""'• 1 , m~ 1 ) -¡m.rfirión Q..., dP A 0 • 

Corno~ tiene- 2''-• 1 clenH•nt.os, al i~un.l q11P {ll, 1 }""•• 1 , podernos denot.nr 
nsns elementos en In formn. Ac0 .,n donde /3 E {O, 1 }'1'" 11 . Nol.Ptnos que n (n,/3) 
lo podernos int.C'rprct.nT corno n 1111 clern<'nto 1l<> ./(ni. ... , n.,.+d· 

Finnhnent.c> dl!finitnos "Pm+I = LJ{Q,..: n E ./(n¡, ... ,Trm)}. 
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CJn.r1uurnf.t~ los doruenf.o.o;¡ de P.,,+ 1 son nhic>rf.os y rcrrndos de X, son no 
wu·íos y t.i<"nc:n di1iuwf.ro rnf'uor que m~i · Pnru. cndn o E .I(u 1, ... ,n...,) el 

ronj1111t.o .[ A(n,J1) E Pm+I : /JE {O, J }""• 11
} e~ Q 0 y ent.oncf"'s r.s •Hm. partidó11 

dt• An E .P,, ... 
Sólo nos rf'Sf,n prohnr c¡11C' Prn+J rs 1111n. pnrtidóu de ~'-'°· 

Dn<ln a· E ... \-, «001110 Pm l'S pnrtidón de ... '\'", exist.P n E .l(n 1, ... ,TI.na) t.nl 
que! :r. E A 0 • Y t•ornn Q 0 PS pnr1.idór1 de /1u. t•xist.e /3 E {O, J }'1"

1
•

1 t.nl que 

.;,1: E Ar.•Jl> E Pm+I· E.'"!lo pr11Phn. q11P _.\'"=U { AruJI): Arn.il) E Pm+1}. 
Ahorn.l.<'llPJno.s(n,/I) c.¡!:. ("l',/'J)conn,-y E .J(n 1, ... ,11,,.)y/i,ó E {O, t}"'-' 1

• 

Si o -:F- -y, corno A<0 •111 e A,., A(-y,11¡ e A..,. y A,. n A..,. = <.1, t.enrmo~ que 
Arn.t:I) n Ac..., . .s) = 0. Y si rr = ")', ent.onr<!S f1 7': ti. Yn. CfllP Q 0 ~ una partición 
df' A ... f.PflC"Ul0..'-1 que Aco,8') n Aco,<"i) = 0. 

E:-it.o t.Prtuiun. la prilt'ba de que los C'lc~rnc>nt.os dr_• "Pm+I son ajeuos rnt.rc sí. 
Por f.nnt.o P.,.+ 1 C'S unn. pnrt.idóu UP ... ..\". 
Est.o r·onrl11yc• Ja r·o11st.r11cdó11 y In pn1ehn. drl lernn. 

LEMA 3 . .18. Par(l ratio .o;ur:r,o;irJn 111, n2, ... en N, rl r~."l])acin rnétrico 
{O, I}''I x {O, l}"" x {o, 1r'·"' x ... r."I hmrit•ornorfn al espacio rnétricn {O. l} x 
{ll, 1} X {0, l I X .•. 

Den1ostración. S{"n Z ={O, 1}" 1 x {O, J}"" X {O, 1}"ª x ... 

g' Z - {0, 1} X {0, (} X {0, 1} X ••• 

dcfinidn,gor Jn (~i)guiegte ror~~pon~~f;ru·.in P> _ 
_ q((u 1 , ••• ,a,. 1 ),(n 1 , ••• ,a~nJ,(a 1 , ••• ,a~ •. -.J •... )-
(a~1), ... , a:!N, a.~ 2 > • ... ,a~;>, a:f'l, ... ,a!~>, ... ) 

dondP a!"' E {O. 1} partl t.odn. i, TI E N. 

OP111nstrnrr111ns r111r !1 <'S 1111n f1111dón iuyc'<·tivn. Senn 
!/((ti~ 1 

' ..... o!,','). (ar·11 
•••.• rl~.~.}). (af1

' ..... a~;~n . ... ) = 
(a~ J) ••••• a!,'.>. ar·11 

••..• a!,2}. uf' .... , a!;~ .... ) 
y 

!1« h~ 1) •..•• h!,1.> ). (/,~ 21 •...• "!.~'). (1{1>, .... b!,:.~) ) • ... ) = 
<"~ 1) ••..• 1i~/i'. 11r2 >. .... "!.:}. ,,r11 

..... 1if;~1, ... J. 
S11po11ga111os r¡tlP 
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g((a\1>, ...• a!1
1
1>). (a\2 >, ... , n!~>), (af'l, ... , n~'!)), ... ) = 

g((b\11
' ••• , b!.11>), (b\2

) ••••• b!,;». (b\31 •... , b!~» . ... ) 
Esto es rquivalent.e a. que 

(a\º, ... , a~11l,a\2 >, •.. ,a~;>, a\31 , ... ,a!;~>, ... )= (11\1 1, ... , b!,11>, b\21 , ... , b!~,b\3>, ... , I)~~ •... ) 
Ent.otl<'CN a\m> = 1Am>, ... ,a!::» = b!:;"l prun t.Odn i y Trt E N. Esto es, por In. 

dc>finición du igua.ldnd en c>l prochtd.o. Así, 
(a\1>. ... ,a!_1

1>) = (b\1>, ... , b!,11>), (a\2 >, ... , n!?..n = (b\21
, ••• , 1,~.;>), (uf'>, .. ., n!~>). ... 

Por tu.ni.o g CH unn funrión inyrct.ivn.. 

Pn.ra rnostrnr que g es nnn. fundón s11prnycet.ivn ton1etnos un punto nrhi
t.rn.rio (a¡. a2. a3, ... ) E {O, 1} X {O, 1} X {O, 1} X .... 

Ent.onc·es 

((a¡,···•ª"ª), (<Ln1+l• ... ,<Z.,11+n;t), (a.,1 +••:,1+1' ···• On1+••:1+ua), ... )E 
{0, l)"' X {0, t)'" x {0, l)"' x .... 

Aplir.ru1do g: 
g((a¡, ···• tl.n 1 ), (n,. 1 +1 • .•• , U.,q+n:i)• {rln1+n:i+I • ···• <l11 1+n:i+n:i), ... ) = (ll¡, U:z, a3, ••• ). 
Por lo que, g c::i nun. f1111ció11 s11prn.yc-rt.ivn.. 

Vamos n probar que ges r.ont.imm. Bn..c;¡t.n.ni con que probemos que 1tn o g : 
Z - {O,!} es ront.imm, donde"• : {O,!} x {O, l} x {O, 1} x ... ~ {O,!} 
es In proyc><·dón nn.t.urn.l. Tor11en1os puc'!S 11 EN. Yn. qnr 111 < 71 1 + r12 < n 1 + 
n2+113 < ... ,existe Tll EN t.nl lJtlP 11¡ +n2+ ... +nm < 71 ~ 11¡ +n2+ ... +nrn+I• 

Sen. a= ((n\11 , ... ,n~1'/).(n\2 ), ... ,n~?j). (a\31 •... ,n~~l), ... ). Ohscrvernos que 

7r11og(a) = 7T .. ((r1\ 1>, ... ,a!,1/,ar.?>, ... ,a!,:;l,n\3l, ...• n!;!>, ... )} = a!,"':~~:,>+ra:i+ ... +n..,,l' 

De n11Lnrrn. que pnrn. obt.c-ner In. fnn<'ión. 7í,. o _q podC"tnns pritnPro t.ornnr In 
proyCC"dÓn (m+l)-ésiTna drl punto a y obt.cnPr ni pnnt.o (a\"'+ll, ... ,a~~:.-!",.1!,) E 
{O, l}n-t-i y desptté'S t.ornnrle la proyf"Cdón n - (n 1 + n 2 + ... + nm) n este 
punto. 

Por tnnt.o 7r" o g es In ron1posición de dos proyN·doncs y, c>n contiecuenda 
esta fnndón es cont.inun.. 

Por t.nnt.o g C"R unn función ro11t.in11n.. 
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IJPn10~ obt.Pnido •uuL f1111ció11 conl.in11n <~ inycx-t.iva dPJ PRpncio n1(,t.ri!'O corn
pacto {0,1}"1 

X {O.l}":r X {O, l}"ª X ... Pll PI c>spncio mc~f.rir.o {0, 1} X {O, l} X 
{O, l} x .... Por fRuclin, T<•o. •l.J7J, 9 ('S 1111 horuf'Omorfisrno. 

Est.o <·oncl11yt• Ja prueba dt>I lerua. 

LEMA 3.10. El r'.o;pado 1111!/riro {O. l} x {O, 1} x {O, 1} x ... es homco-
11io1:fo al r•.o;pru·10 11u;tru·o {O, 2} ':'Q. 

De1uostrnción. Sc•n 

h' {0,1} X (0,1} X {0,l} X ••• - {0,2}~ 

cll'fitiidn. por la sig1tienf.<• cnrrcspo11dPndn 

h (a¡,a2,a ... , ... ) = (2a1, 2a.:.!, 2a:1 •... ) 

do11dP a., E {0, I}, 
ES 11111y fri.ciJ VPr qur h rs 1111n. hiyr<'rión c-nut.inun. dPI c.~pndo n1t'it.rico 

y rntupnctn {O, 1} x {O, 1} x {O, 1} x ... nl C""'SJlH<'io nu~t.rico {0,2} 00
• Por 

[Rmlin, T<"o. ·l.17J, hes 1111 hom('()modismo. 
Esto cnnd11yt• In pr11chn dPI IPn1n. 

LEMA 3.20. El P..<ipncio miFtrico {O, l }"~ 1 x {O, 1}":1 x {0, l}":t x ... 
hornr!o111.orfo rl C. 

Demostración. Por,,¡ Lmnn ~J.18, el cspnrio {O, 1 }'11 x {O, l }":1 x {O. l}m x 
••• c>s hot11c'Ornorfo al nspacio {0, I} X {0, l} X {0, I} X •••• 

Por rl Lt>rrm ;j,J!), <•I t>Spado {O, l} x {O, 1} X {O, 1} x ... es homeomorfo 
n. {0,2}C'O. 

Por c>I T'PorPmn. 2.9, d t-spadn {O, 2}no es l101nc>omorfo n C. 
Corno sahrn1r1s q11P P) honH'01I1nrlisn10 PS una rt•ladóu de Pq11ivalc-11rin. en 

In. d~L"'<' dP t.odos )ns t-spnrios topológic·os, <'fl pn.rt.kulnr C":' t.rn.nsit.lvn. 
Por tnutn c•I <~pado 11u;frh·o {O. 1 }"' x {O. l }"2 x {U, 1 }'o:i x ... PS lio1nP0-

111orfo a C. 
Esto ''Ot1dll.Y<' In. pruPhn. drl h•rnn.. 
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Estamos list.os ¡uu-n dcrnost.rnr el 1'itt.hno r!'Hult.n.do de csl.<! trn.bnjo. 

TEOREMA 3.21. Sea _,y un e . .,pacio niél.rico, no 11nr.ío, contpnct.n, total
mente di.<oconcxo y .<1in punto.<1 aú~lndos, c11toncc." <'$ ho11u>.0111orfo al conjunto 
de Cantor. 

Demostración. Por <>1 Lema 3.17. cxist.C" 11un HIH'f>sión d<• 1111n1C'ros nn
t.urn.les {n.m}m.EN y nnn surc_'Mión de partiriouc-:-; {P,..}mt"-N dt~ ,,'\; t.alrs que 

(a) Cncln Pm es ele la fnrrnn. 'P.,, = {A0 : n E .I(n1, ... , 11m}} 
(b) Los C"")cn1rntos <le• Prra son n.hiert.os, f 0«.>rrados, no vacíos y de {litirnc_!t.ro 

menor q11r ;!;. 
(e) Pnrncn<lnrr E .J(n1, ... ,nm-1),t>I <'nnjunt.n {Aco.,i) E "P,..: ll E {O, I}" ... } 

es unn. partición de A 0 , C'l c1_1n.l C"!-1 un el('JllC>Hfo ti<- P.,._ 1 _ 

Tonw·mos 1111 punto x E ~"'(. Dndn 111 E N, con10 P.,. es unn. partidtSn dP 
.}(,existe 1111 (111ico elentPnf.o cr = (n 1, ... ,nrn) E ./(n1 .... ,nrn) tn.l quP x E An. 

Si t.01namos fJ = (/31, ... ,fJ ... +1) E .f(r1¡, ... ,n.,.+ 1) t.n.l q11t~ x E A 1f, por (e), 
/3 (_'S de In forina /3 = (n 1,. .. ,o.,.,/l.,.+d· Por tn.ul.n n y fJ l'niucidPn <'n los 
priI1u•ro.-; rn t.crrninns. 

SPn 

f: X~ {O, I}'" X {O, I}"' X {0, l}'" 

dr:>finidn por la siv;11iPnl.r rorrespnndPndn. 

f(.r) = (n1.n2,n:1, ... ) 

donde p1~ru. c·ruln 771 E N, X E .Acni. .... n ... )• 
Por In obscrvnr.ión que hidn1os hnr<' dos plirrnfos, n 1 no dcpcn<lr:> de run.l 

m E N se torne, o 2 no drpenclc clf' cnn.l rn ::2:: 2 S<' t.otue, n-3 no dcprn<lc de 
cunl rn ~ 3 S<" t.onu.•, C"t.c. Por t.n.nt.o f es 1111n. f11nrifi11 bien d<"finidn.. 

Dcrnost.rn.rcn1os qtlC' f PS unn. función iny<"<·t.ivn. 8<•1u1 

f(p) = (n,,n,.n,, ... )y f(q) = ({i¡,{1-,,{3,., ... ). 

Supongamos que /(p) = f(q). Esto t,'S <'<111ivah•nf.p n. C]UC 
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(rr1. n2, na, ... )= (f-1¡, {:h, {33, ... ) 

E11t.n11<"<>s Om = f"I,,. pn.rn toda 111 EN. Por <"Oflsiguit•nte, p,q E A 0 .. , con 
Hm E ./(n 1, ... ,nm) parn. t.odn ni EN. Es dc~cir d(p,q) < dicinu·l1·o(A .... ,) <f.¡ 
pnrn tocia..,,, E N. Por t.n.nt.o, rl(p, q) =O. Est.o <'R equivnlnnt.o n. p = q. Así, f 
<~ iuy1'<·t.ivn. 

Pnrn. 111ostrn.r que f PH nnn. fundón :•111prn.y1'!l:f.ivn t.on1e1nos 1111 punto arbi
f.rn.rio ("Y1.")'2.')'3, ... ) E {0,1}"1 X {O. l}";r X {0, 1} 11" X •••• Por ln.pn.rt.r. (r.) dPI 
L<>trtn. :J.17, sP oht.iem• 

A1..,. 1 •••• "t ... , 1 1 e A 1-,. 1 , •••• ..,. ... 1 ¡>ara t.odn 111. EN. 

Es dt_•dr, l.Pt1Prnns unn. s1wt•:-iió11 dc>c·rc•cic~ut.f'! dt• conjunt.os c·ornpnct.os, no 
vacíos. Pnr !H11di11, Teo.2.3GJ , sr ohl.irnlf• quP 

n Ah •.... ,'") .. ,)#- 0 
fn=l 

Si f.nn1a111nH un p1111f.o r <'11 <>Sf.n i11tPrsc~'<·ió11, 1~111.oncc"':-I 

f(r) ~ (1'i. 1'» 1'a •... ) 

Por Jo qur f P.S Hllprnyc"'<·t.ivn. 

f)P111osf.ran•nu1H <t1H' f es IHHL f111wiá11 <·011t.i1111a. S<>nn 1' E ... ~. e > O y 
ll.f E N t.al<~ q1w 2 \, < e. S11po11gm11os q11<> p E Ac,. 1, ... ,n"d· Diu.ln q E 
A1 01 , .. ,o,.,)· E11tn11<'('H f(¡1) y f(q) roi11drl«•11 <'11 In.'> ¡J1"in1rrH.'"> /l/ ('Oordo1uuJn.~. 
ANí qm• f(p) y f(q) son d<> In fornm f(p) = {<t¡, ... ,oAf,O"M+I•···) Y f(q) = 
(n,, ... ,H/\f,fiM+l•···l· Eni.nuces 

d(f(¡>), f(q)) f: /<>m - {1.,./ ~ f: /nm - f1m/ 
, .. =t 2'" '"=,f\1-t 1 2"' 

1 1 1 
::'.S 2Af+I + 21\f+2 + 2M+:1 + ... 

1 ( 1 1 ) 1 1 
2M+I 1 + 2 + 22 + .... = 2.0+1 (2) = 2111 < é. 
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Por tant.o d(/(p). /(q)) < E para t.odn. q en el n.hicrt.o A(....- 1 , ••• ,.-.,,)o 
Por tnnt.o f PS continua. tiernos obtenido nnn. función <~ontinua e inyectiva 

del ~pado rnét.riro con1pnct.o )t( en d c>spn.<:io tnél.rico {O, 1}'"1 x {0, 1}"2 x 
{O, 1 }"3 x .... Por (Rudin, Tco. 4.17], f NI un homC'f.nuorfüuno. 

Por el Lc-n1n 3.20. se oht.ic-rw qtt<~ X (~ ho111('>()morío n. C. 
E..~t.o concluye In. pruebn. del t.eorcn1n.. 
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