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Introduccidon

El ingeniero de Sistemas de Control estd interesado en el conocimiento v control de una parte
de su medio ambiente. frecuentemente conucidu como sistema, a fin de proporcionar un pro-
ducto econdmico v ntil para la sociedad. Quizdas la cualidad mas caracteristica de la ingenieria
de control es la oportunidad de controlar maguinas v prucesos industriales econdmicos para
beneficio de la suciedad.

La ingenieria de control nu esta limitada a ninguna disciplina de la ingenieria, sino que es
igualmente aplicable a la aerondutica. guimica. mecanica, medio ambiente. civil, eléctrica y
otras. Ademas al aumentar el conocimiento de la dinamica de lus sistemas comerciales, souciales
¥ politicos, rtambién se incrementara la habilidad para controlarlos.

En anous recientes. las computadoras digirales han sido de gran impuourtancia en el analisis,
disenou ¥ uperacion de sistemas de control.

L.a computadora puede utilizarse para efectuar los
calculus. para simular lus componentes de un s1stema o una planta. o para controlar al sistema.

Dada una planta industrial (en la mavouria de lus casus sus dindamicas son inalterables),
primeramente se deben elegir sensures v acrtuadores apropiados. Luego hayv que cunstruir mod-
elos matemadticus adecuados. Después. urilizando los modelos matematicus. se disena un con-
trolador de tal modo que el sistema de lazo cerrado satisfaga las especificaciones dadas. El
controlador disenado es la solucidn a la versidon matemaitica del problema de diseno.

Después de terminar el modelo matemaitico, el ingeniero de control debe simularlo en una
computadora para verificar el comportamiento del sisterna resultante bajo diversas condiciones.
Generalmente la cunfiguracion del sistema inicial nou resulta satisfactoria. por lu tanto se debe
redisenar v completar el andlisis correspoundiente.

Este proceso de diseno v analisis se repite
hasta obtener un sistema satisfactorio.

Tanto el Control Clasico como el Countrol Moderno tienen sus herramientas especificas de
anadlisis, pero en ambuous, es indispensable ubtener primero el modelo matematico del sistema.

El presente trabajo pretende ilustrar cdmo se aplican las hermamientas de Control Mod-
erno en el andlisis y solucidn de un problema de control {Péndulo Invertido). De igual manera
se busca ilustrar el manejo de técnicas computacronales actuales para el diserio y la simulacidn
de un esquema de control.

La Figura (0.1) muestra un KENDILO [NV
por un motor de corriente directa.
vertical.

“RT11D0 montado sobre un carro impulsado
Lo qgue se pretende es mantener el péndulo en posicién
El sistema es inestable va que el pindulo puede ecaer en cualquier momento y en
cualquier direccién si no se le aplica una fuerza de cuntrul © adecuada al carro.

Geneneralmente en lus problemas de control. el sistema no se puede modificar, por lo tanto
su solucidén consiste en discriar el controlador que cumpla con las condiciones ¥y requisitos
establecidos.

Para nuestro sistema las condiciones sun gue el péndulo se mantenga en posicidn vertical
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Fignira U.1: Péndulo Invertido

(0(t) = 0) y que el carro regrese a sn posicion original (r(f) = 0).
Para simplificar los caleulus se supoune que la masa m del péndulo esta concentrada en el
extremo de la varilla.

El valor fisico de todos lus parametros que intervienen en el sistema se
encuentran en el APENDICE.

En general, lo que se pretende es obLtener un sisterma de countrol como el que se presenta en
el diagrama a bloques de la Figura (0.2).

Referencia Sistema Salida
=0 -.1 Controtador (péndulo) . ,

% =0 o
9-0 |

Figura 0.2: Diagrama a Bloques del Péndulo Invertido

Debido a que la fuerza u aplicada al carru esta directamente relacionada con el voltaje v
aplicado al motor, entonces nuestra finalidad es counoucer este 1iltimo en base a la informacién
enviada por los sensores.

Los sensores son potenciémetros que miden la pousicidon angular y lineal del péndulo y del
carro respectivamente.

El Observador toma la sefial de la salida a partir de los sensores v estima las restantes.
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Después esta informacidn es enviada al controlador ol cual genera el voltaje que deberi aplicarse
al motor.

En res

imen. el presente trabajo esta estractaradoe de la sigaiente maner

APITULO 11 Aqui se menciona como ha evoluaonadoe el Control v se dan lus conceptos
fundamentales de control moderno, pata analiza

CAPITULO 2: Este es uno de lox capitalos mas unportantes debido a que los restantes
se desarrollan en base a este. Se aplican las Leves e la NMecdnica Cliisica como las Leves de
Newton v el Principio de Alembert. Tambien con aplicables lus conceptos eléctricous para obtener
el moudelo del motor. Primero se abtendra ot NMode

ol sstema considerado.

uoen Feuaciones Diferenciales empleado en
Control Clasico. pero para nuestro caso (Control Noderno) s neresario o
de Estados.

CAPITULO 3: Aqui se presentan las carc!
labilidad v Observabilidad.

sresarlo en el Espacio

crastreas del sistema como Estabilidad. Contro-

Se demuestra a través de o an proceso matemadatico gue el

stermna
efectivamente es tnestable. También se anabhza st ol sistema es controlable v Ghservable. Estous

conceptous son fundamentales on el disenno del conrrolador v el bservador respectivamente.

CAPITULO : El Controlador es ol dispositivo que permite estabilizar el sistema.  Si
el sisterna es countrolable entonces se puede aplicar una técnica matematica sistematica para
obtener la matriz de ganancia del controlador. En nuaestro caso se utiliza el controlador por
retroalimentacion estatica de estadous, por el midtodo de Ublcacion de Polos.

CAPITULO 5: El Observador estima las senales gne no se pueden medir directarnente v que
sun indispensables para el contrulador. Si ol siztema cnmnmple con la condicidn de observabilidad
establecida en el Capitulu 3. entunces es postble el diseno del sbservador.Las técnicas de analisis
» de sintesis son similares a las ronsideradas para o hreneidn del controlador.

CAPITULO 6: La Sirnulacuin se realiza con software comercial sofisticado (SINIULINK) en
una cumpntadora digital utilizando los re<ulrados obtenidos en los capitulus anteriores.

Es importante mencionar el uso de software (MATLAB para SINULINK) en el andlisis ¥
sintesis del esgquema de countrol. Las referencias hibliograficas urilizadas se mencionan al final
de este trabajo.

Cabie mencionar que en lus Apéndices de esta tesis »

> incluven el material correspondiente
a los paramertros fisicos del sistema bajo estudiou. las caracteristicas principales del softaware

utilizado. asi como algunas rutinas de computo empleadas en algunos de los capitulos arriba
mencionadus.
Se espera que este trabajo facilite al lecror interesado el conocimiento de lus counceptos

bésicos de control moderno v de la manera como estos intervienen en un proceso de sintesis de
controladores.



Capitulo 1

EL CONTROL MODERNO

1.1 Introduccién

El control antomatico ha jugado un papel vital en el desarrollo de la alta tecnologia actual.
Ademads de s extrema importancia en vehiculos espariales, sistemas de guia de provectiles,
sistema de pilutaje anttomaitico de aeronaves, sistemas roboticos v otros, el control automadtico
se ha vuelto parte integral e importante de lus procesos industriales v de manufactiura modernos.
Resulta esencial en vperaciones como ol cuntrol de presion. de temperatiura. de humedad, de
viscusidad. v de flujo en las industrias de 1ransformacion.

El presente capitulo tiene como finalidad mostrar el mareo tedrico indispensable para realizar
el analisis del Péndulo Invertido. Primero e prosenta wna breve Hestoria del Control desde sus
inicios hasta nuestros dias. Después aparvece la (lasificacion de Sisternas, donde sbservaremos
a cual pertenece el Péndulu Inveruido v el ripo de conaciones matematicas que lo modelan. En
la seccidon Termmmnologia Bdsica se incluven los conceptos v definiciones mds importantes para
lus Sistemas de Contrul. La seeecidn Modelos Mate ndticos
Bdsicos incluve lg

primeras ecuaciones (inode

AIASA v la INFRCIA La ditima secaidn -t

e los Flementos Electromecdnicos

finen el comportamiento fisico de la

ada Foenacrones de fquiidhimo mnestra las Leyves
Fundamentales en Lase a las cuales se Ghtended o1 Nodelo NMatematico del Poandulo Invertido
en el Capitulo 2

=1 e

el

1.2 Breve Historia del Control

A continuacidén se expone la historia del control. extraida de los textos clasicos (1. Ogatal y {4,
Dorf] que aparecen en la Libliograffa.

El uso de la retroalimentacion con el objero de controlar un sistema ha tenido una histo-
ria fascinante. Las primeras aplicacivnes del Conrrol con Retroalimenrtacidon se bLbasan en los
mecanismuos regulados con Hotador. desarrolladous en Grecina durante el periodo O a 300 a.C.

El primer sisterna con retroalimentacion inventado en la Europa Moderna fué el regulador de
temperatura de Cornelis Drebbel {1572-1631) de Holanda., Dennis Papin (1647-1712) inventd el
primer regulador de presion para calderas de vapor en 1631, El regnlador de presion de Papin
fué una especie de regulador de segridad semejante o la valvala de las ollas de presion.

E) primero en procesos industriales fué el regulador centrifugo de Jarmes Watt para el control
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de la velocidad de una midquina de vapor en ol sinlo NV Otros avanees relevantes on las
primeras etapas del desarvollo de la Teoria de Control e deben o Nonorsky, Hazen v Nyvaquist,
entre muchous otros. En 1592 Ninorsky trabago on Controladores Antomiaiticos de direccion en
barcos v mostrd comeo se podiia aetermanar Laseaabiliddad a partie de Las ecnaneiones diferenciales
que describen el sist En 1932 Nyt
para determinar la estabilidad de los s

aarollo an procedimiento relativamente simpie

tetriiee Jhire L L ede i tespriesta a

En 1031 Hazen, gnien introdnjoe

lazu abierto con excitacidn sinnsoidal o o for

el términu Servomecanisin ara los civernaes de corntrol dde postenon., desartollo ta aintesis de

coctirnd una entrada cambiiant e,

sl del Control Avrromdanied e ddos

servomecanismos repoetidores capaces oo e con

rrol-

Antes de la TT Guerra Noandial, la Procricn o ta
laron en US A v en Eutopa weectedental de odi

nen el dominiode ia froeencia en USA

Unimpnlso unportante para ol tso de la terrosdinnen oo
electrdnmieos con retroalimentacion

fué el desarrollo del sistema relefonico v ol amph
realizadous por Bode, Nyvqrist v Biack en b faboraronios de la Boll Tolephone. Los matematicos
¥ mecanicos practicos de Roasia dominaror ol cirnpo de Lo Teoria de Control en ol douminio del
tiempo nusando Eenaciones Diferenciales

Durante la 1I Guerra Muandial se precenro an tmpnl=o may grande para la Prdetica v la
Teoria del Control Antomiitico. va quie Die necesatio divenar v oconstrair pilotos antomaticos

1

para aeroplancs, sistemas automaiticos de apere dee tiro en canones, sistemas de control por

antenas de radar. ¥ otrus sistemas militares. Anres de 1O ) generalmente el disena de Sistemas
de Contrul comprendia aproximaciones por envavo v error. Durante la década de 1940 se
incrementd on miimero v utilidad los rndrodos matemarticos v analiticos. entonces. la ingenieria

de control Hlegd a ser una disciplina complera. De fines de los cuarenta a principios de los

cincnenra. Evans desarrolld por completo el coiebre NMitodo del Lugar de las Raices.

Despnuds de la Il Guerra NMindial continnaron doninando las téenicas en ol Dominio de la
Frecuencia. Durante la década de 1950 e 1rabaio »n el plano complejo aplicando el enfuque
del lugar geométrico de las rarfces, Ademuas, darante esa época fué posible Ia arilizacion de
las compuradoras analdgicas v digitales como componentes de control. Exros nueves elementos
propurcivnaron ingeniero de conrrol nievas capacidades para calenlar con rapidez v exacritud.

Los métudus de respuesra en ftecuencia v el lugar de las raices, que son el corazon de la
Teoria de Countrol Clisico. llevan a sistermas que so acen un conjunto de
requerimientous de funcionamientos mas o menos athitrarios. Tales sistemns son. en general,
aceptables pero nou dptimos en ninglin sentido significativo. Desde fines de la década de los

cincuenta, el énfasis en problemas de diseno de control e desplazd del diseno de ano de los

noestables v gue satis
1t

muchos sistemas, al diserio de nn sistema optimeo on algin sentido determinado

Coumo las plantas moudernas con mnchas entradas v salidas, se van haciendo mds v mds
complejas. la descripeidn de un sistema moderno de control requtere una wran cantidad de
stcamente con sistemas de una entrada

ecuaciuvnes. La Teoria de Counrrol Clisico, gue rrara t
temas de multiples entradas v salidas. Hacta 1960,
s de sistemas

¥ una salida. se vuelve imporente ante -
gracias a la disponibilidad de las compntadoras digitales, se hizo posible el andlis
complejus en el dominio del tiempo; desde entonces se ha desarrollado la Teoria de Control
Moderno, basada en el analisis v sintesis en el dominio del tiempo, ntilizando variables de
estado, con lo que se posibilita afrontar la complejidad creciente de las plantas v lus estrictos
requisitos de exactitud, peso v custo en aplicaciones militares, espaciales e industriales.

Las aplicaciones recientes de la Teoria de Conrrol Moderno incluyen sistermas no ingenieriles




1.3. CLASIFICACION DE SISTEMAS

como lus de bLiolugia, biomedicina, economia v soctoeconomia,

1.3 Clasificacion de Sistoemas

A seceidn se obtnvo det tesxro 20 H-ulriguoz].

La informacioun de e

Para clasificar lus sistemas en forma general primero se debe seleccionar un eriterio que
permita distinguir de nna manera precisa las propiedades /o caracreristicas gue debe poseer a
fin de poderlo ubicar dentro de ta clasifieaciln, Fooeste civao, el eriterio que se probone es tomar
en cuenra las caractensticas gue poseen bos Modoios Natemdticos empleados para deseribic el

compuortamienro del sistreman
Una clasificacion que resilta il <o obiriene ol

evtablocer niveles cle disrinra jerarquia, en los

Patsiero de senalar o] ripo de sistemas

cuales se vavan ineluverndo e Vomas pestrieciomess con e
speciaimente para el Péndalo Invertido.

et tidios de contioll

que son imporrantes en
Counsiderando epie existe 1in universo de

sistemas posibles, es decir, los que estan representac
o priede estabiecer en base ol frneipro de Cansalidad

wrras palabiras, para

stetersiae en el gie se incluven rodos los tipos de
i por Modelos Natemadticos que no tienen
restriccion alguna. una primera division

el cual establece que tudo efecra es siempre of tesaitado de unag cansa, iy
que la salida de un sistema carmbile es necesario e laoentrada aplicada o haga con anterioridad.
Por lo tanto. el sistema phriede ser Cansal o No s,

o B AR B2 PRSI Y

alidda e un tiempo t depende de la entrada

i

neales preden ser dindmicos o

De acuerdo a sus caracteristicas dimarmie:
estatic.s. LLus Dindmicos son aqguetlos en los Grie ia
tiempos anteiiones . v = pepresentan por medio de eciiaciones

Un sistema [stdr:oo os aguel en el que la salida en an tiempo

aplicada en ese mismo tiempo
diferenciales o en diferencias.
determinado depende tinicamente de la enrrada aplicada en ese mismo tiempo.

Los sistermas dindmicos se clasifican on determini=ticos v no deterministicos. de acuerdo a
sus caracreristicas de correspondencia entre los entradas v las salidas del sistema. Los fe-
terministicos son aguellus en los que la salida prodincida por el sistama depende solo de una
entrada. es derir para dous entradas diferenres hat
ecuaciones diferenciales. Los No Deterministicos,
que la salida producida depende de ina o muds enrere
distintas la salida serd la misma.
funciones aleatorias v/o probabilisticas.
stemas determiniscos se rlasifican en parametros concentrados v parametros distribui-

s
srid e calidas,
It sinticos o Meatorieos =son aquellos en los
licar dous o mids entradas

» prepresentan por medio de

cnto es, al a

s representan por cecuaciones diferenciales e incluyen

Los s
dous. Lous sistemas de Pardmetros Concentradoes -on aqgqudllos en los e el mimero de variables
finito v <o representa mediante ecuaciones diferenciales ordi-

{ardmctros [istribuidos interviene un

que intervienen en el modelo es

narias « ecnaciunes en diferencias. En los sistemas de
nimero infinito de variables en el modelu v se representa por medio de ecuaciones diferenciales
parciales.

En base al principio de superposicidn!

los ~istemas de pardmetros concentrados se clasifican
LLus sisternas Linecles crunplen con el principio de superposicion v

en lineales y no lineales.

L principio de superposicion establece gue b salida producida por un sistema gue ha sido excitado por
neas e ivual ol suney de s ok gue produce el sastema cuando se aplican las

varias entradas simul
entradas cn forma individual.
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se describen con ecuaciones diferenciales vrdinarias. Obviamente los sistemas No Lineales no
cumplen con este principio.

L.us sistemas lineales se clasificran en continuos v diveretos. Fn o los sistemas €ontinnos las
variables que intervienen en el modelo son funciones del niempo continio, es decir. la variable ¢

prtede tomar todos los valores del conjunta de Los nnmeros teales positivos v e tepresenta por

forenciales ordinanias hineades, oo los s

medio de ecnaciones o stemas [lrseretos. las variables

son funciones de tiempo discrero, es decits <0lo pueds romar valores del conjunto de los narneros
wturales v se representa por medio de ecuaciones en dhiferencias lineales,

Los sistemas continuos se clasifican enonsariantes on el tiempo v varantes en el riempo. En

los sistemas fneartantes en ol Teompe lon patiimetios que intervienen »n el modelo presentan
caracteristicas estaticas o fijas, os decit. no dependen dol tiempo v ose tepresentan por medio de
ecnaciones diferenciales ordinarias hineales con coeficientos constantes. n los sistermas Variantes

T

dinamicas,
es decir, son funciones del tiempo,. Dichos detemns o tepresentan por medio de ecuaciones

e el Tiompol los pardametios e intercienen on ol nodelo presentan caractes

diferenciales ordinarias lineales eon

En counclusion, los sistemas quue son e nteres para noaesrro estudio son aquellos gque tienen
las sigientes caracteristicas: causales. diucarmicos, dote rrainisticos, de paramelros concentrados,

lineal COnLiuos v trivartanite s ool feenzio,

1.4 Terminologia Basica

Lous términous que se mencionan a conrinnacion fueron recopilados del texto {1, Ogatal:

1. PLANTA: Es un conjuntou interrelacionado quie realiza una operacidon determinada. A su
Modelo Matemndrico ze le llama usualmente SISTENIAL

[N

CONTROLADOR: Es el dispositivo gue tiende a estabilizar el sisterna ntsando retroali-
mentacion de la salida medida. La respuesta os sensible a perturbaciones externas v a
variaciones internas de los pardametrus del sistema.  Esto permite utilizar componentes
1 lograr la exactitud de countrol requerida en

relativamente imprecisos v econdmmicos pa
determinada planta. cuzn que seria imposible on un control de lazo abierro.

VARIABLE CONTROLADA: Es la cantidad gue se controla para obrener un desempeno
deseado.

w

: Es la cantidad o condicion modificada por oi controlador a

A, VARIADBLE MANIPULAD.
fin de afectar la variable controlada.

5. PERTURBACION: Es una sefal quie tiende a afectar adversamente el valor de la salida de
un sistema. Si la perturbacidn se gencra dentro del sisterma. se le denomina incertidumbre,

mientras que una perturbacion exrerna se genera fuera del sistema v constituye una
entrada indeseable.



1.5. MODELOS MATENMATICOS DE LOS ELEMENTOS ELECTROMECANICOS BASICOSLS
1.5 Mlodelos Matem:iticos de los Elementos Electromecdnicos
Basicos

Esta seccion se obLtinvo del toxro 20 Rodrignesz

MASAD Es la cantidad de mareria gque tiene un cuerpo. Las variables asoriadas con
este elemento son fuerza v aceleracion. Su comportamiento fisico estd definido por:

fen e (1.1)

donde:

fin : es la fuerza. que producida por la m
igual a la fuerza externa aplicada f en b
d*r

qt?

1. se opone al movimiento de esta y es
se a la Tercera Ley de Newton (V]

: es la aceleracidn de la masa 11 57
m : es el valur que tiene la masa ‘RN yj

INFERCIA: Es la propiedad que tienen los enerpous de permanecer en su estado
de reposo o de movimicento a menos qgue se aplique nna fuerza que modifique tal
estado. Las variables asociadas con este elemenro son par y aceleracidn angular y
su comportamiento fisico esta definido por:

S 1o
T (1-2)

donde:

T, es el par. que producido por la inercia. se opoune al movimiento de esta y es
igual al par externou aplicado 1’ cun bLase en la Tercera Ley de Newton [0V
d20 . ) ) ) .
4iz =S la aceleracion angular a la cual gira la inercia [rad/s?]

-

J : es el valor de la inercia [Kg - m?/radj

1.6 Ecuaciones de Equilibrio

La presente seccidn tiene la finalidad de ilustrar las leves v principios fisicos basicos que permiten
establecer la expresiones matematicas que relacionan los elementos de un sistema, en nuestro
caso, del Péndulo Invertido.

Primero se presentarian las ecuaciones para sistemas mecanicos en general (traslacionales y
rotacionales) y posteriormente para el motor de CD.
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1.6.1 Sistemas Mecinicos
La informacidn aqui presentada se obtuvo tambicn de 20 Rodrigiaez).
Estas ecuaciones se plantean con base on la Tercera Loy de Newton v el Principio D' Alembert.
La Tercera Lev de Newton establece quue o foda aceran e corresponde wna reacerdn de igual
magritud pero de seniudo contraro.
El principio D'Alembert establece guer Jos Saorcas aplicadas e un elemento, junto con las
Suerzas de rnercra, forman an o sistema o ocogilebrre
Basdndose en esta ley v en este puneipio so pieden plantear las ecuaciones de ecquilibrio

para Sistemas Mecanicos Traslacionales v Rotacionales,
Sistemas Nleciinicos Traslacionales
La Tercera Ley de Newron aplicada a este tipo de sistemas puede expresarse como sigue:

TSi un elemento A\ ejerce una frerza ~obre otro elemento B, este ejercerd una

fuerza de ignal magnirud pero en sentido contrario al elemento A7,
El principio D’Alembert se puede expresar simplemente comos

N e, =0

1

Sistemas Nlecidnicos Rotacionales

La tercera ley de Newton aplicada a estos sistemas se puede expresar de la siguiente manera:

7Si un elemento A ejerce nin par sobre otro elemnento Bl este ejercera un par de igual
magnitud perov en sentido contrario al elemento A7

El principio D’Alembert se puede expresar de la forma siguiente:

ST, =0
!

1.6.2 DNMotor de Corriente Directa (CD)

Debido a que el carro que soustiene el péndulo se mueve a través de un motor eléctrico de CD,
se tienen las siguientes ecuarciones:
1) Parre eléetrica:

voim L R+ KnWon (1.3)

2) Parte mecdnica:




1.6. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

1T o= TN,
sabiendo que : = 1"/r
entonces @} T l,/r
por lo tanto « 7 s KN, K, /r

donde:
Rn: es la Resistencia de Armadura €2
Kon: es la Constante de Torgque [V - oAl

K,: es la Cunstante de Transformacion de Engranes
r
e

(3

es el Radio del Engrane de Salida {1

es la Fuerza aplicada al carro por el motor V]
es el Vultaje aplicado al motor leoles)

I: es la Corriente de Armadura [ rp}

W,: es la Velucidad Angnlar del maotor [[24°0V]]
T es el Turque del motor LV - il

T: Torque de Salida [V - rn

L

despejando I de (1.3) v sustituyendo en la ecuacidon anterior se obtiene:

proe N Ky KGRV,

it 1,
ademas se sabe que W, = 5’_1 I, entunces, sustituvendo en lailtima ecuacién
cando:

- - A

e KN,. K, . KLKG

R 2 [
Vrn ! "

17

v simplifi-

(1.4)



Capitulo 2

MODELADO DEL PENDULO
INVERTIDO

2.1 Introduccion

En este Capitulo se obtendra el Modelo Vlate ridtieo del Péndnlo Invertido tanto en Ecuaciones
En esta fntroduceion se menciona la definicion

Diferenciales comou en el Espario de Estados.
El capitule

de Nludelou Naremartico v s importancia en «l analisis de Sistemas de Control.
continua con el Modelo e Floeaaciories [Diferencials s donde se aplican los conceptos tedricos v
analiticus mencionados en el capitulo precedente. Fl Modelo obtenido es No Lineal pero se
linealiza en bLase a las condiciones establecidas para haeer posible la sintesis de un controlador
lineal. Tanro el Modelu Lineal como el No Laneal -0 veorranizan para usarlos en la Simulacion.
El andlisis efectuado hasta este panro es apheable ranto al Control Clisico como al Control
Moderno. sin embargo. en este Gltimo se regiiere gue las eruaciones obtenidas para el Modelo
Lineal se expresen en el spacto de Estados, aeeso o para realizar dicho cambio se jlustra
en la seceiGn Modelo on I

La informuaeidn gue se presenta

Rodriguezj.
El MOPDELO MATEAM AT de un Siarema Dinamico se define como un conjunto de
la dindrniea del swrema con exactitud, o al menos. razonablemente

g

2L
prezcro de fistados con el i conclnyve el presente capirulo.
a contnacion e obhravo de las obras (1o Ogatal v [2)

ecuaciones que representa

bien.
Lus compunentes e abarcan los Sistemas ode Control son muy diversos.
. electronicos. otel En ingenieria de control. en lugar de

Pueden ser elec-

tromecanicos, hidraulicus. nenumatico
wuperar coun dispousitivos o componentes fisicos, ~e les reemplaza por sus Modelus Matematicos.

Un sistema se puede representar de muchos modos diferentes. v por lo tanto puede tener
mitchous Modelos Matemidticos, dependiendo del tipo de informacion qne se desee conocer.

Obtener un Modelo Maremarico razonablemente exacto de un comuonente fisico es uno
de los problemas mads importantes en ingenieria de control. Para ser il no debe ser ni muy
complicado ni excesivamente simple.

Un Modelo Matematico debe represontar los aspecros esenciales de un componente fisico.
Las prediccivnes sobre el cormportamiento de un sistema,. basadas en su modelo, deben ser

bastante precisas. Mluchous sistemas qre parecen ser diferentes se pueden representar por ei

mismo Modelo Matemdtico.

a7 gt
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La dindmira de muchos sistemas se pueds deseribir oo términos de econaciones diferenciales.
—sas ecuacivnes pueden vbitenerse urilizando las leves fcas G Tigen nn sistema en partienlar .
Pueden ser las Leves de Newton para sistemaes mecanicos v las |
eléctricus. Qtra te

Leves de Kirehhot! para sistemas
fenica de modelado para sistemas electiomecianicos es la de thijos de energia
o Eernaciones de Ruler-Lagrange.

Siempre hay ¢ue tener en cnenta gue deduerr s Modelo Martematieo razonable s la parte
mds importante de todo el ansilisis,

Uiy ver Dhterido dicho modelo del sistema. se pneden
utilizar diversa

s herramientas analiticas v e computaciaon para lograr ol analisis v la sintesis
para modifirar el comporramiento del ousmo. de una rnanera deseada.

Aungne las relaciones de onrrada-sabicdi e

iehos commpuonentes son no-iineales, normal-
mente esas telaciones se linealizan en la veomdad de bos puantos de operacion. limirtando el
rango de las var cales anodelos Hneales
faciles de muanejar. ranto analiticaments como por compntadora,

wles a valures pequenos. Qo

Pt

~on mnuecho mas

2.2 Nlodelo en Ecuaciones Diferenciales

Parte de esta secridn se ubtuvo de ta obra (1 Opara,
Courmo cualquier sisterma consta de componentes,

scripeidon matematica de cada componente, Un

andlisis debe comenzar coun una de-
ver gue o ha elaborado nin Modelo Natemadtico
del sistema completo. la forma en que o aniiiiss <o Heva o cabo es independiente de si el sistemna
fisico es nenmuiiticu, eldéctricou, mecdnico, ote.

2.2.1 NModelo No Lineal

Centro de gravedad del péndulo

Se define #(t) comu el angnlu que forma la varilla respecto a la vertical (ver el diagrama de la
Figura 2.1). Cumo =e desea mantener el peéndulo on posicidn vertical, se supone que el dngulo
0(t) es pegueno.

Las courdenadas del centro de gravedad de la masa i del péndulo se obtienen de la siguiente
manera:

(1) = (1) + Lsin(O(r)) (2.1)
Ye:(£) = 1cous(O0(1)) 2.2)
Novimiento horizontal
1) Ecuaciones de lus elementos:
2 .
Far(t) = .‘\Id 'L,(,l) (2.3)
odt?
A2 X ()
Sz (U= 111 —r (2.4)
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£\ T 1sen ©

[« <2

Figura 2.1: Centru de Gravedad del Péndulo

2) Ecuaciones de equilibrio:

frx
1
ks ™M L
—td (]
+
Figura 2.2: Movimiento Horizontal

ST S =0
z 1

uw(t) — far(t) — Sine(t) =0
Jar(t) + Sas () = u(t)

e
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sustituvendo (2.3) y (2.1) en la ecuacion anrerior:

2. P
_\,(_{ () . AN ()

sustituyvendo (2.1) en esta iltima eenacidn:

2.t ' .
vt d"f_,_’ o T L) = Lain(0(0))] = (e
Realizando operacivnes v simplificando (0 (f) = 2500 (8) = "—)ﬁw 0 (t) = 2D 5 (¢) =
43 (0
_‘.%#).l);
(M =) 2 (1) + nlcos((ty)y g ()~ il sin{0(8))(0 (1))? = ult) (2.3)

En el capitulo precedente se obtuvo la sigiuiente ecuacion para un motor de CD:

N.. I\ N KE2
Py = Boenba 0N g
() = S () - L (o)
Haciendo 1(t) = F(¢) en la ecuacion (2.5) v wrganizando términos se obtiene:

K2 K2 4 o I,
——:%"}e\—m'“ £ (Y + (M ) 5 (DY =mlcos(D(t)) - 0 (1) — il sin{0()) (9 (1))? = !lr%{,:—q‘”(t) (2.6)

NMNovimiento Rotacional

La ecuacidn de movimiento de la masa i en la direccidn 7 no se puede escribir sin tener en
consideracidn el movimiento de esa masa on la direccion . por lo tanto. en lugar de considerar
el movimiento en la direccidn y, se puede cunsiderar ol movimiento rotacional alrededor del
punto 12,

Al aplicar una fuerza w(t) al carro. este la transmite
la varilla. La masa del péndulo reacciona con nina fuerza
la cual se puede descumponer en dos: [, (1) v [, (t).
influenciada por otra fuerza /” que es su peso.
produce un PAR en el punto £°.

1) Ecuaciones de lus elementos:

a la masa m del péndulo a través de
1igual pero de sentidu contrario fim(t),

Ademads la masa i también se ve
Cada una de estas fuerzas (fin (1), Sy (L) ¥ P)

(1) = 1200 2.7

I’ = gy (2.8)
Tine (L) = fnz(t) - dy (2.9)
Tonu(tY = [ray(t) - dax: (2.10)
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23
13.(t) = £’ -l (2.11)
dr <= Isin(0(t)) (2.12)
dy = leos{0(t)) (2.13)
2) Ecuacivnes de equilibrio:

tmx

Tone(t) — Tonyy (1) — 15(L) =0

Tone (8 = T (1) = T4:(¢)
sustituyendo (2.9), (2.10) » (2.11) en la ecnarcidn anterior:

Sene(t) - dy —~ Lo, (1) - de = £+
sustituyendo ahora(2.4), (2.7), (2.8). (2.12) v (2.13) se obtiene:

dxr
23 . 2y
rn(-———————-i ‘:;;;(L)lrus(()(()) — HI’[ Yeots)

I Isin(0(t)) = mglsin(0(t))
sustituyendo (2.1) y (2.2) en esta iltima ecuacidn:
m%[z(t)-{— Isin(O(t)) L cus(H(t)) — ,,,’;-1';;'/ cus(H(F))sin(0(t)) = mglsin(9(t))
realizando operaciones y simplificandwu:
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d2x( N " . 2
n)lcos(O(L))LI-ﬁ—) +ornlF cos?(00t)) + .\'in”(/l(l))jg—(gglz

el == rngl sin{U(t))

dividiendo entre il ambos miembros v sabiendo que:
cosP()) < sin?{00)) = |
se obtiene:

cos((EYY () - Loty q~in(O(t)) (2.14)

De lo anterior se concluye que el VOPDFLO) NO 1IN AL estd formado por las siguientes
ecuaciones diferenciales no lincales:

KEKI ar . . Y P P 2 Ko A,
TR ) = (M =) (#) Fanlcosi O 0 (1) -l sin{0(t)) (0 (1))? = SEoE ()

cos{OQ))- ity T () - g sin(Ot))
(2.13)
Es importante que cada ecuacion =olo ineiniva o nna de las maximas derivadas de una
widn en Ia simulacidon: por lo tanto,

sola variable ya sea £ () & 0 () para =it posterior 1301
multiplicando la segiunda ecuacidn de (2.15) por reos(A{(t)) v restando el resultado con la
primera ecuacidn se elimina # (). Despues. despejando 1 (t) se obtiene:

ndninlu(e))

L, o ) . 2

() = — STy R AR R P v SR G C D D R
o Sy - T pe () cos((e))
s 11)) S moume(0(£))

Multiplicando la primera ecnacion de (2.15) por cos(0(2)) v la segunda por (M + m) y
restando ambos resiiltados se elimina r {#). Despues de simplificar se obtiene:

. RHE R conia(n)y v an () ennlP(2)) ; 2
—- i o - ) cm{dlr)) | ~
0 (L) = EIITNCY, e ) ; wit)) AT e (o ()
o W ool Ly ) mindre))
T vt com s (i (20) ~ AT 7705 L R PTr R TS R ¥

En resiimen se tiene:

rd xin(U(r)) ( 2
ey y..x:‘r..,-(u(r)) o (1)) +

9 (03) com((e))

rreome (9()) (2.16)
J (1) ((0)) com(B()) | ((} (,))2+

~I((1)) — AT -

& (1) = —;

—
Fiter  (NT ¥ rer srnenons

) A2 R con(u(t))
— £ .
4 (') - F T B A rrt ctome (U1 2)) - AT - 1rr)
Fon 1Y

com(()) Ca(r) — M s sin(0(0))
rilto (e (U(8)} - A ey Hrncos<(u(t))- A -rm)

2.2.2 Linealizacion

Un sistema es NO LINF AL si no se le pruede aplicar ¢l principio de superposicién. Aunque
muchas relaciones fisicas se representan frecnentemente por ecuaciones lineales. en la mayoria
de los casos, las relaciones reales no son lineales.

_——
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De hecho. un estudio cuidadosus de lus sistemas fisicos indica e arin los denominados
stemas Linecales son realmente lineales en rangos de operacion restringidos. FEn la prartica,

hidranlicos, nemmaticus. ete, establecen relaciones no lineales

istemas electromecanico

muchos
entre stis variables.

En general. los procedimientos para encontrar <oliuciones a problemas de sistermnas no lineales,
son en extremo complicados.  Debido o cora dhifienltad matemadtica inherente a los sistemas
no lineales, a menudo se encuentra necesario introducir sistermnas lineales equiralentes para
reemplazar a los no lineales. Estos sistermas lineales equsvalenres son vilidus solamente en un
I aproximacion de un sistermna no lineal

rango restringido de operacion. Una ver conseoie
por medio de nn Modelo Matematico Dineal. <o pueden aplicar herramientas lineales para su
analisis v para el diseno de leves de control vealistas,

Aniilisis

Si hacernos que nuestro sistema funcione en las proximidades del punto de egnilibrio (9(¢) == 0),
¥ st las sefales inrroducidas son pequenas. es posible aproximar el sistema no lineal por un
sistema lineal usando las sigiientes cunsicderaciones:

(1) == O
0 ) =0
sin(0(1)) == 0(¢)
cos(0(L)) ==

oy- (0 ()¢ =0

Para LINEALIZAR el sistema se sustituven estas consideraciones en (2.15) obteniéndose

entonces:
-2 2
%;’%ii £ () 4+ (M ) (8) = el 0 (L) = r';‘;——’- <) (2.17)

EU) ~ 10 (1) = gOo(1)

Asi cumo se hizo en el sistema no lineal, aqui también es importante que cada ecudcidon sélo
contenga a una de las mdximas derivadas para facilitar la simulacién. Realizando un proceso
similar se obtiene:

ca e e
() = —EERE 0 () = 00 + B e() (2.18)

A LN . T un) KoKy N -

0 () = gy (00 =+ ¢ SO0 — SRRs - v
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2.3 Modelo en Espacio de Estados

plejidad, debido prin-
sidn. LLos sistemas

haci ana mavor eo

La tendencia actual en la ingenieria de sooternas e

cipalmente a los requentmientos de tareas comuoleias v
snltiples walidas v oser variables en ol riempao.

fe« nna buena e

complejous pneden tener maditiples enteadas s
Debido a la necesidad de afrontar Tos cada ver mas severos teqguisitos del comportamiento de
la Teo-
temas

sistermas de control, al aumento en su compiepdad, v oal faeil acreso a compittadoras,

ria de Control Moderno <o ha erieiedo oo sna operon adeenada para el econtool de s

cumplejos.
La Teoria de Cuntrol Moderno contrasta con fa oo de Control Clidsico on gue la primera
v ocabiche o ogue pueden ser lineales o no lineales,

se aplica a sistemas de mlriples entrad
artables o invarianres en ol Gempo, miens o e faceennda se aplica bdstcamente a sistemas
ol entaeda v nna sola salida. Ademads la Teoria

lineales. invariantes en ol riempo v ode inn
de Countrol NModerno es un procedimiento en el darmnag del ticrmpo esencialmente, mientras la

teoria rounvencional opera en ol dominio freciene

2.3.1 Definiciones
Acountinuacidn se dardan alyninas definiciones gue fueron romadas del rexro {1 Ogaral v que son
importantes para el andlisis de nuestro ~i~tema en el Expacio de Estados.
1. I°S71D0O: Es el conjunto mas pegueno de
en ¢ t, . conjunramente con el conocimiento de la entrada para ¢ > ¢, determinan
completamente el comportamienro del sistema on cualquier riempo ¢ 2 ¢, . Al tratar

sistermnas lineales invariantes en el riempo. generalmente se escoge un tiempo de referencia

t, = 0.

ariables, rales que el conurimiento de estas

2. VARIADBLES DI [XSTADO: Sun las varniables gue constituyven el conjunto mads pequeno
de variables que determinan el estado de un sisrema dindmico. Si se requuieren al menos n
o para desenibir rompletamente el comportamiento de un sistema
Se pueden

variables . PATREN
dinamicou. entonces csas 2 variables son un cunjunro de variables de estado.
ables que no representen magnitndes fisicas o que no

1.

elegir como variables de estado var
sean medibles ni vbservables,

VECTOR DI ISST400): Siose reauicren 1 variables de estado para describir completa-

.‘~'

mente el comportamiento de un sistema dado. se puede considerar a esas » variables como

. componentes de un vector x. Tal vector recibe el numbre de vecror de estado.
4. ECUACIONES DEL ISSPACIO DE ESTAD0: FEn el analisis de. espacio de estado se
manejan tres tipos de variables comprendidas en el modelo de sistemas dindmicos: las
estado. Lo representacion

variables de entrada. las variables de salida v las variables de
en el espacio de estado de un sistema dado no es inieca, sdlo que la cantidad de variables
de estadou es la misma para cnalquier otra representacion diferente en el espacio de estado

del mismo sistema. Las ecuaciones gsenerales linealizadas en torno al punro de operacién

se definen de la siguiente manera:
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() == () = [3u(t)
{ w(t) = (1) } .parat >0 (2.19)

dounde:

(L) es el vector de estado del sistema v o de dimensién n

u(t) es el vector de entradas aplicadas al ~istema de dimension r

() es el vectour de salidas producidas por ol sistema de dimension m

A3 v € son matrices de coeficientes constantes de orden nrn, nar, rmarn v mzr
respectivarnente.

2.3.2 Ana:alisis

Las técnicas de andlisis gue se aplican a continnacion fueron tomadas de [2, Rodriguez] y sdlo
son vilidas para el sistema lineal. por lo tanto partimos de las ecnaciones:
i Myry - HemBa )

{ () =
o) = 7 TN R

Lo que se pretende es llevar el sistema a la forma indicada por (2.19).
Para expresar este nuevo sistema en ol NP2 CTO DI FSTADO se realiza lo siguiente:
Se define el estado:

"

e o K, ;
- RO "}".ﬁﬁ"“) }

g o oa(t)
Ly st (8)
g == () (2.21)
oy o==h) (1)

Derivando las nuevas variables se obtiene:

gy =y
()
ay
=0 (1)

y sustituyendo (2.21) en (2.20) v estos resultados obtenidos en (2.22) se obtiene finalmente:

g

(2.22)

PR

2y = Ly
. K—fn K‘f 12427 N K,
Ly= —— g, e Dy T L {8
2 AR YT AT T T v
Py = g
. K2 I\’:f g( M — 1) Kn K,
La= o

.r e rn - - w(t
AT, RY] = v )
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Estasiltimas ecuaciones forman el sistema en ol ecpacia de estado donde:

y ‘, [ty

' . a7y . oty

() = j “Vuen
aJy )

ry rr (1)

. . Iy ~ )
& (8) = iy o
Iy Lo (1)

1 0 0

A 2on azy 0
A= 0 0 1
dqp aq3 O

.t wuwwuo
L‘“[U 0 1 u}

() = (1)

En base a lo anterior, el Sistema Lincal s puede expresar de la siguiente manera:

i .
! 2 (t) = agy- - (L) -+ day - O(L) + bay - v(t)
i
i .
‘i 0 (L) = gy 22 () = atgy - O{1) + bay - v(8)
: y el sistema No Lineal como sigue:
: - — o aga M o rralsan{er(e)y . 2
£ () = yrrmtinaemeon PO T s oot oty © (0 () +
b ATy o nel M sin(e(e)) con(B(e))
AT - meostiucny V) ST rn o coeZ (#(0))
- o _amAMcos(o() . L msingo(r)) com(0(2)) 2_
; 0 (t) = oIty -7 o T ) S TTrs Yoy el ) (1))
{ b

Ay M con(U(1)) Ce(t) — gy M osin(o(t))

T conI (1#(8))-- A T coms (O0(1)) — AT -1




Capitulo 3

PROPIEDADES ESTRUCTURALES

3.1 Introduccion

El presente capitulo tlustra las Dropiedades IEstructurales del Péndulo Invertido tales como la
Estabilidad. la Countrolabilidad v la Observabilidad.

Las fropredades structurales definen las caracteristicas del sisterma. es decir si este es
Estable. Cunrrolable v Observable. Por s~imple ohservacion se salbe que nuesrro sistema es
inestable. sin embargo se demuostrara este hecho en la siguiente seccidn { fostabilidad) nsando un
Aétodo Analitico ¥ un Método de Comprita. Tambidén se dardan los requisitos para estabilizarlo.

Para disenar el Controlador es indispensable gnue »f <ictoma cumpla con las caracteristicas de
controlabilidad. Este aspecto se analiza en la tercera sececion { Controlabilidad )., Sio el sistema es
controlable entonces se pruede continuar con ol dizeno del sistema de control. en caso contrario

sera necesario reorganizar nuuevamente el modelo matematico.

Aligual que el Controlador. el Observador se podrad disefiar despues de demuostrar analiticamente

que el sistema cumple con las caracterizricas de observabilidad. Esto se disente en la cuarta
seccidn ( Obsereabilidad) del presente capirulo.

La Estabilidad. la Controlabilidad » ia Observabilidad jizegan nn papel muy importante
en lous sistermas de countrol., va que indican el camino adectunado en el diseno de la LY DFE

CONTRO]..

Tal comu =e ha venido realizando durante todo ol desarrollo del presente trabajo. 1inicamente
se indicardn las operaciones a realizar e darin los 1esnltados finales eliminando lus procesos
intermedios. Toudous lus cdleulus sun verificados nsando la rurina eurrespondiente, puesta a punto

en MATLAB.

Las técnicas de anadlisis de las propiedades estruecrarales del sistema. mostradas a contin-

uacién sun material estandar en la literarura de Control Automadtico (ver por ejemplo las obras

[1, Ogata} ¥ [2, Rodriguezj).
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3.2 Estabilidad
3.2.1 Introduccion

La caracteristica muds importante del comportamiento dindmiro de un sistema de control os la
[stabilidad Ybsoluta, es decir i el sistema os estable o inestable. Un sisterna de control esta en
canilibrio s la salida permanece en el mi.mo estado en ausencia de enalguier pertarbacion o
entrada v ademas

el s

es estable sila ralida tegreca eventualimente a s estado de egilibrio enando
stema se somete aoalunna perturbacion, S o sadida del sistema oseila indefinidamente, se
dirce que el sisterma es marginahmente eorable Siola <alidn diverge sin limite, de s estado de
e ddice que el sistema s inestable,

Todo

practico.  Ndemuis de Lo estatibichcd

sistema de control debser ser o

Potos Hnoreaqrisito bisico para eaalqguier fin

mtrol debie rener ana estabil-

idad relartiva razonablel os deciry la recnnpera debbe snostiar un unortiguamiento adecuadao.
Asimismeo. la veloridad de respresta detee ser taprda v ol cantema de contiol debe ser capaz de

reditcir los errores a cero o a an o valor peaueno tolerable. Coaalagnier sisterna de control para ser

ntil debe satisfacer estos requusitos,

3.2.2 Analisis en ¢l Plano Complejo

La IXstabilidad de un sistema lineal de laco cortado <o pnede determinar por la hicacidn de los
Polos de lazo cerrado en ol plano 5. S8

cuaalapuern de ssos polos gqueda en ol semiplano dere-

cho cerrado del plano S0 al rransearrir ol ftemnpo. Lo respilesta transitoria anmenta en forma

1t

mdnotona 1 wscila con amplitud erecie

To o renresenta un osistema inestable o marginal-
mente estable. pur lu cual no se admiten polos en el semiplano derecho cerrado de S50 Si todos
lus polus de lazu cerrado quiedan a la izguierda del e e cualquier respuesta transitoria alcanza
el equilibrio. Estro reptresenta un sistema estable,

Que un sisterma lineal sea estable o tnesrable e nna propiedad del sisterna en s v no depende

de la entrada o fnuneion excitadora del si<tema. LLos polos de la entrada, o funcion e
afectan la propiedad de estabilidad del -
en estado estaciunario de la solucidn. A\

citadora. no
“rer

v vosodo contribuyven a los rérminos de respaesta
el praot

facilmente si no se colucan polos de lazo cerrado on o ~emiplano derecho. ni sobre el eje juwl.

El sélu hecho de que rtodos los polos de tazo corrado gueden en el semiplano izquierdo de &
1 p ! 1
no garantiza caracteristicas de respuesta transitoria satisfactorias. Si hay polos de lazo cerrado
ominantes? complejus conjugadous cerca del «ie ju la respuesta transitoria puede presentar
d 2 plej jngad tel ede ) 1 P ta t 1 i t
oscilacivunes excesivas o puede ser muy lenta. Por o tanto. para garantizar caracteristicas
de respuesta transitoria rapida. anngue bien amortiyiada, es necesario gque lus polos de lazo
cerrado del sistermna queden en una zona determinada del plano complejo.
Nu siempre os posible tener el parron de polos v coros del sistermna. por lo gue es necesario
contar con alguna rérmica mediante la cnal se pueda analizar en forma rapida v sencilla la

INatematicamente lox polos de lazo corrndo <obre ol ege e producen oscilaciones cuyva amphitud no aumenta
ni disminuye con ¢l ticmpo  Fn los cisos privtwos donde hay ruido, s anplitud de las oscilaciones puede
aumentar a una velocidad determinada por o1 el des potencus det ruido. Por lo tanto, un sistema de control
no deberia tener polos de lazo cerrndo sobre ol ege o

2Los polos de Inzo cerrado dominantes. como <1 nomibre lo indicn, dominan el comportamiento de la respuesta
transitoria del sistema.
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estabilidad de un sistema. Por otro lado. si se conoeen las raices que satisfacen al polinomio
caracteristicu del sistema. se puede determinar «i este o~ L no estable. Este método puede ser
complicado si el drden del poulinomio es grande (mavor de 3) debido a que es necesario emplear
alguna téenica muy compleja para el caleulo de las radees,
computadora nous ahoria este rrabajo.

En nuestro caso, el sistoma sera B

pero afurtudamente actualmente la

able si v solamente st los Valores Propius de la matriz
A son mimeros complejus cun parte real negativa.

3.2.3 Anadlisis del Péndulo Invertido

Nétodo Analitico

Para simplificar las vprraciones <e supone o

1 ol Nistema tiene como entrada a u(t) y como

salida a A1) (pousicion del péndnlo) v esta definido por las ecuaciones siguientes

Crrr 4= Moty ol g (4) == u(t)
{ 2 (1Y = 10 (1) = gl (3.1

Mualtiplicando la segunda ecnacidn del

sintema {($.1) por v restando el resultado con la
primera se obtiene:

Mo 8y = gty - rngf(t) (3.2)
Para eliminar Z (¢) se multiplica la primera ecnacidon de (5.1) por M ¥ la ecuacion (3.2
por M 4 v se restan ambas obreniéndose:
NG — (M~ Oty == —u(1)
Aplicando la Transformada de Laplace o esraailtima ecnacion v factorizando 0(s) se tiene:
(/(s){A\Il.s" = LN g = —u(s)
Por lo tantu la Funeion de Transferencia es:
O(s) 1
u(sy; (N =g — Mis?
Para encontrar lus polos se iguala el denouminador a cero:
(M g — MIs® =0
Resolviendo para s se tiene:

_ ST voa
8 = 2=y T

De aqui se ubserva gque lus polos sun:

. (A trn)g
s = +\/ "3

—_ (M rmm)a
8 = R

Como el primer polo es siempre no negativo. se concluyve que el sistema es INESTABLE.

3Estas ecuaciones corresponden al Sistema Lincalizado donde no se ha reemplazado u(t) por F(2).
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Método de Camputo (MNMATLAIL3)

Apartir de estos momentos, trabajaremaos con nuestro sistema utilizando o Modelo en ol Espacio
de Estadus obrenido en el capitulo anterior. es decir nrando las matvices /4 1y "

Para saber dinde estdn los polos del siwtenue o necesario encontrar los valores propios de
la matriz .1, esto se puede realizar facilmente nsands AL VLA de la sigiiente maneras

DyIntrodneir la matriz:

SN 0 L 0 00 ey aay O0:0 0 0 1:0) iy ayy O

2) Obrener lus valores propios de la matrie con la signiente instriecion:

IR

En nuestru caso primero ejeciutamos el proviama parern gue contiene todos los valures fisicos
de lous paramérrous del sistema. tales como . MK, »te. Despuds se ejecura o] programa
ststerma que contiene las matrices oA /3 v 7 Finalmente e obtienen los valures propios de la
matriz . Todos estus pasos se ejecutan cormo se mnestra en la Figara (3.1):

File L dit
Windowss teip

» param v
» sistema
» @ig(RA) 7
i
lans = !
[¢]
-17.3344
-3.7326
4.1836

“i T

Figura 3.1: Ejecusion de MATLADB para obtener los Valores Propios de la matriz A.

Observamos que las 4 raices uvbtenidas sun reales. siendo dos no negativas, por lo tanto
concluimos que el sistema es [IN/STASILE.

3.3 Controlabilidad

3.3.1 Introduccién
Se dice que un sistema es (Corntrolable en el tiempo ¢, si por medio de un vector de control no
restringido, es posible transferirlo desde cualqguier estado inicial #(¢,) a cualquier otro estado,

en un tiempo finito.
Considerando el sistema en Espacio de Estado descerito por las ecuaciones siguientes:
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£ (1) = () - 130 (1)
y(ty = oty

se dice que es de estado cuntrolable en !

(3.3)

=+, 51 es posible contruir una sefinl de control no
restringida que pueda transferir un estado inicwial en cualguier estado final en un intervalo de
tiempo finito t, <t << ¢,

El sistema descrito por las Ecunaciones ((3.3) es controlable  si v solamente si los vectores
B.ADB, ....A™ '3 son linealmente independientes. 1o cual es equivalente a pedir que la matriz:
M o= g BoAB L. AT } sea de rango . La matnz
bilidad.

M se denomina Matriz de Controla-

3.3.2 Anailisis del Péndulo Invertido

Nuestro sistema sera controlable si solamente si:

i‘un_qn({ 3 AT }) = 4

Sustituvendo lus valures de lus parametrous {(estan en el apéndice) se tiene:

0 1 8] Q
A= 0 —16.38%35 —~1.5133 0
1o 0 0 1
0 2T.67TS8 23,4325 0
O
BITTS
3= o
—6.1931
realizando operaciones :
TTTS
—63.7821
AB= ~6.1931
104.3612
—63.73
. 110-1.82
273 __
ATB=1 o136
—1910.43

1104.82
a,,_ | —19125.23

ATB=1 91048

$3:3029.25
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por lo tanto:

0 BTTTS 63.TS 110.4.52
e 3.TTTS — 638 TR2 110132 —19125.23
0 -6, 19231 104,56 ~1910.13

—6G.10:31 101.5612 ~ 191048 33020.25

El rango de la matriz en MATL U/ e Gbtiene con la siguiente instritecion:

>>=rank(Al)

Ejecutando MATLAB se tiene:
>>rank/Al)

ns=.4
ans=.4

De aqui se concluve que el sistema es ('ONTROLABLE.

3.4 Observabilidad

3.4.1 Introduccidn

Se dice que el sistema descrito por las Ecunaciones (3.3) es completamente Observable, si cada
estado r(f,) se puede determinar a partir de la observacidn de y(t) en un intervalo de tiempo
finitw ¢, = ¢ < ¢y, Por lo tanto. el sistema es cumpletamente observable si cada transicién del
estado afecta eventualmente a cada elemenrto del vector de salida.

El concepto de Obserrabilidad esitil al resolver problemas de reconstruir variables de estado
no medibles a partir de otras medibles en el menor tiempo posible. Ademas. en la practica, el
problema que se riene con el control de rerroalimentaciaon de estado es gue algunas variables de
estadu nou sun accesibles a la medicidn directa. por lo ¢pie se requiere estimar esas variables de
estadou no medibles a fin de ronstrair las senales de conrrol

El sistema descrito por las Ecnaciones (3.3) es rompletamente observable si v solamente si
la matriz:

¢
(@It

T AAn 1

es de rango n. Esta matriz se denomina comunmente Matriz de Observabilidad.

3.4.2 Analisis del Péndulo Invertido

El sistema sera observable si el rango de la matriz .V es igual a 4. A partir de los parametros
del sistema se tiene:
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0 L (V] [0}
e 0 —16.8835 —-.1.3138 0O
1o 3] 0 1
0] 2T.6TTS 2343825 0
~ I 0o 0
¢ [ [S VIS S ¢ }
Vv realizando operaciones:
v, _fu 1 oow
ca = [ 0 U 01 ]
CA% = 0 —16.8835 —4.35133 O
o 2T.eTTS 23.a323 0
CA® = 0 2835.0519 76.2094 —-4.5138
<= 0 —d467.2052 —124.9335 23.4325
Por lo tanto:
1 4] (5] o]
6] V] 1 0
0 1 1) 0]
N0 0 0 1
0 —16.8535 —1.5138 0]
[§] 27.6778 23,4325 o]
0 285.0519 T6.2094 -—-£.5138
0 —d467.2082 —121.9335 23.4325
usando MATLAB se obtiene:
>>rank(N)
ans=/

Por lo tanto, se concluye

que el sistema es OBSERVABLE.



Capitulo 4
DISENO DE LA LEY DE CONTROL

4.1 Introduccion

En el presenre capitulu se obtendra el (‘onfroludor que estabiliza el sistema usando Retroal-

imentacion de Estados. La segunda seccidn ([Jiserio mediante Ubicacion de PPolos) expone el
marco tedricu que se usard para obtener el controlador.

La tercera v ultima seccion (Sintesis
del Controlador) usa un métudo puramente analiticro para obtener la Matriz de Ganancia del
Controlador.

Estos resultadus se pueden almacenar on un programa para caleular de manera
directa el cuntrolador con lus polus deseadus.

Fl programa usado para lus cdlenlous se explica
en su apéndice respectivo.

4.2 Diseno mediante Ubicacion de Polos

Basadous en lo expuesto en {1. Ogata], pudemos decir gque los reguladores son sistemas de control
retroalimentados que traen estados no nulus {producidus pur perturbaciones externas), al origen
con suficiente celeridad. Un métoudo para disenar sistemas reguladures es el de construir un
sistema de countrol de lazo cerrado estable. especificando las Lbicaciones deseadas de los Polos
de lazo cerrado. Esto se puede lograr utilizando retroalimentacion estarica de estado. Es decir,
se supone un vector de control 1(¢) = K. (1) (ron 113! no restringido) v se determina la Matriz

de Ganancia de retroalimentacién K de manera tal que el polinomio caracteristico de la matriz
A+ BK sea el deseado.

La ubicaciéon de polus no es posible si el sistema no tiene estado
completo controlable. En nuestra caso se puede enrounces estabilizar siempre al sistema.

Si el sistema counsideradu tiene estado cumpleto controlable, como es nuestro caso, lus polos
del sistema de lazo cerrado se pueden ubicar en cnalguier lugar por medio de retroalimentacion
estitica de estado a través de una correcra seleceidon de K.

La colocacidn de todos lus polus de lazo cerrado teqguiere mediciones sucesivas de todas las
variables de estado, o bien. la inclusidn de un obLservador de estado en el sistema.
Considerando el sistema de control:

E(t) == A (l) = 130(t)

(4.1)

1Recordemos que v(t) denota el voltaje apliciddo al motor de corriente directa, que desplaza al carro sobre
el cual se encuentra el péndulo invertido.
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donde:
x(t): es el vector de estado {de dimensidn n)

#(1): es la senal de countrol (escalar)
1. es la matriz de nxn (rounstante}

f3: es la matriz de nx! (cunstante)
Se elige comu senal de countrol:
1) = Naet) (4.2)

Estou significa qne la seaal de control esra determinada por el estado instantineo. A este
esquema se le llama Retroalimenracion de Estado. La marriz A" de 1xn se denomina NMatriz de
Ganancia de Retroalimentacion de Estado.

Al sustituir la ecuacion ((1.2) en (4.1) se obtiene:

(1) = (i BB,
La solucidn de esta ecuacidn estd dada por:

() = o CVRURO gy,

donde x:(0) es el estado inicial del sistemna. La Estabilidad y las caracteristicas de Respuesta
Transitoria sun funciovnes de lus valores propios de la marriz A+ B3 K. Si se elige adecuadamente
K se puede hacer que r(t) tienda a ceru cuzando ¢ tiende a infinito, para cualquier condicién
inicial £(0). Evidentemente se debe elegir A" para qtie las raices del polinomio caracteristico de
-1+ BK se encuentren en el semiplanou izquierdo abiertu del plano complejo.

4.3 Sintesis del Controlador

4.3.1 DMeétodo Analitico
En el capitule anterior se demostré quie el sistema es (‘ontrolable, esto significa que para un
tiempo dado ¢, existe una Leyv de Control (¢} en ) < t < t, que lleva el sistema de la condicién

inicial £, en ¢ = 0 a la condicidn final x, en el tiempo t,, es decir, x, = x(t,).
En nuestro caso la condicién final buscada es:
() 0]
L) _ o]
T ey (T o
o (1) (8]

LCdmo elegimos v(t)?
Ya que el sistema es controlable se puede encontrar nna Ley de Control v(t) = Kxz(t), es
decir, una retroalimentacidn estdtica del estado tal que:

|sd — (A + BKN)| = Ooa(s)
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donde £5y(s) es un polinomio mdnicu? de grado ivual al mimero de lineas (o de columnas) de

la matriz 1. Las rafces del polinomio cararteristica (~f - (4 -+ 3K)| son los valoures propios de
(A + IBR) y los polus del sistema retroalimentado:

a () 4 B Yt
y(t) E Crit) '
el cual va al origen (a partir de cualguier condieidn imeial) si todas las raices de (w7 — (L1 4+ B R

tienen parte real negativa, es decir si el =istema es [Ostable.
Por lo tanto para llevar el sistema al estada ()

0 se tiene que encontrar una matriz K
tal que las raices de D&, (s) tengan parte real negativa.

DISENQ

Si el sistema en lazo abierto es controlable. ~iempre e puede hallar una Transformacidn de

Sirmtlaridad 17, tal que Heve al sistema o la a=i llamada Forma Comparnern, en la cual la tarea
de sintesis del cuntrolador se ve farilitada.

Ya que se tienen 4 estadous., T tendra la furma signiente:

donde t;, es n1na matriz columna de .Ix1.
Se- ubtiene ahora el polinumio caracteristicu del sistema en lazo abierto:

a{s) = isf — AL
es decir:
2

a(s) = s — (a) + ags + ays? + a,8®)

st — a,s" — 387 — axs — ajy.

Para el Péndulo Invertido:

a; =0
_ aKI K2
az FTIAM e
. gAM gmn
as = K37
Wi K2
A4 = T TR R

Se definen ahora los polinomios a,;{s) como sigue:

{ xo(s5) = a(s)

s {s) = <. (8) + a,

} .para i =1,2,3y 4.

2Un Polinomio Ménico es aquel cuyo coeficiente del término ™

" de mayor grado es igual a 1.
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Entonces:
K2 K? . g M g 7220 A%
PR ST WAL S B LA\ UM AL SRS Lot s T IO
o(s) =" + i " 377 T EATR, T
n I\.,"eI I\';f o TRY ARSI i !/I\';‘:, I\’,‘,z
S = V7V

TSI

A N

(s) 2 7 g M 4+ g
p{s) = =° -+ AT 77 .
AN A
ceafs) = ~ reN Y,

ag(s) =1

Definiendo las columnas de 7T, £1,, como:

Lys = o (A)3

se tiene:

e Ky
rIA Ren

0
(]

typ = BT RV T

by =

NWon Wy
¢ —_ A,
1 =

e Ny
rENL I,
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Conseruentexnente:

[} 0 i
e K Ko Iy
A XY X fen
t 0
U Rk,
FIAL Tt
Tenemos entounces el sistema transformado:
() =AY + 13e(t)
dunde:
A = v
13 = 73
Sabiendo que:
o ZIN Py 0 L riEAM R, 0
TR K, AR Ry
0 BRRTAY YN 0 A Ry
A - GR Ry e dRmig
ri 22
0 u TR R, 1(\) ;
ARy
0 u 8] — R

entonces, sustituyendo en ..’ v /3’ se tiene:

0 1 3} (8]
, 0 0 1 0
AT=1y U 0 1
0 UREARG aM e KELKZ
rUAT e [BY) T rTAT Hoen
0
0]
3 =
. 13

Ahora bien, se desean colocar los polus del sistema transformado de lazo cerrado en 2y, Ps, £
¥ /% (todous con parte real negativa), es decir se busca R’ ral que:

fsd — (A = IZK') = (s — L) (s — £2)(s5 — FP)(s — Py).

Si se definen a,, @z, @4 y @4 como los cueficientes del polinomio caracteristico deseado, es decir:

Jsd — (V' + B’R’)| = Y — (2y + dgs + dgs? + a,57)
= &t dgst — dge® — das — 1
se tiene:
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Ay = 0
Ay = N[l + 50 + 20800 - 10l d?,
Gy == —I1% — [ — [ 100 — 108 o~ 151 o [

ay = I+ [+ I+ 1

Escogiendo entonces como matriz de ganancia para «) sistema transformado:

K'Y = { Iy — ay o e dly - dy 1y ol
Ly -
POy DDy = I I o D E :

— Py = Iy - I I - DA
Py . Py

ST
N

el sistema retroalimentado transfurmado rendra como polus a @, @a, dx v dg, los cuales
serin también lus polus del sistema retroalimenrado no transfurmado al aplicar la ley de control

v(t) = Kux(t), donde:

bos vy A A A ]

Asi pues, realizando uperaciunes se obtiene:

* N VN RTINS
1 Py
& KA K: R .
12 = TN :
kg = Untwi IR L NIV IRV I‘.qyII'-I'u/lI',I‘,u)rl\ll(«.Qru‘ A Bt raSmi Rn
Fria LIRS BN AN I F T #0g) LN Ren

PN

En MATLAB todus estus pasous se realizan ejecurando el programa control (esta en el

apéndice). Pur ejemplu. si se quieren colucar toudos los polos en -1, se obtiene el resultado
mostrado en la Figura (4.1}

La explicacidn del programa " control” se encuentra en el apéndice respectivo.
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=] MATLAB Command Window [-{=1
Eile Edit Qptions Windows Help !
» control [+
introduce POLOS del CONTROLADOR ‘
olo 1:=-4 ’
Eolo 2=-4
polo 3=-4 —
polo 4=-4
la matriz K del controlador es: :
-4.2266 -8.695S7 -21.8630 ~S.1617 ||
+
] ] - f

Figura 4.1: Ejecncidn del Programa “countrol™
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Capitulo 5

DISENO DE UN OBSERVADOR

5.1 Introduccion

El presente Capitulo tiene coumo finalidad /hseriiar of Ohservador, para la puesta a punto de
una estratedgia de control por retroalimentacion de estados observados. El Capitulo inicia con la

presente Introducean donde se menciona la importancia v la finalidad del observador. asi como
lus requisitus estrecrnrales gue el s

sterna debe cumplin para su disefio,. En la Segunda Seecidon
(Observador de Estado) se presentan las eenaciones generales (Modelo Matemadtico). gue definen
La Tercera Seceidn ( Ohserrador Completo). ilastra el tipo de observador
que se disenara on este capitnlo v su NMatrie de Ganancia,

a lus ovbservadores.,

La altima secciaon {(Simtests del
Obsercador). establece las condiciones bago Lo cnades o= posible disefniar el obirervador usando
el Mdtodo Analitico. Este mdérodo es muv ~inmlar ol mencionado en el capritale anterior v
también se ntiliza el mismo paguete de compnuro. pero con nn programa un poco diferente,

cuyo desarrullo se explica en el apéndice rorrespondienre,

La infurmaciin que se presenta en este capitnalo o eastindar en la literatura de Control
Automitico (ver por ejemplo 71 Qgata )

variabie gnue indiea el estado del
Sin embargo, esro paede presentar un problema complicado,
va que no siempre las variables de intéres estin disponibles para medicidn direcra.

Generalmente es deseable mnedir » controlar o
sistema u calidad del producto.

Tertt arnyente

El diseno de la Ley de Control o traves de la vbicacion de polus rratado con anterioridad
requiere la retroalimentacion estiartica de todas las variables de estado, Por lo tanto se requiere
que todas ellas estén disponibles para retroalunentacion,

Sin embargo. algunas variables de
estado pueden no ser medibles v no estar disponibles,

En tal caso hay gue estimarlas, a
partir de mediciones de la entrada v de la =alida del sistema, por medio de los asi llamados
Observadores de Estado.

El diseno de Obsercadores de estndo no os posible <1 o} sistema no es observable. Por lo
tanto, la contrulabilidad v la oLservainiidad jnevan nn papel importante en el diseno de sistemas
de control.

Si el ubservador estima todas las vanrnables

» estado del sistema, independientemente de
si algunas variables se encuentran disponibles para medicidon directa. se denomina OQbscervador
Completo. Hay ocasiones en gue estu no os necesario. va que solo se requiere observar las
variables nu medibles, pero nu las que son medibles «n forma direcra.

Por ejemplo, como las variables de salida son observables v estan relacionadas con las
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-ariables de estado, no se necesira observar rodas las variables de estado, sino sole . — m
donde n es la dimension del vector de estado v o es la dimension del veetor de salida, El
observador que sdlo estima la variables de estado de Srden minimo se denomina Observador

Nteducido.

5.2 Observador de Estado

De ahora en adelante se utilizara T para designar el vecror de estado observado. Considerando

el sistema:

2ty - chn() = [3e(t) (5.1)

gty = Cr(t) (5.2)
v suponiendo que el estado x(t) se debe aproximar por el estado T del modelo dindmico:

F(HY = AE() = 120(1) = I, (y(1) — CT(L)) (5.3)
representa al Observador de flstado.  Notese que o] observador tiene a y(2) v a v(t) como
entradas v a I como salida. El ltimo termino del miembro derecho de la ecuacidén anterior
es un Término de Correccion que incluye la diferencia entre la salida medida y(¢) v la salida

estimada C'7(¢). LLa matriz A, se utiliza como matriz de ponderacion. El término de correccién

controia el estado F(¢) . En presencia de discrepancias entre las matrices -1 v /3 usadas en el
modelou v en el sistema real. la adicidn de termninos correcrivos avuda a redurir lus efectus debido

a la diferencia entre el modelu dindmico v o] sistermna real.

5.3 Observador Completo

El drden del obiservador que se tratard aqgiil s ] mismo que el del sistermna.
Para obtener la ecuacion de error del ohiservador. se resta la ecniacion (5.3) de la ecuacidn

(5.1) v se ubtiene:

& — = Aw(t) — AF() — K(Cs(t) — CE(R))

& —F = (A — K.C)ax(t) — F(L)). (5.4)
El Vector de Frror e se define como:
ety = w(t) — F(1).
Entonces la ecuacidn (5.4) se transforma en:
e () = (A~ K,.C)e(t).

De la ecuacién anterior se puede ver qiie el comportamiento dindmico del error esti deter-
minado por los valores propios de la matriz -1 — /.’ . 5i esta matriz es estable, el error tiende a
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cero, para cualquier error inicial ¢ (0) . Es deecir, 7(1) debe tender a 2(2) independientemente de
los valures de £ (0) v T(0) . Silos valores propios de la matniz oA — AL C se eligen adecuadamente,
se lograra una evolucidn agradable del ertor,

Sioel sisterna os completamente observable entonces o5 posible elegir la matriz AL para gque

A= KO tenga los valotes propios deseados (en nn conpimto simetrico de mimeros romplejos).
Es decir. se puede determinar la Matriz de tlanancia dol Observador para obtener la matriz

desenda.

5.4 Sintesis del Observador

Para disenar el OQbservador de Orden Corpple teo o5 necesario transformar la matriz  de man-
era que solo se tenga una salida v postetionmente comprobar, nuevamente, gue el sistema es
observable. Los itnicous estadus ¢ne son medibles direcramente son la pusicidn () v el dngulo
o) .

Si se elige como salida el dangulo #(¢). entounces la matriz C sera:
" -0 ou L0

Coun esta nueva martriz es necesariu verificar que el sistema es observable. En el capitulo 3
se definié la matriz de wbservabilidad comeo:

N o
donde:
0 i O [¢]
1= | 0 —16.8835 —1.5135 0
-7l §] 0 1
0 2T.677TS 23,4325 0
pero ahora :
c=[0 01 0]
realizando operaciones:
. ca=[0 0 0 1];

cA*=[0 27.6778 23.4325 0 ]

cA® = [ 0 —167.2082 —124.9335 23.4325 |,
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se obtiene la nueva Matriz de Observabilided:

0 7]
. 0 1
M=y 0

23,4325

Para que este sistema sea ubservable es necesario grie ol rango de la matriz \\V sea -1, Usando

ALATL AL obtenemos:
>> rank{N)
ans = 4

Debido a que el rango de N es 3, el sistema no os observable cuando se elige como salida el
dngulo €(¢). lu cual cunlleva la impuousibilidad de  drseriar ol observador.
La otra salida que pudemuous seleccivnar es la posicidan, entonces la matriz € sera:

dando lugar a:

CAA? = [ 0 —16.8335 —1.5138 0 ];

At =10 2350519 T6.2004 —1.5138 ]

Asi:
(@ 1 Q ] 8]
N | G| 0 1 0 0
: (&R - 0 --16.8335 -.1.3138 6]
(@RS 0 2550319 7T6.2094 —4.5138

y usando MATLAB:
>>rank(:V)
ans=4

Por lo tanto, cuando seleccivnamos cromo salida la posicidn, el sistema cumple con la
propiedad de Observabilidad. Entonces usaremos esta iiltima matriz € para calcular el ob-
servador.

El problema de disehar un observador de Jrden completo se convierte en el de determinar la
matriz de ganancia del observador K. de moudu que la dindmica del error sea asintéticamente
estable, con una velocidad de respuesta adecnada. Por lo tanto, el diseno del ubservador de
6rden completo consiste en determinar una matriz adecuada K., para que 1 — K.C tenga
los valores propios deseados. Dado que lus valores propios de A4 — K,.C v de A7 — CTKT son
los mismos, el problema de disefiar un observadour no es utra cosa que un problema cldsico de
Ubicacién de Polos, en el cual se busca una matriz A7 tal que los valores propios de AT —CT KT
sean los deseados. La observabilidad del par (1. (") implica la controlabilidad del par (.-17‘, CT) .
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5.4.1 NIétodo Analitico

En el Capitulo 4 v al iniciar [a seccidn se demostro gite el sistema es Observable, esto significa
que cada estado r{f,) se prnede determinar a partir de la observacidn de y(¢) en un intervalo de
tiempo finito £, <2 ¢ -2 ¢y

En nuestro easo lo que pretendemaos os:

() == r(t),

es decir:
Z(” ()
x(t) . (L)
ay | T ey e
) o ()
donde:

Z(t): es el estado observado

x(1): es el estado real
Ya que el sistema es observable se puede encontrar un observador de estado tal que:

s = (4 — K.C)] = Au(s).

donde Ay (s) es un polinomio mdnico! de grado ignal al niimero de lineas (o de columnas), de

la matriz 1. Las raices del polinumio caracteristico s/ — (-1 — K,.C)| son lus valores propios
de la matriz (.1 —~ K, C).
Ademas, |5/ — (1 — A,.C)} tiene como rafces a los polus del sistema observado:
() = AZ() + Be(l) + W.(y(t) — CE(t))

= (A= RO = 130(t) + K.y(t),

el cual tiende a & (t) (a partir de cualquier condicidn inicial), si todas las raices de |s/ — (A — K.C)|
tienen parte real negativa, es decir si el sistema es /stable.

Por lo tanto para llevar el sistema al estado (1) se tiene que encontrar una matriz X, tal que
las rafces de |8/ — (A — K.C)| tengan parte real negativa. Como se menciond anteriormente,
se busco entonces la matriz A'? tal que los valures propios de A7 — CT K7 tengan todos parte
real negativa

1Un Polinomio Ménico es aquel cuyo cocliciente del término "s° de mayor grado es igual o 1.
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DISENO

Si el sistema en lazo abierto es observable, siempre ~o punede hallar una
{ Hamada Formma Compariera, «n la cual la tarea

Transformacion de

Stmilaridad ' tal que lleve al sistema a la ¢
de sintesis del vbservador se ve facilitada.
Ya que se tienen o estados. 17 rendrd la forma stgijente:

faw L1

AR fi

donde f;, ¢s nuna matriz columna de -Ix1.
Se ubtiene ahora el pulinumio caracteristico del sistema en lazo abierto:

= e — i,

()

es decir:

a{s) = s~ (a; + axs + axs? + as?)
8% — 2480 ~ azs? — a8 — ay.

el Péndulo Invertido:

Para
ay = 0
__ k3 K2
A2 = AT T
__ gMrgm
23 = ini
-2 g2
a; = LY
. TR Fem

Se definen ahora los polinomios a,(s) corno sigue:

as(s) = a(s) .1 0
{ s5a(5) = ey (5) + e, } para it =1,2,3 y 4.
Entonces:
a(s) = 57 + i\';‘fx/\'.? p o gMEam o,  gKLED
re M, Al r2{ M A,

o (s) = 5 K2 RK?

aa(s) = s*

ag(s) = 5 +

+ =,

g +— gm

- a7l

Na N3

gRKLKY
T FIAIR,,’

qM +gm

)

T VENT A, ”

A
NG

2\ 1,

Al
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(=) = 1.
Definiendo las columnas de 77, £, como:
Ly = o (ATYCT,

donde:

O~ C
c

se tiene:

- Ry
ITAYEIEN

[8)
_aRem K,
j— TR FIEN

Q

Ko K,
FAT T
0]

KKy
rIAM M

-
0]

KoKy

FAT Hon

o e Ny
L IR

Consecuentemente:
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[}
[¥)

L. o Wy 0
FIAL Hom P Tt - e
o o Katiy
1T = , ) r AT it
O N Iy (
0 AL e Ko by
0 IRV T

Se tiene entonces el par transformado:

ATy - rtalr
Yy - et

Ahora bien. se desean colocar lus polus de A7 — CTK 7 en £, 8%, 1% v Py (todos con parte
real negativa). es decir se busea A ral gue:

5 = ((ATY o (CTYRDD = (0 = D) (s — ) (s ~ I5) (s — %)

Si se definen ap. dy, a3 » 4, como lus coefirientes del polinomio caracteristico deseado, es

decir:
[s2 = ((ATY + (CTY KD = &% = (41 + dps + @a9? + 34s")
PO Ty DL . igs? — das — g
se tiene:
ay = — IR0,
Ay == I8 -+ 11517 + P PYyPy -+ 1510007
ay == 40 1% — [Py — PPy — a8y - 0 — IR,
Gy o= 1% + 1Y = 1%+ 1

Escougiendo entunces cumo matriz de ganancia para el sistema transformado:

K. = [ dy — 1y dg — Ay (g — dy  (2g — ay }
L T
SRV ENEN I
NN
IS0y G £ 8% s IR+ 1Py fy — %ﬁ?
S I = DD — I = D0l = PPy — 0 — 2Sam
FA A -
. , . £y
Y A A A -

la matriz AT — CTK! tendrd como polos a ;. y. iy v 4, los cuales seran también los polos
de A — K.C, donde:

FAUN
K.
o
AV

Ke= (KT )W =
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Si lous pulos del sistema se colocan en #0021 v
Observador se obtiene a partir ode la expresion precedente.
Definiendo ahora:

P : 1y + 1Y - 1y~ 1

33

/'y entonces la Matriz de Ganancia del

Lo : VSR ARSI MW AT SR AW A BTV ATY SN SO SR o AP £e)

v realizando uperaciones se obtiene:

Frcanur M2 - P amr3 M Re ma K2 K2

Vo I nar LM R K KE s airiag P RE

Koy =

A . NN AN rrgrVALRE IR K
1 == ST A .
. CEN BSEy v B e TN s 85 NIRRT

1\.»:11 = — -

Aan ==

En MATLAIZ este pruceso se rea
apéndice. Pour ejemplo. sl se guieren coloes
luos resuiltados mostrados en la fignra (3.1).

con ol programa eobserva que se encientra en el
ar todos lus polus del observador en -5, se ubtienen

MATLAB Cormmand Windowvs | v}i

é Edit ,Qpﬂons Windows Help

> observa
introduce POLOS del OBSERUADOR

jpolo 1=-S
polo 2=~
polo 3=-S

polo 4=-5
la matriz Ke del obseruvador es
3.1165
120.8148
-186.9176
-952.5372

!

I

<« T

=

Figura 5.1: Ejecucidn del Programa “observa”




Capitulo 6

SIMULACION DEL ESQUEMA DE
CONTROL

6.1 Introduccién

En este capitulo e simula el esgitema de control rratado a lo largo del presente trabajo. Se
iniciard con una {nfroduceién donde se disentira bhrevomente el surgimiento de la simulacién y la
importancia de la misma. En la Segunda Seceion (/ragramaa de Blogques) se definen los diagra-
mas a blognes nsados en los sistemas de control, g como el paquete de eompnto (SINIULINK)
il v ool controlador. En dicha seccidn también

urilizado agui para simmilar el Péndualo Tuver
se muestran Vv se definen lus blugnes ¢pie oo nsinan oo fos diagramas v en «us subsecciones se
dos, s caracteristiens v las ecuactones que

presentan tudous los diagramas de blogues con

esta dedicada exclusivamente aotin caso particular

lus definen. l.a iltima seccidon (Nrmwlao:ons
de la simulacion, es decir. se simula nn sGlo

aIna. pero este proceso se priede uasar para

simular enalguier otro.

La informacion presentada a contintiacidn e-ti aoen o expuesto en 3 Coss,

Con el advenimiento de la compuradora degrral o principios de la déeada de los SU s, se han

que han tenido un profnindo impacto

desarrollado tina gran cantidad de her
dsamente la STV VCLON, cuavos usos

Seo, U

v aplicaciuones se han extendido significarivamente en Lo dltimos anos. As) pues, es muy comun

en el campow cient

encontrar <n la actnalidad aplicaciones de simmlacion en areas rales como la Liologia, la gquimica.
la ingenieria. la econumia. los sistemas de invenrarios, andlisis ¥ evaluacidn de inversiones, etc.
Aungie la constricecion de modelos aaranea desde ol Renacimiento. el uso muderno de la
palabra Sunulacidn data de 1940, cuando bos centificos Von Neuman v Ulam gue rrabajaron
en el provecro Monte Carloe durante la I Grerra Mundial, resolvieron problemas de reacciones
nueleares cnva soliucion experimental sona mav cara v el analisis matematico demasiado com-
plicado.
H. Maisel ¥ G. Gnugnoli definen Sunndacion comeo:
O es wana blonicn narmdried para realizer crperrinentos en ounae computadorn digital.

Sirnulac
Estos erperimentos involucrarn ctertos tipos de modalos matemdticos y logicos que deserben el

comportarmicento de sisternas de negocros, cconomeos, sociales, bioldgicos. fisicos o quimicos a
través de largos periodos de tiempo.
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6.2 Diagrama de Bloques

Lo que signe se basa en lo expresto en 1 Opara v 6. Simialinkd.
Un Sistema de Conrrol corad constitindo de diversos componentes. cuva frineuon, en ingenieria
1

de control. e acostumbra represenrar poe redng de o Cltamados Deagrosmnas de PBlogies,

El 1Draqgrnia ol [3logues e nan sisterna e entacidn grrafica des lon Himerones real-

b ciagrama andicn las interrelacione

izadas pour cada coumponente vodet Hhido de Lo

Y tepresentacoidn matemariea

quie existen entre los diverso. componentes,

parameéetrica abstractal nn diagraama dde Blogres 1 venrtaja de mndicar en forma mieis real-

ista el Huju de senales del sistema real.

ama de bLlogres. todas Las variables ded Shrrema e endazan ontie sioa traves de
H

En un dias

Llogues funcionales. B blogie faneiona

venite Alogue, o un amisolo de I operacion

1

e tlene o0 L entrada. Sobre

marematica que of hloque prodinee a

lus blogrnes cortespondiontes se colocan generalmen Juncicrre s de transferencia de los

compounentes. Los Llogues estan conecrados on ara indicar Lo direceidn del flujo de
io. un Diagrarna

s tecnas, e este

senales. La
de Blougres de un sistema de control presens

o caracteristica

unilateral.
Las v
facil formar el diagrama global de todo of v tema colocando simplemente los blogues de sus

ntajas de la representacion del diay Blogues de un sistema consiste en que es

compuonentes, de acuerdo con ol thijo de —enabea s v qpae on posible evainar la contribucion de

cada componente al comportamiento general e cdos ol sierema.

teveder ver e fiarilmente axaminando el

<1, Un diawgr

En general, ol funcionamiento de an siortenna e

tema §

o~ bLloques contiene

diagrama de bloqgues qne anaiizando ol

pecto al comportamiento dinanic o, pero Do contiene ninguna informacidn acerca

informaeion re
de la counsritucidon fisica del -

o ecneneia, mmchos sistemas diferenres sin relacion

stema. |

oo diagrama de Llogrue

alguna entre s{. pueden estar represent ados .
e representada la fuente principal de

Debe norarse gue en un diagrama de blogoe:

energia v. por lo tanto. ol diagrama e blogies de e o es uniew. Se pueden dibujar

diversous diagramas de blogries diferentes deoan s

e cenin el peinto de visra del andlists.
La simulacidn de nuestro sisrema Pondalo Invertido e realiza en SINIULINK. La biblioteca

principal se muestra en la Fignra (6.1)

=== | shmulink [ {
File Clipboiard Edit Option

Simulation Styler

o Fead
! -

i[Sources Sinks Discrete Linear Nonlinear Connections

SIMULINK Block Library (Version 1.2¢)

~1 1

Fignra 6.1: Biblioreca Principal de "Simulink™.
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6.2, DIACGRAMA DE BLOQUFS

Lus blucues urilizados en nuestro diagrama se obtienen de las biblicteeas secundarias,

mostradas a continacion, donde la etigneta supertor indica sn nombre. Unicamente se ex-

plican los Llugues que se utilizan en ol esquema de control aqui tratado.

Connections
Library

Mux

Fignura 6.2: Mulriplexor

Aultipleror: Las entradas se identifican como il u{2] v u[3] en orden descendente
respectivamente para ser usadas en nn blugne de funcién. El nimero de entradas
se puede variar de acuerdo al mimero deseado (Ver Figura (6.2)).

Nonlinear
Library

Fcn

Figura 6.3 Funcidn
Funcion: Este bloque, generalmente se colura a la salida de los multiplexores para
indicar como son afectadas las sefales de enrrada de los mismos (Ver Figura (6.3)).

Integrador: En la salida de este bluqilte se ubtiene la senal de entrada integrada.
Debe introducirse la condicidn inicial ( por default ignal a cero) requerida (Ver Figura

(6.4)).
Workspace: Es utilizado para graficar los resnltados en MATLAB (Ver Figura (6.3)).

A continuacién se muestran los diagramas 1sados para la simulacidon. Todos estan formados

por los bloques explicados anteriormente.
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Linear
Library

&3

integrator

Figura 6.1 integrador
Signal Sink
Library

L yout] |
To Workspace

Figura 6.5: Workspace |

6.2.1 Sistema Lineal con Controlador

El Sisterna Lineal esta formado por las funciones:
1) X" cuya expresidn es:
(L) = gy 2 (B gy - O(1) = by - U(2)

2) £*O7 que tiene la expresidn:

0 () == agp- 2 (#) + ayy - 0(t) + byy - v(t)

Esta expresiones corresponden a las ecuacivnes obrenidas en el capitulo II.

Donde Z (t) pasa por dus integradures (Ver Figura (6.6)). Después de pasar por el primer
integrador se ubtiene i (). Si esta senal ze introudnce nuevamente en otro integrador se obtiene
finalmente la pousicidn x(t) . El blogue workspace (posicion) grafica en NMATLAB los datos, es
decir, cémo varia la pousicién para ciertas condiciones iniciales. Al igual que el bloque Z (t),
6 (t) pasa por dos integradores para obtener la pousicion angular 6(¢) v entra al Workspace.

Todos los estados son retroalimentadus de manera directa por medio del controlador que
estd formado por la funcidn Fen. Como (1) = — K.(l). entonces:

Fen=v(t) = ~K 1 -x(t) — Nyy-r (1) — Wy -0(8) — Kyg- 0 (8)

donde K,; son los elementos de la matriz de rontrol iy, .

e
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SISTEMA LINEAL CON CONTROLADOR (dslc)
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Figura 6.6: Diagrama del Sistema Lineal con Controlador

6.2.2

Sistema Lineal con Controlador y Observador

. Sdlo se
agregd el observador debido a que no todos los estados en la realidad estan disponibles para

retroalimentacidn directa. En el Capitnlo V7

Este diagrama es el mismo qgue el sistema lineal con conrrolador (Ver Figura (6.7))

e odio ta eenacidn para el observador:

Y = AT = By = Koyit) — CR())

(6.1)
Sabemos que la salida que se estd midiendo direcramente del sistema es r(f). por lo cual
C=1{1 0 0 0 l Entonces:

J——

()
wy=Cxt)y={1 0 0 0] ",')((t‘)) = x(t)
0 (t)

F(t)
cEe)y=[1 0 0 0] (%2 = ()
;)(I)

Sustituyendo estas expresiones en (6.1) se ubtiene:

B(L) = AE) + 3(0) + K. (2(t) — Z(8))
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SISTEMA LIKEAL CON CONTROLADOR Y GONSERVADCR ldelce)
. |
TR I $Gii— i eRngiTe . !
4 ro © L ANGULD ; l
|
lpesel
POSICIONY
Figura 6.7: Diagrama del Sistema Lineal con Controlador v Observador
El error se definio como (1) = (r(4) — +(t)) entonees sustituyendo en la expresidon anterior
se obtiene finalmente:

T8 = AR - B - W - e(n)

Sustituyendo 1. /3 v K. en esta iltima expresion se tiene:
. - b

.:(t) 0 1 0 o ) O Ko

i(t) = U apy aey O EALR) - Fray () + Hen - e(t)
() 0 3} [¢] i g 0 t K.m z
(—l(l) O ay, agy O /.)(I) by Koa

en forma desarrollada v en base al diagrama a bloques se tiene:
Fen? = 3{(t) = ©(t) + K.y, -e(l)

; FNT L= 2(0) == ayy - T(8) S s D) = by () =
Fend = o(t) = 6(1) = Koay - (1)

O 1== (1) == ayp - (L) + 1y - G = by o(1) = Koy - e ()

N - e(t)

6.2.3 Sistema INo Lineal con Controlador

Este sistermna es el mismo que el sistema lineal con cuntrolador, unicamente cambian las funciones

X" y fO” (Ver Figura (6.38)).

Para el Sistema No Lineal se tienen las signientes funciones

{
H
H
i
1
1
£
i
1
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1) X7
7 = awx M _rimin(o(e)) )2
z (L) T ORT Ve moumi(a(r)) / v nanmd(0(2)) (0 (13)%+
ey N win(O(1)) ean(o(t
SR e (1) - .___._.<.)_)_7__Lm
AT T tconi(0(F1) NT v ncom2(#(0))
2) O™
o e san Moo s {(0(2)) com( L)) P
4 (t) = U B A () + w0y Ao (0 (1))*—
Pyy Moumo(ry) 1y — et A M min(o(e))
e I(O(F)) AT { TR w(6)) . AT

SISTEMA NO LINEAL CON CONTROLADOR ({dsnic)

wx-—»{f(u) J—sdigr——iid—#LESIEIo]
T <= X x* X POSICION
CONTROL
L MuxS
Fcn
Muxd
N e,
~Oo" o' (=] ANGULO
S

Figura 6.8: Diagrama del Sisterma No Lineal con Controlador

6.2.4 Sistema No Lineal con Controlador y Observador

El diagrama a bluques se presenta en la Figura (6.9).

Este sistema es similar al sistema lineal coun countrolador ¥ observador, unicamente cambian
las funciones f*X” y f~O”.

6.3 Simulacién

A continuacioén se muestra un ejemplo para realizar la simulaciéon. Si se quiere simular el sistema
lineal con controlador se realizan los siguientes pasous:

1) Entrar a MATLAB y ejecutar lus programas control que se indicaron en los
Capitulos 4 y 5, respectivamente. Pousteriormente entrar a SIMULINK.
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SISTEMA NO LINEAL CON CUONTROLADOH T GRSERYVALOR
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Figura 6.9: Diagramae <el Siverme Do faneal oo Contiolador v Observador.
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6.3.1 Sistema Lineal con Controlador
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SISTEMA NO LINEAL CON CONTROLADOR Y OHBSERVADOR (dsnice)
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Figura 6.9: Diagrama del Sistema Nou Lineal con Controlador ¥ Observador.

3) Entrar en la ventana del diagrama a bloques (Figura (6.10)).

1) Establecer las condiciones iniciales para las pousiciones y velocidades con doble
click en el integrador correspondiente (Ver Figura (6.11)).

5) Seleccionar la opcidén Simulation del menii principal. En este momento se genera
un menu secundario donde se puede seleccionar start o parameters. Generalmente
no es necesario modificar los pardmetros. Por lo tanto al seleccionar start se iniciara
la simulacién. Un sonido (beep) indicard el momento en que el sistema ha terminado
de simular. También se puede seleccivonar nuevamente la opcidn sirnulation del menid
principal, si aparece start, entonces la simulacion ha terminado.

4) Después de realizar la sirnulacidn se debe regresar a MATLAB para trazar las

griaficas. Si se desea graficar la pusicidn se sigue el siguiente proceso (Ver Figura

(6.12)):
>=>plot(posicion)
El proceso precedente fue aplicado a lus diferentes esquemas de control descritos

anteriormente. Los diagramas siguientes muestran los resultados de la simulacién

de cada uno de ellos..

6.3.1 Sistema Lineal con Controlador

Posicién de los polos del controlador
P=/1 =1y =FP =-035
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Figura 6.10: Ventana del Diagrama a Bloques para el "dslc”

Condiciones iniciales
r(0) = 0.1: 20) = 5

Las grificas para la posicidon lineal v angular se muestran en la Figura (6.13).

6.3.2 Sistema Lineal con Controlador y Observador

Posicion de lus polus del contrulador

Posicién de lus polos del observador
Py= —5+531:Pp= —53—5i1=—4+5 Py = —14 — 51

Condiciones iniciales
I Para el sistema:

z(0) = 0.1; 0(0) =

Para el observador: _
F(0) = 0.1; #(0) =0
Las grificas para las posiciones lineal y angular se muestran en la Figura (6.14).
Para este esquema de control se obtuvieron la Accién de Control y el Error de Observacidn
(diferencia entre la salida del sistema » la salida del observador), que se muestran en Figura

(6.15).
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Integrator

]

Block name: X

Block type: Integrator

Integrates input starting with T ; | Cancel

initial value. !

S
l

T

3

°

Initial value:

(0.25| ]

D —

Figura 6.11: Condiriunes iniciales para el Integrador

6.3.3 Sistema No Lincal con Controlador
Posiciéon de lous polus del controlador

Py = 1% = I == [’y = —-0.3

Condiciunes iniciales
r(0) = 0.1: 0(0) = &

Las graficas para las pousicivnes lineal v angular se muestran en la Fig (6.16).

6.3.4 Sistema No Lineal con Controlador y Observador
Posicién de lus polus del controlador
Py = {5 =44 =ty = ~03

Pusicion de lus polos del ubservador
P = =5 4+ 50 % = —5 — 5i: 1% = —d + 5i; Py = —4 — 5i
Condiciones iniciales
Para el sistema:
(0) =0: O0) = 55
Para el vbservador: _
F(0) =0: 0(0) =0
Las graficas correspondientes a las posiciunes lineal » angular se muestran en la Figura
(6.13%).
Para este esquerna de control se obtuvieron la Aceién de Control y el Error de Observacidn
que se muestran en la figura .19).
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Figura 6.13: Posiciones lineal y angular del Pendulo Invertido (Sistema Lineal con Controlador)
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Figura 6.14: Posiciones lineal v angular del Pendulo Invertido (Sistema Lineal con Controlador
y Observador)
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Conclusiones

En esta tesis se ha ilustrado el manejo de los conceptos bisicos de la Teoria de Control Mod-

erno en la sintesis de un esqnema de contral para un pendulo invertido, El escgriema obtenido

realiza la refrroalimentacion de estados olservados. para la estabilizacion del sistema. mante-
niendu de esta manera al péndulo invertido on posieraon vertical, El analisis de las propiedades
estructurales del sistema (controlabilidad. ohervabilidad v estabilizabilidad), permirié Hegar a

la counclusidn de que el conrrolador era realizable. Dado gue no rodos los estados del sistema

son medibles. en partienlar sélo se tiene aceeso o las posticiones angular v lineal del péndiilo, se
procedid al diseno de un observador de estado complaeto,r gue hactendo uso de la informacion
proporcionada por la medicion de la posicion teaizontal del péndnlo (desplazamiento del carro),
reconstruve todo el estado. a saber las posiciones v velocidades angulares v lineales del péndulo

invertido. Lus estadus observados son entonees proporcionados a nn contrulador que lus retroal-
imenta a la enrrada del sistema. siendo osta ol voltale de alimentacidn al moror gue desplaza

el carro. El controlador obtenido, basado en o clitsien téenica de asignacidon de polus del sis-
inrerma no lineal gue consritive ol péndulo

tema retroalimentado. se probd exitosamente on ol
Cabe mencionar gue el controlador se dhisend a partir de un modaelo linealizado del

invertido.
sisterna en tourno al puntoe de equilibrio mesrable,

Para el analisis v la sintesis del esquema de control se arilizaron herramientas computa-
civnales mudernas. En partienlar. NMarlab mosord 5o oaran utilidad para el andilisis v la sintesis
de contruladores basados en la Teoria de Contriol Moderno, El esquema de control fue evalnado

por medio de sinilaciones soportadas en Simnabink. Se conecluve de esra manera que la Teoria

de Control Moderno constinnyve un soporte reurico esencial para la concepeidn de controladores.

permitiendou un disefio eficiente Lasado on of conucinmento profundo de las caracteristicas es-
Cumoe puede apreciarse en este trabajo. la Teoria de

tructurales del sistema bajo estudio.
muaaticas de diseno. que se contraponen

Control Moderno permite el desarrollo de téenicas sist
a los antiguos mérodos de prueba v error.
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Apéndice A

PARAMETROS

Los valores fisicos de lus pariametrus que intervienen en el modelado v an:lisis del Péndulo
Invertido se muestran a continuarién:

SINIBOLO SIGNIFICADO VALOR UNIDADES
mn Masa del péndulo 0.21 Ng

A% Masa del carro 0.1435 Ky

14 Longitnd del péndulo 0.61 i

It Resistencia de Armadura 2.6 [}

Non Cte. de torque del motor 0.00767 N/

K, Cte. de transformacion de engranes 3.7

r radio del engrane de salida 0.0127/2 rn

g Cte. de gravedad (Cd.de Néxicu) 9.7s m/s?

Es importante mencionar que dichous valures crorrespounden tinicamente a un Péndulo Inver-
tido en particular!, pero esto nu impide que el presente trabajo esté limitadou. Toda la teoria
es la misma para analizar cualquier sistema de control. en particular para un Péndulo Inver-
tido. donde tinicamente se pueden cambiar lus valores fisicos de lus pardmetrus que estan en el
programa param. El andlisis v diseno restante se ofectiia igual.

La numenclatura adiciunal que interviene en tudo el andlsis (especialmente en el Capitulo
2) se muestra en la siguiente tabla.

1E1 Péndulo Invertido que estammos analizando se cncuentra en el Laboratorio de la Seccion de Control
Automadtico del Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del TPN (CINVESTAV).
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SIGNIFICADO

Fuerza aplicada al carro
Posicidn del carro

Velouridad del carro
Aceleracion del carro

Pusicidn (angulo) del pindnlo
Velocidad angular del péndulo
Aceleracion angular del pendulo
Voltaje aplicado al motar
Courriente de armadura
Veloucidad angular del motor
Tourqiie del motor

Tourqgue de salida (del carru)
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Apéndice B

MATLAB

Este apéndice se obtuvo del texto {3, Matlab]. Si se requiere mayor informacidn acudir a dicha

abra.

B.1 Introduccién

MATLAB es un paquete de compuro desarrolladu para realizar cilenlos numéricos y visualizar-
lus. Incluye anidlisis numérico. uperaciones con marfrices, procesamiento de senales. grdaficas v
programacidn.

Su numbre proviene de MATRIX LABORATORY . Fué originalmente escrito para facilitar
la manipulacidn de matrices en proyvectos representados »n el Espacio de Estados.

Es un sistema interactivo dounde no se requiere especificar la dimension de la matriz para
introducir lus datus. Cnalquier problemna se peds resolver realizando diagramas en un lenguaje
que es tan comiin coumo Fortran., Basie o C.

MATLAB fué desarrollado durante un largo perivdo de anus para darle muichous usous. Se
puede trabajar coun dlgebra lineal y otras dreas.  Es mny usado para realizar practicas de
ingenieria v resolver problemas matematicous. Los nisos ripicos incluyen cdleulos niumeéricos de
propdsito general. desarrollo de prototipo de alguritmos v problemas de propdsitus especiales
que incluven matrices tal cumo la teoria de Control Vutomdtico, estdrica v procesamiento digital
de senales.

MATLAB tambien permite familiarizarse von aplicaciones especificas a rravés de TOO/L-
PROXES que son un conjuntou de herramientas ue amplian las aplicaciones a casus muy partic-
ulares. Las dreas donde actualmente se aplican inclhiven procesamiento de sefiales. diseno de
sistemas de control, simulacién de sistemas dinamicos. identificaciéon de sistemas. redes neurales
Vv otros.

Probablemente lo mas importante de NATLAB es su generalidad v adaptabilidad. Esto ha
arrolladas por otras personas. En los primeros anos

permitido la inclusidn de aplicaciones des
de MATLAB muchos cientificos, matemutirous » ingenieros desarrollaron nuevas e interesantes
aplicaciones que se pueden ejecutar en una sola inea a través de una instruceion apropiada.
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APENDICE B. MATLAB
B.2 Sistema Requerido

MATLAB requiere para su instalacion de 356 exrendido en enalguier [BNI o 100 ‘A4 rompatible
cun Intel 336 (3265X, 336DX). 156 o Pentinm eon procesador, Microsoft Windows 3.1
En adicion a Microsoft Windows 3.1, cata version tegniere comeo minimeo:

1. Cuprucesador matenuitico
2. Discu de alta densidad 3 1727
3. NMouse

4. Monitor

ur

3 MB de espacio libre en el diseo daro (10 MB para MATLAB for SINIULINK)

4 MB de memoria extendida (8 MB o mads para graficar en 3 dimensiones). Ademads se
recumienda:

a) Memoria adicional (% MB)
b) Adaptador grafico de 8 bLits
c) Tarjeta de acelerador grifico
d) Impresora

e) Tarjeta de sonido

B.3 Instalacion

Primero se debe estar seguru de que Windouws estd instalado. La instalacidon de MATLAB se
realiza con el siguiente proceso:

1) Entrar a Windows

2) Introducir el primer disco de NIATLAB en el drive

3) Vusualizar el disco en el Administrador de Archivus. Seleccionar setup con doble click

4) En el prompt directorio, introducir el numbre del directorio dunde se quiere instalar
MATLAB. Pour default es CANATLAB.

35) El programa setup preguntara si requieres instalacidon completa o especificada. Si no hay
suficiente memoria para la instalacidn cumpleta deberas indicar instalacién especifica.

6) A partir de este mumento. la instalacion se realiza de manera automadtica descompresio-
nando el disco. Durante la instalacidn. la infurmacidn es mostrada por una linea que indica
el porcentaje instalado en el disco duru. Deberdn introdiiecirse los discus cuando el sistema los
requiera y en el drden indicado.

7) Después de terminar la instalacidn. el programa pregunta si deseas instalar TOOLBONES
opcionales. Si este es el caso. has click subire el Lordn SI. Entonces inserta el primer disco de
TGCGOLBOX en el drive ¥ has click en OK. Repire este proceso para cada TOOLBOX que quieras
instalar.

8) Cusando termines de instalar los T 30XES opcionales has click sobre NO para ter-
minar el proceso. El programa setup crea in nieve griupo de programas en el Administrador
de Programas Windows que contiene lus iconos de NMATLAB.




|
§
|
i
|
g

B.4. CONSIDERACIONES

~
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B.4 Consideraciones

MATLAB es un medio rico ¥ poderuso. pero depende de la capacidad del hardware. Coumo
resultado de esto, la presentacion cuando se ejecuta NIATLAB depende de la configuracidn del
suftware usado. Los siguientes factores son una regla significativa que determina la velocidad
de ejecusion de NMATLAB:

* Tipo de procesador
Memoria disponible
Veloucidad de acceso en ¢l intercambiou de informacion

-
-

* Tarjeta de aceleradour griafico

En particular es impurtante que la computadora enente con suficiente memoria para resolver
cualquier problema usando MATLAB. Coumo minimo. NIATLAB requiere -1 MB de memoria ex-
tendida. Esta cantidad de memoria es suficiente apara »jecutar todas las fiilnciones maternaticas
¥ grificas.

Para uso de nuevas graficas v funciones. s debe contar con memoria extendida adicional.
Generalmente se requiere mucha memoria (3 MB o mas) para lo siguiente:

* Mapas de imdgen v color
* Movimiento
* Interpolacidn
* Modelos rapidos

Por ejemplo, para mostrar una imagen en color de 6-10x-180x256 usando el workspace MAT-
LAB requiere 2.3 MB de memoria. Cualquier procesou de copiado de imadgenes vy matrices dublica
la memoria requerida.

B.5 Aplicaciones

Cuando entras a MATLAB se abre una ventana. En ella aparece el prompt >> que interpreta
las instrucciones escritas.

La introduccién de datos se realiza de la sigiiente manera:

a)Constantes

>>a=6.28

>>z=3+2%i

b) Matrices

Si se desea introducir las matrices:

A= 3 =

~ -

[/ ANS1I8 ]
()

[ R

9

se realiza lo siguiente:

>>A=[1 2 3;4 56,7 8 9]

>>B==[2;4;6]

Algunas operaciones que se pueden realizar en MATLAB se muestran a continuacién:
1) Matrices
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EXPRESION SIGNIFICADO

A+B
A-B
A™B
A/B

AN
expm(A\)
logm(A)
sqrtm(A)
poly(A)
det(A)
diag(A)
eig(A)
real (A)
imag(A)
rank(A)
eye(n)
magic(n)

Suma

Resta

NMultiplicacidn

Division

Potencia

Matriz exponencial
Matriz Logaritmica
Raiz entadrada
Polinomio caracteristico
Determinante

Diagounal

Valores Propious de A
Parte real

Parte imaginaria

Rango

Matriz Identidad de nxn
Cuadro madgico de nxn

dunde A v B son matrices v n es 11na constante entera.

2) Funciones Trigonumeétricas

FUNCION
sin(a)
cos(a)
tan(a)
asin(a)
acos(a)
atan(a)
sinh(a)
cosh(a)
tanh(a)
asinh(a)
acosh(a)
atanh(a)

SIGNIFICADO

Seno

Coseno

Tangente

Arco seno

Arco coseno

Arco tangente

Seno hiperbdlico
Cuseno hiperbdlico
Tangente hiperbdlico
Arco seno hiperbdlico
Arco coseno hiperbdlico
Arco tangente hiperbdlico

3) Funciones elementales

FUNCION
abs(a)
angle(a)
sqrt(a)
conj(a)
gcd(a)
lem(a)
exp(a)
log(a)
log10(a)
fix

SIGNIFICADO
Valor absoluto o magnitud compleja
Angulo de fase

Raiz cuadrada
Conjugado complejo
Maximo comiin divisor
AMinimo cormin miiltiplo
Base exponencial e
Logaritmo natural
Logaritmo en base 10
Redondea a enteros

MATLAB
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1) Anadlisis de datos

EXPRESION
max

min

mean

median

std

sum

prod

hist

SIGNIFICADO
Valor maximo

Valor minimo

Valor promedio

\alor medio
Desviacién estandar
Suma de elementous
Producto de elementos
histograma

3) Furmato de salida

FORNMNIATO
format short
format short e
format long
format lon e
format bank
format hex

6) Graficas
EXPRESION
plot
loglog
semilogx
semilogy
title
xlabel
yviabel
text
gtext

SALIDA

Hasta -1 decimales

Hasta 4 decimales con expounente
Hasta 14 decimales

Hasta 14 decimales cun exponente
Hasta 2 decimales

Hexadecimal

PRESENTACION

Ambus ejes lineales

Ambos ejes logaritmicous

Escala logaritmica para el eje x
Escala lugaritmica para el eje v
Agrega titulo a la grafica
Agrega rotulacion al eje x
Agrega rotulacidn al eje v
Coluca texto en lugar especifico
Coluca texto usandou el mouse

T) Colores para las graficas
SINIBOLO COLOR

®gOom" 0.

Amarillo
Magenta
Azul cielo
Rojo
Verde
Azul
Blanco
Negro
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Apéndice C
Simulink

Este apdndice se ubtuvo del texto bibliograficro ‘61 Para mayor informacidon arudir a dicha obra.

SIMULINK es un software especial para simular sistemas dindrnicos. Es una extensiéon de
MATLADR que incluye muchas caracteristicas especificas de simulacidn. Se aplica en dos etapas:

1) Definicidn del modelo

2) Andlisis del modelo

Una sesion tipica se inicia estableciendo un modelo o llamando un modelo previamente
definido para. pousteriormente. iniciar el analisis,
mente realizados iterativamente.

Para facilitar la creacion del modelo, SIATLINA mienta con ventanas donde
los diagramas de

1 la prdctica, estos dus pasos son frecuente-

¢ encuentran
bloque. Coun estas ventanas. lous modejos sun creados v editados principalmente
con el mouse para facilitar la manipulaciin de Los mismos,

Después de crear el mudels, se puede anahzar seleccionando las opeiones del memi o a
traveés de comandous en MATL. 1B Se caenta con varios algoritmos de simulacion para analizar
lus sistemas v encontrar sus puntos de egulitivio

La simulacion puede ser analizada grificamenrte o rraveés de M ATLAL
desempeno del sistemna.

Para trabajar con SIMIULINA se realiza 1

1} Entrar a WINDOW (escribiendo -y,

2) Estando en Window. entrar a ALATL AL {(doble click en el icono correspondiente).

3) Estandou en MATLADR, entrar a SIMITLINKA oscribiendo sirnulink para abrir la biblioteca
principal de Lluques (Ver figura (C.1)).

4) Estando en la ventana de SIMULINVK. seleccionar. dentro del menit principal, la opcidén

para observar el

gulente procedimiento:

file.

5) Estando en file seleccivnar new =1 se va a crear un nuevo modelo u open st se pretende
trabajar con un modelo va establecidu.

Al selecciunar new se activa una ventrana vacia en la qiue se puede constriir el modelo del
sistema. La nueva ventana estard rotulada con unfitled. Este nombre deberd cambiarse cuando
se guarde el programa. Despnés de gue esta ventana ha s:do activada se realiza lo siguiente:

5.1) Abrir una o maids bibliotecas v pasar lus blugnes gue se necesiten a nuestra ventana
{manteniendo presionado el botdn izquierdo del mouse).

5.2) Después de haber culuocado los blogues. trazar las lineas para conectarlos entre si (man-
teniendo presionado el botén izquierdo del mouse durante el trayvecto)}(Ver figura (C.2)).
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SIMULINK

= situlink -1 \
File Clipboiard Cdit
- £ [ o !
— . 3 N H }
[Sources Sinks Discrete Linear Monlinaear Connnct;lons Extras
SIMULINK Block Library (Version 1.2¢) !
~1 1 s i

= Untiticd (-]~
File Clipboard . dit Options Simulation
Style
R -
1““"_. :—'(4'—):— ‘r(r.Txrrl el le”—
N - o s L i

L
font

et

lriceeatird

Figura C

Ejemplo para trazar el Diagrama a Bloques.
5.3) Abrir lus bluoques (doble click sobre ¢1) v cambiar lus pardmertrus internus.
3.4) Guardar la informacidn seleccionando ~are o ~ave as desde file segin sea el caso.

Cuando la simu-
Para reiniciar se presiona nuevamente

6) Realizar la simulacidon seleccionando ~ftart desde el memi simwlation.
lacidn se esta realizando, se pitede suspender uzandou stop.
start.

7T) Se pueden ajustar los pardmetrus de simulacion selecionando parameters desde el menad
sirnulation.

8) Es posible,
(osciluscoupio) u tsando un workspace. Los errores se prieden corregir cambiando las conexiones,
agregandou u quitando blogues. o cambiando los parametros de simulacidn.

también. monitorear ¢l comportamiento del sistema con un Lloque scope

Con SIMULINK se puede simular cnalquier modelo de manera muy sencilla.  La pre-
sentacién del software permire familiarizarse con los blugques disponibles ¥ las herramientas
de anadlisis.

SIATULINK utiliza la técnica de diagramas a blognes para representar lus sistemas dindamicos.
Crear un sistema es semejante a trazar un diagrama a bloques. El trazo de bloqgues individuales
se realiza trasladandolos de nna biblivteca dunde estus se encuentran.
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La biblivteca estandar estd urganizada en subsisremas v grupos de bloques de acuerdo a su
compourtamiento. Lous bloques pueden ser copiados de cualquier bibliotera v se pueden inchiir
lus de una en otra.



Apéndice D
RUTINAS DE COMPUTO

A continunacién se presentan lus programas elaborados en M4 77,413 indispensables para realizar
cualquier simulacidn de nutestro sistema.

El programa param es el iinico gue meinve valores ninmidricos especificos. Por 1o tanto, si se
pretende analizar analizar nin Péndulo con caracteristicas diferentes, 1inicarnente se rmodificardn

lus valures en este programa para adaprarlo a los nnevos requerimientos.

D.1 Programa param

Aqui se incluven tudos los valores fisicus de luspardamerros del Péndulo Invertido mencionados
en el apéndice A v usadous en la INTRODICCLON v ol caprtulo 2. tal como se muestra en la

Figura (D.1).

f(-;lBloc de notasT v1 < ]
” Archivo Edicién

Busqueda  Ayuda

Km 0.00767; b
Kg 3.7:
Rm 2.6;
1
M
m 0.210:
[

0.61;
8.455;

=] 1 [+]

Figura D.1: Programa “Param”

e e



APENDICE D. RUTINAS DE COMPUTO

D.2 Programa sistema

p=
En este programa se introduren las matnices J1 v /¢ Lhtenidas en el capitulo 2 para el sistema
linealizado en el Espaciu de Estados. La matiiz (7 ~e obtiuvo en el Capitnio 5. El programa se

muestra en la Figura (D.2).

-—‘a[ Bloc de notas - SISTEMAM P
Archivo £dicién Busqueda Ayroa

A22 = ~Km " 2wnKg 2/(MmRm=r 2} LT

823 = -~m=g/M; -

a42 = Km 2wKg 2/(MulwRm=r-2) . -
ad43 = ge(M+m)/(M=1l); ;
b21 = KmmKqQ/(M=Rmwr) . i
b#41 = -KmwKg/(M=l=Rmwr); !
A=[0 1 O 0:0 a22 223 0:0 0 O 1.0 auz2 ay3 0];:
|

<]

B=[0:b21:0;:b41]);
c:[1 0 0 0]:
-] 1 T=T

Figura D.2: Programa “sistema’™

D.3 Programa control

Este programa calcula la Matriz de Ganancia del Conrrulador del Péndulo Invertido de acuerdo

al anadlisis realizado en el capitulo 4. Lous datus a introducir son los polus deseados (Ver figura

(D.3)).

La primera instruceién ejecuita el programa pararn para obtener lus valores fisicos de los

parametros. La segunda instruceidn indica que deberin introducirse los polus del Controlador.

Las siguientes - instrucriones se 11san para introducir los polos £, £%, /4 y £ respectivamente.
Las instrucciones posteriures calculan lus elementous de la Matriz de Control. Las dos iiltimas

instrucciones se usan para moustrar el resultado.

D.4 Programa observa

Aqui se calcula la Matriz de Ganancia del Observador en base al andlisis efectuado en el

capitulo 5. Al igual que en el Controlador. el disefiador especifica la Ubicacion de los Polos

(Ver Figura (D.4)).
Si observamos detenidamente el programa obscrva de la Figura (D.4) notaremos que es

idéntico al programa control. Esto se debe a gue lus métudos de andlisis usadus en ambos son

similares.



D.5. PROGRAMA BUSCA

[ RRy—"

fle Edt Seach Help

paran;

disp(’ introduce POLOS Jel CONTROLADOR® ) :
Pi=input(-polo 1+°);

P2einput( pole 2=");

P3=input(‘polo 3=-°):

Pu=input( polo &=');

M1 = PlePleplaph/g/um/KysHeleltner

K12 ~ (-PZePidePyeHer " 2einel -PrlePiePisMer " 2eknel-. ..
PlaplapPheMer " 2efine)l -Plep2ePiader 2eRnele _ .
K~ 2eKg 2eg) /r/g/Kn/Kg

K13 = RKmere(PleP2eliapPustte]l "2eqepispliemels. .
geP2ePhepelsneP2ePleMeleqepPisplietinle,
qeP1ePloMelegoPieP2epeleg 2=Meq 2em)/g/Kn/Nq;

Kt = -HeleRmesre(P2eplePhe]l +PlepPlePlele.

Ptep2ePleslePiepPlePlealeqgepPhien 3e. .
geP2+qgeP1)/qQ/8Nn/Hg;

H={K11 K12 K13 Ki18]:

disp(‘la matriz K del controlador es:*);

disp(N)

Lt o

Figura D.3: Programa "control”
D.5 Programa busca

Generalmente el calculo del Controladour v del Observador son independientes entre si. Sin
embargo, al agregarlos en el Diagrama a Bluques. unu de ellos puede provocar la inestabilidad
de todo nuestro sistema.

Tratando de evitar este problema se disenou este prugrama (Ver Figura (D.6)). Para ejecu-
tarlo es requisito indispensable que primero se ejecute el programa control.

Este programa indica la Ubicacién de todos lus Polus de acuerdo a los intervalous especificados
en el mismao.

La primera instruccién indica la finalidad del programa. La segunda ejecuta el programa
param. La tercera instruccién permite intruducir el incremento. Este deberda ser un nimero
negativo (polus). La cuarta instruccién se usa para introducir el valor final del intervalo (polos).
A partir de la quinta instruccidn se realizan iteraciones en ciclos anidadoes iniciando todos con
el valor -0.1. Por lo tanto, el intervalo que se usa es:

[ —0.1 incremento fin ]

En las iteraciones se van asignando valores a lus polos. En las siguientes instrucciones se
calcula el Observador tal como se indicd en el programa observa. La instruccidn 14 obtiene las
matrices a, b, y d para el-Diagrama del Sistema Nou Lineal con Controlador y Observador.

La siguiente instruccién asigna a pr la parte real de los valores propios de la matriz a.
Si todos son niimeros negativos se cumple la instruccion condicional siguiente, mostrando,
entonces, los polos P1, P2, P3 y P4. Si unu de lus niimeros de pr es no negativo entonces
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a
Féo Ece Search  bieip

paramn; =]
disp(*introduce POLUS del OUSE RUADNR® ) ;

Pl=tnput(‘polae 1-°);

P2-input{’pola 2~°);

P3=input(°polo 3=-°);

Pa-input(°polo u=-°);

Ke11 = (Pher 2eknedspPlar deRnetsPrer " Delimetts .
Plar~2aRne+Km™2eKg"~2)/r "2/RN/H:

Ke21 = -(PJ«Pher 4=Rm 2aH " 2aleP2aPusr"haRm 2eH 2ale, ..
P2ePler " qeRn 2eH 2ol ep 1ol lsr nem Dol Pele
PleP3er"hsRn"2«M"2elepP1eP2er " neRm 2N 2els, ..
Qqer HyeRn 2eH"2emeqgar Hm 2 atle K" 2 =Ky wPLher " DeRnette. _
KN~ 2eKg-2elaPder 2eRneHekm 2oKy 21 P “2eRmeMs ..
Kn"ZeKg 2eloPler " 2efnemeNm uaKg el )/r " W/Rm“2/H"2/71;

Figura D.}: Programa “observa™

no se cumple la instriceidn cundicional v se ejerura la instriucecidon gue aparece en la siguiente
linea incrementindouse el valor de lus polous o iniciando nuevamente todo el proceso descrito
anterivrmente hasta que se cumpla la cundiciun establecida o se terminen las iteraciones.

E! mimerou de iteracivnes depende del rncrmento v del valor fin establecidos. Debe recor-
darse que ambous deben ser negativos.
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Lottt PRl £3
fvr  Edd  Seacn Mep
Kedd = ~(P2ePlePusM 2er " 2eRnmal+Pi1ePlapPiusi™ 2ar =1
PleP2ePheM™ 20r " 2eRMel+PieP2epPIen 2w "2 -Rn-l'g-l‘h-r 2eRneM"2s ., ..
gePher"ZeRneenegePIor 2eRneN 2¢q=Pler " 2einet=ne
geP2er 2eRneN ZeqerZer " ZeHnetencqeP ter "2 sineN” 2. .
NePler 2elinedencmaqekn 2akqg " 2)/H/r 2 /Rn/1/0/q;
Ken1 - (PleP2eplePhen lel”2

TheKRT 2.
Ger heRn 2en"3epdePRelcqer  kakm 2eH 2 epi=Plal ome
ger " ReRN"2eM"JeP2ePhelsqar "Nekm teH 2 =Pl eP el eme
YerTkeRnT2aHT3ep2ePdal.. ..
ger heRm~2en 2-P2oPJelencgor’
ger ReRn"2en 2¢pPieP il eneqger L)
ger heRn"2en”2eP1eP3elencqer haln” AePV1epPale
ger " ueRn " 2eM " 2aPiaP2alens g  Par " LaRm T2 aM e |
“2erTAaeRnT2en"2ensg 2er "heRm 2eMen"2¢v.
2eKg " 2egenelepPher " 2eHneMs KN TeKg" z-q-n-l-va-r 2=Rmepe
KN 2eKg - ZeqenslepP2er 2elneMs. ..

=M derlepRele
“Plepliele,

Kn“2eKg “ZegeaslePler - 2eineMenegekn beKq uel)/q/m/1 " 2/M"2/r "8/Re~2;

Ke-(Ke11;:Me21 ;Ked 1 Kek1];
0i1sp(°la matriz Ke del abservador es:'):isp(Ne)

=4

Figura D.53: Programa “observa” (cuntinuacidn)

Ly

Seach  Heo

Alsp( obtiene 1os polos del observador ) =
param

Ancre-ntu-nnpuu ‘incrementasc);

Fln=tnput( ¢l

hu:re-nru $in Pivu

ncrementa:tin b2
in,Pa-t;
in, Pa-

Ke21 - —(PIePher heRm”

"2eleP2ePuor ko 20U 2010 . .

P2uPler "heRm 2eM"2e1+P1ePnm “Zen 2010 ..

Plepler ueRm 2en 2e1tP1ap2er ueim 2en72o10.

ger meRm“zeH 2emeger - kaRn"2=n+Km"2=Kq z-l-v--r 2eRmens. . .
Hm~20Kg 2eloP3er "2olnenekn 2oKq 21 P2 er 2R
Km~Zakg 2alePtar-2eRn-HeKn oKk %=1)/r "N/Rm" Poniziis

Ke31 - -(Pz-rn-v.m 2-r 2eRmelsP1=PleP e Zer 2eRnele

geP2er 2eRmeN"2sgsp2er "2ekmetensqeb Tor "2 sAnen 22
QaP1or " 2eRmeMomeneneKn"2eKg 2)/H/r " 2/RR/1/0/9:

Figura D.6: Programa “busca”
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2-n‘z.'z-r:|-l--.-q-r ueHm oM JeP tepuels
sleneaer ushim 2en’ a-n-r:l-l-
ThsART2eM Tep1

“ne n ...

"2
2eg 2er keAn"ZeM" 2. 2er usnm”
K 2eMg 2egemel ePaer TelneHexn Z--(q :-q..-x-»:-r 2eRmens .
Km-2eKg 2egemel *PZer ZoRmots . . .
HA“ZeNg  Zagemel o ter " ZeRnoHonvgonn hetg ael)/g/m/1 2/ M 2/r " a/Rn"2;
Ke=[Ne11;Kr2T:Ked1:Ken1];

[s.0,c 012 linmog( dsnice’):
1

D L I R R R TR EAER RS P
aisp( vients . (P').(PZ) (PI).(PU),
vna
ena
end
enda

o0
elsp(-Fin®)
-]

h

Figura D.7: Programa "busca”™ (continuacion).
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