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Introducción 

El ingeniero de Sistemas de C'untrul estñ. intrr·~~ndu en Pl c:unocimientu y cunt.rul de una parte 
<le su n-iediu atnLiente. fr~<"llPnternf:"nte runuridu cuni.u !".'istema, a fin de pruµuL-rionar un p['o­
ducto erunún-iiru y útil µara la !'>uriedad. Q11iz~Í.!'.> la. r11ali<lad rnás c-ararterístira de la ingenieria 
de C"'untrul P~ la uµu1·tunidad de runtrulat rn¡-\q111nas v pn . .Jresus ind11strialcs Pr(_,númirus para 
Uenefiriu de la suciedad. 

La ingeniería de runtrul nu está lirnita<la a ninµ:11na disciµlina de la ingeniería. sino que es 
igualmente aµlicaLle a la aerunántira. q11in1.tr<L. rneran1ca. rncdiu arnLiente. rivil. eléctrica y 
otras .. ..\demás al aumentar Pl runucimientu clt-• la dinárnira de lus sistemas cumerriales

1 
suriales 

y polítirus, tamUién ~e inc-rementnrá la halJ1lidad ¡Jara cuntrolarlus. 
En ai1us recientes. las rurnp11r.adurns diJ..!;iT alC's han ~idu de grn.n impurtn.nria en el análisis, 

diseñu y uperaciún de sistcnH1.s <le runtrul. La r·11tnp11t~uiura p11ede 11t.ilizarse pcl.ra efect11ar lus 
rá.lculus. µara simular lus rumµunentes ch" 11n ...,1str."Il141. u 11n~ µ!anta. u para runt.rolar al sistema. 

Dada una planta industrial (en la n1a:'-·v1·ía de ltJs rasus sus dinámicas sun ina.lteraUles), 
primeramente se deLen •:"le~ir sensut·cs y ...-ir·t 11adotr.•s apn.Jµiadus. Lueg:o hay q\lr:- runstruir mod­
elos matemáticos adec11ados. Oesµnés. 11r diznndu lus rnu<lelus maternáticus. se diseña un con­
trolador de tal mudu que el sistema de- lazu rerra<lu satisfaga. las esµecificaciunes dadas. El 
cuntrc.ilador diseñado es la sulnciún a la vcrs1•Jn rna.tP1n~it.ira del problema de diseñu. 

Des¡.n1és de terminar el mudelu mnte1ná.t i<·1,, P} ingr_~nit:.•I·o de cunt.rul deLe simularlo en una. 
curnputadura parn. verificar el rumµurtarnientu del ~ic.tcma resultante La.ju diversas cundiciones. 
Generalmente la c-c.infig;uraciün del siste1na inirial nu r<-~11lta satisfacturia. µur lu tanto se debe 
rediseñar y r0mpletar el análisis r.urrespun<lientP. E~t.-.. pruresu de diseñu y análisis se repite 
hasta uLt.ener un sistema satisfn.cturiu. 

Tantu el Cuntrul C'lásiru c.umu el C'untr•Jl :;....1u<lernu tiC'nen sus herramientas específicas de 
n.nálisis, pero en ambus, es indispensable uLt<'ner µrimet·u el modelu rnn.temátir<J del sistema. 

/i:l presente trribajo pn:lt:TH[,~ ilu..o;l1nr <·úrno ... ,. aplt<·ri.n las hcrra.n1ic~rita.'J de Control Mod­
erno en ,~z an.<Íli.sis y .-;ul1u:ú511. tic u.rr pr-ohlcrna '11: ,·ontr·ol ( J_,,_'.ndulo lut·,~rtuio). /)e igual rrz.anera 
se busca ilu.o;trar el 111.anCJO Je /1';r·u.1ccz.s 1·u1nptLl<H'to11Hlt:s urllLalt!S para el dist!rl.o y lu. simulación 
de un esc¡ucrna rlt.:. con.trol. 

La Figura (0.1) muestra un 1'/~'.V!Jf'IJJ l.\'\'f·:liTJ[)() montado sobre un carro impulsado 
por un mutor de rurriente dit·ecta. Lu q11e :-.e µretendc es mantener el péndnlu en posición 
vertical. El sistema es inestaLle :-.·a qut:.~ t::.""1 pr_;ndulu puede caer en rttn.lquier murnento y en 
cualquier direcciún si nu se le aplica una f11e1·za de runtrul n adecuada. al carru. 

Geneneralmente en los pruLlemas de rvntrul. el sistema no se puede modificar, pe.ir lu tanto 
su solución consiste en disciiri.r el co11l.r-ol<Idor que rurnpla con las condiciones y requisitos 
establecidos. 

Para. nuestro sistema las rundiciunes sun qne •.•l péndnlo se manteng;a. en posición vertical 
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(O(t) =O) y qlle el carro regrese a s11 µusiric"m uri¡.;inal (.r(I) =O). 
Pnrn simplificar los rálcnlus se snµune q11P \ .. 1 tnasa rn del péndulo está concentrada en el 

extremo de la. ,·ndlla.. El valur físico de tudvs lus pa1·.:.í.rnctros que intervienen en el sistema se 
encuentran en el APÉ).;DlCE. 

En general, lo que se pretende es ubtener nn sistema de control curno el que se presenta. en 
el diagramo. a bluques de lo. Figuro. (U.2). 

Referencia 

x=O 
x =O 
0=0 
e =O 

Controlador 
Sistema 
(pcndulo) 

Observador i"'lt----.a 

Salida 

X 

0 

Figura 0.2: Diagramo. a Bluqnes del Péndulo Invertido 

Debido a que la fuerza u a.plica.da al ra.rru Pstá directa.mente relncionadn con el voltaje V 

aplicado al motor, entonces nuestra. finalidnd es cvnurer este ültimo en base a la información 
enviada por los sensores. 

Los sensores son potenciómetros q11e miden la µusiriún angular y lineal del péndulo y del 
carro respectivamente. 

El Observador toma. ln. señal de la snlidn a partir de los sensores y estima las restantes. 
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Después t"'Stn. inft.n-n1.n.ciün es envinda al cuntr1>ladut .--11·11.al g•.·nPrn el Yultn.je 'l1lf-~ deberá. aplic.-arse 
al 1nut ur. 

En t c.·súmen. •-·1 µtt_•st~nte tra\Jaju esL.i ,.:~r t • 1r·t 11L\•lu d~· la ~ .. ig;11i('nt<' n1nrv.•n1.: 

C.-\PITCLO l: .-\<¡11i "" r1wrw1.,n.--.. r.,¡¡¡., ¡,,, .-..-.,}¡,. 1'•!lad., d ('011110/ v '"' cLu1 ¡.,,. runreptus 
f11ndarnentnl•.·~ d(• cuntrul Illu'i"rnu. ¡.>at.i dn;d1z;u ··l '·l.',tt•n1a <"un~idt-x-ad•J. 

C.·\PITCLO :.!: E~t•.:- , .. s 11nu ch._• l1>,..; 1·;q,1t 11l•h r:1~i-. llflJH>rtarH<'S df?L11<lu a 'l'IP }1,s n:·st.antes 

se desnsrullan en i.Jasc· a Pste. SP apli1·an la~ fyv":-- •i·· la :'\lerñnira ("l.í.Y;ira rurnu lns Levt:>s de 
Xe\\'tun .v.,.¡ Principiu de ..-\l•·rnl,et t. 'rarn\ ,¡,.n , '>fl .lpi11·;d_.1"~ lus r·,_.nrP¡Jt •JS ,..lr"•rt nr1_..;, para ui-:.itrnpr 
c-1 n1uclt..~lu <lr~l 1nut ur. Prin1Pn..1 SP ul..1t P?Hit ~1. ··l \ 1•)rl•·l• J ··n Ec11ariunes Difr•n"'nrial"'~~ Ptnulend<.J en 
c·untrul C'l.1.:-.iru. peru p:.l.ra nllP'.-'f I'O r;-¡,:~IJ \ ( ·, 1nt l • ,¡ ). ¡, •f tf•J Il• J) ··:-:;. f1(_•r~~ar-iu Pxpn-·sat k1 ('!1 ;.¡ Espn.riu 
de Esta<lus. 

c .. \PI~rl-Lt) .) .. -\q11i SP pn"c.<>nt;;Ul la~ 1·11n1,·l1 r-.... !!•'•l ..... d··l ~~istPma ("IJfl"lu EstaLilidarl. c:untro­
labilida<l :--.· (Jb~er....-al.Jili<larl. :--;t:• drn-11tP..,t:~l a tt;l•.-¡ .. ~ 1!. .. 11n ¡>rurPsu rn;;i.t•·mútic•.1 epi,-.,,...¡ ~isterna 

efertivarnent{' ..--.~ int_·~taLle. ·ra111lJit~n ~·· .u1ailz.L ~-i ··l :--1:--t••rna PS rtJnttulalJle :--.· ,,¡_.."'PI""\"able. Estus 
runceptus ~un f11ndarnentale~ ·~n P} cli:-.~·Ú•> dPI 1··n:t1•1laclur .\· r•l uL:-..t.~Tvadur 1·l·s¡.H·rt1\·nn""'lf"'nte. 

C.-\PITl:LO -1: El ('on/n1/a1h1r Ps •• ¡ di:--p•.1:--iti\'•1 q11 .. perrnite P5tabiliznI· el sistema. Si 
el sistema es cuntrulnl.Jle entunrPs s,_. p111•dt- .lplt,·at· 1u;a tf~rnira rnato>mci.tira ~isrcmci.ti("n. µarn. 
ubtener la n"latriz de gananria ¿,_.¡ cunr1·11lad•1r·. En n1w:--tru casv se i1tiliza el f"untruln<lur por 
ret.roalirnent ariún est ~itira de ••st adus. ¡.H .. r .-1 nv~r ... du d.P l "\_..iraciún de Pulus. 

C . ..\PITL.LO 5: El ()b . .,·r:r-i·11.dor· rsrirna l.Ls :-.••Úah•s q11•• n•> ~"" µ11e<len n1cdiI- din•rta.rnente y que 
svn indisµensaLles µai·a Pl runtrulu<lur. S1 ,.¡ :--1:--fPrT1a n1:npl<" run la rundiriún cJ,.~ ulJserYabilidad 
establecida ("Il el Cnµltnlu :~. ••nrunces ,._ .. :-- J>us1Ll" t•l ci!~t·Úu ck·l vLser....-adur.Las tPrnicas de análisis 
~~de síntesis sun sirnilares a las 1·un~1<l•.•1.v.ia:; p.ua i.~ •1l,~<>ncúJn dt>l runtrt,ladur. 

C . ..\PITL-LO G: La .•-.;11111dacuín ~3-<" n·:·d1::a e• >!l >• 1ft \\·ap• ,-, •n1errial !'ufistica<lu ( SL\ll~-LI::"'K) en 
una cumµ11tadu1·a digital utilizan<lu lus 1'-"-,llltadus uLt••n1dus en lus capitulus antcriur':."'s. 

Es in1µortante menriunar el usu d(• ~.__..ft'>'.":!.I" \ '.\1.-\"TLA.B ¡Jara Sl)..lL-LI:"K) "n el análisis y 
síntesis del ._,.sq11ema ¿,.:- cuntrul. Las p•f••¡·,_·nri~~ l)il.Jliug;rrifl.cas utilizadas se rnPnriunan al final 
de este tral>n.ju. 

Cal..1e menriun~:u- q11e Pn lus Aµén<lict•s de ,.~T;1. ! .- ... h >•_• tnrluyen .,,.¡ rnaterial rurrespundiente 

a los :µarán1etrus fí~ircJs <lel sist<·rna baju ··~t11d1u. las raract("risticas principnh:•s del sufta'\.varc 
utilizadu. así rurnu .algunas nttinas ch:. ct..:..rnputj' Ptnplead.as en algunos de lus rapitulos arriba 
mencionadus. 

Se espera q11e este t.raLajo facilite al lP<·tur intep'<_:;adu el cunurimientu de lus cunceptos 
básicos de cuntrul moderno y ch_• la man<.•ra C•Jtnu P~tus intc-rvienen en an prucesu de síntesis de 

controladores. 



Capítulo 1 

EL CONTROL MODERNO 

1.1 Introducción 

El control <.l.llturnáticu ha jugado un pap,_•1 vnal ··n t•l (h•satTullu de la ahn. tPrnulvgín a.ct11n..L 
.-\.demás de sa extrema imµun anria. en \."P\\Ír1t1us. ,_•sparialPs, sist€'mns de gHÍn de t-JruyectHes, 
sistema de pill.>taje antun"'\::iticu de ncrunavc~. si~tf"'Jnas ruLH.~tirus y· •Jf PJS. ':"l runtr<Jl automático 
se ha vneltu parte intehr-ral P i1npurtante de l•..1s pr<Jrt .. S'-..>~- ;ndnstrinles ,v <lP rnanufnr·nira rnudernos. 
Resulta esencial f?'n upenl.ciunPs C<>n"lu •_•l «l1ntr0Jl d,_. p11 .. ~11~n. de tPn111••n\t1lrn. df_• htunedad, de 
viscusidnd. ~- de Huju <"n las indnstrias dt• 1 r.:.1.n~-fu1 n1aci1:..n. 

El pn:-sente caµítulu tiene rurnu Hnali<lad rrt•J:-.t L:n ,.\ 111:u·ru tPúricu lrHlÍ$pt:>nsaL1e ¡_..ara realizar 
el anáiÍ;-:;is c..lel Pc~·nd.11lu In,,:Prtid.u. Prlrnr?ru ·.t_• pt.-.'-Pflta nna lJreve l/t..,·fonfL rlf'l ( ·,,71/r-ol desde sus 
inicios hn:-::;tn. nur_•strus dias. l)psµnés a\>.'.l.tf•(·•• l.,_ { "l1i:··:/i~·ui·uin de ,•·)1.,/1 n1ti.-.. dt>ndP ulJse-rvnremos 
a cual pertenece el Pt.;.nd,1lu ln\T•n.1du ~·Pi tipu dt_• 1•<·1t:\rtunt.•s mar.-:"m.:i.t1ras e-piro lu mudrlan. En 
la secciún Tt nntnoln!¡{rz H1ísit'tL 5<.• inr:lt1_ .... ·r·n lu'.-- ClJfl<'•-·ptu:-:. _ ..... definiriunes ni.ás ini.µurto.ntes ¡:..nra. 
lvs Siste1nus de C1.. .. nt r1__Jl. La s<_•rri1~11 .\/,,,¡,lo ..... \111!1 n11il r1·ci ..... tlr• lo ... ¡.;[1·1111·11/os l·:lr ctrvrnccríntcos 
lJrí.'iicos inrln~·t.~ las prinv;Tas er,1ac1•.JíH'~' 1 :r:.1id.•·l•_, •. 1 q,¡._• t!vf1-:;.c-n Pl r1,:~qJ•Jrtam1entu físicu de la 
.\/.·\S.·\~· la /.\,,'/:'/l(~f. \. La i'iltiina. H'C<\l~n ~ ~~~11~1(L1 /·.« 11n,·:tu11·...,· 111· /:'i¡1ul:!1T-:n rn,wstra las Leyes 
Fundo.mentales rn L.;.1.se a las cnales :-.P .,'t.>~•·rvi:.'t .. 1 \l·)il"lq \L1tPtn;::itin.J d··i p;.nJ.11lu In,:ertido 

en el Cavítnlu :!. 

1.2 Breve Historia <lel Control 

A continuación se expone la histuria dt.-..l cuntrul. PXtraida ele lvs textvs rlúsirus ;_1. Ogatal y[..\, 
Dorf1 que nparec:cn en la Libliug1:afío.. 

El nsu <le la retrualimentariún run el uL_i(•t1J dc- runtrular un sistema ha tenido unn histo­
ria fascinante. Las µnmeras aµlicariuncs cit-l c·.,ntrul C!Jtl H.etrualirnentaci<Jn SE" basan en los 
meco.nismus rf?g1iln.dus c:un Hutadur. desa1·rulladus en c;n·ria dnrn.nte el pc>t·iudu ü a. :-300 a.C. 

El primer sistema run rctrualiment ur!l~n invPnt ::ulu "11 la EHrupa ).ludf.'"rna f1i<? el regulador de 
temperatura de Curnelis Dre-Ll ... el ( 157'...'.- 11):):~) 1 \1.• l lulan<la. Den nis Po.pin \ lfi.\7-171~) inventó el 
primer regulndvr de µrcsiún para c:o.lth.•t ¡).~ d.P '\ 0 <1.pur •'n lG:::l l. El rC'gnladur de pr~siún de Papin 
fué una especie de reg;uladvr de scgnri<lad ~'-'nH'.iantc a la v:ih:nln. de las ullas de presiún. 

El primero en prucesús indnst.riales fn(? ,,l t ••gnla<lur rPntrifug;v de James \Yatt. para el control 
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de ln veloridad de una rnáq11ina dP '\·ap111· "fl ,.¡ ·,i~>J1) X.\"JIL ()tr, ... ·~ a\·anr ... c, l"Pl'·"·ar;tP:-> Pfl las 
prin1et·as et aµas del dPsarnAlu dt~ la "l'r•CJt la df' ( ·, ,r¡t ti .1l -t• e l•·bPn a :'\.. lunur~-.k¡..·. f T aZPn _v :'··:~·epi ist. 
entre rnuchus vtrus. En l~~J:.! :'\I1nut~>kv rr.d•aJ•> ··n (',1rit ¡·.,J;1d1JIP'> :\11t<Hn;ír ic'"" d•.• riit,..rr 11Jn f_•n 
barc-us .v rnu-..11·1) r·t.=.ni.o ·~P i-" 1d1 {¡i ( !Pt PI rn: n.tt 1.1 • ·· T :1l>Jl1' L1r i .1 partir d·· la:, ••r·11ar·1( ,n .. :. d; f,•r-Pnc1al•.•s 

q11e <lesrril..o••n ,.¡ ~~i:-.f(•:nn.. En 1~~:r2 ::--..·_\-(jll!~t 1!··· .. 11111!}., •1n ¡1t1.1r·l'clirni,.ntt.1 :··lat 1\..,1:::PrttP <-;J!nJ. ... l•::­
µara <lett•trntna:· la ··~,ral..1ilid.1d d" lq:-. :d.-r .. rr;.t. ,¡,. LLZ<> 1···1 r·:tdu S•JlJI" J¡l L.i···· dt• l.l l"~;¡_)n(•sra. a 

~~zt~;t~~~~~~~ (-~:::~J~-~-.:~~~~(~ ::r11c~ ~<:';,1, 1~~i.:1!1'1;·~·1 '.11d;,1~ .• •· • ! : ,:• .... ~;·:: :r.11 1~· :,\,: '::~ •!r!i\·~~:1°1·: 11 ~:: .
1 
J~: .. ::c~ '(~:: .' 1 ~.f.¡/~:·::~]~.¡~ 1 ~ .. ~!1,,:-~: rr~~i(! 1 ~:; 

servurneran1~1nu:"' n'fJP!iduIP~-, c;q)a«•·:> ,¡,. ···•1:1: ··,n: ··x.1rt1r11d 11na ··nt1<Lrla. can:f,tarit•• 

.-\nt(•s df"_' la JI c:11o•!ra \[•!?Hi1:d. l.1 l':.~· r;, .· ... ~.l ¡-•. ,,::".l 1!•·1 C'•intn¡l ;\1:r.,¡ri.Í.!lf•¡ f' d··s¡l:Iul­
lnrun en L"S:\ :--· , ... n Euru!Jª •J<''"!d•..,ritai d1• d:f,.1•·::'+· Í<J! ::;.1 q•:P .. n la l 'HSS .... *"!'"1 i·~ 1 1¡1,pa ()ricntal. 
l.·n irnpi :t~•u 11n¡J<Jt t ~UH t> par a '·! ; !'-.•J d1· la : •"!,,,¡:ir! .. ·r;' . ,, ·:•ir 1 • ·n .. ¡ d• 11 nlfi \<J d,. ~a f1-.•r1 :r·r:r·ia en L·s ;\ 
f11é el dPsatnJJlu del c-.i~tr:•rna tP!Pft~DÍ<'<J \ ),,.. d!11¡Ji:::,-;ui• •:••;, t•J1•rtr,~n1c•1". ,.,_J!J rn! r'Ja}in1er.L'.l.riún 

realizac.lu~ p1,r Budf,.. ~-.,.f11:ist ..... Biac-k •·n :., l.Ll11,¡,t.!•.•l ;,,., 'i·· 1.l l~··ll ·r··l··ph•Jn,. I~'"' rn:1t..-•rn.::ítir.us 
Y nH.•cánirvs pr.::irricus ch~ H11~1a d!JirlJTl;lI•q· ··i ,·,.;1:p•.1 •i•· i.!. ·r"1Jria dP C"Jntrul en 1•} durn1niu clPl 
tiernpu 11.s.::u1du Eri1aciune~ J)if•_'I(•nrial•"· 

011rante la II (;llPITa \111nd1al <.;P p!'' •·:-:TOJ 11n 1:1:.~'11!:-•_• r:111.v grar1d..., para 1:1 Pr~íf·tira y la 
Teu1·ú1 del C"untrul .·\11tur!l<Í!"1ru. ya q111• f1¡ .. !!••ff'-,l11'• ci;•,•·ritu- ~· l 0 (JlJ'jTl111I" pdut•JS .;1.1ttun1áticos 

para aerupLu1u:::;. sisten1as a1tru111;Ítir"~- <1•· .l111·.•·· d·· i::•i •·n ranun~·~>. ~,1~~r .... n1a~: d·· r()ntrvl por 
antenas <le r·adar. :-· (Jtrus ~i::.t~"rnas rnilitd!t", .\1:'•" .. d" l~illJ ;.!;''nPraI.:11 .. nt•_• t"i di·-.Prl11 de Sisternas 
de Cuntr<..1l run1pn:-nclía apruxirnaciun•·'-' !J•Jt •·:1~ ,l.\'<J ·'· ··:·1•1r. IJ11r-ant'~ la. dt~rada de 1~·10 se 
incrc-ment(J •'!l n1irncn.J y· titilid:ld l(Js ::i(-.r,11i11" 111at•·r11:1111·.,· .. v arialltiru:>. (_~nrun<·t•s. 1.1 ingeniería 
de cuntrvl llPg:•_:.. a .ser 11na d1sri}Jlina c•Hnpl,•td D·· fin•"- d . .-_• lu~ rltaf'•nt.:i a ¡Jrincipi1..15 d.~ lus 
C'"incuenra. E\·ans de~arr(Jll1> !'ur r1.>rnpl"r u ,.j r· .. :··L:··· \ l1··r, 1du del L11gnx d,_.,. la:-. Haíct:-s. 

De~p11~s ch:- la II Guerra .\l1r:id1al cunt 1:111 .. 11.,n d•.•rn:nan<lu las t•~cniras f:'n r>l Dvrninio de la 
Frf:'c:'llenria. l)11rante la dt.-·rada dP !YC,1J '•" r:.:!J.tiu "11 ,.¡ ;>ianu rurnplr>Ju a:Jii<-~1ndu ,_~l enfuqt1e 

del lugar geurnétriru d<'" la:-; ralres . ..\d•·n1a· ... d•1r·a11tt> , ... ,.:-1 t~;....ura f11t> pu~it.Jl<' la 1rrilizaciún de 
las cum¡J11radvras analúg-iras v dig-italcs <·urnu ccJtnpul:"n~f':~ de rtJntrul. E:-.t•J~ n11~v1_,s Plem~ntCJs 

pruµvrriunarun ingeniPn..> d" r·unt 1·1,l n1!•'"\-.l~; c.qJ.lf"J(l.11!.•"· ¡iara ralrniar 1·un r--=ip1d.ez :--· PXarrit11d. 

Lus rnétudus de n··sp1H:-:--;ra Pn f1i:•r11•_•ncia ,. •!•·! 111.!..~~H· (!i• las r·a{r .. s. cp1e '.-un r_•l rur.:-i.zún de la 
Teuría de C"unt rul C'lúsi('u. 11••\·an a '..·Í~t •'11!.l'.-. < ¡! :" '-un ••·.f aLles .\. que- ::-at 1s f~r"'n 11n cunjunto dc­
requerimientus dt::- fnnriunamientus rnú;-.; •J n:*'nu~ a: 1 ·ir :·anus. ~rdk·s ~istPrnas '-'un. '-'n g:eneral. 

aceptables µero nu úptirnus en ning-1in :.:<_·ntidu o...igrn!irati...-u. Desd~ t-irtt.>s de la déradn de los 
cincuentn, el •_;,nfasis .-::-n prul.Jl,_•rnas rj,. d1:-.•·r-l4J d" 1·u:H r·1,l :-.e dPsplazl> tlt•l di~"'r-1u d(_. nnu de lus 
muchos sistf:'mas. al <liseñu dt:• 11n sist•.·rna •>pti:n<.J •·n alg1ln :-:1.•nt.idu detPrminadu 

Cumu las µlantas niud,,.rnas run rn11"11a!" Pflt I ;via~ ...... :--alidas. se· \·an hariPn<lv rn.ris y· más 
complejas. la <lc-sc:riµriún <lc 1n1 '.-.istP111a 111•Jd1•1 n•_, d,_. 1·unt rul n•qliien.• una ~r.:..in cantidad de 
ecuaciunes. La ·r,::>uría de c.:·vntrul C'lú;-,.Jr'•i. (¡11,. 1 ¡;tta l);i~1carnentf" run sist..-.n1ns de tina entrada 
y una salida. se v11el...-e irnputenr"" ant" ·-i-..tPrnas d,... 111nlt1pi#.~~ entrnclas v c.;alida:--. I:-Iacia 1960. 
gracias a la dispünibilidad el(_• las curnp11rari•,ra:-. dig,iral••s. ~r? hizo pusiLh~ t>i .;1.n.::ilisis de sistemas 
complejos en el düminio del t i~rnpu: d•·:~dt• Pr1T <inr~s Sf' ha desarrulladu la ~reu1·ia ele Control 
~-Ioderno, basada en el nn.:ilisis _,. slrite-~:1~~ ••n ,.1 durniniu del tiempv. 1itilizo.ndu variables de 
estado, con lv que se pusiLilita afruntns la (·,,rnp!l•jidad rn:•cient.e de las plnntas y lus estrictos 
requisitos de exactitud, pesu .v r.ustu '"Tl aplic·.:-tr-i•1!1Ps inilitarcs. P!:'pariales e ind11~tl"iales. 

Las aplicacie.tnes recientes de la T1_•una d1_• ( \ inr 1 (JI :-.. Iu<l('rnu in<·l11yen sistt..~mas nu ingenieriles 
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r.urno lus d(;" biulu;...-;ia, lJi(JlllPdir·inn. Pcun<Jt11ln. ,. •-.1.JClu<_•r-c 1r1urnía. 

1.3 Clasificación de Siste1nas 

Ln infurrnac1un dt_• e~-ta s••cr·i··,n ~P uLt11vu <l1•l rexru ,'....:'. H . ..1rJI"i~11ezJ. 

Pnr:i. c·lasificar lus ~1stPn1as ('11 r_,nna ~!_o•n•·1 ;d !JI !Tll•'[ ,, ..,,. .. d--.·l_1e SPJc->rrionar 11n í'Tit~rio que 
perrnita dist1n~111r· d*~ 11na rn¡int>!-¡'l prt-ri-...a la:- ¡1!•..1¡•i•·•i.1d.-.~, _.,.-/,, r·~rart,·rJ~;tiraf;; q11p d,_..l.Je pvst"'eI" a 
fin dC" pud.erlu lllJir·ar dt.•nftu d.- ~.l. ,·1a~-dic;1ci1·,r:. !·::1 , .. ,,,. ,.,\'"'· ,.J crÍ!Pr!•.1 q11,-. :--..- p1·• .. J..t<1!"1P ,_ ... s t1Jrnar 

en r11enta las ra:acff'il::>tica~ q1~·· p11~•·1·:1 ;,.., _\/1 ,¡,fu-.. 11/•1/1 rr11it1ros .-rnpl•·ad•J'.-. ¡.oara desrriL.ir <·l 
rumpurtarniPntu (i•·l :--.!~r ... ~na 

L·n.:i. cla~if:.r-:H·iún <¡llt"' n"'s1dr.1 1itil >" .,i.r:.·:1" .. ; ··~:.l¡,¡,,r-••! n1·.·pif's d·· di>rinta i•·L1.rq11ía. (:•n lus 
cuales ~i:- \·a.'\·an inr!11:--·r.•nd'> n:¡t'.· _,. ni;í.~; t".'r ! ;1·r·1·.i:···, r '-'ll ··! ,,¡ .. ¡,.tq dP :·>••Úalar- •·l rtpl.> rh_• sisternas 
que son 1n1p1..1rtantt•.s en¡,,~, ••·.•11d1u~ d·· r •'11~: .. i ···--;1•·r·:.i:rn .. r:t•• ¡1aia •·l p,:nd1d1..1 Invr_•¡tidu. 

C'vnsidPran<l{, q11e r"'xi~t·.· 11n llni..-,.1~-·1 d•"' ·-1·.:••r::.t· '"n ,.1 q11•· ., .. in1·l11..-'"'n t1..,..-_!"s lus tíµus de 
sisten"l.:tS pusi b!Ps, .--.~ deri:-. lu·~ q11P t>'.--t .i.n H·p: •"·"f: r.1d .. · ;..1•)z· \ Iud"l"s \lat••n'..it ir1J~ q11e nu t ienC"n 
restrirriun alguna. una prirn(•r-a d1vÍ~!c)n: •· :,::•'d•· .... r.ii1l•·r·•·: •·n \_,a~;" ;d i"·:r1r·1pro ,¡,, ( '1LtL.'>flÍulurl 

el cual c-staL!r.•rr q1H~ tudu 1_·fr·ct11 •"''.-. sif•nq,1•• ,.¡ r•· .... 11.t.Hi•, ,j,. !l!!~t r-a11~•Lt. En .... ~r~1·.; ;Jalal.Jras, para 

que la salida <le un s1sf Prna c.H:Ü.Jir• t'S n,.c••:-.-i.1 ¡1..1 <j' :•· L1 .. !~' ¡ .ula aplirada lu l:a_!...~a 1·un anteriuI·id.::ld. 
Pvr lv t antu. '.•l sist Pn1a ¡_..1 ll'dP ... ,_.,. ( ·<l u.-.ul , ' .\ 1, f ·,, ·1 -..r:t. 

estátir._,s_ Lus 1Jn11Íllllt'ns :"un aq11r•il•...1S •'Il ;,, .. (¡1¡,. :.1 .d:d.1 ••r1 11n ~iPrnpu t d,.JH'!Hie d(' la *°"ntracia 
aplirada ,_.n Pse rni::.mu t it.>1npu _v r l''rnpu:· .1::t •': !<..1: ,,. • ... 1 •·pr·p~;rntan P"I" rnf.·d:u d·· •:.or11ariunes 
diferenriales u '""n difpr.-nrias. Cn ~IStPrna /-."d1i/:,·1· , ..... u¡1l•'l en P! qi;r_• la s¡1iiLi~1 .-.n 1ir1 tiernpo 
determinado d1-:-pende úniranv:""ntP de la ··ntrada a¡..1l:1·:tda r·:1 esr ni1~_;rnu f i• .. rnp1.1. 

Lus sisternas <linárni<·us se rlasificar1 •'rt d~·t•·I nuri:- .... r;.·u~ :--· nu <lt-tt_·:-n1inístiru~. de ar11erdu a 
s11s carartr-nstiras de curTc--Sµ•-.1ndf:-:1ci._1 1·rHrr L1> ,•zlfr¡ld~-..:., ..,- las ~alida:-. d-:"l sisrr_•:n::i. Lus 1Jc­
lt~rtnzn1: .... 1u·n . .., ~un aquellus en lus q111_• 1.1 --.ii1d.1 ¡..1:.,d1¡1·;d.1 ¡..11>r el s1sr•_ .. 111a d(_"pende .sulv de una 
entrada. es <lerir par;:.i dus ('ntr·adas dif,.!-••nrr·:-- h.dJ?·.i. ,f,,_, -.i.l1da5, y :>L' t.Jif'J>I"P:;Prltan ;.Ju! rrH"<liu de 
eC'tlaC'it....1nr.•s clifer·~nciales. Lu-o; .\"n /), lr·1·111:r11". .. /:r·11 .... ¡.-..,!('' ,•-.!.'""· .... r 1 . \111il1iru·,..,· .o.~J:i aq11Pllus en lus 
que la sal!cla prudllrida <lr_•pt•n<lr__,, de- 11na., n~Li.~. ''!":rr·ada::-. •"·tu i>s, al a~.1lirar dus u n1as f'C'ntradas 
distintas la salida .:o.era la rni.<:>ma. SP IP!..II"f''--'-'!lf.t!l jJ<Jt t•1·1¡;irJUilt..'S dif#_>l"t_•n<l.:l!PS q111:• inrl11yen 
funcivnr-_•s alf:'aturias _v/ u pr11baLilíst iras. 

Lus sisternns determinisru.s se> rl.'.l.!-iifi.r-._1n "Tl i'ªl .in11_•r I us runC'Pntradus y parárne·t r:us distriln1i­
dus. Lus si.st~mas de 1.1unírn1·fro ... ('on<·r·nf1,11l(!.-.. ·-•Jn <L<¡tl1~llus en lus q1it~ Pi núrnerv de '\·ariaLlcs 
que int':>r\·ir-noon en r_•l mud,_.lu ,.~, tlnit u .._- , ,. : "!JI ,. ..• ~nL'. !l l"diant e t_•r11:.H·iun(:""!:' dift•If.:-nri.:d~s urdi­
narias 1....1 er11~ri • ....1nes en difPrenr1a!::>. En ¡,..,..., :--.1:-,tPrna:-:-. d" l'rirrírn<·/ros /.)r.-.lnbrudos inter·viene un 
núrnerv 1nfin1tu de var·iables en el rnudt•lu ..,. '"'" r•~pt"'--'"I1ta pui- rnP-diu de eruac11.Jnes diferenriales 

µn.rciales. 
En base al µrinripiu d(_'° s1qJi:·rpc.J~icit.=in 1 li1:-. ~1:-.tPn1ns dt_~ parámL~t1·0s runrcntradus se clasifican 

en linea.les ~·f nv linr:"ales. L1..1s ..,¡~-;tern~!--. !~1111·r:l1 .... ..-111npl1·n cun (_~l prir:ripi<J d<:' ~;11perµusiciún y 

1EI pru1ci¡ .. uo de !·>11perp(>!"">ic1<:.n f'.~raiJ!t'l·.- q1H· !.1 .-.,,J1d,1 ¡11·1 .. ln• ida por 11t1 ~1st•·n1a qui~ lia ... 1do 1•xcitado por 
varias cntrud;.L~ ~irnult;;'i,nc.a..o; ,~ 1c.ual a la ~1u11a d•· !.L-. .... .J1~LL~ q111· prod111·" PI ~1:---t.-1r1a 1·unr1do :--e aplican la .... -; 
entrados en forrna 1ndi ... ·ic!unl. 
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se desrriben ron ec11ac-iunes <liÍt.."'rf:"nciah.•::o. u1d1naria: .. ( lL\·1arniPntr- }q•; ..._¡~,trn1.-:l~ .\"o /, 111 ,n[r_·.o; nu 
cumplen cun estt'- prinripiu. 

Lus sisternas linen.lt.-,s se rlasit-ican <>n n1ntin11•.1<.; v d1·,r1('fu.->. En i•.1.'• ~.J.':->tPrn: 1 •; ( 'flnlin1Io 8 las 
variaLles c¡11.-_"' intPrvienPn Pfl PI 111udelu "'in f1:n1·1.;1v". d1·] ! 1•·rnpu r1,.1nt1n11q, ••. , dt·c 11 ·. la. var·ialJl~ t 

pnrde tun1ar tudl>-> lu.':-> va! .... r":-. dt•l cunj1111Tq d·· !,, .. 1111n1•·ru·, !''.dP~; l'''"1t1v1.1s ........ 1•·¡.JtT·~1·nta p1.1r 
rnediu <lt.• t_•r11a1·iun1•s d1f,•11•nci.d•'"''-> urdina1 :as lin••:d•"-.. 1-:n 11)", '.oi>tPrn;1~; /)1.-,cn /1,.. .. J; .. ~, v:ixial.>lr:·s 

~un f11nciunes cfp tiernµu d1~,-p.~.,. ··~ d•·1·i1 ... _,},, p111·d·· •.,rnar v:d1Jff"S dt•l r·unj11ntu d'· lu':> n1·anf'i·us 

natur.:i.lcs y'.~•· rt>pr0st"nt.l. lHJr n1••diu d·· .,,·11.1.c·1"I1"> ••:1 d1f•·t•·11ria.•; lin"al,.~:. 

Lvs :-o-i5t•-.rnas runtinnu.~ :-.t• rLi.:-.1hcan •·n 111·.·;111:tnT•··- •·n pj T l"rT1pu .\" \·.1n.i.ntP!; .. :1 .-I tif.•rnpu. En 
lus sistemas ln1·uru111lr·s ,._,, , l f'tt "'!''' l•J', p.ua:111'f!c,, q1!•' intPrvienf'n ··n ,.¡ J!l•Jch•lu presentan 
raracteristicas Pstútira:- u t1ja:-. •·s d••,·1t. n•• d··p .. nd•·n ri•·! r1•·rnp•J y..., •• r•·pr···~-Pntan pur rnf"_~diu d~ 
t-•ruariunP.s dift>renriale· ... .,rd1;1a1ia~ lin•·.d···· 1·,,11 , .. ,,·ri,-1 .. nr··~- 1«,nstantf>s.En 14J'> si.•;t"rnas \'a.r1anlr.s 

En cuncl11siún. lu::- ~ ... l'-~t.-r11as qi11• :-•ni ri•· 1:;• .. :•·- ¡>:11a r:·:•"'.tr<.) '"'~~T11diu 51,.n arp1,.llus c¡i1e tienen 
las Sibri.tit>ntPS cararterí~tira<-:.: 'uu-.11/f'.-.. u'u11zrT11' , ..... ,¡, .'1 rn1.111· .... 1u·o.-., d1 p11rri11u~/n1 . .., <'01u:t~11.tnzdos, 

luit:alt:.">, conlhutos ,. 11t1'rl1·11111/1.., 1 n, I l.• ·u;u' 

1.4 TernlÍnología Básica 

Lus términus q11e s~ menriunan a runr1n1:.l1·11~n !•wt·lJ?l t"rupila.dus del texto [l. Oga.ta]: 

l. F'L.·11\''/:-t: Es un runj11ntu intc-rrelar11 ... nadu q11•• n.•a.liza una uµerariún detPrminada.. A su 
::\Iudelu ~Ia.ternát iru .--,,r_• l .. • llama 11~11aln1Pn~P SIS'rE.:'-..f.-\. 

~- (~()~V'f'}tJ)f .. ·\ /)( )}(: Es •_•l di~J . .H-''"5iflvu r¡1w ~ :i•ndp a P~raLilizar f.'"l si~tema 11sandu retronli­
rnentariún de la salida rnr-d1da. L .. 1 rr•spi•·-·~ra .. s <-:.Pnsil>le a µert11r·bac:-lunes externas y n 
Ya1·iariunt... ... s int.et·nas ele lus p.:-u·~irnt•t I us d1•l ~ist t.•rna. Es tu perrni te utilizar <"umponentcs 
relativo.mente in1pri.•risvs ~.¡ t'í'"CJfll~tnic1J.•, p~l~·a lugrar la exact1t.11d d(.-" runtrul r-:"querida en 
determinada planta. llJo~a q11e spr·ía in1¡>•J'-dJIP Pf1 11n t'<.Jntrul de lazo abierto. 

3. t.,:.\Il/ALJLl:J C'() .. '\"Tfl<)f, .. \/J.-\: E:;. la "anr1dad 1..p1,• ~e r'Jntrula µ.;u-a ul>ten('I' 11n desempeño 
deseo.du. 

4. l.':-\Rl.1/JL/:.: .\f.·\.VJ/>f,"f .. ·\f) .. \: Es la cantidad u ,-u1:.diri1jn niudific;i.da pur ('i runtrolador a 
fin de afectar la vana.Lle rvntrulada. 

5. Pl~RTlJRB.·1C'Jé)_.V: Es una ser1n.l q11e t11_•n<l" a :.i.fertnr adversan1ente el Yalur de la salida de 
un sistema. Si la µcrturl>ariVn se gPnf:'ra dentru d<.~l sist.erno.. se le denumina incertidumbre, 
mientras que una. µertt11·Laciún extf:"t na ~<~ .!..!,t".:'nrra fuera del sistema .\~ C"unsr.ituye una 
entrad.a. indeseable. 
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1.5 l\..Iodclos 1\..1.a.tcrnüticos ele los Elcrnentos Electromecánicos 
B<cisicos 

1.6 

.\1.-\."::i'.-\: Es la rant idad cit .... rnareria qu" t\t>flP nn í'lIPIT>•.1. Las vat ial.1k•s a~ur1adas run 
este ("lementu sun f11erza _v areleraci1_.n1. S1t ru111p1,na1nientu físiru esrá d,·finid<, µvr: 

clunde: 

,{-'_¡ 

dt -~ 

fm es la fuerza. que µnJ<lnrida pur l..i. :na~•a. "" ''!.Jl'ne al muvirniento de esta y es 
igual <.\ la fuerza exte1·na aplirada f .-n l.1~F,c> la ·F~1 rPra Ley d<."' :"e'\vton [ .. \.'] 

,[l..r 

tft".1. 
t.-•s la arelerariún dt? la rnasa ·'" -. 

rn : es el ,·alur qtlC" tiene la rnasa · ¡\.·,,· 

l .. '\'l~,}(.(.'/.-\: Es la pru1 .. iie<lad q11e ti.Pn~-..n lus r11p1·pos <le permanecer en su esta.do 
de repuso u de muvirni(•ntu n rnenus c:¡11•· .'-'P apliq111~ nna fuerza que rnudifique tal 
estado. Las ....-arinbles asuria<la.s run ,·~t··"' PlF·InPntu sun par y nrelera.ciün angulnr y 
su rumpu1·tamientu fisiru (•~t á d(.,finidu ¡.>ur: 

r, 

donde: 

~r.1 : es el par. que prudttcido µur la i1v:.•tri.:i. ~"' upune nl movimiento de esta y es 
igual al par externo aplicadu 'j' C•->n La:::(_"' ,..n la ~r1.•rcC'ra Ley de ~e\vton [ .. .'V · rn.J 
d 2 0 
dt-¿ : es la a.celeraciún angular a la r11al gira la incrria [rad/.s:z] 

.J : es el valor de la inercia fl<g · 111'.!. /radj 

Ecuaciones de Equilibrio 

( 1.1) 

(1.2) 

Lo. presente sección tiene la finalidad de ilustrar las leyes;-· principios físicos básicos que permiten 
establecer la expresiones matemáticas qu0 n.>lari1.>nan lu::> t..•lPrnentus de un sistema, en nuestro 
caso, del Péndulo Invertido. 

Primero se presentarán las er.11ncione:.:. para sisrerna.s n1ecánicos en general (tra.sln.cionn.les y 
rotacionales) y posterior-mente para el rnut uc ch_ ... CD. 
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1.6.1 Sistcn1as lVlec:inicos 

La infur·nH1ril~n aquí prt":'sc-nra<la ~,P uLttl\"J LunL11'•n d1• :~. Hudrig11.-.z'. 
Estns •:-ri1nriunPs se µlant "ªn run l..1asi> ··n la. 1· .. 1-.••t a L•''-" dí" :"\,-~\\·tun .v ,.¡ Pr inripic..1 o· .·\.k·rnbr;.>rt. 
La 'I'PlTPr;-i Lt_•v <h"' ~P'\Vtun •"·t&.-dJierP <¡1l" 11 l1'IÍ<1 nn·u;11 /1· r·o1T<' .... po111Íf· 1t111l n·urr·1ún ríe i.r11uzl 

111.U.<J1lllud pr•ro dt: .'>r·11f1tÍo c·u11l1n1"10. 

El pdnC"iµiu D'Al1_ ... rnbPrt PstaLilo_•rP <¡11•·. /¡¡..,, ,'·11 1·211 ..... 11¡1l11·r1rlr1.o.; a un 1·lr·1n1·nto. Jllltlo con la.:; 
J1u:r=a:-; <Ít' 11/t'f°('l(l, Jur11u1n lfll _ ... ,_ ... ,,.,llfl , 11 • r¡111l:l;r 'º 

Basri.nduse '-'11 Psta ¡,.>. >. Pn i>stP pt 1n1·:p1" -•• p11 .. d•·n plantPaI· las Pr1t.:1.riunPs dt.• Pq11ilibriu 
para Sistt.•rnas .\lt•r.:-inirc .. s ·r1aslaciunafr·..., ,... l{.,ra<"11_,nal.,o..;. 

SistenU.lS l\lecánicos rrraslacionales 

··s¡ tln elernentu .-\ t_•j•."'Irt> 11na f•1•·1~~:i -.. 1lJtP ~,tr1.1 (•lement.u B. este ejf_"rrerá una 

f11erza de ig11al n1ag;nir11d pPru f'n ,,,..1lf1d·~ <'•1nt!anu al elementu ..\.". 
El principio o· .. \lernL·~·rt .Sf:' p1 :P("f,. PXfJ! P.Sar sirnpleni.ente rurnu: 

' 1 

Sisten1as I\lec.<Ínicos Rotacionales 

La tercera ley de :'\"e"\vtun apliradn a esr us :--.i~t.-.rr:as se p11ede expresar de ln siguiente manera: 

"'Si nn elemento . .\ t:>jf"_•r-re nn µar sulJrP utrc~ ~lt..•JnPntu B. este ejercení. un par de igual 
magnitud µeru t:>n senti<lu runtranu :i.l f.•lPrnPiltlJ .-\·· 

El principiu D' .. -\len1b(:'rt se µuerl.e expn"'":o-ar d1.> la funna siguiente: 

')- ·¡; ·-- IJ 
• 1 

1.6.2 1\tlotor de Corriente Directa (CD) 

Debido a que el carro que sustiene el p~nd11lu :::,.p n111eve a través de un motor eléctrico de CD, 
se tienen las sig;uienr.es ec:11ar-iunes: 

1) Parte elér-trira: 

{1.3) 

2) Parte mecánica: 



1.6. ECr..; •• \CIQ,'\.ºES DE EQUILIBRIO 

snLiendu q11e : ¡.· -= ·r/ r 
entonrt"S ¡.· ~:-::: ·¡·rr./\",

1
/r. 

por lo tnntu /•' ·~ ¡,·,..11,·,,/r 

donde: 

!l..,.,,: es ln Resistencia de .Arrnn.duru ;r!j 
/.;rn: ips 141. Constante de Turq1l"-'" [.\' · 111 .·\~ 

/<{,,: es la CunstantP de Transfurn1ar:,~n dt> En~rancs 

r: es el Radio del EnbrranP de Salida :.111; 
F': es la F11erza aplicada al carro pur P} :nutur [.\'} 

v: es el '\\...1ltajc aµlica<lu al muten ~t·olt.-.\ 

l: es la Currientc de .~\nnadura [.·\111p] 

\F7 ri: es la \."elucidad .·\n~ri1lar d~l :nutur [Ul'.\f] 

'/~,1 : es el Turqne del rnutur [ . ."\' · 111 

T: Turqne de Salida [.'\' · rn] 

despejandu 1 de (1 .. "3)-y s11stit11yendu en la ec11ariún anteri<..>r se obtiene: 

/'\.-m h",, ---1·-
r/( m. 

f\,:~. ¡'\.·,, \ \ ·,,. 
,. /{,., 

17 

además se sabe que \\, "Tn 

cando: 
!i:L. X, entunres. !=;1lstin1_V(."ndo en la última ecuación y simplifi-

F = ¡..,,·.,.¡.,:,,. I' 

r Íll-rn 
(1.4) 



Capítulo 2 

MODELADO DEL PÉNDULO 
INVERTIDO 

2.1 Introducción 

En este c·aµítulv se ul.>tPn<lra Pi .\/orlt'ÍO .\/1d, 1T11i11rn dPl p.;n<l11lu In'\·r-rti<lu t.:lntu en Ec11ar.iones 
Diferenriales run1u t_ .. n el E.:-:;pariu <le Estadus Er1 ,_.'.--ta l11trudun·1ón sP n1("nrJ<_.,Jna la d'"•finic-ión 
de ~Iv<lelu :'-.laternúrirv _v :0;11 11n¡.>•1rtanr-1a ··n ... r an~ili~i:., d(' Sist~rnas de C'untrvl. El raµítu1u 
runtin11a run f:"l .\l<)(lr lo 1'11 ¡.;,·1uicio1u ....- /J;(,,,, "' :,z/, _.., d1.ndf.• se nµliran lvs runreptus teüriros y 

analitirus !llPnriun.'.1.dvs Pfl .-•I <·aµir 11111 ]J! "c-:·d··nr ,. I-:1 \ lu<lelu uLtc-nidu P~ >.·u Lineal µero se 
linc .. alizn 1.•n l__,¡1sp a las r·(Jndic1•>I!Ps 1>st.:tl1l•·rid;1'"- ;J.1:.1 h.H-"! P•..1siLlL· la sínt("'sis <it> 11n r11ntrolador 

lineal. 1 ... .cunu ,_.¡ .\.Iudelu Lirv•al cunl•J t•l \,",_. l.1n••ai -" P'41I)..!ar11zan µara 1rsarlus "rl la Sirn11laciUn. 
El análisis eferti:adu hasta t>~f{' p•1nt<> •"".~; api;1-·¡d_,Jp ~.lntu al C'untrul C'lásiru r·umu al Contrc.>l 
~Iodernu. sin prnLarg(.J, t.>n e:-.oft"" 1'dtirnu :-e I"q1u•·r .. q11 .. !.l~. 1•r11ariun-=-"'s ul.Jtc-nidas ¡Jara el .\It..>delo 
Line.nl se ~xpr~.sen f?n el Esp¡u·1<J d•• E-...,r ad(_...... E! pt, '""~·'--' ¡Jara I t•al izar dirhu rarnl-'iu se il11stra 
en la secrié..n .\Í<«Í1·l(I 1·n 1:·.-.¡iri.cr<J rl1· J:' .... tot!fl-. n .. n ••l r 11al ,., .n1-J1I.\."(' p} f'r*''~{·nt("' raplt1dv. 

La infurrnariún qllf'? ~e l-'H':"Pnta a r·unr1::'r.1c1•>n · •' .,(,r11vu de la.co; •J!n·a~ l. ()gata] _v [2'. 
Rvdrigu-:-zj. 

El .\/()/)/:..'/.() .\/.-\ Tl-.~.\f.·Í "/'/( '() d1_• 1111 .'""i1:.t,.:n~1 l)1IJ¡1rniru se ciefin<.' rurnu 1in runjunto de 

ec11ariuno<:?s qu,_~ rPpnc-sPnt~l !a din.::irnica <i,_•l -1. r•·:11.-i. 1·, ,z¡ ··x~1rtit11d. u al rnenu:-.. ra2unablen1ente 
Uien. 

Lus rurnµunentcs q1 ie alJ¡-u·ran lu.s Sist ._.rna~, d(• ( ·, 1nr r .... I sun muy cli vr:.rsus. P11eclen ser elec­
tromecánicos. hidra11lirus. n.-.11n1útirus. Plt_•cf1(~rlir·1Js. (.'f''· En ingeniería de cuntn ... d. en lugar de 
uperar cun dispusitivus u rumpunentt?<; fí•.;jr-1Js. ~··les 1 .. Pn1pl.-iza pur s11s 2\Iudelvs ~In.temáticos. 

l..-n sistema se puede n.·pr·e~cntar do:.__. rn11r!i ... ~.; rn•.Jdus dif1:·rent('S. y pur lu t antu puede tener 

m11rh0s ::\[ud~Ius ~latern;_í.tiru'.~, <lept.'ndit_•ndu d.•! tifJ'--' d·· !nfurmaciún qnc- ~e deseP runucer. 
OLtener 11n \Iudel•..J 2\li1.tP1núticu 1·azun.:-d ... h·1n(•JitP PX:artu de 11n rurruunent0 físiru es uno 

de los prublernas más irnpur·t antes ('n int!;.-..niPr·la dp r1,z¡t1·ul. Para sPr 1Ít tl nv <.fr•LH .. ~ ser· ni rnuy 
complicadc.i ni exresivamentc ~1m1_.Jl'-'· 

L-n ,:\.lüdelv .\Io.t.emri.tiru del.Je repI""'s.-nt¡u· l•~s asp••c·t1Js t.·~encialcs de tJn rurnµunente físico. 
Las predicciünes suLre c>l r·urn¡..Jurtarnit>nt•..> dP 11n --i>t••rna. l.>asa<las Pn s11 n1ude1u, deben ser 
ba.sta.nte precisas. :\.Iuchus si~t0rnas q11P p.:-u"r•·n >PI- difcn:-ntes se p11e<len reµrf;"sentar por ei 
mismo ~Iodelo ::\Iatemát.iro. 
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La dinámira deo mue bus sistt"inas ~P p11t->dP dr .... r1J!1n· "11 1 •;rrntnus d•· 1·cnari1.J:1•·~ di fPr<>nriales. 
Esas ec11aciuncs p11e<l<•n u1.Jtf?rH~t·:'->r:" 1triliz=i.ndu l.l:-. !t>Y•·~ fi":-1ra.-; q11,. iq.!,•'n i1n ·,¡~.;t••tna "I1 partir1tlar. 
Pueden ::;p1· las Lt .. •ves dP ::"P'\vtun para ~.1'.-.t••r11a~, 1n1·1·.1nic1J•, v la•.; L•_'\"I''.-. d•· l'-iirhh1,ff tJa1·a ~·,ISTr>r:1 as 
<'"léctricus. l)trn t ~~r·nira dt."' rn1 Hi•·lad1,1 p.:u·;:, -.:·.t "t11;1·-; • .¡ •. , ·11 '.•rn'"r¡inir·1>' ......... la rl•· tt1 IJ.<.J.-... <!"' ••nrrg;ia 

Siempre ha:-· q111_• ff'?H't· •.•n 1·11Pt1ta <¡1H' rl('<li:c1r 'tn .\.J.,1i•·i·• >..latP:n~itt<"1..1 raz1.n.1Llp ... !_~la parte 

n1ás itnpunantP cie tudu •_•l .i.n;i.}i~,is. l ·n.1 Y•·.~ .,\Jt .. n1d•, dF·hu HHJ<l,•!1.J dt>l •,j ... 1'-·rna .. '--P p11cden 
utilizar diversas hPtTarniC'nTa:--. an~liti•·a~, '- d·· <<>11:¡.111t.1.c: 1 -,n paI.l lugrar <.•l anó.li:-.!s .'-·la síntesis 
para rnudifirai· Pl rurnpurrarniPnt1.> th•l 1111~-1::••. ci•• i:n.l rr:;1.nt•ta dP~t_•arL\. 

:\t1ncpu~ l;i:--. tPl.;1.r1un('~ <~·· ••nr1ada-s;1l:1l,L (~•- :1:·:,·h·i·. < •t111p•J!"JPntt.>~~ ~·'JI> r.1J-~Ín,·al"s. nurmal­
ni.entc P...;,-..s tPlariutH•s ~..,. l1r1,_•al1z.u1 •:-n 1.1. -.-.-., 1nd:1.1l (i .. l .. ·. J.Jllnt1,':; d<· ••J.J•~r·:11·1q11. lirn1tandu el 
rang:1J de· las \.·ar!aL.1lc;:; ~\ val1,tPs i-'••qut•n1,:--.. ( )\.1-.·~d:::•·:.''"- '.1: ...... n;<.id-.•i•J. ~1r:••.d,. 

fáciles dp 1nane_;ar. tant•.J analíric<l.ll>PI1t» ~-··tn•1 p• . .r ¡·,,n~;.11:t.1.d1,ra. 

2.2 I\ilo<lelo en Ecuaciones Diferenciales 

• .n 1n1 ichu n-iás 

C'urnu c·nalquiPr si~tc-ma ("••J1:;;ta di' "~·rnp•1n•·:1t1H;_ ··l anali~i!j d(~l..1c- <"urnenzar run una de­
scripriVn rnat en1.;it ira de rada r(Jn1purh.•nt t>. l · :1;t '.'(•z q1tP "" ha PlaLur·adu iui. ~ludt:"lu ~!atemático 

del sistt.-..111a curn1..1letu. la fut n1a en qi lf:> •·l ,\!l;lil"-1~· -- 1 ' i >· ... ·a a caL>u PS indt.•J.JPndiPnte de si <."l sistema 
físicu e~ n<>11n1útiru, 1:-l•.~rt r·iru. rnerá.n1r·u. ••te. 

2.2.1. l\lodclo No Lineal 

Centro de gravedad del péndulo 

Se define IJ( t) r1...>n1.u el áng1 ilu q1 ie funna. la \.·ari 11.-:i J'P'."pPctu a la \.·erticn.l (ver ~1 din.brrama. de la 
Figura 2. l). c .... ;nu ~e d':-sen mantener Pl l-'·~ndtdl.) ··n PlJStriún vertical. se s11pune que el ángulo 
O(t) es peque!1u. 

Las ruur<lenJ.<lns dC'l rentru de brrnxed:i..d dt:> la n1nsa ,,, ch~l péndulo se uLtienen de ln. siguiente 
manera: 

X,;(/)= .r(I)-+- lsin(IJ(I)) (2.1) 

Vi:(l) = / <evs(O(I)) (2.2) 

I\lovirniento horizontal 

1) Ecuaciuncs de lus elementus: 

I" (t) (2.3) 

Ímr(l)= rr1 ,J'·,~;}I) (2.4) 
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2.2. l\JODELO EN ECUACIO:-JES DIFEREXC'IALES 

y 

X 
mg 

leos e 

X ºr-~~~-¡;;;;;;;;;;;;;3111 .. -=;;;;=;:;::¡---L~~-11-

''=u ~~ 
Figura 2.1: Centro ch~ c:1·a,·~dad del Péndulo 

2) Ecunciones de equilibrio: 

fmx 

IM 

Figura '2.2: ).lu\.·itnientu Hurizont3.l 

Lfr.(l)=U 
• l 

u(t) - hr(t,) - f,..x(I) =O 

f.\1(1) + f,.., (1) = u(I.) 

21 
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.f·' x,,.u l 
,fr! 

11 (l.) 

d 1 .r( I) ,(' 
.\/ ---;-¡¡:¡- + 111 .ÍÍ·:; : 1 (/)-'- I sin(O(t))] = u(t) 

Rea.lizandu u1.H:"t·acivnPs :-.· sir11plifirancl•_1 {.1 {/) ~~ 'L~1~11 ; .r (t) = ''~~~~n; iJ (t) 
.,,~~)·»): 

"":gu; o (t) 

(.\/-'- rn) J: (1) ~- 111/ruC.\I!(/)) () 11) 111/ sin(O(t))(O (!.)) 2 = u(t) (2.5) 

Hnriendv 11{!) /•'(t) en la eruac-iún \'..2.5) .v •.JI"~anizandu términos se uLtiene: 

1 ... :~1~;; 
r'Rm ·"'(!.)+(Al +Tfl)· J' (1)--'-rnlrus(O(/))· 11 (l)-111/sin(O(I)) (O (t))'' /<.'m !<,, -v(t) (2.6) 

rHm 

l\lovin"liento ll.otaciona.l 

La ec11aciún de muvimientu de la masa "'· en la dirr-_•criún y no se puede escribir sin tener en 
consideraciún el muvimientu de esa masa •_~n la direrci1.Jn .r. µur lo tantu. en lug:ar de c-unsidernr 
el movimientu *="n la direrriún y. se p11ede run~i<l•~ra1· ,_~l rnuvlrnientu rotacional alrededor del 
µunto l' . 

. r\.l aµlirar 11na fuerza u(t) al rarru. '-·~t(• la tran~tnit(""' a la masa rn del µénLiulv a través de 
la varilla. La rnasa del µénd11lu rearciuna cun nna fitt.:>rza i~11al peru de sentidu runtrario fm(t), 
la cual se p11ede descum¡ .. u .... ner ~n dus: f,,u~f) .v fm.,(/) . .--\.demás la rr1asa 111 también se Ye 
influencio.da pur vtra fnerza }-'que es s11 pf"su. C'a<la 11n4"\. de estas fuerzn.s (fm-rU). fTm1 (t.) y P) 
produce nn P4.\.R f'.."TI el pnntu F'. 

1) Ecuaciones de lus elementos: 

f.,,,,(t) = 
,{!)",;(/) 

111----
,f(l 

(2.7) 

[' TTl.'J (2.8) 

'f;.,x (l.) = f.,._,(/.) · rl¡¡ (2.9) 

'I~.,,,(t) = J.,,,,(l;) · <iJ: (2.10) 

·-=---
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2) Ecuaciones de equiliLri0: 

1¡.(1) = l'·d.r: 

d.r = lsin(fl(I.)) 

dy = /rus(O{I)) 

1 cose 

fmy; 
1 

p 
! 

.. 137---'""' 
/ .... 

1 sen a 

Figura 2.:3: .\Iuvirnientu H.uracional 

¿:1; u 
' 1 

sustituyendo (2.9), (2.10) y (2.11) en In er11ariún antc>rior: 

fmJ(t) · dy - f,,,,,(1) · d.r: = 1' · dx 

sustituyendo ahora(2..1), (2.7). (2.8). (2.12) _,. (2.l:l) s•> ubtiene: 

d,Xc;(t) ,,,d'}·,,_·,(/)/··1·n((J(I)) () rn dt' lrus(O(t))- di- ~ =rnglsin(Ot) 

sustituyendo (2.1) y (2.2) en esta 1"iltirna r.r11ariún: 

d2 .!'' . 
rndt

2
[x(t)+ lsin(O(t)))lrus(O(t)i - "'-:fi:-:i:/r.,s(O(l))jlsin(O(t)) mglsin(O(t)) 

realizando operaciunes ;,· simplifirandu: 

23 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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( 
d":z:(t) ··¡ .. , d'IO(t)) 

micos O(t))dt-:¡- +- ,,,¡- rus•(fJ(I)) ·•· ,,¡n ·(O(IJJ]--J¡,-- ··-- lll.'/lsín(U(t)) 

se oLtiene: 

•1,,in(IJ(I)) (2.H) r.,s(U(I)\· .r (!) · /. 11 (1) 

De lu anterivr se runrl11.vc- q11t:" rl .\/(J/Jf·."/,fJ .\'() 

ec11aciunes diferenrialC"s nu linea1Ps: 
l./.\°/·.'. t /. Pst ñ furmado p(Jr las siguientes 

{ ~-h;,;;· J" (1) + (.\/..;... rn)- .r (/) ·'- "''"'"¡(}(/\). 11 '.!) 111/>.in(O(l)l (IJ (1)) 2 

•·us(IJ(l))-.r1/) •. /f)(I) -•¡,in(O(I)) 
··(t) } 

(2.15) 
Es impurtante que rada ec·11arlún ~uJ1, 1t¡r·i:lY·' a 11na de las rnáximas derivadas de una 

sola '\~ariable ya sea .r (l) (~ (} (t) parn :-;11 pt1•,tl': i• . .r- 1:""ili~:¡icl1~n (•n la sirn11laciún; µur lu t.anto, 
multiplicandv l.:i sC"g11n<la ( .. ruar-il:.n d,- 1~_1:J·l JH~r 1nr·1J•:.(O(t)) .v n~ .. ~tandu Pl n•sttltado ron la 
primera ecuaciün se elin1ina 11 (!). Despit"'º· <i•··-¡1,.j¡1n(!•J _r (/) sP uLtir-nf?'; 

.r (1) = 
- ____ 1 .. -;:,1 .. j _________ . 

r• /( ... ( ,\[; Trt n1c·,..,·1•111 1 JI 
.r· :t) • 

1. ¡ f} --

;:,·~~{; 1 
.. ;;:~:'l-:H~(t-j). (11 (1 >)'..!-r-

---~-~;¡_ ____ _ 

.-}( • .,(,\[ 'Yfl ·T'l<"U:""!''f!))) 

.,,,J -..ir1\1l(r))no,.(tJ(tl) 
- ·-:-,-.~-;;;;:(Ul_tj) 

::\Iultiplic:-andu la pnn1-::•ra Pritar1ún C!" 

restando arnLus res1dtadu.s s.-. t:.•lirn1:ia .r 1 I) 
1 ~- r,=:i) p1J1· rus(O(t)) .v }.'."l. ~.:-g11nda pur (~\/ 

De-....¡J1It~~ d,_. ::::;itnplifi.car ~(' ul.Jtiene: 

() (l) = -"_~,-,-"-.. ~~.~~:~·."-.. ~s':;:, )~,-,--;;;; .r ífl •·· 
"•·-11,l•l(t))n.,.(1i(t)) 
.~.-;---;-;:~:(;"i(tj)·~ . (O (t))'~ 

1-.· .... 1-.· .-,.,..(o(t)) •:( '.f • rr1) N111<-Jft)) 

,-~- ~-~~ • ' "'. < u(t))-.\1----;;;¡ rl/(,,,(rr1n;-.~(u(t)} .,¡-,-n) ··(/\ ·-

En resümen se tiene: 

{ 
:1: ( 1) - ---~---~-~'.!.!:~j___ __ ---···. .r (/ 1 -- __ '_!__!_l~JL___ (O (/ !)'+ 

} 
r·H~,t .'.! <TI n , .. ~ ( •1( f) ) ) .'.! ni ,-.,,..•(U(t)) 

;-.·~· ¡~----- 1 ·(I ) '._''.'.~~~!.!~!_!__)) .-.-(U(t)\ 
rH. •• ,(.\f !rrl rn.-..,..•(O(t))) " "' •n•·•..,.:(U(t)) 

rj (1) 
r..·;,., h.'; .-. ... (ti(!)) 2·~~~~ (O (1))2+ 

r- l U.,.. ( rrl .... .,... (IJ( t)) .\f •rr) 
(1) -- '" ........ ~(ll(t)) - .\( 

~~ .. ,,..(o(t)) 1'(/ ) - _ ___!~.!.._.!__!_!.!}..:~ 
rl /(,,.\ rri n•,.¡-'(rJ(t )) .\f trtj /(rri ,.,.,... (O(t))-- .'l.[ -rn) 

2.2.2 Linealización 

+ m) y 

(2.16) 

Un sistema. es 1V(J LlJVl:,'.·\f,., .si no se le ¡J11ed•.~ a¡_.dicar· <-·l principiu de suµer·pvsicicin. Aunque 
muchas relaciones físicas se n~µresentan fn.•r11Pr1ternenrP pur ecuaciones lineales. en la mayoría. 
de los en.sos, las relaciones rE'nles nu sun li neak•s. 
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De h<"rho. un est.u<liu c11id.adusus dt> lu'..:; ~¡·;f Pn1.;i._-. f!L..IC'U:<:> inrlira <¡11'=' ni in k.1s ch~nunlin.n.dus 

Si .... tr11uis f~tllt alr•.-; sun n--alrnentP linenlt·~ •·n r:nq.!,•_..~..; d,. l>}'PI·aric.,n r,..st nng1dus. En la prártka, 
n111rhus ~istt_ .. n1.as t_•h"ct rurnec.:inirus. hích·a1d1rc '~~. llt'11Il 1¡1 t 1r·1 ,~ .. ~.·t r. <>st aLler• .. n rPi~H·1unPs nu lineales 
entre s11s vnI-iablPs. 

En genenl.l. lu!-; prurPdin1iPntus p;:lra "l1''1.1nt t .'Ir ....... I11r1•_..n,•s a prul.Jlen1a!'- dt_. !'iist••rnas nu lineales. 
son en PXtren1•...1 r1.Jrnµliradus. l)Pbid(J ~l •"'-ta riiíic1dtad rna.ten1átíra inlF'Tt:•nt(• :1 11.J!j sistemas 
nu linealt"5, a fllf.:"'nudu M" PIH"ltPnt1·~ rH,,., ... ,ar111 1nr1ud1w11· sistf'.'mas lineah."'s 1·1¡1111•1dt!Tllf:s µara 
reemplazar a lus nu linPalt.--.s. E:-.t.us sisr t>llJ~L· !1n•·:d1'L.. 1•q11:val('ntcs sun válidus ....,,_..larnent.e en un 
rango restring-idu de uperari«_jn. l·na ,.,..z 1'•n1·,1·~.1._1::<~.l :.l a¡>rr)xirnari(-:.n dP 11n ~·i~rPrna no lineal 
µur n1ediu de" 11n ).!udelu ).Iaternáticu i!nPal. ··,-. p1JP1!,.n aplirar h•.'ITnn1ientas lineales para su 
análisis .. ....- para el discr-1v de lP.\"PS <l<-" rvnr r•-'I t ••ali-..r ...lS. 

r\.n;ílisis 

Si hac:ernus que n11~stru ~istPma f11nri,..1n.-· Pfl la.'_• pr1_..:-,:in1ida<les del µuntu de eq11ilil.Jrio (O(t) ~O). 
y si las ~eüales intrud11ciclas sun µeq11(_•ilas. Ps pu~il.Jlf" ap1uxima1· <.•l sisten1a no lineal por un 
sisten1a lineal usandu las siguientes cunsic!_,--.ra,·1(1n(•s: 

11(1 J "" o 

() (/ J ""o 

sin(O(t.)) = O(t) 

rus(O(I)) = 

O(t) ·(O(!))~= O 

Para. LI::'S"EALIZAR el sistema se sustitu:ven estas considernciones en (2.15) obteniéndose 
entonces: 

{ 

K' K' K K · } ,::;,;.'- .r: (t) + (.\/ + tn)· .r (/) _,.. rnl· () (t) = ;if;;;" · 1·(t) 

X(/)~/.(}(/)= ylJ(/) 
(2.17) 

Así cumo se hizo en el sistema nu lineal. aqttí tarnLiP.n es importante que cada ecuáción sólo 
contenga a una de lns máximas derivada5 µara farilitar la simulación. Realizando un proceso 
similar se obtiene: 

{ 
J: (t) = - ,';~~;;:'., · .r (1) - 'W · 0(1.) + :';;,':;:, · r•(I) } 

iJ (l) = r~~~;;,~i:" • .!" (/} ·•- ·~!..·~Tl__:__r_:l • 0(1) - /~~;~~•~• • 1'(f) 
(2.18) 
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2.:3 I\;Iodclo en Espacio ele Est:aclos 

La t(."ndenria art11al t'n la 1ngf""'n1• .. tla dt• ·-,:·.T•'fll.l> ... , !1-11·1.a •u1a rna\-,.Jr r·•J:np!,•iidad. d1.·Lidu prin­
rlµaln1f•nrt• a Ius n·r¡11P11~ni•·ntu~ ... d1• Ll!•':L" 1·,,r!l;Jl•'¡,1·- \' d1• i1na lJll•""na }.Jzr-.r·~~,¡,· .. n. L1>s sist~rnas 

rurnplcj1..1s p11Pdt>11 h·npr· rn1-iiti¡ .. d1·:·, •·nr1-;1d,\., \' ::l':!tq_,;,.,, -,:d1das y ;:,pr· var·ial.1l•·s t-n ,_-.l riPmf-Ju. 
Del>!clu a la nece~:d.:\C! d,. af1unra1· l•.>s ,·,ul.1 \"••.· ::1.i:-. '·"\."•'?!1~ ... tt..•q11i:-..tt11~~ d··l ,·qrrq.>•.1:tami~ntu <l•"3' 
sist.t-""1"11.::t.s <le cuntnJI, al a111:-1f•nt•> •.•n ! ... 11 1'•1rn~1i••¡;.!.1<l. ·.·al f.ird a1·r(•.<....<> ;1 c1>n1¡11!tad•>I;is. la '/(·o­

f"ltl tÍ.r ('onln•l .\/(,ifr·rrt<• ,_.,. /:;l ••ri~~1d(1, 1::,.1 ·:;;:t ••!•' !••ll .1(i,.(·11ada pa!.--i •.·l t'•.•r:'r•..1! d.-· '->!SfPnlas 

run1µl~j11::>. 

La ·rt•urla d(_-> C'untr.,1 .\l.,d··rn<J ,·,,nr:.~"t.L r·,,¡¡ :.1 l'•'•J!:.~ r!·· ('onlrol ( '!ri.-.1-·n Pf1 q11.- la primera 

se apli("a a ~i~tPn1as d·· rn"dt1pi•·:--. •'rdr:i,t~,;.-, .1:1<!.l <¡11P ¡_,11t>c!en ·~··r lirv•.::dt>s u nu lin.-.•ales, 
vada.Lles u i11Yar·ianrt•s (•n ,.¡ :1 .. nqJ•J. n::•·::·;.1· ''.::•· i.i ''",'l:-:da sP aplica IJ:i~.;irarn,.ntP a sistemas 
lineales. invanant('S •:'rl t·l r: 0·n1p1..1 .v rt•· ·:r\.L .,:.~ •'!!'1.11L. \' 1¡na <..,¡jla .-.dic!.a .. ·\(l1•n1ás la Teuría 
de Cunt rul .\luder·nu f}S 11:1 pi 1,r-1>di:111•·n· •, '':t •·i d .. r:ur1J1, ti»! t Ír>n1p(J •>."·Pr:r1airn.-:1r ,_., rniPnt ras la 
teurín runV(>nciunal upcr-.'.1. 1_•n *'l durn1n1(1 :11·r·11··:~r·:al 

2.3.1 D efinicion.es 

• .\cuntinnari(jn ~P <larún al_L";"1H1d.~; d.-f-inirí .. T!1'::. q11P f1:1•1un r.,rn:::idas <h·l tPxt1..1 [l. (Jii;-ata y q11e son 
imµur·t antes para t.~l an.:ili:-.i~ rl·· 11111_·~~t r u ·-:_-r 1·11i.1 ''n ,.¡ l·>-pa•·iu de Est adus. 

l. 1:·~··;1:\/J(): Es el runj11ntu rn<is p1·(¡1t"!-1u <!1• ·.-;\f1;dJl•·~ .... t.'.l.lt.•s qlle .--.! runurin-iirntu de estas 
en t :.:...:: t >. runj11ntarn'='IHC run ,.¡ r·.,n•1<·1111iPnt•..1 cl1• la Pntr·ada par-a t =:? t, ele-terminan 
curnµletarnente el curn¡.H.JI·tarnienru rl 1.•I :-bTerna •·n 1·11alq11ici· t1Prnpo t ;_::-_: t., .-\1 tratar 
sistemas lin1:--alcs invariantr}s 1~n •_"l r ¡,_•rn;_HJ. g•·neralrnerHe se l..'srugC" 11n t it::"rnpu de 1-~ferencia 
t,, =o. 

2. l:-1Jll.·l/Jl~I-: . .., .. /)f·~· /·.:S1~\/)(J: Sun la~ \.·.111.d..1!"~ q1:t> .-·,,n.stitll_'\·C'n el «•Jnjuntu n1.::.is pc>queñu 
ele va1·iaLlt-..,s que detcnninan ,_.¡ f.:•~tadu d,• 11n '.,Í• 0 tPrna din:imiru. Si ~P n"qlli(-.ren al menos n. 
vn.riaLI~s .i: 1 . . r:·!_ .• r: 1 •••• J"n para. dt·~--;rt"JiJir ,.,,n1¡Jii>tan:,_•ntc el n . ..1rnp1,r·tarnif.-.nru de 11n sistema 
dinárnicu. entunres f.:•sas n. vaI"i;::d..1lt:>~ ~.,_..n 11n f"1Jrt_i11nt•-' df:' varia}_..Jrs de !.._"Sta<lu. Se pueden 
elegir cumu \-·a1·iaLles de ,._"st.:ulv va!i:_d.>1Ps q11e nu It.>pn-•st-:>nten mng;nir.11<l1.•s fls1ras u que no 
sean mediLles ni ulJser....-al..1les. 

3. i-·¡:_~(H/'()/{ /)/-,,' /:,'._'-,' ---¡:.\ /)( >: Si ~"' r'•q11ie1 "11 /1 '\:an<dJl~_·::> df'' ,._ .. ::;t adv par.:i <lc-!~<"x·i Lir rumpleta­

mente el rurnportamientu de 11n s1sr erna dadu. :-.e p11ede c:vnsiderar a esas /1 ,·nria.Lles como 
n curnpvnentf.:'s de un v1::•rt.0r J:. -r .. d \-·e1·t1..1r n:•ríbP t-•l nurnLn:- de V(:"rtur de estado. 

·L ECUA CIONFS /}fo'/, FS!'.·I ( '/{) I )[:" f-."SF l /Jr J: En el análisis ele·. esµnriu de estado se 
manejan trf'?s tipus <l,• vanables <·urn1_,1·enc.iidas Pn el mudc-lu <le sisternas dinárnir.os: las 
varia.bles de 1:11/rada. lns '-·ariaLle~ d.1· .-.rt!ul11 ...... la<:. v:i.rinLlc-s de ,·,..,fado. La r·(_"presentaciún 
en el espaciu de estadu ile 11n sist1_•rna daclu nu ··~ 1í11irn.. sVlu que la ranti<l;i<l de variaLles 
de estadu es Ja inisma µ.-::u·a rnalcp1it>r <Jt r·a 1·•·p1·PsPnt ari<..:Jn <lifcrenff''." f':'n el Pspariu de estado 
del mjsmo sistema. Las cr11ariun•·~ .!.-~··n•---Lll•·s lin··~di;::adas ,_.n turnu al µun.tu de uperaciún 
se definen de la si6,ri:iiente manera; 
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{ 
.r (1) o~ .·\.r·(/) >- f/'1(/)} 

!J(l)~·<".r(I) .parat::O:O (2.19) 

clundc: 

.r:(t) es el vertur dP Pstadu del ~1~t<>1n .. \ \.' , .. , d" di:n~nsiún n .. 

11(t) <''Sel vectur de entr·adas n.µlirad:\s al ·~1:-.tPn1a. ch• dimensiün r 

y(l) es C"'l vectur de !.->al idas prc. ..... dur1das pu1 t•l .._jst(.•rna <le dimensión rn 

.·\. 13 _ve_• sun rr1atrircs de rupfirientPs Cl1n~tantPs dt.:.- úrden nxn. nxr. rnxn y rnxr 
n:.•sµert1vamente . 

2.3.2 . A.n:ilisis 

Las térnicas <le análisis que SP apliran a r1J11tin11.a.ri1.Jn f11~·run turnadas de (2, Rudriguez) y sólo 
son válidas µo.ro. Pl sistC"ma lin("al. P'-.>l" ¡,, tantu paxtin1us d(" las c-c11arionc-s: 

{ 
r (!) __ 1::}._..J.~j__ r (1\ - \ffJ(I) -<>-fflf2:1·(t) } 

0.(1) ~ -;~¡f;J,;'.'; ... (~) - '!!__1~.!..'!J.f}(f} -- :;~~~;-~-:1·(t) 
Lo que se pretende es lle'\·ar el sisreni.a a la fun·nn. in<liradn ¡..1vr ('.2.19). 
Para expresar este nuevu sisrema <~n ,~l l:':··;J~ .. \ ( '/< J /)/-.: /·,'.';J"J:·t/Jf) se realiza 
Se define t:""l t.~sradu: 

[ 

.r, 

.r2 

.r' 

.r1 

Derivando las nuevas variables se obtiene: 

.1(/) 

·"·r ( 1) 
() ( 1 ) 

·~11 ( 1) 

[ 
_,:~ '=~ _,e;) l 

.J "\·- .J 1 

.r, =O (t) 

(2.20) 

lu siguiente: 

(2.21) 

(2.22) 

y sustituyendo (2.21) en (2.20) y est.<.>s rcs11ltnclus uütenidos en {2.22) se obtiene finalmente: 

¡..;,_·~K,;¡ 

r 2 ,\/ R.n 

.r 1 -=-~ .r'.l. 

'"'I • J:-l -
.\! 

1~·,.J<o v(t) 
""",. ,\/ R-rn . 
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Estas ültimns ecuaciunes forrnan t.•l '-'iStPJTH\ 1•n ••l ~"~p•H-:1.1 <le ,•stad._, dund~: 

.1:(1.) 
[ 

_,- 1 l f .ni )- l _,.,, l -' \1) 
.r,, J _, 1)( I) 

_,-, 11(/) 

[ 
, 1 

l 
r ' ") l x (t) 

.l.! l , (1) 
, , 11 (1) 

'• 11 (1) 

A-[~ 
(J u 

l [~ 
o u 

l _ K~K~ - ''"'!..! u <L2:.! (173 u ,...: .\.f U.-m -" o u l o o 
o k"~K.; o¡(\f IH!) () ª·12 <lt."l u 

r~·t,\.l u~ -~-

[ 
() 

l [ 
() 

l {~:.~:.'. {~....! l•n 
/J ,. \J !~ ... 

tl () 

-~:.·.!~..J_ ''11 rl\!I•',,. 

y(t) [ _, , ] ~ [ _z:( 1) ] J .. , 0(1_) 

(__.' [ (\ u () 

~ ] () l 

11(1) -= ·-(1) 

En bo.se a lo anterior, el Sistema LinPal ::.•:- p11ede PXpresar de la siguiente mo.nern.: 

i: (t) =a,,- .z: (1) -,--- ' '"' - 0(1) + h 2 1 • v(t) 

0 (1.) = '1n· .1: ( 1) --'- d 1:1 • /J(I) + /J.\I • P(t) 

y el sistema ~o Lineal rumu sigue: 

o (t) 



Capítulo 3 

PROPIEDADES ESTRUCTURALES 

3.1 Introducción 

El µr-esente rapít11lu iln~tra las l 'ruptnlatit s /:' . ...,/nu·/ und,•.-; del Péndulu Invertido tales como la 
EstaLilidad. la Cuntrulabili<l"<l .v la ()l;s•.•rval;iJidad. 

Las l'ro¡nnirul1·s /:: . .,11·ucl urnl1 · . ., defint.:>n la5 rarar·t,-•t-lst iras del sist<>rna. es decir si este es 

Estable. C\....1rnrulal.1le y ( )iJ5PrYaÜle. Pu1 :--irnple tJL:-.<>r'-·•v·il~n s~ ~alJP '1111" nut?stru sistema es 
inestable-. sin ('rnl->.;.u·gu ~< .. d•."n1u~,r r·ará PStP hPr'h•J "rl l~\ --.i.~11i•·nte serri(~n ( /:',...,faln!trlfld) 11sando nn 
:\Iétodu ..-\nalítiru .'' 11n ~If~tu<.!u ch,. Céor11¡_) 1 1t~J. T;1:11l.>11•n ~t· da1án lus 1·eq111sit.us para esta.bilizar!CJ. 

Para diseñar· <:>l C'untruladur rs. indispt·nc..a!,l"' q11•• Pj -l<-.TPrna r1nr.pla. run las raxartPrÍstiras de 
cuntn...1laLilidad. Est,...,. aspertu '.-'"analiza (.•n la f('l'''t¡l ;, .. (·r1•~n ((~<•nln•lnlultdud). Si fe..,.! sistema es 
runtrulaLl,__ .. ~nt<.>ní·~..:; S"-' p11ede , .. vntinu.:ir n_..n •·l dL~t>i1\_J d··l :,i~t(•ma d(• runtr·,Jl. f'Il rasu runtrario 
será nere~at iu r"'.>l ~an1zar nia_•Yan1Pnte Pl :~1u<i••k_.. 1nar ··rnút 1cu. 

A.l igual qne t.•! c·unt n_.1la<luL (•l (JL~''l"\':-t.dur .-..e p•.>dr.r:i cii::-,··ilar dPSf.>ll(~S d(' dPmu:::.rrar analítiramente 
que el sistern¡i, curn¡....le cun la::. raz·artcrl~-t :ca.'> d" ._..\...1:-PI'"\·a!Ji!i<lad. Est1.> ~P d1s1·1trP Pn la rtlarta 
secriún { ( )/Jsc1-1·uh 1lulatl) d,.l pr~sPnte ra¡J1-r 11 l• i. 

La EstaLilidad. la Cuntrulal...1ili<la<l :-· ia <.)l.>.-..PI"'.."al.>1lida<l ji1egan 11n paJH"l n111.Y importante 
en lus sisten1as di"? runtn...11. _va c¡11c inclir:tn "! c.uninu ad(•r11adu en el diseñu dp In. /_,/:'}-' /,)/.; 
CONTROi.. 

Tal c0n1u ~'-'ha v0nidv realizando d1u-.:u:t•_~ rl .. d•.i •·! <lcs.ttTullu del µr·esent.e t1·aLaju. tinicamente 
se indicarán las <.>J..Jcr·arivnes a r·roalizar .\. St'.' c.·Lu·.:in lu~ 1 es1iltadvs finales elirninandu lus procesos 
intermedios. T,_,<lvs lvs rálr11lus !'>un vrrifiradvs 11~.andu la rutina currespuncliente. puesta a puntu 
en AIATLAl.J. 

Las técnirn.s de análisis de las ¡_Ji·upif:'dadt.,~i '•:-,tn1rt1n.::des del sistema. mvstradas a cunrin­
uo.ción sun material estándar <-""n la lit.erat11ra d .. C"1Jnt Iul .-\11tumátiru (Yc-r µvr ejemµlu las ubrns 
[l, O gata] y (2, Rudrig11czj). 
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:3.2 Estabilidad 

:~.2.1 Introducción. 

L.'1. ra1·ac-tt>I {;;tira IT1~i~..; 1111p•Jt tant•• d.-1 curn¡1u1 r.u11i1•t:t11 din;irniru d.- un sist~·rna de c·•Jn.t.1·ul ,_ .. 5 la 
f"..'_..,f11lulrdatl \h..,0!1du. 1·:~ dec1:· ··i , ... ¡ sic.t('f!' •. l , .... , ..... , alJl,. •J ltlP!--t ablt."'. L·n sist•-·rna d.P runtrul Pstá en 

(•quiliL1 iu ~1 l.:i. ~.-dida p••t :nan,_•c(_"' Pn ,.¡ rn1.-.n111 1"-t.td<, f'?l att~o:-nria d~ r11alq11ÍPr l>'''TT 11rLariún u 
Pnt r:lda _,_. .1.dt>1ná::-> t":> i•st ri. l.Jl1_• ..._¡ Lt :--:dida 1 ".!..!;: f"·a ••\"••::t 11aln·:••nt"" a ~11 PL.,f n.du ch• 1•q111liLJriu r1 1andc...1 
,,,¡ sistC"rna !'--P ~·>nit_•tP a al!.!_"11na ¡>•'tt11d.J;11·1.~n. ~1 !.l -ai1<1.l 1i .. l !-•ii,tP1nn u:-.rila ind,.f1nidatnentf">. ~.,. 

dirt:-" qll( .. Pl ~1st1"'rna .-s n1aq . .!;1nalrn"nt,. , .. ~.d1l•· :--;¡ l.l -.i:1d:1 diYPI)~P !'.-\!\ lírnitP. ri.- ~, 1 P.-.,ta<lv <le 
eq1tiliL1·iu 1·11.1nd1J (•l --1:,f••n:a •,11f11• a~g11:l.l ¡i•·1t·:11,.u·;,,:: •· rl:(·p qilP ,.¡ si~t ..... rna f'.·, :n.-.'.ta\,lP. 

T .... H.lu :0:1..;.rPn1a d·· <'1Jrllr•1l dt•i.J•' .·•_·¡· •' • ,,;,;.. i·.· 1¡:¡ ¡.-.q11l'.""·l'u !.J~i..·,ir•.J pata c·11;dq111p:· fi.:-1 

p1-.:irtiru ... \d1·:n.~> d·· l.. 1"·!~l:,,;1d.l1i .l'·, .. ,· ~··:~; 1. e~•· r·.,nrr,,i 1!Pt.J•' t•·n"t 1!na ~staLil­

i<lo.d IT·lari-..·a 1azunal.Jlt.•. ••·..; <i••c11. 1.-i. :1· :1•11·,·.~ •i··~_,,. :r:•r~ttar 1~n ;l:itc,!t1g11arni•.,,nt•..J adPr11ncit..J . 

. ·\.sinlisrnu. la Yt>k.Jric.l.:i.d d.P !f':-.!.J11e.-..:td <i••\,, .. ,,.: :¡1!i1•Lt ._. ,.¡ !>f•·rna d" r···nT1ul dt-Lf• ~"1· rapaz <le 
i·ed11rir lus PtTutP-;; a •~·ru u a ~tn • .. ·al1J1· :i•·1¡':•·:," r<)i•·:.1i,J,. ( 'i:alq11:•_•1 .. J:·'•'rna di- ,.,,!lt!·,,l p;:ira ~er 
útil d('be .5ati~Li.c(•1· P:~Tu.s t••cp~1~1t1i~ . 

3.2.2 ...-'\.núlisis en el Pl~u10 Co1nplejo 

La /:.,'stalnluiurl <le 11n sistexna ltnP;d (_h_· la~:<J <'•'11.ui<J cp !.J11f'I_~.~ dete1Tninar pvr la {7J1nirirín clt: los 
F'c~lo . .., <le lazu c•.•t-ra<lu en •·l ~.Jlanu :··i. ~: r·11ali¡11;»1¡1 d•· ... _.,.., pulus c·p1Pdn '"n t>} ~t·miplano dex·e­
rhu rPt-rndu ch·l pl.cinv .• ... ;_ al ~1.:.ln:,..r11rr:1 pi •:•·?niJ"· :.1 t•"-¡~11e~ta transitrnia .::1.1nn~nt.a en fvrma 
m(:,nutuna 11 •.J~r-ila run .. unpl:t1Hl rr-('c1c·n~.-· E .. t!i :•·:n•"•"Iita nn ~istP:na irH·~t."l.1.JlP u xn.:irginul­
rnente estal.JlP. p1...1r lu cual n1..1 ~·-· adn1itt·n ¡i,,l,J.' ··n ··'. :-•·:n1planu <lerrrh1.J rt~r-radu d•."' ,--,·. Si tudus 
lus polus de lazu rPr-radv q11(_•dan a la izq11wr da (!.Pl .. 1 .. Ju· r·\ ~alqaier n.•.sµ11('sta t ran;:;i rurla alcanza 
el equiliLriu. Esru r·epte~cnt.a 11n ::::i:-::;tPn1a t>:-t;,i.i;l~·. 

Que \lfl ~isterna lineal s<.'a t."'.-';tal>lt• u tr-;,P'.-tal.JlÍ' 1·~ 1;r:a p1•.1;Jlt>(.L.l.d d('l •_,ist('rna 1.•n ~:;í ~- nu <lepr~nde 

de la entro.da u f1 inrilJn f:"xr-i tadur·a <l"l <..;¡ -t .,n:a. !., ,~ ;>• ,;, ..... d·• la ent r;i.da. u f11n•i• ~r". r>Xr1t:-i.d ...... ra .. nu 
afectan la pn_.1piPci..:l.<l de PstaLdida<l c_i,.l ·~1'-ter::a ·.- ·-· •!" ', 'r~T t il.111:.:rn a !1,~ tr··! xn1:-:1,:<:~ d•." rr-s;..>11esta 
en esta<lr..» t::"!'.'tar:un.o.l·iu de lJ. ~uhH-il.Jn .. ·\ .. í . ._.¡ ¡1:•1Ll1•:n.i. t!•· '":-::.i.Lilidad alJsuluta pn•_•de resulverse 
fácilmentf? ~¡ nu :-ot:> ruluran p1_.1},_.1s d(" lazu r·f'tta(!<.J •'Il •. ; ·Pn1iplanu dr-n.•rhu .. ni ~1,Ln:> f7'1 eje JH' 1 . 

El sülu lv.•ch1....J <le qia• tu<l•.J~ lus }Juit.JS <i•· i~i.~''.<' 1·1·¡ 1:i.d1J q11eden Pn t•l ::-.t>n1i~l.:::i.r1t...J i;.-:qnierdu de~..,~ 
no garantiza raracteristicas de P'SJ..>111•:--.ta t1an~1l1.J1·::i. ~ar1~~farturins. Si ha~· pulus dP lazu <errado 
dominant.es'.l rum¡.Jlejus cunjt1ga<lus rcrra di>l •·.;P .1u·. la tPsµ11esta tran~ituna t_.11v:-cie presentar 
oscilaciunes exresi-..:as u ptiede !:-er rn11.v lr>nt ;i.. l..,u1· iu t anru. para garant iza1- rara("terísticas 
de respuesta t.ransitu1·ia rúpida. a11nq11r• \Ji1•n .lrnut r i_l1;11ada. es nc•esariu que lus pulus de lazu 
rerrndv del sistPrna q11cden P!1 ttna zuna d•·TP!n1inad:-t d 0."l planu cvxnpl~·jv. 

);u s.i1:"rr1prt.• ••s pu~iLl•-:- t••n•·:· t>l patr•~n ci» !,,,¡,,,:->'··••'!u~ cir:-1 sísterna. pur lu qt!e t.'~3 necesariv 
r.unta.r cun alg11na t1~rnira nv·diantr> la r'l1al 0--1· p11,•(L-i analizar en funn.:1. 1·.-ipi<la .v sencilla la 
---------------~··----1 :\lntcrnnt1c-oun••ntc ¡,, ..... p(>\1) ..... (l•· \a:;n "'·rra<i•• --••ill·•·•·l ··1•· ¡11· 1>t1ui1H-f'll osc1lac1<H1•~ cu;.·a ar11pl1t11d no n.urn1~nta. 
ni disntinuyc con ~·1 tu:rnpo Lll \Ir.-. ,.,L.._,<,,... pr;1• 111·••- •l<o111i1· )¡,n· n11do, la ;u11plit11d d1· \;.L..., 11,...c1laci<>Ilt~ ptK"t.lc 
uuntcntur a una vc:locidad dct1:rrnu1ada por,.¡ :11· .. •·l el•· p• >l •·11c1a .¡,.¡ r111do Por lo tanto. un ,...¡,...tt>111u de control 
no debería tener polos de lazo l.·1-rradu ~obr•· ··l •·1•· .J !l' 

:iLos polos ch! lazo cerrado dor11111au1 (~. c·o1nc, -..11 111>111i ir•· lo ir11 iu·a. tlo1nHH\ll 1•! cornportan1u·nto de la rcspue::>tn 
transitoria del s1st.e1na. 
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estabilidad de un sistt..•ma. Pu1· utru lndu. si s•• rur11..1crn las raíres q11e snt.isfaren al µr.1linumio 
c-arart.eríst_icu del sistema. ::;P p11..-...de <letrrrnin:u ·-i , • ....,tP .,~ u no P~tnble. Este rnPtudu pttede s(•r 
cumµlicadu si el t~rden del µulinurniu t•s ~rnndf• ( rna.v1Jr d·"· :~) de-bid() a que es nPresaric.> emplear 
;ilgHna t~~rnira rn11~· rc>rr1plt:-ja pa1·a , ... 1 ndr11l•1 dt• L1·~ 1a1°c·P~ .. peru afl_irt11dn.rn ..... ntP art11almente la 
rumpttta<lura nu~ ahu11a P~tP trn.Lajt..J. 

En nnestn.> ra~u. t•l ~i,.;;t(•tna. st:•r:i EstalJ!t• ....,¡ v ··•Jlan1Pflt,. sl lus '\/alurPs Pru¡..1ius <le la matriz 
... \ sun ntl.rnen..Js cun1µle.ius <lJl1 parte- n•al n•·.~at 1va. 

3.2.3 Aniuisis del Péndulo Invertido 

l\Iétodo Analítico 

Para ~irnplifirar las uµP1·ar1unf_•:::; 

salida a 0( t) ( µusiri<Jn del pt.~nd1:.lu) 

S\l}J•.Jrt•' '-~it•' ··l ~i-...tPtTJa tiC'ne rurnu t:ontrada a 
y P~! a (!t'finid•.J !J•Jr !;,s ~r1ttv~ioncs siguientC's:~: 

{ 
(rn ~- .\/) .-' 11) • rn/ (11/) ·~ 11(1)} 

.1· ( t ' - I n r ! ) ---::- (¡fl( t ) 

11(1.) y como 

(3.1) 

~lultiplirando la segunda t>ruariún d('l :-1-,t"tn:i l-S .1) pur rn .'-' restand0 el res11ltado con la 
primera se ubtiene: 

.\/ .r (/ l "t I 1 rr1<¡fl( 1) (3.2) 

Para eliminar .i: (t) rn11ltiplira la pnnv_•ra. f-.r11ari<~n de (5 .1.) pur .\! y la ecuación (3.2) 
por .\[ + rn y se restan arnL.1as <..Jbtenién<l<J~P: 

.\l/fi(t) - ( .\/ • rr11yiJ(I J -11(1) 

Aplicn.ndu la 7Tn11.o;fvrrruula 11<: /.upl111·<· a ••:,ta 1"tlt1.-na. er11aciUn y fartorizando 0(.-;) se tiene: 

Por lu tantu la Funciún de Trnnsfc>renri;:i.. .... ~;· 

IJ(s) 

U(<.iJ (_\f- .. ·rll)_r¡-.\/ls~ 

Para encontrar lus vulus se igt1aln Pl denutnina<lvr n rPro: 

Resolviendo para s se tiene: 

s = :::::vl<.··r<,r,">" 

(.\/ ·'- rn )y -- .\lis"= O 

De aquí se observa q11e lus pulus sun: 

= +J(.\ft-Pn)q 
s .\/l 

_ -J(,\./+Tn)q 
s - ,\fl 

Como el primer polo es siempre no nego.rh·u. se r.oncluye que el sistema es INESTABLE. 
3 Esta.s ecuaciontS corresponden ~1.l Sistmnn. Linc.alizadu donde no se hu. rcen1pluzu.do u(t) por [·-.(t.). 
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l\létodo de Cór11puto (l\IATLAB) 

... \µartir d•• e'-' tus znurnentus, r I·aLaja.n-•n1u:-; r-jJT1 :111•· ;TI (J ...,¡sr 1•rrul nt ilizan<l•> •. ¡ :\.lud•.•lu en Pl Espariu 
de Estadus ul>tC"nidu t•n el rapítu!u ant1•t·i.,r-. •·:~ d··c-11· 11'.,tndu las rnatrin·~-. .·1. /J y ( '_ 

J=>.n.ra :-;ai.Jet· d\~rtdP t'!--t .in l•1s pulus dt>l .¡ --.t t>fl1;l ••·, n•·<·1• ...... tI tu Pnrur1r raz· !11~ valu1 P'-' ¡..1rupius de 
la rn.:itriz .·1. ~·stu s~ }->tlPcfr• ¡·.-..alizar fariln1P?lfP 11 -.tnd,, .\/. \ /'! .. -\ JJ dP la --11.!,tll'"TltP rnara"i·a: 

1 )Intrud11rir la n1:1.triz: 

:::->>.·\--c-':,ú l O 0:0 "".!:.! 11:.n 0:0 o n 1:0 ,,L, 11 1.1 u· 
'..!) Obte-nt""'T l1_.1s \·alvre.s p1upiu_.., dP 1:1. znatri:.._: 1·un la ·-il-!,11i1_•nt(• 1nst111rri1~n: 

:::--..>,·1.1¡~_ \) 
En 11\Ic>srro r;i.~u prim~ .. ru P_it."r11tnrnus 1•l ¡>:<•c.',J.l::1.1 ¡1nrr:rn <jllt.' runfif.•np t•...Jdu::. lu~~ v~durcs fisicus 

<le lus paran1f?tn..Js drl sistPrna. tnk·s rurnu ,, ... \/ I /,.',., ··tr. Dpsp1H-:Os s, ... f."j<.>r11t41. PI programa 
.-;1 ... tt·11u1 qne <""Llntienf? las rnatnces .·\. IJ .v <. • l· .. 1naln11.•nr1• '.~" •..JLt:t~nPn l•..JS valurPs prupius de la 
rnntriz .·L Tvdus estus pusus sp PjPr1itnn ,·.;rt1.•J "'' nlllf"'h;rr·a 1•n !a Fig11ra (:Ll): 

- [1;~A~,Üin C~l~~-~~~1(1'._~q 
\".!'indovJ"s t lelp 

.. para11 
,.,, ~i~tQma 
•• "ig(A) 

ns = 

G 
-17.3344 
-3.7326 

4. 1836 

Figura 3.1: Ejecusiún de :\I.A.TL.-\B pai·a ul.Jtt_ ... IH't lus \:alures Prupios de la matriz A. 

Observam0s que las 4 raíces uLtenidas sun n:."ales. siendo dos no negativas, por lo tnnto 
concluirnos que el sistema es JSJ:'S"'I'.-\ JJJ. lo". 

3.3 Con.trolabilidad 

3.3.1 Introducción 

Se dice que un. sistema es ('onlrolablc en f;"l tiernµu 10 ~¡ µur medio de un Yector de rontrol no 
restringido, es posible transferirlo desde c-11a.lq11ier estadu inicial x(t,.,) a cualquier otro estado, 
en un tiempo finito. 

Considern.ndo el sistema en Espacio de Est a<lu desrri tu por las ecuaciones siguientes: 
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{ 
.r: (1) '" Ar(I) + /Jr'{I) } 

!/( 1) " C.r(I) 
(3.3) 

se dice cp1L" e.:; dt.-- Pst ndu cunt rulable en I --~ 1., :,i 
rcstringi<la que pne<la transf<_•dr 'ln (•st;Hlu inirtal 
tiempu finitu L, < I < t 1 • 

i>t,si\.Jle rontr11ir Hna gc-íial <le cuntro\ no 
Ptl '·11alqllier t:>stndu final en lln intervalo de 

El sistema <l.f.._.Srritu pur \:\S r-:c11ariun1_•5 (:\.:~) P!'. Cqf1t l•J\n.Lh.· si '>-" S(J\a.m~ntr si lus vectores 
11 .• ·\13 . ..... ·\" 1 B sun linenltnente inde¡.wn<l1••tltt-~. \u en.al ,.s eq\livn.lente n pt."'dir qt1e ln mntriz: 
.\/ = f H .·\H .. \n 1 /J 1 ~(."'ªde ro.nµ;u ,,_ L .. l. 1nat11z .\/se denumina 4\l11.t1"?= rlt: c~ontrola­
bilida.cl. 

3.3.2 Análisis del Péndulo Invertido 

~uestro sistema será runtrulable si sularnt:nt (' ~i; 

rnru¡o([ Ji .\Ji .\°1 /J .\"JI j) = 4 

Sustitn:vendo los Yalures de lus µanitnetrus \P..:.tú.n ••ne\ apéndice) se tiene: 

A= l ~ l) 

11 - lfi.;-;~:15 .-.1.01:1s 
o () 

'27.G77~ '.2:~ .. \:~:25 

13= r :i 
7~~~ 1 l -6.1.).11 

realizando operaciones 

l 
:L777'S 

l Al3= 
-6:3.782·1 
-6.19:11 
10.\.5612 

l -6:1.78 1 
,\"" H= 

11 ü-l.82 
104.56 

-1910.-1;-; 

/i.313= l 1104.82 

l -19125.23 
-1910-48 
:1:1029.25 



C'.\PiTL'LO 3. />IUJPIEDADES ESTRL'C'TL'RA.LES 

por Ju tanto: 

Al=[ 
o 

:!.777'S 
l) 

-1;.1:1:11 

;¡ 777:--. 
--<->:1.7~:.!' 

-· t>. i ~r~ 1 
10 l.,-)() l '...! 

():L7'S 11().1.S:! 

l l !IJ l.:>:! -191~5.'.2:! 

l IJ l. ~,fj - W l U. IS 
·· l!JllJ .. IS :~:30~D. :!5 

El rango de la n1atriz "n .\l.·1'/'f .. \IJ ·~.- •.JL>ti(~np r•Jn la siguientC" instn1rriún: 

>>ni11k(.\f} 

Ejecutnn<lu :\!ATLAB '" ti•,ne: 
>>m11kf.\J) 

De aquí se conclu_\-·e que C"l sistema es ( YJ .. V'/'R(JLA JJ/.,/~ .. -

3.4 Observabilidad 

3.4.1 Introducción 

Se dice q11e el sistema desrritu pur las Ec11ari<Jnes (:~.:3) PS completamente ()h.o.;er-r.•ablc, si cada 
estado J"(f,~) se p11ede determinar a pastir de la uLs(•rvac.iún de y(t) en un intervalo de tiempo 
finitu t., ~ I :S t 1 • Pur lu tnntu. el sistema e~ rurnpletnrnente observable si cada transición del 
estadu aferta evPntualmente a rada elemfC"nr,_J df.""'l Y('rtur de salida. 

El cvnrcprC> de ()h.o;cn·ribilulad es 1itil al lf:"'~ulYP1· p[·uble1nas de re~vnstniir variables de estado 
nu mediLles a part-ir de utras rnediLles en el nv.~nur tif:'•rnpu pusible .. -\demás. Pn la práctica~ el 
µroLlerna que se r!(;'n(' rvn €"1 runtrul de r~tr1Jali1n,_•1HarÍ• . .:..n <le estado es q11e algunas Yariables de 
estadu nu sun arrcsibles a !a mediciún dirPct a. ¡ .... >l ll~ c¡111.· se r<>q11iere ..-~~timar esas variables de 
estadu nu rnediLlcs a fin d~ runstniir la~ ·-Pr1alP~ l!'.' cunr:·uL 

El sistema desc:riru µur las Eruaciunes (:L:;_) t·s r·1Jrnpl1•t.:1.mt:>nte ubsf?r"\·aL!e si _v solamente si 
la mo.triz: 

e 
( '.·l 

C.l" 1 

es de rango n. Esta matriz _se denvmina ru1n11n1n<>nte .\latri::: de Oln;t-~ruabiliri<ul. 

3.4.2 Análisis del Péndulo Invertido 

El sistema será observable si el rango de la ITI.:l.tt·iz .\· es igual a --l-. A partir de los parñmetros 
del sistema. se tiene: 
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..\= [ ~ 

y i·enliznndo vperaciones: 

C:\ 

- l6.Ss:l5 
1) 

:.!7.077'~ 

[ u 
= u 

u 
u 

() 

u 
-.1..'l1:1s 

u 
:.!:L 1:125 

() 

l 

u 
() 

IJ J () 

IJ 

J l 

! l 

CA2 = [ g -1G.ss:i5 --1..Jl:JS ~ J :.!7.677S :.!:L.J:j~5 

Por lo tanto: 

u 
o 

iV u 
= o 

u 
u 
u 

usando :\IATLAB se oLtiene: 
>>mnk(N) 

an.s=4 

2S5.ü5l!J 
--t67.:!!J~'1 

u 
() 

1 
() 

-16.SS~l5 

:!7.677S 
285.0519 

-467.:.!!JS2 

7G.:.?00-t 
- l :2-1.9:1:¡5 

u 
l 
u 
u 

-.1..:;1:is 
:2:J.-l:$:.!5 
7G.~09-l 

-- 1 2 u1:1:15 

--1.5138 
23.-1325 

o 
o 
o 

u 
o 

--1.5138 
2;3.-1325 

Por lo tanto. se concluye que el sistema es OIJS"Efl.VABLE. 
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Capítulo 4 

DISENO DE LA LEY DE CONTROL 

4.1 Introducción 

En el presente rapítulu se uLtendrá el ( 't1n/1·0/11tlor c¡uC" estabiliza el sistema usando Retroal­
imentaciún de Estados. La srg.unda secrit.:in ( /Jt.,t·rlP 1nl'liit:11/.r. L11icac1ón. de }Jolo.5) expone el 
marco teúricu que se usará ¡..1ara vbtene1- Pl c-untrula<lur. La tercera y última secC"iún (Sintcsis 
del C..~ordrolativr) usa un n-1étudu puramente analit iru para obtener la ='-latriz de Ganancia del 
Controlador. Estos res11lta<lus se µnedt~n n.lrn.:.tcPnar '-'n 11n µrugrarna µnra ralc11lar de manera 
directa. el cuntruladur con lus µulus dt;•sendus. El prug,ran1a usadu para lus r.álc11lus se explica 
en su r:péndire rt?spertivu. 

4.2 Diseño mediante Ubicación de Polos 

Basados en lu expuesto en [l. Ogatal. µuden1us der\r q1tf." lus n:yulador,·,..; sun ~istemas de control 
retroalimentados que traen estadus nu nnlus { prudurH.ius pur pertnrLariunes externas), al orí gen 
con suficiente celeridad. l..-n rnétudo para <li~(. ... ii.ar ~1~1 Pmas reg;uladures es el de ronst.ruir un 
sistema de cuntrol de lazu cerrado estnbh ..... esl.><"<'ifirandu ia.s L1J icacion<'·" dc. .. t·ti.das de los 1--'olos 
de lazo cerrado. Esto se puede lugrar Htilizandu n."trunlin'!t-_~ntaciún estri.tica de est.ado. Es decir. 
se supone un Yectur de cuntrul 1·(l) = 1...:.1 (!) (r·un 1·{/) 1 n1, restringidu) y se determina la ~\fatri:; 
de Ganancia de retroalimentaciVn J< de rnanera tal qu"-" ·~l pulinumio raracterist.ic-u de la matriz 
... 4 + BK sea el deseado. La 11Licariún <l,_.,. p1Jl•..JS nu <>S pusiLle si el sistema no tiene esta.do 
completo controla.ble. En nuestra rn.su se 1-J\lPde •.:-nrurH'PS t."sta.bilizar siempre al sistema. 

Si el sistema. cunsiderad1J tiene estado rurnph."tu runt1·ulaUle, comu es nnest.ru C"n.su, lus polos 
del sistema. de lazo cerra.do se µnedrn '1birar <.·n n1alq1iit_•r lugar por mediu de retroalimentación 
estática. de estado a través de 11na run·crr a ~PlPcc·i<Jn d•:-- h .. 

La colocaci<Jn de todos lus pulus de lazu r•_'tTn.du requiere mediciunes sncesivo.s de todo..s las 
va.riables de esta.du, u bien. la inclusión <le 11n ,,\_,~ervad.1..Jr de estado en el sistema.. 

Considerando el sistema de runtrul: 

.r (1) .·= .-\.r(I) .._ li1·(t) (-l.l) 

1 ll.ecordetnos que u(t) dcnot,a rl voltaje nplicnilo .~\ tnotor dt> corn•~nte dtn.-<·ta., que dc..:sp\n.:;r..a n.l cnrro sobre 
el cuo.l se encuentra el péndulo invertido. 
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dunde: 

;L·(I): eos el '\'ector de estado (de din1..,.n.,.it~n n) 

1·(1): C"S la sei1al de n.Jntn.>l (1.::"sr.:dar) 

.:l: es la mntriz de nxn (runstantt?) 

IJ: t""S la n1atriz de nxl (runstantc-) 

Se elige rumv ~t..·ñal dP runtrul: 

(4.2) 

Estu sibrnifira q11e la ~t.>ñal <lt...• cvntru! po...,ta dPf(•rrn1n;idn pur el estado instantáneo. A este 
esquema se le llanH1 H.<"trualin1Pntari•.:in d·· E:-.radu. La rnatriz A.p de lxn se denominn ~Iatriz de 
Ganancia d<" Rerroalimentari1jn de Estad,_, . 

.... \1 s11stit11ir la ec11ariVn (-l.:.!) en (-1. l) :--1_~ 1..1!.JtÍ•'n('-: 

La suluc-iún de estn er.11ariún <."stá dada I--'<_..1r·: 

.r(/) . .,, '\ \•lfh:Jr_r(U). 

donde .:i:(ü) es el estadu inirial del ~isterna. La E."tal.>ilicla<l y las carnc-teristicas de Respuesta 
TransitCJria sun funciunes d<:! lus valur~s ¡Jtup1u~ dP la rnatriz 4·1+11 K. Si se elige adecuadamente 
F< se puede hacer que .r(t) tienda a r(•ru c11anclu I riC"nde a infinito, para cunlquier condición 
inicial .x(O). Evidentemente se de Le ele-~ir ¡"'· pa1·a q1 ll"' las raíces del p<Ainomio característico de 
.·1 -+- B K se encuentren en el semiµlanu izq11ierdu alJiPrtu del plano c-umplejo. 

4.3 Síntesis del Controlador 

4.3.1 lVIétodo Analítico 

En el capítulo anterior se demostró que el sistema ~-·::. ( 'onlrolablc, esto significa que para un 
tiempo dad u l f existe una Ley de Cuntrul 1 ·( t) c-n O ::;- t ::;- / f que lle\.·a el sistema de la condición 
inicial x 0 en t =O a. la cundiciún final i·f en el tiemµu lf, PS decir, Xf = x(tf)· 

En nuestro ca.so la condición final b11srada es: 

¿Cómo elegimos v(t)? 
"\:~a que el sistema es controlable se µ11ede lf.."nruntrar una Ley de Control v(t) 

decir, una retroalimentación estática del estaclu tal que: 
Kx(t), es 
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t.k>nde 6,t( . ..;) es un polinomio rnúnicv:! d.- 1-!.ratlu i~11al nl n1ímcro de líneas (u de columnas) de 
la matriz..\. Las 1·:iír(_•s dPl pulinornio r·;ffarTPt·íc.:;tiru ¡ .. / ·- (.·\+HA..)! :>vn lus Yalures propios de 
(.·\-+- /J/,·) .v lu~ pulus drl sistema rrtrualurv·nrad•_.1: 

{ 
.r (1) 

y(I) 
(. \ ' /IK l .r(I) 
( ·.111) 

el cual va ni uriµ;.cn (a µai-t ir de> rualquier C•Jrt<hc:.~11 u11c1al) si tudas las raices de \.o.:/ - (.·l + /-J K) \ 
tienen µnrte real ncgnt1va. Ps derir si el .--1~.t"r11a p~.:; !·." ... t1Jh/,. 

Por lu t nnto pan-i lh.~var c>l sis terna al "....,t .:tdu .r(/) U ~,P t ien~ q11P enrontr.ar 11nn matriz J<...' 
tal que las ¡·a.ices <le ~t!(.'-;) tt·ngan µarte r,_•al n•·~ati\.·a. 

DISEÑO 

Si ~l sistC'n1a f?n. lazu alii("'Ttu t>S runtt<Jl.d.>lP. ·~11•r11ptP ~P p11cdc hallar una '/Tn11.-;foTTnación. de 
S'irnllurl<iarl 1·. tal q11e lleve al ~istc-n1a a l.1. ~l:-1- ll:unada /··orrna ('ornprnif'TTL. en la ("'1lal la to.rea 
de síntesis c.h"l runtl·uladur Sf:" VP farilitada. 

""\ .. a q11(' se tient"n --l est.o.dus, ·r t~ndr.á la fui rna ~1g,111t_•nte: 

·r :-..:.:: '11 11.! 1 1 ., r 11 

donde t 11 es una n1atriz rolurnna ele ·lx l. 
Sv ul>tiene ahora el µulinurniu r.arart edst iru del si::> terna en lazo abierto: 

es der.ir: 

tt(s) 

Pnrn el Péndulo In,·enido: 

ª·• 

~}~~;~! 
•1.\f+11rn 

,\ft 

_ r;!.,.K~ 
T¿ .\/ /l,ro 

s·' - (a 1 + ª"l·"' + u:,..,"l + a,¡.s3
) 

... ·
1 

- <11."i:I - ª:1·"''! - (12.'i - ª1· 

Se definen ahora los polinomios n 1 {s) cumu sibrt1e: 

2Un Polinomio :-.tónico es aquel cuyo cucficit•ut1: del tt"·ruunu ·• :~" de n1nyor grndo es igual a l. 



..io 

Entonces: 

y: 

Definiendo las columnas de '[', l 1, ~ curnu: 

.'1.\ / . .J- .rf "' 

.\// 

f/ .\ I .. ,, ,,, -- --.,¡,--

. ,..;; 

.'/ '"··;'1 ¡\·,: . 
r''I .\/U,,.' 

.'/.\! +- .'Jfrl. 

.\/f 

... -~ !i_~, ¡,·;~ 
r'.\/ U,,, 

1.,, = n,(.-1)/3 

se tiene: 

[ 
_,¡K...,.ff,1 

rl.\J U .... 

o 
o 
o l 

l12 = [ 
o 

_,,/\.· .. ,¡\·,, 
rl .u u ... 

o 
o l 

[ 
r.: ... h·., 

l ,.. .\/ J(~ .. 

t 1:1 
u 

- 1.: •• ,/\.., 
r!.'.1/(,., 

u 
y: 

[ 
u 

l ¡,: • .,J..:., 

t 1·1 
r.\/ /{,., 

u 
- 1,·, .. 1,·., 

rl .\/ /(,.~ 
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Conser11ent.ernentt..'!': 

-~'-0_-....~S 
,.: .\/ /{ ... 

u 
u 
() 

() 
•!.!....\·, •• h.·., 
rl.\f h',., 

IJ 
(J 

Tenemos entunces el sistema transfunnndu: 

!~~,:~ 
r.\/ ¡,·.,. 

(J 

~- E·:.!~".:i.... 
.. ¡ \ 1 "'" 

fJ 

.r' (!) ºº .·l'.r'(t) + !J'1·(1) 

dunde: 

{ .. \' 
11' 

Sabiendo que: 

[ 

_ .-I.\fU •• 
1 o gk ..... k. 11 

o - .=! . ...JL!.Jiu.. r-• = .,1..: ••• 1..:~ 
u u 
u u 

entonces. sustituyendo en .·1' _v /j' S(" ti..:·ne: 

r '.·IT 
T '/J. 

_ rJZ.\f/im 

•1h·,,..,r.·.., 
() 

-~ /\, .. r..·., 
IJ 

o 
}\· ... ,;.(., 
r.\/ u~ 

o 
·- hº ... r,;,, 

rl.\l/i~ 

o 

l _ ,-1~.\fllm 

uh:.,..r...·g 

o 
_1"1.\fUrp, 

n· .... x 11 

' o 
[

o 

A = ~ 
() 

u 
,,r.:;;,1\·,; 

.,..:l.\fll.-n 

u 
1 
o 

</(.\f, Hl) --,.-\/-- _ K:A'i l .,...: .\tu~ 

l 

Ahora bien, se desean colocar los polus del sistema transformado de lazo cerrado en P 1 , P 2 , P 3 

y P., (todos r:on parte real negativa), es derir ~e L11sra. h'' tal que: 

lsI - (,\' + 13' K')I = (.' - !', )(s - 1',)(s - P,)(s - P,). 

Si se definen éi1, ll2, Ü:i y ii.1 como los ruefirientes del pvlinumio carncterístico desendo, es decir: 

i.sI - (.-1' + U' f,")I 

se tiene: 

.. u 
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ii1 -F'1l'2l~,l-'.1 

ii2 l '1 I 1
2 J ~i + /'1 / ~¿ [-~, + /_JI /~1 / '1 -! I ~ .• J 1

t 1 ', 

ii., 1 '1 + l "''2 + J ~t + 1 '1 

Escogiendv f.."ntvnces rumu rnat riz dP g-nnanria para 1.·l sistema transfurrna<lu: 

r 
el sisternn rctrualimC""nta<lu transf1..t1 nw.du T••ndrú rurnu J.H..Jlu~ a ii 1 . il 2 , il:t y éi.1 , los cuales 

serán también los polvs del sistcrna retruahnv•nradu nu rransfvnnadu al aplicar la ley de control 
1.•(t) = K.r(t), donde: 

Así pues. realizando upel·aciunes se ul..Jt ÍPrH.~: 

~l';.-1.\f/(~,. 

f/h.rn/\:,, 

J,-11 k1·.• ku k1.1 

•1 k.. ?.,, l\',i ( I '1 I '·: I '1 t / '1 I '2 / '1 • ~ ·~ J '1 I '1 • I '.: / '1 I 'i .1 r.: I \ I U.,. . 
.. ,,¡,,· ... ¡...,,, 

( /'1 /'-,¡} • /'1 /•. •J • /'1 /'¡o¡• /': /' 1r¡ + / '.· f't<J f / '.: l ';•I • /'·1!~111)rl.\f /{-,. + r•J';,: ,\[ [{....,, + rq'.irn /l.....,,. 
·-;,-;, ... 1 .. :., 1 

_ {/'1 ¡.a.~}"ll t /'1 /'.1/'.il + /'11'1/'i/ • /'.· l'__.l'1l • /'••1 • l'.••J • ¡.a.¡r¡ t-l'a<J)rl.\fll .... 
,,,, . .,J..., 

En .:l/.·l ·/"L.-1 /3 tudus cstus pasus ~'" rPnlizan l"jer11tandu el prugrama. control (está en el 
apéndice). Pur C"jemplu. si st:> cp1ieren r·ulur.::ir tudus lu~ pulus en ---J.. se uLtiene el resultado 
mostradu en la Fi!::,ri.tra (·l.l). 

La explicnciún del prügrama ,. conlrof' se encuentra en el apéndice respectivo. 
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.. 

=1 MATLAO Conun.::1nd Window 1- ~ 

Elle Edlt .Qptlons Y!'lndows l:lelp 1 

.. control 11" 1 

introduce POLOS d<i>l CONTROLADOR ~· 

polo 1 = -lf 

polo 2=-lf 

polo 3= -lf 1 

polo '!= -lf r la mi!Stri;:: K d .. l controlador Q!;: 

LI' -lf.2266 -8.6957 -21 .8630 -5.1617 
i.&. 

+-J 1 1-

Figura ~l. l: Ejc-rnricJn cfr•l Pt·ugrarna '' cuntror' 



Capítulo 5 

DISENO DE UN OBSERVADOR 

5.1 Introducci6n 

El presente c:apítulu tiene cutn1.1 finalidad I )1.-.1 1l1u· , I ( Jhst'.1'1.'rllÍOT", !-'ara la plle~ta a punto de 
unn est rntegia de c~ontrul pu1· n._"t I:u.:1.lirnc-nt ¡\r¡..._·,n d1_• .-.~t .. tdus l)bsPrvn.d0s. El Ca1-.JÍt11lu inicia run la 
presente lnln 1rlut·ruín <lunc.le se n11_•nri1.na la in1¡>c,1tanr1n -~-la fi.nnlidnd del uL.1~rn.:adur. así cumo 
lvs requisitu!-' 1•stn1rt11ralPs q11.-. "l sistPrna d(•Li- r1unpli! para su disPño. En la SPgun<la Scrciún 
( ()hscr-i-urior rl1· J:,"st11do) SP p1 PSf.•ntan la::-, Pf'll~l,.l< 1n1•.-.; .~"!l'"Tal··~ ( ~ludelu ~laternát iru). q11e definen 
a lus ui.JsPrYaduP.'S. La -¡\-.1 rPrtt Sr•rrilJn 1 ( )!i ._, fT11rlu1· ( ·, 1 rn¡1lt:/u). il11:stra •-•l t ipu de uLservador 
que 5e di~1·r1a1á i_•n ~·stt."' r-.-q->lt11lu _...- ~11 .\l.d::~: d•.' (;.tn.u:f"Ja. L.:-i.. últirna scc-r1{~n (,-.,·1·111,- . .,'1S dt'l 
l)b,..,·,~rt'<HÍor). P:;;tal_,l.-.c<> la.s CIJIHi:riunP~ :1,l1'' 1.1· 1·•i-tl"-, ··-- P''~.1\_)IP d1~··úa1· Pl uL~-er\.·~Hlur usa.ndu 
el .\lt~lodu . \11al(lll'u. E~tf~ nH··rudu ••:-. :::.·1..- -1rr1tld: .d 1~1,.nciun:i..du •'n Pi ,-~1p1.t11llJ ante1·iur y· 

t amLlién g,.,. 11 t iliza (.-.1 ni.i:o,n:v paq11et ~ d.• ""rtJ!Jl lf 1). !J"~ <) 1"< ,11 , in pr·•.J~rarna \ rn puru diferente, 
ru_vu <lesarrullu :--e rx:plir-a PI1 Pi apf;n<l1ct• r-•Jl: •'>i-><Jnd1.·:1: ... 

La ínfu1mariún qnp ~f? }Jl<'~ºPI1fn t_•n , • ..._tp 1·.lpi~1il•1 ••:- ···-T;Í.ndar· t_•ri la litf.•1·aT111~ <le Cuntrul 
. .\utün1út ir(_) (,_.PI" pür P_jf"rnplu ~. ()g;at a l 

Generalnv_•nt(' r_·~ df_·~1_·~d_)h• 1nPdir y e• ,nt ! '•l.LI 1~i: • ·r·t .~::1•·!;.t (>la variaLI ... qi!f.' inü>·a Pi f'~t adu del 

sistema u rali<l..i<l <lt..."'1 p1·vdurll_..1. Sin err1i,01rg•->. •·>':" JJ1lf'd•· pte~c-ntar 1u1 p1ulJlPrna <"•->Inpliradu, 
~·a q\le nu sif_•mpre }.:is ':arialJlf.•s de int(.'!•'.'- P::.f~i.n d:~-;1•_,nil_)l••s pa1·n rn•_ ... <linún din:·c1a. 

El di::.·~ñu <lP la. /_,,_,/ rf,· ('onfrp[ a TLL\."-:-- dP ia 1li.Jwar1<.Jn de pt_ylu::-. natn.du 1·un anteriuridad 
requiere la tt7trualin1.t::'ntariún "~t:í.ttra d•· tqda:- ia:- ,-~11:1iJi,..s de r-stadu. Pur l(_J tant•J se requiere 
que tüdas ellas estén dispuniLd(·~ }Jara 11•tr11all!Ilf'ntar:.Jn. Sin f"_•rnL.·:u·gu. algunas -..:ariaLles de 
estadu pll'!den nl_y S("r niedii.Jlrcos _.... nv •':-tou il1~p•JniLle:-;c. En tal rasu ha_\.· Cpl(' <"'st1marl.::i.s. a 

pat·tir de mc<liciunf.'S de l~ ••r1t rada. ~· dt• la ·-alid~i dt.•1 "·l:-.t•~1na. ¡..>ür rnt.•diu <le lus a.si llamados 
ObserYadurPs d,-. E~t arl.u. 

El diseñu d•_• ()IJ.-.1·r/'l1riun., d•_• P~tadu Il<-> +'"· p., ... ¡\,lf• ... ¡ +>l ~isr•:-1na nu es ul.J'-..:.Pr-...:n.Ult..•. Pur lu 
tanto, la runt rulal.>ilida<l _....la 1_,Ls•:-r....-.1i->111da<l _i11e!.!an nn !-'ªPf'l i1npurtnntc (•n t:""l <li~crlu de sistemas 
de contrul. 

Si el uLserYa<l(Jl" estirna tudas las va11al->l••s d1_• t• . ...,rarlu d1.•l sisterna. in<lependient<>rncnte de 
si algunas variaLlcs se enr111:"ntran (_li~p1_Jlll\J}1·:-- para n•·--diriUn directa. se <lenun1ina ()b ... ~r1•ruior 

Corrtpleto. Ho.y ucasiunes ~n q11c estu n•J ,_ . ...., r<Pr't>">a1·iu __ ....-a qt1e súlu se rec·piiere ul.>ser'\~ar las 
variables nu me<libles, peru nulas q11c ·~u11 n1•·tlil.Jlf':-. •·n funna directa. 

Por ejemplo, rumu las '\:aria bles d·· '-al ida .'-•Jn 1Jl_,-,,,·rval.1les ~- c"-;t án 1·elariunadas cun las 
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'\·nriuLles de r.stadu, nu se n(sr<"sita ol.Jsrrvnr f(1da!, l.l'~ \.":1ri;i.l.1l.-s (h• P~tadu, sinu ~úlu n - Tfl, 

<lunde 11 es In dimt:'nsiún del vector <lP P~taclu v 111 ~·s la dirnPnsi1Jn d{·l \'t•rt1.1r d~ salida. El 
ubser'\·adur que sólu estima la \"<trinLle~-; dP t•-.;t adu d•• • .1i d•·n rníniznu !i•' dPnurnin~l. ( )b . ..,r~Tl-'<Ulor 
ll(·ducHlo. 

5.2 Observador de Estado 

De ahura en adelante se 1itilizará .C µar·a d~-·~igna1 Pl \'Pctui· de r.stado vüservndu. C'unsider.o.ndo 
el sistema: 

J: (1) - . l.1 (1) ~ /Jr'( /) (5.1) 

r¡(I) ~ <'.r(I) (5.2) 

y supc....niendu q11e el estado J_·(l) se deüe apruxirnar pur el estado X del mudelu dinámico: 

.7-(t) = .-1.L'(t)-'-- Hr·tt) -- ¡,·, (11(1) - C.I'(t)) (5.3) 

representa al {)/J...,cr1•<ulor tfe !:.' .. ,.fado. ~.~tP~•· q•it· P} '-'1-':--et"'\·adur tiene a y(l) y n 1.·(t) como 
entradas ~· a .1: cornu salida. El 1Htirr1u t•·nnin1.J d('l rniPrnl.Jru derecho de la Pruariün anterior 
es un ·rt":T7flÚlO dr. c·vrrcccu)n. q11e inrltt.\•p L.1 difPI"Pnna f~ntre la salida tnedida y(t) .v In salida 
estimada c•J:(t). La rnatriz /\·, se utiliza cr1?Tl1J rnatnz <i .. !-'urHh·r·ariVn. El t(;rrninu de currccción 
c-untrvia el estado .l:(t) En pn:-scnria c],_. d1"<"l''!>anna·~ ''r1tr<' las rnatrirf•s .·\ :--· 11 usadas en el 
modelu y en el sistema real. la adiriün de> tPI n11nu:--. ,·,..11r""r1 \"us a.vuela a n"'<lurir lus ('fcctus debido 
a la diferencia entre el mu<le'"lu din.:ímiru "- pl ~¡~terna I";t!. 

5.3 Observador Completo 

El Vrden del uLst..~rvadur q11e se tratara ag11í .. ~ .. J n1isrnu q11e el del sistt.~ma. 
Para uLtener la '-"'ruariún de errur del ul.Jst.•rvadur·. ~.,-. 1<-sta la er11ariVn (S.3) de la ecuación 

(5.1) y se uLt iene: 

;r; -.r = .·lx(t) - .·l.I'(I) - 1~-. (C.c(I) - Cx(t)) 

.i: -x = (.·l - /\",.C)(..c(t)- x(t)). (5.4) 

El \.-·Cctor de f;;rror e se define cumu: 

di) =.r(l)-./:(1). 

Entonces la ecuación (5 .... l) se transforma en: 

¡, (t) = ( .·l - /\",,C)e(t). 

De la ecuación anterior se puede ver q11e t~l rumpurtamiento dinámico del error estñ. deter­
minado por los valores propius de la matriz .·1- /\',.(."' . Si esta matriz es estable, el error tiende a 
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ce-ro, µara rualq11ie1· errur inicial r'( U) 1:-:~ dt•1·1r . . i ( I) d•·l.>P t t•ndJ?r n J"( l) indep'."ndientcrnt:-nt.e de 
lus valun·s ch" .r(O) .v .l·(U) Si lus v.:du1·Ps l-'llJJ.1ic_,~, d" la :na~ 11z .·\-- ¡ .... -. (_~ ~P .-.Iig;--~n adernndnm~nte, 
se lug-ra1·¡i una c•vuluc1ún .:q.~ra<la.l.JlP d<_•l •·1I111. 

Si •.:-1 ~i~terna t..•s rur11plt•t.aJT1f·ntP ulJ!-.Pt\:aLl•· 1•nt•1Tlf"P·. ···, pi1~il.1lP Pl1·~~1r L1. rnatiiz /\.· .. para q11e 

.·\ - ¡,-, (' t1•ng::i lvs Yalu11_•s pnJJ-'lt.1S clt._--.~.-..ad._,....., (••n 11n r"•Jn_11111t1J ~,;ínvitnr1.1 d1~ nÚn1PI'<.JS rvrnplejus). 
Es <lPrir. SP p11rdP dt..•tpt·nlinar la .\/1L/r1.: ,¡, f ,',u11tn1·111 ,¡, ! ( Jh ... t r1·u1lur ¡..1a1·a uL1tPner la matriz 
de sen.da. 

5.4 Síntesis del Ol-,scrvador 

PaI·a diseñar el ( )h."it'T"l'flflor tf,- ( )nÍt'Tl ( '1 •lf!f'l' '" p...; rv•r"P<.,anu transfunnar la matriz e· de man­
era q11e stJlu se tPnµ;a 1tna salida .v pu<-.ft•t:•Jtt1~··nt1• 1'1Jill}1l•JlJa[·, rlll'?\.·ar111.-..nte. q11e el sistema es 
uLserYable. Lus 1"inirus est adus que sun rn••(lii..11·~ dirPcr at11•·nl (' sun la pusir?t.:,n .r( f,) y el ángulo 
O( t) . 

Si se elige rumu salida el ángulo O( f) t•flt4.JfH'PS la ?nat 1·iz e· serri: 

( . t) u 1) 

Cun esta n11PYa matriz es f1f".'CC5tlriu V('riEr·a1 q11e ,-.1 ._,¡...,t.,.:"rna es uLscrvable. En el capítulo 3 
se definió la rnntriz de uLscrvaLilidad rurnu: 

donde: 

pero ahora 

realizando operaciones: 

CA" 

A= [~ 
e 

."\" [ (. l ( .. \ 
( .. l' 

C.\' 

o 
-16.ss:15 L.:=J 1 :~:-s 

o () 

27.6778 '2:L~l:~~5 

[o o o 

c,1 = [o o o 

o 

l o 
l 
o 

CA"= [ O 27.6778 2:3..1325 O j 

[o --167.2982 -12.l.9:l35 23.-1325]. 
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se obtiene la nueva ¡\falri= de ( )b.o;crl'ah1'11Lr1.d: 

[ 1) 

1) u 

l s () u 1) 

1) :27.(j77~ :..:':$. J:L.!3 () 

() - Hi7. '..!~}:--:..! l '..! 1. ~): i: ~:) :!:L-1:3:!5 

Para que (.~ste sistema Sf"n. vLservaLh.• ,.s n•_.c,.~aril> q11e ,-.¡ rangu de- la n1atriz .'\' sea -l. L-sando 
J\/A'l'L.·\IJ uLtenemus: 

>> nLnk(N} 

(171.'' = .'/ 

Debido a que el rango <le _,. ('S :J, el .;;ist~tna "" , ..... nh_.,,.,-1•nb[c cunndu se <-'lige rumo salida el 
ángulu O(t ). lu rual runlleva la imJ ... HJsibili<lad de ,J1:-;1·1ir1.r 1:[ ohscn•ritlor. -

La utra salida que pudernus sPlerriuna1 la p1.1sinl.-1n. t_•ntunc~s la matriz LT será: 

dando lugar a: 

Así: 

.i\' 

y usando ,u_.¡ 'J'L.-\ 13: 

>>rurik(N) 

ans=4 

1) () u : 

e .-1 - : o () u 

c.:.-12 = O -16.SS:J5 --l.5l:JS O); 

C'A' = O '.?S5.U5l!J 76.'.209-1 --1.5138 j. 

e 

[ 
(J o o 

l C.-\ [) (J o 
[ C.-1' l () -- 11>.;;,,;;¡5 1.5 J:lS o 

C.\' [) :2~5.Ujl9 70.'.209---l --t.51:.is 

Por lo tanto, cuando sele<"<"ivnamus rumü salida la µusiciún, el sistema cumple con la 
propiedad de Obseruf.lbiliducl. Entonces 11sarcrnvs esra última matriz () µara calcular el ob­
servador. 

El problema de diseñar un ubservadur de Un-len rumµleru se cun'\.·ierte en el de determinar la 
matriz de ganancia. del obser'\.~ador I<~· de rnudu que la dinámica del error sea asintót:icamente 
estable, con una velocidad de respuesta adeC'11ada. Pur lv tanto, el diseño del ubservador de 
órden completo consiste en determinar 1tna matriz adec11ada I<,., paro. que .·1 - I<eC tenga 
los valores propios deseados. Dado que lus valures pruµius de .. ·1 - /\.~,..L .. y de .·1 r - cr K[ son 
los mismos, el problema de diseñar un vlJserva<lu1· nu es ut["a cosa que un proUlema clásico de 
Ubicación de Polos, en el cual se Lusca ttnn matriz/'\."/. tal q11e los valores propios de .. rr -CTKJ~ 
sean los desea.dos. La oLservabilidad del par ( .-1. ( ') írnplira la cuntrolaLilidad del par ( .-rr, cr). 
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ú.4.1 l\Iétodo _,-'\..nalítico 

En P} C'apít11lu :i ;..·al iniriar la ...,pcci(Jn ~f· cft-.mu~tn> que el sistema es ()bser"'t•ablt!, esto significa 
que rada e~t.:1du .r(/ 0 ) ~P p1wde dPtf•nuinat· a panir de- l::"L ubservnrión de y(t) en un intervn.lo de 
tiemµu f-initu 1, ..-; f ·-== 1 1 • 

En nu~stru rasu lu que plPt~ndemus .._.,~: 

es deri[': 

donde: 

x(t): es el estado oLservadu 

J:(I): es el estado real 

./(/) ~ .r:(I.), 

l'"a que el sistema es ubservaüle se puede Pncuntrat· 11n observador de estado tal que: 

lsl - (.·1 - ¡,·.e¡¡= 6,¡(s). 

dunde 6,1 (.s) es lln polinomio tnúnicu 1 d~ g:rndu ig11al al número de líneas (u de columnas), de 
la matriz .·l. Las raíres del pulinumiu rararteríst iru . ...,. ¡ - ( .·l - h.~ .. L,~) 1 sun lvs Yal<Jres propios 
de la matriz (.-\ - K, C). 

Además, l.<:il - (.·1 - /\-,,(_,~)¡ :iene run1u t·aírps a lvs pulvs del sistema uLservadu: 

~(t} A.C(l) + /fr(I) + ¡,-,(y(t) - Cx(t)) 

(.·1- /,'.C).1:(1) + /fr(I) + K,.y(t), 

el cual tiende ax (t) (a partir de cualquier rundiri<'.>n iniria!). si todas las raíces de isl - (A - KeC)J 
tienen part.e real negativa. es decir si el sisternn. es ¡._~,.../riblc. 

Por lo tanto para. llevar el sistema al estadu .r(t.) .si?' tiene que encontrar unn matriz l<e tal que 
las raíces de l.<:rf - (.11 - /-\f,G') 1 tengan parte real negativa. Cornu se mencionó anteriormente, 
Se busca entonces la matriz /'\_}. ta} que lu~ \.T1.k.1t·P5 prupius de ~·f/' - C,~T /~7· tengan todos parte 
real negativa 

1 Un Polinon1io ~tónico es aqut!l cuyo cocficü~ulP 1h·I lt~rrnu10 ···"·· de rnnyor i?;rado es iguu.l a l. 
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DISEÑO 

Sj el sistema en lazo al.JiP[·tu (•s uLservaLdr .... ¡,.rnpn:- ._,#" JJ'l'""de hailar· 11na l'r1u1 .... forrruu·ión tic 
.. ..,'irni/a,.zdrzrl -r. ral q11e lh·v~ al sistema a Ja a:.í lLunada /·'or71Hl ( ·ornprlrlr·r-a, ~·n la rttal la tarea 
de síntesis dc.•l ulJst.•n:;tdur SP \"P f;irilitnda. 

)~a q11(_ .. ~~r_• tiPnen -l t.•stadLJs. ·r tPndr._i L1 fur111.a ~-1g,11if•11u•: 

-¡· ~0:: I r 1 I i ·.• l 1 1 I ¡ 1 

donde 1 11 <.·s 11na tnat riz rul11rnna de -lx l. 
Se uLtiene ahurn el pulinurniu rarart,_•ri~t iru dPJ <:>ist Pf11::L t.•n lazo aLiertv: 

es decir: 

<>(') 0~ ¡,¡ -- .·\i • 

..,·
1 

- (a 1 +a-¿ . .,.+ a;1.':i
2 + a.,s3 ) 

."j'·I - <Z.1."i':I - U,'J,-.;"l - <l:zS - a1. 

Para el Péndulo Invertido: 

ª• 

ª·• 

o 
;'/!_;; :;: 
.,_,,f.-""" 

.\ll 

- r;:~ 
rJ .\/U..,, 

Se definen ahora los polinomios 0: 1 ( ..... ) rvrnv sigue: 

Entonces: 

a 0 (s) 

{ 
<>o(-')=<>(.,) } . para 1 '> 3 -1 

,;o,(s) =o,_,(.-) + ,,, = '-, y . 

.r;.\/ -+- qrn .... 2 _ gK!K; 
.\/l r 2 lAIR.n 

. s; 

!/ .\f ....L. .'JTTI 
·.'i-

lJ /-(~ /\.·,; . 
-:lj-,- r 2 l:\I H.,,' 

8
-,¿ ...!... f<(/rr /\·;; 

,-".l.\/ 11),,, 
..... -

.r¡.\/ + grn 

.\ll 
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y: 

<>.1(.') l. 

Definien<lu las rultunnus de~,., t h• rumu: 

t,. = n,(.·1 ')c·r. 

dunde: 

...i·r= 

se tiene: 

y: 

Consecuentemente: 

[ ¡ u () o 
-~~ () 

!\ ;~. ¡.;1 
r.I ,\f /(.,, r·l\f/l.,., 

!..~!.!.l. u '!_'...:._~ 
\/ t'.\/ 

u l IJ 

[ -~] 
rl ,\( /(....., 

u 
o 
o 

[ 
u 

l _.,r; .... r..·., 
tl'.l = rJ,\//(n, 

() 

(J 

[ 
/(ml<.1 

l r.\f /{.,.. 

l1:1 
o 

- /\· .... r..·., 
r/,\/ u .... 

o 

[ 
o 

l h",.,h.·., 

l 1.1 
r:\f /{,,, 

o 
- 1 .. ·"'1.;., 

rl.\/ ll.,. 

51 

l 



52 C.-\ P1TUl.U .:;. DISE:\·o DE U.V OBSER\é4.DOR 

[ 
_'.!J....; .. ,;...-., o 

"' ·" "~ --'.!-~~b.'.:.i. u T = r/.\IU, •• 
() o 
o () 

Se tiene entunces el µnr tn:u1sfunnadu: 

{ (.\,.)' 
«- .,. !' 

~~~ 
r \/U ..... 

(J 

-- .~::.L!.i.:.L 
rl ,\/u~. 

u 

.,. • 1 .-1 1 .. r 
1 icr. 

o 

l ~:..!...& ... \/ /(~·· 
o 

_,.. ..... .__& 
rl.\/ lt •• , 

,·\hura Lit"'n. se desean rulurar lus µulus <lP .·l r ·- c:-r /\.",,. t.'"n ['1 , }"~, /~ 1 y JJ_1 (todos con parte 
real negativa). es dcrir ~e 1Jusra /\·;. tal q11e: 

Si se d<.">fi.nen Ú 1. 11.'l., il:1 _,_. Ú l rumu lus ru(_•firientes del pulinurníu rararter·íst.ico deseado, es 
decir: 

,.,,
1 

- (il1 ~ ii'J.s + IÍ;18 2 -+- a_,s'..S) 

,..; - - ,·¡ , . .,·' - <l:ss 2 - <'J.-i_o.; - ii1 

se tiene: 

Ui -J->1J~1l~.sI~, 

ii-.i rJ, J-:>-¿ 1 ~1 -+- l '1 l ':,zl~, + r·, 1~, F'., + J '21 ~, J ', 

li:1. -JJ11-':,z - F'11-':s - 1J1J).1 - /-'-¿J~, - F'-..·f', - I~,I', 

ii4 I'1 + 1"2 + 1~1 + 1'1 

Esc0giendu entunces rumu rnatriz de g;ananria µara el sistema transformado: 

1<:. 

r 
lo. matriz ..1fI' - C.. ... T Kj" tendrá rumo µulu~ a u 1 • ti".!. ll:i _v il.1 • lus cuales st...-r.in tamLién los polos 
de A- KeG, donde: 

-¡· 
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Si lus pulu:-> dr•l si~tcn·1a .sr• r 1.1luran •~n l',. /•! 1~ 1 .'-" /'1 t~ntonces la ':\Intriz de Cana.ncia del 
OLserY:HÍuI ~r! ul.Jt1t•np partir,¡,. la. PXJ't'"'...,¡l~!l pIP<"Pd•.-nt~. 

Defini~ndt.1 nhura: 

"··11 

k.-~, 

k.-:l) 

k,-.11 

Í '1 ~·:s 1 

I '; '" 
I '1 ,. I '_. ·- I '.1 - f '1 
1 '1 !'".!. _.__ 1.11 l~, .__ /'1 l'-1 -;- /l;¿/~, + I'2f'.1 + J~,J~i 

~~~-~·'__:_:~:._!_~!::!..\.;_. ... _\{)(.,. 

_!~>.::!:..~.::.!l_:::_!__!__':.~}_1 -~~~-~-~!_l_l_·:..'-~\-~· ,~;_jT,-~:1r_~!_:.~1t.•., '"o;r
1
.\tU!,. · 11\':-_,KJ; 

(1'1 1'.:1'·1 • 1·1 1·_.1·1 • l'.l",!'1, l'.J .1· 1 ¡ ··' \f·h' ... /'1.:11 ,,,.. .. _,t.zu ... · 1·,~,, ,,,,.,.'J_\flt.,.. "'n•1K~h" 2 • 
--------~----~------------ - .,. ·----:-.. ~;:~ '\f /1" •• , 

l'·l'.·l'.1"1• 1.'" ~f 1 /t;., • I'; ..... ,.,r~:' . .''fl:' J,,,,.·;·.1-u;.,)• /'1:.I-• .,,., .. ~t.\fU .... K.~.r...-.""+•1 ... ~ 1 .\./'.1 Fl"!.,,' 
------- -~--------·- ----- -·-- --·~·;;;~-;-¡:-;:¡·:T.·:.. ....,... 
;t.,,,1.:. - 1 .\/-.: Jl: •• , .,,.· •1~ - 1 \f ltf., • •.. ,,¡ I\ ,1. h ! 
-- .. ·------- ~1-.7,-;:-¡-¡: ~\ I :-¡1.-::~-· ·-. - ----·· - .. -

En J/.·1'/'/J.1/J PSf<-' p1u1-1•so :-,(_" r~ai::'.:l n .. n ... ¡ prugrarna ob.•a:n·fL que St-~ enc11entra en el 
aµéndire. Pu1· ejernplu. si ~'=" q11lt>r·en f">Jll•(·a1 t.Jti•J;:'; l11~~ ¡.>11lus del t.JLs1.•n:adur f:"n -5. se ubtienen 
los resultadus rnustr:i<lvs f'_•n la íi~t1ra ( -~ l.) 

ole 1 = -5 

tolo 
2=-5 

ole 3=-5 

ole 'l=-5 
la m8triz KQ dgl ob~grvador us: 

3. 1165 
120.81'18 

-186.9176 
-952. 5372 

Figura 5.1: Ejt.•r-11ci<.:.n del Prug:rarna ''uLserYo.." 



Capítulo 6 

SIMULACIÓN DEL ESQUEMA DE 
CONTROL 

6.1 Introducción 

En t•ste raplrnt., ~''"' sinutla t•l ,,.~q11e1na dro <"•JllT!•Jl t!~itadu a lu larg1...i d( .. ¡ pn:-sPnte traLaju. Se 
inici.nrá run 11na /nlrorfu<'ru;n dun<lc s~· d1~1·11~lL"Í. !>I* ... '···•111 .. 111.;• el s11q.{irn1('ntu d~ la sirn11lariün y la 
i1npurtanr·i.:i. de la n1i~n-1a. En la S(·~11nrL1 ~ .. ,T;,;;1 ( I )11,.1¡rr1n1tz. dr· lllo1¡ur ,., ) !--<" dPfinen lv5 diagra­
mas a blvq11t_-.s i1sadu::• t>Il l{Js ~i;;.,ternn.s <lo• 1·,,nTr•il .• l>l r'•Jill•> •·.l pac-p1Ptf0" d*' r1.~r11p11tu (SI.\.IL-LIXK) 
11tili;;:u<lu acp1l pa1·a ~irn1il:i.r PI P•;nd1du Jr;\'••!!1d•J ....... ¡ •••n•ruladur. En d1rha -..pr·c·iUn rambii-n 
SC'" fTI1lC°SfI"4ln :°I," :-,;e dPfinf'n lus f_,luqlleS q;¡•• '·'' !l'•óll .ltl •':\ j, ,..._ di:q.!;°rarna!"> •.· P!l ~'·1lS ;-,11}.J;-,(-.<"'C'iunes se 

presento.1n tu<lus lus diagTarr1as de l.>luqtl•"· c•.ri·,;(i+_·:.~c:,,.,, (·ar-arten~t1cas .'\-las t>r1iariunes que 

lus <lefinPn. La 1'iltin1.a SP<ri•~!l ( :i111111fu, :1:11) '"·Ll ,;,,d!r·.1da ••xrli1siv.:-un,.nt1• d. :ir1 r·a~u partir11lar 
de la !--lrnulaci(_~n. -:-s derit·. ~(· :.irn11la lln •. ,,l<J di:1t•.r ari~.1. ¡,.·t·u e~TP 1->!i)cf':..,r.> <-.1.• p1:f•dP usar para 
sirn11lar r11nlq11i.-.r ur r·u. 

La infurrnaci(jn J.Jt·r5cntada a r·unrin11ar l'-·,n •'. ~ ·'- i •d··.~<~.l ··n ¡,_J (""'XI.>11"'-.f•.> "r1 '.i. <.'u:-.::-_. 

C'un ~·l a<l'\·"nirni+>nru de la r1Jn1p11~:i.d.,1.1 c!:~·1-.d d jJ!l::(·:¡1ius d·~ la d·-···a<la t.iP :u:--, 0U ~. t,C han 
<lcsaITulla<lu 1:.r~a gran rLtnti<lad <lp h•_•1·~~L:n:•·nr~1: . .lJ1.d1iw.1 <¡tlP han tP!lJ1i._,. 11n ~->~uf1lndu 1rnµartu 

en el rarnpu ri,-.rH lf:ru. l·na de 1:-~tas hPI ra:n1•·rn ;1.-- ··~- ; i: •·r·i~.1.rnente la _....,./.\/ f ·¡_. 1 ( ·¡( )_\'. «tt.vus usos 
y nplirnr1un•""S ~'?'han PXtPrH1id(_J ~i~rnifirari-..·;\Ill•""nt•"" 1·:1 !"·- ··dtirnus ~1.r~•J . ...; .• ·\sí p:¡t><.,, .,,•:; rnny rurnún 

encuntrnr ,,.n la art.11alicla<l apliraciunPs d·· ~irnidar-i~~r. 1•n a1<"as tales run1u la l.Jl•Jlugla. la qt1írnica. 
la ingeniería. la erunurnia. !u..; :-..Í:.;t(•znas d1· 111'.·entar l• r ... • 1n~í.11sis y eval11aciún de invpn;;iunes. etr. 

_..\unq11e la runstn1rri.~n d·· rnu<lPlu·~ .t:: :tll''.l d••:-..d" "¡ f-!.Pnacirniento. (~l u.:--u n1u<lernu de la 
palabra ,'-jlfntll11r·u)11 data di~ i~J-IU. r11and<J !.r- (·wnt"d-irc>." \",.>n :":cllman .v L"la1n q11P rraLajarun 
en el µru_'\·Prtu .\luntr. C'arlu d11i·antf• la II (;111•yra .\[11ridi~·d. H'"sulvi~run prul>k•n1a.:-- <le reacciunes 

nur:leares r11:-·a -:ul11ri1Jn •"'::¡.J•?nrnental '-"•'tl'a r;1\1-..· ··:11·a ·.- ,.¡ anúli:_.:.i~• rnat(•rnútiru d<·n1~siadu curn­

plicadu. 

H. :\.Iaisel .ve;. c-:;n11g;nuli rl"fin,_.n Sir111d;!ci.~:1 ,-,>;n•.>: 

~':iiTnulación ':.-; 1au1 /1'r111n1 111trr11:ru·u ¡11uu r1 u!1:::.ur ( r¡wrnru·nlos, n 1!1111 ,·orr1p11lrulora diyital .. 
J!,~::;los c:.rpcrzrnenlos l1l'f'OÍ11r:n111 f'lf~rlo.-.· l1¡u1 .... il1 1nud1 Lu .... rnufcrn<Í/1co.•·.- 1¡ ló_r¡u·o;-; 1¡un de..:;cnbcn t!.l 

cornportarnzcnfo de .s1:-;f,~rr1a.'> rlr~ 11t'_r¡or1u ..... 1 1 ,,,lf;,r11,·n-. .. -.01·uLÍt'S, b1olú.r¡u·us. fis11·os o t¡1J.i1nicos a 

través de largos periodos 1Lt: l1f'rnpo. 
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6.2 Diagrarna de Bloques 

Lv qne ~-igllP SP lla~a ··n lu f'XtJl\1'·,t.J ··n ! . ( )~·~L'. .1 ..... ti. s:rn11ltnk;. 

L-n Si~t,•rn.1. de (\Jflf 1 ul •'>t ;i (·. ;fl•.,r 1 t l ¡;1 :. ' ' ¡j> f 11\···1 •. , r~ "' JflltJ• >Jlf'rlff'S. 1·11va f¡ lr1C!<,Jfi, "n !ng.-.ni<--ría 
de runrrul. ··t' ac1>~t11?11!.Jt~1 :•'i>l•"·••nrat p••l r1:•'(:¡., d" ¡,, ... t·,1 l!~lJ:1ad1J'.• /Juu¡r111n11-. ,¡, /ílur¡111·.<,. 

E.l lh11r¡r11JT1u ¡/, ¡;:,.,¡in .. ,. d·· 11n ~-1:,r1·::1.1 •· ·:1:.1 i··;1t•· •·nlari<,JT1 ,1.~1·.dir .l dP l.t:. f 11 :H·1"nP"-> r,.-.aJ­
iz:ida.s ¡1u1· c·.uia cu111pullt'l\fP v 1!.•l tl1ti•• ,¡,. !.t ·•·11.1: 1 ·» L,; r:ia~~Ta:rL1 l~J<lica Ll 1nr1•rz·.-.lariun••s 

cp1e ..-.xist•.•n P?ltIP lu~ 1..~!Vf'I ,,¡·. 1·1;TllfJ••n,.11t•·. \ •i:f··:··::• 1.~ (!•.' 1u1a :•·¡.1tf",.,nf.~< :,·,, 1 rn.:::t!,•rnoifJra. 

pa.ranv-.i.r1·ira .·d)'-,!t·•H"t.1.. 1u1 d1.1.~~1;1n1a d1• iJ!•1i¡1:•··, r : .. !, .. l.1 \·•·n~aja d" :nd:rar 1•ri f.,rrna rnús t(•al­
i::;ta ('l H11_i•.J dt.> ~:Pr~1ah· .... dpl '.-1:,t .. !n.1 tP;d 

En nn di.:i.~rarna d1• lJluqlif''- r.>d~-1~. 1.1'· \".(: :.Li.I•·· d··l 1· t•·n1a : .. P 1•nla:;:an "fl~~" <,¡ .1 T i·av•is de 

lus l.>luc¡lll'!"' f"(1:·1~·~;P¡-'nd:••nt1•-...; ~P C1J]ur.ir;. c.•··1:•·:.:!:::1·n~·· '..t· f11n,·t1•lH . ., ,¡,. lr11n ... f11·1·rtr'1rl df:' lus 
r·urnpunt-nr,_•:--. L•..1:' lJl•.1q111~s •'>fdn «unP1 1.1•!,,L. ;,.,¡ •l··r·r1;1• .. ;>.1:·:-i. 1nd!r·ar l.1 d::•·1·1·1.~n dt•l fiuju de 
~er1.:iles. La >•.'r .. 1al ~-·~l•J p11t•dp p.L-...1.1 .-n l.1 '11:····· : .. :1 el•· :.1 !i•·r·ha:, IJ•• 1---r .. :-1:1,dt .... 11n L)iag-rarna 
ele B!uC]'tt..'S d1.~ 11n 51Sl"Prna dt> 1·unt1·ui j>I• .. •·ri•.t •·:-:¡>::r i"..::1•·n;,. 1:n~i. ¡1:•>t-'¡._.c: ... -1d <J r·a¡~~r·tr:-ristira 

11nilat(."I"al. 
Las Y• ... •ntajas d<" la l''Pt"~·t>ntarJtJr: d1·l d:;ic.•: .. ::;.1 ,: •. t.;.,qi¡,_•:-. d" i1n <-¡·t•·rr::1 r·.,n,,¡:-,T1 .. ,.n qtlf.• es 

fáril furtnar PI diag1·an1~ ¡ ... dui.J._-d d(• ttJ<.!(J •·¡ .. ; r''l:1.l r·.,),,1·;i.:1do :~1rr1!.1l•'I11•-·n~e !us Lluq11PS de SltS 

runipunerHt."~. dt..' arltt:'rd'J ••.Jn t.•l tl11.iu d" · •·11.d•·' v ··:1 r¡·;o· '".., p\J'.---lbl,-. P\·;-d11a:· la runt1ib11riún de 
cada rurnpunent.--. al 1-u1npurrarn1,•ntu ;.!•'n•·:.d d·· '•Hi·• ,,¡ ·-i-t•'?lla .. 

En g•""'IlPt;d. ••l f11nriunan11Pnf•J de 11n -.¡., 10 ·::1.L •' ;,1: 0·rl•· \.••r r:i.~i'.:; f.í.r1l?nt•:1T•• ••xarninnndu ~1 

dio.gran1a de i>l•Jq11•_..,s qiie anai1;:andu "l ·--:>l•·n;.t :·: -i<"•> ":: ,¡ l_·n d1:i.~-~Ta:na e!_,-. !Jt<_1r-¡11es runtiene 
infur1n.:1r1ú11 r·,_-.,_:::!Jt.'Ct u al (·urnt)• ,: r :uni1•nt, • 1i:1~..tr~1:• '-'· t-'' ·: • • !:•• 1·, ,nr j(-.flf.' run.~111Hi. tnf•.r rnar:1~n arerra 
del.a run::.;ritttrilJn flsira dPl ~--::.-.tt·~na. F:, '":: ·•·• ·:··:•• :.t 1:~1:c·hus ~j~,tern:L-.. dif°,-.!•·nt"~ ~1n re-laciún 
alg11na entre ~í. J.Jll"df"_•n P-c;fa1· reptt'~'-·nia(i,,, :•·•: •. : .... :1:,, •i:agrarna do• !,!uq~F·~-

DeiJ~ nuLi.r:,;o-_• q11e t•n 11n d:agr-an1~\ d" LJ.,q~:" ::., .. ;1.·:.-r1• I•'UI'-''c...entada l....i. fn••rir" f.>tlncipal dt:> 
enE'Tgío. .Y. pur· l._, t._intu. ••l cl1a~1arna d·• ¡,;,Jq11•·.., •i" 1::. :· :,.:11.1 !lu ":' 1:r~:r·, ..... ~ •• pi:ed{"n diLujar 
di"-·f:-rsus <liagrarnas di.• Lluqii.•_•!-> dif .. tf•;1t•"· d" •1:i -:·.:.-:: •·c.~1-;:-:. ,,¡ p:~r~r" dL' ·~·i:-ia dt•l ....l.ncilisis. 

Lól. si1nularirJn de n11estr·u :.-.1~rt..'tna p,:ndi:!•J lr1\·"r: :d,_, -.1• ff•aliz._-.i t•n ~I\IL"LI:\:l(. La Uil.Jliuteca 
principal se rnuestr·a en l<J. Fig-1tra (G. l) 

r .,_-_-----'l'-----~~----_-_-_--_-_·_--_-_--___ .. _i_n_1ulink 

File .(;:lipboard fdit _Qptions _S:i1T1ul<"1_t~_?-~ S!yle __ _ 

~ 
!_::"_] 
ources Sinks Di serete Line<Jr 

~~-
1 

Nonlinear 

FGJ 
[=_J 

Connect..lons 

Sll"w1ULINK Block Library (Version 1 .. 2c) 

Figura 6.1: Bi1Jliur1•c-~1 Prinripal cit~ ··sim1tlink ... 
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Lus l..>Juq11f."'s 11tiiiza<lus en n11,~st1·u d1agTan1a ::-.'' ul1rwnf'n de jas IJibliutPras serundarias, 
rnustr·a<las a cvntin11nciUn. dunc .. h• Ja 1>t1q11rta :-.1q.H'lh.o?· 1nd1ra s11 n1,rnl.irf:'. L"nirarnente se ex­
µlican lus l..>Iuqtl('S qt:t:" ~,.... 11rilizan ("'II (_•l *'~;q11PzTJa d•.' <'• . ..r1r1uI aquí trata<lu. 

Connections 
Library 

:E} 
Mux 

Fig11rn 6.:2: .:\I11ltiplexur 

.. \/ulliplcxor: Las entradas se idenrifi:r.;:ln r·~ .. rnu 11~ l~. 11[:.!J y uf:.i) en urden descendente 
res:pec-:-tivamente para ser 1lsadas Pn 11n l.J!uq11P dP f11nriün. El nün1ero de entradas 
se p11ede variar de acuerdo al n1in1P-ru d''"Pad•J (\", .. r· Figur.a (6.2)). 

Nonlinear 
Library 

>C f'<u> J> 
Fcn 

Figura 6.:~: F11nriún 

Punción: Este bloque, generalmente se rulurn n la salida de los multiplexores para 
indicar como son afectadas las señales de t•ntrada de los tnismos (V'er Figura (6.3)). 

Integrador: En la salida de este l.J!uq11e :c-P uLtiene la señal de entrada integrada. 
Debe introducirse la condiciún iniri al ( µur dc-fa1il t ig1 ial a cero) requerida (\ter Fi!:,'1..lra 
(6.4) ). 

Workspace: Es utilizadu para grafircir lvs res11ltci<lvs en :\IATL.-\B (Ver Fi0'11ra (6.5)). 

A continuación se muestran los diag:rn1nas 11 . .-.,adus para la simulari1jn. Tudus están formados 
por los bloques explicados antcriurmente. 

----1= ... 
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Linear 
Library 

>~ 
lntegrator 

SignaJ Sink 
Library 

>t yout ~ 
To Workspace 

6.2.1 Sistema Lineal con Controlador 

El Sistema Lineal está furmadu pur las f11nriur..f:'s: 

1) f*Xn rnya expresión es: 

J: (/) <In· .r i t \ .,... ''·n · li(I) -;- b 21 • v(t) 

2) f*O"' que tiene la expresiún: 

O ( 1) = a . .,· .r ( 1) _,... "¡;¡ · IJ ( 1) -.,.- b.11 • v (t) 

Esta expresiones rorresµonden a las ernariunes «.JLrenidas en el capitulo II. 
Donde X (t) pasa pur dus integradvres ('\#pr· Fig11n.l. (6.6)). Después de pasar por el primer 

integrador se obtiene .1: (t). Si esta señal ::-r:• intrud11re n11<!vamente en utro integrador se obtiene 
finalmente la posicicJn .r:(t) . El Lluq11e 1J'urk .... ¡n1n~ (po~iriun) grafira en ::\.IA .. TL.·\B los datos, es 
decir, cómo varia la µusiciún µara ciertas rundiriunes iniciales. _..\l igual que el bloque X (t), 
O (t) pasa. por dos integradores µara uLt.ene1· la pusiriún angular O(t) y entra al \.Vorkspace. 

Todos los estados son retrualirnentadus <le maner·a directa. pur medio del cuntrolador que 
está formado p<.>r la funcíún F'cn. Cumu '·( I) -=--::: - /"\ • • r( I). entunces: 

donde Ki; son los elementos de la rnan·iz de runtrul Í\..JJ . 

---r 
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SISTEMA LINEAL CON CONTROLADOR (dslc) 

Figura 6.6: Dia~rarn.i. d"l Si<-.t t·1na Linc-al ron Cuntrolador 

6.2.2 Sisterna Lineal con Controlador y Observador 

Este din.grama es el rnisrnl.., qlle f;-l ~istPn1a l::v.~:i.l nJn r1,nrruladur (\.p"r Figut"a (6.7)). Súlo se 
ngregó el uL~ervadur debidu a cp1e nv tudu~ l<JS ·~~tadu~ Pn la realidad estri.n disponibles para 
retroalirnenraciún direrta. En el C'aµít111,, \" ....,,~ d1,J la Pc11ari;.Jn para el ul..1servad(Jr: 

.r(I) •= .·\I(I) - /11 (I! - ¡,·_{1¡\I) - C.T:(I.)) (6.1) 

Sa.Lemus q11e la salida q11c se está nlidit:-n<lu ciiF'ct.:nnente del sistema es I(I). por lo cual 

(_, .. = [ 1 O U U ] Entonces: 

y(t) = Cx(t) u u u 

CI:(t) [ l u o 
[ 

.~(t) l .r(I) u1 1í(I) 

11(1) 

= x(t) 

Sustituyendo estas expresiones en (6. l) se uLtiene: 

±(t) = .r\x(t) + H1-(1) + 1<. (.r(t) - x(t)} 
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SIST!!.MA LIN~ CON CONTROLADOR T OrlS~l'h'"00R 

-----.x----~"!....~ . ~:~~~=ª-- -P'cn ....... •-­
Mu•1 

..:.l•i• • ..[ .. oci-J 
' ,.,J .. .:,.;101i 

, .... c._ 
~- . 
,-JL'.l . -

__::-:;..--=:......~-..S·•--· ~··-~-- -V"!l"l( 
~,-- .... o-'" ro·· o o 1 •NGULO . 

~~~~\ --==~~~~- -
1 
1 

1 _____ I 

~J1i• ..C.P•••:l 
e 1 POSICION1 

Figura 6.7: Ding;:rn.rna <l<-•l Si~tPnla LinPal r~•.J?l ("untruladur y ObserYador 

El error se definió rurnu r·(t) .:.= (.r(t) ·- .i (f \). 1•ntqJ1<"Ps ~\lstitnyendu en la exµre.siún anterior 
se obtiene finalmente: 

_-;-·(t) = .·\.i(I) ·- /1•·(11 • h"_ · .-(r) 

Sustitn:vendu .·\. 13 y /,.', en esta 1'1ltirnn P:"<).HPsi..._Jn ~"' ti,..ne: 

l ""' l [~ o 

~;:~ = 
fl·2· ... fl 2:l 

() () 

()(f.) rl \'l H.1:1 

u 

1 () 

l 
u J \ 

¡ (/\ 1 l (I) 

11(1\ 

1i(I\ 
[ () l ,, 21 

() •-(/) + 

''n 

en forma desarrollada y Pn base al <lia~rarna a Lluques se tiene: 

Fcri'2 = i"-(t) = :i:(t) + /-\,. 11 -e(t.) 

f*X""l= Z;(ll = ~n · :I(1) ~- ""' - ¡¡(t.) -- t.." ,-(1) - ¡,·.-n - .:(t) 

Fcna = l_!_(t) = IJ(I) ~ h-.,., ·' (t) 

f*O"'l= O(I) = .,,.,- :i·(I.) + ""' _ ¡¡ + 1>11 · •·(I) + ¡,-__11 · •(t) 

6.2.3 Sistema No Lineal con Controlador 

[ 

!-\, 11 l 
Kt'll 

¡..;~31 

¡..;~ •\ 1 

- c(t) 

Este sis temo. es el mismu qae el sistemn lineal run runt rulo.dur, unicamente cambinn lo.s funciónes 
f*X" y f"'O" (Ver Figura (6.8)). 

Para. el Sistema ~o Lineal se tienen la:-; sig;1iientes funriones : 



L_ 

6.3. SI.\JUL.-\CJÓ.V 61 

l) f"'X": 

x (t) 

2) f"'O": 

i:i (t) 

SISTEMA NO LINEAL CON CONTROLADOR (dsnlc) 

OSICIO 

POSICION 

ngu 
ANGULO 

Figura 6.8: Diagnuna del Si~Tt .. rna ~u Lineal cun Contrulador 

6.2.4 Sistema No Lineal con Controlador y Observador 

El diagrama n Lluques se presenta en la Fig:ura (6.9). 
Est.e sistema es similar al sistema lineal rvn runtruladur y 01.>servador, unico.mente cambian 

las funckmes f"'X" y f"'O". 

6.3 Simulación 

A continuación se muestra un ejemplv µara rC"alizar la simnlaci6n. Si se quiere simular el sistema 
lineal con controlador se realizan los siguientes pasus: 

1) Entrar a A/A TLA 11 y ejecutar lus 1.nugramas control que se indicaron en los 
Cn.pítulos ...¡.y 5, respectivamente. Pvsterivrmente entrar- a SJJ\,/ULINI<". 
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.. j.¡., ilo{"•l"''""J 
• 1-,- !>·•·••ni 

... ~1 .. ~-

... ~~ ". 

"""';. ..¡,.,., ... ,. 
N4•~''' •.,> 

... ;;. 
'' 

"'""';] 
''"' 1 

\ 

..o-11.)~-= 

Fó~IC.10U1 

~3) Entrar •:.-n lü. v•:-n:anu ci•:: d1<..Lg:d:1.;, ·"'.J'i _.,. l·;g1;1~ \C :U_I) 

-!-) Estal..Jier'?!- h.L:.> ~-u11d1r_·~u:1':"'' in:• :<lP .. ;.1..1: ¡..;(..1-i•·,•..1nt:::;, .v '.Pi•_.,-~du.dc::: <:vn <lvl...tle 

click en~: int<::·~~~ci.ut r_u!tP~;-.vr1f.11•·::-1:1 \·,., }·1t~·,:,¡__... .C 11),t 

5~ Selo,:-rc-1u:1.:.t: .i_.;_., u~..1··1u:: -~·r1;11LÚ.LÍiu'' 1;.1··. ¡_,:,:,• , ......... I:..n L':,~.•- If•'.JIHCllt.u ~e gen.er:a 

u .. r. mer.1: 5ec:;:-::.C..:..~: '" r.~•_)r•'..l•· ·,•· !-' l•·'.•' :._,..--_.,.,' ,,_.:,<....i.: ~!u1·t •...1 /"''-LTUlfi..1;lc1·.";I. G~1:.~lal1-n.c.n.t~e 

n~) e:-· ;-1-:'r"::'s~: ;r ' :¡1._.1C:.:::' ¡;: . ,_, :.J._:.: <.t;: .... ; .> ~ J,_,• o! ' " d.•~''' a: :.."":•l•.:•_-, l (_..r ¡ <. .. ! ,.,(J.!t'f :;.t' iilJ.C Íó..LI & 
l.;_~ ;..::-.-~:..:l.:i:- i.'J:: t ... -:. ~·· .. )=: ! c.:..•...1 . ·J ... -·~t-> •: 1r.:." ;,\: •. ~·. r:. • ... '1; i•- J ~· '·' •·! ~ <.p...i.t._· (.~ i ~ .• ::; ~t;:n•~ i . .._:_ ~-~-r nu.na..Cv 
dP :-o¡;:--:1-..j.i.'.J.: -:~~::.Ji•_·:.'.--•' ';J_,1 .. ~rj~. ~f'j•·•{ ··~ ~--~: :1·••-\..,.a/:.••:t!.•' ;.<_i•J_iJf""l•~r: .'>LlldlLtJ.f;,v1; d1.~l. !I .. ~IlU 

-l I..Je;:-~.>tl~: Cl•· r•:¡_~!:zo1- ú~ · 1r:t'..l~...,.c:<1: 

g¡~fir.o.::. ~ u~~~;•_:-~- :•:.:.!.:1•:¡~: ¡~ ~--"·,, 

(C .. :..:! ' 
-- .:i l<1 f '_1-J(¡,< l ('7 p;, 

·~1·: ... •· :•:J-.'.~'·: ....... • ._¡ ~\1.r\'1 L ... \.1~ ¡ ... ~:._.; ·i~~¿:ár lu.Ll 
.-1).',1-"•· ..-. :.»g,u...aent.•· 1-'t' .. H .. Lº!:"...> 1 \-• .-r l· igu.r.a 

a.nr.er1u::TC'.::nt~, J.-,u·, {.;;u.g:.an¡¡;.¡,: ·~1g1;,1•·r•l•_- JJ\;i••'-1 r.l:: 

d'!:-! C:¿}.Q4_!. l_l!l•.J (..;.P f;":i.. .. _ 

6.3.1 Sist:ema Liueai con Cunt.rula<lor 

Posición ci-e ius pulus c:..k·! i:-u!1.t rviaci.u: 

l ': / · .• _- l'., --u.::; 
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SISTeMA NO LINl!A&.. CON CONTJ;IOL•OOR y Ol!s~qVAOOR. (dsnlct•) 

~J-...c!M.:--eir¡--á,r;-co•r~at 
x••.,I r.ic- X" i X ) P051C~~ 

"· oe;¡il· ..,.., -<;-j:.:~1c] ·~ ¡--------- :... . . 
___ :-:=e__ ---C!lwL."--.g1~"':·-Cf'1uij• ;,• p~~~~1 

~:; i-... ., A:'1 ) r·:: c:n 

-1 
! .. ~ 

~"·-~·- -x---::i ,,.,..., _, __ ,_""° __ u_._º_'---~ 

Figura 6.9: Diagrama del Sistema :-;u Lineal e-un Controlador y Observador. 

3) Entrar en la ventana del diagrama a Lluques (Figura (6.10)) . 

.t) Establecer las condiciones iniciales J..1ara las µusiciones y velocidades con doble 
click en el integrador correspondiente ('."er Figura (6.11)). 

5) Seleccionar la opción Si"iulatiori del mentí principal. En este momento se genera 
un menú secundario donde se puede seleccionar .o.;/art o parameters. Generalmente 
no es necesario modificar los paró.metros. Pur lu t.anto al s~leccionar .o;tart se iniciará 
la simulación. c·n sonido (Leep) indicará el m0ment0 en que el sistema ha terminado 
de simular. También se puede seleccionar nue'\·amente la opción sirriulation del menú 
principal, si aparece slart, entonces la simulaciún ha terminado. 

4) Después de realizar la simulaciún se debe regresar a :\IATLAB para trazar las 
gráficas. Si se desea graficar la pusici¿,n se sigue el siguiente proceso (Ver Figura 
(6.12)): 

> > plol (posicion) 

El proceso precedente fue aplicad<:> a lus diferentes esquemas de control descritos 
anteriormente. Los diagramas siguientes muestran los resultados de la simulación 
de cada uno de ellos .. 

6.3.1 Sistema Lineal con Controlador 

Posición de los polos del controlador 

Pi = F'2 = l~t -0.5 
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¡ 

1 

1 ....-----

d.slc ¡¡..._Je__ _______________ _ 

Elle 

Style 

~llpboard _Ldlt Qptlons ~ifnulallon 
1-1-~ 

Figura 6.10: \/éntana del Diagra1na a Bluques para el ""dslc·' 

Condiciones inicia.les 

.r(O) = U.l; IJ(U) = .¡¡¡ 

Las gráficas para la posiciún lineal y angular se rnnestrnn en la Figura (6.13). 

6.3.2 Sistema. Lineal con Controlador y Observador 

Posición de lus pulus del cont1·ulador 

/'1 = J->'l 

Posición de lus µolos del observadur 

P 1 = -5-:- 5i; F'2 = -5 - 5i.: 1-';, 

Condiciones iniciales 
Para el sistema: 

1-'., -0.5 

x(O) = U. l; 0(0) = f.¡ 

Para el observador: 
x(O) = 0.1; 0(0) =O 

-4 -5i 

Las gráficas para las pos1c1ones lineal ~·angular se muestran en la Figura. (6.1-1). 
Para este esquema de control se 0Ltuvier0n la A.cciún de Control y el Error de Observación 

(diferencia entre la salida del sistema ~- la salida del ubsen·ndor), que se muestran en Figura. 
(6.15). 
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f--------------- ... '~~~~~JE~_t_~!. - -·-- ·---------------J 
Block name: X 

131ock typc: lntcgrator 

Integrales input startin~J vvith 
lnltlal value. 

~---------------···-------··----~ 

lnltlal valuc: 

¡o.2s1 

Cancel 

t.!clp 

1 

Figura 6.11: Cundiriunt-~ iniriah.•s µat·a el lntegradur 

l 

6.3.3 Sistema No Lineal con Controlador 

Posición de l<.Js µolus del runtrulador 

}JI = Í >~ / ~l ::-:o-: i '1 -U 5 

Cundiciunes iniciales 

.r(O) = ü. l: ll(U) = :Üí 

Las gráficas para las µusiciuncs lineal~· nngltlnr se rnuestran en la Fig (6.16). 

6.3.4 Sistema No Lineal con Controlador y Observador 

Posición de lus µulus del rontruladur 

-·-

-0.5 

Posici0n de lus polos del uUserYadur 

Condiciones iniciales 
Para el sistema: 

Para. el uLserYador: 

--1 +5i;P1 

.r(O) =O: 0(0) = 1 ~0 

;T:(O) = O: U(O) = u 

-.t - 5i 

Las gráficas correspondientes a las µusiriunes lineal ~~ angulnr se muestran en la Figura 
(6.H). 

Para este esquema de control se obt11Yierun la ..-\.criún de Control y el Error de Observación 
que se muestran en la figura (IO.ti). 
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Figura 6.16: Posiciones lineal y angulat· dPl P"nd11h.> Invertido (Siste1nn ~u Lineal con Contro­
lndor) 

Figura 6.17: Posiciones lineal y angular del Pendnlu lm.-ertido {Sistema Xo Lineal con Contro­
lador y Observador) 
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Con.el u.sion.es 

En esta tesis se hn ilusn·a<lu t>} rnanej1..1 d·· lu:--- ("(_J?l('PIJT<J<.) l_úisirus dP la rreurin d<> Cuntrul ~Iud­

ernu ~n l.:1. ~tnre~is dC"' 11n esq11t•rna <l(-' r·unr ! '.l p.u .t 1 !Il J..1t•nd1du irn·ert 1d• 1. El t.•:->q1 IPTna ul_.1tPnido 

realiza la rf•tn_..alirnentariún dP P~t.:1.du:-.; ,,¡,~,Pr ':¡1du!">. !'·Lia la c-~1tabilizaricJn d,•J '·!Sff-•ma. rnantc­
nien<lu de t:•::ita n1anPn:i. al ¡.a'•nd1du invPn1du ••n JH,~WJ1,11 \·,.rtiral. El anrilisi:" dP la!'i pn..1µiF:"dndPs 
estrurt11ra1.._-.s del sistPrna {«u11t1, .. laLilid~td .... L.it·I \·odJilid~1d _v (•staLili:~a!Jil1dad). p,..nnitit~ llegar a 
la runrl11siún dP r¡11e el runrn..1ladu1· f.'Ia If'~d1zai•il'. l)adu q11P nu tudus lu:-. "5tadus del .sist':"rna 
sun rnediblc-s. t_•n partinilar s1.:..lu ..,e r iPIH' a< ,.,.:--•.J .1 l.l·, ¡ .. HJ',J<'Í•.Jrl<'S an~1tl~i.r .\." linPal dt>l ¡.Jr~n<l1ilv. 5e 
p1·vrediú al <lisPñu dP 11n uiJSPI '\"adur· dP •"'f ;uf•• 1 1Jtnpl•.·t' >. q11e hari<·ri<.iu 11su d,-.. la 1nfu1 nu1riún 
pnJpüI"<"lunada µur la n1.-di<-i<.Jn d·~ la µu:-.i<·:,Jn :1. •I l:~._,n r al d .. J JJPnd11lu ( dt•:':'plaz~untt•ntu del carru). 
rer"onstn1.\:e tudu el ('Sta<lu. a ~al.J•.~r la:~ p•J'·J<'\•Jn•··, v .._.,.\..,c1dade-s an~nlar·,..s . ...- lin.,ales drl 1-Jl'.";ndulu 
invertidu .. Lut- Pst.:lc.Ít.J~ ul..J:::.••1·\·adu~ sun t~nr•,n<·~·--. !J!(J!''•fr:•J~J~ulus a 11n runtr·uladur qi1•.• lus retrun.1-
imf.:'nt.::i a la PTltr.::lda del ~isterna .. sit'ndu , . ...,,t.l ··i \'11it.Lj•· d1· ;dirnenrari1..~n al r11ut1Jr q11e desplaza 
el rn1Tu. El runt rula<lu1· ulJten1du, La~;1du l'!l l.1 rl.;~.-.1..-.1 t .~rn1ra dt_• a .... i.~~nari.jn dP p<Jlus del sis­
t<-'ma rf?'trualirnPntadu . .se JJrulJú t:•xitu~a1n•·:1tP •·n •·l ·,:-,t••:11a nu lineai q11,_~ r-un~ti;11_\"f_' ~_.1 µénd11lu 
invertidü. C';:::d.JC fnenriunar qll(' el runtfl.Ji."l.d'..JI ',P dJ-,f'IJt.J .l,. paI fir de 11?1 J1}<Jd••fu linealJzadu del 
sisrerna t:>n tur-nu al µ1uu0 ¿, _ _. <.•q11iliLr·iu inc-.,r al Ji, ... 

Pnrn el ancilisis .v la ~lntesis <lcl <>sqtIPrna ri<' ("!1rtr i"!Jl :-,<_• 11rilizarun l1Prran1if:::'ntas run1p11t.a­
riunales rnucl1.>rnas. En !J;titir1dar. >.fatlaL rn•.J.c...r!"l~ -.1: ~:an 11tilidnd pata <>l análi~1.s :-.-·la sinresis 
de runt ruladurf?s l..Jasndus t .. •n la ·r ... uría d" ( "JIH 1 ui ~ f•.Jt i••I"!11J. El P~q1 :erna dP runt r·ul fi;,_• f>Val nadu 
pur me<liu dP sirn11!ariunt_ .. s ::-upurtada:~ 1•11 S1n!1d:nk. ~,. runr!nye df"' Psta rnnn,~·ra q11P la Teuría 
de C'unrrul ~Iu<l•.:-rnu cunstir11_Vt> 11n su¡.Ju:rP r~·1.·r1«1J ,..~•·r:<·1~d para la runrcµriún <le runtruladurcs. 
permitiendu 1111 dist:::>ñu ~·firif.•ntt-:- l.Jasadu i•n ••l ··•J!l11r·1rn1"nt•.J pruf11n<lu c.h.• las rarnrt<_•rísticns es­
tructurales <lel si~terna i..J.:.iju Pst11div. C'u!ll\ . .J p111·dt..• .lptr.'riarse en esfP tralx1ju. la Teurín de 
Cuntr0l :'\Iudernu p•~rmite Pl dt_·~aITullu d,. r~··r:-1ir·a:c '->hff_•1-r-1úticas de dist:-11.0. q11e ~e runtrn.µonen 

a los antig110s rnérudus de pnwLa .\· e1TuL 
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Apéndice A 

PARÁMETROS 

Los valores físicos de lus µar.:itnetrus q11~ intc-rYienen en el modelado y análisis del Péndulo 
Invertido se 1nuestran a rurninttar·ión: 

SIIl.IBOLO SIGNIFICADO 
.:\lasa del pénd11lu 
:\lasa del carru 
Lungit.11d ck·l pén<l11lu 
Resistencia de .Arrnad11ra 
Cte. de turque del rnotur 
Cte. de t ransfurmariUn dP .-.ngr.:inE:'s 
radiu del engrane de salida 
C'tc>. de gravPdad (C'd.de :--..Ii·xiru) 

VALOR 
U.21 
0.-155 
U.61 
:2.6 
lJ.00767 
: ~. "/ 
U.Ul27/2 
q.7S 

UNIDADES 
¡.;" 
¡.; !/ 

c:1 
.\'. rn./.·\ 

rn 
,,, /,..;'1. 

Es imµvrt.ante menr:-iunar q11e dirhus valurPs rurrP-spundf?n lÍnicarnente a un Péndulo Inver­
tido en partirular1 , µe-ro es tu nu irnpide qu(_• el pn.•:o.c-n~P t r·aLajo esté linütadu. Tuda la t.eor-ío. 
es la misma pa1·a analizar r11alq11ier sis.terna el..-.• <·untrul. ':-n partirttlai- para un Péndulo Inver­
tidu. donde tinicamente se pueden cambiar lus valures fisi('us de lus µarámet.rus que están en el 
programa parnrn. El análisis~· diseñu rc>~tante ~P t>fprt1-1a i~1aL 

La numenclat11ra adiriunal qttc interY1cn1-_• ._.n tudu el análsis (especialmente en el Capítulo 
2) se muestra en la siguiente taLla. 

1El Péndulo Invertido que '~tnrnos analizclr1cif' ~•: t'lll'U<·ritr:1 ·~11 el Ln.boratorio de In Sección de Control 
.Automático del Centro de lnvcst1gación y Estudio~ .\va117,.ndos del IP~ (CJ:'\:"VESTAV). 



7.1 

Sll\IDOLO ,.. 
.r: 
.r: 

.1: 
() 

ú 
ó ,. 

SIGNIFICADO 
Fuerza nplirndn al can·u 
Pusi<:"iün del rar·n. . .> 

'\.peluriclnd del r·nr-ru 

.·\rt.'"lerarh~n ch.>J ra1Tu 

P1J~i~iún (<.in~1ilu) d'-•I ¡H_;11d11k.1 

"\peluri<lad ang11I.r.u· c:lt--1 J-"..:.nd1du 
.·\rele1·nriün ang1dar d1•! P"nd1du 
\pulraje apliradu al rn<>tvt 

C'urrientt.." de annac.11ffa 
\''eluridad an~tdar d,•f 1nuf11J" 

Turq11e d{;"I rnutur 
Turq11e c..h:- salida (dt>l catn.>) 

.-\PÉ.VDICE A. p,\&L\IETROS 

UNIDADES 
\' 

"' <.; 

rud 

ru,J / :"'l 

rut!.1 .-;'.l 
'., ,¡ I -; 

. llfl /J 
fo'}'.\/ 
.\' . ,,, 
.\" • TTl 



Apéndice B 

MATLAB 

Este apéndire :::;e uLt.11'\·u del textu [5, ~lat.labJ. Si se requiere mayor información acudir a dicha. 
uüra. 

B.1 Introducción 

:\L·\T_L .. -\.B es 11n µaquete de- rurnpuru <lesatTullo:i<lu µara realizar cálc1tlus numérirus y visunliznr­
lus. Incluye análisis nurnér·iru. uperariunf:"s run rnatrir-<"s. proce:san--iientu de st:>ñales. gráficas y 
prugramaciún. 

Su r..urnLre pruvíene de .\/A'/'lll~Y L.·1/J()/(.\'/'f)ft'}" F11é uri,brinaln1ente esrritu para facilitar 
la rnaniI->11laciún <le rnat.rires rn pru.vecru~ r·"pu:·~Pnt~td1;.-.. ··n el Esµaciu de- E:5.tadus. 

Es un sistema interartivu dunde nu ~'-' p·q1111.:>1·•-:- í' . ..,¡Jf_"'<·ifirar la. <lirnensiún de l.:i. rn.:i.triz para 
introducir lus datu.s. C"11alq11ier µrublerna "'" !>'l*'d•• 1•·::-•1l'-·"1· t<.•alizandu <liagran1as en un lenguaje 
que es tán rurn1ín rurnu Furt ran. I3asir 1.1 ( •• 

:\L.\TL.·\.B Ít!<.; desarrolla<lu dur.antc- 11n L:ll~•J JH"l·i•.Jdu de arl.us p:na darle n111rhvs usus. Se 
µucde trabajar run álgebra lineal y ut ra.::. ar,. a~. E:, rn1 l:'--. usadu para I·ealiz.:ir prácticas de 
ingenier-ía .v resolver pruLlem.as ITHl.ternatiru!'->. L1JS 11-...•.J--> típirus inrl11_'\·en r.ci.lr11lus numédcos de 
propúsito gener-al. desarrullv de prut.ut ipu d'• algl.JI·it rnos :...· pruLlPmas di? pn..>pijsirus especiales 
que incln:Yen matdres tal curnu la teuria dP ('o u/rol .·1 uto1nrilzcu. esr.:irira _v pru<"'Psarnientu dibrital 
de señales. 

::\IATLA.B t an1Uién pennite familiat izar sr• 1·•.Jll ~qJli<·arivnes ~sµerlfiras a. t· I a\·és de 'f'{)()L­

/30)lb'S q11e sun un cunj11ntu de herrarniPnta~ q11P ~tni.pli<ln las aplirar1unes a rasus muy partic­
ulares. Las .:ireas dunde art11n.lrnente s•.~ a;Jliran inrlin·•:-n pruresamient.u de S<-'ñales. diseño de 
sistemas de rvnt.rol. simulaciún de sisterr1as dinárnirus. ich~nt.ificariún de sistemas. redes neurales 

y otros. 

Probablemente lo más impuit.anre de ~I..-\TL:\B es s11 generalidad;..· adaµtal.úlidad. Esto ha 
permitido la inclusión de aµlic:aciun~s dcsnrrullndas pur utras persunas. En lus µrini.eros añus 
de ~IATLAB muchos científirus, maternát ir·u-;. " in,~{."'nien.Js desarrullarun nuevas e interesantes 
aplicaciones que se pueden ejecutar en 11na ~ula linea a través de una instrucción apropiada. 
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B.2 Siste1na Requerido 

~L--\TL4·\B req11it_.,,re pa1·a ~11 in~~Talac-iUn d.- :~~fi •·xt·t•nd1d,, ,.n c11nlq11ier IB:\I u lUO 'X rumpatiLle 
~un Intt:-1 :!~O (:~SGSX. :~~Gl)X ). l~G" J>,·nT i11rn r·•)n pr.,r·psa<lur, :'\Jirn,~uft \Vindu\\'s :i. l 

En at.lic:ilJn a :\licru~uft \\'ind1J\Vs :1.1. "·',f.l ;·•·1:-.i1)tt 1i-1-¡11iP1·t.• r·urn1..> rnlnirnu; 

l. Cuproce-sa<lur r-nat.Prn<if icu 

Discu <le alta <lPnsidad :~ l .1 '2" 

=~. ::'\.lutlSP 

-l. :'\[u ni t u1· 

5. 8 :\IB de .-.~paciu lil''" •·n <>l disru d111·u i lll :\IB para '.\IATLAB fur SI:\!l."LIXI<) 

6. -1 :\JB <fr_• n1c-n1uria t•XtPndida (.S :'\IB u 111.ás para grnficar en ;3 dimensiunes). A.demás se 
reru1nienda: 

B.3 

a) :\lemoria adiriunal (::! :\IB) 

L) .-\dn.µtndur gn.ificu de S l.>its 

r) Tarjeta de act"'!en"i<lur g1·áficu 

d) Impresura 

e) Tarjeta de sunidu 

Instalación 

Primeru se deLe estnr scg11ru de que \\"indu"\'S está instalado. La instalación de ::'\.L.\.TL ... .\.B se 
realiza con el sibrttientc pruresu: 

1) Entrar a \\.induws 
2) Introducir el µrimer discu de :\.I .. ·YrL...-\B Pn "=."! <lrive 
3) '/nsualizar el discu en el .-\dminist radur de .-\1-chi vus. Seleccionar set llf..J run do Lle clirk 
...t) En el prumpt dirertorio, intrudurir (">l numl..>n:"' dPl directorio dundc sc:- q11ie1·e instalar 

'.\IATLAB. Pur defoult es C:\:\IATLAB. 
5) El µrugrama setup µreg11ntará si req11if:"te·s instalaric.:Jn comµlet.a u esper:ifirada. Si no ha:v 

suficiente memuria para la instalar.iún ru:npletn. deLer.:is indicar instalariún esµecífira. 
6) A µ.artir de este mvrnentu, la instalariún sP u•aliza de manera auturnátira dcscompresio­

nando el disco. Durante la instalaciún. la infl,rmariún es mustrada µur unn líncn que indica 
el porcentaje instalado en el disco duru. [)el.Jt:•1:án intn.J<l11rirse los disrus r.uandu el sistema los 
requiera y en el úrdcn indiradu. 

7) Después de terminar la instalaciún. Pi pn..1gTa1na pn•gunt.a si deseas instalar '/'{)()Ll30.YE'S 
opcionales. Si este es el rasu. has r:lirk suL.1n"' f_•l Lut(.:Jn SI. Entunces insertn el primer disco de 
TOOLBOX en el dri'\."e y hus rlirk en 01-\.. Repite.."' .-:-stc- prureso para cada TOOLBOX que quieras 
instalar. 

8) C1u:~ndo termines de instalar lus '/"f Jf J/, /)( J.Y/:'.')' tJpriunales hns click suLre XO para ter­
minar el proceso. El prug;rama set.up rr·ea 11n n11e"·u g-n1pu de µrugrarnas en el A.dministrador 
de Programas \Vindo'\vs que runtiene lus irunu~ dc- ~I.-\TL~·\.B. 
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B.4 Consideraciones 

:'\L.\.TLr\B es un medio riru y puderusu. pt .. ru de¡.wnd1.~ <k• la ("~l(..Jacidacl del hard\.\·are. Cumo 
resultndu de estu, la presentnciún c11andl.> ~P ,-._¡pr11tn >.1.-\-rL..-\B deµende de la runfigurn.ciún del 
suft'\vare usado. Lus siguientes factures sun una 1·'-'J.!:la ~i}!;nificat.iva que <lcterTnina la velocidad 
de ejec-11siún de '.\IATLAB: 

.. 'Tipu de pruc-esndur 
* :'-..lemoria disponible 
"' \.-~elucidad de acresu en el intcrcnrnbiu de 1nfunnanún 
* Tarjeta de arelerndur gráfico 

En particular es in1µurtnnte que la cur11p1nadura n1t~nte run suficiente memoria µnra. x·esolver 
cualquier pruLlerna usando :\.l.ATL.-\B. C

0

•J!ll•J :nlnunu. >.L\~rL....-\B requiere -l ~IB d~ memoria ex­
tendido.. Esta rn.ntidad de n1ernuria es ~11tlrít>ntP apara •·.if""<lltar todas las funciones matemáticas 
y gráficas. 

Para ttso de nuevas gráficas _v funciunc-s. ~·:- dPlJP runtar cun memoria extendida. adicional. 
Generalmente se requiere mucha rnemu1·ia (S :'\1I3 u rnús) para lu sibri.1iente: 

• :\lnµa.s de irnágen y rulur 
* ::\luvimiento 
"' lnterµolaciún 
* '.\.lodelvs ráµidos 
Por ejemplo, para mostrar una imág;en en r1.>lur de 6-lüx-l80x256 usando el '\Vorkspnce :\.IAT­

LAB requiere 2.5 ::\IB de memoria. Cuulquier µ1·ucesu ¿, .. rupia.do de imágenes y matrices dublica 
la rn~morin requerida. 

B.5 Aplicaciones 

Cuando entras a ~IATL.-\B se abre una ventana. En ...,.lla aµarec.e el prumpt >> que interpreta. 
lns instrucciunes escritas. 

La introducción de datos se ren.lizn de la sigi.liente manera: 
a)Constantes 
>>a=6.28 
>>z=3+2*i 
b) '.\.la trices 
Si se desea introducir lns matrices: 

se realiza. lo siguiente: 
>>A=(l 2 3;4 5 6;7 8 9] 
>>B=(2;4;6] 

2 
5 
8 

Algunas operaciones que se pueden realizar en ~Ir\.TLA.B se muestran a continuación: 

1) :Mntrices 
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EXPRESIÓN 
A+B 

SIGNIFICADO 
Suma 

A-B 
A*B 
A/B 
A" 
expm(.-\) 
lugm(A) 
sqrtm(A) 

l·"" 1:-· ( :\) 
<let(A) 
<liag(A) 
eig(A) 
real (A) 
imag(A) 
rank(A) 
eye(n) 
magic(n) 

Restn 
:\lultiplirnriún 
Di,·isiún 
Putenrin 
:\.I.ntriz f..."'Xpuncnrial 
::\Intriz Lugaritnlira 
Raíz c:un<lra<la 
Polinurniu rarartPI·ístiru 

Determinante 
Dingunal 
'\'alures Prupius dt> .·\ 
Parte real 
Pane irnaginaria 
Rangu 
:\Iatriz Identidad dt." nxn 
C11ndru rnágic-u de nxn 

dunde A :'-º B s0n mntrires .v n es 11na runst.ante entera. 
2) Funciones Trigonumétrirns 

FUNCIÓN SIGNIFICADO 
sin(a) 
cos(a) 
tan(a) 
asin(a) 
acos(a) 
atan(n) 
sinh(a) 
cosh(a) 
tanh(a) 
asinh(n) 
acush(a) 
atanh(a) 

Sen u 
Cusen u 
Tangente 
Arco seno 
Arco roseno 
Arco tangente 
Seno hiperbúlico 
Cuseno hiperl>ólicu 
-rnngente hiperbúlicu 
,.\.reo seno hiperbúliro 
AtTU cosenv hiperbúlicu 
Arco tangente hiperb<~liru 

3) Funciunes elementales 

FUNCIÓN SIGNIFICADO 
abs(a) 
angle(a) 
sqrt(a) 
conj(a) 
gcd(o.) 
Jcm(a) 
exp(a) 
log(a) 
loglO(n) 
fix 

Va.lar aLsulutu u magnitud c-umpleja. 
Angulu de fase 
Raíz cuadrada 
Cunjugadu cumpleju 
:\.Iáximo c-umún divlsur 
:\Iínimo curnún mülriµlu 
Base expúnencial e 
Logaritmo natural 
Logaritmo en base 10 
Redondea. a enteros 

APÉNDICE B. 1\IATLAB 



B.5. .·\PLIC.4.CJOSES 

-1) Análisis de datos 
EXPRESIÓN SIGNIFICADO 
max 
rnin 
mean 
median 
std 
sum 

\talor máximo 
'\,.alar mínlmu 
\r"'nlur µn.>rnediu 
\"'nlu[" mediu 
Desvinciún t?standnr 
S11ma de elernentu.s 

prod Productt.> <le elementus 
hist histobri·~:una 

5) Formato de salida 
FORl\IATO SALIDA 
format short 
formnt short 
format lung; 
format lon e 
forrnat bank 
format hex 

e 
Hasta -1 derimnles 
1-Iastn ·l decimales cun PXfJunente 
1-Iastn 1--l decimales 
I-Iasta 1-l decimales run •:--xpunente 
1-Instn. 2 decimales 
Hexaderimal 

6) Gráficas 
EXPRESIÓN PRESENTACIÓN 
plot Ambus ejes lineales 
loglog 4..\.rnbos ejes logarítmirus 
semilogx Escala lugarítmicn para el eje x 
semilog)p Escala lugarítmica para el eje ~p 

title ... ~grega titulo a la gráfica 
xlabel . ..\.grega rutulaciün al eje x 
ylabel .A.g;rega rotulaciún al eje ~· 

text Culuca texto en lugar l('sµeríficu 
gt.ext Culuc:a texto usandu el rnuuse 

7) Colores para las gráficas 
SIJ\,lBOLO COLOR 
y Amarillo 
m C\lagenta 
e Azul cielo 
r Rojo 
g Verde 
b Azul 
w Blanco 
k ~egro 
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Apéndice C 

Simulin.k 

Este npt..'.Ondice se uLt1n:u del 1 extu Libliug;rúfi.rv ·fi'.. PaI·;i. rn:1.:vur infunnarü:in n.r-11dir a dicha ubra . 
• '">~J~\JT.LL\"1'.r f""S lln suft:warc t;'"sperial para ~i1n11la1· ~1:-.ternns dinárnicus. Es tina ·~Xtf:'nsiún de 

.\l.·lrf'l~.·\11cpt<"1nrl11ye mnrhas caracteristi<·as ~''.->!H'<"Íficas dP sirnulari<:in. S,_,. aplica Pn dus etapas: 
l} Definiciún <lel rnudel(J 
:1) .-\núlisis del rnudelu 
L~na sesiún típira St..• iniria Pst.a.Llc-ri•·ndl, 1111 1nud.-.1., o llarn.a.ndu i1n m<..>dek> previamente 

definido !Jarn. pusteriurrnentt:-. iniciar el anó..li~1~. En la prártira. ~-·stus cJus pa~u!-' ~un frpruente­
mente realizadus it~rath:arnente. 

Para farilitar la crcariUn <lel rnudelv. :··)/J/f"f.f.\'f\- 1·1¡•.•nta rvn vc•ntanas dvn<le se ~nruentran 
lus diagrarnas de bluque. C"un estas ventana·_,_ l<_J..., 111ud,·i•J'.-> '.~un n·("adu~• -:--· e·ditadus prinripalmente 
cun el rnv11se para facilitar la tnaniµnlnri1~n dP l•J~ n11'.-1n•J'->. 

Desµués de rrt:"ar el rnu<lelu. ~e p11eth.~ analizar c."l•·'·{·1unandv las u¡ .. wiunt•s del menü o a 
través de run1an<lus '?n .\/ _.\ 1'L. \U. S•..? r1 lf't1t a r1 Jn \.·;in•,:"' .i.i.guri t rnus do_• ~1 r111iln.ci1.~n para analizar 
lüs sistemas_.... . .-.:>nruntrar sus p11ntus dP "cpuliLti<J 

La sin1nlariún pnede sPr anali2acla ~~:-:ifl.c.ln:»nt" :1 ~: a\.'f~S d.--. ~\!. \ '!'/.:\ /J para <JbserYar el 
desempeñu del ~istema. 

Para trn.Lnjar rvn .'-,"/.\/f"f~f.\;f\,- se IPal1za pl ·~1)-'".111•·nrP \Jrure<li::nienru: 

1) Entrar a \\'J:-;-DO\\" (escrilJien<lu -. 'r'" \_ 
2) Estando en \\ºindu\\". f;"Il t rar a :\!.·\ '/'/ .. · \ /J (d. 1lJlP ,. i ick Pn el irunu rurrespundiente). 
:.3) Esr.a.ndo en .\/A'f'L.·\!J, entrar a L...,·J.\lf.l.f.\"kº "~ri-i.birnd<J szrn.11.link para ai.Jrir la biblioteca 

principal de Lluques (Ver fii,ritn:i (C.1)). 
-1) Estandu en la ventana de Li..,·¡_\f("/,J.Yl<. ~;.,lecriunai-. dentro del rn<.~nú µrinciµal. ln opciún 

file. 
5) Estandu en file S•.~lerr:iuna:: ncu: '.~I ~ .. • \.'.1 Ll •'l"~H 11:-: nllc\.lJ rnudelu \l º!" n si se pretende 

trabajar con 11n rnudelv _\-'ª e.st.a\.Jleridu. 
Al s~lecc:iunar ncw se arriva 11nu V<'nta.na vacía Pn la. q11e se puede cunstr11ir el mudelu del 

sistema.. La nueva ventana csta.rá rutulada run untJ/lnl. Este nurnLre deLcrá ramLiarse cuandu 
se guarde el programa. Desp~tés de q11e ,-.st a VPnt una ha s:<lu art.ivada se realiza lv siguiente: 

5.1) Abrir una u más l.JiLliutcras _..... pasar llJS \Jluqn"~ q11e SA necesiten a n11estra ventana 
(manteniendo presiunadu el lJ,JtÜn izq1iier<lu <l1•l rnuitsf""..?). 

5.2) Después de haber ruluradu lus bluq1 l'""'~- trazar la~ lineas para runcctnrlus entre sí (man­
teniendo presionadu el butún izquierdu d(•l n1u119_" d11utnt(. .. el tra:i,:crto)(V"er figura (C'.2)). 



S2 .. \p¡:_·_"\.DlCE C~. SI.\fULIXK 

=1 

~ E~ ··. ~. 1 ;~-::....!. 1 ~---- ! 
Line.oar Nonlirl~ar Con~-;.C-Íions ourc•• Slnks 

SIMULINK Block Library (Ver~ion 1.2c) 

=I Unlitlcd 

file <;llpboard l.clit Optlons 

S\ylc 

• • I J J ~ :. 

; o:nl t!_:; 
r-tt:'·_;· ..o-:u·: 

·¡ 
h:':"r_:r.1:_r:i 

.. ¡ 1 

!>lrnutatlon 

·= /L'Ll • 
•r¡r .. s~:;ce 1 

,..!.. 

-+ , .. 

5.3) .-\.bdr lus bluqnes (ch...ible rlirk sui.>re .~1) :--· ran1l1ia1- lus µarámetrus internus. 
5.--l) Cuat·dar la inf(.)rmariún ~e1,_~rri1Jnandu .-.u1 ,. •> ... r11·1 u.-.; desde ji/r! sebrtÍn sea el caso. 

6) Realizar la sim1dariún selerrionan<lu ..,f,zr I dP~df~ .. 1 rnenü su11 ul11tion. Cuando la simu­
lación se está realizando, se puede suspender 11:-:an<lu . ..,top. Pasa i·einiciar se pre~iuna nuevamente 
start. 

7) Se pueden ajustar lus parámetrus <le !:-irnidaric~n sr_~leriunandu panL1Ttt~l<:T" . ..; desde el menú 
sírnulalio1i. 

S) Es posiLle. también. rnuniturcar t>l rutn¡.H..1narnientu del sisrema run ttn 11luque 8copr. 
(osciluscupiu} u ltsandu un u1u1·k . ..,pflt:t:. Lus en«Jt1_~s se p11Pden rurregir cani.biandu las run<."Xi<.>nes. 
agregandu u quitandu Llucp1cs. u rarnLian<lu lus pa1;inv_•trus de simulaciún. 

Cun ~C..,'/.\/[_//.,j¡\"K se pued("' sirn11lnr r11alquiL'r n1udc-lu de maner.:.l. rnlly s""'nrillo.. La pre­
sentaciún del suft.'\,~are perni.ite farnilia1·iza1·sp e-un lu~ l.>luq11es <lispunil>les :v las herramientas 
de o.nálísis. 

SJ¡\/[JLI.:.VK utiliza la tCrnira de diag1·arnas a Lluq11f_""s µ~u·a representar lus sistemas dinámicos. 
Crear un sistema es semejante a tro.za1· un diaµ,rarna a l.1luques. El trazo de Lluq11cs individuales 
se realiza trasladnndolus de llna LiUliutera <lunde Pstus se encuentran. 
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La biUliuteca estn.ndnr está urgnnizncla Pn s11lJsi~tr.•rnas .v gru¡.H.JS de IJl0ques de acuerdo a su 
c-ompurtamiento. Lus bloques pueden sPr cupindu!-i clt· ri1alq11ier Li1Jlic..itcrn .v st- pueden incluir 
lvs de 11n.:i en utrn. 



Apéndice D 

RUTINAS DE CÓMPUTO 

. ..-\ cuntin11aciün se prc-st.~nt an 1us I-..1rugr ~-una-~ *·1.d.1u1 .. HÍ• ,..., ('!1 .l/. 1 '/'/..·1 /J indi~pF.:"nsnLilPs para realizar 
r11alq11ie1· sin1ulariún de n11cstzu ~'istPH1.'."l. 

El µrugran1a prira.111 PS pj 1í.niru q12,_• 1r.rl11\·" \',t!u11'"' n1ir:11.~nrvs esp(:•rdlrvs. P1 ... r lu tanto. si se 
pretende analizar annliz.ar 11n p,;nd1du n_,n r.11 .wr •'I 1·.--.r 1c·¡1"' tiif<---n:•ntes, 1lnirarnente st:-> mudific-arán 
lus valurcs en estf• prvgr·arna para ..-i<laµtad,, :1 J,,, .... 11111•\"(1:~ n"g11erimiPntus. 

D.1 Prograrna pararn 

.-\qui se inrl11_ven tudvs lus \·.~dor·es fisirv~ d'?' lu'-..parú1ner n.>s d~l Péndulo lnvertidu mencionados 
en el aµéndire .-\ .'-" us.:idus en Ia /.\"'Ff(( )/_J{ ·r '( ·¡r )_\' \- ,.¡ caµ1·rulu 2. tal rumu se muestra en Ja 
Figura (D.l). 

-
=/Bloc de notas 1 ~ ~ 

~rcl11vo .Edición 

.Uúsquecla Ayuda 

Km = 0.00767; "9" 

Kg = 3 _ 7: 
~ 

Rm = 2.6: 
1 = 0. 61: 
H = 0.'fSS: 
m = 0.210: -... .. , 1 ¡ .. 

--:----r_---· -_----·- ---·-· ·-
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D.2 Progran:1a sisterna 

En e-ste prugnuna se 1ntrud11rPn las 1lH1t I 1<-<"• . \ \' /('-'!_)tenidas ("'n <"1 ra¡Jit11lu :2 para (.•l sistema 
linealizn<lo P!l el E.spnriu dP E~tados. La ItJi\1JÍZ (' _...,,. '-'l,r1n·u <·n ,.-J C'apít11iu Zi. J-:1 programa se 
n111estr.a '~n la Fig;ura (D.'..!). 

D.3 

~1 Hloc ch~ nota~~· '.::ilS rr- Ml\.M 

~22 -Km-2MK9-2/(M"Rm~r-2J: 

a23 -mwg/H: 
a~2 Km-zwKg~2/lM•l•Rm•r 2J 
a43 gw(M+•)/(Hwl), 

b21 KmMKg/(H•Rm•r). 
b~1 -Km•Kg/(H•l•Rm•r); 

~=[O 1 O O;O a22 a23 0;0 O O 1 .O a42 a43 
B=[O;b21 ;O;b41 J; 
C=[l O O O]; 
~1 1 

Programa control 

:J: 
·-~1 

~¡ 
. 1 

1 
1 

O];_¡' 
'~ 

1~1 

Este programa calcula la :\Iatriz de Cannnria del Cuntruladur del Péndulo Invertido de acuerdo 
al análisis realizado en el rapít11lu -1. L~ .... s <latu .... a intr,_,d11rir sün lus pulos deseadus C\ler figura 
(D.::!)). 

La µrimera instn1rriún ejec11ta el J.JI"-'~-~Tan1a pu.rnrr1 ¡_Jara ubtener lus valures físicos de los 
parámetros. La segunda instr11criún indira q11.-.:> dt~Í.JPI"tÍn introducirse los µolus del Cunt:rolador. 
Las siguientes -t- instrucr:-iuncs se 11san µa1·a intn_.1d11rir lu~ pulos F'1 , J:J'.l.• 1~1 .Y' 1~1 respectivamente. 

Las instrucci0nes pusteriures c:alr1tlan lus t_~lPrlV:>nt us dP la .\Iatriz de Cuntrol. Las dos tíltimas 
instrucciones se usan para mustrar el res1 Il t adu .. 

D.4 Programa observa 

Aquí se calcula la :\Iatriz de Gananria del (>lJ.SPI"'\·adur en Lase al análisis efectuado en el 
capítulo 5. Al igual que en el c·untrulndur. el diseñadur especifica la l..-Licaciún de los Polos 
(Ver Figurn (D.-1)). 

Si observamus detenidamente el µrvgrarnn oh.-.,·r1·a de la Figura (D.~l) notaremos que es 
idéntico al programa coutr·ol. Estu se del.Je a q11,_. lus rn~tudos de anrilisis usadus en ambos son 
similares. 
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D.5 

pc1r•A; 
disp(•introduc• POL s ~~1 COHTROLnDoR·>: 

I
P1•11tput(•polo 1•º) 
P2•input(ºpulo 2•º) 
P3•lnput(ºpolo 3•º) 
P4•input(ºpulo ..... , 

I
K11 • P1•P2•~3.P ... /g/KR/K9•H•l•Hn•r: 

IC12 - (-P2•P3 ..... •H•r-2•Hn•l-P1•P3•P4•H•r-2•M••l- ••• 
P1•P2•P-•H•r-2•H~·•-P1•P2•P3•H•r-2-t1..-1• ••. 
Kd-2•Kg-2•g)/r/9/Kn/Kg; 

K13 • M••r•(P1.P2•P3•P4•H•l -2•q•t'3•1'•1•H•l • ••• 
g•P2•P4•M•l •q•P2•P3•t1•1 •q•P1 •P•a•H•l• ••• 
g•P1 •P3 •M•l •g•P1 •P2•tt•l •q-2 •H•q-2•1111)/g/ICrt/•g; 

K1 ... • -H•l•Ra•r•(P2•P!l•P .. •1 •P1•P3•Pla•l• ••• 
P1•P2•P4•l•P1•P2•P3•l•q•P~•g•P3• ••• 
g•P2•q•P1)/q/M~/Kq; 

K•(IC11 K12 M13 M1-]; 
disp("1• d•triz K del controlador es:•); 
disp(K) 

Figura D.3: Prugrnma ··runtrol" 

Programa bu.sea 

87 

Generalmente el có.lculo del Controladur ~· del OLservadur son independientes entre sí. Sin 
embargo, al o.grego.rlos en el Diagramo. n Blvques. unu de ellos puede provocar la inestabilidad 
de todo nuestro sistema. 

Tratando de evitar este problema se diseñv este µrugrama {Ver Figura (D.6)). Para ejecu­
tarlo es requisito indispensable que primero se ejer11te el µrograma control. 

Este prugrarna. indica lo. L.Licaciún de todos lus Pulus de acuerdo a los int.ervalos especificados 
en el mismo. 

La. primera instrucción indica la finalidad del µrugrama.. La segunda ejecuta el programa 
param. La tercera. instrucción permite intruducir el incr-emento. Este deberá ser un número 
negativo (polos). La cuarta instrucción se usa µara introducir el valor fino.1 del intervalo (polos). 
A partir de la quinta instrucción se realizan iteraciunes en ciclos anidados iniciando todos con 
el valor -0.1. Por lo tanto, el intervalo que se usa es: 

[ -0.l incrf'rr1c11lo fin] 

En las iteraciones se ,~an asignnndo valures a lus µulos. En las siguientes instrucciones se 
calcula el Observ.:a.dor tn..l como se indicú en el µrugrn.m~ observa. La instrucción 14 obtiene las 
matrices a, b, e y d para el· Din.grama del Sistema ~u Lineal con Controlador y Observador. 

La siguiente instrucción asigna a pr la µarte real de los va.lores propios de la matriz a. 
Si todos son números negativos se cumple la instr11c-ción condicional siguiente, mostrando, 
entonces, los polos Pl, P2, P3 y P..t. Si ttnu de lus nümeros de pr es no negativo entonces 
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p.1r.a~; 

disp("intrnauc• PllLIJS dPl IJllSfkUAPllH'): 
r1-tnput('polo 1-·>: 
P:?•input( 'polo 2 .. ·); 
P3-input('polo 3-'); 
P4-input('polo --·>: 
KP,, - (P--r-2•Hn•N•P3•r-:?•Rn•H•P?·r-7·H~·M• ..• 

P1•r·2·R~•H•K•-2•Kg-2)/r-2/Rn/11; 

Ke21 - -(P:J•P-·r-lt•R•-2•H-2•l•P2•Plt•t·-!t•R .. -2•H-2•1• ••• 
P~•P3•r-~•Hn ... 2•H ... 2•1• .. 1-Plt•r'~•HM 0 7•tl ... ~•I• ••• 
P 1 •P3 •r ..... •Rn ... 2 •H ... 2 •l •P 1 •P2 •r· •1 •R,.., ... 2 •fl• 'Z • l • ••• 
,, .... - tf•M~-2-11-2•""•q•r - •1•M,..,-:? •ll•l(n- :> •M11·:;--1 •Plt-..--'2•Rn-"-. - • 
Kn-2•Kq-2•l•P3·r-2•Rn•H·H~-2·Ky-2•l•P2•r-2•R••H• •.• 
KA-2•Kq-2•1 •P1 •r-2•Hn•H•K ... • i.-1<11' •1-1 ) /r - •1/H .. -2/H-2/l; 

:~ 1 

1 
1 
1 

J 

_, 
~ 

no se cnmple la instrucriún rundiriunal .v '.~" "ipr·1ita la 1nstn1rciún que aparee~ en ln siguiente 
línea inrrementánduse el valur de lus ;_,1..1!...1!'> ,. 1niriandu n11evn.mentc tudo el proceso descrito 
anteriurmente hasta que se rurnµla. In rundin1.~11 "~taLl(·ri<la u se terminen las iteraciones. 

El n1~1n1eru de itcracivnes depende d1.~l 1n1·r, ,,,, 11/c1 .v rk~l valor jiTL est.nLlecidus. Debe recor­
darse que a.rnbus deben ser negativos. 
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Kr31 - - ( P2•P3 •PJ&•l1-2•r""2 •RA•l •P 1 •P3 •Plt•H-2•r - 7 •Rn•I. . • • ~ 
r1 •P2•Pll•M-2•r-2•M"'•l•P1 •P2 •P3 •tt""2 •r -2 •RA•l • g•Plt•r-2•Rn•H-2• ••• 
q•P-·r-2•Hn•H•Fl•q•P3•r-2•Rn•H-2•q•P3•r-2•Hn•H•n• ••• 
g•P2•r-2•RFl•Hª2•q•P7.•r -7•HP1•lt•"1••1•P, •r -., •Hn•H- 2• .•• 
q•P1•r-2•RFl•H•n·~·q·K~-7·Mq-2)/11/r-~/H"1/l/n/q; 

K•"*1 • (P1•P2•P3•Plt•H'"'3•1. ... Z•r-'l•HFl-2• ••• 
q•r'"' lt•Rn- 2•M-3•P3•P .. •l •f1·r- a.-H ... - 7•H""'./•P:l • .. 4•l • ..... -
g·r- .. •HF1""2•t1""3•P2•Plt•l•11·r-~-H ... -~-H-7•P?•P4•l• .. • ••• 
y•r-lt•An-2·H-3•P2•P3•l• ... 
g•r- "•Rl"l-2•t1-2•P2•P:J• l•n• g·r- '••Hn-2 •H"":J •P1 •P'll•.l• - • • J 
q .,.- ll•Rn-7•t1""7•P1 ...... l •n• q •r - '••HA";,> •H"" :1 •P, •P:J • l •. - • 
g•r"" ... Rin"" 2•t1"" 2•P 1 •P3•l•n•11•r - ·•-Hn" :~ •t1- :1 •P, - .. 7•1 • - •• 
q•r·~·A~-2-tt-2•P1•P2•1•"•11·~-r-4•R"-?·H-3• ..• 
2·~-2·r-~·~~-2·tt-2•111•g-2•r-4•R~-2•H•n-2• ••• 
Kn 2•K9-2•9•A•l•P--r-2•Hn•H•Kn°~•Kg-2•q•n•l•P3•r·2·M~•M• ••• 
Kn-2•Kt¡-7•q•n•l• .. 7-r-2•Hn•H• ... 
Kn-2•Kq-7 •(¡•ni•l •P1-r-2•Hn•H• n•11 •.Cn° la•KtJ 0 4• l) /g/~11·21H-2'1r· .. ,R ... -2; 

KP-(KP11 ;Me21 ;Kr:J1 ;Kt> .. 1); 
disp( "l.• 111•tr1z M• dP1 oDseru•dor l"5 ! ·) ;~1<:0p(Me-) 

• • 1 • -

Figura 0.5: Prugr~unn. ·· 1Jl.J::>t-_"rva·· ( rt..1ntinuaciún). 

di.s.p( "obt:t•n• lo-s polos d•l ob .. •r.,.•dor · > 
p•r•• 
lncr•-nto•input:( 'incr•-nto••); 
f'in•tnput:( ºfin••); 

l...J 

f'or U•··•.1:incr•-nt:o:fin.P1•u: 
tor u--•.1:1ncr•-nto:ttn,t'2-u: 

t=or t:•-•· 1:lncr•-nto:t1n.P3•t: 
t=or s--•.1:1ncr•-oto:tto.P1o-~; 

- ( p .... ,.·2·1111·-·P3•rº z .. R .... ". P7•r ·2-M ... •H• ... 
P1 •r

0
2•R•• ... IC•-2••q•2 l /rº 2/Rft/H; 

- ( P3 •Plt•rª lo•R••2 •M
0
2•l •P2•Plo.,r

0 
lt•R"'º2'•H

0
2' • I • ••• 

r2-r:1-r· lo•R•-2•H0 2"1 •P, •P--r - .... R ... - 2•Hº2•1 • .•• 
P1 •P:J•rº lt•R .. -2."º2•1 •P1 •P2 •r - 4•A ... - 2 •Hº 2 •1 •.•• 
g·r· lo•A .. 0 2'-tt

0
2 •••tJ•rº lt•Rft

0
2 •H•I( .. - 7•Kq 02 • l •Plo•r-2-A"'•"· - • -

M• .. 2•1Cqº 2• l•P3•rº2•A .. •H•IC•" 2•kqº2•1•P2•r•2•R .. •H• ••• 
M .. ·2-•q-2•l•P., •r 0 2'•R ... -H•K .. - lt•ICq- --1 )/r 0 1t/R,.,º21'H-21'1; 

- ( P2 •P3•Ploeft0 2 •r-2•M,.,• l •P 1 -P:l •Plo•H- 2•r-:0 •M"•l • ••• 
P 1 •P:l•Plt•"-2..,,.-2•11"'•1•P1 •P2'•P:J•H0 2 •r 0 2 •R .. • l •q•Plo--2•A• .... ·2• ••• 
Q•Plo•r•2•R-"•••q•P:'.l•r 0 2•H .... H.2••J•P3•r

0
7•R""•"•,.• ••• 

g•P2•r•2 •R-"-2•g•P2•r -2 •H ... •H-•q •P 1 •r
0

2 •R .. •H
0
2• ••• 

g•P1 •r-2•A-H•••••1p•M,.º2•Mqº 'l )J'H/r-2.IA""/ l /"'l'g; 

Figura. 0.6: Prugrama. ··Luscn'' 
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• (P'l•P2• .. 3•Pll•N'"'3•l-2•r- .. •H,.·2· .•• 
u·.-- ... 111.·2•..-3•P3•Pll•l •g•r - ... R .. - 2·tt-2•P3 ........... - • -
9 ............. ·2-..-3•P2•Pll•l •q·r·11-1u.·2·H-2•P2•Pll•l • ... - •• 
9•r"'11• .... ·2•..-3•P2•P3•1 • •.• 
9•r"'11•Aa"'2•..-2•P2•P3•l •••1J•r•11•tt.,."'2'•H•:1•P1•f'll•l • ••• 
l)•r• ll•R•"'2•H"'2• .. 'l •P .. •l •••q•rº ..... ,.. ... 7•Hº3•P1 •P3•l • ••• 

::~=::::=~===~=:~ ::~:! ::::=;:;~:;:=~:~=~! :~~-·- --. 
=:2;!;;:;:::::;=;!::=~=~.::~~=:~;:::=~:~:~;i •P3•r'"'2•111••M• ••• 
K• ... 2••q..,2•1)-•l •P2•rº 2 •R .. •H• •.• 

~ 1 

. .-( .. ~~~==;~~ ~=~;";':!:~; ;··· 2 •R••H• .. ••J•M .. - .... q • ... 1 ) ,.,, .. , i-21..-ur·11.1R.-2; J 
( • ,b .e ,d)•l in-d( "d'inlco •); 
pr•rP•l(•iq(•>>; 
lt e 1•:•;•;•;•:•:u:upp1•-11;1 ;1 :1;1:1;'I;1 J ••• 

di'!>p( "btpn•) 0 (1"1}, (P2) .fP:J} .(P .. )• 

•"• •nd 
•nd 

•nd ... 
olsp( 'f'ln• > 

Figura D.7: Programa ''L11sra·· {cuntinunción). 
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