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"Los Volantines: Sistemas dinámicos asociados 
al problema de Ja flotación de los cuerpos" 

M. en C. Déborah Oliveros Braniff 

Resumen 

El problema de Ja flotación de Jos cuerpos en equilibrio, es un problema que 
sigue abierto desde hace muchos años: A principios de siglo (1921) comenzó a 
estudiarse la versión 2-dimensional del problema que se plantea de Ja siguiente 
manera: 

"Si una figura de densidad uniforme, tiene la propiedad de flotar en equilibrio, 
en ~oda posición 7 ¿esta figura es necesariamente un círculo'?" 

Para densidad un medio, este problerna, está totalmente solucionado y se probó 
que la conjetura es falsa. Tratando de saber algo más de este problema en otras 
densidades encontramos un sistema dinámico al que hemos llamado Volantín o 
andadera de n-siJJas, intuitivamente este se puede ver corno n barras rígidas, 
acopladas cíclicamente, que se mueven de tal manera que la velocidad de sus 
puntos medios es paralela a las barras mismas. Esta punto de vista ademas de 
solucionar el problema original, es en sí mismo interesante. 

En la profundización del estudio de los volantines se encontraron invariantes 
como el área y el centro de masa, se desarrollaron las equaciones que Jos deterrni­
nan por completo y se caracterizaron las condiciones inicalcs. En los casos n = 3, 4 
se probó que la conjetura original en Ja densidad correspondiente es cierta. En el 
caso particular n = 5 se estudió el espacio face de Jos pentágonos desde el punto de 
vista topológico, se encontraron y estudiaron las posibles orbitas períodicas, Jo que 
nos llevó a encontrar todos Jos volantines cerrados que existen y al mismo tiempo 
concluir que la conjetura original para Ja correspondiente densidad es cierta. 



"Los Volantines": DynaIDical system 
associated to the Ooating body problem. 

M. en C. Déborah Oliveros Braniff. 

Abstrnct 

The problem of bodies flonting in equilibrium is one t.hnt hns l>een open for 
many years. At. the beginning of the century (1921) the study of the 2-dimensiunal 
version of the prublem '\VnS started a.nd this can Le stnt.cd as fullo'\vs: 

If n plnne figure of unifurm density has t·.he µruperty thnt. it. flunts in C"<JlliliLri11m 
in every position, is t.he figure necessnril.Y n cir~le? 

For density of 1/2, the problem has been completely sulved, and the cunjecture 
has been shown to be false. 

In t.rying t.u lenrn mare nbout this prol>lem for uther densities, ·we funnd n dy­
nnrnical systen1 that vi.re called '"Volantín", ur Ca.rrousel '\Vhit n-Chnirs. lntuitively 
this can be regnrded as n-rigid bnr coupled cyclically "vhich move, in snch a '"'ªY 
that the velocit.y of t.he middle point.s of t.he bars always pnrallel to the bars. 

The main goal of this thesis is the study of the ••volantines", \vhirh o.re inter­
esting by themselves and solve the original µruulem. 

Going deeper in the study of the "volantines", '\Ve fonnd invnriants like t.he aren 
and the n1ass center and \Ve developed equntions that determine t.hcin rumpletely 
and '\Ve charnct.erized the initio.l condit.ions. In the cnse n = a, ~1 nnrl part.i~nlnr)y 
in the case n = 5 it ·wns sho'\vn thnt the original conj~ct11re is true. 
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Introducción 

En los años 30~ en el Libro Escocés (Scottish Book [Z\Iau]) Ulan1 planteó 
el siguiente problema, que corresponde al problema 19 de este libro y que 
dice nsi: 

.. Si un .<1ólido de densidad uniforTne tiene la propiedad de flotar en equili­
bri~- sin voltearse- en cualquier posición en la que se deje. ¿deberá ,'ler este 
nccesariarnente una esfera? .. 

En 1938 H. Auerbach estudió la versión bidimensional de este problen1a 
que se refiere a figuras y no a sólidos, es decir físicamente poden1os pensar en 
un cilindro de densidad uniforme y suponer que mientras su eje permanezca 
paralelo a la superficie del agua, este flote en equilibrio en cualquier posición 
de acuerdo con la Ley de Arquírnedes. Entonces la pregunta seria: ¿Es este 
cilindro necesnriarnente un cilindro circular?. Auerbach probó que esta conje­
tura PS falsa en el caso en el que la densidad es 1/2, y dio como contraejemplos 
las llan-iadas figuras de Zindler. 

En el transcurso de su trabajo, .A.uerbach dejó a la luz propiedades que 
nos perinitcn deducir la definición del sistema dinámico al que hemos llnn-iado 
volantín de n sillas y el cual será nuestro objetivo principal de estudio en esta 
tesis. 

El estudio <le los volantines es en si 1nisn10 rnuy interesante y nos propor­
ciona adenui....; 1ncis respuestas al problerna. original (ca.so bidimensional). In­
tuitivau1e11Ptc>, un volantín puede pensarse corno un n barras rígidas acopladas 
ciclica1ne11tP, que se rnueven de tal rnanera que la velocidad de sus puntos 
rnedios es paralela a las barras mismas. 

En el Capítulo 1 se definen forn1alm1mte los volantines y se pruehnn al­
gunas propiedades h~isicas de ellos, adernás de dar algunos 1dcn1plos in1por-
tanIPS. 

En Jos dos capítulos si~uientcs, SC" retoma. PI trabajo clt_• Aut->rbnch y st• 
rPlaciouan los volantines con el problC"ma de In Hutacióu. 

En rl Capítulo -t se prtll'ban dos propiedades tnuy irnport.nnt~s art•rca. del 
iirPn y df"l l'l'ntro d<> tna .. ...,;a qtw nos permiten estabh•crr la.."i con<lit-iones iniciales 



que requiere todo volantín. además de pe-rntitirnos concluir entre ot.ras cosas 
que parn ""densidades de perímetro" 1/3 y 1/-l Ja conjetura original es cierta. 

En el capítulo 5 se cstable<."en Jas ecuaciones diferenciales que rigen a Jos 
volantines y se prueba que estas Jos detern1inan por completo. 

Para adentrarse en c.>J caso n = 5. fue fundamental estudiar en el Capítulo 
6, el f"Spacio de Jos pentágonos. que a su vez. nos ayudará a detcrntinar 
en el capítulo siguiente. las curvas integrales del campo vectorial definido 
por el sistema de ecuacionPs diferenciales formuladas en el Capitulo 5. Eu 
el Capítulo 7 se analiza aden1ás. detalladarnente. las órbitas periódicas que 
aparecen en nuestro sistt!111a. 

Finalmente, en el Capitulo 8, con toda Ja información obtenida hasta el 
mon1ento se plantea la teoría de los carritos que clasifica todos los volantines 
cerrados de 5 sillas y prueba al misn10 tiempo, que Ja conjetura original para 
la densidad correspondiente es cierta. 
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Capítulo 1 

Los Volantines 

Definición 1: Un volantÍ7l sirnple es un sistema que consiste de dos cur­
vn..o:;¡ diferencinbles {.il1 (t). /J2 (t)} en R 2 que satisfaren las siguientes propir-dn­
dcs, para toda t en R: 

i) La longuitu<l del intervalo ¡J., (t) - /31 (t), dn<la por 11 f3., (t) - .i31 (t) 11. es 
una constante distinta de cero. 

ii) La curva de los puntos medios 1n (t) = Ji<tl;;J:i<n tiene velocidncl m' (t) 
paral<'la a /32 (t) - /31 (t). -

Definición 2: Un volantín de n silla..<t es un sisterna que consiste de 
n curvas {/31 (t), /], (t), ... , /Jn (t)} tu.les que {,'.;I, (t), /Jo+i (t)} es un volantín 
sirnplc para toda i = 1, ...• n. donde /Jn+l (t) = ,31 (t) . 

. . ... _ ... -

Lema 1: (Prin1crn ley de los volantiru~s). Snui ;31 (t) 11 fh (t) cuMJtL.'i 
diferenciablc . .,. Entonce.'I d . .,iste1na {/11 (t), ¡32 (t)} t>.'J un volunt{n . .,frn¡Jlr. si y 
.<tólo si ¡J2_ (t) e ... una rcfl~Iión dt: Bí. (t) u. truvé.'i ,¡,, ;J.~ {f) - /J 1 (t). 



Demostración: La condición i) lfp un volantín siJnplr es equivalente 
a que (/J..z (t) - /31 (t). /3-.z (t) - .J1 (t)} Sí"n constante. EntonrPs si drrivnmos. 
ohtr- nemos que a su ""ez Pstn. es equh·nlt."nte a c1uc 

(¡J~ (t). ¡J., (f) - .J, (t)) = (¡J; (t). ¡J.,(!) - /31 (!)). 

Esta condición? unida a la condición ii) PS equivalente a que i::lí (t)+:3~ (t) 
sea paralela a /3-.z (t) - /)1 (t). de aquí que poda1nos infPrir que .lJí (t)+.d~ (t) 
es perpendicular a /Jí (t)-.8~ {f). lo cual deduce el Lenta.• 

Obs~n:c-se que de la de111ostración del lenta anterior. ta1nbiéu se pucch" 
deducir que J .Bí (t) 1=1 .d~ (t) L de rnancra que podemos suponer de nhon\ 
en adelante que las curvas d, (f) están pararnetrizada.._-, por longitud de arco. 
Para facilitar los cálculos supondremos también. de ahora en adelante. que 
la distancia de /3;+ 1 (t) a .Bi (f) es siempre 2. 

Consideremos algunos ej1nplos. 

Ejemplos: 

1.- Sea 'i' una curva diferenciable. y sea p E R 2 tal que 11 JJ - -¡(O)ll = 2, 
usando métodos de ecuaciones diferenciales ordinarias. es sencillo probar que 
existe una única curva LJ(t) tal que /1(0) = p de tal rnnnern que {-¡. t3} es un 
volantín sirnple. 

IS (IJ 

y(t} 
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11.-Las curvas de Zindler : 
Sea tJt una figura de ancho const:ante 2, para cada diámetro I de 'Ir, dibuje 

un inten."Blo I' de longitud 2, ortogonal a/, de tal manera que los puntos 
medios de I y de I' coincidan (ver figura 3). Entonces, mientras I toma todas 
las posibles direcciones, Jos vertices de I' dibujan una nueva figura. A este 
tipo de figuras las llamaremos figuras de Zindler. Si permitimos en nuestra 
definición de volantín, que las curvas /Ja puedan ser diferenciables casi donde­
quiera, entonces las curvas de Zindler '11 son volantines simples. 

Figura. 3 

Demostración: Es posible parametrizar la frontera de una figura con­
vexa .¡. [Mon] por medio de una función x(O) = p(O)u(O) + p'(O)u'(O). donde 
p(B) y su derivada son funciones difercnciables casi dondequiera, y 

u(O) = (cos(O), sen(O)), 

es el vector unitario en la dirección 9 e [O. 27r). 

5 



Tomemos pues. 'I' una figura de ancho constante. entonces el punto 
medio del diámetro I(8). que hace un ángulo 8 con el eje de las x's. puede 
parametrizarse como m{I{8)) := x(8) - u(8). De manera que la derivada 
n>'(I(8)) = x'(8) - u'(8) es perpendicular a I (8) en toda dirección 8, lo que 
implica inmediata1nente que la derivada del punto medio de J' (8) • es pa­
ralela a /' (8) en toda dirección 8 situación que demuestra ii) de la definición 
de volantín simple. i) Se sigue de manera inmediata de la construcción. • 

Estas figuras de Zindler. tienen varias propiedades que serán despues 
nuay import.antes. Una de ellas (y fue así como las descubrió Zindler en 
1921) (figura 5) es la de que todas las cuerdas que dividen el área de estas 
figuras a la. rnitad. tienen la n1isma longitud y cortan el perímetro también 
a la rnitad. Siguiendo rl proceso inverso de la construcción anterior. las 
figura.o¡ de Zindler definida."i de esta manera. dan lugar a una figura de ancho 
con.."itante. Luego entonces. las figuras de Zindler pueden considerarse dunlr.s 
en este sentido de la.'i figura.-.; de ancho con...;;tante. ?\fás adelnntc probarentos 
qur. a.tubas dcfinicionPS de cun·as de Zindler son equivalentes. 

6 



DeOnición 3: Si { J 1 (f) . ,.¡.;!. 'f) ..... d,, (t)} e:-. 1111 ,·olnntíu th• 11 silla!>. tlmHIP 
todas su~ •·urv1L"i sou cc-rrndas y In tra<'!n (PS dC'dr rol cnnju1111, dL• pu11111!'. .J, (f) 
¡u1rn tclfla f) dt> rotlns c•Jlm.; ruinritlt•. 1•11f111n·Ps lln111an•1110~ a •~tP. volantín dt 
Zirullr,-

111.-EI <-"Ír<.·ulo es un volantín dt• Ziudl<-r dP u sillas pura toda 11 pw-·i-. 
podt•t11os iusc-·rihir PO 1tl. un n-ágono NIUiliitPro n•gulnr dt• tal uuuu•ra q1u• 
cadn uno dt• sus ,.,:rtkes dihujt> al rirrulu, y al rnisrno tirmpu qur t•I punru 
nwdio ele sus arista ... "i dibuje otro círculo concCntrico al original, lo rual liacP 
uotnr c¡ur el p1111to 111rdio viaja pnralrlo a <'lln..."i. 

O~fr0 
~~ 
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Capítulo 2 

Los Teoremas de Auerbach 
y 

las curvas a -Zindler 

Siste01as de Cuerdas: 

Definición 4: SPa •S- unn figura pinna (r,.gión acntndu por tnm c·un·u 
crrra.dn). U11 ,.,i..,te'tUa 1/r r..urnla ... { C(p)} rs 1nu• sc>IC'f.·rión runtinua c1111• a 
rada punto 1' en In frnnf Pra clt~ ~ lf" asocia una ruC'rda C(p) dr el> (segnwnto 
de rrctn ron cxtn•n1us ('JI la frontrrn <lr la figura). 

P1g&1rA 1 

De nmnrra. natural porlc1nos pensar en tres cla.. ... rs dr sistentas de cuerdas: 

1.- El sistC'rtU\ dC" C'Ut~rrtas {e, (p)} CJUf" clividron Al arca rlr. 4> cu una ru.z1\n 
dada /J. 

2.- El sistema de cu'-'rda.. ... { C2(p)} que dividen ni perímetro de 4" en una 
ra7.ón dada o. 

3.- El sistema dt" cucrcfa.,.. { C 3 (p)} que ticm•n longitud constante. 

8 



En general el sisten1a de ctwr<las {C1(p)} no ncccsa.ria1nente esta biPn 
definido, pues la cuerda puede no t!Star cotnplc>taniente contl•nida en el intP­
rior de <J>, de 111anern que- la división del iirca en una. razón dada porlria no 
tener sentido. 

Dado un sistc>1na de cuerdas {C(p}} cxistt~. dP fonna natural. una ftuwión 
1.p : lJrl> -+ S 1 que asocia. a cada punto p dP la frontPra dP <l>. t•l vt•etor 
u(B) = (cos(O), scu(O)) donde O PS el <iugnlo qnP fonna la cuerda C(p) con P) 

rje de las .r' ... ·. Pcnsernos PO la frontc>ra et._. •l> emno nna eurva oriPntada. Si 
la función r..p es cstrictan1Pute crPciente, entonrPs t~sta. es 1111 ho111t>o111ortis1110, 
en cuyo ca...-;o t•l sistcrna dt> cuerdas { C(l')} st• purde pl'nsar ro1110 un sbtt.>1na 
de cuerdas {C(O)} que dependa del ángulo f-J. ÜPnotaremos por J" (O). y (fJ} a 
los puntos en la frontera de,¡, que son extrPrnos de> C(B) y por rn (O) al punto 
medio de dicha cuerda. Si la frontera de <ll L'S una curva difPrenciahlt• c-asi 
dondequiera. es f¡icil ver que .r.' (H). y' (O) y rn' (0) t-~xistcn casi dondequiera. 

Sen cf> una figura con Arca A y sea { C(p)} un sbten1a de cuerdas int1•riorc.s. 
De ahora en adelante. dcnotnr<"rnos por 'R(p) a la región de tf> que quL"da a Ja. 
derecha de C(p), a.'iÍ co1no a y(p) su centro dt> nHL'"ia y A(p) su ¡in~a. Cuando 
el siste1na de cuerdas {G'(O)} esté param.etrizado por O. denotaremos por 
"R(O), g(O) y A(O) las respectivas funciones. 

Sea {C(O)} un sistPmn de cuerdas par:.unt>trizado por O, con O un lingulo 
entre O y 2rr y sen r¡(O, h) el punto de intersección de la cuenta C(O) con la 
cuerda C(O + h). S1~ puede verificar que el punto r¡ (O) = lirn r¡ (O, h) existr!. 

h-n 
Considcrcrnos el siguiente lcrna.: 

Lema 2: St:tt {C(O)} un $i.'>tcrnu de cuerda:; interiore.'i par111netri::r1tlo por 
cingulo.<t. EntrJnce::;, lu. fun.ción A(O) es una función difen~nciable. ,\/d .. o; urín. 
para cada O, 

2.-1'(0) 
m (O) - r¡ (O) = 1 C(O) 1 "(11). 

Demostración: Sea O 1111 ntíruern fijo entre> O y 2rr y sea I (O. h) la línea 
oricntn<ln que p<L•m a trav1!s del punto '1 (O) y qm• es pa.rnl<•la. a C(O + h). 
Consid<:>rcmos al ¡\rea orientada B (O, /i) de la rcgüin en 'R.(IJ) co1npn•1iclida. 
entre la. cuerdn C (O) y la cuerda l (O, h); al ürC'a ori1•ntacla D (O, h) dP la 

!) 



rc.>glon en 'R.(0) cotnprertdida t'.-ll( re las C'.'IU'rcl;L..; I (O.") • e (O) y e (O+ h); al 
ÜrPa orientada E (fJ. h) <le la r.-~ión t.•n 'R(O + h) coruprc>ndida t~ntre la.<i r<'ct.as 
e (O) y e (O+ h) y fina.ImeurP al área F (6, h) de la región qtJt.> se PUCllf'lltra 
en el cnn1pl<"rnentn ch• "R.(fJ + h J ~- en t-1 complenwuto df' R(O) romprendida 
entre las n•ctas C (O+ h). C (HI ~· l (O. h) (Figura 2) . 

.z(8) 

Frg"ra. "J 

Por definición 

.-1'(0) 
¡· A(O + h) - .~(11) ¡- E (O, h) - (B (O, h) + D (O, h)) 
hl!!A h = h1.!!i h 
lim (F(O, h) + E(O,h)) - B(O,h) _ lim D (fJ, h) + F (O. h). 

11-0 " 11-0 " 

Cou10 <I• es acotada. exi~tl'll const.antt>S /\1, /\.-2 , para h suffc·iC"utt•ruentt.• 
pequ(_•fia. talc·s qm_• 

K 1 f 1¡ (O) - 11 (O, h) / .•rn(h) ::5 D(fl, h) + F(O, h) 

::5 J<, / 1/ (0) - 1} (0. h) / 8C11(h). 

10 



Esto implica que 

A'(O) = lim (F (O.·h) +E (O, h)) - B (O, h). 
h-O h 

Ahorn, para toda TE {8, (} + h] U {8 + tr, 9 + rr + h] sen r (-r) ln. distnncin 
de TI (8) a la frontera de <I>, entonces 

J. 9+h J.8 ...... ,.,~h 
2((F (O, h) +E (0, h)) - B (0. h)) = r 2 

(•) dT - r 2 
(•) clT. 

IJ 8+..r 

lo que in1plicn qt1c 

2 lim ((F (O, h) +E (O. h)) - B (O. h)) = r 2 (O) - r 2 (O+ 7r) ·-· 
=I y (O) - T/ (O) 12 

- 1 T/ (O) - X (O) 12 
• 

Pero 

1 y (O) - T/ (O) 12 = (1 m (O) - y (O) 1 - 1 rn (O) - T/ (O) \) 2 

y 
1 x (O) - r¡ (O) 12 = (\ m (O) - x (O) 1 + 1 m (O) - T/ (O) \)2

, 

por lo tanto 

1 y (O) - T/ (O) 12 
- 1 T/ (O) - X (O) 1'=1 m (O) - ,, (O) 11 e (O) 1. 

lo que nos permite concluir el lema. • 

Usando lns mismas ideas de la den1ostración anterior, se puede .probar 
el siguiente hecho que nos será. de utilidad m.;is adelante. Si 1J (O) = m (8) , 
entonces 

1
• D(O,h) + B(O.h) 1C(ll)12 

h12A h = --s--· (1) 
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Teorema 1: (Auerbach /Au}J Sea {C(O)} un .. 1isteTna de cuerdas paranie· 
trizado por ángulos. El área A.(8). es constante si y sólo si las cuerdas G(8) 
son tangentes a la curva descrita por los puntos medios de las ctlerdas C(B). 

Demostración: Sean P = x(O), Q = x(O+h), R = y(li). S = 
y (9 + h) y T = r¡ (8. h) como se definió anteriormente. Entonces . 

• ..\'(O)= !i.!J~ área d~ TRS - li.!!~ área d~ PQT • 

pues si \·· es la intersección de la línea soporte de <I> con en el punto P, 
entonces el limite, cuando h tiende a cero, del área del trhingulo PQV tiende 
a cero. 

R 

V 

Figure 3 

Sean x' (O) = a (O) u (O) + b (O) u' (O) e y' (O) = e (O) u (O) +el (O) u' (O) de 
tal forma que 2m' (O)= (a (O)+ e (O))u (O)+ (b(O) + d (O))u' (O). Entonces 

2 ..\'(0) = b(O) J T - P 1 -d(O) 1 R - T 1. 
h 

Supongamos ahora que A (O) es constante, entonces el área del triángulo 
T RS y del trhingulo PQT son iguales y por el len1a 3, el punto T tiende a. 
el punto medio del intervalo Rl5 de manera que 1 T - P J=I R - T 1 lo cual 
implica que b(O) = -d(O), y entonces que m' (O) es paralela a u (O) y por lo 
tanto n C(O). 
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Por otro lado, si m'(O) es paralela n u (O). entonces d (8) = -b (8). lo 
cual implica que el punto de intersección de la linm\ que pasa. por los puntos 
X (8) + hx' (8) y y (9) + hy' (8) y por la línr.a C (0) tiende al )">Unto tnedio dt"' 
C (8) cuando h tiende a cero. Entonces el punto T tiende al punto medio. y 
por el lema 3, A (O) es constante. • 

Observe que si el sisten1a de cuerdas es del tipo l. que dividt.~n al ¡\n•a 
en una razón dada. entonC".es el sistPn1a <le cuerdtL"'i es para111rt.i-izable por 
ángulos. 

Teorema 2: (Auerbach [Au]J Sea {C(p)} 1Ln si.o;tema de cuerdas no cori­
currente, en donde cada una de la.'i cuenla.-. C(p) e.o;tá totalnientc contniida 
en el interior de la figura <I> para todo p. Si el sistcnw es de cualquiera do.<> 
de los tipos {C1 (p)} para i = l. 2. 3. entonces. {C(p)}1~ ... tanibién dd tercer 
tipo. 

Demostración: Supongamos que tenernos un sistema de cuPrdas { C(p)} 
del tipo 1, es decir, de cuerdas que dividen al área en una razón dada. Para 
empozar. podemos parnrnetrizar nuestro sisterna de cuerdas por tin <ingulo O 
y además. de acuerdo con el teorema anterior. esta condición rs equivalente a 
que el vector m'(O) fuera parnlelo a G (O): es decir que y' (O)+x'(O) es pnralelo 
a y (O} - x(O). Por otro lado si el sistema 1~s del tiµo 2. es decir <le cuerclns 
que dividen el perímetro en una razón dada. lo que implica quP 1 :r'(O) \= 
1 y'(8) 1 y que a su vez es equivalente a que 

(y' (O)+ x'(O). y' (O) - x'(O)) =O. 

Por último si el sistema. de cuerda..<; es del tipo 3, en donde las cuerdas 
tienen longitud constante y si aderná...-;. es pa.ra.tnctrizahle por ángulo. tenernos 
que <~sto es equivalente a que 1 y' (O) - x'(O) I= O <'S decir que 

(y (O) - .r(O). y' (11) - x'(O)) =O. 

Luego si S<~ tiene un sistt•1na. de cuenlns del tipo 1 y 2. ''lltonr1!s sahe1nos 
que y' (fJ) +x'(O) es paralelo a .'J (O) - x(O) .v que y' (8) +J·'(O) es per¡wndicular 
a y' (O) - x'(O) lo que irnplica. que es del tipo 3. Dü forma análoga, la ... ..; otras 
in1plicnciones se obtienen inn1ediatarncntc. • 
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Definición 5: Sea o E !R. O < o < 1 Diremos que una figura <I> es una 
cun·a o - Zindler. si el sisremn de cuerdas {C2 (p)} que divide al perín1etro 
en una razón dada n es también del tipo {C3 (p)} de cuerdas de longitudt~s 
fija._-;;. 

Esto implica que las curvas chisica.s de Zindler son curvas i-Zindler. 

El siguiente tPore1na rc>laciona las curvas n-Zirulle1· con los volantines de 
Zindler y prueba en particular que las 2 definiciones de cun:as de Zindler son 
equivalentes. ' 

Teorema 3: {J3t. ...• J3n} e._.., un \!"olantir1 de Zindlcr con rr .<tillas si y sólo si 
exi . .,te algunu o = ;f ( *' fracción irreducible ) para. algu1rn q E Z. 1 :S '/ :S ~ 
de tal forrna. que -y= .d1 (t). cou i = 1, ... n es u1w curva 0:-Zi.ndler. 

Demostración: Supongan1os printcro qul.' 1 es una curva o-Zindh·r con 
o= !i y sea {C'<l{p)} su co1TPspundi('11te siste1na <le c.:uPrdm•. St•a p 0 un puuto 
arbitrario cu 1. entonces. dPfinnmos corno ,J1 (O) = p 0 . como ,J:!(O) c>l punto 
en -y que es C'Xtremo final <le la cuerda C:!(p0 ). y de n1anPra an:iloga ,J1 (0) 
scni el cxtrerno final en -, c.h.• la cuerda C;.!(.J,_ 1 (O)). Por definición e.le curva 
o-ZindlPr hL"i curvas . ..31 resultan st•r 1111 volantín. En gt•twral n indicnr.:i t~l 

tipo de n-üg:ono al que nos referirnos. 
Supo11gau10s q1w {;31 •.... .3,,} es un Volantín de Ziudler. es dedr qtw todm; 

las curvas 1}1 son congrucntPS. cerradas y que Ja traza de todas Pilas coincidt'. 
de esta 1na.nera todas estas curvas dán lugar a una figura. q11t"' t.i(•ru~ un sisterna 
de cuerdn.s asociado del tipo 3. Por definiciün dt• volantín. y por .. 1 Lf'llHl. 1, 
sabemos qup 1 a;ct) 1=1 ;.J~(f) 1. lo que iniplica de forn1a inmC'diata qm• el 
sistema de cuerdas. a.'"iodadn es tnmbiC:.n del tipo 2. • 
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Capítulo 3 

Figuras que flotan en equilibrio. 

Consideren1os la versión bidin1ensional del probl<>rna ele los cuerpos que 
flotan en equilibrio: 

"'Si una figura plana de densidad unifonne /3 tiene la p1-opiedad de flotar 
en equilibrio en el agua en toda posición dada, .;, deberá ser e."lte un c~~rc:11.lo?. " 

En otras palabras. totnernos 4> una figura con área A. y con centro de 
masa g . La part.e de 4> que queda su1ncrgida en el agua. tiene i\rca {3.A 
en cualquier posición, de tnanera que .. si moven1os el agua y dejamos fija la 
figura"' - en otras palabras si traducirnos esto a. sistctnas de cuerdas - obte­
nen1os un sistema de cuerda...-<i { C 1 (8)} que dividen al área de <I, en una razón 
fija {3 • Si pedirnos además que la figura <I> flote en equilibrio en una posición, 
8, según la ley de Arquimidcs, querrá decir quu la linea. que pnsn por l'l cl"ntro 
de ma..."ia. g y por g(O) debe ser ortogonal a la línea. del ··agna·• C(O). 
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Antes de continuar. es necesario hacer algunas reflexiones ilnportnntes 
acerca de· Jas propiedades de Jos centros de n1usn. 

Supóngase c¡ue <.Z, es una figura que es unión de dos regiones e,• y x. cuyos 
interiores no se intenocctan. Denotemos por ...t.B y C los centros de masa. 
de <I>, t/J y X respectivamente. Es bien conocido. que el punto A estlÍ en el 
intervalo [B, CJ y que se cumple la siguiente proporción: 

1 B - A 1 área de x 
1 C - A 1 = área de w. 

X 

A 

Figuro. 2 

Sea ~ una figura, decimos que ésta tiene densidad uniforme a si al flotar 
en el agua las líneas del nivel del agua dan lugar a un sistema de cuerdas 
{C1(9)} que divide el área en la razón /J. 

Teorema 4: Sea 4> una figura de densidad unifonne .B y sea { C 1 (O)} su 
respectivo sistema de cuerdas que divide el área de 4' en la razón 8. Entonces, 
la curva de centros de masa g {8) es di/erenciable. Más aún, 

'(Bl = 1 e, (11) 13 u(B) 
9 12/JA . 

Es decir, la tangente g'(O) en 8 es paralela a la cuerda C 1 (9) y su longitud 
depende sólo de la longitud de la cuerda. 
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Demostración: Consideren1os las regiones S (8 + h) ~· T (8 + h) de (I> 
comprendidas entre las cuerdas C 1 (9) y C 1 (8 + h) (figura 3) y sean p (8 + h) 
y r (8 + h) • sus respectivos centros de masa . .,. 

TIO+h) 

FigUr'D 3 

Sea Q. eJ centro de masa de las región 'R (O)U'R (8 + h), entonces sabemos 
que el punto Q está en Jos intervalos fg(O + h), p (O+ h)J y fg(8), T (O+ h)J. 
Como el área de 'R (8) y el área de "R (O+ h) son iguales a ,8.A.1 tenemos que aJ 
área de S (8 + h) es igual a el área de T (8 + h) y por Jo tanto, por semejanza 
de triángulos 

área de T(O + h) 
tlA 

De tal forma que: 

I g(8) - Q 1 1 g(O + h) - Q 1 
I Q - T (8 + h) 1 1 Q - p (8 + h) 1 

1 g(8+ h) - a(O) 1 
1r(8+h)-p(8+h)1· 

a' (8) lim a(8 + h) - g(8) 
h-o h 

1 . área de T(O + h) . 
a.;¡l'.!!1, h L'!!ifr(O+h)-p(O+h)f. 
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Entonces. usando la fórmula del centro de masa. de un triángulo isóceles. 
tenemos que 

lim 1 r(D+h)-p(D+h) I= 2IC1(l.I)1. 

·- 3 Pero la. observación 1 al final del Lema 2 nos dice que 

lim área de T(D + h) = 1 C1(8) 12 

h-0 h 8 • 
lo que nos permite concluir el Teoren1a. • 

Corolario 1: Una figura <l> flota en equilibrio en toda po.!lición, si y sólo 
si la curva de centros de masa g (O) es un círculo con centro en g, y en este 
caso. el radio de dicho círculo e.s 1 c;-2~;t. 

Demostración: Sea r (O) =I fi-g(O) ¡,entonces tenemos que su derivada 
r' (O) = 2(Q-g(O), g'(O)}. Supongnn1os que Ja curva g (O) es un círculo con 
centro en t;;; lo cual implica qtu~ r' (O) =O pero corno C 1 (O) es paralelo n g' (O). 
por el teorema anterior. C 1 (0) es perpendicular a Q-g(O). AnálogarnC"ntc si 
Q-g(O) PS perpendicular a C 1 (0) Pntonces r' (8) =O, lo cual implica qtH" g (O) 
es un círculo con centro t:.•n Q. :'\.ftis aún. g (O) = -r·u'(O). <le fonna qtw el 
radio de dicho círculo es 1 c=;~1_:.~ J. • 

Teorema 5: (_-\uerbach [ . .\u)) SF.an .¡, una figura de densidad uniforme 
/3 y {C1(8)} dU rt:spcctivo sistemo. de cucnlr1..<J. Entonces fo figurn. (Jlo flota en 
equilibrio eri todtJ. posición si y sólo .'>i el sistema ele cuerda.'I asociado { C 1 (O)} 
es también del tipo {C:i(JJ)} de longitud constante. 

Demostración: La prinwra parte de la clt:_•ruostación se sip;;uc- f:icilnwnte 
del corolario antt•rior, es dPeir. suponp;;a1nos qut- <I> flota Pn equilibrio en toda 
posición, entonces por t_•l corolario a.ut«>rior la curva de centros de nuL-.;a es un 
circulo con rndio ic¡·~~j;, lo cual implica que 1 C 1 (O) 1 <"S constantP para toda 
O, es d<"cir, que { C 1 (O)} es t¡\mbién del tipo { C 3 (0)}. 

Supongamos ahora <tlJl> t_•I j C 1 (O) / r.s constante. Si <'scrihin1os 

y (1.1) = r (O) u' (O)+ s (O) u (O), 
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entonces 
g' (O) = (s' (O) - r (O)) u (O) + (r' (O) + s (O)) u' (O) • 

pero por el Teorema 4 tenemos que 

g' (O) = -(r (O) - r" (O))u (O), 

donde 
-(r(O) - r"(O)) = 1 C,(O) I' = k 

12.3A . 

De manera que si definiinos la curva o (B) = g (9) - ku.' (O) tenernos que 
o' (9) = O, entonces o (8) es un punto fijo x 0 para toda O, lo cual implica 
que g (8) es un circulo con centro en x 0 y radio 1~2~-~f. es decir. (I> flota en 
equilibrio en toda posición. • 

Todo lo anterior nos permite probar el siguiente resultado, el cual rela­
ciona las curvas o-Zindler con las figuras que flotan en equilibrio. 

Teorema 6: Sea í' una curva cerrada y ,Jifcrenciable c. d., con la vropiedad 
de que el .'iisten¡a de cuerda.'i que dividen el perÍ1netro en una ra.::ón o ~'it~a in­
terior. Entonce.q f es uria curva o:-Zindlcr si y .-;tilo si -f jlola t~n equilibrio 
en toda po.'iición, para alguna densidad J. 

Demostración: Si i' es uua curva u-Zindlcr. t>ntonces tiene Ja propiedad 
de que f'l sistc1nn de tipo { C 2 } que dividen el pPrínwtro en una razón dada 
es ta1nhit•n de tipo {C3 }. de cuerdas ch~ lonJ..?;itud ronstantc. De 1110<10 c¡ne si 
ndcinns c._•s interior. por el Tt•orerna 2 de . .\uPrbarh sabernos q1u' l•l sistPt1H\ l}p 

cuerdas es tanll>ien <lPI ripo {C1} lo <¡llP i1nplica. por PI T<•o1·<·1na ant<'rior <IU<' 
.. .,. ílota Pn <'qnilihrio <>11 r.oda posidón. • 

Así put>s los Tc>orPnHL"' 6 y 7 son de gran i1nportancia. porqur nos 1u·rrnitcn 
afirmar q1u• los volantines dt> Zin<ller con cuerda:-; interiores, nos dan fig:ur;u; 
que tintan en Pc¡uilihrio en toda posición. 
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Capítulo 4 

Algunas propiedades intrínsecas de los 
Volantines 

El siguiente teorema. enuncia propiedades 1nuy importantes de los volan­
tines, acerca del área y del centro de masa. La dernostración de este. utiliza 
los Teorernas de Auerbach probados en el capitulo anterior. 

Teorema 7: Sea {.llt (t) . .... 3n (t)} un volantín de n silla...-; y sea .. \."" (t) el 
n-ágono con vértices en {i.'11 ft) • •.•• a,. (t)}. Entonces, el úrea A (t) de .. Y (t) 
es constante y el centro de masa H (t) de .. Y (t) es un punto fijo. 

Demostración: Sen.\."" (ti un n-oig:ono para una t fija. Sea '11 1 una figura 
de frontera diferenciable casi dondequiera y sin autoint1~rsecciones que con­
tenga a la curva /31 (s) y ;32 (.s) en un pequeño intervalo de tie1npo alrededor 
de t. con s E (t - h. t + h) para h > O. 

Fig1.1r11 l 
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Llan1ernos ~ 1 ni segnumto de curva (pttrte de la frontera de ll1 1) qllt"! va 
desde el punto ¡J1 (t - h) ni punro /J2 (t + h). ConsidP.rt"!n1us un sistC'UU-\. c:lt~ 

cuerdas {C(p)} en tfl 1 de tal forma que las cm~rdas en los puntos f:/1 (~"). 
con s e (t - h. t + h) coincida con los SPgmenros ~ (."i') - d 1 ( .... ). Entonct>s. 
por el TeorPrm1 1 de Auerbach (C•lpitulo 2). podc>n1os <lSPgurar que t•I .;Ín•a 
.-l (/11 (s)) es constante para .s E (t - h. t + h}. :'\l;:b atin. por PI Tt>orPUUl .1 
(Capitulo 3). podernos asegurar tamhif;n que la vc>loddad dPJ ePntro dt> rna.sa 
g'(¡J1 (s)) es paralc-la a la...'i cuerdas iJ2 (s} - J 1 (s) con .s E (t - h. t + h) y su 
longitud está dada por 

2 
3.-1 (!J, (.•)). 

De nuu1cra análoga. construya1nos una figura 'V,. i = l. .... n. sin autoin­
terseccioues de tal forma que la frontera ,¡,, contenga a las curvas í-31 (s) y 
;3,+ 1 (s} con s E (t - h, t + h) y denoten1os por ~. al sep;n1ento de frontera 
de l11 1 que va df'sde el punto f:J, (t - h) al punt.o J,_.. 1 (t + h) cuidando que la 
figura l.Jl 4 no intcrsectc n la cun:a 'P4-i f"XC"epto, por supuP.sto. <'n /)1 (s) con 
s E (t - h. t + h) . 

Con ca) argurnPnto anterior, podt~rnos nfirruar eutoucl's que PI <ir<'n .-t (J, { s)) 
es constante para s E (t - h. t + h.) y quP la n•!twidnd dPI cPntrn dP 111asa. 
9'(01 (s)). t•s paralela a l<L"i cuerda:-> :11+ 1 (s) - :.J, ( . ..,) 1._·cm s E (t - h. t + h) y su 
longitud Pstü 1lada por 

3.-l (J, (8)). 

Es irnportautl' Jiac:1!r notar q1w· la dirPrci1'm d1· PI ,.,,,·tur r/(.f, ( .... )) c·oincid" 
con ch.• la c1wr<la .J,_ 1 ( ... ·) - .J, ( .... .; si Ja rt•).!,"i1ju l~,( s) dP la fig:ur.a CJIJP 1•srú a 
la rlt•rccha d1~ la currda. l'!"f<i por f111•ra rlt•I 11-,igouo y 1•11 dirP1·1·i1j11 t_·outrari.1 
si Pst;:i por dt>utro. ÜP1lotc•111os por I PI conjunto dP írulic-1'~ ' Pll do11dP la.-. 
rei:;iont•s R,(.o.;) ;lent.adas por las curv1L-; -,.::-,. Pstoin p11r afu1_•r:l d1•I 11-<igouo y 
por .1 p) conjuutn dt> índicPs j qUP c·urrc:-.puudeu a la:; r·pgior11•s cur\·a ..... R.J(s) 
acotada:-; por las «11rva.s ,,:, qllt' c-sr.;íu pin· •f••turo d••l r1-.;ig1111u. 

Coustr11.var111is ah1•ra 11na 11111•\·a fiv;11r.1 •l• c·n11 fr111111•ra •fif1·r1•11l'ial,JP ca..,j 
do11dPq11il•ra fun11ada por l<L..., nu·,·as ; 1 ..... ,...~ .. qui" f~J1·111.;111 partt> d1• las figur;L.., 
'11 1 ••..• '11 ,. y prnh1•r11os q111• l'I ;in•a y PI l'~·111ro d1· 111a .... a di' 11·(.-.) - y(s) para 
.'"í E(/ - h. I '"t"" h) 1•s una f111wi1'111 cou~1a11TP. duud1· 

u-(s) = LJR,t-') 
,._¡ 

:!l 

!J( .... ·)""'" LJR.J(.->) 
j•: J 



o que pueden "~r!ie tnn1bién como w( • ..;) = (<l> - .'\."(.~)) e y(s) = (.'\."'(s) - <I>) 
pnra s E (t - lt, t.+ h). 

Entonces. las áreas 

.-l(u•(.,)) = L .-1(3, (.-)) = h1 Y .-l(11(s)) = L .-1('3, (8)) = h,, 
1EI J¿J 

por lo tanto .-!(w(.-;) - y(.~))= k PS ronstante. 
Por dl.•tinicílln de n•ntro th• 1nasa. 

De 1nanrra. qtu• si ch~rh:a1nos nbtt.•tll'tnus qut>. 

F'(<<'(s) - y(s)) I (¿.,·c.1. c.,¡¡_.i(.I, !-'ll - L:u'CoJ, c.-l).-\(.1, l«ll) 
,.,,_¡ J<c:-J 

~'t. 11(0, (."1)) = n. 
•=l 

pues los 1iu)!,11los (0 1 ( • ..,,}) ¡wnnitl'll q1w l'l 11-;iµ;ono .Y(.-.) SP dt•1·n·. Dt> t>sta 
rnn.ut•ra F (11.•(.-;) - y(.-.)) y..\( fl'l·"') - !/( ... )) ~011 fu11dtHH'S constaIHPs .• -\sí. tanto 
el ol.rra cuino t•I cPntro th• n1asa (11' .\.*(.-.·) = •11 U y(.-;) - u-(.-;) 1•!-> un pnulo tijo, 
¡>111•:-. la figun1 •11 <•s lija. :·· p11r lo tanto ni su ;\n•a. ni su ct>ntro dt! 11utsa, 
l.7a111bia11. • 



Dado un volantín de n sillas sabPn1os que para cada tien1po t, existe> un 
11.-ágono de lados iguales .Y"(t), en particulnr, para el tien1po t =O. Si _\.-(0) 
es un n-ágono arbitrario de l.ados iguales y 11/¡ E R.:.? con i = l. ... n, ;,podr1i11 
ser los vértices de _\""(O) los puntos iniciales ele un volantín? ;.Qué condicioru~ 
necesitan los \'ectores W¡ para ser los vccton~s vf"locidad iniciales dP hL'i curviL~ 
/J;?. En otras palabras, ¿todo n-ágono funciona coruo condición inicial flp 
un volantín'! El siguiente teorema nos da Jas condiciones nf..'ccsarim; p.ara 
el ca.so n par y prueba al mismo ticn1po quP, cuando n es iznpar. cualquier 
n-ágouo podría en principio. con su adecuado VPctor velocidad. funcionar 
como condición inicial para un volantín. 

Teorema 8: Sea {/31 (t), ... ,.On(t)} uu volmiiin de n silla~" y para toda t 
sea x 1 (t) el ángulo entre los lados /)¡..¡..i{t) - ¡3¡(t) y .O,(t) - ,B,_i(t). Entonces, 
si n es par, tenemos que para toda t 

'i:(-I)'x;(t) =O. 
•=l 

Demost;ración: Comencemos fijando un tiempo t, por eJ Lezna 1, sabe­
mos que _.J;+t es una reflexión no, de í.J; con rc.-specto nJ ánguJo 0 1 entre cJ 
lado /J,+ 1 - /}, y el eje de las x's. Entonces si rz es par, t.eneuios la siguientL• 
igualdad: 

rlo,. O no,._¡ O ... O f1o 1 (.B:) = r:?((0¡..¡...03 + .......... o,._¡J-(0.r+.O,+ •... ,+O,.)) (JT¡) = .d:, 

donde r 0 es una rotación de uu ángulo o. 
Pero esta igualdad sólo pasa si 

2((0, + 03+, ... ,+o,_.¡ - co, + 0 1 + ..... +o .. )) = 2k;r. 

De nuuu?ra CJUl'. usando ~J hecho de 'llJ" eon 1111 11-úg-0110. 0, ..... 1 = o,+;r-.i:,+ 1 • 

i = l .... ,"· podeou10s concluir que la sun1a dt> los <ingulos pan•s <•s igual a In 
de Jo:-> iu1pnrPS, Jo que prueha Ja proposición. • 
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En el caso en que n es itnpn.r, la con1posición de un número intpnr de 
reflexiones es nue\·amente una r~ffexión. Juego existe un línico vector w (1inico 
sah.·o muJtiplicnción por escalares} tal que 

lo que nos sugierf!' que w (t) pueÜP ser el v•~ctor íniciaJ ¡3: (t): 
Ejemplo: 
IV.-Por el ejemplo III. Capítulo 1. sab<>n1os qur el circulo es un volantín 

de n siJla..'i para cualqufor u. tomando como condición inicfal n cualquier 
n-ágono regular. Consideremos Jos cnsos n = 3, -L Por un Jado, snbernos por 
eJ tPOTNna anterior. que el cuadrado es el ünico cuadrilátero con posibilidad 
de ser condición inicial de un ..-olantín de ...t~silJas. y por el otro, que el centro 
de ma..c;a ele los n-ágouo.s es un punto fijo. de aquí que podaznos deducir, qu<-~ 
el círculo es d único volantín no tridal de 3 y -l sillas. 
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Capítulo 5 

Las Ecuaciones Diferenciales. 

En este capítulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales que gobiernan 
los volantines. Para esto necesit.an1os el siguiente Letna fundninental. 

Lema 3: (segunda ley de los volantines) 
{.0-1 (t)~.8.z(t)} es un volantín simple si y sólo si se cumplen las siguientes 

dos condiciones: 
a) 1 /32 (t) - /31 (t) 1 es una constante d·istinta de cero y 
b} O'(t) = sen(n1 (t)) para toda t, 

donde O (t) es el ángulo entre el vector /h(t) -¡:31 (t) y el eje de la.'I x's y o 1 (t) 
es el ángulo entre el vector ,8~ (t) y el vector /h(t) - /31 (t). 

~(I) 

Figura 1 

Demostración: Sin pt.;rdida de generalidad. podemos escribir el punto 
medio 1n(t) del vector ¡J2 (t) - 0 1 (t) como m(t) = .81 (t) + 11.(0(t)), si cn1no PS 

usual 
1 ¡J,(t) - di(I) I= 2 y u(O) = (cns(O). ·"·n(O) ). 

Dn t~sta fonna tcnernns que 1n'(t) = ;J~(t) + u'(fJ(t))O'(t) y n111lt.iplica1ulo 
por t>l vc-rtor u'(O(t)). obtc-ru•mo .... qm.• la t'ondidúu ii) d1._• 1111 volantín silnplr 
es equivalt?lltC" a que 

O'(l) = -(J;(t), u'(O(t))) = sen(n 1 (1)) 

lo que nos perrnitl' concluir d LenHl. • 
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De nhora en adrlant.e deuoreanos por, cr¡(t) el ángulo entre el vector .d;(t) 
y el vector /31-+ 1 (t) -3.(t). y por 8; (t) el angulo entre el vector /3,+ 1 (t)-/J¡(t) 
y el .-je dt.! las x's. 

Teorema 9: Sea {.i.11 (t) . .... 3n(t)} un volantín de n sillas y sea x,(t) el 
ángulo entre lo.'J vectores .:J,_ 1 (t) - d,(t) y ¡3¡_ 1 (t) - ¡3,(t). Entonces, x_.(t) 
sati.sface el .<>iguicnte si.'fteniu de ecuaciones diferencia.leL<1 pum ("i = l •.... u.) 

.r;(t) = .,en(n,_ 1 (t)) - sen(o;(f)). 

Alás aúTi, ,'>i n es un númt~ro irnpar. 

O;(t) = .r,_,(t) + .r,_,(f) + ... + -"<+!n-l)(t) - ( k; J) '7". 

donde k es un entero tal c¡ue f .r1 (O) = krr. 
r=1 

Den1ostración: Por eJ lema 3. sabr.rnos que o:(t) = sen(o,(t)) y acJc_onuL.;; 
sabemos <JU<! 9, (t) = 0,_ 1 (t) - ~ - .r, (t) de modo que podc-mos escribir 

..r:(t) = .~t:n(o,_ 1 (t)) - scn(o,(t)). 

Por otro lado, existe uu eurc>ro k tal que f: :r,(t) = k'rr" para toda t. pues 
•=1 

x:(t) = O y .~ ..r·i(O) = k-:r para algtin entero k . ...\Uenuís, por Pl Lema l. 

0 11 _ 1 (t) + .r¡(t) + o¡(t) = rr. en ronces. despejando y sustituyendo teneruos que 
cuando n es irupar. 

;r - r,_¡(t} - (;r - .r,+2(t) - n, .... 2(t)) 
--l"1+t (t' - J'.'1+2(t) - .l",+3(/) + ... - º• (t) + ¡¡ 

211,(1) ..r.+Af) -.r,.....dl) + ... +.r.,+n-1(t) - J.:rr+;;. 

Por lo tanto 

( k -__ , !)-··. o,(t) = .l",+z(t) +.r,_-1(t) + ... +.r1+(r1-t)(f) - , 

donde f .r,(t) = k:r. • 
•=l 
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Teorema 10: Supongamos que tenernos n funciones x,(t). (i =l •...• u) 
con n impar, que satisfacen el siguiente • .,isterna de ccuacio11es di/~1-r.nciale.q: 

donde 

con condiciones iniciales x¡(O), los ángulo . ., interiorc.<i de un n.-úgono de lados 
iguale.<1. Es decir, que el conjunto {x¡(O)} safisface la siguiente condición: 

u(O) + u(r. - X·z(O)) + ... + u((n - l)rr - (x2 (0) + ... + .rn(O))} =O (2) 

Entonces, existe un volantín den sillas {.B1 (t)~ .... .tJri(t)} con la propiedad ,Je 
que x,(t) son los ángulos entre los vectores fl1+dt) - /3¡(t) y ,B¡_ 1 (t) - .t31 (t), 
para i = l •... , n y para toda t. 

Demostración: Pnra i = I • ...• n definarnos O,(t) y t31(t) tal que 

o;(t) := sen(o,(t)) 

y 
¡3:(t) := (cos(O,(t) - a;(t)), sen(O,(t) - a,(t))), 

con condiciones iniciales ;31 (0). los vértices de un n-¿\gono de Indos iguales y 
O¡(O), el ángulo c>ntre el correspondiente lado y el eje de las x's. Esto es. 

O.(O) := Oi(O) + (i - l)rr - (x2 (0) + ... + .r,(O)) 

parn i = l, ...• n y que satisface además que J ;J,_ 1 (t) - ,J1 (t) /= 2. 
Entoncc-s podmnos probar· los siguirutes IH'1·hus: 

( 1) .- El ;ingulo 

O,(t) = IJi(t) + (i - l)rr - (,·2 (1) + ... + .r,(t)) 

para toda t por unicidad de PCUaciones [3J. ;ya quP para PI tit.•mpo O la 
condición se curnplc por hiplitt"sis, y <lcri\"ando ohtc>m•n1os <1ue 

o; (t) - (.c~(t) + ... + .r.;(t)) = .w·n(n,(t)) = o;(t¡. 
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(2).- Definamos "}'2 (t) := .31 (1) + 2u(81 (t)) para toda t. entonces ln parc-jn 
{9i(t),"')'2 (t)} es un volantín simple. pues para toda t sil l':z(t) - iJ1 (t) I= 2 
y Oi(t) = sen(o1(t)) donde el ángulo entre Bí(t) y -r2(t) - /i1 (t) es n 1(tJ por 
construcció11. 

(3).- Si definimos ¡ 3 (t) := -.2(t) + 2u(02 (t)) para toda t. entonces tenemos 
también que {i'2 (t), r 3 (t)} es 1Jn volantín sin1ple pues 

:: - ..t'2 - .7"3 - Xs - ••· - Xn + k:; 
1 

"lT 

-k;r + .r.1 + XG - ••• - Xn+I + k;I rr 

ª2· 
Esto implica por el hecho (1), quP 02 = 0 1 + rr - x2 = 0 1 + 02 + ai. 

y corno {tJ1 (t),-¡2 (t)} es un volantín simple. entonces 'f':Í(t) es una reflexión 
de un ángulo Q¡ del '\·ector 3~ (t) a tran_'>::;: de -Y2(t) - a, (t). de íonna que 
el ángulo entre el vector ")'~(!) y el vector -r3 (t) - 72(t) es n:i(t) de donde 
se tiene que {-¡2 (t), i':i(f)} es un volantín simple. P~~ro adrunis, lt.•nPmos que 
¡J~(t) = r;(t), y por hipótesis que O..i(O) = -r2 (0) con lo que poden1os afirrnar 
por unicidad dl' ecuaciones [DeGrJ que .J':.dt) = -1:?(t), para toda t. De rnarwra 
anáJoga. si dcfi11in1os iuducrh·arncntP -¡,..._ 1 (t) := ;,{t) + 2u(O,(t)) tencn1os qm• 
{11(t),f,+ 1 (t)} es uu volantín simple y adrnu'is qur .J,(t) = -!'i(t), para toda t 
con lo que se pnwba finalnwnrt~ el Teorrnm. • 

Corolario 2: SP.a {iJ1 (t) ..... 3n(t)} uri rmlantin rle n-.'li//as y ,.;upóngaL.;e 
que existe un punto fo E R. con fu propfrdati de que x 1 (to) = .r, ... 1 (O) para 
toda i. Entonces, todas la.>1 curvas 8 1 (t) ..... dn(t) son r:oTlf/T"llt?ntc.<1. 

Demostración: Si sabemos la existencia dr. un nürt1l'ro 1 0 tal CJUP .:r, (t 0 ) = 
x,+ 1 (O), consid<•rcn1os el sistema de ecuacinncs 

u:(tJ = .~eTl(r'i,_1 (t)) - . .,.,~n(d-. (t)), 

para i =l ..... n doudt.• 

Entonces terwn1os que .r:_, (t-t 0 ) = v:(t) para toda t y para i = 1, ...• n. ~Iéis 
aún. y,(O) = .r,_ 1 (t0 ) = J:,(O). dt." rnauera que por el TeorPnta <le Existencia y 
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Unicidad {DeGr]. x 1 (t) = x.-+dt + t 0 ) y al tnismo tiernpo .i3i+t (t) = t::i:(t ;- t 0 ). 

lo que implica que P 1 + 1(t) es congruente con /j1 (t). En e!;te ca.so. si dt~tinintos 
T} = nt0 tenemos que x,(t + 11) = x 1(t), para toda. t. c-s c.h•cir. Puc.:nntrar 
un punto to para el cual x,(t + t 0 ) = 3:, .... 1 (t) nos pennitL' ~u«o1n.rar órbitas 
periódicas del sisten1a inicial. • 



Capítulo 6 

El espacio de los pentágonos 

Para el estudio d'--. los volantinrs de 5 silla .... es nect._•sario estudiar el espacio 
de los pf"ntágonns. En t'Sta. ""t•c-ción auaJizarC"rnos Pl t>sp;tcio de> los p.-nt¡igonns 
de lados iguales que tiPnPn uu lado prh:ih•giado. Supon<lrt>n1os que t~StL~ 

es sic>mprP el lado con c:oonJenadas ( -1. O), ( 1, O) purs bajo traslaciones y 
rotacioue:-; cualquit~r pC"nt<igono put•tfr~ ser llevado J1a • .:;ta aquí colocando s11 
lado privile.~,iado Pll f(-1.0L (l.O)J. 

Cla . .:;ifican•rnos IPs tipos UP pt~ntúgonos t~n tn!s : A) Los Orientados. 
B) Los orientados invcrsa1nente y C) Los Desorientados. 

()rientandn el lado pr·ivilPgiado tif·l punto (-1.0) al punto (1.0). 1111me­

rcu1us las aristcL'"i d(' un peut<ii:::;ono dt}Sdt> 1 hasta ,3 cunwuzando con el n1í1nero 
1 «m d lado prJ,·jJ(•giado ( ( - l. O), (l. O)) y Sll<'PsivanH•utr> t-l niimPro siguieutP 
estar:i dado por Ja adyacr>ncia dl• l.1. siguit?Jltt• arisla. Dadas dos arista!'-. / -1 e 
1. f!l v1~rtic<• Pntn .. ellas :-.1' dPuotura por 1·, y por J·, rl <iug:ulo <·vrn•spondieutP. 
Din•ruos qHP un JH'ut.;igo110 , . .,. ori<"ntadu si f'Oll la n•gla d1? la lll<UlO dt•rPchn. 
van1os r!P la arista 1 a la .J . • \uúloga11H'Ut1~ ltJs orit•ntados inv1•rsan1PntP son los 
qut• van siP1npn• t!ll SPllt ido c.:ont rario al dt• la regla d<" la nuu1n dered1a. Por 
otrn lado los d<"soriP11tnclo~ :-;un lus qllP 110 son ni orit~ntndos ui <l<'sorit_•ntados. 

A) Los Orientados : 

El conjunto dP pt>11t;igow_1~ orit>ntados .!'I' dasifü·ao a su vez en 5 tipos df' 
pent.oígn110:-;: 

c=7 
'.!) El co11j1111to dP p••111.,~on<>s dmulP dos de sus .irist.>s rnincidPtt. L 
1) El cuujunto dt> pPllt.lgouns qllt' nu sP .u1tn111tPr~Pcta11 
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3) El conjunto de pent.tigonos orientados que se uut.ointrrsC"ctau no transvt~r~ 
saln1ente en un solo punto. 

M 
~) El conjunto de pentágono~ que se autointeMrn dos puntos. 

5) El conjunto de pentágonos estrella. ~ 

B) Los Orientados inversamente: 
El conjunto de pentágonos orientados inversamente. tient_•ll exactamente 

la misma clasificación del 1 al 5 de los orientados pues pueden verse co1110 
una reflexión de ellos por medio de el eje de lus .x' s. 

C) Los Desorientados 
El conjunto de pentágonos dt>sorientndos sP divide. a su vez en dos: 

1) El conjunto de pentágonos desorientados con vértice arriba y .2 
2) El conjunto de pentágonos desorientados con n!rticC" abajo. 

Con1cncen1os prinwro con los del tipo A.2. p<'ntiigonos orientarlos donde 
dos de sus lados coinddcn. 

Si la nrista 3. coincide con la arista ·l. <"utom·ps todos los }l<'11túg:o11os 
posibles con esa ..... arista.."i unidas forrnanin un círrulu. <pw clc11otarr1nos por 
C 3.,,. cu este circulo t•st¡\n dos prnt:igonos qut~ vis11alr11t•11tP son tricíngulos. 
uno donde la."> arist<L"i 2. 3 y ..t coinciden y t~l .segundo chmdt• Ja.s arista."> a, ·l y 
5 coinciden. llamnrf'mos n estos pentágonos el 23-1 y t>I 3-15 rrspccth·anwute. 
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Figura t 

De 1nancrn amiloga. si la nristn 2 coincide con la 3 obtendremos el circulo 
C 23 que contiene a los pentágonos 23-1 y 123. Si Ja arista 1 y 2 coinciden. 
obtenemos el circulo C 12 en donde habitan los pentágonos 123 y 125. y a.."'iÍ 

sucesivamente, obtenemos 5 círculos en donde cada uno de dios se inter~ccta 
con otro en un punto. tal co1no lo nu1estra el siguiente dibujo. 

·''"~ 1 
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Llan1e1nos C 1 a la curva quP t'"St•í. en <'1 intt•rior de esta csp<'cic de flor. es 
decir C 1 está fonnada. por los pent•igouos cm donde la. arista. i - 1 coincide 
con la arista i y an1bns cruzan a la. arista i + 2. D<" n1ancra análoga. ce s1•ni 
In cur ... a que está en el exterior de t.~sta flor. 

El conjunto de pentágonos estrella. A5. está dt"tenninado de 1muwra. ünka. 
por el punto de intersección dt~ 2 dr sus Indos de la. siguiente 1nancra: Tlínu:•st.• 
un tr.iingulo <"quilátcro de lado 2 ~· hasP el lado privilegiado. y st"a p 0 un punto 
en el interior de este triángulo. Trnt."e desde (-l. O) un scgtne11to de lado 2 
que pase por p 0 y de la ntisma. forn1a trace dC'sdc (1.0) un sPgmPnto de Indo 
2 que pase por JJo. Este procedintiento determina 2 únicos puntos, uno que 
será el vértict:.: 113 y el otro que srni el vértice Lº:s.· Con base en v 3 , u:s. trace 
hacia el lado privilegia.do un triángulo isóccles. que determinará el vértice v4 

que hacia fnl ta. 

(-1.0) ""---...,....,--,..,,--­. ' . ' 
•! 

Ffgurn 2 

(1.0) 

Supóngase que el punto ¡>o estci en el vértice (-1,0) entont."<'~ el punto 
p 0 dctern1ina todos los pentágonos en C' que van del punto 123 ni 125. De 
n1nnern. atuilogn si el punto /)o est•i en el vl~rtit."l· (1,0). po determinará todos 
los penttigonos en C' que van del punto 152 al punto 15-l. Si el punto p 0 

está en ln arh•tn. izquiercla d1.•l triángulo 1~q11ilátl'H>. (!Stc dctt•nninn.rá todos 
}os pent.iÍ.p;OllOS l~tl C' qttP Vall dPsch• Pl plllllO 123 al pUUtO 23-l, y de igual 
fonna. si el punto p 0 esto.i Ptt la arista dt>n•eha t.h•l tri;in~ulo Pc¡uil<itcro, f"St(• 

dt.•tCrtllill<\rlÍ tOl\OS Jos pPUtlÍgotlOS 1'11 C 1 <¡lle Val\ dPSc\P t•l pclltlÍgono 15·1 a.} 

~153. Finahnt•nt.l• si d punto p 0 Pst<i t!ll PI vi~1-1.in• nJltWsto al lado privil1.·~in.do 
en el ti:híng:ulo c•quihitcro. entonc:Ps t•stt• dNenninani los pt.•ntágonos en C' que 
vnn dC'sdc t>l punto -t32 ni punto ::>-l3. Oc cst;\ fonna el conjunto <le penti:ig;onos 
t.•strt .. lla se puedt• itlt~utiti.car (0 01uo un diseo, que tit~nc c-otno frnntc•rn la curva. 
C'. 
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Los pent<igonos del tipo A-l. que se nutointerscctan en 2 puntos. est1in 
deterininados de n1ancra tínicn por el vértice v, que provoca In inters<>cción 
en dos puntos. (Por ejen1plo. el vértice v 4 que une la. arista 3 con la aristn ..¡ 
en In siguiente figura.) 

Para ver esto. tón1ese un triángulo equihitcro con lado 2 y base el Indo 
D1+ 2 , U1_ 2 • Con centro en el vértice opuesto a este lado tórnese la circunferen­
cia de radio 2. Entonces, para que exista un pentágono con 2 interscccionr•s 
(de tipo -l), el punto u, deberá estar entre la base del trhingulo y In circun­
ferencia. Para construirlo. tracernos un trhingulo isácelcs de lado 2 con bast~ 
el seg1uento ~ obteniendo así los lados i e i + l. De manl.~rn análogn 
tracc1nos otro trhingulo isóceles con base en el scgn1e11to V,v,_ 2 • de donde SP 

obtienen finalmente los lados i - 2 e i - l. 

Fíg11ra •I 
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Nótese que si el vértice U¡ está 1nuy cerca ele In circunferencia. el pent;igono 
tenderá a ser del tipo 2 en C 1 y cuando el vértice esté muy cerca dr la basP 
del triángulo, este tenderá a ser del tipo 3. De manera que el conjunto de 
pentágonos del tipo 4 pueden verse como la unión ajena de 5 discos. uno por 
cada i y en cada uno de ellos In frontera se divide c-n -l partes~ cotno lo indica 
In siguiente figura. 

I 

e, .• ' 

........ ~ i.141-2 ) 6'"' 

~ ~ 

l6. ... M l 
~ .. , 

DclTipoA3 

l't/apa 2 
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El conjunto de pentágonos Al que no se autointersectan se clasifica a su 
vez en 3: Los convexos, Jos no convrxos por el vértice t•, ~· los no COU'\"c>X<>s 
por 2 vértices V¡ y V¡+:z· 

Senn a= 2arcsen(~) y . .J = ";". Consideremos la región n~ detern1innda 
por las siguientes curva.. .. : 

C 1(t) := (-3 + 2co•(t),2sen(t)) donde<> :S t :S /J, 

C 2 (t) := (1 + 4cos(t). --1.sen(t)) doud(_• 7r - i3 :S t :Sr. - a. 

C 3 (t) := (-1 + -lcos(t),-lsen(t)) donde o :S t::; /1. 

C 4 (t) := (3 + 2cos(t), 2sen(t)) dorJde 7r - fJ S t S 7r - o y 

finalmente por la curva C 5 derenninnda por c>I vértice t.'.¡ en un pentágono, 
cuando el ángulo x 4 = 7r sienipre. qu<" explícitamente l'Sta dada por la si­
guiente curva C 5 (t) = (x (t). !J ( t)) definida por las siguientPs igualdades: 

1) x(t) = cos-y(t) - ~e y(t) = se11(l;)ab, 

2) sen('Y(t)) = sen(l;)a donde 

a= J2 - :?cos(r(t)). b = ,/2 - 2cos(.s(t)) y 

(
se7l(a)) (sen(¡;!)) { = rr - a1·cscn --,,- - arr.se11 --b- . 

3) las curva....¡ r(t) y s(t) t•stcin dac.fos por: 

r(t) = /J + t(o - /J) y s(t) = o+ t(/J - u). 

Entoncl .. S, r.odo punto V.¡ de la. rPgión n,. detenuina de rnarwrn 1inica un 
pent.iígono convrxo dc> In sigt1il~nrr 111anPra: Con b;L->P en los Indos forrnudos 
por los ""'!rtic1~s [ n.1.( - 1. O)J _,. [l' 1• (l. O )j t racc>mÜs 2 r ri.:ingulos i~óc(~IPs <ll' lado 
2. Así rl co11j11nto clt" p1•11r.oigonos •·onvPxns p1u•de st-r idmuitic-ado con10 un 
disco qur t.Í<'IW coJno fronr.r•ra Jos p1•11tligo11os convP.xos cloudr alguno de> sus 
oiugulos interiorPs forrua un ;ingulo de> rr.(~fnp.a 3) 
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,\fop11 3 

El conjunto <le pentágonos no convf'xos pot· l'l Vl;rtice v 1 csui detcrn1inn.do 
también de nuuwra linica por todos los puntos t>n PI intPrior de la. región 'R..1 
(con el 1nisn10 proccdirniento anterior} d(•lin1itacla por las sig11ient1._•s curvas: 

.-1 1(t) = (-3 + 2cos(I), 2sen(I)) 

cuando O $ t $ o; por Ja curva C~> definida antt•rionru•nte. por la. c-urva 

A:.!(/}= (3 + cos(t), :2sn1(t)) 

cuando :r - o$ t $ i'i, y linalmt•ntl' por d intPrvalo [(-1,0).(1.0)]. Ot? 
n1ancrn que d conjunto de pPntág:onos no convexos por el vt'~rtin• l'.1 se purde 
identificar con un disco qtw tiene con10 front<'ra lns siguit>UtPS rP~ionf•s.(:'.\fapa 
.j) 
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4 

5~2 ~2 

~~ 1 

.tfopa ..¡ Del tipo A3 

De In misma forma. el conjunto de pentágonos no con\·C'xos por el \"értic('" 
v;, i = 1, ...• 5 forma un disco que tiene. al igual quE! en el rnapa -l la siguiente 
frontera. (~lapa 5). 

~ 
i+l i+2 

J+l 

i+1riA, 
~-2 

l+2 

v. Mapa3 

,~·,_, /:{' 
i+~2 i+l~ 

i+2 ·+2 i-2 

,_, 

·~ j~-2 i+2 

l+2 
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Para tern1inar con el conjunto de prntügonos que no se nutoiutersectn. 
necesitasnos considerar la siguiente rt.-'giún 'Ra-1 deterruinada por las siguientes 
curvas: 

B 1 (t) = (-1 +-lcos(t).·lsen(t)) cuando 3-::::;: t::::;: /3, 

B 2 (t) = (1+4cos(t), -tsen(t}) cuando ~ ::::;: t::::;: rr - 13 y 

B 3 (t) = (2cos(t). 2scn("i} + 2sen(t)) cuando i :S t S ~-

Todo punto del interior de esta región. detcrinina también de rnnnera 
única el conjunto de todos Jos pcnt¿igonos no com.-exos por los vértices v3 y 
V.¡. Así este conjunto de pentágonos tiene asociado un disco cuya frontera son 
los siguientes pentiigonos. (:\lapa 6) 

~ 
( ~ 

¿:3 
1 

1 

2 

e,. 

.\lapa 6 

3!) 



Análogamente, el conjunto de pentligonos no convexos por los vértices 11¡ 

y v;+i estain identificados con un disco y cada uno tiene In siguiente frontera. 
(l\Inpa 7) 

Mapa3 

,'.'-! 
i+;~·2'~----~~----~:¿¡.¡ 

i+2 i+ i+2 -2 ) i+2 

.\/opa 7 

Hnstn nqui, hemos f'Studindo todos los pentágonos orientados y sabemos 
que cnda uno de sus tipos, son un disco. Sig:uicn<lo las fronteras de cadn uno 
de los :\'Inpns dd 2 al 7. -:.· ¡wgnnrlo adec11adan1entc obtenemos el sigui!'nlt_• 
~Inpa. · 

-ID 



.\lapa ~ 

.¡¡ 



Uni<lo finalmente el ~lapa S. con el ~lapa 1 junto con los pentágonos 
estrella que estün en el interior de In curva C'. llegamos a la conclusidn 
que el resultado de dicha unión es una. variedad orientahle de din1ensicln 
2 con frontera. pues. para cada punto Pxiste alrededor de él una VPcindad 
horneomorfa n un disco y donde- dicha frontera es exactarnente el círculo CE. 

Si a esta varit>dad. lt~ adjuntan1os por la frontera un disco, obtcnen1os una 
vnriedml _y rlt_• dirn<>nsión 2. Si cakulamos su caractPrística de Euler \(.Y) 
podr«'Jnos saber q1u• tipn dt• varif'dad obtuvin1os. 

Así pues. el 111ímcro de 0-céoluln .... '-> PS <lo = 5 (los J>l'tltiigonos llamarlos ijk. 
que> visuahnentc son triingulos): rl ntirnero de 1-células PS n 1 = 10 (las arista.'-> 
entrP los puntos ijk t~ll el :\lapa 1 ): PI 1uin1Pro dP 2-cliluhL"' ,~s n 2 = 3; con lu 
cual \'. (.Y) = 5 - 1 O + 3 = -2 . Entonct>s _y rs un toro de gPnero 2 y por 
lo tanto. Pl conjunt.o d(_• pt>11t<i.gonos oriPntndus. PS un coro ag:uj.-rado cuya 
front.e1·a es la curva ce. Hadt•tulo el rnis111u trat.;unic>nco para PI conjunto 
de todos J,)s pt•nt:ig:onos orientados invPrsana•nte. ohtPnen1os t>Xactan1Pnte la 
111isn1a. con<·lusión. 

Sólo nos rc.•sta analizar (.•I conjunto de pPntüg-onos dt>sodrutados. Para 
c-ste fin es necPsario J1acer notar qu<~ cada uno de estos pentoi.gonos sP autn­
intcrsectan transvf'rsalnwntc en un punto. Al ig:ual que Pn los JH'ntág:onos 
estn!lla este punto detennina de nuuu•ra ünic.\il el pent.üp,0110 desorientado 
del que St.' trate. Considerenws la sig:uit~nte r('gión. Tó1~w!-i1! un tricíngulo 
equilátero de lado 2 y base en l'l lado privilt•g:iado [( -1. O). (l. O)]. Con cPutro 
en el V<~rticP (-1.0) y radio :2 tracemos un semicírculo dPI punto (1.0) al 
vértice n.•stantc> d<'l t ri.;ingulo. y aniilogarnc>nte tracP111os otro st..•rnicírculo de 
radio 2 y cPntru t~n t•I "·értic<> (l. O) qm• va del v1"rtice ( -1. O) al otro v1irticc 
del 1 rilingulo. (vc>r figura 5) 

' . 

..... ~ .... 



Cada punto p del interior de esta región. determina de nul.nera ünicn un 
pentiigono desorientado con vértice hacin arriba y con punto de int('rsPcción 
en los lados 2 y 5 de la siguiente forn1n.: Tracemos desde c•I vé1·tice (-1. O) 
un segmento de lado 2 que pase por el punto p, e igualmente un sPgmento de 
Indo 2 por ( 1. O) que pase por el punto p. Con base en los extrernns finalrs dP 
estos segn1entos tracen1os un trüíngulo isócelcs de lado 2. lo qur dPtennina 
finnlrnente un pentágono desorientado. 

Si el punto p, tiende hacia el vértice del tri<iug:ulo cquih\tcro. el pentiigono 
que define tiende a ser del tipo A2. (conjunto de pentágono~ orientados donde 
2 de sus arista.e; coinciden}. Si el punto p tiende al lado prh·ilc•p;iado entonces 
el pentágono que resulta tiende a ser del tipo B2 (pt>ntágonos orientados 
iin.·crsamcnte donde dos de sus vértices coinciden). De esta forn"ta PI conjunto 
de pentágonos desorientados con punto de autointcrsección en los Jndos 2 y 
5 se puede visualizar como un disco que tiene con10 frontera las siguientes 
curvas. (:\lapa 9) 

,\/u.pa 9 

De nu1nern an:ilogn. los dc•1nii.."" l'o11juntos •IP pPntÜ).401tos dcsori<'nta<los 
nos proporcionan 111apas i~ualPs a) a11t<>rior. qlll' unidos corn•ct.auwutc.• por 
sus fronteras gc1wran el sig11ente rnapa. 
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El rnn.pa. 10 r.s entonces un cilindro que tit~ne <..'otno frontPra justnuu•nt<-" PI 
circulo c1-: de los pcntagonos orientablt•s y el circ11lo C1'.: de los inversatm·nt•~ 
oricntahlcs. Con todo lo antc>rior tcne1nos q1u• L'1 espacio de lo.s pent<igono.s 
con un Indo privilPgiado es j11stanw11te un toro de• gt"•1wro -1. 



Otra n1anera distinta de ver que rl r.spacio de pent.;_\p;ouos 1-'S un toro de 
género 4 es la siguiente: 

A todo pentágono 'P de nuestro espacio. le podc>rnos n ... -.;odar de forn1n 
única la quint.etn de sus ¡ingulos interiores P =(.r 1 ,.:z:2 .x:1 •• r.1 ,.r5 ). Por lo 
tanto, es claro que podemos identificar el penhigono P con c.>stc> punto de 
S 1 X S 1 x S 1 X S 1 X S 1• Por supuesto, no todo punto (x1 • .r2.X3,X-a.x!'J) de.> 
S 1 x S 1 x S 1 x S 1 x S 1 representa los .;_ingulos int<'riores de 1111 pentágono. 
Así pues, sen P 5 el subconjunto cerrado de S 1 x S 1 x S 1 x S 1 x S 1 t.al que 
lns x: sean los ¡ingulos interiores de un pentúg:ono ch~ lados ig:ualt~s y lado 
privilegiado [(-!,O),(!, O)]. 

Tómese la proyección p : P 5 -+ S 1 X S 1 que asocia. a cada quint.ctn 
{x1• x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) los prin1eros dos tingulos (x1. x 2). Inv~rsa111entc, dados dos 
ángulos (x1.X2) E S 1 X 8 1 podemos describir la relación 

p-t: S' x gt -t ps, 

que asocia a cada (x1,x2 ) quintetns <le ángulos (:r 1,x2,x3 ,x4.x'j), los cuales 
son ángulos interiores de pentiigonos, de In siguiente n1ancra: 

Dado el Indo privilegiado {(-1, O), (l. O)], los ángulos x 1 y x 2 determinan 
dos únicos puntos v3 (x2 ) y u5 (x1) en los círct1los de rndio 2 y centros en 
(-1,0) y en (!,O): -------

, 
' ' 

. 
' ' 

- ' ',' 
' ,, ... ---~ ...... ,- __ _ 
\ J'' ... 

<• 
,'~"T ......... ., -

', ..... (·1.0) -.1. ... _____ ... \ 

' ' ' ' 

,• (1,0) 

......... ... ... "";.....: -, ------- _____ ... 
Figura 6 

. 
' ' ,, ,, 
, '. 



Tra.znudo desde t.•3 (.r2) y l''j (.r1) otros 2 círculos de r~dio 2. pucdc ocurrir 
que la intersección de estos últitnos sea: 

a) todo un circulo. (en cuyo caso existe todo un círculo de pcnll\gonos 
posibles). 

b) un punto. (en cuyo caso pl pcnhigono generado es único), 
e) dos puntos, (en cuyo caso se determinan 2 pt"'nt¡igonos) y 
d) ningtin punto (lo que implica que .1: 1 • x:? no gPtwrnn pentiigono alguno). 

Consideremos el prin1cr c.-aso en el qu(' los dos círculos coincidan. Entonn~s 
V:t. (.r2 ) = L'!'. (.r¡}. lo que in1plicn que 

y,= (.r1,.r2) = (7r/3.,,/3) L" Y2 = (x1 .. r2) = (-rr/3. -;r/3). 

Supongamos ahora que la intersecchln de estos dos últin1os círculos fue 
de dos puntos. el punto u-1 y el punto i•..¡, es decir, que los ánb'"ltlns .i·1 y .r2 

dctcrntinnn dos pentágonos P 1 = (x 1 ,.r-i . .r3 • .r..¡ • .r5 ) y P 2 = (.r 1 • .r2 • .L·",.r"' .. h,). 
Es posible verificar de m;\ncra ntuy sencilla, que cxhsten v~cin<lndcs nbie1·tas y 
ajcnrui v. y V2 de P1 y P-i rcspectivatnt_•nll~ que nn1cstran que p : -P5 --;. s• X s l 

es unn ct1bicrt.a doble en estos puntos. 

Finnlntcntc si lo.s puntos (.r 1 .x-i) no generan pc-ntñgono alguno. cnto11c<"s, 
la dist.nncia. en R 2 <lel vértice l'5 (xi) al vt•rticc u3 ( x 2 ) es 1nayor que 2 con 
lo que se prueba. fácilmente que este tipo de puntos fonnnn un nhierto \ -
de 8 1 X 5 1 que tiene COfilO frontera al conjunto de puntos r de (.X1 . .r2) tales 
que U5{X1) y U3( X2) distan jttstntncntc 2. Por otro lado, r l"S jltstatncntc el 
conjunto de puntos que bajo p- 1 detern1inan un solo pent¡igono. 

_..\..continuación 1nostrarC"n1os quf' \ • f'S hotneontorfo a un disco abierto e.le 
IR.2 . Con tal JHopósito obscrvPn1os la gr¡ifica rest.ringida al intervalo (-;r, ;;} 
de r = {(.ri.x:!) E R.2 \ d(11!'.(.ct). 03(.r-i)) = 2} (figura. 8) 
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Ahora, si vemos rcn todo :.:¡,:.? tenemos el siguiente conjunto. 

' 
1 1 4rt 1 : ,,. . - - - - - -.- - - -- - - - -,- - ---- - - - - - - -- - - - -,- - - - --- - -,- - - - - - -

. - - _l :0.1 :0. :0.1 :0.1_ - -
: ·~~ ·~ ·~~ ·~~ 
: 10 9 11: 10 9 a 2 1t I0 9 1J: 10 9 11: 

------r--------r-------- --------r--------r------
-- - _¡ :~.j :0. :~.j :0.J -

1 I~. 12~ 12~. 12~. 
-4rt : JO f..l~ : ID 9 • ID 9 11 : 2 7t 10 9 11 : 4 1t 

:~.l :0. :~.! :0.1_ 
'~7: 12~ 1~7! 12~1: 

'º11ª• 109/J 109111 109111 
1 1 1 1 . --- - - -,- - - - - - -- -.- - - -- -- - - - - - - -. - - - -.- - - - -- - - -.- -- - - - -
1 1 1 : -2rt 1 1 1 1 

' ' ' ' ' ' ' 

1 1 1 1 1 • 1 . - - - -: -:::- - - - - ,- ---:- - - - ---- - :..:;.; - - - - - -.- - - - - - - - -,- -- - -- -
' ' 

F•guru 9 

Haciendo la identificaci<)n [O. 2.-r} / ...._, dnndP ...._, es la relación de equh·ahm­
cia que identifica los puntos (.r. y)...._, (:r + 2k.-r, /J + 2ktr) donde k E Z tcrwrnos 
'tuc ~1 conjunto \·" d<• puntos que no generan pent.1_igono al,.;uno t>s un abierto 
de lR...e. 
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Con todo lo nnterior. poderno~ concluir que In proyección 

P:'Pº-+ (S 1 xS 1)-1" 

es una cubierta doble en casi todos sus puntos, excepto para dos puntos 
y 1 ,y2 E S 1 x S 1 en cuyo caso la imagen inversa es un circulo y Ja curva 
r C 5 1 X $ 1, cuya imagen inversa consiste de un soJo punto. y que cumple 
además ser frontera de el conjunto F de puntos que no generan pent:igono 
alguno. 

Cortemos a p!!l, n través del círculo p- 1 (y1 ) y del círculo p- 1 (y2 ) P i<len­
tifiquemos cada uno de los círculos que quedan en un punto. Obtenemos así 
una nueva superficie S 5 y una nueva función P; S 5 -+ ($ 1 x S 1) - F, que es 
cubierta doble en todo punto exepto en la curva r. 

Cortemos ahora a la superficie S!!., através de la curva P- 1 (r) , para 
obtener de esta n1anera dos curvas cerradas que son imagen iuvrrsa de r. 
Con esto, se tiene nuevarnente una superficie T!!J, cuya frontera son las curvas 
P- 1 (r), después del corte, y una nue.,,·a función P : T5 ~ (S 1 x S 1) - F 
que ahora sí es cubierta doble del toro menos un disco. Sabemos que las 
1ínica.s cubiertas dobles de (S 1 x S 1 ) - F son o dos copias de sí mismo o un 
toro n1cnos dos discos ajenos. Así pues In superfidc T$, puede ser conf!Xn o 
inconexa. 

Fr!]•H'<t 11-u) l"ryu.ru 11-b) 

Con ayuda dt.~ los :\lapas anteriores y siguitm<lo a la cur...-a r en ellos, 
podernos JIC?gar a In conclusión que frt. cubierta doble de Ja que se trata, 
es conexa (Figura ll·b)). De rnodo que haciendo eJ proceso iu.,,.crso a los 
cortes, t>S decir pPgnncJo adccundan1entP por los p1111tos en donde hiciruos los 
n~sp1 .. cti\"os corte."'>. llegarnos a concluir que P·.., t>S 1111 toro de géuero --1. 



Capítulo 7 

El volantín de 5 sillas 

Antes de comenznr. vr.amos algunas inuigenes de los '\"olantiu~s dro 5 sillas 
que se obtuvieron mediante el progra1na •·cinito" (Yer apéndice). 
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En el capítt1lo 5 hici1nos notar, en particulnr. que una quintcta dt_• ntiuwros 
reales (x1, x 2 ,x3 , X.¡, x~) fonnnn los 1ingulos interiores de 1111 pentágono si la 
siguiente ecuación se satisface: 

u(O} + ll(7f" - .r:.?) + u.(2rr - (X2 + X3)) + ... + 
....:...u(-l::r - (.X2 +X;¡+ .X.1 + .C.o;)) = Q (3) 

es decir, si los vectores dirrccionalPs de cada. uno de los lados del pt~ntügono 
sunuu1 O. 

Por otro lado sabetnos, por el capítulo anterior, que PI espacio de pcnt.,;\¡i;o­
nos con un Indo privilegiado es una superficie ps e S 1 X S 1 X SL X S 1 X S 1 • 

n11i.o.:; a{1n, es un toro de- génl"ro -l. Entonces, dado un pentágono P E P·~ 
porle1nos representarlo con10 la quintctn (o 1 .... ,oro). dondt_• cada uno de los 
o_, son nún1eros cotnplejos de la for1na o_, = ,.•:r, y x 1 <"S un nür11ero n•al en 
el intervalo [O, 2rr). De f?Sta forrna poden1os pensar a IR.ro corno el espado 
cuhricnt1~ de S 1 x S 1 x S 1 x S 1 x S 1 junto con su proyección natural P : 
IR5 -t S 1 X S 1 X S 1 X S 1 X S 1 que asocia a cada quintt_•ta (.r1 • .r2 • .r3,.L"4 •• 1·r,) 

la c¡uintcta. (o 1 ••••• n.'>). Se-a Pj = p- 1 (-P:>), entonces es clnro que f>':°• es 
tnn1bién unn superficie. y consta de todas las quintcta..'<i dr rnínwros rtmles 
que satisfacen la ecuación (3). Es irnportant~ hacer notar, que la su111a. dt_• 
los 1ingulos interiores e.le un pentáp;ono es igual a. 311" + 2;rk cun k E Z lo qt1P 

implica quP ps tiene tanta ... '> co1nporu•ntes coru!xas co1no nt'irneros enteros. Si 
fijarnos una k digan1ns k = O la contponcnte conexa corrPspondiente fa6'dt• fa!'• 
cstii dada por PI coujunto de puntos (.r1 • .r2 . .r:1 • .r4 • .r.;) E !R.

0

' que sntisfact>11 
por un Indo In ecuación (3) .'· por otro la ectrnción a) L:~=I .r1 = 3rr t¡ttt> al 
unirlns. sP sin1plifica11 en las siguientPS 3 Pc11ado1u~s: 

·' a) L x. = 3rr. 
1==.1 

h) co.<1(X1) + cos(.r.2) - ros(.r2 + .r;i) - cos(.i:1 + .L"5) = l y 
e) .'it!n(.r.1) - .o;rn(.t·2) + . .,nl(.7·2 + X:a) - sc11(.r1 + .rs) =O. 

Dcfinarnos a.hora una nueva funicún f : Í'i} e R 5 -t IR que ~lt?tertnina t>l 
án•a de 11n pc11to.igono y qnt• estoi dada por 

y clcfinarnos análoganwnte la corrc•sponclil'nte función 1-irrm. f : P!', ~ R. 

Gl 



Lema 4: La función f : p'!> _.., 1R. tiene 14 punto.'l críticos. 2 TTuixinios 
que corresponden al drea del pentágono re!Jular. 2 1níni1no.'i que corre.<1po1uicn 
al área del pentágono regular estrella 11 1 O ¡n:nto.<J sillas '¡ue corresponden nl 
área de un pentágono que vi.<1:ualmente es uu tri1ín9ulo (11er capftulo anterior). 

Demostración: Para facilitar los cá.lculos, considerctnos la siguiente 
función 

F = (f1, /z, h. Í•) : IR" ___. R' 

da.da por: 

Ít (Xi. X;?, X3, X-1, X5) := Xt + X2 + .T3 + J:-1 + X5. 

/ 2 (xi. x 2 • x 3 , x.1, x 5 } := cos(x1) + cos(x2 ) - cos(.r:.::: + X3) - cos(.:r 1 + x 5 ), 
f 3 (xi. x 2 ,x3 • X4, xá) := sen(.r 1 ) - .sen(.r;i) + .... ·en(.c:.: + x:s) - .sen(x1 + x 5 ) y 
f 4 (xi.x 2 ,x3 ,x.,,,x5 ) := .sen(x1 ) + scn(x2) - se11(.r1 + x-i) + sen(.:r4). 

Ca.lcule1nos los detcrnünantcs de todas la.s subnrn.triccs de 4 x 4 de la 
matriz dFp 

1- El dctern1inante de la pritncra submatriz. denotado por E 1, es: 

1 

l l 
-scn(x2 ) + sen(x:i + xa) .scn(x2 + x 3 ) 

-cos(x2 ) + cos(x2 + .r. 3 ) cos(.r2 + x 3 ) 
cos(3:;i) - cos(x 1 + x 2 ) O 

l 
O ..,en(x 1 + xs) 
O -cos(.r1 + X5) 

cos(.r,.i) O 

Es decir 
·• E,= L(-1)•+ 1 .-1,,J(.·l,i). 

•=1 
donde 

ó(.4 11 ) = scn(x2 + x 3) (cos(.i·4)cos(x1 + x .. ,)) + 

ros (x2 + .r.3 ) (cos(.r.i.)sen(x 1 + x 5 )). 

d(.4.~ 1 ) = cos(.r. 4 )cos(.;r 1 + X!i) + cos(.r:i + .r;i)cos(.ci). 

6(.4.:lt) = -cos(.r4 )cos(.x 1 + xs) + .•wn(.1: . .! + .r"l)cos(.r.4 ) y 

8(A .. u) = sen(.r2 + x.1)cos(x1 +X:;)+ cos(.r:.? + X3)scn(...r. 1 + r 5 ). 
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Así 
E 1 = cos(x4 ) (.<Jen(x4 + .r;l) - sr11(x:i)) + 

+se7l( .. r.d (c-os(.r 1 + x 2 ) - eos(.:z::?)). 

Ahora., restringiéndonos a .P3 tenmnos que la ecuación 

sen(.r 1 ) - scn(.i·:!) - st·n(.r:.? + x:J) - sen(i· 1 + .r5 ) =O 

se satisface y que es válida tan1bi(~n si recorn•rnos .r 1 por .r':.? y .r2 por .r.3 de 
111nnera qtw 

E 1 cos(x4 )su1(.r::? + .r 1 ) - cos(.r 4 )scn(x2 )+ 
+ St'n(.r_1)cos(.r:.? +xi) - scn(.r.1)cos(.r2) 

scn(x.i + .r 1 + .:z:2 ) - sen(x.1 + .c2 ) 

sen(x3+.r'>) - sc1t{.r2 +.r.¡). 

Sin1ilnrrncntc se cnlculnn los dt>nuis deterrninantf'S ." obtent>n1os el si­
guiente siste1na de ccuacionPs. cuya solución nos da el conjunto dP puntos 
críticos de la función F restringida n Pr,"". en otras palabras. d conjunto dP 
puntos críticos de la función j. esta da<lo por: 

¡ scn(x3 + .r;) 

s1~n(;r4 + .r1 l 
.-;cn(.c.s + . .r.! l 
scn(.r 1 + .r.1) 

scn(.:z:':! + .z• 4 ) 

.·wn (.rz + .r.,) 
st:n(r:J + .r .... ) 
.•wn(.c.¡ +.r1) 
.~F.'11(.rs +X:?) 
.'JCTl(.c¡ + .r:s) 

-o¡ :o 
=O 
=0 
=O 

(·I} 

Equivalentcrnente, los puntos críticos clt> la función f : P·5 --¡. IR Psttin 
dndos por d siguiente sistema de ecuaciones. cuya solución nos da t?I conjunto 
puntos críticos dt.• f : 

c'(.r1 ... 1+.r1-lJ = ( -1 ).1.·,,(-l).,1(.r1-.1-+-.r1 ..... l. 

con l = l, ... , 5 y k =O. 1. SPa º"' = ~u,., 

Resoh·an1os uno dt> los rasos no trivialPs: 

OJO ... , 

O..¡Cl¡ 

º"'º2 
fl¡ll3 

O:!n.1 

fl:_!f.)•1 

c1·:1 <-1' ~-. 

n.1n 1 

-n¡; 1o2 1 

-n¡- 1 o:l 1 

(5) 



Se puede comenzar verificando que o 1 = 02 = o 3 y que o 5 = o 4• además 
de que 05 1 = -o~, pero del hecho que !:~= 1 .r, = 3rr trnen1os que of = -1, 
es decir. x 1 puede totnar cualquiera de los siguientes valorc-s ;z: 1 = -*· j-. 7í'. 

y con esto que x 5 = O. 
Análogamente. podemos calcular Jos dcrnás casos y con esto probar que 

el conjunto de puntos críticos de f consta del siguiente conjunto puntos: 

i) pent¡igonos cuyos lingulos interiores son 

X1 = X2 = .C3 =X..¡= X.';= 3~/5, 

ii) pent•igonos cuyos ángulos interiores son 

Xt = X2 = X3 = X5 = -;;-/5 Y I.t = 27r + -:r/5, 

iii) pentágonos cuyos ángulos intPriores son 

X) = 7r/3, X2 = rr/3. X3 = -:r/3 . .L'..¡ = Ü, X.';= 27r 

y rotaciones donde x 1 = .r1 + 1 • 

Así que tenc1nos 1-1 puntos críticos en el espado de pPntágonos. 2 que 
correponden al en.so i) y son el pentágono regular orií'ntado y PI pt>nt.;igono 
regular orirntado invcrsatncntc, de los cuales el prinu.•ro. es nui.xi1no y t~l 

segundo es n1ínin10, pues pueden SPr inscritos en un circulo y por lo tanto 
tienen área miixitnn (positiva el primero y negativa el seg:undo)[Bol]. Otros 
2 que corresponden al ca.so ii) que se refieren a pt"ntcigonos regulares <."Strclla 
orientados y orientados inversarncnte qut• corresponden a un 1níni1no loe-al 
y a un má..xirno local respectivamente. Y finahnent<.' los l O restantes que 
corresponden al caso iii} de pcntéigonos qu<.• visualanwntt? son tri•inµ,-ulos. 
Corno snbcn1os que el Pspn.cío de p<'nt<i.gonos ('S un toro de gt!nPro ·l. Pnto11t~es 
estos 10 tíltirnos, por Eult•r. tienen que sPr puntos silla.• 

Ton1c1nos un ürea. A que sea. un valor n•g-ular de la función J, Pntom·ps 
tcne1nos c¡uP ¡-1(.4.) PS una curva~ t•n p!',, ,.1 espacio dt> pentcigouos. Es 
i1nport.ante hacer notar. de la dc1nost.rariün antPriur, que kt•r dFP = kcril/1,. 
dado por (-1) coincide con el sisten1a de cc11acio1ws siguiente: 

(G) 
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donde i = 1. ... ,5. E x 1 = 3:":" ~· 
•=1 

a,(tJ = Xi+:z(t) + X¡+4(t) - 7r, 

dctern1inudas en el Teorema 10, Capítulo 5, e igunladas a O. Esto pruPha 
que si lJ E kerd/1, cntoucPs ,. E Tp(~). es drcir, kerd/p PS 1~1 conjunto de 
vectores tangentes a las cun·as obtenidas corno in1ágenes inversas de ,·aJort->s 
regulares. En otras palabras. el ca1npo de vector~s dPtrrntinndo por las 
ecuaciones difenmciales (6) y por ker df coinciden, lo quP irnplka qtu~ n11Pstro 
sistema de ecuaciones difrreuciaJcs es integrable. 

Por el Lema de :\Iorse [:\IardJ podetnos atirniar qu(" existen '\'PdruJadPs de 
Jos 2 1ná.'\:i1nos v d<> los 2 n1inirnos ~n Jos cualPs todas las curvas son cPrradas. 
es decir, tcnen1°0S ürbitas periódicas alrededor <le estos puntos. 

Observemos Ja proyección en IR.2 de estas órbitas periódica . .;; y notemos 
que estas son simétricas con respecto al eje x = y. pues si el pent¡igono 
(x.1 (t). x 2 (t). x 3 (t), :r.1 (t). x .... (t)) estii en una de Pstas órbitn."i t!UtoucPs PI p('lltñ­
gono (x 2 (t). Xi(t) • .r5 (t).x4 (tJ . .r3 (t)) tambien t.•stá. dado qw~ los dos pPnlcigo­
nos tienen la 1ni:;nu1 .;irca. Por la misrna. ra4".Óll exisrt~ un punto t 0 E IR tal 
que .r¡(t0 ) = ..i.·1 ... 1 (O) ya que ~i (.r 1 (O} . .c2 (0}. x:1(0) • .r4 (O), x,..,(O)) son los .;:ing:ulos 
interiorc>s del pentágono inicial. es derir, si el punto (.1· 1 (O), x 2 (0) • . r:1 (0) . .r.1(0), 
x 5 (0)) est¡i en la curw1 f- 1(A) para alguna A t>ntoncPs el punto (.r2 (0) . .r3(Q). 
x 4(0),x.'i(O),.r 1(0)) tatuhiCn Pstá en Ja órbita f- 1(.-t). pues los dos pent.::ig:onos 
que representan t.icncu la mistna úrea. y por lo tanto. cxist.e 1.111 punto fo tal 
que .r1 (t0 ) = .r,. 1 (O}. Así quC' por el Corolario 3 (Capítulo ;J) Ja curva .3,(t.+t0 ) 
PS congru<>nte con ~1,_ 1 ( t) 1~11 t'Stos c;L..,;o:-;. 

Co11sidPn!t11us J>Ut>S. co1no <'ti Ja nhsPn:aeiüu anterior. órbitas p1•ril",diras 
dc.•I sist.(•111a dP t•c11cu·io1u•s (G) a.ln•d(•dor d1! los puut.os rrític·os i) I' ti) .. '-" SPHll 
fo. tJ E IR:. los 111i11ir11ns 111in11•ros positivo:-; tnJPs CfllP . .r,(t + t 0 ) = J"1..,.. 1 (/) cou10 
en t•l p•irrafo antPrior ')." doudt• 11 PS PI pt•ríndo rlt> didHL"i (jrhibL'i, 1•s dPdr, 
.r,(t + 1¡) = .r.,(t). Ento11c1•s tPJlt>Uu.>s PI siguit•ntP lcrna. 
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Lema 5: Pmu órbitas pe1'iódica..'i cerca del punto critico i) tencur.o.'1 r¡u.t! 
Sto = 211 y parn órbitus pcriódfo~ cr.rcu del punto crítir:o ii) tcn1:nu:M que 
5t0 = TJ. (vc1· figura 2) 

..) (:c,.x,J ( ..) (:c,_<,J 

~<-•,-•,>~(.<,.:c,J (:c,.x~(x~ 
(x,.x

1
) - (x.,.x,J 

Faguru '1 

Demostración: Sustitulyendo. en la ecuación x.(t +fo) = .r 1 + 1 (t) pode­
rnos ''erifiacar, que 5t0 = n1r¡ y que rn tiene con10 posibilidades rn = l. 2. 3. -l. 
Por otro lado, como la proyección en lR2 • de estas curvas es sitnétrica con rC's­
pcct.o el eje x = y podemos suponer, sin pérdida de genernlidad, que <>xistc 
un pcnt1igono P 1 (t) con ángulos interiores 

(x 1 (t). x 0 (t), .r3 (t), x 4 (t).xr,(t)) = (a. a. b. e, b) E ¡- 1 (..I) 

J>ara alguna t, por cjcn1plo t = O. Sabetnos aden1á..-;. que existe un t>nnto 
t 0 que est.a111os suponiendo mínin10 tal que x,(t + t 0 ) = .r¡+1(t). Entonces 
encont.rntnos un pt.•nt¡\gono P 2 (0) cou <Íngulos interiores (u, b. e, b. a) que- se 
puede ver corno P 1 (to) y sucesiva1ncnte encontrnn1os ¡>e•ntágonos 

P3(0) = P,(lu) = P, (21u). 

P 1 (0) = p,(tol = P.2(210). 

P,,(ll) = P,(lu) = P,(2to) = P,(3to) = P1(-llo) 

con ¡\ngulos int<"riores (b. c.11. u. n), (e, b, n, a. b) y (b, o, a. b, r.). rrsp<•ctiva· 
1nentP y todos í"llos t"Jl 1- 1 (.-\) para alguna .-\. , .. alor n•gular dt~ f. <•n una 
veci1ula<l c\t.• los valorPs eríticos eorn•spondiPnt.t.•s a i) f" ii). 

Consi<ll'rf'ntns prinH•rn Pl ca.so ii) PS f}Pdr. t>i-.ta1nos pt•usa1ulo t'tl úrhitas 
pt.•ril>llkas alrPdPdor fi<"l pent•iµ;onu n·~ul:tr orh•nrado y urit~utado i11v<"rsa-
111l.lntt.~ ch~ nulnPrn que cuino (u. a, b, '"· b) son los •ing;11los itttPriorcs <le un 
pt.•ntagonu. tene1nos las si~tiit•nte~ cl<"sigualda<les naturales. si a :S b Pl\tonces 
e ::=; a y si b ::; u Pnt.onct•s ri :=;; r. 
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Lo anterior in1plica qu«- la proyf.'cción en IR:.? de los puntos P:,.o(O) ~· P 1(0) 
estiin en un Indo dP.l pje .r = !I ~· los puntos P 1(0) y P'\(O) t:?ll Pl otro Indo. Ot' 
n1.anern quC" existen ...i posibilidadt!s para d orden de la pro:n"cción en IR.2 ele 
los puntos P,(O) = P,: {P1 .P.!.P1.P:.s.Pr.} y su reciproco {P1 .P.;.P1.P1.P;1.} 
o { P 1 , P., P'J.. P-,. Pd y su rt:"dproco. 

Supongan1os pri1ncro c¡tH .. teurmo!-i l."l orden { P 1• P:!. P 4 • P 1 • P;}. enton<•t•s 
existe un punto ... 0 E R. con fo < ~o< 2t0 tal qtll! P 1 (s0 ) = P 1(0). Esto itnplic:a 
que el punto ,.. ;=su - fo es tal q1w P 1 (s) rit..•ne quP ser fa:dll) = (b. <:. b. a. a) 
pues fa.-¡(tu) = P 1(0). 1n cual contradice qllP 10 fuera C"I rni11iu10. p1ws podrmos 
cncoutrar 1111 punto l < fo tal que P 1 (l) = P.!(O) = (a.. b. ,., b. a). a saber 
l = -( . .., + -11 0 ). que PS un nütnrrn ((llP <•stá sirn1pn" PUtn.• -to y ll. EutotH'l'S 
Pl ordPll llP la proyreeitln PU 'R.2 dt> los p1111t.os P, en la t•1uva t i<-111• quP ~t'r 
{ P 1 • P 1• P",.]., /'!",. I':1 } o su rc-eípn>t·o. 

Por otro lado 1•) Vf'etor YPlo1·iclad 1 l1' la pro~·"<"cióu PU JR:.! dt• la curva Pll t.•l 
punto P 1 (O) t'S p1•r¡wn<lic1Jlar al 1°jt" .1: = JI porqut" 

Pll 1•:-ilP punto. 
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Anuliznndo el canapo vt•ctorial sohrP rl rjc .r. = y, <•n unn \"('<'inclnd dPI 
punto (~. *). podernos <·onduir q11r PI cnrnpo apuuta sir111prr hnda PI 
punto P"-(0) en un Indo dr In rrrtn ;.· laadn c>I 1u1nto P 1(0) t_•n PI or.1·0 Jn,l<l 
de la rc>cta. Así purs PI ord<•u dP. la. pro~·t•cdón t>U R:! d" los pt111tos P. <'11 IH 
curva tiene que• fi('r {P1 • P"-. P2 • P.~ . .P;.1}. 

En otras palabras la proy<•rción en R 2 de Ja órbita pt!riódit-a satisface> la 
sibritient~ condición. E:xisrr un punto f1 E IR con t 1 < fo ral qHP .r¡(f + t 1 ) 

x¡+3 (t) para toda t. En consecuencia. 

x,(t + jt¡) = .r,(t + Tl) y x,(f + Iüti) = .i:,(t + 5fo) = .r,(t + 211). 

lo que quiere decir que jf0 = 211 y 2t 1 = t 0 • 

OC' 1naneru aruilogn, para vrcin<lades drl los puntos críticos ii) qu<' corr<"­
sponcleu a órbitas periódiacns alrcdc>dor de los pentágonos noog11lar estrella 
orientado y regular estrella orientado invcrsnrneute. se puede probar que 
x,(t + 5t0 ) = .r,(t + 1¡). • 
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Capítulo 8 

La Teoría de los Carritos. 

Uno de~ lo prnp<lsitos dr P~1'a tesis PS encont1·ar volantines de ZimHPr. c>s 
dr.cir. volantines en dond1• caria una dí! las <."'t1r\·a .. o:; J¡ sea cC'rrndn y Ja traza 
dr. toda .. 'i ..-llas coincida. En PI Capitulo 3 virnos qttt• una \'f'Z encontrado un 
volantín ch• Ziudler. es pusiblt• que éste sea una figura qlll' finta PU PC]llilibrio 
('ll tnda po:-.idón si las cut•nla~ que defin1~ ~1 n-ágono sun i11tt·1·ion._•s. ..\sí 
p1u_•s. en estt- capítulu. Pstudiare1nos la teoría dl'" los carritos que- nos J>PrtnitP 
e11co11trar tocios los volanti111>s dt• Zi11cllPr de 5 tiillas que f'XistPn. 

Por los Lerna .. ..; 6 y 7 del capírulu anterior sabernos qur Pxist<'. para órbitas 
pt.•rióclicas aln•dPdor ch•l pPnt..i.gouo rC'gular oric11tado y orit•ntado in,:ersa-
111c•ntt". 1111 tif•n1po O< t 1 <fo tal q11r :r. 1 (t + t 1} = .r1;-3 (t) para toda t E !R. 
lo cual implica. qw• dado un p('nni.gono inicial .X"(O). el 1w11c¿\go110 .X"(111t 1 ) 

con rn E Z. es congr1wnt.e al inidal. :\las aún. por el Corolario 2 dd capítulo 
5. sab1•111os que .'J,(t + t 1 ) = .\, 3, ... ;1 (1). dond<' .\ 1 f'S una cn111posicitln <Ir 11nn 
rotaeión sPguidn de una traslaei6n. Co1no d ct_•ntro d~ nuL..;a dt~ los penrtig;ono!-1 
es un punto fijo y corno Pxiste una única rot".1ción qu<> lleva c-1 J>Pllt<igono ini­
cial .Y(O) t•n t>l pentágono .Y1111t 1 ). podemos afirmar q11e .\,no (l<'pt~nde dt>; 
y qU<" ndt'llHlS A, t•s una rotación Rn. de un •ingulo u. Por todo lo nnte-rior. 
podernos decir que, para algtin t 1 E IR: 

.J,1t....;.... t 1 ) = Rn/l, ... :1(t). (7) 

50 



Definición 5: Sea { 8 1 (t), J3..i.(t) ••.• , /Jr.(t)} un volautin <h~ 5 :-.illn.s. Uauu-mos 
a In i·estricdón <le tu curva .d,(t) en t•I t.iPmpo [O. tzJ el i-1~si1110 can·n o vap,tlu 
del volnntíu. 

fl,(O) 

~ 
fl,(O~ 

fl¡.r 1 ) 

F19urn l 

Proposición: La:" curva.." d, ( t) tic uu volanlfn tic 5 .'lill11s c.!ltdn forrttada •. " 
<Íe los vagouc.'> o carro.'i. En olr-as p1.ilubra.o;, uuu "'~= dr~fiuido el i-~-"'iuio 1:arro 
del 110lar¡tí11 pura toda i = l. .. 5. e.-; po8ibfo rr:r:nn.o;truir tod11..~ Ju.-; curvu.'l .J,(t) 
para todu t E R. por 1nr:dio dt• dicho.o; r.un-ito ..... {t't"T" fifJlfffl :.!) 

Demostración: Tó111.-~<· t E R arhiti-ariu y t'S<'ríhasP t = 1111 1 + :- t·o 11 

O<~< t 1 y "' E N. E11tolll'l'S. s11bstit11,p•11do 1•11 ( 1) r1•11P111os qll<': 

don1le la.--; k son f'OtPrtls Pntn• O y ..i y q111• <'!"itsin 1l;ulas p1>r la n•Iadó11 . 

k := i + 3m mod(5) . 

• 
GO 



Deeiiunos qnt• PI prop1·1~iro de Pste capítulo PS PUcoutrar vola11ti11t>~ tll• 
ZirttltPr, por lo tanto. nPet_•siran1os qtu' la traza dl' In curva 3 1 fon1u• partP dP 
ln. traza <le la t~U rva . 1, .... 1 . 

Por li\ pn,posicil111 antt>ric1r. si\llt>J1to!"> 11t11• 

con k = i + :3111 tnnd(5). Ptttotu·"s !->i qtlt'l'l'lllOS qllP la. curva ;j, fontu• partP ch• 
In curva :.J, .... 1 Ut..•cPsitanu>:-. qth• 111 sPa dP la fnnna 111 =;-,,..¡+:.?.paras EN. para 
'llll' así ,j,(t) = n;;•.J,_¡(..:). LnPµ;o. si t'IH"lllltl'<llllO!"> 1111 JH•11t;i.gono inicial .'"\(O) 
c¡UI' Jll'rJUita Utl (l11).!.Ulo t"T tal qllt' /l:; 1 ~Pa Ja ich·uthlad. ltahr1•1110S l'll<"llUtnulo 
1u1 volantítt clP Zi11tll1•r. Eti otras palabras. si Ptu·ontnunos un JH'1ttoí.p,nt10 
inkial Pll 1lc11ttl«- la rota«i1"111 <Jlll' l11•va 11idtn JH•11ti'i).!.•>1to a 1"•1 111is1110. 1•11 t•l 
th•1nJH> 11 • st•n rT = ".!,7,r 1 < 1· < 111. 1•11to1u·1•!"> tt•1Hln•tuus un volantín L"1•1Tado. 

PPru nn ~1·110 huscatlltJS ,·ala11ti11Ps 11'• ~-Zind!Pr si 110 tan1hit"•11 fiµ,uras q111• 
no sc- a11tolHtP1·st•ett>ll. ,.,.. d1•1·ir. q111•n•11111. .... por lo lllt'lluS qui~ t•l irulil·(• d1• la 
1·11rva alt·Pt\t>tltu- d1•l 1·1•utro di' 111;i....,a ~"ª l (lo rnal 110 µ;anu1tiza q1u• la t•urva 
110 s1• a11toirtt1•rst•1·t1•). Para \",.1·ificar .-s11• lweho tll't"t'Sita1nos sahPr t.•1 ta111aí10 
a.uµ;11lar dt•l i-t"•si111n ,·a1·rito. 
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Definición 6: Supongmnos que G el crntro de rnn .. ..:;a dr los pPntcl.ii;:nn,,s 
está en el orig:enT cntonc<~s dcfiuan1os el ta111aüo angular clel i-Psi1no rarri to 
como 

e . ( li;(O) .J.(t,) ) 
; :=angulo 11/J,(OJll" 11.J;(t¡)JI 

y por 
• ( :3,(0) .J,~¡(O) ) 

-,,:=angulo ll.d;(O)ll'Jld,+1(0)\1 . 

Fi.gu.-a :1 

Con10 la rotación R~ mnndn el 4 - carrito en el conjunto 

{l1i(t1+e)1O<;<1}, 

cntoncl>s el ángulo a debe !'ter de In fornm u = -y.1 + i'!J + C 1 + 2trl con I E Z. 
pero si qncrC'J110S q111• n:;1 :-tea In. iclenti1lnd. entoUCl'S sahc-n1os que a = :l,';, .... 
1 < r < nl. lo cual in1plica que el tnnw.üo anµ;:ular dt>l 1-carrito d<:"ht- !'il'r <h.• 
la siguic-ntc fortnn: 

con k 1 E Z. 

e, = -.1 + -Y2 + j·:i + (.!:.... + k,) 2,,-
111 

G2 



Análogamente el tamatio angular del i-ésimo carrito es igual a 

con k, e z. 

C. = -,, - -.·i+I + ¡.;+2 + (..!:...... + k,) 21T 
111 

De n1anern que In surna 

C¡+C¡+:i+Ci+3(2) + ... +C1-1 ml = ")'¡+(3.<J+ 1)2rr+r2rr+(k,+ ... +ki~3{m¡)2;;. 

donde C 1 +C1_,_ 3 +C¡+3 <2 > + ... -C,+:icm> es el tamaño angular de la curvn. iJ,(t) 
con O < t < rnt 1 y donde (3.!'" - 1) es el numero de vueltas que .se obtienen <le 
3(111) = 3(5s + 2) dividiendo entre 5 y tomando su parte entera.. 

Si queremos que el volantín de ZindlE"r tenga indice 1 necesitamos que 

"Í:_cci + c,_3 + C1+3<2> + ... + c.+acm1) = i. 
•=l 

lo que implica que 
1-5.!i + 5 + 5r + mI'( =O, 

donde I< = I::~=l f 1. Es decir las soluciones enteras pnra r = l. ... , rn y A. de 
In siguiente ecuación 

K = 5{3s + l + r), 
m 

nos dn el número r. correspondiente para dicha m (con m de la forma 5s+2). 
De manera análoga In solución de In ecuación 

1 + 15s + 5 + 5r + 111A" =d. 

nos dn. el iingulo rwcesario pan\ enrontrnr un volantín de Zindler d<" índke d. 
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Ejemplo 1: Si m = 7 = 5s+2 con s = 1, entonces la única solición <-'lltr>rn 
de I\ = 5(4 + r)/7 está dada por r = 3, de manera que o-= ~ es c-1 cíngulo 
que permite la igualdad R~.fJHJ (.:) = ¡J, (t). • 

Buscando el ndecuado pentágono inicaJ _Y(O) que pennita rsn rotncióu 
encontramos el siguiente volantín de Zindler. 

r-; ;¿;. l_jt) 
} 

\ 
t. __ . \ .... _) 

Obs<"'rve <111c clcsgrncindnrnt>nte. el sistnna d~ cuerd¡L"i qut._~ dcfinPn los 
pent1igonos uo es interior, <ic m.anera que r>sta figura no tlotn mi e'luilibdo a 
pesar de C"IUf> es unn cur,·a el" ZindlPr. 



Oc muncrn. amih>gu.. pnra el en.so dt.• órbitas pt>riódkns n.lrcdrclor de los 
pentaigono¡.; regular t.•strelln onenta<lo y orientado inversan1rnte. ohte11e>n1us 
que In soluciones Pntt.~ras para r = l. ...• 1n de ln ecuación 

J
• 5(2s+2+r) 

\. = . 
m 

con 111. = 5s + 3 y s E N. nos pt>rn1iten cf\contrar el ángulo qur. llf'>c~itamos 
a= 2;;.rpara obtener 1111 volantín k- Zindler. 

5 

El numero i indicn el numero de 

en.ni.to Bl cual nos referimos. 

i=l •...• 5 

2. 
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Apéndice 

Programa para simular el 
comportaminto de los volantines 

.. El Cinito" 

El siguiente programa llamado Cinito. fue realizado con el Dr. Francisco 
Larrión y su objetivo es el de sin1ular el movimiento de los volantines para el 
caso n = 5. Este programa esta basado en el programa de ecuacio1ws difer­
enciales llamado Phnser (Koc:;]. El procedinüento básico de este programa, 
elaborado en Pascal consiste en leer los datos que Pha.ser calcula <le lus ecua­
ciones diferenciales qtrn se obtuvieron en el (Capítulo 7 )(6) junto con Jn..c; 
ecuaciones <¡ue se desprenden del Teorema 10 (Capítulo 5), y con10 condi­
ciones iniciales los ángulos interiores de un pPntcigono. Con estos datos se 
graficnn los puntos que detern1inan las cun:as J, con Ja posibilidad de vrr 
In traza de estns curvas, así corno t.n.rnbit.'>n. las barras dnda.."i por Jos vt•c­
tores ¡31(t) - d,_ 1 (t) tm todo n1ornento. Grafica tan1bién los puntos medios 
de estas burrns con lo que puede visualizarse rnuy claran1c11tc la condición 
de todo volantín d<" que sus puntos medios tpngan vr.locidad paralela a las 
barras rni~rnas. Este programa. tarnbién pPrn1ice observar la sombra que van 
dejando estas barras y la traza de los puntos nwdios si es que a.sí se quiere. 

Si bien es cierto que en :\Iatcruátic<L~ no st.• pm•dc dar corno den1ostradón la. 
i1nagen obtenida. n1cdiante un prograrua de con1putarlora. no se podrci negar 
que una. vez hecho todo el trabajo formal, t>I podt•r co1nprobar visualrneutc 
que las co!ins funcionan corno espPr1ihan1os es 1nuy gratificante. 
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progrmn Cinito;{R+} 
uses crt. graph.dos,tres_cin: 

var f: array [1..5] of rext: 
RenglonVacio, 
Lleno: Boolenn; 
pun : poiutcr: 
size: word; 

proccdure Bnja(k,i;integer): 
var co:integcr; 
c:char; 
begin 
co:=O; 
repeat 

whilc not ScekEoln(fl() do 

read(fli],c); 
readln(fli)): inc(co): 

until co=k; 
end: 

proccdure LceNum(i:integ~r;var r:real)¡ 
var s,t:string; 

code,l,cont:intcgcr: 
c:char; 

begin 
cont:=O; 
rrp1?nt 

lwg:in 
rmd(fli],c); 
inc(cont); 
if cont = 80 then 

bcgin 
RenglouVacio:=TRL.E; 
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ex.it. 
cnd; 

cnd; 
until c==-t61; 
read(f!i],c); 
if not (c=-32) t.hen Vent.Err ('Chafeó gacho mi compadre PHASER'); 
s:=''; 
for l:=l to 12 do 

begin 
rend(f[i],c); 
s:=s+c 
end; 

'Val(s. r, codc); 
Str(code,t);t:=' Error at position :' +t; 
if code<>O then \,•ent.Err(t); 
end¡ 

procedure Filnta; 
var l:integer; 

s:string; 
u,v:array{l..5} of real: 

begin 
s:=nombrePcl+' .PEL': 
if Exist.e{s) then 

bcgin 
reset.{pelicula);close(pelicula); 
nssign(pelicula,s);reset(pelicula); 
rea.d(pclicula,P); 
Pictnjc:=P.x[l]; 
PuntReng:=O;rcset(peliculn); 
exit 
eud; 

Vent.Pon(' Desenlntantlo Película ... '); 
far 1:=1 to 5 do 

begin 
Str(l,s);s:=nombrePel-s;assign(f!l],s);rcsct(f[l)); 
end; 

n·ith P do 
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begin 
for l:=l to 5 do 

begin 
baja(9,l); 
LeeNum(l,u[l]); 
x[l]:=80+trunc(480/(2•e)•(u[l]+e)); 
LeeNum(l,v[J]); 
y[l]:=SO+trunc( 480/ (2•e) • ( e-v[J]) ); 
end; 

s:=nombrePel+' .PEL'; 
reset(pelicula);close(pelicula): 
assign(pelicula.s)¡rcwrite(pelicula)¡ 
seek(pelicula,l); 
write(pelicula,P);inc(Pietaje): 
rcpeat 

for l:=l to 5 do 
begin 
baja(5,J); 
LeeNum(J,u[J)); 
LeeNum(l,v[J]); 
end; 

if not RenglonVacio then 
begin 
inc(Pietaje); 
for l:=l to 5 do 
begin 

x[1]:=80+trunc(-180/(2•e)•(u[l]+e)); 
y[l]:=BO+trunc(-180/(2•e)•(e-,·[Jj)); 
end; 

write(pelicula,P); 
end; 

until RcnglonVacio = true; 
end; 

P.:oc[l]:=Pictaje;reset(pelicula);writc(peliculn.P): 
PuutRcng:=O;resct(Pelicula); 
for l:=l to 5 do 

begin 
Str(l,s);s:=nombrePel+s;close(f'[lj); 
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end; 
end; 

proccdure ?-..lodoGrafico; 
var grDriver, grl\lode, ErrCode : Integer; 
beg!n 
grDriver := Detect; 
InitGraph(grDriver,gr~lode/c:turbo'); 
ErrCode := GrnphResult; 
if ErrCode <> grOk then 

\VriteLn('Graphicse:rror :' . GraphError .\J sg(ErrCode) ); 
SetBkColor(ColorFondo); 
end; 

procedure Pinta; 
begin 
with P do 
begin 

SetColor(ColorVerticcs); 
Case :-..run1VertPint of 

1 : Circlc(x[l),y[l],l); 
5: begin 

Circlc(x[l),y[l],l ): 
Circlc(x[2),y[2), 1): 
Circle(x[3),y[3),l): 
Circle(x[4),y[4),l ); 
Circle(x[5) ,y[5), 1 ): 
cnd; 

end; 
SctColor(Color Aristas); 
Case ~umArisPint of 

1 : linc(x[l),y[l),x[2),y[2]); 
5: begin 

linc(x[ l ),y[l) ,x[2) ,y[2)) 
linc(x[2),y[2),x[3),y[3]) 
linc(x[3),y[3),x[-1),y[.t]) 
linc(x[4],y[4),x[5),y[5)) 
line(x[5),y[5),x[l),y[l)) 
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1 
1 

cud; 
end: 

SetColor(Colorll-ledios): 
Case Nurn~fodsPint of 

1 : Circle(round( l/2•(x[lJ+x[2j) ).round( l/2*(y[1J+y!2)) ). l); 
5: begin 

Circle(round( 1 /2°( xf 1 J+x[2))) ,round( l/2º(y[l]+y[2j) ).1 ); 
Circle(round ( l/2• (x[2)+x!3J) ).round( 1 /2* (y[2J+y[3j)), l); 
Circle(round ( l/2*(x[3J+x[4J J) .round ( 1/2* (y!3J+y[4j) ).1): 
Circlc(round ( 1/2º( x[4J+x[5))) ,round( I/2*(y[4J+y[5j)) .1): 
Circle(round( 1 /2*( x[5)+x[ 1))) .round( 1 /2* (yl5 J+ ~·[I j) ).1 ) : 
cnd: 

cnd; 
end; 

end; 

procedurc Borra; 
bcgin 
'vith P do 

begiu 
if HueVert thcn SetColor(ColorVertices) 

eJse SetColor(ColorFondo): 
Case NumVertPint of 

1 : Circle(x[Ij,y[Ij.I): 
5: begin Circle(x!IJ.y[lj.I): 

Circle(x[2J,y[2j,l ): 
Circlc(x[3J.y[3j,l): 
Circlc(x[4J.y[4].l): 
Circlc(x[5J,y!5],l): 
eruJ; 

end; 
if HucAris thru SctColor(CoJorHucUa) 

<-•Is'~ S••tColor(ColorFondo): 
CcL"ie NumA.ri.sPiut. of 

1 : finc(x[IJ,y[!J,x[2J .. '·[:?)l; 
5: h,•gin 

linc(x!I),y{IJ,x!2J,y[2j); 
linc(x[2j,y{2j,x{3J,y[3)); 
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line(x[3),y[3),x[4],y[4]) 
line(x[4].y[4],x[5],y[5)) 
line(x[5].y[5],x[l],y[l)) 
end; 

end; 
if Hue~·[eds then SetColor(Color:\;ledios) 

else SetColor(ColorFondo); 
Case Nun1~ledsPint of 

l : Circle(round(l/2*(x[l]+x[2)) ).round( 1/2*(y[l]+y[2])),1); 
5: begin 

Circle( round(l /2* (x[l]+x[2])) .round( l /2*(y[l] +y[2])), l ); 
Circle(round( 1/2* (x[2]+x[3])) ,round( 1/2* (y[2]+y[3]) ), 1); 
Circle(round(l/2*(x[3]+x[4])),round(l/2*(y[3]+y[4])),l); 
Circle(round( l /2* (x[4]+x[5])) ,round ( 1/2*(y[ 4]+y[5])), 1); 
Circle(round( 1/2* (x[5]+x[l])) ,round ( 1 /2* (y[5]+y[l])) .1 ); 
end; 

end; 
end; 

end; 

procedure DaCnpo; 
begin 
if PuntReng=l 

then Pita 
else begin 

Borra: 
PuntReng:=l; 
seek(pelicula.PuntReng); 
Rend(pelicula,P); 
Pinta; 
end; 

end; 

procedure AIFinc; 
hcgiu 
if PuntReng=Pietnjc 

then Pita 
elsH begin 
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end: 

Borrn; 
PuntRcng:=Pietaje: 
seek(pelicula.PuntReng): 
Rcnd(pelicula,P); 
Piutn; 
end; 

procedure Avanza; 
vnr l:integer; 

c:char; 
begin c:===tl9; 
If PuntReng = Pietaje 

then Pita 
clse repeat 

Borra; 
read(peliculn,P);inc(PuntReng); 
Pinta; 
if 1-(eyPressed then 

begin 
c:=RcndKey; 
if c=4:0 then c:=RendKe,·: 
end: · 

if PuntRcng = Pietaje then 
begin 
Pita; 
cxit 
end· 

dclay(ientitud): 
until (c=-80) or (c=•72): 

procl"dnre Retroccclc; 
vnr l:intPg:<"r; 

c:chnr; 
begin 

c:=*H>; 
lf PuntRcng = 1 
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then Pita 
else repeat 

Borra.; 
seek(pelicula.FilePos(peliculn)-2); 
read(pelicula.P);dec(PuntReng~l); 
Pinta; 

end; 

if KeyPressed then 
begin 
c:=ReadKey; 
if c=IO then c:=ReadKey; 
end; 

if PuntReng = 1 then 
begin 
Pita; 
exit 
end; 

delny(lcntitud); 
until (c=tsO) or (c=t72); 

proccdure Guarda; 
var xl,x2,yl.y2:word; 
begin 
if Lleno then freemem(Pun,size); 
xl:=l50;yl:=l0+75:x2:=500;y2:=320+i8; 
Size := ImagcSizc(xl.yl,x2.y2); 
Geti\lem(Pun. Size); 
Getlmage(xl,yl,x2,y2,Pun ): 
Lleno:=true: 
end; 

procedure Pon: 
begiu 
if not Lleno 

thcn pita 
clsc Putlmage(l50. 10+7.'), Pun .NonnalPut); 

en<l; 
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procedure ~'lcnuCabinn.: 
begiu 
cursor .apagado; 
with v[O] do 

begin 
guarda: 
pin tate: 
cursor.ro( 1.PrirnRl•ng): 
for i:=l t.o :;'.\;u1nR1..'tlgs do '"·riteln(Letrero[O,i]); 
prcnde(ind): 
trabaja; 
cncl: 

VentZ\lcnu. 'Vcte..\1(2); 
end: 

proccdure AtnjoCnhinn; 
begin 
rcg.ah:=$05; 
rcg.ch:=l; 
rcg.cl:=27: 
intr(IG,reg);{~Iete Ese al h:bdBfr} 
rC'g.ah:=05: 
reg.ch:=80; 
rcg.cl:=O: 
intr(l6.reg);{~letc FlcdiaAbnjo n.11..::bdBfr} 
reg.ah:=05; 
rcg.cl1:=IC; 
rcg.cl:=OD: 
intr(l6,rcg);{~lt•t.e Rct al I..::hcIBfr} 
1.•nd: 

procf'<iun~ Pinta~l1.•1111Princ: forwa.rd; 
proc:cdurt• B.1.·~rPsa~l1"nuPrinc: 

begin 
Clo:-ieGra.ph: 
Pintn:'\.lcnuPrinc; 
s<•Pk(P,•licula..puntrcng;}: 
dcc(PtmtRcng): 
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end; 

procedure MenuGraf; 
var c:char; 
bcgin 
l\lodoGrafico; 
inc(PuntReng); 
seek(peliculn.pu11trcng); 
Read(pelicula.P); 
Pinta; 
repeat 
c:=ReadKey; 
case e of 

•27 (EscJ : Regrcsa.~'fenuPrinc; 
.. s [BkSp] : AtujoCabina: 
;tl2 [Ctrl-L] : ClenrDevice; 
:# 13 (Ret] : Avanza; 
.i 2 [Ctrl-B] : Borra; 
#7 [Ctrl-GJ : Guarda; 
""16 [Ctrl-P] : Pon; 

4F- O Especial : begin 
c:=ReadKcy; 
ca.~e e of 

#71 [Ini] : DnCapo; 

end; 
end; 

until e =14=27; 
end; 

:#77 (FlechaArriba] : A .. vanza; 
<#'75 [FlechaAbajo) : Retrocede: 
#79 [Fin] : .-\!Fine; 

eud; 

procedure Pintn::\lenuPrinc: 
vnr i:word; 
bcgiu 
cursor .apagado; 
window(l,1,80.25); 
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Tapiz2; 
with Vcnt!o.-lenu do 

bcgin 
Ini; 
Nombre:=' '; 
Con).{nrco:=true: 
TipoDc~lnrco:=Dob\e: 

Co\orLetra...:;.:=0: 
Co\orFondo:='2; 
xl:='.2+35; yl:=2+G: x2:=32+35; y2:=14+6: 
ind:=2: 
r{l]:=' 
r{2J:=' CACA RO ', 
r[3J:=' 
r[-IJ:=' 
r[5]:=' 
r[6j:='CABI;>;A'; 
r[7J:=' 
r(SJ:=' 
r[9J:=' 
r[lO]:='SALID.-\'; 
Guarda; 
Pint.atc: 

.. .. 

'\Vindow(x1,yl.x2.y2); 
gotoXY(2,5);write('t20-I{?} ): 
gotoXY(30.5);write(t185{ll} ); 
gotoXY(3.5l: 
for i:=l to 27 do '\Vrite(:::205{=}); 
gotoXY(2.9):writc{4F20-t{'.}} ); 
gotoXY(30,9);writc{1t185{-il} ): 
gotoXY(3,9): 
for i:=l to 27 do writcl;4-205{ } ); 
TextColor(ColorLt~trns): 

for i:=l to 10 do 
if i tnod -1 <> O t.h("n 

be gin 
gotoXY(-1,i+l): 
writc(r[i]l: 
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end; 
TextColor(7); 
prende(ind); 
end; 

end; 

procedure MenuPrinc; 
var c:cha.r; 
begin witb Venthtfenu do 
repeat 

begin 
c:=readkey; 
case e of 

end; 

O :1 begin 
c:=readkey; 
case e of 

•72: sube; 
""'ªº:baja; 
$71 : VeteAl{2); 
$79 : VeteAl(lO); 
end; 

end; 
#13 : case ind of 

• 2 : l\fenuGraf; 
=ff"6 : MenuCabina; 
:#-10 : exit; 

end; 
end; 

until FALSE; 
end; 

BEGIN 
Pietaje:=O; 
RenglonVacio:=FALSE; 
Lleno:=falsc; 
clrscr; 
Tapiz2; 
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v[l].conSornbrn:=truc; 
pideNombrepelicuJa; 
v[l].conSombra:=false; 
Filma; 
Pinta;\.JenuPrinc; 
.ÑienuPrinc; 
CloseGrnph; 
Reset(pelicula);Close(pelicula); 
window(l,1,80,25); 
TcxtBackground(O); 
TextColor(7); 
clrscr; 
END. 
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