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"Los Volantines: Sistemas dindmicos asociados
al problema de la flotacién de los cuerpos”

M. en C. Déborah Oliveros Braniff

Resumen

El problema de la flotacién de los cuerpos en equilibrio, es un problema que
sigue abierto desde hace muchos afios: A principios de siglo (1921) comenzé a
estudiarse la versién 2-dimensional del problema que se plantea de la siguiente
manera:

” Si una figura de densidad uniforme, tiene la propiedad de flotar en equilibrio,
en toda posicion , jesta figura es necesariamente un circulo?”

Para densidad un medio, este problema, estid totalmente solucionado y se probé
que la conjetura es falsa. Tratando de saber algo maids de este problema en otras
densidades encontramos un sistema dinamico al que hemos Ilamado Volantin o
andadera de n-sillas, intuitivamente este se puede ver como n barras rigidas,
acopladas ciclicamente, que se mueven de tal manera que la velocidad de sus
puntos medios es paralela a las barras mismas. Esta punto de vista ademas de
solucionar el problema original, es en si mismo interesante.

En la profundizacién del estudio de los volantines se encontraron invariantes
como el drea y el centro de masa, se desarrollaron las equaciones que los determi-
nan por completo y se caracterizaron las condiciones inicales. En los casos n = 3,4
se probé que la conjetura original en la densidad correspondiente es cierta. En el
caso particular n = 5 se estudié el espacio face de los pentidgonos desde el punto de
vista topolégico, se encontraron y estudiaron las posibles orbitas periodicas, lo que
nos llevé a encontrar todos los volantines cerrados que existen y al mismo tiempo
concluir que la conjetura original para la correspondiente densidad es cierta.



“Los Volantines”: Dynamical system
associated to the floating body problem.

M. en C. Déborah Oliveros Braniff.

Abstract

The problem of bodies floating in equilibrium is one that has been open for
many years. At the beginning of the century (1921) the study of the 2-dimensional
version of the problem was started and this can be stated as follows:

If a plane fignre of uniform density has the property that it floats in equilibrinm
in every position, is the figure necessarily a circle?

For density of 1/2, the problem has been completely sulved, and the conjecture
has been shown to be false.

In trying to learn mare about this problem for other densities, we fonund a dy-
namical system that we called “Volantin”, or Carrousel whit n-Chairs. Intuitively
this can be regarded as 7-rigid bar coupled cyclically which move, in such a way
that the velocity of the middle points of the bars always parallel to the bars.

The main goal of this thesis is the study of the “volantines”, which are inter-
esting by themselves and solve the original problem.

Going deeper in the study of the “volantines”, we found invariants like the area
and the mass center and we developed equations that determine them completely
and we characterized the initial conditions. In the case n = 3,. and particularly
in the case n = 5 it was shown that the original conjecture is tre.
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Introduccién

En los aiios 30, en el Libro Escocés (Scottish Book [Mau]) Ulam planted
el siguiente problema, que corresponde al problema 19 de este libro ¥ que
dice asi:

. “Si un sdlido de densidad uniforme tiene la propiedad de flotar en equili-
brio- sin voltearse- en cualquier posicidn en la que se deje, jdeberd ser este
necesariamente una esfera?”

En 1938 H. Auerbach estudid la versién bidimensional de este problema
que se reficre a figuras y no a sélidos, es decir fisicamente podemos pensar en
un cilindro de densidad uniforme y suponer que mientras su eje permanezca
paralelo a la superficie del agua, este flote en equilibrio en cualquier posicidén
de acuerdo con la Ley de Arquimedes. Entonces la pregunta seria: Es este
cilindro necesariamente un cilindro circular?. Auerbach probé que esta conje-
tura es falsa en el caso en el que la densidad es 1/2, y dio como contraejemplos
las llamadas figuras de Zindler.

En el transcurso de su trabajo, Auerbach dejd a la luz propiedades que
nos permiten deducir la definicién del sistema dindmico al que hemos llamado
volantin de n sillas ¥ el cual serd nuestro objetivo principal de estudio en esta
tesis.

El estudio de los volantines es en si mismo muy interesante y nos propor-
ciona ademits s respuestas al problema original (caso bidimensional). In-
tuitivamenete, un volantin puede pensarse como un n barras rigidas acopladas
ciclicamente, que se mueven de tal manera que la velocidad de sus puntos
medios es paralela a las barras mismas.

En el Capitulo 1 se definen formalmente los volantines y se prueban al-
gunas propiedades bisicas de ellos, ademais de dar algunos ejemplos impor-
tantes.

En los dos capitulos siguientes, se retoma el trabajo de Auerbach y se
relacionan los volantines con el problema de 1a Hotacién.

En el Capitulo 4 se prucban dos propiedades muy importantes acerca del
idrea y del contro de masa que nos permiten establecer las condiciones iniciales



que requiere todo volantin. ademas de permitirnos concluir entre otras cosas
que para *“densidades de perimetro” 1/3 y 1/4 la conjetura original es cierta.

En el capitulo 5 se establecen las ecuaciones diferenciales que rigen a los
volantines y se prueba que estas los determinan por completo.

Para adentrarse en el caso n = 5. fue fundamental estudiar en el Capitulo
6, el espacio de los pentdigonos. que a su vez. nos ayudara a determinar
en el capitulo siguiente, las curvas integrales del campo vectorial definido
por el sistema de ecuaciones diferenciales formuladas en el Capitulo 5. En
el Capitulo 7 se analiza ademads, detalladamente. las 6rbitas periddicas que
aparecen €n nuestro sistexnn.

Finalmente, en el Capitulo 8, con toda la informacién obtenida hasta el
momento se plantea la teoria de los carritos que clasifica todos los volantines
cerrados de 5 sillas y prueba al mismo tiempo, que la conjetura original para

Ia densidad correspondiente es cierta.



Capitulo 1

Los Volantines

Definicién 1: Un volantin simple es un sistema que consiste de dos cur-
vas diferenciables {5 (). 3 (£)} en R? que satisfacen las siguientes propieda-
des, para toda t en R:

i) La longuitud del intervalo 3; (¢) — 81 (¢). dada por || 32 () — 31 (£) {|. es
una constante distinta de cero.

ii) La curva de los puntos medios m () = ﬁiﬂ'_fﬂﬂ tiene velocidad m’ (¢)
paralela a G2 (¢) — 61 (¢).

Definicién 2: Un wvolantin de n sillas es un sistema que consiste de
n curvas {81 (£}, 52(t), ..., 8. (2)}} tales que {3; (¢),Fi+1 (£)} es un volantin
simple para toda i = 1, ...,n, donde Gn,, (t) = 3, (¢).

Frgura |

Lema 1: (Primera ley de los volantines). Sean 3 () y B2 (¢) curvas
diferenciables. Entonces el sistema {6y (), 32 (¢)} vs un volantin simple si y
solo si (35 (t) es una reflerion de 8] (t) a través de 3a2(t) — 3\ (1) .

3



Demostracidén: La condicién i) de un volantin simmple es equivalente
a que (A (t) — F (1), 02 (t) — .5 (¢)) sea constante. Entonces si derivamaos,
obte- nemos que a su vez ésta. es equivalente a que

(B2 (), B (t) — 1 (£)) ={B1 (£) . B2 (8) — Bu (2)) .

Esta condicién, unida a la condicidn ii) es equivalente a que 3} (¢)+34 (2)
sea paralela a G2 () — 51 (2) . de aqui que podamos inferir que 3] (8)+35 (2)
es perpendicular a 3) (¢)-35 (). lo cual deduce ¢l Lema. @8

Obsérvese que de la demostracion del lema anterior, también se puede
deducir que | g (¢) |=| 3% (t) i. de manera que podemnos suponer de ahora
en adelante que las curvas J; (t) estan parametrizadas por longitud de arco.
Para facilitar los cdlculos supondremos también, de ahora en adelante, que
la distancia de ;41 (2) a 8, (t) es siempre 2.

Consideremos algunos ejmplos.
Ejemplos:

I.- Sea v una curva diferenciable, y sea p € R? tal que || p — v(0O)}| = 2,
usando métodos de ecuaciones diferenciales ordinarias. es sencillo probar que
existe una inica curva 5(t) tal que 8(0) = p de tal manera que {~, 8} es un
volantin simple.

8@

o

Figura 2



I1.-Las curvas de Zindler :

Sea W una figura de ancho constante 2, para cada didmetro I de ¥, dibuje
un intervalo I’ de longitud 2, ortogonal a /7, de tal manera que los puntos
medios de I y de I’ coincidan (ver figura 3). Entonces, mientras I toma todas
las posibles direcciones, los vertices de I’ dibujan una nueva figura. A este
tipo de figuras las llamaremos figuras de Zindler. Si permitimos en nuestra
definicién de volantin, que las curvas G; puedan ser diferenciables casi donde-
quiera, entonces las curvas de Zindler ¥ son volantines simples.

Figura 3
Demostracién: Es posible parametrizar la frontera de una figura con-
vexa ¥ [Mon) por medio de una funcién x(8) = p(0)u(8) + p'(F)u’'(8), donde
p(0) y su derivada son funciones diferenciables casi dondequiera, y
u(@) = (cos(8), sen(8)),
es el vector unitario en la direccién @ € (0, 27).
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PG )i B)

0 )=p(0 Jisl ©)+p'(0)u’(O )

©'(0)

Figura 4

Tomemos pues, ¥ una figura de ancho constante, entonces el punto
medio del didmetro I(8), que hace un dngulo 8 con el eje de las x’s, puede
parametrizarse como m(f(0)) := z(0) — u(@). De manera que la derivada

'(1(0)) = .1:'(9) — u’(0) es perpendicular a I (0) en toda direccién 8, lo que
que la derivada del punto medio de I’'(8), es pa-
ralela a I’ (0) en toda direccién @ situacién que demuestra ii) de la definicién
de volantin simple. i) Se sigue de manera inmediata de la construccién. &

Estas figuras de Zindler. tienen varias propiedades que seran despues
muy importantes. Una de ellas (y fue asi como las descubrié Zindler en
1921) (figura 5) es la de que todas las cuerdas que dividen el drea de estas
figuras a la mitad, tienen la misma longitud y cortan el perimetro también
a la mitad. Siguiendo el proceso inverso de la construccién anterior, las
figuras de Zindler definidas de esta manera, dan lugar a una figura de ancho
constante. Luego entonces, las figuras de Zindler pueden considerarse duales
en este sentido de las figuras de ancho constante. Mds adelante probaremos
que ambas definiciones de curvas de Zindler son equivalentes.

[¢]
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Definicién 3: Si {J, (t).3: () ..... 3, (1)} es un volantin de a sillas donde
todas sus curvas son cerridas traza (es decir el conjunto de puntos 3, (2)
para toda t) de tocdas ellas coincide. entonces Hamaremos a oste, volantin de

Zindler

sillas para toda n pi

I1.-El circulo es un volantin de Zindler de n
que

. un n-agono equilitero regular de tal mane
cada uno de dibuje al circulo, ¥ al mismo tiempo que ¢l punto
medio de sus aristas dibuje otro circulo concéntrico al original, lo cual hace
notar que el punto medio viaja paralelo a ellas.

OOE

Figura 6

podemos ins

Y




Capitulo 2

Los Teoremas de Auerbach

las curvas a -Zindler

Sistemas de Cuerdas:

Deefinicién 4: Sea ¢ una figura plana (region acotada por una enrva
corrada). Un sistema de cuerdas {C(p)} es una seleccién continua que a
cada punto p en la froutera de @ le asocia una cuerda C(p) de P (segmento
de recta con extremos en la frontera de la figura).

hid
{C(p*)}
NS
P
Figura

De manera natural podemnos pensar en tres clases de sistemas de cuerdas:

1.- El sistema de cuerdas {C1(p)} que dividen al area de ¢ en una razdn
dadn 3.

2.- El sistema de cuerdas {C2(p)} que dividen al perinietro de ¢ en una
razén dada o.

3.- El sistema de cuerdas {C3(p)} que ticnen longitud constante.

8



En general el sistema de cuerdas {C1(p)} no necesariamente esta bien
definido, pues la cuerda puede no estar completamente contenida en el inte-
rior de ¥, de manera que la divisién del idirea en una razén dada podria no
tener sentido.

Dado un sistema de cuerdas {C(p)} existe, de forma natural, una funcién
© 1 9P — S! que asocia a cada punto p de la frontera de ®, ¢l vector
u(@) = (cos(#), sen()) donde 8 es el dingulo que forma la cuerda C{p) con el
eje de las r's. Pensemos en la frontera de < como nna curva orientada. Si
la funcidén ¢ es estrictamente creciente, entonces ésta. es un homeomorfismeo,
en cuyo caso el sistema de cuerdas {C{p)} se puede pensar como un sistema
de cuerdas {C(8)} que dependa del dngulo #. Denotaremos por x (6) .y (9) a
los puntos en la froutera de ¢ que son extremos de C(8) v por m (8) al punto
medio de dicha cuerda. Si la frontera de @ e¢s una curva diferenciable casi
dondequicra. es fdcil ver que &' (8), y' (0) » m’ (0) existen casi dondequiera.

Sea < una figura con irea A y sea {C(p)} un sistema de cuerdas interiores.
De ahora en adelante, denotaremos por R(p) a la regién de & que queda a la
derecha de C(p), asi como a g(p) su centro de masa y A(p) su irca. Cuando
¢l sisterna de cuerdas {C'(8)} esté parametrizado por &, denotaremos por
R(0), g(8) ¥ A(9) las respectivas funciones.

Sea {C(0)} un sistema de cuerdas parametrizado por ¢, con @ un dngulo
entre 0 y 27 ¥ sea {6, h) el punto de interseccién de la cuerda C(0) con la
cuerda C(8 + h). Se puede verificar que el punto (8) = 'lllilll, 17 (8, k) existe.
Consideremos el siguiente lema:

Lema 2: Sea {C(0)} un sistermna de cuerdas interiores parametrizado por
dngulos. Entonces, lu funcidn A(0) es una funcidn diferenciable. Mds atin,
para cada 0, ,

2.1(8)
m(0) — (M) = W‘! u(6).

Demostracion: Sea 0 un ntimnero fijo entre 0 » 27 y sea (0, 2) la linea
orientada que pasa a traveés del punto n(8) vy que es paralela a C(0 + h).
Consideremos al drea orientada B (0, h) de 1a region en R(#) comprendida
entre ln cuerda C (0) ¥ la cuerda 1 {8, h); al drea orientada D (0, h) de 1a

9



region en R(#) comprendida Pmr(‘ Ias cuerdas 1(8.0) ,C(09) ¥y C(O + h); al
drea orientada £ (0. ) de la region en R(O + /) comprendida entre las rectas
C () vy C(O+ 1) ¥y finalmente al drea F (6, 2) de la regicn que se encuentra

en el complemento de R(8 + i) y en el complemento de R(#) comprendida
entre las rectas C{@ + /1) . C(#1 » (0. /) (Figura 2).

x(0)
80.h) oe‘“

Figura 2

Por definicién
E(8,h) — (B(6.h) + D(6.h))

A0 = gy 2EEZAE iy A
— bim F0O h) + E(0.) = B(O.h) . D(O.h) + F(0.h)
= n—0 h )

h—0 h
Como & es acotada, existen constantes A, A, para 4 suficientemente

pequeiin, tales que

Ny [ (B —n(8,h) | sen(h) < DO h)+ F(O,h)
< RN |in(8) —n(f.nh) | sen(h).

10




Esto implica que

A'(O) = lim (F(8:h)+ E(B8,h) — B(8, 1)
A0 h °

Ahora, para toda T € (6,80 + hlU [6 + 7,8 + 7 + h] sea r (7) la distancia
de n{(0) a la frontera de &, entonces

2((F(6,h) + E(6.h)) — B(6.h)) = _["hh r*(r)ydr — fa?ﬂ.h r2 (T)dr.

O+
lo que implica que

‘.’.Li_x.-r‘x]((F(B.h) + E(#.h)) — B(8.h)) = r2(0) — r2 (8 + 7)
=y (@) —n () * —|7n(6)—x(6) |”.
Pero
V¥(8) —n(@) P=(m(@) —y(®) |~ 1m() -7 D
Y
1 z(0) —7(8) IP= (1 m(0) —x(8) | + | m(8) — n(0) )?,
por lo tanto
Ly (@) —n(@) > = n(@) —=z@) P=Im(@ —-n(@1C() ],

1o que nos permite concluir el lema. @

Usando las mismas ideas de 1a demostracion anterior, se puede probar
el siguiente hecho que nos serd de utilidad mais adelante. Si g (8) = m(9),

entonces
D(@. )+ B(B.h) _ | C
h = s

lim
h=e0

m

11



Teorema 1: (Auerbach [Au]) Sea {C(8)} un sistema de cuerdas parame-
trizado por dngulos. El drea A(#), es constante si y sdlo si las cuerdas C(8)
son tangentes a la curva descrita por los puntos medios de las cuerdas C(8).

Demostracién: Sean P = zx(8), Q = z{(#+h). R = y(A). S =
y (@ + h) y T = n (0, h) como se definié anteriormente. Entonces.
A — i Greade TRS . drea de PQT
AT(0) = lim 3 lim R g

pues si V" es la interseccion de la linea soporte de ® con en el punto P,
entonces el limite, cuando h tiende a cero, del idirea del trisiingulo PQV tiende
a cero.

C®+h)

C®+h) T,

Figura 3

Sean z' () = a (8) u (8) + b () v’ (8) e y' (8) = c(6) u (8) + d(8) u' (#) de
tal forma que 2m’ (8) = (a (8) + c(0))u () + (b(9) + d(0))u’ (8). Entonces
b IT - P | —-dO)| R—T|

A .

24(0) =

Supongamos ahora que .1 (#) es constante, entonces el drea del tridngulo
T RS y del triiingulo PQT son iguales y por ¢l lema 3, el punto 7 tiende a
el punto medio del intervalo P de manera que | T — P |=] R — T { lo cual
implica que 4(8) = —d(€), ¥ entonces que m’ (0) es paralela a u(#) y por lo
tanto a C(8).

12



Por otro lado, si m/(8) es paralela a u (f). cntonces d(8) = —-b(8), lo
cual implica que el punto de interseccién de 1a linea que pasa por los puntos
z(0) + hx' () y ¥ (0) + hy' (8) y por la linea C (0) tiende al punto medio de
C (@) cuando h tiende a cero. Entonces el punto 7 tiende al punto medio. »
por el lema 3, A () es constante. B

Observe que si el sistema de cuerdas es del tipo 1. que dividen al irea
en una razén dada. entonces el sistema de cuerdas es parametrizable por
angulos.

Teorema 2: (Auerbach [Au]) Sea {C(p)} un sistema de cuerdas no con-
currente, en donde cada una de las cuerdas C(p) estd totalmente contenida
en el interior de la figura & para todo p. Si el sistecrna es de cualquiera dos

de los tipos {C.\(p)} para i = 1,2.3. entonces, {C(p)}es también del tercer
tipo.

Demostracién: Supongamos que tenemos un sistema de cuerdas {C(p)}
del tipo 1, es decir, de cuerdas que dividen al drea en una razén dada. Para
empezar. podemos parametrizar nuestro sistema de cuerdas por un dngulo ¢
¥ ademads, de acuerdo con el teorema anterior, esta condicion es equivalente a
que el vector m’(0) fuera paralelo a C (0): es decir que 3 (8)+x'(0) es paralelo
a y(0) — x(0). Por otro lado si el sistema es del tipo 2. es decir de cuerdas
que dividen el perimetro en una razén dada. lo que implica que | 2'(8) |=
{ #°(8) | ¥ que a su vez es equivalente a que

(V' (8) + z'(0), v (0) — ='(0)) = 0.

Por iltimo si el sistema de cuerdas es del tipo 3, en donde las cuerdas
tienen longitud constante y si ndemas es parametrizable por Angulo, tenemos
que esto s equivalente a que | ¥ (8) — 2'(2) |= 0 es decir que

(w (9) — 2(0). ¥’ () — 2'(8)) = 0.
Luego si se tiene un sistema de cuerdas del tipo 1 ¥ 2, entonces sabemos
que y' (8) +x'(8) es paralelo a y (0) — x(6) ¥ que ¥ (8)+ 47 (#) es perpendicular

a y' (0) — z'(8) lo que implica que es del tipo 3. De formna andloga, las otras
implicaciones se obtienen inmediatamente. @

13



Definicién 5: Sea v € R. 0 < o < 1 Diremos que una figura & es una
curva a ~ Zindler, si cl sistema de cuerdas {Cz(p)} que divide al perimetro
en una razén dada « es también del tipo {Cs(p)} de cuerdas de longitudes
fijas.

Esto implica que las curvas clisicas de Zindler son curvas 1 —Zindler.

El siguiente teorema relaciona las curvas «aw—Zindler con los volantines de
Zindler ¥ pruecba en particular que las 2 definiciones de curvas de Zindler son
equivalentes.

Teorema 3: {3,,....0.} es un Volantin de Zindler con n sillas si y solo
eriste alguna a = L (1 fraccivn irreducible ) para alguna q € Z. 1 < ¢
de tal forma que v = 3,(t). con i = 1,...n es una curva a-Zindler,

[EER]

Demostracién: Supongamos primero que 7 es una curvia a—Zindler con
a = %y sea {Cy(p)} su correspondiente sistema de cuerdas. Sea pp un punto
arbitrario en v, entonces. definamos como 4 (0) = py. como J32(0) el punto
en v que es extremo final de la cuerda Ca(po). ¥ de manera andloga ,3,(0)
seri el extremo final en v de la cuerda Cp(:3,-,(0)). Por definicion de curva
a—Zindler las curvas J; resultan ser un volantin, En general o indicari el
tipo de n—ipono al que nos referimos.

Supongamos que {3, .... 3o} es un Volantin de Zindler. es decir que rodas
las curvas /3, son congruentes. cerradas v que Ja traza de todas ellas coincide,
de esta manera todas estas curvas din lugar a una figura que tiene un sistema
de cuerdas asociado del tipo 3. Por definicion de volantin, » por ¢l Lema 1,
sabemos que | B{(t) |=| 45(¢) |, lo que implica de forma inmediata que el
sistema de cuerdas asociado es también del tipo 2. =
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Capitulo 3
Figuras que flotan en equilibrio.

Consideremos la versién bidimensional del problema de los cuerpos que
flotan en equilibrio:

“Si una figura plana de densidad uniforme 3 tiene la propiedad de flotar
en equilibrio en el agua en toda posicion dada, ;deberd ser este un circulo?.”

En otras palabras, tomemos ¢ una figura con drea A, y con centro de
masa G . La parte de & que queda sumergida en el agua, tiene drea SA
en cualquier posicién, de manera que “si movemos el agua ¥ dejamos fija la
figura”- en otras palabras si traducimos esto a sistemas de cuerdas - obte-
nemos un sistema de cuerdas {C;(8)} que dividen al drea de € en una razén
fijn 8 . Si pedimos ademads que la figura ¢ flote en equilibrio en una posicién,
8, segiin la ley de Arquimides, querrd decir que la linea que pasa por cl centro
de masa G v por g(#) debe ser ortogonal a la linea del “agua” C(0).

Figura 1




wr

Antes de continuar, es necesario hacer algunas reflexiones importantes
acerca de’las propiedades de los centros de masa.

Supdéngase que P es una figura que es unién de dos regiones v» ¥ x, cuyos
interiores no se intersectan. Denotemos por A.B y C los centros de masa.
de €,y y x respectivamente. Es bien conocido. que el punto A esti en el
intervalo {8, C] ¥ que se cumple la siguiente proporcién:

| B—A| _dreadex
|C—A| dreadew’

<

Figura 2

Sea ¢ una figura, decimos que ésta tiene densidad uniforme 3 si al flotar
en el agua las lineas del nivel del agua dan lugar a un sistema de cuerdas
{C1(09)} que divide el drea en la razén 3.

Teorema 4: Sea & una figura de densidad uniforme 8 y sea {C,(6)) su
respectivo sisterna de cuerdas que divide el drea de ® en la razon 3. Entonces,
la curva de centros de masa g{8) es diferenciable. Mds atin,

s = LSO 4, :

Es decir, la tangente g'(0) en 0 es paralela a la cuerda C,(8) y su longitud
depende solo de la longitud de la cuerda.
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Demostracién: Consideremos las regiones S{(@ +h) v T(0+ h) de ®
comprendidas entre las cuerdas C, (8) y C, (8 + ») (figura 3) y sean p (8 + h)
¥ 7 (6@ + &), sus respectivos centros de masa.

>

Figura 3

Sea Q, el centro de masa de las region R (9)UR (€ + k), entonces sabemos
que el punto Q estd en los intervalos [g(6 + &), p (8 + h)] v [g(8), T (8 + h)].
Como el drea de R (8) y el drea de R (8 + h) son iguales a 8.4, tenemos que al
drea de S (@ + £i) cs igual a el drea de T (6 -+ 2) y por lo tanto, por semejanza
de tridangulos

drea de T (@ + h) _ 1g(@) -1 _|lg0+h)-Q|
8.4 1Q~—7(@0+h)| 1Q—-p(@+h)]
190+ h) —g(8) |
[7(@+h)—p(@@+h)]|

De tal forina que:
i 90+ h) —g(8)

, —_
9'(0) = lim A
1 1 de T(0 + /
= a{mi’ﬁ‘%ﬂ}'w‘”rw.,_h)_pm_,_h),,



Entonces, usando la férmula del centro de masa de un tridngulo iséceles.
tenemos que
. 2l
'1.1_1.15| T(@+h)— p(B+h)|= _—
Pero la observacién 1 al final del Lema 2 nos dice que
. area de T(6 + h) 1 Ci(o) 2
lim = .
h—0 h 8
lo que nos permite concluir el Teorema. @

Corolario 1: Una figura P flota en equilibrio en toda posicion, si y sélo

s8i la curva de centros de masa g(8) es un circulo con centro en G, y en este
. . - a3
caso, el radio de dicho circulo es -,

Demostracién: Sea r (8) =| §—g(#) |, entonces tenemos que su derivada
' (0) = 2(G—g(8), g'(0)). Supongamos que la curva g (f) es un circulo con
centro en & lo cual implica que r’ (8) = 0 pero como C,(0) es paraleloa g’ (0) .
por el teorema anterior. C;(8) es perpendicular a G—g(#). Andlogamente si
G—g(0) es perpendicular a C;(8) entonces r’ (8) = 0, lo cual implica que g (8)
es un circulo con centro en G. Mis ain, g (€) = —ru’(0). de forma que el

. . 3 ™yt 3
radio de dicho circulo es 'C—l‘:,—%—. -

Teorema 5: (Auerbach [Au]) Sean & una figura de densidad uniformne
B y {C1(8)} su respectivo sisterna de cuerdas. Entonces la figura < flota en
equilibrio en toda posicion si y sdlo si el sistema de cuerdas asociado {C,(A)}
es también del tipo {Ca(p)} de longitud constante.

Demostracidn: La primera parte de la demostacion se sigue ficilimente
del corolario anterior, ¢s decir. supongamaos que <k flota en equilibrio en toda
posicion, entonces por el corolario anterior Ia curva de centros de masa es un
circulo con radio %ﬂi lo cual implica que | €, (0) | es constante para toda
@, es decir, que {C(#)} es tambidn del tipo {Cy(0)}.

Supongamos ahora que el | C(8) | es constante. Si escribimos

g(0) = r(0)u’ (0) +5(0) u(0),
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entonces
9'(8) = (5'(8) — r ())u (0) + (' () + s ()’ (7).

pero por el Teorema 4 tenemos que

2'(8) = —(r (8) — r" (8))u (6),
donde | Cue) P
-_— 1 - =
—(r (@) - o) =~ =&
De manera que si definimos la curva o (8) g(8) — ku’ (#) tenemos que
o' () = 0, entonces a(#) ¢s un punto fijo xg para toda 8, lo cual implica

. . 3 .
que g (8) es un circulo con centro en xg ¥ radio L‘—;—.‘z%':"l—. es decir, ¢ flota en
equilibrio en toda posicién. @

Todo lo anterior nos permite probar el siguiente resultado, el cual rela-
ciona las curvas aa—Zindler con las figuras que flotan en equilibrio.

Teorema 6: Sea v una curva cerrada y diferenciable c.d., con la propiedad
de que el sistema de cuerdas que dividen el perimetro en una razon o sea in-
terior. Entonces -y es una curva a—Zindler si y sdlo si v flota en equilibrio
en toda posicion, para alguna densidad 3.

Demostracidn: Si v es una curva a—Zindler, entonces tiene la propiedad
de que el sistema de tipo {C2} que dividen el perimetro en una razén dada
es también de tipo {C3}. de cuerdas de longitud constante. De modo que si
ademas es interior, por el Teorema 2 de Auerbach sabemnos que el sistema de
cuerdas es tambien del tipo {1} lo que implica. por el Teorema anterior que
+ flota en equilibrio en toda posicién. @

Asi pues los Teoremas 6 y 7 son de gran importancia. porque nos permiten
afirmar que los volantines de Zindler con cuerdas interiores, nos dan figuras
que Hotan en equilibrio en toda posicion.
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Capitulo 4

Algunas propiedades intrinsecas de los
Volantines

El siguiente teorema. enuncia propiedades muy importantes de los volan-
tines, acerca del drea y del centro de masa. La demostracién de este, utiliza
los Teoremas de Auerbach probados en cl capitulo anterior.

Teorema 7: Sea {8 (t)..... 3, ()} un volantin de n sillas y sea X (t) el
n—dgono con vértices en {5y (t).....3. (t)} . Entonces, el drea A (t) de X (t)
es constante y el centro de masa H (t) de X (t) es un punto fijo.

Demostracién: Sea X (?) un n—iigono para una ¢ fija. Sea ¥, una figura
de frontera diferenciable casi dondequiera y sin autointersecciones que con-
tenga a la curva G (8) ¥ 32 (s) en un pequeiio intervalo de tiempo alrededor
de t.con s € (t — h.t + h) para i > 0.

Figura 1t
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Llamemos o; al segmento de curva (parte de la frontera de ¥) que wva
desde el punto & (¢ — k) al punto 32 (¢t + i) . Consideremos un sistema de
cuerdas {C(p)} en ¥, de tal forma que las cuerdas en los puntos 3y (s).
con s € (t — h,t+ h) coincida con los segmentos Ga (8) — 4, (s). Entonc
por el Teorema 1 de Auerbach (Capitulo 2). podemos asegurar que el drea
A (B, (s)) es constante para s € (¢t — At + h). Mids min. por ¢l Teorema 4
(Capitulo 3). podemos asegurar también que la velocidad del centro de masa
g'(3 (8)) es paralela a las cuerdas J2 (s) — 3 (s) con s € (t — h .t + h) ¥ su
longitud esti dada por Y

3A (A (+))°

De manera aniloga, construyamos una figura ¥, ¢ = 1. ..., n, sin autoin-
tersecciones de tal forma que la frontera W, contenga a las curvas 3 (s)
Z+1(8) con s € (¢t — h,t + h) y denotemos por 4, al segmento de frontera
de ¥, que va desde el punto G; (¢ — £) al punto J,4; (2 + h) cuidando que la
figura ¥, no intersecte a la curva ,_; excepto, por supuesto, en 3, (s) con
se€(t—~h.t+h).

Con el argumento anterior, podemos afirmar entonces que el drea A (3, (#))
es constante para s € (¢ — h.t + A) y que la velocidad del centro de tasa,
(8 (8)). es paralela a las cuerdas Gy, (s) — (s} con s € (t — h.t + h) ¥ su

longitud estid dada por
2
EREYEATIN

Es importante hacer notar gque la direceion de ol vector g'(.3, (<)) coincide
con de la cuerc Bt (8) == 3 (&) st la region R,(x) de b figura gue estit a
Ia derecha de la cuerda. esti por fuera del n—igono v en direceidon contraria
si estid por dentro. Denotemos por 7 el conjunto de indices ¢ en donde las
regiones T, () acotadas por las curvas oo,. estitn por afuera del n—dgono »
por J ¢l conjunta de indices j que corresponden a las rogiones curvas R, (s)

acotadas por las curvas o, que esriin por dentro del n—igono.

Construyamaos aliora una nueva fignra b con fronteran diferenciable casi
LS que forman parte de las figiras

doudeqguicera formada por las enrvas oL
(~) pari

Yy, W, v oprobemos que ol drea v ol centro de masa de oa(s) —
S &t — Lot -+ f) es una funcion constante, donde

w(s) = JR(x) o wis) = )R,
o

4id

21



o que pueden verse también como w(s) = (P — N (s)) e y(8) = (X(s) — P)
para s € (t — h ot + h).

Figura 2

Entonces, las dreas

AQo()) = AL () = by AW(s)) = 3 A5 (9)) = b,
! =3

164

por lo tanto A{w(s) — y(s)) = k es constante.
Por definicion de centro de masa,

Fluts) = p(s) = 1 (zgu. (NAE, () = T 903, ()AL, (s))) :
=0 aed

De manera que si derivamos abtencmos que,

Fl(w(s) — y(s)) = % (): 9 (3, N ACK () = 32003, (5))AG3, (S)))
= e
= :—#gu(l),(s)) = 0.

pues los dugulos (6, (s)) permiten que el p—adgono X (s) se cierre. De esta
manera F (=) — y(s)) ¥ AQeg=) — y(5)) son funciones constantes. Asi, tanto
el drea como el centro de masa de N (=) = D U »(s) = w(s) es un punto tijo,

pues Ia figura <@ es fija. ¥ por lo tanto ni s oGirea, ni su centro e masa,
cambian. @

M
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Dado un volantin de n sillas sabemos que para cada tiempo ¢, existe un
n~dgono de lados iguales .X(£), en particular, para el tiempo ¢ = 0. Si \"(0)
es un n-agono arbitrario de lados iguales y w; € R? con i = 1....n, ,podnin
ser los vértices de .X' (0} los puntos iniciales de un volantin? ;Qué condiciones
necesitan los vectores w; para ser los vectores velocidad iniciales de las curvas
B:?. En otras palabras, ;todo n—idgono funciona como condicién inicial ele
un volantin? EIl siguiente teorema nos da las condiciones necesarias para
el caso n par ¥ pruecba al mismo tiempo que, cuando n e¢s impar. cualquier
n—idgono podria en principio, con su adecuado vector velocidacd, funcionar

como condicién inicial para un volantin.

Teorema 8: Sea {3,(2),....0.(t)} un volantin de n sillas y para toda t
sea x;(t) el dngulo entre los lados 3; 1 (t) — 3:(t) y 0.(t) — Bi-1{t). Entonces,

s n es par, tenemos que para toda t
n

o(~1)'zi(t) = 0.

Demostracién: Comencemos fijando un tiempo ¢, por el Lema 1, sabe-
mos que J/,., es una reflexion 2y, de 3] con respecto al dngulo 8, entre el
lado Biq1 — O: ¥ ¢l eje de las x's. Entonces si n es par, tenemos la siguiente

igualdad:
0, © Do,y © . © Q0, (F]) = U261 403+t 0n 21 )= (024005 w80y (7)) = 5]

donde I', es una rotacién de un dingulo a.
Pero esta igualdad sélo pasa si
2((61 + Ozt ooy +Op1) — (62 + Os+. ... +04)) = 2k7.
De manera que. usando el hecho de que en un n-igono., 0, = O,+x—ux,4.

, i, podemos concluir que la suma de los dingulos pares es igual a la
icion. =

i=1

de los impares. lo que prueba la propos




En el caso en que n es impar, la composicién de un mimere impar de
reflexiones es nuevamente una reflexion. luego existe un inico vector w (vinico

salvo multiplicacién por escalares) tal que
29, © gy © .o @ 820, () = Q, (w),

lo que nos sugiere que w (¢) puede ser el vector inicial 3/ (t):

Ejemplo:

IV.-Por el ejemplo IIl. Capitulo 1, sabemos que ¢l circulo es un volantin
de n sillas para cualquier a. tomando como condicidn inicial a cualquier
n—dgono regular. Consideremos los casos n = 3, 4. Por un lado, sabemos por
el teorema anterior. que el cuadrado es el \inico cuadrildtero con posibilidacd
de ser condicién inicial de un volantin de 4-sillas. ¥ por el otro, que el centro
de masa de los nn—sdgonos es un punto fijo, de aqui que podamos deducir, que

el circulo es el iinico volantin no trivial de 3 v 4 sillas.
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Capitulo 5

Las Ecuaciones Diferenciales.

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales que gobiernan
los volantines. Para esto necesitamos el siguiente Lema fundamental.

Lema 3: (segunda ley de los volantines)

{B:(t), B2(t)} es un volantin simple si y sdlo si se plen las siguiente.
dos condiciones:

a) | B2(t) — B1(t) | es una constante distinta de cero y

b) 0'(t) = sen{a.(t)) para toda t,
donde 8 (t) es el dngulo entre el vector P2(t) — 3.(1) y el eje de las x's y o (L)
es el dngulo entre el vector 3i(t) y el vector Ba(t) — G1(t).

By(1)

(0

o( 1)

x's

Figura 1

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, podetos escribir el punto

medio m(¢) del vector 32(t) — 8,(¢) como m(t) = 3,(t) + u(0(t)), si como es
usual

| 32(8) — 31(8) |= 2 3y u{0) = (cas(B), sen(0)).
De esta forma tenemos que ' (8) = 31(f) + o' (8(4))0'(#) v multiplicando

por el vector u’'(6(t)). obtencinos que la condicion ii) de un volantin simple
os equivalente a que

0'(1) = —{(31(2), u'(0(¢))) = sen(a:(t))

lo que nos permite concluir ¢l Lema. @
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De ahora en adelante denotemos por, o;(t) el dngulo entre el vector G{(¢)
¥ el vector G (t) — 3i(t). ¥ por 8; (¢) el angulo entre el vector G (t) ~ F:(2)

y el eje de las 2's.

Teorema 9: Sea {31(t)..... 3n(t)} un volantin de n sillas y sea xi(t) el

dngulo entre los vectores 3,_,(t) — d.(t) v Jic1(t) — 3:(t). Entonces, x:(t)
difere iales para (I = 1,....71)

satisface el siquicnte sistema de
Zi(2) = sen(au1(t)) — sen(ai(t)).

Mds aqin, si nn es un nimero impar,

@ (t) = rypa(t) 4 1y {t) + oo + Livn-ny(2) ~ ('k——;—-') 7.

donde &k es un entero tal que ,‘:'"_ xr,(0) =
=1
Demostracién: Por el lema 3, sabemos que 8](t) = sen(a,(t)) ¥ ademiis
sabemos que &; (¢) = 6;_; () — = — r, (t) de modo que podemos escribir
Zi(t) = sen(an_i(2)) — sen(a,(8)).
Por otro lado, existe un entero & tal que Z r;(t) = Aw para toda ¢, pues
2i(¢) = 0y ZJ,(O) = Aw para algin entero k. Ademsiis, por el Lema 1,
a;_y(t) +x; (t) + a;{t) = =, entonces, despejando y sustituyendo tenemos que
cuando n es impar.
T =~ ) — (7 — ez (1) — aiea(t))

a(t) =
= —&yep(#) = aea(t) — rat) + oo — o (t) + T
20,(t) = rp2(t) — reg(8) + oo+ peipaa (2) — K 4 m
Por lo tanto
A—1
@, (8) = g2 (t) + i () + oo + Fi(n-1)(?) — ( 3 ) @.

donde z": x,(t) = -
=1



Teorema 10: Supong que ¢ s n fi 1 s zi(t). (i=1,....n)
con n impar, que satisfacen el siguiente sistermna de ec £ diferenciales:

Zi(t) = sen(ai— (1)) — sen(ci(t)).

donde

k-1
ai(t) = Tiva(t) + Tiva(t) + oo + Ta(non (1) — ( > ) w,
con condiciones iniciales £;(0), los dngulos interiores de un nn—dgono de lados
iguales. Es decir, que el conjunto {x;(0)} safisface la siguiente condicidn:
u(0) + u(w — x2(0)) + ... + u((n — )7 — (r2(0) + ... +£,(0))) =0 2)

Entonces, eriste un volantin de n sillas {8,(t)..... 3a(t)} con la propiedad de
que x;(t) son los dngulos entre los vectores F,y((t) — Bi(t) y Bi_(t) ~— Bi(2),
para i = 1,...,n y para toda t.

Demostracién: Para i = 1,...,n definamos 6,(¢) ¥y 5:(¢t) tal que

0(2) := sen(a(t))

Y Bi(2) = (cos(8u(t) — ai(t)), sen(Bi(t) — cra(£))),

con condiciones iniciales 3;(0), los vértices de un n—agono de lados iguales y
6i(0), el dngulo entre el correspondiente lado y el eje de las x's. Esto es,

0;(0) 1= 01(0) + (i — )7 — (x2(0) + ... -+ £, (0))

para i = 1,...,n ¥ que satisface ademds que | G, (¢) — J.(¢) [= 2.
Entonces podemos probar los siguientes hechos:

(1).- El iingulo
O:i(t) = 04 (2} + ({ — Daw — (r2(8) + ... + 1.(8))

para toda ¢ por unicidad de ecunaciones [3]. ya que para el tiempo 0 Ia
condicién se cumple por hipatesis, ¥ derivando obtenemos que

01(2) — (ra(8) + ... + £i(1)) = seni(n,(t)) = O)(¢).
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(2).- Definamos ¥ () := .} (¢) + 2u(6:(t)) para toda ¢t. entonces la pareja
{B1(t),v2(£)} es un volantin simple. pues para toda ¢ si | v2(2) — 3,(t) |= 2
¥ 61(t) = sen(a,;(t)) donde el dngulo entre G{(t) v 72(2) — B1(t) es a1(t) por
construccién.

1a(¢) + 2u(62(1)} para toda ¢. entonces tenemos

(3).- Si definimos va(t) :=
también que {y2(2), 72(2)} es un volantin simple pues

T —dp—@) = T—Ly—T3—Ts—.
—AT + oy + a5 — ...
as.

— Tn4l + ==

Esto implica por el hecho (1), que 8 = 6, + T — 72 = 0, + a2 + a1,
¥ como {4;(t),72(t)} es un volantin simple. entonces 74(t) es una reflexion
de un Angulo a; del vector 3{(t) a través de ~2(t) — 5,(2). de forma que
el dngulo entre el vector 5(t) ¥ el vector va(t) — va(2) ¢s az(t) de donde
se tiene que {v2(¢), y3(f)} es un volantin simple. Pero ademis, tenemos que
35(t) = 95(t), ¥ por hipétesis que 32(0) = +2(0) con lo que podemos afirmar
por unicidad de ecuaciones [DeGr] que 33(t) = v2(t), para toda 7. De manera
andloga. si definimos inductivamente v, (¢) 1= (¢t} + 2u(8,(t)) tenemos que
{7i(2). 721 ()} es un volantin simple » ademis que 3,(¢) = - (¢), para toda ¢
con lo que se prueba finalmente el Teorema, B

Corolario 2: Sea {31(#)..... 3,(t}} un volantin de n-sillas y supdngase
que erxiste un punto tg € R con lu propiedad de que r,(to) = r,1(0) para
toda i. Entonces, todas las curvas 3,(t). .... 3,(t) son congruentes.

Demostracion: Sisabemos la existencia de un miumero tg tal que x,(7g)
Z,+1(0), consideremos el sistema de ccuaciones

Yi(t) = sen(cy,-;(¢)) — sen(q:(t)),

para i = 1...., n donde

v (8) = yia(t) — vias(t) + oo+ pean(t) —
woree Mas
stencia v

Euntonces tenemos que ., (¢ —1#g) = yj(¢) paratoda t y para i = 1,
atn. 1:,(0) = r,~1(te) = 4.(0). de manera que par el Teorema de Es
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Unicidad [DeGrl, z:(t) = z;.1(t + to) » al mismo tiempo 3{,(t) = 3[(t + tg).
lo que implica que 3,,1(¢) es congruente con 3,(t). En este caso. si definimos
71 = ntp tenemos que I,{t + n) = r,(t), para toda t, es decir. encontrar
un punto to para el cual z;(t + to) = 2:,,1(¢) nos permite encontrar drbitas
periédicas del sistema inicial. @



Capitulo 6

El espacio de los pentagonos

Para el estudio de los volantines de 5 sillas es necesario estudiar el espacio
de los pentigonos. En esta seccidn analizaremos el espacio de los pentigonos
de lados iguales que tienen un lado privilegiado. Supondremos que éste
es siempre el lado con coordenadas (—1.0),(1,0) pues bajo traslaciones »
v pentigono puede ser llevado hasta aqui colocando su

rotaciones cualqui
lado privilegiado en [(—1.0). (1.0)].

Clasificarernos los tipos de pentigonos en tres : A) Los Orientados,
B) Los orientados inversamente ¥ C) Los Desorientados.

Orientando el lado privilegiado del punto (—1.0) al punto (1.0). nume-
remos las aristas de un pentiigono desde 1 hasta 3 comenzando con el mimero
1 en el lado privilegiado ((—1. 0), (1.0)) ¥ sucesivamente el miimero siguiente
estarid dado por la adyacencia de la siguiente arista. Dadas dos uristas 1 — 1 e
i, ¢l virtice entre ellas se denotard por ¢, ¥ por r, el dngulo correspondiente.
Diremos que an pentigono es orientado si con la regla de fa mano derecha
vamos de la arista 1 a la 3. An:adlogamente los orientados inversamente son los
que van siempre en sentido contrario al de la regla de 1a mano derecha. Por
atra lado los desorientados son los que no son ni orientados ni desorientados.

A) Los Orientados :

su vez en 5 tipos de

1) El conjunto de pentigonos que no se antointers

2) El conjunto de pentiigonos donde dos de sus aristas coinciden.

30



3) El conjunto de pentiigonos orientados que se antointersectan no transver-
salmente en un solo punto.

-i) El conjunto de pentigonos que se autointersectan en dos puntos.

5) El conjunto de pentigonos estrella.

B) Los Orientados inversamente:

El conjunto de pentigonos orientados inversamente, tienen exactamente
la misma clasificacién del 1 al 5 de los orientados pues pueden verse como
una reflexién de ellos por medio de el eje de las z's.

C) Los Desorientados
El conjunto de pentigonos desorientados se divide. a su vez en dos

1) El conjunto de pentdgonos desorientados con vértice arriba »

2) El conjunto de pentigonos desorientados con vértice abajo.

Comencemos primero con los del tipo A2, pentiigonos orijentados donde
dos de sus lados coinciden.

Si la arista 3.coincide con la arista {4, entonces todos los pentidgonos
posibles con esas aristas unidas formarin un circulo, que denotaremos por
Chaa. en este circulo estin dos pentidgonos que visualmente son tridingulos.
uno donde las aristas 2,3 ¥ 4 coinciden y el segundo donde Jas aristas 3,1 v
5 coinciden, Hamaremos a estos pentiigonos el 234 v el 345 respectivamente.




Figura 1

De manera an:loga, si la arista 2 coincide con la 3 obtendremos el circulo
C23 que contiene a los pentdagonos 231 y 123, Sj la arista 1 y 2 coincideun,
obtenemos el circulo Chz en donde habitan los pentigonos 123 v 125, ¥ asi
sucesivamente, obtenemos 5 circulos en donde cada uno de ellos se intersecta
con otro en un punto, tal como lo muestra el siguiente dibujo.

Afapa 1
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Llamemos C'! a la curva que esti en el interior de esta especie de flor. os
decir C! esta formada por los pentigonos en donde la arista § — 1 coincide
con la arista { ¥ ambas cruzan a la arista i + 2. De manera andlogn CF serd
la curva que esta en el exterior de esta flor.

El conjunto de pentigonos estrella, A3, estit determinado de manera vinica
por el punto de interseccion de 2 de sus lados de la siguiente manera: Tomese
un tringulo equilidtero de lado 2 » base el lado privilegiado. ¥ sea pg un punto
en ¢l interior de este triangulo. Trace desde {—1.0) un segmento de lado 2
que pase por pg ¥ de la misma forma trace desde (1,0) un segmento de lado
2 que pase por pp. Este procedimiento determina 2 inicos puntos, uno que
serda el vértice vy y el otro que sera el vértice vs. Con base en T3, 03 trace
hacia el lado privilegiado un tridngulo iséceles, que determinara el vértice vy
que hacia falta.

Supéngase que ¢l punto pg esti en el vértice (—1,0) entonces el punto
po determina todos los pentigonos en C! que van del punto 123 al 125. De
manera aniloga si el punto pg estad en el vértice (1,0) . po determinara todos
los pentiigonos en C! que van del punto 152 al punto 154. Si el punto po
estid en la arista izquierda del tridingulo equilitero, este determinari todos
los pentigonos en C! que van desde el punto 123 al punto 234, y de iguat
forma si el punto pp estit en la arista derecha del triiingulo equilittero, este
determinari todos los pentigonos en C! que van desde ol pentigono 154 al
453. Finalmente si ol punto po estd en el vértice opuesto al lado privilegiado
en el tridngulo equiliitero, entonces este determinara los pentigonos en C! que
van desde el punto 432 al punto 343. De esta forma el conjunto de pentiigonos
('s;relln se puede identificar como un disco, que tiene como frontera la curva

ct.
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Los pentigonos del tipo A4, que se autointersectan en 2 puntos. estin
determinados de manera tinica por el vértice v; que provoca la interseccion
en dos puntos. (Por ejemplo. el vértice v4 que une la arista 3 con la arista 4
en la siguiente figura.)

Figura 3

Para ver esto, témese un triingulo equiliitero con lado 2 » base el lado
Tiva2, Ui—z. Con centro en el vértice opuesto a este lado témese la circunferen-
cia de radio 2. Entonces, para que exista un pentigono con 2 intersecciones
(de tipo -1), el punto v; deberd estar entre la base del triiingulo y la circun-
ferencia. Para construirlo. tracemos un trisingulo isdceles de lado 2 con base
el segmento T,13. U; obteniendo asi los lados i e 7 -+ 1. De manera andloga
tracemos otro tridingulo isdceles con base en el segmento T,7;-3. de donde se
obtienen finalmente los lados i — 2 ¢ i — 1.

Yial Vi1

Y ie2 iz
v

Figura %
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Nodtese que si el vértice v; esti muy cerca de la circunferencia, el pentigono
tender# a ser del tipo 2 en C?! y cuando el vértice esté muy cerca de la base
del tridingulo, este tenderd a ser del tipo 3. De manera que el conjunto de
pentigonos del tipo 4 pueden verse como la unién ajena de 5 discos. uno por
cada 7 y en cada uno de ellos la frontera se divide en 4 partes, como lo indica
la siguiente figura.

i
(SN

C

1 el I-A “'Zb v2 A 12 R

AAA N
Del Tipo A3

Afapa 2



El conjunto de pentigonos Al que no se autointersectan se clasifica a su
vez en 3: Los convexos, los no convexos por el vértice ¢; » los no counvexos
por 2 vértices v; ¥V Viya.

Sean o« ’nrcsen(%) y J = 232, Consideremos la regién R, determinada
por las siguientes curvas:

C(t) := (—3 + 2cos(t), 2sen(t)) donde o < ¢t < 3,

Ca(t) := (1 + deos(t).dsen(?)) donde n — 3 <t <7 — o,
CH(t) := (—1 + dcos(t), d4sen(t)) donde a < t < 3,
Ci(t) := (3 + 2cos(t),2sen(t)) donde r — <t <m—ay

finalmente por la curva Cys determinada por el vértice v; en un pentdgono,
cuando el dngulo r; = 7 siempre. que explicitamente esta dada por la si-
guiente curva Cs(t) = (x(t) .y (1)) definida por las siguientes igualdades:

1) z(t) = cosy(t) — 4 e y(t) = sen(&)ab,

2) sen(y(t)) = sen(&)a donde

a = /2~ 2cos(r()). b =+/2 — 2cos(s(2)) ¥

7 — aresen (L(_"_)) — aresen ( n(3) ) ]
a b

3) las curvas r(£) ¥ s(t) estin dadas por:

'3
S

r(t) =08+ t(a — B)y s(t) = a+ {8 — a).

Entonces, todo punto v; de la region R, determina de manera iinica un
pentigono convexo de la siguiente manera: Con base en los lados formados
por los vértices [1,,(—1.0)] v {¢,.(1.0)] tracemos 2 tricingulos iséceles de lado
2. Asi el conjunto de peutiigonos convexos pucde ser identificado como un
disco que tiene como frontera los pentiigonos convexos donde alguno de sus
dngulos interiores forma un dingulo de 7. (Mapa 3)




AMapa 3

El conjunto de pentigonos no convexos por el vértice vy estid determinado
también de manera iinica por todos los puntos en el interior de la region R,
(con el mismo procedimiento anterior) delimitada por las siguientes curvas:

Ay (2) = (—3 + 2cos(t), 2sen(t))
cuando 0 < ¢t < a; por la curva Cy definida anteriormente. por la curva
Aa(t) = (3 + cas(t), 2sen(t))
cuando @ — a < ¢t < @, ¥ finalmente por el intervalo [(—1,0).(1.0)]. De
manera que ¢l conjunto de pentdagonos no convexos por el vértice 1y se puede

identificar con un disco que tiene como frontera las siguientes regiones. (Mapa
1)
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De la misma forma. el conjunto de pentigonos no convexos por el vértice
v, £ = 1,...,5 forma un disco que ticne, al igual que en el mapa 1 la siguiente

frontera. (Mapa 5). v Mapa 3
i
_ A i i
sl ie2 ir2 je2 Q-2

i1 4
i Z§ L i-1
1 ie2 2 iz

i
il -kl
o1 i*2 2 o
PN wAN
; /NG
o2 iy i-2 ie2
2
Mapa 5
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Para terminar con el conjunto de pentiigonos que no se autointersecta,
necesitamos considerar la siguiente region Ry determinada per las siguientes
curvas:

By (t) = (—1 + dcos(t), 4sen(t)) cuando § <t < 6,

Ba(t) (1 + 4cos(t), 4sen(t)) cuando 23F < ¢

Bs(t) = (‘.’cos(t), 2sen(§) + ‘Jsen(t)) cuando 2

Todo punto del interior de esta regién, determina también de manera
tinica el conjunto de todos los pentigonos no convexos por los vértices vy ¥
v4. Asi este conjunto de pentdgonos tiene asociado un disco cuya frontera son
los siguientes pentdgonos. (Mapa 6)

Mapa 3

Alapa 6

39



Anidlogamente, el conjunto de pentigonos no convexos por los vértices v;
¥ viy estin identificados con un disco y cada uno tiene la siguiente frontera.
(Mapa 7)

Hasta aqui, hemos ecstudiado todos los pentigonos arientados y sabemos
que cada uno de sus tipos, son un disco. Siguiendo las fronteras de cada uno
de los Mapas del 2 al 7. ¥ pegando adecuadamente obtenemos el siguiente
Mapa. )

-0



Mapa 8
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Unido finalmente el Mapa 8. con el Mapa 1 junto con los pentigonos
estrella que estin en el interior de la curva C/, llegamos a la conclusion
que el resultado de dicha union es una variedad orientable de dimensién
2 con frontera, pues, para cada punto existe alrededor de él una vecindad
homeomorfa a un disco ¥ donde dicha frontera es exactamente el circulo C¥.

Si a esta variedad. le adjuntamos por Ia frontera un disco, obtenemos una
variedad .\ de dimension 2. Si calculamos sn caracteristica de Euler \(.Y)
podremos saber que tipo de variedad obtuvimos.

Asi pnes. ¢l mimero de 0-células es ap = 5 (los pentiigonos llamados ijk,

5

que visualmente son triingulos): el niimero de 1-células es «x; = 10 (las aris
entre los puntos ijk en el Mapa 1): el niimero de 2-células s a2 = 3: con lo
cual x (V) =5 —-10+3 = — Entonces X es un toro de género 2 » por
lo tanto. el coujunto de pentigonos orientados. es un toro agujerado cuya
frontera es la curva CP. Haciendo el mismo tratamiento para el conjunto
amente. obtenemos exactamente la

de todos os pentigonos orientados invers
misma conclusicn.

Solo nos resta analizar el conjunto de pentigonos desorientados.  Para
este fin es necesario hacer notar que cada uno de estos pentigonos se auto-
intersectan transversalimente en un punto. Al igual que en los pentigonos
estrella este punto determina de manera nica el pentigono desorientado
del que se trate. Consideremos la siguiente region. Témese un tridngnlo
equilitero de lado 2 » base en el lado privilegiado {(—1.0).(1.0)}. Con centro
en el vértice (—1,0) v radio 2 tracemos un semicirculo del punto (1.0) al
vértice restante del trisingulo. » andlogamente tracemos otro semicirculo de
radio 2 y centro en el vértice (1.0) que va del vértice {(—1,0) al otro vértice
del tridingulo. (ver figura 3)

-1.00 .0y

Figura 5



Cada punto p del interior de esta regién, determina de manera iinica un
pentigono desorientado con vértice hacia arriba ¥ con punto de interseccién
en los lados 2 y 5 de la siguiente forma: Tracemos desde el vértice (—1.0)
un segmento de lado 2 que pase por el punto p, e igualmente un segmento de

lado 2 por (1.0) que pase por el punto p. Con base en los extremos finales de
oceles de lado 2, lo que determina

estos segmentos tracemos un tridngulo is
finalmente un pentigono desorientado.
Si el punto p, tiende hacia el vértice del trizdingulo equilidtero. el pentdgono
que define tiende a ser del tipo A2, (conjunto de pentigonos orientados «donde
2 de sus aristas coinciden). Si el punto p tiende al lado privilegiado entonces
el pentigono que resulta tiende a ser del tipo B2 (pentdigonos orientados
inversamente donde dos de sus vértices coinciden). De esta forma el conjunto
de pentdgonos desorientados con punto de autointersecciéon en los lados 2 v
5 se puede visualizar como un disco que tiene como frontera las siguientes

curvas. (Mapa 9)

£
G

St

£

C
G2 18
Aapa 9

De manera aniloga, los demis conjuntos de pentdgonos desorientados
al anterior, que unidos correctamente por

nos proporcionan mapas igualoes
sus fronteras generan el signente mapa.
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Orientados

345
123

‘No Orientados

Afupn 10

El mapa 10 es entonces un cilindro que tiene como frontera justamente el

circulo C¥ de los pentagonos orientable

v el circulo C¥ de los inversamente

orientables. Con todo lo anterior tenemos que el espacio de los pentigonos

con un lado privilegiade es justamente un toro de género .
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Otra manera distinta de ver que el espacio de pentigonos es un toro de
género 4 es la siguicnte:

A todo pentigono P de nuestro espacio, le podemos asociar de forma
tnica la quinteta de sus dngulos interiores P = (o}, 22, r3. .24, x5). Por lo
tanto, es claro que podemos identificar el pentigono P con este punto de
S! x S!'x S! x 8! x S. Por supuesto, no todo punto (r,, rs.r3. T4, rs) de
S! x S'x 8! x S! x S! representa los dangulos interiores de un pentsdgono.
Asi pues, sea P el subconjunto cerrado de 8! x 8'x 8! x §! x 8! tal que
las z{ sean los dngulos interiores de un pentigono de lados iguales s lado
privilegiado [(—1,0),(1,0)]. )

Témese la proyeccién P : P53 — S! x S! que asocia a cada quinteta
{(z1, T2, 3. x4, T5) los primeros dos dngulos (7. x;). Inversamente, dados dos
angulos (z,,z2) € S! x S! podemos describir la relacién

PS8 x S P

que asocia a cada (r,x2) quintetas de dngulos (xy, T2, 3, £4.25), los cuales
son dngulos interiores de pentigonos, de la siguiente manera:

Dado el lado privilegiado [(—1,0), (1, 0)], los dingulos r; y zz determinan
dos tnicos puntos vz (x2) » vs(x,) en los circulos de radio 2 y centros en
(—1,0) ¥y en (1,0) : -




Trazando desde va (x2) ¥ vs (ry) otros 2

circulos de radio 2 . puede ocurrir
que la interseccién de estos ultimos sea:

a) todo un circulo. (en cuyo caso existe todo un circulo de pentigonos
posibles).

b) un punto. (en cuyo caso el pentigono generaclo es \Imico)v

c) dos puntos, {en cuyo caso se determinan 2 pentigonos) y

1) ningin punto (lo que implica que .y,

s O generan pentigono alguno).

Consideremos el primer caso en el que los dos circulos coincidan. Entonce;
va (r2) = vs (1) . lo que implica que

¥ = (r,x2) = (7/3.

/3) e y2 = (&1, x2) = (—7/3. —7/3).

Supongamos ahora que la interseccidon de estos dos dltimos circulos fue
de dos puntos. el punto v; ¥ el punto &y, es decir,

que los dngulos ay ¥ ra
determinan dos pentigonos P, =

(zr, L2 23 L. L5) ¥ P2 = (1. 2. Iy, By F5) -
Es posible verificar de manera muy sencilla, que existen vecindades abiertas v
ajenas V, ¥ Va de P, ¥ P respectivamente que muestran que P : P35 — §1x St
es una cubierta doble en estos puntos.

Finalmente si los puntos (r).r2) no generan pentiigono alguno, entonces,
la distancia en R? del vértice vs(x,) al vértice v3( x2) es mayor que 2 con
lo que se prueba ficilmente que este tipo de puntos forman un abierto V7
de S! x 8! que ticne como frontera al conjunto de puntos T de (x,..r3) tales
que vs(z;) ¥ va( z2) distan justamente 2. Por otro lado, T es justamente el
conjunto de puntos que bajo P~! determinan un solo pentigono.

A continuacién mostraremos que V7 es homeomorfo a un disco abierto de

. Con tal propdsito observemos la grifica restringida al intervalo [—w, =]
de T = {(xy,12) € R? | d(vs(.ry). va(ry)) = 2} (figura 8)
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Ahora, si vemos ['en todo R* tenemos el siguiente conjunto.
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Figura 9

Haciendo la identificacién {0. 2] / ~ donde ~ es la relacién de equivalen-
cia que identifica los puntos (r. y) ~ (ir + 2km, y+ 24k7) donde & € Z tencinos
que el conjunto 17 de puntos que no generan pentigono alguno es un abierto
de R?.
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Con todo lo anterior, podernos concluir que la proyeccién
P:P>— (8'x8H) -1

es una cubierta doble en casi todos sus puntos, excepto para dos puntos
vi,¥2 € S! x S! en cuyo caso la imagen inversa es un circulo ¥ la curva
I c© S! x S', cuya imagen inversa consiste de un solo punto. ¥y que cumple
ademads ser frontera de el conjunto 17 de puntos que no generan pentdgono

alguno.

Cortemos a P53, a través del circulo P~1(y;) ¥ del circulo P~=(y2) ¢ iden-
tifiquemos cada uno de los circulos que quedan en un punto. Obtenemos asi
una nueva superficie $% y una nueva funcién £ : % = (8! x §!) — 1] que es
cubijerta doble en todo punto exepto en la curva I,

Cortemos ahora a la superficie S%, através de la curva P-!(I'), para
obtener de esta manera dos curvas cerradas que son imagen inversa de I'.
C_on esto, se tiene nuevamente una superficie 773, cuya frontera son las curvas
P-1(I"), después del corte, ¥y una nueva funcién P : 7% — (8! x S!) — -
que ahora si es cubierta doble del toro menos un disco. Sabemos que las
tinicas cubiertas dobles de (S! x 8!') — I son o dos copias de sf mismo o un
toro menos dos discos ajenos. Asi pues la superficie 72, puede ser conexa o

inconexa.

Figura 11—a) Fargura 11=b)

Con ayuda de los Mapas anteriores y siguiendo a la curva I' en ellos,
podemos llegar a Ia conclusion que la cubicrta doble de la que se trata,
es conexa {Figura 11-b)). De modo que haciendo el proceso inverso a los
cortes, s decir pegando adecuadamente por los puntos en donde hicimos los
respectivos cortes, llegamos a concluir que P3 os un toro de género 1.
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Capitulo 7

El volantin de 5 sillas

Antes de comenzar, veamos algunas imaigenes de los volantines de 3 sillas
que se obtuvieron mediante el programa “cinito” (ver apéndice).

Figura 1
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En el capitulo 3 hicimos notar, en particular, que una quinteta de ntimeros
reales (z,, 2, T3, T4.x5) forman los dngulos interiores de un pentigono si la
siguiente ecuacién se satisface: -

u(0) + u(r — ra) + w(2w — (2 + 23)) + ...+
“u(dw — (2 +Ta + 13 +a25)) = O 3)

es decir, si los vectores direccionales de cada uno e los Iados del pentiigono
suman 0.

Por otro lado sabemos, por el capitulo anterior, que el espacio de pentigo-
nos con un lado privilegiado es una superficie P*> < §' x §! x S! x S! x §',
mdis min, es un toro de género 4. Entonces, dado un pentigono P € P°
podemos representarlo como la quinteta (ag. ..., as) . donde cada uno de los
aj son nimeros complejos de la forma o, = ¢'%7 ¥ z, ¢5 un nimero real en
el intervalo [0,27). De esta forma podemos pensar a R® como el espacio
cubriente de 8! x 8! x 8! x S! x 8! junto con su proyeccién natural P :
R*> — 8! x 8! x 8! x §! x 5! que asocia a cada quinteta (ry, Ly, r3. ry.2s)
la quinteta (agq, ....a35). Sea P? = P~1(P%), entonces es claro que P73 es
también una superficie. ¥ consta de todas las quintetas de mimeros reales
que satisfacen la ccuacién (3). Es importante hacer notar, que la suma de
los angulos interiores de un pentdagono es igual a 37 + 27k con & € Z lo que
implica que P% tienc tantas componentes conexas Como niimeros enteros. Si
fijamos una & digamos & = 0 la componente conexa correspondiente Pyde P53
esti dada por el conjunto de puntos (o, r: rj.ry..c5) € RY que satisfacen
por un lado la ecuacién (3) por otro la ecnacidn a) 0., a, = 37 que al
unirlas. se simplifican en las siguientes 3 ecuacione

5
a) ¥ x; = 37,
=1

b) cos(x) + cos(

Definamos ahora una nueva funicon f : PP ¢ R® — R que determing ol
de un pentidgono y que esti dada por

f(.rl VT2, A, Laa ) = sen(x,) + sen(xz) — sen(ry + o) + sen(xy)

¥ definamos andlogamente la correspondiente funcion area f : P* — R
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Lema 4: La funcion f : P® — R tiene 14 puntos criticos. 2 mdTimos
que corresponden al drea del pentdgono reyular. 2 minimnos que corresponden
al drea del pentdgono regular estrelle y 10 puntos sillas que corresponden al
drea de un pentigono que visualmente es un tridngulo (ver capiiulo anterior).

Demostracién:

Para facilitar los cdlculos, consideremos la siguiente
funcion

F = (fi.fa. fa. f4) : R® — R
dada por: '

Silxr, 2, T3, Ta. T5) ¢
S2(T1, 22, T3, T4, T5)
fa(zr. X2, T3, T4, T3)
Sa(zr, T2, T3, X4, TS) ¢

Ty 4+ T2+ a3+ oy + Ts.

cos(axy) + cos(xa) — cos{rz + r3) — cos(oy + x35),
sen(x,) — sen(x,) + sen(xrz + x3) — sen(xry +rs) ¥
sen(x,) + sen(xz) — sen(x, + x3) + sen{xy).

Calculemos los determinantes de todas las submatrices de 4 x 4 de la
matriz dF),

1- El determinante de la primera submatriz, denotado por E, es:

1 1

1 1
—sen(xa) + sen(xz + 1) sen(x: + i) o sen(x, + xs)
—cos{(Iy) + cos(xa + £3) cos(rz + x3) Q —cos(x) + T3)

cos(ary) — cos(x) + x2) cos(.ry)
Es decir R
E, = Z(——l)‘*".-\,,&(.-_\.,).
¥
donde _

8(.A11) = sen(xe + x3) (cos(ry)cos(xy + rs)) +

cos (@ + ;) (cos(xri)sen(z, + x35)),
§(.An) = cos(ry)cos(ar;, + xg) + cos{ra + ry)cos(r,).
8(Ay) = ~cos(ry)eos(iry + rs) + sen(ry + ryleos(ry) v
8(An) =

sen(xy + ry)eos(r, + I5) 4 cos(re + ry)sen(x, + rs5).
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Asi

F\ = cos(xy) (sen(xy + x3) — sen(xi)) +

“+sen(xy) (cos(iry + 22) — cos(xa)).

Ahora, restringiéndonos a P§ tenemos que la ecuacién

sen(x,) — sen(rz) — sen(xr2 + xa) — sen(x; + rs)

[+]

se satisface y que es vilida también si recorremos o, por .y ¥ r2 por o3 de

manera que

E; = cos{xy)sen(ra+ ) — cos(ry)sen(ra)+
<+ sen(ag)cos(cy + 1) — sen{ax,)cos(ry)

= sen(xy+ r3) — sen(xry + ry).

sen(xy + ry + ag) — sen(xy + )

Similarmente se calculan los demis determinantes » obtenemos ol si-
guiente sistema de ecuaciones. cuya solucion nos da el conjunto de puntos
criticos de la funcién F restringida &
puntos criticos de la funcién f. esta

sen(xy + rs)
sen(ry 4+ rh
sen(ry -+ ra)
sen(xy + rsz)
sen(as + a3)

Equivalentemente, los puntos

puntos criticos de f:

dado por:

sen(rs + axq)
sen(ary + £5)
sen(og 4 1)
sen(rs + ra)
sen(iry 4+ .ry)

I

a FJ. en otras palabras. el conjunto de

s}
0
[ 4)
0
0

criticos de la funcién f : P> — R estin
dados por el siguiente sistema de ecuaciones. cuya solucién nos da el conjunto

eMFet-s = (=1 )A',,(—l)“x(rh;-v-r:u). (5)

conl=1,..,5¥v k=0.1. Sea o,

P

Resolvamos itno de los casos no triviales:

03as
vy
asan
ajpag
a2y

ey
Qyarn
vy

—aj'lar

—aylag!

1
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a3 ¥ que a5 = ay, ademas
37 tenemos que af = —1,
 FeT.

Se puede comenzar verificando que o = aa
de que a3! = —afi, pero del hecho que T3,
es decir. .r, puede tomar cualquiera de los siguientes valores xy = —%
¥ con esto que 5 = 0.

Anailogamente, podemos calcular los demais casos y con esto probar que
el conjunto de puntos criticos de f consta del siguiente conjunto puntos:

i) pentigonos cuyos dngulos interiores son
I

ii) pentigonos cuyvos

Ty = T2

i) pentigonos cuyos dngulos interiores son
xy =7/3, T2 = /3. x3 =7/3. x4 =0, 5 =27
¥ rotaciones donde x, = r;y.

Asi que tenemos 14 puntos criticos en el espacio de pentidgonos. 2 que
correponden al caso §) y son el pentigono regular orientado y el pentidgono
regular orientado inversamente, de los cuales el primero. es mdximo v el
segundo e¢s minimo, pues pueden ser inscritos en un circulo ¥ por lo tanto
tienen idrea miixima (positiva el primero y negativa el segundo)[Bol]. Otros
2 que corresponden al caso ii} que se refieren a pentigonos regulares estrella
orientados ¥ orientados inversamente que corresponden a un minimo local
¥ a un maximo local respectivamente. Y finalmente los 10 restantes que
corresponden al caso iii) de pentigonos que visualamente son tridngulos,
Como sabemos que el espacio de pentigonos es un toro de género -1, entonces
estos 10 itltimos, por Euler. tienen que ser puntos silia. @

Tomemos un :drea < que sea un valor regular de la funcién f, entonces
tenemos que f~1{4) es una curva £ en P3, ¢l espacio de pentigonos. Es
importante hacer notar. de la demostracion anterior, que ker dF, = kerdf,.
dado por (4) coincide con el sistema de ecuaciones siguientoe:

e, (1)), (G)

Ti(t) = sen{a,_1 (1)) —
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5
donde i = 1....,5, Z:n z; =37 »
=
ai(t) = Tisa(t) + Tisy(t) — .

determinadas en el Teorema 10, Capitulo 5, e igualadas a 0. Esto prueba
que si v € kerdf, entonces 1+ € T,(£). es decir, kerdf, es ¢l conjunto de
vectores tangentes a las curvas obtenidas como imadgenes inversas de valores
regulares. En otras palabras. el campo de vectores determinado por las
ecuaciones diferenciales (6) ¥ por ker df coinciden, lo que immplica que nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales es integrable.

Por el Lema de Morse [Mard] podemos afirmar que existen vecindades de
los 2 miiximos y de los 2 minimos en los cuales todas las curvas son cerradas.
es decir, tenemos Orbitas periddicas alrededor de estos puntos.

Observemos la proveccién en R? de estas 6rbitas periédicas » notemos
que estas son simdétricas con respecto al e¢je ¥ = y, pues st el pentigono
(z1(2). x2(2). xa(t), x4(2), x5(2)) estit en una de estas Srbitas entonces el penti-
gono (za(t), & (t). £5(t). xa(t). ra(t)) tambidén estd, dado que los dos pentigo-
nos tienen la misma drea. Por la misma razén existe un punto fo € R tal
que z;{ty) = x,+1{0) ya que sji (&,(0). £2(0). x3(0). r,(0), £5(0)) son los iingulos
interiores del pentdgono inicial. es decir, si el punto (r,(0). x2(0). rs(0). xr;(0),
r5(0)) estid en la curva f~1(1) para alguna A entonces el punto (ra(0). .ra(0),
24(0), 25(0). x,(0)) también esti en la 6rbita f=!(A). pues los dos pentigonos
que representan ticnen la misma drea. » por lo tanto, existe un punto fg tal
que z;(tg) = riv1 (). Asi que por el Corolario 3 (Capitulo 3) Ia curva 3, (2417¢)

es congruente con 3,1 () en estos Ciasos.

Consideremos pues. como en la observacion anterior. Grbitas periadicas
del sistema de ecnaciones (6) alrededor de los puntos eriticos i) ¢ /i), v sean
to. 17 € R. los minimos mimeros positivos tales que. (¢t + 1) = 1 (#) como
en el pdarrafo anterior ¥ donde 7y es el periodo de dichas orbitas, es decir,
& (t + 1) = r(t). Entonces tenemos ¢l siguiente lema.

o0
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Lema 5: Para drbitas periddicas cerca del punto critico i) tenemos que

Sty = 21 y para Srbitas periddicas cerca del punto critico ii) tenemos que
5ty = n. (ver figura 2)
(x,.x,) (x x4} (x,.x) (x5 ,)
(x,x .}
(x.x ) P
Figura 2

Demostracién: Sustitulyendo. en la ecuncién x. (¢t + o) = ri 1 (2) pode-
mos verifiacar, que 5tg = mn y que m tiene como posibilidades rn = 1,2.3. 4.
Por otro lado, como 1a proyveccién en R?. de estas curvas es simétrica con res-
pecto el eje r = y podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe
un pentdigono P, (t) con dngulos interiores

(&1 (t). 2(t), £3(t), 24(2). T5(8)) = (a.a.b.c,b) € f7H(A)

para alguna t, por ejermuplo t = 0. Sabemos ademais, que existe un punto
to que estamos suponiendo infnimmo tal que z,(t + t9) = xr;+1(t). Entonces

encontramos un pentigono f4(0) con dngulos interiores (a, b.c, b, a) que se
puede ver como FP(te) v sucesivamente encontramos pentdgonos
P3(0) == Pzto) = Pi{2t).
Py(0) = Pi(te) = Pa(2t0),
Pa(0) = Py(ty) = Pa(2to) = Pa(3to) = P(-t,)

con iingulos intertores (b.ce.ba.a), (e.b,a,a.b) v (bia,a. b, ). respectiva-
mente ¥y todos ellos en f71(A4) para alguna A,

sdor regular de fo en una
vecindad de los valores criticos correspondientes

Wi e i)

Consideremaos primero ol

50 i) es decir, estamnos pensando en orbitas
periadicas alrededor del pentigono regular orienrado ¥ orientado inversa-
mente de manera que como {a.a,b, e b)) son los idngulos interiores de un

péntagono. tenemos las siguientes desigualdades naturales, si o € b entonces
c<Laysib<aentonees a e,
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Figura 3

Lo anterior implica que la proveccion en R? de los puntos £(0) » P2(0)
estdAn en un lado del eje r = ¥ v los puntos P3(0) ¥ P;(0) en el otro lado. De
manera que existen 4 posibilidades para el orden de la proyeccion en R? de
los puntos P (0) = P {1 P:. Py, Py, Ps)} y su reciproco {P. P5. I, Py, P}
o { Py, Py, Ps. P5. 3} ¥ su reciproco.

Supongamos primero que tenemos el orden {2, P, Py, Py Pi}. entonces
existe un punto sg € R con #q < sp < 2y tal que Pi(se) = P (0). Esto implica
que el puanto s = sg — fg es tal que P (s) tiene que ser Py{0) = (b.c.b.a, )
pues Pi(te) = Py(0). 1o cual contradice que g fuera el minimo. pues podetmos
encontrar un punto [ < fo tal que P2 {) = Py0) = (a.b.c.b.a). a saber
= — (& 4 tg). que es un mimero que esti siompre entre —to ¥ 0. Entonces
el orden de la proyeccion en R? de los puntos P, en la curva tiene que ser
{ Py Py Pa, 1%, P} oo sureciproco. .

Por otro lado o) vector velocidad de a proveceion en R? de la curva en el
punto P () ¢s perpendicnlar al ¢je .2 = ¥ porgae

) = sen(2a) — sen(a+ ) = —oh(t)

°n este punto.
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Analizando ¢l campo vectorial sobre el cje & = y, en una vecindad del
punto (1.7"',—'::5 podemos concluir que ol campo apunta siempre hacia ol
punto £(0) en un lado de la recta ¥ hacia el punto 2(0) cn el otro lado
de la recta. Asi pues el orden de la proyeccion en R® de los puntos £ en la
curva tiene que ser {Py, Py, Pa, Py Py} .

En otras palabras la proyeccion en R? de la érbita periédica satisface e
siguiente condicién. Existe un punto ¢; € R con 7, < to tal que £i(t + #) =
Tira(t) para toda t. En consccuencia.

xi(t +5t) = o (t + 1)y o, (t +108,) = 2, (¢t + 3tq) = 2,{t + 21},

lo que quiere decir que 3#q = 217 v 24 = t,.

De manera andloga, para vecindades del los puntos criticos ii) que corre-
sponden a 6rbitas periédiacas alrededor de los pentigonos regular estrella
orientado » regular estrella orientado inversameunte, se puede probar que

z{(t +5tg) =ri(t+7). B



Capitulo 8
La Teoria de los Carritos.

Uno de lo propasitos de esta tesis es encontrar volantines de Zindler. eos
decir. volantines en donde cada una de las curvas J3; sea cerrada v la traza
de todas ellas coincida. En el Capitulo 3 vimos que una vez encontrado un
volantin de Zindler, es posible que éste sea una figura que flota en equilibrio
on toda posicion si las cuerdas que define el n—dgono son interioves.  Asi
pues. en este capitulo. estudiaremos la teoria de los carritos que nos permite
encontrar todos los volantines de Zindler de 3 sillas que e

Por los Lemas 6 ¥ 7 del capitulo anterior sabemos que existe. para érbitas
periddicas alrededor del pentdgono regular orientado y orientado inversa-
mente. un tiempo 0 < ¢y < to tal que &, (¢t + #) = x;,3(t) para toda ¢ € R.
lo cual implica, que dado un pentiigono inicial .\ (0). el pentdagono N (i)
con m € Z. es congruente al inicial. Mas atin. por el Corolario 2 del capitulo
3. sabemos que J,(t + ¢;) = \, Jisa(t). donde N\ es una composicion de una
rotacién seguida de una traslacion. Como el centro de masa de los pentigonos
es un punto fijo ¥ como existe una iiuica rotacién que lleva el pentidgono ini-
cial X'(0) en ¢l pentigono N (mt; ). podemos afirmar que .\; no depende de i
» que ademas A, es una rotacion Z,. de un dngulo o. Por todo lo anterior.
podemos decir que, para algin t; € R:

Gt = ty) = RaBivalt). ()
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Definicién 5: Sea {3, (t), 32(¢). ..., #s(2) } un volantin de 5 sillas. Hamemos
a la restriccidn de la curva Ji(¢) en el tiempo [0, #,] el i~ésimo carro o vagén
del volantin .

B,(0)

/

B,(®
Bl )

Figura 1

Proposicién: Las curvas 3,(1) de un voluntin de 3 sillas estdn formadas
de los vagones o carros, En otras palabras, una ves definido el i-ésimo carro
del volantin para toda i = 1...5, es posible reconstruir todas las curvas 3,(¢t)
para toda t € R. por medio de dichos carritos. (ver figura 2)

Demostracién: Toémese ¢t € R arbitravio ¥ esceribase ¢ = mit; + £ con
D <<t yme N Entonces, substituyendo on (7) renemos ques:

G (5 mty) = B3 ()
donde las A son enteros entre 0 ¥ 4y que estiin dadas por la relacién.

k=i 4+ 3m mod{si).
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indica ¢l numero de
carrito al cual nos referimos.
1.5

Eil numero ¢

Figura 2

Deciamos que el propasito de este capitulo es encontrar volantines de
Zindler, por lo tanto. necesitamos que Ia traza de la curva W3, forme parte de
Ia traza de la curva ..

Por 1a proposicion anterior. sabemos que

Fi(#) = (£ =+ ) = RIPK(s)
con k& i+ 3 mod{3). entoneers si queremos que la enr 3, forme parte de
In curva 3. necesitamos que m dela forma i = d~+ 2. para s € N, para
que asi 3(2) = B .3,0(5). Luego. siencontramos un pentiigono inicial 2N (0)
que permita un anpnlo o tal gue R sea In identidad. habremos encontrado
un volantin de Zindler, 1 otras palabras. st euncontramos un peatiigono
inicial en donde la rotacion que Heva dicho pentiigono a ¢l mismo, en ol
ticmpo f. seia g =

1 << r < . entonces tendremos un volantin cerrado.

Pero no salo buseamaos valantines de 2 —Zindler si no tagnbicdn fisuras gne
no se autointe r. o gqueremos, por fo menos que ol indice de
cirva alvededor del centro de masa sea 1 (1o enal no garantiza gue la cur
no seamtointersecte). Paria verifiear este hecho necesit
angular det i—désihimo rrito.

eren, o d

atmos saber el tuanano

Gl



Definicién 6: Supongamos que G el centro de masa de los pentidgonos
esta en el origen, entonces definamos el tamano angular del i—esimo carrito
como

N3:O)1" 3: (el
3:(0) 3i+1(0)
[EAC I AT

C; := angulo
¥ por

¥ i= déngulo

G

Figura 2
Como la rotacién R, manda el 4 — carrito en el conjunto
{B1(ty +e) |0 << 1},
entonces ¢l dngulo & debe ser de la forma o= v+ + C, +2nl conl € Z.
pero si queremos que R sea la identidad. entonces sabemos que o = 222,

1 < r < m. lo cual implica que el tamaiio angular del 1—carrito debe ser de
la siguiente forma:

< ="|+‘Yz+‘]':1+("%+k|)27f

con ky € Z.



Andlogamente el tamaino angular del i—ésimo carrito es igual a

r

Ci =i — vist + Vi + (— + Ic.) 2w

m
con k; € Z.

De manera que la suma
Ci+Ciua+Ciyay+-+Ciiam = 7i+(38+1)270+r27 + (ki + ... +Kisaem )27,
donde C; 4+ Ciia+ Civazy + ... — Civa(my @5 el tamaiio angular de la curva 5,(2)
con 0 < t < mnt; ¥y donde (3s— 1) es el numero de vueltas que se obtienen de
3(m) = 3(5s + 2) dividiendo entre 5 » tomando su parte entera.

Si queremos que el volantin de Zindler tenga indice 1 necesitamos que

3 (Ci + Cis + Civagzy + oo + Civagmy) = 1,

=1

lo que implica que
138+ 3+ 3r+mK =0,

i. Es decir las soluciones enteras para r = 1, ...,/ » A de

donde K = %,
la siguiente ecuac

H(3s+1+r)
m '
nos da el niimero r, correspondiente para dicha m (con m de la forma 53+ 2).
De manera andloga la solucién de la ecuacion .

K=

1+ 153+ 38+ 5r+mi =d,

nos da el dingulo necesario para encontrar un volantin de Zindler de indice o,

G3



7 = 59+2 con s = 1, entonces la tinica solicién entera
)
A27) es el dngulo

Ejemplo 1: Sim =
de K = 5(4 + r)/7 estd dada por » = 3, de mancra que o =
que permite la igualdad BRI G (s) = 3 (2).

Buscando el adecuado pentidgono inical .\'(0) que perinita esa rotacién

encontramos el siguiente volantin de Zindler.

S’

Figura 4
Observe que desgraciadamente, el sistema de cuerdas que definen los
pentiigonos no s interior, de manera que esta figura no flota en equilibrio a
pesar de que es una curva de Zindler.
G-



De manera amiloga. para el caso de 6rbitas periddicas alrededor de los
pentigonos regular estrella orientaclo ¥ orientado inversamente, obtenemos
que la soluciones enteras para r = 1....,m de la ecuacion

. 5(25+24+r)
o= =" =
m

con m = 55 + 3 y s € N, nos permiten encontrar el angulo que necesitamos

para obtener un volantin :— Zindler.
5

El numero / indica el numero de
carrito al cual nos referimos.
5

q

Figura 5

i=1,.




Apéndice

Programa para simular el
comportaminto de los volantines
“El Cinito”

El siguiente programa llamado Cinito, fue realizado con el Dr. Francisco
Larrién y su objetivo es el de simular el movimiento de los volantines para el
caso n = 5. Este programa esta basado en el programa de ecuaciones difer-
enciales llamado Phaser [Kog]. El procedimiento bisico de este programa,
elaborado en Pascal consiste en lecr los datos que Phaser calcula de las ecua-
ciones diferenciales que se obtuvieron en el (Capitulo 7 )(6) junto con las
ecuaciones que se desprenden del Teorema 10 (Capitulo 3), ¥ como condi-
ciones iniciales los dangulos interiores de un pentigono. Con estos datos se
grafican los puntos que determinan las curvas 3, con la posibilidad de ver
la traza de estas curvas, asi como también, las barras dadas por los vec-
tores G;(t) — J.—1(t) en todo momento. Grafica también los puntos medios
de estas barras con lo que puede visualizarse muy claramente la condicién
de todo volantin de que sus puntos medios tengan velocidad paralela a las
barras mismas. Este programa también permite observar la sombra que van
dejando estas barras y la traza de los puntos medios si es que asi se quiere.

Si bien s cierto que en Matemaiticas no se puede dar como demostracién la
imagen obtenida mediante un programa de computadora, no se podri negar
que una vez hecho todo el trabajo formal, el poder comprobar visualiente
que las cosas funcionan como esperibamos es muy gratificante.
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program Cinito;{R~+}
uses crt, graph.dos,tres_cin:

var f:  array [1..5] of text:
RenglonVacio,

Lleno: Boolean;

pun : pointer:

size :  word;

procedure Baja(k,i:integer):
var co:integer;
c:char;
begin
co:=0;
repeat
while not SeckEoln(fli}) do

read(ffi],c);
readIn{(f{i]): inc(co):

until co=k;

end:

procedure LeeNum(itinteger;var rireal);
var s,t:string;
code,l,cont:integer:
cichar;
begin
cont:
repent
begin
read (ffi].c);
inc(cont);
if cont = 80 then
begin
RenglonViacio:=TRUE;

0Q;




exit
end;
end;
until c=%#61;
read(ffi}.c);
if not (c=#32) then Vent.Err (‘Cha fed gacho mi compadre PHASER');
si='";
for :=1 to 12 do
begin
read(f[i],c);
s:=s5+C
end;
Val(s, r, code);
Str(code,t);t:='E'rror at position ' +t;
if code< >0 then Vent.Err(t);
end;

procedure Filma;

var liinteger;
s:string;
u,v:array{1..5} of real:

begin

s:=nombrePel+'.PEL’;

if Existe(s) then
begin
reset(pelicula);close(pelicula);
assign(pelicula,s);reset{pelicula);
read(pelicula,P);
Pietaje:=P.x[1];
PuntReng:=0;reset(pelicula);
exit
end;

Vent.Pon(’ Desenlatando Pelicula...');

for k=1 to 5 do
begin
Str(l,s)is:=nombrePel—s;assign(f{l},s):reset(f{l]);
enc;

with P do
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begin
for 1:=1 to 5 do
begin
baja(9,1);
LeeNum(Lu[l}):
x{1]:=80-+trunc(480/(2%e)*(u[l]+e));
LeeNum(l,v{1]);
¥[1):=80+trunc(480/(2*e)*(e-v(I]));
end;
s:=nombrePel+’.PEL’;
reset(pelicula);close(pelicula):
assign(pelicula,s);rewrite(pelicula);
seek(pelicula,l1);
write(pelicula,P)sinc(Pietaje):
repeat
for I:=1 to 5 do
begin
baja(3.1):
LeeNum(l,ufl]);
LeeNum(l.v{1});
end;
if not RenglonVacio then
begin
inc(Pietaje);
for I:=1 to 5 do
begin
x[1):=80+trunc(480/(2*e) *(uflj+e));
y{1]:=80+trunc(480/(2%e)*(e-v[1])):

end;
write(pelicula,P);
end;
until RenglonVacio = true;

end;
P.x[1}:=Pietaje;reset (pelicula);write(pelicula.P):
PuntReng:=0:resct(Pelicula);
for I:=1 to 5 do

begin

Str(l,s);s:=nombrePel+s;close(f]l]):
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end;
end;

procedure ModoGrafico;
var grDriver, grilode, ErrCode : Integer;
begin
grDriver := Detect;
InitGraph(grDriver,gridMode /c:turbo’);
ErrCode := GraphResult;
if ErrCode <> grOk then
WriteLn(’Graphicserror ! . GraphErrorMsg(ErrCode));
SetBkColor(ColorFondo);
end;

procedure Pinta;
begin
with P do

begin
SetColor(ColorVertices);
Case NumVertPint of

1 : Circle(x[1],5{1],1);

3 : begin
Circle(x[1].»[1].1):
Circle(x[2},¥[2].1);
Circle(x(3],3(3],1);
Circle(x[4],¥([4].1);
Circle(x[5],¥{5}.1);
end;
end;

SetColor(ColorAristas);

Case NumArisPint of
1 : line(x[1ly[1],x[2].¢[2]):
5 : begin
line(x(1].v{1].x(2].v[2]);
tine(x[2].v[2].x[3].v{3]);
line(x[3],v{8].x[4].y[4])}
line(x[4].y[4] x[5].¥[5]):
ine(x[s]y (5] x[1]¥{1]):



end;

end:;
SetColor(ColorMedios):

Case NumMledsPint of
1 : Circle(round(1/2=(x[1]+x[2])).round(1/2*(x{1]+¥[2])).1);

5 : begin -
Circle(round(1/2*(x{1}+x[2})),round(1/2*(v{1]+¥[2}])).1):
Circle(round(1/2*(x{2]+x[3])).round(1 /2*(»[2]+¥[3})),1);
Circle(round(1/2*(x[3]-+x{4])}.round(1/2*(»[3])-+y[4])).1):
Circle(round(1/2*(x{4]+x{5]) },round(1/2*(y[4]+¥[3])).1):
Circle(round(1/2*(x[3]+x[1})).round(1/2*(y{5]+x{1})).1):

end:
end;
end;

end;

procedure Borra;
begin
with P do

begin

if HueVert then SetColor(ColorVertices)
else SetColor(ColorFondo):

Case Num VertPint of

1 : Circle(x{1},y{1}.1):

5 : begin Circle(x{1].31].1):
Circle(x({2],¥[2],1):
Circle(x{3}.¥{3},1):
Circle(x[}.¥[4],1):
Circle(x[5],v[5],1):
end;

end;
if HueAris then SetColor(ColorHuella)

else SetColor(ColorFondo):
Case NumArisPint of
1: Hine(x(1].y{L]x[2].x(20);
5 : begin
line(x[1],3[1],x(2),¥(2]);
line(x[2],y{2].x{3},{3});



tine (x{3.¥{3].x[4].{4));
line(x[4].v{4].x[5].¥[5])*
line(x[5],y{5),x[1].¥{1]):
end;
end;
if HueMeds then SetColor(ColorMedios)
else SetColor(ColorFondo);
Case NumMedsPint of
1 : Circle(round(1/2*(x{1]+x[2]}).round (1/2*(y[1}+»{2])),1):
5 : begin
Circle(round(1/2*(x[1]+x[2])).round(1/2*(y[1]+¥[2])).1);
Circle(round(1/2*(x[2]+x(3])),round (1/2*(y{2]+¥[3])).1):
Circle(round(1/2*(x[3]+x{4])).round(1/2*(y[3]+¥[4])).1);
Circle(round(1/2*(x[4]+x[5])),round(1/2"(y[4]}+¥[5])),1);
Circle(round(1/2*(x[5]+x[1])).,round(1/2*(y([5]+¥[1])).1);
end;
end;
end;
end;

procedure DaCapo;
begin
if PuntReng=1
then Pita
else begin
Borra:
PuntReng:=1;
seek(pelicula,PuntReng);
Read(pelicula,P);
Pinta;
end;
end;

procedure AlFine;
begin
if PuntReng=Pietaje
then Pita
else begin



Borra;
PuntReng:=Pietaje:
seek(pelicula,PuntReng):
Read(pelicula,P):
Pinta;
end;

end:

procedure Avanza;
wvar liinteger;
c:char;
begin c:=#19;
If PuntReng = Pietaje
then Pita
else repeat
Borra;
read(pelicula,P);inc(PuntReng);
Pinta;
if KeyPressed then
begin
c:=ReadKey;
if c=40 then c:=ReadKex:
end;
if PuntReng = Pietaje then
begin
Pita;
exit
end;
delay(lentitud):
until (c=#80) or (c=#72):

end;

procedure Retrocede;
var Liinteger;
c:char;
begin
c:=%19;
If PuntReng =1



then Pita
else repeat

end;

Borra;
seek(pelicula,FilePos(pelicula)-2}:
read(pelicula,P);dec(PuntReng.1);
Pinta;

if KeyPressed then

begin

c:=ReadKey;

if c=40 then c¢:=ReadKey;

end;
if PuntReng = 1 then

begin

Pita;

exit

end;
delay(lentitud);
until (c=#80) or (c=#72);

procedure Guarda;
var x1,x2,v1.y2:word;
begin
if Lleno then freemem(Pun,size);
x1:=150;y1:=10+4-75:x2:=500;y2:=320+78;
Size := ImageSize(x1.¥1,x2,¥2);
GetMem(Pun, Size);
Getlmage(x1,1,x2,y2,Pun ):
Lleno:=true:
end;

procedure Pon:
begin
if not Lleno

then pita
else PutImage(150. 10+75, Pun .NormalPut);

end;



procedure McecnuCabina:

begin

cursor.apagado;

with v[0] do
begin
guarda:
pintate:
cursor.en(1.PrimReng):
for i:=1 to NumRengs do writelu(Letrero[0,i});
prende(ind):
trabaja;
end;

VentMlenu. VeteAl(2):

end:

procedure AtajoCabina:
begin
reg.ah:=8$05:
reg.ch :
reg.cl:=27:
intr(16, reg),{\l(-u- Esc al KbdBfr}
reg.ah:=05
reg.ch
reg.c
intr(16. reg,) {Mete FlechaAbajo al KbdBfr}
reg.ah:=05;
reg.ch:=1C;

reg.cl:=0D:
intr(16,reg): {Mcte Ret al KbdBfr}
end:

procedure PintaMenPrine: forward:
procedure RegresalMenuPrine:
begin
CloseGraph:
PintaMenuPrinc;
scek(Pelicula.puntreng):
dec(PuntRenyg):

L]



end;

procedure MenuGraf;
var c:char;
begin
ModoGrafico;
inc(PuntReng);
seek(pelicula.puntreng);
Read(pelicula.P);
Pinta;
repeat
c:=ReadKey;
case c of
27 [Esc] : RegresaMenuPrinc;
#8 [BkSp] : AtajoCabina:
#12 [Ctri-L] : ClearDevice;
#13 [Ret] : Avanza;
#2 [Ctrl-B] : Borra;
#7 [Ctrl-G] : Guarda:
#16 (Ctrl-P] : Pon;
4 0 Especial : begin
c:=ReadKey;
case ¢ of
#71 [Ini] : DaCapo;
#+77 [FlechaArriba] : Avanza:
#75 [FlechaAbajo] : Retrocede;
#79 [Fin} : AlFine;
end;
end;
end;
until ¢ =#27;
end;

procedure PintaMMenuPrinc;
var i:word;

begin

cursor.apagado;
window(1,1,80,253);



Tapiz2;
with VentMenu do
begin
Ini;
Nombre:='"’;
ConMarco:=true:;
TipoDeMarco:=Doble:
ColorLetras:=0:
ColorFond:
2435, v

y2:=14+6;

Guarda;

Pintate:
window{x1,y1.x2.v2);

gotoXY (2,53);write(#204{ &=}):
gotoXY(30.5);write@®185{it});

gotoXY(2.9):write®204{%});
gotoXVY(30,9);writet¥185{{i}):
gotoXY(3,9);
for ii=1 to 27 do writetd205{ });
TextColor{ColorLetras):
for i:=1 to 10 do
if i mod 4 <> 0 then

begin

gotoXY(4,i+1);

write(r(i});



end;
TextColor(7);
prende(ind);
end;
end;

procedure MenuPrinc;
var c:char;
begin with VentMenu do
repeat
begin
c:=readkey;
case c of
0 :] begin
c:=readkey;
case c of
*72 : sube;
-#80 : baja;
#71 : VeteAl(2);
*79 : VeteAl(10);
end;
end;
413 : case ind of
# 2 : MenuGraf;
#6 : MenuCabina;
210 : exit;
end;
end;
end;
until FALSE;
end;

BEGIN

Pietaje:=0;
RenglonVacio:=FALSE;
Lleno:=false;

clrscr;

Tapiz2;

78



v[1].conSombra:=true;
pideNombrepelicula;
v[1}).conSombra:=false;
Filma;

PintaMenuPrinc;
MenuPrinc;

CloseGraph;
Reset(pelicula);Close(pelicula);
window(1,1,80,25);
TextBackground(0);
TextColor(7);

clrser;

END.
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