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Prefacio 

A principios de siglo se comenzaron a clasificar tanto cualitativa como cuo.ntit~tiVaIDent.e laa 

componentes del ex>njunto de Fa.tau de UD roapeo racional cOn el trabajo independiente de kas 

matemátioon franoeses Julia y Fatou. En dicho trabajo ellos estudiaron los dominicm at.ractores, 

superatl'actores y parabó\ic08. Este estudio fue oomplf?llllent.ado por Siegcl y Heruaan quienes 

encontraron dos 1.ipoa de componentea de Fl.tou diatint.o& a loa anteriorCR: diRCOe de Siep;el y 

anillos de Herlll&n, reapect.ivatnent.e. EelOi cinco tipcm diferent.ea de comport.n.tnien&o de loe. 

dotninioe de Fatou ocurtt>n cuando lOli donünioe 9Dtl eventualmente periódioaa (y 110D '°9 único. 

tipoe de comport.uniento posibles paca tales domlnios); aa( cualquier tipo diatinto a los anteri

Ol'el\ tendr(a que aparecer en un dominio errante ('Ul docninio W tal que ff'(\\!') + ff!A(W) para 

cualeaquiera entero&;.., y m con n ~ m). Va Fatou ho.b(a conjeturado que lQS domiui.QB erra.otee 

no existen para mapeos racionales, sin embargo tal afirmaci6n no fue probada sino hasta 1985 

por Dennis Sullivan. 

Este trabajo está encam.inado a hacer una revisión de la detD.OBt.ración del Teorema di! 

Su\livan. Consideramos que t.al revisión resulta importante puesto que la. demoetraci6n -de 

dicho teorema deacanaa en la Teoda de Mapeoe Cuaaioonfonnes la cual no era. haat.a 1985, una 

herramienta indiapenaable en el estudio de loe Siat.etnas Diuároioos Complejos, esta herrain.ienta 

ahora tan necesaria no se encuentra desarrollada más que someramente en los dist.intos textos 

de Dinámica Compleja; de esta manera el preaente t:r..t>ajo intenta conectar la Teotia de Mapeoe 

Cuaaiconformcs con la demostración del Teorema de Sullivan en forma clara y ent.end.ible. 

Con este objet.ivo en lllCnt.e dividi~ el preeent.e t.rabajo en tres capítulos. En el Capítulo 

Uno se desarrolla una gran parte de la Teoria de Mapeos Cuasioonforrnes con el fin de obtener 



dB IDllD8l'a .ncllla el leol'ema fu.adaa.rltal para poder .oceder" a la d.mloHtración del TE"O!Tma 

de 9ulllvan, • decir el n.-ma del Me.peo dn Riemann M,.t.ible; didio teorema afirma q~ 

ai G y O- 900 dom..i.aa •implesnente cooms:c. coofonnen1ente equivalent"' y k es una función 

medible en G tal Que nip fk(z)I < 1, entonceti ea.i•te un mapeo cu-iconfonne de G en a cuya 
•EG 

dilat.dón. compleja coi.Dcide con. le caai dondequimra. 

En el Capítulo C>oe ar. introducen prboerarnente algunCJtl conceptcm básic".ON que apar'l!Cen al 

estudiar la dinárrüca que producen loa mapeoe racionales. en particular algunas propiedades de 

)cm conjuntos de .Julia y Fatou. Por último ae estudia más en detalle el comportamiento de las 

componentes del conjunto de Fatou bajo la acción del mapeo racional que las genera. 

En el Capítulo Tres ae conjuntan loa resullAdc. de loe primcraa do& c.apít.nlos obten.iéndoee 

la de~t.ración del Teorema de Sullh"all. 

ü 
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Capí~ulo 1 

Mapeos Cuasiconf'ormes. 

Ll:m -~ c:am1icoat0nnes (coa ... q9e t:rataft,-- ea este c..,tt.alP) .-.Jt.am tmr ... 

acmmralizacióa d.irect.a de km m..-- co...._ de domdm ...i&ará ilupart.a9le pM"ai a....ao 

C!lltmio •m:er -•breve ft!viMóa de ...... tiaare-- par•.....-- co.im--q.-~ 

a:>IDD bmm para la demoatr-=ióa dm •P.- pwap.._... de km .. ..,_.. e11.mi.:m..._. No 

ciare--. .-¡af las de..-&racio.ea de dic:IMm t..:lre•- para 1ID ~ ele a...UO CJhjetivo 

,._.ameatal ea este Capftüo: El T~ma del M~ dm R.il!--~-

Ea la primmr mocióa ae ea..ciaa el Tm>re .. a de Lioaville y el 'lilarema del M-s-> de RJ. 

••-· ._., eate 6.ltbao a.ao de km ~ import.a.tal aobre el C981 ae coa&r.~ -• 

gr- parte del pnieente ~rabajo. Se da la defiaicióa de - cw.tril ... ro y 81! .. ..,.... m.., ált.e 

p1Mde mer mapemlo co~me-.., tmbni .. ~de --.era q.e el~ coaform:IE= eavfa 

vértices del e11adrilátero ea es¡aia- del ~-

Ea la ~ ..a:ióa ae ~· loa m..--, ca-mo..,.._ a pm"t;Ü" de ca..trilállcroe y 

ae ob&ie.e la daligaakl-.d de ~araet. ~aldal qae me. per:mit.e de__..._. el Teoreaua de 

RemxNJ"bilidml de - Ara:> Aa.alitic:o el c:..i a8rma q.e si - clomiaiD ea k-c:llmticoldonae ea .. 

doaúaio G, lo aiglle sieslo 8*a eobre el domiaio G - C con e aa M"CD -alftico ao.teaick> ea G. 
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Ea la --=ióa ........,.. el objftivo ra.lamellt.al es pn:>bar el Teorema de Ulli6a at.iliz.a9do 

r..cio-. e-.~ ea~ el~ de qae •aa faacióa ca~rica ca. el eje real 

_.,....~a - mapeo ~del nemipl~ S1lpll'rior ea al 1DisaKt. 

Ea la --=i6m. e..rta --= dem~ra q9C 9D lllfllM'O c•asicoabaM:i es abaolat.a1UCat.e c:oat.inuo 

......, ~ • partir de eat.e IMcllo ae pwedea dcftair el cociente de dilatación. y la dilatación 

a>mpleja; ~ t.a.. ~ podemos delDOCrar el Teorema del Mapeo de Riemaan 

ltrlmbble para fa.Dcioaea ~loa-S,.., Uilizando una sol-.ci6n repetida del Toorema de U a.ióa. 

probmlo ea la auacióa a.terior y deapaés utilizando un proceso de lúni.t.e dem<:wr4rarlo para 

C9alq.Rr f1mici6a medible. 

1.1 Mapeos Conf'ormes y el Módulo de un Cuadrilátero. 

1.1.1 El Teorema del l\lapeo de Ricmann. 

El ~r pn>blema coa el q91e ac:m eafrenamm. es el de saber, d.._ <kJa dollliD.km, ai resw.lt:an 

aer eoafor1PC81C8&e eqaivale~ ea decir, ai exi&&e •• IDapeD ODaforme de .ao t:mbre el ot:ro. A 

eat.e ~. el .W-iemt.e teore ... (Teorema de Lio•ville) -.os proporciona -a ~_,.a ea. el 

ae•ido de q.e el pia.:> complejo ao es confonnemeat.e eq9i.valeat.e a c'Ualq1lier donúaio m:otmlo. 

-n..z.,ma de Llouvllle.- Si fea e-.era y existe-• ODnst.aate Al t.al qae l /(z) )$A/ para 

toda Z E C ell&Ollm9 f -. CD.-..te. 

Fbl- o&ra part.e el T~ma del Mapeo de R.iema- ca&loga como aoa.Jormiemem:.e cq9ivalelrt.es 

a tlol;lgm. km do...._ simplmueat.e co~ CDateaidoa propiameate ea el plano ooaiplejo C. 



~ del Mapeo de R.leanaDD.- Sea G an dDm.iaio silnplemem&e comimco coa G con

t.eaido propia91eat.e ea C. eatomces G et>O coaforaaemeat.e oqaivalelft;e al dis:o aait.ario abierto 

A= {z :J z I< I}. 

Aai. e• realidm:I temen•°" t.nm el~ de eqaivalcacia de domiaioa Himple-.eate comexoa co• 
fonne111e-.e eqa.ivalem&es e• la esfera de ltiemaaa e, coa repreae~: 

• La cmlera de Riemaaa C =Cu {oc}. 

• El plamo oom:aplejo C. 

• El diimo ••i&ario A. 

1.1..:1 ~i.lllterae. 

CJofinlclóo.- Dmla •• ,. nwió• n ~ q9e 11.aa ~-de ..Jordaa Q .. - C1AG.drilóte7V 

ea n ai Q en y llay ........ -a S9mBi6a ~., za, ~. :.. de p--.OS ea '" froatera de Q. Loe 

pa-... .:,;, , i = 1 •.•. , .j m>• llaa&admi loa vtirtiou del cuaclnldfe'l'D; dicllOa vértices divide• a la 

frotrter• de Q ea c•llln> anDS de Jordaa. Las #COIS zíiii y .iiiZ m>a llam.mllaa loa a-an::o!I y los 

otnw <"- arcos. lml b-araoe. 

~~~~_ ... ...,.. 
a-arcaa 

Udlizaedoel Teore .. a del P..fapeode Riema- ~paede 111..,ear de manera coafonne cm&lq,.Rr 

caadrilá&ero Q(.z.1 , za,z:s, z..) 90hTe - caalrilát.ero Q'C-1, -1, 1" !> caya froatera ea el eje real, 

5 



..... o < k < 1, ..... _.. - ........... ·- 4'(•1) 

4'(.-> = i w """"-- • cwom•-=rid:=: 

-1, <>("3) 1 y 

o.lo el C9~ Q, - ..... _...... -~el "'Jllareaa clml M....,, ele R.ieaa-• 

_._, •• cemlril ...... Q'(a."',~'b) C9P ....... •.-el eje ft!al eavi-to vérl.baa vért:ices J. 

empk· ...... -t:rwb eri6•cll'Mii1Ji-~ ........ Cl9C ~= -1y2'= l. 

Atr,,,.,••••••..,, .. v~cle t.IDl:M.-r.p~ob&emer1.p(a) = -1.p{b),'P(I) = 

1, y .,p(-1) = -1, c.__ .,p - - llipmrbúlica; para -la.,.__ v(z) = ~. 
t.rr.-'oraa.:ióa q.e cavia -1 a O y 1 a oc.~-- q_, 'rl> a& 59 p~a ~. 

Ea.-..~ ••• V......._-=ióa clc Móbi88 .. iperhólica es ele la ti::wma ~. -¡ • ..,..,'°pro

ble•a tJe' nd~ a e-..&r.,. • .,. R &al q9m: .v-1 (RT/J(a)) = -.v-1 (R....;..(tJ)). Plwa eacoll&r• diclaa 

R ¡ ·--m.-:rb.joq9ém.ticio-.'1-1(u) = -v-1 (v);-.decir. bajocpéCI09diciuaeH 

u+I v+l 
ü=t=-~ 

(u+ l)(v -1) 

2utJ-2 

-(v + l)(u - 1) 

o 
1 
V 

dB - la R q------ R.,(o) = ~-

Asi R = '7•<!>•<•> (V.r &g.ra) 

• 



Rz • 

-ljk -· ... 
Ejempla.- Sea Q(i. -1. -i. 1) ••ca.trilátero ~rmllllo por el di...co unitario y kJl'l vért;~ 

aac11eiu•_... y ~a. .,:r(::) = ~ · 11"1· a->(, t.oacmuti q11e c,.?(-1}-= O. ~(-i) = "llC • .,::i(l) = 1 y 

~(i) = A. DI: ooto 1ilkimu tcacatufoó qac R = vf.1' es decir. R = ,/2. 

t.:( ... '2) = 1 ::!:" v'2 = - 1 + ,/~ = -\,.' (..!.) . ..:>. 
v'2-I 1-v'2 ,·2 

Pbr <Rra pn.rte la fuacióa 

~<·> = i-v'c"<"'•=<";"i'~<•-==k"'•"<'""•> 
n1r.pe11 el cu.trilát.cro Q'(-¿, -t. 1, f) coaformcmeate td>re un roct..._Jo de ••aaera qae,,.., 

n1apca bl vértices de Q' en )f'H eaq•ÜuWJ del rect.á-.galo (A ctCe a1apeo lo llamare1POK el mapcu 

e1tnóaico de Q caamdo las em¡uinmi del roctÁDg'lllo iteaa O, a, a+ ib. ib). 

Hacicam la composición w o o t.coeams q.c cqalq11icr caadrilátero Q pmde Her ml"lllCado 

coaformemellk sobre 11.11 rect.áagnlo tlolldc 106 vértices de Q HOD ª'apeados a lat1 eaqai.Das del 

rect;áuguliU. 
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TOllUl9do a= Jom.Kitm del -.me.a.o (w o o(::1 ),w o 4>(.za>J (la imagea de - a-arco) y b = 

lomgi&tld de la ial"llF• de •• b-arco bajo ~ o o. defl..m.. el nWdulo del cua.driláteTV Q como 

m(Q)= ~ 

lleftaiBIOH a) cuadrilátero conjugado dr Q, ea 11b11bokfi Q•, como el a:úslDO Q pero perm11-

&aado los a-lW"CIDS por loe b-lll"ICDS y de c::&a 1Da9l!'ra &ene..- qac 

m(Q") = ~ = m(Q)- 1 

1.2 Aproximación Geométrica a los Mapeos Cuasiconf'ormes. 

1.3.1 J>eftnición Geométrica. de loe ~peoa CUll&iconformes. 

8 



Sea O - clDmiail> y rP -~ q-.e ~rva 011iett "ó- de O ea R. Swpongamm¡ 

~ - C'9~ Q &.i q9e ~en - mapealo ....u..&e Q - - e•~ Q' ellto-=eH a 

1. ram. ~ - le cle8omia• dalata.riffn d.e Q Oqjo o. 

~-- Se-n= {.r + iy :O< :e< IT o< y< 1}. o(z) = 2z +z - llo..->a.>rfiaaM> y 

Q= {z+iy: j <z < j, j <y< j} C1Da véftiaesen j + 1, 1 + i' ¡ + ¡, j + i;e•es&ecaa> 

..,_ m(Q) = 1 y m(Q') - 3 - la di) .. ...,;.;. de Q bajo <Pes 3.6 

El •'llalero 

~ proporciona la dilatoci6n mazinMIL de o en d dor1u.n:i.o O. 

0'-:!"'9Clón.- h"(O) Cti al mellD::i 1 ya que si Q es bal q.e Q e n lo llliaalo es cier&o para 

Q".dedo-1e 

K(O) > .,ax { m(Q') m(Q) } > 1 
- m(Q) • n>(Q') -

Drefinlclóa..- u. kt..eo~ 4> q.e p~ oric-.::ió• •• dom.iaio n es u~ 

cuaaiccmfo~ si a• dila.ció• .aax:imal K(O) ea fiait.a. Si K(O) :S: k < oo, e~ o rerá 

llam-SO k-cuoai.Clln/onne. 

g 



Dm..._traclón ... (1) '\"111 qtle parn c.t111 Q. sa dil~ a.&:Á dml111 por el cocieat:e ~. 

oht11:ri.·"9llo q.e tn(Q'-) = m(Q')-1 obt.euclllOIK q.e Ja dil.i.t.:iú• de Q'• bajo el .. ~ im'-'er"HU 

t"CKalta ...er: 

(2) Se"' o = o.::> o v YI qae .,,. es k 1-cun.siooaf0ra1e y i..· e. k 2 -catwiicoat0ra.e. Ton11Uido un 

ca.-lril!U:.ero QeaO (el doelainiode ~) eatoac:es v lu au•praea el c11adriláitero Q'. atti ~ :$ l..·2· 

A.._a o.::> ••apeaQ' c.·a Q''. de111qaíqae ~ 5 k 1 • PUr lotallto ~ · ~ S 41k:s.es dccU-. 

~ S k1k:s. coa1D era dcc.-».( .. 

~mplo.- Se,._ c."J(Z) = 2.z +E y 1,.1(.z) = 3.:::: .... ~. cnto.-.cs l..' o c,:.(.z} = 8.: + TZ. Scaa bJ 

ca.-lriláiteroH Q1(u.1. 1 + i. i) oun ftf"CDH parale~ a loei ejes. Q:s = v(Q1) y Q:s =V o ó(Q1) (ver ,..,..,. 

J+I ~1.-
1 '"' ' ' 12'1 

~módalotiMOa m(Q1) =l. m(Q:s) = 3 y rn(Q:s) = 15 de donde ladilat.m::ióa de Q1 bajo ó 

es3 0 la dili.taciúa de Q:s bajo ve,¡ 5 y la dilatación de Qa bajo voocs 150 es decir. el producto 

de las dos pri1DCrim dilatacioac-J,.ó. 

10 
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1.2.:I Una Nucwa Caract:erisación del Módulo de un Cuadrilátero. 

N-..&ro objd.ivo es dar uaa a.-wa car-=t.erizllcióa del mód11lo de - camlrilát.en> qae no 

dopellda ele loe.....,_... coaform. 

Sea Q ••ca.trilii&eroy oaa m~c:a9Óaico (CIOaf'orme) _.,recl ~ R(O,n._o+ib9 ib). 

Coa 1apos¡bleexcepcl6a del p-.at.o al iafiaitot.eae~ J,.(z) =1 Q'(z) Jª para toda:: en el iatcrior 

de Q. Ea co1U111Cae-=:ia.. pade1DDB ob&eaer el ~ de R atilizalldo la expl'WBióa 

jj fe>'(:)¡• dzdy = ab 

Q 

l:•a q.e m.(Q) = ¡ = ¡:~ 9elee5itaaams obt.e1ter -n rq>rae~a (ea forma de integral} 

de b2. E• G!lte aeaido, C1DasideJ'emos kas ~ldo::I verticales c;. = {u + 'iv : O < v < b} ea el 

ract.á._.m R y m pft!ia.lágie~ o-• CC:.J = c •. domde los p11Mo8 cxtft!..- de c .. (obt.e...._ al 

extender Cw. a la fro.r.era de Q) se e-=:9e•r- mli:tft! e.ta._, de k:llt doM a-.-.aoa del camlrilá&ero 

Q. <M.tr,..."W?.._ ~más q9C C._ n c.,.. = 0 siempre que u =¡!:. u' i.clll!ID ea la froatera p...&o q9e 

la c:oct.easióa del .. ~ coa.lora.e o a la froat.era de Q res•l&a :er u.a kll~81DD • 

• ;· ~ 
:-:;>L~~r. ., u:_,,·c·. 

"-----.-:7. (u+I•) ;·------u--------. 
z31 
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j 1 o'(z) 11 dz l= j 1 dw 1= b 
c. e:. 

doadew=u+ñ...•. 

NOllOt.ruR cotwider.-caaos ~a una clate C de a~ de Jorda11 abin"t.os t.al q.e Cw E C p•a 

toda u c::o• o < u < a. e debe c•-mplir 

l. Toda C E C zm eacaeSra e• el imtcrior de Q y t.~9C - paato ext.r'e:IDO imbre cmla o.-.-.::o 

deQ. 

3. C ~ de SaJe lo Kdcie-.emieat.e regalares pnra q'tlC ~ p•cdAD ~ toda& las 

mc.cwr~ ..... a11t-:.e.e:.cs. 

j 1 o'(:) 11 dz 1?:: b 
e 

Ut.ilizaalo kJs cálc9loa a.tieriores obte~mos la repl'eflea-=ióa dmeada del IDlád.JD de •• 

e~ Q ea la forma 

JI 1 <P' 1ª dzd11 

m(Q) = --Q~-----7 
( u.r J 1<:>'11dz1) 

CE<' e 
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... ~--=ió• da depeade dml ~ mafor111m q,, por cal.a r.m.• ·q ··ww tomar -" 

ci.. _.. amplia de ta.cm- P ~--a&tv.m qW! cmll&e._a • la dmiv..ta 1 ti>' 1 y q9e m::aa lo 

......... ~ ~iaws-r•q911 llll'lsi8aie.US ~~ic>wp-1- ~ ~-

llllre-- -· aaeva car-=te~ióa del a.ódalo de •• caalrilá&en> q-.: mo depemd.a ea su 

ddlaici6• de .. apc!OH ao.i.:w-. Eltt.a apnaxi.m.acióa se obticae a pm"t.ir ele ~rar -n 

... IDmsit .. miai.mia proalml..io" de .aa familia de carYlti, ..... loagit...a aa-á u-..a. lo._¡t-1 

exe~ma ele la falllilia de c9FV116, la caal a1 ia'-"Mia-.e bajo mapeos com.lorass y ca--iavarialltc 

bajo .. ,._.. c...n,afur--

Sea r -• f...Uia ele carv- ea el p)a.o dP.tc para t:ma 'l' E r me t.Rme q9e 'l' ea ... aaión 

flal&. de 8l'a)9, abiertos, m"CI08 cerr_._ ó carv .. cerrm- y todo~ cerr_.. IR!rá rec&ilicmR. 

J. p ?!: O y aa-uble; 

2. A(p) = ff p9dzdy # O,oc. 
e 

.... &al p clalla1moe .. faacló• 

{ 
f pi dz 1 

L.,,(p) = "" 
00 

ai pes mMible aolre 'l' 

en otro caso 

L(p) = iaf" L.,,(p) .,,er 

13 



y, s..i-, .. longit ... """'"'..,. A(f") de .. f..nia de"""""' r DDIDD 

A(I") = - L(p)• 
,,. A(p) 

~.- Como - CaBD particalar lollle- r como el c::oej..-0 de &odas ilDe ~e• •• 
ree&á.-k> ~ R q9e a.ea a loe a.-~ ele R. Asi. para caalq•icr p 

y 

. 
j p(z + iy)dy 2 L(p) 
o 

j f pdzdy 2 aL(p) 

" 

a'L(p)8 S ab JJ ¡i'dzdy S abA(p) 
R 

La primera cleaipald.ml me obtiE-.e aplic.amlo la ..._.ald.-I clD Scllw~ y la .ep-a. da

aic9aktad m: ob&ieac ~Mra_., q.e e!llt.amae i ....... amdo a6ID ~ R y llD aabm c.ixlo C. 

p-

L(p)• < ~ 
A(p) - o 

{ 

1 eaR 

0 '-•deR 



L(p) = b 

A(p) = ab 

m(R) = .>.(r¡- 1 .6 

O., do.te kmoe ob&eaido q.e el mádalo de - rect-..lo (ea realidml el m6d.Jo de c•alqw.ier 

caadrilátero., ver Leido) se p.-le defiair ea térmi--. de la lollgit.ad ext;rema de ciert.a famülia de 

carvam laa caam C991Plca qae gag pa~ extreaJDH 11e eacwelltraa ea loa a-81'GJe del ~lo 

(cmadriJá&ero), ODIDD 

. A(p) 
m(Q) = 1'' L(p)•. 

N11eV&aM!at.e toma.do p = 1 ea Q y p = O hiera de Q., temelDCm q9e L.,(p) = L(-y) es 

la lomgl&-1 e~ de ,..., c:kt-'e -y pert.e...-z a la familia de c9r'Vml q.e t:icae sas p..S.OS 

ext.re-- ea km a.-...c:os de Q, y para 11-=er refien!:m::ia al C9m:lrilá&ero Q, dm9Dtare--. a A(p) 

como A(Q) (el área eaclidiaaa del ca.-lrilák:ro Q). Llama__,, a 

la distancia rntn:: los a-an:os de Q. La distancia entn:: los b-a.n:os ae dell9e ••álog...ate. 
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(••(Q))" < (Q) < A(Q) 
A(Q) - m - (aa(Q))2 • 

~ración.- La ...... ..._...._. es clara al obcrvar q9C 

A(Q) { A(p) . } 
(•a(Q)I• E L(p)• 'pea perwuaa"ble , 

la prilncra por el IDbl.mo ..-ivo ai te9Clll09 e• C9nlt.a q11e m(Q) = m<Q..) y Yn(Q•) S: (~('g,'Js .O 

~·-Sea Q(O,o,a + ib, ib) ao• araDB paralelcJtt a km ejes, ya qwc s•(Q) = n, s 0 (Q) = b 

y A(Ql = ab, al aplicar la........,..._...., R.e-1-o.emas 

Uaa eoaimc9eacia de la deaC •"'-' de ne-.1 ree1llta er el Lema de Momotoafa del Módalo: 

Lean.a 1.1.- Se-. Qru n = 1,2, ... , c.alril~ sin p•.t.os ~ea cmmú y coa 

caTalaras c:ullteair:I- ea la cerr..tmr,. de - caalrilá&ero Q. Si loa a-anme di! t.oda Q,. est:áa 

•• 



~ rn(Qu) $ m(Q) 

y E.,A(Q,.) = A(Ql·------------------. 

~rad6n.- Fbr la invaria.cia CQafonnc del ••Xhalo, podelPOR fAIPO~ qae Q es el 

rm:&.állgato .R(O,rn(Q),m(Q) + i. i). Entoac:ies .s..,(Qn) ~ 1 y. por le> t:.aato, por la deaigaaldad de 

fte'Wt!'l tcM:noe qwm m(Qn) $ t~f§:fra :5 A(Qn). así 

~ m(Q,.) $ ~A(Q,.) 

$ A(Q) 

m(Q). 

Si Q es •D W'C!llSáag•do, la primera deaigw.akl.S. ~lta ~r igal\klad. por la ob&e.l"Vaci6n y la 

__..por la lüpótesis E.,A(Q,.) = A(Q).O 

1.:11.1> Cont.i.nuidad del Módulo. 

I>efio.ldóo.- Sea { Q 0 } nGN ana sucesión de cntdriláten:J6 coa arcos a¡, b";, a~ y b;l. Oiecüuos 
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q9e la •-=eaió• Q ... conve"!fe al C'"Uadriláte1v Q drsde d interior si cu.mple 

l. Q;cQ...,.•-n;y 

2. Pm"• toda tE. >O e:xillle -· n.,, tal qmt paran ~ n .. todo p....t.o de a: .. y b: .. (i = 1,2) esta" 

-• dial.aacia e• I• métrica ...Mrica IDl!mor qae tE. de los lmlu& ~ll'tett ª' y O¡ de 

Q. 

Lema 1.2.- Si la ~•cesióll Q., de caadrilá&en:>::i coD\'"ef'MI! nl cu-trilák:n> Q ~el interior. 

ellto....,. 

.. ~ m(Qn) = m(Q). 

Jlill?n.-tración..- Obt.:n."eD.108 priatcro que el 1napco caaóaico f de Q :mbre el rectángulo 

R = R(O, m(Q), 171(Q) + i, i) es aaifonneme.te continuo ea Q ya que Q es oo .. pact.o. E::itO lS, 

para z., z:a E ~. &eae81DS 

donde <'"(Zt •za) e& )a dis&aacia esférica de ZJ a Zi'• flbr lo tallto, t.eMlmo& Q11e f(Qn) = Q'n 

CODYe'1fB• • R deslle el iaterior. Asf para todo tE. coa O< tE. < m.in {j,~} correapoade ••a 

n. tal q9C para toda n ~ n., t.odo l.&o de q,, ae encacntra ea una banda cerrada de amplitud 

tE., coa el 1-SO COl"ftl!IPOndicllte de .R ea Sii froatera. Asi 
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MCQl•I ~ 
-•a 1 1 

~-) 
z, ~ 

• 
• 

(m(QI - 2•1' m(Q) 
tn(Q) $ m(cT,,) $ l 1 - 2<).-

ColPO el m.~ caaóaico e. conforn11C. tencaiCJS ,.l!!!, m(Qu.) = Yn(Q), y e) Lem.a q9Ellla asi 

de---<> 
Ut.iliza9do el 'leore .. a del ~tapoo de Riema.aa. t.emetnot¡ qac cXÜlte t.p m.apcando caalqa.ier 

clUdrilá&ero Q coafGl"IQICrucate HDhrc ..._ c11-1ril'it.cro comsiaiendo del diaco snkuio A y ID& 

v4&tic:es ai. .q, .a::s y z.,.. Aproxime-.. ei&e áltbno C9-1ril6&ero coa loa e•~ definidott 

por loa~ 1 z 1< l - ! y las vért.iaes (1 - !i_).s.,, i E {1,2,3,-1}. Va q9e la iavensa de c.p es 

-~me.a.e co-m.- ea 1 z \:S: l. las prei•s•acs Qn = cp- 1 (Q',..,) coaverpa a Q deade el 

iatmior. La flollk:ra de toda Qn es Q.llft C1U'Va aaalit.ica; t.alcs caadrilát.erolfl será.a demomiamki& 

aaaliticoa, .. dbcir, el sigaiente Lema OC1U"l'e: 

Lema 1.S.- "lbdo camlrilátero Q es el lúnite de -• 511CleSión de ca.trili&eroe aaalit.ioos 

C•Yaa cerr-111rm& eat.áa colltellidas en Q y coavcrgieado a Q dDJde el imterior. 
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1 

Le...._ 1.4..- Sea ..,., a.n hotueomorfi::&aao que es k-ca~ico•forimc ea el iaterior de •• c•adrilát:.cro 

Q y a.pomgaa10S qac i.p mapea Q e• Q'. eart.oar.es m(Q') '$ k?n(Q). 

lll:!D1119traclón.- Tomaado la S9DCMióB de caN!rilá&cft.lff el.ta e• el 1..emR 1-, te11emos. •~i

laa.doel Lema 13q11e lim1n(Q") = nr(Ql yq-.: limm:(ctP(Qn)) = m(<¡'). Yaq9C la~ald.Ml 

m(cp(Qn.)) !f A:m(Qn.) s9CDllle para toda u. la dilatacióa de Q es a .k> •&As k y t.emelDDH ,_¡el 

"5.~~adD-0 

Ua resakalo iaaport.amt.e qac ~ ~IDlllri es el siggiell&e TOlllN:ma q-.e. etR8Ciabne~. 

DOtl permite relDOVer an IU'CID ft9Ñft.ic:D de •n dominio e de manera q9C la dila&ació• max.únal 

no cambia. 

~ 1.5.- Sea "' - homeolPOrflsaao de •• dom.iaio e y e - al'ClO -nlftico Ol.!n-ado 

qae ae emc9e&ra ea G coa la pomñle e:xczpció• de s.as p...._ e>etft!---. e~ &cae.._ qme 

K(G) = K(G - C). 

~ración.- Va q-.e el coajaat.o de todos los. ca.triláteros C9Y• cerral.11.ra e&á coa

teaida ea G culltie.e al ooaj--.0 de todc:. los caadrilá&en:JS caya cen.t..-a está aolllleaicla en 

G - C, ..,_,._ q-, ci..---. K(G) 2: K(G - C). s ..... - q.., K(G - C) = k < oc; 

..s. dalo - c...trilá&ero Q. Q e c. C9}"D 1W1peO caa>aico tieae -· exteasióa c:maforme a•• 

domiaio CDMeaieado a Q. b...ita probar q11e la dilatm:ióa de Q bajo ..pes a lo llUÍiH A:. Utiliza9do 
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kJ8 DlHpft>8CAaóaicml. pode•toti sapomcr qae Q cscl roct.ángulo R(O.m,1n+i, i) y qac t1a inanj.,.rcn 

.y(Q) C8 e' ~lo R'(O, 111', m' + i~ i). Sean C 1 , ••• ~Cn ~ analít.icos cerr~ disjaat:.o.8 cn 
- n 
R; así. t.eaclUlllJti, qac la dila&.m:ión •1axima' de .y cu R- ,';d. C, CK n lo auti k. Tcncnios que nu.>:d:.rar 

qae m' S knJ.. 

Si •• C,¡ ao es •• ~llto k»ri2old.a,. ptudc ~r dividido cn - •6alcro ft.ait.o de arcoH qac 

iateraoct.aa a caalq9ier nieta laori2Dat.al a lo máti ana vez. Así. div~ R ....tia.ate roct.as 

horizomt.ales ea 1"1Dit:&á-kJH R,.(iy,._ 1 .nJ. + iy,._ 1 .m + iy,..iy,.) dollde h = 1, ... ,p y Yo= O< 

y 1 < ... < Yp = 1 ele mamera qae ¡as sigaieat.cs coadicioaes ~ camplaa: 

1. Para caaiefqaiera h y j. el co•jaato R" ne, es aaa aaióa finita de al'CDH uniendo lot1 lairios 

k»rizo•1•kw de R,.. 

-· 
=,-.r¡, .&>.<~:r-•1>-• - ~¡)<~_, -- -------- t§ 

• 

_ .. , 
98 rif 

-· 
.Rta; (ver fig.). ca~ 1.toa horizo..t.ales seráll t..o...tos como a-arcos. Dcnot.aado lm¡ imágeacs 

de k>s e11.trilá&e,... R,. y R,.j n.ediaat.e R'h y R'ru t.eaemos qae i:ii s hj es la cl.isblacia ent.rc k>S 

ó-an::c.t. de R'll.i., e~ :e sig9e de la condición (2) de arriba qae 

Es,.,> 1n' - e:. , 
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(1.1) 

Fbr el l.M:a.a 1.4. m(,Rh.;) $ A:Tn(R"') yaqm: ~•p•m&ode '°8.-coa Ch ..... C" ~e-=:11eat.ra 

en el interior de R.,..;. Asi. par la __..,.;. mt -6d•lo teme...., 

~< A(ff,.) 
kna (ni' - .:):11 

1 rn' 
&.-,u< (m'-11"):11 

1.3 TcorcQUUI de Con..,...rgcncia para Mapc.., Cuasiconformcs. 
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1 .. S.1 CriterM:. de Normalidad para. Familias de Ma.pooa Cuaaioonform.cs .. 

Dlefinldáa .. - U-fa..Wa•de tllapo.Jti es normal rn un donUnio G si t.oda smcesióa {f .. } de 

-~f.,. e• coM.ieae •-~. qac ooavcrae -ilo.-..eatellte m>bre todo 1:1abconja•to ""-·ª· 
El aigmem&e --.e ... .._ ....-orcio9a aaa ~rie de c:rit.eriDa ¡NVa ~ si •na flalllilia de 

m..--ca~-. es .,....i ca aa doa1illio C. No darc--. sa dc~racióa., aia elllhaJ'GO 
é&ap __ .,__. __ Loli&o (p.p. 611-73). 

~ 1-•-- Uaa faalilia • de _...,..... k-c•---.alonneH aobre - cloaaiaio G es nora1al 

!ti exil&e •• ••~ d > O t.al qm: aaa de 1,.. sigtlie~ co-1icioaes ee ~~a: 

2 .. Tado _....,. t.p e • omi&e •• v.._. o y ea dos paakJ& t.o ... vlllorea t.8'eB q9C! 1-distaaciRb 

cr( 'f'(a,¡, ). o). i = 1. 2., .. m~"Ol'ea q91e d. 

3. TOiio ....-m t.p E • Solna valores ea tres p...S.OS .&:1 ., a.. *3 E G t.~ q.e 1- diH&aacins 

17(.p{.z.¡).,llPC:z;))., i.,j = 1.2,3 .. i #: j., S>B IDB)'Ol"Cti q11e d .. 

..,.,....._ __ Se. <pft(.z) = 2z + (t - ~)-,;.Clara-- la f...ulia {<pn}"" ..,nnaJ-...., 

caa1q.-. clDmiailll ~. ea partic91ar ~ el domiaio {:e + iy : O < x < 1 .. O < 11 < 1} at.i

u.e....lo ~•de l-.colllliciii:>_.. ~~ 
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ElsWaie ... ..,._.--~--c~ióm ele lw r.-=--- liaüte de w smicesióa 
.... _..._ __ • m•t--G . 

..-.rema 1.T.- Si tp.. cm -• ~ e -..-- ~-to.-- clml dDm.iaio G y .Yu 

CID~ e• e~ do ..... .iera e• G a - r..cm. Haü&e !p .. e~ tp es-• fa-=ii69. comia•a 

.. aomltam&e, 6 ..- - ~de G ~ ............ ó es-• ,_mcióa coaa&amle • 

.ore......raclón..-Sl!acpq ms~--....-~~Gqm!t.ie-SC a -a 
r..cióa lúuit.e ..p ea - 59baoajml&o -~ E dr: C. Em&o9EBS pxkmot1o cü&iapir Di sigaiellt.es 

~~: 

A) La ftmci6a limile 'P..._. al~ &ftln va"--' ca E. Ell&oacma exia&ea ues pa~ 

dill&ialiaH ah a:¡, a.s E E.,...."-~ 'P{o,l,,. tp{oa) y \P(as) -- valone dill&i-.. ._.,a dot¡,. 

Así t:od-. •-~ O"(~(°').cp,.(a;)), i =F j .. ..a ... JURm qm:: -• cm&a poai&iva fija (el 

at.inimo de 1-. d-...C~); por el cri&wiD (!I) ele~ la f....W. {t.p,a.} ...... am- .-mlll 

e• G .. e-. decir, m•~ aaifo;ww: ...... ca lallP ~D.ll&o ......,.._,ele C y .. ra.ció• limite 

tp ca.. e• co..-:91!~ CX»9tia .. ea C. 

B)Eapoaibleq_la_ióol_.., ___ ·---IP(o,)=c1 y..,(oa) =.-. 

ea E. Ema__. por k.-criler--.clm __._..._.,la famin. (vr.} ee -• r...n;. ........ ea G cma 

ex.cmpcióade a.odelcm.,.....a1 ~ ª•· Aá~--~ea Gy-~~~llte 
ea todo mabaoajamto ~ ele G - (-.} .. La fa9Cióa liai&e --. ea co-=-macia, ao•iaaa 

ea G exazpt.o ea aa. Ya q.e m>'k> -- .._ vlllorea ca E~ IR ...._, qm::. ea G, t,p{a) = c1 p•a 

.z: ':#= 011 y cp(a3) = q~ .-0 C!l!l. la fa-=i6a timúle .._. amo ele 195 doK valiDn!i8 ea milo - pallto de 

G. 

C) Ea esk ~ t,p{%) = e.....- toda ~ E E .. Sia ~. la .-:maióa ao ~-.eatc 

CIOave2'1!F ea G.<) 

l!¡JempJo.- Los.._ (2n - 1~...__ ..,..(z) = z + (1 - ~ )% C09vel'RI'• aaill>nlM>-



111e•tc al BUlpOD i.p(z) = z + Z el c•al no CH a.a lito-..01DDrfismo. 

Ejemplo.- t.:.a -~ :J...c•asiconfor1De& tpn(z) = 2z + (1 - !;)z co•,,..,rp• •aibmemeate 

al mapeo :S.-C..-icoafcarme cp(z) = 2.s + =· 

~ ..... 1.8.- Si loa m~ k-cu-moaf'ormcs \Pn. del dominio G co~ •aibme.Jieat.e 

a - ~rftsm:IO i.,pdc G ca todo K•bcoaj..t.o oompac:tode G, em&olM:lea i.pea k-ewiaaiDo•b'mc. 

~r.-dón..- Sea Q, Q C G. •• c•adrilát.ero; por el Lema 1.3. Q ea el liaúte de 11.Da 

swmsió• Q.,.. de c.alril.a!it.erott. aaalfticoll coavergieado a Q deade el ialterior. Para .ag..,. io 
&eme-- q11e p_.a t.od. .J 2:: .Jo, \P,(Q .. ) l!lll&á aollteaida e• ..p(Q), y ob&emm.._ 'Pn.(Q .. ) e ip(Q) 

aeleacio..-lo •- -'-9CalÍÓ• ~mla.. Va q11e km mapmm IPn. oo•~• -~me-.e ea 

Q al .. ...,,._, t.p, y Ólle ee •aiforme~m&e com&ia-=», loe caadrilMen:m 'Pn.(Q,,.) ~· a 4P(Q) 

<kalecl--... Aai.te---q-J~m(\P.,(Q.,)) = m(\P(Q)) y .. ~m(Q.,) = m(Q). Yaq.., 

n1(..pn.(Q0 )) S km(Qn.) !t9Cll!de para toda n, traemms q-.e 

m(T'(Q)) s; km(Q).O 

L... fu.aciomes Umite obtcaidas ea el camo (A) de 1 toorcma 1. 7 m>a ea realidad. faacioacs 

k~-'ooafOrJUrzl; e!ll&e l'eslllt.ado está dado por el sigllie•te teorema: 

~ma 1.9.- La r...cióa liaütc i.p de ._ s--'6• 'Pn. de .. ...,.._ k-c:masiaoalormma ca G 

ea ••• coastaat.e. - mapeo de e m:Jbrc d.:. paat.oa, ó - .. ..,.., k-e.a.ico......,. 

De...-tr81dcha.- El llaico ~a coaaiderN" ~ clwalnnl&e, el~ (A) del ~ J.7. 

Asf, aabelDOIS qme la s-=msióa i.,p.,., co•vet"p -il'ormememte e• todo 119.ba:>aj•mto ao..,.:to de G. 

AdemáB, c:a smicielll:.e ...-.rar qae i.p es iaya:t.iva 9Dbre C; ya q11e0 de est..a maaa-a, Y' ftll9ka ~ 

- a.o~ y, ¡.:>r el Teorema J.8, 'P es k-c:aasicoaf'orme. 
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9 r ·- q9e V' _, es i.aya:&iva ea C, cm decir, exizl&ea a, b E C diM&...._ tal.. qae 

"'(o)=<;>(b).~------------: 

~iPa 1.-Toda~ ele ca cmm&9- paataa a:#:- a para .._ c•allfi c,p(z) = iy(a). 

L>re,.,..,...ci4fn de la efi~ l: Sea e: >O tal q9C a(a,b) > e: y seaa el circ:91o c. = 

{.:: a(z,a) =e:} j--.0 eoa - m&erior cmm&clÜlll:le e• G. La C9r'Va t.pn(C.) tcpara !Yn(a) y .Pn(b) 

para tad• n. El--· o(.,..(a),.,.,.(o)) ...btt c.,.. ig9al a o(.,(b),.,,(o)) =O. ~ k> ~. 

exia&e a:#:- a ea la '->la de r.tio e: y ar:lltro ea a u.! q-.i i,p(=) = t.p(a.). Así, KIDDS demost.t--SO la 

aflraam:ióa 1. 

Aftr~a 2..- Todo .,..a.o .ao e G ~ aa,. "-..:iMad U(zo) e G ea la caal -.p ~ ó ia)-edivn. 

ó -· CIDlllllltall&e. 

l>rt"7'MUtn:aci.m. de la o/irmaci•n JI: E~-• "WEiad.S ll(.-,) = {.z: O'(z • .ao) < r} e G 

•al q.., 0(.,..(.0),.,..,(..,)) < i _. tada n y ., E U(..,) (..,aia>aiaaid,.¡ de {.,,n}l· Si ll(zo) 

DD ~la~.._._.... pude- e..,__. ekwlr &re. pa..._ .z:h .za:. ar:t E U(.ao) tales 

qac c,p(.a1) ::¡/:. ~ .. , = ~->- Uaimoa ......... y .. --U.a.te •• m'OD de Jonia• e, y Z3 CIDD 

la froat.era de U{ao) ...Uam&e - 9'CU Cs ~ q9e C1 n Ca = e y ~ eae91e11t:ran dellt:ro de 

U(zo) coa ~a de - pe91io exa:..mo de Cs. Asf B = ll(~) - (C1 u Ca) es - anilk> 

y el domiaio ip,.(B) ~~-ea el dimD o-(w,.pn(ao)) < ~ y separa ..Pn.(.z1) y 1Pn(.z2) de 

c,p"(.23) y el c:ú'c9lo a(w,cpn,(.-)) = ~- C..-kt n - !XI. w._ ... funcr(c,pn.(za),tpn.(%3)) = o. 
lilno(c,pn.(z1),'Pn.(-*1)) > Oy km~ck1-cmmpome:a&eafro~radcc,pn.(B) m:».-. me.:>ns 

q11e c.r(c,p ... (.:1),~(.q)) pm-a &ucla n; dm m¡ai t.e~-- q_, tim1n(.,,...(B)) = O. Pbr otra pm'te 

.,.(.,..(B)) 2: ~ .--la~-- de .,..; de -.. collltrmliccióa ---- la 

aftr..-:i6a 2. As(. lle... oblcaido •- • ..,,,. comtrmdicci6a de '*' ml.rm.acioaiea 1 y 2.0 



• 

DriefiDlclóo.- Sea .p -• ta.ci6• a:>mtimi- a&rict.amem&e crecie.-.., ~ eobre •• imervalo 

I del eje real; 'í' ea k-cua.AsinJ¿tnca. en I si y .;lo si exW.e ••• coaataa&e poai&iva k t.al q9e 

! < !P(.r + t) - .p(.r) < k 
k - <;>(.r) - .,.(.r - t) -

para z, z - t., z + t e I y t >O. ¡pes llalll.da tua.risini.étrica en I si r.p es k-c:a.u.si.Dlll&bica ea I __ ......,,._ 

~-- La faac:ióa f(z) = a..r + b c::uwi o, b E a, o > O, es 1-c:aaaislmiMrica ~ el eje 

real P9e8 

l < o(.r + t) + &- (o.r + &) = !!! = l < 1.6 
- o.r + & - (o(.r - t) + &) ot -

Lmna 1.10.- Ua mapeo V' k-cu.maicoa.forme dm - dominio G es 1lllil:>ra1em:te-.e HOider 

comtia_, CID9 expomeMe ! ea t.odo sabco.Y--.o comp-=to de G. 

No ~--- la delD>Sltrm=ióa de este laeclao -i¡ai SÜI embargo ésta p1Nde er enco.Uala ea 

....,...,, (p.p. 7G-7l). 
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~ 1.11.-S..y,»-.....aDaq--com&ia•a. ..tricC.alDellt.eeft!Ciea&e y p-.ca~rica 

ea el eje J"e.i~ e~ exill&e - ......-. c..Aooaforme d> del aem:üpia.o smperior tmbt<e si mblaao 

t:11P• valn~ ea la h-..• q.{z) = ~z) y -• dil-..:ióm 8UIXÍ9lal 10eaior q9? ••• cxKa qae 

dq>e8'kdep. 

f/J= u+itt= ~(n +Jl + 4cn - ~ = ~(1 + i)(n - ia) 

1 

n(z,11)= j 'P(.r+t11)d<. 
o 

1 

3(.r,111 = J ... cz - tll)dt 
o 

(1.21 

~ ddJa.ida y es a>Mia- ea el plamo &o&al ftai&o = = x + i¡¡. Ya q.e ..p e11 eat.rictamcllte 

crecielllie~ o e8VW t.c.k> el aemipl.-o Sllpft'ior y > O ea el reaúplauo tillll)erior v > O. Ea el eje 

..,,.1 o(r) = .,,Cz), y ea km - ooaj,,._._te_ <P(.il = .P<=>· 

Tcacmoe q.e probar q- tP as - mMlpCX> caasiaoaforme del plamo ftait:.o. Ellltoaces el dominio 

W-.ea eoasiairá del pla9> t.a&al tlaito y tle' ::iifl9e de lo a..a.erior q9e '1> mapea el m:nüplaDO 

:i.-perior !IDhN sf IDÍllmD y t:.ie- "- v.loftu froatera cp(.r). 

Nmmt.rcm ~--- primero q.e o .. •• ~rfismM> del pi..o ftaito. Es saficieatc 

probar q.e 4> -- loclo v8IDr ea mo •• qem - paato (iaya::t;ivid.-1). 

Seaa •1 = z1 +•111 .. -*'2 = Z• +S.,. dDa p--.U. ~q11e Q(•1) = f/J(z,). Se sigme de lo aaterior 

q.c z 1 y ,zroa ..: e-=-ear- - el .mm.o ~u,., llDl:J&-'o por y = O. Ya q.e 4'(.Z:) = ~(=) 
pxkmoa swpomer q11e 111 y 119 1ma poaiti~. 

Fa::nbimas (1.2) ea la forma 
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.... 
n(.r,y) =; ! .,.({)&;. l ¡' 3(z,y) =Y .,.({)dJ; ·-· 

(1.3) 

Vemo8q.e "-v•loresmadil>Sde o,paoa ig-.alesmDIJre loei.acrvalDe (z1 ,z1 +y1 ) y (za,:ra+Ya) 

múnomoea (z1-111,z1) y (:ra-n,za). Yaq.e ¡,,peHC!l&rict,aa.,Mecreciem&e, ~• ._ i-.ervalotl 

a-=-=:iDa_._ prúnetu c:lmbe C'Jtar ~ido ea el .-ro. y lo IDÜlmO sai~ para ka o&rcm dos. Si. 

por ejemaplo, za ~ z1 1m ~ q- za+ Y:1 ~ .r, + Yh Y .r:a - Ya :S. z1 - Y•· Ea&o implica q11e 

Z¡ = ~t de do.Je (/1 ello aa .,...,IUDl"ftsato. 

Fia,.._~ ....a.r-..os q11e <ti es caaiisiiooaforme ea el aellÜp.._, a-.perior. Utili7.arelll0tf. el 

~ dr q91e - ~--.lllOl"fts9ID i.p eil c•asicoaf'onne ,.¡ el cuciem&e D = H::l~l::B o&á ~ 
ea ~dow:üaio (lektop.p 17-18). De (1..3) sesigaeq11e a y .:J9'Jla eollt.Íll•a1DC11tediferenciables 

y t.ie~• daiv-'-8 pan:iales 

o.,(.r,y) 

,J.,(z,11) 

~(.r,11) 

;c ... cz + ul - <P(z)J, 

;c ... cz +y) - o(r,y)), 

!(.,,(z) - <P(X -11)), 
y ;c ... cz -11> - ~(.r,11)), 

(1.4) 

El Jm:iobU..O J = <mati.¡J•) de cP es, ea co~a, posit.ivo. Asi, todas la& paataa dml 

911BMip1-> a.perior m>a ,...Ja.res para o. 



D $ <I <1>. I" + 1 "'• I"> 
CI <1>. 1• - 1 <!>o 1"> 
o:+a;+t1!+~ 

... ¡J.- ... ~ 

n.J3a ~ + ~ + !! + ~ 
-<>w•.io. -¡t+~ 

.p(z + 11/2) - "'(z) $ p(.,,(z + 11) - .p(z + 11/2)) 

.p(.r +y) - .p(x) $ (1+p)(.p(z+11) - .p(z + 11/2)) 

1 ¡' > n,,(z,11) = - C...Cz + 11) - .p(x + fJl))dt 
11 o 

1 ( _, 1 > n.(z,11) ;,, 2ji .,,(x + 11) - ..,..x + ;;¡11)) _ 2 ( 1 + p) 

1 1 A,(z,11) 
/J.(z,11) > -¡J,,(z,11) ;,, 2ji(...Cz - ;;¡11) - .p(z -11));,, 2 (1 + p) 

y - ....... de la,....,._._ ... de "'q-

~ ~ º• ~ p/3s p 

Coaaider.-1-_.im_ (1.5-1.7) --de (1.4) qae 
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(1.7) 



D(z) :S8p(I +p)" (1.8) 

Para oompleear la •lllDH&ració•. co•claialos de Ja Pn:lfJiedllll de siaJecria c;b(Z) = ¿(z) que 

( 1.8) Nac:mde ea el seaa.iplaao in(erior también. Por el Tm>rema de Ren~~ilid..t de - Hl"CO 

aaalít.ico (T~aaa J.J5) o ca. ea commcac-=:ia. •• •1apet> caasia:>al0ra1e del plano tot:al con 

an11 dila&ación ma>cúual 1UC.:>r ó i,g1111l q11r Sp(J + p)2.(> 

rJempJo .... Sea cp(.:c) = n.r + b .. a > O rnt.onees !iWtúeJldo la llO&aci691 del teurc .. a aa&erior 

..,...,_... 

n(.r,y) 
1 ,,.. • f 1 .. ,.r +•y1 ... bjdt = ,...., +b)•+ T· 

¡, o 

a..r +b+ ~U· 

y 

,.3(z,y) 1 t21' j (n(.r - ty) + b) dt = (n.r + b)t - ª~ 
o .o 

a.r + b- ~Y· 

parlo-

(O)(z) =u+ iv = ~(2a..r + 2b) +jau= ar+ b +~ay 

.,.(.r) = <>(.r) 

31 

¡ 
¡ 

J 
z ¡ 

f 
{ 

! 
¡ 

t 



4'(~) = CIZ' + 1.11 + 4n{-y) =(IX'+ b - ~OS/= q,{:z). 

o(:z) iz+;.r+b 

~z+ ¡c=+=l +b 

3;.:+¡z+b 
el ceal cs C11-.iaoatioralc .D. 

Sea?' eaa fa-.cióm k~rica zdire el eje ...,al. Pbr el TCIDl'lelUa 1.11 ~ - .. llp!D> 

ce.Acoafo.-..e o del .e .. ipllmo ~rior :tObre si IUiKmo C09 km valon:t& e• la '"-&era iy(.r). El 

m,.._, p•odc .er exte..tido al pi~ t.a&al por retlexióa. y _, ~ dml .r..-.a 1.10 q.e o. y e• 

oo~.cm:ia ..¡;., ~• ~~ Hiildl!r cuM.ia•a1 CI09 ~ •la~ cwdérica.. 

En todo sebeoaj•ll&ocutnpmct.o del plam> tlaito la r.IUÓ9 de bm ~e-=.lidiaaa y edérica 

es IM:ll>tala. Va q9C r,p{::x:i) = oc,. ..p debe H.111._,.aer la cu..tició. 

1 Y<.rl - .,,(11> I< e, l .r -11 1•• (1.9) 

ea t'AJllk> m&ervalo ~ I do.te q¡ .. O< q1 ~ 1 cll!peade m6lo de k _.__._ q9e la~ 

finit.a tambiéa depe.dm de I y de la faecióa tp. 

Para.,,..;.._ 1.,,(.r)1-• - ar-de 1z1 -- la - de"' es ......,w;. 
ct1asisimét.rica y. e• cu~. HDklm- cmmtim.ea coa ~ a la aa6trica ~. Va q.e 

l• ~ia esférica eatre z e oo ee del ........, --*• qee t!J .....- :r .-...se. CIOrftlllP091ie pm-a 

toda r > O - Ca ftai&o t.al Cl9e 
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1 <-E!_ 
171 i <P(Z) , .. 

!l.~ para 1 :r \> r, doade O< qa :S l. E.ti. facil ver q-.e «n t.aml>iéa depe-'e IÉlo ~ k. 

(1.10) 

Si finalmc.ie t.omamoa dos -~ reales .r, y t..:les q.e y pert.e'llOC!e a - Ült:erva1o acot.hdo 

l y.res arb\t.rario. e~ s: sigue de (1..9) y (1.10) qwc 

1 .p{z) - <P(y) I< C(i r - y \"' + 1 z - Y ¡.'a) (1.11) 

do- C "°"""-de / y 'P· 

Sea .,p -• C.-.cióa k-c:9.-isilni!&rica e• el eje real. Psa kJdo ellten> positivo n. iarud•cÍlll08 

la i9t.egral 

--
Se sw-e de la de&igaald-1 (1.11) q11e ~-t.R integr~l converge ..wormemcme ea todo sab

ao.YtUll&o eo._,ac&o del plaao ftllit.o y de6.11e -· f-..ci6a ... atít.ica. Cl'n de la vsiable complmja 



~ -
e:-., .. j \P(u)e-n<•-(t+zU:'du - en, j cp(u)te-<•-•>2 du 

~ -Cnl V'(.r+t+r)r-PU-
2
dr-c. .. 1 ~z+r)e-nr2dr 

c.,,¡ (~(.r + t + r) - ¡,p(.r +r))r-nr3dr 

C"n j (cp(.r + f + r) - cp(.r + r))r-nr
2 
dr S: rn j k(cp(z + r) - cp(x - t + r))e-rar2dr 

la ob"a desW.aklml es aaáloga. 

""·•1 {<p(.r + r) - 'P(z - t + r)).,-nr2m

k(.,.n(z) - -(z - f)) 

2n<".n j cp(r)(r - .r)e-.C:r-)
31 
dr 

2ne...(l <p(r)(r - .r)e-n(•-•lªdr - 7 op(z)(r - z)e-•-•lªdr) 

2nc., J c ... (r) - <P(z))(r - z)e-n<•-l"dr 

La áltima expresión de m¡ai es ¡.oaitiva ya q91! V'(z) es creciemte-



• C•amido n - oc, ~u(.r) converwe: -.Eformeaaeate ai .,::i(.r) m>bre t.ock> aefPDCa&o -=ot..X. del 

eje real. 

Si .x 9C encae•~rai ea - iat.ervalo -=o&.SO I, e.to..,.. por (J.JJ) 

1 .,,,.(.r) - ..,¡ ... ¡ 1 =c.. 12 c ... c.r + r) - ..,(.r))r __ .dr/ 

:::;: e_ njt /\P(.r + r) - ~(.r)le-n'"ªdr +2ie.tC 'J (r91 +r~)e_._adr 
-~· ~· La p~ra igaa.ld.J _, ob&ieme al obaervar qlM!' 

\Pn(x) - ..,(.r) I= 11 c.,..,(u)r-n(•-•>ªm. - \P(x)¡ 

/j cn\P(x+r)e~•dr-c.,..,(x) 7 .,-•drl 
~ ~ 

c.. l[c...cx +r) - ..,(.r))e~•m-/ 

Ya q11e i;p ea aaifonoea.Me c:o-••• e• codo ~.lo --.do. la primera ~al a la 

derecllatiemdm aaibme1t1elde a112n>c:a.-do n - oc. Ellto~ié• G11Yerdaleropar•I• ____.. 

~al como ve,._ de la....,_ ........ ..- válida-· q >O y n. > (IJ3 : 

7 e_.._a..,...._,.dr 

n-6 
~ 2n.r g 

:s; j - r e_,.a...,..1o19,.dr 
n-t 2 ... r -qnl 

n-1. (2n.f -2nl¡-•.,-' 

La ál&úaa W.aklml _, ob&ieme al •aaer el cambio de variabla u= -nr• + q .. r. 



~ de Un16a.- Sea .y -• fluleiómí ~ea el eje ........ Em.>9m!H km aem..i

plaw ll9pC!'l"iDr e ialerior p-.dea _. ~,.._ CIOllfu; ww...,. ...._, domüa-.. de ~ clm

j- ta ... q- m valD- ea la lío-• de fo y fo ,...,_. la..,...,_ .fo(:r) = .f•(op(:r)). 

nim..:-&r~.- Aplicamdo el proaem:> de ...,...c:iaaaE:ióa de a. ~ .-.aiur pode-- re

alizar la ~- ea do& ~- Primero. -.po..r-- q.e 41' ..-le _. imdie...._ a _,. 

ta.eióa aaaU&ir:a ea el pla-.. ftaik> q9! t.ieme a- prim'- ckm JlftJPÍllll ..... ~-=iD...._ ..... 
teriormeate. NOllDtroa coastnaimos ellk>mcl!B dos .,,..,._ co......._. f 1 y fa di: km aeaüpa.... 

~wperiore ialierior, rcspect.ivalDCat.e. q9esm&id'"'lt-la~ f1(z) = fa(v>(z)J .-e- i.Mer

,·alo arbitrario dalo I. Ea el aegaado pmm ••a fa9Cióa -=-aaiaiall!&rica ..tM&r.-;. _. ~.-IA 

--aia9le ra.cio_. -•Ut.icat del tipo aai&eriDr y el im&ervalD I &ilmde al eje ntal. 

Así, iea i.p aaalitica ea el pla90 t.u&AJ cua 198 .._ priwr- ........... ='= Pbde-- ._,9er. 

si.a pérdida de ar:mcralidml. q91! Y'(/) = J. De ~. si......,.._.~ el _...,., req-.erido 

ea el e-.> ip(/) =#:-l. silo w:e: it·-- escn"bir ~(.a)= ca.p(z) + b aJa a.> O y 6' ~--ele t.al 

torma q- ~(I) = /.Si .f1 y fa ,..i.sf....,a la "'t.ció• fo(:r) = fa(~:r)) .,-....,. fo(.r) = 12(.,;(.r)) 

do_., h(z) = .fa(oz + b). 

Para todo v = O. l., 2 •••• , ttea s,.., el sald>miaio del :c:müpl._, IAlpCl'iDr e.ya fn>mlera comKi:ttl.e 

de 1 y aa arao circalar qac iatenmcta a lea tlW' ~ ext.rea.m ea ...... CI }8'7r. Sea S...,,. la 

rdlexióa de S,.., ea 1. Dremle ...... v = n ea aleia.te los~ 5 1.., _.._ _..._._por 
i.p coalonnemm- dJft! - dDmiaio de ..Jorda9 e...-......._ ea el-~ ........... Si eso 

BO '-era as(. eximtirfaa ea tuda$¡-""., Ó cil:m p-.&imi za, .8'11 &alea Cfmt 'P(.s1) = ~q), Ó - p.-0 

~ doade la parle imasia•i• de ¡p mio ea pali&iva.. E.-.. P•.._ ~ ....... lfaúlal ea I. 

Ell&o llev• a -• comtrmlicci6a ya q~ V" a.pea T topnlfck=•==tt • y ya q9m ~(z) >O implica 

q~ &ocio p..t.o z E I tieae -• veciadal diam> c•Y• mi&ml ...,eriar 81 ~ -6amle "" 

coalanueme~ al aem.ipla8D st1perior. 



--/ S1.1·' 

I - - \ 

~~'-, ' / } 

' -- / ..... 

! -, 

Parl9 V= n defta.ia.:>s dos mapeos coa'1oraM!B f1.n· f2.u de S1.nr Sa.n l'ellpDCtiv..aeate. de la 

sigaiemtc: rora.a: 

ft.n(z) = "'(z) fa.n(z) = =· 

E~f1.n ~ 51.n ~ - ck>aüaio DD-.eaidoea el 1Rmipl~ -.perigr miellltr_q_ 

fa,n. mampea el s•bdomiaio 51., .. del ae111ipl.-o iaferiDr ~ 8' a.illmo. A.si km c:lomüaioa ••-

aoa domi.._ dlP Jonlaa coa ~- vacía; • ~de i. ~ de ft.n y /1.,. q9e la 

cu8dicióa de rn..&era f1,n(.r) = f:a.n(cp{.r)) ae .-w.ae ea T. 

Si lo amlcrior ~para n = O, ellk>morft 51,n aoiacide coa el ae111.ipla11D saperior. En eHt.c 

cmm eRpOCial, el par ~ t..-:ioaa1 /1,n., /1,n es -.f -• m>l.:i6n a D11e8&ro prOOle111a. El cmm 

gcmeral p...tc ~r nd9Cido a éste en la sigaiemte forma: 

<lome~ apmtirde aJgW.a valor dev, v ~ 1, .,,_.aelc:9.al ex:iskla dos 111apeoecoaformes 

f1.v : S 1 .,,,, - ~ .... ., fa.u : s...,, - 53..., sat.isfacieado q-.e 9-..,, y 8'.v m>a domiaios dm Jordaa 

disjaMos y los valores ea la frolakra satisf-=iea fi.v(:r) = f 1 ..,(tp(.r)) ea I. Si ~ podemcm 

colUl&r.lr .. ,._. corftlllPO.t..ielltes a s 1,..._ 1 y Sa"'-t repitie.SO el proc::ieao..,, veces lll!gaaxas al 

caao do.&! los domiaios coasiderados llDD km .::mipla1M>8 saperior e iaferior, ~ivamest.e. 
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• T- -...--exa.---ea •• ..._..., (~)(l).,w. De9'lltellXIH lamre8exio9CBde T¡,,,.. y C1.v en 

T -U.-.e Ta,,.. y Ca.v,. ~ivam.m&e. 

Ooaaidae--•k-.comj..a.:-D., = T 1..,.u/uTa..v y~= 7j.,,uJ'U7¡.,,,.dolKleX:.,, = /, .... (Ti.v) 

e I' dellD&a el S'CD ele~ f1...v(/) = fa.v(T). 

e 
Ell&o-=es O:, es•• dumiaiD simplemeate co~o caya frontera coaffiHte de loa araDN de Jordan 

f1.1~(C1,,..) = e¡,,.. .. fa.v(C...,) = C...., y 595 paat.oa ex&remos com.-.es. El arco de Jorda. I' •ne 

cst.oa p..aae ex1re-.. 

Sea f - m..-. cmab-me • D'., ~el di:tco •aitario (Teorema del Ml!pft> de Riemaan). 

Emtow a-co • · - ..,.. r1.v-1 = fofa.v y fa.v-1 = fofa.v aiape-T1.v y Taµ maformemell&e 

~ doarlaicm de JCllftba disj99&os y sa&isf--. la C1Dadici6a &omt.era f1.v-1(:r) = fa.v-1('1'(.r}) 

~T. Loe 8l'C:ml circ......._ C 1,,,.. y Ca.v _,. ~adoe *>hre arcos f(C.,,,..) y f(C'¡...,) ~iva

me.t.e. e9CD9tr~ ~ Ja cin:aafere-=i• del d.imm .ai&.-io- Asl. fl.v-• y fa.v-1 p-.lea f&'r 

co•ia .... atil.iz.amlr. ~ a m..-.s CIDafonnl!s de St.v-1 y Sa....-1• Loe doaiiaioa i.m·~ 

./1.v-1(51,,.._1) y fa,,..-1(S'a.v-i) m>D diajam&oa y 59 froatera CXJiaili.a c:oaaillle dm f(7') y sa re

flExióa ea el cfrc:9lo aait.lwio. Lms -~ f1,,.._1 y /a.v-1 poaeea -.i las prup*lales ~9el'Ídiw. 

y llelDCm elllio._ PftJbm1o el tmoreaaa para el c.-:a ea qae V' sea -· t..cióa -alftica con las 

di. primer- ¡nop......_ me-=io..._ arn"'ba. 
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90bre el eje real. Sabcuaori que podemos ~roximar ..p lllC<liant.e una s9CICHi6a de íuncionc--i 

analit.icad ..p,,. n = 1.2, •..• sat.isfac:ieado las propiedades awacionad:Wi. 

Pbr la prilbCra parte de la dealOHltrac:ión. existca para cadni 11 = l. 2, •.• daM mapeoa coafora¡es 

fn,I Y f.,..a q9C aaape- el t1em.ipla90 swperior R1 y el m!miplamo iaferiDr Ha mJlwe doaüaic

de Jorda• disj•llk>s G,.,., y G,...a, raipectivamie.t.e, y satiaf1K1ea f,.,,, (.r) = f" ... a(Y'(.r)) !IDbre el 

imt.crvalo In= {.r: -n $ .r :s;: n}. Usa.do an mapeo lineal i-iea11CJ& ~-- q9e f,.,.1(0) =O. 

f,.,.,(l) = 1 y fn..1(-1) = -1. ~1ost.ralll08 a_,ra qt1e f ..... y f .... a coaVCfl.ICD A a1apeos cunfor.a-cH 

c•aado n - -x:.. 

Va q11C todal& 1- f--=-ioma 4P'n :s>a ,,,.-c•asisi~riclW ~el eje real, e.xirtt.ea por el Teorema 

1.11 aatomapeoa k-c•-icm,ati:>r- Vn de B1 coa los valores ea la &o.e.era """(x) doade k es 

- a1i.luero q.e 111!pemle de 1e., por reftexióa. cada """ p-'c ...- e:xteadido a •• .. apeo k

c•atlicoatura.e del pl-.o .. Este t.ambiéa será deltD&-'o por -....,.. 

El miapeo l \ ~.,, n = 1, 2 •... , dr:ftaido por la fórmala 

IVn.(:) = { f,..,,(z) 1n· '*E 81 u In 
fr1.aCvn(z)) ai z E Ha U/,., 

(1.12) 

CH •• ~...nialno del dolllitaio H,, = e, u '"'u Ha. PDr el Toorema de Removibilidml de 

Loa ....,.._ H'n ...uia dmftaidoa ea todo domaiaio mmt..-lo G dadr: .._.. n. = no ea m:lelaate 

y aatisfm2a las c:ioadicio-. cle aormalizaci6a H' ... (O) =O, IVn(l) = 1 y Wn.(-1) = -1. Se sigae 

e loa criterios de llDl'aualid..t, qt1e la familia {\\'": n ~n.o} ea aaa famúlia -.onoal ea G. As.i, 

m::otallo. Pbr el TC1Dre111a 1.8, n ~ es k·c:1u1&icx>aforme. Va qt1e el p..t.o al i.afiaito e. removible, 

W p..-le aer e:xte~ a - mapco k-c:w.asicoafonae del pl.-:> t.o&al. 

Coa:KJ loa 111aprios v .... y s9:1 in,-ersas v;;•, coav1e,._a m>bre el eje real a .p y 'l'-1• reapect.iva-
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__......__ flblo el Teare ... 1.8 laay ••• •-lll•i-.-,,¡¡o¡.;· a Lal q.c c•a.to n. - CXJ las but t19CEHil.t9eS 

t\"n•"- y v;;• &im9deo• • m..--1;....e-.--.,.forluctj1t·. '(.1 y v-• delpla-.~ lapritncracmm\.-crgie.lo 

-ilor1nea.::ate ea t.odD domúaio ~ y las do& likimas -~-=.a.e tmb~ el pi.a-=- tot.nl. 

Si --=riba... "' = f,. 11" o....,-• =fa., etl&cMl.ces tM? ~de (1.12) q.e f, ... ,~ i = 1.2 comverze 

-iformemc.re- • f, -=-a9do 7& - "Xl - &odD 59bc:u•jll8to aco&.ado de Di- Asi. 1-1 n:striircio9eH de 

IAK f11nc:ioaea f1 y fa a e, y Ha~- ......... coaforllllDI .. ~ lllapea9 B 1 y Ha -..bre kfi do.U.los 

de Jordam disja..tos n·(H1) y n·(H2)- Va q9e lim.,p,.(.r) = .p(..r) &cme911DH q.e 

plVa t.oda .r real. Así. ~mm. ptubalD el T~ de Uaióm.(> 

1.4 Definición Analítica de los Mapeos Cuasiconf'ormes. 

l>icfin.lclón.- Sea r -• f•mciómi de coaj..&os com1plsalPCate adi&iva defbúda ea la clAHe 

de collj••tcas ele Bond del pta.o fiai&o ,. µ la medida de ~- La ftallCióa -r ea llamada 

aOaolutamente ~tinua ea - ~~E (com ~a 11\ ...tillaµ) si la siKaiemte co.ticióa 

es satisfeclut: Pllra &ocio e > O exi1&e 6 >O tal qaie 1 -r(B) I< .- ....-•todo comj•Mo ele Borel 

B e E coa µ(B) < li. 

DefiDJcl.s.:a.- Se. f •• -~de E ea E'. ambos C1Daj-...&oa ele Dorel. Cl---.eate 

la im,..ea de - coajall&o ele ~I cum&eaido ea E es --iible coa ~ • µ. Aimc&a... cu• 

el .. ..._,. f a la r..cióa de coaj...._ f.'f ...tia.te la fórmllla: 



''f(B) = •<(f(B n E)) 

par• t.oclo co•j•-.0 de Dorel B. Asi. fea a&soluta11umtr. continua si la fa.ció• de coajaat.::. µf 

os ~1-.....ea&e eo11&i••• ea E. 

E;jemplo.- Sea f(z) = :> y E el diMco aaitario. e- µf(B) = µ(f(B n E)) = µ(D n E) 

y ea claro queµ_,, es ftb.tolat.a-.e-.C co•W•• coa 6 = ~. 

IJrlefinlcldn.- Uaa fa.cióa f ea G B!I abolutamente continua ao,_n: rec:tcu ~ G (AC.R) Hi 

ea todo ft!IC!t4i..-Jg R= {z + iy :a< x < b, e< y <d}, li C G, fea llbeola~comtiaaa 

CD-.>-· r..ci6a de :r ~re c-1 todos los aegmc8&oe ,,, = {.:r + iy: o< X < b} y CXJIDO -· 

.-...Ci6a de y m>bre casi todcm los -.imellt.os r. = {r + iy: e< y< d}. 
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..........,. __ Sea f(•) = • + , .... v. q- f(.r + Ílf) = ¡ .. + ,.,, "' .. - del_...., de 

red.aq ___ ._.,....~ .... dimo....,.ÍD.AyB (va-fts.) es•..,.....qm: !- lamed.ida 

ckl _,.--., ...... - _ _..ca- 41! y por lo~ f e11 ACR. ea el cliMD ~..O. 

-1 

Defialc:ldD.- u- fuM:ii:i• f .. ,.~ oomplejotl. defl•ida e• e &ic9e L"-de'r-i.tMUias. p ~ 1. 

si li&W's:ie 1- .._s .... dmi CDmlit:iD-.~: 

11;1ompk>.- Sea f(•) = • + I"· .,....,_ f""' ACR. ea el diaco uü&ariD y -

E,Je.mpJD.- Sea f(z + á¡¡) = z8 - i11ª- ca .. amemte al ACR. CD• 6 = 41! y'·= 2.z .. f.= -2iy 

•- c•ales a~ 1m e~lllr- ea v .. p?:: 1~ es clmcir. ,/ t.ieae V~ p?:: 1...0. 



0'-rvac16D.- Uaa fa-=ióa coa L 1....-ivml- ea t.~iéa Uammla aitaolutanvnt~ continua 

en d aenti.do d~ Tonelli.. 

f fd==2i !! f·""'""· J fd•= -2i Ji f.dxdy (1.13) 
8D D 8D D 

Diremos q9e •• ~meomo1"fi=:illto CH AC R ea - domiaio G si es AC .R ea el .-l&kk:t aat.erior 

ea el dosúaio G - {oc.,/-1(:x::i)}. Análog~-.e dBcimoe qae f t.ie~ V-derivml.m1i ea G si las 

t.icllC ea G - {oo,f-1 (oc.}}. 

Lema 1.12.- Ua mapeo cuasicoaformie V" de - dom.iaio Ge& AC Rea G. 

Dmaastradóa .. - Sea R = {r + iy : a. < :r < b, e< 11 < d} - ~ t.al q- ~ C G -

{/-1(00)}, e lw el ~ato ~at.al n < r < b c:oa ordeamla y. TellCIQD8 q9e p~ qae 'P 

ea abaDl11t.amcm&e coa&iaaa ..,,~casi toda r. para e< y <d. 



;..._,. <P(R,,). El Area Ar(y) de <P(R,,) - ... ra.cióa .,..,.,;.,_de y y, _.- lo-...,. tic- aaa 

~ hi&a Ar'(y) ....-•&oda 11· <' <JI < d, excepto par••• ao.,;a.a.o de madida lilleal cero. 

~~r--- q.e t,,p a1 .tlm>lmamrmte eo•ia•ai _.,~ '•· C' <Yo< d, si Ar'(uo) cxi:sl.e y es tlait.a. 

Sea (.r •• .r;), k =O, 1, ••• , n. - silll:eala ..bitrario de sebia&ervaloH abiertos q9e llD ~ t.raasla

paa del -.-ca&o a < .r < t.. Para plQbar q9e .y a1 ~l•t.a1nea&e ICDll&im•• ea r_, es saficicate 

motttrar q9e la llllm• E 1 i,p¡ - 'I'• 1, do.de IP; = ~.r; + iYo), ..P• = 1P(x,. + iyo) t.ieae uaa ex>ta 

H11perior qae tiemde • cr:ro C9-.-=lo ,...... f .r• - .r,. 1 tieade a erro • 

• 
~ 

Eitii Q 
• •• .-.··· •n Jiñ 1t 

Primlero ~-- - 6 >O tal q-.e JIO + 6 <d.~• R,,, k =O, 1,2, ... ,n. •• c•mlrilát.ero 

co-'8tieado del ~ {.r + iy : z,. < .r < .r;, YO < y <Yo+ 6} y S9R enqaim~. Los dos 

l.._ laoriault.alea iEráa cuasidermk:a8 como o-an:xJH p_.a R.- Emto9Dr:S 

(1.15) 

do.de d,.(cS) dellDta la clis&amc:ia e-=lid.i-a emtre las ti.-lW'CIOtl de ip(n.,), ...t.idos ea el pi-o. 

Ea&mi IMloe coaV1eraea a los p•ldos ..,,, y .p¡ CWi-.do 6 - O y aaí 

-~d.(6) =1 ... :- .... 1- (1.16) 



~ (1-14) y (1-15) --.... ·- .......... -

k= 1, ••• ~n 

ck>9de flC m--. la dila&aci6a maxbna1 de r.p. Hm:iendo la aaaiat.oria de eat.as l!IDbre k y asalldo 

la ._..aklml de Sdaw.-z., obt.emea10S 

" d: d.(6))• 
1eECx•-.r•) ~ 6-..,,e,~~-~•---

•-• E A(.,.(R,,,)) 
(1-17) 

·-· 
Akara •acemicm .., de la llipót.csis de q9e la Ñ9CióD Ar illtrod11eida previameat.e t.ieme a.aa 

derivada flaita ea y = Jllo• '\"a qw: 

Ar(uo + 6) - Ar(uol "' f: A(op(R•ll ·-· 
<E d•(6 )), :S "Ar(yo + 6;- Ar(uo) f:cx; _ x.J. --· ·-· 

Si •..-lllDS 6 - O ell&o 1m coaviert.e por (1.18) en 

y la aom&ia..._. .._,lwta de r.p .-,bre '•es probada. Aaálogamellte ae p...te mos&rar qae cp es 

.a..oa.tam1e111e com&ia•a .:abre e,.;, todo tll!glDCDto vertical e < y < d~ coa z coalll&aate, qae est.á 

collleaido ea R.<> 

~ 1.i:a.- Ua .. ..,.., Kreaasiaoalorme r.p del domia.io G a1 d.ifereaciabk- y aat.isface la 

............._do clilahcl6a 



(1.18) 

en CBHÍ todo puato =de C. Donde ~.y(=o) es la drriv.ta direocioaal de ip ea la direa::ióa o ea 

el pall&o zo. 

Eat.o s9DDde ya q9e tan mapeo ..c.-caasicoaforlUC t.p diel doaüaio G es .t-:>l•tamammt.e eoatia90 

m>bre casi t.odo ..gme-..O ea G~ aai tieae deriv.tas parciales ftaitas e.U dolldm¡-.iera ea C y. 

por lo ta.ato, es d.if'ere-=iable ca!li domdm¡aiera ea G. Ptero Ja cksig11ald.-:I (l.18) a.-le ea todo 

paat.o <k>mde i.p n1 dilierc-=iable.O 

J(a) = m,:uc 1 B..<P(•) 1 -:.!- 1 4-<P(.a) 1 

De m¡af y del Teoreaaa 1.13 ae aig9e qae lm1 derivm- parciales de •• mapm» l(.-C9.-icoalorme 

<P de G ---• 1----ald-
(1.111) 

Va q.., J ... ~able sobre todo aaba>aj1Udo co_..,.., do. G - {<P-1(00)}. Flor (1.111), lo 

.U-.0 ns verdadero para l• fw..00.es 1 cp,. 12 y 1 r.,p11 Iª. Pbr el Lema 1.12 r.,p es ACR en G y 

ob&emie--.: 



1.c.:1 El Coclca~e de Dilataciúa. 

Se•• G - dom.iaio y 'P : G - G' •• llomeotnOl'ft~ q-.e ~· amw&idoa, coa cp(zJ = w 

do.Ae z = x + i!J, w =u.+ iv. E• - p1Ulk> .11o~ ..p i.t9Ce •• mapeo de 1-. clilerew:ialcs 

Vaq-.: 

du = U.ad:z: + r;,dy 

dv = Vzd:c + t•,,dy 

'f'o = j(u. +v.)+ iCv. -u,,) 

"'• = lCu, -v.>+ i(v. +u,,) 

(1.20) 

(1.21) 

---
l 'P• 1• - 1 V'• f1 = ~v• -v,.~ = J 

domdc J ....,,...._. a11evaatelde al J~iaao. el caal es paait.ivo p--.0 qae 'P pretRrva aenidoe. 

~-
1 dw 1=1 .,, • .tz + 'f'•d" lsl 'f'odz 1 + 1 'f'•d" 1 

y 

1 dw l=I 'f'odz + 'f'•dz 12!1'f'odz1 - 1'f',.dii'1 
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ob&e--- .. ............ -...... d 

(1 "'• 1 - 1 'P• ll 1 dz ISI dw IS O .,,. 1 + 1 <P• ll 1 dz 1 

..,_.,ambos --P-• _,.•le--- E•.., ...... _. (1 'P• 1+1 'P• ll = m,:x 1~op(zo)1 Y 
(1 .,,. 1 - 1 .,,. I> = .. A .. 1 a.....c ... ¡ 1 • 

D~(z) = 1 'P• 1 + 1 'P• 1 > l 
'"'· 1 - , .,,. 1 -

el cuftl 8U8 proporciD- lar.->• e•re loa ejes .. ayor y ~--de la elipte qae prod9CC el mapa> 

i.d-=ido por tp e.c.rc km p..__ (d.r.dy) y (du.dv) al ~r nplicalo aohre ••a circa.afereacia co• 

c:e•ro e• el Of'Íll!!'•· 

Ejemplo.- Sea .PJ(z) =:la - Z ~ 

dedo-

1 .... 1 =3. ,_, = 1-11=1 

1 --<•> 1= 1 <P•<=> 1 < 1 
1 .... (•) 1 

D (z) = l+ 1 ,.(•) 1 
~ 1- 1K(S)1 



eo.., -- ~-acióa •--- q.e el m~ ~ rmr a:>afora9e mi y .>lo si D., = 1 6, 

"'l'ÜV--. _, ><(•) I= o. 

y 

~.-Se• cp(_a) = (e1t + 1)• +:s, - eme c.-,._ __ 

llc(•)l=~<I 
v2+.12 

1 a.•+ 1-iaen:!!!: 
le(•) = (e'~ + 1) = 

4 
2 + J2 4 
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~.._..*ka 1•• a. ~ió• m.....,.;a de - ..,....o cump--.o. C.O. abjdo de 
___ .. _ --··---t;=f(•>· Ad, te_._ 

(gof)o = (g< of)f0 + ~ of)f. 

(g º f>• = (ge º flfo + C9{ º f).f.. 

°"-
(g o f). - (9{ o f)f. 

(fl<:of> = fo 

-·~-vMareai._....,._......,te_ 

(g o f). - (flC o flf. • 
(gof>• = fo • fo+ (g~oflr. 

l<gOf 

ÚI 
0 

f) = (g o flofo - (g o f)of• 
~ f.]. -f•f· 

(9{ o f) = ~ ((g o fJ.f. - (g o f).fo) 

9{(f(z)) 
gc(f(z)) 
(gof)of• - (g of)of• 

(g o fl./o - (g o f)ofo 
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f. [(gofls - ~) 
/".((gof).-~] 

fo. ((gofls - (gof). ""''). ~ T. (gof). -(gof)• ·J<j ~ 

f. ( .... ,- .. ,) T. . 1 - .._,J<j • 

Ea el c.-, g malar._, •---"'-=O y ea&o__. 

1e .. r-1er=O 

·-
ir.....-~ a.-:111> ID e __ .,.,.,.,,.ee1m-• de la ....... m-.era: 

- ... Uaalc ....... - Sea f: G - G' .. - ""---..,. di1-i611 .., .... 
pleja 11e;. E~ ~ ~ c.aaid>alarme ele G e.ya dila&aci6a compleja -. W-al a 1e cmml 

dDmdeq.-.• ea G - de la bina g o f, ..._..ges - .. ..,..,. aoabme. 

~ -• cAmm w.ci6a, tieaem, ci- si f es m..,..._, e~ ea~ "'°r _,es W-al ..... 
w;Jemplo.--f(z) =3z+zyg(z) = z'-aida-..6J&imae• .. ck>.u.iD....,_ 

mclaya al Cla'O, emk>9Cllll g o f ( z) = (3.s + Z)ª = 9~ + 15.zZ + z2. A:ú 1- d.ila-=il>-=s aomplej-.... 
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y.--..... r="'r· 

....,........-Seaa,f(z) =:lz+~ y g(z) =2z+.f; e•t.al cmm&e--.-q-gof(z) = 7z+5.f. 

Lmf dil-.Cio11es complrj-. ai&áa d.t-. por k 9 (z) = j, kf(Z) = j y 'FJ(Z} = t. Ut.ilizamdo la 

l!Snaala de- e •'I iri6a ob&e-moa 

"'-o f(•I = ~ ( 1J ~ Jr) =~.C. 
a.•.a C. Ecu.dda de Bel--La---

'P• = IC4P. 

de la dilaiit-=ióa C1DmpRja de - .. ....,.. c..UCO...,.._ i.p p..te _. ~ como -· 

ecmm:i6• diliereac:ial. Ellt.e t.ipo de ec•eció• a.. de1Kt9lia-» Ec9-=169 de Bel&raaü. ci..---.e. 

ca..Jo 'P ea cmafarme la ~· de Delt.:rami ie n.191Je • la ec91m:ióa de C--=lty-R.iem.ma 

41'• =o. 

o.t. ••• ta.cióa medible 1e coa -.. 1 11C(z) 1< 1 q9illier..._ ~ - 'P ~ q~ 

campla la eca.ci6a ele Beltram.i p.ra diclla IC. Eate proble ... mo p._., r-.lwtnle ea _.._.a y 

• ........, objetivo .,.-a elllto-- e-.,mtrar 1- CDMiciD-- bajo la8 Cll..._ lo pad-- fta>lver. 

u- ta.cióa i.p ea llamala ••a 8Dl~ióa gieaeralizmla de la a:11.:ióm de Bel&r--.i ea el domiaio 

G si i.p ea AC.R ea G y 1 .. cleriv.ba ..,., 'P• aatisf~a la a:11-=i6a de Beltrami ~ do.teqaiera 

-c. 
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1 • .a • .a Couver.,encia de Funcione. ,...-ctalUliconlormc.. 

l>l.?fiolclón.- Sea {.y,l} • n = 1.2, .... ••• a--'óa de f-..cio9es q11e; m>a localalea&e iat.o

grables ea C. Dm:iluoa q9e l• s'tlaeSióa de faaeio--. ..Pn. conue'JI'~ dé&ilniente en G a-· r.mción 

locabnell&e i ..... .., .. "' si 

n~ffc.,,,. - .,.)dzdy =o 
R 

Lea.a J.1a.- Sea \Pn, n = 1,2, ...• -• 89Dalió• de ... ..,.._ k-c•~ ele G q_, 

co.,,,.... -iformemem&e • -• r..cióa ft.ai&a i.p MlJbre 99bco•j'Ullkm co~ de G. E-..:>accs 

las deriv_._ (c,p.,.,J. y ('Pn)• coaverwe• débil.me-. a ..P• y Y'•, r••••:itiv ... -.e. 

lllea:lnstraddn.- A.- el T-.ema 1.8 te_.._ qae ..p dmbe ~ k-c•.-CO•fonne ó -• famci6a 

coaat.aMe, e• cua-:aencia • ..p y todos P..,.._.. 'P•• pomma L•~.i- por el Teofema 1.1-&. 

Sea R, Ti e G, •• ,_,....,.io --at.al -itr-. Se aig9e cloo J. fórmala (J.J:I) clool 

T~-· de Onma Gleaer.uz.lo qme 

jjcc ... n>. - .,..l<lzdy 
R 

jjcc ..... >. - "'•>""'dy 
R 

~ j (cp,. - i.p)dZ, 
BR 

f; j (.,.,. - "')dz. 
BR 

ya Cl9e 'Pn tie.te •aifor1ae111ieate a ..p 9Dbre la frontera de R, las illtiegrales aat.eriores aoavergen 

•cero.<> 

~ 1.16.- Sea 'f'nt n = I~ 2, ... , aaa s9C:IB'lióa de mapeos. K-c.a!tiioDafor~ de G q9e 

coavergl?D aaifor1ne1DC11te subrc sabcoaj-t.os compM:t.oa de G a 11n mapa> c•aaim>aform1e t.p coa 
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~ CDmpleja #.·Si a-dil-.acioacscomplej• 111C.,.(•) ele cp.. t.iemdea •- lúnite l(og(.z) ~ 

~--·e• G, emto--. IC._.(a) = 111:(.s) ~ ........... ea G • 

.,...._.r-.dda.- Pbdm-- S9po9er q8e G y saa lm~ ~(G) .,. ck>mú.aio8 &.is... (pm»1 

{..,.} co~ a 'l'e• ..i.m.j•""*comp.clio6). Vaqme .P•-IC4p• =O y V'• >F Ocasido ...... •iera 

ea e, ---- q.e PftJbm' q9e 

{(z) = ~.(z) - "'~(.z)c,?e(z) =O 

e i9&et1ra--. ( sob~ - ~ IMlria.11tal .-bitr.-io ~ h e C. Va q11e el térmi-=ii ea el 

-...dos•~ - 11.-m cero ami domdeqtúera ea e, obleaemaa 

-

por el Lema J.15 teme-- q.e 

f f (d:rdy = 11.n + la.n. + 13.n 

" 

T1.n ff <v>• - (v>n)•)dxd¡¡ 
R 

ra.n JJc- - "'-1(.,,,,).dxdy 
R 

r3.n Ji"'-(("'"'· - .,,.)dzdu 
R 

... ~11 ..... =0 

Adeaaá&1Raig9ede ladasig11ald.tdeSclawarzy lacoadicióadcdilat.m::ióa .. &Xm f Be11c.p(z) 12 $ 



¡ 1 •. ,. 12 :$ j j 1 - - ,._ ¡• d.rd11111 ('P,.lo 12 d.rdy :$ Kµ(.p,.(RI) 111 Kn - Kou ¡• d.rdy. 
lt R JO 

ya q- fif' e. tlai&a - G y ip.. eo~ -iforme-me a tp ea ~ µ(cp..(R)) cm •aib-me.._-.e 
~. La .......-.i ffa 1 #Cn. - l'C.., 1 dzdy tie.de a cero c:11aado n. - oc por el T~ma de 

Coave1WC.:ia de ~- Así~ teme--

"'~Ia.n=O. 

tw.ido • q- la r..cióa ""-> p.-le ser •roxim,.._ ..diaat.e fa-=:iomes em:alo•-'- .. iforw:le.. 

-.emt.e ~ ~• coa valoree co......,._ ea loe camlrmloa ~tales qm: U.. '\(la. = K:ic 

casi ...... __..ea R. Em:rib'-m ealomeea 

Is. .. = J l<""'"' - -.>a>Cc ..... 1. - .,,.Jd.rd11 + J J .,;.cc.,, .. 1. - .,,.Jdzd11. 
R R 

Uaa a'llCVa aplicmcióa de la ciesigaaldad de Scllwarz y el Teorema de ~-=ia de 

Le~ m..-ra q- para toda iE > O c:ornmpomde -· ko > O t.al q91e para l: = ko y toda n el 

valor ....,,..., de la prilnera mtegral de f3,n. ea 1De9'>1' q.e iiE. Pbr ot;ro i.-.,, clod.:imos~ aplica_., 

el Leaaa 1.15 al a6-o flaito de caadr_._ ea los caales 'l/.111g tie.e - valor co.-aat.e, qac 

.. ~ll .... cc ..... 1. - .,,.)d.rd11 =o. 
R 

f f (d.rd11 = o. (1.22) 
R 
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...... _, ___ ..-.......,.._._G·"""'•.,...__...._..._..._ 
..- lodo m.;•mto........., O e C ...-ae _. :upswrtwk> ea a...__. (UR11 ) u E 0 , do.te los 

aNQ.-a.R,., h= 1.2, •.. ., .. ~~-dia;...._y Eo- -aoaja.tode ~a 

ael'Q. As(. por (1.22), la..._.. .. ele('_._ O••.,,. wwwacia 9e ~-- cmro. Si A, A e Ges •n 

cuajaalloo -uhle ~.-Je--~ ... ......._ dllcnlciellle dm Cll09.i...._ .Mert.os 

o., A e o., ZJ; e e, 4: = 1,2 ..... ,tal q.., U..µ(Oa. - A.)= o. Va qme .. ...._,._. e ~ 

ell aa-,1-.mem&e CDM.imaa locabDem&e OD-.0 faecÍID9 de COllj~ ----

¡¡ ,_"=º (1.23) .. 
para todo coaja91D A -uble, A e G. 

S.. {la.,_ real ele,. El DDllj•So E= {z' z E G, {(z) #O} es la .. ;.s. de ......... j•-
E• = {• :zEG. {(•) > l} y E-•= {z' zeG, {(z) < -l}. k = 1.2, ...• Va q-cad.. __, 

de ezt1oe collj--.. tieme Are. cero pur ( 1..2:1). &e~-- q.c µ(E) = O y así ( Ne ltm:e cien> cmü 

do .... aiera ea G. Ea la --... fDraai9 podelbml .....,. ... q.e la parce imagiaaria de < ae ltace 

cml'O C'.-i do8daqain'a y te-mii:m la dmmomtr.:ió• del Teore .. a.(> 

~·-Sea la .-aeaiP• '\Pn ddiaida -1ümle 

\Pn(z) = z +(a - ~) zz +sza 

~(.s) = z+4z~+sza. 

k(z) = 4•1 ++41_?, k..(z) = (4- ~)•+ lft 
• 1 +(4- !>z 



~.- El ai,gaiem&e: ea - ejemplo e• el qme 90 :e c:emplea las lüp6t.eais del teore .. a 

~rior. o.da••• e .-bitraria. O < e < l. exiar.e -•~de m..,.._ c•.-mioo•f'ormes Or., 

delC9alr-.lo R= {z+.¡11:0 <z < 1, O <JI< 1) q11ecampR 

• lk....(z)J = J - e c.mli doadeqaiera e• R para toda n. 

{ h-1 hk-1 k} R,.. = z + iJI: -- < z < -, -- <. 11 < -n n n n 

do.de h.A: = l ..... ,n. 

A~ a>at11;r11imaa •• .. ..,_, ~lllior'mc fh• de cala R,.• _.,re llf m.iamo ele la ~llte 

forma: M~ primen> R,.,, sabre el d9ao anihuio -'.i..ee - ~ a:a9~ 'f(J,.. &al 

q911' el ~ -aio Zilt• dm: .R,.,. es eavi.-.,, al orille•. deaptlÓR el cliad> aait.wio .. .....,mo lml>re 

si..._, ....ti..se el-~ f(z} = zlaf~-a el caal p-.dm 81!1" cmcrito aomo f(•) = z!•-!-1 

de ck>..te podemaa ob&e11er claramcate q9e kJ(Z) = (l - e) • z!-• S- 1 de clP-'e fes - mapoo 

( ~ - 1 )-ca.üaoalor.-. Fiaalaai!!.te el diaco aaitario es mapeaio mediaat.e q,~ imbre .R,. •• La 

dil-.cilSa eump~ja del .. ,.._,. c:om~ f,.• = q,-¡;,: o fo 0,.. tieae eaco.ma el valor ab.Jlat.o 

1 - e do9deq,.-a ~ea .,. •. Ea&e mapao p-'e IRr e:xte.wdo a - ..,...,,....._,de 7lM 
~ sf miaaDo y el ~ ex&elldirlo deja todo p.-..:> fium&era de R,.. iav.,.¡aat,e. 

Asi la &m1lla <l>n( .. ) = f,..(z) .,..... z E "R;; .-_ .. loo.-- <l>n ele R ..,._si'. 
---.O. F'br el T~ de Re.lllOVibilidml de •• arco ... Utiao 11e ~ q11e 4'n, - ~-

torme com d.il--=ióa --0..al ! - J. Ya q9e </>,. -..apea e.da .R,.. ~ft! llf --..no te911'moe 

q- JtPn(a) - zJ .:S ~ea cado p9.ldo z E R. Si realiza..- la coasrw:x:ióa --..,,..¡gr para toda 

n = 1,2., ... , ob&eae-- - fQIClellióa q).,. ao• 1- ~ildades ..... ~. 
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v ....................... ~~j • ..- ............ e.~1-~ao.. .. mo 

,_.. _. - ..__ ..-m di.~ 

.l .S El Teore- del M.,.- de ftieDMIDD Medible. 

N._,...._ ......__....._._, TaoNtaaadel M..-:>de Rie•-• ~elc:aale91tab11!11:ere..aa .... ....---. 

......_ mtJ ........... •'rc=emtt Me.IJble.- Se .. C y C dDaaiaioaaimpleJ1ell&cCD9l:XDt'I 

....Uww .... ......,......_y11ewr..c:iúa-'ib.leeaGco•911p. f ~(z) I< J. Ea11;oaicesex:iil&e 

- 84llD ~.,:e - G' cmya ~ CD91P.lej• auri9eide CD11 /e. c.m c1a.-...w ..... 
Elli&c ...... ~ A:rka ".+,, úi=•....Woo. ~de 811SCOW4 • - ._..fOV'mlt caalqaier __ , ... G' ___ _ 

~ecli6ia.-º ·o • 1 ~elc.-.Ell!lpBCialC9wlP1e.C111-r....:i6a~ 

da.S..N_,...,_.,.. __ q.,_6 ={z+iJ1:(h-J)6<z<h6, (k-l)6<J1<k6}, 

h,.k = O,.:i=J,.:t:2,. •• +y y"' w a.aei6e _....,__..coa~. l 1e.(z) f< J qeic tieae - valor cma

.._ 111r-..i - e.a.~ Q"*. Ya qwe i. dD-...:ióml oompleja del ......-:> rm¡11erido oomc:ide 

1 
¡ 
¡ 

1 
l 
1 
{ 
t ¡ 
i 
~· 



tie1te. clarlUllleate. la dila&iw::ió• contpleja Kh.ltl ea Q1a.•· AHi. debeaKJs altora l"CHDl~r el siguielltc 

¡woblema: 

Se- R 1 y Ra ~ ~los c:oa.-eates coa imtenmcción v-=:ía y teaie.:lo al scgmeato 

abierto A CX>mlD •• lado comáa. Sea ¡,p1• i = J. 2. - maipeo caasicoabme de R. co• la dila&acióa 

coatplcja (~ ~aleMe coa.sAlll.e) K,.• Se r.Dq•iere coa!lltrair •a-~ c•-'coafOrme del 

~ R = R 1 U.4URateaiemdoladilat.-=ió9cu111pleja1e¡(z)p_.ac-ic.oda 6 E .Rt .. i= 1., 2. 

Si f °' aoalDraw. te-.c-- q11e los aaapmos fo ..,:r. y 'I"• t.ie.ea la m.imua dila.::i6a compleja. 

A.si .. ao .. ay péftlid.a de se11eralidad al sapomer q11e ¡,p1(R1) = B, y \Pa(Ra) = Ha ~• los 

semiplaatue s•perior e ial'erior respect.ivamicate ea virtad del Teorema del f\t,._., de Riem11nn. 

Le. -~ ..,, y !iP2 plleldea aer exteadidca 1:.q>olDKicaaw11tc a li1 y Ra. Pbr --1io de mapcos 

cuaforlnc!6 adbc ..... de ª• y e, elDbre sí aüsmoe pode9kJC!I ~-- .se ... qlte ""ª y ~ -~ 

el ~-.O A aobre el~ imtervalo I del eje ft:al y q11e los p•ldoa '1"1 1 (oc), r.pi 1 (oc) están 

a>....,..._..uue&~-il!!!·~-!5.!!lllEll!ll-22L~ill!l5!.!iUl..d.~~~~~~~~~~~~~~-. 

Rz 

Si km mapDOll i,:i1 y fP'2 coi.aciden ea A. el problema ... q 

r.p defi.aido .-liallte 
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( 
{ 

<P'1(.z) si.ze.R1 UA 
'P .z) = 

'YJ'(.z) si .z E Ra 

Nlnlka aer -~ de R tmhre el <k>.U..io Ha U I U Ha. y tE siig9C del Teoft:aaa de 

Re1UOVibilidlld de •• arco aaalftia:> q11e .,p ~ c•1tKicoafonne. 

En el e--=> general. caa-.kt .y1 y ..p3 au ~rian1e11te coiacklea ca A co~ dos 

mlliJIC'ICti co•fOrmes f 1 y fa q11e mapeaa R 1 y R 2 ~hre domiaios de JordAa disja11t.m1 t.alc:.i q9C 

f 1 o ~ 1 y fa o \P3 te-.raa km aú.."6aaDH v~ froatern en A. Si CRCrJ,•~ 

·-' { /1(.,::1(=» si= -S R1 u A 
"'""%)= 

fa(..,.(z)) ~;=E Ra 

cll&o9CCS el mapco r.p ea - t.oe->lllOl'ftHatO y ...., eacoatraaaos n.evaa1e.t.e ca el ~ --.Criar. 

de lo qac dml11Ci.._ q9m ,., es ca.-k:ioati:>rme y. ya q..:: /¡o ip¡. i = J. 2. t.~mc la ..-.... dil-..cióa 

compleja q9C ""•·el ¡woblema Ita q-a.do reH1el&o. 

Dast.a allora prob• la cxWteacia de los aiapoos conror- aaxiliarcs f1 y fa· La colldir.ión 

de froatcra f1 o 'P'• =fa o~ 11.aode ca A si. paw" todA .z: E 1. f1 y fa sa&isf~• la a:am:ióa 

f1(rl = fo("2(.,,;- 1(r))). 

Ea vls&a del Teon? ... de Uai6a. la exill&emcia de km mapemr1 l&:¡'Wi..,_ f1 y fa ae obtieme 

si probami q.e el ltomeo_......, ~: 1 - J, ddla.ido med.ülMe la~· -.,(.r) = 
..pa(fP111(z)) es e~. Pwa ~ prop6ai&o extie~el .....-mea~ \Pa a R¡ 

-Uam&e la reflcxióa ea A. El m~comip9ellllto cyaoc.p¡ 1 eat.áe11&o---.mdl.air:IDe11 el aemiplamo 

saperior y lo mapea c.-'ooaformemem&e m>bre sí aiismo. m.llleaieack> fijo el p..&D aJ iaftaito. 

~ I la r..cióa frolllera del ~ fiPa o ip¡1 coimcide coa ~ eJ c•al es. ea ~8Cia., 

C11-isimét.ricu. 



UKlllKlo la etl9Ci6a del aa&erior problema de •aióa c.xuastru~...- allora - -~ cuimi

coaforme com la dilait.ación compleja prac:rit.a, aaaliza9dl:> prialero el e.-> ea qae la función es 

eaca1oa-i ... 

Ooaaider:e..,. a9n'amellt.e el aido N y la ta.ció• em::aloa_.. K. De km camlr.SO. Q,..,. E N 

y 898 1..taa pode.- ao-.rair -• a9IX!lli6• de ~ Rn, n = 1,2p •• , qae .....,iafm:e las 

sic9~ colldiciDaea: 

l. R1 °' am» dB a.. e__.._._ q,._,.. 

3. u R..-·· ....... -· -· 
~ com km ... ..,.... ~ '11t.1i11(•) = ..s + 1C1a.lfll6 pode-- eMommia. -1iaMe -• 

imlaci6a nipetida del pn>ble..a de _._, coastrair -• a.-ióa de .. ,......_ ~-

cp.. : R.. - R:. t..a- qW! t. dilait.ci6a compleja de rp.. aoi.mdl:IB aoa 11e c-1 clD~9imra ea R.... 

Loa.......- V'n ~- IEI" 19m'maliz.mloa por ....tio de t.raaalor~ Umealai ea tal forma 

qae m> -a.e• el v.aor oo y t~aea a O y a l com.o p...._ ftjoa dmmle nw-a• n ea adelaldoe. 

Pbr lo. cril8iml da .............. la familia { V'n : n ~ m.} ea 91D1'1Dal ea .R_ .. Ea CD-.:.ea

cia, JMU'• &oda .R... pode-- eaco-...- -• -ba--=rióa fPna.n, n. = l, 2, ... , de la ll9mlllióa f.Pn, 

_. ___.._ dlt &al maaier• qW! liPn.+l,n ea-•-~ de V'sn,tn ni= 1 .. 2, .... La ll9Cll9lióa 

di..,..i "1'1,1,t,pa,11, ..... , coaverme •aifurmeme'll&e ea tallo clomaiaio mm&ado. Ea vim&a de la aor

mali&mci6a ...aeriur ele lo. ....,._ IR ~ qae lim ""'"""" es - ....,_, c..-icuafor..e del pta.> 

tlai&o _._ 8' ..-..O. Plor el TeDn!ma 1.1• la dll..e:..ció• aompleja de V' co1-cidB cua 11C ca 
...... ...,... ea el pt.a.o. El pn>blema de md-.em:ia q-S. -' ..-.elto ea el ~ ea q9e l'C ea 

-• faaci6ll ..:.loa.ta. 



~ - .,..__,de lfaile .......__ fiicibDe-. Ir...,. el c.-;. p.eral ea el ca.a k .. _. 

r..cióa -1a»le -'>l&r..ta cma ..._. 1 11e(a:) 1< l. 111C p.a:lm -r ..,naximmk> por••• s9Em!lióa de 

-----~....:.~1-C•llS~l .. (•)l,y-(•l-,.(•lc.m .......... .-a 
- el pa-.. Para cmla len~ - ~ca~ Wn del pi_,. ftaito ~si 

.ni-o. c:om cln....:i6a compleja eoimcidill-.ID CDa "'" c.-i ......_aicra. Si ~ K"n. ea ~ 

_.., ... -• q- Wft(O) =O y U'n(I) = l. e .... _ la 1-uia {Wft} es_._. y ........... 

--.=r ~.. et n,. aai1Drmeme81e ma'\ie.,.em&e de lVn qwe &leme ~ flmeióa limi&e a n ~. 

- m...,a> c.--...A:wme del plamo ftai&o. El'llle p.-le aer mcteadido al plaao t:atal Cllla"'l'°hie.&u 

n·(oc) = oo. 'flbr el Tmatema l.13 la dila.ció• CDmpleja de w ODiaicide cm. *-deq-.iera CDa 

Clrlibido al Teure_. clB UaicidMI y al Teorema dml t.1..-o dm Riemm te--- el ...alt.ado 

---<> 



Capítulo 2 

Dbuhnica Compleja. 

E• etlllte C11pit•b dnlarrollme--. m:>meraatem&e '- ide.. CRllCialeri de Di.aámica Compleja 

q.e 11t.ilizaremua P•• poder e.a.e.ter el IDDCaaismo de la delUOlltr-=ióa del ~--ele SaWvaa 

el c ... a. a8"&iro prilleipal objeti\."O. 

E• la primera ..:dóa inrodm:iremue km co~ b-..:.:- q-.e ~ .a ea&wdiar 1111 

diaámic:a q9e pKld.w.:a km mapeue ra:ioaiale&. es decir. d_..mos laa ddlaicio11et1 de p--.:aa del 

plaao c•>v aomport.~8&o al •licar el su.peo rm::iDaal -• y otra vez ea ~; t.al es el 

.,_,. de loa - fljoa, p....._ peri6diaaa y pa..- crft;-. 

Ea la ~ aeocióa verelQQll algaAae de las primcipa)ea propimlmles de las cmmj.ato:i de 

Jalia y F.t.oa del miapeo r-=ioaal, ea ~ial el qwe sea• coajaatos co111pll!t...e~ i.m~ 

b.jo d~ •..-O· 

Ea la tercera alll:::ll:i6a -alizarelDOll más en detalle al coajaato de Fa&oa y, ~iabaellte, 

~-'erelb08 a la p.,..._a acerca de cómo l!IDD m~ las compomeatea del coaj-..to de 

Fato• bajo la -=cióa del mapeo rm:ional. 
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:a.I La Didmica de ¡..,. Map- Racionales. 

D111fbddda.- U• n10peo ~.,,al - ••• ta.ciDa de I• fonna 

P( .. ) 
R( .. ) = Q( .. ) 

clo..te P ,- Q 1P• poliaolt.Üollf ~ •.mbos idéat.icqj a Ja fa11eió• ooal!llt.aatc oero. S•poac1P08 ade.,ás 

qme P y Q .,. ~IÚQC!ti.. es dm:ir, ..,. tie.-ea ceros coma.es. 

DDfinlclón.- EJ ,udo d~I n1apr-1t tucional R(z) = s-m. ea z,sf.m.bobs grod(.R). qwc.d• deftaido _..., 
grad(R) = { 

0

m-{grad(P).grnd(Q)J s; P feOy Q feO 

ea o&l'O~ 

dumdc grad(S) -. el arado a-.al de - poli80•üo S. 

R,(z) 

R.(z) 

R.(z) 

z+2 
z2-4.t+-I 
z'+I .. 
2..-"- J .. 
zi'-4z+2 

-_.ación 2.2.- grad(R o S) = grad(R)grad(S). 



R. o Ro(•) 
(~)3-.a(~) +2 

(~) 
.. - .. •+2 ... - ... +l 

... ( ... + l) 

Yaq-0, i y -i _..,. -clol~ .. - ... +2 ... - ... + • ---q-el 

... - ... R., o Ro - •.-.-ir, el.,...._ do lua ........ dB lua m-r--- R., y Ro • .ó. 

~ :a.:a.- .,.-ad(R") = {grad(R))" • 

.R1 =R 

R" =Ro (R"- 1). 

IJrBfhalcldA.- o.a. c• ... •ier "'-ció• f ., oomcaa&e y llDIDmKtrf'• oerca del pano -. e e, 

deftai-. la t.lllllen.cia de f en .ag, e• aimbolae vr(au), como el c.-...0 positivo k cll&ermlamlo de 

....,,.. 6aAc. por la cu.ticiórm de q9e el lfm.ite 

m;Jemplu.- Sea f(z) = (z - 1)3 y zo = l, .,_, __ 

lim (z - 1)3 
- O 

·-· (.s -1)"' 

exiate, ea ftaito y dia&i.ato de cero para k = 3. 



lm&ü-- la.,...-. ... .f - .., -el • ._ .... ,..,_..., .f(•) =.((...,)ea..,. 

PI o lcllla 2 .. a.- Sea• - r..cm. -=a m~ y llDIP-.rf• cen:a de - p..to aa. f 

-· famei6a ., ....- y ~·e.rea de g(aa)9 e.ao... 

IJlea:llmtr.dda..- Ya ca- 11 - lloao..wfa y 90 co ... amte cerca de .-,, exil&e •-~ 

\" de ..., tal q- '1(•) _. '1(...,¡ P•• -- z E \-" - {...,}, Y - -. _...... ....-¡mr.aa de Zo -··--.rc..<•l> - .rc..c ... » = (f(g<•ll -.f(g(..,ll) ("<•> - .. c ... 1)q 
(• - ... ,... (g(•) - g( ... ))• (• - ""'" -q =v.r('1(...,)) y"= v

8
(..,). Tom.-el limite•_ ..._de lapa_ y_ 

q919 el Umi&e de la~ ea flailo y dill&imto de cero, ~9emo& 

Obww 19ddn.-Te~ mlem6a q.e f ea biyecitiva ea ...... V8Ciad.-l dm JIU ai y mio si 

v_r(ao) = 1 (- exiote -· .,1..,;.;. de la ..,...,ió• .f(•) = .f(...,)) . 

............. - S.. g{z) = ~~ eMow v•(O) = 2 pw ~ •'<'8:.i) exi!lk, es fia.ik> y ctilltimk> 

de-......-"= 2. To...- .f = (z-1)3 sabemos q-v.r(l) = 3. q_,,, __ .,,...,_ q-

v .. .r(l) =a. Ami 

lilD (• - 11• 
·-· (• - 1)-((• - 1)3 + 1) 



y. ya q- (• - t)• y (.: - 1)3 + l _, t.W- ralma ..-.- ...._ q- ...;... q'lle emte lillUte 

exio&a lt•-k=•=••9(f(l))v1(t).~ 

u.tlalcl6a..- Ua ..-.,O •ea•• ,.,..,.,_A;. de - ..,..._. rlllCiuaal R ei R.(a) = •· 

Drmftalcl6a.-- Ua ptm&o • ea - punte cñtSe. d9 - -....-. rm::iam..a R 11i R _, - iay-=t;hto 

-· .,..... ..... ,,___.ele •. 

E• ele~-·- .. p-er&lm>clB f y o---at&kDcle11. 

~- Ua p.-0 w .- •• velo,· r.ñtia. para R ai - la ........ bajo R cllt ...... pwullo 

critim>cleR. 

Si .R.-cle IP'.-0 d y w mo ~ -vaSor crit.iaP. e~ .R- 1 {w} ~de dp1111tiDecliml.imml 

.a:1., .... ._.. °'-> a-..90 ele loa •; es - plllllllo c:rftiaD. e:xiill;ea ~ N ele w. y N 1, .•• ., Nd 

de •1 ..... , -.. ~W.-..a.e. coa R m:t.•amlo e.o.-:> -• bi~• de cmda N; ~ !\". Aai. 

pm-a ~ j., la ....ericcióa R.; del m...-o R. a NJ t.ie.., ••• ~ 

RJ 1 :N-N; 

Va ca- R. - imy.:t.iva en ...... "9Cilldm ele ~ p-.&o ea C ea la ee-1 R 90 t.Smm 

asro ai polo, elllto--. 

E [v11(.a) - 1) < +oo 
.,.e 
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DE emta ...._ra. est. a•ma -=- propun:ip•a el a6.mero de raiaea 111á1t1pea de R. Ademáa, 

ya qae c•a.tl> VR(z) > 1 ame-- e• el p9.llto z a - p....-.0 crft.ico. alta ..... -- propon:iDaa 

t.an1bié• -• co&a a9flerior p•• el aámero de paa&oa crftia::m. 

E (vR(z) - J) = 2grod(.R) - 2 
•eC 

l:Jlmno.tradóo.- Fbde- -.poaer, ya qwe ambos miembnm de la igmald.-:I. -. iavarÍa9l&ell 

bajo a>•j~acióa por -• t.raasforma:ióa de MObias. qwe R cw.mple las sigaiemliea prop......_: 

J • .R(oc) = J 

2. Rt.icmepolaasbnples a 1 , ... ,...., (eaC) 

3. vR(oc) =J. 

do-d-el ....... de.R. 

Así, la vale11eia de Rea oo, y ea cm. a¡, .. •aio; por lo tamo, la..._. E [v.R(.s) - I] &ill-
•eC 

el mismo valor qae si la -..a CID~ mll.-e toda a E C - {z1, ••• ~}. P.,.a toda z ~ R(•) ell&4 

ea C, y -'.. el valor de la aamllllioria - el a6mero de cel'Dl!I de .R'(z). F..:rlbiD-SO. .R.= 6 ea -

IDnaa red11eida tcme1n1:m 

-e > = P'C.o>QC.o> - PC.o>Q'<.o> 
~ .. (Q(.o))• • 

N~ ~ q9e .ff ta.mbiéa ..-áea a-. lonn.a nd.a:ida p-. ea a&ro~, a--.r.tor 

y de111>aüaador te.trMa ••cero ea comú (el caal deberla aer ...... z; P9eB ea .. cmn> de Q), 

dedo-

O= P'(z¡)Q('"J) - P(..,)Q'(zJ) 



y -.m exialea clu.& pc.ibilid..._: lli P(•;) = O elll'ol>aoal la comtrmicci6a ee evideMe al oblervar 

q- R.eilll&áea - ....._,........._Si Q'(•;) =O • ..,...._-. ..---1acom&rmlicd6a yaq9e •; ___ .,..... ___ eleQ. 

Aá, el•- ele -ele R'(.s) --elp-• P'Q- PQ', ó, apiv-ale, el 

p-elel ~ (Q(•))'R'(a). 

Ya- Q(•) -e1e la-...._ .. +a,,_, .. - 1 + ... +ao .... tap...,iod..t (1), - ~ 
tiemde a•• limite ftail;o d.iiii&ill&D dm: ~n> ca-.ID • - oo. A.__ el 1-dM» de q9e v.11(00) = 1 

siismillca q- .R - iay..Siv• - ...... ~ele 00 y -

R.(!)=t+A•+ ... 
.,.......clel-W-, - A# O.~·- - ._.la-y..._,_._. z .... !, 
~---q98 ~N(z) t;..._ • - limite 9.ailio. ~-cero- OCJi,. clB ckt.tm 

E fu,.(•) - 1) = 2grad(R) - 2.0 

~ 2.•.- U•_...., r-=ioaal de.,.mlopuaitivo d&ie- a ID --2d-2 p...._c:rf&kos 

ea C. Ua pou.o.io de .,._., poaitivo d t;ieae a k> m6a d - 1 p....-. aftkma ea C. 

~:a.a.- Ua --r-R-W- ------•ele L.,_._ 

"(R(z),R(w)) :S M"(z,w) 

.aa..e el pl-.o complejo. 

n.....tr.a.tD.- C.aado R .....-•el p...-.0 • a ·.R(s),. el cambio clD cacat. (__...,,ea la 

-*rica~) ea • ea la r.-.>a 



1 .R'(•) 1 (I+ 1 • 18 ) 

I+ 1 R(•) Iº (2.1) 

-----.-4- ---.y--domc.-
_..,., ... oo y ... - _... ... R. - R - - ...,._ - (• - -.)- coerca dm cada..., 

dm ---- -.. Ami, el_..,.., de (2.1) - el ..,jar - pmible de la""'--·<> 

~ 2.e.- Sea R _. r..ci6mi rmeiPaal. E-.-mdmlllt 6 >O &.a q.., ei.., - c ..... 11ier 

....., • ...,. ....... ~<li(--la_..,__....,, .. ._R(O)de ... ...._.. 

--n•,.--111-e(R("l'))deR("l'). 

R 
A(Q) 

Ella-ar.clda..-~q-R- _...,.-.... y~---ea&iDc.-aq91ecaalq.

..._- - n c1m,. - - (-) w_ ó ,.._._el,._ de,.. Do 

-.--. oi M - Ja .... -- ...... ....-- .... L.-itzdml .._. r--.i R- e• 
el~-..rmr-•---

diam(R(O)) :S Mdiam("l')· 



S..a 6 &al q- M6 < 1r. S.. sl&9e de aqaf q- si dáam("l') < 6 e- .R(O) •ie- di"--ro 

--q- ,,. y.-· .R(O) - p--r • e(.R("I')) 

8(.R(U')) e .R(BH') (2.2) 

-'·si (_c_lq...,.p•-.e• 8(.R(,V))ellto-(-•I U..iteclep-.R(..,.),-"" e W. 

Sia pádida di! -mmralid..t an - ª• .ai (' = R(a)., ck...te a .e e-=-e.,._ ea la cerr.tara ele H~. 

Si .-po-IDDM .a E Jt." e~ ( E R(U") .. de lo c•al ob&e--- - OD9U'~ p.e8 

R(IV) ea •• ooaj..to abierk:t y. em realid.t .. c .... mer voci.911.-1 ele C ~ al CD911Pll:a1em&o 

de .R(H") pare..,m&rermoem éJ(R(U")). O.. -..fq- .se 8'V,par 1o.-. i; e .R(8'V). 

a(.R(ll)) e .R(Bll) e .R("I'). 

- -ilao únplica q- e(.R("l')) y a(.R(ll)) ..... ,;..-. °" -· m.-ra .. --¡,, ... (y a61D 

... ¡ de ......... _ poeibilid-: 

l. e(.R("'l'll n R(O) = 9; ó 

2. e(.R("'l'll e .R(ll). 
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Y•---...--q-(2)_.,__,e_le_q_e(Rblln 

R(IJ) - v-.<> 

:1.:1 Con,j~ ... de .Julia y de Fatou. 

Deftaialoa at.ora los coaj..a.os de Jalia y Flllk>a de •• mapa> rm:ioaal R de la sigaieat.e ... ..,..: 
DIDfinlclóa..- Sea B •- r.mcióm r-*>11.al ao cu----.e. El e.n.junto .h F&t•u de R Bi el 

-bao•j-..&o aibierlo maxi...a de e ::ubre el calll .. raaaili• {.R"} es aormal; el a1njunto de Julia 

ea el complir:~ del comj..&o de F-.oa ea C. 

Geomikric.mellte. el c.va,i..ao de Jalia es la ccrr.tar• del aoaj..ao de pa.W-~de 

R. (Le .. ..n, e_..._, p.p M). 

• Sea R(.a) = z9. Ell&o911Ce8 R•(.z) = r CD.,,... • cero ea {z: l.sl < I} y • OQ ea 

{•' l•I > 1}. El..,,..¡.- de .Jalla _...e-.-_.. el cfrcalo ...- {•' lzl = 1}. 

• Sea R(z) = z" - 2, R , e - (-2.2) - e - (-2,:lll y --- h(•) = • + !. -
h: C - (-2,2) - {..s: lzl > I} emk>__.. hes•- cuaj .. -=ilSa elltre R y .. p..-&o qme 

R(h(z)) (.z+~)ª-2 
z"+~ 
h( ... ). 
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A=:1i Ji~li"'(.::) COD\."C~ a :ir..; para toda:: CD e - l-2~2).6 

l>cftnlelón..- Si g es an m8'JCll) de •• coajQato X ea él mismo, aa sabcoaj•ato E de ."< es 

1. In.variante hocio. o.delo.nte si g(E) =E: 

2. /nva.rio.n.te ho.cia atrás si y-1 (E) = E; 

3. Conapletornenfe innoraante si g(E) =E= g- 1 (E) • 

.................. 
• C es iavariaate 11.acia atrás pero DO comp)et.IUQC:at.e iavariatde bajo e) ID~ Z. - cxp z. 

• Sea U la compo11ie:Se del coajaldO de Fat.oa q9e coatieae al pamta fijo aitr-=tor -1 de P3 

doale P(z.) = z2 - l. L' es U.variante 11.acia adel.-.te pero no a1 comq>let.amemte bavariaatc 

bajo el mapeo p/a paes la compo11eat.e del coaj.-O de Fato• q11e coatieae a 1 ~mbié• rs 

eavima A U modiaat.e el mapeo #'3. 

• Eldiaco -it.ario A= {z: lzl S l} es completamtieate iav~llti!!' bajo el mapeo a: - ~.D.. 
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'Ja:.~ma 2.T ... Sea g c .... •ier aaapeo abierto coatia90 de .. ....-=io t:.q>ológico _1( ,,o.-

bre s( mism:JO y s9pi0ag ..... q.c E ea c:omplet.ame-.e iavaria-.e. e~ &ambiéa io "'°ª el 

coaaplcnic.to de E.-"< - E; el im&eriDr de E. E°: la frontera de E, iJE; y ba a:rradara de E. E. 

IlrcD1DBt:.raclóns 

1.- X - E es coaap~aa.:Mc m,,·ariamte paes 

11.- Eº es cuu1plct.-..cat.e m,•ariaate ya que comu 9 CM coat.ia•a e• .V:, y- 1(E°) es - s•b-

008,jaat.o abierto de g-1 (E), y...¡ (por iavaria-=ia). de E. Aaí y- 1 (.E°) e E°. Si.milarateSe, 

a:>llM> ges•• mapeo abierto, g(E°) CB •• s•bco•ja.ato abierto de E. de do.te g(E°) e E°. De 

-.afqae 

111.- élE .. complet.amellle iavariamte .. Sea X e BE .. eldo91ZS ex:iaitea x,, ••• ,x.,,, ... E E &ales 

qae z.,, - x C9aado n - CXJ. AMi g(.r1), ••• ,9(.x.,,),.H se eac.eatr- ea g(E) = E (p9D.'S E es 



Cll>mplet.aaac.ae m·ari,..._.) y, e• virtwd de la coatia•id.t de g., g(.rn) - g(.r). AdelUás, ya qae 

g(.rn) e E plU'• tod111 n y g(.r) tt: E° por CDlltiallidml de g, &ememua q- g(.r} e ilE. 

g(E) g(E) Ug(BE) 

E u BE 

E.<> 

~ 2:.8.• Sea R •• ••apeo rm:io•al. Emk>9Ce8 el coaj..to de F-.0• F y el co-.itndo 

de J.U. J de R so. cumplet.ame-.ie i.a,.·aria11ta1 bajo R. 

J:»anm.tr.aün.- E.a stdk:ie-.C probar que F es co•plet.ame.W iav.-iaa&e ea virt:wl ck:l 

TlllPl"emla 2.7. Además, ya qW! R. es sobre, .,_.,. pn>bar qwm ea illv.-i..te lmcia &ráa. el decir 

n-1 (F)= F. 

~) Sieaa au e n-1 (F) y wo = .R('*o). *''• tuo e F. Se sigtle qme d-» cwalq•ier e> o, existe 

6 >O t.al q11e si a(w, w 0 ) < 6, ellto90CS para toda n., O"(.R"(w), .R"(w0 )) < e (por _,rmalid-1 de 

la familia { R"} ). Teaemm. además, utiliz.aado la co-iaaidml de R qae exilllte -• p > O t.al q11e 

si a(.t, au) < p, emitoaces o-(R(z), wo) < 6, y asi cr(R"+ 1 (z),R"+1 (.zo)) <e. 

Es.o m9Clltra q.e {N*1 : n ~ 1} es eqaicoBi.a•a {aDl"IDal) ea <lit> y, claramieat.e, aíi.Mlirle la 

ta.ci6a R _, cammia 0!11t:e ~- Asf {R"': n ~ 1} ea eq•k:oMiaaa (.wmal) ea au E .R-1(F); 

t.eaiemlo ea c.eaa qwm ell&e eo.,;--.o es abierto, dml.9Cl.mr;m 119e R-1(F) ~F. 

¿) Sea ~ E F y wo = Ji(.,), ent.oaccs para toda e > O exil!l&e 6 > O t.al qwm para toda n, si 

a(z, -30) < 6ell&o-=eaa(.ff.+ 1 (z),R"'+1 (zo)) <e. El co-.i1l.al&ode toda• ...t.isfm:iemdo r:r(z, at>) < 6 

a1 -• vecilMla:l abierta N de zo, de m:i•f q.e R(N) es -• veci-1.t abierta de wo. Si w se 
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em:9eait:ra ea .R(N) ea&o--. w = R(z) para ..... .s E N, -i 

... dD- la f..UU. {.ll"} - ........ai ea - 7, por b -· wo E F; -· F ~ n- 1
(F).0 

Prapa.iel6a 2.9.- Sea f - ~ CDll&ia~ de - ~io CapolóiKico X _.,re si mismo y 

~--q11e .1{ teme mio•• a*-en> ftait.o de co•QJOmeait.. X;. Ea&o-=-s para aig1i• entero 

ni. cmla .'<; ftl CDmple&amell&e iavsiamte bajo f"1. 

~ración.- Seaa X 1 , ••• ,x._ l,_c:ompoee~ di!.'<. Coa1a e.mi.a f(X;;) es oolleXO p:>r 

~ fcoll&ia•a. f imd81Dc •• .. ....,,..,.de {1._ ••• ,t} ea sí mislm>dñiaido mmli~ -r(i) =j. doadc 

f(.'\"'¡) ~ .'<;· Com.> fes~. r &amhWa lo es.. de alta maaera r ft:fAllt.a aer ••• perm•&acióa 

del c:»•j•Mo fiai&o de ladicea. ele 4:>..te r debe temer onlea ftai&o. <tilla_. rn., CH decir. para t.oda 

j, f~(.'<;) =X;;. '\"a qae lcl9 X;.,. disjaat:o. das a <kn., t.r:.emas q9e c.sla .'<;es completaaaent.e 

iavllll'iaate bajo rra .o 

~...,..._ 2.JO.- Sea R •• mapnu r.:iollal de gr.to aJ mielMJti dos y S1lpl>a,Ka1DU8 q9e an 

coaj ant.o finito E ea c:omplmameate illvnriaate bajo R. Eat.o19C:EB E t.ieae a lo más dDH ele meatos. 

J:lrreaanmtracJcSo.- Swpoll8..._ q.e E tiene k ele111eM.oa. Va q.e E es finito y ya qae E 

es co111pJct.mne11t.e iavariall&e bajo R, cntonoc~ R ~*" d>re Eco-. -• perm.at.ación. de 

-.tú q.e eximte - eat.ero q tal q.e R!I es el m~ ideMkl.t de E ea sí mismo. Si R'l t.ieme 

grado d eato9Cl!IS la ecaacióa Jile(.z) = w t.ieme d ~1-=ioaea, y todas se e11c:t1eatr- en E (E es 

aompidamellte i.avariaate) y, atilizalklo la l'e'lación Riemaaa-Harwit.z temelDDS qae 

k(d - J) :5 ~(vn( .. ) - 1) 
e 

2d-2. 
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__ .._ ........ _........... .__...,, ... .,;.-.deJ.U. it·-- a.tas ~r-

cioa.r la ... ieMe clMlaicióa: 

0..flalclma..- U•.,_- •-dimo creep<ei....U-• R ,,__ - 6obiu-.J {R"(.o) 'ne Z} 

-. fboi&e. El co.,¡.-de - - p-...._---• R -á de-- -r E(R). 

~.-Sea R(z) = :sl:f!:!f> .. q11e~-- pro1w- ca-.e l es - pa.ao ~al de R. Ya 

q9e R(l) = l., e...._ .. c1-o ca- .R""(l) = 1 p.-a toda n. EN. AJ.ora. l• ima'-9.._ ~nas 
de 1 ., .--le• cUeal.r de .. ...-.ae .. ..,,..: 

... dmcir 

óbie• 

:3+••+ 2 -1=0 
3( ... + .. +1) 

r-3,..+3z-1=0 

(z-1)' =0 

de domdc n-1(1) = l y-'• para &oda n E Z. R"(l) = 1, de a11wf q.e les -pall&o mooepciooaL 

Ea re.lill.-I-= p~ c:llm:.r ....Uaatc - cálcalo directo q'lll! la &ra....._.-=ióa h(:z) = ~ 

C1D-.j91KA a .R coa el pou.o.üo :z - ~. De .-. m-..era oo ftB1llta ae1' tambi6a - paat.o 

cxcc¡ • ••I JNll'• R-6. 

.............. :1.11.- Ua .. ,.,_. racioaal R de crmkt al.--- dl:m tieme a lo más dms P•*

..........,._._ Si E(R) = {(},.,-...,..Rea colQ•alo a .. ~-m• ( <XAa_..-;.,lldD 

a oc. Si E(R) = {('17(:1}., do.de (1 .,J:. ( 11 ., ellk>9D18 R c. coaj118mio a.._.. mapeo z: - r'., cua 

d = grud(R) y (a. (a.,.,.._......,_ a O y oo. 
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.-_. .. -..a-- E(R) - ¡l - --bajD R y-' R &im- a k> ---p- i•- Alrl. ........ •-.....;---.- -___ ..,.__.,_.,.___ 

l. E(R) =•· 
2. E(R) = {oo} = {R"(oo) '"E Z} 

:t. E(R) = {O,oo}; {O} = {R"(O) 'n E Z} 11 {oo} = {R"(oo) 'n E Z} 

-1. E(R) = {O,oo} = {R"(O) 'n E Z} = {R"(oo) 'n E Z} 

El~ c.-..., &ieme r.levwia ea.....,. dE •: • Si (2) ---*:. ~ Rea•• 

poliaamio. Si (3) a...de. e-.- R. ato&ra Wll!Z-~ .......... vwzde la..._. a - ar' 

-· ..... e_,.,..-;.... d. F"-. oi - (-1), - R(O) = oo, R(oo) =O, y R 

&ieme ...._ - cero. y ...._e• {O. oc),• clD..tB ea dD la ..._. a - al!" ....- ..._. ellltcn> 

...-ñr·o d. Ea~ to.~ 11:m...-
de-ma.<> 

U "••k-ae~e91 Fy..-a~la 

Caa-olarlo2.11.•Sigrad(.R)~2.~bl.,,....__,....,._.,.¡'=loade.RIR~-ea 

F(R). 

~ 2 .. 12.- Sea .R - mapeo r-=io-1 m• grad'(.R) ~ 2 y mllP'b wn qae E es•• 

...t.aoaj....., .-r----,___de C. E-.-........... '-.....,_ 
~io-= 

l. E&-ak> ___ yECE(R)cF(R); 

2. E - idaito y J(R) e E. 

~ ciomtimmie a6Jo p..aa. ...... ~-----y -.. ~..,el~ (1). 



ESTA 
~AllR 

TESIS 
DE LA 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 

s...,.. •• ,,_ q9e E es i.daito. ColbO E es mmpldamell&e iavariante. t:.ambié• lo es 1111 

CDmple .. ll&o (); ..S cala R•" maipea el co•j•ato abierto n Slhre !Á mÍ2ilbo. Debido a .-.o. 
~IDDB q- •• familia {R"} .. 90rmal en n por el Teo~ .... Moañel y -'·ne F. Se Hig9e 

q-J--~cm....WO-E.O 

o-.......-. (Paupleda.il - mlaal-ndad del m~.-0 - .Julia).- 0.1 ,_,..., ... 

--.erior &eme-- q- J as el mAa peq8em> cullj•-.O mmple&a..eate iav~. aerr.SO. cm• 

al --- v.. p--.C... 

2.3 E .. tructura del Coltjunto de Fatou. 

A•~--- ea primer ..... deBro ele la C!lltr.c&ara del CID9jw.ato de Faito.. a las oo....,_ 

me.._. c:omple&amiell&e imvaria.aes ~ didD mmj•Mo. 

~ 2.1a.- Sapc-ep_. q.c grod(R) ~ 2 y q11e Fo cm-" c:ompo-.em&e mmpldamcll&e 

iavwialde de F. EMD91ZB 

l. /JFo = J; 

~ración.- eo ... Fo es DDIOplct.amemt.e iavariallte, t.ambim• lo es - cerrad.ra Yo y, 

-'• por la mia.imalid..t de J, J e F 0 • e.o..., J n Fo = 0, coacl1lÍ8KJ& q9e J = BFo y teme-. 

(1). 
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Alr• ..,..._. (2) q- Fo - •- aompome..., cmmp.._llle ~ co.m co..o-

t.ivklml tlat&a e y • ......__ a i..m-.ci...a.tdel eom.pll!me~ de Fo ODmlD E1 ..... Ee- Aw la 

PHipcw'1::ió• 2.9. exiill&e - •-tu m 1.91 q.., t;oda E; es aomplet.ame..., mv.riall&e bajo R'" y 

C1DW1 J - üdlalto. m ele 1.- E;. clill:---. E1. em idmt.a. La •i•i••lidwl de J(R") implica 

q- - e-=..,mtra ••Es. y -' 

J(R) = J(R"'l e E,. 

Sia embalwo. por (1) cada E, iatermct.a a J(R); de aqtú q.., e= l y-~~ (2). 

Para...._.. (3), oa--ve--q..,de (1), JUFoesla~MlaradeFoy, ..-1ot.amo,elcmmmco. 

Aaf •- e D911J e• l"llk:u de - aomplelDCllto flDll. simp11!111ell&e mm:xms y cuaM> .,.._ ao.....-e.a-.a. 

so• e• real.id.mi laa ~.a.es de Fat.oa dilltiatas de F 0 , oblemeaMl& (3). Fiaalaleme (-&) ~ 

obtie.e de (1) y de q- - WmiaiD es 21ÍmpR...:?at.e CD.exo ai y milP si - froatmra es ~-<> 

~--Sea P(.z) =.a+ e doade e E (-2,0) y a. t.al qae 

(¿+e}' +r = ~(1 -v'l - 4c). 

El lmlo i:a:¡aierdo -.tú cg P"'(O) aaiell&ras qac el lado del"ll9l:IM> ea el p..to fijo ~ivo o de 

P. 

P(-,B,,dl = P(O,,dl = (c,pt e [-,B,,BJ 

y ya q9m O._ preperiódiaD, J(P) es -• demdrit;.a.ó. 

c.....a.rtD 2.14-- Si grod{.R) !:! 2 y si Fes m~. ellto9Ce8 s...-le ...... de lms ~ 

afirmm:io-: 
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1. Fea simpleaiemt.e aomexo y J es conexo; ó 

l:lraieaal08 geaeralizar la tor .. ala de Riemann-Harwit.z para el c.aao e• q.c R : U - V CID• 
U y \' doa.aiaiOtl contenidos ea C. Ea&o aos permit.irá usar diclta fórm•IR raKriagieado el mapm> 

rm:ioaal a aompo11emtes del IC09j•ato ele Fatoa. 

Sea u una CDlllp:>aeimk! de R- 1(\'°)., ellt.oaceH si (E au., R(() debe ea&ar e• la cerr.tara de 

V y. si• elllhargo, .o pllede e~at.rar..c ea l•" (p9CS la imagea iaversa de - abierto es abierta). 

de etl&a mamerR R( () E av. La CIDllte-=ióa opaeHt.a. 1'11 snber av e R( éJU) 8Uoedc ea caftlquier 

cam>. Pbr lo t.aato. ~ cuavieae ea&.tiar el aaapeo .R de -a ao .. poaelde U de R-1(\') 90brc 

\' en lugar del na~ R de l./ M>bre F. doaJ.e U )" V 9DD doll1Ílli06 c••lemi•icra ea C., p.es. ea 

el primer caao 

iW = R(ifU) 

N'W!Stro objet.ivo es ~ra relacioaar las caract.erlsticas de Ealer de dollÜaioH U y V como 

arnña. Claramemc. diclta relación depeadcrá de Ice p•at;.ios qtte no t.ieaen veciadales doade 

el mapao R sea iayec&ivo. es decir, los p•Mo& criticoa de .R; ,.f, atilizareaxm el a>acepto de 

valeacia v11(z) deflaido aaterlormeatc. 

J:Jllefintclón.- Para caalqlaier coajaato A. defi.nilnos la deficiencia. total de .R sabre A, ea 

símbolos 611(A), como 

6R(A) = ¿cvR(z) - l) 
•EA 

la cu.al es a:litiva, es decir, para conjuntos A y B a;>D intermx:cióa vacía t.eneDl08 
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~·-Sea R(.:) = .,!:¡, em&ollCeS R'(=) = (•i".!iJ;1. A.si O es el áaico p1Ulto crit.ico ea el 

dümo •aitario de doadl! 

y 

vn(O) - l. 

t..•R(:x.;)-1 

li.m ;e.+t =lim~ 
.~ z.ls a-O z't(=3 - 1) 

el c•al e.xis&e. es ftaito y diiltiato de ecru para k = 2. Asi li.R(6) = 2 - l = l. Utili.za9do la 

rel.-:ióa de R.iemaaa-H9""-it.z teaelDDd qwe 

'K'Dnnm:aa 2.1&.- SapoagaDMX:r. q.e se camplen 111& llig-.ieat.m co9d.iciomes,: 

]_ V es aa dom.iaio -=otado por - náalero fiait.o de carvaa de Jordan ajeaas dos a dos; 

3. No ltay valores criticas de R. en B\ I". 

ElllA>nces existe 110 entero m tal qae R es •na cabrieate de grado ni de U sobre V y 
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OOade x(E) deaota la caraderist:.ica de Euler de E. 

:Donaaet.raclón..- Clarameate U es ana compoaellte del complemellto de R- 1(c1V). Para 

CMla w e V 9C& S(w) el •1Ímero de ~111cio11es (co•t-do maltiplicidadcK) de la ec•.:ióa R(z) = 

wc• U. 

Aftrm-=:ió•.- El -~ 5' : ¡,.• - Z es c.ontinuo. 

Para cala p11at.o <; E U qmc ca.mple R((i) = w CJcistc a•a ,,"OCÜldad N, tal qac Res ana 

C91nieate de gr.mio k de .Vj *>hre .R( iV,). duadc k es la valencia de R en <;. TumBDIOS ahora al 

colljamlo CDlllpact.o 

E=ü-LJN,. , 
elltullati el comj..C.O c:ompado R(E) est.á a ana dis&ancia pt:x:¡itiv11 de w. Así. existe ana vecindad 

abierbl CJI de w ajena a R(E). Ahora. para cMa pa.ato w1 E 'Jl, lmi s:>lllCÍDIMS de R(z) = U11 

debea eaa>•r.-ae ea Ui N,; y a!Í encoat.raatoJ qae S(w) = S(w1) de OOnde la rll9CióD S es 

coaa&aate S>bre CJI y. por lo tanto. continua en IL'. Así la afirmación resalta vlilida. 

Chmio S ea co•ia•a ,. sa c:ontradoaúaio es Z, eldonoes S ft!Bu.lta :!ll!r constante !IDbre todo 

V ya q-.e i-· ea c:iomexo. Pbr tanto. para algúa entero m., R es 11.Da c•bricllte de gr-to m. de U 

s:>bre v. 

Ext.e.lldc~llllDB ahora el resaltado anterior al mapeo R de c1U sobre av; así. :!lea <; E 8\1' y 

za, ••. ,...-., las d p~imáge11et1. de <;, coa d = grad( R); •ay exactamente d tales paat.off debido a la 

ll;p.;tesis (3). 
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Va q-~a de 1- .a,; tE cmcwe9tra ca V, pode.IUOB sapoaer q11e z 19 •••• Z-t ~ eac9Catran 

em ilV~ micatr.118 q.e ~¡., •••• ~ M> ae e9C9t!a&r- ea C. 

Elij-.... aaa v..:illdm IV de t; y. para e.la j. ªª" vc:ciJklad u-; de .::,; coa J,..; sigu.ientes 
_iod __ , 

• 1Vinn~,,=0parai?floj: 

• U· n F es coaexo. 

Si .i E {l ••.• ~t} cldo•C'Cf IYJ iate~a a U y R IUapca Ja iat.cJ"SDCICióD en ll'n V. De aqaf 

q9e .li,i1(11º n F) es - sqfJCO•j•llto c:oaiexo de _R-l(V) qqe i.nteNll!ld:.a U y itii ~ e.-:.eatra en 

¿·. 

Toma-"> C9a)qaicr pamto o E n~ n V, te11elQIOl8 que pllra i E {J., •.•• t} ., el pa.c:.o RJJ (a) 9e 

encaeat.ra en U., de do.de t .$ m. 

~r ot.n> lado, para i E {t + J., ••• .,d}. R.J 1(o) ~ U; así q.c ya que mes el nlllistcro de 

=->119CioJICS en U., ae tieac que rn .$ t. De lllff dos desigaald-'e8 obtcaclbOS. ni = t. 



El Higuicnte pattD es probar que ac ftj una u.nión ft.nit.n de carvas de .Jordan njcna.'i dos R 

dos. por ( 1 ). aF comprende 11• n1i1DCro finito de carva::s de Jordan; t.onaa11t08 t; ca una de c8t.aS 

curvRH. digan10t1 ..,, y encunt.ramoa )as nt dist.iat.as ramas R& 1 ••••• R;;.1 de R-1 defiaidasocrca de 

t; t.alci qac Rj 1 (t;) = ZJ E 8L'. Va qne por (3) no hay valores críticos de R. ea ..,. t.eaemos que 

cada rama puede ~r cont.inaad.a naalít.icasueat.e nl.rcdcck>r de "')', etll:as oontinaaciones llevan a 

curva; HÍIUplcM cerradlVi (Res inycct.h.·a) en ac~ y cada carva cubre k veces (plU'a algana k) una 

curva ca 8\.". 

Finalnraentc llCCllCSitanJOS probnr 

x(V) + én(U) = mx(\'), 

c11 CNtc HCat.ido, t.riaagulaln08 In ocrradara de \' l!ltCg'llraado que los valores crit.icos (un nUmero 

flnit.o) ele R en \/ :-teftll vért.ices de dicha t.ria~rulRCión T. A~d T t.icne f caras, ,. aris&as y v 

vértices; por definición 

x(V) =f-t+r 

Afirmamo..'i qae la cubricot.c de grado m, R de U sobn? \/ induce una t.riaagulación To de 

la ocn-adara de U que se obt.ienc de la siguiente aaaaera: los vért.ices de To BIOD las in1ágcncs 

invcn,¡as (ea la ocrradarn de U) de los vértices en T~ así. To t.icnc proci."ifttnellt.c m · v - én(U) 

vért.ices. Cada arist.a de T ~ lcvaot.a bajo cada rama de .R.- 1 a ana arista de To, y CDlllO no bny 

valo1e1 crit.ioos de R en c11alq11icr arista de T. vemos que To t.icae prec:isalllent.c m • e arist.at:I. 

Ya que cada cara F de Tes siniplcnacnte a:>aexa. por el Teorema de Monodromia. cada rama 

de .R-1 es simpl~valaada \CD F y además m~a F eobre un sabdominio si.Dlplc1U1Cnt.c ooncxo 

de U. Ded.~ entone.es qac To t.icne precisaaucnte m · f caras y. en cst.c caao 

x(U) m·f-m·e+(,.,,·v-éR(U)) 

m(f - ~ +v) -6n(U) 
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•=• 
e=72 
v=!S 

ll(U ).1=...,_31 
-7•1=2f-3J 

... = .... 

mx(1 -, - lin(C) 

f=20 
e=l& 
v=1l ll(V)=-JI 

Dl:!!igr.ciadaine-.e, .o poden~ aplicar el Teon::nm anterior a las compomellt.es del aoajuato 

de Fato• ea •mcral pllCI. la frollt.era de Ja mayor parte de ~an DO aoaHiste de a.a a*-tero fillito 

de carva11 de Jordam; ar1[, para - dob1iaio cualqaiera D, defiairemos su caracterisltica de E•lcr 

x(D) colDO el valor 1[111.ite de llll!:i car~rísticas de Euler de ''sa.bdo111.iaios !iaavcs .. q9e ''l.Jeaaa•• 

D. Dlcfiairea.os a~ra Jo q•c s;gniflca a.11 .. :!:111bdob1iaio Aaave .. de la ~.igaieat.e mia11cra: 

l:k:finlclón.- Sea D caalq~r dominio de la esfera de Ricmann. Un subdom.iaio n de D se 
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dimt q.e es •• auódonSnio rq¡ula1· de D si cam.ple: 

J. n está ~por -· uaión finit.a de c•rvim de Jordan ajen.ag dos a duH.. dig;im~ 

"l I •••• , ..,.,.. todas e1KX»at.rá.toae ca D; y 

2. El oomple111eato de f!ODaaia&e den disco& topoJógioas, c:ligalQOS i-1 .. 1 ..... , W'"n (acotackti por 

"ll····•"l'n respcdivameate) y ~a U"; intenmc't.a al complemento de D. 

Ejcmploe.- ~ = {:::: lzJ < 1} ~ an subdon1.iniu regular de C. Tomando D =C. tencmD-i 

que el anillo {z: 1 < lzJ <2} 9DCS UD su.bdolUin.io regalar de C PllCS {z: Jzl < 1} no illtcn.!leta 

:t-:xi.6. 

• . 
. 

Claramente x(f!) está definida para cada s•bdominio regular n de D. 

Lema 2.16.- Sea D a.n sabdomi.n.io propio de la esfera de Riemaan, entonces 

1. Cualquier sa.bconj•nto oompact.o de D ~encuentra en aJ.gún subdominio regular de D; y 

2. Si n, y !!:. 9DD sabdomiaios regulares de D .. eatoDOC!I existe 1lD subdoniinio regular n de 

D q11e oonticac n, y~-
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l:>icn:JDBtración.- Si.a pérdida de ~ncralid-1 s9P0ndft!DKB qae oo está e• D. Sea n un 

entero posit.ivo y cubramos el plano coa una rctl caadritda (iac1ayclldo 10& ejcH). cada cuadrado 

de di8nactro j... A~a. ~" h.-n la anión de aqaellcws c•adrados cerrado.o¡ ca la red que conUeaen 

alg9.• pallto del compleaaellto de D. y !!ICA Du la oompomellt.e del co1nplc111eato de K.,, que 

collt.ieae ai -::e;. Eato11CC8 es fácil ver qae D,, es ana sucesión crccicat.e de s11bdo1niaios regulares 

de D cuya -Mi• es D. 

Así., dado caalqaier subconjunto compacto K de D, la fa.lllilia { D 0 } es Q.Da cubierta abicrt.a 

de K y por lo taat.o, existe a.nn sabcabiert.a abierta finita. Coaoo las D.., !IDD crecientes coa 

n., esLa colncción finita colltiene un dominio más grande D,n y este contiene a K. NiÍ hemos 

probado (1). (2) sigue de (1) pDei sin, y~ tlDb sabdominio8 regulares, cntoDCCs la unión de 

sas cerrmiaras es an sabc:onjaat.o oon1pacto de D ~·.por (1). se encacatra ca a}gún sabdomiaio 

._.,lar de D.<> 

Lema 2.17.- Si{!¡ y~ HDb subdominios regalal"ei de D t.alcs que !?1 e ~ ent.onccs 

x(O,),;:; x(n,¡. 
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llln~raclón .. - Sea.a lt'1 ••.•• 11~n 1~ co111poaentc:.i del aomplcmcat.o de !11 y, ... , ••.•• V..-1 lllS 

co111poncat.ce& del c:o111plcD11e11to dE !Ja. Ya que !11 e~ .. t.cacatoH 

V 1 u ... u i.-;.... en .. , u ... uH-.... 1 

para e.taje {l, ..• ,n} C9CDja - paato z; ea ltj. pero no ca D. Coano Zj 110 está ea D, :te 

cac:aeatra en a)ga.na V., y así v., (siendo co•exa) :.:: csacaeat.ra ea U':¡. Se sigue qac cada U J 
colKienc algtuaa V.,, y ami m ~ n. La desigualdad d..ta ahora sigue aollllD 

PbdclUOlli alk>ra defiair X para caalquier sabdomiaio D de C de la ~d,gaieate manera: 

l>Dfinlclón.- Para caalqaier sabdonúaio D de lf: defiain1os la carader&stica de EuJer de D, 

ea ::sinabo&ae x(D) coano 

x(D) = iaf{x(!"!) '"""""" Rabdomiak> ..,Uar de D}. 
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Ahora teaelDCti ya la llcrriuuicnta nccesaria para poder relm:ionar lati carnct.críst.icai. <le 

Eulcr de cua)qaicr dominio lJ y su. imagen \"'bajo •n mapco. En part.iculnr. cuando U y \ ~ son 

ounaponent.es del conjunt.o de Fat.ou de un 1napco racioaal R. Est.a relación He da en el siguicnt.e 

~rcana 2.18.- Sca.n Fo y F 1 conaponcntes del coajlUIU> de Fidou de .a. mapeo racional y 

NU)>OBb~ que R 1UapcA Fo en F 1 • Eatonc;:es. para algá.n cut.ero ni.. R es una ~ubricnt.c de grado 

m de Fo d>rc F 1 y 

lllczno.traclón.- Ya que R(Fo) C F 1 • cut.onces en realidad Muc:cdc quc R(Fo) = F 1 • A-.,,\, 

Fo es a.na coa:q>aaent.e de R- 1 (F1). CoDM> Res localnacnt.c una cubricnt.c de grfldo k abierta. el 

nú1U1Cro S(w) de 9Dlucioncs de la o:um::ión R(z) = w en Fo es una función cont:.inua y. por lo 

tant.o, coaataate de w en F1; así, para algunn 111, n es una cubricnte de grado 1n de Fo ~hre 

Constrain:nKJti ahora dos sv.bdoP.Üllios rcgulo<U'CS !lo y n, de Fo y F, rcspcct.ivan1ent.c. S&

lcceioaalml8 UD punt.o w E F 1 y oun~-t.ruimos unn .Rnhrcgión regular !?o de Fo que contiene 

1. Todos los pu.atas crit.icos de R que !te cncacut.rnn cD Fo; y 

2. TodHB las prcimágcoca. : 1 ..... =n1 de w que HC encuentran en Fo. 

Seleccionabl06 ahora un su.bdomi.n.io regular n1 de F1 que c:ont.icnc al conJant.o cotnp-=to 

R(flo). Abura cada una de las componcnb!s de .n- 1 (!?1 ) !te encuentra en F(R) y es m.apeada 

nlCd.iante R sobre !?1. Además, una de dichas component.es, dignn1os !!::, contiene al conjunto 

conexo 0.0 q11e satisface (2), de aquí deducin1os que fl:a es la única componente de R-1 (fl1) que 

int.c1"9CC1:.a a Fo; en ot.ras palabras 
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Afirm.alQDS Q•e !'?.a es -a !59bt'egió• ......... de Fo. para verifk:.ar etll:.o- et s.tk:icllte ntQiHtrar 

qae elida c:omponcut.c H' del oomplemeato * {'!,: illtcr.tPc:t..-. J( R). Ar.>ra. U' e4á .-:ot..ada por 

afgaaa ca.rva de Jord.aD "')' (qme separan~ de Jl.a) así bAy p~ e• \V (aercaa1»1 a"')') qac !tl>D 

mRpCar:bt en alga.na comp;,memt:.e B del compleme.SO derii'. Como n-1(B) y {'Ja 9DD Rjenos, \\·" 

a>nt.icnc alguna componeate. diga~\'. de R- 1 (D). Sia e.margo. CODIO n, es a.na !Hlbregión 

regultar de Fh B contiene algúa paat.o Q9C mote encuentra en Fh y óltiÍ. algún p-..to de J(Ji). 

Se ~~me qac \'",y así \V, intcnectaa J(R) de .. aaera que~ es, e• efecto. una ~nabregión regular 

de Fo-

w 

A.sí. !lo C í!:z C Fo Y. por lo t.ant.o 

x(llo) 2: x(O.l 2: x(Fol 

y de (1) 
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Aat pur el Teore .. a 2.1&. wwe .... 

x(O,,) + 61t(Fo) = mx(01) 

Dmla c•alqlaier n coa a > x(Fo}, ~-- 0o t.al q-.e x(flo} < n¡ elltoll0t8 lo .. iamo 

....,.,..., para x(flo). -1 

P..a ob&e9er la deai,gmakiml. op9e:llllta. to~ c.alqmer Slo. E-.low::iea por la W.aklad x{!"la} + 
6n{Fo) = nix(01) y 111.ac\elMlo cmm omim> de la e)Docióm den" tenemcm (ya q.e x{Fo) :5 x{f!all 

x(Fo) + 61<(Fo) $ n>x(O,). 

Amra. ~i ~ > x(F1 }, podemoe siempre~ 01 ea el al'K1llbea&o --.eriDr ele maaera q9C 

x(01) < ~. y •• mgaioeat.o silllilar ai...tra qme 

Oon k> caal la.a qlledado probado el Teore .. a.<:> 



Capí~ulo 3 

Periodicidad Eventual de las 

Componentes del Conjun'to de 

Fatou: Teorema de Sullivan. 

J. periódica si para aJgán e ate ro porritivo n. ff"(!"!) = n. 

l!aenlpJo.- Sea f(z) = za - 1 y coasidéreaMC a la8 compu11eate!i del coaj-.atu de Fatoa F_1 

y F ../i qae c:o•iemea • -1 y -\/'2 respoccivamcaw. Te•e1DOB e.to.-:ea qme F-1 et periódica ya 

q11e f(F-1) =Fo y f(Fo) = F-1· F..;¡ ea evellt•abueate periódicA p_. f(F..,fi) = F1 la caaJ es 

periá<lica~ 



En cst.c Capít.u.lo dcKN"T"Oll~IPOti la delUOHt.racióa del Tcorcaua de Sallivan, es decir. la 

den1UHt.ración del teorema que afirma que dnr.la cualquier componente :n del ooaju.at.o de Fllt.ou 

de un 111.;q>ao racional R. la sucesión f'!,R(!l).R3 (0) •...• R"(f'!) ••..• es cvent.anlntent.e periócUca. 

De cstn auuaera. para comprender la dináD1ica de 11a aaapeo racional R m>bre s• conjunto de 

Fatou F debeatos n:mkirllDR a la acción de R tmbre las c:on1poneates periódiclls de F. 

El Capit.ulo tte encaellt.ra dividido ea dos HDCCiuncs. En la pri.Jucra desarrolla.reDlOO> una serie 

de lemas auxiliares que nos perD1itirán alcanzar la dcox--tración del Tcorcbla de Sullivan de 

una n1ancrn gradual. A cont.inuación daremos a.na visión b--Cncr:d acerca de cómo ~ concct.an 

dichos t.corca1a.'io con el objeto de poder entender s11 at.Uidad de una manera má.q, clara dentro 

de la prueba dL"l Teorema de Sullivan. 

En C&1D de que cxíst;iera a.a dominio errant.c para R el Lcmn 3.2 nos propon:iona un dominio 

errante simplclUCnt.c ex>acxo '' ·• A.<JÍ que basta probar que el Tcorca1n de Sullivnn UCIU'l"C para 

dominios de este t;ipo. 

En los lemas s~ruicnt.cs t1e 001istruyc un mapco del espacio de Jos cocfl.cientes de Dclt.rnDli 

tM:>brc el diacu unit;ario A al espacio de los mapcos racioanlcs de grado grad(R) (ver Lema 3.G). 

El siguient;c paHO ca definir una tieric de n1npcot..¡. euasiconformcs ~ 'l'r coa dilata

ciones complejas µT del disco unitario co sí mismo, duodc Tes un vector en el cabo [o, E. ¡JN para 

• aQ{an¡m N y E. 1 • El Lema 3.9 afirma que existe toda una curva en dicho cubo cuyas dilat.nciouc.....,. 

complejas aon todas enviadas a un ú.nioo mapco racional mediant.c el mapco mencionado en el 

párrafo anterior. es decir para toda t E {O, 1], f.PtR.t.pf 1 = S. 

Definiendo Joe:¡ mnpcc:>s 111-t = ¡yQ 1'r='e encontrarnos que para t.ocla t E [O, I] 4•t es c:l mapeo 

identidad. sobre el conjunto de Julia de R y mapcn cada una de las cowponcnt.cs del conjunto 

de Fatoa de R aohre sí misma. Así <,='t(H~) = H"o es indcpcndicnt.c de t y es conformemente 

equivalent;c al dÍ9co unitario A (con h el 01apeo oonforine). 



E• S. ~a -.ocióa .a.e-- tiaal.lueatc Ja <R...-rac.ióa del Toorcma de Sallivan. Dndo 

- _,.._,. CJDa(orax: g de ¿3¡,. .obre u~. el aJ.at-> g-••,g de A sobre sf 111.islllU ~ cxt.icnde a JA 

ideMid.t. ea ilA por el 1.e- .:1.8. 

Ckfhüeado los m.apaaie ~, = hr.p,g teaemo&,. •tiliz.a..to que .,., es la identidad !IObtt a~ 

q91f i.tJ = v,. ColUO IDa, ~ •, y 'C-'t &icaea Ja mis111a dilatación 00111pleja, Yoenemos que 

.tt,•, = Ala•a dolkic Jt..r, y Aro aoa tralll8f'onnaci.ones dr. l\.fóbius; ~in elUhargo •, = •o HObrc 

111,gún arco ab~rto por c:o•a&:r-=ción, de aqaí qge .\I, = /\fo y, por Jo t.aat.o. •r = •o lo cnnl 

~uhn HCr Jn oo9tr.-:licció• q'ec dea:nae4ra que no pueden cxif&ir oomponcirt..cs errantes del 

conjanio de F'atoa de - aulpCO r111:ioaaJ. 

S.l Lc:l'.DAS Auxiliare• .. 

Para poder dellkJflltrar el Teuren1a de Salli\.-aa. noocsitaTCUJOH nlguaa. lemas: EJ prüucr Lema 

11tirn1a q'llC cualquier sabco•jaato c:xuupacto de un dob:Üa.io ctT'antc ~ .. hace pequeño" aJ i&erl\r 

el ruapoo R HC>bf"C dicho sabcx.taja.ato, es doc.ir: 

Lema 3.1.- Sapoagaa.::ais qac U'~ 11n donünio crrant.c. Ent.onces para t.o<lo ~ubconjuato 

oomplldo A- de IV, diatn(Rn(.l<)J - O cuando n - o..?. 

Obecrvacfón.- diorn {E] dcnot.a el diámetro de un conjunt.o E a>n rcpcet.o a la a1ét.rica 

esférica. 

l>Dn.-tra.cfón.- Pbr ooatradicción. Sapoi.gamOl!J que Ja afirmación del Lema no ocurre, 

entonces existe un .suboolti11.11t.o compacto- K de IV. alguna~ > O y algann sucesión n.i de e.ateros 

t;aJcs q11e. para cada j = J,2, •••• 

(3.J) 



Va qlle U" C F(R) WaelUCti qtae la familia {Rª} eti normal ea U". at1f exil'llte UDA s•hn1cesión 

de RºJ qac coaverge aaiforaaieateate ea U" de m•aera local a a)gllaa tWaci6a aaa~ica g : por 

simplicidad, de~-- a~-s~a .Jift.1. · 

Para poder aflr .. ar q9e l!JÓllte - p•ldo z E H," do.de g'(z) ::¡/:. O, probaren-=- q11e g DO es 

- aaapeo co...-....&e. Si g '-ra co.-t:allk, diBAllMm g(z) = n, para toda z. E lV, eat.oaces ga, 

co~ 9aitora11!91e'-., a o ea K y_., p_.a a ... aa ,Jo. :e t.ie9E q11e nni(K) IR e11C11eBra en 

aaa vecmdml de o de r.t.io i~ p•a j 2: jo. F.sto ált.imlo cmñradiae (3.1). De .-¡ai qae ,Rft.1 

coa'Y'm'gle •lliíormr111eat:e a ••a f...::.i6a g ao colt.l!llt.aate 9Dbre a•bconj--.OS c:ompllC&os de l t -"'. 

Tumalllka •• p..-0 t; ea n· coa g'(() #:- o. sea e - peq.e9o circ•k> CDB eeat.ro { q11e He 

ellCm?atra. j•~ con a• ia&erior D. ea U" y tal qwte g(.z) -:¡/::. 9({) C9iamdo z el&á ea C. Emtomces 

por IA coa~rwe.cift -uonne para j ::?: Jo te11e.._ 

1 R""(=l - 9(z) I< ~ 1 9(w) - 9(() l<I g(z) - 9(() 1 

~~ C y ..S. por el Teorema de RD9CW • .R!ª' (D) cmat.ieac al pllnt.o 9({). Est.o coat;radic::e el 

~ de q.e IV es aa dom.iaio crraate.<:> 

Lean.a 3.2.- Sapongaaaos qae R t.ieme - domiaio errante !1:. Entoaces. para a1gu.Da com

poneatc H .. de F(R), lat componeat.es n··, R(U"), R 2 (U"), ... , R"(U"), •.. , de F(.R) tmD ajenns 

dos a dal. simplemea&e co~as y ao c:oat.ie.en paJlt.o& criticoH de R. Ea part.ica.lar. cada -• 

ee mapemla por R IM>...-:>mórftcameat.e aobre la sigaiiemt.e. 

l>e...,.traclón.- En prbucr lugar, obteadremos -• component.e \V del conj1llrt.o de Fatoa 

qae rca - dominio erraat.e de tal maaera que la saoesión de dominios W, R(IV), R 3(U.-º), ••• , 

H'(lV), ••• , a.o cont.eaga aingáa pa.ato crit.ico de R. Esto se p111Dlle obteacr fácilmeat.e al obaervar 

q.e el conjaato de paa&os críticos de R es finito y. ya que las componentes de la SUl:IE5ión m>n 



..... _ *- a di. por _. IV - ck>aúaio en---.e. para ....... N S86ciB~..ae gr-.:le y 

&om..SO W = .ffN(O) .. IV" = R"(ll') .. &eme._ q9e ·~ W; &ieme p...._ c::rí&O- • R y. 

c.l.nimellle, "' ~ I• pt'Opiildal de fl de .,,- maú.aio err.-e. Am. 6R(lV .. ) = O .._.. toda 

n y. por ID~. ~el Temrema 2.18 ob&eaelllal!lll q-

(3-2) 

A 

• 
A'Dbue9:I06 alM>ra q9e H·· es simplcaaeate conexo. E."lta demio.Kr.-:i6a la•~-- por cua

t.ralioclóa. de naa.era q9e sapollgalUu."i que 1, · uu es simple1ne.te co..exo, ea ei&e e-.> aabe911D& 

q-~ cxilltir -• carva cerr.ta simple .,.. ea 11" q11e no es ~mo&ópicalne-.e trivi-1 ea W, ~

.-m.- '>n = R"(-y). Aloora 

R" : IV - R"(IV) 

ea - ~ cabriente llO ranllficado y. por lo tanto • .,..n llD ea IM:>9:MJl&Ópicamea&e trivial ea 

.R"(U') paes. ea o&ro e.mm, el Teorema de P..fonodronúa aoa permie;irfa lev...,. i. de5>rmacióa 

de "tn. ea•• p•ato de R"'(IV) a -a defonu.ar.:ióa de")' ea - P•ll&o de W. 
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Pbr el Teure .. a 2.8. exW&e -· 6 t.al q9e para C9.•lqaier -,. coa diam.("'Y} < 6, ze c1UDple qae 

la im81F• R(O) de e11alqv.ier c::ompoaem&e interior n de.,. 1M> ia&erBllCta al exterior e(.R(..,..)) de 

R(..,.). Ut.ilizalKlo el Lema allterior (a>a K =.,.) t.e~IUOH qac cxiilte n1 t.al q.e para toda n ;;?:: n1 

Así, si n ~ m e-.OIM:IES R mapea a la -ióa de ..,,. y sas compomelltes ~en la -ióa 

de ..,..n+I y sas aompo11eat.e& Ud.crío~. De ea&a mamera la familia {R": n ~ 1} es DDrmal ea 

cada compo11eat.e imtcrior de .,.mi y •IÍ todas ea&RS co•¡x>aeatas se eae11e1Rraa ea F(R). Tenemos 

además que la aaióa de .,.mi y todas sus compomelltc!n ilrteriores forma .a sabcoajaato co111pm:to 

y a>acxo de F(R.) cu.yo aomple~at.o es sia1pleax-.e coaexo. Así "fmi ea holllDt.ópica a au pallto 

ea F(R) y, por lo t.aato ea l\'mi· e.'4o C1Dlltradiae n9eflt.ra obeerv..:ión aaterior. De est:c ntodo 

temeaMJS qac H' es si.mplemiellte coaexo. 

SupoagalUOS alaora que IV• es simplemente conexo. por (3.2) teaelllOS qt1e 

de m¡a.( ded.aci.Joos qae x("'•+i) = 1, es decir, n·•+• es simplelDl!ate coaexo y '171- = 1, así, 

R eB iayectiva y, por lo t.aat:o, es un ho111eOmorfis1DO, coa 1o cual el Toorcma lla q-.lmk> 

de-·-·<> 
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~--.a.ora a.. ide.11 ~ea el c.pt&alo J ~di! m. M..-- C•asicoa&:>r~ 

ea clDmde a...ero objetivo f9e de___...• el TillDR..., del P.t-.pioo di! Riemm P.ledl"ble. el c•al ll08 

¡w upoccJcca la ex:illliemcia de - .. ,._.. ca-'r:.>a~ m• w ~16• µ dm. ~-aellle y 

11_.a.tiza - cierto tipo de ~ al ......_. q- si V' y V m>a ckm m>t.cioM!:S de la Fc•.:ióu 

de Beltrami P_.• -• cierta ,,,, ·~--- ip o v- • ~ aer - .. ...,_,, co.ror..e. 

A.tt.r. ¡MXiemoa peaaar q9e c.mla µ ea D crea -• s..,ertlcie de Riem- q11e mlMlta de ua 

cloaaiaiD D y la est..-.ctara malOrate ea D gemerada por µ. y defiaida por el atlas A(µ) fonundo 

por Ja famili1t de t.odcm km .. RpeQt (cart.!1) i.p : D - C CJ9C .,. ew1amiroatonnes y satizsfacea 

la Eca11eióa de Beltrami coa dila&acióa compleja µ. ea D. Die Cll&a m-.era. por la cxi"ii&e11eia 

prupon:ioa.-la ea el 'Jeorema del 1\.1~ de Riema- ft..lodible. temeakJS q8C todo pa-.0 :: de 

D ~ ~at.ra ea el duaa.iaiu de ....... cp &al. y la -icid_. ll'ar.-:U... q9e el .. ._.., traasiciúa 

entre.._ cart.88 c:oonlia-'.a.~ diferellles..,, coab-..e. 

lleMIC.al'eaMJS a la s•perficie de R.iema- dl!fiaida ea el pArndio aaterior CUIDO D (µ.] • y Ua

mare.-..s a la Cfit.rlle&•ra. lo l!...,t,.u.ctuna µ-conforme en D. Ea CaHO de que µ :=- O, wsarea:aos D 

ea 1._ .. de D (O) para deaot.ar a D con la etaMICtara 11S11al. 

Drefinlclón.- Sea D (µJ -•~de R.iemaan, diremxm q11e el -~ 

f:D-C 

ea µ-anolí"tiCll en D l6i es 11.a m.as-> aaalitico eat.re las awperfic:ies de Riem.a- D [µJ y C (coa Ja 

ellt.r-=&ara 11Saal). 

IJefinJclón.- Sea f QD mapeo µ-aaal.itico, eatollQC!S f et µ-confortTU! ea D si f es u.a llo111«>

morfis11». 



.. -.-:...'' 

Ejemplo.- EJ lll~ /{z) = .: + l Z es j-aaalít.ia:> y. por ier - llo..aolllDl'fislDD resalta !m:r 

j-coatarme e• C. 

l..eaul :1.3.- Sea V' - IK>meolUDl"flaa.o de D e• C. EatollCDM J .. siK'aiealial aftr~-- -.a 

oqu.ivale-...: 

l. ,.,,, ea µ-coa~ ea D; 

2. V' es aaa c.ar&a p_.a D [µ] ; 

3. op : D (µ) - C (O) - •••Ut.ica. 

Orrl.e-... alu>ra bmlllar la t.raasfe,.,acia de ••• esb"lld.llra C1Dalarmie ele •• doaüaio a otro 

ca t.érm.i..aaa de dilat.acioaet oompJejaa. Sapomga..- qae 9 es ana biyecci6a de ••• a8pierficie 

de R.ie••-• X .ah~ •• aoaj.-O Y, e.to11Ca1 podemos atilizar g para traaaterir Ja ~ .... 

ooafonne de X a Y de maaera 9.aica y ta1 qae g : X - Y mea aaalft.ica. Ea t.t6nniaua de 

ooeftcieat.es de Bekranü tcaea.>s: 

Leuaa. :S.4.• Seaa µ y v c:ueficieates de Beltram.i ea loa dom.iaioff U y V ~ivaa.emt.e y 

a~ q.e 9 es aa mapa> aaatitiaca de U m>b~ \'. Emomces. m>a eqaivale-....: 

l. g : U(µ) - V (v) .., a•aUt.ica; y 

2. v(g(z)) = [~) µ(z) .,....¡ dolldeq1liera e• U. 

l>ea::lastracJón.- Sea ~ v-conlorme ea l', eatoaces Ja Regla de la Cmie•a para derivmlas 

parciales (qm? ex:istea Cllffi ~adeqtúera) lleva dlra::t.amente al llieclao de q91C: la dila~ióa compleja 

de la c:omposicióa V o g es ,,, , donde 
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[ ... < .. >] µ,(,.¡ = d(") v(g( .. )). 

v(g(")) = ~ . ( µ,(,.¡ - µ•(•) ) = !'.!!!,. µ1(:) 
9• J - µ1(z)µ•( .. ) g(:) 

Asr. si (1) acarre e•to.aes el m~ oomq>..-0 

,Pog' U(µ)-• V(v) -~ C(O) 

a. -aUt.iDo y así. µ-coaforme ea -• veci.-lal ele cala = E U exU!plo ea •• coajamt.o de pa.t.c:>ti 

aiala&ka .. Ded..0-- q.e µ = µ 1 c..i clomdeq•iera e• U y esto ea (2). 

Si (2) 1!1-.de elllo._ ya q- ._:, ea ¡,o...aoaforme e• V .. .Po 9 ea 14-4».._.me ea ••• '\."Deiedad 

de cmla a ea U ~ ea •• coaj-...&o { *J} de p..aa. aial..tos. Se ~ q9e v o 9 es aaalít.ica 

ea el CD .. lemellto de {a;} y-'. (co..:» ges co.t.imaa ea U) en U miamo.O 

Ea&c 1i.lt.iaM:> Lema _,. ~rá Wtil para poder t.raasferir la eC;~ara c:oalOnue ea ckaa formas 

di"--' 

• Tom1..SO g como - klomeomorftamo aaalft.iDD de U SJbre V y µ - c:oeftcieat.e ele dila

t.m:ióa dm:k> previaa.lllle GJre U., eato9Cl5 ~...., defiair vea V •ruza.do (2) y. por 

lo f;.a9to ocarrirá (l) del Lema ..a.erior; es dm:ir. IM!moa traalml.SO la e!lltr1ldara de U a 

v. 

• Si g .u ea iayw:ic&iva, el procmdimielllo amterior p..te ao ser válido; sia embarwo. si ademlis 

,, ~ -· podemos -- µ ailiza- (2) y - .__. ..... ...., oc.rrirá (J) del Lema 

am&erior, es dacir, R._.. t.raaslerido la estr.c:&ara de V imbre U. 
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La nllid.t de Je. .. ..,..., caaaicoafor111e15 p_..a a~ro ellll.tio r.a.ica ea q9e al coajugar 

el m..-. r-=ioaal R 009 - m..,,eo c•-ta:>a.fl>nne V' coa dilatacióm compleja µ (es decir. µ

coatiorae), obleae-- - • ......., .R = t,pR,.,- 1 el c:11al. ea ciertos~ q-.e el ai89ie91e Lema 

-- permitirá ra::io--r. ,....._ _... &ambi6a •a _...,._, rm:ioaal q8e ..-e..- ....a. propied.-lea 

~--del .. _ ·-- arWiaal R. 

Leaaa :a.a.- SapGWK-Mli8 q11e R os •• -~ r-=:iDaal y q11e "' es - m..-:- µ-cmafbraae de 

In esfera de R.iemaaa d.>re si allsma. Em&o91DeS el mapoo ..pRt,p-• es rm:ioaal si y -S.ID si 

¡<(Ji(z)) = [R'(•)J ¡<(z) 
ff(z) 

casi doadllqaiera sobre C y c•a8Clo 9Jlt.o ea -'· grnd(V'Rt,p- 1 ) = grad( R). 

(3.3) 

Den...tr-.c16n..- La aoadicióa (3.3) es eqaivaleate a q.e R: C[µJ - C[µJ ~• aaalftica 

debido a la eqaivaleacia d..:la por el Lema Nlterior. Va qime t,p e&-•~ de la 119perficie de 

R.iemaaa f: (µ) e~.-. R: C [µ) - C [µ) es -alftica si y milo si ,.,n.p- 1 ee - ~ aaalft.iao 

de la esfera de R.ie ..... llDl>re sf a:ll::ima coa la ~r-=&m-a 11S•al y. por ID tanto. rm:ioaaJ. 

Adeatáa grod(t,pRt,p- 1) = grad(R) ya qt1e ~es - ll.omeo1DDrfisllllD de la esfera de R.iem.aan 

m>bre sí 1Dialna y el grado de i.pn..p-• est:li d.to por la ~alidad de {t,pR~-•)- 1 {tu} para la 

.. ayorfa de los paato& w.(> 

Lema 3.6.- Sea R - mapeo rm:ioaal y s•p:U .. latDOll q9e U' e9111ple q9e las CIDIDpOBelltcs 

JV~ R(H'}, R 3(W}, ••• , RR(J..V}, ••• , de F(R) m:>a ajenas <kJs a dos, simple..ellle coaexas y m>o 

conticaen p•llt.Oel critico& de R. EatoDCe& cualqllier coe6cieat.e de Beh:ralll.i µ ca JV ae extiende 

a .. c:oeficieate de Beltra.ü en la esfera de Ricman.n coa la propiodad de qae si i.p es aJcú.a mapeo 

µ-ooarora:.., de la esfera de R.ieruan.a aobre sí lllisma, eatollCCS ipRi.p-• es an mapeo racioaal con 

el mismo gr.-lo q11e R. 
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or.-tred6a.- S..µ. -~ dm Belltram.i e• IV. Va q- la -'era de Riem-• a. 111 

-i6a cllt ._ aoaj...,._ CDmplmt. ... .ae iavm-iaM.ea (IV) = ,._,Ü .R"'(W) y 891 CX>aapleaw.a.o h.-. 

mcte-.e ... µde mawa Üldllpelldie- a K y a (ll1. lllothl;.... ..i µ"'O ........ K, de do..ie 

-ci-q- (3.3) - --Uf. 

Ya q- e1 ..,.._, 

.. •••lftia>, CID• n·n = R"'(H"), por el .USato argamew&o q9e e• el Lema amteriur, te.emos qme 

podea... ext.emlcr µ.a (H1, mita ext.easió• ee.á hiea ddlaida p1lelllto q.e km coaj......_ n·,.., -.a 

aje-. dml a cima.. 

R 'O(µ) - R(O) (µ) 

eH aaaUtica. Pbr k> t.alllu. por el Le1Da 3.-1, la ret.cióa (3.3) 5'lcmde cm1i domdeqairra ea [H ·¡ .O 

N9Dl!ltro objet.ivo a~ra °' comparar km valores ea la froatera de cSc. fQaciolleS coajagmla& 

-· • o&ra .-Uaate •• mapao eoaforme. Aai, dmlo •• coeflcie~ de Belt.rami µ SJbre el diaDo 

aai&ario A y g •• mapeo coaliorme de ~ d>re u.n <k>miaio sialplr:meat.e colle:XO H' ea C (g 

e:xillkl ea virt.-1 del Tcmn::ma del r..lapeo de ltiemaaa), polkmos nmz-. g para toraasferir µ. a 

- coeftciem&c de Belt.r ... i v ea n-•. 

S~ q11e •ea 1lll 111apoo v-c::oaforate de U' sobre si llÜBIDD y q.e • ae cxtie.de a an 

llDIDB>~ de la cerrm:la.ra de J.1-" sobl'e a( allsm' de maaera q11e tmbre la frontera del\". 

• 19 el IDlllJll'O ideatidml, elltoaoes el mapoo 
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Cl'\ an aaapco ¡.i-euafornac de ~ 30brc si allsmu y por lo taato 91! p ... &c extender a UD hon1e

oaaorflaaao del cliso cerrado :mbre ~¡ lllismo (Ablfors p.p. 47). ~oa illkr'Ctia ahorA oonuccr 

el CXHlqx>rt.amielllo de .,.., en a,::,.. Como en la detiaició• de ..p te ut.Ui.zn, el lh"tJ'DO conforme 9. 

em&oaces atilizat'C•~ como .. erra.m.iellta a la f.ación det.iplftZBaaient.o 

doadc p es la ad.rica 11.ip<-rbólica de n, la caal existe atili.zaado el Teorema del ?-.lapo> de 

R.ic .. aaa a IUCDOH q9C fi ~a coafor1ne.iente eqaivalemte a C Ó C. Die est.a a.aanera, la propiodad 

de temer•• ~lazam.ie~ ~Riio es ia"·aria.te bajo oonjagac:ióa por g (g Di u.nn. i.<K»mct.ria), 

t.caelDOti ellto11CCS q9C 4> t.icnc u.a *splaz.amieaU,, mmt.ado en \\"' si y ~lo si .y tiene un des.

J>l~aücato acot.mlo ea~- Die aqai q.c i.,;i = 1 sobre B.:l. ya qae i,p(=) He eacaeat.ra en el di.oteo 

hiperbólico ~(.z.d) cou ccat.ro =y alg6n rM.l.iu fijo d. ~·cuando .z converge a a.lguna < ~brc~ éJ~. 
el radio caclidiaau de 6(..:. el) t.ieade a cero. 

g 

Q.erelDOS allora un criterio para que 4' ~nga una fu.ación de desplazamiento acotado CD 

\V., y sapo~IUOti qoc v es un coeticient.c de Beltrami en la esfera de R.icmann y qae 4> et u.n 

mapoo ~nforme de la estiera de R.iemann ~bre si misma. Podc:DKIS de aqu.i obtener un crit.crio 
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para q- • t.e•a -· fa.ció• de ...,lazaaaiea&o ~ cumi ~ a la llléb-ica cordal en 

la etd'er• y coaiver&irlo ea - cri&erio para q- + t.e .. a - dl!isplazaaúellto lúperbólico acot..ado 

en lt ... El spie-.e Leaaa -- propon:io•• el me91:ioa.to criterio para la ~rica cordal (ao): 

I.enut ~.T.- Para cada_.> O e.xisl:e 6 >o tal qac si elaocficie-.ede Belt.raaü ve• C Ha&isíaoc 

JI"' 11< 6 e-.09DDH ao(F(z), =) <_.e• C para t.Dda r.mció• F qme ea - mapeo i-coaíorue de C 
~re si ••iaato que tija O, 1 e -x.. 

~l:n09tración.- SupoaglUPOS qlle llC> acarre. cato~ existe ana ~ >O. ••"'sucesión {F..,} 

de •l'IJ>COs t.•,. contbrJDCS y ana MllCICSióa { .z:..} coa las. siga.iellt.es caract.cri."4icaH: 

l. F.., fija O.J e oc: 

2. 11 v..11< ;'¡;y 

(l) )" (2) implic.An q11e F,, - / aaiformemeatecn e yec.o.coat.radicea (3).0 

Lezna 3.8.- Sea p la nlét:rica lüpcrbólica ca u• S11bdolu.iaio si.mplemeate cu.nexo U· de C. 
Sean €o = ~ y 6o el valor de 6 CDrrelpOadieate a €o ea el Le .. a aa&erior; si el coeficieate de 

Beltram.i V CD{; &ait.isfacc lf V /J< ~- eato~ p(C-(z), z) < iag2 ea lV para toda faación C- que 

es ... mapcc> v-coaíorme de e HDbre 8{ ••isaiio y q9e Hat.isf-=m •CH')=,, ... y e-= r en iJll". 

J:lrrc.1no111traclón.- Sia pérdida de ge11eralidal podl!alOS swpo19Cr qae oo E aH' ya q11e el 

enaaciado del Lema es iavaria.t.c bajo c:oajug.::ióa par •• mapm> de f\.tobias. Tólbel'te 1V.p. v 

y C- de .. aacra que satisfagan las lúpútesis del Lema coa IJ "'JI<~-

Sea e ea ''.. y dcaotelDOB mcdiaate r( () a la diea9Cia e9Clidiana eat"' ( y ª' , ..... supoaga 

q9C éit.a es ak:anzada ea cJ plinto n. ca alt·º; eat.oaces exis&e - paato P talllbiéa en iJJI' tal que 

1 ( - a 1=1 ;3 - n I= r(() debido aJ heclkt de que tallt.o n como 'X> se eacaeatraa en an'". 
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F=h~-• 

h(=)=~ 
J-a 

Clar.._llte~ Fes - -~ v-conformede Csobft! si mismo y -1e111.aisp1ICl!lltoq.e h-1(z) = 

(/3- o)z + o eato~ 

h-'coi 
h-'(J) 

h-'("") 

aeaw 

/3e a1v 

oo E BlV 

y por lo taato. teniendo ca. cuenta qae C- = I en aiv. 

F(O) hC>n-1 (0) = h(a) =O 
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F(I) 

F(oo) 

hC>h-1 (1) = h(~ = 1 

hC>h-1 (oc) = h(oo) = oo 

ea decir, F fqa 0,1 e oc; por el Lema aat.erior n'o(F(:).z) < l !IDbre C. Haciendo== h(c;). --..... 
o-o(h(C>(()),h(<;)) < ~ < <To(l,2) 

Y .,.,..., 1 h(C) I= 1 - ;.,plica qae 1 h(4>(()) IS 2 y, por lo ~aat.o 

2 I h(4>(C)) -h(() 1= ao(h(C>(c;J.h(C)) (Ct+ 1 h(4>(C)) l')(t+ 1h(()1']~ < ~ 

2\~ - C-n =2;C>(Cl-(! <! 
1 ,3-n .1-n ' .:1-n. 2 

\C>(c;J -C\< r~Cl 

Oheervemos q9C el diacD {a::) z - < \< r(()} se ca~at.ra en \.V, así si Po deQDta la mét.rica 

~rb6Uca de Gil.e diso cat.oaccs por el Primcipio de Comparm:ióa pat-a la -.étrica lliperb.Slica 

p(C>(C),C) S ,,..(4>(CJ,c;J S 1og ( ! :'.: t) S 1og2 

co.-.era~.<> 

µ. - v - tp - tpR'l'-l (3,-1.) 

ckl ~ de "- c::oe6cicnt.es de Bettram.i en L\. al espacio de mapcoe; racionales de grado 
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S•ponie•do q11e R tie-.e - dominio crraat.e. por el Leain 3.2 exidl'e -a aompo1tir:ate n .. de 

F(R) coa 1- pn>p-.i.lea mcp~~ e• die~ Leaia. Y• q-., U' .. aünplememt.e CD9eXO y J 

illfiaito. ex:il&e: p:>r el Teorema del ~lapa> de Riem•- -a aqaivale-=ia comli:wme g de A l'IDhre 

l l ,.. Si µ ea •• Cll:lirfk:ieate de Bel&raaü. ea A. lo tr.aaafierimoa a través de g ea - coeficie-.e 

de Bettraall V ea n· (Lema 3.4). ~ coeficica&e V m!rái exte-1ido •t.ilizamio el Lema 3.8 a 

todo C; ~lvielllkt la Ec•-=ióm de Beltram.i aoa coeficie.-., v a través de la esfera de Riem-• 

obt.e9CllllDB - mapeo t."-CDalorme 'Y de la -.lera lml>n: sí misma q.e c11.mplc q91e !.pRA.p-1 et 

r~io••l del mismo rvmlo qme R (Lema 3.8). Comblaaado ~coa - -~de ~i0bi91 podemos 

sapoac:r qme ¡,p fija 0.1 e :::llO y • .-S. ellltá hicamem&e dder111i••lo a pftl"tir deµ. 

Toa.emotJ a_,ra - e.e.ero .'\t sai."lf.::iemclo .'\t > .ad+2 (el CRIJ-=io de ms mapnos raciollalee. de 

~~adod, d = grocl(R),telliendo4d+2 grados ~de Ubertad). Paracadavoct.or Tea el c11.bo 

(0.,4!: 1]N (doade 4!: 1 e,¡•• aálnero Pftl11C9o todavía a rer ~) a>astraire1111m - cocficiemte 

de Beltrami µ-r ea A y •• mapeo µ7"'"'CX>aforaac •-r de ~ sobre ~í IDisalo. 

C>ivida el ildervalo (0,2nJ ea 2;.V arcos igQalcs y ooasecutivos u 1.r1 ,a31 ,ra, .•• ,aN,'T"N y para 

Cllda ano de los ar"C08 "'J construimos -.na faacióa C="-' Wj ::.ubre (0,27r) tal que 

1. wJ(x) >O ca el imterior de ªb mient:ras qae w;(.r) =O en otro e.as::;.; y 

2. 1 ~(z) I< ! piVa toda :r y J. 

Defina el m~ 

... r(z) = zcxp [i~ t,w,(6)] ,_, 

dolldc z = rcxp(i9), de A 9Dbre sf aüstuo. y qae µT el c:oeflciente de Beltram.i en A sea la 

dilatac:ióu compleja de •-r. 

108 



,.._ dilaaciD• CDlllPle.i• #AT I• padie111CJtil caJcalar e• &érm~ de 1-. derh·adas parciales 

~y~.-

Ol~rv.:iollefl.: 

,.. 
~ :E l;uf,(B) 

µr(rr•) = -~'.-~-1---
2 + E t;IL:JCB> ,_, 

(a} Si arg(z) :e cmcaemtra e• af.b._llD de bi illtervalos -r;. elllo1'Cllle8 •T(zJ = ::. 
(b) Valores dll4i11to6 de T lleva• a f.-cioMB di:4i....,, •r· 
(e) ~ caalqllier 11. 11 ¡.1-r /1""'< '1 ~¡ EJ es Moaficieatememte s-q~&o. 

(3.5) 

Lea:na 3.9.- SapoagaatoH qtac 'A:> > o. eldollCICS para cada t E [O, Jj exidle an c:ocficiellte de 

Bcltrami µ, e• A t.aJ que 

J. 11,.,11< •Jo: y 

Además la a>ast.J"WICCi6• de kas µ, ae pwcde realizar de maaera q9c para cada z, el mapoo 

t - 'Pt(z) mea coatinllO llPbrc (O, Jj; c:ktade 'Pt es el ai¡ipeo q-.e CIUllple 

µ,-v,-~ 

e• Ja c:omposicióa (3.4). 
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~-- aapomer sia pérdida de •.ualidad. epaj...-Ao por - • ....,..,, de ft.liibi.s .te-
c•ado, q11e R ea ~al q91! 

a) R -.sme a o 1 , ..... CJ.o1 e• C C09'° ~ db&i ...... 

b) Ji -.iellle a bt ~ ••• ., bct ea C CID.-> poll:M; diJ&i-..... 

e) R(O) = 1. 

Va qae ..p-r ea (3.&) tija O, 1 e -:ic. temeaM>B q11C Rr ca la *aica r..cióa rRCioaal exta eeros 

~(o;) .. polimt. >PT(bJ), y CID• Rr(O) = l y m1{, __...._.s1ow.e.._q~ --.rar q.eel mlllpCO 

,,.(T) = (opr(a1) ••••• opr(a,,),"'7"(b1), ••• ,<PT(l>.t)) 

de (0,«1)N ea cu esco--.alde-.bre algtaaacarva. Vaq9Cel m~T-µT(:) eeC::ICl, lomiamo 

es Vd'd.mlero para T- v-r(:) (Alllforr::t y Ben). y Nd, Cllda aao de lo&~ 

t- "'7'(n¡) 

El coaj•llto de p-.t.oe. doade el raaeo de ~ es maxiasal. dis:a..- k, es •• sabcoajant.o 

abierto C 0 de C (pues el ra..go de ~ es ttemiconiaeca por arriba) y ... s. la res&:.riaci6a de n a Co 

ea .. mapeo de raago ~. Pbr el Teorema de la ~ióa lmplicita., la im..aea inversa de 

•• P•M.o es. -• sabvwitdad de Co de dimea~n N - k > O y, por lo -.aat.o, exii&e .sg.aa c11J'Va 

en Co ca la caal. '7r di co.-.ante.<:> 

Oo-.,. coaaccQellCia del Lema anterior tenernos qae para toda t E [o., l} 
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t. 4'o(z) = z ...bre C. 

2. Para cada t, el IUapl!Q z - •t(z) coam.at.a CD• R. 

Letna S.10.- Para cada t E (O. l] , 4"1 = / i:mbrc .T( R). Ademáa. 4-. .. ~a ClÜa a.:uupoaeatc 

del coajanto F(R) sobre si .. waaa. 

I>e...-traclón..- P9-a p = 1 .. 2,. •.• , aea F,. el coajaato de los p•tltos fijos de RP. Si z eatá en 

Fp, entonces Utlllhiéa lo está •tC=l por (2); mñ •t mapea cada conju.111:.o fiait.o F,. en sí••~· 

Por la propiedad (4). para cada z E F,.. el mapeo t - •,(.z) es aa mapeo coat.inm> de (0, J] ea el 

coajaat.o dbm:rct.o Fp· De donde cp1(z) es iadepe.UCate de t y. por la propiodad (1). para toda 

t E (0., 1) y toda :z: E F,., •,(z) = z. De aqat q.e para cada t, C-t es el aa~ idelltid.-1 aobrc 

la •IÜó• de las F,,, y llflÍ, por (3), t.ambién ~bre la cierradara de cst.a unión; dicllia ccrrad.arn 

cont.ieae a J y. de est.a manera. la reH&ricción de •, a J es la idelltidm:l. 

C.-ia Cl, debe penn.•tar a lmi componeates de F(R) p'llleH CJ, es an llio1DK>morfis.-> de la 

esfera compleja 911Dbre si lllisma. Sea Fo algaaa compoaeait.e de F(R) y :z: - p1Ud.o ca Fo. Pbr la 

propil!dades (1) y (4), Ja imlagica de (O, 1) bajo el mapeo t - C.11 (.z) es -a carvaqac se eacaeatra 

cmmple&amcmte ea Fo, y así para cada t, 4»1 debe mapear la componeate arb~raria Fo en ella 

........ Coa lo caal lla q..,dmlo de...t.rMlo el Lema.<:> 
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S.2 El Teorema de Sulli"VBD. 

DrBalD9&r.c16n.- •r .. apea cmla aompo..,mt,e Fo de F(R) ~ af ..-.. •• IDa ~IDm>lllOr

fia--. 4P• dmbea ..,.._., l\. .. dJre: el domllaio ai.mplememk eo-=xo W 0 = ._,.,(w), cm dm:ir, ll"o es 

iallepemle.&e del valor de t e [O, 1) • As( laay ... m¡aiv.aeacia coalor- h de W 0 .m~ A. 

~el Lema :IA _, t.il!aic q9e el cuc6ciem&e .. Beltrami µ e• ~ y .. ext.eaaióa aµ ea C t.icnea 

la miam.a .,..... Lma y, por el Lema !l.-& te~ q.e JI µ. llaa=ll v JICllO • Pbr (l) del Lema 3.9 

11 "'e llc.w;;i< 'Jo, do.tm µ. ... -~a"'• ea (3.-&). Si to.....,. rJ1iD lo ..&ciememe-.e pm¡11eáo. 

~~ar q- la dilMacióa compleja de••= 'P01 1Pt t.ieae 90rrma L..,,.__. q_, 60. 

Pbr el 1.e ... 3.8 ~•i..miati q.e el mapeo g-• .. g de ~ tdlre si müsmo (do.de g es el m.peo 

c:oaforam de~~ H" q.., ar 1IBÓ para traaalerir "'•a IV) t;ieae -• famcióa de ~lazam.iEllto 

~ y. por lo~. ae ext.ic.de a la ide•id..i ea aA. 

es -alaia.>, obt,eaicaM)l!I q-.e l:Jr = ht.ptY es •a 111apeo ~aforlllC de A m>bre 11( -..ismlD y por lo 

t.amto am ext.ieadc a - IM>meomorfismo del c:limm ocn-.SO m>bre si .U...:,. Además.., ea el disco 

abierto 

de dD9de 1/JQ1l/Jc = I sobre aL!:J. y. por lo t.aato Vo = ...., •. 
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A.llora. ima •• a1gáa ~ µ 1-coaforme de A lltlhre si mismo. Pe. la w.aicid-1 del Teat'Cma 

del ~t...-o de R.iemaaa ~tfXlibk eici.mle •• ••ktmotfismo de r..tobhaa Me ele A tal qme tPt = .\Je•,, ·-
aubre BA. Sía embargo klR mlllpCQ& que cua!lltnü.moe. c•mplia• •• = •o aobre ..._..arco abieno 

dm BA de cktmde Aft = Mo y aaf •• = •o CD.Vadicic.SO e\ llociio de qaie valores dia&.Uit.ml ~ t 

.,. cavi..._ n ~ ~iat.c:Jfi ••· Así llemae pn>bado el Taoft:ma de Salliva•-<> 
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