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I L 2 R O D U c cC I o N -

La finalidad de este trabajo es presentar una guia autocontenida al

msaterial necesario para entender las relaciones entre las variedades

Proyectivas pesadas y las plgebras canonicas. Algunas demostraciones

a6lo son referidas a las fuentes originales o se presentan en forma

esquealdtica.
La conformacién del presente trabajo es como sigu

Capitulo 1 - Contiene las definiciones y ejemplos basicos para una
primera comprensién de las cateagorias derivadas
acotadas .

Capitulo 2 : Se definen las variedades proyectivas pesadas.,y las
gavillas coherantes de tilteo sobre dichas

varisdades. Se prueba la equivalencia triangular
entre la categoria derivada de gavillas coherentes
aobre la linea proyectiva pesada y la categoria de-
rivada de médulos de dimen=idn finita sobre un alge-—
bra candnica.

As{ como hachos concernientes con la teoria de
torsién de las gavillas coherantes en la linea proyeac—
tiva pesada.

Capitulo 3 : Se aborda el problema de construir las sucesiocnes de
Auslander—Reiten ean la categoria derivada de

complejos acotados de gavillas coherentes sobre la

linea proyectiva pesada. Para la cual ea necesario
desarrollar una serie de hechos de caracter
geometrico tales como la comohologia de Cach vy la
relacién que guarda con la cohomologia usual de

gavillas.

iv



Capitulo 4: Aqui se desarrolla 1o referents a las relaciones que
’ Suardan las gavillas v addulos sobre Algebras
canonicas., las categorias gerpsndiculares ., asi como
las componantes en D.(CQhX): -an particular i
componante distinguida. El cepitulo termina aportando
un par de ejeaplos de dichas componentes estos cal-

culos se deben a José Aantonio de Pafla.

Notacidn v Terminoloaia
En este trabajco asumimos la notacidn y terminologia de “"Tame aloebras
and Quadratic forma" ge M. Ringel (ver [(14] en la bibliografia) para todo
lo relacionado acerca de representacionss de Algebras. También asumimos

la notacion de “Algedraic Geometry y de “Residues and Duality " de R.
Hartshorne (ver (11] y [10] respectivament® en la bibliografia) para todo
io relacionado a geometria algebraica y categorias derivadas respectiva-

tivamente.

i
]
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Camf tulo 1 :

capitulo tiene por objeto proporcionar al lector
de tilteoc para mEé&dulos,
desarrollc de la presents

€1 presante
los resultados més generales de teoria
Yy categorias derivadas necesarios para el

toesis.
La teoria de tilteo presentada aqui abarca no =6lo el aspacto “cla-
de médulos tilteados de dimensidén proyectiva uno , sino también la

sico”
concernisnte con médulos de dimensisn

teoria tilteada generalizada
proyectiva finita.

1.1 CATEGQORIAS TNIQ“ULMS:

egoria triangulada es una categoria aditiva C

oefinicidn : Una

Junto con
a) Un automorfismo 7T:C —e C de categorias llamado funtor translacidn,y

b) Una coleccién de sextuplas (X, Y.Z,u.v,w), llamadas los trisngulos
de €, donde en cada sextupla, X,Y,Z =on objetos de C,y u,v,w son
morfismos de € como siguen: u:X —e Y, VvIY ——s Z, w:Z ——pTX.

Un morfismo de trifngulos (f,.9.h):(X.Y,Z.u,v, W) —— (X",Y".

®s una terna de morfismos de la forma. T:X — X° . g:¥ —ap Y",
tal Que geusu’ef. hev=v’'eg, T(f)ewsw'sh .

Y éstos estéan sujeatos a los siguientes axiomas:

TAL)Cada sextupla (X,Y.W.u,v.w) como arriba, isomorfa a un trisngulo

es un triAngulo. Cada morfiamo u:X ~———s ¥ puede ser encajado en

un trifngulo (X,Y,Z.u,v.w). La sextupla (X.X,0.id ,0,0) es un

trifngulo.

TR2) (X.Y.Z,u.v,w) es un trisngulo =i ¥y sélo =i (Y,.Z.T(X).v.w,=-T(ud)
lo es.

"), vy
antonces

TR3) Dados dos trisngulos (X, Y. W, u.v,w) ¥y (X", ¥".W" u’
morfismos f:X —e X°, g:Y —» Y’ Gue conmuta con u, u
existe un morfismo h:2 — Z° (no necesariamente unico) tal
que (f,9,h) @=s un morfismo de trisngulos.

TR4)_(El axioma del octaedro).
Suponga dados los tri&ngulos



(X, ¥,Z",u,3.&)
(¥.Z.%°,v,0.4)

N (X,z,¥*,veu.a@.r)
Entonces existen morfismos ¢:Z° ——e V' ¥ @:Y" w—e X' tal que

CZ*. Y™ X", 7.9, T(I)ei)

o8 un trigangulo ¥y ref=k, gea=0, ue
EJEMPLOS:
Sea A una categoria abeliana
a) La categoria k(A).
Sus cbjetos son complejos de cadenss X  de elemsntos de 4
Sus wmorfismos son sorfismos de cadenss m&dulo homotopia.
Para cads morfismo u:X " —eY  de k(4) podewos construir
un trifngulo (X°,¥5,C°(u),u,v.w) donde C-“(u) es @1 com-—

plejo ¢ (WP=(Tx")Pev® y mu marfismo frontera & :Y —eC"(u)
esth dado por la matriz

“ier=t" syt

(9.

(8 )H° (Tw®
6"= x

(-]
o s,

b) Anglogamente podemos definir las categorias trianguladas

+ -

k (A), (k (A) ¥ kb(A)) de complejoz de cadenas acota-
dos por abajo (resp. acotados por arriba y acotados por
ambos lados ).

c€) La categoria derivada O(A) de A,
Sus objetos aon complejos de C
Sus morftismos =on ternas (s.,X t):X —s ¥~ donde X ‘< ObD(A)
donde F: X" "e—s Yy S:X" ‘s X~ @8 un casi-isomorfismo es de-—
cir s un morfismo en k(A) que induce un imomorfia en coho-—
mologia,ento es, @l morfismo inducido

enas X~ de objetos de A

RO =H(x") 2 n-t

— WY

.r6nx/1m5 k.r&nv/ Imén;‘l
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@8 un isomorfismo para todo n & Z.
Dos morfiamos

VX e Yy (£, X", D):Y —aZ " soOn
—p X°' casi-isomorfismo y si exis-
+X"°* tal que

sefsusteg vy

aetsbeg
La composiciétn :f.

& cads par, de morfismos r:X"""
r camsi-isomorfismo y
P e X7

- Y con

X" "em—aY Oxiste un par de morfismo
i ——e X tal que r' es casi-izsomorfiamo

fer’'.Usando esxte axioma en categorias derivadas

Y ret’=

(ver Hartshorne [10]). podemon dafinir la composicién.

Sea (s. K"..i:)('-—o YT, (£, X" ,B):¥Y —aZ  antonces 1la composicison es:
(t.X" """, ble(a.X ", a):=(Ber’ . W ,gatf”)
donde r

W —— X' y f7:W ——s X°"° sON como arriba.
Proposicisén El funtor 4 ——D(A) .,e1 cual manda cada objeto
X de A en el complejo consistente de X en grado cero, y cero
an cualquier otra parte, da una aeaquivalencia de la categoria 4
¥ la subcategoria plena da D(A) consisntente de los complajos
X" tal que .

x' =o para iso
vVer por sjemplo Hartshorne (10]

Triangulos en D(A):

La categoria A es una subcategoria plena de D(A). y cada
mor fiamo UiX —e Y pueds ser sumergido an un trisngulo en
k(A4) asi cada sextupla isomorfa a un de estas sextuplas es
un trisngulo en D(A). por definicién. -

Como en b) podemps definir las categorias trianguladas D (A)

(reap. D (4) ¥ D (A) ) da complejos acotados par abajo ( resp. de

compleljos acotados por arriba y complejos acotados por ambos lados )



1.2 Dos categorias triangulares son emuivalentes coso categorias
triangulsres si cumplen con ser equivalente como categorias vy si 1la
esquivalencia manda trigangulos an trisngulos. Cuando ssto suceda diremos
simplamente que eatas categorises son esuivalentes trisngulares.

Ejemplos:

a)Sean A v B categorieas atelisnas equivalentes y sea F:A4 —eB una equi-
valencia exacta de categorias .
Entonces F jinduce una equivalancia de
F:0(A) —e D{(B). esta equivalencia se calcula “puntualmente”

consecuencia sencilla de la propiedad universal de
lares (ver por ejemplo [B]).

1.3

categorias triangulares
Yy ®s una
categorias triangu-—

Sea C un categoria triangulada ¥y 4 una subcategoria ple

de C
decimos gue

A genera a C si la subcategoria triangulada plena C° mi

paquefa de C (la cual e=s cerrada bajo isomorftismos) que contiene a A

coincide con C en este caso decimos qQque 4 es una subcategoria

gensradors de C.
Ejemplos:
a) Sea A un anillo. Entonces modAa es

una subcategoria gensradora
de o%(modA) ver [6]1.En efacto. sea o' 1la

subcategoria triagulada de
0% (moda) mas pequefla Que contiene a madA.

Sea X~ un complejo de cadenas de la categoria derivada de complejos
acotados de modA. Por induccidén en el numero de complejos diferentes de

cgro de X°~ podemos demostrar que X  esth en #°. Pero este implica que
D (modA) es igual .como categorias, a #"

b) Sea A una k-algebra de dimensidén finita

finita -Entonces P. (la subcategoria plena de A-médulos

izquierdos proyectivos) e I‘ (1a

y de dimensiédn global

subcategoria pPlena de A-mébdulos
izquierdos inyectivos) son subcategorias

generadoras deo Db(modﬂ) .ver
[el.



para

El concepto de subcategoria generadora es usado a menudo
derivadas son

i.e
erobar que ciertos funtores exactos entre categorias
equivalencias., por ejemplo : ®

de dimenzién global finita. Entonces D (moda)
para cada

a) Seaa A una k-Slgebra
®s squivalente triangular a k°(P,) v a k®(Z,). En efacto. como

A-mtdulo X sa tiene una sucesidn exacta de la forma

00— 8 — ... —— @8 —= g — X —— 0
donde Q es un mAdulo proyectivo para cada i.
Entonces cada objeto X de modA ®s izomorfo a algin elemento de la
una

catagoria deo complejos acotados Kb(P. ). Por lo tanto modA es
de Kb(P.) Ppero dal ejemplo anterior sabemos Que

subcategoria ple
o%(mocdA) ew la minima subcategoria triangulada que contiene a modA asi
an&logo demuestra

ques -eb.- categor{ias son .quiv-lgnt-s.un razonamiento
). ver {81 para una demostracién

Que D (modh) es equivalente a K ( 7
sin conmsiderar subcategorias ganeradoras

dimensién global

finita y de
eas un mdédulo

decimos que M

b) Sea A una k—-algebra de dimension

finita . Sea M un A~médulo izquierdo .
e tilteo =i se satisface 1o siguiente:
i) m tiene dimensioén provectiva finita
1i) Ext'(M.M)=0 para todo i>0
iii)Existe una sucesidn exacta de la forma
[+] ——on———oﬂo —— "a — .. ———ol’l" ——— O

donds cada H~ pertenece a la subcategoria plena engendrada por todos los
~ .a eesta categoria la denotamos

supandos directos de potencias de

SOr add(m) .
Para mis acerca de

definidos de esta manera ver por

médulos

“ejemplo (81 ¥ [14].




Cuando la dimension proyective es uno estasmcs sn el contexto general

de modulo tilteado debdbido a BREMNER -~ BUTLER ver (8). En este caso
son faciles de probar los siguientes resultados :

Afirmacidn 1) Sea M un A-ebdulo tilteado entonces o%(moda) es
squivalents triangular a K® Cacam) .
En efecto con ayuda 99 la sucesidn exacta

O -t A ——p M — ... =——pfin ——ep O
podemos construir una sucesién exacts de la forsa

O e X —s Np —» ... ——pln ———ep O
con Ni an addMt para iz0,....Nn y para cada X en modA.De esta manera X .-.
casi-isomorfo a algdn elemento de x‘(.cau). Asi mocdm ests contenido &n la
subcategoria triangulada x'(.aa-o) e D.(-odﬁ). Entonces ambas categorias

0N equivalentes como categorfias triangulares.
Afirmacien 2) x®(adam) y D¥(Bmod) =mon triangularments equivalentes,
donde 8mod es la categoria de médulos derechos del Algebra B,y 8 es el a&l-

gebra de endomorfismos del mé&dulo M. Como F:=Hom{—,M): 83 ——e—w .P es una
equivalencia de categorias (donde .P es 1la subcategoria plena de
B8-méddulos proyectivos derechos ) no

s dificil ver de los ejemplos 1.4 (a)
v 1.4 (blqQue F induce una equivalencia triangular entre Db(noaﬁ) b4
Db(anod). Este funtor es denotado por RF y se le conoce camo el funtor

deriveado derecho (ver ti03)
Su funtor inverso esth dado por el funtor derivado izquierdo

inducido por m.— (opmerve que ™M es un A~B bimddulo).

1.5 ) Extensiones triviales (otra equivalencia interesante)
Sea D-=Homk(-.k) @l funtor dualidad y A-:=D(A) donde A es una k-Algebra vy
el A-A-bimédulo A" es un cogenerador inyectivo minimo .El1 conjunto T(A)



forsado por todas las matrices de la forma

a -]
-
a - COn afFA y QA

tiens eutructura de k-Slgebra con suma vy producto de watrices usual,

ademis q.q°=0 para cada par ge elemsntos de D(A).

® T(A) 16 llamamos 1a extensicon trivial de A. La sucesiédn exacta

corta

[
‘ Qs D(A)—as T(AY}-s At o
ae ascinde como un A-A-bimédulo .
En afecto,

Laale = T(A) s un Slgebra asimétrica (es decir la T{(A)-k—Algebra T(A)

isomorfa a la T(A)-k-Algebra DT(A)).

Demostracién: La siguiente aplicacién de T(A)-k—Algabras ea
teamarfismo-
LY o a’ (]
— —— ala®)+q’ (a)
] a a’ a’
a

un



Ejemplos: i) Ask , T(A)I=K[x3/(<*) .
ii) askix1/(=x") ., T(AdI=kix . ¥yI/(=<" ., ¥

iii) Sea A el Algedbra de trayectorias del siguiente carcaj.

Entonces T(A) esta dada por el siguiente carcajl

con las siguientes relaciones AG uy .Aau=O0=yal ¥y rad®=o
Ademés hay una cubierta de Galois de T(A) definida por 1la accién de
los anteros. A —e T(A) donde A esté dada de la siguienta forma

Y o

a® a,
a® a,
A

o z -
la cual es una Algebra de matrices infinitas como se muestra arriba sin
slemento identidad. En la cual las matrices tienen 3410 una cantidad fini-
ta de antradas diferentes de cero de A, que estAn en la diagonal princi--

pal 1o mismo para la diagonal de A.. todas laz restantes entradas son



cero. Y la multiplicacién ea inducida por las aplicaciones candnica

- -
anen’— oa® | a%n —a v 1a aplicacien a%ea’———0
Al Slgebra A leo llamamos Slgebra repstitiva (de A). ¥ su carcaj es
como a continuacién se sstablece. .
(3.1) z.2)

(x.;:/,’ ‘\\‘(p.x) (x.z://’ ‘\\‘(a.z) (¢ ))
(a.1) (a.2)
ta.2),

{1.1) (2.1) ———=(1,2) (2.2) 1.3>

(n.x\ oo (u.?\ P (u.s\_
con relacionas (A,i)e(@3,i)=(u,(pF,i) .

(4.1)
(B.i-1)e(@.i=1)e (M) = (F i-1)(@.i-1)e(A.)=0 ¥ rad®
A o3 una categoria localmente acotada (ver (8]1).

Como categoria localmenta acotada A admite la siguients descripgién

(4.2

los objetos estan formados por pares (r,x) donde r &s un antero y x a&s un
objeto d@ A. El espacio de homomorfismos
ACCre1.,x) . (r.¥))=(rIxiAly.x) . AC(P.x). (a.¥))=0 =i oma . v la
composicién es definida en el modo usual. Identificamos A con 1a
subcategoria plena de A consistente de los objetos de la forma {0,x)
dondes x es un objeto de A.

A es avutoinyectiva , lo cual significa que el conjunto de A -médulos
proyectivos coincide con un A-médulos inyectivos. Esto implica que

®odiA  es categoria triangulada. Brevemente indicamos 1la estructura

ael funtor de translacidn y la forma de los triéngulos distingui-

dos para esta categoria (para mas detalles de esto ver [81).
Existe un monomorfismo de funtores i: Id — - I donde I es al fun—

tor e A-mddulos QqQue a cada A-méddulo ™M le asigna el A-médulo
inyesctivo I(M) (el cual es la envolventa inyectiva de mM).Entonces al

funtor de translacidn T de modh ests definido por T(M)=TI(M)/M.



con renglones actos
° [ (M) T
o L lc T(m)

Entonces (H.N_.Cu.u.v.-)-s un trisngulo esténdar
est4d dada por la clase de sextuplas isomorfas a los

Otros sjemplos de catagorias repetitivas:

a) Sea A el Algebra de trayectorias del carcaj lineal

Y

la

UM —s N Un mapec sn modd Yy consideremos el diagrama

o

conmutativo

triangulacién

trisngulos est&ndar.

X:...- .
con n vértices.
Sea A(Z)el carcaj
B e — e ¥ SEEEERIPIPIIE 1 SEEEEIC S EEEE SRR S

el carcaj lineal con conjunto de vértices los enteros.

Para cada acZ

existe una flecha a ia—s a-1 .. Sea I el ideal bilateral en el &lgebra de

trayectorias kA(&Z) generadoc por las trayectorias

cada as¥. Entoncea un calculo =sencillo s usando

) para

ar-s

extensiones ¥

coextensiones en un punto, demuestra que A es isomorfa al &lgebra factor

kA(Z) por el ideal 1.

10



b) En el Algebra de trayectorias del siguiente carcaj

2,
@ s
r
1 ——
sea I @l jideal bilateral generado por GBa. Denotamos por A a esta Slgebra.
También denotamos por B al Algebra factor dado par el carcaj :

TR A RSN
z LS 5 14

con conjunto de vértices 103 enteros y para cada vértice a existe una

flecha -.:I— a1y r.:-——o a-2 . Sea I’ el ideal bilateral genarado por:

“Ta%-1 * Ta¥as

oara cada a enterc. También usando extensiones Yy coextensiones an un
punto uno puede demastrar qQue A es isomorfo a B.

En [B8] capitulo II meccidn 4 se demuestra el siguiente teorema para
categorias repetitivas:

Teorema: Sea A una k-Algewbra de dimensiédn finita y sea A su  Algebra
repetitiva asaciada. Existe un funtor fiel y plenoc F:D‘(A)———omg_d& . @l
cual es una equivalencia de categorias trianguladas, si A es de dimensién
@lobal finita.

o

"



Capi tulo 22:

GAVILLAS DE TILTEO EN T DE RE Y

La técnica de coordenadas d.
trapajos recientes y permi te

ha sido usada en
ePresentar una wvariedad algeabrajica no

singular como una hipersuperficie en cierto
proyectivo sesado - En eoste

jio 11 g0 =l o
trabajo veremos Que tiane otras
interesantes aplicaciones en ramas no geométricas como 1ls teoria de
repressentaciones de Algsbras de dimensién finita,ver [31.[4] y {13).

2.1 VARIEGADES PROYECTIVAS PESADAS

En wsta seccitn colectamos uns cantidad de hechos necesarios para
definir 1 variedades proyectivas pesada:

Fijemos una n+l-uple P=(P,...-.P ) d& enteros positivos.Por L(P)

0. . coen

denotamos el grupoc abeliano con generadores ;i

E ®l elemento cantnico de L(p). Los ele-—

con a . Re® y OSHhsSpi

2.2

A @esta representacién le llamamos la foraa norasl.

L(®) es un grupo ordenado , es decir X < y =i y sé&lo si ¥y-X perte

n

a; L(p)* : = (aS+L Aifiza.e Z, OS P<p , a20 )
im0

nto w :=('.-2)E—’: ;.‘ con 1=1,2,..

dualizante de L(p).

Al ole

w~1l) le llamamos el

emento

12



Ejemplo:
L(2.3.5) o3 isomorfo a & con orden en Z dado por;

nm i y s&lo si m-n pertenece a IN _+IN +N
s 10 a1z

Proposicién: El grupo L(p) &3 simétrico : M&s espectificamente para

cada X en L(P) una de las dos posibilidades se cumple o =23 o N=<w+l.

En particular el endomorfiamo dado por X —— W+S4%  invierte el orden

Oesmostracion:
Agui i=0,1,...
S+8=8+(n-1)3-p X

i

puesto S+ en forma normal .

(n=1). Entonces:
- - _> _ 2_= = o iy =
nc-§ x -c =F (c * -8 =L (p,~1)x.-C y asi hemos

En particular este slemento no es positivo.

puesto

consacuantessnte a 1o mAs una de la=ms dos afirmaciones siguientes =e

cumple %283 o X<R+S. En wfecto:

Sea X un elemento de L(p) Qua no es mayor o igual a
A<O

cearo .entonces
X=f AX+A8 con o=mA=p-1 ¥
(A8 SR

esto implica que
(E+2)-R=Fl(p,~1)-A IR +(-A—1)E=0
3 L Y

ya que [(P-1)-A 10 y (-A—1)20.



Lama: E1 conjunto L :={ eL(p): 35252 ) o= @1 conjunto de todos los

:: con Os-iSp_‘ - Emtos elessntos determsinan el diagrams ordenado

- -
- - -
- —_—
3 B 2%, (p,~1)% =4
= 2% (P —1)%
' n () '~

a

PO algebraicamente cerrado, CoOmo antes supusimos, ¥y
gebra de polinomios sobre k en (n+*i)-indaterminadas.

S es una Algebra L(p)- graduada, asociando el grado :_‘a X.,- 81 es

ario espacificar la L(p)-graduacisn escribimos 8(P) para el slgebra

(o 1=
son denotadas por S; para

L(p)-graduada S. Sus wntes ¢

cada ¥ en L(P).

2.4 Definicién Sea Ic8(p) un ideal primo L(p)-graduado (es decir
un ideal L(p)-graduado que ea= primo con respecto a @®lementos
homogeneos). vy sea R:=S(p)/I=k(x,. x_ 1].Como conjunto la variedad
orovectiva pesada X consiste de todos 108 ideales primos
estrictamente contenidos en el ideal gensradc por o -
propiedad.Al dominic entero R l1e llamamos anillo

PcR que estan
eX_ Y maximales

con respecto a esta

de coordenadas.

2.5 EJEMPLOS :

a) S8i I es el ideal cero entonces obtenemos ol Espacio provectivo
oesado P(p).

Una descripcidn squivalente de P(p) como el cociente por un grupoc
os la siguiente:

14




Oetinimos @l grupo algebraico afin

. n Foret | LD __ P _ =P,
G(pl: ((t_‘) & (k) T tlosthe =...=t'n )
®l cual sctus en el n+l-espacioc afin A =k por multiplicacién.

ti)lmo * (xi)T=0 = (tixi)T=0

Entonces P(p)=k™""/c(p)

©) Linea proyectiva pesada.

Una sucesion parsmstrizads os una sucesién A:

Rgs---oX ) de

elamentos de k distintos de cero ., diferentes dos a dos.

Py fo
pefinimos por f. - X+ k‘x o' tF2....n (polinomio
homogeneo de grado &)
Ses I(p.A):=< f's‘ i22,-u0e,n >=k[x0....,xn] el ideal generado

PO ('il.

Definimos 1la linea proyectiva pesada c(p.A) como la wvariedad
proyectiva pesa: asociada al anillo cociente

S(P.A):kIx0 .....xn ] / I(P.\)




Una definicidn equivalents como un cociente de la linsa proyec—
tiva pasada es ls siguiente:

C(P.A)=F(P.A)/G(P.N) donde

F(p.A) ws @l conjunto de elemantos da MAns que satisfacen las
siguientes ecuaciones.

2. 123 (2)
= x - .
X,‘ i 1t A _‘X.O

2.6 Proposicion S(p)y S(p.A) son dominios factoriales L(n)-ﬂr-dunﬂo.‘

(Es dacir hasta escalares cada sleseanto homdgensc &s un producto de
slementos primos homogéneos) .

Hasts escalares un sistema completo de elementos primos homogeneos de
S(p) o S(p.A) ests dado por

i) Los elementos X _.....,X en S(p). ( » ,....x & S(p.A) ).Los cuales
[ . - »

son llamados primos excescionales.
ii) Los elementos f(X:..---. x:'n) ¢ f(x:o. I.pl) ). 1llamados orimos

ordinarios donde f es un slemento dal Algebra de polinomios k[To....Tn]
(k[‘ro.T‘] ). Po asociado a Tor-=-T - (1; .T.) respectivasente. Aqui

como es usual, sambas Algebras de polinomiocs son Z-graduadas por el grado
total.

Demostracidn

Saa
A(p):= @ S - (con t enterc arbitrario)

la restriccidn de S(p) al subgrupo 22 de L(p).
Claramente R(p)=ki(x®g .....x"n ] @s una &lgebra de polinomios Z-gra-
duada sobre k en las inderteminadas x:o .....x:’n Yy R consiste de

todos los polinomios homogeneos de grado total LisZ .



mas aon, U = X428 (en forma normal) implica que

R{p) donda 0= v._‘ <P . €& oo (®)

3 13 _ylo in _
kEX o . X.I] Y S(P.A), =X c. X R(P.A) . don

R(p.A):

-OSL,‘<D‘ . =2 ceen.(x%),
a

2.7 Sea ? un polinomio homogéneo de grado U ( es decir f ests
Senerado por esntos de Sr cuando a éste se le mira como un Qrupo

apelianc ).

Por D(f) denctamos al conjunto constituido de todos los ideales
primos gque no contienen a f .No es dificil demostrar Que estos
conjuntos constituyen una base para una topologia en P“(p) +la cual por

razones obvias le llamamos la topologia de Zariski.

2.8 Sea X una variedad proyectiva pesada .

La gavilla estructural O, en X es la gavilla deo &lgebras Lip)-gradua-—

das asociada a la pregavilla D(f) +——eS,, con f&S homogéneoc,. donde S, es

la localizacién de S con respacto al subconjunto multiplicativo generado

Ppor . Aqul Sr as L{p)-graduado. Andlogamente Ox(L) aes la gawvi-—

ila tal que Ox(f)(b(f))=s(?)!con f homogeneo de grado U .Observe que

Ox=”x(f) con T en L(p).
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2.9 | @AVILLAS OF Oy o8 ()

oeftinicion Una gavilila F oe Ox-ﬂdulo. en X se llamsa

savilla
Li(p)-gradunda si se cumple que

_ -
F= @ Fp A&L(p) ¥y satisfacen que o‘_t Fa s Fo »

Los morfismos da gavillas L(p)-graduadas son morfismos de
Ox—mdulos de grado cero.
NOSOtros @stamos interesados en aquellas gavillas de Ol-mdulos que
son L(p)-araduadas y dencotamos la categoria de estas gavillas por
Mod™P (0 5. Lip) actua en Mod™® (g ) per torcimiento: Fara cada

FeL(p) ¥ cada gavilla Fermod“®(0,) la sevilla torcide F(3) ests de-
finida por Flyle =F+ +» . donde F=
= “Fay

nl"l‘: es la gdescomposiciéon de
F en componantes homogeneas. Como es usual F(J) puade obtenerse co-

mo el producto tensorial F&x(;) sobra Oy -
Ferod™® (0 )(ls llamado coherents (casi-cohsrente) si para cada
P en X existe una vecindad abierta U de p y una sucesidn exacta
® 0T ) /U —+ @G (F ) /U —= F/U — O

con i en I y j en J donde los conjuntos de indices I y J mon finitos
que dependen de F y U.

Usando demostraciones anflogas a las de Hartshornm ([11]1 podemos
demostrar las siguientes afirmaciones:

La categoria de gavillas coherentes (casi-coherentes), denotadas por

cohX (@cohX respectivamente). son categorias abelianas con suficientes
inyectivos.
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Sea X una variedad proyectiva pesada. X es llamada no singular si
QcohX es oea dimensidén global finita.

2.10 . TEO DE COer TON
beftinicién: Una gavilla coherentae 7 en X , una variedad proyectiva
peeada, e@s llamaca gavilla de tilteo =i las miguientes propiedades se
cumplen: .
1) Ext®(T.T)=0
2) T gunera a Db(cohx) como categoria triangulada. Es decir Db(cahx)
s la aubcatagoria triangulada m&s pequefia de o® (cohx) Que contiene a T
3)iLa dimensidn global de A:SEnd(T) es finita.
, TYeoreama: Sea T una gavilla de tilteo entonces Db(cchx) es
esquivalente triangular a Db(modA).
Oemostracién:
Esto resulta claro de las siguientes equivalencias triangulares:
o®(conX)x k" (addT)ak"(,PI" (modA)
donde sstas squivalencias =on inducidas por los siguientes funtores
F:=Hom(T,.—):cohX ———e modA vy
AT:-GdA ——s cohX.

cuales son mutuamente inversos.
En afecto addl es una subcategoria genaradora de Db(cohx) por
(2.10) (2).
En conmecuaencia Kb(nddT) ®s aguivalente triangular a Db(cohx) -
Andlogamente AP es -subclr.-guria generadora de Db(modl\) . Por lo
tanto K‘(AP) as squivalente triangular a o°(modA), ya que la dimensisn
®lobal ex finita. También addl vy ‘P son sguivalentes medianta los fun-—
tores F v G ,usando (2.10) (1).

Esto implica gue Db(cth) ®os equivalente triangular a D° (madA) .



2-21 Sea T un O _-médulo coharents tiltesado y 8:=End(T) @1 Algebra de
sndomor fismos . Sea x‘ la subcategoria plena de gavillas coherentes F tal
que Exti(T.F)=0 . para 3¥i . A esta class de {a l@ 11 ia
categoria de T-extensionss concentredes en i para cada i un entero no
negativo. Anflogamente saa Y.‘:=(Y‘-odl:10r:(v . T)=O0 con 3jIwi)} 1a
subcategoria de cohX de T-torsién j-concentrads.

Corolario a): Sea X variedad proyectiva gesada y 7T una gavillia
de tilteo.

Sea 6:=End(T) .Sea L 4 Y. (con i enterc) definidas como antas .
Entonces

Fozexet (1'.—):)(_‘ — Y

G :=TorT (-, T):¥, ——— X

© “ 3 (3

son equivalencias de categorias y una es
Dsmostracién: o.

a inversa de la otra.

Corolario b): Con las mismas hipStesis que el corolario anterior.
NosOtroms tenemos Que para cada t entero:

1) Exel L (NN @ exel*tTIN L FYNT)) para Nex v NeX, .

t . t—iej . .
2) Ext.(N.N )ﬁxtcohx (G_‘N.GjN ) para '“Yi.'N &Y. . o
for Ko(cohx) b4 Ko(moda) denotamos 103 9rupos de Grothendieck de las

categorias aditivas cohX y modB respectivamente. Ver por ejemplo [8)] v
L14].
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Corolario c): Sea X variedad proyectiva pesada no singular y T en cohX

una gavilla de tilteo con B:
Entonces

End(T) como 4slgebra de endomorfismos.

F:K (COnX)m—s K_(mod8) ,IH] s~ E (-1>'CF (H)] con iZo.
b 4

@:K_(mod8) —s K _(cOnX) ,[¥] w——s E (12706, (¥)] con iZo.

‘son isomorfiamos d@ grupos inverso uno del otro. En particular

l.(cot\l) es libre y finitamente generada.
Oemocatracién:
La composiciédn GeF es la identidad en el sistema. generador de
I.(cchl) consistente de las clases de sumandos directos de M, F«G es la

fidentidad en las clases de proyectivos inescindibles.

a
.12 GAVILLAS DE TILTEO DEFINIDAS EN ESPACIOS PROYECTIVOS PESADOS
Ejemplos basicos:

8): Sea L:= @ Ox(:) .con 83<%<n3. as una gavilla de tilteo en X:=FP (p)
~

®) Ses T:-@0.(X) .con 3sXsE. Entonces T es una gavilla de tilteo en
la 1lfinea proyectiva pesada C.

2.13:

QAWILLAS DE TILTEDC , MODULOS DE TILTEC Y SU ANILLO DE ENDOMORFISMOS
Presosicicn: Sea X:=P (p) y supongamos que MecohX con anillo de
endomortfismc B no tiene autoextensiones

categoria triangulada

v geneara a Db (cohX) como
- Entonces existe un  madulo de tilteo Y
mod3 con End(Y)=B. En particular 8 tiene
®s una gavilla de tilteo.

Oamoetracidn:

an
dimensién global finita y ™M

Para caca M(y) no tiene autoextenciones y genera a 1a categoria

derivada de complejos acotados de gavillas

coharsntas - Mas aarn
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End(T(¥)) es isomorfo a B. .
Asi podemos suponer aue Ext'(O(X).T)=0 en cohX para i>0 y 3s%=nd es
dacir que u tiene l-extensiocnes concentredas a nivel ceroc donde L es la

gavilla ”X(i)' Coma
AHom (L . _) :D® (GO ) e 0™ (m0dS )

manda T a v:=Hom(L.T) en mod3. Es facil checar aue ¥ es un aadulo de
tilteo con anillo de endomorfismos 8.

Dado aus tiene dimensién global n., también ® debe tener dJdimension
@lobal finita y T es una gavilla de tilteo.

o

Corglario: Si X es la linea proyectiva pesada entonces exjiste Y un
S(P.A)-médulo de tilteo con A=End(Y) dords A es una Algebra canénica
salvaje. Remitese al capitulo IV de este trabajo. asdemis ver [1e3.

a

La siguiente obmervacién es una generalizacién del teoresa Beilinson.

Ooservacién: Si p=(1.1.....1) nuestro ejemploc produce la gevilla
L=@p (i) .con i=0,.,....n, cuya 4lgebra de endomorfismos es justamentes el
Algebra simétrica truncada S(p.A) considerada en [®].

S(p.A) @s al Algebra de trayectorias del carcaj siguiente:

o ) ) °
» > tad
o. =% 1 ez L (n-1)-—t -n
x » » »®
n n " n
con relaciones X X =X.X _
L3 TR I Y




Como otro esjemplo de fAlgebras simétricas truncadas sea S(p)[0.n] el

4lgebra da travectorias dada por el siguiente carcaj . pero con
diferente graduacién:

a) »=(2.2,2)

¥ relaciones x_lx",:xjxi
®) p=(1.2.2)

con relaciones X X =X X .
DI Y

:.14:
DEBCAIFCION HASTA TORCIMIENTO DE GAVILLAS COHERENTES ¥ HACES

VECTORIALES EN P _(p)-

£n esta parte caracterizamos a aquellas gavillas en Pn(n) que

pusdan ser torcidas en una subcategoria con T-extensiones concentradas

respecto a la gavilla tilteada .
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Teorema: 7 es un haz tilteado en X='“(p) ¥ X ScohX la categoria con
T-extensines O-concentradas (ver 2.11).Entonces para cada FecohX

para cada x>3.

Fe
Osmostracisdn: Dado que T ©s un haz vectorial. existe una sucecidn
cta de la forma

o—.r—-o.—a.—-‘ .e- -—.O_——.O
L(p)} ¥y la afirmacidn se sigue

con O, en dd(0y (¥):7 eat
inmediatamente de s.;‘tox. F(X))=0. @n cohX, para i todo i

de cero y X >3.
a
Proposicion: Sea T gavilla de tilteo en X=P (p) v XQScohx la
categoria con T-extensioness O-concentradas . Entonces son squivalentes:
210, (R1eX, cara X>3

X
b)Scxo para cada gavilla

mple S.
c)T haz vectorial.
Oemostracisdn:
cle a‘) ®s una consecusncia sencilla del teoreas anterior .
a)e b) Tome la resolucién siguiente;
H——. - .—.a.—.o.——.s—-.o

del mbdbdulo simple S con O'. an .M(Ox(;):; partenesce a L(p)}. Entonces la
afirmacién se sigue del hecho de qua a‘(:) certensce a Xo para ;o >8 vy
omorfo a S(X) para una apropiada

de gue @1 médulo simple S es i

wleccién de X >3 .
blec) De Ext'(7.S)=0 para cada gavilla =
nosotros obtenemos que Ext'(S. T(%))=0 psra cada i diferente de n y asi

ple S diferente de cero

7T @s un haz vectorial.
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2.15 TEOREMA DE SERRE
En esta seccién X denota a P(p). el espacioc proyectivo pesado, o
bien a C(p.A)., la linea provactiva pes Por S denotamos al algebra

S(p) o a F(P.A) (ver 2.3 de arriba).
Entonces por definicidén
- Asl r(U.F)=‘F‘T(U) »don-

-
F—d'lo - donde (et (p). tal que G <.Fg S Fp - -
En afec—

Saa P:Ox—.od L(p)-graduado.

as TelL(p). @3 un S-mod L(p)-graduado para cada abierto U de X.

to cualquier .tsrss. lo podemos ver como una seccioén de q‘ l--(l.l) . sSaa
t‘l':(u) . sntonces ste Ox'l‘ (WIF=(U) S F3 «(U).

Sea [:@cohX ——s PMod“P’s .tal que Fi——s F(X)=:M(X.F)
& este funtor le llamaremos al de secciocnes globales.
(var [6]1) definimos el funtor Gavillacian

Siguiendo a Serre
""’Ox . M s—-w M~ ., donde

~ :mod™P’s — + mod

MT es al

Ox—maulo L({p)—graduado asociado a la pregavilla
D(F) wet, ., feS homogéneo,

ae O -méddulos L(p)-graduados. .

X
Aqui M, consista de todas las fracciones m/f" (meM vy nelN).
En contraste a la definicidén tradicional. nosotros nos restringimos

& la componentes cero de M.

Para Ox tenamos que [C(D(f).M7)=M,, si feS  as homogéneo.

a) Existe un homomorTismo natural a:M ——e F(M7).

LEMA:
Puede demostrar que a es

b) Sea M un S-mod L(p)-graduado.Se
un isomorfiamo en todos los grados grandes, es decir existe un fn en L(p)

tal que para cada T2T, . a+:Me —— FM(X.M ) @8 un isomorfismo.
o * W [y

Con la mismas hipdtesis que antes, definimos una
% en la categoria de S—-médulos L(pl-graduados.

T, .
e Lot(p) tal que le‘ = “2..[ -

c)
relacién de equivalencia
A sabsr M X M =i y adlo exi
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Aqut M, s =@ Ms con T2U . Decimos que un S-eddulo es casi-generado

si es equivalents a un médulo finitamente generado. Entonces los
funtores ~ y I' inducen equivalencias d® categorias sntre la categoria
de los S-m6&dulos L(p)—graduados casi-finitamente generados y la cate-
@goria de los Ox—muloc coherantes

Para una demostracién de emta afirmaciéen ver [6]3.
Denctamos por mod®®S & la categoria de mSdulos casi-finitasente

oenerados
2.16 TEOREMA (Serre);

a) E1 funtor gavillacién: ~:mod™™(8) —s cON(X ). M —e M~ o
un funtor exacto. el cual admite

I, :con(X) — mod™"(8); M — arx.m,

como adjunto derecho. I es una inclusidon plena aue satisface
FQ(H)":H para todo M an coh(X).

b) E1 funtor gavillacién anula a todos los M & wod (8). lo=

cuales tienen longitud finita, e induce una eguivalencia

nod"'(s)/mod‘:(s) —COh(X) , M e M

de categorias abelianas._Aqui qu'.’s es la categoria de modulos
L(p)—graduados de langitud finita.
c)La subcategoria plena 4 de mod " (S) consistente de todos loa
los M, que satisfacen HOM(E.H)=0=Ext.(E.H) para todos los objetos sim-—
ples E sn mod""s. & una categoria abeliana . Mas atn ~ vy l'. inducen
equivalencias mutuamente inversas ~ :4 — cohX y I'_:cohX —s 4 .
@) €1 funtor T:coh(X)—e .od“"(ox.!) . F s Fy @3 un funtor exac-

to & induce una equivalencia esntre coh(X)/KerT ¥y la categoria mod(k(X))
de espacios vectoriales de dimensiétn finita sobre el campo de funciones
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Qoria cohox de todas las

de X . 3i C(p,A)=X . XerT e=s 1la subca

villas coherentes de longitud finita.

Damastracion:

adjunto derecho del funtor
de 1la definicién

Sasta demostrar qQque I's es3s un

a)
Pero esto es una consecuencia sencilla

savillacién.
dml funtor M+ ¥y @1 funtor gavillacidn.
b) Sen H=ay ¥y N .Nt S-mégulos L(p)-graduados .Por definiciédn N es
le L(p)-ar da M 3i y sdlo =i Ne & Mg Para cada T en
L(p).Y tambidn por dafinicién M es un S-médulo siaple L(p)-graduado
L(p)-graduados.

si ¥y so8loc si no tiene submddulos propios, no cero,

Asumimos sin demostracidén los siguientes resultados de Slgebra conmu-—

tativa .
bi) M7 =0 ai y sdlo 3i existae &S, tal gque m =o.
©ii) M =0 si y 3610 =i existe n>0 tal que T M=0.

Usando (bi) y (kii) podemcs demostrar b): Supongamos que existe fes
con O.q(f):?a tal que fM & O para algin S-médulo M, L(p)-graduado simple.
Esto implica que M < &N o+ S M . Por ser M (p)-graduado se
no cero, implica que

tiene que fﬂr = '13#? ¢ por ser M simple ,

e = Mae ) e@s subméddulo propio de M lo cual es una contradiccion .
Por tanto fM=0 para cada fgSe( por (bii)) y cada M S-méddulo simple.
un Gnico

Usando (bi) M~=0 para cada M un S-mddulo simple. Asi existe
-l si—

funtor (también denotado por el simbolo ) Que hace conmutar

guiente Jdiagrama
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moa “*s / -of:s

goria de S-mdulos L(p)-gra-—

donde como antes luod:os dencota a la c©

duados de longitud finita. Por (bi) ( de arribs ) el nuavo funtor

&3 densc, fiel y pleno , luego una equivalencia.
-]

c ) Esto o3 consecuencia del inciso b).

d) Supongamos aue X=C(p.,A). Probar s qus coh X = kerT .

Sea A4 como en el incizo (c)

Demostracién del incizo d: coh X S ker?
de esta proposicién.

Sea F « cohox simple, entonces ® O g 4 tal que FaM™ con H=.!“0

con T 2 O. Supongamo= que F_#0 luego T ™m0 ,donda T es @1l conjunto

4
de 103 no divisores de cerc , esto implica que para todo tel tMEO.
Sea OsNaM (subméddulo propioc, qQue no es de longitud finita). Enton—

ces N =0 o N~ = M
Supongamos que N~ = M~ , esto implica que MAF(X.M™)A(X.N~)EN

(ver 2.14) lo cual es una contradicciédn. Por tanto N™ =0 y as{ aexis—
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te t_&T tal Que t N=O. Sea N:=@Me con T >0 . N es un submédula L(p)-gra—

duado propio no cero de M . Esto implica gue N=:°n=f.°n°+t_°( 1’” e =

-
i = -

t.ﬂ. =" pero esto implica que nr O para cada dag(to)

Ses t&T no divisor de caro tal qQue degt>0C sntonces M:t.n:t.tonos

s " N =0 . Por tantoc M=O , 10 cual es una contradiccién.
. dugnredmgt
)

o
2.7z

Corolario: Si X,Y esté&n en cohX entonces Hom(X,Y) es de dimensién
finita sobre k ; En particular cohX es una categoria Krull-Schmidt ,e=

decir cada F en cohX tiesne una descomposiciédn de 1la forma =siguiante;

"="...-ﬂ'“ donde cada F es inescindible con anillo de endomorfismos

local. MAS adn te

mos que uom(ox(:).ax(;))=s- + para cada X . ¥ & L(p).
v-x i

2.18 Corolario: Si K denota el campo de funciones de X, la férmula

r(r)=di-‘(rt)° define una forma lineal r‘:Ko — & llamada funcién rango.

mas adn si XsC(p.A), (F)=0 si y a6lo =i F tiene longitud finita .

a
2.19 Corolario: Cada gavilla coherente F en X tiene una rasoclucisn
axacta
sl s L —e L s F ——e O
£ ) ©
donde ca

L, ®= una suma directa finita de gavillas de la forma 0, .

hs o0n para X=P(p) podemos suponer que L0 para j=n+2.

Dsmpetracisn: Use gque la dimensién global de S(p) es igual a n+l.
o
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Capitulo 3:
~maxven n 0" (Conx)
la existencia de

- DE AsUSL

En ®]1l presante capitulo se pretercis demostrar
sucesiones de Auslander—Reiten en D (cohX) dondes X=C(p.A) tal
sarrollandae una serie de hechoes nece la

Qque Jds paso ia

de dicha existencia
ver [4].[61 o [7].

efacto comenzamos
Grothandiack .

demostracian tecnica
influencia gecmetrica de los trabajos de
X un espacio topoldgico, IN(X.-) denota el !un:or
los funtores de cohomoloufa H (X.-)

3.1 Pefrinicion: S

de secciones globales. Dafinimos
como los funtores derivadoz derechos de F(x.-).

A continuscidn probaremos que P(p) satisface para, las gavillas
cas{ cotwerentes F y la cublierta abierta afin. que los grupos da
cohomologia como los definimos anteriormente coinciden con los grupos de
cohomologia de Cech.

Definicién: Sea X un espacio topPlédgico ¥y WUs{Ui} con i en I,
una cubierta abierta de X.

conjunto de indices I y para cada
interseccisn

Fijando un buan orden para el
conjunto finito de i{indices io....ir, en I denctemos la
UiaN. . .rthir, por Wio, ... ,ir.

Sea F una gavilla de grupos abelianoa en X. Definimos un complejo da
grupos abelianaos CT(U.F) como sigum: Para cada pZ0 sea

P WP F(Uio. .. .ir). io<...<ir.
Definimos el mapeo cofrontera d: CPaeoe c®’* gde la siguiente manera:
= -13F & - " .
(e S FE L gy e ires U iire
fue omitido.

donde L% significa que e
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A este complejo le llamamos el Complejo de Cech.

Dmfinicién: Definimos @l n-grupo de cohomologia H"(U.X) da eCech
camo el n-grupo de cochomologia del complejo de Sach C (U,.F).

3.2 E1 siguiente es un resultado conocido de teoria gesneral de gavillas

(ver por ejemplo [111):

Lane: Sea X un espacic topolégico y U una cubierta abierta. Entonces

un mapeoc natural

Para todo pE0 exist
- P W, F) ———e WP(X.F)
aque es funtorial en F.

Demwstracién: Sea 0 —e F —s I° una resclucidén inyectiva de F en
Ad (=categoria de grupos abeliancs) . Comparando con la resolucién
Ot ——mw C°(U,F) (var {11] ), =me sigue que existe un morfiasmc de
complejos £ (U.F) —e I ., induciendo la identidad en F , el cual es unico
hesta homotopia . Aplicando los funtores M(X,-) y #* da @l morfisme
requerido.

Deftinicién: Una gavilla F en un espacio topolédgico es flasque si para
cada inclusidn VSU de conjuntos abierto=s, la restriccidn F(U)e—eF(V) eas
suprayectiva.

Elemplo:
sea I una Ox ~gavilla inyectiva. Entonces I es flasque; En afacto
sean U ¥y V subconjuntos abiertos de X tal que VEU. Por Ou b4 Ov

representamsos la restriccidn de Ox a los subconjuntos abiertos U y V res-—

sectivemsntes (al extender por cerc fuera de U y V).
®Por la inclusidén

Or—bOV —— Ou
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ademis por ser I un objeto inyectivo de O x—-od tenemos el homomorfismo

Hom(OL . 1) 0. Pmro  Hom(O, . 1))

suprayectivo no-(o" .« I)
anflogamente ncun(av + I)XI(v), asi que I es gavilla flasque.

Proposician: Sea X=P(p) vy sea U:={D(f): €S } una cubierta abisrta afin
de X , y sea F en @cohX .Entonces para todo p20 ., el morfismo

P W.F) ~——e WOLE)
dado por el lema anterior es un isomorfismo.
Demcostracidn: Para p=0, tenemos un isomorfismo como sigue

-~
WO W . F)=kar (d:c® (U, F)——ec® (U.F) -

Si a en c® ests dado por {(aisfF(Ui)} entonces para
(da)dij=aj—es .

Azl da=0 dacimos qQue las secciones o y aj coincien en Uirwj.
sigue de los axiomas de gavillas que Ker d=I"(x.F).

En lo que sigue definimos una versién de “Gavillacién” de complejos de
Zech. Para cada conjunto abiarto VEX. a f:Ve—eX que denota la inclusisen
de Vv en X. Ahora dado que X, U, F como arriba, conatruimos un complejo
C(U,.F) de gavillas en X como sigue:

Ast =

Para cada p20 aea CU(U.LF) = qy fe(F/u, ) con te<...<ip vy defini-

nimos d:c2«c®* por 1a misma férmula de arriba. Note que por
construcci®on que para cada p tenemos que I'(X, cP(.F))=cP W, F3.
Para el caso distinto de cero encajamos F en una gavilla G flasque

casi—coherente y denotamos por R el cociente
O —p F -2 G —a» R —= O
Para cada io € ... < i , @l conjunto abierto Uio.. L Lip " afin,dado
Que ez la intersecciédn de subconjuntos abiertos afines .(Por el lema

anterior y por ser F casi-coherente obtenemos la siguiente sucesién

axacta
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° F(Ui.o oe ..y i.r) G(Ui.o,- .. ,kr) R(Uiﬁ,. .. .i.r) °

de grupos abelianos. Tomando productos encontramos ue la sucesidn

correspondiente de complejos da Cech

O— C (U.F) —e C (U.G) —— C(U,R) — ©

&8 exacta .Consecuentemente tenemos una sSucesidn exacta de Cech de grupos
de cohomologia dado Que G es flasgue, su cohomologfa de Cech se anula
para p>0 .En efecto sea

O G ] ———M———0 O

una BUCc 6N exacta corta de gavillas donde [ es inyectiva y R e= el
cociente de I entre G.

Como G es flasque (vear ejemplo anterior) obternsmos la sucecidn exacta
corta

o r{xX.6) "(X.1) T (X, M) 0

Por otro lado como I es inyectivo tenemos que H (X.Z)=0 para i>0 Asy

1a aucecidn sxacta larga de cohomologia tenemos que H‘(X.G):o v
W X.G)=H" (X . M) para iz2. Pero G es flasque ¥y en consecusncia tenemos
aue K (X.G)=0 para i>o.

. Al tenamos una sucesidn exacta

Oe—e HOW.F) — FP(U.6) s HOW.R) e H'(WU.F) — ©
® isomorfismos
HP (U FYaRPT (UL F)

para p21.
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Ahora comparando con la  sucesién exacta largs L

 cohomologia
usual,.para la sucesién de arriba.

usando ®l caso pP=0 ¥y usando que G es
flasaue concluimos Que el morfismo natural

W F) e WX F)
@3 un isomorfismo. Pero R es también casi-coherente.

resultadao por induccién -a

asf obtenamos el

3.3 Como antes sea X=(p)

Claraments Y. . LN U= DOx .. -x ) asi que por defini-

cién de Ox(a.r) Ltanemos aue

- e we®
ox(y)(um'___vu“) =8, ..
“w w

El complejo de Cech para Uy Ox(;) esta dado por

CTW.O(FII: S —e SE), e e3P
. o i ir
Lema: E1 n-éasimo g@rupo da cohomologia de Cech es
n - e y® 1 r
wow ., Oy Ky >)'5(y2....g /ima = 0( s_; - t’i_ ) e (=)
=1

Damostraccién : Se reduce a demostrar aue



0N (X, 0y ($) )= <xbe™ . L atn ™ (BT IRETL, (BN

l'l.‘.l‘< O pars todo i y 3>

tal aus si u esta en DH"(X.0) (7)) entonces dew(u)=¥+T donde ts:tifn‘Ota

esth escrito en forma normsl aqui tsft(i) con i=i....n e= la suma deo N en-
teros aue dspenden dae T.

&n efecto. es claro aue

oSt OSNSrado COme k~espacio vectorial por los monomios de la forma

osr <p v s6Z vy tal que

Para demostrar nuestra afirmaciéon oasta

probar aqus el siguiente
merfisso @8 un isomorfisec

ONT(N,OL(TV)) eSS,
v 8 (YD) v

saxi® . xNAGEMMOTL OF™MT ws un elemento arbitrario
entonces w(u)= x‘l;ono “es X“l"?"“ (x:° ) "‘°'...Ix:" ) prevon

esté bien definida:

- - P L2
("‘,")c’tt‘;"i.*:"'(i)c‘ n.ixl E(k, 1)c+c donde

LR - B X + L (x-1)8 = ¥+ (=) opero esto implica que
ot ' v
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- o - -
y=deg(w(u)) . @n efecto de (%) tenemos -7-L% =-E 1% -Ek -1)3+T
Claramente no dapende del representante

v @8 un isomorfismo de grupos
apelianos por construccién,

PUSE QENEradores van & QUNEBradoreas.
-
Tesrema: a) Mom(O)y Ox(v))ﬂg

LYEXE] Oy oxG))a(s_;_n 2 ) con izo.....n

SIExE | (Oy Oy (7)) pars r#o.n .
Oesostracitn:

a) Se sigue del lema 2.15 a)

b) Eato se sigue del lewma anterior y de la propomiciéen 3.2.
<) Sea F: wx(;) con yeL(p).
Induccidn en r. Si r=1 PO hay nada que desostrar .Asi sea r>1 .
localizamos el compleio de &ech C°(U.F) con respacto a X . como
S-médulos graduados,

v asi obtenewmos el complejo de Cech para la
Qavillia F/“ on el espacio ur .=D(xr). con resHecto a la cubier—
ta afin (Uih \.Jj z iz0,....r} con Ui:=D(xi).EsL. compleio de la co-

homologlia de F/u n U  la cusl es cero para i>0.

[

En otras palabras, cadsa slemsnto de Hi(x.l'). ‘para i>0 , es anulado
Ppor alguna potencia x'_.

Para completar la prusba, basta

demostrar que para O<ic<r , 1a
multiplicacién por %  induce un mapso biyectivo de H *(X.F) ®n ai mismo

Entonces claramente se sigus qQue eaxte méddulo es cero.
Consideremos la sucesién exacta de S-mé&dulos L(p)-graduados
x

Oes S(-X )— S— S/(X >—s ©

H
i



on X donde H es el hiperplano x _=0. Torciendo por T&L(p) y tomando

sumas directas, tenemos

0O —— F(-X ) —es F—— F, —s ©
donde r"=¢2_(§) , Y&L(p). Tomando cohomologia cobtenemos la sucesidn
exacta larga .

cee — WEOGFR D) e W) e HROGF) —— L

Considerados como S-modulos L(p)-graduados H'(X,F(-x_)) es H'(X.F)
corrido un lugar , y el mapeo WX (X F(-1)) —— wi(X.F) de 1a sucesisn
exacta @s la multiplicacié&n por . -

. Como H as isomorfo a P(p’") donde p'=(p°..-..pn_-)
¥y HX.F =R (H,@0,(¥)) con JeL(p).

Aul podemos aplicar la hipdtesis de induccidén a r_ . encontramos
que Ni(l.r-)zo para O<i<n~1.

Preposicicn: a) FecohX tenamos Extl .
y¥ >3
n P
b) Para cm:a Feveact (X) Ext_ G, . F(y)i=o
con MO v vy < 3 .

%Oy + F(¥)>=0 ,con nwo

Dempetracisn:

Sasta considerar wl teorama (3.3) y la resolucidn exacta de F(¥) con
wlesentos de vect(X) para obtener de manera directa dichos resultados
. a
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3.4z DUALIOAD OFE SERRE
N es la dimensiOn de Pn(p)

a) Loma: DH™(X Oy) = o <~ £ §‘)) con i=0,....n
Demostracisn @ Por el teorema (3.3) tenasos que si mefO,.n entonces

ou"(x.ox)=o=u""(x.ox(—|; %)) con izo....n
También por (3_.3) =i m=0 entonces

x.ax)IDNc-(Ox.Ox)IS x K

o _ a
.DH (x.ox) = DExt (O o-0

n - n
HIOX, Oy (-E = )) & ext (Q . @ (- »x 2 'S'('t"i)_(t"g) x So x k
para i=0 ..., n.
Asi hemos demostrado que si m=o tenemos el resultado requerido.
El caso m=n es anAlogo a
Cbservacién :- H(X , O,( - L x. )) & k
i

El siguiente lema, lo aceptamos sin demostracién. Como dijimos al
principio esta parte esta influanciada por las técnicas geométricas de
Grothandieck, por tal razén sugerimos ver las demostraciones anflogas en
@l libro de Algebraic Geometry de Hartshorne [11].

bl Lema : Para cada F en CohX tanemos que

Ext! o (F.OC-E X, »IAMH"H (X, F) con 321,....n



Proposicidn: (Dualidad de Serre para P(X)): Para F y 6 en cohX se tiene
que

—m m
DExty (F.G(-L xj))‘éExrx (G.F)
Pemostracién: Esto es una consecuencia del lema anterior:
~—m nem nm — -~
PEXEIT M F.6(~Bx ))& DExty " (F.600,(-Px ) )0Ext] " (F@0G6.0,(-Ex ))&
- - - -
zx:x(ox.roo)zx:,((ox-oc.F)a-sxr.x(a.r)

Lo Que concluye la demostracién.

3.4.1: Teorema: (Dualidad de Sarre para C(g . A)).

Para cada F, G en coh X (Aqui X:=C(p , A) )tenemos un isomorfismo
DExty(F . G) — Hom, (G . F(3)). @1 cual es funtorial en F y G donde
®:=(n—1)3-L :,L @3 el slemento dualizante de L(p).

Osmostraciéon:

Primero calculamos 10s grupes de cohomologia de ¥ech de X=C(p,A)
asociada a la cubierta abierta afin U=(D(xi’) =0, .. -.n).

Como l1a sucesién x senmax_@n S(p) es una sucesién regular tenemos;
i t
DH' (X, 0, ) =H™  (X.0 (-Px )) €on izl.....n ...(*)

NOt® Qque para este proposito cada M en Mod“P’'s, DM es el L(p)-médulo
graduado con componentes (Dn)::D(M_Ko).

Oy (~E%) Que ocurre en (+) dado que S(-EX ) es el Gltimo término de
complejos L(p)-graduados de Koszul asociado a la sSucesién regular de

MK oLew-eX -
© *Tn
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Se sigum que la cohomologia de Cech coincide con la gavilla

de co-
homologia calculada por medio de una

resolucién  inyectiva o bien en
nodu_”ox o en @cohX.

Dado Que el sistema de scuaciones definida por f,‘:K

con i=1,...,n, forman uns sucesidn regular de elementos de S(®)

una de grado 2 we sigus por argumentos estsndar ia
i fismos de ulos L(p)-graduados ., donde S=S(p,\)

. cada
existencia de

OH (X0, ) =T (K.OW(R)) ... (*%)
con :=(n-1)3-p<‘ ( iz20,...0n, .

En particular para cada x en L(P)

obtenemos una dnica ng on
DEnr_'(ox(:) .ax(?«ﬁ)). correspondiente (hasta torcimiento) con el morfimmo
identidad en Wom(Oy.0y) por medio de (»*).
€1 lema de Yoneda produce transformaciones
n;:num(D{:)._) — DExt‘x (_'& (R+m))
funtorial con respecto al mor? L smo oxci)—oox(§). Aqui usamos la

tamilia de todos= los n: para definir el morfismo natural.

- £ -
Ny o HOmy(F.G) ——DExt)(G.F (%))

para cada par F.G de gavilla coherentes en X. Trabajando con
rescoluciones de F por sumas dirasctas de gavillas gstructural torcidas
inducidas por resocluciones libres de l'. (F) en Mmod «S.

Ya gque todos los tallos de X tienen dimensi&n global graduada igual a
uno, entonces cada gavilla casi-coherentes M tiene dimensién inyectiva a
lo mA&s unc . asi Ext se anula. Por argumentos estardar

Qs uno primero
prueba que n @ un isomorfimsmo si F=ox(><)

r.o ¥y G arbitrario



combinado con la exactitud derecha de Ext' ¥ el hecho de que cada gavilla
coherente F tiene una resolucidn exacta de la forma

e ol ol el —F a0
z 2 ]
donde cada Li @8 una suma directa finita de gavillas de la forma q‘(:).
.o
Corolario: La categoria cohX tiene sucesiones de Auslander-Reiten

. mAs aun torciendo e F(®) con ol slemento dualizante el cual
sirve como trazlacién de Auslandar-—Reitsn. para CohX.

Demostracion:

[=33

amante para cada FecohX esxiste una sucesidén exacta corta de la

forma u
O —e F(@) —+ G —e F —s ©

(pues  omMom, (F(D) , F(3))BExt (F.F(E)))

Sea f:S—s F un morfismo de gavillas epi no escindibles (es decir no
existe o:F— S tal que fo=Id ).

O et F(D) =t G' ~— § ——2 O

s: 0t F(D) ——+ 6 —> F — o©
Eato implica que existe un morfismo

@: Exty(F.F(aY) —s Ext, (S , F(3)

-
3

s —s a(sa):
Basta demostrar que a(s)=0. Conaideremos &l =siguiente diagrama

commutativo:

at



:x;‘x(r . r(&))__.wno-’(r.r)—' Hom, (Homy (F.F).k))

- l no-(xdr ) ) ono-(!dr )

Ext® (S . F@))—s OWomy (F.$)— Hom, (Homy (F.S).k))

Si DHom(Id, . ?)(=)=0 entonces &(s)=O.
Pero analizando el siguiente diagrasms podamos probar que

Om‘(ld s PI(m): .Dmx(ldr f)=0.

oM _ W (F + $) s Hom__ L(F . r r——— for

~_

##0 implica que s es suprayectiva (pues l1la imagen de s es subsspacio

vectorial ,no cero,esto implica que dimImfzi y asl Imfik).AnSlogaments
Dnon(:l:dr.. f)(s) es suprayectiva .Adembs S(Idr)m. por construccién

{ver demostracién <del tecrema de Serre para la curva C) esto implica
que existe r en Nonx(!' - $) tal que 0-r=ldr - Lo cual es una

contradicién Eor que f no es escindible. Por tanto a(s)=o.
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3.59:

Leme: para cada FgcohX (X=C{(p.A)) tiene una subgavilla de 1longitud
finita maximal.

ODsmsetracion: Sea Q el conjunto de subgavillas de F de longitud
finita . Claramente () @s una familia no vacia . ademas Q es un conjunto
nr‘-c‘:i.lunto ordenado por la inclusién de gavillas.

Ses T:=(l‘-) £Oon asI una cadena en Q. Ses T:=@F_ .acl. la gavilla
asociada & la pregavilla Usedl (U) con asI. Claramente F _<T ,en nuestro
orden dedo., para cada sl .Adesads r!==.r¢'z (donde ¥ e= @l punto
sendrico de X ) ya que ra.( =0 para cada osl asi eato implica que T€=°
¥ \or lo tanto T partenece a Q.

Eato prusba que cada cadena tiene una cota superior , luego par al

lema de Zorn existe un slemento maximal tF en n.ﬂ

Oefiniciédn: A la aubgavilla maximal tf de F se le llama wavilla e
torsion.

Otaervacion: La gavilla F/tF no tiene gavillas simples y asi es una
savilla libre d» torsion.

Leama: F=tF si y sdlo si F tiene soporte finito.

Oemeatracion: B Como F=tF entonces F! =0 v asi el
M:=(-‘X:F.-O)-X . Sea x un punto de X que no pertenece a Suppf
entonces existe una vecindad abierta U de x tal gqua F/U=0 entonces

"'=('/U) =0 para cada y en U. Asl U esta contenido en el complemento de

Suppf v esto implica que SuppF es cerrado.
X em un sspacioc topolégico noetheriano de dimensién unc . Por tanto
1a dimensidn de Suppf es cero y esto implica que SuppF es un  conjunto

finito.
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&) supongamos que F tiene woporte finito entonces Supef ¥ X . Sea x
un PUNEO qQue No pertenece al Supef entonces existe una vecindad abierta
U de x no contenida completemente en Suwpf . Como  es un punto
o.v‘r_ico entonces £ ests en U y asi Pt=o y @n corsecusncia F es de
longitud finita (Ver tecrema de Serre).

o

3.6.1 Detinicion: aqui X denota © bien & C(p.A) o a P ().

Sea F una gavilla libre de torsién en X .a F le llamaremos haz
wvectorial.

No ew dificil probar que sxiste un n en N tal gque para cada x en X
existe una vecindad de x tal que

"
F/“ Ox/v)
A este NMOmero le llamaremcs el rango de F y se denotas por rankfF.
Observe que este NUmero es un invariante de F va que X @s un espaciao
topolégico conexo.

x (¢

Prosoeicitn: Cada gavilla F en X tiene una daescomposician F=tFef,
donde tF es una gavilla de torsion de F y ¥:=F/tF es un haz vectorial.
En particular cads subgavilla de un haz vectorial es un haz vectorial.

Oemvstracion: Antes probaremos el siguiente lema:

Lema: tFE(THM)™ vy FA(M/TM)™ donde *M es un submddulo de torsién de M,
tal que Fam~

bemostracion: Como FrcohX existe un M en modS tal que Fam™

bién aqui Z£X denota el punto gendrico de X.

((rm)~) =T *(TM)=0 donde T es el conjunto d8 no divisores de ceroc de S.
En efecto asea m/t un ele

nto de T *(tM) como merM entonces existe
A ®n S tal que Am=0 . Paro OzAm=A(M.1-t.0) @ato iwmplica aue m/t=0/1:0
lo cual nos dice que ((TM)7) _ StF.

for otro lado como tf es una gavilla coherente aentonces existe un
submddulo N de M tal que tFaNT . Adem&s (tF),=0 1o gue implica T 'N=0
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d® 10 cull sabemos Que existe A en S tal que A(m/1)=Am=0 y asi N tienes
torsidn por tanto NSTM y (NTIS(THM™). La conclusien final es que
tFl(vM)™ de 1o cual es claro que FA(M/TM)7.

Demostracién de la proposicidn:

D8 la sucesiotn exacta corta O—stF—aF—e ' —s0 tenamos que la suce-
sién o—-.(:r! )—-.r!—..rz_.o as DX't—Bx.C:A para t un punto arbitrarie
ds X.

mor el lesa anterior ex facil ver que dicha sucesién ae escinde para
cada £ en X. Por lo que se sigue F es suma directa de la gavilla de tor-—
sion tF y de la gavilla libre de torsion ¥

3.6.2 =

Praposicion: Cada F en vectX tal que M'(X.F)mo tiene una filtracién
O:F.ﬂ‘.ﬁ.--ﬂ'“=r cuyos factores =mon haces lineales de la forma OX(T_‘)
wara une sleccién apropiada de T en L(p).

Demsstracidn: Desde lusgo existe IcL(p) tal aque F(I) es generado
por secciones globales.

Dado qQue cada filtracién de F(r‘.) induce una filtracidn dea F,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que F es ganerado por seccio-
nes globales.

Considere un homomorfismo Q:Ox—oF no cero . Dado que su imagen as
una gavilla libre de torsién en X tenemos que F contiene un  subhaz
vectorial y asf{ tenamos un subhaz de rango uno : denotemos este aubhaz
poOr F‘ - dado que el cociente de una gavilla generada por secciones
globalas &3 alla misma generada por seccione=s globales podemos elegir
un subhaz L’ de rango unoc en F/F.. Ahora definimos un subhaz Fa de F

como aquella aubgavilla de F tal que F_/F es isomorfo a L.
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continuando por induccién . obtensmos la atirsacién e esta

Drapasicien.n

Corolario: sea x un punto de X : Si F es un har vectorial de X de
forma

rango n , entonces existe una sucesién exacta corta de h 8
O g ey -'L —— N — O con i=3.....0.

en cohx, donde cada L‘ @8 un hez linsal v 4 estd concentrado @n x.

or por induccién en n . Elfijase una sucesion

ion
de haces vectoriales de la forma O—e !""_.—o Fe———e L“—o 0. bonde L"
e@s un haz linaal. For hipStesis de ingduccidn F"_‘ euta sncajado en una
suma directa -'i «con iz=1.....n"1, con cokernel concentrado en .
Reamplazando (si es necesario) cada L,‘ por algan L(18). por el uso de
la dualidad de Serre pPodemos SUPONEer Que Eut.'(l.'_.l.j)=o para todo
J=1....,n. tomando el push-out

o - L -0

~e L)

donde j=1....n-1,

se prusba que F esth encajado en u,‘ Con i=1.,....n .también con
conucleo concentrado en x.
a

Dado que Ext® se anula an cohX la caracteristica @e Euler ests dada
Por

XK (X) = B F] — T (-1)'dim ext)(0,,F) donde j=0.1
eos una forma lineal en Ko(:z).

D.'gnn:ibn: Al morfismo de grupos S:L(P)—e & definido en @eneradores
por 6(x_‘)=p/n‘ donde p:=m.c.m.(g .....pn) =0 le llama el graso de x -
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Proposicicn:
Los cusles estén univocamente determinados por

rankO (X)=1 ¥ degO, (X)=86(X)

Demsstracién:
Considere la resolucién exacta

O—tR ot _ e .- —OR‘_—.F—-'O

Existen formas lineales rango y grado r, d:Ko(X)—eZ
las propiedades;

eor la aditivida dea las funciones lineales tenemos el resultado dessado.

Tesresa:
sobre X definida por

- n
X (F)=L X(F(-3w))
-t
satistace
p— A _—
X (F)=E r(F)x@B,)+d(F)
Jea

&n particular si F ex igual a 1la gavilla © X(:) tenamos

ia siguients identidad se cumple;
- -
x (Ox(x))—I(q()wa(x)
-

e cumple Para cada X en L{p) -Mas adan

(1/p)x(ox)=-;/zs(:)=(p/z) (EL/p -(n-1)) con x=1.....n

Demmatracion:
demostrar la siguiente afirmacien . Por

tenesaos

(Riemann—-Roch) La caracteristica de Euvler para una gavilla

F

que

duyalidad de Serre

x(o,‘u:))mxm Homk(ox.ox(:lz))—dimkﬂom(Dx(:i;).ox(:)) para cada 3.

Consecuantemsente
7



X(0,)+X (0 (92))=EX(Q (3R))=0 cen i=—(p=1).....p
de aqut 2X(O)+p8(S)=0

3.9:

Oeftinicion: sea gx(-):=101/26(=) ®l cual llasarescs el génerc virtusl

¢

de X.
EX g#nero wvirtual gxax o8 wun invariants que describe -l

problema de clasificacién para cohX ¥y para modA-

3.10:

Definicion: 1la inclinecién de F, un haz vectorial no trivial ests dads
por @1 mmerc racional uf=degfF/rankf.

3.2

1. Diremos aque F es estable

Definicién: Sea F un haz vectori

(respectivamente semiestable) si para ca subhaz propio , no cero, F’' se
tiene uF " <uF (respectivamente uF"s uF ).
Cada F haz vactorial tiene un subhaz semiestable maximal

uni vocamente determinado por las propisdades;
i) Para cada subhaz no trivial F° de F se tiene uf's
ii) F® tiene rango maximal con respecto a los subhacez de F que satisfacen

id.

= vectoriales no caro an x con

Teorema: Sea F y G ha
HG~pF > 5(30:) = p+S(w) entonces namx(r . G)mo._

ODemostracion: Consideramos la gavilla c::mx (F.G)=FveG tiene
inclinacian yMf-pG-uF es suficiente probar gque Non& (g(,z)-o va que
- >8(3+%).



sea & el subhaz maximal de £ . Note que uS zul® >8(S+N) . Supongamos
aqus uu-x(ox.- *):0 s claroc aue

OOEx L (O, . 8 =Hom, (2”0, (E+3))

consecusntemsente ufSu(Ox(Eo:)=6(30=) lo cual es una contradiccidn.
o



Capitulo 4 =
GMWILLAS ¥ MIINAOR SOBAE ALSEDRAS CANDNICAS

€n [14], Ringel introduce la clase de Algesbras c.nonic.s las cuales
=»on Algebras de trayectorias del siguiente carca

-
© T (9.-‘)“\
"“ . (p.—l):-.—-—— F4 =)
- - L@
*o t o (e 3=,

sujeto a las relaciones :

P =xPe -n S
- (S}
para i=2,...,t . dondes A,t s0Nn elemento Jdiferentes 2 a 2 de k-{0)} ¥
IS ., A =0 , A_=1
o E 3

Como antes denotamo= por X la curva proyectiva pesada y ssa
@0, (%) .con 0SX<E, a la gavilla tilteada dada en (2.12) : no es

dificil ver usando el lema (2.2) . que @1 carcaj de Gabriaml del
Slgebra de endomorfizsmos A:

T:

End(T) e@s un carcaj como el dado en *

A ias categorias x. .x_ las denotamos por coh.x b4 coh_x

respectivaments y astan dadas por las gavillas FgconX qQue cumplen
con WO FGI=0 ¥



CUX.F(X))=0 ,con -3<%<3 , respactivamente . También usamos las siguientes
notacicnes para los siguientes funtores:

-) = s -):
rA(x. ).con.x—.yo . NA(X. ).<:l:l'\_x—oyl

donds r(x.r):=r'A(x.—)(r) os el A-mddulo dado por la siguiente
-

representacién : Para cada vértice x de (*) el funtor rA(x.-) le asocia el
[

pecic vectorial Hom(O)(%).F) ¥y a cada flecha x :k¥—s(k+1)X le asocia
l1a imsagen bajo la dualidad x:

Andlogamente Hy(X.-) ests dado por Ext'(O(X).-).
4.8z

Sea M la representacidén dado por (r\; . x‘:nk;,‘—. n“k.’”-“) enton-
Cos decimos que M e= una representacion monomorfa (respectivamente
epimorfa) si todosa los mapeos lineales > son monomor fismos
(respectivamenta epimorfismos) perc no todos son isomorfismos.

El rango de M asts definido por r(ﬂ)::dimkns - dimk"é .

Leamaz: r(IF(X,F))=r(F) para cada F en coh X ¥ r(H;(X,F)):—r(F) para cada
Fecoh_X.En particular =i Fscoh X es localmente libre entoncas [(X,F) es
monomorfo v si F ests en coh_X entonces H;(X.F) es epimorfo.

Osmostracidn: La prueba para Fscoh_X es ansloga a 1la
continuacién damos para Fgcoh*x.

Nuestra primera afirmacién es por induccidén en el rango de F:
: Entonces demostraremos que r(I‘A(x.F))=O. para esto usamos indu-—
ccién en la longitud 1(F) de F.

Si 1(F)=1 entonces F es isomorfo a alguna de las gavillas simples S o
st.k - -
Supongamos que Fas, (mi x Jentances Hom(O(c).S)aHom (0,S(-c)I=
2om (0, S) (anslogamente Hom(O(S).s, | )aHom (O,
Neacs r(l'A(x,F))=o.

5 k)) ¥ en ambos casos

51



Sea F en :oh.x tal que 1(F)=n entonces existe F'en coh.x tal que la
sucesién exacta corta

o F*——oF < o
tiena contcleo £ gavilla simple .

Entonces r(rA(x.r))=r(rA(x.r'))or(rA(x.S)) por la aditividad del rango.Y
asi por hipStesis de induccién r(l‘A(X.F))=°.

Sea F en coh X de rsngo 1. y consideremos la siguiente sucesitn exacta
corta

O—ms Oy ——eO(E) ——eS—me0
aplicando @1 funtor Mom(-.F) a essta sucesién tenemos .
dimkm(ox.P)-dithm(O(E).F)=dimkExc'(s.r) paro F es isomarfo a O(X) para
algan X en L _(p), entonces dim Ext'(S.F)=1 y ast r(F (X,F))=1 ai r(F)=1.

Sea F an coh X tal que r(F)>1: En esta situacién existe una sucecén
exacta de la forma

Ot F——e @O (X )l ——t0 Son i=1,....n

donde L esta en coh°)( (ver ®1 corolaric 3.6.2) es facil ver por hipSte—
ais de induccién vy la aditividad del rango que r(l‘A(X.P))=n =i F es ga-
villa en coh._x de rango n.
Para la segunda afirmaci®n consideremos la sucesién exacta corta
0—e0y (KX ) —eO) ((k+1)X, I—es

—e0 =)
la cual no se escinde.Entonces tenemos que:

i,k

omExt® (S, .O(KE ))WWOHOM(O(KR, ) .S, (%) )IWDOHOM(O,, .S, _ (W-kx D)=
ik + T Lk XV [
Ao HOm (Ox . s_"k_‘_k JaDHom (o)(' s_‘._‘ 3.

Esto implica que para cada i existe un k‘(o.l.,....p,‘—l.) tal que
Ext'(s, L .0(%)) es diferente de ceroc. para cada X=EL X +1E (con i=0,...n).
En efecto;
2 - - -
EXE (S .0(X))WOHomM (0.5 | (&-%))WHom(Oy

.s,‘..-n) Yy este dltimo espacio
on diferente

de cero para algtn k (por ejemplo k=li) y eato Prusba lo
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anteriormente dicho.

al saplicar @1 funtor covariante Hom(—,F) a la sucesién (*) tenemos la su—
. cesién exacta larga

O—erom (S, | F)—sHom (0, ((k+1)X ). F)—sHom(O(KR, ) . FI—sExti(s;  .F)—

—eExt® (O (ke 1D, F)meExt? (O(KN ). F)ms0 (=)

oara cada F en coh X.

Dado que Fecoh X . Ext®(O((k+1)% .F)AExt" (kX .F)=0.De eata situacién -

v del hecho de& que Ext‘(s,‘.k.}') ®3 diferente de caro para algun k enton—
ces F es una representacién monomorfa si r(F)>0.
; a

Ses mod A ¥ mod_A las subcategorias plenas de modA
consiatentes de todos los M tal que cada subméddulo (resp. cociente) es
sonowmorfo (resp. epimorfo). .

. Ses -od.A la categoria de todos los médulos, cuyos sumandos
directos no pertenecen ni a ncd.A ni a mod_A , modzA denota la cerra-
durs aditiva de mod A vy nodoA.

Denotamos por cohzx la subcategoria plena de gavillas coherentes que
satisfacen aue Ext'(0,(8).F)=0 . Como antes coh (X) @s la categoria de
wavillas de longitud finita . la cual ests contenida en coh X. Oenctamos

vectX M coh X. Entonces coh _X:={FevectX:Hom,(0,, F)=0}. Es

por cohyX:
claro que cuhzx N coh_X ={0}.

.23
Oe acuerdo a [14] decimos que modoA separa a mod, A de mod_A si
las siguientes dos condiciones son satifechas:
l)no.A(Z.x)=No.A(Y.Z):nomA(Y.x)=o para cada x en mod A.
Yoemod_A . y Zsmod A.
2) Cada morfismo f:X—s2, con X en mod A ¥y Z en mod_A  admite
una '.c't.orizacién t=[(X—eY-—eZ] con Y en modoA. M&=  agn, Y puede
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9irse en una components prewscrita mod (A)_.

Proposicidn: Un médulo inescindible ™ pertensce a mod A,
mod A © & mod_A =i y =blo =i r(m)>0, r(M)=0 , o r{M<o,
r-sp-_cziv-m.nte. mnAeS aan, -odoA sepaAra -od'A ae mod_A.

Damostracién: La primera afirmacien

= cubierta por el lema 4.1
Sea X an mod_ A, Y en-.odoA.yZ.n mod_  A.
Entonces tenamos que NumA(Y.x)=o dado Que no existen wmorfismos
distintos de cero de gavillas de longitud finita a gavillas localmente
libres .
Hom(Y,Z)=Hom(X,Z)=0 dado que X.Y ambos pert

en & la subcategoria Y
y Z partenece a la subcategoria Y‘.Comc antes 7T dencta la gavilla de
tilteo @O(X) con OS%<E.

Sea f:X—sZ un morfismo , F=XO‘T Yy G=Tor?(z.1'). Entonces existe una
sucesidn exacta de la forma O—+G—aF’'—el-—0 , donde L opertensce a una
componante fija de coho(x) v tal que Ext'(F.F*)=0. Dae la exactitud de la
sucesidn O—l (X,F’ )=l (X.L)—e2—+0 concluimos que f puede ser identificada
con F(X.L) dado que Exti(X.F(X.F’))=o.

De la proposicién anterior deducimos el siguiente teocorema.

Teorema: E1l funtor derivado derecho R*Hom(A.—-) induce una equivalencia
de categorias trianguladas D®(cohX)—eD”(modA). Consecuentementa  la
categoria modA puede ser identificada con la subcategoria plana de la ca-
tegoria derivada D®(cohX) la cual est& dada como la cerradura aditiva de
coh,X U coh X[1] con
coh;)( correspondiente a mod A por medio de F eI (X.F)
cah X correspondiente a mod A por medioc de FrelT(X.F)
coh_X correspondiente a mod_X por medio de FL13 reH'(A.F)
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Como una consecuancia al teorema anterior tenemos que modoA as  una
subcategoria exacta de modA que admite una demcomposicidén
mud°A=uC)\ con AeX
®n subcategorias uniseriales C, .con AcX. Agut ck.:moa';(ox.,\) pueda ser
visto como una categori{ia de gavillas coherentes en X con soporte en {A}:
Adembs los objetos inescindibles de C)\ forman una componentea dea
Auslander-Reitan la cual es un tubo homogdédneo de rango uno si A es -un

punto ordinario y es igual a p si A= .

4.3:
CATEGORIAS PERPENDICULARES

Sea A una categoria triangulada y sea B<4d una subcategoria de A.

Denotamos por BL a la subcategoria plena genarada por todos los X an A
tal que Ext'(x.Y)=0 para cada Y en B y para cada i20 . a4 estd
subcategoria le llamamos subcategoria perpendicular derecha de 8.

Para el casoc de A=zcohXsp®(cohX) . DX(E)J- es la subcategoria perpen-
dicular derecha del haz lineal O,(3). Esta categoria esti dada
toda= las gavillas coherentes en X que cumplen con

Homy (O () . F)=0=Exnty (0 (D). F)

(recordemos qQue la dimensién proyectiva de X es ).

OX(E)L @3 una categoria abeliana , la cual ademas es cerrada bajo

extensiones. De hacho, Oy (Z)L a= la categaria de todas las gavillas de la
forma Fa© (con M un B-médulo) tal Gue M2:0 ; esto prueba la siguiente
proposicidén:

Proposicisn: 0, (2)L puede ser identificada con la categoria de todos

los médulos derechos sobre el Algebra

A= (ax(; ):8=%=<3)

la cual puede ser visto como el Algebra de trayectorias del carcaj :
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3 2 22 .e- o, -1)%,
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t t (pl : )xl.

-
>

si Sy <1 entonces A° es hereditaria de tipo de representacién finito.

hereditaria de tipo de representacién manso.

si 9y=1 @ntonces A° s
Si g >1 entonces A° es hereditaria de tipo de

COMPORENTES EN ob(cohx)

reapresentacién salvaje.

4.8

Proposicisn: a) Si O0—eFleaci¥ o F(-3)—0 .con 1Sisq. e= una
sucesion de Auslander-Reiten de haces vectoriales en X, donde s, es
inescindible y ademés= rkG‘Srkr Para cada i=l,....,q. Entonces g,<1.

b) si gy >i entonces cada componenta C de Auslander—-Reiten formada por
haces vectoriales tiene la forma ZA. -

Demostracidn;: a) Como conocemos la estructura de las sucesiones de
Auslander—Reiten para Gyl es suficiente probar que S(w)<o.

Sea p::(pi.). v::(vl) primera notamos Que cada y":G,‘-—-—oF(—:) as
irreducible.Oebe sasr un monomorfismo por nuestra sugosicidn ean los
rangos.

Ma&s aan, si F® denota el subhaz maximal de F. fara al menos un
iz=l.....9 ., la imagen de LA F® @3 cero, de agui que V"(PL(F-))=°-

Asy

HFPSu(w o FR=ur® (-8) 2pF®-8 (%)
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Es claro de la desigualdad anterior tenemos que S(W)SO.

b) La funcidn rank:C—iN as una funciédn T-invariante la cual es
aditiva en C, as decir satisface rkF+rk:er=:rka. donde G‘ es al
conjunto de términos de en medio de la malla de Auslander-Reiten
determinada por F y ‘er' - De la proposicién preavia se sigua que rk:Ce—sN
®s no acotada y Ty-invariante . En vista de que uF(X)=pF+5(%). una
inspeccién en las inclinaciones demuestra que los transladados' de
Auslander—Reiten X(nW) (con n un nimerc entero) son distintos dos a dos.

n

Corolario: Si gx>1 entonces cada componente de Auslander-Reiten en las
categorias darivadas D”(cohX)@®(modA) es o bisn del tipc Z&_ o del tipo
ZA_/&a con ae(1.P ,.--.PF

o
Aqui compararemos las translacijiones de Auslander—-Reiten: T . ?A .

D@ acuerdo a las identificaciones;
- . .1 = =
deZA—(FGGth.ExLx(Ox(G).F) o)
modA =0, (S)L
donde -odA°$mud2AScohx.
Como exiate =Hlo una cantidad finita da Ao—médulos de rango cero
(necesariamente preinyectivos sobre Ao) tenemos que reg(A )Smod A.
Como mod,A @s cerrado bajo translaciones de Auslander-Reiten T, ¥y 7T,
tiene sentido comparar Ty-TA" Yy Tp ¥y sus inversos en aquellas

subcategorias de CobX donde la translacidén esté conjuntamente definida.
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Oe la proposicién 3.5 da [4]) sabemos QuUe para cada M en coh)X existe una
sucesidn exacta de la forma O—eM ~—sM—sM_—+0 con n.cnodkA. "_gcoh_(A). La
cual ademés s funtorial en M. De hecho M es ia subgavilla més grande
de M Que pertenece a coh!l=-ud=A -

4.5
Proposicion: Para

ada inescindible M en ®mod, A tenemcs aue fAn=n(:))..
En particular H(a). o8 inescindible o cero. Mas ‘nn.?A:-odzh—o-od?_A donde
H-on(:)) ®s un funtor qQue induce un epimorfismo No-(l‘.v)—ono-(rAx.vAv)
para cada X, ¥ en -odzA.

Demostraciéon:

Observe primero que para M, N en nchA tenemos qua Hom(M.N)=HGmM(M,N)
dado Que no existen morfismos distintos de cero de mod_A a mod,A, vy todos
los A-médulos inyvectivos estan en mod_A. a

La férmula de Auslander-Reiten conduce & DExtA(M.N)=Hom, (N.T,M).
Observe Que Extf(M.M)zExty(M.N) e involucrando 1la
teanemos las siguientes igdentidades:

DExEL (M, N)=Homy (N.H(R))=Hom, (N.M(R) )
Lo cual justifica el siguiente isomortfismo mA(""A")=mA(N'H(=)*)

dualidad de Serre

1la cual es funtorial para cada N en nodZA Yy consecusntemente 'A""‘(:)-O-'
Dado Que Extl (X(X),Y(N))=DHom(Y.X(R))=0., cads morfismo
UIX(R) ——s Y(Z), =@ extiende a un morfismo U:X(®¥)—s Y(R),. De aautl aue

viX——aY con B(R)=EX(R)-L—s Y(I) ———o Y(R)] satisface aus T,(v)=u.
a)Corolario: Para cada inescindible Memod tenemos que rk‘rAHSrkn la
igualdad ocurre si y sélo si fAH=-rxH.
Oemostracién:
Dado que TAH=H(=)' existe una inclucién T HQ'!(:) de

A
cohmrentes y consecusntemente rkansrkH se cCumple.

gavillas
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La igualdad rkT, M=rkM si y 3610 =i el cokernel (M(R)/T,M)=mM(d)_ es un
haz de rango cero. asi es @l haz cero.
o

b) Corolario: Para cada ™M en mod A existe naen ® tal que:

£) vy T, coincid.n on (-r;rl : nxn )

i1) inj.dinA?Aﬂs.l para cada nzno.

Oamsstracidn: - -

Elf jase r\° tal que -ern tiene rangoc minimo. La afirmacidén aes
consecusncia de} corolario anterior, mientrasx que ¢ii) se sigue del
tecrema 4.1 (iv) ’

o

Corolario: Supongamos que M y N ext&n en mad.A. N no es preproyectivo.
Entonces existe n_ wn 2 tal que Hom,(M,TRN)®O para cada nzn,.

Damoetracion:

POor @l corolario (4.5)(b)(i) ¥y por el teorema 3.12 se concluys la
mtracién.n

4.6
mreposicidn: Para cada M en modA la extensién universal
o—en(~B)ZeF—0, (2)T—0
tiens términoc ;:r;n.
Demostracion: Sea q=dim Exty(0,(2).M(-B8)) y consideremos la extensién
unive

1 o—an(-3)—R—s0, (2)¥—0.doterminada por la Ext*(@(3).A)=0. Esto
we posible gracias a que Ext®(-.-)z0 , Ext*(0(2).0(2))=0 y End(O(S)ak.

Un corrimiento apropiado de la extencién universal éonduca a la suce—
citn exacta corta

Om——oM—al (:)—00(343) T o

-

dado que O(S+

) msta en coh_X esto demuestra que "=;‘(;)¢=?AN' lo cual
implice W=7,°W8P donde £ @2 un mddulo proyective.




Como Homy (H(~3). O, ())=0 (para 8<¥<2 Jva aue M ests en coh X vy O(S+R)
ests on cCoh_X.. también Hom(M(~%),P)WDExt'(P.M)=0 por ser P un A-msdulc
eroysctivo. ’

Por tanto exists una sucesiétn exacts de la forma:

O—er(-B)—o7, 'M—e0(E)®—0
con s menor o igual a g .

Supongamos que P es difarente
tor covariante No-(o(?:).—) a la sucesién anterior tenemos la sucesidn

de cero sntonces s<q. aplicando el fun-

axacta

- -, @ . - . . - -
Ho-x(ox:l:).oxfc)) —oExtx(OX(c).H(-u) )—oExtx(D(c),'rx M)=0
Paroc di-.:xti,(O(c).ﬂ(—u)):q >t=din.ﬂo-(ox(c).ax(c)). . to cual es una
contradiccién.

a
Corolaric: ssa M en mod A inescindible. Entonces inj.aimArhx =i y sélo

=i rk'r;H=rkﬂ.
Demoetracidn:En vista dal tecrema (4.1) (ii) Que mide la desviacién de
T, MSrke.

la Jdimensidédn inyectiva uno y Q=0 si ¥y sélo si rk A

-.7:
Proposicién: Si M estd en mod A entonces para n grands tenemos ;

- -
i) TpA M en oxf::‘).L
1i) inj.dxmAfA "=2.

Demcetracidn:
enterc N tensmos una sucesién exacta
n: 0—-—.!-!(—n=)——o‘r;"ﬂ-—o<:—oo
dondae C adwmite una filtraciédn con factores de

ox(E-(n—n-’.).....ox(a-z).ox(é). Por medio de una filtracién de haces para
™M se demuestra la exactitud de la sucesién:

O=Hom, (0, (2) € (~8) I——sExty (0} (E) . M (- (n+1)W) )—oEx:"‘(ox(E) RIS IR
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En vista de gue Ext;(ax(E).ﬂ(-r\:)) e@s diferente de caro para n  grande

y asi (ii) se ba demostrado.

Proposicidn: Sea € una componante de Auslandear-Reiten en mm:l.A.

diferente de la componente preproyectiva P°. Entonces 1o siguiente se
.
cumple: .
1) Existe una Gnica componente Cx de Auslander—Reiten en vVect(X) tal

que C ¥ Cx coinciden en un T-cono.
£1) Existe una dnica componente Co de Auslander—Reiten en Vect(X) tal
que C vy C. coinciden e&n un T -~cono.

Mis aGn. en el caso (i) cada componente de vect(X) tiena l1a forma A:x
para una dnica componente C-P° de mod.A . Anflogamente en el caso de (ii)
cada componente regular de rang tiens 1la forma C, Para una unica
componente C-p° de mod.A. .

Demoetracisn:

La afirmacidn (i) se sigue del corolario 4.5 (b). Para la afirmacién
(ii) notamos Qque cada inescindible X en de‘A axiste un natural n, en N,
tal Que T X pertenece a modA_ para cada nZn_ (Por la proposicisn 4.7 y
adond s 'r; 14 ‘r;o coinciden en H=(f;“x snzn 3.

(La proposicién 4.8 implica que ningGn miembro X de M es preinyectivo
sobre Ao' AdemAs hemos ®xcluido las componentas preproyectivas, donde -r;
v rbcoincxu-n. M conaecuentemente consiste de médulos regulares.
Pasando a extensiones sea probado el teorema.

a
a) Corolario: con la excepcién de la componente preproyectiva Po y de la
componenta que contiene OX(E) . cada componentea C de mod A tiene la forma
u. - *M&s adn un objeto X en tal componente de tipo le ests determinado
dentro de su Srbita de Auslandar-Reiten por el par (rkX.degx).

Demostracidn:

|



La primera afirsaci®on se sigus de la componente C' en vectX tiens la
forma FAe.

Para la Gltims afirmacién sea Xz¥.Y con rZ0 . Conocemos  Que
r“=':kf;ﬁrkf;-‘vs...Srkv=rkx. Asl tenemos la igualdad para los rangos y

conaecusnteasnts r:Y=v(r=). Pasando & grados ahora mostrascs que r=0.

o
») Corolario: Existen bivecciones entre los tres espacios:

— O(A)) de componantes regulares scbre A_.

—QO(A) de componentes de mod A diferentes de la cComponente

preproyectiva. -

— O(X) de componentes de vect(X).

En particular los espacios n(A.). OA) v O(X) sdlo depende de P y no
o l.ﬂ



..9 . HACES Y RMODULOS EXCEPCIOMALES

Definicion: Sea M un objato inescindible en D”(conX)ad®(modA)

" on llamado excepcional si se cumple Que End(M)Bk vy e::‘(r‘.n):o.
Supongamos que % ss una componente

de VectX. de mod A o de r.B(Ao) del

tipo ZAe y M en 1la compohente ¥. La situacian puaede visuslizarse

parcialments en la siguiente figura;

fLes2

.t . N\QNM
AN N
/\/ \« BN
.P/ \ \ / '\?‘-'Nw .. \HN-"
N \/\ 2 NN

Lema: Sea ¥ una componenete de Auslander—Reiten del tipo ZA® ya sesa sn

vectX, -od'A © regA_ . Entonces todos los mapeos irreducibles
W™ (reap. TN o) mon aepimorfismos (respectivamente

monosor fismos) .

Demoetracion: Sea A:B——eZ tal Que
rankm =i M ests en VectX
" ——p dimkﬂ =i M esath eon mod.A
dim M =i M ests en reg(A)
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Note A es aditiva vy que sélo toma valores mavores o iguales a uno.

un
®morfismo irreducible es por si wmismo monomorfismo o© epimorfiemo. En
particular un weorfisso irreducible = ¢ as tismo (resp.

epimorfismo) si y 36lc si A(M) es mayor que A(M’) (resp. A(M) es menor o

igual a A(M°)). La afirmacién se concluye por induccién.

a
4.9.% Definicion: Sea M un A-mfdulo. la filtracion de Auslander—Asiten
asts dada por

ome' et tWTs, . anVim

con factores N, N, ... .7‘-"‘.

Adentis L s llamada la casi-longitud de M.

.9 2.

Para completar 1la informacion enunciamos el siguiente lema sin demos—
tracion. Para una demostracién de esta proposicién remitimos al lector
& la fuente original [13]:

Lema: (Straud) Sea O TfoetbemmtF a0 una sucesidn casi escindible
en cohX o an nodAo dondes F es excepcional, entonces £ pertenece a Fi.

a

Proposicion: Fara cada objeto ™M inescindible M en VectX o© en r-gA..

Son equivalentes;

i) M es excepcional de casi-longitud U

ii) Los cocientes N.rN...._fl"N de una filtracién de aAuslander-Reiten

para M son excepcionales y satisfacen Hom (N.f”N):O para todo isSh$i.
A

iii) Cada slemanto ™ en la componente de Auslander—Reiten de M, con

casi-longitud menor o igual que L, es excepcional.



NTE DISTI

4.30
e amsl v haata nueva indicacién 9u>1
wnte £ gque contiens al mAdulc provectivo O, (E) se

- Setinicid: La
ie llens ssmpenents distinguide de A.

®.20.3
- Lan: La ente distinguida en mod A contiene los mbdulos
. _am rengo uno O(S), 9(8033) para cade 322. Consscusntemente el v,-cono de
- @%3+33) formado en D coincide con el Ty ~cono de O(S+28) formado en Dy.
. Lo mpdulos N_:=r;‘ox(3). 3Z1 son A -modulos regulares. Consecusnte-
formado en D coincide con el Tap CONG de H for-

Temnte. el ro-cono de M,
on 1a nete regular D.

componente distinguida




Note Que @l 7, ~cono de H‘ e claraments separado del resto da la -
componentas D dado Que ningdn mbdulo del rave O(S). K..K...... Perten

a modAo.

Oemountracion:
Para 322 tenemos que S+3jN20 dadso que si nNo S+JjRsSS+m 1o cual no es po-—

sible . Sea Gn:=0(30(n01)=) Y asi T,G Gm se cumple para nN21.
Por @1 lema de Strauf (4.9.2) el ¢t ino medio de la sucesidédn casi-es-

cingible (en cohX)
OetO (B4R 00 ()"’ ——OC )0
partenece a mo-sAo. (En términos de modulos O(2)'™ es 1 radical

del

m&dulo proyactivo O(E) con inclusién J).
Para cada n2l pegamos las dos sucesiones de Auslander—Reiten de cohX eon
trem

TN

- o) OcSem>
./ \
\0(8*3)"’ O(Ze2®)™

(2e2d)"

treq)

conduce a la sucesidn exacta corta
Ot 0(2928) I 0042 T ' @O(D ™Y (D)
an cohX. Obviamente las gavillas 0(802-’-)"" Pertenecen a mod‘A . asg

ety w0 ... (%)

que por induccié;! ®en N también las gavillas O(E)"" pertaenecen a mod*n
Trivialmente cada no isomorfismo X——e0(2)™*" con x inescindible
en mod'A =@ factoriza a travées de un morfismo x——-—-.o<€+z-’-)'"“’oo(é)"‘"’

de aqui que (*) as casi-escindible en modA.
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NOSOLtros PONEemoOs H“=f;"0x(3) os decir H°=D(E) y para cada n=1 N"
ests dado como @l término medio de la extensidn universal

o. H o _ % H 0(2)n o

.

Consecusntemsnte H”_‘(—?-) tiene una filtracidén de haces lineales con

factores O(E-n%), O2-(n-1)&)....,0(2-8). as{ que " (nX1) pertenece a

a(S)4 =modA . .
o

4.10.2

Lena:

nante de Auslander—Reiten VectX es uno.

®) ox(& con X mayor o igual a 3 es un A-mé&dulo inescindible de rango
-

uno. Entonces ‘rA(Ox(a)) as igual a cero =i 3 ®s menor o igual a X o =i
8. o as igual a Ox(:ﬂ':;) &N otro caso.

a) La cami-longitud de un haz semiestable (ver 4.9.1) en su compo—

-
x ®@w mayor o igual a

Demostracion:
a) Supongamos qQue axiste sucesiédn exacta corta

o

X GeH F. o

de Auslander—-Reiten .Con rxr_-e epimorfiemo y G———sF monomorfismo.

Entonces uF+8(3)=p(T,F)S pG SpF. Esto contradice S(B)»0.

(:)) tiene rango cero o uno dependiendo de si oS)

b) Sabamos que 'rA(Ox
es proysctivo o no. MAs atn, en el tiltimo caso TaA Y Ty coincidan an OX(E))
o

Proposicién: Existen |L(p)/Z3| componentes de vect(X) que contienen un
haz lineal. Consecuentemente existen |L(p)/23| componentas distintas de P_

(la componente preproyectiva de modA) de mod_’,\ que contienen un mé&dulo de
rangoc uno. Mas adn N
-
|LCP)/Z| =P %P, *- . .%p [(t-2)~L (1/P )]=p, *p,*...*p (5(W)/pP)

img
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donde p es el minimo coman multiplo de (p..A-.-.D‘)
ODemoetracién: Del lama precedente todos los bhaces lineales de una
components de Auslander—Reiten esta&n en alguna &rbita de Auslander—Reiten
y aal consisten de haces D(:) con X en alguna clase de L(p) con respecto a
23. Esto demuestra que tensmos exactamente |L(p)/l:v|

componentes de
Auslander-Reiten que contienen un haz lineal.

En vista del lema anterior
la segunda afirmacién se sigue directamente de la primera

Por madio de la
biyeccién Ci——eCy del tecrama

Nosotros podemos expresar L()/23 como un 9rupo abeliano con generado-—-
res xo""')(v. sujeto a (t+i)-relaciones
SP X Tee..,=
o Pu" P,
. (:—z)x°=x.¢_ . .QX‘
Esto expresa a L(p)/@w como el condclec deal morfismo

zl.l z'-’!
cuyo_ determinante as igual al orden de L(p) /28,
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ESTA TESIS NG BEBE
SALR BE LA DIBLISTECA

EJEMPLOS DE COMPONENTES DISTINGUIDAS

come se definié anteriormente la componente distinguida D en 0°(cohX) es
aquella que contiene al méddulo proyvectivo Ox(E). Bajo algunas condiciones
wx facil calcularlas ya que como queadd expresado anteriormente al Tp"COno
de Ox(a+2:) formado en D coincide con el Ty —cone da OX(E*Z:) formado en DX

También los mbdulos ?;‘OX(E) con el indice 321 =mon A -médulos regulares.
Consecusntemente el r;‘ax(é) formada en D coincide con el r;;—cono de " H
formado en la componente regular Do.

A continuacién proporcionaremos un par de ejemplos calculados por José
ANtonioc de la PeMa. La idea principal para el calculo de estos ejemplos
consiste en obtenar la dimensidn como k-espacio vectorial de la extansidn
universal da O (3-&) . o la de O, (E-23) para a continuacién caleular

la dimensién de los médulos anteriores.

Ejemplos:
A) Sean n y t nameros naturales que cumplen la ecuacidén
t=(1+2n)/(n-1)

Yy sea 9=(p‘.D-.....p'.) la sucesidn de pesos para sl &lgebra candnica

° o (p -1))( .\
2% ee- (o ~1IX ———2
= 25% e (P, =1)%,
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sujeto a las relaciones :

Pl =xPo —A xPs
i o - s
para i=2,....t y donde ki. son elementos diferentes 2 a 2 de k-{0}.
Supongamos que todos de los pesos p son iguales a p . Entonces:
e - ~d - - - . - - -_
D'lt=D((t-2)c—p<,t)=9(t—2)c—bxi=p(t—z)c-:c:p(:—z)c—tc=((p-l)t-z;n)c:a (=)
Es ffcil probar el siguiente isomorfismo:
P00 (@) (-2 (S-(p-1)R)

®l cual justifica la extensidn universal.dada en la proposician (4.s8).

del médulo O(E—(n-2)w).
00 (E- (o~ 1)) ——7, P 0(E)——0(2)T ——0 (=)

donde q:=dimk5xt‘(0(a).O(E-‘(D—l):)::‘. ya que usando (*) de arriba tenamos:

Ext® (0(c) .O(c(p-1)w)AWHom (O, O(pw) JADHEM(O,0(c) ) -

Aplicamdo &1 funtor Homx(O(:). ) a la sucesién anterior para 2 en

L(P) tenemos la sucesidn;

O—sHEmM(O (%) . T, P74 0(E) ) —wHom (0 (%) . 0(2)V)—sExt’ (0(%) . O(E-(p~1)%) )—0
observe que Ex:‘(o(:).f;""’t)(z)):o va que r;"-"o(a) esta an mod A ¥
también que Hom(O(X).O(3-(p-1 );)ﬂom(ox.o(a—';):O va qua B<B+X si y sslo
si W-X<3+m y esta Gltima desigualdad implica que Ww—X no ezta en L (e

Ademas por la dualidad de Serre y la scuacién (=) de arriba tenemas
Ext® (0(X) .0(2-(p-1)T)ADHOM (O (E- (p-1)R.O(R+3) YAOHOM(O, . O(X)) .
De la sucesidn exacta corta anterior podemos calcular el vector

dimensisan de’ 1;"’"'0{3) :
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11 . . . 1 11 .. 1 11 ...1
11 . . .1 11 ... 1 11 ..-1
simr P ™o(E)= 2jz.a 1 . . . 1) -] 1001 o0 1 2f=[5.1.1 ..1 0
11 . . . 1 11 ... 1 11 ...1
11 1 L1 ... 1 101 ...1

b) Si t=5 y p=(2.2,2,2,2)
Entonces A est& dado por el carcaj siguiente

V

0é

\

|

'y

¥ ademas 5=33-(IX ) con 1=0.1....4.

28 = 62-E2% =63-L8 = &3-F &= &3 -sZ=23

dim Extl(O(2) .3(3-5; Y=dim DHom, (0(Z-3).0(2+3)) =dim Hom, (0, .0(23))=
=dim Hom(O, . O(2))=dim Sz=2.

como antes la sucesidn 0—0(E-D )—T'0(3)—=0(2)*—+0 es axacta y

3<X<E. Aplicandole el funtor Hom(O(X),_) a la sucesidn anterior abtenemos;
O——Ham, (O() . TLO(E) )——-Homx(O(;).0(3)2)——~Hnmx(0x.0(:) )—0

&8 exacta. Ya quea;
Ext® (0, (%) .0, (2-2) )IHomC Oy (3-8 .0, (R+%) )2DHOm (0,0, (K+E+3-3) )=

-
OHom (0.0, (%)) -
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Obagrvess Que X+w+m-SzX+2m-S=X+S-2z=X.
- - 1 1
ast dim T0@)z2aim 0(&)- r.1.2)=|s.1.0
A 1 1

Dado gue cCONOCEemMmOo= que

A 0@ =Tl (rRto(@))

antonces

dim 730> = Caimr*a(@)e]* ’

donde 'o es la matriz de Coxeter ascociada a Ao. La cual-tiens la siguiente

forma

- 1 b3 1 1 1

-1 -1 o o [+] (-]

; -1 ©o-1 o o o
: -1 © o-1 o ©
! -1 © 0o o-1 ©
-1 © o 0 0 -2

s -2 -
Asl dim T, Ox(c)- 7

NNNNN
-}
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<) Sea A el Algebra asociada al siguiente carcaj;

- - -
/ Yo o 3"0\
3 2 232 332 2
\ ' ' /

x 2% 3%
2 2 2

Yy saa p:(4.4,4) y t=3.

Dado que 502:=2D‘<i con i=1,2,3.. tenemos qus

- 1,0,0
*o(S+20)=[1,1,1.0
1,0,0

dim .0

TA

dado que W<Z entonces 20<w+& y 20 no es mavor o igual a 3 . Por 1o
tanto
1-2‘0(5) =0 (2-8)

1.0.0
como 8—:::&_:-namos que dimrto(@)= 1.1,0,0,0
1,0.0

la dimkExt'(O(E),0(3-2:))=dimkHam(0.0(sﬁ))=1. pero SW=pX con i=1,2,3.
AS! la sucesaisdn exacta universal

000, (828 )——77'0, (B)—0e0, (B)——0

y la sucesidn exacta que se obtiene al aplicar el funtor Homx(Dx(;).__)

a la suycesidn exacta universal anterior tiene la forma;
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O——srom, (0y (%), 7770, (23 )——smom (0, (X)) , 0L () )—erom (0y . O (3R-Z+%) )—0

.- e - 1.1.1 0.0.1 1.1.0
para todo OSx%Ec. Entonces dim A Ox(c)= 2.2.3,2,1¢-}0,0,0,1,1(=]2,2,1,0.0
1,1, 0,0.1 1.1.0
D® hecho podemos expresar r;'a,‘(é) coma r:cox(e--’-)) usando 1la

transformacién de Coxeter 0. asociads a A.. D& hecho tenamos

2, 1, ¢, 0, 1, ©, O, 1, O,
0. ©, 1. o, 0, 0, O, O, O,
o, 0, 0, 1, 0, O, O. O, O,
-“i.,-2.~3,-1, O, O, O, O, O,
o, o, o, ¢, 0, 1, O, O, O,
o, ¢, 0, 0, 0, O, 1, O, O,
-1, 0, 0, O,~1,-1.,-1, O, O,
0, 0. 0, 0, 0, O, O, O, 1.
©, 0. 0, 0, 0, 0, O, O, O,
i, o, o, 0, 0, O, O,-1,~1,~

000000090

w0

v aplicando la matriz anterior a 'r;. x(E) T
2, 1, 1
4, 2, 2,1, 0
2, 1, 1 .

emos @1 vector dimensian;
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