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% N T R o o u e e I o N 

La ~ina1idad de --t• trabajo •s pr•sentar una guia autocontenida a1 

--~ria1 nec:e•ario ~ra entender las r•lacion•• entr• 1as variedad9• 

proyectivas pesada• y 1as 6lgebras canonicas. Algunas d••o~traciones 

~orma 

La con~or .. ción del pres•nt• trabajo es como siou•: 

C-.itu1o l. : Conti•na las de~iniciones y ejemplos b&aicos para 

Capi&ul.o 2 

capitu1o 3 

variedadea. Se prueba la equivalencia triangular 

entre la categoria derivada d• gavilla• coh•r•ntes 

•obre la linea proyectiva pesada y la categor1a de­

rivada de •6dulo• de dimensión ~inita sobre un •loe-

bra canónica. 

A•i como hechos concernientes la teor.1a de 

torai6n del las gavillas coherentes en la linea proyec­

tiva presada. 

Se aborda el problema de construir las sucesiones de 

Auslander-Reiten la ca.tegoria. derivada. de 

cOMplejos acotados d• gavillas coherentes sobre la 

lin•• proyectiva pesada. Para la cual necesario 

d•s•rroll.ar serie de hechos de ca.rae ter 

gmo .. trico tales como la. comoholog1a de ~ech y la 

r•l•ción qu• guarda. 

gavillas. 

la cohomolog1a usual de 



c:.nanic:a•. la• cat.990rl•• ... r.-ndi.cular•• • ••l 

l.•a C09DO,_nt- o"' (CahlC): .• n D9rt.icul•r la 

c:omponent.• diatingMida. El. caDitul.o t.9r•ina aport•ndo 

pmr de ej.-plo• de d.i.chaa compo,..nt .. -t.oa cal­

CMle>a - det.n • J~ Antonio de Pmtla. 

NDt.aci6n ,, Term..i. naloef,e 

En -t• trata.jo ..... 1~ la not.ación ,, t•r•ino.logia de "T•- aliaebr•• 

and qu•dratic ~or•s" d9 "· Ring91 (ver Ci4J en la bibliogra~i•) para todo 

lo rel.acionado acerca de repr•••nt.acionea O. Algebraa. Ta•bi•n aa...-il90S 

la not.ación de -Aloebraic ca.a..try •• y de ••Rm•idue• and Duali ty ·· de R. 

Hart•har,.... (ver (11] y [lOJ reapectiva .. nt.e en la bibliogra~ia) para todo 

lo r•l.acionado • g90Metria al139braica y c•t•90ria• d9rivad•• r••pectiv•­

tiv-nte. 

I!;·_., 



c..i.tulo .l. : 

El. pr•-nt• c•P1 tu1o ti•n• par objeto 
loa r••ultadoa .... Q•nerales d• t•oria 

y cat•gar1a• c:Mrivadas nec•aarios para el 
t-i•. 

proporcionar al 
de tilteo para 

desarrollo d• la 

l.•ctor 
Módulos. 
pr•••nt• 

La t.marJ.a d• tilt•o pr-•s•ntada aqu1. abar-ca no sólo el aspmcto ··cr.6.­
aicoM de -6dulos tilt•ados d• dimensión proyectiva uno • sino tambi•n la 
teor•• tilt•ada gen•r•lizada concerni•nte módulos de dimensión 
proyectiva ~inita. 

C~TEGORXAS TRXANQUL-.oAS: 

Dmi'inlción : una categor1a triangul.ada es una categor1• aditiva C 
.;Junto con 

a) Un autoMorfi•~o T:C _.. C de cat•gorias llamado ~untar tran•laci6n.y 
b) Una col•cción d• sextuplas (x.v.z.u.v.w). llamadas los tri.6.nguloa 

d9 C. dond• •n cada sextupla. x.v.z son objetos d• C.y u.v.w son 
l90r-fisMOs de C sigu•n: u:X ____,.., Y. v:Y ---... z. w:Z ---..Tx. 

un 1111r~i..., de tri&nguloa Cf.g.h):(x.v.z.u.v.w) ---- cx".Y".w".u".v".w") 
.. una terna d• morfismos de la forma. f:X ---- x".g:Y ---- Y".h:Z__. z• 
tal QU9 g•u=u"•f. h•v=v"eg 0 T(f)•w=w"•h -

Y .. toa ••~n suj•tos a los siguientes axiomas: 
T•.&.)Cada ••xtupla (X.Y.w.u.v.w) como arriba. isomorfa a un tri.6.ngu1o 

.. un tri.6.ngulo- Cada morfismo u:X ---- Y puede ser encajado en 
un tri6.ngulo (X 0 Y 0 Z.u 0 v.w). La sextupla (X.X.O.id .o.O) es un 
tri&ngulo .. 

TR2) (X 0 Y 0 Z 0 u.v 0 •) es un tr-i.6.ngulo si y s6lo si (Y.Z 0 T(X) 0 v.w.-T(u)) 
lo ••-

TA3) Dados dos tri•ngulos CX.Y ..... u.v.w) y (X" 0 Y".w•.u• 0 v".w") 0 y 

..ar~is~os ~:X~ x•. g:Y ~y• que conmuta con u. u".entonces 
exist• un llK>rfiamo h:Z ----. z• (no necesariamente Onico) tal -­
qu. (~.g.h) •• un morfismo de tri.6.ngulos. 

TR4).(El axiOMa del octaedro). 
Suponga dados lo• tr-i6nguios 



(K.v.z·.u.j.k) 

cv.z.x· .v.o.i.) 

cx.z.v• .v•u.Q.r') 

Entone:- existen mar•i..-os f:z• ~ y• Y g.:v• ___... x• tal. que 

••un tri6ngulo y r••=k. g•q=o. u.T-1 (r)=T-1 (i)•T-1 (g) .. 

E~EMPL08: 

Sea A una categarla •beliana 
a) L• ca~rla k(A) .. 
Su• objetos •on ca.pl•jos de caden•• x· -. •1-ntos de A 
Sus .arfi.-oa son .arfi•.a• de c•dena• -6dulo ha90top1a. 
P•r• cada morfisaa u:x·_.y· de k(A) po~ con•truir 
un tri.6ngulo cx·.v·.c·(u).u.v.•) donde C"'(u) •• •l com­
pl•jo c"'(u)P=(TX"')PeyP y •u ntarfis9IO frontera 6"':v·-.c·cu> 
••t6 dado par 1• ••triz 

(Tu)P] 
5P 

y 

b) An•1oga1nente podemos definir 1•• categorias triangul.adas 

k+(A). (k-(A} y kb(A)) de complejos de cadenas acota­
dos por abajo (resp. acotados por arriba y acotados por 
ambos lados ) .. 

e) La categorla deriva.Ni O(A) de A. 
sus objetos son ce>111pl.ejos d• cadenas x· de obj•tos de A 
Sus ..ar~ismos son t•rnas (s.x·•.f):x·----. y· donde x·•e ObO(A) 
dondm ~=x··____. y"'y s:x··~ x· es un casi-isomorfismo es de­
cir es un Mor~ismo •n k(A) QU• induc• un isomorfia •n coho­
lftDlogia.esto ••. •1 mor~ismo inducido 
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... un i•Dlllorfi•-.o p.mr• todo n e z_ 
Do-. MOrfi .. o• (s.x··.•):x·___,. v·y (t.x···.b}:y•___.,.z· son 
ig""1•• si •Mi•Ut u:•·__., x·• casi-isomorfi•~o y si •xis­
c.n f:•·· x·•. y g:•··x··· tal que 

S•f=u=t•Q Y a•f=b•g 

La ca.pasici6n :Para cada pe~ d• ~orfiswtas r:x···· Y con 

r caai-i.a.orfi•IM> y a:x··--.v BKist• un ~r dt9 morfismo 
f•:•---.. x·•• y r•:•·---.x·• tal qu• r• •• casi-isonterfismo 

y r•f•=f•r•.uaandO ••t• axioma en cat•gorias derivadas 

(v•r Hartshorn• [10]}. pod••os definir l• co~posici6n. 

(t.x···.b)•(s.x·•.a)==<•·r·.w·.g·f•) 

danel9 r•:•·.-..--. x·• y f•:•·___... x·•• 5on como arriba. 

Proposición El funtor A ---o(A) .•l cual manda cada objeto 
X O.: A en •l COlftPl•jo consistente de X •n grado cero. y cero 
•n cu.lqui•r otra parte. da una aquivalencia de la categoria A 
y la subc:at•goria pl•na de O(A) consistanta de los complejos 
x· tal qu• 

X~ =O ~ra i-0 

Tri•ngulos •n D(A): 
L• cat•goria A•• una subcategoria plena de D(A). y cada 
morfi•~ u:x·-- y·pu•d• s•r sumergido en un tri•ngulo en 
k(A) ••i cada •extupla isomorfa a un de estas sextuplas es 
un tri6ngulo •n O(A). por definición. 

~p~nD~~A)°~~g(A~~i~!rc~::1~;~:g~~~~:d:;i::~u!::;~ ~·~~~P- de 
ca.o1eJo• acotados por arriba y complejos acotados par ambos lados 

3 



~-2 Da• cat.egor~•• triangu1ar.. aon -.ulvelen&ee como ce~r1a• 
&rianeular .. •i cumpl•n con .. r equiva1ent•• ca.o cateeorl•• y •i 1a 
•quiva1encia ..anda tri&ngulo• •n tri&ngulo•. Cuando ••to •uc•da dir•Mos 
•i•Pl••ent• que esta• categorl•• son ..,ivalen&ee &riangu1ar ... 

E.J.-P1oe: 

•)Sean A v 8 cateoaorles et.lianas e<1uivalentea v aea F:A ___.. una equi­

valencia exacta de categoria• • 

Entonces F induce 

F:D(A) ~ D(S). •sta equiv.alencia ••calcula "puntualment•" y 

consecu•ncia sencilla de la propiedad univ•rsal d9 categorla• triangu­
lares (var por ejemplo [B]). 

1.3 S•a e un cat•goria triangulada y A una •ubc•t•garla pl•n• de e 
decimos que A .. n.ra a e si la subcategoria triangulada pl•na e• ,_.s 

pmquefta de e (la cual es cerrada bajo isOllKJr~i•.a•) que conti•ne A 

coincid• con e en •ste •ubcat.•garia 

generadora efe c. 
Ejemplos: 

a) Sea A un anillo. Entonces •odA subcategoria generadora 

d• Ob(modA) ver [6]. En efecto. 11• la sut>categor1.a triagulada de 

Db(modA) m•s pequefta que contiene a modA. 
Sea x· un complejo de cad•nas d• la cat•goria derivada de complejos 

acotados de modA. Por inducción en el nQm•ro de cotnpl•jos diferentes de 
cgro de K. Podemos d•mostrar que x· est• •n 111•. Pero •sto implica que 
D (modA) es igual .como categor~as. a 111•. 

b) Sea A una k-•1gebra de dimensión finita y de dimensión global 

finita .Entone•• P6 
i~quierdos proy•ctivos) 

(la subc•t•gorJ.a plena 

izquierdos inyectivos) son subcategorias g•naradoras de 

[B]. 

' 

de A-m6dul.os 

d• A-módul.os 

Ob(modA) • Ver 



•-• El conc•Pto d9 subcat•goria generadora es usado a m•nudo paira 

pr-ober que ci•r-tos _,untar•• exactos antr• cat•gor.las deriv.adas son 
equiv•I•nci••· par -~--ola : 

•) se. A ul'NI k-6lgebra de di,..nsión global finita. Entonces Db(fftOdAJ 

- 94Uival•nt• triangular• l(b(PA) y a kb(IAJ. En efecto. como cada 

A-..!!ldulo X •• ti•ne una sucesión •~acta de la forMa 

o ~ g,, - ••• -- ga - go -- X- -- o 

dande Qt. - un ~dula proy•cti.vo para cada i. 

Entone•• cada obj•to )( de MOdA •• isomor"fo algón •lamento d• la 

c•t:•gor.la de co.ple~os acotados Kb(P• ). Por lo tanto modA 

•Ubcat:e510ria pl•na de kb(P•) pero del ejemplo anterior sabemos que 

O~(~) •• le •inima aubcategoria triangulada que contiene modA a.si 

que ~ba• cat•ooriaa son equivalentes.Un razona1niento an&logo demuestra 
que O (.odA) es equiva.l•nte a Kb( I ) . Ver (B] para demostración 
•in considerar aubcat:•gorias oen•radoras 

b) S.. A una k-•lo•bra de dim•nsión finita y de dimensión olobal 

_,inita • sea M un A-"'6dulo izquierdo 

._ &i2&8Q •i •• satisface lo siguiente: 

i) " ti•l19 di ... nsión proyectiva finita 

ii) Exti.(M.MJ=O para todo i>O 

decimos que M 

iii)Existe una sucesión •xacta de la forma 

O ~A----.M0 - M:I. -- ••• -11.., - O 

dono. cada "~ perten•ce a la subcdteQoria plena engendrada par 

......,,..,_ directos d• patenci•s de M .a esta categorLa la 

dm Módulos defin~dos de estd 

5 

1nódulo 

todos los 

denotamos 



~&a.os en el cantex&o general 

de m6clulo tilt .. do debido a •RENNER - 9'JTLER ver [8)- En ••t• caso 
son •6cil .. de prob9r los sigui•n& .. reeultadoa : 

A•ir .. ciOn 1) Sea " ~-.t.dula tilteado en&onces D-(-=»dA) 

equival•nta triangular a K~(add'I). 
En ••ec&o con eyud• de la •uc-iOn exacta 

~· co,,.truir una suc: .. i6n exacta de la ~ar .. 

o .--. )( _,. ... _...,. - - - .___..... _,. o 

con Ni. en •dc9't para i=O ••••• n y para caca.)( en modfllll.O. .. ta .. ,,.r• )( e• 

c:asi-iaomor'fo a aJ.gón •l-nto dl9 K-(addM). Ita! 90cM ••ta contenido en l• 

subc:ategorl.a triangulada Klb(adcM) de Dlb(mocM). Ent;onc•• ••ba• categori•• 

son equivalentes c090 categor•a• triangulares. 

A~ir•aci6n 2) Klb(add't) y D~(a-od) triangular••nte equival•nt•s. 

donde lhlllad •• la cat•goria de -6dul.os der•chos del 6.lgmbra e.y 8 •• el 6.1.-

99bra de end09or~i•MO• "'91 módulo "· Ca.a F:=t+omC-."):adc91 ---. .~ea una 

equivalencia de categori•• (donde •"* l• subcategorJ.a plena de 

B--6duloa proy•ctivo• d•r•chos ) no•• di'fJ.cil ver d9 lo• ej ... pl.o• 1.4 (a) 

Jf 1.4 (b)que F induc• una 9quiv•lencia triangular entr• Db(•odA) y 

Db(BMOd). E•t• ~untor ••denotado por RF ~se le conoce el. ~unt.or 
derivado der•cho (v•r (10)) 

Su funtor inverso ••~ dado por el ~untor d9rivado 

inducido por "9 - (observe que M •s un A-B bimódulo) • . 
1.5 e) Ext9neiones trivial .. (otra •quivalencia int•r•sante) 

izqui•rdo 

Sea O::Hot11 (-.k) el •untar dualidad y A•:=D(A) donde A es una k-6.lgebra . . 
al A-A-bi"'6dulo A es un cogenerador inyactivo tninimo .El conjunto TCA) 

6 
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t: 
~i 
~i 
{, 
fi· 
7'' 

·' '• ,, 
' 

~armada -r toda• l.•• -.trices -l.• 1'orm.a 

[: :] con -A ,, . -A 
t.i.a,_ .. tructura -k-Al99bra con ,, producto d9 ••trie•• usual • 

..._.. q.q•=o para cada par <te •l•nt9ntos de O(A). 
• T(~) l• 11 .... -.as 1• .. t.e,..16n trivial <:'- A. La sucesi6n •••eta 

corte p 
O- O(A)-... T(A}---. A--eo O 

.. eecind9 coma un A-A-bi.odulo • 

En a1'ecto. 

•1•"9 ca.o inverso dmracho a la siguiente aplicación 

[: :] 
lA!ma: T(A) •• un 6lgabr• sim.6tr~ca (es decir la T(A)-k-•lgebra T(A) 

i.tta910r1'• a la T(A)-k-6lgebra DT(A)). 

~traci.6n: La si.gui•nta •Plicaci6n 

l.aa.or1'i..-a. 

([:: :.1 

7 

de T(A)-k-•lgebras 

Q(a• )+q• (a) 1 



Ej .. plo.: ~) •=k • T(A)=K[M]/(K8 ) 

ii) A:k[x]/(•·) T(A)=k[M • y]/(x• • y 8 ) 

~~~) saa A •1 Alaebra d9 trayectoria• del •iguiente carcaj. 

-~ .. --·~-· 
.Y 

con las •iauiente• ralacion.s AIJ;14" .,...,,=o;raA. y rad'6=o 

Ad•~• hay una cubierta O. Cialoi• d9 T(A) de•inida par la acción d• 

los enteros. A ~ T(A) dende & ••t6 dada de la siguient• for•• 

[o 
:- :- :-

la cual •• una 6lgebra d9 ••trie•• in~initas •• mueatra arribA sin 

el•Mento identidad. En l• cual las ••trices ti•nen sólo una cantidad •ini­

ta de antradaa diferentes de caro de A. que ••t•n an la diagonal princi-­

pal lo •ismo para la diagonal da A•. todas las rastant•• entradas 

8 



cero. Y la •ultiplicaci6n es inducida por las aplicaciones canónicas; 

A1 6lgebra A le llamamos 6lo¡iebra r•J*titiva (de A)_ Y 

COMO a continuación se establece. 

relacio,,.s (>...L) • (#J 0 i.)= (µ.") • (y.i.) 

'-·i.-1). (ai.i.-1). '"·") = ,,.. .i.-1.) (a:.i.-1.). e>.. .i.) =o y r•d'=o -

& .. una categorta localm.nt• acotada (v•r [B]). 

carcaj 

Ca.o categor~a locallMlnt• acotada a admite la siguiente descripc;ión 

1oa objetos ••~n 1"ormados por pares (r.x) donde r es un entero y x es 

o~jeto de A. El espacio de homomorfismos 

&C(r+l.x).Cr.y))=(r}x(A(y.x)•.ACCp.x).(q.y))=o si -=-q • y la 

cDM:paaicidin d91"i.nida el modo usual. Xdentificamos A con la 

aubcategor1a plena de A consistente de los objetos de la forma (O.x) 

dondm x •• un objeto de A. 

& .. autoinyectiva • lo cual significa que el conjunto de A -módulos 

prgyectivoa coincic&. con un A-módulos inyectivos. Esto implica que 

~ ... •• categorta tri.-ngulada. Brevemente indicamos la estructura 

0.1 1"untor de translación y la forma de los tri6ngulos distingui­

cloa pmra .. ta categoria (para m6s detalles de esto ver [S]). 
Existe un monomorfismo de funtures i: Id ~- I donde I es el fun-

tor dl9 A-"'6dulos que 

inyectivo I(M) (el cual 

cada A-m6dulo M le •signa el A-módulo 

la envolvente inyectiva de M).Entonces el 

funtor d• translación T de ~A esta definido por T(M)=Z(M)/M. 



Sea u:" -- N un -..peo en .ad& y conai<Mr•MDS el diagra•a con~utativo 

con renglones exactos 

º-" -o 

1 
º-" -º 

Entone:•• ("·"·"cu .. u,.v .. •)•• un tri&ngulo ••ta.ndar y la trian&ulac;;i.6n 

eat& dada por la el••• de •••tupla• i•OMOrfaa • los tri&nguloa ••t&ndar. 

Otros •J--ploa de categoria• r•P9titívaa: 

•) Sea A el 6.lgebra de trav•ctoria• dlll carcaj lineal 

X: ...• ~ .. ..,____. •• ..,____.. 
con n v6rtic9'S. 

sea A(Z)el carcaj 

el carcaj lin•al con conjunto de ~rtices los •nteros. Para cada -.:Z 

existe una flecha a.=•~ a-1 •• S•• I •l id•al bilateral •n •l 6.lgebra de 

trayectorias kACZ) generado por las tray•ctoria• ª•º•-• .. ·ºa-n-& para 

cada a.Z. Entonces c:&lculo sencillo ,.usando eMtenaiones 

coeMtansiones •n un punto,. de~u•stra que A .. isoMOrfa al 6.lgebra ~actor 

k4(Z) por el ideal I. 

10 
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b) En el •1Q9bra de trayectorias del siguiente carcaj 

... X el ideal bilateral g•nerado por {Ja. Denotamos por A a esta •lg•bra. 

T .. bi•n dmnota11tOs por e al •lgebra ~actor dado por •1 carca~ 

existe 

•1echa •.=~ a-1 y r.:a--- a-2 • Sea x• el ideal bil•t•ral generado por: 

.... ....... r .r a-• 

para cada a entero. Tambi•n usando extensiones y coextensiones 

punto uno puede d•mastrar que A es isomor~a a e. 

En [B] capitulo XX ••cci6n ' 

categorLaa r•petitivas: 

demuestra el siguiente teorema para 

T ... r ... : Sea A una k-•lg•bra de dimensi6n ~inita y A •lgebra 

repetitiva asociada. Existe ~untor fiel y pleno F:Ob(A)~~A • el 

cual es una equivat•ncia d• categorias trianguladas. si A es de dimensión 

global f'ini ta. 
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caplt.u10 z: 

La t6cnica de coordenadas ho9og9nm•• ~da• he sido usada •n 
trabajos r•ci•nt•s V pmr•it• pr-•ntar una vari9dad •lgmbraica no 

singu1ar c090 una hiP9r•uoerfici• •n ci•rto ••oacio 11.-.ado •l .. Deeio 

ti•n9 

intereaant•s •Plicacionm• •n ra••s no e-a.6tricas como la t•oria et. 

r•Pr•••ntacion•s de 61g•bra• et. di .. nai6n finit•.v•r [3].[4] y [13]. 

2.1 

En •sta s•cciOn col•ct ... o• una cantidad de hechas n9cesarios p.sra 
definir l•• vari•d•dm• proyectiva• pe•ad••-

Fij••o• una n+l-upla p:(p0 ••••• p 0 ) cM ent•ros pasitivo•.Por L(p) 

d•notamos •l grupo abeliano con genmrador•• ~i \.==O •••• •" 

y relaciones p: =---==P: =:~ •l •l ... nto can6nico d• L(p). Los el•-
• o o "" 

m•ntos y d• L(p) PU9d•n ••cribirs• univocam•nt• •n la far~• 

2-2 

Y=aa+E {Ji.;:" con ca ./A#Z y <>SlhS~ ·-A esta representaci6n l• llamamos la ~ar .. nor .. 1. 

L(p) grupo ordenado • es d•cir : < Y •i y sólo si ~-~ pert•n•ce 

... , 
Al el•m•nto: :=Ct.-2)~-J: X\. con i=1.2 ••.•• (•-1> l• llamamos el •l•tlt8nto 

dualizant• de L(p). 
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EJ.-p1o: 

L(2.3.S) es isoMorfo a Z con orden en Z dado por; 

~- •i y sólo si m-n pertenece a 1Nd+IN.
0

+1Nur: 

PrOPOeición: El grupo L(p) sin.e.tríco : l"tás especificamente s;>Ara 

c•da = en L(p) una d• las dos posibilidades se cumple o :~a o :~+C. 

En particu1ar el endontarfismo dado 

0.-oatración: 

Aqu1 i=o.1 ••••• (n-1). Entonces: 

- - --x - •+e+>< invierte el. orct.n 

C+i:,::C+cn-1>é-J: i::"=~-E i::'--C =E cC-i:">-C =J: tp"-1>:'--C v asi. hemos puesto 

pu9Sto ~+i:, en far.a nor•al - En particular este elemento no es positivo. 

cone.cu.nte .. nt• a lo .... s una de las dos afirmaciones siguientes 

ct.mJPl• :~3 o :sW+C. En •facto: 

Sea : un •1•••nto de L(p) Que es mayor o igual a .entonces 

>.<O 

.. to i•p1ica que 

cé+:)-i:=ECCpi.-1>-Xi.li:"+C-X-1lé:!:o va que [(p-1)-ALJ~o v C-X-.l>~o. 

13 



~= E.l conjunt.o 1: :=C =.a..(p): 3.s:S°a) - el con.:junt;o de t;odO• lo. 

•1. •¡, OS..i.~Pi. • E•t.O• •1.-nt;oa d9t;er•inan el di•gr-.. ordenado 

a 
2.3 S.• k un ca•P<> •.lgebraica .. nte cerrado. e~ •nte• •upusiMOa. y 

S=k[x
0 

••••• xnJ el &lv-bra de pal.inamiio• sobre k en (n+~)-indet;•r•inadas. 

S ••una &lgebra L(p)- graduad•. ••ociando el grado= .. • XC Si 

necesario especi~icar la L(p)-gradu.ción e•cribi-.o9 •CP) para el 6lgebra 
L(p)-gradu•da s. Sus co•ponent.e• ~nea• •On denot.adla• par s. e>ar• ,. 
c.ada Y en L(p). 

2.4 O.~inición Sea IcS(p) un id•al primo L(p)-graduado (es decir 
un ideal L(p)-gradu.ado que as priMo con r••P9ct.o a elementos 
~"908). y s•a R:=S(p)/Z=k(x

0 
••••• xnJ.C090 conjunto la variedad 

proyectiva ,......_ X consiste de todos lo• id9•1•• pri•o• peA que estAn 
estrict•Mente contenido• en •l idmal v-nerado por K

0 
•.•.• xn y Maximales 

con respecto a ••ta propied•d.Al de>111inio entero A l• llaMamos •ni.11o 

dm coorden•da•. 

a) Si Z •• •l id.al 
......,.(p). 

Una descripeión aquiv.al•nt• d• F'Cp) como el cociente por un grupa 
.. l• •iguiente: 



G(p):=((t._ l..:0 e (k•).-.. : t:o=t;e. =·· .;;.t:n } 

el cu.1 actua •n •l n+1-•spacio •~in An+t. ;;.kn+S. por multiplicación. 

b) U.nea proyectiva pasada. 

O.fini•os por r._:=XP'-i. - x:t. + X.._xP':_. i.=2 •••• n 

~neo de grado e!) 

(polinomio 

s- X(p.).):=< f\.I \.=2 •.••• n >=k[)(O •...• )(n] el ideal generado 

De~inimoa la 11,.... proyectiva pasada C(p.X.) 

proyectiva pasada asociada al anillo cociente 

15 
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Una det'inición equiv•1•nt• ca.o u" cociente de la 11"9a proyec­

tiva pmaada •• la siguient•; 

C(p.~)=F(p.~)/G(p.~) 

F(p.i..) el conjunto a. •J.•••nto• de A-. qu• aatist'ac•n las 
sigui•nt•• •cuaciol'MJ•. 

)(~i. ><i• - ~l)(:· 

2-• Propaeic:lón S(p)y S(p .. ~) aon Clotminios t'actorial•• L(p)-gradYadoa 

(E• decir hasta .. calar .. cad• el ... nto hamlOgenea .. un producto de 
•1-nto• priMOS ~neo•). 

Hasta ••calar•• un •i•t ... comp1•to de el ... ntos priMOs hoMogeneoa de 
S(p) o S(p.~) •aU. dado por 

i) Los •l•-nto• ><0 ., •••• ><" •n S(p) • ( •e., .•• .,JC" • S(p.>...) ) .Loa cuales 

•on 11 ... doa pri...s -C98C:l0~1--

ii) Los •l ... ntos t'(X=•····• x:"> ( •CJC:• .. •:•> ). 11 ... do• primoa 

ordin.rioa donct. t' ••un •l•--nto del Algmbra de polino•io• k[T0 ., ••• T"] 

(k[T0 .TaJ )., no asociado a T
0 

•·-·•1;. • C¡, .T.) reas-ctiv-nte. Aqu1. 

conK> es usual ... baos &lo-bras d9 polinomio• aon Z-graduadas por •l grado 
total. 

~traci6n 

Ssa 
(con l •nt•ro arbitrario) 

la r•stricción d9 S(p) al subgrupo z6 de L(p). 

Claram9nt• R(p)=k[Xpg •...• xP~ J ••una &lg•bra de polinomios Z-gra­

duada sobre k •n l.as indertefltinadas x:o ••••• x:n y '\ consiste de 

todos los polinomios homogeneos d• grado total lí.C:Z 
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ft 

,.. • .on. r • E 1.i:.+1~ C•n 1'0.-ma normal.) implica que 
u.o " " 

R(p.)..): =k[X:o • x:a] y S(p 0 )t..)).. =x~0 ••• x1
;R(p.)..)

1 
• don-

a.~ Li.<D._ • t..Z ••••• (••). 

Z.7 sea ~ un pol.inomio homog6neo de gr•do l decir 
.. .,.rada par •1•••ntos da sr cuando a •ste l.e mira como 

abe1ianc ). 

esta 
grupo 

Por D(1') d•notamos al. conjunto constituido de todos los ideales 

prif90a que no contienen a .No di1'1cil demostrar que estos 

con~untos conatituy•n una base para una topol.ogia en Pn(p) .la cual. p<:Jr 

obvias le llamamos la topolog~a de Zariski. 

z.• S.. X una variedad proyectiva pesada . 
La .. vi11a .. tructural. Ox en X es la gavilla de •lgebras L(p}-gradua-

des asociada a la pregavill.a D(1')----s1'º con fes homog•neo. donde Sf es 

la 1ocalizaci6n de S con r-espmcto al subconjunto mul.tiplicativo generado 
por ~. Aqu~ :r es L(p):graduado. An•logamente ºx:L> es la gavi-

11• t•l qu• OX(L)(O(f))~S(l) 1 con f homoganeo de grado L .Observe que 

OX:.:JX(r) con r en L(p). 
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:z.• 

L(:;'~!~!:~ .~":.g::!!~: ~uecte O x-.odulo• •n X .. l.l.••• 
F= e F~ .l•L(P) y aatiaf'acen que ºx.'f F.t tiii 'a,-:_• 

Los •orfi...a• de gavillas L(p)-graduadas aon ..orf'ia9'0• ca­
OX-1116dulos de grada cero. 

.-vi.11• 

Noaatro• ••t.amos int•r•••da• •n aquellas gavilla• de OX--odulos que 

son L(p)-graduadas y c:Mnota.-o• la categoria de ••t•• ~vil.l.a• por 

Mocl-'P> (0,;. L(p) actu• •n Mocf-'••c"x) par torci•i•nto: Para cada 

Y~L(p) y cada gavill.a r."ocl-"•>cox> la .. vil.la ~rGi.cM re:> ••t6 de-

~inida por Ftv>• ;F• • • donde F=.. F• .. la a.ac09poaici6n de . ..,, ...... , . .. 
F" en COllllJ>On•nt•s hotnogen•••- ColnO •• uauel. F(y) puede obten•r•• co-

•l producto t•n•ori•l F-=>x<~> aobr• ºx • 

F'•Mo~p>(O \:es 11.amado cotwren~ C..-1-co~rente) •i para cada 

p •n X existe una v•cindad abierta u de p y una sucesión exacta 

e OX(:j) /U ___... e ~ (~ ) /U - F/U - o 

con i •n X y j en J donde los conjuntos de indic•• X y J •on finitos 
qu• d•p'9nd•n de r y u. 

usando d•mostraciones anA.logas a las de Hartshorn• [11] pod•mos 

d•mostrar las siguí•nt•s a~irmacíones: 

La categoria de gavillas coherentes (casi-coherentes). denotadas por 

~ohX (8eOPlJC r•SPf9CtiVa1M1nte). •on categor~as abelianaa con sufici•ntes 

inyectivos. 
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S•• X una variedad proyectiva pesada. X es 1lamada no singular si 

QcohX •s O. di ... nsión global ~inita. 

2-.lO TEOMfVllS DE COl'IPARAC:IDH 

De~~n~ción: Una gavi1la coherente T en X • una variedad proyectiva 

peaada. ea lla1D&da gav~lla de t~lteo si las siguiantes propiedades 

c-.-plen: 

1.) Ext•cr.T>=o 

2) T genera a Ob(cohX) come categoria triangulada. Es decir Db(cohX) 

la aubc:ategoria triangulada "'6.s peQu.ria de Ob(cohX) que contiene a T 

3)La di .. n•ión globlal de A::End(T) es ~inita. 

Teor ... : sea T gavilla de tilteo 

equiv•lente triangular a Ob(modA) • 

.,_,&ración: 

E•to resulta claro de las siguientes eQuivalencias triangulares: 

Ob(cohX):!E Kb(addT)i:IEKb(AP):.;,b(modA) 

19andll estas equivalencias son inducidas por los siguientes ~untares 

F:=HDlllCT.-):cohX ~ modA y 

a:=_eAT:mgdA -----... cohX. 

las cuales mutuamente inversos. 

En ef'ecto addT subcategoria 

(2.10) (2). 

generadora de 

En conaecuencia Kb(addT) es equivalente triangular a Db(cohX) -

por 

•~logamente AP es subcategoria generadora de Db(modA) Por lo 

1;.anto K~(AP) es equivalente triangular a Ob(modA). ya que la dimensión 

91olaal •• ~inita. Tambi•n addT y 6 P son equivalentes mediante los ~un­

tare• F y G .usando (2.io) (1). 

Esto implica que Db(cohX) es equivalente triangular a Db(moc::IA). 
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2-&1 ... T un 0~-.6dulo cohmrent• ti1&eeda y e:=End(T) •1 .1 .. bra ~ 

•ndOMOrf'i.-o9 .• -a x-. la sul:llcat:.eeorla plena • .. villa• cott.rent•• T tal. 

q~ E•tJcr.F>=o .. para j .. i . A -t• el•- .. cateeorS.a 1• 11 .. •imo• l• 

categorla a. r-.. teneionee concentr_... en i par• cada 1 un •ntero 

n9gativo. An6lo¡¡amente .. a Y¡,:=(Y•.ada:Tor~(Y T)=o j1U.} la 

subcategoria de cohX d9 T-torsi6n j-conc:.ntreda. 

Corolario a): Sea X variedad proyectiva ..... ca. y T una gavilla 

de tilt•O· 

ent.9ro) def'inida• ant••· 

Entonc•s 

y 

Gi. :=Tor~(-.T) :Y¡, >el 

•quival•nciaa de categarias y una .. l.a inveraa dlt la otra. 

De111oatraci6n: 

Corolario D): Con las •i•-• hi.P16t••i• que • l corolario ant•rior. 

Nosotros t•ne1DOs qu• ~ra cada t ent•ro: 

1) E><t~ohX (H.H•) ;a E><t~•i.-j(Fi.(H) • Fi.CH.)) pera H•>Ci. y H"cXJ • 

2) E><t~ (N.H" )aE><t!:~J(Gi.N.G/4") para tWY .... N"•YJ. ICI 

Por K
0

(cohX) y K
0

(modB) clenotaMOs loa grupos d9 Grothendi•ck d• las 

categorías aditivas cohX y ~odB re•P9ctiv ... nte. Ver par •J•mplo [BJ y 

[14]. 
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coro1•rio ~): S.a X variedad proyectiva pesada no singular y T •n cohX 

una g•villa O. tilt•o 

Entonce• 

y 

B:=End(T) •lgebra de endomorfismos. 

8:K.(•odB) _____,. Ko(cohX} .[Y] ...,__.... ~ (-1)~[G~(Y)] con i~O-

eon ~SCl90~•1-.oa d9 grupos inverso del otro. En particular 

K•(cohX) •• libr• y finitamente generada. 

O..O•tración: 

L• co.pcaici6n G•F •s la identidad el sistema~ gen•rador de 

K•(c::ahlC) conai•t•nt• de las clases de sumandos directos de H. F•G es la 

~den~idad en las el•••• d• proyectivos inescindibles. 

•-12 -..VSUA19 DE TXLT~O DEFXMXDAS EN ESPACIOS PROYECTXVOS PESADOS 

~--ploa b6.•icos: 

gavilla de tilteo en X=~n(p) 

•) ... T:=.Oc(=) .con as:~~- Entonces T es una gavilla de tilteo 

1• 1Lnea proy•ctiva pesada C. 

Z-1~: 

.-VS~LAll DE TXLTEO • ICJDULOS DE TILTEO Y SU AMXLLO DE EHOO..ORFISf'tOS 

·~~ción: S.a X:=Pn(p) y supongamos que H.ccohX 

endoaor~i.-a e no tiene autoextensiones y genera 

anillo de 

Db(cohX) 

cat8gor~a triangulada • Entonces e~iste módulo de tilteo Y 

90dS con End(Y)=B. En particular B tiene dimensión global finita y 

un. gavilla de tilteo. 

u..aetración: 

Para cada H(y) no tiene autoextenciones y genera a ~a C3tegor~a 

d9rivada de complejos acotados de gavillas coherente5 



End(rCY>> •• iaomor~o • a. 
A•1 poO..O. •u..,ner que Ext.,coc:> .T>=o 

decir q..,. ~ ti•,... L-•xtensianeS concentreda• a nivel cero donde L .. 1• 
gavilla 90icc11. CD90 

RHolaCL._):D~CcohX)~~~~~.o•c~> 

-nd• T • Y:=Hom(L.T') en 90CIS. E• ~acl.l c~•r q..,. Y -

tilt.a con anillo d9 enda9clr•i.-oe e. 

96clula de 

Dado q..,. tiert9 di-nsi6n global n. ~i.,, e debe tener di-nai6n 

COralerio: Si X •• la 11.nea proyectiva -•da entgnces exiate Y un 

S(p.~)--6dulo de tilt•o con A=End(Y) dond9 A - una Algebra can6nica 

•alvaje. R9•1t••• al capitulo XY de ••t.• trabajo. a~ v•r Cl•l-

a 
La •iguiente obe•rvación •• una -nerali~.ci6n del teor- -ilinaon. 

O._.rvación: Si p=(1.1 ••••• 1) num•tro ej .. plo produce la gavilla 

L=-.n(i) .con i=O ••••• n. cuya •lgabra d9 enda9or•i.-os •• Ju•ta .. nt• el 

Algebra si .. trica truncada S(p.~) considerada an [B]. 

S(p.~) .. el 6lgebra d9 trayectoria• del carcaj aiguient•: 

" o ~ ~ ~ -" ~ ~ Cn-1)~ º-~ 1 2 

" >< >< .. - -!!..-.o -!!..-.o ~ 

con rel.aciones x._xj=Xj>Ci.. 
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Cama otro •J••Plo d• •lgebr•• si,....tricas truncadas S•• S(p)[O.n] •l 

&lgmbra d9 tra~ectorias dada por el siguiente carcaj pero 

di~•rent• graduación: 

•> .=ci..2.2> 

y relacion9• xi. xj=X.X. 

b) •=(J. .2.2) 

can relaciones X.X.=X.X. • 
.. J J .. 

Z • .1.4: 

DC8CIU.C•ON HllMSTA TORCIMIENTO DE GAVJ:LLAS COHERENTES y HACES 

VECTORIALES EH IPn(p). 

En .. ta parte caracterizamos aquellas gavillas 

11U9clmn .. r torcida• en una subcategor~a con T-extensiones 

,. .. pecto a la gavilla tiltead& -
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Teor-: T - un ...._z. tilteado •n JC=•"(p) y X
0

ScohJC la cat•lilOri.a 

T-.JiCteneine. 0-conc•ntra~• <v•r 2.1..1).E:ntonc- P9ra e.ad• F•cohX 

F<;>•X
0 

par• cada :><5'. 
0-:..t:.r.c:l6n: Dado qu. T ... un haz v-.::t.orial. ••i•t• •uc•ción 

•xacta de l• far ... 

o.-T-----0 .--o-... ---0 -o . . -
con Ot. •dd(~x<Y>:Y .:•t• L(p)} y 1• afir .. ción •ig..,. 

i.nMedia~nt• de Ext 'ºx· F<x) >=o. •n cohJC. para i todo i diferente 

de c•ro y ;: >3. 

Propoeición: S.a T gavill.• de tilt.eo X=P" (D) v X
0

5c:ohJC la. 

cat•vor~a con T-•xtenaio,...• 0-conc:•ntradaa • Ent.onc:•• aon •quivalent••: 

••ºx•;>•X0 para ;>a 
b>SCX0 Dar• C41da gavil.l• •i•Pl• s. 

cJT haz vectorial. 

~t:.r.-ción: 

c>• aJ •• una consecuencia .. ncill.• c:Ml teor ... anterior 

•>• b) Ta.e l• r•aolución aigui•nte; 

o-.....--o.-- .. -..o.--...a.-s-o 

del M6du.lo si•Pl• S con Ol en add{OXCY) :! pmrt•n.c• .a L(p) }. En;onc•s la 

a1"irMación se sigue d91 hecho de que Ot. (•) pertenece • X
0 

para x
0 

>i5 v 
de Qlle •.l -6dulo Sifllple S isOMCJrfo S(:) p.ara apropiada 

elección de = >a . 
bJ4C) De Ext~(T.SJ=O para cada gavilla •i•Pl• S dif•r•nt• de 

nosotros obtenentos Que Exti.(S. T(;,)):O para cada i difer•nte d• n y asi 

T •• un haz vectorial. 
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2 .. J.5 TEOREMA DE SERRE 

En -.ta -.ccíón X O.nota a Pfp). •l espacio proyectívo pesado. o 
bien • C(p.A). la l.ine• proyectiva pesada. Por s denotaMO• al &loebra 
S(p) S(P.A) (v•r 2-3 de arriba)_ 

S.a rcOX-.od L(p)-graduado. Entonces par de~inición 

F=_,.~ • donde leL(p). tal qu. C3c. i·F; ~Fr._• - Ast rcu.F)=eFt(U) .don­

\1119 leL(p),. .. un S-•ocl L(p)-graduado pmra cada abierto Ud• X- En e~ec­

to cual.quier •CStSS• lo ~s ver co1110 una sección d• C3c.L-(U) • 

t41JF:<u> • •ntonc-. ate ºx.~ (U)';,.•<U> • ~i.•<u>. 

S.. r:acohJC - ~cp>s .tal. que r- F(X)=:r(X.F) 

-.te ~untar le l.lalllAremos el de aec:cionea globel.ea. 

Sigui•nclo a serr• (ver (6]) definimos el ~untar Gavillación 

- :PlodLCP>s - l"k>dLCp>ºx 

OM-..edul.o L(p)-gradu.do aaocíado a 

D(FJ _..., • fes 

dl9 OX-módulos L(p)-graduados-

,., ,.,-
la pregavilla 

hontog9neo. 

donde ,.,-

.-quJ. "r consist• de todas las fracciones m/f" (m.eM y ne~). 

En contraat• a la d•finición tradicional.. nosotros nos restringimos 

l.a c09ponent• cero de Mf. 

Para OX te.-..~os que r(D(f) 0 M-)=Mf" si f~S+ es homog6neo. 

LEM!l: aJ Existe un homomorfismo natural a:M ~~ r(M-). 

bJ S.a H un S-Mod L(pJ-graduado.Se puede demostrar que 

el 

is090rfi-.o en todos los grados grandes. es decir existe un l
0 

L(p) 

ta1 q._.. para cada L~L0 • C\•:Ml ---- r<x.M-Jl es un isomorfismo. 

c) Con la mismas hipOtesis que antes. definimos una 
r•2ación de equival•ncia •en la categor~a de S-m6du1os L(pJ-graduados. 
a s.t:.r ,.. '* pt• si y aOlo •><i•t• l&L(p) t.al que M~l ~ M"~1 . 
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AquJ. ~ r ==• ":' con t~r . O.CitMJ• q ... un- •-96du1o .. caa1.-...-r.-. 

•i •• equivalent• a un ..eltdu1a •lnita9ente generada. Entone.. los 
•untor.. - y r inducen equival•nci•• de cat.eggri .. entre la categor1• 
de lo• S-m6c::lulos L(p)-graduadoa caai-•inita .. nte 919n1trad0• y 1• cat•­
gor~a d9 lo• OX--6dulos coherent•• 

Para una delM>etraci6n dm eata afir..ci6n v•r [6). 

Denota.a• Por ~·s la categor1a dm 1116odulo• caai-•init ... nte -r-
2.16 TCoaEMlll (-rr.); 

a) El •untor ~villaci6n: -:~(S) ._.. coh(X ). ft ____. ,.- •• 

un funtor •••cta. el cual aell9it• 

r.:cohCX> - ~<s>; " - .rcx.">r 

r.(M)-=M para todo M coh(X). 

b) El •untar gavi1laci6n anula a todos loa M • .od.(S). los 

cual•• ti•nen longitud finita. • induce una •Quiv•l•ncia 

.ocl-cs)/rnocf;;cs> .._.coh(X) • M ... ,..-. 

ele cat•gor1as abelianas.AquS. MO~S •• la cat•goria de ..ttdulos 

L(p)-graduadas d• longitud finita. 

c)La aubcategor~a Pl•na A dm .,,J-'cs) con•i•t•nt• da todos lo• 

los "· qua satisfacen Hotn(E.")=O=E•t.(E.") para todo• los objatos •im­

ples E •n •odi..S. e• una categorla abeliana • ,..s aún - y r. inducen 

aquivalancias •utu .... nte inversas - :A~ cohX y r.:cohX ---- A . 

d) El. 1'untor T:coh(X>- •D~(Ox·i:> • F' ._. FI! •• un funtor exac­

to • induce una equival•nci• entra coh(X)/KarT y la cat•gor1a •od(k(X)) 
de ••pacios v•ctorial•• da di1n9nsión •inita sobre el ca•PD da funciones 
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... JC • Si C(p.A)=X • KerT 

O-.&r~t.6n: 

•> ... ta demtostrar que r. adjunto d•r•cho del funtor 
.. v•iiación. Pero eata ea una consecuencia sencilla de la de~inición 

4-1 •untar r. y el ~untor gavill•ción. 

•> .._ "~ ~ H=•Hr s-..Sdulos L(p)-graduados .Por <:Mfinición N es 

..........ao L(p)-gracau.do et. M si y sólo ai N~ 5 N1 para cada t en 

L(p).Y ~bir6n POr d9finición M es un S-módulo simple L(p)-gradu.do 

ai Y 8610 •i no tiene submódulos propios. no cero. L(p)-g~aduados. 

AiaU.imoa ain dta..oatración los siguientes resultados de 6lgebra conmu­
t:.ativa 

f•S tal que M =o. 
• r 

Di~) M~=o ai y S6lo si existe n>O tal que f"M=O. 

Usando (bi) y (bii) PDdemos demostrar b): Supangamos que existe f~S+ 

con dllg(f):(
0 

tal que fM - O para algOn S-módulo N. L(p)-graduado simple. 

Esto implica que fM ~ eHlo+l ~ M • por ser M L(p)-graduado se 

tien. que f"~ 5 '1:+~ ( por ser M simple • no cero. implica que 

'PPt~ : '1.;+t ) es submódulo propio de M lo cual es una contradicción 

Por tanto f"=O para cada f,S+( pe>r (bii)) y cada M S-módulo simple. 

u&.nao (bi) M-=o P-ara c•d• M un s-módulo simple. As1 existe un Onico 

fYnt.or (ta•bi•n denotado par el símbolo - ) que hace conmutar el si­
guiente diagrama 
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cohJC 

donct. COWIO antes •~•S <Mnota a l• cat•vorl• de s-.&dulo• L(p)-gra­

duados de longitud ~inita. Por (bi) ( de arribe ) el nuevo •untor -

d•nso. •i•l ~ pleno • luego una equival•ncia. 

" 
e ) Esto•• cona•cuencia deil inci•o b). 

d) supongant0• Que X=C(p.~). Probar••o• que coh
0

X = kerT 

O.mostración del inciso d: coh
0

JC 5 kerT : Sea A c090 •n el inciso (e) 

d9 ••t• propaaici6n. 

Sea F e coh
0

X •i•ple. entone•• •xiate O ... e A tal que Fa'1- con M=_..~ 

con r :!: O. Supangaftlloa que F,•o luego T-. ... 0 .donde T es el conjunto 

d• los no divisor•• de cero • •ato iMPlica que para todo t.&T tMlllO. 

Sea 09llNQ1 (aut:.ódulo propio. que no .. -.. -
d• longitud ~inita). Enton-

(ver 2.14) lo cual as una contradicción. Por tanto N- =O y ~51 axis-
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t.e te•T tal que t
0

N=O. Sea N:= ..... • con t >O • N es un submódulo L(p)-gra-

duado propio no cero da M 

t•"• S "......- pmro esto implica qu• Mt;O para cada r•deg(t0 ) 

sea ~T no divisor da caro tal que degt>O •ntonces M=tM=tt0 M
0

S 

;O • Por tanto "=o • lo cual as una contradicci6n. 

a • .&.7: 
COro1erio: Si x.v ••t&n en cohX ente.neas Hom(X,Y) es de dimensión 

~inl~a aabr• k ; En particul•r cohX es una categoria Krull-Schmidt .es 

decir cada F en cohX tiene una descomposición de la forma siguiente; 

T=F.• •. . ...-., donde cad• ~ es ínascind.ible con anillo de endomorfismos 

1oca1. ~aún t•n••o• qua Hom(OX(:).OX(~))=sy_,;- para cada~ • : e L(p). 

2.1• corolario: Si K denota el campo de funciones de X. la fórmula 

Z llamada 'función rango. 

"6• aQn ai X=c(p.~). r(F)=O si y sólo si F tiene longitud finita 

2.19 Corolario: Cada gavilla coherente F en X tiene una resolución 

..• -La- La- L.0 - F -- O 

dand9 cada Ll ••una auma directa finita de gavillas de la forma OX(~) • 

...... .On para X=IP(p) pod•mos suponer qua Lj=O para j~n+2. 

a..ia..tración: Use qua la dimensión global de S(p) es igual a n+l. 
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.u!:.:!ne:r:.--::=1a:::!.~::!~t•~•np~r~::;::, ~rª;=c::.~r·i;te;:~: ::1 
•~ec:to c~nz..oa a.aarroll•ndc:t una .. ríe de hechas neceaari09 SJera la 
~tracidn t4iCnic• O. dicha •-i•tencia que d9' ~o •ue•tra la 
in~luencia g9~trica d• lo• traba~o• de Grothendi.ck. Ver [4J.[6] o [7]. 

~-i 0.finición: Sea X un espacio to,:.:>16tJico. rcx.-) d9not• el funtor 
d9 seccione• gloO.lea. D•"t'ini•o• loa ~untares de cohcNtolOQf.a H~(X.-) 

loa ~untar•• derivado• C-.rechoa de rcx.-). 
A contin\Hlcidn pro~r.,.os q..,. P(p) aatia~ace ~ra. las gavillas 

cas1 ca,,.,.•nt•• F y la cubiert• abierta •~.fn. q4,19 1.o• "rupoa a. 
cohomoloa.ia co..o lo• 0."t'inimo• anterior ... nt• coinciden con las grupos d9 
cohomoJ.og.la de e.ch. 

D•f'inición: Sea X un ••~cio topológico y U=CU'-) 
una cubierta abierta de x. 

z. 

Fi,:jando un bu.in orden pmra el con~unto d9 indice• y para cada 
conjunto finito de indices io •••• ~. Z d9notel90a la interaección 
f.Ji.ot"I •• _.......,..,..~ por \Ji.o •••• • ir. 

S•• F una "avill• de grupos abelianoa •n X. O.~iniMOS 
grupos •b9lianas c·cu.F) cotltO aiguai: Para cada o2'Q 

cPcU.F>•n FCL>i.o •••• • ir). Lo< ••• <ir. 

Oefinirwos el ••P9o co~rontera d: cP___._..cP•• a. la siguiente manera: 

; 1: (-J.)Jr áLo ••••• ¿;. ___ ....... /U\.o ••••• U+a 

donde tk signi 1'ica que i.k "fu• omitido. 
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A ••t• ca.Pl•~o l• 1l•mamos el Complejo de Cach_ 

De~inición: O.~inimos •l n-grupo da cohomologia H"CU.X) de Cech 
c:G90 •1 n-grupo d• coholftOlogia del complejo de euch c·cu.F). 

a.2 E1 aigui•nt• es un resultado conocido de teoria general de gavillas 

(ver por •J-plo [l.1]): 

Lam9: sea X un espacio topológico y U una cubierta abierta. Entonces 

pera todo ~O existe un mapeo natural 

.... (U,F') - .... (X.F") 

1111"9 - f'un~rial. en F. 

~&rec~ón: Sea o~ F--. z- una resolución inyectiva de F en 

Aei (=cat-.orla de grupos abelianos) Campar.ando la resolución 

o----T---- c·cu.F) (ver [11] ). sigue que existe mor~ismó de 

camp1e~oe c·cu.F) ----. r·. induci•ndo la identidad F. el cual es ~nico 

haata halaotop.i.a • Aplicando .los funtores rCX.-) y ...,, da el mor~ismo 

r-.uerido. a 

a.•inición: Una gavilla F en un espacio topalógico es ~lasque si para 
C.-. incluaión vs;u de conjuntos abiertos. la restricción F(u)~F(V) 
•UPr•y9Ctiva. 

Ej.-plo: 
sea Z una ºx -gavilla inyectiva. Entonces I flasque: En efecto 

... n U y V subconjuntos abiertos de X tal que VSU. Por Ou y Ov 

r•Pr•••ntaaas la restricción de OX a los subconjuntos abiertos u y V 

.-=tiv ... nte (al extender fuera de U y V). 
~r la inclusión 

0---0V ou 
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aci91a6a por ser l un objeto inyectivo de 0 X-mod ten919C>S el ha.c>Rtor-risMO 

Z )al (U) 

Propoaici6n: Sea X=P(p) y sea U:={D(-r):-r•s.) cubi•rta abiarta a•ln 

de X • y ••• F en Qc:ohX .Entone•• para todo ~O • el 111c>rfis•o 

HPcu.r> - -'CX.T> 
dado por •l l•~a anterior •• un isa..or•is•o. 

0...0.tración: Par• p=o. t•ne.o• un i•o11tar•i.-o COMO sigue 

Si a en c 0 

(dCl)ij=Glj-Ch.. 
esta dado por c.-.rCU\.)) entone•• para cada i.<j. 

As1 dal=O deci11tas que las seccicinea a.. y QJ coinci•n U\.nl.Jj. As!. 
sigu• d• los a•iomas de gavilla• que K•r a=rcx.F). 

En lo qu• sigu• a.•inirwos una v•rei6n de "Qav:lllación" de compl•,jos de 
~•ch. Para c.ada conjunto abi•rto V!9JC. ••a •:v--x qu• denota la inclusión 
de Y •n X. Ahora dado que X. u. r como arriba. construimos compl•ja 
C"(U.F) de g.avillas en X CDfltO sigue: 

Para cada pi!O sea cPCU.F) = n ••CF/uLo ••.• &.p) con i.O< ••• <i.p y de"rini­

nimos d:cP.-cP'" por la misma fórmula de arriba. Note que por 
construcción que para cada p ten•mos qu• rCX. cPcu.r))=~CU.F). 

Para •l caso distinto d• cero •ne.ajamos F •n una gavilla G flasque 

casi-coher•nte y denotamos por R •l coci•nte 

o ----. F ---... G ----. ll. --... o 

Para cada i 0 < ••• < ip • •l conjunto abi•rto Ui.o •••. i.p afln.dado 

que es la intersección de subconjuntos abiertos afines .Por el lema 

anterior y por ser F c.asi-coherente obt•n•mos la sigui•nt• sucesión 

l!l>CACta 
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O - F(UiO ..... ,.i.r>- G(Ui.o ...... ..r> - R(Ui.o ...... i.r) -- o 

dll grupos ab9lianos. Tomando productos encontramos que la sucesión 

correapondi•nt• d9 cOMplejos d• e.ch 

0-- e· (U.F") - e· CU.G) - e· CU.R) - o 

.. •Kacta .Consecuentemente tenemos una sucesión exacta de eech de grupas 

de cohcHtologia dado que G es flasque, su cohomologia de eech se anu1a 

para p>O .En •f•cto sea 

una auc:••i6n exacta corta de gavillas donde I es inyectiva y R e1 
~oei•n~• a. l •ntr• G. 

CGl90 G •s flasque (ver ejemplo anterior) obtenemos la suceción exacta 
corta 

o----.rcx.G)____.,rcx.z>----.rcx.HJ---.o 

\ Por otro lado como Z es inyectivo tenemos que H'"CX.I)=o par": i>O. Asi 
dl1'.. la suceci6n •xacta larga de cohomologia tenemos que H CX.G)=O y 

Hi.CX'.G)=H"-&CX.H) par& i2.:2. Pero G es flasque y en consecuencia tenemos 

que H"CX.G)=o para i>O . 

. "91 t•nmmos una sucesión exacta 

iao.or1"i• .. os 

para ~l.-
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lllllhara c:a.oaranda l.a •uc:••l.6n •xac:t.a l.arga - c:oho901og1.a 

usua1.par.a la •uc:••l.6n de arri.ta.. usando •l. caso p:O y u..ndo que G -

~1••~u. c:onc:l.ui.90• que •1 .or~l.•..o n.at.ural. 

H"cu.rJ - .t'cx.rJ 

•• un i•CMtOr~l..-o. Pero a •• t .. bl~ c:a•l.-c:aherent.e. ••~ obt•~• •1 

resul.tada por l.nducc:16n.a 

3.3 CCMO ant•s ••• X=P(P) 

scY> 
JC i.O ••• JI( .... 

E1 cOMpl.•jo d9 C.ch para U y OxCY> ••ta dado por 

scY>.'°>\a •.. x..., 

0.wtOstrac:c:i.ón S• reduce a O.W.a-trar que 



C..l. ..,. ei. u -t.a en OH .. CX.OX(;)) •n~nces deV(u):;+t donde 'laEt-,_'l\+t.Z 
_.,. eecri.t.o en f'or- nor .. l. aqu1 ta~(i) con i=l ..... n - l.a su.a ca. n •n­
&er- ..,. •-na.n dl9 t. 

&n ef'ect.o. •• cl.•ro QU9 

5 -;-E : '" .... 
-1.6. -l'Wredo ca.o k--pacio vectorial. por l.os ..anomioa de l.a f'or•• 

~ara cMmoet.rer RU9•t.ra ••ir.aci6n basta probar Que •l. •iguient• 

-rf'l_. .. un i.•a.arf'i-.a 

~l. q\mJ •i 

en&.oncee y(u>= x~°""º ... 
..,t.a, bien de•inida: 

. .._e,, cu> >=-J: ""::" - E 
·t.=o.:~.-·" _...-o· 

-----sy 

~(.~. ~-~~u>= J: "";'" .- E ;::~ + J: crr:._-•>d 
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y:ct.g(•(u)) • •n.•f'ect.o O.(•) t.•~ -Y-a:::._::-E \.i.;i.-J:(ki.-1.)~+t. 
C1ar-nt.• no dmpende "'91. repr-•nt•f'U;.• y .. un i•01110rfi•MC11 ca. grupas 

•beJ.i•na• par can.trucci6n. p..-. g91neradar•• van a ~naradar••· 

T .. r ... : •l HDWl(Ox ºx<;>la&s; 

b)EKt:oNC<Ox ºx<Ylla>(s-W-E :._) 

c)EKt:ohX(OX OX(:))a> D(9ra r.-0.n • 

~t.racl.6n: 

a) S. sig...- dlll. l._. 2.15 •> 

i::O ••••• n 

b) E•to .. •igue dml. i .... anterior y c:ll9 l.a prolJQ9ici6n 3.2. 

e) sea F:=eDx(;) con Y•L(p). 

J:nducci6n en r. Si r=1 no hay naia. cawm a..iostrar .Aei ••a r>l. 
loc:al.i&AMO• el. co.iplejo d9 e.eh c·cu.r) con respecto ax ... ca.o 
s-..e.ctulcra grad..,.dos. y ••l albt.•r-...o• el. c09pJ.ejo a. C.Ch ~r• la 

ta afln cuin uj : i=o ••••• r} con ui~=D(Xi).E•t• cC>MpJ.ejo a. 1• co­

ho~olo<a1• de r 10r •n Ur 1.a cual.•• cero ~ra i>O. 

En otra5 palabr••. cada •1• .. •nto de Hi(X.F"). "pera i>O • es anul.ado 

por aJ.guna potencia xr. 

Para cCMhpl.etar ia prueba. basta demostrar Q~ para O<i<r • 1• 

~u1tipJ.icaci6n por Kr induce un mapeo biyectivo de H1 CX.F") en ai mismo 

Entone•• cl.aramente •• sigue Que •ste M6du1o es 

Consi<Mrentes 1.a suc•si6n •Kacta de S-•ódul.os L(p)-graduados ·. o_.. s<-X.->-- s-. S/(Xr)-. o 



en X donde H es el hiperplano Xr=O. Torc~endo por lcL(p) y tomdndo 

•uma• directas. 

CIDnca. ,. "=.,. <YJ. 
exacta 1•rsi• 

tenemos 

• o _____. FC-~r) _____. F ------. FH ----. o 
YCL(p). Tomando cohomologia obtenemos la sucesión 

H1 cx.FC-~r)) _____., Hi(X.F~ ---- 7icx.F.) ---- --¡ 
Coneiderados C09KJ S-n'6dulos L(p)-graduadoa H (X.F(-X )) •s H (X.F) 

corr~CllD un 1ugar • y el maP9o Hi(X.F(-~)) ~ H1 CX.F) d: la suce•ión 

exacta .. l• •ultiplicaci6n por xr _ 

CG9Cf Hes i•C>9tor~o a P(p") donde p"=(p0 ••••• pn-a) 

,, H'T•.F.)=H'-CH.eoH<Yll con YcL(p). 

Aa1. podelRos aplicar la his>ét•sis de inducción a F• . encontr•mos 

que H~(X.F•)=o para O<i<n-i. 

.._.&ración: 

b) Para cada Fcvect(X) Ext~ohX (OX • FCYl>=o 
con ,,_o y Y < 3 -

•••ta considerar el teorema (3.3) y la resolución exacta de FCY> con 
•1 ... ntoa et. vect(X) p.¡ara obtener de manera directa dichos resultados 
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3 .. •: 

l& diJMtnaiOn de Pn(p) 

a) L-: DHm(X • Ox> ;a Hn-mCX • ºx<- J: :l)) con l=O •.••• n 

0...0.trac:•ón : Por el teor--• (3.3) t•n•90S que si .... o.n •ntonc•s 

oH•cx.ox>=o=H"-•cx.ox<-~ =:., >> con i.=o ..... n 

Ta~bi•n por (3.3) si •=O •ntonces 

H"Cx.ox<-E ~~)) a E><t"<C\c • a_..<-E ~));a ª-<-E "\>-<E xi.) 

para i.=O ...... n. 

Asi hemos demostrado que si m=o tenemos el r•sultado r•querido. 

El caso m=n es anAlogo 
0 

Observación :- H"CJC • OX( - 1: xi.}) :& k 

El siguiente lema. lo aceptamos sin demostración. Como dijimos al 
principio esta parte esta influenciada por las t6c:nicas ge0ftl6tricas de 
Grothandieck., por tal razón sugerimos ver las demostraciones an•logas en 
el libro de Algebraic Geometrv de Hartshorne [il]. 

b) L91na : Para cada F en CohX tenemos que 

Ex~tJC (F.Ox<-c ~j ))3DHn-LCX.F) con .j=1 ••••• n 
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Propoaición:(Dualidad de Serre para PCX)): Para F y Gen cohX se tiene 

0.-0..tración: Esto es una consecuencia del lema ant•rior: 

OEx~•cr.G(-E;K j) ):li OE,...~"'{F.GeOxC-1)< j) ):i:DEx~-m(f"eoG.Ox<-J:><.j) );; 

aEMt;cox.F9DG):IExt;cox.oG.r>~xt;cG.F) 

Lo qu• concluye la d•mostración. 

~-•-1: Tear ... : (Dualidad de Sarre para C(p • ~)). 

Para cad• F. G •n coh X (Aqui X:=C(p 0 A) )tenemos un isomorfismo 

OEMt~CF: G>.---- HomX(G. F(~)). el cual es funtorial en F y G donde 

w:=Cn-1)c-E x~ ••el elemento dualizante de L(p). 

o-i.trac:i.6n: 

Pri .. ro C•lculamos los grupos de cohomolog1a de ~ch de X=C(p.A) 

••ociada a la cubi•rta abierta afln U={D(x~) :1.=o ••..• n}. 

Ca.a la suc•sión x 00 •• -.• x" en S(p) es una sucesión regular tenemos; 

DH'°(X.Ox)=Hn-"(X 0 0X(-J><~ )) con "=l. ••.. 0 n •.. (*) 

Nat• que para este proposito cada M en Mod1..cp•s. DM 

graduado con componentas (DM):=D(M_.->. 

el L(p)-m6dulo 

co•pl•jos L(p)-graduados de Koszul asociado la sucesión regular de 

39 



S• sigu. QU9 1• coh090logi.a et. C.c:h coincidmi con l• gavi.ll.• d9 
homa1oa1• ca.lculada por -.dio de una r••aluci6n iny•ctiva .o bi.•n 

"~ºx o •n Qcoh>L 

Dado que •1 •i•t.-.. d9 9Cuacionea def'ini.da por fi.='11.:-:.•+"A.i.x:. 
con i=1 ••••• n. for .. n u~ sucesión r•gular de •1---nto• de S(p) cada 
una de grado a •• •iQU9 pgr argi..-nt.oa -t•ndar 1• •xi•t•ncia de 
i•a.orf'i..o• de S-..oduloa L(p)-graduado• • dDnde S=SC•.~) 

oH6cx.oxl=rcx.oxc:>> .... e••> 

==(n-1)~-~i. ( i.=O ••••• n. ). 

En particular para cada : L(p) ot>ten....as tllnica TJ: 
OEKt6 (0,¡.=:) .O r=•9:)) • correspandient. (hasta torcimiento) con •1 t11orfia1no 

identidad •n Hc:Mlt(Ox·ºx> por -dio d9 C••). 

El l•... de Yon9da Produc• tran•for•acion•s 

f'untorial con r•specto al morf i smo oxc:.>-..oxc;>. Aqui. la 

f'amilia de todos los n: para definir •l .arfismo natural. 

n.,.
0

:HomX(F".G) -OEkt~G.FCi:)) 

para cada par F.G de gavil.las coher•nt•• •n X. Trabajando con 
r••ol.uciones de F por suftlAs diractaa de gavillas pstructural torcidas 
inducidas por r•aolucionas libr•s de i•(F°) •n Mocr".s. 

Ya que todo• loa tallos de X ti•n•n dim•nsión global graduada igual a 

~~o~=n~~:c:s.~~d:.~=v!;1:n~;:~-~~~-;~;~:e~t~!ª":,~!~:~;ió:n!"Y:~~~:~0a 
pru•ba que ~r.o •• un isOMorfi•~o si F=°.x<x> y G arbitrario 
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combinado con 1a •x•ctitud der•cha de Ext" y e1 hmcho de que cada gavi11a 
coherente F tien• una r•so1uci6n exacta de la ~arma 

... -L -L -L -F"--o z • o 

su~a directa ~inita de gavi1las de la ~orma 9c<~>-

Coro1ario: La cat•gor~a cohX tiene sucesiones de Auslander-Reiten 

. "6• aun torciendo r .... rcW> con el elemento dualizante el cua1 
sirv• C090 traalaci6n de Auslander-Reiten.para CohX. 

o-..trac16n: 

C1ar.,..nte para cada FccohX existe una sucesión exacta corta de la 

f'ar-
o - F(ti;) - G - F - o 

(~ 09Hontx(F(~).F(~))=ilf:xtx(F.F(¿:;))) 

... ~:S-- F un mor~ismo de gavillas epi no escindibles (es decir no 
exi•t• o:F-- S tal que f~=Id ) . 

. 
s : o - F<W> G' s -o 

l l 1 
o- F(~) G- F' o 

E•~o i•plica que existe morfismo 

a: Ext~(F.FC~1> ~ Extxª<s • FCW>> 

s - a(s):=s• 

aast.a demostrar que a(s)=O. Consideremos el siguiente diagrama 

ca1'111tutativo: 
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E•tªx<r • rc:>>~MID9x<r.r>~ *'-k<Ma.x<F.r>.k>> 

1 · ¡ -u•, •> ¡-u•, " 
E·~·.cs • FC~))~ D ....... (F.S)~ ..... k( ...... (F.S).k)) 

Si DHom(Idr • f)(•)=o •ntonces •<•>=o. 
Pero •n•lizando el sigui•nt• diagr ... ~· Probeir Que 

.,.O i•plica que • •• supray•ctiva (pu.a 1a i••g•n d9 • •• submispacio 

vsctoria1 .no cero.••to i~plica qu. di•Z•f=l y a•l I•~:llk).~n61oga .. nt• 
DHOflt(Idr·• f)(s) •• suprayectiva .~ S(Xdr)lllO. par conatrucci6n 

(ver <Mnt0•traci6n d91 t•ore•• et. S.rr• para la curva C) •sto implica 

que ••i•t• r •n Ho•xCF • S) tai qu. f•r=Zdr • Lo cua1 •• un• 



a.s: 
._...: para ca~ F•cohX CX=c(p.~)) ti•n• una subgavilla de longitud 

'f'i.n::l.ta -..1 .. 1. 

Dllmmie&reci.6n: S•• Q •l conjunto d• subgavillas d9 F d• longitud 

f::l.n::l.ta • Cl•r ... nt• O •• una fa•ilia no vac1a • a<M~•• O •• 
-ri::::l.al-nt• ordmnada por la inclusión d9 gavillas • 

conjunto 

... T:=<Fe> con cwI una cadena •n O. S•a T:=eF'a .a.ez. la gavilla 

asoc::l.aela a l• pr•aavilla U.....,.a(U) con cwI. Clara,...nt• Fa~T .•n nuestro 

orden dedo • ..,.ra cada /kI -~• T,:=.,.e11., (donde ' el punto 

.. ._.rica de X ) ya que Tª·' =o p.ara cada owI ••1 ••to implica qu• T,=o 
y par la &anta T parte~c::• a O. 

~ato pr..,.ba qu. cada c::admna ti•ne una cota superior • luego por el 

... 
0.'f'ln::l.~::l.6n: A la aubgavilla maximal tF de F se le llama gav::l.ll• d9 

&erel6n. 

C-..rvec::l.6n: La gavilla F/tr no ti•ne gavillas simples y as1 es 

.. v::l.11• 1::1.~r• 419 Mlre::l.ón. 

Ltllma: T=&F si y 9610 si F ti•nm soport• finito. 

O-.&racl6n: Cotno F=tF entonc•s y asi el 

........ :=C--X:F••OJl9X • S•a x un punto de X que pertenece SuppF' 

en~nce. ex::l.•t• una vecindad abierta U de tal QU• F/U=O •ntonces 

F =(F/U) =o para cada y •n u. A•I u •st& cont•nido en el co~plemento de . .. 
•uppl" ~ .. to i•Plica qu• SuppF es c•rrado. 

X .. un eapacio topológico na•th•riano de dimensión uno • Por tanto 

la d::l. .. "9ión O. Suppl" •• c•ro y esto i~plica qu• SuppF es 

'f'i.ni.to. 

conjunto 



•> •upa,.......aa que T tiene soport.• f'init.Q entonce• suppr .. X • sea 

un punt.-o qu. no s-rtenec9 al suppF •nt.onc:•• exiate una vecindad abierta 

U cl9 • no cont.•nida CG91Pl•t ... n~ en SuPPI" 
ComD ' 

punto 

gen6rico entone- ' -ta. •n u y aaJ. T,=o y •n ca..-.cuencia F -
longitud f'inita (Y•r teor .. • d9 S.rr•). 

a 
~-•-~ O.f'lnlcl6n: fl'Qul X denota o bien a c(p.~) o a Pft(p). 

S.a F un. gavilla libr• d9 t.orei6n 
W9C't.oria1. 

No •• di~Lcil probar qu. ••i•t• un n en• t.•1 que pera cada 
••i•t• una vecindad de M tal que: 

F /u :11 COX/u>"' 

A ••t• nUIMlro l• 11 ... ar..as •l rango de r y - cMnot.• por rankF. 

-
X 

Obs•r-v• qu. ••t• nO..ro •• un invari.ant• ~ F ya que X •• ••pacio 
topal6gico cone11Co. 

Prc191D9ici6n: Cada gavilla F en X tiene una deecOMposici6n F=tFeT. 
donde tF es una gavilla de torei6n de F y ':=F/t.F •• un haz v•ctor~al. 

En particular cada subgavilla de un haz v11et.orial .. un ha& v•ctorial. 

O..O.t.raci6n: Ant•s probaremo• el sigui•nt.• leMa: 

L ... : tF:ll(T")- y .trail(M/TM)- dond9 TM .. un •ubnódulo de torsi6n de "· 

tal Que l'°a'l-

0..0.t.ración: Como FecohX exiate un M en Mods tal que F°al"I- .Tam­

bi•n aqui eex d•nota •l punto gen6rico de x. 
( (T")-){=T-·(TM)=O donde T •• el conj~~to de na divisores d9 c•ro d9 s. 

En •~ecto saa m/t un •lemanto de T (TM) c0tno -.rTM •ntonces existe 

X an S tal que Am=O • P9ro O=A~=AC•-1-t.O) ••to i•plica qum m/t=0/1=0 

lo cual nos die• que ((T")-),~tF. 

Por otro lado co~o tF •• una gavilla coh•rente •ntonces ••ist• 

•Ubftlódul.o N de M tal que tF'af- . Ad9"'6.s (tF)e =o lo c:tue impli.c.a T-ªN=O 



de 1o cu61 .. benlc:Js qu. ••i•t• ~ •n S tal Que ~(m/1)=~m=O y asi N tiene 

tor•~6n por tanto N5T" y (N-)S(ttt-). La conclusión ~inal Que 

..,_(Tflll)- de 1o cual es cl•ro Qu• .Jl'i1ri(M/TM)--

Dmmoatract6n dm la proposición: 

De 1a •uc .. tón exacta corta ~tF---r___..,,. ___ o t•,...•o• qu• la suce-

•l6n 0--.(tF,>~,~,--.o •s ºx.t-exacta para t un punto arbitrariE -·-.-Or el i ... anterior •• t•cil ver Que dicha suc•si6n s• escinde p.m.ra 

~ ' en X. Por lo que •• •igu• Fes suma directa de 1a gavilla de tor­

•i6n tF y de la gavilla libre de torsión ,-_ 

a ••• z : 
•......-ScS6n: Cada F •n V•ctX tal Que rCX.F)•o ti•ne ~iltraci6n 

O=T•sFas ••• 51"ft=F cuyos ~actores son haces lineal•• de la 'forma OXCti) 
.. ra una elección apropiada de Yi en L(p) • 

...... &recS6n: D••de lu•go •xiste ?cL(p) tal que F(!) es generado 

par aec:ci.onea gl.obales. 

Dacm q~ cada 'filtración de FC?L) induce 'filtración de F". 

PDd9MO• suponer sin r;:i6rdida de generalidad que F es generado por seccio-

considere un homomor'fismo •=Ox--.F no cero • Dado que su imagen 

una gavilla libre d• torsión en X tenemos Que F contiene subhaz 

vectorial. y asi ten•mos un subhaz de rango uno : denotemos este subhaz 

par Fa e dado que el cociente de una gavilla generada por secciones 

global•• •s •lla misMa generada por secciones globales podemos elegir 

un aubha& La de r&ngo uno en F/F •• Ahora definimos un subhaz F2 de 

como aau•1la subgavill.a de F tal que F
2

/F• es isomor~o a L2 • 
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continuando por inducción obt•nema• •• - ••t.• 

propoaición.
0 

COro1ario; -• x un punt.o de JC : Si F •• haz V9Ct.orial O. X de 

o_,.__,. et.i.-.... H - O con 1:1 ••••• n. 
en cohX. dondm cada Li. .•• un h9z lineal y H -t.& concentrado •n JC. 

~traci.6": proc_.....,• por indwcci6n en n • EJ.•J•- •uc-i6n 

a. h•c- v9Ct.orial- de la 'far- O-. ,. - ,._ L - O. 00""9 L -· . . es un haz li09Al. Por hi116t.-i• a. inducción F._. -&a anc:ajado en una 

su.a directa el.i. .con i:1 ••.•• n-1. con cokernel cofte9nt.rado en 

Re•tnp1azando (ai •• neceaario) cada Li. smr algOn L(l~). POr el de 

l• dualidad de 

1-1 r 
<>-~~ ..... ..._ ~G ~ Lft~O 

dond9 ~=i •••• n-i. 

•• prueba que F -t.6 encajada en __,..i. .con i=l ••••• n .t.a•bi•n 

conucleo concent.radlo 

" 

t.ado 

Dado que Ext• se anula en coh.X la c.ract•r~at.ica ,.. Eu1•r -t.6 dada 
por 

'forM• lineal •n K
0

(x). 

De'finición: Al ..ar1"iaMO de grupos 6:L(p)- Z de'finido en V-,...!;•doras 
por ac= .. )=P/~ donde p:=m.c.•.CB •.•.• pft) se le llama el •r-*t de xi.. 



a.a: 
~ro,...:lc:lón: Existen ~armas lineales rango y grado r. d:Ka(X}---Z 

Los cuales ••tAn un1.vocamente determinados par las propiedades; 

e-tr•ci.6n: 
Con•idere 1a resolución exacta 

-R~F-o . 
por 1• aditivida O. las ~unciones li,.,.ai•• tenemos •1 resultado deseado. 

T ....... : (Rietnann-Roch} La caract•r~s~ica de Euler para una gavilla F 
...-re X de~inida POr 

-&.ia~ace 

n 
X CFJ=E XCFC-J;)) 

;.. 

r CFJ=E rCFJxc<'xl+dCFl 
;.. 

En ,_rticular si F •• igual la gavilla o x<~) tenemos que 

1a ••auient• id9ntidad •• cumple; 

r coxc;::¡ J=rcq, J+.sc:i 

.. cYmD1• Dar• cada : •n L(p) .M6s a6n 

Ci/p}XCOx>=-i/26c:>~Cp/2>CEi/p~-Cn-i)) 

.,_.trac:lón: 
Aeat.a .-..Ostrar la sigui•nt• a~irm•ción ---sco.,¡.J:))=dim Homk(OX.OX(j=))-dimkHom(OX(j;:).OX(;)) para cada j. 

~Ona9Cuent ... nt• 



xcox>+rc"x<P:> >=P<~ (jo=> >=o 
a. •Qu.t. 2Xcox>•pS<=>=o 0 

.S-•= 

j:-(p-l.),. ••• ,.p 

oe•SnSci6n: ... gx(•):=l.+J./2&(:) •l cual 11 ... r...oa •l ..,._ro vir&ua1 

-x. 
El genero virtual gJC de JC - •l 

prob1 .. a d9 clasi~icaci6n ~ra cohJC y pera 19GC&A-

.S ... J.0: 

De#&nicl6n: la inc1inec16n .._F. un h•Z vectorial. no trivial ••~ dada 
por •l nOlllero racton.l f6T=davF/rankF. 

3.1.J.: 

O.#lnlc16n: Sea F haz v•ctarial. Dir-..aa qu• F •atable 
(r•spectiva .. nt• ..... i••tabl•) si para cada aubhaz propio • cero. r· se 
tiene µF°•<µF (re•s-ctivam.nt• µF•s JI°). 

Cada F haz vectorial tierw un aubhaz •••ieatabl• maximal 
,.- unlvoca.,.nt• dmt•r•inado por la• propi•daca.a; 
i) Para cada aubhaz no trivial r• de F •• tiene µF•s µ,a 
ii) ,- tiene rango maximal con r••.-ictc a los aubhaces de F que satisfacen 
(i). 

)( 

0..0..tración: Con•iO.re111oa la gaVilla •:=.._,x CF.G)=F-eG tiene 

inclinación ,,.=µG-f.'F •• su'fici•nt• probar que Ho"k C'if • .r)•O ya que 

14' >a C~+i:). 



-. .,,. e1 sut.h•Z ••Ki••l de Sil • Nc>t• que ~ >6(c;+:) 

caue ttamx<ºx·• •)•O - el.aro que 

Suponga11M:J• 

a-oE><~<ox.W->=Homx<W- ·ºx<~•=> > 

coneecuentemente ~~(Ox<~•=>=&C~+;) lo cual. es un• contradicción. 
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C.-.&.u1o • : 

En [14]. Ringml introduce l• c1a .. da AlgeDr•• can6nicas.l•• cu•l•• 
san Algebra• de tr•yector~a• d91 sigu~•nt• carc•j: 

~· =X:• -11.,X:• 
para i=2 ••••• t • dono.~, son •l• .. nto dif•r•nt•• 2 a 2 et. k-{O) Y 

>-.o=• • "-.=o .. "-.=l. 
Co•o antes denotalltOs por X l• Proy.c:tiva pesada y 

T:=-='xC:) .con ~~ .. a la gavilla tilt••da dada en (2.i2) : 

dif1cil ver usando el le•• (2.2) .. que el carcaj d9 a.briel cMil 

Algebra de endomorfi•.a• A:=End(T) •• un carcaj co•o •l dado en • • 

A l.as categorla• ><
0 

.><. las denotamos por coh.X y coh_X 

res1=M9ctivatlt9nt• y .. tan dadas por las vavill•s FecohX Qu• cumpl•n 

con H&(X',.F'(;:) )=O Y 
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r(X.T(=))=O .can -~s:sa • r•SP9Ctivamente • T•mbi.,, US•MOS las sigui•nt•s 

natacion99 para los •igui•nt•s funtor••: 

r A(X.-) :coh.X ..... Y
0 

• H~ (X.-) :coh_X~Y., 

•l A-módulo dado por la 

r•pr ... ntaci6n : Para cada v•rtic• ;: de (•) el ~untor•rACX.-).le •socia el 

k-•specio vect&rial Holn(OX(~).F) y a cada flecha xk:kx ..... (k+1)x le asocia 

1a i .. a-n bajo la .. dualidad xk . a • 
An61ogaaent• HA(X.-) est:;A dado par Ext (O(x).-). 

···= sea " la repr•sentaci6n dado por (M~ • 

r•presentación 
><l.:Mk;:i.- Mcck+ali:i.) enton­
mono..arfa (respectivamente 

si todOs los mapeos lineales X 

' 
monomorfismos 

(r .. pec:tiva,..ntn epimorfismos) pero no todos ~on isomorfismos. 

El rango de M ••~ definido por r("):=dimkMÓ - ~imkM~ . 

L.8me: rCrCX.F))=r(F) para cada F en coh+X y r(HACX.F))=-r(F) para cada 

F•coh_X.En particular si Fccoh+X es local~ente libre entonces 

monc.-or~o y si F ••t& •n coh_X antonces HA(X.F) es epimorfo. 

Dllmoatrac:ión: La prueba para Fccoh_X análoga 

continuación damos para Fccoh+X. 

rcx.n 

la QUB 

·N~•tra primera afirmación es por inducción en el rango de F: 

r(~)=O; Entonces demostraremos que r(IA(X.F))=O. para esto 

cci6n •n l• longitud l(F) de F. 

indu-

Si l(F)=1 •ntonces F es isomorfo a alguna de las gavillas simples S o 

9
L.lt 

suponga.aos qu• r.116. CFasi..k )entonces Hom(O(é).S);aitlomCO.s(-é))~ 

a.tom(OX.s) (an6.logamente Hom(O(~).s~.k)~Hom(OX.si..k)) y en ambos casos 

t•n.-crs_ r(rACX.F))~o. 
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s.a F en cah•X ~1 que 1cr>=n entonces ••i•&e r•en coh•X t.a.1 qum la 

•uc••i6n •xac~a c:ort• 
o----.T• _____,.._...s.--.o 

ti•ne conOcleo S o•vi11a •i•Pl• • 

Entone•• r(rA(X.F))=rCrACX.F.))+rCrACX.S)) por la •ditividad del rango_V 

••~ por hipót••i• de inducción r(rAcx.r>>=O. 

S•• F •n coh+X et. ran90 1. y consider.-aa 1a •igui•nt• auc .. i6n ••acta 

corta 

o.-..ox----oc~>..-.s~ 
aplicando •l ~untar ~c-.r> a ••ta •uc•sión t•,..o• 

dimkHom(OX.r)-di1nkHCH11(0(~).F)=di•kExtª(s.F) pero T •• isot11or'fo a 0(:) para 

aloQn:: en L.Cp). entonc•s dimkExtªCs.r)=1 y a.J. rCrAcX.F))=1 si rCr>=1. 

Sea F •n coh+X tal que r(F)>1: En ••ta •ituaci6n exi•t• una suc•c6n 

donde L es~ •n coh0 X (v•r •1 corolario 3.6.2) •• ~&cil ver por hip6te­

aia de inducción y 1• aditividad del rango que rCrACX.F))=n si Fes ga­

villa en coh+X de rango n. 

Para la segunda a'firmaci6n consid•relltOs la sucesi6n exacta cort• 

~xck:i.>-..OxCCk+1>:"->~s1 .k ..... o <•> 

la cual no se escinde.Entonces tenemos qu•: 

OlllExtª (Si.,.lr."O(k~i.) ):K>Ho1n(O(k:;\..) .si..k(;,) ):a>Ho111COX.si..1t c=-kxi.) ):1 

:ll:>Ho1n(OX.sL,k--k)aDHotn(Ox.s ... _. > -
Esto iMPlica que para cada i •xist• un kc(o.1 ••• -.pi.-1) tal que 

ExtªCsi..k"o(::)) as di'f•rente de c•ro. para cada ;.=p._i:;i.+lc; (con i=O ••.• n). 

En e~ecto; 

EKtª<s._.1r•O(;:))~HotR(OX.si..lr(i°:-:)):ll>Hom(OX.si..1t.u> y •st• óltimo espacio 

•• di'f•rent• de c•ro para algQn k (por •jemplo k=l~) y esto prueba 1o 
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ant•riar .. nt• dicho. 

•1 aplicar •l funtor covariant• Hotn(- .. F) a la auc•si6n (•) t•nemos la su­

ceai6n •xacta lar-ga 

~(Si. .. k .F)~Hol9(0x< ~k+l. ): .. ) .F)-e.Hom(O(k:i.) .F)-.EJ<t•csi. k .F)­

-.E:xt (O((k+l.)M._.,F)-tiExt (O(k><._).F) ..... o (•) 

oera cada F" en coh.JC. 

D...ao qt.19 F'•coh+JC .. E>et•(O((k+l.);:".,F')illE><tªCk::L.F)=o.De esta situación -

Y d91 h9c:ha de que E>etªCsL.k'"F') •s dif•rente de caro para algtln k enton-

09a F.., una repre••ntaci6n .ane>n1orfa si r(F')>O • 

... .oa.A y tMXt_A l.aa subcategorias pl.anas de .. odA 

eon.iatent .. dr9 todo• loa " t•l. QU. cada submódulo (resp. cociente) 

~rf'o (r_p_ •Pi-arf'o). 

Sea .ad•A la categoria de todos los .. 6dulos. cuyos su•andos 

~irect~ na pertenecen ni a •oct.A ni a mod_A • mod~A denota la cerra­

dura aditiva de •od+A y MC>d
0

A. 

Denotamos por coh~X la subcatagoria plena da gavill.as coherentes que 

-ti•f'•C9n qu. E>et•coXC~) .. F')=O • co,.o antas coh
0

(X) as la categor1a de 

.. villa• de longitud finita .. la cual estA contenida an coh+X. Denotamos 

DD~ coh:X:=vectJC n coh+X. Entonces coh_X:=(F6VectX:HomXCOx• F)=O). Es 

claro que cah~X n coh_X =CO) • 

... z: 
De acuer-do a [14] deci .. os que mod

0
A separa a mod+ A 

i .. aigui•nt .. dos condicionas son satifechas: 

de mod_A 

l)HcMIA(Z.X)=HoMA(Y,.Z):HomA(Y.,X):O 

Y•mod_A .. y Z.mod
0

A. 

2) Cada 90rfia..a f':X~Z .. con X 

Yna f'acto,.iz.ación 'f=CX~v-zJ con Y 
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mod+A y Z en mod_A admite 

mod
0

A. l'Us aOn. Y puede 

si 



•legira• •n una ca.ponente Pr--•crita ..ad
0

(A) •• 

Propo•ici6n: Un módulo in9scindibl• " pertenec• 

mod
0

A o a mod_A si y sólo si r(")>O. r(M)=O 

r•spectivamente. "*• aOn. MOd0 A separa .ad.A de •Od_A. 

D9moatraci6n: La primer• a~irmaci6n •• cubi•rta por •l l•m• •.~ 

S•a X en mod• A. Y en MOCl0 A • y Z •n lllOd_ A. 

Entonces ten••o• qua HomA(Y.X)=O dado qu• exist•n ..ar~ismos 

distintos de cero de gavillas d• longitud ~inita a gavillas localmente 

libras • 

Hom(Y.Z)=Hom(X.Z)=o dado que x.Y ambas pert•n•c•n a la subcatagoria Y0 
y Z pertenece a la subcategoria v •• como antes T denota la gavilla de 

til.teo eoc:> con o~sC. 

Sea ~:x--z un mor~iamo • r=xe
6

T y G=Tor:cz.T). Entonces existe 

sucesión exacta d• la ~orma o-4>G--.r•_..L ...... o • doncttt L pertenece 

componente ~ija de coh
0

CX) y tal que Ext•cr.r·)=O. De la exactitud de la 

sucesión o--rcx.F·) ...... r(X.L).....Z_..o concluimos que~ pued• ser identi~icada 

con rcX.L) dado que Ext~(X.rcx.r·))=o. 

De la proposición anterior deducimos el siguiente t•orema. 

Teorema: El ~untor derivado derecho R•Hom(A.-) induce una •quivalencia 

de categorias trianguladas Ob(coh)() ...... Ob(modA). Consecuentemente la 

categoria modA puede ser identi~icada con la subcategoria plena de la 

tegoria derivada o 9 (cohX) la cuai es~ dada como la cerradura aditiva de 

coh~X U coh_X(l] con : 

coh
0

X correspondiente a mod
0

A por medio de F .... rcX.F) 

coh+X correspcndiente a mocl+A por medio de F .... &(X.F) 

coh_X correspondiente a mod_X por medio de FCl.] ,....H•(A .. F) 
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COMO una consecuencia al teorema anterior tenemos que mod
0

A 
subcat•QOria exacta de modA que admite una descomposición 

mod
0

A=ucA con A~X 

•n subcat•gor~as uniseriales CA .con X.&X. Aqui CA&mod~(Ox.x> puede 

visto ca.a una categoria de gavillas coherentes en X con soporte en {).,_): 

AdeMA• los objetos inescindibles de ex. ~orman componente 

Ausl.anct.r-Reiten la cual es un tubo homog•neo de rango uno si X 

punto ordinario y es igual a p'" si X=X.'" -

4 • .3: 

CATEGORXAS PERPENOZCULARES 

de 

subcategoria de A. 

Denotamos por BL a la subcategoria plena generada por todos los X A 
tal. que E)(t"C><,.Y)=O para cada Y B para cada i~O A está 

aubcat•goria le llamamos •ubcategoria .,_rpendicu1ar d•recha de B. 

Para el caso de A=cohlO;Ob(cohX) • OX(~)~ es la subcategor~a perpen­

dicul.ar derecha del haz lineal OX(C). Esta categoria estA d~da 

todas las gavillas coherentes en X que cumplen con 

Homx'ºx<é>.F)=O=E~t~(Ox(é).FJ 
(r•cordemos que la dimensión proyectiva de X es Z). 

OX(~)i as una categoria abeliana • la cual además cerrad3 bajo 

•xt•nsion•s-. De hecho. OX(C)i es la categoría de todas las gavillas de la 

~arMa F:»I- (con M un a-módulo) tal Que MC;o ; esto prueba la siguiente 

proposición: 

Prapoaición: OX(Ó)i puede ser identificada con la categoria de todos 

los -6dulos derechos sobre el &lgebra 

A0=<0xC~>:Os;sCJ 
1a cu.al puede ser visto como el algebra de trayectorias del carcaj 
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Si 

Si 

Si 

..... 

~------.z=.------ ---~ (p.-.1.>:. 

·~:,-----zx . ..,__,_. ___ ...,_. (p.-.1)=• 

gx<i 

gx=i 

" >L 

-.-----z.=t------ •••...,__ (pt-J.)~L 
entonces A o 
•ntonces A o 
•ntonces A o 

... 
h•r9Clitari• cW tipo de repr•••nt•ción 'finito. 

,_r•dit•ria de tipa de repr•••ntacidn 

h•r•dit•ri• d9 tipo de representación salvaje. 

~NTIE• IEN Db(COhX) 

Proposición: a) Si • con l:S'i:Sq • 

Jr. donde Gi. 

inescindibl• y acWlllAs rk~L:S'rkF para c•d• i=l ••••• q. Entonc•s gX~.1. 

b) Si_ gx>J. entonces cad• componente C de Auslander-Rei ten 'formada pc>r 

haces vectoriales ti•ne 1• 'forma ZA• 
0..0..tración: a) Como conocemos la ••tructura de l•s sucesiones de 

Auslander-Reiten para gx=l es suficiente probar que 6CW)~o. 

sea p:=(pi..). •==CpL) Primero notamos que cada • .. =Gt.-F(-;:) 

irreducible.Debe ser un monomor~ismo par nuestra suposición los 

rangos. 

,...s aan. si F• denota el subhaz maximal de F. Pdra al 

i=.l ...... q l.a i••g•n de pi. •n F• •S cero. a. aqu1 que tvi.(p"(F.))=o. 

As1: 
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Es c1aro de 1a desigua1dad anterior tenemos que 6(=)SO. 

b) La ~unción rank:C__...,. es función T"-invariante la cual 

aditiva en c. el 

conjunto de t41rminos de medio de la malla de Auslander-R~ite~ 

detewminada por F y -r¿ . De la proposición previa se sigue que rk:C---.lN 

es no acotada y TX-invariante En vista de que µF(:):µF+6(X). 

inspección en 1as inc1inaciones demuestra que los transladados• Ge 

Aus1andelr-Reiten X(n:) (con n un número entero) son distintos dos a dos. 

Corolario: Si gX>l entonces cada componente de Auslander-Reiten en las 

cat•oorias ct.rivadas Db(coh.X);&>b(modA) es o bien del tipo Z&m o del tipa 

ZAe/ZQ Con Qjf:(l.Pt.•••·•Ph.) 

Aqui. ca.p.arar•mos las translaciones de Auslander-Reiten: T'x T'A 

De acu.rdo a las identificaciones; 

mod~A=(FccohX:Ext~<Ox(~).F)=oJ 

da,...,_ .odA•59mo~A!iRcohX. 
Ca.o •xiste ~lo una cantidad finita de A

0
-m6dulos de rango cero 

(nmc•saria .. nte preinyectivos sobre A0 ) tenemos que reg(A0 )Smod.A. 

Ca.o •od~A •s c•rrado bajo translaciones de Auslander-Reiten T'A y TA 

ti•n• s•ntido comparar TX.TA. y T'A y inversos aquellas 

•Ubcat•gorias de CohX donde la translación esté conjuntamente definida. 
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O• la propasici6n 3.S dm [4] sabel9as que par• cada M •n cohX ••i•t• una 

suc•si6n exacta de la ~ar•• a-..".__,.__." _ __.o con ".•~A. "-•coh_(A). La 

cu•l ac:a..6.s •• •untorial •n "- De hecho "• 1a subgavi11• 1116• grand9 

d9 " QU9 pert•nec• a coh~X=ma~A • 

•-5: 

Pra..,_~gl6n: P•r• cada i"9scindible M en ~A t•nemo• q\19 TA"=M(~) •• 

En particular MC:>. e• inescindibl• o cero ...... aon.TA:mo~~A donde 

"~(:) •• un ~untar qu. induce •pi..ar~i•mo No9(X.Y)__.Ho91(TAX.TAY) 

Poara.cada x. Y •n ~A-
Demoetrac:i6n: 

Obs•rve pri .... ro qu• para "·Nen •od~A tene•os qum Hom(~.N)=H0rñ(M.N) 

dado que no existen -.orfisRK>• distintos de cero de ..ad_A a •od~A. y todos 

los A--.!ldulos inv•ctivo• ••t6n en •od_A. 

La ~6r•ula d9 Au•lander-Aeiit•n conduce 

Observe qu. E•t:(M.N)=Ext~(M.N) involucrando 

t•neaos 1a• •igui•nt•• id9ntidade•: 

DExt~(M.N):Ho9A(N.TAM). 
la dualidad de S•rr• 

OExt~(M.N)~HomX(N."(:)):Ho•A(N."(:)•) 
Lo cual justi~ica el •igui•nte i•o•orfi••o ~A(N.TA")=HcMltA(N.:(=)+> 

la cual •• funtorial para cada N •n .-od~A y consecuente .. nt• TA"=MC•>+ 

o:do que E:t~Cx<=>.vc:>>=DHoml(Y.xC=>>=o._ ca~a attar~i:mo 
u:XC•>+~ Y(•)+ •• extiende a un •or~i•mo u:X(•)____. YC•>+· De aqu1 que 

a)Corolario: Para cada in•scindible Ksmod. t•nemos que rkTAl'"tSrk~ la 

igualdad ocurre si y s6lo si TAM=T.,r. 

O..O.traci6n: 

D•do que TA"="<=>. exi•t• d• gavillds 



La igu•ld•d rkTAM=rk1'1 si y sólo si •l cok•rnel (1'1(=)/TA")=1'1(:)_ 

haz de r•nga c•ro. ••1. es el h•Z c•ro. 

~) Corolerio: P•r• c•d• M •n Mod.A •xiste 

i) TX y TA co!ncict.n •n {T¡l'1 : ~n0 ) 

n en 11 tal Que: 
o 

i~) inj.di•ATAM!Íl pmra c•da n?!n0 . 

~&r.c:;i6n: 

E1.S.jase n
0 

coneecuencia d9l. 

-.ar_. •-1 Civ) 

tal tiene 

corol•rio ant•rior. 

r•ngo mi. nimo. 

mientr-as Que 

La 

(ii) 

•fir-maci6n 

sigu• 

corolario: SupongaMOs qu• l'1 y N ••t•nn•n mod.A. H no es Pr-epr-oyectivo. 

En&onc .. eKi•t• "• •n Z tal qu• Ho~A(M.TAN)•o para cada ~n0 . 

~&r.c:;i6n: 

Por •l corolario (4.S)(b)(i) y por •l teorema 3.12 

~traci6n. 

" 
•-•= 

~r .... ición: P•r• cada M •n modA la extensión univ•rsal 

~Hc-r!>>~K--.ox<~>"~o 
&i•ne ~r•ino M:TA1'1-

concluy• la 

....._traci6n: S•a q=dimkExt~(OX(~).M(-~)) y consideremos la extensión 

universal ~1'1(-:;) ...... M.--.ox<~>q ...... o.determinada por la Ext•coc~>.M>=o. Esto 
.. paaible gracias a QU9 Ext•c-.-)=O • Ex~(O(~).O(~))=o y End(O(~):&k. 

Un corri•i•nto apropiado d• la •xtenci6n univ•rsal conduce a la suc•­

ci6n •••eta corta 

o~___.Mc:>___..oc~+:>q ___.º 
dado que O(~+:) ••ta en coh_X •sto demu•stra que M=Mc:>.=TAM. lo cual 

i•Plica M':T_¡•,.p donde P módulo Pr-oyectivo. 
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C090 Hamlx<M<-:i>. Ox<=>>=o (para 3<=<~ >v• que M .. t6 en coh•X y OC~•=> 
••t.6 •n coh_X •• t .. bi•n No91("(-:).P)~Ext•(P.M)=O par .. r P un A-Ml6dulo 

proyectivo. 

Por tanto •xi•t• una •uc•ai6n •••et• de l• ~ar .. : 

o-.MC-C:>-.-rA•~c~J·-.o 

con • -nor o igual • q • 

Supongamos que P .. di~•rent• a. c•ro •ntonc•• •<q. •Plicando •l ~un­

tar cov•riante Hom(O(~).-) • l• auce•i6n ant•rior t•ne.D• l• •UC••i6n 

...,..x<ºx<~> ·ºx<~> >·~Ext;coxc~> .Me-e:;,, )-.E-c~coc~> .T;•11>=0 
P•ro di•kExt~(O(~).M(-:))=q >••di•kHom(OXC~>.Ox(~))• • Lo cual 

contradicci6n _ 

a 

Coroiar~o: •••"en lltOd.A ine•cindibl•. Entonces inj.di•AM•l •i y sólo 

si. rkTAM=rkM. 
0....-trac:ión:En vista del teore-. (•.1) (ii) Que •ide l• desviación de 

1a di ... nsión inyectiva uno y q•O •i y •6lo si rkTA M•rkM. 

•.7: 

Propoeición: Si· M est.A 

i) -r;"" en ox<~>~ 
ii) inj.dimAT~nM•2. 

~tración: 

Para c•d• entero n t•.,.mos una sucesión •><acta 

n: o---11c-n:i)~TA",.._____.c____.o 

donde e •dl!Wit• ~iltración ~actores de 

OXC~-(n-1)=) •..•• 0X(~-~>.Ox<~>- Por medio de un• ~iltración de haces Pdra 

" se de•u•stra l• exactitud de la suce5ión; 

o•Homx'ºx<~>.cc-:J)---..Ext~<Ox<~>.11C-Cn+1>:>>-----EMt~COx<~>.T¡"11<-=>>-
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En vista d9 qu. Ext~(OX(~).M(-n:)) es di~erent• de cero para n grande 

y -~ (ii) se ha deMostrado. 

•-•= 
ProS1D9ici6n: s.a C una co~ponente de Aus1ander-Aeiten mod.A. 

di••r•nt• d9 la come>on•nt• preproyectiva P . Entonces 1o siguimnte 
º• 

cumple: 

~) Existe una Onica co•ponente CX de Auslander-Reit•n en Vect(X) tal 

que C y CX coinciden •n un T-cono. 

~~) Existe una Onica compon•nte C
0 

de Auslander-Reiten en Vect(X) tal 

qU9 C V C• coinciden •n un T--cono. 

NA• aOn. •n •1 caao (i) cada component• de vect(X) tiene 1a ~orma CX 
para una Gnica cotnpan•nt• C-P

0 
de mod.A • An6logamente •n e1 caso de (ii) 

cada compon9nte regular de regA.
0 

tiene la ~orma C
0 

para 

ca.ponent• C•p
0 

de mod.A-

U-.t.r~ión: 

única 

La a•irmaci6n (i) s• sigue del corolario 4.5 (b). Para la a~irmaci6n 

(ii) nota~~- que cada inescindible X en mod+A existe un natural n0 ~. 

tal qu• : AX ~rten•c• a modA0 p.a:: cada ni!:n0 (Por la proposición 4.7 y 

ad9m6• TA y TAo coinciden •n M={TA X :~n0 ). 

(La propaaición 4.B imp1ica que ningún miembro X de H preinyectivo 

sobre A
0

• AdemAs hemos excluido las componentes preproyectivas. donde ~~ 

y TA.coinciden. H consecuentemente consiste 

Pa .. ndo a ext•nsiones sea probado e1 teorema. 

de módulos regulares. 

a) COro18rio: con 1a excepción de la companente preproyectiva P
0 

y de la 

c09pon•nte que contiene OX(~) • cada componente C de mod.A tiene lA ~orma 

Z&• • "6.a aón un objeto X en ta1 componente de tipo ZA\CI> estA. determinado 

dentro d• su órbita de Auslander-Reiten por el par (rkX.degX). 

~tración: ... 



L• pri.-ra •'fir .. ci6n .. •:i11ue a. J.a cDmPOA9n&e Cx en vect.X ti•,,. 1• 

'for .. za.. 
P•r• 1a 01ti.. a~i.r-.ci6n ... X=T;v con r~ ConDC.-o9 que 

rkX=~kTÁ,Y'Srk-r¡~v:s • .;-!SrkY:rkX .. Ala1. te.--os 1• igu.1dad pera 10-. ranao• y 

coneecuentem8nta rAY:Y(r•) .. Pa .. ndD a gracfDe ahOra ..oetr..,. que r=o. 

a 
•> C:.ro1arl.o: Exi•t.•n bitfecciones ent.r• 1os t.r- .. pecios: 

- o<•.> ca. CD9PQ,.,.ntea regular .. .obre A ... 

-OCA) d9 ca.po...,nt.•• d9 91C>d•A dif'er•nt•• d9 la c09pon•nt• 

preproyiec::t.iva .. · 

- D(X) de co.po,.,.nt•• de vect(X) .. 

En particular 1as_ -pacioa OCA•). O(A.) y C')(X) 9610 d9pend9 de P y 

de a..ª 



·-·· HllllllCIE9 Y NJIM.JLOS IEXCEPC10NALES 

O.f':ln:lci6n: S•• H objeto ineacindible Db(coh)();K>b(modA) • 

" .. 11.,..do .. c:epc:íona1 •i •• cump1• que End(H):&k y Ext•(H.f"t):O. 

Supon~ que W •• una co1npon•nt• d9 V•ctX. de •od.A o de r•Q(A0 ) del 

t:.:lpD a.. y" la ca-pon•nte s. La situación puede visualizar•• 

parci.al .. nte •n la aiguient• ~igura; 

~ ... : ~- 8 una compon•net~ d• Ausl•nd•r-R•it•n del tipo ZAm ya se• 

YectJC. .ad A r•g.A
0

• Entone•• 

t/'3----.tfl~ • (resp. THtl-V__.Ncu) 

todos 1os mapeos irreducibles 

•Pimor"fismos e respectiv•m•nte 

90nolK)rf'i-.oa). 

0-.t:.r.a:lón: Que 

{ 

rankf1 si f"t •sta •n V•ctX 

".,___..... di1nkH ai M esta en 1nod A 

dimkM si H ••ta •n reg(A) 



epimar•i.-a) •i y 9610 •i ~(M) .... yor qU9 ~(M•) (r••P· ~(M) •• .. nor 

igual •~e"•)). L• ••ir .. ci6n •• concluy• par inducción. 

a 
4.• .. & a.•lnicA6n: sea " un A-m6dulo. l• •iltr•ci6n ca. AUela,...r-Rm•Mln 

-t• dade. por 

<>19Tl~.,..Tl-a"cmSi ••••• sN'u=,. 

can •actor•• N. TN ••••• Tl~N. ~- L •• 11__.da la ca•i-longitud .. "-

...... z .. 
Par• c09P1•tar la in•ar .. ci6n •nuncia.a• el sigui•nt• l•M• sin de•as­

traci6n. Para una de9o•traci6n O. ••t• prapaaici6n reMitint0• al lector 

• la •uente original [13]: 

._...:(Str•'4'> S.a ~TF~E~F___.o una suc•ai6n casi e•cindibl• 

cahJC a •n lltOdA0 donde F •• ••cepcional. entonces E pertenece a F.L. 

Prol)09ici6n: Para cada objeto M inascindibl• " •n vactX 

Son equivalentes; 

i) M •• e~e•pcional d• c•si-longitud L 

ii) Los cocient•• N.TN ••••• TL~N de una filtraci6n de AuslanO.r-Raitan 

p.ara M san e•c•pcional•• y sati••acen HomA(N.ThN)=O para todo 1~hSL. 
iii) Cada el .... nto "• en la ca~ponente de Auslander-Reiten de "• 

casi-longitud manar o igual qua ~· es excepcional • 

.. 



4 ... &e ~MT~ DZ•TZ-.JZDA 

.. ...... w ,_.t• nueva ~nd~caci6n gx>i 

_.,&ni.et.en: La companente .1) qu. conti•ne al m!ltdulo proyectivo OX((;) se 

........ 
•u •c&6n: '-8 cC11aDDnent• distinguida en 9C>Cl+A canti•ne los 111116dulos 

.~ r-:- wno 0(~). 0(~+.i:) par• cada ,:jt!2. Con99Cue:t-:-nt• •l. TA-cono de 

~3 ... > flo.-....0 en O cainc:id9 con •l TX-cono de O(c+2•) t'or-do •n ºx· 
a..-~~~ Hj:=TA_'o.ce!> .. jii!':1 son A0 -.6dulos regular~•- Consecu•nt•-' 

....... •1 TA-cono de "• t'or .... dc •n O coincic:M con •l. T .. -conc cM H6 ~or­

·.-:.....-. en 1a ~..n.te regul.ar D. 

~Ji:'~ 

componente distinguida 
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Note que •l ?';.-cono d9 H• •• cl.ar•-nte_ ••PA:•do del re•to d9 la. 

co~ponent• D d•do Que ningOn lllÓdulo d91 rayo O(c). • •• •.····• JJ9rtenece 

a 111odA
0

• 

~tración: 

Par• ~~2 terte1aes Ql.19 ~+j~O dadao que •i no ~+j=~•= lo cual no es p0-

si ble • Sea Gft:=OC~+(n+1):) y•~ TAGn=G_.. ••cu.ple S*r• ~l. 
Por el lema de Straup (4.9.2) •l t•r•ino "'9dio a. la sucesión casi-•s­

cindible (en cohX) 

pertenece a modA
0

• (~n ~rMinos ~ ~dulos O(~)rm •• 

m6dulo proyectivo O(c) con inclu•~ón ~). 

•1 radical del 

Para cada ~l peg.mos l•• dos sucesion•• de Au•land•r-R•iten de cohX en 

conduce • la sucesión exacta corta 
0-----.0(~+2=)tnJ -----0(~+2:)1n-•Jeo(C)'n••J -----.O(~)rn••J ----....o ... (•) 

en coh.X. Obviamente las gavillas 0(~+2:)1~ pertenecen a mod+A • as1 

que por inducció~ en n tambi•n las gavillas O(C)1~ pertenecen a mod+A 

Trivialntente cada no isomorfismo X-.--.O(C) 1~1 con X inescindible 

mod+A se t'actoriza a tra...,.s cita un mort'is1110 X----.0(~+2:)rn-~.O(~)rn.a:J 

d• aqu1 que (•) es casi-escindibl• en modA. 



Nosotros pone.o• H"=TA"Ox(~) •s d•cir H0=0(~) y para cada ni!l Hn 

.. t4. dado Cotao el t6rmino ~•dio d• la extensión univ•r•al 

0----..H (-=)---.H -O(~)qn ------+0 
n-a n 

Conaecuente••nte H (-=) tien• una filtración de haces lin•ales 

~•ctor•• 0(~-n:). OC~~~n-1):) ••.•• 0(~-=>. asi que Hn Cn?!:l) pertenece a 

oc2>L =8K>dA
0

• 

4 .. J.0.2 

L ... : a) La casi-longitud de un haz semieStable (ver •.9.1) en su compo­

nent• d9 AUsland•r-R•iten VectX es uno. 

~) OX(~) con: mayor
4

o igual a~ es un A-módulo inescindible de 

~no. Entone•• TA(OX(c)~ •s igual si ~ es menor o igual a 

:ac - ... yor. o igual a c. igual a. OX(:+l:;) en otro caso. 

~t:.r.cie>n: 

a) SupongallKJa qu• •xist• sucesión •xacta corta 

r-ango 

: si 

de Aualander-Raiten .Con T,?"~G epimorfismo y G-----r monomorfismo. 

Entone•• ,.,F+a(~)=µCTxF")~ µG ~µF. Esto contradice 6(~)>0. 

b) Sabe•os que TA(OX(:)) tiene rango cero o uno dependiendo de si O(~) 

•• pro)l'•ctivo o no. MAs aún. en el último caso TA y TX coinciden en OX{~)) 

Propo•ición: Existen jL(p)/Z~I componentes de vect(X) que contienen un 

haz lineal. Consecuentemente existen jL(p)/Z~j componentes distintas de P 0 
(la co•pon•nte pr-eproyectiva de modA) de mod+A que contienen un módulo de 

rango uno. "•s aOn . 
( L(p)/ZI =P. •p

2 
* ... *Pt. [ ( t-2)~-~ ( l /pi.) l=P._ •p2 •. - - •p1 Có(i:)/p) 
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donde p •• el. .S. ni.a cQ91Cn •Ul tiplo de (p• •.•••• pt.) 

.,..._&rec•6n= Del lema pr•c•dent• todos los hac•s lineal•• de 

CotnPC>n•nt• d• Aus.l.ander-Rei t•n ••t•n •n •lguna 6rbi ta de Auslander-Rei ten 

y a•L con•i•ten d9 hace• oc:> con = en alguna el••• d• L(p) con respecto a 

exacta .. nt• ILCp)/Z~( compon•ntes de 

Ausland9r-Reit•n que contien•n un ha& lineal. En vista del 1etna ant•rior 

1a ••gunda a~irmaci6n •• sigue directalft8nte de la primera por medio de 1a 

biy•cci6n e ----..ex del t•or•"1a .. 

Nosotros pode•os expresar L(p)/Zw conta un grupo ab9liano con generado-­

res x
0 

••••• xt. sujeto a (t+~)-relaciones 

)(º =p·)(· = ••••• :pt.)(t. 

Ct-2)X
0

=x.+ ••• +xt. 

Esto expresa a L(p)/Z: como el conUcleo d•l •or~ismo 

cuyo~determinante es igual al orden d• L(p)/Z:. 
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ESTA 
'\AUI 

TESIS 
K LA 

.... ---
EJE"P~OS DE CO"PONENTES DISTINGUIDAS 

Como se de~inió anteriormente la compon•nte di•tinguida D en Db(cohJC) es 

aquella QU• contiene al módulo proyectivo OX(~)- Bajo algunas condiciones 

•• ~Ac!l ~alcularlas ya que.como quedó •xpresado anteri~rm:nte ~l TA-cono 

de 0X(c+2N) ~armado en ~. co1~cide con el Tx-~º"º da OX(c+2w) ~armado en Dx 
Tambi•n los "'6dulos TAOX(c) con el ~ndice j~1 son A0 -m6dulos regulares. 

Cons•cuent•Mente el TAªOx(~) formada en D coincide con el TA:,-cono de ·H. 

~orm•do •n la componente regular D
0

• 

A continuación proporcionaremos un par de ejemplos calculados por Jos6 

Antonio d• la Pefta. La idea principal para el c&lculo de estos ejemplos 

consiste en obtener la dimensión como k-espacio vectorial de la extensión 

universal da.OX(~-=) • o la de OX(~-2=) para a continuación calcular 

la diMensión de los módulos anteriores. 

A) Sean n y t nómeros n~turales que cumplen la ecuación 

t=(l+2n)/(n-l) 

· Y p= (pa. p• •...• pt.) la sucesión de pesos para el .A.lgebra canónica 
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sujeto a la~ relaciones 

,.P, =~o ->..~a .. o ~ .. 
para i=2·---·t y donde xi son •l•mentos di~•r•nt•a 2 a 2 de k-{o}_ 

Supengamos qu• todos d• los s-sos ~ son igual•• a p • Entonces: 

~=p((t-2)~-l)"til=p(t-2)~-z:a:,~i=p(t-2)~-~=p(t-2)~-t~=((p-l)t-2p)~=~ (*) 

Es ~6cil probar el sigui•nte isomor~ismo: 

T-cp-a>oc~'> c-i:>a:Jc<!-cp-1 >i:> 

el cual justi~ica la •xtensión universal.dada en la proPO•ición (4.6). 

del módulo O(~-(n-2):). 

donde q:=dimkExtªCO(~).O(~-(p-1)W)=2 ya que usando (*) de arriba tenemos: 

Extª(O(c).O(c-(p-l)w)aE:>Hom(O.O(r::-)):lie>Hom(O.O(c)). 

Aplicamdo el ~untar HomXCOC:>.~> a la suc•sión anterior ~ 

L(P) tenemos la sucesión: 

O-.Hom(O(;::) .T"A_' p-a >o(Ó) )---...HomCOC;::) .O(~)q)___,.Extª (O(;) .O(Ó-(p-1 >i:> >-o 

observe que Ext•coc:> .""r¡'s-a>ocó>>=o ya que TA_'P-&>o<<!> esta •n mod+A y 

tam~i~n.q~e Hom(O(:).O(~-(p-l)=)atiom(OX.oc:~:)=O.y: que~<~+;:: si Y sólo 

si ~-x<c+w y esta Oltima desigualdad implica que w-x no esta en L+(p). 

Adem•s par la dualidad de serre y la ecuación (*) de arriba tenemos 

ExtªCO(~).O(~-(p-1):):aic>Hom(O(~-(p-1)W.oc:+W))._,Hom(OX.O(;)}. 

De la sucesión exacta corta anterior podemos calcular el vector 

dimensión de· T~Cp-A>O(~); 
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f " 
-

!] [ 
L L ' Jf " .... J. 

·] 2 2.¡ 
~ L L 

2 = 3.¡.¡ 
•• - 1 

gjJrrT A'.-.>º e~' = L 1. J .1 - - .1 
i L L ••• l. 

~ L - .. l 

Entonces A astil dado par el carcaj siguiente 

y ad9tn6s ~=3Ó-C~~i) con i=O.J. •••• 4. 

:z:;; 66-rz~L=6Ó-J:b = 6C-.c ~= 60 -sC=C 
dimkExt~cocCJ.ocC-~>)=dimkDHomxCO(Ó-~).O(C+~))=dimkHomx<Ox·º<2~))= 
=di~kHam(OX 00(Ó))=dim sc=2. 

como antes la sucesión o--.ocC-~ )-.~•oc;>---océ>ª-.o es ewacta y 

~C. Aplic&ndole el funtor Hom(O(;:)._) a la sucesión anterior obtenemos; 

o-Hamx<OCi:) .T-~océ> >--Homx<OC~> .océ> 2 >-Homx<ºx·º'~' >--o 
es exacta. Ya que: 

Ext•cox<~>.ox<C-:>>=->HornC'Ox<C-:>.Ox<~•=>>~Hom<ox·ºx<~+:+:-C>>~ 

DHowa<Ox·ºx<~> >. 
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Dado que conoc ... os que 

•ntonces 

~ti.m T¡ªoc~> = CQll!TAªocCh >•;: 
donde •o es 1a matriz de Coxeter •saciada a A

0
• La cua1· tiene la si~uiente 

form.a 

-.1 o o 
o -1 o 
o o -1 
o o o 
o o 

j ~] 
o o -1 
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' ¡. 

l 

e) Sea A •l Algebra asociada al 

2>: ______.., 3: ~. 
o o ~ 

2it .3i: ~ . ~ 
2 ;:z 3 ;:z 

y ••• p:(4.4.4) y t=.3. 

Da.do que Ó+2l:=2~i. i=1.2.3 .• tenemo·s que 

-· •• [ '·º·º ] qj._tt'IT"J\ O(c+2w)= 1.1.1.0.0 
i.o.o 

dado que ~Ó •ntonces 2:~:+C y 2: no es mayor o igual a Ó . Por lo 

tanto 

como d-t:=~i. t•nemos que Q!_mT-..O(Ó)= 
[ 

i.o.o ] 
i .i.o.o.o 

i.o.o 

la dimkExt1 (0(CJ.OCC-2:))=dimkHomC0.0(.3:))=l. pero .3W=I:):L con i=1.2.3. 

As~ la sucesión exacta universal 

o-ox<é-2W>__...,.-•oxcC>-ox<é>-o 

y la sucesión exacta que se obtiene al aplicar el ~untar Homx<Dx<i:>.~> 

a la suc•sión exacta universal anterior tiene la ~orma; 
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~ra _todo os~. Entone•• !lifi.Jll TA,ªox<i!>= Í2.:::::.1]-fo.:::::.11= Í2.::::~.01 
[ 1..1.1 [ 0.0.1 [ 1..1.0 

De hecho ~ •JCPr•sar TAªºx<~> T;:coJCci!-~)) usando 1a 

t.rans1'or .. ción d9 Co••t.•r •o asociada a A •• De hecha ta,...MC>s 

[

2. 1. º· º· 1. º· o. 1. o. ºl o. º· 1. º· o. º· º· º· º· o 
º· º· º· 1. º· º· o. º· º· o 

-1.-1.-1.-1. º· o. º· º· º· o 
º· º· º· º· º· l.. º· º· º· o º· º· º· º· º· º· .i. º· º· o 

-1. º· º· 0.-1.-1.-1. º· º· o 
o. o. º· º· o. o. º· º· 1. o 
º· o. º· o. º· º· º· º· 0.-1 
l.., º· º· º· º· º· 0.-1.-l. .-.1 

y aplicando la matriz anterior a T~•oxC~) t.•n~• e1 v•ct.or dimtmnsión; 

2. J.. l. 
2. 1. 1. 
2. 1. 1 
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