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Capitulo O

Introduccion

Este trabajo tiene que ver con el estudio de los estados que adopta una barra en forma
de anillo (o toroidal), sujeta a moverse siempre sobre el plano horizontal, cuando sobre
ella actila una fuerza de presién hidrostdtica uniforme, también horizontal. Con esto se
quiere decir, que la fuerza tiene la misma intensidad sobre todos los puntos de la barra,
y que actia siempre perpendicular a una linea que representa la forma que tiene aquella,
y que se denomina eje de la barra.

Los estados en los que estamos interesados, no son cualesquiera, sino aquellos que
tienen ciertas propiedades de simetria; por ejemplo, simétricos respecto de algin eje en el
plano horizontal.

Antes de intentar abordar el problema en si, es importante entender el modelo matemad-
tico del anillo. Esto requiere de entender varios conceptos previamente. Por ejemplo, se
ha dicho que el anillo es una barra, asi que es necesario dar una definicién en términos
matemadéticos de este concepto. Como se veri en el segundo capitulo, en realidad no hay
una definicién generalmente aceptada, mucho menos precisa, de tal término. Nos confor-
maremos con saber que la “barra” a la que nos referimos, es una que recibe el distintivo
de ser eldstica y no lineal, en los siguientes sentidos: 1. es un cuerpo lo suficientemente
delgado como para poder ser descrito en términos de la deformacién del ya mencionado
eje de la barra, y la orientacién de una base de vectores ortonormales, sobre cada punto
del eje, y que se encargan de estimar el cambio en la posicién de los puntos fuera del
mismo (es decir, el cambio en la estructura). 2. es eldstica en tanto que se tenga una
idea de cémo es que esta responde a las fuerzas y torcas que actian sobre ella; con esto
queremos decir, que debemos ser capaces de establecer ecuaciones que describan, no sola-
mente el equilibrio de la barra, sino también su dindmica. Por otro lado, como no estamos
interesados en plantear ecuaciones para cada punto, queremos resurmnir estas mismas en
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ecuaciones que describan la deformacién de secciones completas de la barra. En este punto
entra la hipétesis mads fuerte del modelo: se definirdn las llamadas secciones transversales,
las cuales, junto con el eje, vienen a completar todo lo que se necesita saber sobre la de-
formacién de la barra. Las secciones transversales en el estado base, (libre de fuerzas),
se suponen perpendiculares al eje de la barra. Ma4ds ain, se supondrd que las secciones
transversales son siempre planas, y lo inico que puede cambiar ademais de su tamafho y
forma, una vez que la barra se somete a alguna fuerza, es la orientacidn que estas tienen,
respecto del eje; es decir, después de la deformacion, las secciones transversales no tienen
por qué seguir siendo perpendiculares al eje. Un cuerpo que satisface la propiedades antes
citadas, recibe el nombre de “barra de Cosserat”. Aqurl es en donde entra la base ortonor-
mal de vectores mencionada en el punto anterior, pues con ella se determina la nueva
orientacién de las secciones transversales en cada punto; razdn por la cual se les llama los
vectores directores. Asi pues, el plan es obtener ecuaciones para las fuerzas y torcas sobre
la barra, en términos de la fuerza sobre sus secciones transversales y que se denominan
fuerzas de contacto; de la misma manera se definiran las torcas de contacto. Estas no
son todas las torcas y fuerzas que pueden actuar sobre la barra. Entonces, a lo que nos
referimos con “tener una idea” de la respuesta de la barra a las fuerzas y torcas que sobre
ella actian es, precisamente, a tener una expresién para la fuerza y la torca de contacto,
y que conforman lo que se llamara las ecuaciones constitutivas. Una hipdtesis razonable
sobre las ecuaciones constitutivas, serd la de suponer que dependen de las componentes
del vector tangente 2l eje de la barra (en cada punto) en la base de vectores directores, y
de las componentes (en la base canénica {i,j, %k} de las derivadas de estos mismos, res-

pecto de la longitud de arco en el estado de referencia; a este grupo de seis componentes
se le conoce con el nombre de variables de esfuerzo. El término “no lineal” viene, por
supuesto, de que las ecuaciones constitutivas dependen en forma no lineal de las variables

de esfuerzo.

La parte del modelo (capitulos 2 y 3), no tendria que haber sido tan larga; pero
se le dedicé mucho tiempo para justificarla bien y, creo, constituye una discusién muy
completa de algunos de los conceptos principales para barras, que se encuentran en la
referencia para esta parte: [Ant]. El capitulo 2 se dedica al caso de la deformacién de una
barra en el espacio, mientras que el tercero se dedica al caso plano (el caso del problema
discutido en el capitulo IV). De estos dos capitulos, el lector interesado estd obligado a
leer, por lo menos, la parte de la deduccién de las ecuaciones de equilibrio, la discusién
de las variables de esfuerzo y las hipdStesis sobre las funciones constitutivas (incluyendo la
demostracién de la invertibilidad del mapeo que asocia las variables de esfuerzo con las
funciones constitutivas -muy importante para todo el estudio posterior-). Creemos que
estas partes justifican por si solas el estudio del caso de la deformacién en el espacio.

En el capitulo IV se reescriben las ecuaciones de equilibrio para el caso de un anillo, que
en su estado base (configuracién de referencia) resulta ser un circulo de radio unitario. El
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lector podra encontrar este problema, discutido en el articulo de T. Healey ([Hea]), desde
un punto de vista distinto del que aqui se empleari. En el articulo antes mencionado,
se hace énfasis en las propiedades del conjunto completo de ecuaciones. Entonces, en
la cuarta parte de este trabajo, todavia se tratan, muy al principio, algunas condiciones
sobre las ecuaciones constitutivas. En esta seccidn se introducen las llamadas relaciones
de esfuerzo-desplazamiento y que tocan el aspecto “geométrico” de la deformacidn; estas
no son otra cosa que descomponer el vector de posicién en términos de la base de vectores
directores, derivar respecto de la longitud de arco, e igualar la expresién obtenida con
la que se venia manejando anteriormente, y que involucraba una parte de las variables
de esfuerzo. Estas ecuaciones son muy importantes, pues con ellas se puede demostrar
que el anillo no puede pasar directamente del estado circular, a otro con una simetria
particular; en este sentido el articulo de Healey es muy claro al remarcar la importancia
de dichas relaciones, pues ignorarlas puede hacer un poco mas elaborado el tratamiento
del problema. Es importante que el lector revise la parte en la que se obtiene una solucién
estacionaria para el problema (la llamada solucidn trivial) junto con su interpretacion, ya
que, cuando comencernos a hablar de buscar soluciones con alguna simetria en particular,
rapidamente se visualiza la configuracidén que debe de tener el anillo (el lector también
puede consultar la ldmina final de figuras, al término del capitulo IV.

La necesidad de buscar soluciones con una simetria muy particular, viene de que es
conveniente reducir la dimensién del micleo de la linearizacién del conjunto completo de
(6) ecuaciones del anillo, pues para propésitos del método que se utilizarid, cuanto mas
baja sea la dimensién del micleo, mads tratable se hace el problema. Cabe aqui precisar,
que la simetria de la. que tanto se ha hablado, significa buscar soluciones al conjunto de
ecuaciones, que poseen propiedades de paridad y periodicidad muy especificas. En este
caso, solamente nos dedicaremos a la busqueda de soluciones con periodicidad 2%, n > 1.

FEl estudio de bifurcacidén en si, estd dividido en dos partes:

la parte que concierne a la existencia y comportamiento de soluciones que se desprenden
de la solucién trivial y en una vecindad de la misma, y que se ha llamado “bifurcacién
local”. El estudio se hace, basicamente, partiendo de las ecuaciones diferenciales, y no se
usa nada mas que el teorema de la funcién implicita; una vez que ya se ha justificado la

existencia y la unicidad de una rama que bifurca, via el método de reduccidén de Ljapunov-
Schmidt.

La segunda parte trata sobre el comportamiento de las ramas obtenidas, lejos de la
solucién trivial. El planteamiento es distinto que el dado en la seccién anterior, pues
utiliza la. formulacién integral de las ecuaciones y el tratamiento del problema en términos
de encontrar los puntos fijos de cierto mapeo, que resulta ser de la forma identidad menos
compacto. Para esto fué preciso redefinir el espacio de trabajo, a uno que resultara lineal.



10 CAPITULO 0. INTRODUCCION

Ciertamente esto no es necesario para el caso de soluciones de periodo —2;’3, para n > 1; pero
para el caso 2w —periddico si se requirid, ya que el conjunto de soluciones a la formulacién
integral, con este periodo, se acompana por condiciones que dependen no linealmente de
las variables de esfuerzo, y si lo que se desea es emplear un argumento de contraccidn,
necesitamos que tales condiciones dependan linealmente de sus variables. El método sigue
siendo entonces, linearizar la ecuacidn, justificar una deformacién que permita eliminar la
parte que involucra los términos de orden cuadritico y mayores, proyectar sobre las bases
de Fourier que correspondan, y usar los resultados de bifurcacién conocidos que, en pocas
palabras, dicen que para el tipo de problema que nosotros tenemos, la pregunta sobre la
existencia de las ramas lejos de la solucidn trivial, se reduce a probar que los determi-
nantes de las matrices que se obtendrdn para los distintos modos (cuando menos alguno),
cambie de signo al cruzar un valor critico de la intensidad, A, de la fuerza aplicada.

Esto me lleva, irremediablemente, a hablar sobre el primer capitulo. En él se ha
pretendido dar un resumen muy breve, de las herramientas que se usaridn para el andlisis
del cuarto capitulo. Las partes méis importantes son las que tratan sobre el método de
reduccién de Ljapunov-Schmidt, la definicién del grado topolégico y los resultados basicos
sobre teoria de bifurcacién y que tienen que ver con nuestro problema. Estoy de acuerdo
en que los métodos que se trataron en la primera seccién de este capitulo, aparte de el de
Ljapunov-Schmidt, pueden ser obsoletos. En mi defensa lo dnico que puedo decir, es que
traté de dar un panorama de la forma de abordar este tipo de problemas y nada mads; si
el lector los quiere saltar, pues muy bien, el que no, lo \nico que le puede pasar es que
termine con un sabor afiejo en la boca, totalmente inofensivo. Quisiera agregar en este
sentido, que los libros “modernos” sobre teoria de bifurcacién que he tenido ocasién de
consultar me resultaron, en su mayoria, de dificil lectura (si no es que incomprensibles
después de las primeras 30 piginas). Es por esta razdn que encontré las notas referidas
como [Nirl] y [Nir2] de gran consuelo. Aunque el material en ellas “ya estd superado” sigo
recomendando a quienes se interesen en este tipo de temas, las lean sin meterse demasiado
en los detalles, como un primer contacto con la filosofia de este campo, ya muy avanzado
hoy en dia. Ademads, éstas cuentan con una muy buena bibliografia de textos que se
pueden ver citados una y otra vez en libros que tratan este tipo de temas, y que distingue
a las personas que han hecho escuela en esta parte de las matematicas.
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Nota del autor

Normalmente, en este sitio se acostumbra poner algo conciliatorio, que tiende a atenuar
muchos de los sinsabores (en casi todos los casos que me ha tocado ver se dan) que se
tuvieron durante el tiempo en el que se estuvo trabajando en este proyecto. Me he tomado
la libertad para reemplazar esa parte “romantica”, para decir unas palabras que considero
necesarias, so riesgo de ser mal interpretado.

Cuando un individuo con intenciones de continuar sus estudios profesionales comienza
su trabajo de tesis, lo hace con un poco de resignacién, pues no puede dejar de conside-
rarlo, en parte, como “un mero tramite”. No es mi caso, el tiempo que dediqué a este
trabajo (que no fué poco) siempre lo consideré como algo muy serio que, en mi opinién,
debe hacerse. Por eso es que ahora me parece bastante natural mi ingenuidad, al creer
que podria hacer algo que me sirviera no solamente a mi, sino, quizds, a alguien mads.
Esa fué la razdén de hacer un trabajo innecesariamente extenso, en el cual se revisé con
cuidado y mds de una vez, hasta la redaccién de cada pdgina. Naturalmente eso agotd
mi tiempo, y confieso que la parte final del capitulo IV (bifurcacién global), pagd las
consecuencias. Como el lector lo notard, no se hicieron explicitos todos los cilculos, lo
cual era la tendencia al principio del mismo capitulo y los anteriores. Asf mismo, tampoco
tuve tiempo de reflexionar de verdad, los resultados y los pendientes que se mencionaron
en las conclusiones.

Soy ingenuo al pensar que mi caso podria ser una excepcién de todos aquellos que
hacen una tesis de licenciatura para no ser leida por nadie después del examen. De
cualquier forma, quiero decir lo siguiente, que se desprende del iltimo renglén del pirrafo
anterior: la eleccién del tema de tesis, lo mismo que del asesor del trabajo, deben hacerse
con cuidado. El tema debe elegirse de acuerdo con los conocirnientos que se tengan y
se requieran para hacer un trabajo original, o por lo menos propio. Es un reto, pero no
debe ser un imposible. El estudiante debe estar consciente de que pasari por todas las
etapas por las que se debe pasar: “muy motivado”, estado que rdpidamente se convierte
en “muy ocupado”, pasando por “medio perdido”, “un poco angustiado” (depende del
caso), “cansado”, para terminar con “(muy) satisfecho”. En cuanto a la eleccién del
asesor, ain no me queda claro si uno los elige o ellos se dejan elegir. De cualquier forma,
en mi opinién, deber ser una persona con la que se tenga un acercamiento de algin tipo
(interés en el mismo campo de estudio, gusto por transmitir conocimientos de algin drea
de investigacién, etc.). Creo que si uno es dedicado y responsable, estos son los 1inicos
dos factores que se deben considerar antes de empezar algo que podria terminar siendo un
infiernillo muy exclusivo. Por supuesto que esta es una opinién muy personal, pero que
con todo y eso contiene partes que son “vox populi” en las esferas de estudiantes, que se
dicen pero no se escriben (mucho menos se publican!) ya que nadie es tan “tonto”. Creo
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que solo el tiempo me podria dar la razén, o (si resultara mas afortunado de lo que ya
soy) el olvido del perdén. Bueno.

He tenido la suerte de trabajar en alguna u otra forma con varios de los miembros
del departamento de matemadticas y mecdnica de este instituto. A ellos les estoy muy
agradecido por abrirme las puertas de par en par cormo si me lo mereciera por alguna
extrafia razdn o simplemente como si ese fuera mi derecho. Uno a uno fui conociendo
a los investigadores del departamento de matemadticas y mecanica y, debo decirlo, muy
por encima de todo no deja de maravillarme el compaifierismo y el entusiasmo con el
que siempre se trabaja. A todos los que hemos tenido el privilegio de haber entrado en
este departamento, nos han cambiado para siempre. De verdad no tengo palabras para
agradecerles lo mucho que han hecho por nosotros.

Para mi asesor Jorge Ize, a quien respeto mucho, de la misma forma quiero darle las
gracias, a la vez que aprovechar la ocasién para decir que, después de todos estos afios de
“conocerlo”, sigo sin entenderlo. 5S¢ de sobra que las palabras de gratitud, dirigidas a él,
son palabras al viento, pues me consta, que no las escucha. De todas formas, creo que el
afio pasado ya tuvo suficientes hasta el empalago.

Para terminar necesito decir que, después de todo lo que me he quejado egoistamente,
no quisiera ofender a nadie dedicindole este trabajo. Sin embargo, y muy en el fondo,
éste fué otorgado al pilar de mi familia: mi madre; y a mis dos hermanos, pues ellos son
mucho méds valientes y maduros que yo.

IL.I.M.A.S.
Ciudad Universitaria.
Meéxico, D.F. a 1 de Septiembre de 1997.



Capitulo 1

Preliminares

En la primera seccién de este capitulo se presenta una revisién riapida de algunos de los
métodos empleados en problemas no lineales, terminando con aquél que serd utilizado
en el problema del capitulo IV. En las secciones segunda y tercera se establecen las
“herramientas” que serin empleadas mas adelante (definicidn y propiedades del grado
topolégico en dimensidén finita e infinita). En la cuarta y ltima seccién se mencionan los
resultados mds importantes de la teoria de bifurcacién, y que conciernen a la existencia de
ramas de soluciones no triviales; para terminar con una breve nota sobre las propiedades
de simetria que puede presentar un sistema de ecuaciones.

1.1 Algunos métodos para el estudio de problemas
no lineales

Una gran cantidad de problemas en matemadticas se reduce a encontrar el conjunto de
puntos (z,y) que satisfacen una ecuacidén no lineal de la forma:

F(z,y) = 0

Por lo regular, F es un mapeo de la forma F : X xY — Z, donde X,Y y Z son
espacios de Banach, y uno de los espacios X o Y, digamos Y se denomina el espacio de
los pardmetros. Al conjunto

E = {(zy)eX xY : F(z,y) =0} ,

13
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se le denomina conjunto solucién. En la mayoria de los casos se parte de la premisa de
que el punto (0, 0), por decir alguno, estd en . Supongamos entonces que ese ese nuestro

caso, ¥y qQue nos interesa encontrar otros puntos (z,y) € I, tales que (z,y) # (0,0) ,
(z,y) ~ (0,0).

Lo dnico que se tiene como base para proceder, es el conocido teorema de la funcién
implicita en su forma mas simple, y que dice que si f(z,y) es una funcién escalar, definida
en una vecindad del origen en el plano X — Y tal que f(0,0) =0y aif es continua cerca
del origen con a%f(o, 0) # 0; entonces se puede resolver de manera \Unica y diferenciable
para r en términos de y, £ = £#(y), donde y ~ 0, Z(y) ~ 0, tal que f(&(y),y) = 0. Sabemos
que la demostracion se basa en la linearizacién de la ecuacidn, y escribiendo después

_ 9 - _ __R(z.y)
flz,y) = 5-f(0,0)z + R(z,y) =0 <= = T Ef0,0) °
la cual se resuelve por iteraciones para y pequeiia.

Parece entonces natural buscar escribir el problema de forma andloga al caso escalar;

para lo cual es necesario definir para F el equivalente de la derivada en el sentido tradi-
cional:

Definicién: Se dice que el mapeo no lineal F : X —— Z, X y Z espacios normados,

tiene una derivada de Fréchet en z, si existe un operador lineal A tal que, para cada
€ > 0, se tiene una 6(c) con la propiedad de que:

| Flzo+ z2)— F(zo)— Az | < el|lxz|, paralz < &

A partir de la definicidn, es claro que el operador A, en caso de existir, es unico.

Por ejemplo, sea §2 un dominio! en R™, (R" ® = = (Z1,...,%n)), ¥ sea g"‘(ﬁ) el
espacio de funciones escalares m veces continuamente diferenciables en €, con la
norma:

lulm = ZRol|Dul, ,
donde | Diu |,= méxg | Du | ; D[] un operador diferencial que estd formado por
sumas de operadores de la forma 971 (---)9Z}* , con | m |= Iim; = m, (todas las
posibles combinaciones).

Supongamos que tenemos una relacidén no lineal entre una funcién u € C™(2) y sus
derivadas hasta orden m, de la forma:

1Un dominio es un conjunto conexo, abierto y no vacio.
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G(x,u, Du,...,D™u,y) = 0, junto con otras N relaciones vilidas sobre 9Q:
Hj(z,u, Du,...,D'u,y) [sp=0;j=1,...,N. Aqui ¥ = (¥1,.-.,%) € R* repre-
sentan los pariametros.

Para escribir este problema en la forma F(“algo”)=0, definamos el mapeo
F : C™(2)xY 3 (u,y) — F(u,y) € (C(2))N+; donde:

Filu,y) = (G(z,u,...), Hi(z,uy..)eo, Hi(z,u,..)) .
Supongamos que u,(z) es solucién de F(z,y) = 0. En ese caso, la linearizacién de
F alrededor de u == u, se calcula tomando F(u,+7v,¥y) , v € C3?(), y linearizando

como funcién de r, alrededor de 7 = 0:

F(uo + 17v,y) ~ F(uo,y) +

=0
%G’(z, Uoy Doy e oo, DMup, y)v 4 - -4 E‘DBT‘G(Ia Uoy DUy . o oy DM Uuo, y). D™
+ EH (2, %0, DUto, o« -, Do, Y)v + + - - + sri Hi(2, %o, Dtto, - - -, D'u) Div
%HN(I, Uoy DUgy e ooy Ditio, y)v+ «+ + ;afrau—oHN(l‘, %o, Do, -+ ., D'u)Dlo
=DF(uo,y)v

DF(uo,y) se lama la derivada de Gateaux de F en u,.
En concreto, supongamos Que se quiere resolver el praoblema:
Au + Au?

du
(u+ Auz=) lon

I

3

donde u € C?(?) , Q2 = D; (el disco unitario en R2), A € [0,1]. En tal caso, el

mapeo F' estd dado por:
Filu,y) = (Au+ Au?, (u+ Audl) |aq) € (C(2))2. La linearizacién viene entonces

dada por:

Au+ Au?
Fld) ~ \\f—'F(u’/\) * [ (u+ Audl) loa ]
=0

=DF(uo,M)v

Una vez definida la derivada de Fréchet de F° (también conocida como primera variacidn
de F'), el teorema de la funcién implicita para este caso mas general es:



16 CAP/TULO 1. PRELIMINARES

Teorema: (Teorema de la funcién implicita)
Sea F un mapeo definido en una vecindad del origen en X x Y, con derivada de Fréchet
en z en el punto (0,0). Supdngase que F se puede escribir como: F(z,y) = Az + R(=x,y),
donde:

(i) R es continua en x y en y.
(ii) | R(z1,¥) — R(z2,y) |=o(e) | 1 — z2 | para |z [, [ z2 .|y |< &.
(iii) A tiene un inverso acotado A~! definido para toda Z.

Entonces, para y pequeda, F(x,y) = 0 tiene una dnica solucidn, x = %(y) cerca del origen.
La demostracién se hace siguiendo los mismos pasos que se usaron para demostrar el
teorema en su forma mds simple (por iteraciones de .41 = — A" R(z,,y), ¥ ~ 0 fija).

Prueba (ver [Nirl]).

Una generalizacién del teorema anterior la constituye el siguiente

Teorema: (L.H. Graves. 1950)

Sea G un mapeo que manda una vecindad del origen del cspacio X en el espacio Z,
tal que G(0) = 0. Supdngase que G tiene una derivada de Fréchet, A, en el origen
Y que estd acotada. Supdngase ademds que para cada £ > 0 existe una é(¢) tal que
| G(z1) — G(z2) —~ A(x1 — z2) |< e | 1 — @2 | para| z1 |,| 22 |< 6(e). Entonces:

(i) Si Az = y, existe una solucién para y — G(x) = 0 para y pequeifio
(pero no necesariamente es inica).
(it) Si ademds A es uno a uno, entonces la solucién es inica cerca del origen.

Por lo tanto, bajo las condiciones del teorema de la funcién implicita, se acaba de ver
que, dado el punto (0,0) , solucién de F(z,y) = 0 ; es posible encontrar otras soluciones
cercanas a este, de la forma (&(¥),v) , (¥ ~ 0, () ~ 0, £(0) = 0). A esta solucidn se le
conoce como solucidn trivial del problema. El punto de partida del anédlisis del problema
anterior, consiste en encontrar dicha solucién trivial.

Hay varias formas de abordar la bisqueda de soluciones al problema F(zx,y) = 0 y que
el lector encontrard en cualquier libro sobre analisis no lineal bajo el titulo de Teoria de
bifurcacién; a continuacién sélo se mencionarin algunas, poniendo especial atencién en
aquella que se usard en el capitulo IV para el problema de este trabajo (la reduccién de
Ljapunov-Schmidt).
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1.1.1 Método de continuidad

Considérese un mapeo F : D(f) C X xY 2 (z,y) — z € Z,
X, Y, Z espacios de Banach. Queremos encontrar las soluciones de F'(z,y) = 0.

Supdngase que F es un miembro de la familia de mapeos F; que depende continuamente
del pardmetro ¢ € [0,1] (o incluso diferenciable), tal que F3; = F. Sea T el conjunto de
valores de ¢ para los cuales el problema F,(z,y) = O tiene solucidén.

El método de continuidad consiste en encontrar la familia de mapeos £y, tal que
t = 0 € T y probar que:

T es abierto.
T es cerrado.

o
.

Se sigue entonces que T es todo el intervalo (cierto, supongamos que T € [0,1] es
abierto y cerrado. Como 0 € T y T es cerrado, se tiene que [0,a] C 7T , 0 < o < 1. Pero
como T es abierto, entonces [0,a+ ) C T ; a < a+ € < 1 (¢ independiente de «). Otra
vez, como T es cerrado, [0, a + €] C T, y asi se sigue hasta llenar todo el intervalo [0, 1]).
Una demostracién del empleo de este método puede verse en [Nirl] (sec. 7.5); donde se
prueba la existencia de soluciones periédicas para la ecuacién &t = uve (¢, u, &) + B(¢, u, it),
donde o« y £ dependen continuamente de sus argumentos y son periédicas de periodo 1;
(adem4és de ciertas hipdtesis razonables sobre su crecimiento).

1.1.2 Primer método: reduccién sobre N(A4)

Supongamos que se tiene el problema escrito en la forma dada por el teorema de la funcién
implicita (F(z,y) = 0 < Az + R(x,y) = 0), con la diferencia de que ahora A no tiene
un inverso acotado, razdén por la cual, la unicidad de la solucién no esti garantizada;
incluso ni siquiera la existencia. Supongamos ademads que A4 es un operador acotado con
rango R(A) cerrado, tal que junto con su nicleo /NV(A) admiten proyecciones @ y P,
respectivamente. De manera que si x € X, se puede escribirx = z1 + 72,y siz € Z,
——
eN(A) €Xz
z = 2z +53/; es decir, se tiene que N(A) N X, = {0} , N(A)U Xz = X , lo cual se

ER(A) €22
escribe X = N(A) & X2 , de igual forma Z = R(A) & Z.. Bajo estas hipdtesis, A tiene

un pseudo-inverso K sobre R(A) (ver [Nirl] lema 4.4); de manera que se puede escoger
P = Id — KA (Id la identidad en X). Si se define al operador A’ = KQ, este resulta
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ser una extensién de K sobre Z (K’ : Z — X). Entonces, si £ es una solucién de
Az -+ R(x,y) = 0, se tiene que x, = = + K'R(x,y) pertenece a N(A).

En esencia, de lo que se trata en el método presente y los dos que le siguen, es de
implementar unas nuevas variables que se denotardn por z,, y encontrar una ecuacién
adicional, llamada la ecuacién de bifurcacidn, que deben satisfacer dichas variables para
que el problema F(z,y) = 0 tenga solucidn.

Tomemos entonces un elemento z, en N(A), y consideremos el problema auxiliar de
encontrar x solucién a la ecuacién:

xz+ K'R(z,y) = %o ,

y dado. Para | z, | y | ¥ | suficientermente pequefias, el teorema de la funcién implicita
(tomando F = z+ K'R(z,y) — %, , A= 1d , Z =Y x N(A)) permite resolver de manera
dnica para x en términos de ¥ ¥ z,: * = &(z,,¥). Esta resultari también solucién de la
ecuacién original Az + R(x,y) = 0, siempre y cuando: AK'R(z,y) = R(zx,y) es decir:

(Id — AK’)R(z,y) = O

A esta ecuacién se le conoce como la ecuacidn de bifurcacién del problema; la cual es una
relacién que deben satisfacer ¥ y z,. Ciertamente resolver la ecuacién de bifurcacién, otra
vez via el teorema de la funcién implicita, también constituye un problema no lineal; la
ventaja en este caso radica en una reduccién del mimero de ecuaciones; es decir, se trata
de un problema que en la préictica resulta ser de dimensién finita (dimR(Jd— AK') < co).
También a menudo sucede que la ecuacién de bifurcacién no puede resolverse completa-
mente para I, en términos de y, sino para algunas de sus componentes en términos de las
restantes y de y.

1.1.3 Segundo método: sistema aumentado

Considérese €l sisterna aumentado:

Az + R(z,y)+=z = 0
Pz

[

To

donde, al igual que antes, y € Y, z, € IN(A). Se buscard resolverparaz y z € (Id—Q)Z.
Abora, la linearizacién del sistema anterior es:
Az 4+ 2z = feZz
Pxr = zo0&€ N(A) ,
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y tiene una inica solucién continua xz = &(f,x.) , 2 = 2(f, T,)- Entonces, por el teorema
de la funcidn implicita es posible resolver para @ y z en términosde ¥y y zo: * = #(xo,y) »
z = Z(x.,¥). La solucién % serd también solucién al problema original, siempre y cuando
Z(xo,y) = 0; la cual es la ecuacién de bifurcacién para el problema. No es dificil probar

que los dos métodos antes citados son equivalentes:

1=-2 : Supongamos que x es la solucién del primer método; es decir:
z+ K'R(x,y) = =, (€ N(A)); entonces, aplicando A de ambos lados:
Az + AK'R(x,y) = 0 , como se definié al operador X’ como K’ = K@, la igualdad
anterior resulta ser: Ax + QR(x,y) = 0. Definiendo entonces a =z como
z = (Q — Id)R(x,y) y substituyendo en el lado derecho de la primera de las ecua-
ciones al principio de esta seccidn, es inmediato que (z, z) satisfacen la igualdad.
Por otra parte, dado que se tomé P = (Id — K A) , se tiene que:
Pzx=(ld — KA)r =x — KAz ; peroxr =z, — K'R(x,y) , entonces

Pxr =z, — K'R(z,y) + KAK'R(x,y) = z,; ¥ por lo tanto se satisface la segunda
ecuacidén al principio de esta seccidn.

1<=2 : Como z € (Id — Q)Z, se tiene que
Q(Ax + R(z,y)+2) = Az + QR(z,y) = (@ — Id)R(x,y) — z; lo cual no es posible,
€R(A)=QY €(1d-Q)¥
a menos que ambos lados sean cero. Por lo tanto: K Ax + KQR(z,y) = 0, o bien,
de la definicién de P, (Id — P)x + KQR(z,y) = 0; usando entonces que Pz =z, ¥y
KR Q = K’, se tiene la ecuacidén del primer método. —O

1.1.4 Tercer método: (P. Ungar)

Este método se aplica en el caso dim/N(A) =dim(l/d — Q)X =codimR(A) = n. Sea B un
mapeo lineal de V(A) sobre (Id —Q)Z y sea W = BP. T = (A + W)~ ! es el inverso
(por la derecha) de A, continuo y definido sobre todo Z. Se plantea entonces €l problema

auxiliar:

z+ TR(x,y) = =, ,
z, € IN(A), cuya solucién =z = #(z,,y) asumimos, existe. Entonces, reescribiendo la
ecuacién Ax + R(x,y) = 0 como (A+ W)z + R(z,y) = Wa, es decir:
z+TR(x,y) = TWz ,

se tiene que #(ro.,y) resuelve Az + R(z,y) = 0, siempre y cuando TWZ = z, , es decir
Wi = A+ W), = Wz, ; es decir, si W (E(zo,y) — o) = 0 (ecuacién de bifurcacién para

este caso).
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1.1.5 Reduccién de Ljapunov-Schmidt

Este es el método que se utilizard para tratar el problema en el capitulo IV. Para es-
tandarizar la notacién, de ahora en adelante llamaremos a A € A el conjunto de pardmetros

de la ecuacidn.

Supongamos que podemos escribir el mapeo F de nuestro problema como:
F(z,A) = Azxz— TNz —g(z,A)

donde FF : B x A — F; A es un operador de Fredholm; es decir, .4 es continuo,
dimN(A) = d < oo, codimR(A) = d° < oco. Ademis supondremos que T(A) es con-
tinuo con T(0) = O, ||T(N)] 22 0 y que g(z,A) = o(]|=]|}); uniforme en A.

Sea P la proyeccién de B sobre N(A4) y @ la proyeccién de E sobre R(.4), entonces se
tiene la descomposicién ortogonal:

B
E

N(A) & Bz
E;, & RA)

B,; un subespacio cerrado de B y dim(F£.) d*. De manera que x € B tiene una

N @) R A)

Figura 1.1: Descomposicidon de los espacios B y E.

descomposicién 1inica de la forma =z = xy -+ z2 . Siendo .4 continuo y uno a uno
=PzeN(A) €Ba
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de B, sobre R(.A), tiene un pseudo-inverso K continuo, de R(.A) sobre B,. Entonces
podemos hacer la siguiente descomposicién sobre F (ver [Izel]):

F(z,A) = Q(A(z1 + z2) — T(A)(z1 + 22) —8(2,A)) &
(Ide — Q)(A(z1 + 72) — T(A)(z1 + z2) — g(x,A))

AmERA Q(Azz — T(A) (21 + z2) — (2, 7)) © (Ide — Q)T (M) (21 + z2) + &(2, A))
= (Azz— QT(M\)(a1 + 72) — Qg(=, ) © (Jde — Q)(T(N)(z1 + z2) + g(z, A))

= (A(lds — KQT(N)z: — QT(N)z: — Qg(z,A)) ©
(Idg — @) (T(A)z1 + T(M)z2 + 8(z, A))

= A(Idp — KQT(A))(z2 — (Idsg — KQT(\))T'KQ(T(M)z: + g(z,1))) ©

=H(z1,22,))
(Idg — @)(T(N)(zz — (Idp — KQT(N)) 'KQ(T(A)z1 + g(=,A)) +z1)

H(z1,53,7)
+ g(2,A) + T(\)(IdsKQT(N) ' KQ(T(A)z1 + g(z, A)))

= A(ldp — KQT(A)H(z1,22,A) © ((Idg — Q)T(A)(H (21,22, A) + 1)
+ (Idg — @) (g(z, A) + T(A\)(Idp — KQT(A))'KQ(T(A)z: + g(=, A))))

= A(ldg — KQT(A\)H(z1,22,A) © ((Idg — Q)YT(N)H(z1, 22, A) +
(Idg — Q)T (X)) (KQ(Ids — T(MKQ)™VT(A) + Idg) z1 +
=(Idp~KQT(a))~1
(Ide — Q) (Ide + T(\)(Idp — KQT(N))'KQ) g(z, A)
=(Idg—T(M)KQ)-?

= A(ldg — KQT(A)H(z1,22,)) & (—(Idg — Q)T(A)H(71, T2, A)
—(Idg — @)T(N)(Jds — KQT(A\) Pz,

=B(»)
—(Idg — Q)(Idg — T(NKQ) 'g(z, A)

=G(z,2)
= (A — QT(X))H (21,22, ’\)/\e B(Mz1+ G(z,A) — (Ide — Q)T (A)H(z1, T2, A)

Ahora, el problema F'(x, A) = 0 tiene solucidn, siempre y cuando cada uno de los factores
en la suma del iltirmo renglén sean cero. Si g(z,A) es C!' y [|T(N)]| < C|IAll; para
A y x pequeiios, se puede demostrar que H(z1,z2,A) = 0 , tiene una udnica solucién
T2 = E2(x1, A), con |lz2|| < Cllzali(lIA]] + O(||z1]])); via un argumento de contraccidn (ver
siguiente acotacién).
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Teorema: (de contraccién de Banach)
Sean E y E espacios de Banach.

(1) Sea F : E — E una contraccidn, esto es, ||F(X) — F(XD| < kX — X'|| ;
O0<k<1l. Sil|X|,lX’||] £ R ; es decir, estin en la bola de radio R con
centro en el origen (y por lo tanto || F(X)|| < R), entonces F tiene un idnico
punto fijo X = F(X) en la bola.

(2) Sea F : E x E — E continua, tal que [|[F(X,Y) — F(X,Y)|| < k{lX — X||
0<k<1. SilIX||,I|IX’|] £ R, elementos de la bola de radio R con centro
en el origen (y por lo tanto || F(X,Y)|| < R), entonces existe una unica
X(Y) = F(X(Y),Y) en la bola, continua en Y. Si ademds F es Lipschitz en
Y, entonces X (Y ') es Lipschitz continua.

Prueba: (Igual que para el teorema de la funcién implicita; ejercicio).

Entonces, substituyendo la expresién anterior para z, en el resto de los factores del lado
derecho de la descomposicién para F (es decir en B(A)x1+G(z, A)~(Idg—Q)T(N)H (x1,T2, X)),
se tiene que los ceros de F' coinciden con los ceros de

B(MNz1 + G(z1 + E2(z1,A), A)

Ecuacién de bifurcacién .

A partir de la definicién de B(\) resulta claro que B(0) = 0; ademds, como z;, € N(A)
cuya dimensidn es finita (d) y el lado derecho de F es un elemento sobre E; el cual también
es de dimensién finita (d*), es obvio que B(\) es una matriz rectangular de d x d*; ademads
G(z1 + Z2(x1,A), A) = o(]lza]])-

Nota : (propiedades espectrales de A — T'(A))

Tomando g =0 :

Se tiene que G = 0, entonces de la definicién de H se tiene que

H(z1,T2,A\) =0 < x5 = (Idpg — KQT(A))"IKXQT(N)z;, por lo tanto ya no es nece-

sario usar ningiin argumento de contraccién para demostrar que se puede tener una

expresién para x2 en términos de z; y A. Luego,

F(z,A) = Az — T(N)z = 0 < B(MA)z; = 0; por lo tanto, ) .

z € N(A(Q)) < z1 € N(B()\)); esdecir,siz?,...,z*, (27 = =z} + =z} ) son lineal-
eN(A) €Ba

mente independientes en N (A — T())); entonces zl,...,z¥ también son linealmente
independientes en N (B(A)), ¥y lo mismo se tiene procedxendo al revés, torando un
conjunto linealmente 1ndepend1ente en N(B(M\)): z},...,z¥ y completando cada uno

de sus miembros con z3 = (Idg — KQT(N))"1KXQT(N)z] (obviamente el conjunto
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formado por los x3 también es un conjunto linealmente independiente). Por lo tanto,
dimN(A — T(N)) = dimN(B())).

Tomando g € R(.A — T(\)) :

A—TNz = gz, A) { z2 = (Ids — KQT{A))"1KQT(N)z, + g)
(x £0, X #£0) B(Nz, = —G(z, A)

Entonces, g € R(A — T(X\)) & G € R(B(A)) de aqui que si g3,...,Ek son elementos
en el complemento de R(.A — T(A)) y son linealmente independientes, entonces
G1,...Gy son elementos en el complemento de B()) y son también linealmente
independientes.

Por lo tanto codimR(A — T(A)) = codimR(B(A)) < d~.

Demostremos ahora que R(.A — T(A)) es cerrado:

Sea {gn} una sucesién en R(.A—"T(A)); supongamos que esta sucesién es convergente
y denotemos a su limite por g ( gn —> g ; p.d. g € R(A — T())) ). Por lo visto
arriba, esto es equivalente a tener una sucesién {Gn} en R(B(}))) , la cual, puesto
que R(B(A)) es de dimensidn finita y por lo tanto cerrado, es convergente
(digamos a G) en B()A) ( Gn ™= G € B(\) ) . Pero entonces, por la misma equi-
valencia mencionada anteriormente, g € R(.A — T(A)) , es decir, R(.AA — T(X)) es
cerrado. —0

En conclusién: A — T(A) es un operador de Fredholm del mismo indice constante
que B(A)=d — d~.

1.2 Definicién del grado topoldgico en R™:
grado de Brouwer

Las referencias para esta parte son los excelentes textos de [Smo] (cap. 12) y [Nir2] (caps.
1y II). En esta parte nos limitaremos solamente al caso que serd requerido en los capitulos
II y IV: para mapeos de R™ a R". A grossc modo, el grado de un mapeo f

(f al menos continua) f : U C R®* —+ R" es un entero determinado solamente por los

valores de f sobre 8U; el cual, siempre que sea distinto de cero, indica que f tiene un
cero en U.

Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de R™, y sea f un mapeo de 2 en R". Tdmese
el caso en el que se desea encontrar los puntos  en 2 tales que satisfacen la ecuacién
f(2) =yo (aqui f = (f1s-+-3fn) s o = (Z1,.-.,Tx)"). Bédsicamente el grado de Brouwer
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es un niimero que dependerd del valor de f sobre 8§ y que indica cudndo lo anterior es
posible.

Supongamos por el momento que f € (C(Q))".

Definicién:

(i) =z, € S es un punto regular de f, si gﬁ(:z:,,) (el jacobiano de f)? es invertible; en caso
contrario, z, se llama un punto critico de f.

(i1) yo € R" se es un valor regular de f, si su conjunto preimagen f~'(y,) existe y no
contiene puntos criticos de f; en caso contrario, y, se llama un valor critico de f.

En el caso mds general, si f : R" —— R™ (n > m) y f es ademds (C"—™m+(Q))™
,» To se dice un punto regular de f si g—é tiene rango méximo; es decir, el minimo
entre n y m; y las demas definiciones se siguen de manera aniloga.

El primer resultado importante sobre la materia es el siguiente

Teorema: (A. Sard)
Si f es un mapeo con las propiedades mencionadas, el conjunto de sus valores criticos
tiene medida cero, (¥ por lo tanto son puntos de acumulacién de valores regulares).

Prueba: (ver referencias).

Supongamos entonces que R™ D y, € {f(x) : z € IN}. Si y, es un valor regular de f,
entonces el teorema de la funcién implicita dice que el conjunto:
FHw) = {ze€f: f(z)=w.}
es finito, (por lo tanto discreto y sin puntos de acumnulacién -por el teorema de Bolzano-
Weierstrass). Se tiene entonces la siguiente
Definicién: (grado de f en y,)
Si y, es un valor regular de f, se define el grado de f en y., de la siguiente forma:

8
ds) = Teessanol gD

2Para este caso, % = [(grad_.f1),...(grad. fn)] (desarrollado por columnas).
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(c( ) = signo( ), | () |= det( )). De manera que el grado (de f en €l punto y,) estd
definido como un numero entero, que puede ser positivo, negativo o incluso cero.

Para completar la definicién anterior, es necesario extenderla para funciones f €&
(C*(2))™ tales que g—f(yo) no sea invertible (i.e. y, valor critico); o bien, simplemente

para
f € (C())" (funciones continuas sobre {2). Para ello habria que seguir el siguiente
esquemas

(a) En el primer caso (f € (C*'(f2))", yo valor critico), se intenta aproximando y, por
una sucesién de valores regulres y; y definir d(y,) como el limite:

A(f>yei ) = lmi—ood(frys ) .
(b) En el segundo caso (f € (C())", y. valor regular), se busca aproximar f por una
sucesién de funciones fi(C*(2))" y definir d(y,) también como un limite:
d(f,90; ) = limk—ood(Siks Y03 2)

Para ambos casos habria que demostrar que los limites existen, son finitos e independientes
de la sucesién empleada en la aproximacién.

En lugar de enfocarnos con esta manera de definir el grado de una funcién en un punto,
se verd otra forma de hacerlo a través de formas diferenciales, y que se conoce como la
forma de Heinz-Lax (ver [Ize2] sec. III-3 para complementar referencias).

_ Sea entonces corno antes, f € (C*(2))", £ un subconjunto abierto y acotado de R™
(€2 compacto), yo € R™\ f(3).

Definicién: Sea y = ¢(y)dy una n-forma diferencial, C* (dy = dy1 A ... Ady,) en
R"™ y de soporte compacto K C R™\ f(O?) , tal que yo € K ¥y [g-p = 1. Se define el
grado de f en el punto y, como:

deg(fryei) = [ uof

Las formas diferenciales i que satisfacen las hipétesis arriba mencionadas se denominan
admisibles para y, y para f.

Se puede demostrar que el grado en su forma de Heinz-Lax esti bien definido, esto es,
no depende de la forma diferencial ; empleada (ver lemma 12.4 en [Smo], o bien lemma
1.3.3 en [Nir2]).

A continuacién solarmente se mencionan las propiedades que tiene el grado, definido
como arriba, haciendo hincapié 1\inicamente en aquellas que serdn de utiliad mas adelante.
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1.2.1 Propiedades del grado

1.

3.

4.

5.

6.

7.

Si y1 ~ Yo, entonces deg(f,yo; ) = deg(f,¥1,2)

Cierto, ya que si y; es suficientemente cercana a y., cualquier g admisible para
Yo lo serd también para y;. Como consecuencia se tiene entonces que el grado de
un mapeo es constante sobre cada componente conexa C de R™\ f(92), lo cual se
considera al escribir deg(f, C, ).

Si y, es un valor regular de f, entonces:

d(yo) = deg(f,yo; D)

Propiedad de homotopia.

Sea {f:(-)} una familia de mapeos de  x [0,1] —> R"™ con un solo parimetro, tal
que f; € (CY(Q))™ V¢ € {0,1]. Supongamos que y, & fi(92) 0 < ¢ < 1. Entonces
deg(fi, ¥o; ) es independiente de t.

(No es dificil convencerse de esta propiedad, escribiendo: deg(fi,¥0; ) = fouo fe

la cual es una funcién continua en t; pero por otro lado sabemos que el grado es un
nimero entero, entonces debe ser constante para toda ).

(Dependencia sélo de los valores en la frontera)

Si f |en= g |ea, ¥ yo &€ f(BU) = g(8U) , entonces deg(f,¥,, ) = deg(g,v,,2) -
(Apliquese la propiedad anterior a la familiatf + (1 —t)g, 0 <t < 1, dado que f
y g coinciden en 81, las hipStesis de la condicién anterior se satisfacen).

Sea ©; una familia numerable de conjuntos abiertos disjuntos, contenidos en 2 y supon-

gamos que y, ¢ f(Q?\ U ©,) . Entonces, deg(f,yo; ) es cero excepto sobre un
conjunto finito de i’s; ademads:

deg(fr40; ) = Zideg(f,yo; i)

Propiedad de excisién.

Sea ¥ un subconjunto cerrado en  y supdngase que y, ¢ f(¥), entonces:
deg(f, Yo3 Q) = deg(f1 ya;n\‘ll)
(Aplicar la propiedad anterior para §2; = Q\W¥).

Producto.

Sean 2, y__92 subconjuntos abiertos y acotados en R™ y R™, respectivamente, y sean
f € (CYSu)™ , g € (C*(2))™. Entonces, si y1 € R*\f(9h) ¥ y2 € R™\g(902),
se tiene que:

deg(f x g,(¥1,¥2); (1 x Q2)) = deg(f,y1;Q) deg(g,y2;Q2) .
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8. Composicién: teorema del producto de Leray.
Sea f € (C(SU))™ f: 21 — N2 y sea g € (C(N2))" ; donde 23 y N2 son subcon-
juntos abiertos de R"; y sean {W;} subconjuntos abiertos y conexos de €2\ f(91)
cuyas cerraduras son subconjuntos compactos contenidos en 2,. Entonces,
si z, € R™\(g o f)(8%) , se tiene que:

deg(go f,2z0:5%) = Zjdeg(f,¥;:)deg(g,z.;N2) ,

y la suma de la derecha es finita, (por la propiedad 1., deg(f,v¥; ;) es constante
sobre todas las ¥ € ¥;, entonces deg(f, ¥;; S21) se define como deg(f,y; ) ,
Y e ;).

A veces considerado como parte de las propiedades del grado, se tiene el siguiente

Lema: Si los vectores f(x) ¥ g(x) no apuntan en direcciones opuestas sobre 92
(i.e. f(x)+ Ag(z) 7 0, x € INN), entonces deg( f,0;N) = deg(g,0;S?), siempre y cuando
0 & g(8N). En particular, si 2 es una bola en R™ con centro en el origen y g(z) = z, la
ecuacidn f(xz) = 0 tiene una solucidn dentro de Q.

Prueba: Es directo a partir de la propiedad de homotopia, definiendo la familia de
mapeos t[f(z)] + (1 — t)[g(=)]. —0

El grado definido de la forma anterior, puede extenderse para funciones continuas
solamente: Sea f € (C(2))™, y sea {fn} una sucesidn de funciones continuamente dife-
renciables en €2, tal que f,. converge uniformemente a f en . Si y, & fn(9€) , tal que
deg{(fn,Yo; ) esta bien definido. Entonces se conviene en establecer:

deg(f,yo: 1) = limn_.oodeg(fn,yo; )

El lector puede consultar las referencias principales para ver la demostracién de que el
limite anterior estd bien definido; es decir, existe y es independiente de la sucesidn {fn};
asi que el grado es una cantidad que tiene que ver solamente con la topologia del espacio
en cuestiéon. Ademads, todas las propiedades antes mencionadas siguen siendo vilidas para
este caso. Dos de los resultados mds importantes que se tienen una vez que se ha extendido
el grado a funciones continuas, son: 1) sea ¢ un mapeo continuo, ¢ : 3% — R*\{y.}. Sea
f cualquier extensidén continua de ¢ a §2; de manera tal que deg(f, y.; {1} estd bien definido;
entonces, tal grado es independiente de la extensidn escogida. 2) Si ¢ € (C(IQN™, ¥
Yo & H(ON); entonces deg( P, yo; ) depende solamente de la clase de homotopia de é.

Una de las aplicaciones mds notables del grado en dimension finita, dentro del
estudio de las ecuaciones no lineales, es el siguiente
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Teorema: (Punto fijo de Brouwer)

Sea B la bola unitaria cerrada en R™ y sea f : B —+ R", continua en B, tal que
f(@B) c B. Entonces f tiene un punto fijo.

Prueba: (ver referencias).

En su forma mas general, el teorema del punto de fijo de Brouwer dice: sea 2 un

conjunto cerrado, acotado y conexo en R", y sea (C(Q2))* 2 f:Q — Q. Entonces
f tiene un punto fijo.

1.3 Definicién del grado topoldégico en dimension
infinita: grado de Leray-Schauder

Solamente para completar esta introduccién, se mencionari la manera de definir €l grado
topolégico en dimensién infinita, junto con los cambios mds importantes en relacién con
el caso anterior.

El primer hecho que uno debe tener en cuenta al tratar de extender la definicién
del grado topolégico a espacios de Banach de dimensién infinita es que la hipdtesis de
continuidad con la que se empezd el caso anterior, ya no es suficiente para este caso.
En particular, el teorema del punto fijo de Brouwer no es aplicable. Un contraejemplo
sencillo consiste en tratar de aplicar dicho teorema al mapeo Az = (/1 — ||z||?, z1,22,-..)
de la bola unitaria en si misma, sobre el espacio de sucesiones de cuadrado sumable (I2);
suponer que tiene un punto fijo y llegar a una contradiccién.

La idea para superar esta deficiencia consiste en restringirse al caso de mapeos compactos.
Definicién: Sea X un espacio de Banach y f : B — B. Se dice que f es compacto
si para cada subconjunto 2 cerrado y acotado, f(2) es compacto, (i.e., toda cubierta de

F(Q) admite una subcubierta finita).

El primer paso para la construccién de una definicién adecuada para el grado, consiste
en el siguiente

Teorema: Sea 2 un subconjunto cerrado y acotado de X. Entonces, f : 8 — X es
compacto, si ¥ solo si f es el linite uniforme de mapeos de dimensidn finita f.

(i.e. mapeos cuyos rangos caen dentro de un subespacio de dirnensién finita).

Prueba: (ver referencias).
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A los mapeos f. también se les conoce como € —aproximaciones de f. Bajo el teorema
anterior, el andlogo del teorema del punto fijo de Brouwer se conoce como

Teorema; (Punto fijo de Schauder)
Sea 2 un subconjunto cerrado, acotado y conexo de X, espacio de Banach, y f : § — Q

un mapeo compacto. Entonces, f tiene un punto fijo.

Prueba: (Aproximando f por mapeos de dimensidn finita y aplicando después el teo-
rema del punto fijo de Brouwer junto con la compacidad de f: ver referencias).

Ahora se dei_'ine el grado para mapeos de la forma f = Id— K, donde K es un operador
compacto, f : § — X , £2 un subconjunto abierto y acotado de X un espacio de Banach.

Para esto se tienen que seguir varios pasos. Primero, mostrar que f(39S2) es un conjunto
cerrado. Esto es una consecuencia del hecho que, si S es un conjunto cerrado y acotado,
entonces f(S) es cerrado en X (la demostracién no es complicada, usando sucesiones y la
compacidad de K'). Ahora, si f(§2) es cerrado y se tiene que y, & f(852), entonces entre
Yo ¥ OS2 hay una distancia § > 0. Segundo, se torma una s —aproximacién de K, K., donde
e < g—; tal que el rango de K. sea un espacio de dimensién finita V., que contenga a y,.
Entonces, definiendo f.(z) = ¢ — K.(z) #% y., sobre 91, se considera:

fe thnﬁ : Nznﬁ — N ,

entonces deg( feo,¥o; N M 1) estd bien definido. Finalmente, se hace la siguiente

Definicién: (grado de Leray-Schauder)

deg(f,yo; ) = deg(fe,yo; NN ) .

Se puede demostrar que esta extensién de la definicidn del grado para el caso de
dimensién infinita esta bien establecida; esto es, no depende de K.. Ademads, casi todo lo
hecho para el caso de dimensién finita sigue siendo vidlido, por ejemplo, las propiedades
1. , 3. , 5. ,6. y 8. . Ademads, el mapeo f sblo necesita estar definido sobre 952,
f:89 — X\{yo}, ¥y la propiedad de homotopia sigue siendo cierta.
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1.4 Resultados importantes de la
teoria de bifurcacién

La teoria de bifurcacién es un tema muy extenso, el lector interesado puede encontrar
una detallada introduccién junto con los resultados que se tenian hace poco madés de 20
afios en [Ber]. Para propdsitos del problema del capitulo 4, solamente enunciaremos
aquellos resultados que conciernen a la existencia de soluciones que bifurquen a partir
de soluciones conocidas, llamadas triviales, ¥y que se encuentran dentro del drea de los
resultados topolégicos. La referencia principal para esta parte es [Izell.

Retomando la idea de la primera seccién de este capitulo, supdngase que se quiere
encontrar €l conjunto de soluciones al problema:

F(z,2) = 0 ,

donde F : B x A — Z , B,A,Z son espacios de Banach. Anteriormente se sugirié que
una manera de abordar dicha tarea era la de copiar el resultado simple con funciones
de una variable, y usar el anilogo del teorema de la funcidn implicita. Es decir, se
propuso linearizar la ecuacién anterior, alrededor de una solucién conocida de antemano
(por ejemplo, supongamos que tal solucién es de la forma z(A) =0, A € A) , y que se
denomind solucién trivial. Supongamos ademads, que (0,0) es un punto que pertenece a
la solucidén trivial y que deseamos saber si existen soluciones distintas de aquella, cerca
de tal punto. Para esto reescribiremos el mapeo F en la forma siguiente:

F(z,\) = Az — TNz —g(z,X)

Si A y 'T(\) son operadores linales de B en E , T(0) = 0, g(x, A\) = o(lizl]) y ademas A
es invertible; entonces, la ecuacién F(x,\) = 0 se escribe ahora como:

z = AVT(N)x+ A gz, N)

1

la cual, para (x, A) ~ (0,0), no tiene otra solucién que z = 0. Es decir que en ese caso no
hay soluciones distintas de la trivial, cercanas al punto (0,0). Por lo tanto, una condicién

necesaria para la existencia de soluciones no triviales (cerca de (0,0)) es la de pedir que
el operador A sea singular en dicho punto.

De aqui se desprende la siguiente

Definicién: Sea (z(\), A) una solucién conocida (trivial) del problema F(x, ) = 0. Se

dice que el punto (x., Ao) es un punto de bifurcacidn, si cualquier vecindad de este punto
contiene soluciones no triviales.
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La manera de proceder con el problema en términos de los operadores A4 y T(A\) serd
la discutida en la segunda seccién y que se denomind “reduccién de Ljapunov-Schmidt”.
Asi que las hipétesis que se usarin serdn las mismas que se emplearon entonces: .4 es
un operador de Fredholm (donde dimR(A) = d < oo , codimR(A) = d* < oo) , T(A) es

continuo, T(0) = O, [T(A)]| =2 0 y g(=.A) = o(l|z|)-
Este método permite reducir la ecuacién anterior a otra de dimension finita:
B(AN)z) + G(-Tl + z2(z1,A))

(donde B = N(A)P B>y x:1 € N(A) y 2 € B2) y que se llamd “la ecuacién de bifurcacidén
del problema”. Aqui B(A) es una matriz rectangular de d x d*.

La solucién a la ecuacién de bifurcacién, garantiza entonces la existencia de soluciones
no triviales, en una vecindad de un punto perteneciente a la solucién trivial (y que por
consiguiente es un punto de bifurcacién); es decir, constituye la parte de bifurcacidn
local. En este sentido se tienen lo siguientes resultados, cuyas demostraciones el lector
encontrard en la referencia antes citada: supongamos que .4 no es invertible en (0,0) ;
entonces, para A = R:

Teorema: si | B(A) | cambia de signo en A = 0, entonces (0,0) es un punto de
bifurcacidn.

Lema: (condicién necesaria).
si | B(A) | no cambia de signo, entonces existe una g(x,A) tal que F(zx,A) no tiene ceros

no triviales cerca de (0, 0).

Si el problema en cuestién satisface las hipétesis anteriores, y por lo tanto se tiene la
parte local resuelta, queda por determinar el comportamiento de tales soluciones (o ramas)
lejos del punto de bifurcacidn; es decir, atin queda pendiente la parte global. En relacién
con este punto, el resultado mads importante que se tenia hace 26 afos es el siguiente:

Teorema: (alternativa de Rabinowitz. 1971)
Sea F' un mapeo, F: BxR — B. F(z,\) =x—AKxz—g(xz,A), donde K es un operador
compacto y g(x,A) = o(llz]]); ¥ sea A, un valor caracteristico de K de multiplicidad
algebraica impar. Entonces, existe un continuo C de ceros no triviales, a partir de (0, A,)
tales que:
(1) C es no acotada en B < R,

o
(2) C regresa a un punto de bifurcacidn distinto (0, A;).
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Prueba: (ver referencia para un argumento sencillo).

El resultado que se utilizard en este trabajo, y cuyo enunciado completo al igual que
demostracidn el lector podrid encontrar en la referencia, es el siguiente:

Teorema: Si deg(F, ||z||? — €2; B2, x B,) es no trivial, entonces C es no acotada, o
bien, regresa a otro punto de bifurcacidn. En nuestro caso, F(x,\) = = — g(x,\), con
g(0,A) = 0, g(x,A) es compacto, B2, = {z : |z|| < 2} , B, = {A :| XA < p} ¥ se
supone que el grado estd bien definido sobre ese conjunto. Si ademds F(x,\) tiene una
linearizacién en x = 0 de la forma Ax — T(A)x, dando una ecuacién de bifurcacidn
B(XNz1 + G(x1 + x2(x1,A)) = 0, con | B(XA) |# 0 para XA 5 0, entonces ese grado es
o (B(0-)) — o(B(04)) ; es decir, el salto en el signo del determinante; o equivalentemente,
el salto en el indice de la solucidén trivial, cuando XA pasa por 0.

Nota:

Cada problema no lineal tiene un forma distinta de ser tratado, de acuerdo a sus
propiedades. Entre estas, ura de las mds importantes ¥ que serda usada en el capitulo
IV es la lamada propiedad de equivarianza.

Supongamos que tenemos el siguiente sistecma de ecuaciones diferenciales:
7
' = f(=) ,

donde f : R" —— R™ (con las propiedades de diferenciabilidad que sean necesarias),
¥ sea 4 una matriz invertible de n x n. Se dice que v es una simetria del sistema si

f(ryz) = vf(=)

para toda £ € R™. De manera que si 2 es una solucién del sistema, lo mismo se
puede decir de vyx; en particular, si z, es una solucién estacionaria, también lo serd
YZ,. Ya sea que YT, 7 To O YT, = T, en cualquier caso se dice que < es una
simetria de la solucién z,. Las soluciones estacionarias vz, no se consideran en
realidad como nuevos estados, pues basta conocer x, para encontrar los demas; asi
que en la préctica, se consideraran como soluciones estacionarias aquellas que no
estén relacionadas por simetrias del sistema. El lector podrd encontrar ejemplos
muy ilustrativos de sistemas con simetrias en [GSS] vol 2, chap. XII.

Supongamos que I representa el conjunto de todas las matrices v que satisfacen la
propiedad de ser simetrias del sistema. Entonces, es sencillo ver Qque si 7,6 € T se
tiene que:

(a) ~~lerl

(b) ~6e€T.
Tiene entonces sentido hablar del grupo de simetrias T de f. En particular, €l con-
Jjunto de simetrias de una solucién z, talque vz, = z,, resulta ser un subgrupo de
T Damado el subgrupo de isotropia de z,, v que se denotari por ..
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RESULTADOS IMPORTANTES

En nuestro caso (bifurcacién con un solo parimetro), diremos que F(x,A) (A € R)
posee la propiedad de equivarianza, si siempre que 7 sea un elemento de un grupo
de simetrias I" (por ejemplo el grupo de simetrias del plano O(2)), se tenga entonces
que:

F(yz,A) = vF(x,A)

Los problemas con simetrias tienen una desventaja aparente, visible a primera
vista: supongamos que el problema F'(z,A) tiene una solucién trivial estacionaria
(zo(A), A), tal que vz, = To, ¥ que F posee la propiedad de equivarianza sobre los
elementos del grupo I'; entonces, linearizando alrededor de la solucién trivial, dicha
propiedad se lee como:

D F(Zoy A)vz + R(vZ,A) = YD F(zo, )z + vR(z,A) ,

donde D F'(xzo,A) representa la derivada de Fréchet de F en r,. Si ahora se quiere
pasar el problema a la forma Az — T(A)x — g(x, A) = 0, es conveniente escribir:

F(z,2) = DzF(2o(X:); A0} — (DsF(70(Ao); Ao) — Dz F(2o(A), X))z — (—R(2, A))

donde (z5(As), Ao) €s un candidato a ser punto de bifurcacién. Entonces, si

u € N(Dzf(zo(As)sAs)) , Por ser F equivariante, vz también es un elemento de
dicho espacio. Al ser este niicleo de dimensién grande, es un hecho que el método
de Ljapunov-Schmidt se complica, ya que la ecuacién de bifurcacién, que en principio
es una ecuacién vectorial, tiene mis componentes.

Ahora bien, decimos que esa complicacién es “aparente”, pues al mismo tiempo, los
problemas con simetrias ofrecen una posibilidad para descartar elementos en dicho
nicleo; es decir, reducir su dimensién. Esto se logra buscando desde un principio,
soluciones que sean invariantes bajo algiin otro grupo de simetrias; para lo cual es
necesario definir una proyeccién adecuada. Se recomienda al lector la parte de los
métodos en [GSS] vol 2, cap. XI, pp. 9-17, ¥ cap. XII, pp. 30-33 para la definicién
de la integral de Haar, a partir de la cual se construye la proyeccién.
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Capitulo 2

Elementos de la teoria especial de
Cosserat para barras

El punto de partida (a la vez que pieza fundamental) de todo estudio en matemadticas
aplicadas estd constituido por una descripcidn analitica y precisa de un fenémeno fisico
(real o hipotético), en un lenguaje exacto propio de tal disciplina, y que constituye al

llamado modelo.

Es por esto que el segundo capitulo de este trabajo estd dedicado a la construccién de
un modelo adecuado que permita la comprensién del objeto de estudio, a saber, las barras
de Cosserat. Cabe aqui mencionar que esta segunda parte toma solamente los elementos
indispensables de la teoria de la deformacidén de los “cuerpos delgados”, impulsada por
Stuart S. Antman, y la cual él mismo llama “Teoria especial de Cosserat para barras”.
Para una exposicién completa de su trabajo en este sentido ver [Ant], caps. IV y VIII.
El valor de su obra consiste en exponer la teoria de la elasticidad con un enfoque y en
un lenguaje distintos a los empleados en los trabajos “cldsicos” (ver referencias a lo largo
del capitulo), mucho mas accesible para el lector que no se encuentra familiarizado con la

materia.

Por idltimo diremos que el objetivo de este capitulo no es el de exponer con todo rigor
cada uno de los diferentes puntos a tratar, pues nos llevaria a entrar en complicaciones de
las cuales el problema principal de este trabajo (cap. IV) carece. Con todo esto, algunas
definiciones si son detalladas, siempre que tengan que ver con las hipdtesis detrds del
modelo. Todo aquello que pretenda aclarar o completar una idea, se ha escrito en forma
de acotaciones dentro del texto. Las primeras dos secciones son fundamentales, pues en
ellas se explica la forma en la que se debe entender una barra, esto es, su estructura
interna antes y después de ser sometida a fuerzas que pretenden modificar su aspecto. La
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tercera seccién, en donde se obtienen las ecuaciones de movimiento, es clave para todo el
trabajo posterior; en ella se tiene la oportunidad de entender con mdas detalle la dindmica
de la deformacién. En la seccion 2.5 se establece la forma en la que se podrd determinar
el aspecto de la barra tras ser deformada (dentro de los linites permitidos por el modelo)
a través de definir cierto conjunto de variables. La seccion 2.6 es basica, pues en ella
se especifica una hipdtesis importante: la llamada constricciéon de “deformacién plana”,
cuya justificacién reside en una necesaria simplificacién del tratamiento del problema y
que en cierto sentido ya se percibia de las secciones anteriores. Las secciones 2.7 y 2.8
fueron incluidas sélo para apreciar el significado y propiedades del conjunto de variables
definidas en la seccién 2.3. Las secciones 2.9, 2.10 y 2.11 son imprescindibles, pues en
ellas se encierra €l resto del modelo: la respuesta del material a la deformacién por medio
de suponer una forma razonable para las funciones que participan en las ecuaciones de
movimiento y por iltimo, las propiedades que tienen aquellas asi como sus consecuencias.

2.1 Estructura interna de una barra en su estado de
referencia

Un cuerpo es un conjunto de puntos llamados puntos materiales, que posee masa, puede
soportar fuerzas y ocupar regiones en el espacio euclidiano tridimensional E3.

Decimos que un cuerpo ocupa una regién B € E® al tiempo ¢, si existe una correspon-
dencia uno a uno entre los puntos materiales que lo conforman y los puntos en B.

Esta correspondencia podria ser, por ejemplo, asaciarle a cada punto del cuerpo sus
coordenadas cartesianas con respecto a una base ortonormal:
{e1,e2,e3} tal que E® =< €;,€2,e3 >.

La configuracidn de referencia de tal cuerpo es una distincidn que se le otorga a una
correspondencia en particular con los puntos de una regién B, al tiempo t, = 0, en la que
el cuerpo se encuentra libre de fuerzas aplicadas.

Vamos a suponer que B, C E® es acotada, abierta, conexa y con una frontera suficiente-
mente suave (regular). (Por ejemplo, con vector normal bien definido en casi todo punto)

Sea Z la funcién que nos da la correspondencia entre los puntos del cuerpo y los puntos

en B,, i.e., R(Z) = B, !. Decimos entonces que un punto material tiene posicién Z dentro
de B,.

1R(Z) = Rango(Z).
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En toda la exposicién posterior se hablara de un tipo de cuerpos en particular, llamados

barras. No hay una definicién precisa del término ‘barra’, entendido corno el objeto de
estudio de la descripcién a continuacién. La razén de ello se encuentra en que dicha
descripcién supone que el cuerpo es lo suficientemente delgado como para ser caracterizado
por un conjunto de ecuaciones en las que aparece una sola variable espacial. El término

‘delgado’ se usa arbitrariamente y por lo tanto la definicién de barra no puede enunciarse
de una manera definitiva.

Vamos a suponer que dentro de la regién B, es posible definir una curva suave C,, con
la propiedad de darnos una idea de la forma o aspecto global de la barra.

La eleccién de C, depende tanto de la forma de la barra como de las fuerzas que
se le aplican. Por ejemplo, cuando la barra es sometida a fuerzas superficiales (es
decir, sobre su superficie), es conveniente escoger C, sobre 853, y no en su interior.

Supondremos ademas que C, tiene una parametrizacién por longitud de arco

R(s) = (zo(5), yo($), zo(s5))?
s € [0,1]

donde ! es la longitud de C,. De manera que el vector R.(s) describe la curva C, al variar

su argumento. El origen de R.(s) corresponde al de un sistema de coordenadas arbitrario
fijo {e1,e2,e3} en E3.

C, se llama el eje de la barra y a s se le llama la longitud de arco de la barra en su
configuracién de referencia, o mejor: longitud de arco de referencia.

De aqui en adelante hablaremos del punto sobre C, con vector de posicién R(s), sim-
plemente como el punto s.

Definamos entonces en el punto s sobre C,, al vector tangente unitario:
d r
—R(s) = R'(s) = Da(s) .
ds
El origen de D3(s) es entonces el punto s sobre B,. Abhora, sobre €l plano perpendicular
a Da y que pasa por el punto s, escojamos un par de vectores ortonormales también con
origen en s. Llamaremos a estos vectores D1(s) y Dz(s). De esta forma, sobre cada punto

s hemos construido una base ortonormal directa D1(s), Dz(s), Da(s)}, que satisface

Dj;(s) = €;:Dx(s) A Di(s)
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donde e, = +1 si la permutacién (j.k,]) se descompone en un mimero par de ciclos de
3 P P
orden 2 (transposiciones), o —1 si el nimero de ciclos es impar.

En el estado de referencia, definimos la seccidn transversal (o seccién material), B,(s)
en el punto s, como la interseccién del plano generado por D3 (s) y D2(s) con B,; es decir:

B.(s) =< Di1(s),Dz(s) > NB, .

Por la definicién de B,; todo punto material con posicién Z dentro de B,, pertenece a una
(y solo una) seccidn transversal B,(s).

Aqui tiene lugar por vez primera la hipStesis de que una barra es un cuerpo delgado;
Ya que esta caracteristica, junto con la regularidad de C, serdn la base para suponer
que las secciones transversales B,(s) no se intersecten dentro de B,.

Por lo tanto, a cada punto material le podemos asociar tres coordenadas de manera iinica,
a saber:

X = (x1,%2,5) -

s nos dice la seccidn transversal a la que pertenece el punto material, mientras que las dos
primeras nos dan su ubicaciédn dentro de la misma. Las coordenadas zj, x2,s se llaman
las coordenadas curvilineas del punto material.

Formalizando:
Supondremos que existe un mapeo diferenciable e invertible X que asocia a cada punto
material con posicién Z sus coordenadas curvilineas (i, z2,s). Si llammamos a su inverso
Z tenemos el siguiente esquema:

B,z X xXer®.
z

—_—

Es claro que los mapeos X y Z no se refieren a transformaciones de ciertas regiones
del espacio en otras; sino a un simple cambio de variables. Por tal razén, vamos a
pedir que el jacobiano D(x = J(Z) sea positivo, para toda Z en 8B,. Esta hipStesis
es importante y se asumira durante todo el trabajo.

Si este es el caso, el teorema de la funcién inversa nos dice que el mapeo Z es
diferenciable en X(8B,) y ademds gg} = j(X) > 0, para toda X € X(B,).

Con esta, misma notacién, podriamos decir que una barra de Cosserat se caracteriza
por:
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1. s € (0,1) = {s: X € X(B.)}.
2. Definimos la seccidén transversal en el estado de referencia, en el punto a, como:
Bo(a)= {Z € Bo : X(2) = (z1,x2,a); a € I = (0,1)}.
De manera que para cualquier subintervalo J de (0,!) :
Bo(J) = UgesBo(a) = {Z € Bo : X(Z) = (z1,22,a0); a € T},
asi: B, = B,(0,17). (Ver figura 1)

Z(,-,8y

D, (s)

Figura 2.1: Configuracidn de referencia de una barra. C, es una curva suave dentro
de B,, cuya ezxistencia se supone. En este estado se definen las secciones transversales
siempre perpendiculares a C,. La forma de las secciones no tiene por qué ser circular,
stno cualgquiera compatible con las hipdtesis sobre OB,

No hay una razén en especial para pensar que las secciones transversales de la barra
en su estado de referencia deban tener alguna forma en particular. Sin embargo,

sea cual sea la forma de éstas, debe ser compatible con las hipétesis de regularidad
impuestas sobre 9B,.

Por ejemplo, supongamos que la configuracién de referencia es una barra cilfndrica;
es decir; de secciones transversales circulares, no necesariamente del mismo radio
todas ellas. En tal caso, si escogemos como eje de la barra a la linea de los centros
de estos circulos, el cambio de variables Z (de X a Z), tiene una representacién muy
sencilla:

z

]

Z(x)
R(s)+ z1D1(s) + z2D2(s)

I

zo(8)
[ yo(s) | + 7e(s)seny Di(s) + Tp(s)cos Da(s)
z() | “oam o

donde: T € [0,1], % € [0,27). (Ver figura 2)
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D2(s)

Figura 2.2: Configuracion de referencia de una barra con seccidn transversal circular

2.2 Estructura interna de una barra en su estado
deformado

La deformacidn de la configuracién de referencia de la barra esti dada por un mapeo:

p:B,x R — EB3
(2,t) — p(2,1)

el cual representa la posicién del punto material Z de la barra al tiempo ¢.

En general, las hip6tesis sobre p son las siguientes: (ver [Ciar])

p:BoxR — E,
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p suficientemente regular, inyectiva excepto posiblemente en 88, y con la propiedad
de conservacidn de la orientacién. El hecho de que partes de la barra puedan entrar
en contacto, se refleja en la posible pérdida de la inyectividad de p en (o partes de)

8B,.
Si p = (p1,P2,P3)s Z = (21,22,23)s Pij = gzzi"-; la condicién de preservacién de la
orientacién se expresa como {|[Vp|] > 0V Z € B,. |Vpli = [pi;] se lama el gradiente

de deformacion.

En este contexto se suele llamar a = € B, los puntos materiales, y a p(Z,t) € p(B,,1t),
los puntos espaciales. A Z se le lama la variable de Lagrange y a p(Z,t) (¢ fijo) la
variable de Euler.

La regién ocupada por la barra en su estado deformado al tiempo ¢, es ahora p(8,,t) = B.
Definamos

B(X,t) = (poZ)(X,?)
p(Z(X),1) .

Por lo tanto, la configuracién de la seccién transversal en el punto s al tiempo ? estd dada
por:

B(s,1) B(Bo(s),1)

{B(X,1) : X = X(2Z), Z € Bo(s)} -

o

La forma exacta que pueda tener B,(s) después de la deformacidén, depende de la barra
particular que se estudia y por lo tanto de nuestro modelo de la misma. B(s,?) puede
tener una forma complicada. Una manera de simplificar el estudio, es imponiendo restric-
ciones sobre p. Dichas restricciones o hipdtesis son necesarias ya que la descripcién de la
deformacidén seguird las mismas lineas que se siguieron cuando se estudié la configuracién
de referencia y, por lo tanto, es necesario definir un conjunto de vectores equivalente a
{D1,Dz,D3}.

En la configuracién de referencia fue ficil establecer una base ortonormal en cada
punto s, ya que las secciones transversales se construyeron como regiones planas y per-
pendiculares a C,, pero ahora la forma de éstas después de la deformacién puede ser

cualquiera.

Una primera hipétesis sobre B(s,t) podria ser, que la deformacidén de la barra no fuera
tan severa; de tal forma que B(s,?) sea una superficie regular (la normal unitaria bien
definida en cada punto) y parametrizable. Otra hipdtesis ain mads importante seria la
de pedir que dos secciones transversales distintas B,(s1) ¥ Bo(sz2) sean tales que, después
de la deformacién, sus imaéagenes B(s;,t) y B(s2,t) no tengan puntos en comin. Esta
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hipdtesis fisicamente razonable es mds fuerte que la de pedir la inyectividad de p en el
interior de B,.

Supongamos entonces que la barra se ha deformado. Su eje es ahora una curva C
descrita por un vector r(s,t) dado por:
r(s,t) = p(R(s),2) = 5(0,0,s,1)
parametrizada por la longitud de arco de referencia s.
El punto s definido por R(s) ¥ que antes pertenecia a la seccién transversal B,(s),

ocupa ahora la posicién r(s,t), dentro de B(s,t). Bajo las hipétesis de regularidad arriba
mencionadas, el plano tangente a B(s,t) en el punto r(s,t) estd dado por:

Pr —r(s,t) = P x1-+pz,x2

donde pr se refiere a las coordenadas de un punto sobre el plano tangente en B(s,t) y
P, = %(0,0,S,i); 7z =1,2. (Ver figura 3)

50
P
xo

r(s,t)

Figura 2.3: Deformacidn de una barra. Supondremos que las secciones transversales
deformadas no se intersectan y que constituyen superficies regulares; de manera que es
posible hablar del plano tangente en el punto r(s,t). Ndtese que C, no es una curva en
particular

Sobre el plano tangente a B(s, t) en el punto r(s, t), escojamos dos vectores ortonormales
di1(s,t) y d=z(s, t), con origen en r(s,t).
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d;(s,t) y da(s,t) pueden escogerse de cualquier manera, por ejemplo:

o

daleD = G
u(s, 1)

dz(s. 1) Mo,

donde u(s,t) = P, — (P2, - P2,)P2,-
Otra forma adecuada para definir d; y d- tiene que ver con el concepto de fibras
materiales y fibras espaciales (ver {Nov]):

Supongamos que tenemos un cuerpo cuyas puntos tienen coordenadas

X = (z,y,z)' con respecto a algin sistema de referencia. Después de una de-
formacidén, con respecto al mismo sistema de ejes, sus puntos estin dados por:
=E=(10"= (= + wX, 1),y + v(X, 1), z -+ w(X, 1)); donde

u, v, w € C®((R3 D Q) x [0, 0)), son los desplazamientos.

SiX = )_((a‘) es una curva parametrizada por o en el cuerpo antes de la deformacidn,
una vez deformado sus coordenadas son ahora = = (o) = (z(o) + u(&(o), t), - - -)*.
Por ejemplo, una linea que pasa por el punto X, y es paralela al eje x estd dada por
X = (&, Yo, o)’ Sus coordenadas en el estado deformado son:

E = (T4 u(E,Yos Zos )5 Yo + (T, Yos Zos 1), Zo + W(T5 Yo, 7. 1)) -

Podemos hacer lo mismo para y y z; a las lineas obtenidas se les llama lineas
coordenadas.

A las lineas X (o) les lamamos fibras materiales, y podemos imaginar al cuerpo
consitituido por una infinidad de ellas. (Ver figura 4)

Figura 2.4: Definicidn de las fibras materiales X (o) y las lineas coordenadas =(co)

Ahora podemos pensar en el proceso inverso, dadas 3 lineas en el cuerpo defor-
mado, paralelas a los ejes coordenados; nos preguntamos ¢émo se vefan antes de la
deformacién. A tales lineas se les llama. fibras espaciales.
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Para escoger a d1(s,1) y d2(s,t) con este enfoque, habri que buscar dos fibras en el
cuerpo deformado, sobre B(s,?) ¥ que se intersecten perpendicularmente en r(s,t).
Si =(o1) ¥y =(o2) son estas curvas, entonces podemos tomar:

di(s,t) = -—=Lo1)

d2(s, 1)

. Ahora definimos un tercer vector:
ds(s,t) = di(s,t) Adz(s,t)

de tal forma que {dj,d=,d3} constituye una base ortonormal para E2, cuyo origen esta
en r(s,t). Por lo tanto, sobre cada punto de C, es posible definir estos tres vectores; a los
cuales llamamos vectores directores, y por consistencia deben satisfacer:

di(s,0) = Dai(s)
vsel[0,]] , i=1,2,3.

Nétese que ahora re(s,t) y da(s,?), no son necesariamente colineales, como ocurria con
R/(s) y D3a(s). (Ver figura 5)

La construccion de los vectores directores nos permite tomar a la barra como su propio
marco de referencia; eventualmente descompondremos todas las cantidades vectoriales en
términos de ellas.

Figura 2.5: Definicion de los vectores directores en el estado deformado
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2.3 Obtencion de las ecuaciones de movimiento

Un cuerpo se deforma bajo la accién de torcas y fuerzas que actian sobre los puntos que
lo constituyen. Las ecuaciones de movimiento se obtienen igualando la fuerza resultante
con la derivada con respecto al tiempo del momento lineal y la torca resultante con la
derivada con respecto al tiempo del momento angular.

El lector podri encontar una formulacién de las ecuaciones de movimiento distinta
a la. emplcada en este trabajo, en [Ant] (caps. IV y VIII); bajo condiciones menos
estrictas de diferenciabilidad que las adoptadas por nosotros. (Para un enfoque con
tensores el lector puede consultar [Veu] (caps. II y V), o bien [Nov] (cap. III))

Para esto consideraremos un segmento de barra para el cual 0 < a < s < b < I. Si
quisiéramos extendernos incluso al caso s = 0 y s = I, tenemos que prescribir las condi-
ciones de la barra en sus extremos (condiciones de frontera).

Descompongamos al vector de posicién p(Z,t) como:
p(Z,t) = r(s,t)+p'(2,1)

donde p’(Z,t) es un vector con origen en r(s,t) y que ubica a los puntos sobre la seccién
transversal B(s,t). (Ver figura 6). En términos de los vectores directores, p’ tiene una

Figura 2.6: Descomposicion del vector de posicion p(Z,t) = r(s,t)+ 5 (2, t)
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expresion:
A(X,t) = @1 (X,t)da(s,2) + 2(X, t)dz(s, 2) + 3(X, t)da(s, ?) ,

en donde las funciones ; podrian tener, en principio, una forma complicada que constituye
parte de las hipStesis del modelo. En general 3’ = g(r(s,t),di(s,t),dz2(s,t),da(s, ), X, 1),
en donde ahora g vendria determinada por el modelo. Por el momento sélo pensemos que
siempre es posible descomponer p en términos de r y p’.

Las fuerzas aplicadas sobre la barra se dividen en dos clases:

e Fuerzas de cuerpo aplicadas: Estas se definen por un campo vectorial

f:B — R®

donde f es una densidad de la fuerza aplicada, por unidad de volumen en el estado
deformado.

e Fuerzas superficiales aplicadas: también definidas por un campo vectorial

g: I — R®

donde I'; es un conjunto de I’ = 8B y g es una densidad de fuerza superficial
aplicada, por unidad de drea deformada.

Cuando definimos un cuerpo al principio, se dijo que entre sus caracteristicas estaban la
de tener masa. Entonces, sea 2 un conjunto de puntos materiales (2 C B) con masa
m($2). Definimos la densidad de masa en un punto p € 2 mediante el limite:

: m(Q) |
plp) = ,.(Is%’)’lo__#(n) ;

donde ©(f2) es una cantidad relacionada con el tamaifio de 2, por ejemplo su volumen o

area.
Nuestro modelo supondri que p depende inicamente de la posicién (no del tiempo).
Fijémonos ahora en Biq,5) = Usela,5]B(s,t) y definamos las fuerzas aplicadas sobre él:

Fuerzas superficiales: Sea F, la fuerza por unidad de masa sobre B, = B(a, t), ejercida
por el segmento de barra adyacente Bjg,a), al tiempo ¢. Anilogamente definase Fj, la
fuerza sobre B;.
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Fuerzas de cuerpo: Sea F la fuerza por unidad de masa sobre los puntos de By
(debida a la gravedad, presién, etc.).

Por lo tanto, la fuerza total sobre B, es:

Fr = _/;ApF.,dSa + /Bpr,,ds,, + /B pFdV |

[a.8]

donde dS y dV son los elementos de drea y volumen, respectivamente.
Notacién: Supongamos que G es una funcién de la posicién p(Z,t) y del tiempo.
Convenimos en escribir: G(p(Z,%),t) = G(B(X,t),t) = G(X,t). Por otra parte, si

¢ € [a, b], lamamos a X, las coordenadas (zi, T2, c).

Cambiando entonces a las coordenadas curvilineas tendremos que:

L pFadSe = [ B(X)Fu(Xert) | 5(X) | dmrdes
= n(a,t);
andlogamente para [z pF3 dS, = n(b,t); donde j(X;) = Z.,D—((XZ.% es el jacobiano de la trans-
formacién X — Z y el cual es positivo por hipétesis (sec. 2.1: | 7 | = 7) , (no
volveremos a hacer hincapié en ello).
/B[a'b] pFdV = /b /B BIXVE(X,1)§(X) dz1dzads

fi

/:f(s,t) ds .

Por lo tanto:

Fr = n(b,t)—n(a,t)+/baf(s,t)ds.

El signo menos se introduce por convencién. n(a,t) y n(b,t) son las fuerzas de contacto
y f es la fuerza de cuerpo por unidad de longitud de referencia en el punto s al tiempo t.

Con la misma notacién y usando la descomposicién del vector de posicién: p = r + p/,
el momento lineal de B, es:

- gp
P = ./s[.,,b, & Tl

b -
= /’.z _/L:r, ﬁ(X)ap(T)t(’tl](X) dz,dzods ;
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desarrollando:
b b
p = A(pA)(s)rg(s,t)ds + _/n qt(s,t)ds
donde:
(pA)s) = [, A(X)i(X)dzidze
as,t) = [ AX)F(X,0i(X)drrdzs .

De esta manera, el segundo término en p, resulta ser la cantidad de movimiento (o mo-
mento lineal) relativo al eje de la barra C: r(s,t).

Ahora, Fr = %%, por lo tanto:
b I3 b
n(b,t) — n(a,t) + / f(s,t)ds = / (pAY(Oree(s, ) + [ (s, t)ds .
a a a
Si llamamos a tr la torca total sobre B, 4
a,b)

= Y N Fadv
tr —/B(.,.b)ppAF dS, + prpAdeSb -+ ./B[ PP

desarrollando:
/B PP A FudSa = /5 B(X)B(Xart) A Fu(Xayt)i(Xa) dradzs

r@t) A [, A(X)Fu(Xa, )i (Xa) doadea +

I

+ [, AXIF (Xart) A Fa(Xay1)5(Xa) dordaa
= -r(a,t) An(a,t) —m(a,t),
en donde los signos negativos han sido introducidos solamente por convencién. Andlogamente:

/B ppAFodSy = r(bt)An(b,t) + m(b,t).
b

Ahora para el iltimo término, que son todos los puntos situados entre las secciones
transversales B, y By:

b = .
/BM] ppAFdV = /ﬁ r(s,t)/\A'p(A)F(A,t)J(X)dz,dxzds +
b -
+ /ﬂ /B BX)F (X, t) A E(X,1)5(X) dzydzads

b -3
/ r(s,2) A f(s,8) ds + /,, 1(s, ) ds .
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Por lo tanto:
r(b,t) An(b,t) — r(a,t) An(ae,t) + m(d,t) — m(a,t) +

3
+ / [r(s,2) Af(s,t) + 1(s,2)]ds .

tr =

Los cuatro primeros términos en la expresién para la torca total reciben el nombre de
torcas de contacto. Como se puede ver, las torcas de contacto son de dos tipos: r(a,t) y
r(b,t) son torcas alrededor del origen de coordenadas O, mientras que m(b,t) y m(a,t)
son torcas alrededor de los puntos r(b,t) y r(a,1), respectivamente. De igual manera, los
\ltimos términos, llamados torcas externas o de cuerpo, se dividen en torcas alrededor
del origen O (r(s,t) A f(s,t)) y torcas alrededor del punto r(s,t) (I(s,2)). (Ver figura 7)
Ahora calcularemos el momento angular total de By 4:

Figura 2.7: Torcas y fuerzas sobre la barra en su estado deformado.

8p
— 2La
1T —/l;(._b] PA P, v

Tomando la descomposicién del vector de posicién p = r + p’ y cammbiando a coordenadas
P

curvilineas:
17 = /ab(pA)(s)r(s,t)A re(s,t)ds -+ /ab [/E F(X, )F(X)5(X) dzldzz] A s, t)ds +

+ _/:r(s,t)/\ [_/B BX)BUX, 1)7(X) dz',dzg] ds +

+ /: [fu (X, 1) A B(X)BU(X, )7 (X) dz,dz2] ds .
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Por lo tanto:
b b
1r = / r(s,t) A (pA)(s)re(s,t)ds + / a(s,t) Arg(s,t)ds +
+ f r(s,¢) Aqu(s,t)ds + / h(s,t)ds .

Nétese que h(s,t) es el momento angular relativo a r(s,?). Por otra parte, t7 = d%lz-,
entonces:

r(b,t) An(b,t) — r(a,t) An(a,t) + m(b,t) — m(a,t) + /b[r(s,t)Af(s,t) + 1(s,t)]ds
= _/:[(PA)(S)I‘(SJ)/\r:t(S,i) + a(s,t) Aree(s,t) + r(s,t) A qee(s,z) + he(s,t)lds .

Haciendo b = s en las ecuaciones para la torca y la fuerza total y derivando con respecto
a s, obtenemos la forma cldsica de las ecuaciones de movimiento de la teoria especial de
Cosserat para barras:

n, + f = (pA)ree + Qe
(rAmn), + mg + rAf + 1 = (pA)rAree + QAT + TAQee + he .

Substituyendo la primera ecuacién en la segunda, se simplifica en:
rsAn 4+ mg +1 = gAreg + he.

Esta dltima ecuacidén junto con la de la fuerza, describen la dindmica de la deformacién. En

ellas f se supone conocida, lo mismo que q, 1, h; estas tres dltimas estaran determinadas,
siempre y cuando 7' lo esté.

Asi, tendremos 6 ecuaciones diferenciales parciales para las tres componentes de r, y
las tres componentes de 7', de acuerdo al modelo que de este vector se tenga.

Ma4s adelante, cuando establescamos un modelo para m y n por medio de ecuaciones
constitutivas, veremos cémo cambiar el planteamiento del problema utilizando comeo
incégnitas otras variables (las variables de esfuerzo) que serin definidas entonces.

Decimos que un cuerpo se encuentra en equilibrio estdtico (o que ba alcanzado el
equilibrio) cuando su configuracién se mantiene constante en el tiempo. Las ecuaciones
que caracterizan este estado se obtienen haciendo igual a cero todas las derivadas en el
tiempo en las ecuaciones de movimiento. Por lo tanto:

n +f = 0
rAn+ m' +1 = 0

son las ecuaciones de equilibrio estdtico para cuerpos delgados.
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Para una deduccién de las ecuaciones bajo hipStesis menos fuertes en cuanto a la
diferenciabilidad de las fuerzas, ver [Ant] caps. IV y VIII. Ahi se parte de leyes
fundamentales expresadas en forma integral, estas son, el principio del trabajo vir-
tual o ley del impulso-momento lineal, y la ley del impulso-momento angular. La
primera de ellas dice que el impulso que proporcionan todas las fuerzas que actian
sobre la barra en un intervalo de tiempo 7, es igual al cambio en el momento lineal.
La segunda dice que el impulso de todas las torcas presentes es igual al cambio en
el momento angular. Estas leyes permiten el tratamiento del problema desde un
punto de vista variacional.

Para una exposicién mas completa se recomienda el libro de Ciarlet ([Ciar], cap.
II). En él se demuestra que un cuerpo alcanza el equilibrio estitico si satisface el
principio fundamental de esfuerzos de Euler y Cauchy:

Sea un cuerpo que ocupa una configuracién deformada B3 y que se encuentra sujeto
a fuerzas superficiales y de cuerpo, representadas por densidades:

f:B— R® ; g:Tp — R,
entonces existe un campo vectorial
t:Bx S — R®,
donde §; = {v € R®:|jv|} = 1} tal que:

a) Para cualquier subconjunto .4 de B y en cualquier punto p € I'; N 8.4 donde
el vector normal unitario (exterior) fi a I'; N 8.4 exista, se tiene que:
t(p,0) = g(p).

Para cualquier subconjunto .4 de B5:

b) Axioma del balance de fuerzas:
[ @ dp + [ tpm)ds = o
A 8.4

(# la normal exterior unitaria a 8.4).

c) Axioma del balance de momento:
A d f At(p,R)dS = 0.
/Ap f(@)dp + [  PAip,0)

Estos principios aseguran la existencia de fuerzas superficiales #(p, i) dS sobre la
frontera de todo subconjunto de B. £(p, ) dS es el vector de esfuerzos de Cauchy, el
cual es una densidad de fuerza superficial por unidad de &drea, en la configuracién
deformada B.

En este texto también se demuestra que bajo condiciones de continuidad de f y
diferenciabilidad de ¢, existe un campo tensorial continuamente diferenciable



52 CAPiTULO 2. ELEMENTOS

T: B> p-— T(p) € M3 (matrices de 3x3), tal que

t(p,h) = T(P)A V p € B, n € S1; ademds T(p) = T!p). T es el tensor de
esfuerzos de Cauchy. Las ecuaciones de equilibrio tienen ahora la forma:
—-div?T = f enB
Tn = f enly

Este problema es equivalente a dos ecuaciones variacionales, conocidas como el
principio del trabajo virtual en la configuracion de referencia.

2.4 Ias variables de esfuerzo

El hecho de haber escogido a los vectores directores como una base ortonormal para E3
en cada punto de C, nos trae como consecuencia que, derivando con respecto a s en

Ndi(s, )12 = di(s,?)-d;(s,t) = 1, se tiene di(s,t) - 8,dj(s,t) = 0, por lo tanto:
Fedi(s,t) = aj(s,t)dj(s,t) + ai(s,t)dx(s,?)
Si ahora derivamos con respecto a s en dj(s,t) - dj(s,t) = 0; tenemos que:

dj(s,t)-Osdi(s,t) = —di(s,t) -9sdj(s,t) y substituyendo las expresiones para las derivadas
de los vectores directores que obtuvimos arriba:

a;(s, t) = —a'f:(s, t).

Por lo tanto:

3sdy = aldz + aids

8sdz = —ald: + aida

8sda = —ald; — a3d2
Entonces, si definimos 3 variables: u; = a2, u2 = —a}, uz = a}, podemos escribir las tres
Wltimas relaciones como:

Oadj(s,t) = wu(s,t) Adi(s,?),

donde u(s,t) = TP ui(s,t)di(s,t).

Escrito en forma matricial resulta entonces que para t fijo:

d, o usl  —uoX d:
a, dz = —u31 O ‘u11 dz
ds u2l —u X (o] da

u
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Donde I y O son las matrices identidad y nula, respectivamente (de 3x3). U es una
matriz antisimétrica (de 9x9) y no invertible, ya que para cada ¢ fijo

N1 = (,0,0,u2,0,0,u3,0,0)
Nz = (0,u1,0,0,u2,0,0,us,0)*
N3 = (0,0,u1,0,0,u2,0,0,us)"

pertenecen al nidcleo de U.
Escribiendo el sisterma explicitamente
Osdy = uadz — u2d3z , OJOsdz = —wadi + wuids , Osdy = uad1 — wadz

podemos despejar u; tomando el productoc punto entre las derivadas de los vectores direc-
tores j,k ¥y sumando:

1
Uu; = §2k,,sjk,(asdk) . dl .

Esto que hicimos para t fijo, también puede hacerse ahora para s fijo; de manera que si
llamamos a w(s,t) = SF_ wi(s, t)di(s, t):
Sedi(s,t) = wAdi(s,2);

d1 o w3I —wgl d1
8 | dz = —wsl O w, X dz

asi que:

da wel —uwnl (o] da
wW
En estas variables:
¢dy = wzdz — wsds N Sds = —wadi + w;ds > Oedz = wadi — widz
por lo tanto:
1
w; = §2k,155k1(3gdk)'d1

Definamos ahora tres nuevas variables v; , v2, va, como las componentes del vector tan-
gente a C (el eje del cilindro) en el punto s (al tiempo ¢):

rs(s,t) = Zi,uvi(s,t)di(s,t) .
Las seis variables, representadas por las ternas
U = (ur,uz,u3) , V = (v1,v2,v3)

se denominan las variables de esfuerzo.
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Nuestro objetivo es encontrar la forma que tendria la barra al tiempo ¢. Por lo
pronto hemos visto que, si conociéramos la forma exacta que tienen las variables de
esfuerzo, podriamos determinar la forma del eje de la barra y la ubicacién de los
vectores directores, resolviendo el sistema de primer orden:

d, o usl  —upl O dy
Py do _ —uzl o I O do
| da - u21 —u3l O (o] dz
r v I (3% § vzl O r
para t fijo. Este sistema con condiciones iniciales (o de frontera) r(0,¢) = R(%),
d;(0,2) = D;(), tiene solucién dnica. Por lo tanto, y dada la ortogonalidad de los

vectores directores, las variables de esfuerzo determinan r, 41 , d2, dg salvo por
una traslacién y una rotacién de nuestro sistema de coordenadas.

Sin embargo, el problema no termina aqui, pues queda ain por determinar las
proyecciones del vector de posicién relativo p’; es decir; ¢>1, 2, ¢3. (Recuérdese que
se hizo la descomposicién p = r+ SF_;¢idy. Seccién 2.4).

Si para la configuracién de referencia escogemos
Z = Z(X)
R(s) + z1D1(s) + z2D2(s),

debemos entonces tener sobre 5(X,t) la restriccién (condicién de compatibilidad):

#(=,0) = r(s,0) + SEy (X, 0)d)(s, 0)
R(s) + z1D1(s) + z2D=2(s) -

Por lo tanto:
r(s,0) = R(s), dj(s,0) = Di(s), @i(X,0)= =;.

Como la configuracién de referencia se supone conocida, R, D;, z; (i=1,2,3) son
funciones conocidas.

Constricciones de la deformacién

facilitar el estudio posterior, nos enfocaremos solamente a aquél tipo de barras

que se apegue a un modelo de deformacién plana. Anteriormente se habia supuesto que
siempre se partiria de secciones transversales cuya forma en el estado de referencia es
plana, ¥y que en el estado deformado temdrian, en general, la forma de una superficie
parametrizada por X,t en la base dj, dz, dz. El modelo de dcformacién plana supone
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C

Figura 2.8: Hipotesis de deformacidn plana: las secciones transversales yacen en el plano
generado por di y dz.

que en el estado deformado, las secciones transversales B(s) siguen siendo planas; esto es,
que si antes de la deformacidn los puntos sobre la seccién transversal B,(s) se encontraban
en el plano generado por I1(s) y D2(s), ahora esos mismos puntos se encontrardan en el
plano generado por di(s) y d2(s) (en el tiempo t). (Ver figura 8)

Como consecuencia de esta hipdtesis, la forma de el vector p’ estard dada por:

=~

)4 = ﬁpl(x)dl(s’t) + w2(X)d2(s, )

(o en general p'(X,t) = g(r(s,t),d1(s,t),dz(s,1), X,t)). Este modelo nos dice que no
solamente la deformacidn es plana, sino que ademas la posicién de los puntos en el estado
deformado (es decir ) ¥y (92) depende idnicamente de la posicién que tenian en el estado
de referencia. De hecho, la condicién de compatibilidad con este modelo queda:

B(X,0) = R(s) + 2 0(X)Di(s) = Z(X)

Una vez que se ha especificado la forma de p’, podemos escribir los términos q y h
en las ecuaciones de movimiento de una forma mas simple:

a(s,1) /B [p1(X)da(s, 1) + @2(X)d2(s, 1)])A(X)F(X)dX,

[/5 (,91(X)[>(X)j(X)dX,] di1(s, 1) + [/B (,92(_7{)/')(X)j(X)dX,] Az (s, 1)
= (ph)(s)di(s,1) + (pl2)(s)dz(s,t)

donde (plI;)(s) es el primer momento generalizado de masa con respecto a d;(s,t)
(dX; = dzidz2).
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De la misma manera para h(s,t):

he,t) = [ #Appli(a)dX,

/B [1(X)d1(s,t) + ©2(X)d2(s,t)] A
A(XD)p1(X)w(s, ) Adi(s,t) + @A X)W(s, 1) Ada(s,t)]i(X)dX, .

Como w(s,t) = ZP_ wi(s,t)di(s, ) segin se definié en la seccién anterior, agru-
pando términos, legamos a que:

nGs,n = [f sef + DO X weda + [ [ peli(x)ax.]| wadz +
= [, pereai(X)ax.| widz — [, Poreri(x) dX.| wady +

+ [ [ peti(X) dx.] wids .

La expresién anterior se suele abreviar como:
h(s,t) = T5_,(pJ)()wals,)da(s,1) + Bi.c1(pdu)(&wu(s, t)duls, 1),

en donde (pJs)(s) = 2, _,e4.85 J5, PPruw.3(X)dX,, es el segundo momento
generalizado de masa con respecto a d,, y ds.

En algunos casos es posible escoger q=0 por ejemplo, si
Z(X) = R(s) + ©1(X)D3(s) + ©2(X)D2(s), se tiene que:

. _ D=
IX) = o)
det(R/(s) + @1(X)D1(s) + @2(X)ID5%(s) , ¢21D1(s) + ©21(X)D2(s),
©1,2(X)D1(8) + ©2,2(X)D2(s))
= [R' + @1UAD:1 + ©:UAD2] -[01,1D1 + ©21D2] A [p12D1 + 92,.2D2]
D(w192)
= Va - X)HU: U. S
[Va(s) — @1(X)HUAs) + w2U1(s)] Dlz1,52) °
en donde hemos tomado R/(s) = TL,Vi(s)D;i(s) , wi; = g%;-. Supongamos ahora
que Uz = U; = 0; como Dj(s) = —U1D2 + UsDj;, vemos que D3a(s) = cte.
Dado que escogimos R/(s) = Dg3(s), esto corresponde a tener a la barra en una

configuracién inicial en la que se encuentra estirada. Por otra parte, Di y D2
quedarian siempre determinados por:

D; ]’ o I D D D;°
[B:] =[S o][m] - [B]o-[55]



2.5.

Otra condicién que impondremos y que es tan importante como ldgica desde un punto de

CONSTRICCIONES

Supongamos ademiés que R(s8) corresponde a la lfnea de los centros de masa de las

secciones transversales B,(38); ¥ que p'(X) = zid1 + z2d2 ?%; i.e;; j(X) = 1, por
lo tanto:
atst) = [ AX)(zrd1 + z2da2)Va(s) dX.

= wva(s,t) [(/; ﬁ(X):cldX,> di(s,t) + (/B H(X)za dX_,) dz(s,t)]
va(s, )[MEA1(s,t) + Mnda(s,1)]
va(s, t)[T1dy (s, 1) + Toda(s,?)]

H

donde T} es el momento con respecto al eje ; (con respecto a d;), M es la masa de
la seccidén transversal, £ , 77 son las coordenadas del centro de masa segin los ejes z;
y x2. (Ver [Cou], sec. 4.9)

Sin embargo, escogimos a R(s) como la linea de los centros, por lo tanto £ = 1 = 0;
i.e.; q(s,t) = O, (o bien (pla)(s) = 0).

Por otra parte, q no tiene por qué ser siempre cero; si la configuracién de la barra
no es recta (u1 y/o u2 # 0) o bien si a ésta se le aplican fuerzas sobre su superficie
(por un fluido en movimiento o por contacto con otros cuerpos) en tal caso, r(s) se
toma sobre la superficie.

Bajo condiciones mds generales, por ejemplo 3, simétrica con respecto a x, y 2 ¥y
A(X) par en 21 y =2, o bien %3 y u; suficientemente pequeiias, pueden escogerse (o1
¥ o2 tales que q=0 (ver [Ant], cap. VIII).

Por iltimo, un comentario mas acerca de escoger 5’ = =x1dy + z2dga:

En este caso, la matriz de 2X2 cuyas componentes son (pJ..)(38), resulta ser el tensor
de inercia de la seccién B,, ([Lan] cap. VI). Este tensor es una matriz hermitiana,
¥ por lo tanto diagonalizable bajo una transformacién de ejes principales; asi que,
escogiendo Di1(s) y D=2(s) como los ejes principales de B, (pJu)(8) = 0 Vu,v:
v # v

Por todo lo anterior, en el mejor de los casos, las ecuaciones de movimiento podrian
reducirse a:

ns + f
rs An+ mg + 1

(pA)ree
8. [Z3_1 (o) () (s, )y (5, )]

vista fisico es:

vz = rg-dz>0 Vse[0,l],t>0.

Como consecuencia inmediata de esta condicidn tendremos:

2Fisicamente, las secciones transversales sdlo cambian orientacién, pero no forma ni tamafio
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i]

ii] El plano generado por di y dz y que contiene a la seccién transversal B, , no puede
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lIrsll? = Zf,0f > 0 .

Es decir, que si definimos al estiramiento en el punto s al tiempo t como la razdén
entre la longitud de un segmento de barra después de la deformacién y su longitud

antes de ser deformado, cuando este iiltimo tiende a cero:

b
e(s,t) = lirna.b_.,—f“—”l—.;(—_f———-'at)w

= limas—slirs(£™. I
lirs(s; £}l

—_ 3 217 |
- [El=lvl] E]

donde a < &%, < b y se asumen vilidas las condiciones del teorema del valor

intermedio (continuidad de v;, i=1,2,3).
ser tangente a rs(s,t) (Vs € [0,1], ¢ = 0).

La hipdtesis vz > 0 proviene de un contexto puramente unidimensional. Al estudiar
la deformacién en el espacio, es facil obtener su generalizacidn:
La configuracién del cuerpo en su estado deformado y que estd dada por
P : (Z,t) — p(Z,t) debe ser inyectiva, de tal forma que dos puntos materiales
no puedan ocupar el mismo lugar en el espacio E3. Sin embargo, la hipétesis de
inyectividad es una restriccién global sobre la configuracién y es dificil de manejar
matemadticamente. Por lo tanto, en vez de pedir la inyectividad, se suele pedir
algo que es mads tratable y que por lo menos localmente, nos daria la inyectividad:
supondremos que la transformacién p conserva la orientacién.
Como sabemos, la orientacién se conserva pidiendo que el signo del jacobiano de
»(Z,t) (t fijo) sea positivo. Es decir:

D(» _ DX D)

D(Z) D(Z) D(X)

5 -1 _
= (22) L&

D(X) D(X)

Si como antes j(X) = g—((% (seccién 2.2), la condicién de preservacién de la

orientacién es:

1 D) . erm
oD > ° VX e X(B,)-

La generalizacién de la restriccién unidimensional viene dada por el siguiente
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Teorema: Supongamos que p(X,t) = r(s,t) + i ;i(X)dy(s,t) , donde
@1 € CIX(Bo)] » ¥ que 5355y 5%y > 0 VX € X(Bo)
FEntonces existe una funcién V' : (u1,uz,s) — V(u1, u2,s) tal que
v(0,0,8) = 0, V(-,-,58) es convexa, homogénea de grado 1 y ademais:

va > V(uz,uz,s).

Prueba: Aqui sélo un bosquejo (ver [Ant], cap. VIII). Recordemos que

. - _ D(p1602)
J(X) = [Va(s) — @1(X)Uz(s) + @2U1(s)] G ICYWED)
Por otra parte
D5
D((.;)) det(p1ad1 + 2adz , w12d1 + @2,2d2,

wi1,3dy + wiuAdy + @25ds + pouAdz + v1dy + vedz + vadg)

_ D(e1,02)
= (vz — pru2 + qul)D(l_l’x2) .

Por lo tanto:

1 D) Uz — @i1uz + 2ouy o=
—t o > 0 == >0 VX e X(Bo)-
3 DX) Vs — wi1Uz + 22Us (Be)
Como V3(s) = wv3(s,0), lo anterior se satisface si pedimos que
va(s,2) > @1(X)ua(s,t) — @2(X)us(s,t) = F(ui,uz,s) . F(+,s)es homogénea

de grado uno, convexa y continua.
Sea V(ui1, uz, s) = max{p1(X)u(s,t) — @2(X)ua(s,t) : 1,22 € 5,}. Porlo tanto,
el conjunto de variables de esfuerzo que satisfacen la propiedad de preservacién de
la orientacién son aquellas para las cuales vz, u1, uz satisfacen:

va > V(u,u2,s).
Para entender mejor lo que representa V', definase
H(X) = {(uvi,u2,v3) : vz > 1u2 — ¢22u;}. H(X) es la parte superior al plano
Pi1uz — (P2u1, del espacio de coordenadas (u1, u2, v3)-.
Sea ahora N (s) = MN{H(X) : (x1,%2) € B,;} ; como la interseccién de regiones
superiores a cierto plano en el espacio (u1,u2,v3) (ver figura 9). A/(s) es conexo y
abjerto ademas, como sus puntos son tales que vz > V(u1,u2,s)

(i.e. v3 > @P1u2 — w2u1) tenemos que para cualquier & > 0 , a(uy, uz, v3) también
satisface la desigualdad; es decir (w1, u2,v3) € A(s) = a(ui, uz,v3s) € AM(s), por lo
tanto, A/(s) es un cono sélido, abierto en R3 (figura 10). -0

Una vez que sabemos la estructura, ecuaciones de movimiento, constricciones de la de-
formacidén y las variables en términos de las cuales haremos la descripcién de la barra,
analizaremos en breve algunas deformaciones caracteristicas que puede sufrir aquélla de
tal manera que, sea cual sea la forma que tenga la barra, el estado en el que se encuentra
es alcanzado por un nimero finito de dichas deformaciones.
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Vg = Plrug — P2uy

Figura 2.9: va(s,t) > @1(X)ua(s,t) — p2(X)ui(s,1)

J
i
.
i

Figura 2.10: Rango de valores para las variables ui,uz y vs.

2.6 Deformaciones basicas
Interpretacion de las variables de esfuerzo

Supongamos que en la configuracién de referencia el eje de la barra es paralelo al eje de
coordenadas k, es decir, tenemos que

R(s) = sk
Di(s) =1 , Dz(s) =37 , Da(s) = k

(Ver figura 11).Supongamos ahora que sometemos a la barra a ciertas deformaciones, de
tal manera que alcanza un estado de equilibrio (independiente del tiempo) por lo cual
hemos quitado la dependencia en ¢. Entonces, se presentan los casos siguientes.
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a
Dy(s8)=i
D &
O e O
Dy(s)=3 /

A
R(s)=8k

Figura 2.11: FEstado de referencia de la barra.
2.6.1 Elongacién pura

En este tipo de deformacién supondremos que solamente hermos cambiado la longitud de
la barra, estirdndola o comprimiéndola. El estado deformado estd dado por:

r(s) = JAsk
di(s) =1 , dz(s) =3 , da(s) =k
Calculando u; y w: (ver sec. 1.5) tenemos que:

w=uw =0 , 1=1,2,3.

Luego, rs = Ak = Adas, entonces:

v1=v2=0 ,v3=rs-d3=/\
vz podria entonces ser considerada como la variable de esfuerzo que mide el estiramiento.
Tal interpretacion no es sin embargo exacta, ya que:

vz = rg-da = rg-(diAdz) .
(ver figura 12). Por lo tanto, vz es la razén de los volimenes formados por los vectores
tangentes (r« y R’ = D3) y transversales (di,dz y Di,D2) después y antes de la

deformacién (obviamente por construccién, antes de la deformacién tal volumen es igual
a 1). Por la condicién vsz > 0, tal razdn no es cero, y ademds el paralelepipedo rs,d1,d=
siempre esti orientado positivamente; razdn por la cual a aquella condicién también se le
llama condicién de conservacién de la orientacidn.

2.6.2 Deformaciéon pura

Ahora el estado de referencia de la barra esta dado por:
r(s) = s(81 + k)
di(s) =1 , da2(s) =3 , da(s) =k
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rS
d,(s)=1
~ =7 5 a
_{7 — — — — @~ dag(m)=k- — — (¢
dy(s)=j /

r(s)=hsl'\g

Figura 2.12: FElongacidn pura

(ver figura 13). Entonces:

A A
r(s)=n(Bi+k)

Figura 2.13: Deformacidn pura

w = w =0 , 1=1,2,3
v =rg-dyl =rg-T1=08 , wvao=rg-dz=rg:-7=0 , va=rg-dzg=ra-k=1

Por lo tanto, podriamos decir que vy nos did una medida del desplazamiento (cambio en
el dngulo) entre di y rs. Sin embargo esto no es del todo correcto ya que, en general,
un estiramiento también podria originar torcas sobre las secciones transversales, que las
desplacen del plano < 1,7 >.

Una medida de la. deformacién pura esti definida como:
rg-dy v

irsll [=2_,v7] 3

2.6.3 Torsién pura

Este es el caso en el que la barra ha sido torcida girando alrededor de su eje, como si se
tratara de exprimirla. El estado deformado estara caracterizado por:
r(s) = sk
di(s) = cos(us)i + sin(us)] , dz(s) = kAdi(s) , ds(s) = k



2.6. DEFORMACIONES BASICAS 63

(ver figura 14). Por lo tanto:

\psl |

w = 0 . 1=1,2,3
u; = wuz = 0

Uz = p

vy, = wo = O

vg = 1

Puede entonces considerarse a g4 como una medida de la torsién de la barra.

2.6.4 Flexién pura

La configuracién deforrmmada de la barra es ahora un anillo en el plano < 1, k >:

rs = A(sin(ws)k — cos(ws)i)

di(s) =7Ads , da2(s)=73 , da(s) = cos(ws)k + sin(ws)i .
De hecho, di1(s) = —irg(s) (ver figura 15). Entonces:
wy = 0 , 1=1,2,3
Uy = uz = 0
Uy = w
vy = wpz = 0
vz = w

Por esto se dice que uz mide la cantidad de flexién. Obsérvese que el dngulo de inclinacién
del vector tangente (en este caso da) es ¢ = ws ; por lo tanto uz = %"3. Asi que uno
debe tener cuidado de no confundir u; con la curvatura, ya que s es la longitud de arco
en el estado de referencia. De hecho la longitud de arco en el estado actual (deformado)

es Aws, y por lo tanto la curvatura es % Hacemos notar que en estos casos particulares
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Figura 2.15: Deformacidn por flexidn

de barras circulares, un cambio en la curvatura causado por un cambio en el tamaifio del
circulo, no produce cambios en u,.

Como los anteriores ejemplos pretenden ilustrar, es posible asociar directamente cada
una de las variables de esfuerzo, con deformaciones especificas de la barra.

Supongamos que M(o) son las ecuaciones paramétricas de una curva en las coor-
denadas méviles o de Frenet-Serret (o la longitud de arco de la curva). Entonces:

H%M = T(o) es el vector tangente unitario a la curva.
N(o) = %f;l‘ es la normal principal y & > O es la curvatura (||IN]| = 1).
B(o) = T(o)AN(o) también es unitario y se llama la binormal.
Es sencillo ver que:
HE,-B = :%.—N(a) 7T el radio de torsién, 1/7 la torsidn.
N = 1B(0) —~ «xT(0)

(ver [Cou], cap. 2). En la configuracién de referencia s = o. Ahora, escojamos a
los vectores directores de referencia como:

Da(s) = N(s) , D2(s) = B(s) , Da(s) = T(s)

En tal caso, si calculamos las variables de esfuerzo u; , uz, uz tenemos que:

1
U; = 5{512313'2 D3 + £132D53 - D2}

}-(-—lN-T - I{N-B)
2 ™
= 0
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1 ’ ’
U, = -2-{51231)1 D3 + £251D5 -Da}
= %[(—%B+KT)-T+KN~N]
= K
1
Us = 5{53121)'1 - Dz + £32:D5% - D1}

1771 1

= 5[(;13 —NT)-B+;N-N]
1

-

Asi que en este caso U, si es la curvatura.

Por lo anterior, convenimos en llamar a las variables de esfuerzo de la siguiente manera:

vi1 ¥ vz son los esfuerzos de deformacidn pura,

v3 es la dilatacidn,
Uy ¥ Uz son los esfuerzos de flexidn,
Uz es el esfuerzo de torsidn.

Por otra parte, a partir de la definicién de uy, uz2, uz; w1, w2z, wa es facil ver que:

Bsui(s,t) = Bu[uls,1) - dy(s, 1))
= [8,u(s,t)]-di(s,t),
Bewi(s,t) = Bifw(s,t) - di(s, )]

[Ocw(s, )] - da(s,2) -

2.7 Invarianza de las variables de esfuerzo

Primero se demuestra que las variables de esfuerzo son las mismas, independientemente
del sistema de coordenadas que se hubiera escogido para r(s,t). Después se demuestra
que las variables de esfuerzo determinan r y dj salvo por un desplazamiento rigido; por
lo tanto, este conjunto de seis variables participa solamente del cambio en la forma de la
barra, mas no de su posicién en el sisterna de coordenadas.

Sean dos sistemas de coordenadas con origenes o y &, respectivamente. Una barra en el
espacio tendri, segin el sistema de referencia del que se trate, vectores de posicién r(s,t)
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y F(s,t), ¥y vectores directores dj(s,t) y é,(s, t). Llarnemos a T(t) el vector de traslacién
entre o y 8, ¥y Q(?¢) la matriz ortogonal que nos da la rotacién entre sus ejes. Entonces:

F(s,1) = Qt)r(s,t) + T(2)
di(s,t) Q(t)di(s, )

(ver figura 16).Por lo tanto, en el sistema & las variables de esfuerzo estin dadas por:

]

A J 3 o 3 ;
i .
Figura 2.16: Deformacidn por flexicn ,
Bi(s,t) = Fs-dy

3:(Q(2)r(s,t) + T(2)) - Q(2)di(s, t)
[Q()rs(s, )I*Q(E)di(s, 2)

rs*Q'Qd,

rs - d;

vi(s,t)

I

f

i

Anilogamente, de la definicién de u;:

- 1 - ~
#(s,t) = §2m.n51mn(asdm) -dgn
i

1
§Em.n51mn3,dm'Q'an

1
Ezm,nslmﬂ(asdm) +dn

uis,t)

Por lo tanto, las variables de esfuerzo son las mismas, independientemente del sisterna de

I

I

I

ejes coordenados escogido.
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De hecho:
Bsu(s,t) = (&i)-dy
= (3au)thle
= (8su)-d;
= Jyu(s,t)
B:Bi(s,t) = w(s,t)
(usando que (Q)'Q = —Q'Q’ y la definicién: v = rg-dp).
Llamemos al vector D = (di,d2,d3). Para t fijo, sabemos que D satisface la ecuacién
diferencial: Dg = UD. Dada la linealidad del sistema y suponiendo la continuidad de
w(-,t), I = 1,2,3, la solucién al problema de valores iniciales existe y es tinica.
Sea P la matriz fundamental del sistema, escogida de tal forma que P(0,¢) = 1,

entonces la solucién al sistema de ecuaciones diferenciales es:
D(s,t) = P(s,t)Do.

Descompongamos la matriz fundamental en nueve matrices de 3 x 3 P;j(s, t), es decir:

Pii(s,t) --- Paa(s,t)
P(s,t) = | oot
Pai(s,t) --- Pas(s,?)
Por lo tanto, por componentes, D(s,t) es de la forma (Do = (df,dg, d3)*):
di(s,t) = Pul(s,1)dI(t) + Piz(s,t)d3(t) + Pia(s,t)d3(2) ;
l=1,2,3
de tal forma que P35(0,t) = §;X . {df} es un conjunto ortonormal de vectores, y por lo

tanto base para E3, (asi se escoge).

Supongamos que M(s, 1) es otra matriz fundamental del sistema, por lo tanto:
D(s,t) = M(s,2)Co ,

también es solucidén de la ecuacién diferencial, donde C, es un vector constante (en s).
De la teoria elemental de las ecuaciones diferenciales (ver [Codd], cap.3, teorema 2.3)
sabemos que, por la unicidad al problema de valores iniciales, M(s,t) y P(s,t) difieren
por una matriz constante (en s):

M(s, ) = P(s,t)C
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Por lo tanto:

D(s,t) = P(s,t)CC,
= P(s,t)D,.
O bien, por componentes:
di(s,t) = Pu(s,)d3(2) + Piz(s,)d3(2) + Pia(s,)ds(?) .

Escogeremos {df(¢)} de tal forma que también sea una base ortonormal para E3. La

conexién entre las bases {dP} ¥ {af} es una rotacidn, si llamamos a Q(%) la matriz de
rotacién:

df(t) = Q@di(y) , I=1,2,3
Como {df} es una base, escribamos a dj(s, t) en términos de sus elementos:
dy(s,t) = X3 _,(dy(s,2)-d%)dAS, .

Comparando esta expresién con la descomposicién de dj(s,?) en términos de la matriz
fundamental P(s,t), encontramos que:

(di-dp)I = Pym(s,t) .
Si esto lo substituimos en la expresién para di y usamos que ai’ = QdYf, vemos que:
as,?) = =3_,(di-d3)QA3
= Q(t)di(s,t) .
Asi que las soluciones de 8,0 = UD difieren por una rotacién y por lo tanto equivalen

a ver la deformacién desde dos sistemas de referencia rotados uno con respecto al otro,
con matriz de rotacién Q(t) . De esta forma, uy, uz y us determinan diy , d2 y da (para
t fijo) salvo por una rotacién.

Si ahora integramos rs(s,t) = Zi,v(s, t)di(s,t) para ¢t fijo, obtenemos:

r(s,t) = ro —+ /: S vi(E, t)di(€, t) dE .

Si hacemos lo mismo, pero ahora en €l sistema con origen &:

F(s,t) = Fo + /; S, w(E, t)di(E, 1) dE
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donde ademds hemos usado que las variables de esfuerzo no dependen del sistema de
(_:oordenadas (Bi(s,t) = wvi(s,t), I = 1,2,3) . Pero como arriba se demostrd,
d)(s,t) = Q(¢)di(s, t), entonces podemos reescribir al vector ¥ como:

f(s,1) = Q(N)ro + fo — Q(O)ro + Q) [ T, wi(€, (&, 1) dE
Q)r(s,t) + T

es decir, recuperamos la ecuacién al principio de esta seccién.
En conclusién:

e Dados dos sistemas de coordenadas al tiempo ?, las variables de esfuerzo asociadas
a cada uno de ellos son las mismas.

e Dado un conjunto de variables de esfuerzo, éstas determinardn r(s,?) y los vectores
directores, médulo una transformacién rigida.

2.8 Ecuaciones constitutivas

Cuando se dedujeron las ecuaciones de movimiento, al mismo tiempo se definieron la
fuerza de contacto n(s, t) y la torca de contacto m(s, t), en funcién de las fuerzas aplicadas;
¥ en el caso de m(s,t) del vector de posicién relativo p’. Una forma de redefinir a n(s,t)
y am(s,?) es a través de funciones constitutivas que dependen de las variables de esfuerzo
U(s,t) = (ua(sst), uz(s, ), ua(s,2)) , V(s,2) = (v1(s, 1), va(s,?), va(s, 1)) . Para toda la
discusioén posterior, supondremos que estas ecuaciones constitutivas son de la forma:

m(s,2) = m(U(s,1),V(s;1),s)
n(s,t) = h(U(s,1),V(s,1),9),

cuyo dorninio se restringe al cumplimiento de v3(s,t) > 0 Vs € [0,1] ,t = 0 ; o si se
prefiere abordar un punto de vista tridimensional, el dominio es el conjunto de variables
para las cuales u;, uz, va satisfacen vz > V(u1, u2, s) (i.e. (u1, uz, va) € AM(s)), como
se definié en la seccién 2.6.

Siempre que existan las ecuaciones constitutivas para la torca y la fuerza de contacto,
se dird que la barra en cuestién es eldstica.
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Una definicién mds completa del término eldstico se puede ver en [Ciar], cap. 3.
En ella se involucran al gradiente de deformacién (Vp) y al tensor de esfuerzos de
Cauchy (7), segiin fueron introducidos en las secciones 2.3 y 2.4, respectivamente.
Definicién: Sean S® las matrices simétricas de 3% 3 , y M3 las matrices cuadradas
de 3 x 3, cuyo determinante es positivo. Un material es eldstico si existe un mapeo

T:(Z,F)eB,xM} — T(Z,F)es?,

llamado la funcidn de respuesta para el tensor de esfuerzos de Cauchy, tal que, sea
cual sea la configuracion deformada que adopte un cuerpo hecho de este material; el
tensor de esfuerzos de Cauchy T en cualquier punto p de la configuracion deformada,
estd relacionado con el gradiente de deformacion Vp por la ecuacién:

T(p) = 7T(2Z,Vp(2Z))

en donde como antes, Z son las coordenadas del punto material en la configuracién
de referencia.

En adelante se pensari en la variable temporal ¢t que aparece en las ecuaciones constituti-
vas, no como €l tiempo absoluto, sino como €l tiempo transcurrido desde la fabricacién del
material (la edad del material). Tal suposicién es obvia, si se piensa que de ser t el tiempo
absoluto, un experimento realizado hoy con una barra fabricada ayer, daria resultados
diferentes al mismo experimento realizado mafiana, con una barra fabricada hoy.

La dependencia de las ecuaciones constitutivas en las variables de esfuerzo, proviene de
la experiencia fisica. Por ejemplo, de haber una dependencia en r(s, t), las propiedades del
material cambiarian con su posicién en el sistema de referencia escogido. Si dependiera
de rg(s,t) , las propiedades de la barra cambiarian con su orientacién. Si hubiera una
dependencia en las derivadas mayores con respecto de s del vector r(s, t), se involucrarian
efectos de tensidn superficial, los cuales no forman parte del modelo que se adoptara.

Otras formas razonables para la dependencia de las funciones constitutivas
podrian ser:

(2)

m(s,t) = m(U(s,1), V(s,t), Ue(s,2), Vils, 1), s)
n(s,t) = #(U(s,?), V(s, 1), Ut(s,?), Vels, 1), )

En este modelo se supone que las propiedades de la barra dependen de la
rapidéz con la que se realiza la deformacién. Una barra que satisfaga estas

propiedades se dice viscoeldstica de tipo diferencial con grado de complejidad
igual a 1.



2.8. ECUACIONESS CONSTITUTIVAS

(b)
m(s,t) = rh(U(s,t) 1 V(S, t) s 0(5, t) ) 5)
n(s,t) = n(U(s,?), V(s,t), 0(s,1), s)

Aqui 6(s,t) representa la temperatura de la barra. En este caso, las ecuaciones
de movimiento deben ser complementadas con la ecuacién de la energia y las
ecuaciones constitutivas correspondientes a las nuevas variables que tuvieran
que ser involucradas.

En realidad, la forma mads general de las ecuaciones constitutivas para una
barra eldstica (sin tomar en cuenta los efectos por la temperatura) son:

n(s,t) = n(r(s,1),rs(s,t), da(s,;?), Sda(s,?), 5)

(andlogamente para m(s,t)). De igual forma, las ecuaciones constitutivas mds
generales que uno puede pensar para una barra viscoeldstica son:

n(s,t) = n(rs(s,t), da(s,t), F:da(s,t), rst(s,t), da(s, 1), S.da(s,t), s)

(igualmente para m(s, t)).

Sin embargo, se puede demostrar (ver [Ant] cap. VIII), que en ambos ca-
s0s estas expresiones se reducen a las mencionadas al principio para la barra
eldstica y viscoeldstica (caso (a)) , respectivamente.

La demostracidén es una aplicacién directa de llamado teorema de representacién
de Cauchy. Este teorema. utiliza la propiedad que tienen las funciones consti-
tutivas de ser hemitrépicas. Esto es, supongamos que con respecto a la base
de vectores directores hacemos la descomposicién:

n(s,t) = TP nu(s,t)di(s,t) y m(s,t) = TP ,mudi(s,t).
Ahora definamos el par de ternas:
n = (ni,nz2,n3) y m = (my, m2, ma).
La propiedad de hemitropia se expresa como:

ni(rs, dg, 8sda, s) = (Q(t)rs, Q(t)da, Q(t):da, s)
l =1,2,3

donde Q(t) es una matriz de rotacién (andlogamente para 7). Es decir, una
funcién es hemitrdpica si es invariante bajo un grupo ortogonal propic de
transformaciones. En nuestro caso, el hecho de que las funciones comnstitutivas
sean hemitrépicas, es una consccuencia del principio de objetividad, el cual

71
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supone que m ¥y n son las mismas para cualquier sistema de coordenadas (es
decir, son invariantes bajo transformaciones rigidas). Otra forma de decirlo
es que las leyes que dictan el comportamiento de las fuerzas (y torcas) son las
mismas para todos los sistemas de referencia.

Hacemos ahora las siguientes definiciones:
nyy n2 son las fuerzas de deformacién pura,

m, y my son las torcas de doblamiento o momentos de doblamiento,
ma es la torca de_torsion o momento de torsidn.

2.9 Condiciones de Monotonicidad

Las variables de esfuerzo y las ecuaciones constitutivas se relacionan, ademdés, por las
siguientes condiciones fisicas:

(1) Un incrementoen la tepsidn 7 = n- h—‘;gﬁ acompafia un incremento en el estiramiento
(sec. 2.6) e = ||rs||. Matemadticamente este hecho se expresa como sigue:
Sea £t = ﬂﬂﬁ = £3., cos Bird;; donde cos B = v;/e son los cosenos directores de
rs con respecto a los vectores directores d;,d2,ds . Por lo tanto, como
n(s,t) = P ,n(s,t)d)(s,t) , tendremos que:

T = n-¥g

I

3
2‘____1 "} COs ﬁ] .

Ahora, segiin las ecuaciones constitutivas n; = 7;(U(s,1),V(s,t),s) , donde
U = (w1, u2us3) , V= (v1,v2,v3) (sec. 2.9) . Luego, substituyendo v; = ecos 8,
7+ = =} .7, ecos B, ecos Bz,ecos F3,8)cos 3 .
Entonces:
i P _ 3 Oy
i e = Zim= Bo,, °°8 Brcos B

Si por g{} representarmos a la matriz cuya componente (I,m) es g—;‘;, entonces esta
condicién queda expresada como:

cos 3, > 0 Vs € [0,l}],t = 0.

cos B3

a cos 5
)

(cos B4, cos B2, cos B3) [6
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(2) Un incremento en la fuerza de deformacién pura n, acompafia un incremento en
la variable de esfuerzo de deformacién pura v, correspondiente (a = 1,2) . Como
na{s,t) = fa(U(s,t),V(s,t),s) , suponiéndola funcién de v, solamente y bajo las
hipdtesis del teorema del valor rmedio, escribimos esta condicién como:

0 < Ral- Vet By o) = Aol Vo 2) = A
Vo

Fo—tal- V5 )k =

o

Va <V <Vat+h ;3 a=1,2.

(3) Un incremento en la torca de doblamiento ma, acompafia un incremento en el es-
fuerzo de flexién u. correspondiente. Dado que mqa(s,t) = Mma(U(s,t),V(s,t),s) y
suponiéndola funcién de u. solamente, esta condicién se escribe:

. N Im
0<ma("'7ua+h)"')—ma("’auﬁv"')= 2

Sug

8 -
mma(n C VG, Yh =
Uy < UL < Ug +

>
; a=1,2,

(4) Un incremento en el momento de torsién m3 acompafa un incremento en el esfuerzo de
torsidn usz. ma(s,t) = ma(U(s, t), V(s,t),s) y suponiéndola funcién de u3 solamente:

0 <sa(---,us+ b, ) —hs(c--,us, - 2)

. - Irha
auams(u-,ua,-n)h > Duis >0

uz<uz<ug+h

Asumiendo la diferenciabilidad de las funciones constitutivas, las cuatro condiciones de
monotonicidad anteriores, con frecuencia son reemplazadas por una condicién mas general:

Lema: Supongamos que la matriz de 6 x 6

s _ [ 2% oo
3U,v) - | &y &n

es definida positiva. Entonces las cuatro condiciones de monotonicidad se satisfacen.

Prueba: Una matriz A de n xn se dice definida positiva si su forma cuadratica asociada
es definida positiva; es decir; si

(X,AX) = X'AX >0 VXEE",X#0.

(+»-) : E™ x E™ — R el producto escalar en E™.
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Como X*A X es un escalar, tendremos que:

XtAX = (XtAX) = X'A'X = (X,A!X);
Por lo tanto: X*AX = }[(X,AX) + (X,A’'X)], y como el producto escalar es una
forma bililineal:
(X, AX) = (X, %(A + ADX)

por lo tanto una matriz es definida positiva si la parte simétrica es definida positiva.

Abora, si A es la matriz de elementos a;,; y {&1} es la base canénica de E*, (€; ceros en
todas sus entradas excepto la /—ésima, que es uno), el hecho de ser A definida positiva
da como resultado:

0 < (&, Aé&y) =éiAé1=a.“ s I=1,---,m;

es decir, los elementos de la diagonal son todos positivos. En particular, para la matriz
jacobiana %ELV% , se tiene que:

iy 9y
Bt >0 ¥ _Bv; >0
l =1,2,3.

Esto implica de inmediato las condiciones 2,3 y 4.

En cuanto a la primera condicién, como X*AX > 0 Vz € FE®, en particular para
Xt = (0,Y) (O el vector nulo en E3 , Y* = (y1,¥2,¥3)):

[o] (i, H) _ ”
0<(Y)6(UV) —YavY
es decir; que la matriz g% también es definida positiva y por lo tanto la condicién 1 (con
Y! = (cos B, cos Ba,cos A3) , se satisface. (De la misma forma %’6‘- es definida positva)

-0

En cuanto a las condiciones de monotonicidad, la hipdtesis %E—"%% definida positiva
no es la hipdtesis mds general que puede pensarse. Una extensién para funciones
M y @ no diferenciables, constituye en pedir que el mapeo (f(-,-,s),f(-,+,s)) sea
uniformemente mondtono sobre subconjuntos compactos de su dominioc A(s) (ver
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sec. 2.6). Es decir, que para cada subconjunto compacto K(s) C AN(s), existe un
niimero ¢(K(s)) > 0 tal que:
2(U,V,0,V) = [MU,V,s)—m(0,V,9)]-(U-0) +
+ [A(U,V,s) - A(U,V,8)]- (V- V)
> c(K(s))(liv —_U|12 + IV - V|1?)

Vv (U, V), (U, V) € K(s)
Una generalizacién de la hipStesis anterior y que en la prdctica resulta ser de mayor
utilidad, consiste en pedir que el mapeo (#(-, -, s), (-, -, s)) sea
estrictamente mondétono sobre N (s):

_ ?(U,V,U,\_/) > 0 o
v (U,V),(U,V) e M(s) : (U,V) # (U,V)

A1n m4is general que la condicién anterior aunque de menor utilidad en la practica
resulta ser que el mapeo (H(-,-,s),n(:,:,s)) sea mondtono sobre N (s):

®(U,V,0,V) = 0

v (U, V), (U, V) € AM(s)

Es claro que una funcién uniformemente monétona. sobre conjuntos compactos es
estrictamente monétona, y gue una funcién estrictamente monétona es mondtona.
Suponiendo la diferenciabilidad de f y fi, es facil ver cé6mo el hecho de pedir que
el mapeo (fh, i) sea uniformemente monétono, inmediatamente implica que Z(mn
es definida positiva, (lo inico que debe hacerse es linearizar las expresiones entre
corchetes que aparecen en ®, componenete por componenete, alrededor de
(U,V)) . El mismo caso se tiene para la condicién de monotonicidad estricta, sélo
que aqui se obtiene la equivalencia. Por otro lado, la propiedad de monotonicidad
resulta a su vez equivalente a. la no-negatividad de la matriz g('" 5 -

2.10 Condiciones de crecimiento

Las condiciones de crecimiento se refieren al comportamiento de las funciones constituti-
vas, cuando las variables de esfuerzo asumen valores extremos. Al igual que en el caso de
las condiciones de monotonicidad, las condiciones de crecimiento tienen una base fisica.

(i) Una elongacidn (estiramiento) infinito de la barra, debe ser causado por una tensién
infinita. Si como antes T representa a la tensién y e el estiramiento, esta condicién

nos dice que
7(e) — oo cuando e — oo

(sec. 2.10).
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(ii) Valores infinitos en los esfuerzos de deformacidn pura, deben ser causados por fuerzas
de deformacién pura infinitas:
71 (U,V,8) — doo cuando vy —+ oo
7ia(U,V,s) — oo cuando vy — =oo.

(iii) Un esfuerzo de torsidn infinito debe ser causado por un momento de torsién infinito:

h3(U,V,s) — oo cuando uz; —> too.

El establecimiento de condiciones andlogas para #fi3, 721 y 72 en términos de las

variables de esfuerzo correspondientes vi, ui y u2 (respectivamente), deben tener en
cuenta la condicién de preservacidn de la orientacién (vz > 0), o en general, la condicién
(va, u1, u2) € A(s) (dentro de un contexto tridimensional). En este sentido hacemos la

siguiente
Definicién:Se dice que el esfuerzo (U,V) es extremo si

U W = JIIVIZ + V]2 = oo

(U, V) € ON(s)

O

Ahora se adptari el siguiente:

Principio constitutivo general: Esfuerzos extremos deben venir acompaiados por
resultantes inf initas. Es decir, si (U, V) es un esfuerzo extremo, entonces
MU, V, s),a(U,V, s)]|

Una hipétesis de utilidad, y que resulta ser una generalizacién de las condiciones
(i), (i), (iii); es la llamada Hipdtesis de coercibilidad. Esta nos dice que si
definimos la funcién €(U,V, U, V) como en 2.10, la siguiente suposicién tiene lugar:

(U, V., 0.V . .
~— oo segun (U,V) se convierta en extremo.
UU=UollP+IIV-Voh ¥ .3
Esta hipétesis tiene sentido ya que, si se supone vilida y ademds que la funcién &
es estrictamente monétona, entonces las ecuaciones m = m(U,V,s), n = A(U,V,s)
pueden resolverse de manera Wnica para (U, V) (ver siguiente secc:on) La solucién
obtenida U = O(m,n,s), V= V(m n,s), nos lleva a definir ecuaciones constitutivas

andlogas a las vistas en 2.9.
Mas aiin, supéngase que w(-,-,8) ¥ A(:,-,s) son continuamente diferenciables y sa-
tisfacen la propiedad '5'((U'V)' A definida positiva. En tal caso el teorema de la
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funcién inversa dice, por una parte, gue a(rli.'vn) = A~l; y por otra parte, dado

que A es definida positiva: (Y,AY) >0 VY € E%, en pa.rtigula,r paraY = AT1X,
0 < (¥, AY) = (A~1X, X) = (X, A"1X); por lo tanto Y también es definida
positiva.

La ventaja de tener la invertibilidad se vera mas adelante y consiste, basicamente,
en una simplificacién de las ecuaciones de equilibrio.

2.11 Invertibilidad del mapeo (n,v,u) — (H, N, M)

Teorema: (Invertibilidad del mapeo (7,v, u) — (H,N,M))
Sean m = (mi,m2,m3) , n = (n1,n2,n3) las ternas formadas por las componentes de la

fuerza y torca de contacto; con dominio en el cono sdélido abierto en N C R®, dado por
vz > V(uj, uz, s8), donde V es homogénea y de grado 1.

(i) Definase el mapeo
P(U,V,Uo, Vo) =< (M(U,V, s) — Mm(Uo, Vo, s), AU, V, s) - n(Uo,Vo,s)) U—Ug,V—Vo) >
(U,V,s), (Uo,Vo,s) € N
Supdngase que ¥(U,V,Uo,Vo) >0V (U,V,s), (Uo,Vo,s) € VN : (U,V) # (Uo, Vo) .
Si
| (U—=Uo,V—Vo) | o0
®(U, V, Uo, Vo) —s+ oo { é (Hipdétesis de coercibilidad).

J(U—=Uo,V—~Vo) | (U, V) € N (extremo)

Entonces, las ecuaciones m(U,V,s) = m , n(U,V,s)

= f, pueden resolverse de
manera dnica para U y V en términosde m y n: U = O(r?\,ﬁ,.s) s V= V(W, R,s).

(ii) Siademds m(U,V,s), A(U,V,s) son continuamente diferenciables y %((S"-"%l) es def inido-

positivo, entonces también O(m, n,s), \7(m, n,s) son C! y g(Lg—n;- es def inido-positivo.

Prueba:
()
Tomemos (rh, i) tales que | (M — mo, i — ng) |< R. Definase ahora el conjunto:

. X @(U,V, Us, Vo)
Qr = {(U,V): 70 — Ug, V — Vo) |

< R}



78 CAPITULO 2. ELEMENTOS

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la continuidad de #h y fi, Qr es no vacio, ya que
(Mo, No) estidn en Qr.

Ahora, Qr = {(U,V) : l? EVOU ;Vo))l = R}, y por lo tanto (g es acotado: supongamos
que (Un, Vi) es una sucesién en i, convergenteen {1g, tal que | (Un—Uo,Vn—Vo) |— oo,
V,

por lo tanto limn—. l(@ :;J_‘Ve"L:‘_; = oo . Pero por la continuidad del cociente y por

o)l
la definicidén de §1g, esto es cierto si para n suficientemente grande, (Un,Vn) ¢ Qpg, lo

cual es una contradiccién (pues se tiene la hipStesis de coercibilidad).

Por lo tanto,
Qr es acotado.

Considérese ahora el mapeo

sovy = (RN IR

<£!U'V!'!U_UQiV_VQ)>l — [°1U~V-U?~V9! . <!r'r'\—rng.ﬁ—n?).gU-UQ_,V—Vg)>
W(U-Uo, V-Vl 80p I(U-Us,V-Voit I

—Uo,V-Vo)i ]Bﬂa

> R—|{(Mm—mo,fi—no)|> 0
(por la hipétesis sobre (M, ii)).

Por lo tanto, sobre 8r , f(U,V) no solo es distinta de cero, sino que f(U,V) y \l'; - 3° )
- o
no son antiparalelas. Entonces, por el lema de la seccién 1.2,
Uu-—-u

deg(f,0;Qr) = deg (( v — Vo S

de Qi ; es decir, existe un punto (lj,\-/) € Qp tal que r‘h(fl,\-/,s) =Mmy ﬁ(U,\7,s) =f,
(cierto, pues de no haber un cero, la suma en la definicién de d(0) -ver capitulo I- seria
vacfa y por lo tanto el grado seria igual a cero).

,0;p} = 1, de donde f tiene un cero en el interior

El lema antes citado, para este caso, tiene la siguiente forma:

Sea g(U,V) = ( \L; - \L;: ) . Definase la familia de mapeos

F(U,V;7)

il

TAUVI+ (1 -7) ( 3:3: ) ; TE0,1] .
Ahora, para (U,V) € 8Qr:

< F(U,V;7),(U—Up,V—Vo)> = 7< f(U,V),(U—Up,V-Vo)> +
+(1=-7)1(U—=Uo,V—Vo)|?
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Para 7 = 1 se vid arriba que < F(U,V;7),(U~- U,V —Ve) >> 0. Por otra parte,
para T =0, < F(U,V,0),(U-Ug,V—V5) > > 0. Porlo tanto, de la continuidad en
Tde f, < F(U,V;7),(U=-Ug,V—V5) > > 0sobre 9Qr, y porlo tanto F(U,V;7)# 0
(de hecho positivo) para (U,V) € 8Qg.

Asi que por la propiedad de homotopia:

deg(F(U,V;1),0;2r) = deg(F(U,V;0),0;Qr) ;
es decir:
U —Uo
deg(f(U,V),0;Q2r) = deg V_ve )0i9Qr) =1 .

En cuanto a la unicidad del cero de f(U,V) : si f tuviera otro cero, (U, V); es decir,

g oy — ( ™D0,V,s)—wm _
s =(R83I0) = o -
Entonces:
o(0,V,0,V) = [®™U,V,s) — m(0,9,s)]- [0 - 0]+ [A(0,V,s) — &(0,V,8)] - [V - V]
= 0 .

Pero, por hipétesis, esto es cierto si y solo si (0,V) = (0,V) .

Por iltimo, como se puede hacer esto para cualesquier (Uo,Vo) € A y (M, ) que
satisfagan | (fh — mo, i — no) |< R , se tiene que el mapeo (U,V,s) — m(U,V, s) es
n(U,V,s)
invertible en A

(i1) (Ya demostrada en la seccién 1.10).

Resumen .

Se quiere estudiar la deformacién de un tipo de barra en particular, llamada barra de
Cosserat, cuando ésta es sometida a una fuerza f.

La barra parte de una configuracién de referencia o inicial, en la cual ocupa una regién
B, del espacio euclidiano tridimensional E3. La estructura de la barra en este estado se
caracteriza por el eje de la barra R(s) (escogido de manera apropiada) y las secciones
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transversales B,(s), perpendiculares al eje y definidas como la interseccién de 53, con el
plano generado por dos vectores D1 y D2, escogidos de tal manera que junto con D3 = R/,
forman una base ortonormal derecha (D3 A D2 = D3) en cada punto s del eje. Por otra
parte, todo punto material con posicién Z, tendrd asociadas una terna de coordenadas
curvilineas X = (z1,x2,5) , (Z(X) = R(s) + z1D1(s) + z2D2(s)) .

Una vez que la barra se ha deformado bajo la accién de esa fuerza f, ocuparia ahora
una regién que se llamé B, de E3. El eje de la barra estd ahora representado por el vector
r(s,t), y los vectores directores son ahora di(s,?),dz2(s,t), da(s,?) ; en donde ds y rs ya
no son necesariamente paralelos.

Las barras de Cosserat cumplen con la hipdtesis de deformacién plana, la cual consiste
en que los puntos materiales sobre cada seccién transversal B,(s) permanecerian en el
plano generado por di y dz (mads especificamente, en la interseccién de dicho plano con
B). De tal forma que todo punto sobre la barra estd ubicado por el vector:

P(X,t) = r(s,t)+ p1(X)di(s,t) + wadz(s,?)
(donde las funciones 3 y 2 constituyen parte del modelo propuesto).

La deformacidén de la barra esti dominada por las ecuaciones de movimiento, esto es,
las ecuaciones para las fuerzas y torcas. Dado que nosotros estudiaremos Gnicamente los
estados de equilibrio estdtico, estas ecuaciones se transforman en las ecuaciones de equi-
librio (haciendo todas las derivadas temporales en las ecuaciones de movimiento iguales
a cero) resultando en:

n+f = 0O
r'An+m’'+1 = 0,

donde n es la fuerza de contacto, f la fuerza de cuerpo, m es la torca de contacto y 1 es
la torca externa o de cuerpo.

El objetivo es el de encontrar el lugar que ocupan los puntos materiales después de
la deformacidn, es decir, el vector p. Ahora, dada la definicién de p (y puesto que las
funciones ¢; son conocidas de alguna forma) para lograr el objetivo es necesario encontrar
el vector r junto con la orientacién de los vectores directores.

Como se definieron las variables de esfuerzo U = (u1,u2,u3) y V = (v1,v2,v3) por las
relaciones:

rs = wuidi + v2dz + vads
g.dy = und , 1=1,2,3 ; u=uwudi+ uzdz+ uazds,
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el problema anterior se puede plantear como un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden en s (¢ fijo) dado por:

a o uaX —uI O d
o d: _ —uzl O u,I O dl .
s = _ 2 H
ds uaX u I (o] o ds

un X voX v O
cuya solucién dependerd de que se puedan determinar las variables de esfuerzo.
Con esta finalidad se tienen las ecuaciones constitutivas, las cuales describen de alguna

manera la respuesta del material. Estas se basan en la descomposicién de n y m segin
la base de vectores directores como:

n = nidi + n2dz + nads
m = midi + ma2d2 + mads ,
donde:
(s, t) = (U(s,1),V(s,2),8) ; muls,t) = mu(U(s,2),V(s,2),s) .

Substituyendo lo anterior en las ecuaciones de equilibrio, transformarmos tal sistema de
ecuaciones diferenciales en uno para las variables de esfuerzo, cuya solucién permitiria,
en principio, resolver el sistema para los vectores directores y para r.

Precisamente en este punto entra en juego la condicién de monotonicidad estricta sobre
la funcién ® definida en la seccién 2.10 (generalizacién de las condiciones de monotoni-
cidad) y la hipdtesis de coercibilidad (generalizacién de las condiciones de crecimiento);
ya que éstas dan como resultado la invertibilidad global del mapeo (U,V) — (m,n),
m = (m,, m2,m3) , n = (ny,n2,n3), lo cual permite tratar a las ecuaciones de equilibrio
como un sistema para m y n, mads sencillo de resolver, que el que se tendria para U y V.

Resolviendo para m y n e invirtiendo se obtienen entonces U y V, que a su vez serian
substituidas en el sisterna de ecuaciones para los vectores directores y para r; encontrando
asi finalmente al vector p.
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Capitulo 3

Deformacion de barras en un plano

En el capitulo anterior se presenté el caso de la deformacién de barras en el espacio. En este
capitulo se supondréd que el objeto se deforma de una manera tal, que su movimiento estara
siempre restringido a un plano, y se veri qué simplificaciones representa esta constriccidn,
en términos de las ecuaciones de equilibrio y el niimero de variables de esfuerzo y de

funciones constitutivas.

Las hipétesis sobre la barra (delgada, eldstica, etc), asi como el tratamiento del pro-
blema, siguen las mismas lineas que en la seccién anterior: las primeras dos secciones se
encargan de caracterizar la estructura interna de la barra para este caso particular de
deformacién, poniendo de relieve que ahora uno de los vectores directores estd siermnpre
fijo (D2 y su correspondiente después de la deformacién dz2). Acto seguido, en la seccién
3.3, se escriben de nuevo las variables de esfuerzo para saber las consecuencias de la
determinacién de la base de vectores directores. Aprovechando la ventaja que representa
la simplificacidn plana, se reescriben las constricciones de la deforrmacién y se definen
nuevas cantidades en términos geométricos. La seccidén 3.5 es de suma importancia, pues
se trata con detalle las consecuencias del movimiento restringido al plano, a saber, que
las torcas m y I son verticales, lo cual lleva a hipdtesis adicionales sobre las funciones (3
¥ 22 ¥ que apenas se mencionaron en el capitulo anterior; terminando con la expresién
explicita para las ecuaciones de equilibrio (las cuales se reducen a tres). Las secciones 3.6,
3.7 y 3.8 son una transcripcién directa de sus correspondientes en el capitulo II. En ellas se
aprecia la simplificacién del modelo: las ecuaciones constitutivas son tres; es importante
no perder de vista las hip6tesis de monotonicidad y de crecimiento, pues aqui se prestan
a una interpretacidn fisica mds directa, ademads de que seran usadas en el capitulo IV. La
seccién 3.9 sobre las condiciones de paridad e iniciales es fundamental, pues a menudo se
volvera a ella en distintos cdlculos a lo largo del capitulo siguiente; es importante tenerla

en mente. Por iiltimo, la seccién 3.10 es un adelanto de la formulacién integral de las

83
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ecuaciones de equilibrio y que se hard también en el préximo capitulo; en donde ademais se
justificara el planteamiento del problema como uno de punto fijo. La razdn de incluir tal
seccién ahora, es sdlo para poner de relieve la aplicacién de dichos métodos bajo formas
mas generales de la fuerza de cuerpo f.

3.1 Estructura interna de una barra en su estado de
referencia

Como antes, se tendra como estado inicial de la barra, aquél en el que ésta se encuentra
libre de fuerzas aplicadas. Este tipo de deformacidén en un plano supone que, con respecto
al plano horizontal < 1,7 > (por mencionar alguno), la barra es simétrica y, més ain, que
dicha simetria seri conservada en todo momento.

Tal hipStesis restringe el tipo de fuerzas que actiian sobre la barra: estas estdn condi-
cionadas a no romper la “simetria horizontal” de la configuracién inicial.

La regién B, (definida en el capitulo anterior), es en este caso la regién ocupada por
los puntos en la interseccién de la barra con el plano horizontal < 1,7 >; a tal regidn se le
Namard la seccidn _longitudinal de referencia (de la barra). (ver figura 1)

La curva suave C, que se identificé dentro de B, como el eje de la barra, estd descrita
por el vector R(s), tal que R : s € [0,]] — R(s) €< 1,7 > . Como antes, C, se escoge

— = T T T = X T

[0 ]

Figura 3.1: Seccidn longitudinal de referencia.

de manera tal que represente la forma de la barra en su estado inicial, asi que B, pueda
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considerarse como un ensanchamiento de ella, (C, puede ser la linea de los centros de las
secciones transversales B,(s), una curva sobre 95,, etc).

Para los vectores directores en el estado de referencia se escogera:
Di(s)=—kAR(s) , Dzs)=-k , Da(s)=R(s)
(ver figura 2)

Bo (8 ) Bo(s3)

Figura 3.2: Vectores directores en la configuracidon de referencia.

3.2 Estructura de una barra en su estado deformado

Como resultado de la accién de fuerzas y torcas, la barra se deforma. Como antes r(s,t)
es el vector d= posicién de los puntos sobre C, el eje de la barra en su estado deformado.

Es claro que r : [0,!] x Rt > (s,1) —— r(s,t) €< 1,7 > .

Asumiendo la hipétesis de deformacidn plana (cap.Il, sec. 2.5: 5’ = T (X)di(s, 1)),

di(s,t) serd el vector que junto con dz(s,t) = —k definen la orientacién de la seccién
transversal B(s). Por consiguiente se tiene que:
da(s,t) = di(s,t)Adz2(s,t) = —di1(s,t)Ak; de tal forma que {d;} es una base ortonormal

para E3, en cada punto de C.
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Aprovechando la simplificacién del movimiento plano, se escribira:
di(s,t) = cos 8(s,t)T + sin0(s,t)]
da(s,t) = —sin8(s,t)T + cosf(s,)]

(ver figura 3). Por compatibilidad con las condiciones de arriba, si se conviene en llamar

A
i

c
Figura 3.3: Configuracidon en el estado deformado.

8(s,0) = 6,(s) tendremos que:

Di(s) = di(s,0)
D3(s) = da(s,0)

cos 8,(s)T + sinb,(s)]
— sin 8,(s)1 + cos 8,(s)J

De donde:

1 cos O,(s)D1(s) — sinb.(s)Da(s)
3 sin 6,(s)D1(s) 4 cos8,(s)Da(s)
Substituyendo estas expresiones en di1 y d3 se tiene que:
di(s,t) cos ¢(s,t)Da(s,t) + sin@(s,t)Da(s,t)
da(s,t) —sin ¢(s,t)Da(s, ) + cos é(s,t)Da(s,t)
en donde ¢(s,t) = O6(s,t) — 0,(s,t) es la diferencia entre los dngulos de inclinacién que
tiene la seccién transversal después (B3,) y antes (B,(s)) de la deformacién (en el punto s
al tiempo t). (ver figura 4)

No hace ninguna diferencia €l trabajar con el dngulo 6(s,t) o con el dangulo ¢(s,t).
Aqui se escogeri trabajar con este iltimo, ya que no depende directamente del
sistema de ejes coordcnados escogidos, sino que es una cantidad intrinseca de la
deformacién.
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By (s)

Figura 3.4: Definicién del dngulo ¢(s).

3.3 Las variables de esfuerzo

Teniendo en cuenta que se escogié da(s,t) = —k y usando cualquiera de las descomposi-
ciones que se dieron para di y da (en términos de D1 y D3 o en términos de 1 y J) es
facil ver que:

8.di(s,t) = f(s,t)dsa(s,t)
8,da(s,t) = 0
B.d3(s,t) = —j(s,2)d1(s,?t)

donde ji(s,t) = 8,0(s,t). Ahora, en el capitulo anterior se definié (sec. 2.5)
u(s,?) = T, ui(s,t)di(s, t), entonces se tenia que J,di(s,t) = u(s,z)Ad;i(s,t). De manera
que desarrollando para este caso se obtendra:
8,d1(s,t) = —ua(s,t)da(s,?) + uz(s,t)d2(s,t)
O,d2(s,t) = u; (s, t)da(s,t)
Por lo tanto:
uz(s,t) = —ji(s,t) . us(s,t) =0
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uy(s,t) =0
Anilogamente para las derivadas temporales, \inicamente cambiando fi por g = 9:6:
wy(s,t) = ws(s,t) = O
wals,t) = —fls,t)

Por otra parte, dada la planaridad de la deformacién, rs €< 1,7 >. Asi que en la descom-
posicidén rs(s,t) = T vi(s, t)di(s,t) :

va(s,t) = 0.
De hecho, como para la configuracién de referencia se escogié R'(s) = Da(s), se tendra:
Vi(s) = Va(s) = O
Va(s) = 1.

Lo anterior siempre se cumple tanto para deformaciones en el espacio como planas, y sea
cual sea la configuracién inicial o de referencia de la barra.

Para el caso plano en particular, siguiendo los mismo pasos que antes cuando se calculd
D,, se encuentra que, definiendo z,(s) = 0,(s) :

Ui(s) = Us(s) = 0
Ua(s) = —fo(s)
Dado que para la deformacién plana los vectores d1 y da son los que llevan €l peso de la
descripcidn, se harian los siguientes cambios para simplificar la notacién
Di(s) = A(s) di(s,t) = a(s,t)
Da(s) = B(s) da(s,t) = b(s,1)
Vi(s) = 7o(s) = 0O vi(s,t) = 7n(s,t)
Va(s) = wa(s) = 0 va(s,t) = v(s,1)
Asi que:
A(s) = cos 8,(s)1 + sin 8.(s)] a(s,t) = cos 0(s,1)1 + sin 8(s,t)]
= cos P(s,t)A(s) + sin ¢(s,1)B(s)
B(s) = —sinf,(s)I+ cos8,(s)j b(s,t) = —sinf(s,t)I+ cosb(s,t)]

— sin ¢(s,t)A(s) + cos (s, t)B(s)
A y a son los vectores que determinan la orientacién de las secciones transversales, mien-
tras que B y b son los vectores perpendiculares a las secciones transversales. Por dltimo:
R'(s) = B(s)
dsr(s,t) = n(s,t)als,t) + v(s,t)b(s,t)

Entonces las variables de esfuerzo a considerar son: 7, vy g = 9,6 + 6, (todas las demas
son cero).
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3.4 Constricciones de la deformacién

Para este caso, el vector de posicién relativo p’ resulta ser:
F(X,t) = ei(X)als,t) — w2k,
y por lo tanto:
Z(X) = B(X.0) = R(s) + @1(X)A(s) — wa(X)k

La condicién de preservacidn de la orientacién (las secciones transversales B; no pueden
ser coplanares a rs V s € [0,1], t = 0) se lee como:

rsb = >0 Vse[0,0],z2=>0 |,

y por lo tanto el estiramiento en el punto s al tiempo ¢ (e(s,t)) es siempre positivo:
e(s,t) = /n%(s,t) + v3(s,t) > 0 Vse[0,!],t=0

La generalizaciéon de esta condicién (ver seccidén 2.5) es:
v > V(g&s)

El conjunto de puntos para el cual esto es cierto es la interseccién de A(s) con el
plano u3 = O.
Nétese que en realidad la variable de esfuerzo us es —j, sin embargo siempre es

x posible definir una #s = —u2 y tomarla como la variable de esfuerzo; es decir; el
: signo negativo no es especialemente importante y por lo tanto no se tomard en
] cuenta.

t

? Por otro lado, aqui es ficil interpretar la medida de la deformacién pura que se dio
' en la seccién de las deformaciones bdsicas:
s -a 7

lIesll = V207
= cos¥,

donde 3 es el dngulo entre a y ry. Si llamamos a G el Angulo entre b y rg, entonces
¥ = % — B ; por lo tanto

rs-a 7

lIrs]l Vvt + 2

= singB
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gy ___—
h(s.t)
v — — =
(s, t)
—
-

Figura 3.5: Interpretacidon de la medide de deformacidn pura.

Ahora, § es el dngulo entre R/(s) y A(s), asi que la medida de deformacién pura
se puede interpretar como una medida de la diferencia entre los dngulos que for-
man las secciones transversales y el vector tangente, antes (%) y después (%) de la
deformacién (ver figura 3).

Observacién: Cdlculo de la curvatura de C

Si lamamos a ¢ la longitud de arco de la barra en su estado deformado:
o(s,t) = Jg llrs(£,t)||dE. De la figura 5 tenemos que ¢(s,t) = p(s,t) + (s, t) ;
por lo tanto, la curvatura de la barra en el estado deformado es:

K =

llesli

Como ya era claro, fi no es la curvatura, pero si toma parte de ella. Para apreciar
mads el significado de j, véase los siguientes ejemplos:

Deformacién inflacionaria : Considérese una barra en forma de anillo con radio
Po €n su estado de referencia y que se expande conservando su forma hasta
alcanzar un radio p; y permaneciendo asi en equilibrio (figura 6). Se tiene
entonces que en el estado de referencia,

Co : po(cos(us)i + sin(us)]) = R(s) , A(s) = R(s)/po »

B(s) = A(s)A(—~k) = — sin(us)i + cos(us)j . Por lo tanto,

a.(8) = 8L(s) = 3"{;(;1.5) = g . Para el estado deformado se tiene que
C : pi(cos(ps)i + sin(us)j) = r(s), a(s) = r(s)/p1,

b(s) = a(s) AN (—k) = — sin(us)i + cos(us)j ;

y por lo tanto i(s) = 8'(s) = %(;Ls) = pu.

De manera que en este tipo de deformacién la curvatura cambia, (de

Ko = 1/po a K1 = 1/py) , pero la variable de esfuerzo 2z permanece igual en
ambos estados.
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>H.>

b(s)
a(s)

Bs I
Figura 3.6: Deformacion inflacionaria.

Nétese que si en lugar de usar fi como la variable de esfuerzo, se hubiera usado

@'(s) = ‘%(G(s) — 6,(38)) (sec. 2), se tendria que ¢'(s) = u—pu = 0.
Deformacién por doblamiento (flexién pura): (refiérase a la seccién de las

deformaciones basicas del capitulo anterior).

Supdéngase que la configuracién de referencia es una barra estirada sobre el eje

j , de longitud I:

Co : s = R(s) H 0o<s<l!
A=i , B(s)=3

(ver figura 7). Como A(s) = cos6,(s)i + sin 6,(s)j , entonces 6o(s) = 0, y
por lo tanto fi, = O . Ahora la barra es doblada en un circulo permaneciendo
asi en equilibrio. El doblamiento se hace sin que la barra sufra cambios en su
longitud. El estado deformado de la barra es entonces:

C : p(cos(us)i + sin(us)j) = r(s)
A(s) = L:) B(s) = — sin(us)f + cos(us)j .

Por lo tanto, 8(s) = us , asi que @ = 6'(s) = u .
Por otra parte, como la barra no cambié su longitud, p estd dada por:
So ll(&)) ag

27 p
I (por hipétesis) .

ey

Nétese que aquf ¢'(8) = #'(s) = n .
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A
K
S
)™
B(s)=3 —
8)=
A 2 A / 7<%\
X7 \J J L A\ 3\
~ / A ' / r(s b{‘)
i Ac(s)=1 1
A —— __Hs T a(sh
~"
i

Figura 3.7: Deformacién por doblamiento puro.

De manera que en este caso fi y la curvatura cambiaron (la primera de cero a u
¥ la segunda de cero a 1/p). De i se dice que aisla los efectos de doblamiento
de los cambios en la curvatura asociados con estiramiento.

3.5 Ecuaciones de equilibrio

Este trabajo se concentrari en el estudio de los estados de equilibrio de una barra, bajo
la accién de torcas y fuerzas. Las ecuaciones que gobiernan dichos estados ya fueron
obtenidas en la seccién 2.3 del capitulo anterior y son:

n+f = 0
rAn+m’'+1 = 0

Por hipétesis la fuerza de cuerpo f es siempre horizontal

(f(s) €< 1,7 > Vs € [0,Il]) . También en la seccién arriba mencionada se obtuvo la
expresién para f en términos de la fuerza por unidad de masa sobre los puntos de B, ),
a saber: f(s) = fg, p(X)F(X)](X) dX, ; por lo tanto la hipdtesis sobre la planaridad de
f equivale a pedir que F(X) €< i,j> VX: Z(X) € B, , o bien

F(x) = Fl(X)a(s) + F3(X)b(s) . Como consecuencia inmediata, ya que

n(s) = fg, AX)VF(X)j(X)dXs , se tiene que: n(s) €<1,j> Vs e [0,]] .

Por otra parte, se recordard que 1(s) y m(s) son torcas alrededor del punto r(s). Parte
de la hipdtesis de la deformacién plana consiste en suponer que:

Ks), m(s) e<k> Vselo]
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s
B -] i

Figura 3.8: La seccidn transversal Bg gira verticalmente por la accidn de la torca de cuerpo
(1(&)) ¥ la torca de contacto (m(&)).

(ver figura 8).Escribiendo entonces a 1(s) y a m(s) en términos de 7'(X) , se veran a
continuacién las implicaciones de lo anterior:

1) = [ ACOF(X) A F(X)5(X) dX.

/;’ AX)(p1(X)als) — w2 X)) A (Fi(X)al(s) + F(X)b(s))i(X)dX,

= /,5, AP0 Fa(X)i(X) dX)a — (f A(X)ea(X)Fa(X)i(X) dX.)b +

+ (f,, PP (X) F2(X)j(X) dX. ) K

La expresién para m(s) es exactamente igual, teniéndose en cuenta que son de naturaleza
distinta. La fuerza que aparece en 1(s) es una fuerza externa o de cuerpo, mientras que la
fuerza que se pondria en m(s) corresponde a una fuerza del tipo superficial o de contacto,
yva que proviene de los segmentos de barra adyacentes B, (ver la definicién dada para

estas fuerzas en la seccién antes citada). Para tener en cuenta este hecho, se escribird
F,(X) en m(s):

m(s) = [ AOF(X) A F(X)i(X) dX.
= & — b + ([ AX)e(X)FF(X)(X) dX,)k
Por lo tanto, las hipétesis sobre el movimiento constrefiido a un plano implican que:

v =~ =0 vs € [0,1]
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Se examinarin ahora mds de cerca las implicaciones anteriores.
Recuérdese que se ha supuesto que la barra conservard la simetria horizontal en

todas las deformaciones que realiza; por lo tanto, B, es simétrica con respecto al
plano < i,j > . Si por B} se eantiende la parte superior al plano horizontal de B, y
por B la inferior, se tendri que: B, = B UB_, luego resulta que se puede escribir:

vi(8) ./:.;+ AX )2 XV F(X)F(X)dXs + /5- B(X ) X)) F(X)F(X)dX, ,

(similarmente para 7). Ahora supéngase que X+ son las coordenadas curvilineas de
un punto sobre B}. Dada la simetria de B;, la imagen de este punto con respecto al
plano horizontal pertenece a B ; lldmese a las coordenadas curvilineas de tal punto
x-.

Una buena suposicién sobre los 1ntegrandos en - y 7§ para hacerlas cero, podria
ser pedir que: A(X+) = 5(X7), Fy(X+) = F}(X ) s 22(XF) = ~2(X7)

(X *+) = j(X~) (andlogamente F’(X"') = —F(X7)) .

De esta forma fB‘ o217 dXs = —fB:. po2F17dX, y en consecuencia y(s) =
(7 (s)=0) .

Al menos fisicamente, es razonable pedir la paridad de las fuerzas aplicadas con
respecto al plano horizontal; ya que asi no se crearia un desequilibrio que haria
girar a las secciones transversales con respecto a un eje horizontal. De ser impares
las fuerzas aplicadas, es claro geométricamente predecir torcas horizontales (ver

figura 9).

F(x*) B . F(x*)
-

L/ I
t \ ke F(X )=F(X*) F(X*) = F(X % 5.
x> T =/ i

F pPar ¥ impar

Figura 3.9: v = +47 = 0.

En cuanto a las ecuaciones de equilibrio, descompondremos las fuerzas y torcas en términos

de la base de vectores directores:

n(s) = H(s)a(s) + N(s)b(s) , m(s) = M(s)l} , I(s) = l(s)fc .
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Comparando con la descomposicién en la seccién nueve del capitulo anterior
(n(s,t) = T ni(s, t)di(s,t) , m(s,t) = TP ;mu(s,t)dy(s,t)) , se tiene que en el
caso de la deformacién plana: ny = H,nz =0,nz3 =N, mi =m3 =0, mg = M.

Substituyendo en las ecuaciones de equilibrio:

H —gN +f.a = 0
N 4+ pH +f-b = 0
nN —vH 4+~ M + 1 = 0

De manera que tenemos tres ecuaciones diferenciales para determinar n, v, i (y asi obtener
r’, e integrando solamente, r). f se supone conocida, lo mismo que 1. Para H, N, M se
tienen las ecuaciones constitutivas, las cuales forman parte del modelo y por lo mismo de
ellas se tiene cierta informacidn.

3.6 Ecuaciones constitutivas

Para este caso, las ecuaciones constitutivas toman la forma siguiente:

H(s) = H(n(s),v(s),i(s),s) , N(s) = N(n(s),v(s),p(s),s)
M(s) = M(n(s),v(s),E(s),s)

y su dominio esta restringido a pedir que »(s) > 0 Vs € [0,!] . En adelante se supondrai
que estas funciones son continuamente diferenciables.

3.7 Condiciones de monotonicidad

En lugar de pedir las cuatro condiciones de monotonicidad discutidas en la seccién 2.9,
se supondra la condicién mais general:

LD definida positiva,

la cual, como ya se demostrd, encierra las condiciones requeridas.

En este caso en particular, las condiciones de monotonicidad se reducen a 3:
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(1) Un incremento en la tensién 7 = n -

estiramiento e = ||[r'|} = /77 + 2 :
T = H(ecosy,esinv,f1,s)cosy + N(ecos,esin, i, s)siny

3

r’/jir’|l acompafia un incremento en el

Por lo tanto:
] . N
ar cos ¢ H, H, cos P
Pe = ( sin 9 [ Ky &, |\ simyp ) >0 ¥Veclod
(2) Un incremento en la fuerza de deformacién pura H, acompaiia un incremento
en la variable de esfuerzo de deformacién pura 7:
Hy(ov,r8) > 0

(3) Un incremento en la torca de doblamiento M, acompaiia un incremento en el
esfuerzo de flexién ji:

Ma(7,v,-,8) >0

Definiendo:
‘1’(772,!;27112; 7]1,"11,/7—1) = [M(2,8) — M(1,9))(fF2 — &) + [H(2,5) — H(1,8)](72 — m) +

+{V(2,8) = N(1, )2 — 1),
la generalizacién de las condiciones anteriores para el caso no diferenciable es:

®(2,1) > 0 VYV (2),(1) eN(s):(2)# (1) -

3.8 Condiciones de crecimiento

De acuerdo con el principio constitutivo general de la seccién 2.10 (y con
v > 0), las condiciones de crecimiento sobre las funciones constitutivas son:

- - +oo si n — +oo
H(,v,Bys) — { —oc 8i n — —oo
< . 4o si vy — +4oo
N, B8y — { —oo si v — Ot
- B +oo si i — oo
M(n,v,-,8) — { —oo si g — —oo

la condicién
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Para. el caso mds general, v > V (i, s) las condiciones para N y M serfan:

- _ 400 si v — “+o0
N(ny -5 y8) — { —co si v — V(@,s)

- i +oo st g — sup{@:v>V(a,s)} = u~
M7, 2,5 5) { —oo si g4 — inf{i:v>V(i,8)} = p.

(ver fig 10). Por otro lado, escribiendo en forma explicita las derivadas totales con

"~ A ~ —
HM (+00 ) N &) (+00 ) M (1) (+00)

|
i 1
[ |
1 1

(- o0) Vi, s) (- oD )

I o

97

H

Figura 3.10: Crecimiento de las funciones constitutivas, como funcién de sus respectivas

variables de esfuerzo asociadas.
Tespecto a s en las ecuaciones de equilibrio y escribiéndolas a manera de sistema, se
tiene que:
f-at+d.H
—_ f-b+ 8, N .

14 o

L 7 o o0 N

oA, N, A | 7 _ o o —&

(7, v, 1) o _N H o 1+ 8,.M

R AN ]

Con las condiciones de crecimiento, la hipdétesis de coercibilidad mencionada en
el capitulo anterior se sastisface, asi que se tendrd la invertibilidad del mapeo
(n,v, ) — (M,N,M) , con las funciones constitutivas andlogas:

n = A(H(S), N(s), M(s),s) , v = D(H(s), N(s), M(s),s) , i = A(H(s), N(s), M(s),5)

vy el sistema de ecuaciones asociado:

HEAERSIREIE

T
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3.9 Condiciones de paridad e iniciales

Sea una barra inicialmente recta, que sufre una deformacidn pura (ver “deformaciones
basicas”, capitulo anterior). Se asumird que no hay ninguna diferencia en realizar la
deformacién en un sentido o en el otro (ver figura 11). Por lo tanto, cambiando 7 por

j A A
r(s) =s€@Qj+i)
rl(s) =-na+b

Bo(s) A
A A a=-j
T F t i —_—%— i b= £

A A
\ r(s) =s(qnj+1i)
n =-Ha « Nb rl(s) =na+b

Figura 3.11: Condiciones de paridad sobre las funciones constitutivas.

—n, resulta que H cambia a —H, mientras que /N permanece igual. En cuanto 2 m ,
a partir de su definicidn y de las hipStesis de simetrias discutidas en la seccién cinco
de este capitulo, se tiene que: m = [fg, A(X )1 (X)F2(X)j(X) dX,]k ; sin embargo, la
componente F? de la fuerza de contacto se mantiene igual si se cambia n por —7n, y por lo
tanto M tampoco cambia. En resumen, se tendrian las siguientes condiciones de paridad:

H(—n,v,fi,8) = —H(n,v,,5) ,  N(—n,v,f,8) = N(n,v, i s)
M(_nv v, ﬁ’ 5) = IW("I, v, ﬁ’ S)

Ahora bien, en la configuracién de referencia v = 1 (la barra no ha sufrido cambios en su
longitud), n = 0 (no ha habido deformacién) y & = @, . Como se tomd a tal estado libre
de fuerzas y torcas, se tendrdn, ademas las siguientes condiciones iniciales:

N(0,1,@0,8) = OM(0,1,f80,8) = 0 Vse&[0,l],f, € R
(nétese que dada la imparidad de H en 7 , la condicién inicial sobre H se sastisface

automaticamente) .

En [Ant] el lector encontrard que las condiciones de paridad sobre A, N, M
(H(-,v,u) impar; N(-,v,p) , M(.,v, 1) pares), viene de suponer que las secciones
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transversales de la barra (i.e. B(s)) poseen ciertas propiedades de simetria, que
hacen que no sea mas facil o mas dificil que la barra sufra una deformacién pura o
un doblamiento puro en una direccién, que en la direccién opuesta.

Para el caso de barras que se deforman en €l plano y cuya configuracién de referencia
es prismatica (i.e., s € [0,1] , z1 € [-h,h] , T3 € (—00,00)), la justificacién de las
condiciones de paridad puede verse en [A&C); sin embargo, ahi estd hecho tomando
la fuerza de cuerpo (f) igual a cero. Para el caso de un cuerpo bidimensional,
véase [A&LR]. En los dos articulos mencionados, el enfoque es un poco distinto que
el hasta ahora abordado, ya que se emplean elementos mads sutiles de la teoria de
la elasticidad, como por ejemplo los vectores de traccién de Piola-Kirchhoff. Por
medio de estos vectores se reescriben las ecuaciones de equilibrio y se definen otras
funciones constitutivas que precederan a #, N ¥ M,y que forman las componentes
del segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff, que a su vez, dependen de
las componentes del tensor de deformacién de Green (este 1dltimo de naturaleza
semejante al gradiente de deformacién mencionado en la seccién 2.2).

3.10 Integracion de las ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio tal y como aparecen en la seccién cinco, presentan la ventaja
de poderse integrar inmediatamente, [Jara H, Ny M en funcién de n,v y pu. Con este

fin, definase H(s) = IH\, (s),F = _01 é],f@):-[?‘z By =7,

entonces podemos reescribir tales ecuaciones como:
H'(s) — f(s)TH = f(s)
M'(s) — H'(s)IB(s) ~1(s)

Para resolver las primeras ecuaciones el lector puede proceder como quiera:

(i) Dado que es obvio que:
(—a(s)I(— 7 a(t)IJ dt) = (— [° j(s)T dt)(—ji(s)T) ; i.e.; la matriz del sistema con-
muta con su integral. Por lo tanto exp(S’ i(t) dtJ) resulta ser una matriz funda-
mental para el problema, y el resto es resolver empleando variacién de parimetros.

(ii) Teniendo en mente que ¥(s) = cosa(s) y =(s) = sina(s) satisfacen la ecuacién
vy’ — %—',:y' -+ a’?y = 0 , y obteniendo dos ecuaciones de segundo orden para H y N,

se concluye que:
Hi(s) = (cos( [ a@))dt, —sin( [ at)dt))
HL(s) sin( [" a(e)) dt , cos( [ B()) dt)

]
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son dos soluciones linealmente independientes para el problema hormogéneo.

En cualquier caso, se tendra como solucién para las dos primeras ecuaciones:
H(s) = €x)Ho + €2(s) [ (OO de
donde:

- cos(f3 A(€) dE) sin(f§ A(E) dE)
$2(s) = [—sin(fg’ﬁ(f)dO COS(fo’ﬁ(E)dé)]

[ 11\1;’ ] la condicién inicial (en s = 0) .

HO
Luego para. M solamente integrando:

M(s) = M.+ [TH(OIBEO & — [ 1o de

(M, la condicién en s = 0). Estos cdlculos se usardn en el siguiente capitulo.

Todas las constantes de integracidén estdn sujetas a las condiciones que se tengan sobre
los extremos de la barra, y que hasta ahora no se han mencionado; este punto se tratara

directarnente en el problema del siguiente capitulo, el cual fué el que nos trajo basta este
punto en primer lugar.



Capitulo 4

Deformaciéon de un anillo en el
plano horizontal

Este capitulo constituye la parte principal de este trabajo. Una vez que se tiene claro
el modelo y las constricciones que implican la deformacién de una barra constrciiida a
moverse sobre un plano, se aplican todos los conocimientos adquiridos en los capitulos
anteriores, a un anillo de radio unitario simétrico con respecto al plano horizontal, cuando
sobre éste actia una fuerza de presién hidrostatica uniforme. Las dos primeras secciones
tienen que ver con la descripcidén del anillo antes y después de ser sometido a tal fuerza; en
la segunda seccién se introducen tres nuevas ecuaciones, que junto con las ecuaciones de
equilibrio constituyen el conjunto completo de ecuaciones del anillo. Las secciones 4.4, 4.5
y 4.6 vienen a completar el marco de las hipétesis del modelo. En la seccién 4.7 se escribe

explicitamente el conjunto completo de ecuaciones y se adopta una terminologia, misma
que sera empleada en todo el resto del trabajo. La seccién 4.9 expone las propiedades
del conjunto de ecuaciones, y que se denominan simetrias; de hecho este podria ser otro
enfoque para hacer el analisis del problema y que se encuentra tratado en [Heal, sobre cuyo
trabajo se basa el nuestro. En la seccidn 4.9 se encuentran las soluciones estacionarias
del sistema de ecuaciones, usando dos métodos: el llamado ‘método directo’ o aquél que

usa las propiedades de tal sistema. En la secciéon 4.10 se encuentra que las soluciones
triviales corresponden a configuraciones circulares de radio mas pequefio. La seccién
4.11 es muy importante, pues en ella se integra el sistema de ecuaciones y se intenta
dar al problema una formulacién en términos de encontrar los puntos fijos de cierto
mapeo. Al mismo tiempo se trata el problema de las condiciones iniciales (constantes
de integracién), mismo que no habia sido expuesto con claridad anteriormente, y del
cual se desprenden las condiciones de periodicidad que deben satisfacer las soluciones al
conjunto de ecuaciones. De manera aislada, en esa seccidn se encuentran las cantidades
conservadas, esta parte del trabajo no vuelve a ser usada después. Las dos Gltimas partes
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de la seccién 4.11 tienen relevancia, la primera, sobre el comportamiento de las funciones
constitutivas, la segunda (como se vera después) sobre las ramas de soluciones que bifurcan
a partir de la solucién trivial. En la seccién 4.12 se comienza con el estudio del problema,
aborddndolo de la manera usual, esto es, primero linealizando, reescribiendo el sistema
de ecuaciones como uno de primer orden en el cual los términos cuadriticos han sido
separados, y segundo, estudiando el niicleo del operador lineal en términos del cual se
ha reescrito la linealizacién (seccién 4.13). Es importante subrayar que en esta seccién
se dejan de lado, por un momento, dos de las ecuaciones del conjunto total, mismas
que volveridn a jugar un papel importante después. En la seccidn 4.14 se especifica el
espacio dentro del cual se buscarin las soluciones al problema reducido, definido en la
seccién anterior, y que consisten basicamente en ciertas propiedades de paridad que deben
satisfacer los elementos de dicho espacio. La biisqueda sobre este espacio esta justificada
por el hecho de que en él es posible reducir el micleo del operador de la linalizacién (A).
La seccidn siguiente, 4.15 es la iiltima en la que se hace una hipdtesis adicional sobre las
funciones constitutivas, esto con la finalidad de definir el conjunto de puntos singulares
del problema. Con el objeto de conocer mds sobre los espacios de funciones involucrados
en la linealizacidn, se introduce la seccién 4.16, de mucha importancia para todo el trabajo
posterior. La seccién 4.17 se introduce de forma un tanto aislada del resto del trabajo,
bajo pretexto de que el lector familiarizado con los métodos empleados en problemas no
lineales que presentan bifurcacién, vea que es posible su aplicacién en este caso. Para
terminar con la idea introducida en la seccién anterior, en la seccién 4.18 se introduce la
ecuacién de bifurcacidn del problema, junto con la prueba de que, localmente, el problema
efectivamente presenta bifurcacién de soluciones con una cierta periodicidad, a partir de
la solucidén trivial. Para cerrar con la parte local, se prueba en la seccién 4.19 la no
existencia de ramas que bifurquen a partir de un valor de cero intensidad de fuerza; por
fin es que las dos ecuaciones ignoradas desde la seccién 4.12 cobran un sentido algo mdés
que el que se les adjudicaba en términos de la descripcién geométrica del problema. La
dltima seccién, 4.20, aborda la continuacién de las ramas que se obtuvieron en la seccién
anterior: estudio de bifurcacién global.
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4.1 Configuracion de referencia

Supongamos que la configuracién de referencia de una barra es un anillo de seccién
transversal circular, es decir, con forma toroidal y simétrico con respecto al plano hori-
zontal < 1,7 >. Como eje del anillo escogeremos a la Iinea de los centros de las secciones
transversales y supondremos que dicha linea coincide con el circulo unitario con centro
en el origen, C;. Dado que la configuracién de referencia estd caracterizada por el vec-
tor de posicién de los puntos sobre el eje R(s), el vector de la seccién transversal A(s)
perpendicular al eje de la barra, y el vector B(s) = R’(s): se tendra que:

Co = Cq : cos(s)T + sin(s)] = R(s)
A(s) = R(s)
B(s) = A(s) A (—Kk) = —sin(s)i+ cos(s)] ,

donde s € R2r = R(mod2n), es la longitud de arco en el estado de referencia.

Por s € R2» se entiende que s € [27n,2r(n+ 1)) ,n € N U {0} .

De manera que aqui jio = 0,(s) =1, (70 =0, v, = 1, Us(s) = —1). (ver figura 1)
. i
k B(s) A(s)
R (
<€,“j> 2 s
1 2
\ R (0) '
N /
Co < _Co
Bg(s)

Figura 4.1: Geometria del estado de referencia.

4.2 Configuracion deformada

Todas las hipdtesis vistas en el capitulo anterior serdn adoptadas aqui: la barra conserva
la simetria con respecto al plano horizontal, todas las fuerzas involucradas son puramente
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horizontales, todas las torcas involucradas son purarnente verticales (como se vio en 3.5,
esto equivale a considerar ciertas propiedades de simetria para las funciones la densidad de
masa g, @1 ¥ w2 ¥ la fuerza F'), la barra es eldstica y no lineal en el sentido de que existen
funciones constitutivas H, N y M, que dependen de manera no lineal de las variables de
esfuerzo, la barra puede realizar todas las deformaciones vistas en 2.6 (excepto, claro est4,
la deformacién por torsién pura, ya que involucra la apariciéon de torcas horizontales, las
cuales son cero en nuestro modelo): estiramiento, doblamiento y deformacién pura.

Para los vectores directores a(s) y b(s) del estado deformado, escogeremos la repre-
sentacién alternativa vista en 3.3, en términos del dngulo ¢(s), que forman las secciones
transversales A(s) y a(s):

a(s) = cos ¢(s)A(s) + sin ¢(s)B(s) H b(s) = —sin¢(s)A(s) + cos ¢(s)B(s) ,
donde ¢(s) = 0(s) — 6.(s) , (8(s) el dngulo que forman a(s) y el eje 1) .

Definamos u(s) = ¢'(s); dado que 6,(s) = s, tendremos que u(s) = i(s) — 1.

El eje C de la barra estd descrito por el vector r : Rar 3 s — r(s) y que se conviene en
escribir:

r(s) = mri(s)a(s) -+ r2(s)b(s) .

Derivando esta expresién con respecto a s y comparandola con la descomposicién del
vector tangente adoptada en 3.3: r'(s) = na + vb, se llega a que:

’

' = (ry—f@rz)a+ (rp+ Ar)b
por lo tanto:

rTi—ABrs—n =0 s ro+pgri—v =0 ;

o bien:
Mn—Q4+prz—n = 0
o+ (l+p)yri—v = O
' —p = 0 .

Estas dltirnas tres ecuaciones se denominan ecuaciones de esfuerzo-desplazamiento.

La configuracién de la barra queda por lo tanto especificada si se conocen ry,72 ¥ ¢,
las cuales se obtienen integrando las relaciones de esfuerzo-desplazamiento en términos de

7,V Y i; estas 1iltimas serdn escogidas como las variables de esfuerzo del problema. (ver
figura 2)

Se suele definir a. R2- © s — (r',¢') , como el campo de esfuerzos.
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bt ’
I P(s) 4
\t (s)
a(s)
b(s R
A(s)

r(s

~_ |

Figura 4.2: Geometria de la deformacidn.

-y

4.3 La fuerza de cuerpo

Supongamos ahora que el anillo es sometido a una fuerza de presién hidrostitica uniforme.
E]l hecho de ser una fuerza de presién significa que actuard perpendicularmente al eje de
la barra. Por otro lado, el hecho de ser uniforme quiere decir, en primer lugar, que la
densidad de la fuerza externa F', segiin se definié en 2.3, es la misma para cualquier
punto sobre B, y que por lo tanto se puede escribir: F = || F(s)|[k A “rL:” . Sin embargo,
la hipétesis de uniformidad va mas lejos de suponer solamente esto, de la definicién de la

fuerza de cuerpo:
f(s) = /B BEj(X)dX,
- . - NEGH o '
L, X3 (X) AX SR A ()

HE( & o oo
= M(B:);—=——"7rkAr(s R
By <A
donde M (B,) representa la masa de la seccidn transversal IB,. La hipdtesis de uniformidad
consiste en suponer que M(B,)H;";ﬁ es una. constante A para toda s. A ) se le conoce como

la intensidad de la fuerza por unidad de longitud (deformada). Aqui se supondri ademas
que A = 0. Por lo anterior, se puede entonces escribir:

f(s) = MkATX(s) Vs& Rar (A =0)

(ver figura 3). Como una consecuencia inmediata de haber escogido a la fuerza de cuerpo
de esta manera se tiene la siguiente:
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A
z /
J l‘l(s) /
a(s)
b(s
r(s
rl f . f i\
f M

Figura 4.3: Accién de la fuerza de cuerpo sobre la barra.

Afirmacién: Si se escoje a la linea de los centros como el eje de la barra y ademads la
fuerza de cuerpo es una fuerza de presién hidrostdtica uniforme, entonces I(s) = 0.

Prueba: Directamente de la definicidn de I(s):
us) = [ pp AFi(X)dX,
- _ PN = - r/
= [f, seosniax.] A [iFemka ]
El primer término entre corchetes resulta ser la masa de B, multiplicada por el vector de

posicién de su centro de masa. Sin embargo se escogié a (X)), con origen precisamente
en el centro de masa de B,, (el eje de la barra es la linea de los centros). Por lo tanto:

I(s) = [OIAEF(X) =0
—0

Si se estuviera interesado en €l caso dinamico (dependiente del tiempo), entonces:

as,n) = [ P DHXIX)dX,
= 0
(el eje de la barra es la linea delos centros). Ademds, yaque wy = wz =0, wo = —2
(sec. 3.3), y retomando la hipStesis sobre (2 : 2(X+) = —¢2(X ) (sec. 3.5), se

tiene (ver sec. 2.5):

net) = [f setiax.] ek - [[ aXeamidx.)ma
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Suponiendo ademds que 21 (X+) = 21 (X ™) el término no vertical en h (recuérdese
que h es el momento angular relativo al eje de la barra) se anula (nétese que esta
hipétesis se pudo haber incluido en la seccién 3.5, de habernos ocupado en esa
ocasién de tal término). De cualquier forma, las ecuaciones de movimiento quedan:

ng + f = (pA)rie
rsAn -+ mg = h¢

4.4 Ecuaciones constitutivas

A diferencia de las ecuaciones constitutivas vistas en 3.6, el modelo de deformacién em-
pleado adoptard ademads la hipdStesis de homogeneidad, que consiste en suponer que las
ecuaciones constitutivas para las componentes de la torca y fuerzas de contacto no de-
penden explicitamente de s:

H(s) = H(n(s),v(s),u(s)) , N(s) = N(n(s),v(s),n(s))
M(s) = M(n(s),v(s),n(s))

Cuyo dominio es {(n,v,u) i, 0 € R, v >0} .

4.5 Ecuaciones de equilibrio

Como ! =0, i = p+ 1 y las funciones constitutivas son homogéneas, las ecuaciones de
equilibrio son:

H'(n(s), v(s), u(s)) — (1 + w)N(n(s), ¥(s), 1(s)) — v

N'((s),v(s), () + (1 + p)EH (n(s), v(s), p2(8)) + An
M'(n(s), v(s), u(s)) + nN(n(s), v(s), u(s)) — vH(n(s),v(s), x(s))

I
coo

O bien, escrito en forma de sistemas:

o(H, N, By | 7 ' -
(n, v, 1) u

I
——
b
E
Mo >
O"?)

X =
b J
| |
T v
| PR—)

+
—
olm,z
[T——"
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Las condiciones de monotonicidad 3.7, crecimiento 3.8 (y por lo tanto la invertibilidad del
mapeo (n,v,u) — (H,N,M), junto con las de paridad e iniciales 3.9, formardn parte

del modelo.

Con la misma notacién de la seccién 3.10, el sistema de ecuaciones de equilibiro
para H,N, M en términos de 7, 2, # queda:

H'(s) = (1+ p)IH(s) + ATB(s)
M'(s) = HY(s)IB(s) ,

(con 1(s8) = 0) .

4.6 Condiciones generales sobre H, N y M.
Ademads de las hipdtesis antes mencionadas, se asumirin las siguientes tres:

(1) N(n,1,4) =0V (n,) € R? (o bien, por la invertibilidad del mapeo
(1, vs 1) — (H, N, M) : v(H,0,M) =1V (H,M) € R?) .

Aunque no es formal, es mas ficil entender esta hipdtesis desde el punto de vista
unidimensional de la teoria de cuerdas:

Supongamos que el eje de la barra tiene la caracteristica de perfecta flexibilidad
que define a las cuerdas, esto es, que la segunda de las ecuaciones de equilibrio en
3.5 referente a las torcas es: r’ A m = 0. (Esto resulta de definir matemiticamente
a una cuerda como una sucesién de puntos materiales que no tiene grosor, por lo
tanto # = 0 y en consecuencia 1(s) = m(s) = 0. De hecho, si vemos los términos
q ¥y h en las ecuaciones de movimiento, estos también resultardn ser nulos). Por lo
tanto la fuerza de contacto es tangente en cada punto s de la linea de los centros.

Por otra parte, se recordari de la seccién 2.9 que se definié a la tensién 7 como la
componente de la fuerza de contacto en la direccién tangente: 7 = n- ]T:'.-;I—; entonces,
para el caso de las cuerdas, n es una fuerza puramente de tensién; i.e. n = Nb y
r’ = vb. Asi que desde el punto de vista de las cuerdas, el estiramiento del eje de la
barra estd dado por v; si ¥ = 1 el eje de la barra no ha cambiado su longitud y por
lo mismo es natural pensar que la fuerza n asociada con el cambio en la longitud es
cero.

Con esta misma visién simplista es ficil entender que A (0,2, u) = 0

V(r,u) € Rt x R (que resulta de la imparidad de H en 7): definase una nueva
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base e = ﬂ%ﬂ , en = %A ; por lo tanto a = net — ven , b = veg + nen; de
aquf que n = (nH + vN)e¢ + (—vH + nNN)en. Ahora, si n ha de ser una fuerza de
tensién, entonces —vH + N = 0, como por hipdtesis ¥ > 0: H = ZN; de donde
n=0= H = 0.

(2) M(7,v,0) =0VY(3,v) € R x R* (o bien 2(H,N,0) =0V (H,N) € R?) .

Un punto de vista unidimensional no ayudaria en este caso para comprender el
significado de esta hipétesis, ya que solo nos dirfa que todas las torcas son cero.
Sin embargo, podemos aprovechar el estudio de las deformaciones bdsicas vistas en
2.6, para recordar que u es la variable de esfuerzo que participa del doblamiento.
M es, por otra parte, una torca de doblamiento; de manera que intuitivamente es
1égico pensar que si una de ellas es cero, lo mismo sucederd con la otra (es decir, si
la torca de doblamiento M es igual a cero, su correspondiente variable de esfuerzo
-el esfuerzo de flexién - es cero) .

(3) N.(0,v,0) = 0 Yv > 0. La justificacién de esta hipdtesis no serd clara, hasta la
seccién 11.

4.7 El campo completo de ecuaciones del anillo

El conjunto completo de ecuaciones para el anillo esti constituido por las ecuaciones de
equilibrio y por las ecuaciones de esfuerzo-desplazamiento, para 1,72, ¢, 7, ¥, u. Dada la
geometria del problema, las soluciones a dichas ecuaciones deben ser 2w —periddicas.

Para escribir el conjunto completo de ecuaciones en nuna forma mas manejable, y aden-
trarnos en la notacién empleada en el resto del trabajo, se definira el vector:

y = (r1,72,9.7,0,4)

Considérese ahora el espacio de todas las funciones vectoriales en R®, 27 —periddicas y
continuamente diferenciables, denotado por (C32,)%. La norma natural para este espacio
estd definida por:

fh:(C3) 2y —lyh=lylo+1v'l »
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donde | |o es la norma del supremo (miximo en este caso, y también llamada la norma de
la continuidad uniforme):

lule = mixser,.|lu(s)l

(JI | 12 norma usual euclidiana) . Asi, ((C1.)%,| 1) resulta ser un espacio de Banach.

Definase ahora el conjunto @ = {y € (C1,)¢: v > 0} x R*. Sea el mapeo
h:O 3 (y,A) — h(y, A) € (C£,)%, cuyas componentes son las ecuaciones de equili-
brio y las de esfuerzo-desplazamiento, en ese orden. Entonces, €l conjunto completo de
ecuaciones estd dado por: h(y,A) = 0.

H'(mv,p) — L+ p)N(g,0,0) — Av
Nv,p) + (A + p)H(n,v,p1) + A7
h(y,A) = M'(n,v, 1) i nN(n,v, 1) — vH(n,v,u)
ry, — (14 p)ra —7n
2 + A4+ p)r — v
¢ —

4.8 Simetria del sistema de ecuaciones

Como por hipdtesis las funciones constitutivas H R N,M no dependen explicitamente de
s, y ademads 77, v, 4 son 27 —periddicas; es natural pensar que el conjunto de las ecuaciones
es invariante bajo rotaciones. Esto es, que si se rota al anillo en su configuracién de
referencia, esperamos obtener las mismas ecuaciones de equilibrio que se obtendrian si tal
rotacién no se hubiera hecho; es decir, que inicialmente el grupo especial de transforma-
ciones ortogonales SO(2) es el grupo de simetrias para el problema.

Los elementos de SO(2) son matrices de rotacién; T € SO(2)< T'T =1,
| T |=1.

Sin embargo, supondremos todavia mas, esto es, que el grupo completo de simetrias del
circulo O(2), coincide con el grupo de simetrias del problema; en otras palabras, el anillo
posee propiedades invariantes bajo rotaciones asi como reflexiones en el plano.
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Supongamos que rotamos al anillo un dngulo g. Geométricamente esto equivale a
cambiar s por s + g en la configuracién de referencia. Si ahora se somete a la fuerza
de cuerpo f, se espera obtener la misma configuracién que antes, pero rotada un cierto
angulo. Asi que en este caso el efecto de esta transformacién equivale a tener
r(s) = ri(s +9) (1= 1,2) , 6(s) — &5+ 9) » 7(s) — n(s + g) , v(s) — v(s+g) »
pn(s) — p(s + g) (ver figura 4) . Ahora supdngase que se ha hecho una reflexién de los

RN S
r B_X,A

o
J (8) 7
A(s) b Deformacion
p ' inicial
A
W i
L%/

; ACs+g) ,-' ‘l /A(o-o-z)

R(s+g
£ -
- L]
W l

Figura 4.4: Efecto de la rotacion de los puntos del anillo sobre la deformacidn.

ey

7/

Deformacién
bajo una rotacion

puntos sobre el anillo, con respecto a algin eje. Como las reflexiones cambian el sentido de
los dngulos, si ¢ era el dngulo entre a(s) y A(s) antes de hacer la transformacién, después
de hacerla serd —¢. Sea w el angulo entre r(s) y a(s); por lo tanto, si r = ria + r2b,
se tendrd que r; = ||r|lcosw, r2 = ||r||sinw. De manera que al hacer la reflexién y
cambiar w por —w, resulta entonces que r; cambia por —r2. Con este mismo argumento,
si r’ = npa+ vb, al hacer la reflexién habria que cambiar v por —v, quedando r' = na—vb;
sin embargo, se quiere conservar la misma orientacién para el eje de la barra, la cual se
invierte bajo la reflexién, por lo tanto habria que tomar el negativo de r’: r' = —npa+ vb;
de manera que el efecto sobre 7 equivalié a multiplicarla por menos.

Por otro lado, una reflexidén con respecto a un eje cualquiera del anillo, puede pensarse
como una reflexidén con respecto al eje horizontal, seguida de una rotacién. Esto equivale a
cambiar s por g —s en el argumento de las variables que integran el vector y¥ definido en la
seccidén anterior (g el dngulo de rotacién). Por dltimo, después de hacer la transformacidn:
w(g —s) = %(—(ﬁ(g —s8)) = % y por lo tanto i permanece invariante.

i
i
1
!
i
[
[
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De lo anterior, el efecto completo de la reflexién resulta ser:
r1(s) — T1(g — 8) , r2(s) — —r2(g — s) , #(s) — —¢(g — s) , N(s) — —n(g — ),
v(s) — v(g — s) , u(s) — u(g —s) .

Resumiendo, la forma en la que actian los elementos T, de O(2) (rotaciones -SO(2)- y
reflexiones) sobre las funciones y € (C3,)® estd dada por:

[Toyl(s) = Ezg; tg; z O(és)'?ég(2) Vg € Rar

donde y = (r1,72,¢,m, v, ) vy B 1y — (r1,~r2,—¢,—n,v, 1) . Obsérvese que, como v
permanece del mismo signo, es claro que T,(O) € O Vg € R,

La simetria del sistema de ecuaciones queda expresada mediante la siguiente

Afirmacién: El mapeo kh : O — (C$,)° es equivariante bajo T, € O(2); es decir:
h(Toy,2) = Tyh(y,R)

Prueba: Para T, € SO(2) el resultado es inmediato, ya que el conjunto de ecuaciones es
un sistema auténomo; luego [a":] = [3(::_—9)] , ¥ por lo tanto es obvio que
Toh(y,A) = R(Tyy,A) -

Para T, € O(2)/S0O(2): [—f:;] = — [r‘_“] ; llammemos entonces [} = [%] .
1= [aatss] 5 ast:
[ — B (—n(g — ), (g — ), ulg — s))+
—( + p(g — s)N(—n(g — s),v(g — 8),u(g — 8)) — Av(g — s)
—N(—n(g — s), v(g— ), nlg — s))+
+(1 + p(g — s)H(—1(g — 5), (g — s), u(g — 5)) — An(g — s)
—M(—n(g — 5), (g — ), (g — &) — n(g — )N (—n(g — 3),v(g — s), u(g — s))+
—v(g — sYH(—n(g — s),v(g — s),u(g — s))
—71(g — 8) + (1 + p(g — s))r2(g — s) + n(g — s)
L 72(g — 8) + (1 + plg — s)mi(g — s) —v(g — s)
é(g —s) — pulg — s)

h(Tgy, ) =




4.9. SOLUCIONES TRIVIALES 113

H(n(g — 5),v(g — 5), u(g — s)+ 1
—(1 + p(g — s)N(n(g — s),v(g — s),u(g — 5)) — Av(g — 9)

—N(n(g — 8),v(g — s), (g — 8))+
—(A + pu(g —sNH(n(g — s),v(g — s), (g — 5)) — An(g — s)

—M(n(g — ), v(g — 5), (g — 8)) — (g — $)N(n(g — 3), v(g — s), (g — &)+
+v(g — s)H(n(g — s),v(g — s), (g — s))

—7r1(g —s) + (1 + p(g — s))r2(g — s) +n(g — s)

72(g — 8) + (1 + plg — 8))r1(g — s) —v(g — s)

L g —s)—u(g—s) i

Toh(y,A) =

Como fi(, v, 1) es impar; N(, v, ), M(, v, i£) son pares, se tiene que las dos expresiones
de arriba coinciden y por lo tanto k es equivariante bajo T, € O(2)

Por O(2)/5S0(2) entiéndase el grupo cociente o grupo factor de O(2) por SO(2).
Sélo tiene caso hablar de grupo cociente cuando uno de los dos grupos involucrados !
es un subgrupo normal del otro:

Definicién: Sea G un grupo y N un subgrupo de G. Se dice que N es un subgrupo :
normal de G, si toda clase lateral derecha de los elementos de N en G, es también :
una clase lateral izquierda; o equivalentemente; N es un subgrupo normal de G, y
para toda g € G y n € N, resulta que gng~! € N.

En nuestro caso es obvio que SO(2) es un subgrupo normal de O(2): si g € O(2), ,
puede ser una reflexién ’

g= é _01 ] =gz, g = [ _01 (1) ] =gy > etc.) o puede ser una matriz de rotacién ’
por un cierto dngulo; en tal caso | g |= %1. Por otra parte, si f € SO(2), f es una
matriz de rotacién tal que | f |= 1. En todo caso F = gfg—?! satisface
F Fi=lg il F11g~?! |=| f 1= 1, por lo tanto f € SO(2); i.e.; SO(2) es un subgrupo

normal de O(2) .

4.9 Existencia de soluciones con simetria radial

A continuacién se dan dos métodos para obtener soluciones triviales o independientes de
s, que resultan ser configuraciones en las que el anillo tiene simetria circular (o radial) .
Mads aiin, el primer método nos dice que estas soluciones son las Winicas soluciones triviales
que poseen dicha propiedad.
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(i) Método directo: De hecho, esta es la forrma mdés natural para encontrar soluciones
triviales (ver [A&D]), esto es, via el teorema de la funcién implicita.

Para buscar soluciones independientes de s, simplemente se iguala a cero todas las
derivadas en las ecuaciones del anillo, de donde:

—(1+ BN (7,2, 5) — AP
(1 + BYH(#, 7, p) + A7
AN (7,0, g) — PH(7.5, ) - 0
—(1+ gy — 7
A+ p)yr, — o
I
Substituyendo zi = 0 en la cuarta y quinta ecuaciones se tiene que:

72 = —7 , Ff1 =D
Despusés, la tercera ecuacién es claramente miltiplo de las dos primeras; por lo tanto
€l sistema se reduce a resolver:

w7, 7;A) = N(7,5.0)+Ap = 0
x(7, 7 A) = H(7,2.0) + A = 0

De aqui, ya sea que se quiera utilizar directarmente el teorema de la funcién implicita
para las dos ecuaciones anteriores al mismo tiempo (ver [Cou], cap.3), o trabajando
con cada una de ellas por separado, el resultado es directo:

x(0,7,A) = H(0,5,0) =0 (A, Pfijos) , xn(0,7,A) = H(0,5,0)+ A £ 0

(pues por hipétesis A > 0, H,, > 0); por lo tanto el teorema de la funcién implicita
nos dice que es posible resolver de manera dnica para 7 en funcién de A y #. Pero
por otro lado es obvio que 77 = 0 es solucién de x(7,7,A) = 0V, A € RY; asi que
por la unicidad, no hay otra posibilidad.

Entonces todo se reduce a resolver la ecuacién:
©(0,7,A) = N(0,7,0)+ A = 0

Por las condiciones generales 4.6, v(0,1,0) = 0; luego, .(0,1,0) = N, 2(0,1,0) > 0
por hipétesis. Por lo tanto, existe una tnica representacién & = (), para
v ~1, A~ 0; ademads () es diferenciable:

¥(N) -2

N

N.(0,7,0) + A
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Obsérvese que ¥’ < 0 (v > 0, N, > 0,\ => 0); de hecho si se integra la expresién

s ! —_ 1 H .
anterior ( F(A\) = Roanos ) S¢ tiene:
Y L N | S—
D= 1/)(,\) = e fo N (0,9(£),0)+€ |

Es decir () es una exponencial decreciente, 3{0) = 1, y por lo mismo, la parametri-
zacién es vdlida VA > 0 y no solamente para A ~ 0. Obsérvese que () Aztee g+,
De lo anterior resulta que 7~ = (¥(}), 0, ¢*,0,%(A),0) es una solucién estacionaria

(independiente de s), del problema homogéneo h(y,A) = O, donde ¢* = cte arbi-
traria.

(ii) Proyeccién sobre un espacio invariante bajo 7,: Una de las ventajas que constituye

el encontrar el grupo de simetrias del sistema de ecuaciones, consiste en que permite
sistematizar la bisqueda de soluciones al problema homogéneo h(y,A) = 0. Asi, por
ejemplo, como O(2) resulta ser el grupo de simetrias del sistema de ecuaciones para
el anillo, buscaremos primero aquellas soluciones que tienen la misma simetria.

Por lo menos intuitivamente la existencia de tales soluciones es factible, pues co-
rresponderia a configuraciones en las cuales el anillo mantiene su forma circular,
(ver seccién siguiente).

De manera que si buscamos soluciones con simetria circular, estas deben ser inva-
riantes bajo la representacién T, inducida por O(2) y definida en la seccién anterior.
La proyeccién sobre tal espacio invariante o de puntos fijos estd dada por:

Py = %[Z—;AZ"y(s+g)dg+%;[)ZTEy(g—S)dg] ,

(véase la parte correspondiente en el primer capitulo); es decir, es el prormedio de la
accién T, sobre todas las posibles g (g € R2-) pesado por el tamaiio del conjunto al
cual pertenece g: 2x.

Es ficil entender por qué P, definida de la forma como se hizo arriba, es una
proyeccién, si pensamos en y(s) escrita en su serie de Fourier:

y(s) = 2-_‘?_3_—90:'/15“’ H vi(T1,0, 72,0, b1, T, V1, ) los coeficientes de Fourier.
Asf resulta que: Py = A(yo + Ew,) = (7¢,0,0,0,v,, ,) , es decir, sélo los
términos constantes del desarrollo de Fourier para 71,v, . De manera que la

forma en la que opera T, sobre Py es como la identidad (ver abajo) .

La demostracién de que P nos da la proyeccién sobre el conjunto de puntos fijos
bajo T, es directa a partir de la definicién y 27 —periodicidad de los elementos que
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conforman y:

1 2m 1 2 1 2=
o= v+ rde = (g [ rs+a)de, s 5= [T s+ 9) do)

= (F1,72,90,77, 7, 1) ;

donde la barra superior indica el promedio de las funciones sobre el circulo (Ra-).
Andlogamente: = [I7" Ey(g — s)dg = (¥1, —F2, —&, —7,7, ) . Juntando estos dos
dltimos resultados:

1 o = _ _ - .,
Py '2—7‘_[(7‘1,7‘2, &, 7, U, i) + (F1, —F2, —@, —ij, 0, )]

= (#,0,0,0,7,4)

Asi que Py es un vector independiente de s y por lo mismo es obvio que Ty, Py = Py,
para T, € SO(2). Por otra parte, dado que la 2a, 3a, y 4a componentes de Py son
cero, también T,Py = Py para g € O(2)/S0O(2). Entonces Py es un punto fijo de
Ty, y P?y = P(Py) = Py (es decir, se trata de un operador de proyeccidn) .

Ahora llamemos § = Py. Substituyendo en el conjuntoc de ecuaciones del anillo, se
llega exactamente al mismo resultado del método anterior:

E=0 |, o= , N(@,5,0) + A = 0

3
con la excepcién de que aqui se obtiene directamente r; = 0 =7, ¢ = 0 (y no igual
a una constante como lo fue anteriormente) .

Nétese que la solucién del caso directo ¥~ = (¥(A),0,9*,0,%(X),0) , no

seria invariante bajo T, ya que en este caso ¢ = ¢, la cual puede ser
distinta de cero.

Por lo tanto, por este carmino se obtiene que ¥ = (3(X),0,0,0,%(X),0) es una
solucidn trivial.

Interpretacién de las soluciones triviales

Es f4cil ver que las soluciones obtenidas por el segundo método (caso particular del primero
con ¢* = 0), resultan ser aquellas barras cuya configuracién esti dada por:

r(s) = ¥(A)a ., r(s)=v(N)b
a= A =B

3 =
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es decir, configuraciones circulares cuyos radios disminuyen exponencialmente conforme
la intensidad de la fuerza de presién f (\) aumenta de magnitud. Se necesitaria de una
intensidad infinita para lograr la compresién total.

Por otro lado, las soluciones obtenidas por el primer método dnicamente difieren en
@ = ¢* (cte), asi que los vectores directores para este caso resultan ser:

a = cos¢ A +sing™B , b = —sin¢ A + cos¢*B

es decir, una rotacién de la base A(s) , B(s) por el mismo dngulo ¢* (en cada punto).
Cierto: recuérdese que A(s) = R(s) = cos(s)I + sin(s)j ; B(s) = — sin(s)T + cos(s)]
(ver 4.1). En términos de 1, J:
a(s) = (cos¢* cos(s) — sin ¢*sin(s))i + (cos ¢~ sin(s) + sin @™ cos(s))]
= cos(¢™ + $)I + sin(d™ + 8)] ,

(similar para b(s)). Fisicamente esto corresponde a la sclucién (ii) pero rotada, asi que
bdsicarnente se puede decir que son las mismas.

De aqui en adelante se convendra en llamar a la solucién obtenida por (ii),
¥ = (¥(N),0,0,0,%(N),0), la_solucidn trivial. En esta situacién el anillo solamente se ha
encogido en tamafio con respecto a la configuracién inicial o de referencia (A = 0)
(ver figura 5) .

4.11 Formulacién integral del problema

4.11.1 Sistema integral

Con la misma notacién empleada en la seccidén 4.5, si definimos el vector

T . . : s
r(s) = rl (s), el conjunto completo de ecuaciones del anillo se puede escribir como:
2

H/(s) — (1 + p(s))TH(s) — AIB(s)
M(s) — HY(s)IB(s)

relaciones de esfuerzo—desplaza.miento{ -+ ;L(s)).’lr,(s) — B(s)
#'(s) — (s)

En todo caso, cada uno de los sistemas anteriores cs de la forma:

X'(s) = A(s)X(s) + F(s)

ecuaciones de equilibrio

ooo0Co

(N
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w(A) C(ii) AlB
alb

. N

i) Vamy(A)<1

¥i=n=w(A)
'

A

Figura 4.5: Soluciones triviales para el sisterna de ecuaciones del anillo.

En realidad A(s) = A(X(s), M(s)), ya que, dada la invertibilidad del mapeo
(nm,v,u) — (H,N, M), las funciones constitutivas H = H(n,v, ), -.. tienen
su contraparte n = 3(H, N, M), ... . Por lo tanto, R

A(s) =1+ p(s))T = (1 + a(H(s), N(s), M(s)))I = A(X(s), M(s)) -

Viendo entonces este problema como un problema lineal, puede resolverse encontrando
una solucién al problema homogéneo X’(s) = A(s)X(s) . Ahora bien, esto ya se hizo en
la seccién 3.10; aqui solamente se reemplazard @(s) = 1 + p(s) , f(s) = AFB(s) , asi que:

_ cos(s + f§u) sin(s+ Jg u)
s) = [ —sin(s + fz’ p) cos(s+ _]% “) ]

resulta ser una matriz fundamental para el sistema, (obsérvese que J&2 = £22J). La
siguiente descomposicién de §2 serd usada mads adelante:

@y = | coste) st cos(fgu) sim(e) | .
_sin(s) cos(e) | | —sin(UFu) cos(fim) |
2o 2,
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ademads, un célculo directo muestra que £2(s) = 22, = £2.82; también £2(0) = I ;
Q1 = !, J~! = —J = J'. Por lo tanto, resolviendo por variacién de pariametros para H
yr:
H(s) = €(s)Ho + AI(s) L Q4 (1)B(t) dt
r(s) = As)ro + S2s) /" Q1 ()B() dt
]

Integrando ahora para ¢ y M:
@) = ¢+ [ pyat
M(s) = M, + [)’ He(¢)IB(2) dt
= M.+ /‘)’[n(t)H°+,\Jn(t) /0‘ Q'(£)B(E) dE]' IB(2) dt
= M, + /0” Ho'SH (6)IB(2) dt + ,\A’[[[: O (£)B(£) dEPQ (£) I IB(2) dt
Como S2F = J: [ Ho'S2(1)IB(1) dt = Ho'J [ Q(t)B(¢) dt, y simplificando:
M(s) = M, + Ho'J /o QU (1)B(t) dt + ,\/o’[/o‘ QHE)B(£) dE)' Q2 (2) B(2) dt

= Mo+ 3 [o@B@drH. + A [ @©B© der S [T 0t @B ) dgl ar
Sea A(s) = J§ S2'(£)B(¢) d¢, entonces:

= : ‘At
M(s) = M, + [BA($)]*Ho + ,\[) AL ) A dt
Integrando por partes se tiene que 2 f5 A*(¢) £A(t)dt = ||A(s)]i2, por lo tanto:

M(s) = M, + [BA()He + SIA)I?
En resumen, el sistema de ecuaciones diferenciales k(y, A) = 0 es equivalente a:
H(s) = $2(s)Ho + ATSA(s)A(s)
M(s) = M.+ (FA)Ho + SIA)I?
r(s) 2(s)ro ;!— 2(s)A(s)
¢s) = ¢+ [Tu@at .

que resulta ser una expresién para H, N, M,r1,72,¢ (o bien para n,v, 4, 71,72, ) en forma
implicita, dada la dependencia de A en 77, v y estas a su vez de H, NV, M. Dada la geometria

del problema, el sistema integral anterior debe satisfacer la condicién de 2» —periodicidad,
H(0) = H(2%), ... .

I

1
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4.11.2 Cantidades conservadas

Del conjunto completo de ecuaciones del anillo h(y,A) = 0, (sec. 4.7), se obtiene la
siguiente integral primera: multiplicando la primera ecuacién por H y sumando la segunda
multiplicada por NV, se tiene que HH’' + NN’ — AvH + AnN = 0, es decir:

5(1?12 + N2 — AvH —nN) = 0 ;
pero por la tercera ecuacién, vH — nN = M, por lo tanto %(f{"’ + N2y —AM' =0,
e integrando:

H?2 4+ N2 — 2AM = ko (cte.)

Esta es una cantidad conservada, independientemente de que se trate de un anillo, es
decir, para cualquier barra eldstica y no lineal confinada a moverse en un plano, bajo la
accidn de una fuerza externa de presién hidrostitica uniforme.

En términos de la fuerza de contacto m = Ha + Nb:
Im]|2 — 2AM = &,

En términos de H, N y M la ecuacién corresponde ala de un paraboloide. Suponiendo
que K, > 0, el vector (H, N, M)!(s) describe una curva sobre dicho paraboloide,
como se muestra en la figura 6. El caso A < 0 representa la situacidn del anillo
sometido a fuerzas expansivas (explotando). En este trabajo tal caso no serd con-
siderado, y mds adelante se vera por qué.

Vale la pena hacer un comentario mas sobre las ecuaciones del anillo: es ficil a
t pactir de las mismas ver lo siguiente: ) R N

; nH'+vN’' = (14 p)nN +2vp— (1+p)vH —Agr = (A + p)(aN —vH) =

| —(1+ p)M’ . Por lo tanto:
H

nH' + vN' + (1+p)M' = 0

Esto también lo podemos poner como (77,v,1+ u)-(H', N, M’) = 0, es decir, que
tales vectores son perpendiculares, asi que de conocer el espacio fase de alguna de
estas dos ternas, ¢l espacio fase de la otra ya es en cierta forma conocido.

4.11.3 Condiciones necesarias, soluciones 2r—periédicas

Una vez visto el sisterna integral de ecuaciones, se pasa al conjunto de condiciones que estas
deben de satisfacer, en términos de H, N, M, ry,r2, ¢, pidiendo que sean 27« —peridédicas.
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>0
M M
é "
un \
- a0
A>0 A<O
ﬁn + o0 . oo ﬁn - oo - oo
A V- & OO AV —e— 0+
N + oo - oo
— - oD - oo
ﬁ———-———————u + oo ﬁu - oo

Figura 4.6: Segiun la integral primera H2 4 N2 _ 20N = Ko, H, N, M se mueven sobre un
paraboloide.

De la ecuacidn para ¢: @(27) = ¢,, es decir:
2m
t =
/0 w(t) d 0

Haciendo lo mismo ahora para r: r(27) = ro, lo cual lleva al cumplimiento de la condicién:

X —22x)lro = 27)A(2w) .
Sin embargo, ya que $2(s) = Qo(s)€2,.(s) (subseccién 11.1), y dada la condicién previa
sobre u, se tiene que §2(27) = I, asi que la condicién arriba escrita se simplifica en:
A(2xr) = 0 .

Para Ho (H(2%) = Ho) se obtiene la misma condicidn. Con esto se tiene automaticamente
que M (27) = M,, asi que la condicién sobre la integral de p y sobre A resultan ser
condiciones necesarias para la 2z —periodicidad de H, N, M,r;,r2, ¢ (o equivalentemente,

de n,v, #, 71,72, @) -

Obsérvese que de la expresién para H(s) se puede despejar:

Q)A(s) = %J'[H(s)—ﬂ(s)Ho] .
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Substituyendo en r: r(s) = Q(s)ro + +I*[H(s) — £2(s)Ho] , o bien,
1
[r(s) — 2(s)ro] = I*[H(s) — 2(s)Ho] -
Lo que se tiene es que, como es natural, la fuerza de contacto n = Ha + Nb,

determina la forma del anillo (i.e. r; ¥ 72) . Por supuesto, la fuerza externa o de
cuerpo f 3y la fuerza de contacto estin relacionadas por: n’ + f = 0 (ver 2.3).

Se podria entonces decir que r(s) estd subordinada a determinar H(s).
Por dltimo, y con el objeto de utilizarlo mds adelante, se escribe explicitamente la

condicién A(27) = O:
/sn‘(t) [ 7 ] () dt
o v

/0’ o4 (1)€2,.0(E) [ 7 ] ) dt

A(s)

Si abora se llama [ :.:7] = 2,2 [ Z ] , entonces lo anterior se puede reescribir
como:
2m cos(t) sin(t) ¢ 7} _ .
,/o [ —sin(¢) cos(t) 17 (Hdt = 0 ;

es decir que (7, )" es ortogonal en L2[0,27] a (cos(s), — sin(s))* y (sin(s), cos(s))* .

Es importante subrayar que, en términos de las variables que participan de las ecua-
ciones del anillo (A(y,A) = 0); i.e. y = (r1,72,¢,7,v, ), las soluciones con periodo 27
estardn determinadas mdédulo las constantes ¢o,7$,73 (ro = (7§,75)*) , o bien, médulo
(S2(8)ro, $0,0,0,0)* . Por otra parte, en la subseccién 11.7 se volverd a abordar el tema de
la relacién que guardan M, con f2™ u(t)di = 0 y Ho con A(27) = 0 y que por el momento

se deja sin investigar.

4.11.4 Condiciones necesarias, soluciones 22 _periédicas
4 n

Parte del estudio del problema de este trabajo consiste no solamente en determinar la
bifurcacién de soluciones con periodicidad 2x a partir de la solucidn trivial 7, sino también
(y aprovechando la propiedad de equivarianza vista en 4.8) la bifurcacién de soluciones con
periodo %% (n un nimero natural). Esto lleva a trabajar el mismo conjunto de ecuaciones,

pero bajo condiciones distintas y que se verdn a continuacidn.
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Siguiendo los mismos pasos que en la subseccién anterior, de la ecuacién para ¢,
.o 2y L . . -
la condicién ¢(2F) = ¢, implica que:

=
LT a@wa = o
[+]

De igual forma, r(%*) = ro implica que

T — Q2(2Z)]ro = (= fO%Q‘ t)B(t) dt . Otra vez, ya que S2(232) = Qo(25)02, (3= dada
n n ” =y sl )Y

la condicién actual sobre u, se tiene que £2,(2Z) = I, entonces:

27

o = M-2CE) 0. 20)AE)

Es sencillo ver que

1

2T
m[l - ()

- eo(Zyt =

y por lo tanto conmuta con J.

Asi que, a diferencia del caso 27 —periédico, para este tipo de periodicidad, las constantes
r{ ¥ r$ no son arbitrarias, sino que estdn sujetas a la condicién anterior.

Similarmente para las constantes H, y N,:

Ho = A[L-— no(%)]—‘-rﬂo(%’r)»‘\(gnz)
Asi que en este caso, el sistema integral de la subseccién 11.1 queda como:
His) = ARSI — 2a(2E)02(ZACET) + A(s)]
(e) = NI —2o(Z) 20 (ZAET) + As)]
#(s) = o+ [ u(rdt
M(s) = M.+ 328 - 2a(Z) 00 ED)ACE) + AP -

Por lo tanto, aparentemente, solo M, ¥y ¢, quedan como constantes independientes en
el sentido de que parecen no estar subordinadas al cumplimiento de alguna condicién
adicional. En la subseccién 11.7 se verd que esto no es del todo cierto, pues M, estd

2
sujeta a la condicién fi™ u(t) dt = 0.
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En el caso A = 0, H(s) = 0 y M(s) = M,. Pero entonces, de las condiciones generales
4.6 y la invertibilidad del mapeo (7,v,u) — (H, N, M), se tiene que
H =0 =— n = 0 ; v,p arbitrarias. Ademds N = 0 = v = 1 ; por ultimo y como
M = M,, se tendria que g = pu, (cte) ; pero si tomamos en cuenta la condicién integral

f:'% p# = 0, esto lleva a p, = 0; lo cual por la condicién general (2) d4 finalmente M = 0.

Lo anterior concuerda con la discusién dada en 3.4 (condiciones de paridad e iniciales):
la dnica fuerza externa o de cuerpo que actia sobre el anillo es f = Ak A r/(s); cuando
A = 0 no hay ninguna fuerza actuando, a tal configuracién se le convino en llamar la
configuracién de referencia; en ella H,/N y M son cero (el anillo se encuentra libre de
torcas y fuerzas aplicadas) y por lo tanto n = 0, v = 1, g = [, (cte); (aqui se estd
encontrando ademas que fi, = 1, pues fio = 1 + ji, ¥ po = 0) .

En realidad, dado que hemos supuesto que u(s) es lo suficientemente regular como
para satisfacer las hipStesis del teorema del valor intermedio, la condicién fZ™ u(t) dt = 0,
implica que existe un s,, 0 < s, < 2—:—, tal que u(s,) = 0. Ya que y(s + g) sigue siendo
solucién del problema homogéneo (g € R3,), (lo cual es consecuencia de la propiedad de
equivarianza de h), podemos suponer que p(0) = 0, y de aqui que
M(0) = M(n(0), »(0)u(0)) = M(n(0),~(0),0) = 0 (condicién general 2); es decir:

M, = 0

En la subseccién 11.7 se volvera sobre el tema de la “eleccién” de la constante M,.

Se llama ahora la atencién al siguiente hecho:

Dado que se definié [ Z ] = ,.(s) [ Z ] , es claro que si 7 y v tienen periodo 27”

b4 foL:' p = 0, 7 y U también son del mismo periodo, asi que tienen un desarrollo en
series de Fourier de la forma:

(s) = % + ZR3(nx cos(kns) + 7jx sin(kns))

o(s) = % + %2, (vk cos(kns) + Dk sin(kns)) .

Entonces, dada la ortogonalidad de las bases {cos(knt),sin(knt)} la condicién
A(27) = O se satisface automdticamente:

27 =
/o 2a(t) [ z ] (t) dt

2= cos(t) sin(?)
/; [ —sin(2) cos(t) ] [
o .

A(27)

ANt

] (t) dt
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De antemano se sabia que esto se debia satisfacer ya que las soluciones con periodo
%"5 también tienen periodo 2.

2r

En conclusidén para el caso 2Z —periddico (n > 1) se tiene la condicién fu" p(t)dt = 0; las
constantes ro ¥y Ho quedan determinadas a partir de A("'T"') , mientras que ¢, es la dnica
que no queda condicionada como las anteriores (es el Angulo que forman los vectores A y
aen s = 0).

4.11.5 Cotas sobre H. N, M

De las expresiones integrales para H y M es sencillo ver que se tienen las siguientes cotas:

| H(s) |
IN(:)| = a7 e+ | v|o)

|H(s)| = ) (In 2+ 1v[2) .

de hecho, usando la norma de la continuidad uniforme (| |o.= méxm_z_*] 1 1), se
puede encontrar que una expresién para las constantes de arriba es:
1 sin(2Z)
A = 27 |=(1 . 2
(A m) x [n( + Tty D+
sin(2x)
e2(A,n) = 8x2) |2 —_—
2(A, ) [+|1_cos(_2ﬂ,_,)|
sin(2Z) 2

Nétese que | T—cos(Zn) | no estd acotada conforme n — oco.

Consecuencias:

(1) De la desigualdad para | N(s) | se observa que no puede darse el caso v — 0%, ya que
entonces N — —oo (por las condiciones de crecimiento); pero esto no es compatible
con la cota dada arriba para V. Asi que debe existir una funcién
e(lxALlnleslvie) >0 tal que v > ¢ .

(2) Segin se obtiene de la desigualdad para | M (s) |, si A, 7, v son fijas, automadticamente
| M(s) | estaria acotada por una cantidad finita. Entonces, dada la conexién entre
M(s) y p(s) , (M umdee +o00) , se tendrd que también en tal caso | u(s) | estd
acotada por una cantidad finita, que depende de X, | 7 |o, | ¥ |0, €s decir:

e le= TN 7ol v lo) -
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4.11.6 No existencia de ceros dobles para n(s) # 0

El siguiente resultado serd de mucha utilidad cuando se estudie la bifurcacién de ramas a
partir de la solucién trivial.

Escribiendo de nuevo las ecuaciones de equilibrio:

H —Q+p)N—-Av =0 , N4+ (1+u)H+XIp =0, M —(vH —7nN) =0

Ya se menciondé que este sistema puede verse como uno para H, N y M, o bien, para
n,v, u. Supdngase que existe una solucién 7n(s) tal que tiene un cero doble en s = s,:
n(se) = n'(se) = 0. Esto implicaria, claro estd, que H(s,) = 0; de aqui que N'(s,) = 0
segin la segunda ecuacién, y M’(s,) = O segin la tercera ecuacién. Ademds, ya que
H = H,y' + H,v' + M,p' y como H,, H, son impares en 17 (consecuencia de la imparidad
de H(-,v, pn)), entonces H’(s,) = 0.

Luego, en el mismo punto s = s,, la primera ecuacién se reduciria a:
A+ )NV + 2) |o=s, = O

Por otro lado, visto el sistema en términos de H, N, M, es claro que el caso estacionario
(H, N, M) = (0, N,, M,) satisface las tres implicaciones mencionadas al principio

(H(so) = 0, N'(so,) = 0, M'(s,) = 0) , con las mismas condiciones iniciales. Entonces,
debido a la unicidad de la solucién al problema de valores iniciales, H, N, M son con-
stantes, y por lo ta.n’t.o n,v ¥ p también son constantes. Mds adn, por la condicién de
2z _periodicidad: f:"_ p(t)dt = 0, p = p, = 0, y por consiguiente M = 0. Asi que el
caso estacionario resulta ser solucidn siempre y cuando N, y v = v, satisfagan la ecuacién
N, + Av, = 0 (o bien, N(0,v,,0) + Av, = 0) . Sin embargo, en la seccién 4.9 se de-
mostré que esta ecuacién tiene una unica solucién v, = ¥ () via el teorema de la funcién
implicita.

Asi bien, se acaba de ver que la dnica solucién con las propiedades de n arriba men-
cionadas (77(s.) = 1'(s.) = 0) , es (9, v, ) = (0,%(A),0) (o bien:
(H,N,M) = (0, N(0,%¥(X),0),0)) . En otras palabras, solamente la solucién trivial n = 0
tiene la propiedad de tener ceros dobles.
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4.11.7 Planteamiento en términos de un problema de punto
fijo

Ya se vié en la subseccién 11.3 que las condiciones fZ™ u(t) dt y A(2x) = O son necesarias
para la 27w —periodicidad de H, N y M en el sistemna integral

[ %]

M) = M, + @A [ %]+ Fua@i

1

Q(s) [ Ho ] + AI(S)A(s)

De igual forma para r1 ¥y ra.

2n
Par el caso 2= —periddico, fu* p(t) dt = 0 resultaba ser condicién necesaria para que el

sistema

(%]

M(s) = M, + 5[2A‘(s)(1—no(;—))-‘no(;l>A(—,7') + A2

AJQ2 ()X — ﬂo( ))-190( ) + A(s)]

tenga la periodicidad requerida.
Abhora se verdn con mas cuidado las condiciones antes mencionadas.

Llimese a F : (7,v, #) — (H, N, M) el mapeo tal que
F(n,v,u) = (H(n,v,p), N(n,v,u), M(n,v,u)) ; por hipdtesis su inversa existe y estd dada
por F~1: (H,N,M) — (n,v,4u);
F-WH, N, M) = H(H,N,M),0(H, N, M), i(H. N, M)) .

Es claro que para el caso 2w —periddico, el lado derecho del sistemna integral para
H, N,M depende de H,,N,, M,,17,v, . Teniendo en cuenta esta dependencia, bien se
podria escribir:

f_l(H,N,AI) = (,0,4)
(71 (Hoy Noy Mo, 1,05 1), 5(Hoy Noy Mo, 1, v, 1), f(Hoy Noy Mo, 1, v, 12))

La expresién anterior, define un problema de punto {ijo para 77,v u.

Lema: Existe upa unica M, = M*(H,,Nos,n,v, ) , continua, tal que fZ™ u(t)dt = 0,
ax
o bien, fo™ u(t)dt = 0.
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Prueba: De la expresién integral para M (s), fijando n,v, u y para H, y N, dadas, es
claro que M (s) Me=%° 4 0. Como i es la variable de esfuerzo asociada a M, por las
condiciones de crecimiento se tendria que

A(Hoy Noy 31, vy i) Me—%oo t oo . De aqui que el funcional

T(Hoy Noy Mo) = [ B(Ho, Noy Moy n(2), (1), p(2)) dt

también satisface J(H,, No, ") Mo=Feo 4 oo , ¥ de aqui que exista cuando menos un M}
tal que J(H,, No, M7) = 0.

De hecho, tal M7 es 1nico:

escribase u = G(H,N,M) = g(H,N,M(n,v,p, Hoy Noy M,)) (en la expresién integral
para H y N no entra M,) ; entonces, par, = fingsMpg, = ftar (M depende linealmente de
M,) . Por otro lado, como M, > 0, uap > 0 (por la invertibilidad del mapeo F), y de
aqui que existe una udnica AMJ = M} (H,, No,7,v, 1) tal que jG(H,, N,, My, n,v,p) =0, de
donde se obtiene que J(H,,N,, M) = 0, probando el lema. De hecho se tiene mas, pues
arriba se ha visto que ji(H,, No, M7, n,v, ) = O satisface las hipStesis del teorema de la

funcién implicita, y por consiguiente M} (H,, No,n,v, ) es continua y diferenciable con
respecto a sus argumentos. —0

Para el caso 2w —periédico se debe rmostrar ademds que existen constantes H, y N,
tales que A(2x) = 0, este punto serd tocado nuevamente en la seccién 14, una vez que se
caracterize el espacio de soluciones al conjunto completo de ecuaciones del anillo.

En este trabajo se supondri que existen (H,, N,, M,) 1inicas, que dependen continua-
mente de (7, v, ), tales que JZ™ u(t)dt = 0 y A(2%) = 0; entonces el sistema integral se
puede plantear como un problema de punto fijo en (Cg,)3, para
= 1 (Ho, Nos Mo,m,v,0) , v = U(Hyy Noy Moy, v, 1), p = ji(H,, Noy Mo,7,v,) . Como
ya se vid, esto estd bien justificado al menos para el caso %"——-periédico (n > 1), pues las
constantcs Ho, y N, ya estdn determinadas, a través de A(3Z).

Por ultimo se hace notar lo siguiente, que serd de utilidad para el estudio posterior:
Sea una sucesién {HZ}, NI, M, n™,v™, u™}; entonces, por lo visto en la subseccién 11.5,
H, N, M también son acotadas, y de hecho uniforrnemente, al evaluar en dicha sucesién;
lo mismo se puede decir de H’, N’, M’ directamente de las ecuaciones de equilibrio.

Atendiendo ahora a la parametrizacién (n,v, p) = (%, 0, 2)(H, N, M), lo visto arriba
nos dice que las ecuaciones constitutivas asociadas evaluadas en tales valores de H, N, M
estin acotadas; es decir, que (3%, 7, i) = (7,7, #)(Ho, No, My, ™, ™, u™) es una sucesién
acotada. Por lo tanto, (principio de Weierstrass), existe una subsucesién convergente
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(Fing» Pnjs [inj ); es decir: el mapeo (3%, ¥, i) es compacto. De manera que el problema de
punto fijo se puede escribir como un problema de encontrar los ceros de

s

(identidad — compacto) .

] (Hoy Noy Mo, 1, v,) = O

e ReBe

4.12 Reduccion y linearizacién
del sistema de ecuaciones

Como se vié en toda la seccidn anterior, el conjunto completo de ecuaciones del anillo:
R(y,A) =0 ; A : O 3 (y,\) — Rk(y,) € (C2.)°% resulta ser integrable, obteniendo
relaciones para H, N, AM,r1,712, ¢, en términos de 7, v, u; lo cual permitié el planteamiento
del problema como uno de punto fijo.

En la subseccién 11.3 se hizo notar que r(s) estd subordinada a encontrar H(s) y por tal
razén prescindiremos por un tiempo de las ecuaciones para r, y r2. Se podria pensar, por el
mismo argumento dado entonces, en dejar las ecuaciones para r(s) y olvidar por un tiempo
aquellas para H(s); sin embargo recuérdese que existe una conexién muy importante entre
H,N,M y 17, v,u por lo cual es conveniente conservarlas en todo momento. Cuando se
analice la bifurcacién local de soluciones a partir de la trivial 7, resaltara la importancia
de las relaciones de esfucrzo-desplazamiento (y por ende de 7; y r;); asi que todas y cada
una de las funciones que participan en el problema del anillo horizontal, juegan un papel
importante en su momento.

A pesar de que es comin encontrar el tratamiento del problema basidndose dnicamente
en las ecuaciones de equilibrio (ver [Ant] cap. IV), se conservard la ecuacién para ¢:
@' — p = 0, pues de ella se obtuvo la importante condicidn [Z™ u(t)dt = O (o bien

#(t)dt = 0) , ¥y que caracteriza al conjunto solucién.

Por lo tanto, si se define el mapeo A; : O1 3 (y,A) — hi(y1,A) € (C%,)*, donde
1= (s v5u) , O1= {y1 € (C3,)* : v > 0} x R*; el sistema de ecuaciones se reduce a:

' — p
= | H'Ovp) — A+ )N v,p) — Av -
PN =1 M) + QWA + Ay | T °

M'(n,v,p) + nN(n,v,p1) — vH(n,v, )
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Como ya se demostrd en la seccidn 4.9, este sistema cuenta con la solucidn trivial

#1 = (0,0,%¥(A),0) . Ahora nos hacemos la pregunta que de manera general se hace con
problemas no lineales de este tipo: una vez que se ha verificado la existencia de soluciones
triviales (que constituyen estados circulares), ;serd posible que existan soluciones

no triviales que bifurquen a partir de ella? Esto es, nos preguntamos por la posibilidad de
que una vez que el anillo se somete a la fuerza de presién hidrostatica uniforme f = AkATY,
su estado evolucione de uno con configuracién circular a otro de configuracidén cualquiera.

Para contestar a esta pregunta, se linearizara alrededor de la solucién trivial 7, definiendo
primero el mapeo:

F(z,A) = k(g + z,)

es decir; f:Cs x R* 3 (x,A) — f(=x,A) € (C5,.)*; donde z* = (x1,...,24) ,
Cs = {x € (C3)% : 23 > —3(A), Vs € Rax}

Entonces, la linearizacién alrededor de la solucién trivial viene dada por:
f(z,A) = f(0,A) + Dzf(0,A)x — g(x,A) ,

donde D f(0,A) : (C3,.)* — (C2.)* es la derivada de Fréchet de f en el punto (0, ) ;
g(z,A) = o(]|z|]) . Obviamente f(0,A) = hi1(F1, ) = 0, y el problema f(z,A) = O consiste
en resolver:

D.f(0, )z — g(z,A) = 0

Supongarmos por un momento que D, f{0, A) fuese invertible, entonces el problema anterior
es equivalente a:

z — [D:f(0, A)]—1.‘7(37 A) = 0 .

Esta ecuacién puede resolverse de manera inica para z = #(A) via el teorerma de la
funcién implicita (por iteraciones de zn41 = (Dzf(0,A)) " 1g(xn,A) , ver [Nirl] cap. VII).
Pero como (0, A) es solucion, por unicidad, no puede haber otra solucién distinta de esta.
De lo anterior se concluye que una condicién necesaria para la bifurcacién de soluciones a
partir de la trivial, es la no invertibilidad de D. f(0,\) . A los puntos A. para los cuales
suceda lo anterior se les llama puntos singulares.

En detalle, la linearizacién de f alrededor de la solucién trivial (0, A) es de la forma
siguiente:
Primera ecuacidén:
i — x4
Segunda ecuacidén:




4.12. LINEARIZACION 131

£H(0,4(X),0) + Hy(0,%(N),0)z2 + H,(0,%(A),00z3 + Hu(0,%(A),0)zs + H(zs, ;)] —
(A+z4) [V (0, %(N),0) + Np(0,8(N), 0)x2 + N (0, 95(A), 0)s + Nu(0, (), 0)zs + N(zs, z;)] —

A(B(A) + x3)

Tercera ecuacion:

ZIN(0,%(X),0) + Ny(0,%(A), 0)zz + F.(0,%(2),0)zs + Nu(0,%(A),0)z4 + N(zi, z;)] +

E\1+m4)[H(0 2 %(A), 0) + H,(0,38(A), 0)z2 + H,(0, (X)), 0)z3 + H,u(0, $(N),0)zs + H(zs, ;)] +
T2

Cuarta ecuacidn: R

LM (0,%(N),0) + M, (0,%(N),0)zz + M., (0,%(N),0)za + M,.(0,% (), 0)za + M(zy, ;)] +

22[N(0,%(R),0) + Ny (0,%(X),0)z2 + N.(0,%(N),0)zs + Nu(0,%(A),0)zs + N(ziz;)] —
(1{)(/\) -]0- z3)[H(0,%(A),0) + H,(0,%(N),0)z2 + H,(0,%(N),0zs + Hu(0,%(N),0)zs +

H z.—x_,-)

Las expresiones anteriores se simplifican enormemente si tomamos en cuenta que:

H(-,v,p) impar == H(0,v,p) =0 = H,(0,v,p) = H,(0,v,p) =
.’Y(',V,;l) par = N(,u,y.) 1mpa.r_——> N(O v, p) =0.
M(n,v,0) =0 = M,(7,v,0) = N,(7,2,0) =0 .

También se usard el resultado obtenido en la seccién 4.9: N(0,%(0),0) = —A%(A); ¥
la condicién general (3) (sec. 4.6): N,(0,r,0) = 0 Vv > 0 (nétese que entonces el
propdsito de tal condicién es el de que solamente los elementos en la diagonal de %1
participen de la linearizacién). Tomando en cuenta estas condiciones, las expresiones
anteriores quedan en:

Primera ecuacién:

E'l — T4

Segunda ecuacidn:

Hp(0,%(A),0)x — [Vo(0,%(X),0) + Alza + A(M)za — g2(z, A)

Tercera ecuacidn: ~

NL(0,%(A),0)z5 + [Hy(0,%(A),0) + Alzz — ga(z, )

Cuarta ecuacién:

Mu(0,%(X), 0)zh — (N [HA(0,%(2),0) + Nzz — ga(z,A)

Para el conjunto completo de ecuaciones, la linearizacién de R(§+(F1, F2, 21, T2, &3, T4))
alrededor de la solucién trivial estd dada por las cuatro ecuciones vistas arriba, mas
aquellas para 7 y 72:

Para ry:

HlP(A) + 71l —~ (1 + z4)T2 — z2

~T, —Fa— 2y .

Para 73:
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T2+ (1 + 2a)(P(A) + T1) — (H(A) + z3)
~ T+ F1 —x3+ W(AN)za .
Estas ecuaciones se usaridn mdas adelante.

Ndétese que entonces se puede escribir:

1 0 0 0 .0 1 0
_ ag , i} 0 N4 A =2y | 92
flz,2) = o 1\"3 i z - 0 _(_{1:_'_/\) 0 0 z a3 (z,2),
Mg 0 P(H:+A) o 0 94
A B &(=A)

donde (ﬁ:,ﬁ/’:, Mf',) = (Hy, N, M,)(0,%(A),0) . Es decir que se tiene:
Dof(0, )z = ANz — B(M)=.

Para simplificar todo el estudio posterior, escribiremos el problema f(z,A) = 0 en su
forma linearizada, de la forma equivalente:

z’ — B(A)z — G(z,A) = 0O ,
donde B = (b;;) es la matriz de 4 x 4 dada por: b4 =1, baz = 22 = o(1) ,
boa = —2% = b(A) , bax = —ZF2 = ¢(A), by = ¢£1;:.‘;+°_* = d()\) , con todas sus

n "
componentes restantes cero. Ademds G*(z,A) = (0, #, £, &%) 5 (G = o(ll=]])) .
n v "

Como B(A) es una matriz constante para A fijo, eB(})* es una matriz fundamental del
sistema y por lo tanto se puede dar una solucién para x en forma implicita, usando el
método de variacién de parametros:

z(s) = eBMez(0) 4+ eBW’/O’ e~ BONG(2(2), A) dt

4.13 Niicleo de D, f(0, )

Definase al operador A(A) = (] —B(\)[].
Si N(Dzf(0,A)) = {z € (C3.)* : D.f(0,\)x = 0} es el nicleo de la derivada de Fréchet

de f, se acaba de ver al final de la seccién anterior que
z € N(Dzf(0,))) <= Az = 0 ; es decir. que la matriz fundamental eB(*)?* consta, por

columnas, de los elementos en N (D, f(0,)) .



4.13. N(A(N) 133

El cdlculo de una matriz fundamental para Az = 0 no es complicado. Por ejem-
plo, procediendo por €l método de valores y vectores propios se tiene que el polinomio

caracteristico p(7) asociado es:
-y O 4]
— _ = a
p(v) = B(A) — T | det | o c —=
0 d 0 —
7 [? — (ac+ db)]

0
[
0

Ahora: 2
ac+bd=—(1+ 7)1+ Fp) — AP?(L + 755) = —(1+ Z2)A + F5 + §) = —a(V)
Es claro que g(A) es estrictamente positiva (de hecho ¢(0) = 1). Entonces se puede

escribir el polinomio caracteristico como p(v) = ¥2(92 + ¢(A)) ; por lo cual v = 0 resulta

ser una raiz doble, mientras que las otras dos son complejas conjugadas: v = i,/q = 2.

No es dificl ver que una buena eleccién para vector propio asociado con la raiz v = 0O,
a la vez que solucién del sistema es: X3* = (1,0,0,0) .

Dado que « = 0 es una raiz doble, la otra solucién asociada a dicho valor puede obte-
nerse mediante el siguiente razonamiento (ver [Br] cap. 10):
Como eB* es una matriz fundamental para el sistema homogéneo Az = 0,
W(s) = eB)sW, (W, vector constante) es una combinacién lineal de soluciones funda-
mentales y por lo tanto es solucién. Ahora, podemos reescribir a W(s) de la siguiente

forma:

W(s) —_ e(B(A)—-rI)s+-ysIW°
e-yse(B(A)—-vl)swo

= eI+ (B(A) —vD)s + %(B(/\) B T L

En general, si v = . 7 0 es una raiz de multiplicidad igual a dos, se escogerd Wo de tal
manera que (B()A) — ~1.I)Wo # 0, pero tal que (B()) — 7.I)?W, = 0 (para multiplicidades
mayores el proceso es andlogo, cuidando de encontrar todos los generadores del espacio
de vectores W, que satisfacen dicha propiedad).

0 d 0o 0
Para este caso en el que -. = 0, se tiene que B2(}) = g Q(O/\) (?c cob
0 (o] da db

Escogiendo W' = (0,0, ——5, 1) se tiene que BZ(A)W, = 0, asi que la otra solucién que
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corresponde a este valor propio estia dada por:

Xa'(s)

i

X 4+ B(\)s]Wo
= (0,-2,1)

Para 2 = —%i./g, €l vector propio correspondiente es solucién de la ecuacién vectorial:

ivg 0 0 1
BO) +ivahz = | o VI o Pz = o

Es ficil ver que de las cunatro ecuaciones arriba, la segunda multiplicada por —i,/q resulta

ser la tercera multiplicada por @ mas la cnarta multiplicada por b. Descartando entonces
alguna de las tres iltimas ecuaciones, resulta que

Wo! = (1, — %, —i5./9, —i/qg) es un vector que genera la solucién compleja:

1
-2
—d
A
—i/q
cos \/qs —sin /qs

X(s) = e iV

— —2 cos V9s —i % sin \/qs N
—$/dsin /gs —5/Gcos/qs !
—\/gsin \/qs —/gcos \/qs
X3() Xa()

X3 y X4 son dos soluciones reales linealmente independientes y con ellas se completa la
busqueda de las soluciones al problema homogéneo (porque B(A) es una matriz real y el
mismo resultado se obtendria para el valor propio conjugado).

Por lo tanto:

1 s cos \/gs sin . /gs
g -
(s) = 0 2 . 450 Vas R Vs es una matriz fundamental.
0 —2 —5./gsin./qs §./gcos~/Gs
0 1

—/4sin \/qs /G cos \/qGs

Usando que ac + bd = —q es fdcil ver que | T'(s) |= LxE #0.

ad?
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La conexién entrc I'(s) y eB(M)s estd dada por:

B = (s)r-1(0)
1 ¢ 0 ]
0 0 da —ec
= T | o -2 K o
o 0 _de, _ .
] T
1 %(1 — cos \/gs) d—;‘-(s - %é‘_"—’) i(aes + = sxn V@s)
_ 0 cos /qs %sin gs sm Vas
[0} 7-:51n\/‘.s 1+ £5(1 — cos /gs) ‘b(l—cos\/_s)
o] —sxn\/_s “q—"(l—cos\/as) 14 db(l—cos\/—s)

4.14 Soluciones con la simetria del diedro D,

o 2” —periodicas

Como se acaba de ver, la existencia de soluciones para el problema reducido f(z,A) = 0,
desprendiéndose a partir de la solucién trivial (0, A) es factible, dado que N(.A) (o bien,
dado que N (D (0,))) es no trivial; de hecho es de dimensidén igual a cuatro. Sin embargo,
en la practica un nicleo de dirmensién tan alta resulta complicar el estudio de bifurcacién
(dimiV(A) > 2 ya es suficiente). En estos casos se busca reducir tal dimensidén, y la
manera de hacerlo es restringiendo la biusqueda de soluciones, a un espacio que tenga
alguna propiedad en particular.

Por ejemplo, supongamos por un momento que g(A,) = n?, n € IN; entonces la cuarta
columna en I'(s) es:

. _ . n? | com
Unf(s) = (sin(ns), - sin(ns), - cos(ns), n cos(ns)) ,
(@os Bo» Cor do tales que a,c, — b.d, = —g(An) = —n?). Si ahora se recuerda la forma en la
que actuan las representaciones T, de O(2) definidas en la seccién 4.8, sobre y € (C1.)°¢
(de hecho solo necesitamos las cua.tro dltimas componentes); y se toma g = 2—'7- G =
0,1,...,n — 1) , se tiene que:
Uni(s + Z) = (sin(ns + 27j), — % snn(ns -+ 277), %2 cos(ns + 2%7),
n cos(ns + 273))
= Un®(s)

TeUn(s) =

(—sin(—ns+27rj),—3-sin(—ns+2,.j),
£ cos(— ns+2r]),ncos( —ns + 2x7))
= U,,‘(s)

EUn‘(z—:‘i - s)
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Es decir, U, resulta ser invariante bajo Ty cuando g = 2—:-7- Es claro que Up es la dnica

de las columnas de I'' que goza de dicha propiedad.

El conjunto de representaciones T, para las cuales g es de la forma anterior constituye
el llamado grupo de simetrias del diedro y se denota por D,. Este grupo es obviamente

un subgrupo de O(2).

Motivados por esta observacién, buscaremos soluciones al problema completo
f(x,A) = 0 que posean esta simetria tan particular, ya que sobre dicho conjunto
dim (D f(0,A)) = 1; esto es siempre que )\, sea tal que g(A,) = n2, cuya discusién se
dejard para la seccién siguiente.

Dada la linealidad de Ty, €l conjunto de soluciones con simetria Dy, (si en verdad lo
hay), es un subespacio lineal de (C3,)4.

De manera similar a como se definié la proyeccién P sobre el espacio de puntos fijos de
T, para g € Rar (sec. 4.9), se definird ahora la proyeccién P, sobre el espacio de puntos

fijos de T, para g = 2—;"‘1

Paz = o-srmdla(e+ 22 + B2(ZL o)
= u(s) H
para u?(s) = (u1(s),...,us(s)) ; = € (C3,)?%.

Antes de probar que efectivamente P, es una proyeccién sobre el espacio deseado,
hacemos las siguientes

Observaciones:

(a) Si z* = (z1,...,x4), entonces:
(s) = 2 E7 3 [xi(s + 2Ly + 2,(2TL — )] i= 3,4 A
wils) = —Z_,_O[z.(s+2—"'1)—z (2 - &) i=1,2 °

asi que ui(s) = u;(—s) para i = 3,4 ; —u;(s) = ui(—s) para i = 1,2 .

(b) Dada la 27 —periodicidad de las z;’s ; ui(s + 2=) = uy(s) parai = 1,...,4 .
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Ahora, u = Phz, entonces u(s + 25) = u(s) (por la observacién (b)).
Luego, Eu(3Z —s) = (—ui(—s), —u2(—s), us(—s), us(—s)) = u(s) (por la observacién (a)).

Por lo tanto, u asi definida es un punto fijo de las representaciones inducidas por el
grupo de simetrias de D,,.

Por iltimo, P, = P2:
si ©u = P,x, entonces
1 277 23
Pau = Z=Tisgful(s + —=) + Bu(=—= — 9)]
1 —
= %2};32“(5)
= u(s)

Entonces P, es efectivamente una proyeccién sobre el subespacio de (C3,)* de puntos fijos
de D,, y al cual se llamara (B1:)*. Como se hizo notar antes, las funciones

ut = (U1y.-.,u4q) € (Bi)* satisfacen: Uy, u2 impares; us, u4 pares.
Ahora bien:
uh — ug
f(u A) — H'(u2,¢+u3,u4) - (1+ U4)N(u2,1j)+u;;,u4) _’\(¢+u3)

J\?'(um‘lﬁ + usz,ua) + (1 + wa) H(uz,tp + us,ug) — Auz
M (2, + uz, ug) + w2V (uz, P + us, ua) — (¥ + ua)H (w2, ¥ + ua, uq)

I

2 | (o)

Entonces, en tal espacio se tiene que 177 = uz es impar, v = + uz y @ = u4 son pares.

Para el conjunto completo de variables del sisterna de ecuaciones del anillo,
recuérdese que se definié y = (r1,72,¢,7.,v, 1) (seccidn 4.7). Ya se vié en
la seccién 4.8 la forma en la que actda la representacién T, sobre y. La
proyeccién sobre el espacio de puntos fijos es la misma que la que se did
antes de las observaciones, substituyendo = por z = (7,72, %1, T2,T3,Za)’ 1.
Entonces, definiendo & = PZ = (p1, p2, 1, U2, Ua, Uq)’, se demuestra al igual
que como se hizo para las u;’s, que p; es par, mientras que p; es impar, de

1 Aqui la barra superior no indica el promedio de dicha cantidad
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donde 7y = 3 + p; es par ¥ T2 = p2 es impar; (como ¢ = u;, entonces ¢ es
impar).

En este caso se habla del espacio (B, )® cuyos elementos % son tales que sus
componentes tienen las propiedades de paridad arriba mencionadas y periodo
27, Restringiendo entonces la bisqueda de soluciones al problema completo
sobre este espacio, la linearizacién del conjunto de ecuaciones tiene la siguiente

expresién:
010 10 0 0
a — —1 0 0 0 1 —%(XA) — o] ,
Oax2 B(X) G

Lo cual escribimos como: Au — G = 0. Para A = Ain tal que g(A) = (knr)?,
dim/N (. A) = 1 sobre (B1.)%, ¥ es ficil ver que el generador en este caso es:

2
Ukn = (&1 cos(kns), €2 sin(kns),sin(kns), — (k;) sin(kns), Cokn

cos(kns), —kn cos(kns))*,

£2 (comdo v n n
donde &; = ﬂf‘f((l;:T)_l y 2= [—1—_(",",—)2(11’ + £ (co — do)) + '(kT.,f’} :

Con esas propiedades se demuestra la siguiente

Afirmacién: H es impar, N y M son pares; (de donde H’ es par, N' y M’ son
impares).

Prueba: Usando la mismanotacién de las secciones precedentes, sea JA(s) = (a1(s), az(s))*;

dado que £2(—s) » AT £2(s) , un calculo directo muestra que a; es impar, mientras que

az es par:
J/o_" Q4(2) [ 7 ] (¢) dt
—J/O" Q(t) [ 7 ] (f)dt

_/o'n(t)[:,’](t)dt
_/’[ veos(t+ fEu) + nsiu(t+féﬂ)]
o

I

JA(—s)

—vsin(t + fiu) + ncos(t+ fEu)
/" [ —vecos(t+ fEp) — msin(t+ fGp) ]
o

I

vsin(t + fgp) — mncos(t=+ fop)
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Por otra parte:

JA(s)

/o’ 04(¢) [ _;’7 ] (t) dt

/-- [ veos(t+ fip) + msin(t+ fip)
o | vsin(z+ fSp) — mncos(t+ fp)

Lo cual prueba lo dicho anteriormente.

Ahora bien, si tomamos H, = 0, los resultados de arriba llevan a probar finalmente lo
que se quiere mostrar; es decir:

(2] - o] £] ] 53]
- [ —Nosin(s + Jg p) + Al—ai(s) cos(s -+ [ p) — az(s) sin(s + Jg »)] ]
Nocos(s + f3 p) + Al—ai(s)sin(s + f5 p) + az2(s) cos(s + [ p)]
Luego:
[ yd ] (s) = €(s) [ 130 ] + AQ(s) [ Z:Ejg ]

I

[ Nosin(s + J3 u) + Az (s) cos(s + J3 4) + as(s) sin(s + f3 1))
Ny cos(s + J3 1) + Al—aa(s) sin(s + f3 #) + aa(s) cos(s + J§ u)]

Por idltimo:
M(=s) = M, + (—axhaz(e) [ N | + Flale) + adten)
= M(s) ,
con lo que queda demostrada la afirmacién del principio.

—O

De manera que los resultados que se obtienen a partir del sistema integral sobre la
paridad de las funciones H, N y M, coinciden con los que se obtienen si directamente se
emplean las condiciones de paridad vistas en 3.9.

Por ultimo, si 7 es impar y v, 4 son pares como se asumié arriba, dado que
A(27) = (J3T(geos(t + Jo p) — vsin(t + fg i), [3™ (rsin(t + J§ p) + veos(t + F 1)) , la
condicién A(2x) = 0 se reduce a: [3(n7sin(¢ + f§ u#) + v cos(t + f§ 1)) = 0 (la otra entrada
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es igual a cero). Con esto se cierra el pendiente que se habia dejado en la subseccidén 11.7,
sobre dicha condicién.

Con los resultados de arriba, se puede verificar de la misma manera que fi, f2 son
pares, mientras que fa, f4 son impares.

Por lo tanto, si se llama al conjunto
0 = {ue (B%T,.)“ : uz > —Pp(A)Vs € Ra} x RY
el problema reducido (no linearizado) f(u,A) = O es tal que
Fi@—(Bg)

donde (F$.)* = {u € (C%=)* : w3, uz son pares; usz,uq son impares}
o s

4.15 Crecimiento de g(}\)

En la seccién anterior se vié la posibilidad de obtener ramas de soluciones (u,A) en O,
a partir de la solucidn trivial (0,), en el punto (0,\.) , toda vez que . satisfaga la
ecuacién g(A,) = n2.

Ya se sabe que g(A\) = [1 + —I_-}\—;][l -+ —I\r’}; “+ %-’f’;], es tal que g(A) > 0, ¢(0) = 1 y que

n v s
de hecho g(A) > 1 (A > 0). Asi que dependiendo del comportamiento de ¢, existirdn
o no valores de )\ para los cuales g()\) = n? tenga solucién (n dado). Por ejemplo, si

g(A) Aztge go < 00, €l conjunto de valores caracteristicos estaria confinado dentro de un
cierto intervalo finito. (ver figura 7)

Si la configuracién de referencia no fuera un anillo sino, por ejemplo, un arco de
circunferencia de radio unitario y longitud 2«, confinado a deformarse entre dos
paredes que forman un dngulo igual a 2a (0 < a < w); en lugar de hablar de
condiciones de periodicidad, el problema estd sujeto a condiciones de frontera (los
extremos sujetos a bloques que se deslizan sobre las paredes, con tres formas posibles
de sujetarlos: a) ambos extremos estdn clavados, b) un extremo esti clavado y el
otro soldado, ¢) ambos extremos estin soldados).

Si tales condiciones son las mismas en ambos extremos, se tendria que g(A) = (2%)%
es la condicién que debe satisfacer g para tener soluciones periddicas, (ver [A&D]).
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q(A)

2 AN

|
=L
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I.__.
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1 L =1 1
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n n n
Ay Ag Am

Figura 4.7: {A}} es el conjunto de valores de la intensidad de la fuerza de presion para
los cuales q(,\) = n?, y por lo tanto es posible tener soluciones no triviales u € (B )4,

que partan del punto (0,A}). A estos puntos se les llama puntos de bifurcacidn.

Por lo tanto, investigar el crecimiento de g(A) (limy—.too g(A) =7), es importante para
todo el estudio posterior.

Con esta finalidad, se hari uso de las propiedades de ¥ : ¥(A) es positiva, decreciente

(i.e. imy—4oo?(A) = 0), ¥(0) = 1; ademds de la hipdtesis de crecimiento
py—,t

N(n, -, p) =5 —oo.

Con base en lo anterlor, vamos a suponer que pata v = () ~ 0+,
N(O,¥(A),0) ~ —,;(—A—) , 8 € R*. Asi que N2 ~ W’(_/\) para A — —4oo. Por otra parte,
como se vié en la seccién 4.9, N(0,¢(A),0) + AY(A) = 0; es decir; A = M%%)—O)-, de
donde A ~ —#, para ¥ ~ 0+. Juntando estos resultados se tiene que:

w
. Py -¢,5+1
Uma—veo 70 = Byt
1
= E < oo .

Por lo tanto, el crecimiento de g(A) estd dictado por los términos #; ¥ %“é De hecho,
n “

el \vltimo término puede escribirse como —N(o‘lzf‘;\)'o)‘tll ~ w,_l,M: (¥ ~ 0%) . Asi que se



142 CAP{TULO 4. DEFORMACION DE UN ANILLO HORIZONTAL

puede decir que la distribucién de los valores caracteristicos estd dictada bdsicamente por

Hn° y Mg.

En [A&R] se estudia este caso para un cuerpo eldstico bidimensional; es decir;
cuando p(X) = r(s)+ (X )a(s) (ver seccién 2.3). En tal situacién, reescribiendo la
fuerza de contacto n(s) y la torca de contacto m(s8), se demuestra que M“i = "—23(‘111\73,
en donde h(s) es una funcién positiva que mide el radio de la seccién transversal
B (en el caso bidimensional, una linea). De manera que, volviendo a emplear la
estimacién para N2 (A — +o0) de arriba, se tendri que en el caso bidimensional,
ima—too ﬁ; = 0; entonces el comportamiento de g(A) para A — +oo estaria
2

determinado principalmente por f.{,",

En conclusién, de la discusidn anterior resulta que no se ha dado la informacién suficiente
para determinar el comportamiento de ¢g(\); por lo tanto se asumird de ahora en adelante

la siguiente
Hipétesis: g(A) es una funcién estrictamente creciente, con g(A) *=*%° 4co.

En otra notacidn, la hipdtesis dice que: ¢’(A) > 0 VA € B*. Fijese que ¢'(}) involucra
las segundas derivadas de las funciones constitutivas H, V, M, sobre las cuales no se tiene

informacidén alguna.
Si g(A) es una funcién estrictamente creciente, se tiene que para cada n» = 1,2,...
siempre existe una tnica A, tal que g(An) = n?.

Para terminar, hacemos la observacién de que, en el caso ";—"—periédico (n > 1), la
hipdtesis sobre ¢ implica que habra mds de un valor de A para el cual N(.A) no solamente
tenga dimensién igual a uno, sino la periodicidad requerida; por ejemplo, esto sucedera
cada vez que ¢ = (rk)?, k € N, (hasta ahora siempre se habia puesto ¥ = 1). Esto d4i
lugar a la posibilidad de que el anillo adopte configuraciones con la periodicidad 27", en
repetidas ocasiones, conforme la intensidad A de la fuerza aumenta. (ver fig 8)

Para concluir con esta seccién, se da un ejemplo de funciones constitutivas que sa-
tisfacen las condiciones de paridad y crecimiento 3.8 y 3.9, junto con las condiciones
generales 4.6; ademds g(A) resulta ser cstrictamente crecicnte.

Sean H =71, N =logv, M = u , entonces

g = (1+ g+ 5 + F5) = L+ DA+ A%+ Av?) .
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(3n )

(2n)2i

A

Figura 4.8: La bifurcacién de soluciones con periodo 27"' a partir de la solucidn trivial

(0, A), es factible en mds de una ocasidn, cada vez que M\ sea tal que g(A) = (kn)2.

Es claro que g(A) “=* co . Ahora, si se desarrolla g(A):
g(A) = 14+ A+ AP%+ A+ A2y + (Ap)?
= 14 (A%) + A1+ %) + A(AY) + (Ap)?
Por lo tanto:

@A) = (AP + AL + B + A + AAD) + 2Ap(ADY
W

Otra vez, de la seccién 4.9 se obtuvo que %’ = —Reax ¥
AYp + J{’(O, %,0) = 0. Substituyendo por las funciones constitutivas de este ejemplo,
las expresiones anteriores quedan: ' = —ﬁ_”-;; ¥y AY+logiy = 0, respectivamente.
Entonces:
¢l
APy = —=
(A) -
ki .
T3ap >0
AA+#D)Y = 1+ 9% +2xypy’
2293

—_— 2 _ =¥
R v v

= 1+1/\¢[1+A¢+¢2+/\¢3_2,\.¢,3]
1+1A¢[1+"’2+"¢(1—¢2)]>0 , yaquey <1

Por lo tanto, todos los términos en ¢’(A) son positivos, es decir, g es creciente.
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4.16 Caracterizacién de R(.A)

Como ya se ha visto (sec. 4.12 y siguientes), el problema reducido f(u,A) = 0 , sobre el
espacio (Blx)?, es equivalente a encontrar u que satisfaga la ecuacién:

u — BMNu — G(u,A) = 0 ,

v la cual se escribia de la forma: Au — G = 0, es decir, G € R(.A), en esta seccién se
estudiari a este espacio.

De hecho, u satisface la relacién:

uls) = eBMy0) 4+ eB()‘)"/ e~ BONG(u(t), Ay dt .

s
[}

Desarrollando con cuidado la expresién anterior, es ficil ver que u cumple con las propiedades

de periodicidad que deben de tener los elcmentos de (Biz)* (u® = (u1, u2,us, 14) ; w1, uz
impares; ugz, uq pares).

Como se desea encontrar u € (Bl,)*, témese u*(0) = (0,0, «,3).

Ahora, G estd definida a partir de g (sec. 4.12), y por lo tanto tiene las propiedades
de paridad de los elementos en (E3%,)* vistas en la seccién 4.14: G' = (g1,92,93,94)>

g1, 92 pares, gz, g4 impares. Asi pues, de la expresién para e~B(*)* dada en 4.13 se
vé ripidamente que:

g1+ £(1 - cos(y/Gs))gz — L(s — 25T )5 4 L(acs + L sin(/Gs))gs

e_B(")’G(u(s), ) cos(/@3)g2 — \/LE sin(./9s)gs — :"ﬁ sin(+/gs)g4

—ﬁ sin(\/gs)gz + [1 + 25(1 — cos(1/@9))]ga + Cq—"(l — cos(+/@5))g4

— 2% sin(/gs)g2 + (1 — cos(/Z5))gs + [1 + R(1 — cos(/F9))]ga

(par, par,impar, impar)t .

il

Por lo tanto [ e~BiG(u(t),A\)dt = (impar,impar,par,par)t , de donde es in-
mediato que:
eBM)s /’ e~BMG(u(1),A\)dt = (impar,impar, par, par)®

-}

Por otro lado:
(s - ZoEDa — Lacs + £ sin(vge)0 impar

eB(’\)"u(O) - el sin(\/@s)o + 7 s;n(\/ﬁs)ﬂ impar

G+ 22(1 — cos(y/@s)))a+ (1 — cos(+/gs))B par

d—q“—(l — cos(/Gs))a + [1+ %(1 — cos(/GsNIB par
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Con esto queda confirmada la consistencia de la expresién implicita para u dada por
el método de variacién de pardmetros, con las propiedades de paridad del espacio
dominio (Bi.)*.

u(s) debe satisfacer ademads, las condiciones de periodicidad buscadas: 27 —periédica (pues
asi lo demanda la geometria del problema) y fl—”—periodicidad, si la solucién ha de estar

en (Bi:)!. Si por T se entiende el periodo de u (T = 27 o T = 2£), la condicién de
periodi"cidad requerida se traduce en:
T
(I — ePMTYyy(0) = eB()‘)T/ e~BONG(u(2), \) dt
o

Desarrollando explicitamente al primer término:
—Za(da = ¢8) + Zy(ac + b8) sin(/qT)
—Zglaa + b83) sin(\/qT)
-—-;(aa + b8)(1 — cos(1/qT))
~4(aa + b3)(1 — cos(~/T))
Si ahora se ve a G como un elemento en R(.A) y se le cx~ribe en su serie dc Fourier:
(?r

X — B0y =

N —091,m(A) cos(ZFms)
2_og2,m () cos(3Fms)
=52 09s,m(A) sin(3FFEms)
ERo094,m(A) sin(Fms)

G(u(s),A) =

se tiene entonces que:

* Tg1,0+ T 920(/\)—' e fF 5.93+f1£gq+
— ST (92 COS(\/_S 593 Sln(ﬁs) ~ 91 5in(/7s))]
- fo [g2 cos(\/_s) - ga sm(\/—s) — ——-g., sxn(\/_s)]
[ e PG, Ndt = | [Fl—50 sin(y/@s) + (1 + 2s(1 — De(v/@))as +
=b(1 — cos(v/75))g]
JEIE 202 sin(v/Fs) + 2 (1 — cos(/Fs))ga +
1+ 201 — COS(\/_S))).%] ]

Si ahora se usa que [ gs = _I'OT ga = 0, la expresion anterior se reduce a:

Tgi0+ & 920 — g fo gss + &< fo 943 - -(fo (g2 cos(1/gs) + |
- \/—.93 sxn(fs) - .94 Sln(\f-s)))
./v.; e BONG(u(2), ) = JZ (92 cos(/qs) — 593 sua(\/—s — —g4 sin(/gs))

€ 5 (— % 5in(,/35) ~ 295.005(/75) ~ £ga c03(,/79))
dfo (— -93-51n(\/-s) — —g3 cos(,/gqs) — —g4 cos(,/gqs))
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d
= (2o(7T) — ;z;(T) s 21(T), ez2(T), d=2(T))*
Entonces:
zo(T) — gzl(T) cos(/qT) — #(ca + db) sin({/q@T)z=(T")

BT /T —BOVG 21(T) cos(\/qT) + —}.q—(ac + db)z2(T) sin(/qT)

o - Z:21(T) sin(/qT) + (¢ + £(ac+ db)(1 — cos(1/qT)))z2(T)

Z= (T) sin(/qT) + (1 + %(ac-{— db)(1 — cos(~/GT)))d=z2(T")

Recordando que se definié ——q(/\)v = (ac -+ db) (sec. 4.13), la condicién de periodicidad se
escribe finalmente como:

—Z2(da — cB) + ;% (acx + bB) sin(/qT) 20(T) —~ $21(T) cos(\/qT) — 2% sin(/GT) z2(T)
——j.;(aa + b8) sin(/qT") _ zl(T) cos(/qT) —~ /Gz2(T) sin({/qT)
—£(acx + b8)(1 — cos(/gT)) - zl(T) sin(\/qT) + cz2(T) cos(\/qT")
—4(aa +8)(1 — cos(v/aT)) zl(T) sin(\/gT) + dz2(T") cos(+/aT)

La tercera y cuarta ecuaciones del sistema anterior son multiplos una de la otra. Ahora,
de la segunda ecuacién se tiene, multiplicando por —;‘:

d d d
_ —+ 53) si T) = ——=z(T)co T) + —=22(T") si T N
qﬁ(aa 3) sin(/qT) 2 1(T) cos(/GT) \/‘722( ) sin(+/qT)
substituyendo después en la primera, el sistema queda reducido a:
La(da — cB) 2o (T) -— I

z1(T) cos(\/qT) — /92z2(T) sin(/qT) — II

—7_—(aa -+ b,B) sin(/qT")
z1(T) sin(/qT) + +/qz2(T) cos(/qT) — III

——L(aa + 68)(1 — cos(\/3T))
Desarrollando el lado derecho de II:
21(T) cos(\/GT) — /qz2(T) sin({/qT) =
JF g2 cos(+/@s) cos(\/GT) — 593 sin(4/gs) cos(/@T) — g4 sin(y/gs) cos(\/qT’) +
g2 sin(+/@s) sin(/GT) + Z59s cos(+/4s) sin(/qT) + \/_g4 cos(\/ti.s) sin(/gT)]
= fo [g9z cos(\ /(T — s)) + fgs sin(/q(T — s)) + == sxn(\/_(T —s))]ds
L — fRloa(T — €) cos(VGE) + Z9a(T — €) sm(\/_f) + £:94(T — &)sin(1/g¢)] d€
I [92(£) cos(/TE) — Z93(£) sin(v/TE) — Sz94(£) sin(/7€)] d€
(@) .
Andlogamente para el lado derecho de III:
=:(T) sin(v/@T) + +/G=2(T) cos(v/aT) =

i
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IF g2 cos(4/gs) sin(\/qT") — g3 sin({/§s) sin(\/q7T) — gq sin(y/gs) sin(/GT) +
—g2 sin(/gs) cos(/¢T") — 593 cos(+/qs) cos(/qT) — g., cos(/gqs) cos(+/qT)]
L —va sl [—msm(\/‘c‘) — 29a(£) cos(,/q€) — —g.-(c) cos(,/g€)] d€

= —/@=(T)

Juntando los dos resultados anteriores, se tiene que el lado derecho de las ecuaciones IT y
IIT es equivalente al sistema:

[—1+COS(-\/17T) — sin(/@7T) ] [ zl(T)] - 0
sin(\/qT") 1 + cos(/qT") V9z2(T)

Obviamente, el determinante del sistema de la matriz anterior es cero, de donde se
tiene que II y III resultan ser equivalentes (multipliquese II por (1 — cos(,/qT")), luego,
restindole IIT multiplicada por (sin(,/¢7")) y usando el sistema de 2 x 2 de arriba el
resultado da cero).

Por consiguiente, la condicién de periodicidad se reduce a dos ecuaciones para o y 8:

do — B - qaz.,(T)
sin(v/@T)(aa +88) = —/3=(T)

Si g 3% (kn)?, a y B estdn bien determinadas:

[d —c][a] — _[ %3)]
e &ils LA

(5] = [ ][ it |

4 —a d Ve sin(/FT)

Ademads, se sabe que para este caso (sec. 4.13), aunque el generador de IV(A), Un, tiene
las propiedades de paridad de los elementos en (B1:)?, no asi para la periodicidad.

Por lo tanto:

En conclusién: sobre el espacio (B},)? y en el caso q # (kn)?, N(A) = 0; asi que no
es posible tener bifurcacidn a partir de Ia solucién trivial.

Si g = (kn)?, (a(Akn) = @, ...) se puede ver directamente a partir de su definicién, o
bien del sisterna para @) y a2 dado con anterioridad, que =z,(7") = 0.
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A partir de la definicién:

z2(T) / [— gg(s) sin(kns) — (m )293(3) cos(kns) — (n )2g4(s) cos(kns)]ds
Dados los desa.rrollos de Fourier para g (cosenos), gz (senos), g4 (senos); la
integral anterior se anula.
Viéndolo a partir del sistema para a1(7T) y a=(T):

(cos(knT) — 1)z1(T) — knza(T) sin(knT) - 0

sin(knT)z:1(T) + (1 + cos(knT))knz2(T) - °

pero como 7 = 27 o T" = &, sin(knT) = 0, cos(knT) = 1, de donde se sigue

el resultado.

Las condiciones de periodicidad se reducen ahora a:

da —cfB fn 2L 2 2o (T)
0 —knz(T)

It

y de aqui se tiene la condicién: z,(7T) = Q.
Veamos ahora con mads detalle la condicién anterior. De la definicién de z:
¥ o a, . b., .
z21(T) = ./0- [g2(s) cos(kns) — Hgs(s) sin(kns) — k—ng4(s) sin(kns)] ds

Usando de nuevo la representacion de los gi’s en su serie de Fourier e integrando, se tiene
que la condicién anterior se reduce a:

— Go 5 = 0
g2,k knga,k kng4’k =

Si se define al vector
a, . b, .
Vin(8) = (0,cos(kns), ~ T sin(kns), —ﬁ sin(kns))*
la igualdad anterior resulta escribirse como
< G(u(s); Akn); Vikn(s) > = 0
(Arn tal que g(Agn) = (kr)?).

Ahora, recuérdese que G estd definida por A(A)u = G € R(A) (ecuacidén al principio
de esta seccién); de manera que la condicién de periodicidad para el caso ¢ = (kn)?,
resulta dar una caracteristica muy importante sobre R(.4), a saber:

R(A) Lr, Vkn
(i.e. el rango del operador A es perpendicular en L2 al espacio generado por el vecto V).
Todo lo anterior sigue siendo vidlido incluso para k = n = 1, es decir, ¢ = 1.
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4.17 Reduccién de Ljapunov-Schmidt

El objeto de esta seccidn consiste en mostrar que el método de reduccién de Ljapunov-
Schmidt para el problema f(x,A) = 0 estd bien justificado en este caso. Aunque la forma
en la que se abordari el problema seri en términos de las bases de Fourier apropiadas
para cada espacio, creemos que esta seccién es interesante pues muestra que es vilido
proceder cémo el lector lo haria en un primer impulso, guiado por una lectura ripida de
los métodos adoptados en problemas no lineales que presentan bifurcacién (ver [Nirl] cap.
VII, [Nir2] cap. II, [Ize] cap. I).

En la seccién 4.12 nos avocamos al estudio del problema homogéneo reducido
f(u,A) = 0, donde f : © — (F£1:)*. Linearizando alrededor de la solucién trivial, este
problema se escribia como: "

Du.f(0,A)u — g(u,A) = 0 ,
para g = o(J|«||). O bien, de manera equivalente como:
u — B(MNu — G(u,A\) = 0

Usando la definicién del operador .A dada en la seccidén 4.13, la ecuacidn anterior puede
escribirse como:

Ay — T(Nu — G(u,A) = 0 ,

donde A, satisface g(Ain) = (kn)? , y T(A) = B(A) — B(Akn) ; (recuérdese que
G = o(l|=l])) -

Resulta obvio que A4 y T(A) son operadores lineales y continuos. De hecho, si se define
la norma de una matriz E con componentes E;; como ||E|| = maéx;; | Ei; | es facil
demostrar que A y T(A) no solamente son continuos, sino acotados:

T()) continuo : Sean uj,uz € (Bi:)? entonces

[ T(A)us — T(MNuz o = méxpzn{(B(A) — B(Aen))(u1 — w2l
= IB(A) — B(Agn)|lmiéx(g, zmflur — u2ll
= 1IB(A) — BAwn) || (méxpg 2x)llur — uzll + méxpn,zmllu; — w2l

El segundo término entre paréntesis del lado derecho es justamente | u1 — uz |1. Asf
que tomando u; y uz suficientemente cercanas en la norma | |1 (de hecho solo se
necesita que sean cercanas en la norma de la continuidad uniforme) se tiene que la
continuidad de T'(\) es evidente, cuya norma resulta estar acotada por

IB(A) — B(Aw)ll-
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A(Akn) es continuo :

| .A‘ul - .A’u.z |°

ma’.xlo'sz]”u'l — B(Aen)ur — uh + B(Arn)uzl|

maxp 2m il (1 — u2) — B(Aea)(u1 — u2)ll

maxp, 2z3 (I (w1 — u2)' [l + I B(Aen) Iy — uall)

(1 + IB(Aen) ) (maxpe, 2zl (w1 — ©2)'}| + méxg 2milus — uall)
A+ BN lur —uz b

I

IAIAIA

Asi que A(Mkn) es continuo, con norma acotada por (1 + [|B(Xgn)|])-

Obsérvese que por la definicién de T () se tiene automdticamente que

T NeS]] Azzam 0. Mas aiin, de la definicién de B(\) dada en la seccién 4.12, se tiene que es
suficiente que H, N, M sean C? para tener que 7 y por consiguiente T sean también C?
como funciones de A. Con estas mismas hipdtesis de diferenciabilidad sobre las funciones

constitutivas es ficil ver, a partir de la acotacién en la seccién 4.12, que D f(0,\) es
continua con respecto a A, y estd bien definida para cada u y A

(f : (Bi:)* x R — (F%2:)%). Ademas, con el mismo procedimiento que se empled con A
v T()), Df(0,)) también esti acotada.

Abora, sobre (B}.)*, N(A(Akn)) tiene dimensidn igual a uno y su generador es Uy,.

Mas adn, (B}-)? es un espacio de Banach con la norma | |; y como dimN(A(Akn)) = 1,

existe una proyeyt‘:cién P sobre N(A(Agn)) (ver [Nir2], p. 64, problema 1). Esta proyeccién
puede definirse de varias formas; por ejemplo; si por < -, > se denota al producto interno
en (Bl.)?, el producto interno entre dos elementos u; , uz de tal espacio estda dado por:

n pi=
< Uy, U2 > = —2—7;-/0 uiug H
entonces se podria definir la proyeccién P : (Bi,)* — N(A) como:
Pu = =% Ugn >

< Ukns Ukn > kn

De aqui que se tenga la descomposicidn:

(Bl)' = N(A) @ B;

B, es el complemento de N(A) y es cerrado (ver, por ejemplo, [Rud], teo. 5.16).
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Lo mismo puede hacerse para (E£%.)* (espacio de Banach bajo la norma de la conver-
gencia uniforme | |,), pues ya se vié que R(A(Akn)) L1, < Vo >= FE: (seccidn anterior).

Entonces, definase la proyeccién @ : (E%.)* — E,, de manera aniloga a como se
definié la proyeccién P, pero ahora usando el vector Vi,. De esta forma resulta que
Q@ =T — Q es una proyeccién sobre R(.A), asi que se tiene la descomposicidn:

(E3=)* = E:@ R(A)
(E2 y R(A) cerrados).

La existencia del pseudo-inverso K de A |g,, es una aplicacién directa del lema 4 sec.
6.1 en [Nirl].

En conclusién, se tiene el diagrama de la figura 9. Ademads, segin la definicién en el

P
1 L 3
cmly > = N> @ By
= ] >
A K
CE3_H* = E, ® R

Figura 4.9: Descomposicion de los espacios (B}“I)4 v (Eg“;)“.

capitulo I, .4 es un operador de Fredholm de indice igual a cero.
(dimN (A) — codimR(.A) = dimN(A) —dimE; =1 —1).

Por todo lo anterior, la reduccién de Ljapunov-Schmidt esta bien justificada y por lo
tanto es factible la obtencidn de una ecuacidn de bifurcacidn:

S
eN(A(N)  EP2
A(Aen)u — T(A)u — G(u, A) sobre R(A(Akn)) ¥ Bzt

Descomponiendo a u en la forma v = aUy, + _w_ y proyectando la ecuacién
S’

AAn)w — QT(A) (@Ugn + w) — QGlalyy +w,A) = 0 (sobre R(A(Axn)))
—(X— Q)TN (aUkn +w) — (I — Q)G(alUky + w, A) (sobre N (A(Akn)))

Il
)
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Usando el pseudo-inverso K de A sobre B,, la primera de las ecuaciones de arriba se puede
reescribir como:
w— KQT(AN)(aUy, + w) — KQG(aUkp, A) = 0O
I-KQTHw = aKQTU, +KQG
Abora, para A ~ Agn, I — KQT(A) resulta ser una pequeia perturbacién de la identidad,

por lo tanto es invertible, y su inverso esti dado por la serie

I—-KQT)Y*'=I+KQT + (KQT)2+ ..., entonces:
w = (I-KQT)'KQ(aTUy, + GlaxUgn + w))

Abora, como G = Au—Tu y dada la continuidad de Ay T, Ges C'y | G(u, A) [o< c | u |2,
asi que la ecuacién de arriba se puede resolver para w de manera dnica y diferenciable en
términos de & y A: w = W(e, A) usando un argumento de contraccién, con

lw 1< k(] @(X — Akn) | +?). (ver referencia en la parte correspondiente del capitulo I).

Substituyendo en la ecuacién restante sobre el N(.A4):

—(X— Q)T (AN aUyn + (I — KQT(A))T'LQ(aT(M)Uk, + G(aUky + w))) +
— (I—)G(alkn +w) =

—T — QYTN)[A + (I — KQT()'KQT(A\))aUkn + (I — KQT(A)) " KQG(aUyn + w)] +
— (I—-—Q)G(aVUy, +w) = 0
—I—-QTN) I+ (I = KQTA)'KQT(MN)] aly, +
=(I-KQT ()1
- (I-Q)[TNA - KQTW)'KQ + T)G(alk, + w) = 0
=(I-T(MKQ)-IT(AKQ
Finalmente, definiendo B(A\) = —(I— Q)T(A\)(I - KQT)"'P y
g(a, )= —(TI—-—Q)A—-—TNKQ)'T(NKQG, se tiene la siguiente ecuacién sobre N (A):

B(A)aUg, — g(a,A) = 0 ecuacién de bifurcacién.

Es claro que en este caso en particular B(A) es un nimero (dimN (A(Ak,)) = 1), tal que
B(Axn) = 0, (ya que T(Ain) = 0). Por otro lado, g(a, A) es una funcién C?, y dado que
se trata de la parte no lineal: | g(o, A) |< co?.

Finalmente, si se escribe la ecuacién de bifurcacién como:

5(A) + gla,A) = 0 ;
~—— R
B(‘\)Ukn g(z.x)
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donde g(a, ) es C! y g(0,A) = 0; entonces, si &'(Arn) # 0, la ecuacién anterior se puede
resolver para A en funcién de a para A ~ Agn, A = A(a) con A(0) = Ain de manera
dnica; es decir, obteniendo una sola rama de bifurcacién en los puntos donde 4A(A) no es
invertible.

4.18 Ecuacién de bifurcacién

La reduccién de Ljapunov-Schmidt y la obtencién de la ecuacién de bifurcacién se pueden
plantear de una manera mas natural que la que se propone en la seccién anterior (descom-
poniendo la ecuacién f(u, A) = 0 en una parte para N(A) y otra para B;, definiendo el
pseudo-inverso, etc); esto es, usando las bases de Fourier apropiadas para cada espacio, y
encontrando un método para determinar los coeficientes. Esto permitirad hacer explicitos
los calculos al final de la seccidn anterior; es decir, obtener expresiones precisas para T(A)
,» K, B(A) y la ecuacién de bifurcacién. Como la existencia y la unicidad de la rama que
bifurca a partir de A = Agn , u = ali, + D(a, A(a)) estd justificada por el método de
reduccién de Ljapunov-Schmidt; lo mismo se puede decir acerca de la convergencia de las
series de Fourier propuestas para u cerca de los puntos de bifurcacién.

Se recuerda al lector que la expresién para G se dié en la seccién 4.12, ahi se vié que la
primera de sus entradas era cero (esto viene de que la ecuacién diferencial para ¢ ya esta
linearizada). Entonces, como u € (B1.)* y G € (E%.)*, se tienen las siguientes expresiones

0 =

para ellas:

u = (u1,us,us, uq)
= (Tyau1,m(A) sin(mns), Snigm(A) sin(mns), Thusm(A) cos(mns), Z,uqm () cos(mns))?
G = (0,92,93,94)

IF

(0, Zmg2,m(A) cos(mns), Zmgam(A) sin(mns), T,mga,m(A) sin(mns))t .

Substituyendo en la ecuacién diferencial linearizada parau y G, v/ — B(A)u — G(u,A) =0
se tiene la siguiente relacién para los coeficientes:

mn 1] (o] -1 Urm(A) 0
0 mn —a —b U2,m (A) _ g2,m(A) _
o —e —mn 0 2am (A) = Gam(A) para m=1,2,...
0 —d 0 —mn Uq,m (A) Gam(A)
Amn(Xr) Um(») Gm(»)

Es sencillo ver que:
| Amn | = mn[(mn)® + camn + dbmn]

SHETT (mn)?[(mn)? —q] -
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Asi que, para g(A) = (kn)? 5% (mn)?, la relacién es invertible, obteniéndose
Um(A) = (Amn)~1(A)Gm(A) . Obsérvese que para m = 0: u10 = u20 = 0, uzp(A) =

&
—‘g’: ), uq,0 = 0.
Ahora, recuérdese que G se definié a partir de los términos de segundo orden y mayores

de la linearizacién de f(u, A) = 0 (sec. 4.12). Por lo tanto, al substituir las series de Fourier
de los ui’s, se tendria que a su vez, los coeficientes de Fourier g;,m(A) son funcién de los

coeficientes u;,m,m (¢ = 1,2,3,... ; m = 0,1,2,3,... ; entonces la siguiente notacién es
valida:

Gim(A) = Gim(©1,05--sUlmsce s Ua0se--rUame---sA)
o bien:

Gm(A) = Gm(Ua(A),.- -, Um(A),...,A)
Asi que la ecuacidén para los coeficientes u; queda:
Um(A) — (Amn) 2Gm(Uo(X)s .-, Um(A), . ..
La ecuacién anterior puede resolverse encontrando una dnica expresién diferenciable para
cada grupo de cocficientes Um (m £ k) via el teorema de la funcién implicita, en términos
de Uy y de A; esto es: Um = Om(Uy, A). Ademsds, dado que G = o([[u]]) se tiene que
Um = o(Ug).

Entonces, expresando a u en su serie de Fourier, se acaba de ver que todos los coeficientes
estaran en funcidn solamente de cuatro de ellos (U = (u1,&, 22,4, Ua.k, Uak)’) ¥ de A; asi que
el problema de determinar dicho desarrollo consiste en encontrar estos cuatro nmimeros,
que corresponden al indice para el cual Amn no es invertible.

LA = 0

Hasta este punto, el problema de encontrar u se puede entonces resumir mediante la
siguiente expresion:
U1,m sin(mns)
% sin(mns
u(s,A\) = S| v2msinl )
Uz, m cos(mns)
Uyg,m cOs(mns)

U3,m Sin(mns)
Uz,m sin(mns)
ugz,m cos(mns)
©4,m cos(mns)

uj & sin(kns)
ua k sin(kns)
uz i cos(kns) + Dmak
ug,x cos(kns)

Y + 2 + Dk ]
eN(A) €8s =%,
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Como la descomposicién de arriba lo muestra, el primer término del lado derecho, debe
tener una representacién en funcién del generador de N(.A), Ugn; o lo que es lo mismo,
debe existir una relacién entre sus coeficientes y los de Uy,. Asi que vamos a escoger una

base para R* de la forma siguiente:

1 ’:E . 0 o

0 — (En)? (o] 0
Ti=1, , Ta=g= cdﬁ‘,‘: > Ta= [ » Ta= 1 4 ;

0 kn 0 1

(recuérdese que a, = a(Axn), ... tal que g(Axn) = (kn)?). Y2 es entonces proporcional a

los coeficientes de Ug,.

Escribiendo entonces Uy = en1 Ti14+azT2+4+a3Ta+ a4 T4 y substituyendo en Ay U = Gy

kn [0} 0 —1 0

o —(kn)? — (ac, + bd,) —a - _ g2,k
1 o + a2 kn(c — ¢o) teas) gy | T [o] - 3.k

0 kn(d — d.) 0 —kn P

Abhora, el lado derecho de la relacidn anterior, corresponde a los coeficientes de Fourier de
un elemento en (£2.)? (a saber, (0, g2,k cos(kns), ga.x sin(kns), gs,x sin(kns))?) , que tiene
una parte en E,, y por lo mismo tienen una expresién en términos de los coeficientes del
generador de tal espacio, es decir, de Vi, (ver sec. 4.16). Escdjase entonces otra base de

R*, de la forma siguiente:
0]

]

- - 1 - 0 -

Ty = sy Y5 =kn —ga , Y3 = 1 , Y%=
—t2 o

0
o
0
1

(=N =N~

(X3 proporcional a los coeficientes de V).

Entonces, proyectando la ecuacién de arriba en estas bases:
arkn — a4
az((—(kn)2 — (ac, + bd,))kn — knao(c — co) — knb,(d — d,)) +
+ (a.kn — akn)as — (bkn — bkn)ay
azkn(c— c,) — azkn
azkn(d — d,) — akn
(4]
kngze — aoga e — boGak
g3,k
Ga.k
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De aquf que: a3 = $& , o3 = e2(c — ) — B, aq = az(d — do) — §& .

Ahora; g2,k; 93k, ga,x estin en funcidn de u, i, U2k, Usk, Uak Y A; o, dada la descom-
posicién anterior, en funcién de aj, @z, a3, a4 y A. Asi que las tres igualdades anteriores
se pueden escribir como:

[ kna; :l [ —gak(ay, 2, a3, 04, \) & + az(d — d,) ]

agz —ga,k(o, @z, a3, @, A) o + az(c — o) = 0

@4 —gak(on, oz, az, as, A g + a2(d — do)

De nueva cuenta, el teorema de la funcién implicita nos permite resolver para o, @3, a4 en
funcién de a; y A. Una vez que se tienen estas expresiones, se substituyen en la ecuacién
que se obtuvo para as al proyectar sobre la base de vectores Y;, resultando:

—a2kn((kn)? + aco + bd, + ao(c — €o) + bo(d — d5)) — kn(as(a — ao) + aq(b — b)) =
kngax — @og93,k — boga.k

—a2kn((kn)? + aco + bd, + ao(c — co) + bo(d — do)) — (azkn(a — ao)(c — o) — gz x(a — a,) +
+ azkn(d — do)(b — bo) — gax(b — bo)) = kngar — acgs.k — bogax

—azkn((kn)? + bds + ac+ d(d — do)) = kngax — asgar — bogak — gau(a — ao) — gax(b — bo)
Simplificando y ya que g(Akn) = (k712)2, la ecuacidén anterior queda entonces como:
—azkn(g(Aen) — q(A)) = kngzix — agse — bgar

en donde, de acuerdo a lo visto arriba, ga.k, g3k, g4,k €stdn en funcién de a2 y A. Esta es
la celebrada ecuacidn de_bifitrcacidon de nuestro problema.

Nétese que de acuerdo con la definicién de Vi, el lado derecho es precisamente:
kn < G,Vy, >

Asi que la ecuacién de bifurcacién también se puede expresar como:

1
q(A) - Q(Akn) = 0_2 < G, an >

Sobra decir que de acuerdo con la discusién del capitulo I, A = Az, es un punto de

bifurcacién, debido al cambio de signo en la ecuacién (ver teorema correspondiente).

Mis aiin, por la definicién de g, el lado derecho esta expresién resulta ser zl;o(a"z'); de
hecho, ya que ¢'(Axn) > 0 por hipdtesis (sec 4.15), se tiene que es posible resolver para
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A en términos de o2, localmente, cerca del punto A = A4,. Se ha entonces probado el
siguiente

Teorema: (Bifurcacién local) La ecuacidn de bifurcacidn para el problema reducido
f(u,A) =0, f: (Bi) x RY — (E%:)% es de la forma:

1
q(A) — q(Aen) = @ G(az, A), Vikn >,

donde G son los términos de orden mayor o igual a dos en la linearizacién, y Vi, es el
generador del complemento ortogonal del rango del operador A en (E%:)%.

D
Ademds, el lado derecho resulta ser de segundo orden en ag, por lo cual puede resolverse
para )\, localmente, en términos de a2, cerca de Apy.

Finalmente, u queda expresada como:

d, . P
u(s) = Q2HU—kn + W(oz, A(a2))(s) -
eN(A) €B2

Dada la forma en la que se resolvié para las a;’s, el término W resulta ser o(a3).

Se llama ahora la atencién al siguiente hecho, con respecto a la ecuacién de bifur-

cacién:
4] (o]
[ 27 | g2 cos(knt)
<G Vin> = E./o g3 | | —& sin(knt) dt
Y4 - 1"; sin(knt)

Como G representa los términos no lineales, en relacién con los términos cuadraticos

2z . .
se tendrian que calcular integrales de la forma: [y™ cos'(knt)sin? (knt)dt ;
4,7 = 0,1,2,3 ; todos los cuales son cero. Entonces, en realidad, < G,V > es
o(ad).

4.19 Incorporacién de las ecuaciones para r(s)

Hasta ahora se ha descartado el par de ecuaciones para r, y 72, en esta seccidn se vera
cémo es que los resultados de la seccién anterior se complementan al tomar en cuenta
aquellas dos.
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Se recuerda que r; y r2 satisfacen las ecuaciones:
i~ (14 pu)ra—n = 0
ra+Q+pry—v = 0 °
e integrando estas resultan en:

r1 - cos(s + Jg p) sin(s 4+ f5 p) J [ r9 -+
r2 —sin(s + fg #) cos(s + fou) 3

£2(3)=20(8)82u(s)
cos(s + f3 ) sin(s + J3 p) ] I cos(s+ ffu) sin(t+fip) V' [n] .
—sin(s + fgp) cos(s+ f5u) | Jo | —sin(s+ fEp) cos(t+ [ p) v

A(s)

con las condiciones A(27) = 0 para el caso 2x —periddico (sec. 4.11.3), ¥
ro = [I— 02o(%)]"1926(2%5)A(35) para el caso 2Z—periddico (sec. 4.11.4). La linearizacién
del conjunto de ecuaciones diferenciales se obtuvo en la seccién 4.12, dando como resul-
tado:
7_'{ —Fa—x2 = 0
Th+ 71 —zag+P(A)zs = O
La parte homogénea para este sistema da como resultado que r, y r2 satisfacen la ecuacién
del oscilador armdnico, por lo tanto §2o6 es una matriz fundamental para el sistema, cuya
1 7o s za
= 2|1 |+ / Q!
[ ] ° [ 73 ] °Jo ° z3 — YTy

solucién es:

72

Proyectando después sobre el espacio de puntos fijos de las transformaciones 7,

(g = 27" , n==1,2,...), esto es, sobre (B%,._)G, la ecuacidn anterior se transforma en:
P1 _ Q /" t w2
[pz} _n.,[o]+noono v 2 |

en donde se usaron las propiedades de paridad de los elementos en tal espacio (sec. 4.14:
..) para escoger las constantes de integracion. Es facil darse cuenta

p1 par, pz impar, .
de que la expresién de arriba ciertamnente satisface las propiedades de paridad que deben
tener p1 Yy pa.

En el casorn = 1 (i.e. 2mr—periéddico), ua, uz, uqs deben satisfacer adernds, la linearizacién
de la condicién A(2x) = 0, esto es, si se define al funcional:

/"’"‘ [ cos(t + [fETuy) —sin(t+ f§ Tuy) ] [ Tz ]
A s

T (uz, us, ua)(7) = sin(t + fo Tuq) cos(t 4+ [ Tug) Y+ Tusz
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se tiene que:
d
T (uz,ua,uqs)(0) + 27.7(?12, uz, ug)(0)T + ...

e 9] +
=0
e[ 320 2@ ][2] +
YAl e e S Bl DL
asi que la linearizacién de tal condicién queda:
Lo S8 ] v avo ] = o

Ahora, como u2, us, uq4 € (B83.)4, se tienen los siguientes desarrollos:
] > 2
uq = X{°uU4q,m cos(mns) ;

T (uz,us, wa)(7) =

i Uz = X°u2,m sin(ms) ,us = Eusm cos(ms) ,
(recuérdese que por la condicidén f#™ x = 0, es decir, f@™ uq4 = 0, entonces ugp = 0). De

aqui que ffuq = Igetum sin(ms). Substituyendo estas expresiones en la linearizacidn de
A(27) = 0, se tiene:

35T (uz,us, us)(0) =
2 [reeomrsp snemo [ Q) |+ [ "o | [ SEminimg ] = o
Simplificando esta expresidn se llega a que —¥(A)wuq,; + 7u2,1 + wuzy = 0, es decir:
—(A)uqq + uz1+uzy = 0
Ahora se vera que la condicién anterior resulta ser la misma que se obtiene de pedir que

el sistema integral para p1 y p2 tenga periodo 2x:

[2]em=[3] -
ug cos(t) — (us + Yuy) sin(¢) ] dt

. _ Q 2
[2]em = geen [ § | +asen [T 2007 02 Lt
a < :
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de donde se obtiene la condicién V = 0; pero resulta que:
v = 7(upy + uazy — Puaa)
A(2m)=0 o

Por lo tanto, la linearizacién de la condicién A(27) = 0 d4 la periodicidad de la expresién
integral para p;1 y p2, los cuales tienen las propiedades de paridad de los elementos en
(B3-)°.

Volvamos ahora a las ecuaciones diferenciales para g1 y p2,

pPL—pz—u2 = 0
po+p1—uz+P(Nuy = 0
y substituyendo sus expresiones en la base de Fourier apropiada, p1 = X§°p1,m cos(ms) ;
p2 = P p2,m sin(ms) , se tiene que:
1 — mp1,m sin(ms) — Zi1p2,m sin(ms) — Ljuz msin(ms) = 0
Z1mpa,m cos(ms) + Top1,m cos(ms) — Touz,m cos(ms) + PpEjugmcos(ms) = 0 ,
es decir,
Z1(—mp1,m — p2m — Uz,m)sin(ms) = O
Zi(mp2,m + p1,m — Uzm + PUgm) cos(ms) — uzgo+ p10 = 0 .
De aqui que se tenga que pi,0 = Uz, ¥ €l sistema
—m —1 Pi,m Uz,m
, — v m =1
[ 1 m ] [ Pz.m ] [ uzm — P(A)ug,m ] =
Como puede verse | a |= —(m? — 1) ; por lo tanto:
Pim 1 m 1 U2,m
B - . m>1.
[ P2m ] 1 —m?2 [ —1 —m ] [ Uug,m — P (A)uam ]
Mientras que para m = 1 se tiene:
—P1a1 — P21 = U221
. . <> — Mu w21 =0
p21 + p1a = uszg — P (A)uas Usa Y (A)tan + uza
(otra vez la linearizacién de A(2#«) = 0) . De manera que p1 y p2 quedan relacionadas por
P11 + p2,1 = —u2,1 (es decir, que a diferencia de los demds coeficientes, uno de ellos no

queda determinado de manera dnica) .
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En conclusién, la linearizacién de A(2x) = 0 tarnbién es la condicidn de periodicidad
de p1 y p2, asi como una garantia de consistencia para encontrar los coeficientes en la
expansion de Fourier de tales funciones.

Ahora nos concentraremos en la bifurcacién de soluciones 27 —periédicas, cerca de
A = 0; esto es, cerca del caso g(0) = (rnk)? = 1. Volviendo entonces a la ecuacién diferen-
cial linearizada v’ —B(A)u—G(u, A) = 0, y substituyendo los desarrollos en series de Fourier

de las componentes de © y G como en la seccidn 4.18 se tiene entonces que (n = 1):
m 4] o0 -1 Uyr,m(A) 0
o m —a b U2,m (A) - g2,m(A) A~0 -
0 —c¢c —m 0 u3z,m(A) 93,m(A) ’
0 —d 0 —m Uq,m () Ga,m(A)
Am(A) Um(x) Gm(»)
también en aquella ocasién se obtuvo que | Am |= m?(m? — 1) . De manera que para

m > 1 Un(A) = Am~'(A)Gm(A) , lo cual se sabe puede resolverse via el teorema de la
funcién implicita para Uqp = Um(Ul,/\) ; donde Um = o(Uy) ; Um ~ 0.

Ndétese que para m = 0:

o] o] o0 -1 0
0 0 —a -—b 4] _ ] 920 uq0 =0 (ya se sabia)
0 —c 4] 0 U3z,0 - (0] { ugz,o = _9_?2
o —d 0 0 Ua4,0 0
Para m = 1:
1 0 0 -1 uy, )
1] 1 —a -b U213 _ g2,
0 —e —1 0 ug 1 - g3 :
0 —d 0o —1 Ug,1 ga,1

Tomando la descomposicién de U; en la base {T;}

(U = a1T1 + @22 + a3Ta3 + @4T4) ; ya se demostré en la seccién anterior que, substi-
tuyendo en la ecuacién de arriba y proyectando sobre la base {Y*}, el resultado es que
pueden encontrarse expresiones para g, o, g4 en funcién de ez y A via el teorema de la
funcién implicita, y que ademas para a: se tiene la ecuacidén de bifurcacidén:

—a2(1 — g(A)) = g2a1 —ags: — bgax ;

la cual se resuelve para A en funcién de &, de manera dnica y diferenciable; indicando la
bifurcacién a partir de A = 0.
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Hasta aqui no se ha dicho nada nuevo que no se hubiera discutido antes, excepto por
la linearizacién de la condicién A(27) = 0 ¥ que constituye una nueva relacién para los
coeficientes que corresponden al modo m = 1 de u. Es justarnente este punto €l que debe
tomarse en cuenta: calculando de nueva cuenta el generador de N(.4(0)) , ahora a partir
de la relacién ApUm = 0. Para m 3£ 1 Um = A~ 10 = 0; para m = 1 se tiene:

y,3 — 4,1 =0
Q2,1 — Aoltz,1 — bottsy = 0 ., g =t40 = —doitz
—~Coil2,3 — %3, = 0 31 = —Coliz .
—dotta;y — 4y = 0
Por lo tanto, tomando @3,1 = —-—:’—o (ex € R), se tiene que
aly® = a(sin(s), — - sin(s), §= cos(s), cos(s)) (compdrese con el resultado de la seccién

4.14) .

Ahora bien, u € (B},.)* sabemos que admite una descomposicién
u(s) = ali(s) & (u — alj(s)) ; donde la condicién uzy — ¥ (A)ug,1 + uz,1 = 0 debe satis-
PSS .

EN(A(0)) €8,
facerse para cada lado de la expresién anterior; en particular, para el lado izquierdo, y ya

que % (0) = 1 (sec. 4.9):
- - o 1
U3,1 — Q4,1 + @21 = a(;:—o —1— d_.,)

sec:4.13 _  M.(0,1,0) (H,(0,1,0) 1?,,(0,1,0)+1)
H,(0,1,0) \N,(0,1,0) M, (0,1,0)

Por hipétesis, los dos términos que multiplican a —a son estrictamente positivos; por lo
tanto, la Winica posibilidad de satisfacer tal condicién es tomando o _=_0; pero en tal caso
aU;*® = 0, de manera que N (.A4(0)) =< 0 >; es decir, dim/N(.A(0)) = 0 y en consecuencia
A(0) resulta ser invertible sobre (B3,.)?. Asi que se ha probado el siguiente:

Lema: La linearizacidn de la condicién A(2w) = 0 prohibe la bifurcacién de soluciones
con periodo 27 (n = 1) a partir de A = 0.

4.20 Comportamiento de las ramas lejos de la solucién

trivial: bifurcacién global

En la seccidn 4.18 se obtuvieron los resultados que corresponden a la existencia de ramas
de soluciones no triviales cerca de la solucién trivial, y que bifurcan a partir de ella;
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.olucxon2—" -periddica

lolucionz— pernodnen

No hay
solucione

bifurcada -olucion trivial
a partir (
de Aw0 -

A

o Akln Akzn Akln
Figura 4.10: Resultados de bifurcacidn local.

cada vez que A satisface la ecuacién ¢g(A) = n2.

propiedades de periodicidad muy especificas.

Maids aiin, dichas ramas tienen ciertas

En esta seccidn se discutird el comportamiento de tales ramas lejos de la solucién
trivial, haciendo uso de las propiedades nodales de su componente 7 (o bien, de uz) y de
el teorema de bifurcacién global, segtin se enuncié en el primer capitulo (tercer teorema
de la seccién 1.4).

Recordarmnos al lector que los resultados de bifurcacién local fueron obtenidos directa-
mente, a partir de las ecuaciones de equilibrio y la relacién ¢’ — u = 0. En esta parte se
explotardn los resultados de la seccién 4.11; mas concretamente, los del planteamiento en
términos de un problema de punto fijo (secc. 4.11.7).

La formulacién integral del problema consiste en reescribir el campo completo de las
ecuaciones del anillo A(y,A) = 0 (sec. 4.7) como el siguiente sistema:

H = QHs + AIQA
A
M = M,+ (JA)'Ho + EHAH2
r = o+ A

¢ = dot [n

También se vié que, dependiendo de las propiedades del espacio en donde se busca la
solucién al sistema anterior, se tienen distintas condiciones:

En el caso 2w —periddico, 17, v y p se encontraban condicionadas por las ecuaciones
A(27) =0y [ u=0.

En el caso 2= —periédico, estas condiciones se reducen a pedir que fo ¢ = 0, mientras

que las constantes de integracién Ho y ro quedan determinadas automaiticamente, en
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funcién de A(2r). Entonces el sistema integral queda escrito como:

H(s) = AIQ — 90(2—”))-190(2—”)A(2—”) + A®)]
M(s) = M+ 32AOT - 2o~ 2E)ACE) 1 AE)I7)
(s) = QI — ()10 (—)A(24)+A(s)]

#(s) = o+ [

En la seccién 4.11.7 se demostré que hay un dnico M,, tal que foz"/z = 0, o bien,
_[;:T" # = 0. Por otro lado, mientras que en el caso 2= —periddico el problema de determinar
las constantes H, y M, quedaba resuelto; en el caso 27 —periéddico aiin queda por resolver
la determinacién de tales constantes, a partir de la condicén A(27) = 0; (en la seccién
4.14 se vié que sobre el espacio (B},.)? -donde ¢ y 7 son impares, mientras que v y u son
pares- esta condicidén se reduce a pedir que:

J2(nsin(t + fEp) + veos(t+ fEu))dt = 0. No se siguié adelante en esta linea, ya que
la relacién entre esta igualdad y H,, /V,, no parece tan tratable como aquella para M, y

JoF i = 0).

Ahora bien, también en la seccién antes citada se vié la posibilidad de escribir el
problema integral, como uno de punto fijo, aprovechando que se tiene la invertibilidad

n H
del mapeo ,: v J N [ N J; pues permitia establecer el siguiente proceso iterativo:
©

caso 2f —periédico:
Tt | g1 [ AT () (X — Ro(ZE)) 7120 (2E)An(25) + An(s)] ] - 0
i M, + 3[2An* ()T = o (3N REDANE) + JAnIF] | T 0 -

en donde A = f5 Q2°(¢) [ Z" ] (t)dt , y M, se escoge de tal forma que fo%*' Mot (t) dt = 0;
n

ademds n = 2682,y -
caso 2w —periddico:

[ Tnt J _ [ QuHo + AIR, A, ] - 0

Unia M, + (JAn)*Ho + 2[|An]2
Mot
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M, se escoge de tal forma que [Z7 ptn41 = 0, Ho = [ 11\1," ] condicionada por

An(27) = 37 o'’ [ 7 ] —o.

En ambos casos, el segundo término es un operador diferenciable y compacto (obvia-
mente, la diferenciabilidad proviene de la invertibilidad del mapeo F y de que se ha
asumido que las funciones constitutivas son, por lo menos, C?, (sec. 4.17)). La diferencia
substancial entre ellos, la constituye la condicién A(27) = 0 que se tiene para el caso
de periodicidad 27, pues involucra una relacién no lineal entre 7n,v y u; asi que para
propdsitos de una formulacidn no muy complicada de punto fijo, es indispensable redefinir
el espacio de trabajo, de tal manera que esta condicién sea lineal. Esto ya es posible, como

a continuacién se explica.

Se recuerda al lector que en la seccién 4.11.3 se definieron las variables

[2]=ar[2]

de manera que para el caso 2w-—periddico, la condicién A(2x) = 0, necesaria para la
= 0. Esta si es una relacién

AN

existencia de tales soluciones, se escribe como &7 €2o°(¢) Z
lineal entre las variables 77 ¥y £. En tal caso:
[ﬁ]_[Q“‘O]F_I[QH°+/\JQA ] - o
7 o 1 M, + (JA)'Ho + 2[|AnI2
Entonces, y sélo en ese caso, el problema de punto fijo serd atacado, mediante el empleo

de estas nuevas variables.

4.20.1 Propiedades nodales de las ramas bifurcadas

Se recuerda al lector que las variables de la linearizacién u;’s, estdn relacionadas
con ¢, n, v, u de la siguente forma:

(P 05p) = (u1,u2,¥ + usz,uq)

Al conexo madés grande en el conjunto de soluciones no triviales se le llama continuo.
Llamemos a R, el continuo que bifurca a partir del valor A = A,, en (B},.)* x R; y a R,
al continuo que bifurca en (B1.)* x R. Se demuestra ahora el siguiente
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Lema: Si (u1,uz,us, us, A) € R,; entonces, uz tiene 2n ceros en [0,2%). Andlogamente,
si (ui, U2, us, ug, A) € R,; entonces, uz2 tiene un cero en (0, 2;"'—).

Prueba: En la seccién 4.18 se vié que, cerca del punto de bifurcacién, las ramas son de
la forma:

d, . 2
u(s) = C!’_)';Un + Wz, AMa2))(s) ;
donde Up* = (sin(ns),——’;% sin(ns), %% cos(ns), n cos(ns)) (sec. 4.14). Se tiene entonces
que, cerca de la solucidén trival: u; = —nazsin(ns) + wa(a2, AMa2))(s) ; o bien,
—————
o3
Yz _ _a sin(ns) + o(az) = v(az,s) .
(23]

Abora, sin(ns) tiene 2n ceros en [0,27) y uno en (0, 2%). Por otro lado,
v(0,5) = 0, y £v(0,%5") = —n?cos(kw) = (—1)**in?2 £ 0. Por lo tanto, el teorema
de la funcién implicita nos dice que existe una parametrizacién s = 5(a2) , s ~ £° tal
que v(a2, 3(az)) = 0 ; para az ~ 0; o lo que es lo mismo: uz(az,3(a2)) = 0. Entonces,
u2 tiene un dnico cero cerca de s = "T", k= 1,...,2n; es decir, tiene 2n ceros cerca del
punto de bifurcacién. Ahora se verd que lo anterior sigue siendo cierto lejos de tal punto
(asumiendo, por €l momento, que la rama en cuestién continua lejos de la solucién trivial).

Lldmese a G, = {(u,\) € R, : uz tiene 2n ceros}; arriba se acaba de ver que tal
conjunto es no vacio.

Hacemos ahora el siguiente paréntesis, para aclarar un poco sobre el empleo de la
notacién: el conjunto de u;’s se definié como una perturbacién de la solucién trivial
%1, con las propiedades de periodicidad correspondientes. Es decir:

(@1, v, 1) = (F1 + ©) = (u1,uz,% + ua,uq) ; 0 sea que 7 = u,. Ahora, en la seccién

4.11.6 se demostré que 7n(s) no posee ceros dobles para 7 # O y, en consecuencia,
tampoco uz.

Se demuestra ahora que G, es abierto y cerrado, con la morma: ||(v, N)||2 =l w {2 + | X |2,

Gn es abierto : Esto es claro a partir de examinar la componente uz. Si @2 es vecino a
u2 € Gn, en la norma | |1; esto quiere decir que iz es vecino a u» en C?, y por lo
tanto tiene el mismo ndmero de ceros que uz en [0,27) (lo cuales, segin se menciond
en la acotacién anterior, son simples). Asf que para toda u,, componente de alguna
u € R,, se puede definir una vecindad alrededor de ella, con la norma | |1, tal que
estd completamente contenida en G,; y por lo tanto, G, es abierto.
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Gn es cerrado : Supdngase que {(u*, A*¥)} es una sucesién en G,, convergente en la norma
descrita anteriormente, a (u, A); por demostrar que este limite pertence a G,,.

La componente uz de el limite u tiene, a lo maids, 2n ceros; si tuviera menos de esa
cantidad, entonces algunos de ellos serian dobles; pero el \iinico caso en €l cual esto
es posible es cuando uz = 0 (otra vez, ver sec. 4.11.6). Pero en tal caso, la 1dnica
posibilidad es quc la sucesién converga al punto de bifurcacién (0, A.), demostrando
que G, es cerrado, ya que entonces la iinica posibilidad es que u; tenga exactamente
2n ceros.

Entonces, dada la conexidad de R,, Gn = R,, terminando la prueba del lema. —0

Observaciones:

1. La misma propiedad que posee uz de no tener ceros dobles indica que una rama que
sale del punto (0,A,) (An tal que g(An) = n2?), no puede regresar de nuevo a la
solucién trivial, por otro punto (0,Am) (m 5 n); ya que esto implicaria un cambio
en el nimero de ceros (de uz2) a lo largo de tal rama, es decir, la existencia de puntos
dobles, imposible si uz $£ 0. (ver figura 11)

disminucién en el
nu/mero de ceros.

Rp ‘R

(0 n) (0,Am)

Figura 4.11: Un caso improbable: las ramas no pueden regresar a la solucidn trival.

2. Dado que la solucién con periodo 2% también es 27 periédica, R, podria ser un sub-

conjunto estricto de R,.

3. Sea cual sea el diagrama de bifurcacién que se tenga, sabemos que no puede cruzar
del lado A < 0, ya que para A = 0 la dnica solucién es la trivial: © = 0.
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Rn

A n
Figura 4.12: R, podria ser un subconjunto de R,.

4.20.2 Crecimiento de las ramas bifurcadas

Una vez que se ha demostrado que las ramas no pueden regresar a la solucidén trivial por
otro punto de bifurcacién, queda pendiente ver el crecimiento de las mismas; es decir,
si en algin momento simplemente dejan de existir (si son acotadas), o si continuan in-
definidamente (no acotadas). La forma en la que se estudiara este punto serd demostrando
el teorema de bifurcacién global (ver 1.1.4), viendo que el grado de cierto mapeo en un
conjunto es no trivial, indicando entonces la bifurcacién de ramas no acotadas a partir de
la solucién trivial (pues ya se descartd la posibilidad de que estas regresen).

Teorema: R, , n > 1, es no acotado (¥ por lo tanto también R,)

Prueba:
Supongamos que R, es acotado; por lo tanto existe un abierto acotado §2 en (Bi.)* x R

que lo contiene, de tal forma que no hay soluciones no triviales sobre 9; y cerca del
punto de bifurcacién es de la forma de un producto: | u |< 2 , | A — A, [< 2p, ¥y que
llamaremos B,..

Entonces, como el mapeo u — F~1(H, N, M) se anula sobre 92 sélo cuando u = 0, el

grado:
deg(u — F~1(u,A),| u| —¢';0)
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u

Rn

A

An

Figura 4.13: Otra situacidon improbable: las ramas no pueden cruzar del lado A < 0.

estd bien definido para toda &’; donde £—1(u, A) = F‘I(I:I(n, v, 1), N(r], v, 1), M(n,v, #); A).
Para &’ muy grande, dado que 2 es acotado, se tiene que | u | —&’ < 0 sobre §2, por lo
tanto el grado es cero.

Ahora, para &' < €, deg(u — F'~Y(u, A), | u | —&'; Q) = deg(u — F~(u, A); B.) , pues R,
no regresa a la solucién trivial; por lo tanto, fuera de B. los ceros de u — F~!(u,A) estan
a una distancia mayor de 2 de la solucidn trivial.

Tomando entonces £ = ’; £ pequeiio,
u— ﬁ'"l(u,/\)‘= (I— DF-1(0,A))u+ G(u, ). Sobre 8B,, | u | — = 0, entonces | A |= 2p;
donde I — DF~1(0, A, &= 2p) es invertible, (lo cual se verd mas adelante que se utilicen las
bases de Fourier correspondientes), asi que se puede hacer una deformacién de G a cero.

Entonces:
deg((I— DF7(0, M)y, | u| —&; B:) = deg((X— DE7H0,)u,p°— | A= An [} Be)
mediante la deformacidén 7(} ©u | —&)+ (1 —7)(p%2— | A — A, |?) . Nétese que, para | u [= 2¢,

st (I— DE=1(0,7))u = O entonces A = A, y la deformacién es positiva. Para | A — A, |= 2p
se tiene que u = 0 y la deformacidn es negativa.

Por lo tanto, tomando a B+, una bola pequefia con centroen u =0 , A = A, + +p:
deg((I~ DE71(0,\))u,|u | —&; B.) = deg((T— DEF(0,N))u,p— (A — Aa); B,) +

deg((I— DE(0,M)u, p+ (A = An); B-p)
= indice((I — DF™(0,—p))u) — indice((I — DF~(0, p))u).
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Maés adelante se veri que la diferencia de tales indices es no trivial, indicando que hay
soluciones no triviales, en contradiccién con el hecho de que R, es acotada. —0

4.20.3 Linearizacion del problema de punto fijo

En esta parte se dara la linearizacién del problema de punto fijo:
n H(n,v,p)
v | —F7 | N(n,v,p) = 0 ,
M M(n,v, p)

necesaria para terminar con la justificacién del teorema de bifurcacién global. Para ello,
escribamos la ecuacién de arriba como:

[TI] [ﬁ(H,N,;W)]
v | = | o(H, N, M) = 0
(

m H, N, M)

Cuya solucidn triviales n =0 (H =0) , v = ¥(A) (N = —A) , u = 0 (M = 0). Definase

entonces ¢l funcional:

Tu2 77(1?(7',1/)'*'7'“3, Tug), .- -)
T (uz, uz,ug)(r) = Y+ Tus | — 17(1!(7',1/) + Tuz, TUg), .. .)
Tuq L(H(T,% + Tuz, Tug), - - .)

La linearizacién viene dada a partir de la linearizacién para J:
d
T (uz,us,ua)(7) = T(u2,us,ua)(0) + =T (uz, ua,ua)(0)7 + ...
No es dificil convencerse de que dicha linearizacién queda comeo:

us ot
s S(H,N, M) | ¢

2

u a
[ ] 2.0, | & |0 = o

|
3

Dada la invertibilidad del mapeo (7, v, ) — (H, N, M) y asumiendo la notacién:
%(0) =X, %’}(0) =Y, %(0) = Z , la ecuacién anterior se puede escribir como:

2 a(ﬂ,z‘v,M)]“ X1 _
["3] _[ (v, 1) om0 ; =0

Ug
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Ma.saun, yaqueH(O V,y)=0=>H° H°—0
0= M" = M2 =0; N(—n,v,pu) = N(7],V,;t) = N.(-,v, ) impar, por lo

M(n, v,0) =
tanto N,(0,%,0) = 0,y ya que NV, (0,%,0) = 0 (ver sec. 4.6), es inmediato que:
roa -1 P S
o o e =1 Hy 7
S(H. N M) — Ne — i
[ 8(nyv, i) ](o,w.o) - 4 . - Neg N
are e

Por lo tanto se puede escribir:

a1
Uz FH,? X
us | — o Y = 0
1 zZ

ua »z

)

Ahora se buscari obtener una expresién para X,Y, Z en términos de uz,us y uyq. Para

ello volvarnos a las ecuaciones de equilibrio:

(1 + Tua) N (Tuz, o + Tus, 7u4) + A(P + Tus)

—(1 + 7ua)H (Tu2,9¥ + Tuz, TUL) — ATUz

—Tu2 V(TU2, Y + Tus, Tus) + (¥ + Tus)H (7uz, ¥ + Tus, Tua)

f{’(-ruz,rb + Tuz, TU4) =
N'(ruz, o -+ Tua, Tus) =
M'(Tuz, ¥ + Tus, Tus) =
Linearizando las expresiones anteriores (y evaluando en 7 = 0) se llega a que:
, N(o, z/),0)+z\w+u4N(0 ¥,0) + £ N(0,%,0) +

H(O ¥, 0)+d,H(0 $,0)+ .. Aug + .

N(0,%,0) + d,N(o %,0) + . = | —H(0,%,0) — uaH(0,%,0) — H(O $,0) — Auz + ...

N1(0,,0) + L K1(0,4,0) + .. —uzN(0,%,0) + ¢H(o %, 0) +¢d,11(0 ¥,0) +

uzH(0,%,0)..

Ahora, usando de nueva cuenta que IV(O,d), 0)+ A% = 0 y que fi(O, ,0) = 1\‘1(0, %£,0) = 0;
la igualdad de arriba se reduce a:

11(0 %, 0) ! =A% + AP — Appus + £ N(0,%,0) + Aus
—,\1/;+ N(O ¥, 0) = ———H(O ¥, 0) — Auz .
£ ¥1(0,%,0) Apuz + P& H(0,%,0)
simplificando ¥ con la notacidn propuesta con anterioridad, este sistema se escribe como:
x 7 Y + A(us — Puq)
Y == —X — /\uz
z P X + Apuz

X us — Yu
X + Apusy
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Llamamos la atencidn al siguiente hecho, que se sigue de la linearizacién de #, NV, M:

= F(0,%,0)+ 4= N(0,%,0)7+...

H = H(0,%,0)+ d;‘f_ﬁ(o,¢,o)r+...
~
M = B(0,%,0)+ -;;151(0,¢,o)r+ ...

Entonces X,Y, X tienen las mismas propiedades de paridad de H, N y M respecti-
vamente; es decir, X impar, Y y Z pares.

El sistema anterior se puede integrar ficilmente para obtener:

))5 (s) Qo(s) +AJQ,(s)f ot (1) us_i‘;/\ we | 2
)
Z(s) = Z°+z,b(/\)/°(X+/\u2)dt ,

(en donde se usé la imparidad de X para ajustar a cero la constante de integracién
correspondiente). Ahora se analizari el sistema integral, para el caso 2Z —periddico (n > 1)
y para el caso 27 —periddico por separado.

Caso Z—_periédico

<X

] : = [ )% ], se traduce en:

[ 1% ] = M -5 (2%)]_15% (2%) /OT [ ua(t) fipf?\)u4(t) ]

Por lo tanto:

La condicién de 2= —periodicidad para X,Y; [

uz(t)

[ ]@ = roeou—ac ()00 () [7 920 [ e 250w | +
AT () /: o' () [ ua(t) .l_lzzp(zZ\)uq(t) ]

De la misma forma, para Z(s):

27 2z
Z(T)_Z,, @ [T(X+rudt=0
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Sin embargo, esta condicidn se satisface autorndticamente, si se tiene que X y u2 son

2T"’—peri(’)dicas y ademas impares (substituya las series correspondientes).

Por otra parte, ya se ha dicho anteriormente que, el caso con este tipo de periodici-

dzled estd condicionado, adernds, por el cumplimiento de _]'c,?“4 u(t)dt = 0; es decir, por:
Jom uva(t)dt = 0. Ahora, segiin se vié de la linearizacién que relaciona a ua,us y u4 con
X,Y y Z, se tiene que uy4 = T/IZE; asi que la condicién anterior se reescribe como:
=
/D Z@)dt = 0 ,

y la determinacién de la constante Z, debe hacerse teniendo en cuenta tal condicidn.

Entonces, del hecho de que la integral anterior sea cero, se tiene que la serie de Fourier
para Z es tal que no cuenta con término constante, por lo tanto se tienen los siguientes
desarrollos para ua, u3,u4,X,Y,Z , si la solucién ha de ser una que tenga las propiedades
de paridad y periodicidad antes citadas:

X = IR, Xrsin(nks) , Y = X2 Yicos(nks) , Z=I2,Zcos(nks)
uz = TR juaisin(nks) , us = TP uarcos(nks) , us = T ,uqxcos(nks)
Si ahora se substituyen estas expresiones en la ecuacidn diferencial para X, Y, Z se tendra,
para cada modo, el siguiente arreglo:
nk —1 0 X Uz ke — Puak
1 —nk O Y = A —uos ;
1/1 0 —nk Zk ’lpuz,k
Fnx
Obsérvese que | Xpk |= nk((nk)? — 1); el cual no es cero pues estamos en el caso n > 1.
De aqui que:

Xk A (nk)"' —nk 0 0 1 — U2,k
Y; - -2 E  —(nk)? 0 -1 0 0 :
[ z ] rk((nk)? —1) [ ok 1 — (nk)? J [ % 0 0 ] [ Zj:}
(n>1)

Ahora si, haciendo la mismo para la linearizacién que se tenia al principio, y substituyendo
las expresiones para los coeficientes de Fourier de X, Y y Z, se tiene que:

1
U2,k Hg (nk)? —nk 0 0 1 —3 Uk
usk | — mer=D 7F nk  —(nk)? o —1 0 © U3k
Ug i Ell_° —tpnk (%] 1 — (nk) ¥ 0 0 wuak

=0
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Simplificando:
2
1 T2
[COEESY Neg X
A
- e

H3((rk)? —1) — X —xnk Pink Uz, k
—Ank Ne((nk)2 —1) — A A uzge | =0 .
vAnk PA MS((nk)? — 1) — 432 ugk

B

Abora bien, con mucha paciencia y cuidado el lector puede corroborar que si se define el
» P P q
determinante A =| -(—"k—)l,—:l-AB | , entonces:

_ (nk)? —g(N) |
A= GRro1

donde g(A) ~ n? cerca del punto de bifurcacién (0, An) (g(An) = n3).
Por lo tanto, para todos lo modos k 5# 0,1 , podemos hacer una deformacién de A de la
forma A —— 7, obteniendo matrices para estos modos con determinante L’—‘(E,%)_,‘-’;(l;ﬁ (las

cuales, para 7 = O se reducen a la identidad), donde g(7A) < (knr)? (recuérdese que se
supuso que g(\) es creciente); es decir, todas son matrices de determinante positivo.

Para el modo k£ = 0, dado que Z, = u4,, = 0 , esta matriz se reduce a:

7 0 Hi+x 0 ]
0 75? 0 N2+ A ’
cuyo determinante también es positivo.

Por lo tanto, el indice que se dejé pendiente para este caso, depende \inicamente del
modo k = 1, para el cual, el determinante es:

n? —g(}))
n? —1 !

FAN

cuyo signo es positivo para A < A, y negativo para A > A,; es decir, la diferencia de
los indices es 2, dando por comnsiguiente la bifurcacién de ramas no acotadas con esta
periodicidad.
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Caso 27 —periédico

Ya se habia dicho {ver acotacién antes de la primera subseccién) que el problema de punto
fijo para este tipo de periodicidad se puede escribir de la siguiente forma:

@, 07 ..
-[% 8-

Ahora vamos a repetir lo que se hizo para el caso anterior, primero linearizando y encon-

trando al final una ecuacidén para los coeficientes de Fourier de los distintos modos de
s T, phe

R NE-
)Zim’

M

Para hacer la linearizacién, primero debemos saber (para estas nuevas variables)
alrededor de qué punto es que debe hacerse y después definir variables andlogas a
U2,U3 ¥ Us; Pero esto es sencillo: escribiendo 1 = Tu2 , ¥ = ¥+ Tuz , p = Tug SE

tiene que:
7 = t n = t Tuz
(2] = 2] = e

por lo tanto, para 7 = 0:
V]
= 9 ;

asi que las variaciones para 7} y o se calculan a partir de:
T2 = O TU?
P+ T3 - TUs | Y4 Tug

- Bl B2 ]

iz _ —(fo ua) + u2

i3 - uz
Obsérvese que, ya que se esti buscando a uz,us ¥ ug con las propiedades de perio-
dicidad y paridad del espacio (B1,)%; es decir, u, impar y us, u4 pares (por lo tanto
Jo ua impar); se tiene que @, también debe ser 27 —-peridédica e impar.

AN

por lo tanto:
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Entonces, la linearizacién viene dada por:

g ot o H(7uz, ¥ + Tus, Tua)
Y+ Tuaz _[ 0" 1:|F_1 N(7uz, ¥ + Tus, Tuq) = 0 ;

Tug M (T2, + Tus, TUs)

de donde ficilmente se tiene que:

1
(72 0 —fua O 0 A . X
uaz | — IS ua 0 0 P | - 0 .73 Y = 0
uq 0 0 0 o 0 0 '1?/11'3 zZ
Es decir:
_ s X
Uz — ¢/; uUg — 1;{,‘; = 0
uz — —).L = 0
Ng
zZ
. = 0
Ua 1z

Ahora bien, el problema para este caso cuenta con las condiciones necesarias [Z"u =0y
A(27) = 0. En términos de las variables 2, u3 y u4, la primera de estas condiciones se
lee: f§ w4 = 0; pero segin se vié arriba, esta condicién es equivalente a:

./:"—Z = 0

Por otra parte, para la segunda condicidn, segin se vé de arriba, esta se puede reescribir
<Oomo:
t X
2n ¥ fEus— £
/ Q! . R | = o
o ——N‘?

Ahora, aprovechando que ya se hizo la linearizacién de las ecuaciones de equilibrio para
el caso anterior, para este caso, en vista de que uz = @2 + ¥ f§ u4, se obtiene simplemente

substituyendo:
x 1 x @z + P Jg ua
[Y] = [J[Y]+’\J[ usz — Ppuq ] H
z

P X A Ap(diz + ¢ [ us)
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de donde se tiene, tomando en cuenta que se busca X, = 0, e integrando que:

X 0 s Tz + P [ ua
[Y] QOI:-]+/\JQO/OQO'[ AL ]dt

Y,
-~ £ t

Z = Zo+w [ (X +A@2+ [ ua))at
Abora, la condicién de 27 —periodicidad de X, Y se traduce en:

27 % 2r t

t | U2 e| Joua —

[ 20 [us]dt+¢/o no[ o ] = 0

El primer término es cero pues viene de la linearizacién de A(2w) = 0, en las variables

7}, . En cuanto al seguno término, desarrollandolo se tiene que en realidad ya es cero:

2m X _ 2m [ (f3 uq) cos(2) — uaq sin(z)
b f 90‘[ ‘1:"] = v/ [(f?u:)sins(t)+u:cos(t)]

27 [ (fEua)sin() |’
v [~(7334)cos(t)]

- [2]

Por lo tanto, la 2w —periodicidad de X,Y se deriva de la linearizacién de A(27) = 0.

En cuanto a Z la condicién Z(2x) = Z, , esta dd como resultado que:

2w - 13
/0 (X+z\(u2+/ou4))dt = 0

La cual se satisface automadticamente, una vez que se tiene la 2r —periodicidad e imparidad
de X,it2 ¥ f§ ua.

Por iiltimo, se advierte que las constantes Y» y Z, deben determinarse, la primera a
partir de A(27) = 0 y la segunda de f§" Z dt = 0.

Proponiendo entonces los desarrollos de Fourier:

Uy = DUz ksin(ks) , us = ZPusrcos(ks) , u4 = Xuy,cos(ks)
X = E{° X, sin(ks) , Y = XZPYrcos(ks) , Z = XZicos(ks) ,
se tiene, volviendo a la condicién A(2x) =0
2T 37
—_ t TUuz
A@m) = o o [¢+TU3 ]

1

2 ~

s [
Q* 2

(] us
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Empleando entonces los desarrollos para #2 y us, la condicién anterior se reduce a una
sola ecuacidén (la primera componente se satisface automaticamente):

7w (@21 + u3y) = 0; es decir, @23+ uzg1=0 .

Substituyendo en la ecuacidén diferencial para X,Y y Z se tiene, para cada modo, el
siguiente arreglo:

k -1 (0] Xx 0 A =AY U2k
1 —% o Yi = | -x 0o 22 uz.k i
- 0 -k Z Ap 0 At Ua,k

&k
Xy

vemos que | Xy |= k(%k% — 1) % 0 para k # 1.

Para el modo k = 1 se tiene que:
X —Y1 = Aluz,a — Puaa)
X1—Y: = —A(G2,1 + Yusa) )
—pXy — Z; = A(pitz,y + ¥2ua,1)
de donde las dos primeras ecuaciones se cumplen, siempre ¥ cuando A(ugzi + @i2,1) = 0, lo
cual ya es cierto por la condicién A(27) = 0. Entonces, para los modos & > 1 se tendrad
que:
Xk 1 k2 —k 0 c A —-,/\\1,[; ik
Yi = ————| & -k 0 -2 0 —2¢ uak ,
Zi RO2—1 | _yk w 1-%2 ] | ap 0 22 Uk
v simplificando:
X A 1 E yw(i—kK) U2,k
Yi = =—3 k 1 Y uz,k
Zy - —ipk —3 0 Ua,k
Para k& = 1, haremos lo siguiente para expresar a X;,Y7 ¥y Zi1, en términos de los

coeficientes iz,1,u31 ¥ ua4,1: utilizando la expresién para A(27) en términos de X,Y y
JS us e integrando se tiene, para la segunda componente:
X Y3

= —_ = = 0 .
H,‘;+N,‘,’ YPuaqy

Juntando entonces con la primera de las ecuaciones para X3, Y; de arriba:

- X1 _ Puq,
1 —1 Y1 Alus, — 1!"“4.1) ’
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y despejando:

[ X3 ] _ 1 Yuaa(l — 35) + :_;V,._
h<t 'ing -+ 76‘3 Yuqaa(l + —l;‘—g) - —,;—-——"’,‘1,’ ’
Substituyendo después en la ecuacién para Z;:
Ypuaa(l + F5) Ao
% = =¥ S — o e 2t
- N Hg + Ng

Ahora que ya se tienen los coeficientes Xj, Y%, Zi, regresamos de nueva cuenta a la li-

7 @ o H
nearizacién de o | — # 1N = 0:

o 1
u M
1
fig e —+ HIpE A " 1 E Y(:—k) ok
Uz k ey 7 k 1 0 U3,k = 0 .
Ug ke o —pk -3 o U4,k
Simplificando la expresién anterior se llega a que:
By Ak @ 2
1+ meaoe Fga-mm st ag Tk
Ak 14 e 4] | = 0
Rz(~%%) Fg1—k?) U3,k =
e ek _ 5% 1 g g
Mp(1—k%) Ag(1—k%) E

B
Pedimos al lector un ultimo esfuerzo de paciencia y dedicacién para comprobar que :

k2 —q(M)
B = =28
Pensemos ahora en la situacién en que g{(A) ~ 1. Si se toma como para el caso anterior
una deformacién A — 7A y deformando después el término (1,3), %, es claro que la
matriz B se puede llevar a la identidad. Asi que las matrices asociadas con & > 2 tienen

determinante positivo, cuando A ~ 0.

Obsérvese que para el caso k& =_0, como u4,, = Z, = 0, el arreglo anterior se reduce a:

A
1+§§ 0 X, - 0
0 14 35 Yo ?
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cuyo determinante sigue siendo positivo.
Ahora, para el caso k = 1 se tiene (ya que i3,; +us1 = 0; y dado que la tercera ecuacién
es consistente):

A A N2
1+ iz ¥ (1 + uo+~a)
P 2 _Ne(Hn+>
¢/\AI°(H°+N°) 1+ N2(HZ+NZ)

cuyo determinante resulta ser #m: (9-(1)_—) Nétese que haciendo A —— 0% | la parte
entre paréntesis tiene a la derxvada de g(A) en A = 0; dado que por hipdtesis g(A) es

creciente, este limite es positivo.

Asi que, una vez cubiertos todos los casos para &, volvernos a obtener lo que se afirmaba
al principio de esta parte: no hay bifurcacién de soluciones no triviales en (B},.)? a partir
de A = 0. Como puede verse, la condicién 2, + ua,; = 0, que posee el espacio de las
soluciones buscadas 77 y 7, fué de crucial importancia para este caso en particular.

Por otra parte, si ahora A ~ A, (tal que g(A,) = 0, el determinante antes calculado
resulta ser negativo para k£ < n, excepto para los casos £ = 0,1 en donde es positivo. De
manera que, para A ~ An, A < A, el indice resulta ser (—1)""2?, (pues hay n — 2 casos
en que se obtienen matrices con determinante negativo: 2,...,n — 1); mientras que para
A~ A,y A > A, el Indice es (—1)""!. Por lo tanto, al pasar de un lado a otro de A,
el indice cambia en 2(—1)"; indicando existencia de ramas no acotadas de soluciones en
(B3.)*% que bifurcan a partir de la solucién trivial, desde el punto (0, A,.).

Finalmente mostramos al lector un dibujo de la configuracién que tiene el eje de la
barra de las distintas soluciones cuya existencia se ha demostrado, para los casos n = 2 ,

n=3,n=4,n=235.
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B(s©

ap

B(s +

A(s + 5)

b(s) a(s)
~ P -
~ r ¢ (8)
~ 1 A(s)
SNz WY s
! PR ES ]
2 \\ r

27

barra

1a

- / s
Simetricas:

N
W

N\
/ N
/ \
M 4
k
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Conclusiones

1. En la parte que concierne a la bifurcacién local de soluciones, se obtuvo un poco maés
de informacién que la sola prueba de la existencia de soluciones no triviales, que
nacen de la solucién trivial. Por ejemplo, se establecié que, cerca de un punto de
bifurcacién, estas ramas son curvas. Mds aun, dada la propiedad de la componente
77 de no tener ceros dobles, fué como se logrd justificar que las ramas no pueden
cruzar el eje A = 0. Por otro lado, se dié una prueba de la imposibilidad de tener
bifurcacién a partir del estado A = 0, y que constituye uno de los resultados mas
importantes que no se obtuvieron en el articulo de Healey.

2. La parte sobre bifurcacidén global también cuenta con resultados que no sélo se limitan
a justificar el comportamiento de las ramas, lejos de la solucién trivial. También se
vié cémo es que las propiedades nodales de 7 no permiten que las ramas regresen
a otro punto de bifurcacién distinto, dejando como inica alternativa, la existencia
de ramas no acotadas. Ademas, se incluyd otra prueba, de la no existencia de
soluciones no triviales, a partir de A = 0.

3. Sin embargo, hay muchos puntos que no se trataron. Por ejemplo, todavia estd por
determinar, si las ramas, lejos de la solucién trivial, siguen siendo curvas con una
parametrizacién como la que tienen cerca de la solucién trivial. Por otro lado,
habria sido de mucha ayuda encontrar cotas a priori de las soluciones, y asi poder
determinar el nimero de estados posibles, correspondientes a un determinado valor
de A. Otro aspecto importante a tratar, habria sido el de determinar la estabilidad
de las ramas obtenidas. Ademads, en lo que toca a bifurcacién local, falta determinar
la concavidad de las ramas; esto es, si se trata de bifurcacién subcritica, supercritica
o transcritica.

4. Falté también un estudio de bifurcacién de soluciones a partir de las ramas ya obtenidas,
y que pudieran ya no gozar de las propiedades del espacio (B, )%.

5. En la misma linea del punto anterior, queda por hacer un estudio de bifurcacién sin
restringirse a ningin espacio en particular; esto es, bifurcacién de soluciones no

necesariarmente simétricas.

6. Los puntos a tratar sugeridos arriba, no son ficiles y no estaba contemplado cubrirlos
cuando se comenzd con este trabajo. La idea desde un principio, siempre fué la de
proveer otra forma de abordar el problema y sacar los mismos resultados que los del
articulo de Healey (en este iltimo aspecto, el objetivo su cumplié por encima de lo
que se esperaba). En lo personal encuentro el enfoque propuesto en este trabajo,
mads accesible que el del articulo antes mencionado, para quienes apenas comienzan
a estudiar los métodos y las herramientas de la teoria bifurcacién (como es mi caso).
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