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Capítulo O 

ln.t rod u.cci6n. 

Este trabajo tiene que ver con el estudio de los estados que adopta una barra en forma 
de anillo (o toroidal), sujeta a moverse siempre sobre el plano horizontal, cuando sobre 
ella actúa una fuerza de presión hidrostática uniforme, también horizontal. Con esto se 
quiere decir, que la fuerza tiene la misma intensidad sobre todos los puntos de la barra, 
y que actúa siempre perpendicular a una línea que representa la forma que tiene aquella, 
y que se denomina eje de Ja barra. 

Los estados en los que estamos interesados, no son cualesquiera, sino aquellos que 
tienen ciertas propiedades de simetría; por ejemplo, simétricos respecto de algún eje en el 
plano horizontal. 

Antes de intentar abordar el problema en sí, es importante entender el modelo matemá
tico del anillo. Esto requiere de entender varios conceptos previamente. Por ejemplo, se 
ha dicho que el anillo es una. barra, así que es necesario dar una definición en términos 
matemáticos de este concepto. Como se verá en el segundo capítulo, en realidad no hay 
una definición generalmente aceptada, mucho menos precisa, de tal término. Nos confor
maremos con saber que la "barra" a la que nos referimos, es una que recibe el distintivo 
de ser elástica y no lineal, en los siguientes sentidos: l. es un cuerpo lo suficientemente 
delgado como para poder ser descrito en términos de la deformación del ya mencionado 
eje de la barra, y la orientación de una base de vectores ortonormales, sobre cada punto 
del eje, y que se encargan de estimar el cambio en la posición de los puntos fuera del 
mismo (es decir, el cambio en la estructura). 2. es elástica en tanto que se tenga una 
idea de cómo es que esta responde a las fuerzas y torcas que actúan sobre ella; con esto 
queremos decir, que debemos ser capaces de establecer ecuaciones que describan, no sola
mente el equilibrio de la barra, sino también su dinámica. Por otro lado, como no estamos 
interesados en plantear ecuaciones para cada punto, querernos resurnir estas mismas en 

7 
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ecuaciones que describan la deformación de secciones completas de la barra. En este punto 
entra la hipótesis más fuerte del modelo: se definirán las llamadas secciones transversales, 
las cuales, junto con el eje, vienen a completar todo lo que se necesita saber sobre la de
formación de la barra. Las secciones transversales en el estado base, (libre de fuerzas), 
se suponen perpendiculares al eje de la barra. Más aún, se supondrá que las secciones 
transversales son siempre planas, y lo único que puede cambiar además de su tamaño y 
forma, una vez que la barra se somete a alguna fuerza, es la orientación que estas tienen, 
respecto del eje; es decir, después de la deformación, las secciones transversales no tienen 
por qué seguir siendo perpendiculares al eje. Un cuerpo que satjsface la propiedades antes 
citadas, recibe el nombre de ''barra de Cosserat''. A.qui es en donde entra la base ortonor
mal de vectores mencionada en el punto anterior, pues con ella se determina la nueva 
orientación de las secciones transversales en cada punto; razón por la cual se les llama los 
vectores directores. Así pues, el plan es obtener ecuaciones para las fuerzas y torcas sobre 
la barra, en términos de la fuerza sobre sus secciones transversales y que se denominan 
fuerzas de contacto; de la misma manera se definirán las torcas de contacto. Estas no 
son todas las torcas y fuerzas que pueden actuar sobre la barra. Entonces, a lo que nos 
referimos con "tener una idea" de la respuesta de la barra a las fuerzas y torcas que sobre 
ella actúan es, precisamente, a tener una expresión para la fuerza y la torca de contacto, 
y que conforman lo que se llamará las ecuaciones constitutivas. Una hipótesis razonable 
sobre las ecuaciones constitutivas, será la <le suponer que dependen de las componentes 
del vector tangente al eje de la barra (en cada punto) en la base de vectores directores, y 
de las componentes (en la base canónica {i,j,k} de las derivadas de estos mismos, res
pecto de la longitud de arco en el estado de referencia; a este grupo de seis componentes 
se le conoce con el nombre de variables de esfuerzo. El término "no lineal" viene, por 
supuesto, de que las ecuaciones constitutivas dependen en forma no lineal de las variables 
de esfuerzo. 

La parte del modelo (capítulos 2 y 3), no tendría que haber sido tan larga; pero 
se le dedicó mucho tiempo para justificarla bien y, creo, constituye una discusión muy 
completa de algunos de los conceptos principales para barras, que se encuentran en la 
referencia para esta parte: [Ant]. El capítulo 2 se dedica al caso de la deformación de una 
barra en el espacio, mientras que el tercero se dedica al caso plano e el caso del problema 
discutido en el capítulo IV). De estos dos capítulos, el lector interesado está obligado a 
leer, por lo menos, la parte de la deducción de las ecuaciones de equilibrio, la discusión 
de las variables de esfuerzo y las hipótesis sobre las funciones constitutivas (incluyendo la 
demostración de la invertibilidad del mapeo que asocia las variables de esfuerzo con las 
funciones constitutivas -muy importante para todo el estudio posterior-). Creemos que 
estas partes justifican por sí solas el estudio del caso de la deformación en el espacio. 

En el capítulo IV se reescriben las ecuaciones de equilibrio para el caso de un anillo, que 
en su estado base (configuración de referencia) resulta ser un círculo de radio unitario. El 
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lector podrá encontrar este problema, discutido en el artículo de T. Healey ([Hea]), desde 
un punto de vista distinto del que aquí se empleará. En el artículo antes mencionado, 
se hace énfasis en las propiedades del conjunto completo de ecuaciones. Entonces, en 
la cuarta parte de este trabajo, todavía se tratan, muy al principio, algunas condiciones 
sobre las ecuaciones constitutivas. En esta sección se introducen las llamadas relaciones 
de esfuerzo-desplazamiento y que tocan el aspecto ""geométrico" de la deformación; estas 
no son otra cosa que descomponer el vector de posición en términos de la base de vectores 
directores, derivar respecto de la longitud de arco, e igualar la expresión obtenida con 
la que se venía manejando anteriormente, y que involucraba una parte de las variables 
de esfuerzo. Estas ecuaciones son muy importantes, pues con ellas se puede demostrar 
que el anillo no puede pasar directamente del estado circular, a otro con una simetría 
particular; en este sentido el artículo de Healey es muy claro al remarcar la importancia 
de dichas relaciones, pues ignorarlas puede hacer un poco más elaborado el tratamiento 
del problema. Es importante que el lector revise la parte en la que se obtiene una solución 
estacionaria para el problema (la llamada solución trivial) junto con su interpretación, ya 
que, cuando comencemos a hablar de buscar soluciones con alguna simetría en particular, 
rápidamente se visualiza la configuración que debe de tener el anillo (el lector también 
puede consultar la lámina final de figuras, al término del capítulo IV. 

La necesidad de buscar soluciones con una simetría muy particular, viene de que es 
conveniente reducir la dimensión del núcleo de la linearización del conjunto completo de 
(6) ecuaciones del anillo, pues para propósitos del método que se utilizará, cuanto más 
baja sea la dimensión del núcleo, más tratable se hace el problema. Cabe aquí precisar, 
que la simetría de la que tanto se ha hablado, significa buscar soluciones al conjunto de 
ecuaciones, que poseen propiedades de paridad y periodicidad muy específicas. En este 
caso, solamente nos dedicaremos a la búsqueda de soluciones con periodicidad~' n ~ l. 

El estudio de bifurcación en sí, está dividido en dos partes: 

la parte que concierne a la existencia y comportamiento de soluciones que se desprenden 
de la solución trivial y en una vecindad de la misma, y que se ha llamado "bifurcación 
local". El estudio se hace, básicamente, partiendo de las ecuaciones diferenciales, y no se 
usa nada más que el teorema de la función implícita; una vez que ya se ha justificado la 
existencia y la unicidad de una rama que bifurca, vía el método de reducción de Ljapunov
Schmidt. 

La segunda parte trata sobre el comportamiento de la.s ramas obtenidas, lejos de la 
solución trivial. El planteamiento es distinto que el dado en la sección anterior, pues 
utiliza la formulación integral de las ecuaciones y el tratamiento del problema en términos 
de encontrar los puntos fijos de cierto mapeo, que resulta ser de la forma identidad menos 
compacto. Para esto fué preciso redefinir el espacio de trabajo, a uno que resultara lineal. 
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Ciertamente esto no es necesario para el caso de soluciones de período 2
;, para n > 1; pero 

para el caso 27r-periódico sí se requirió, ya que el conjunto de soluciones a la formulación 
integral, con este periodo, se acompaña por condiciones que dependen no linealmente de 
las variables de esfuerzo, y si lo que se desea es emplear un argumento de contracción, 
necesitamos que tales condiciones dependan linealmente de sus variables. El método sigue 
siendo entonces, linearizar la ecuación, justificar una deformación que permita eliminar la 
parte que involucra los términos de orden cuadrático y mayores, proyectar sobre las bases 
de Fourier que correspondan, y usar los resultados de bifurcación conocidos que, en pocas 
palabras, dicen que para el tipo de problema que nosotros tenemos, la pregunta sobre la 
existencia de las ramas lejos de la solución trivial, se reduce a probar que los determi
nantes de las matrices que se obtendrán para los distintos modos (cuando menos alguno), 
cambie de signo al cruzar un valor crítico de la intensidad, ..\, de la fuerza aplicada. 

Esto me lleva, irremediablemente, a hablar sobre el primer capítulo. En él se ha 
pretendido dar un resumen muy breve, de las herramientas que se usarán para el análisis 
del cuarto capítulo. Las partes más importantes son las que tratan sobre el método de 
reducción de Ljapunov-Schmidt, la definición del grado topológico y los resultados básicos 
sobre teoría de bifurcación y que tienen que ver con nuestro problema. Estoy de acuerdo 
en que los métodos que se trataron en la primera sección de este capítulo, aparte de el de 
Ljapunov-Schmidt, pueden ser obsoletos. En mi defensa lo único que puedo decir, es que 
traté de dar un panorama de la forma de abordar este tipo de problemas y nada más; si 
el lector los quiere saltar, pues muy bien, el que no, lo único que le puede pasar es que 
termine con un sabor añejo en la boca, totalmente inofensivo. Quisiera agregar en este 
sentido, que los libros "modernos" sobre teoría de bifurcación que he tenido ocasión de 
consultar me resultaron, en su mayoría, de difícil lectura (si no es que incomprensibles 
después de las primeras 30 páginas). Es por esta razón que encontré las notas referidas 
como [Nirl] y [Nir2] de gran consuelo. Aunque el material en ellas "ya está superado" sigo 
recomendando a quienes se interesen en este tipo de ternas, las lean sin meterse demasiado 
en los detalles, como un primer contacto con la filosofía de este campo, ya muy avanzado 
hoy en día. Además, éstas cuentan con una muy buena bibliografía de textos que se 
pueden ver citados una y otra vez en libros que tratan este tipo de temas, y que distingue 
a las personas que han hecho escuela en esta parte de las matemáticas. 
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Nota del autor 

Normalmente, en este sitio se acostumbra poner algo conciliatorio, que tiende a atenuar 
muchos de los sinsabores (en casi todos los casos que me ha tocado ver se dan) que se 
tuvieron durante el tiempo en el que se estuvo trabajando en este proyecto. Me he tomado 
la libertad para reemplazar esa parte "romántica", para decir unas palabras que considero 
necesarias, so riesgo de ser mal interpretado. 

Cuando un. individuo con intenciones de continuar sus estudios profesionales comienza 
su trabajo de tesis, lo hace con un poco de resignación, pues no puede dejar de conside
rarlo, en parte, como "un mero trámite". No es mi caso, el tiempo que dediqué a este 
trabajo (que no fué poco) siempre lo consideré como algo muy serio que, en mi opinión, 
debe hacerse. Por eso es que ahora me parece bastante natural mi ingenuidad, al creer 
que podría hacer algo que me sirviera no solamente a mí, sino, quizás, a alguien más. 
Esa fué la razón de hacer un trabajo innecesariamente extenso, en el cual se revisó con 
cuidado y más de una vez, hasta la redacción de cada página. Naturalmente eso agotó 
mi tiempo, y confieso que la parte final del capítulo IV (bifurcación global), pagó las 
consecuencias. Corno el lector lo notará, no se hicieron explícitos todos los cálculos, lo 
cual era la tendencia al principio del mismo capítulo y los anteriores. Así mismo, tampoco 
tuve tiempo de reflexionar de verdad, los resultados y los pendientes que se mencionaron 
en las conclusiones. 

Soy ingenuo al pensar que mi caso podría ser una excepc1on de todos aquellos que 
hacen una tesis de licenciatura para no ser leída por nadie después del examen. De 
cualquier forma, quiero decir lo siguiente, que se desprende del último renglón del párrafo 
anterior: la elección del tema de tesis, lo mismo que del asesor del trabajo, deben hacerse 
con cuidado. El tema debe elegirse de acuerdo con los conocimientos que se tengan y 
se requieran para hacer un trabajo original, o por lo menos propio. Es un reto, pero no 
debe ser un imposible. El estudiante debe estar consciente de que pasará por todas las 
etapas por las que se debe pasar: "muy motivado", estado que rápidamente se convierte 
en "muy ocupado", pasando por "medio perdido", "un poco angustiado"' (depende del 
caso), "cansado", para terminar con ''(muy) satisfecho". En cuanto a la elección del 
asesor, aún no me queda claro si uno los elige o ellos se dejan elegir. De cualquier forma, 
en mi opinión, deber ser una persona con la que se tenga un acercamiento de algún tipo 
(interés en el mismo campo de estudio, gusto por transmitir conocimientos de algún área 
de investigación, etc.). Creo que si uno es dedicado y responsable, estos son los únicos 
dos factores que se deben considerar antes de empezar algo que podría terminar siendo un 
infiernillo muy exclusivo. Por supuesto que esta es una opinión muy personal, pero que 
con todo y eso contiene partes que son "vox populi~ en las esferas de estudiantes, que se 
dicen pero no se escriben (mucho menos se publican!) ya que nadie es tan "tonto". Creo 
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que solo el tiempo me podría dar la razón, o (si resultara más afortunado de lo que ya 
soy) el olvido del perdón. Bueno. 

He tenido la suerte de trabajar en alguna u otra forma con varios de los miembros 
del departamento de matemáticas y mecánica de este instituto. A ellos les estoy muy 
agradecido por abrirme las puertas de par en par como si me lo mereciera por alguna 
extraña razón o simplemente como si ese fuera mi derecho. Uno a uno fuí conociendo 
a los investigadores del departamento de matemáticas y mecánica y, debo decirlo, muy 
por encima de todo no deja de maravillarme el compañerismo y el entusiasmo con el 
que siempre se trabaja. A todos los que hemos tenido el privilegio de haber entrado en 
este departamento, nos han cambiado para siempre. De verdad no tengo palabras para 
agradecerles lo mucho que han hecho por nosotros. 

Para mi asesor Jorge lze, a quien respeto mucho, de la misma forma quiero darle las 
gracias, a la vez que aprovechar la ocasión para decir que., después de todos estos años de 
"conocerlo", sigo sin entenderlo. Sé de sobra que las palabras de gratitud, dirigidas a él, 
son palabras al viento, pues me consta, que no las escucha. De todas formas, creo que el 
año pasado ya tuvo suficientes hasta el empalago. 

Para terminar necesito decir que, después de todo lo que me he quejado egoístamente, 
no quisiera ofender a nadie dedicándole este trabajo. Sin embargo, y muy en el fondo, 
éste fué otorgado al pilar de mi familia: mi madre; y a mis dos hermanos, pues ellos son 
mucho más valientes y maduros que yo. 

I.I.M.A.S. 
Ciudad Universitaria. 

México, D.F. a 1 de Septiembre de 1997. 



Capítulo 1 

Preliminares 

En la primera sección de este capítulo se presenta una revisión rápida de algunos de los 
métodos empleados en problemas no lineales, terminando con aquél que será utilizado 
en el problema del capítulo IV. En las secciones segunda y tercera se establecen las 
"herramientas" que serán empleadas más adelante (definición y propiedades del grado 
topológico en dimensión finita e infinita). En la cuarta y última. sección se mencionan los 
resultados más importantes de la teoría de bifurcación, y que conciernen a la existencia de 
ramas de soluciones no triviales; para terminar con una breve nota sobre las propiedades 
de simetría que puede presentar un sistema de ecuaciones. 

1.1 Algunos métodos para el estudio de problemas 
no lineales 

Una. gran cantidad de problemas en matemáticas se reduce a encontrar el conjunto de 
puntos (x,y) que satisfacen una ecuación no lineal de la forma: 

F(x,y) O 

Por lo regular, F es un mapeo de la forma F : X x Y --+ Z, donde X, Y y Z son 
espacios de Banach, y uno de los espacios X o Y, digamos Y se denomina el espacio de 
los parámetros. Al conjunto 

{(x,y) E X x Y F(x,y) =O} 

13 
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se le denomina conjunto solución. En la mayoría de los casos se parte de la premisa de 
que el punto (O, O), por decir alguno, está en ~- Supongamos entonces que ese ese nuestro 
caso, y que nos interesa encontrar otros puntos (x, y) E :E, tales que (x, y) =/= (O, O) , 
(x, y) ~ (O, O). 

Lo único que se tiene como base para proceder, es el conocido teorema de la función 
implícita en su forma más simple, y que dice que si f(x, y) es una función escalar, definida 
en una vecindad del origen en el plano X - Y tal que f(O, O) =O y ;,,J es continua cerca 
del origen con ;,,J(O, O) =/= O: entonces se puede resolver de manera única y diferenciable 
para X en términos de y, X= x(y), donde y~ o, x(y) ~o, tal que f(x(y), y)= o. Sabemos 
que la demostración se basa en la linearización de la ecuación, y escribiendo después 

a 
f(x, y) = axf(O, O)x + R(x, y) = o = X = 

la cual se resuelve por iteraciones para y pequeña. 

R(x,y) 

:,,J(O, O) 

Parece entonces natural buscar escribir el problema de forma análoga al caso escalar; 
para lo cual es necesario definir para F el equivalente de la derivada en el sentido tradi
cional: 

Definición: Se dice que el mapeo no lineal F : X --> Z, X y Z espacios normados, 
tiene una derivada de Fréchet en x 0 si existe un operador lineal A tal que, para cada 
e:> O, se tiene una é(e:) con la propiedad de que: 

1 F(xo + x) - F(xo) - Ax 1 :'.5 é 1 X 1 , para 1 x \< é 

A partir de la definición, es claro que el operador A, en caso de existir, es único. 

Por ejemplo, sean un dor:ninio1 en R"", (R"" 3 X= (x., ... ,x.,..)), y sea cm(ñ) el 
espa.cio de funciones escalares rn veces continuamente diferencia.bles en fi, con la 
norm.a: 

'"'= L:.f=o 1 n:i u lo 

donde I D:i u \0 := r:ná.xn I D:i u I ; D:i [ ) un operador diferencial que está formado por 
sum.as de operadores de la. form.a 8~1(· · ·)8~n , con l m. \= ~;m.; = m., (todas las 
posibles com.bina.ciones). 

Supongamos que tenemos una relación no lineal entre una función u E Cnl(fi) y sus 
deriva.das hasta. orden rn, de la. forro.a.: 

1 Un dominio es un conjunto conexo, abierto y no vacío. 
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G(x, u, Du, .. . , Dm.u, y)= O , junto con otra.s N relaciones válidas sobre 8.0: 
H;(x,u,Du,. .. ,D1 u,y) lan= O; j = l, .. .,N. Aquí y= (yi, .. .,Yk) E Rk repre
sentan los parámetros. 

Para. escribir este problema. en la. forma. F("algo")=O, definamos el ma.peo 
F: c~(fi) x Y :'l (u,y) - F(u,y) E (C(l1))N+l; donde: 

F'(u,y) (G(x, u, ... ), H 1 (x, u, ... ) .... , H;(x, u, ... )) 

Supongam.os que u 0 (x) es solución de F(x, y) = O. En ese caso, la linearización de 
F alrededor de u= u 0 se calcula tomando F(u 0 +rv, y), v E C 2 (fi), y linea.rizando 
com.o función de r, alrededor de r = O: 

F(u0 + rv,y) -~ + 
=º 

-1,¡G(:c, u 0 , Du0 , ••• , Dm.u0 , y)v + • · · + ~G(x, u 0 , Duo, .. · ,Drnuo, y)Drriv l 
.. ~~~:~: ':.º.'.~.~~ .. -....... r:.'~.º.'.~)-~ ~ .... .-.:. ~~~~ ~~~:~: ~º.'.~.~~"" · ..... r:.'~)-~'.~ .. 

tu.HN(x, Uo,Duo, .. . , D 1uo,y)v + ... + aD~uoHN(X,Uo,DUo, ... ,D1u)D1v 

DF(u0 , y) se llallla la derivada de Gateaux de F en u 0 • 

En concreto, supongam.os que se quiere resolver el problema.: 

6u+ Au 2 O 
&u 

(u+Au&n)lan O 

donde u E C 2 (fi) , n = D1 (el disco unitario en R 2 ), A E [O, 1]. En tal caso, el 
=apeo F está dado por: 
F'(u, y) = (6u + Au2 , (u+ Au~;:) lan) E (C(!1))2 • La linearización viene entonces 
dada por: 

F(u,A) F(u,A) + .____. 
=0 

15 

Una vez definida la derivada de Fréchet de F (también conocida como primera variación 
de F), el teorema de la función implkita para este caso más general es: 
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Teorema: (Teorema de la función implícita) 
Sea F un rnapeo definido en una vecindad del origen en X x Y, con derivada de Fréchet 
en x en el punto (O, O). Supóngase que F se puede escribir como: F(x, y)= Ax+ R(x, y), 
donde: 

(i) 
(ii) 

(iii) 

R es continua en x y en y. 
1 R(x,,y) - R(x2,y) I= o(é:) 1 X1 - X2 1para1Xi1, 1 X2 ¡, I y I< é:. 
A tiene un inverso acotado A-1 definido para toda Z. 

Entonces, para y pequeña, F(x, y) =o tiene una única solución, X= x(y) cerca del origen. 
La demostración se hace siguiendo los mismos pasos que se usaron para demostrar el 
teorema en su forma más simple (por iteraciones de Xn+t = -A-1R(xn,y), y~ O fija). 

Prueba (ver [Nirl]). 

Una generalización del teorema anterior la. constituye el siguiente 

Teorema: (L.H. Graves. 1950) 
Sea. G un ma.peo que zna.nda. una vecindad del origen del espacio X en el espacio Z, 
tal que G(O) = O. Supóngase que G tiene una derivada de Fréchet, A, en el origen 
y que está a.cotada. Supóngase a.deIDá..s que para. cada. e > O existe una. ó(e) tal que 
1 G(x1) - G(x2) - A(x1 - x2) 1:5 e 1 x1 - x2 1para1 x1 1, 1x21:5 6(e). Entonces; 

(i) Si Ax = y, existe una. solución para y - G(x) = O para y pequeño 
(pero no necesaria.mente es única). 

(ii) Si además A es uno a uno, entonces la solución es única cerca. del origen. 

Por lo tanto, bajo las condiciones del teorema de la función implícita, se acaba de ver 
que, dado el punto (O, O) , solución de F(x, y)= O ; es posible encontrar otras soluciones 
cercanas a este, de la forma (x(y), y) , (y - O, x(y) ~O, x(O) =O). A esta solución se le 
conoce como solución trivial del problema. El punto de partida del análisis del problema 
anterior, consiste en encontrar dicha solución trivial. 

Hay varias formas de abordar la búsqueda de soluciones al problema F(x,y) =O y que 
el lector encontrará en cualquier libro sobre análisis no lineal bajo el título de Teoría de 
bifurcación; a continuación sólo se mencionarán algunas, poniendo especial atención en 
aquella que se usará en el capítulo IV para el problema de este trabajo (la reducción de 
Ljapunov-Schmidt). 
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1.1.1 Método de continuidad 

Considérese un mapeo F: D(f) e X x Y::::> (x, y) - z E Z, 
X, :v, Z espacios de Banach. Queremos encontrar las soluciones de F(x,y) =O. 

Supóngase que F es un miembro de la familia de mapeos F, que depende continuamente 
del parámetro t E [O, l] (o incluso diferenciable), tal que F 1 = F. Sea T el conjunto de 
valores de t para los cuales el problema F,(x, y) = O tiene solución. 

El método de continuidad consiste en encontrar la familia de mapeos F,, tal que 
t = O E T y probar que: 

i T es abierto. 
ii T es cerrado. 

Se sigue entonces que T es todo el intervalo (cierto, supongamos que T E [O, l] es 
abierto y cerrado. Como O E T y T es cerrado, se tiene que [O, a] C T , O < °' < l. Pero 
como Tes abierto, entonces [O,a +e:) C T; a<°'+ e:< 1 (e: independiente de a). Otra 
vez, como Tes ce=ado, [O,°'+ é] C T, y así se sigue hasta llenar todo el intervalo [O, l]). 
Una demostración del empleo de este método puede verse en [Nirl] (sec. 7.5); donde se 
prueba la existencia de soluciones periódicas para la ecuación ü = ua(t, u, ú) + fJ(t, u, ú), 
donde °' y fJ dependen continuamente de sus argumentos y son periódicas de periodo 1; 
(además de ciertas hipótesis razonables sobre su crecimiento). 

1.1.2 Primer método: reducción. sobre 2\T(A) 

Supongamos que se tiene el problema escrito en la forma dada por el teorema de la función 
implícita (F(x,y) =O-$? Ax+ R(x,y) =O), con la diferencia de que ahora A no tiene 
un inverso acotado, razón por la cual, la unicidad de la solución no está garantizada; 
incluso ni siquiera la existencia. Supongamos además que A es un operador acotado con 
rango R(A) cerrado, tal que junto con su núcleo N(A) admiten proyecciones Q y P, 
respectivamente. De manera que si x E X, se puede escribir x = ~ + ~, y si z E Z, 

EN(A) ex, 
z = ~ + ~; es decir, se tiene que N(A) n X2 = {O} , N(A) U X2 = X , lo cual se 

eR(A) ez, 
escribe X = N(A) ffi X 2 , de igual forma Z = R(A) ffi Z2. Bajo estas hipótesis, A tiene 
un pseudo-inverso I< sobre R(A) (ver [Nirl] lema 4.4); de manera que se puede escoger 
P = Id - I< A (Id la identidad en X). Si se define al operador K' = I<Q, este resulta 
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ser una extensión de I< sobre Z (I<' : Z _,. X). Entonces, si x es una solución de 
Ax+ R(x, y)= O, se tiene que x 0 = x + K' R(x, y) pertenece a N(A). 

En esencia, de lo que se trata en el método presente y los dos que le siguen, es de 
implementar unas nuevas variables que se denotarán por x 0 , y encontrar una ecuac1on 
adicional, llamada la ecuación de bifurcación, que deben satisfacer dichas variables para 
que el problema F(x, y) = O tenga solución. 

Tomemos entonces un elemento x 0 en N(A), y consideremos el problema auxiliar de 
encontrar x solución a la ecuación: 

x+I<'R(x,y) X 0 

y dado. Para 1 Xo 1 y 1 y 1 suficientemente pequeñas, el teorema de la función implícita 
(tomando F = x + K' R(x, y) - x 0 , A = Id , Z = Y x N(A)) permite resolver de manera 
única para x en términos de y y x 0 : x = X(x 0 , y). Esta resultará también solución de la 
ecuación original Ax+ R(x,y) =O, siempre y cuando: AI<'R(x,y) = R(x,y) es decir: 

(Id-AK')R(x,y) O 

.A .. esta ecuación se le conoce como la ecuación de bifurcación del problema; la cual es una 
relación que deben satisfacer y y x 0 • Ciertamente resolver la ecuación de bifurcación, otra 
vez vía el teorema. de la función implícita, también constituye un problema no lineal; la 
ventaja en este caso radica en una reducción del número de ecuaciones; es decir, se trata 
de un problema que en la práctica resulta ser de dimensión finita (dimR(Id-AK') < oo). 
También a menudo sucede que la ecuación de bifurcación no puede resolverse completa
mente para x 0 en términos de y, sino para algunas de sus componentes en términos de las 
restantes y de y. 

1.1.3 Segundo método: sistema aumentado 

Considérese el sistema aumentado: 

Ax+ R(x, y)+ z O 
Px X 0 

donde, al igual que antes, y E Y, x 0 E N(A). Se buscará resolver para x y z E (Id-Q)Z. 
Ahora, la linearización del sistema anterior es: 

Ax+z fEZ 

Px x 0 E N(A) 
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y tiene una única solución continua X = :i:(f, Xo) , z = z(f, Xo)· Entonces, por el teorema 
de la función implícita es posible resolver para x y zen términos de y y x 0 : x = X(x 0 , y) , 
z = Z(x 0 , y). La solución X será también solución al problema original, siempre y cuando 
z(x 0 , y) = O; la cual es la ecuación de bifurcación para el problema. No es difícil probar 
que los dos métodos antes citados son equivalentes: 

1=>2 : Supongamos que x es la solución del primer método; es decir: 
x + K'R(x,y) = x 0 (E N(A)); entonces, aplicando A de ambos lados: 
Ax+AI<'R(x,y) =O, como se definió al operador K' corno I<' = I<Q, la igualdad 
anterior resulta ser: Ax+ QR(x, y)= O. Definiendo entonces a z como 
z = (Q - Id)R(x,y) y substituyendo en el lado derecho de la primera de las ecua
ciones al principio de esta sección, es inmediato que (x, z) satisfacen la igualdad. 
Por otra parte, dado que se tomó P = (Id - I-. A) , se tiene que: 
Px =(Id- I<A)x = x - I<Ax; pero x = x 0 - K'R(x,y), entonces 
Px = x 0 - I<'R(x,y) + I<AI<'R(x,y) = x 0 ; y por lo tanto se satisface la segunda 
ecuación al principio de esta sección. 

1<=2 : Corno z E (Id - Q)Z, se tiene que 
Q(Ax + R(x,y) + z) =Ax+ QR(x,y) = (Q - Id)R(x, y) - z; lo cual no es posible, 

eR(A)=QY E(Id-Q)l' 

a menos que ambos lados sean cero. Por lo tanto: I< Ax+ I<QR(x,y) =O, o bien, 
de la definición de P, (Id- P)x + I<QR(x,y) =O; usando entonces que Px = x 0 y 
KQ = K', se tiene la ecuación del primer método. -CI 

1.1.4 Tercer método: (P. Ungar) 

Este método se aplica en el caso dimN(A) =dirn(Id - Q)X =codimR(A) = n. Sea B un 
mapeo lineal de JV(A) sobre (Id - Q)Z y sea W = BP. T = (A+ l-V)-1 es el inverso 
(por la derecha) de A, continuo y definido sobre todo Z. Se plantea entonces el problema 
auxiliar: 

x+TR(x,y) x 0 

x 0 E N(A), cuya solución x = :i:(x0 ,y) asumimos, existe. Entonces, reescribiendo la 
ecuación Ax+ R(x, y)= O como (A+ l-V)x + R(x, y) = Wx, es decir: 

x + TR(x,y) TWx 

se tiene que :i:(xo,Y) resuelve Ax+ R(x,y) =O, siempre y cuando TW:i: = x 0 , es decir 
W:i: =(A+ W)x 0 = Wx 0 ; es decir, si W(:i:(x 0 ,y)-x0 ) =O (ecuación de bifurcación para 
este caso). 
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1.1.5 Reducción de Ljapunov-Schmidt 

Este es el método que se utilizará para tratar el problema en el capítulo IV. Para es
tandarizar la notación, de ahora en adelante llamaremos a .A E i\ el conjunto de parámetros 
de la ecuación. 

Supongamos que podemos escribir el mapeo F de nuestro problema como: 

F(x, .A) Ax - T(.A)x - g(x, .A) 

donde F : E x A --+ E; A es un operador de Fredbolm; es decir, A es continuo, 
dimlV(A) = d < oo, codimR(A) = el" < oo. Además supondremos que T(.A) es con
tinuo con T(O) = O, JIT(.A) JI ~ O y que g(x, .A) = o(lixJI); uniforme en .A. 

Sea P la proyección de B sobre N(A) y Q la proyección de E sobre R(A), entonces se 
tiene la descomposición ortogonal: 

E 
E 

B 2 un subespacio cerrado de E y dim{E2 ) el". De manera que x E B tiene una 

N(A) R(A) 

D E 

Figura 1.1: Descomposición de los espacios B y E . 

descomposición única de la forma x = ...::.;.... + ~· Siendo A continuo y uno a uno 
=PxEN(.A) EB2 
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de B2 sobre R(A), tiene un pseudo-inverso IC continuo, de R(A) sobre B 2 • Entonces 
podemos hacer la siguiente descomposición sobre F (ver [Izel]): 

F(x, >.) Q(A(x1 + x2) - T(J.)(x1 + x2) - g(x, >.)) EB 
(IdE - Q)(A(x1 + x2) - T(>.)(x, + x2) - g(x, >.)) 

.Az,~(.A) Q(Ax2 - T(A)(x1 + x.) - g(x, J.)) 9 (ldE - Q)(T(>.)(x1 + x2) + g(x, J.)) 

(Ax2 - QT(J.)(x1 + x.) - Qg(x, J.)) 9 (IdE - Q)(T(>.)(x1 + x2) + g(x, >.)) 

(A(Ids - JCQT(>.))x2 - QT(>.)x1 - Qg(x, >.)) e 
(IdE - Q)(T(J.)x, + T(J.)x2 + g(x, J.)) 

A(Ids - JCQT(>.))(x2 - (Ids - JCQT(>.))-1JCQ(T(>.)x1 + g(x,J.))) e 
aH(:1,z2,.>.) 

(IdE - Q)(T(>.)(x2 - (Ids - JCQTp))-1JCQ(T(>.)x1 + g(x, >.)) +x1) 

H(:i.:2,.>.) 
+ g(x, >.) + T(>.)(IdsJCQT(>.))-1JCQ(T(>.)x1 + g(x, >.))) 

A(Ids - ICQT(>.))H(x¡, x,, >.)e ((IdE - Q)T(>.)(H(xi. x,, >.) + X1) 
+ (IdE - Q)(g(x, >.) + T(>.)(Ids - JCQTp))-1 JCQ(T(>.)x1 + g(x, >.)))) 

A(Ids - JCQT(>.))H(xi. x,, >.)e ((IdE - Q)T(A)H(xi. x,, >.) + 
(IdE - Q)T(A) (JCQ(Id8 - T(>.)JCQ)-'T(>.) + Id8 ) x 1 + 

=(Ids-ICQT("))-• 

(IdE - Q) (IdE + T(J.)(Ids - ICQT(J.))-1/CQ)g(x, >.) 

=(IdE-T(")ICQ)-> 

A(Ids - JCQT(>.))H(xi. x., >.) 61 (-(IdE - Q)T(>.)H(xi. x 2, >.) 
-(IdE - Q)T(J.)(Ids - JCQT(>.))-1 P X1 

=BC"l 
-(I dE - Q)(I dE - T(A)JCQ)-1g(x, >.) 

=GC"·"l 
(A - QT(X))H(xi, x,, >.) 61 B(>.)x1 + G(x, J.) - (IdE - Q)T(>.)H(xi. x., >.) 

Ahora, el problema F(x, >.) =O tiene solución, siempre y cuando cada uno de los factores 
en la suma del último renglón sean cero. Si g(x,>.) es C' y llT(J.)11 ::; Gii.Xii; para 
A y ::e pequeños, se puede demostrar que H(x1,x2,.A) = O , tiene una única solución 
x2 = x2(xi, >.),con !lx2!1 :5 C!lx1ll(ll>-ll + O(llx1!1)); vía un argumento de contracción (ver 
siguiente acotación). 
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Teorema: (de contracción de Banach) 
Sea.n E y E espacios de Banach. 
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(1) Sea F : E - E una contracción, esto es, llF(X) - F(X')ll $ kllX - X'll ; 
O < k < 1 . Si llXll, llX'll $ R ; es decir, están en la bola de radio R con 
centro en el origen (y por lo tanto llF(X)ll $ R), entonces F tiene un único 
punto fijo X = F(X) en la bola. 

(2) Sea F : Ex E - E continua, tal que llF(X, Y) - F(X', Y)ll $ kllX - X'll 
O < k < 1 . Si 11-J(ll, 11-Y'll $ R, eleznentos de la bola de radio R con centro 
en el origen (y por lo tanto llF(X, Y)ll $ R) , entonces existe una única. 
X(Y) = F(X(Y), Y) en la bola, continua en Y. Si adeznás Fes Lipschitz en 
Y, entonces X(Y) es Lipscbitz continua. 

Prueba: (Igual que pa.ra el teorema. de la función im.plícita; ejercicio). 

Entonces, substituyendo la expresión anterior para x 2 en el resto de los factores del lado 
derecho de la descomposición para F (es decir en B(.X)x1 +G(x, >.)-(I dE-Q)T(.X)H(xi, x 2 , .X)), 
se tiene que los ceros de F coinciden con los ceros de 

B(.X)x1 + G(x1 + x2(x1, .X), .X) = O 
Ecuación de bifurcación . 

A partir de la definición de B(>.) resulta claro que B(O) = O; además, como x 1 E N(A) 
cuya dimensión es finita (d) y el lado derecho de Fes un elemento sobre E 2 el cual también 
es de dimensión finita (el*), es obvio que B(.X) es una matriz rectangular de d x d*; además 
G(x1 + x2(x,,>.),.X) = o(ilx1ll). 

Nota : (propiedades espectrales de A - T(.X)) 

Tomando g = O : 

Se tiene que G = O, entonces de la definición de H se tiene que 
H(xi,x2, .X)= O#- x 2 = (Ids - >.:::QT(.X))-1>.::QT(.X)xi. por lo tanto ya no es nece
sario usar ningún argumento de contracción para demostrar que se puede tener una 
expresión para x 2 en términos de x1 y A. Luego, 
F(x, .X) = Ax - T(.X)x = O #- B(.X)x1 = O; por lo tanto, 
x E N(A(.>.)) #- x 1 E N(B(.X)); es decir, si x1, ... , xk, (xi ..:i, +~son lineal-

eN(.A) eB2 

mente independientes en N(A-T(>.)); entonces x~, ... , x~ también son linealmente 
independientes en N(B(.X)), y lo mismo se tiene procediendo al revés, tomando un 
conjunto linealmente independiente en N(B(.X)): x~, ... , x~ y completando cada uno 
de sus miembros con x~ = (Ids - >.:::QT(.X))-1>.::QT(.X)x{ (obviamente el conjunto 
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1.2 

formado por los x~ también es un conjunto linealmente independiente). Por lo tanto, 
dim.N(A - T(.X)) = dimN(B(.X)). 

Tomando g E R(A- T(.X)): 

A - T(.X)x = g(x, .>.) 
(x #O,.>.# O) { 

x2 = (I dB - KQT(.>.))- 1 (KQT(.X)x 1 + g) 
B(.X)x 1 = -G(.-r, .>.) 

Entonces, g E R(A- T(.X)) <=?GE R(B(.X)) de aquí que si g¡, ... , gk son elementos 
en el complemento de R(A - T(.X)) y son linealmente independientes, entonces 
G¡, ... Gk son elementos en el complemento de B(.X) y son también linealmente 
independientes. 
Por lo tanto codimR(A- T(.X)) = codimR(B(.X)) ::5 el". 
Demostremos ahora que R(A - T(.X)) es cerrado: 
Sea {gn} una sucesión en R(A-T(.X)); supongamos que esta sucesión es convergente 
y denotemos a su límite por g ( gn ~ g; p.d. g E R(A - T(.X)) ). Por lo visto 
arriba, esto es equivalente a tener una sucesión {Gn} en R(B(.X)) , la cual, puesto 
que R(B(.X)) es de dimensión finita y por lo tanto cerrado, es convergente 
(digamos a G) en B(.X) ( Gn ~GE B(.X) ) . Pero entonces, por la misma equi
valencia mencionada anteriormente, g E R(A - T(.>.)) , es decir, R(A - T(.X)) es 
cerrado. -D 
En conclusión: A - T(.X) es un operador de Fredholm del mismo índice constante 
que E(.>.)= d - d~. 

Definición del grado topológico en Rn: 
grado de Brouw-er 

Las referencias para esta parte son los excelentes textos de [Smo] (cap. 12) y [Nir2] (caps. 
1 y 11). En esta parte nos limitaremos solamente al caso que será requerido en los capítulos 
11 y IV: para mapeos de Rn a Rn. A grosso modo, el grado de un mapeo f 
(f al menos continua) f : U C ~ - Rn es un entero determinado solamente por los 
valores de f sobre 8U; el cual, siempre que sea distinto de cero, indica que f tiene un 
cero en U. 

Sean un subconjunto abierto y acotado de Rn, y sea f un mapeo de n en Rn. Tómese 
el caso en el que se desea encontrar los puntos x en n tales que satisfacen la ecuación 
f(x) = y 0 (aquí f = (Ji. ... , fn)' , x = (x,, ... ,xn)'). Básicamente el grado de Brouwer 
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es un número que dependerá del valor de f sobre an y que indica cuándo lo anterior es 
posible. 

Supongamos por el momento que f E (C1 (f"I.))". 

Definición: 

(i) x 0 E n es un punto regular de f, si ~(x0) (el jacobiano de f) 2 es invertible; en caso 
contrario, x 0 se llama un punto crítico de f. 

(ii) Yo E Rn se es un valor regular de f, si su conjunto preimagen f- 1 (y 0 ) existe y no 
contiene puntos críticos de f; en caso contrario, y 0 se llama un valor crítico de f. 

En el caso más general, si f : Rn -- R= (n > m) y fes además (cn-=+1 (!?))= 
, x 0 se dice un punto regular de f si M tiene rango m.á.x.imo; es decir, el tn.ínim.o 
entre n y rn; y las demás definiciones se siguen de manera análoga. 

El primer resultado importante sobre la materia es el siguiente 

Teorema: (A. Sard) 
Si J es un mapeo con las propiedades mencionadas, el conjunto de sus valores críticos 
tiene medida cero, (y por lo tanto son puntos de acumulación de valores regulares). 

Prueba: (ver referencias). 

Supongamos entonces que Rn :=> Yo "' {f(x) : x E 8f"I.}. Si Yo es un valor regular de f, 
entonces el teorema de la función implícita dice que el conjunto: 

{x E ñ: f(x) =Yo} 

es finito, (por lo tanto discreto y sin puntos de acumulación -por el teorema de Bolzano
Weierstrass). Se tiene entonces la siguiente 

Definición: (grado de f en Yo) 
Si Yo es un valor regular de f, se de[ ine el grado de J en Yo de la siguiente forma: 

2 Para este caso, U= ((gradzf1) 1 ••• (grad:r-fn)] (desarrollado por columnas). 
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(CT( ) = signo( ) , J ( ) J= det( )). De manera que el grado (de f en el punto y 0) está 
definido como un número entero, que puede ser positivo, negativo o incluso cero. 

Para completar la definición anterior, es necesario extenderla para funciones f E 
(G'(!l))n tales que MCYo) no sea invertible (i.e. y 0 valor crítico); o bien, simplemente 
para 
f E (C(!l))n (funciones continuas sobre n). Para ello habría que seguir el siguiente 
esquema: 

(a) En el primer caso (f E (C'(!l))n, y 0 valor crítico), se intenta aproximando y 0 por 
una sucesión de valores regulres Yk y definir d(y0 ) corno el límite: 

d(f, Yo; !l) - Iírnk-ood(f, Yk; !l) 

(b) En el segundo caso (f E (G(n)r, y 0 valor regular), se busca aproximar f por una 
sucesión de funciones Ík(C'(fi)r y definir d(y0 ) también como un límite: 

d(f,yo; n) 

Para ambos casos habría que demostrar que los límites existen, son finitos e independientes 
de la sucesión empleada en la aproximación. 

En lugar de enfocarnos con esta manera de definir el grado de una función en un punto, 
se verá otra forma. de hacerlo a través de formas diferenciales, y que se conoce como la 
forma de Heinz-Lax (ver [Ize2] sec. III-3 para complementar referencias). 

Sea entonces como antes, f E (C'(n)r, n un subconjunto abierto y acotado de Rn 
(ñ compacto), Yo E Rn\f(éJ!l). 

Definición: Sea µ = </>(y) dy una n-forma diferencial, C 00 (dy = dy1 /\ ••• /\ dyn) en 
Rn y de soporte compacto K C Rn\f(o!l) , tal que y 0 E I< y fRn µ = l. Se define el 
grado de f en el punto Yo como: 

deg(f, Yo: !l) 

Las formas diferenciales µ que satisfacen las hipótesis arriba mencionadas se denominan 
admisibles para Yo y para f. 

Se puede demostrar que el grado en su forma de Heinz-Lax está bien definido, esto es, 
no depende de la forma diferencialµ empleada (ver lemma 12.4 en [Smo], o bien lernma 
1.3.3 en [Nir2]). 

A continuación solamente se mencionan las propiedades que tiene el grado, definido 
corno arriba, haciendo hincapié únicamente en aquellas que serán de utiliad más adelante. 
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1.2.1 Propiedades del grado 

1. Si Y1 ~Yo, entonces deg(f, Yo; fl) = deg(f, y,, O) 
Cierto, ya que si Y1 es suficientemente cercana a Yo, cualquier µ admisible para 
y 0 lo será también para Y1. Como consecuencia se tiene entonces que el grado de 
un mapeo es constante sobre cada componente conexa C de R"\f(ofl), lo cual se 
considera al escribir deg(f, e, !1). 

2. Si Yo es un valor regular de f, entonces: 

deg(f, Yo; fl) 

3. Propiedad de homotopía. 
Sea {f,(·)} una familia de mapeos de ñ x [O, l] --+ R" con un solo parámetro, tal 
que f, E (C1 (fl))" Vt E [O, l]. Supongamos que Yo 1= j,(/Jfl) O ::5 t ::5 l. Entonces 
deg(f,, Yo; !1) es independiente de t. 
(No es difícil convencerse de esta propiedad, escribiendo: deg(f,, Yo; n) = fn µo f, 
la cual es una función continua en t; pero por otro lado sabernos que el grado es un 
número entero, entonces debe ser constante para toda t). 

4. (Dependencia sólo de los valores en la frontera) 
Si flan= g lan, y Yo 1= f(lJU) = g(lJU), entonces deg(f,yo,fl) = deg(g,y0 ,n) 
(Aplíquese la propiedad anterior a la familia tf + (1 - t)g, O ::5 t ::5 1, dado que f 
y g coinciden en an, las hipótesis de la condición anterior se satisfacen). 

5. Sean, una familia numerable de conjuntos abiertos disjuntos, contenidos en n y supon
gamos que y 0 </; f(ñ\ U fl;) . Entonces, deg(f, Yo; !1;) es cero excepto sobre un 
conjunto finito de i's; además: 

deg(f, Yo; fl) E;deg(f, Yo; !1;) 

6. Propiedad de excisión. 
Sea W un subconjunto cerrado en ñ y supóngase que Yo </; f(w), entonces: 

deg(f, Yo; fl) deg(f, Yo; fl\ '11) 

(Aplicar la propiedad anterior para fl 1 = !1\ W). 

7. Producto. 
Sean !11 y !12 subconjuntos abiertos y acotados en R" y R"', respectivamente, y sean 
f E (C1(ñ1))" , g E (C1(ñ2))=. Entonces, si y, E R"\f(ofl1) y Y2 E R=\g(/J!12), 
se tiene que: 

deg(f X g, (Y1, Y2); (!11 X !12)) deg(f, y,; !1,) deg(g, y2; !12) 
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8. Composición: teorema del producto de Leray. 
Sea f E (C(n1))n f: n, --+ n2 y sea g E (C(n2)r ; donde n, y n 2 son subcon
juntos abiertos de Rn; y sean { '1i;} subconjuntos abiertos y conexos de n 2 \J ( an1 ) 

cuyas cerraduras son subconjuntos compactos contenidos en f2 2 . Entonces, 
si z 0 E Rn\(g o f)(8n 1 ) , se tiene que: 

deg(g o f, Zo; n,) 
y la suma de la derecha es finita, (por la propiedad 1., deg(f,.,P; n,) es constante 
sobre todas las ,PE W;, entonces deg(f, W;; n,) se define como deg(f,,P; n,) , 
.,¡,E W;). 

A veces considerado como parte de las propiedades del grado, se tiene el siguiente 

Lema: Si los vectores f(x) y g(x) no apuntan en direcciones opuestas sobre an 
(i.e. f(x) + .>.g(x) # 0 , x E 8n), entonces deg(f, O; n) = deg(g, O; n), siempre y cuando 
O <;. g(8!"2). En particular, sin es una bola en Rn con centro en el origen y g(x) = x, la 
ecuación J(x) =o tiene una solución dentro den. 

Prueba: Es directo a partir de la propiedad de homotopía, definiendo la familia de 
mapeos t[f(x)] + (1 - t)[g(x)]. -D 

El grado definido de la forma anterior, puede extenderse para funciones continuas 
solamente: Sea f E (C(n))n, y sea {fn} una sucesión de funciones continuamente dife
renciables en n, tal que fn converge uniformemente a J en fi. Si Yo <;. fn(8!"2) , tal que 
deg(fn, y 0 ; n) está bien definido. Entonces se conviene en establecer: 

deg(f, y 0 : f?) 

El lector puede consultar las referencias principales para ver la demostración de que el 
límite anterior está bien definido; es decir't existe y es independiente de la sucesión {fn}; 
así que el grado es una cantidad que tiene que ver solamente con la topología del espacio 
en cuestión. Además, todas las propiedades antes mencionadas siguen siendo válidas para 
est~ caso. Dos de los resultados más importantes que se tienen una vez que se ha extendido 
el grado a funciones continuas, son: 1) sea</> un mapeo continuo, </> : an __,. Rn\ {y0 }. Sea 
f cualquier extensión continua de</> a n; de manera tal que deg(f, Yo; n) está bien definido; 
entonces, tal grado es independiente de la extensión escogida. 2) Si </> E (C(8f2))n, y 
Yo~ o;í>(8n); entonces deg(</>, y 0 ; n) depende solamente de la clase de homotopía de </>. 

Una. de las aplicaciones más notables del grado en dimensión finita, dentro del 
estudio de las ecuaciones no lineal.es,. es el siguiente 
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Teorema: (Punto fijo de Brouwer) 
Sea B la bola. unitaria. cerrada en Rn y sea. f: B - Rn, continua en B, tal que 
f(&B) C B. Entonces f tiene un punto fijo. 

Prueba: (ver referencias). 

En su forl'.Ila más general, el teorem.a. del punto de fijo de Brouwer dice: sea. n un 
conjunto cerrado, acota.do y conexo en R", y sea. (C(fl))" 3 f: n -- n. Entonces 
f tiene un punto fijo. 

1.3 Definición del grado topológico en dimensión 
infinita: grado de Leray-Schauder 

Solamente para completar esta introducción, se mencionará la manera de definir el grado 
topológico en dimensión infinita, junto con los cambios más importantes en relación con 
el caso anterior. 

El primer hecho que uno debe tener en cuenta al tratar de extender la definición 
del grado topológico a espacios de Banach de dimensión infinita es que la hipótesis de 
continuidad con la que se empezó el caso anterior, ya no es suficiente para este caso. 
En particular, el teorema del punto fijo de Brouwer no es aplicable. Un contraejemplo 
sencillo consiste en tratar de aplicar dicho teorema al mapeo Ax = ( J1 - 11x11 2 , x 1 , x 2 , ••• ) 

de la bola unitaria en sí misma, sobre el espacio de sucesiones de cuadrado suma.ble (12 ); 

suponer que tiene un punto fijo y llegar a una contradicción. 

La idea para superar esta deficiencia consiste en restringirse al caso de mapeos compactos. 

Definición: Sea X un espacio de Banach y f: B -->B. Se dice que fes compacto 
si para cada subconjunto n cerrado y acotado, f(f!) es compacto, (i.e., toda. cubierta de 
f(f!) admite una subcubierta finita). 

El primer paso para la construcción de una definición adecuada para el grado, consiste 
en el siguiente 

Teorema: Sea f! un subconjunto cerrado y acotado de X. Entonces, J : n --+ X es 
compacto, si y solo si f es el límite uniforme de mapeos de dimensión finita. J, 
(i.e. mapeos cuyos rangos caen dentro de un subespacio de dimensión finita). 

Prueba: (ver referencias). 
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A los mapeos f, también se les conoce como e-aproximaciones de f. Bajo el teorema 
anterior, el análogo del teorema del punto fijo de Brouwer se conoce como 

Teorema: (Punto fijo de Schauder) 
Sea !1 un subconjunto cerrado, acotado y conexo de X, espacio de Banacb, y f: !1 - !1 
un mapeo compacto. Entonces, f tiene un punto fijo. 

Prueba: (Aproximando f por mapeos de dimensión finita y aplicando después el teo
rema del punto fijo de Brouwer junto con la compacidad de f: ver referencias). 

Ahora se define el grado para mapeos de la forma f = Id - I<, donde I< es un operador 
compacto, f : fi -+ X , !1 un subconjunto abierto y acotado de X un espacio de Banach. 

Para esto se tienen que seguir varios pasos. Primero, mostrar que f(8!1) es un conjunto 
cerrado. Esto es una consecuencia del hecho que, si S es un conjunto cerrado y acotado, 
entonces f(S) es cerrado en X (la demostración no es complicada, usando sucesiones y la 
compacidad de I<). Ahora, si f(Q) es cerrado y se tiene que y 0 ~ f(8!1), entonces entre 
y 0 y 8!1 hay una distancia 6 > O. Segundo, se toma una e-aproximación de K, I<., donde 
e< ~; tal que el rango de I<c sea un espacio de dimensión finita Ne, que contenga a Yo· 
Entonces, definiendo f,(x) =X - K,(x) =¡6. Yo, sobre an, se considera: 

N.nn - N. 

entonces deg(f., Yo; N, n !1) está bien definido. Finalmente, se hace la siguiente 

Definición: (grado de Leray-Schauder) 

deg(f, Yo; !1) deg(f., Yo; N, n !1) 

Se puede demostrar que esta extensión de la definición del grado para el caso de 
dimensión infinita esta bien establecida; esto es, no depende de Ke. Además, casi todo lo 
hecho para el caso de dimensión finita sigue siendo válido, por ejemplo, las propiedades 
1. , 3. , 5. , 6. y 8. Además, el rnapeo f sólo necesita estar definido sobre 8!1, 
f: 8!1---> X\{y0 }, y la propiedad de hornotopía sigue siendo cierta. 
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1.4 Resultados importantes de la 
teoría de bifurcación 

La. teoría de bifurcación es un tema muy extenso, el lector interesado puede encontrar 
una detallada introducción junto con los resultados que se tenían hace poco más de 20 
años en [Ber]. Para propósitos del problema del capítulo 4, solamente enunciaremos 
aquellos resultados que conciernen a la existencia de soluciones que bifurquen a partir 
de soluciones conocidas, llamadas triviales, y que se encuentran dentro del área de los 
resultados topológicos. La referencia principal para esta parte es [Izel]. 

Retomando la idea de la primera sección de este capítulo, supóngase que se quiere 
encontrar el conjunto de soluciones al problema: 

F(x,.>..) O 

donde F : B x A ---+ Z , B, A, Z son espacios de Banach. Anteriormente se sugirió que 
una manera de abordar dicha tarea era la de copiar el resultado simple con funciones 
de una variable, y usar el análogo del teorema de la función implícita. Es decir, se 
propuso linearizar la ecuación anterior, alrededor de una solución conocida de antemano 
(por ejemplo, supongamos que tal solución es de la forma x(.>..) := O , ).. E A) , y que se 
denominó solución trivial. Supongamos ade1nás, que (O, O) es un punto que pertenece a 
la solución trivial y que deseamos saber si existen soluciones distintas de aquella, cerca 
de tal punto. Para esto reescribiremos el mapeo F en la forma siguiente: 

F(x,.>..) Ax - T(.A)x - g(x, .A) 

Si A y T(.A) son operadores linales de B en E , T(O) = O, g(x, .>..) = o(l\x\\) y además A 
es invertible; entonces, la ecuación F(x, .A) =O se escribe ahora como: 

la cual, para (x, .>..) ~ (O, O), no tiene otra solución que x = O. Es decir que en ese caso no 
hay soluciones distintas de la trivial, cercanas al punto (O, O). Por lo tanto, una condición 
necesaria para la existencia de soluciones no triviales (cerca de (0,0)) es la de pedir que 
el operador A sea singular en dicho punto. 

De aquí se desprende la siguiente 

Definición: Sea (x(.>..), .>..) una solución conocida (trivial) del problema F(x, .A)= O. Se 
dice que el punto (x 0 , .>.. 0 ) es un punto de bifurcación, si cualquier vecindad de este punto 
contiene soluciones no triviales. 
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La manera de proceder con el problema en términos de los operadores A y T(A) será 
la discutida en la segunda sección y que se denominó "reducción de Ljapunov-Schmidt". 
Así que las hipótesis que se usarán serán las mismas que se emplearon entonces: A es 
un operador de Fredholm (donde dimR(A) = d < oo , codimR(A) = d* < oo) , T(A) es 
continuo, T(O) =O, IJT(>.)/J ~O y g(x,A) = o(JlxlJ). 

Este método permite reducir la ecuación anterior a otra de dimension finita: 

B(A)x1 + G(x1 + x2(xi.A)) 

(donde B = N(A)EBB2 y x1 E N(A) y x2 E B,) y que se llamó "la ecuación de bifurcación 
del problema". Aquí B(A) es una matriz rectangular de d x d*. 

La solución a la ecuación de bifurcación, garantiza entonces la existencia de soluciones 
no triviales, en una vecindad de un punto perteneciente a la solución trivial (y que por 
consiguiente es un punto de bifurcación); es decir, constituye la parte de bifurcación 
local. En este sentido se tienen lo siguientes resultados, cuyas demostraciones el lector 
encontrará en la referencia antes citada: supongamos que A no es invertible en (O, O) ; 
entonces, para A = R: 

Teorema: si J B(A) J cambia de signo en A 
bifurcación. 

Lema: (condición necesaria). 

O, entonces (O, O) es un punto de 

si/ B(A) 1 no cambia de signo, entonces existe una g(x, A) tal que F(x, A) no tiene ceros 
no triviales cerca de (O, O). 

Si el problema en cuestión satisface las hipótesis anteriores, y por lo tanto se tiene la 
parte local resuelta, queda por determinar el comportamiento de tales soluciones (o ramas) 
lejos del punto de bifurcación; es decir, aún queda pendiente la parte global. En relación 
con este punto, el resultado más jmportante que se tenía hace 26 años es el siguiente: 

Teorema: (alternativa de Rabinowitz. 1971) 
Sea F un mapeo, F: B xR-> B. F(x, A)= x-AKx-g(x, A), donde I< es un operador 
compacto y g(x, A) = o(IJxlJ); y sea A 0 un valor característico de K de multiplicidad 
algebraica impar. Entonces, existe un continuo C de ceros no triviales, a partir de (O, A 0 ) 

tales que: 
(1) e es no acotada en B X R, 
6 
(2) C regresa a un punto de bifurcación distinto (O, A1 ). 
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Prueba: (ver referencia para un argumento sencillo). 

El resultado que se utilizará en este trabajo, y cuyo enunciado completo al igual que 
demostración el lector podrá encontrar en la referencia, es el siguiente: 

Teorema: Si deg(F, llxll 2 - e 2 ; B2, X Bp) es no trivial, entonces e es no acotada, o 
bien, regresa a otro punto de bifurcación. En nuestro caso, F(x, >.) = x - g(x, >.), con 
g(O, >.) = O, g(x, >.) es compacto, B2, = {x : llxll < 2e} , BP = {>. : 1 >. 1< p} y se 
supone que el grado está bien definido sobre ese conjunto. Si además F(x, .A) tiene una 
linearización en x =O de Ja forma Ax - T(>.)x, dando una ecuación de bifurcación 
B(..\)x1 + G(x1 + x2(xi, >.)) = O , con 1 E(>.) 1# O para >. # O, entonces ese grado es 
<T(B(O-)) - <T(B(O+)) ; es decir, el salto en el signo del determinante; o equivalentemente, 
el salto en el índice de Ja solución trivial, cuando >. pasa por O. 

Nota: 
Ca.da problema. n.o lineal tiene un forma distinta de ser tratado, de acuerdo a sus 
propiedades. Entre estas, una de la.s más importantes y que será usa.da en el capítulo 
IV es la. llama.da. propiedad de equivarianza.. 

Suponga.z:nos que tenemos el siguiente sistema. de ecuaciones diferenciales: 

x' f(x) 

donde f: R" -- R"' (con las propiedades de diferenciabilida.d que sean necesarias)., 
y sea ¡ una matriz invertible de n x n. Se dice que ¡ es una simetría. del sistema. si 

f(-yx) -Y f(x) 

para toda x E Rn. De manera que si x es una solución del sistema., lo mismo se 
puede decir de ¡x; en particular., si x 0 es una solución estacionaria., también lo será 
-yx0 • Ya sea que ¡x0 '#- x 0 o -yx0 = x 0 en cualquier caso se dice que ¡ es una 
sim.etría. de la solución x 0 • Las soluciones estacionarias ¡x0 no se consideran en 
realidad como nuevos estados., pues basta conocer x 0 para encontrar los demás; así 
que en la. práctica.., se considerarán com.o soluciones estacionarias aquellas que no 
estén relacionadas por simetrías del sistem.a. El lector podrá encontrar ejemplos 
muy ilustrativos de sistemas con simetrías en [GSS] vol 2, chap. XII. 

Supongamos que r representa el conjunto de todas las m.atrices -y que satisfacen la 
propiedad de ser sim.etrías del sistema. Entonces, es sencillo ver que si -y., ó E r se 
tiene que: 

(a) -y-1 E r 
(b) -yó E r . 

Tiene entonces sentido hablar del grupo de simetrías r de f. En particular, el con
junto de simetrías de una solución x 0 tal.que 1x0 = x 0 , resulta ser un subgrupo de 
r llam.a.do el subgrupo de isotropÍa, de Xo, y que se denotará por ~z0 • 
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En nuestro ca.so (bifurcación con un solo parámetro), diremos que F(x, .>.) (.>. E R) 
posee la. propiedad de equivarianza., si siempre que "Y sea. un elemento de un grupo 
de simetrías r (por ejemplo el grupo de simetrías del plano 0(2)), se tenga entonces 
que: 

F(-yx, .>.) -yF(x, .>.) 

Los problemas con sim.etrías tienen una. desventaja. aparente, visible a primera 
vista.: suponga.m.os que el problema. F(x, ..\) tiene una solución trivial estacionaria 
(x 0 (.>..), .>.), tal que -yx 0 = x 0 , y que F posee la propiedad de equivarianza sobre los 
elementos del grupo r; entonces, linea.rizando alrededor de la solución trivial, dicha 
propiedad se lee corno: 

donde D:rF(x 0 ., ..\) representa. la. deriva.da. de Fréchet de F en x 0 • Si ahora se quiere 
pasar el problema a la forma Ax - T(A):z: - g(:z:, .>.) = O, es conveniente escribir: 

F(x, .>.) 

donde (.x 0 (A. 0 ), ..\ 0 ) es un. candidato a ser punto de bifurcación. Entonces, si 
u E N(D,,f(x 0 (.>. 0 ), .>. 0 )) , por ser F equivariante, -yu también es un elemento de 
dicho espacio. Al ser este núcleo de dimensión grande, es un hecho que el m.étodo 
de Lja.punov-Schm.idt se complica., ya. que la ecua.ción de bifurcación, que en principio 
es una. ecuación vectorial, tiene más componentes. 

Ahora bien, decimos que esa. com.plica.ción es "aparente", pues al mismo tiempo, los 
problemas con simetrías ofrecen una posibilida.d pa.ra. descartar elementos en dicho 
núcleo; es decir, reducir su dimensión. Esto se logra busca.ndo desde un principio, 
soluciones que sean invariantes bajo algún otro grupo de simetrías; para. lo cual es 
necesario definir una. proyección adecuada.. Se recomienda al lector la parte de los 
métodos en [GSS] vol 2, cap. XI, pp. 9-17, y cap. XII, pp. 30-33 para la definición 
de la. integral de Ha.ar, a pa.rtir de la cual se construye la proyección. 
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Capítulo 2 

Elementos de la teoría especial de 
Cosserat para barras 

El punto de partida (a la vez que pieza fundamental) de todo estudio en matemáticas 
aplicadas está constituido por una descripción analítica y precisa de un fenómeno físico 
(real o hipotético), en un lenguaje exacto propio de tal disciplina, y que constituye al 
llamado modelo. 

Es por esto que el segundo capítulo de este trabajo está dedicado a la construcción de 
un modelo adecuado que permita la comprensión del objeto de estudio, a saber, las barras 
de Cosserat. Ca.be aquí mencionar que esta segunda parte torna solamente los elementos 
indispensables de la teoría de la deformación de los "cuerpos delgados", impulsada por 
Stuart S. Antman, y la cual él mismo llama "Teoría especial de Cosserat para barras". 
Para una exposición completa de su trabajo en este sentido ver [Ant], caps. IV y VIII. 
El valor de su obra consiste en exponer la teoría de la elasticidad con un enfoque y en 
un lenguaje distintos a los empleados en los trabajos "clásicos" (ver referencias a lo largo 
del capítulo), mucho más accesible para el lector que no se encuentra familiarizado con la 
materia. 

Por último diremos que el objetivo de este capítulo no es el de exponer con todo rigor 
cada uno de los diferentes puntos a tratar, pues nos llevaría a entrar en complicaciones de 
las cuales el problema principal de este trabajo (cap. IV) carece. Con todo esto, algunas 
definiciones sí son detalladas, siempre que tengan que ver con las hipótesis detrás del 
modelo. Todo aquello que pretenda aclarar o completar una idea, se ha escrito en forma 
de acotaciones dentro del texto. Las primeras dos secciones son fundamentales, pues en 
ellas se explica la forma en la que se debe entender una barra, esto es, su estructura 
interna antes y después de ser sometida a fuerzas que pretenden modificar su aspecto. La 
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tercera sección, en donde se obtienen las ecuaciones de movimiento, es clave para todo el 
trabajo posterior; en ella se tiene la oportunidad de entender con más detalle la dinámica 
de la deformación. En la sección 2.5 se establece la forma en la que se podrá determinar 
el aspecto de la barra tras ser deformada (dentro de los límites permitidos por el modelo) 
a través de definir cierto conjunto de variables. La sección 2.6 es básica, pues en ella 
se especifica una hipótesis importante: la llamada constricción de "deformación plana", 
cuya justificación reside en una necesaria simplificación del tratamiento del problema y 
que en cierto sentido ya se percibía de las secciones anteriores. Las secciones 2. 7 y 2.8 
fueron incluidas sólo para apreciar el significado y propiedades del conjunto de variables 
definidas en la sección 2.5. Las secciones 2.9, 2.10 y 2.11 son imprescindibles, pues en 
ellas se encierra el resto del modelo: la respuesta del material a la deformación por medio 
de suponer una forma razonable para las funciones que participan en las ecuaciones de 
movimiento y por último, las propiedades que tienen aquellas así corno sus consecuencias. 

2.1 Estructura interna de una barra en su estado de 
referencia. 

Un cuerpo es un conjunto de puntos llamados puntos materiales, que posee masa, puede 
soportar fuerzas y ocupar regiones en el espacio euclidiano tridimensional E 3 • 

Decimos que un cuerpo ocupa una región B E E 3 al tiempo t, si existe una correspon
dencia uno a uno entre los puntos materiales que lo conforman y los puntos en B. 

Esta. correspondencia. podría. ser, por ejemplo, asociarle a. cada punto del cuerpo sus 
coordenadas cartesianas con respecto a. una base ortonorm.al: 
{e1 ,e2 ,e3} tal que E 3 =< e 1 ,e2,e3 >· 

La configuración de referencia de tal cuerpo es una distinción que se le otorga a una 
correspondencia en particular con los puntos de una región Bo al tiempo to = O, en la que 
el cuerpo se encuentra libre de fuerzas aplicadas. 

Vamos a suponer que B 0 C E 3 es acotada, abierta, conexa y con una frontera suficiente
mente suave (regular). (Por ejemplo, con vector normal bien definido en casi todo punto) 

Sea Z la función que nos da la correspondencia entre los puntos del cuerpo y los puntos 
en 8 0 , Le., R(Z) = 8 0 

1 . Decimos entonces que un punto material tiene posición Z dentro 
de 8 0 • 

1 R(Z) ¡;: Rango(Z). 



2.1. ESTADO DE REFERENCIA 37 

En toda la exposición posterior se hablará de un tipo de cuerpos en particular, llamados 
barras. No hay una definición precisa del término 'barra', entendido como el objeto de 
estudio de la descripción a continuación. La razón de ello se encuentra en que dicha 
descripción supone que el cuerpo es lo suficientemente delgado como para ser caracterizado 
por un conjunto de ecuaciones en las que aparece una sola variable espacial. El término 
'delgado' se usa arbitrariamente y por lo tanto la definición de barra no puede enunciarse 
de una manera definitiva. 

Vamos a suponer que dentro de la región B 0 es posible definir una curva suave C 0 , con 
la propiedad de darnos una idea de la forma o aspecto global de la barra. 

La elección de C 0 depende tanto de la form.a de la. barra como de las fuerzas que 
se le aplican. Por ejemplo, cuando la barra es sometida a fuerzas superficiales (es 
decir, sobre su superficie), es conveniente escoger C 0 sobre 880 y no en su interior. 

Supondremos además que C 0 tiene una parametrización por longitud de arco 

R(s) = (x 0 (s), Yo(s), zo(s))' 
s E [0,1] 

donde les la longitud de C 0 • De manera que el vector R(s) describe la curva C 0 al variar 
su argumento. El origen de R.(s) corresponde al de un sistema de coordenadas arbitrario 
fijo {e1,e2,e3} en E 3 . 

C 0 se llama el eje de la barra y a s se le llama la longitud de arco de la barra en su 
configuración de referencia, o mejor: longitud de arco de referencia. 

De aquí en adelante hablaremos del punto sobre C 0 con vector de posición R(s), sim
plemente como el punto s. 

Definamos entonces en el punto s sobre C 0 , al vector tangente unitario: 

:
5

R(s) = R'(s) = Da(s). 

El origen de D 3 (s) es entonces el punto s sobre B 0 • Ahora, sobre el plano perpendicular 
a D 3 y que pasa por el punto s, escojamos un par de vectores ortonormales también con 
origen en s. Llamaremos a estos vectores D1(s) y D2(s). De esta forma, sobre cada punto 
s hemos construido una base ortonormal directa D1(s),D2(s),Da(s)}, que satisface 
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donde E:jkl = +l si la permutación (j,k,l) se descompone en un número par de ciclos de 
orden 2 (transposiciones), o -1 si el número de ciclos es impar. 

En el estado de referencia, definimos la sección transversal (o sección material), B 0 (s) 
en el puntos, como la intersección del plano generado por Di(s) y D2(s) con B 0 ; es decir: 

Por la definición de Bo; todo punto material con posición Z dentro de B 0 , pertenece a una 
(y solo una) sección transversal B 0 (s). 

Aquí tiene lugar por vez primera la. hipótesis de que una. barra es un cuerpo delgado; 
ya que esta característica, junto con la regularidad de C 0 serán la base para suponer 
que las secciones transversales 8 0 (.s) no se intersecten dentro de 8 0 . 

Por lo tanto, a cada punto material le podemos asociar tres coordenadas de manera única, 
a saber: 

X= (xi,x,,s). 

s nos dice la sección transversal a la que pertenece el punto material, mientras que las dos 
primeras nos dan su ubicación dentro de la misma. Las coordenadas x 1 ,x2 ,s se llaman 
las coordenadas curvilíneas del punto material. 

Formalizando: 
Supondremos que existe un mapeo diferenciable e invertible X que asocia a cada punto 
material con posición Z sus coordenadas curvilíneas (x1 ,x2 ,s). Si llamamos a su inverso 
Z tenemos el siguiente esquema: 

Es claro que los mapeos X y Z no se refieren a transform.aciones de ciertas regiones 
del espacio en otras; sino a. un simple cambio de variables. Por tal razón, va.xnos a. 

pedir que el jacobia.no fj~§J =: J(Z) sea. positivo, para toda. Z en !30 • Esta hipótesis 
es importante y se asumira. durante todo el traba.jo. 

Si este es el caso, el teorema. de la función inversa. nos dice que el ma.peo Z es 

diferenciable en X(B0 ) y además fl[i1 = j(X) > O, para toda X E X(B0 ). 

Con esta. n:Usma notación, podríamos decir que una barra de Cossera.t se caracteriza. 
por: 
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l. s E (0,1) = {s: X E X(B0 )}. 

2. Definimos la. sección transversal en el esta.do de referencia., en el punto a, com.o: 

B 0 (a) = {Z E 8 0 : X(Z) = (xi.x2,a); a E I := (0,1)}. 

De manera que para cualquier subintervalo J de (O,I) : 

B 0 (J) = UaeJBo(a) = {Z E B 0 : X(Z) = (x1, x2, a) ; a E J} , 

así: B 0 = B 0 (0, 1). (Ver figura 1) 

z ( .... s 1> 

~ 
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Figura 2.1: Configuración de referencia de una barra. Co es una curva suave dentro 
de B 0 , cuya existencia se supone. En este estado se definen las secciones transversales 
siempre perpendiculares a C 0 • La forma de las secciones no tiene por qué ser circular, 
sino cualquiera compatible con las hipótesis sobre éJB0 

No ha.y una. razón en especial para pensar que las secciones transversales de la barra 
en su estado de referencia deban tener alguna form.a. en particular. Sin embargo, 
sea. cual sea. la. forma. de éstas, debe ser compatible con las hipótesis de regularidad 
impuestas sobre 880 • 

Por ejemplo., suponga.mas que la. configuración de referencia es una. barra cilíndrica; 
es decir; de secciones transversales circulares, no necesariam.ente del mism.o radio 
todas ellas. En tal ca.so, si escogemos como eje de la barra a la línea de los centros 
de estos círculos, el cambio de variables Z (de X a Z), tiene una. representación muy 
sencilla: 

Z Z(X) 
R(s) + x1D1(s) + x2D2(s) 

[ ~=~=j ] + rp(s)sent,b Di(s) + rp(s)cos1,I> D2(s) 
Zo(s) z 1 (-r,,P;a) x2('r.~·;s) 

donde: r E [O, 1], ,¡, E [O, 2:ir). (Ver figura. 2) 
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cºJ 

Figura 2.2: Configuración de referencia de una ba.rra con sección transversal circular 

2.2 Estructura interna de una barra en su estado 
de:formado 

La deformación de la configuración de referencia de la barra está dada por un mapeo: 

P: B0 X R 

(Z,t) 

E3 

p(Z,t) 

el cual representa la posición del punto material Z de la barra al tiempo t. 

En general, las hipótesis sobre p son las siguientes: (ver [Ciar]) 

p: B0 X R E, 
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p suficientem.ente regular., inyectiva. excepto posiblem.ente en 880 y con la propiedad 
de conservación de la orientación. El hecho de que partes de la barra puedan entrar 
en contacto, se refleja. en la. posible pérwda de la inyectivida.d de p en (o partes de) 
éJBº. 

Si p = (p1.,P2,p3), Z = (z1,z2,z3), Pi,i = ~;la. condición de preservación de la. 
orientación se expresa. como /JV'pli > O">' Z E B 0 • llV'Pll = [p;;] se llama el gradiente 
de deforID.ación. 

En este con.texto se suele llamar a. z E 8 0 los puntos materiales, y a.p(Z, t) E p(B0 , t), 
los puntos espaciales. A Z se le llama. la variable de Lagra.nge y a. p(Z, t) (t fijo) la. 
variable de Euler. 
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La. región ocupada por la barra en su estado deformado al tiempo t, es ahora p(B0 , t) =B. 
Definamos 

p(X, t) (p o Z)(X, t) 

p(Z(X), t) . 

Por lo tanto, la configuración de la sección transversal en el punto s al tiempo t está dada 
por: 

B(s,t) p(B0 (s), t) 
{p(X, t) : X= X(Z), Z E B 0 (s)} 

La forma exacta que pueda tener B 0 (s) después de la deformación, depende de la barra 
particular que se estudia y por lo tanto de nuestro modelo de la misma. B(s, t) puede 
tener una forma complicada. Una manera de simplificar el estudio, es imponiendo restric
ciones sobre p. Dichas restricciones o hipótesis son necesarias ya que la descripción de la 
deformación seguirá las mismas líneas que se siguieron cuando se estudió la configuración 
de referencia y, por lo tanto., es necesario definir un conjunto de vectores equivalente a 
{Di,D2,D3}. 

En la configuración de referencia fue fácil establecer una base ortonormal en cada 
punto s, ya que las secciones transversales se construyeron como regiones planas y per
pendiculares a Cº, pero ahora la forma de éstas después de la deformación puede ser 
cualquiera. 

Una primera hipótesis sobre B(s, t) podría ser, que la deformación de la barra no fuera 
tan severa; de tal forma que B(s, t) sea una superficie regular (la normal unitaria bien 
definida en cada punto) y parametrizable. Otra hipótesis atÍn más importante sería la 
de pedir que dos secciones transversales distintas B 0 (s1) y B 0 (s,) sean tales que, después 
de la deformación, sus imágenes B(si, t) y B(s2 , t) no tengan puntos en común. Esta 
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hipótesis física.mente razonable es más fuerte que la de pedir la inyectividad de p en el 
interior de 8 0 • 

Supongamos entonces que la barra se ha deformado. Su eje es ahora una curva C 
descrita por un vector r(s,t) dado por: 

r(s, t) = p(R(s), t) fi(O, O, s, t) 

parametrizada por la longitud de arco de referencia s. 

El punto s definido por R(s) y que antes pertenecía a la secc1on transversal B 0 (s), 
ocupa ahora la posición r(s, t), dentro de B(s, t). Bajo las hipótesis de regularidad arriba 
mencionadas, el plano tangente a B(s, t) en el punto r(.s, t) está dado por: 

PT - r(s, t) 

donde fiT se refiere a las coordenadas de un punto sobre el plano tangente en B(s, t) y 
fi';,, = -§t(o, o, .s, t); i = 1, 2. (Ver figura 3) 

Figura 2.3: Deformación de una barra. Supondrernos que las secciones transversales 
deforrriadas no se intersectan y que constituyen superficies regulares; de m.anera que es 
posible hablar del plano tangente en el punto r(s,t). Nótese que C 0 no es una curva en 
particular 

Sobre el plano tangente a B(.s, t) en el punto r(.s, t), escojamos dos vectores ortonorrnales 
d1(s, t) y d2(s, t), con origen en r(s,t). 
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d 1 (s, t) y d 2 (s, t) pueden escogerse de cualquier manera, por ejemplo: 

donde u(s, t) = P~2 - (P~2 • P~ 1 )fi~ 1 • 

p~t 

11.P~.ll 
u(s, t) 

llu(s, t)ll 

Otra. forma adecua.da. para definir di y d2 tiene que ver con el concepto de fibras 
materia.les y :fibras espacia.les (ver [Nov]): 

Supongamos que tenemos un cuerpo cuyas puntos tienen coordenadas 
X = (x, y, z)t, con respecto a. algún sistema de referencia. Después de una de
formación, con respecto al mism.o sistema de ejes, sus puntos están dados por: 
:=: = (~, r¡, O' = (x + u(X, t), y+ v(X, t), z + w(X, t)); donde 
u,v,w E C 00 ((R3 ~ n) X [O,oo)), son los desplaza.mientas. 

Si X= X(u) es una curva. pa.ram.etrizada. por CT en el cuerpo antes de la. deformación, 
una vez deformado sus coordenadas son a.hora:=:= ~(u)= (x(u) + u(x(u), t), · · ·)'. 
Por ejemplo, una. línea que pa.sa. por el punto X 0 y es paralela al eje x está dada por 
X= (:z:,y0 ,z0 )t, sus coordenadas en. el estado deform.a.do son: 

Podemos hacer lo m..ismo para y y z; a las líneas obtenidas se les llam.a líneas 
coordenadas. 

A las líneas X(u) les llamamos fibras materiales, y podemos imaginar al cuerpo 
consitituldo por una infinidad de ellas. (Ver figura 4) 

3 

Figura 2.4: Definición de las fibras Tnateriales X(u) y las líneas coordenadas 3(a) 

Ahora. podelll.os pensar en el proceso inverso, dadas 3 líneas en el cuerpo defor
ma.do, paralelas a. los ejes coordenados; nos preguntamos cóm.o se veían antes de la 
deformación. A tales líneas se les lla.m.a. fibras espa.ciaJes. 

43 



44 CAPíTULO 2. ELEMENTOS 

Para.escoger a. d 1 (s, t) y d 2 (s, t) con este enfoque, ha.brá. que buscar dos fibras en el 
cuerpo deforma.do, sobre B(s, t) y que se intersecten perpendicularmente en r(s,t). 
Si :=:(u1 ) y :=:(u2 ) son esta.s curvas, entonces podemos toma.r: 

::::'( CT1) 

11.:.'( CT1) 11 
:=:1(u2) 

ll=-'(u1)l1 

Ahora. definimos un tercer vector: 

da(s,t) 

de tal forma que {di, d2, da} constituye una base ortonormal para E 3 , cuyo origen está 
en r(s,t). Por lo tanto, sobre cada punto de C, es posible definir estos tres vectores; a los 
cuales llamamos vectores directores, y por consistencia deben satisfacer: 

di(s,0) 
VsE[O,/] 

D1(s) 
i = 1,2,3 

Nótese que ahora r.(s,t) y da(s,t), no son necesariamente colineales, como ocurría con 
R'(s) y Da(s). (Ver figura 5) 

La construcción de los vectores directores nos permite tomar a la barra como su propio 
marco de referencia; eventualmente descompondremos todas las cantidades vectoriales en 
términos de ellas. 

e 

Figura 2.5: Definición de los vectores directores en el estado deformado 
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2.3 Obtención de las ecuaciones de movimiento 

Un cuerpo se deforma bajo la acción de torcas y fuerzas que actúan sobre los puntos que 
lo constituyen. Las ecuaciones de movimiento se obtienen igualando la fuerza resultante 
con la derivada con respecto al tiempo del momento lineal y la torca resultante con la 
derivada con respecto al tiempo del momento angular. 

El lector podrá encantar una formulación de las ecuaciones de movimiento distinta. 
a la empleada en este trabajo, en [Ant] (caps. IV y VIII); bajo condiciones menos 
estrictas de diferen.ciabilidad que las adoptadas por nosotros. (Para un enfoque con 
tensores el lector puede consultar [Veu] (caps. II y V), o bien [Nov] (cap. III)) 

Para esto consideraremos un segmento de barra para el cual O < a :5 s :5 b < l. Si 
quisiéramos extendernos incluso al ca.sos = O y s = l, tenernos que prescribir las condi
ciones de la barra en sus extremos (condiciones de frontera). 

Descompongamos al vector de posición p(Z, t) corno: 

p(Z,t) r(s, t) + p'(Z, t) 

donde p'(Z,t) es un vector con origen en r(s,t) y que ubica a los puntos sobre la sección 
transversal B(s, t). (Ver figura 6). En términos de los vectores directores, p' tiene una 

' ' ' , __ _,_~p1<z.t> ~ 

' 

---

1 
' ' ' ' 

Figura 2.6: Descomposición del vector de posición p(Z, t) = r(s, t) + p'(Z, t) 
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expresión: 

p'(X,t) cp1 (X, t)d1(s, t) + cp2 (X, t)d2(s, t) + cp3 (X, t)da(s, t) , 

en donde las funciones 'Pi podrían tener, en principio, una forma complicada que constituye 
parte de las hipótesis del modelo. En general p' = g(r(s, t), d1(s, t), d2(s, t), da(s, t), X, t), 
en donde ahora g vendría determinada por el modelo. Por el momento sólo pensemos que 
siempre es posible descomponer p en términos de r y p'. 

Las fuerzas aplicadas sobre la barra se dividen en dos clases: 

• Fuerzas de cuerpo aplicadas: Estas se definen por un campo vectorial 

f:B 

donde f es una densidad de la fuerza aplicada, por unidad de volumen en el estado 
deformado. 

• Fuerzas superficiales aplicadas: también definidas por un campo vectorial 

g: r, 
donde r 1 es un conjunto de r := 8B y g es una densidad de fuerza superficial 
aplicada, por unidad de área deformada. 

Cuando definimos un cuerpo al principio, se dijo que entre sus características estaban la 
de tener masa. Entonces, sea n un conjunto de puntos materiales (n e B) con masa 
Tn(n). Definimos la densidad de masa en un punto p E n mediante el límite: 

p(p) l
. rn(n) 
1m --

µ(O)-o µ(f2) 

donde µ(n) es una cantidad relacionada con el tamaño de n, por ejemplo su volumen o 
área. 

Nuestro modelo supondrá que p depende únicamente de la posición (no del tiempo). 

Fijémonos ahora en B¡a,b] := U•E[a,b¡B(s, t) y definamos las fuerzas aplicadas sobre él: 

Fuerzas superficiales: Sea Fa la fuerza por unidad de masa sobre Ba = B(a, t), ejercida 
por el segmento de barra adyacente B¡o,a¡, al tiempo t. Análogamente defínase Fb, la 
fuerza sobre B •. 
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Fuerzas de cuerpo: Sea F la fuerza por unidad de masa sobre los puntos de B¡a,b] 
(debida a la gravedad, presión, etc.). 

Por lo tanto, la fuerza total sobre B¡a,b] es: 

donde dS y dV son los elementos de área y volumen, respectivamente. 

Notación: Supongamos que G es una función de la posición p(Z, t) y del tiempo. 
Convenimos en escribir: G(p(Z, t), t) = G(p(X, t), t) = G(X, t). Por otra parte, si 
c E [a, b], llamamos a Xc las coordenadas (xi. x,, c). 

Cambiando entonces a las coordenadas curvilíneas tendremos que: 

Í p(Xa)Fa(Xa, t) J j(Xa) J dx1dx2 
}13. 
n(a, t) ; 

análogamente para J13• pFb dSb = n(b, t); donde j(.Y.) g/}}¡ es el jacobiano de la trans
formación X --> Z y el cual es positivo por hipótesis (sec. 2.1: J j J = j) , (no 
volveremos a hacer hincapié en ello). 

Por lo tanto: 

J. pFdV 
13[a,b] J.ª Í ¡;(X)F(X, t)j(X) dx1 dx2ds 

b ÍB. 

J,ª f(s, t) ds . 

FT n(b,t) - n(a,t) +J.ª f(s,t)ds. 

El signo menos se introduce por convención. n(a,t) y n(b,t) son las fuerzas de contacto 
y fes la fuerza de cuerpo por unidad de longitud de referencia en el puntos al tiempo t. 

Con la misma notación y usando la descomposición del vector de posición: p = r + p', 
el momento lineal de B¡a,b] es: 

p { pop dV 
}13[•.•I éJt 

Íb Í ji(X) éJ¡;c:, t) j(X) dx1dx2ds 
Ía. ÍB. t 
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desarrollando: 

donde: 

(pA)(s) 

q(s, t) 

{ p(X)j(X) dx,dx2 la. 
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{ p(X)p'(X,t)j(X) dx 1 dx 2 . 
la. 

De esta manera, el segundo término en p, resulta ser la cantidad de movimiento (o mo
mento lineal) relativo al eje de la barra C: r(s,t). 

Ahora, FT = !f¡;, por lo tanto: 

n(b, t) - n(a, t) + 1• f(s, t) ds J,: (pA)(s)rtt(s, t) + 1• qtt(s, t) ds. 

Si llamamos a tT la torca total sobre B¡a,bJ' 

desarrollando: 

{ pp /\ FadSa 
la. r p(Xa)fi(Xa, t) /\ Fa(Xa, t)j(Xa) dx,dx2 la. 

r(a, t) /\ { p(Xa)Fa(Xa, t)j(Xa) dx,dx2 + 
la. 

+ r p(Xa)fi'(Xa, t) /\ Fa(Xa, t)j(Xa) dx,dx2 la. 
-r(a, t) /\ n(a, t) - m(a, t), 

en donde los signos negativos han sido introducidos solamente por convención. Análogamente: 

{ pp /\F. dS• = r(b, t) /\ n(b, t) + m(b, t) . 
la. 

Ahora para el último término, que son todos los puntos situados entre las secciones 
transversales Ba y Bb: 

{ pp /\ FdV 
ÍBra,bJ 1• r(s, t) /\ { p(X)F(X, t)j(X) dx 1 dx2ds + 

11 Ís~ 

+ 1· r p(X)p'(X, t) /\ F(X, t)j(X) dx,dx,ds 
a ÍB. 

1• r(s, t) /\ f(s, t) ds + 1• l(s, t) ds . 
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Por lo tanto: 

tT r(b,t)An(b,t) - r(a,t)An(a,t) + m(b,t) - m(a,t) + 
+ ¡b[r(s,t)/\C(s,t) + l(s,t)]ds. 
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Los cuatro primeros términos en la expresión para la torca total reciben el nombre de 
torcas de contacto. Como se puede ver, las torcas de contacto son de dos tipos: r(a, t) y 
r(b, t) son torcas alrededor del origen de coordenadas O, mientras que m(b, t) y m(a, t) 
son torcas alrededor de los puntos r(b,t) y r(a,t), respectivamente. De igual manera, los 
últimos términos, llamados torcas externas o de cuerpo, se dividen en torcas alrededor 
del origen O (r(s, t) A C(s, t)) y torcas alrededor del punto r(s,t) (l(s, t)). (Ver figura 7) 
Ahora calcularemos el momento angular total de B¡a.bJ' 

Figura 2. 7: Torcas y fuerzas sobre la barra en su estado deformado. 

r P /\ pºP dV 
jB¡a.bJ Oi 

Tomando la descomposición del vector de posición p = r + p' y cambiando a coordenadas 
curvilíneas: 

lT ¡b (pA)(s)r(s, t) /\ rt(s, t) ds + ¡b [.l.. p'(X, t)p(X)j(X) dx1dx2] A rt(s, t) ds + 

+ ¡b r(s, t) A LJ:. p(X)p;(X, t)j(X) dx1dx2] ds + 

+ ¡b [.l.. fl(X,t) A p(X).P;(X,t)j(X) dx1dx2] ds. 
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Por lo tanto: 

lT 1b r(s, t) /\ (pA)(s)rt(s, t) ds + 1b q(s, t) /\ rt(s, t) ds + 

+ 1b r(s, t) /\ Qt(s, t) ds + 1b h(s, t) ds 

Nótese que h(s, t) es el momento angular relativo a r(s, t). Por otra parte, tT = f.1T, 
entonces: 

r(b, t) /\ n(b, t) - r(a, t) /\ n(a, t) + rn(b, t) - rn(a, t) + J..b[r(s, t) /\ f(s, t) + l(s, t)] ds 

= J..b[(pA)(s)r(s, t) /\ rct(s, t) + q(s, t) /\ rtt(s, t) + r(s, t) /\ Qtt(s, t) + ht(s, t)] ds . 

Haciendo b = sen las ecuaciones para la torca y la fuerza total y derivando con respecto 
a. s, obtenemos la forma clásica de las ecuaciones de movimiento de la teoría especial de 
Cosserat para barras: 

º• + f 
(r /\ n). + rn8 + r /\ f + 1 

(pA)rct + Qtt 
(pA)r /\ rtt + q /\ rtt + r /\ Qtt + ht . 

Substituyendo la primera ecuación en la segunda, se simplifica en: 

rs /\ n + ms + l q /\ rtt + ht. 

Esta última ecuación junto con la de la fuerza, describen la dinámica de la deformación. En 
ellas f se supone conocida, lo mismo que q, l, h; estas tres últimas estarán determinadas, 
siempre y cuando P' lo esté. 

Así, tendremos 6 ecuaciones diferenciales parciales para las tres componentes de r, y 
las tres componentes de fi', de acuerdo al modelo que de este vector se tenga. 

Más adelante, cuando establescamos un modelo para m y n por medio de ecuaciones 
constitutivas, veremos cómo cambiar el planteamiento del problema utilizando como 
incógnitas otras variables (las variables de esfuerzo) que serán definidas entonces. 

Decimos que un cuerpo se encuentra en equilibrio estático (o que ha alcanzado el 
equilibrio) cuando su configuración se mantiene constante en el tiempo. Las ecuaciones 
que caracterizan este estado se obtienen haciendo igual a cero todas las derivadas en el 
tiempo en las ecuaciones de movimiento. Por lo tanto: 

n' + f O 

r' /\ n + m' + l O 

son las ecuaciones de equilibrio estático para cuerpos delgados. 
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Para. una deducción de las ecuaciones bajo hlpótesis lD.enos fuertes en cuanto a. la. 
diferenciabilida.d de las fuerzas, ver [Ant] caps. IV y VIII. Ahí se parte de leyes 
funda.mentales expresadas en for:rc.a. integral, estas son, el principio del trabajo vir
tuaJ. o ley del impulso-momento lineal, y la. ley del impulso-momento a.ngula.r. La 
primera de ellas dice que el im.pulso que proporcionan todas las fuerzas que actúan 
sobre la barra. en un. intervalo de tiempo r, es igual al cambio en el momento lineal. 
La segun.da. dice que el impulso de todas la.s torcas presentes es igual al cambio en 
el m.om.ento angular. Estas leyes permiten el tratamiento del problema desde un 
punto de vista. varia.cional. 

Para. una. exposición mas completa se recomienda. el libro de Ciarlet ([Ciar], cap. 
II). En él se demuestra. que un cuerpo alcanza el equilibrio estático si satisface el 
principio fundam.ental de esfuerzos de Euler y Cauchy: 

Sea un cuerpo que ocupa una configuración. deform.ada. B y que se encuentra sujeto 
a. fuerzas superficiales y de cuerpo, representadas por densidades: 

f:B-R 3 g: ri - R 3
, 

entonces existe un campo vectorial 

t : B X S1 -- R 3 
, 

donde S1 = {v E R 3
: llvll = 1} tal que: 

a) Para. cualquier subconjunto A de B y en cualquier punto p E r 1 n 8A donde 
el vector normal unitario (exterior) ñ. a. r 1 n 8A exista., se tiene que: 
t(p, ñ) = g(p). 

Para. cualquier subconjunto A de B: 

b) Axioma del balance de fuerzas: 

L f(p) dp + la.A t(p, ñ) dS o 

(ñ la. norznal exterior unitaria. a. 8A). 

e) Axioma del balance de momento: 

L p /\ f(p) dp + la.A p /\ t(p, ñ) dS o . 

Estos principios aseguran. la existencia. de fuerzas superficiales t(p, ñ) dS sobre la. 
frontera de todo subconjunto de B. t(p, ñ) dS es el vector de esfuerzos de Ca.uchy, el 
cual es una densidad de fuerza. superficial por unidad de área, en la configuración 
deforma.da B. 

En este texto ta.m.bién se demuestra que bajo condiciones de continuidad de f y 
diferenciabilidad de t, existe un campo tensorial. continuamente diferencia.ble 
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T: B 3 p - T(p) E M 3 (matrices de 3x3), tal que 
t(p, ñ) = T(p)ñ '\I p E B , n E S1; a.demás T(p) T'(p). T es el tensor de 
esfuerzos de Cauchy. Las ecuaciones de equilibrio tienen ahora la form.a: 

-divT 

Tn 
f enB 
f en I'1 

Este problezna es equivalente a dos ecuaciones variacionales., conocidas como el 
principio del trabajo virtual en la configuración de referencia. 

Las variables de esfuerzo 

El hecho de haber escogido a. los vectores directores como una base ortonorma.l pa.ra E 3 

en cada punto de C, nos trae como consecuencia que, derivando con respecto a s en 
lld¡(s, t)ll 2 = d¡(s, t) · d¡(s, t) = 1, se tiene d;(s, t) · 8.d¡(s, t) = O, por lo tanto: 

Osd¡(s, t) a}(s, t)dj(s, t) + ai(s, t)dk(s, t) 

Si ahora. derivamos con respecto as en d¡(s, t) · dj(s, t) = O; tenemos que: 
dj(s, t)·o.,d¡(s, t) = -d¡(s, t)·o.,dj (s, t) y substituyendo las expresiones para las derivadas 
de los vectores directores que obtuvimos arriba: 

a;(s,t) 

Por lo tanto: 

-at(s,t). 

a~d2 + a~da 
-a~d1 + a~da 
-a~d1 - a~d2 

Entonces, si definimos 3 variables: u 1 == a5, u 2 - -a~, u 3 = a~, podemos escribir las tres 
últimas relaciones como: 

a.,d¡(s, t) 

donde u(s, t) = :E)'=1 u¡(s, t)di(s, t). 

u(s, t) /\ d¡(s, t) , 

Escrito en forma matricial resulta entonces que para t fijo: 



2.4. VARIABLES DE ESFUERZO 53 

Donde I y O son las matrices identidad y nula, respectivamente (de 3x3). U es una 
matriz antisirnétrica (de 9x9) y no invertible, ya que para cada t fijo 

Ni (u,,O,O,u2,0,0,u3,0,0)' 

Nz (O,u,,O,O,u2,0,0,u3,0)' 
Na (O,O,u1,0,0,u 2 ,0,0,u3 )t 

pertenecen al núcleo de U. 

Escribiendo el sistema explícitamente 

podernos despejar u¡ tomando el producto punto entre las derivadas de los vectores direc
tores j,k y sumando: 

1 
u; 2:Ek,t&jkt(Osdk) · d¡ 

Esto que hicimos para t fijo, también puede hacerse ahora para s fijo; de manera que si 
llamarnos a w(s, t) = :Ej'=1 w¡(s, t)d¡(s, t): 

así que: 

En estas variables: 

éltd1 = W3dz - w2da 

por lo tanto: 

8td1(s, t) -w/\.d¡(s,t) 

1 
Wj 2:Ek,tejkt(Otdk) • d¡ 

Definamos ahora tres nuevas variables v 1 , v2 , v 3 , corno las componentes del vector tan
gente a e (el eje del cilindro) en el puntos (al tiempo t): 

r,.(s, t) 

Las seis variables, representadas por las ternas 

LJ = (u,, U2, U3) 

se denominan las variables de esfuerzo. 

V 
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Nuestro objetivo es encontrar la form.a que tendría. la barra al tiempo t. Por lo 
pronto hem.os visto que, si conociéramos la forma exacta que tienen la.s variables de 
esfuerzo, podríamos determinar la forma del eje de la barra y la. ubicación de los 
vectores directores, resolviendo el sistema. de primer orden: 

para. t fijo. Este sistema. con condiciones iniciales (o de frontera.) r(O, t) = R(t), 
d¡(O, t) = D¡(t), tiene solución única.. Por lo tanto, y dada. la. ortogonalidad de los 
vectores directores, las va.ria.bles de esfuerzo determinan r, di , d2, da salvo por 
una traslación y una rotación de nuestro sistema de coordenadas. 

Sin embargo, el problema no termina aquí, pues queda aún por determinar las 
proyecciones del vector de posición relativo p'; es decir; <p1 , cp2, <p3. (Recuérdese que 
se hizo la. descomposición p = r + E7'=1 cp1d1- Sección 2.4). 

Si para. la configuración de referencia escogemos 

Z Z(X) 

R(s) + x1D1(s) + x2D2(s), 

debemos entonces tener sobre P(X, t) la restricción (condición de compatibilidad): 

Por lo tanto: 

p(x, O) r(s,O) + E)'=1 cp1(X,O)d¡(s,O) 

R(s) + x1D1(s) + x2D2(s) . 

r(s,O) = R(.s), d¡(s,O) = D;(s), cpi(.Y,O) = x;. 

Como la configuración de referencia se supone conocida, R, D¡, Xi (i=l,2,3) son 
funciones conocidas. 

Constricciones de la deformación 

Para facilitar el estudio posterior, nos enfocaremos sola.mente a aquél tipo de barras 
que se apegue a un modelo de deformación plana. Anteriormente se había supuesto que 
siempre se partiría de secciones transversales cuya forma. en el estado de referencia es 
plana, y que en el estado deforma.do tendrían, en general, la forma. de una superficie 
parametriza.da por X, t en la. base di, d2, da. El modelo de deformación plana supone 
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e o 

Figura 2.8: Hípotesis de deformación plana: las secciones transversales yacen en el plano 
generado por di y d2. 

que en el estado deformado, las secciones transversales B(s) siguen siendo planas; esto es, 
que si antes de la deformación los puntos sobre la sección transversal B 0 (s) se encontraban 
en el plano generado por D1(s) y D2(s), ahora esos mismos puntos se encontrarán en el 
plano generado por d1(s) y d2(s) (en el tiempo t). (Ver figura 8) 

Como consecuencia de esta hipótesis, la forma de el vector p' estará dada por: 

(o en general p'(X, t) g(r(s, t), d1(s, t), d2(s, t), X, t)). Este modelo nos dice que no 
solamente la deformación es plana, sino que además la posición de los puntos en el estado 
deformado (es decir cp1 y cp2) depende únicamente de la posición que tenían en el estado 
de referencia. De hecho, la condición de compatibilidad con este modelo queda: 

p(X,O) R(s) + :E:~=1 cp1(X)D1(s) = Z(X) 

Una vez que se ha. especificado la forma de p 1
, podem.os escribir los términos q y h 

en las ecuaciones de movimiento de una form.a m.ás sim.ple: 

q(s, t) J. [cp1(X)d1(s, t) + 'P2(X)d2(s, t)]p(X)j(X) dX. 
B. 

[.f,,. cp1(X)P(X)j(X) dx.] d1(s, t) + [J,,. cp2 (X)P(X)j(X) dx.] d 2 (s, t) 

(pI1)(s)d1(s, t) + (pI2)(s)d2(s, t) 

donde (pI;)(s) es el priD1er D10D1ento generalizado de xnasa con respecto a di(s, t) 
(dX. = dx,dx2). 
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De la. mis:ma. manera. para. h(s,t): 

h(s, t) f :P' /\ i5:PU(x) dX. 
}13. 

{ [<,:>1(X)d1(s, t) + <,:>2(X)d2(s, t)] /\ 
}13. 

p(X)[<,:>1(X)w(s, t) /\ di(s, t) + <,:>2(X)w(s, t) /\ d2(s, t)]j(X) dX • . 

Como w(s, t) = ~¡3'= 1 wz(s, t)d1(s, t) según se definió en la sección anterior, agru
pan.do términos, llega.m.os a que: 

h(s, t) Ll. ;;e,,,,¡ + ,,,,~)j(X) dx.] w3d3 

- Ll. P<r>1<r>ú(X) dx.] w1d2 

+ [.!,.. p<p~j(X) dx.] w1d1 . 

+ [fa. P'Pb(X) dx.] w2d2 + 

[fa. i5<r>2<r>d(X) dx.] w2d1 + 

La. expresión anterior se suele abreviar como: 

h(s, t) 

en donde (pJ-,s)(s) = E;'..v=l"-rµEóv f 8 • P'Pµ'Pvj(X) dX., es el segundo momento 
generalizado de m.a.sa. con respecto a. d,. y dó. 

En algunos casos es posible escoger q=O por ejem.plo, si 
Z(X) R.(s) + <r>1(X)D1(s) + <,:>2(X)D2(s), se tiene que: 

j(X) 
D(Z) 
D(X) 
det(R.'(s) + <,:>1(X)Dí(s) + <,:>2(X)D2(s), <,:>1,1D1(s) + <,:>2,1(X)D2(s), 

'P1,2(X)D1(s) + <,:>2,2(X)D2(s)) 

[R' + <,:>1U /\Di + <,:>2U /\ D2] · [<,:>1,1D1 + <?2,1D2] /\ [<,:>1,2D1 + 'P2,2D2] 

[V3(s) - <,:>1(X)U2(s) + <,:>2U1(s)] Jg(C<r>i'P2)) , 
X¡,X2 

en donde hemos toma.do R'(s) = E~=l V;(s)D¡(s) , <,:>;,; = ~· Supongamos a.hora 
que U2 = U1 = O; como D3(s) = -U1D2 + U2D1, vemos que Il3(s) = cte. 
Da.do que escogim.os R'(.s) = Da(s), esto corresponde a tener a. la barra en una 
configuración inicial en la. que se encuentra estirada. Por otra parte, D 1 y D 2 
queda.rían siempre determinados por: 

[ ~~ ] (O) = [ ~~= ] . 
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Supongamos a.demás que R.(s) corresponde a. la. línea. de los centros de masa de las 
secciones transversales B 0 (s); y que p'(X) = x1d1 + x2d2 2; i.e.; j(X) = 1, por 
lo tanto: 

q(s, t) f ,ii(X)(x1d1 + x2d2)Va(s) dX, 
ÍB, 

va(s, t) [(..l. p(X)x1 dX,) d1(s, t) + (..l. p(X)x2 dX,) d2(s, t)J 

va(s, t)(./l-.fl;d1(s, t) + M11d2(s, t)] 

va(s, t)(T1d1(s, t) + T2d2(s, t)) 

donde T; es el m.om.ento con respecto al eje x; (con respecto ad¡), Al es la masa. de 
la. sección transversal, e , Tf son las coordenadas del centro de m.asa. según los ejes X1 

y X2. (Ver (Cou), sec. 4.9) 

Sin embargo, escogimos a. R(s) com.o la línea. de los centros, por lo tanto e = TJ = O; 
i.e.; q(s,t) ,; O, (o bien (pI0 )(s) = O). 

Por otra. parte, q no tiene por qué ser siempre cero; si la. configuración de la. barra. 
no es recta ( u 1 y /o u 2 -::¡!:. O) o bien si a ésta. se le aplican fuerzas sobre su superficie 
(por un fluido en movimiento o por contacto con otros cuerpos) en tal caso, r(s) se 
tom.a sobre la superficie. 

Bajo condiciones más generales, por ejemplo Bs sim.étrica. con respecto a x 1 y x2 y 
P(X) par en x 1 y x2, o bien u1 y u 2 suficientemente pequeñas, pueden escogerse r.p1 
y <p2 tales que q=O (ver (Ant), cap. VIII). 

Por último, un comentario más a.cerca. de escoger p' = x1d1 + x2d2: 

En este ca.so, la. matriz de 2x2 cuyas componentes son (pJµv)(s), resulta ser el tensor 
de inercia. de la sección 8 8 , ([La.n] cap. VI). Este tensor es una m.a.triz hermitia.na., 
y por lo tanto diagonal.iza.ble ba.jo una. transformación de ejes principales; así que, 
escogiendo D1(s) y D2(s) como los ejes principales de B., (pJµ.v)(s) = O 'lµ,v: 
µ.,¡,.v. 

Por todo lo anterior, en el m.ejor de los casos, las ecuaciones de movimiento podrían 
reducirse a: 

ns + f' 

rs /\ n + ms + l 

(pA)rtt 

8, [ L:~=l (pJ,.,.,. )( s )w.,,( s, t)d.,,( s, t)] 
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Otra condición que impondremos y que es tan importante corno lógica desde un punto de 
vista físico es: 

V3 r 8 • d3 > O V s E [O, l] , t ;::: O 

Como consecuencia inmediata de esta condición tendremos: 
2 Fisicamente9 las secciones transversales sólo cambian orientación, pero no forma ni tamaño 
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i] 1Jrsll 2 = :E?=1VT > O 

Es decir., que si definirnos al estiramiento en el puntos al tiempo t como la razón 
entre la longitud de un segniento de barra después de la deformación y su longitud 
antes de ser deformado, cuando este último tiende a cero: 

e(s, t) 
}" J: llrs((,t)lld( 
11"Da.,b-s b _ a 

lima,•-•l/rs(.;'", t)ll 
llrs(s, t)I/ 

.!. 

(ET=1vf] 2 

donde a < (*, s < b y se asumen válidas las condiciones del teorema del valor 
intermedio (continuidad de v;, i=l,2,3). 

ii] El plano generado por di y d2 y que contiene a la sección transversal B. , L!Q puede 
ser tangente a r 8 (s, t) ('<is E [O, l], t ;:::: O). 

La. hipótesis v3 > O proviene de un contexto puramente unidimensional. Al estudiar 
la deformación en el espacio, es fácil obtener su generalización: 

La configuración del cuerpo en su estado deform.a.do y que está. dada por 
p : (Z, t) - p(Z, t) debe ser inyectiva, de tal forma que dos puntos materiales 
no puedan ocupar el m..ism.o lugar en el espacio E 3 . Sin embargo, la hipótesis de 
inyectivida.d es una. restricción global sobre la configuración y es difícil de manejar 
.matemáticamente. Por lo tanto, en vez de pedir la inyectivida.d, se suele pedir 
algo que es m.ás trata.ble y que por lo menos local.mente, nos daría la inyectividad: 
supondremos que la. transformación p conserva la orientación. 

Como sa.bem..os, la orientación se conser'\.-a. pidiendo que el signo del jacobiano de 
p(Z, t) (t fijo) sea positivo. Es decir: 

Si como antes j(X) 
orientación es: 

D(p) 
D(Z) 

D(X) D(p) 
D(Z) D(X) 

( 
D(Z) )-i D(p) 
D(X) D(X) 

Efi1¡ (sección 2.2), la. condición de preservación de la 

1 D(p) 
j(X)D(X) 

> o '>'X E X(Ba) • 

La. generalización de la restricción unidimensional viene dada. por el siguiente 
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Teorema: Supongamos que fi<.X, t) = r(s, t) + :S~= 1 <p1(X) d¡(s, t) , donde 
'PI e C[X(B0 )] , y que J"Ó<¡ f]fjl¡ > O 't X e X(B0 ) • 

Entonces existe una. función V: (u1,u2,s)- V(ui,u2,s) tal que 
V(O,O,s) = O, V(·,·,s) es convexa, homogénea degrado 1 y además: 

V3 > V(u1,u2,s). 

Prueba: Aquí sólo un bosquejo (ver [Ant], cap. VIII). Recordemos que 

j(X) [V3(s) - <p1(X)U2(s) + <p2 U,(s)] D(<r>i<r>2) 
D(xi, X2) 

Por otra parte 

D(p) 
D(X) 

det(<p1,1d1 + 'P2,1d2 , <p1,2d1 + <r>2,2d2, 

<r>1,3d1 + <p1u /\di + 1"2,3d2 + <r>2u /\ d2 + v1d1 + v2d2 + vada) 

( ) 
D(<r>i. <p2) 

V3 - 'Pl u2 + <p2u1 D(xi, x 2) 

Por lo tanto: 
1 D(p) 

j(X)D(X) >O 
V3 - <,.::'1U2 + c,.?2U1 > Q 

V3 - <r>1U2 + <r>2U1 
't X e X(Bo) . 

Como Vs(s) = vs(s, O), lo anterior se satisface si pedimos que 
V3(s, t) > <p1(X)u2(s, t) - <r>2(X)u1(s, t) = F(u,, u,, s) . F(·, ·, s) es homogénea 
de grado uno, convexa y continua.. 

Sea V(ui,u2,s) = rná.x{<r>1(X)u2(s,t) - <r>2(X)u1(s,t) : x 1 ,x2 E B.}. Por lo tanto, 
el conjunto de variables de esfuerzo que satisfacen la propiedad de preservación. de 
la orientación son aquellas para las cuales v 3 , u1, u 2 satisfacen: 

V3 > V(u¡,u2,s). 

Para entender mejor lo que representa V, defínase 
1-l(X) = {(ui,u2,v3) : V3 > <p1U2 - <p2u,}. 1-i(X) es la parte superior al plano 
'P1 u2 - f.P2U1, del espacio de coordenadas ( u1, u2, v 3 ). 

Sea ahora N(s) = n{7-i(X) : (x,, x,) E B.} ; corno la intersección de regiones 
superiores a cierto plano en el espacio (u1,u2,v3) (ver figura 9). N(s) es conexo y 
abierto adem.á.s, como sus puntos son tales que V3 > V(u 1 ,u2,s) 
(i.e. V3 > c,:::>1 U2 - c,:::>2U1) tenemos que pa.ra cualquier et > O , et( u1, u2, va) ta.m.bién 
sa.tisfa.ce la desigualdad; es decir (ui, U>, v3) E N(s) => o(ui, u,, v3) E N(s), por lo 
tanto, N(s) es un cono sólido, abierto en R 3 (figura 10). -O 
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Una vez que sabemos la estructura, ecuaciones de movimiento, constricciones de la de
formación y las variables en términos de las cuales haremos la descripción de la barra, 
analizaremos en breve algunas deformaciones características que puede sufrir aquélla de 
tal manera que, sea cual sea la forma que tenga la barra, el estado en el que se encuentra 
es alcanzado por un número finito de dichas deformaciones. 
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Figura 2.9: va(s, t) > <,?1 (X)u2(s, t) - <,02(X)u1 (s, t) 

v3 

V(s) 

Figura 2.10: Rango de valores para las variables u,, u 2 y v 3 • 

De:formaciones básicas 
Interpretación de las variables de es:fuerzo 

Suponga:i:nos que en la configuración de referencia el eje de la barra es paralelo al eje de 
coordenadas k, es decir, tenemos que 

R(s) = sk 
D2(s) = j Da(s) = k 

(Ver figura 11).Supongamos ahora que sometemos a la barra a ciertas deformaciones, de 
tal manera que alcanza un estado de equilibrio (independiente del tiempo) por lo cual 
hemos quitado la dependencia en t. Entonces, se presentan los casos siguientes. 
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~i -E.___3..._ ______ -"_,'-. __ D_3"-'(_s_>_=_k_1-f_e-,_, k 
D2(&)zJ r A 

R(s)= sk 

Figura 2.11: Estado de referencia de la barra. 

2.6.1 Elongación pura 

En este tipo de deformación supondremos que solamente hemos cambiado la longitud de 
la barra, estirándola o comprimiéndola. El estado deformado está dado por: 

r(s) = >.sk 
d2(s) = j da(s) = k 

Calculando u¡ y w1 (ver sec. 1.5) tenemos que: 

UI = W¡ = Ü l = 1, 2, 3 . 

Luego, rs Ada, entonces: 

VJ = V2 = Ü 

va podría entonces ser considerada como la variable de esfuerzo que mide el estiramiento. 
Tal interpretación no es sin embargo exacta, ya que: 

V3 = rs ·da = rs ·(di/\ d2) 

(ver figura 12). Por lo tanto, v 3 es la razón de los volúmenes formados por los vectores 
tangentes (rs y R' = Da) y transversales (d1,d2 y D1,D2) después y antes de la 
deformación (obviamente por construcción, antes de la deformación tal volumen es igual 
a 1). Por la condición V3 > O, tal razón no es cero, y además el paralelepípedo rs, di, d2 
siempre está orientado positivamente; razón por la cual a aquella condición también se le 
llama condición de conservación de Ja orientación. 

2.6.2 De:formación pura 

Ahora el estado de referencia de la barra está dado por: 

r(s) = s(/3i + k) 
di(s) = i d2(s) = j da(s) k 
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da<•>='• 

1 
- -(j-- ~ 

A 
r(s)=A.ek 

Figura 2.12: Elongación pura 

(ver figura 13). Entonces: 

A A 

r<•>~•<tli+ld 

Figura 2.13: Deformación pura 

U¡= W¡ = Ü l = 1,2,3 

V1 = rs · di = r 8 • i = fJ V3 = rs · da = rs · k = 1 

Por lo tanto, podríamos decir que v1 nos dá una medida del desplazamiento (ca.nJ.bio en 
el ángulo) entre di y r 8 • Sin embargo esto no es del todo correcto ya que, en general, 
un estiramiento también podría originar torcas sobre las secciones transversales, que las 
desplacen del plano< i,j >. 

Una. m.edida. de la. deformación pura. está definida. com.o: 

2.6.3 Torsión pura 

Este es el caso en el que la barra ha sido torcida girando alrededor de su eje, como si se 
tratara de exprimirla. El estado deformado estará caracterizado por: 

cos(µs)i + sin(µs)j 

sk 

kAdi(s) da(s) 
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(ver figura 14). Por lo tanto: 

1 , rl 

Figura 2.14: Deformación por torsión 

W¡ o l= 1,2,3 
u, U2 o 
U3 µ 
v, V2 o 
V3 1 

Puede entonces considerarse a µ como una medida de la torsión de la barra. 

2.6.4 Flexión pura 

La configuración deformada de la barra es ahora un anillo en el plano < i, k >: 

rs = ,\(sin(ws)k - cos(ws)i) 
di(s) = j /\da d2(s) = j da(s) = cos(ws)k + sin(ws)i. 

De hecho, di(s) = -~rs(s) (ver figura 15). Entonces: 

W¡ o l= 1,2,3 
u, U3 o 
U2 w 
v, V2 o 
V3 WA 

Por esto se dice que u 2 mide la cantidad de flexión. Obsérvese que el ángulo de inclinación 
del vector tangente (en este caso da) es ef> = ws ; por lo tanto u2 = ~:. Así que uno 
debe tener cuidado de no confundir u 2 con la curvatura, ya que s es la longitud de arco 
en el estado de referencia. De hecho la longitud de arco en el estado actual (deformado) 
es Aws, y por lo tanto la curvatura es f. Hacemos notar que en estos casos particulares 
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A 

i 

Figura 2.15: Deformación por flexión 

de barras circulares, un cambio en la curvatura causado por un cambio en el tamaño del 
círculo, no produce cambios en u 2 . 

Como los anteriores ejemplos pretenden ilustrar, es posible asociar directamente cada 
una de las variables de esfuerzo, con deformaciones específicas de la barra. 

Supongamos que M(u) son las ecua.clones param.étricas de una. curva en las coor
denadas Inóviles o de Frenet-Serret (u la. longitud de arco de la. curva). Entonces: 

¡f.,M - T(u) 
N(u) =: -k;f.;T 
B(u) = T(u) /\ N(u) 

Es sencillo ver que: 

es el vector tangente unitario a. la cur'\.~. 
es la normal principal y K > O es la. curvatura (llNll = 1). 
tam.bién es unitario y se llama. la binorma.L 

¡f.,B = -~N(u) T el radio de torsión, 1/r la torsión. 
-!N = fB(u) - 1<T(u) 

(ver [Cou], ca.p. 2). En la. configuración de referencia. .s = u. Ahora., escojamos a 
los vectores directores de referencia. como: 

D2(s) = B(s) Da(s) = T(s) 

En tal caso, si calculam.os las varia.bles de esfuerzo u1 , u2 , u3 tenemos que: 

U, ~{é12aD2 ·Da + é132Da · D2} 

~ (-~N · T - 1<N • B) 
o 
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U2 ~{<:123Di ·Da + <:231Df. ·Di} 

~ [ ( -~B + ><T) · T + t<N • NJ 
"' 

U3 ~{<:312Di · D2 + <:321D~ ·Di} 

~ [(~B - ><T) ·B + ~N·N] 
1 

Así que en este caso U 2 sí es la curvatura.. 

Por lo anterior, convenimos en llamar a las variables de esfuerzo de la siguiente manera: 

2.7 

son los esfuerzos de deformación pura, 
es la dilatación, 
son los esfuerzos de flexión, 
es el esfuerzo de torsión. 

Por otra parte, a partir de la. definición de u1 , u2 , u3 ; w 1 , w 2 , w 3 es fácil ver que: 

8.u¡(s, t) 

8,w¡(s,t) 

8.[u(s, t) · d¡(s, t)] 
[8.u(s, t)] · d¡(s, t) , 
8,[w(s, t) · d¡(s, t)] 

[8,w(s, t)] · d¡(s, t) . 

Invarianza de las variables de es:fuerzo 

Primero se demuestra que las variables de esfuerzo son las mismas, independientemente 
del sistema de coordenadas que se hubiera escogido para r(s, t). Después se demuestra 
que las variables de esfuerzo determinan r y di salvo por un desplazamiento rígido; por 
lo tanto, este conjunto de seis variables participa solamente del cambio en la forma de la 
barra, mas no de su posición en el sistema de coordenadas. 

Sean dos sistemas de coordenadas con orígenes o y o, respectivamente. Una barra en el 
espacio tendrá, según el sistema de referencia del que se trate, vectores de posición r(s, t) 
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y i'(s, t), y vectores directores d¡(s, t) y d1(s, t). Llamemos a T(t) el vector de traslación 
entre o y o, y Q(t) la matriz ortogonal que nos da la rotación entre sus ejes. Entonces: 

r(s, t) 
d1(s, t) 

Q(t)r(s, t) + T(t) 
Q(t)d¡(s, t) 

(ver figura 16).Por lo tanto, en el sistema o las variables de esfuerzo están dadas por: 

Figura 2.16: Deformación por flexión 

v1(s, t) rs. d¡ 
o,(Q(t)r(s, t) + T(t)) · Q(t)d1{s, t) 
[Q(t)r8 (s, t)]'Q(t)d¡(s, t) 
rs'Q'Qd¡ 
rs · d¡ 
v1(s, t) 

Análogamente, de la definición de u1: 

ü1(s, t) 1 - -
2:Em,né/mn(O,dm) · dn 

1 ,, t t d 2:Em,né/mnVsdm Q Q n 

1 
2:Em,ne1,,.,.(o.dm) · dn 

u1(s, t) 

Por lo tanto, las variables de esfuerzo son las mismas, independientemente del sistema de 
ejes coordenados escogido. 
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De hecho: 

(usando que (Q')'Q 

a.ü,(s, t) 

a,v,(s, t) 

(él.ü). d¡ 
(&.u)'Q'Qd¡ 
(él.u)· d¡ 
a.u,(s, t) 
a,v,(s, t) 

-Q'Q' y la definición: v¡ = rs · d¡) . 
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Llamemos al vector D :::= (di.d2,d3). Para t fijo, sabemos que D satisface la ecuac1on 
diferencial: D 5 = UD. Dada la linealidad del sistema y suponiendo la continuidad de 
u1( ·, t), l = 1, 2, 3, la solución al problema de valores iniciales existe y es única. 

Sea P la matriz fundamental del sistema, escogida de tal forma que P(O, t) I, 
entonces la solución al sistema de ecuaciones diferenciales es: 

D(s, t) P(s,t)Do. 

Descompongamos la matriz fundamental en nueve matrices de 3 x 3 Pij (s, t), es decir: 

P(s, t) 

Por lo tanto, por componentes, D(s,t) es de la forma (Do= (d~,dll,d8)'): 

d¡(s, t) P11(s, t)d'.:(t) + P12(s, t)d;;;(t) + P¡a(s, t)d8(t) ; 
l = 1,2,3 

de tal forma que P;.,¡(O,t) = .5;;I. {d!'} es un conjunto ortonormal de vectores, y por lo 
tanto base para E 3 , (así se escoge). 

Supongamos que M(s, t) es otra matriz fundamental del sistema, por lo tanto: 

D(s,t) M(s,t)Co 

también es solución de la ecuación diferencial, donde C 0 es un vector constante (en s). 
De la teoría elemental de las ecuaciones diferenciales (ver (Codd], cap.3, teorema 2.3) 
sabemos que, por la unicidad al problema de valores iniciales, M(s, t) y P(s, t) difieren 
por una matriz constante (en s): 

M(s,t) P(s,t)C 
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Por lo tanto: 

O bien, por componentes: 

D(s, t) P(s,t)CC0 

P(s, t)D 0 • 

d1(s, t) P11(s, t)d~(t) + P12(s, t)éí;;(t) + P1a(s, t)d3(t) 

Escogeremos {d¡:'(t)} de tal forma que también sea una base ortonormal para E 3 . La 
conexión entre las bases { df} y { df'} es una rotación, si llamamos a Q ( t) la matriz de 
rotación: 

df'(t) Q(t)d¡(t) l = 1,2,3 

Como {df} es una base, escribamos a d¡(s, t) en términos de sus elementos: 

d¡(s, t) 

Comparando esta expresión con la descomposición de d¡(s, t) en términos de la matriz 
fundamental P(s,t), encontramos que: 

(d1 · d~)I P1m(s,t) 

Si esto lo substituimos en la expresión para d1 y usamos que df 

d1(s, t) :E~=1(d1. d~)Qd~ 
Q(t)d1(s, t) 

Qd¡:', vemos que: 

Así que las soluciones de o.D = UD difieren por una rotación y por lo tanto equivalen 
a ver la deformación desde dos sistemas de referencia rotados uno con respecto al otro, 
con matriz de rotación Q(t) . De esta forma, u 1 , u 2 y u3 determinan d1 , d2 y da (para 
t fijo) salvo por una rotación. 

Si ahora integramos r 5 (s, t) :E~=l v¡(s, t)d¡(s, t) para t fijo, obtenemos: 

r(s,t) r· 3 ro+ Jo :E1=1Vz(e,t)d1(.;,t)d.; 

Si hacemos lo mismo, pero ahora en el sistema con origen ó: 

i'(s, t) 
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donde además hemos usado que las variables de esfuerzo no dependen del sistema de 
coordenadas (v1(s, t) = v¡(s, t) , l = 1, 2, 3) . Pero como arriba se demostró, 
d¡(s, t) = Q(t)d¡(s, t), entonces podemos reescribir al vector r como: 

r(s, t) Q(t)ro + ro - Q(t)ro + Q(t) ;;,· E?=1 v1(e, t)d1(e, t) de 

Q(t)r(s, t) + T 

es decir, recuperamos la ecuación al principio de esta sección. 

En conclusión: 

• Dados dos sistemas de coordenadas al tiempo t, las variables de esfuerzo asociadas 
a cada uno de ellos son las mismas. 

• Dado un conjunto de variables de esfuerzo, éstas determinarán r( s, t) y los vectores 
directores, módulo una transformación rígida. 

2.8 Ecuaciones constitutivas 

Cuando se dedujeron las ecuaciones de movimiento, al mismo tiempo se definieron la 
fuerza de contacto n( s, t) y la torca de contacto m( s, t), en función de las fuerzas aplicadas; 
y en el caso de m(s, t) del vector de posición relativo p'. Una forma de redefinir a n(s, t) 
y a m(s, t) es a través de funciones constitutivas que dependen de las variables de esfuerzo 
U(s, t) = (u1 (s, t), u2(s, t), u3(s, t)) , V(s, t) = (v1 (s, t), v 2(s, t), v3(s, t)). Para toda la 
discusión posterior, supondremos que estas ecuaciones constitutivas son de la forma: 

m(s, t) 
n(s, t) 

rn(U(s, t), V(s, t), s) 
ñ(U(s, t), V(s, t), s), 

cuyo dominio se restringe al cumplimiento de v 3 (s, t) > O "Is E (O, l] , t 2:: O ; o si se 
prefiere abordar un punto de vista tridimensional, el dominio es el conjunto de variables 
para las cuales u1, u,, V3 satisfacen v 3 > V(u1 , u 2 , s) (i.e. (u1, u2, v 3 ) E N(s)), como 
se definió en la sección 2.6. 

Siempre que existan las ecuaciones constitutivas para. la torca y la fuerza de contacto, 
se dirá que la barra en cuestión es elástica. 
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Una. definición más completa del término elástico se puede ver en {Ciar], cap. 3. 
En ella. se involucran al gradiente de defor=a.ción (Vp) y al tensor de esfuerzos de 
Cauchy (T), según fueron introducidos en las secciones 2.3 y 2.4, respectiva.mente. 

De-finici6n: Sean S 3 las matrices simétricas de 3 x 3 , y M~ las matrices cuadradas 
de 3 x 3, cuyo determinante es positivo. Un material es elástico si existe un mapeo 

T : (Z, F) E 8 0 X M! 'Í'(Z,F) E S 3
, 

nama.do la. función de respuesta. para el tensor de esfuerzos de Ca.uchy, ta.l que, sea 
cual sea. la. configuración deformada. que adopte un cuerpo l1echo de este material; el 
tensor de esfuerzos de Ca.uchy Ten cualquier punto p de la. configuración deformada, 
está relacionado con el gradiente de deformación "\lp por la. ecuación: 

T(p) 'Í'(Z, Vp(Z)) 

en donde como antes, Z son las coordenadas del punto material en la configuración 
de referencia.. 

En adelante se pensará en la variable temporal t que a.parece en las ecuaciones constituti
vas, no como el tiempo absoluto, sino como el tiempo transcurrido desde la fabricación del 
material (la. edad del material). Tal suposición es obvia, si se piensa que de ser t el tiempo 
absoluto, un experimento realizado hoy con una barra fabricada ayer, daría resultados 
diferentes al mismo experimento realizado mañana, con una barra fabricada hoy. 

La dependencia de las ecuaciones constitutivas en las variables de esfuerzo, proviene de 
la experiencia física.. Por ejemplo, de haber una dependencia en r(s, t), las propiedades del 
material cambiarían con su posición en el sistema de referencia escogido. Si dependiera 
de r 5 (s, t) , las propiedades de la barra cambiarían con su orientación. Si hubiera. una. 
dependencia en las derivadas mayores con respecto des del vector r(s, t), se involucra.rían 
efectos de tensión superficial, los cuales no forman parte del modelo que se adoptará. 

Otras formas razonables para. la dependencia de las funciones constitutivas 
podrían ser: 

(a) 

m(s,t) 
n(s, t) 

rn(U(s, t), V(s, t), Ut(s, t), Vt(s, t), s) 
ñ(U(s, t), V(s, t), Ut(s, t), Vt(s, t), s) 

En este modelo se supone que las propieda.des de la barra dependen de la 
rapidéz con la que se realiza la deformación. Una barra que satisfaga estas 
propiedades se dice viscoeJástica de tipo diferencial con grado de complejidad 
igual a l. 
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(b) 

m(s,t) 
n(s, t) 

rn(U(s, t), V(s, t), O(s, t), s) 
ñ(U(s, t), V(s, t), O(.s, t), .s) 

Aquí O(.s, t) representa la temperatura de la barra. En este caso, las ecuaciones 
de movimiento deben ser complementadas con la ecuación de la energía y las 
ecuaciones constitutivas correspondientes a las nuevas variables que tuvieran 
que ser involucradas. 

En realidad, la forma más general de las ecuaciones constitutivas para una 
barra elástica (sin tomar en cuenta los efectos por la temperatura) son: 

n(s, t) ñ(r(s, t), r.(s, t), da(s, t), a.da(s, t), s) 

(análogamente para m(s, t)). De igual forma, las ecuaciones constitutivas más 
generales que uno puede pensar para una barra viscoelástica son: 

n(s, t) ñ(r.(s, t), da(s, t), a.da(.s, t), rot(s, t), a,da(.s, t), a,.da(s, t), s) 

(igualmente para m(.s, t)). 

Sin embargo, se puede demostrar (ver [Ant] cap. VIII), que en ambos ca
sos estas expresiones se reducen a las mencionadas al principio para la barra 
elástica y viscoelástica (caso (a)) , respectivamente. 

La demostración es una aplicación directa de llamado teorema de representación 
de Cauchy. Este teorema utiliza la propiedad que tienen las funciones consti
tutivas de ser hemitrópicas. Esto es, supongamos que con respecto a la base 
de vectores directores hacemos la descomposición: 

n(s, t) = E)'=1n1(s, t)d¡(s, t) y m(.s, t) 

Ahora definamos el par de ternas: 

n = (n1 , n,, n3) y m = (rn1 , rn2, rn3) . 

La propiedad de hernitropía se expresa corno: 

n¡(Q(t)r., Q(t)da, Q(t)8.da, s) 
l = 1,2,3 

donde Q(t) es una matriz de rotación (análogamente para m¡). Es decir, una 
función es hemitrópica si es invariante bajo un grupo ortogonal propio de 
transformaciones. En nuestro caso, el hecho de que las funciones constitutivas 
sean hemitrópicas, es una consecuencia del principio de objetividad, el cual 
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supone que m y n son las mismas para cualquier sistema de coordenadas (es 
decir, son invariantes bajo transformaciones rígidas). Otra forma de decirlo 
es que las leyes que dictan el comportamiento de las fuerzas (y torcas) son las 
mismas para todos los sistemas de referencia. 

Hacemos ahora las siguientes definiciones: 

n 1 y n 2 son las fuerzas de deformación pura, 
m 1 y rn.2 son las torcas de doblamiento o momentos de doblamiento, 

m 3 es la torca de torsión o momento de torsión. 

Condiciones de Monotonicidad 

Las variables de esfuerzo y las ecuaciones constitutivas se relacionan, además, por las 
siguientes condiciones físicas: 

(1) Un incremento en la tensión T = n · ~ acompaña un incremento en el estiramiento 
(sec. 2.6) e = llrsll· Matemáticamente este hecho se expresa como sigue: 

Sea rs = ifr:TI = ~?=1 cos /31 d¡; donde cos /31 = v¡/e son los cosenos directores de 
rs con respecto a los vectores directores d 1 , d2, da . Por lo tanto, como 
n(s, t) = ~?=1 n1(s, t)d¡(s, t) , tendremos que: 

T D • i-s 

~f=1 n1 cos /31 . 

Ahora, según las ecuaciones constitutivas n1 = ñ1(U(s, t), V(s, t), s) , donde 
U= (u.,u2 u3), V= (v.,v2,v3) (sec. 2.9). Luego, substituyendo v1 = ecos/31, 

T ~f=1 ñ1(U, ecos /31, ecos /32 , ecos {33, s) cos /31 . 

Entonces: 

3 an1 
~l.==1 av= cos /31 cos /31 

Si por* representamos a la matriz cuya componente (l,m) es~, entonces esta 
condición queda expresada como: 

cos /31 ) 
cos /32 
cos {33 

> o V s E [O, l] , t 2;: O . 
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(2) Un incremento en la fuerza de deformación pura ne.., acompaña un incremento en 
la variable de esfuerzo de deformación pura v 0 correspondiente (o = 1, 2) . Como 
n 0 (s, t) = ñ.0 (U(s, t), V(s, t), s) , suponiéndola función de v 0 solamente y bajo las 
hipótesis del teorema del valor medio, escribimos esta condición como: 

O <ñ0 (···,v0 +h,···)-ñ0 (···,Va,···) = -1!--ñ0 (···,v;:,···)h 
VVo 

Va < v;; < Va+ h O = 1, 2 . 

Oño > O 
0V0 

(3) Un incremento en la torca de doblamiento me.., acompaña un incremento en el es
fuerzo de flexión Uo correspondiente. Dado que Tna(s, t) = rno( U(s, t), V(s, t), s) y 
suponiéndola función de Ua solamente, esta condición se escribe: 

O<rna(···,ua+h,···)-rna(···,ua,···) = 

Uo <u:,< 

..J!--mo( · · · , v;:, · · · )h 
vUo 

U 0 + h Q = 1, 2 . 

( 4) Un incremento en el momento de torsión m3 acompaña un incremento en el esfuerzo de 
torsión u 3. rn3 (s, t) = m3(U(s, t), V(s, t), s) y suponiéndola función de u3 solamente: 

ª
a m3( ... , u3, ... )h 
U3 

U3 <u;< U3 + h 

Asumiendo la diferenciabilidad de las funciones constitutivas, las cuatro condiciones de 
monotonicidad anteriores, con frecuencia son reemplazadas por una condición más general: 

Lema: Supongamos que la matriz de 6 x 6 

o(m, n) 
éJ(U, V) [ 

sm w 
8n 
80 

~] 8n av 
es definida positiva. Entonces las cuatro condiciones de rnonotonicidad se satisfacen. 

Prueba: Una matriz A den x n se dice definida positiva si su forma cuadrática asociada 
es definida positiva; es decir; si 

(X,AX) := X'AX >O 

( ·, ·) : E" x E" ---> R el producto escalar en E". 
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Como X'AX es un escalar, tendremos que: 

X'AX (X'AX)' X'A'X (X,A'X); 

Por lo tanto: X' AX 
forma bililineal: 

HCX,AX) + (X,A'X)] , y corno el producto escalar es una 

(X,AX) (X, ~(A+ A')X) ; 

por lo tanto una matriz es definida positiva si la parte simétrica es definida positiva. 

Ahora, si A es la matriz de elementos a;.; y { é¡} es la base canónica de En, ( é¡ ceros en 
todas sus entradas excepto la 1-ésirna, que es uno), el hecho de ser A definida positiva 
da corno resultado: 

l = l,··· ,n; 

es decir, los elementos de la diagonal son todos positivos. En particular, para la matriz 
jacobiana :{3';0\ , se tiene que: 

8rn1 > 0 
8u1 

y 

l = 1,2,3. 

Esto implica de inmediato las condiciones 2,3 y 4. 

ar.,> o 
8v1 

En cuanto a la primera condición, corno X' AX > O V x E E 6 , en particular para 
X'= (O, Y) (O el vector nulo en E 3 

, Y'= (yi, Y» Ya)): 

0 ( o )' ac.n, fi) ( o ) 
< Y 8(U,V) Y v•ª"v · av ' 

es decir; que la matriz ~también es definida positiva y por lo tanto la condición 1 (con 

Y' = ( cos /3¡, cos 13., cos /33 ) , se satisface. (De la misma forma ~ es definida positva) 
-D 

En cuanto a. la.s condiciones de monotonicidad., la. hipótesis ;{(1:-0) definida positiva. 
no es la hipótesis más general que puede pensarse. Una extensión para. funciones 
m y ñi n.o diferencia.bles, constituye en pedir que el m.a.peo (rTI( ., ·, s), ñ( ., ., s)) sea. 
uniforme.mente monótono sobre subconjuntos compactos de su dominio N(s) (ver 
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sec. 2.6). Es decir, que para cada subconjunto coznpacto K(s) 
núznero c(K(s)) >O tal que: 

e N(s), existe un 

~(U,V,Ü,V) _ 

> 

[m(U, V, s) - m(Ü, \i,s)] ·(U - Ü) + 
+ (n(U,V,s)-n(Ü,V,s)]·(V-V) 

c(K(s))(llU - Ül! 2 + llV - Vl! 2
) 

V (U, V),(Ü, V) e K(s) 

Una. generalización de la. hipótesis anterior y que en la práctica. resulta. ser de mayor 
utilidad, consiste en pedir que el ma.peo (rTI( ·, ·, s), ft( ·, ·, s)) sea. 
estríctaznente monótono sobre N(s): 

<l>(U, V, 0, V) > o 
V (U, V),(Ü, V) e N(s) : (U, V)# (Ü, V) 

Aún má.s general que la condición anterior aunque de menor utilidad en la práctica. 
resulta ser que el mapeo (m(.,., s),n(-, ·, s)) sea monótono sobre N(s): 

~(U, V, 0, V) <:: o 
V (U, V), (Ü, V) e N(s) 

Es claro que una. función. uniformemente monótona. sobre conjuntos compactos es 
estrícta.m.ente monótona, y que una función estrícta.mente monótona es monótona.. 

Suponiendo la d.iferencia.bilidad de rñ y it, es fácil ver cómo el hecho de pedir que 
el ma.peo (rTI, ñ) sea uniformemente monótono, inmediatamente implica que :n!J:·C~ 
es definida. positiva, (lo único que debe hacerse es linea.rizar las expresiones entre 
corchetes que a.parecen en ti>, com.ponenete por com.ponenete, alrededor de 
(U, V)) . El ID.isi:no ca.so se tiene para. la condición de m.onotonicida.d estricta., sólo 
que aquí se obtiene la. equivalencia.. Por otro lado, la. propiedad de m.onotonicidad 
resulta. a su vez equivalente a. la. no-negatividad de la. matriz :[(7:0} . 

2.10 Condiciones de crecimiento 
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Las condiciones de crecimiento se refieren al comportamiento de las funciones constituti
vas, cuando las varia.bles de esfuerzo a.sumen valores extremos. Al igual que en el ca.so de 
las condiciones de monotonicidad, las condiciones de crecimiento tienen una base física. 

(i) Una elongación (estiramiento) infinito de la barra, debe ser causado por una tensión 
infinita. Si como antes T representa a la tensión y e el estiramiento, esta condición 
nos dice que 

r(e)---+ oo cuando e---+ oo 

(sec. 2.10). 
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(ii) Valores infinitos en los esfuerzos de deformación pura, deben ser causados por fuerzas 
de deformación pura infinitas: 

ñ 1 (U,V,s)---+ ±oo cuando v 1 ---+ ±oo 
ñ2(U, V,s)---+ ±oo cuando v2 ____,. ±oo. 

(iii) Un esfuerzo de torsión infinito debe ser causado por un momento de torsión infinito: 

m3(U, V,s)---+ ±oo cuando U3 ___. ±oo. 

El establecimiento de condiciones análogas para ñ 3 , m1 y m2 en términos de las 
variables de esfuerzo correspondientes v 3 , u 1 y u 2 (respectivamente), deben tener en 
cuenta la condición de preservación de la orientación (v3 > O), o en general, la condición 
(v3 , ui, u,) E .1V(s) (dentro de un contexto tridimensional). En este sentido hacemos la 
siguiente 

Def"inición:Se dice que el esfuerzo (U, V) es extremo si 

/J(U, V)/J = yflJU/12 + IJVIJ2 oc 
ó 

(U, V) E 8N(s) 

Ahora se adptará el siguiente: 

Principio constitutivo general: Esfuerzos extremos deben venir acompañados por 
resultantes infinitas. Es decir, si (U, V) es un esfuerzo extremo, entonces 
IJm(U, V, s), fi(U, V, s)IJ = oo . 

Una hipótesis de utilidad, y que resulta ser una generalización de las condiciones 
(i), (ii), (iii); es la. lla.zna.da. Hipótesis de coercibilidad. Esta. nos dice que si 
definimos la función •(U, V, U, V) com.o en 2.10, la siguiente suposición tiene lugar: 

+ru.v.ü.\f¡ - oo según (U, V) se convierta en extremo. 
(JIU-Uofl2 +llV-V0 11 2¡t 

Esta hipótesis tiene sentido ya que, si se supone válida y además que la. función 4,-.. 

es estrictamente monótona, entonces las ecuaciones m = ríi(U, V, s) , n = fi(U, V, s) 
pueden resolverse de ma.n.era única. para (U, V) (ver siguiente sección). La solución 
obtenida U = Ü(m, n, s) , V= \i(m, n, .s), nos lleva a definir ecuaciones constitutivas 
análogas a las vistas en 2.9. 

Mas aún, supóngase que rñ( ·, ·, s) y ii( ·, ·, s) son continuaJ:nente diferencia.bles y sa
tisfacen la propiedad :H~:·{}~ = ~ definida positiva. En tal ca.so el teorema de la 
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función inversa dice, por un.a. parte, que i{~;~~ ~ -t; y por otra parte, dado 
que A es definida. positiva.: (Y, .O.Y) > O \fY E E 6 , en particular para. Y = A- 1 X, 

O< (Y,AY) = (..0.- 1 X,X) = (X,A-1 X); por lo tanto i¡~~l también es definida 
positiva. 

La ventaja de tener la in.vertibilidad se verá mas adelante y consiste, bá.sicam.ente, 
en una sim.plificación de las ecuaciones de equilibrio. 

2.11 Invertibilidad del mapeo (r¡, v, µ) - (H, N, M) 

Teorema: (Invertibilida.d del mapeo (77, v, µ) -----> (H, N, J\á)) 

77 

Sean m = (rn1 , m2, rn3 ) , n = (n1, n 2 , n3) las ternas formadas por las componentes de la 
fuerza y torca de contacto; con dominio en el cono sólido abierto en N C R 3 , dado por 
v 3 > V(u,, u 2 , s), donde V es homogénea y de grado l. 

(i) Defínase el mapeo 

cl>(U, V, U0 , V0 ) =< (rñ(U,V,s) - rñ(U 0 , V0 ,s), íl(U, V,s) - íl(U 0 , V0 ,s)),(U - U0 , V-V0 ) > 
(U,V,s), (U 0 ,Vo,s) EN 

Supóngase que cl>(U, V, Uo, V0 ) >O 't (U, V,s), (Uo, Vo,s) EN : (U, V)'/ (U 0 , V0 ) • 

Si 

cl>(U, V, U0 , Vo) 
{ 

1 (U - Uo, V - Vo) ¡--. oo 
00 ó 

(U, V) E aN (extremo) 
(Hipótesis de coercibilidad). 

1 (U - Uo, V - Vo) 1 

Entonces, las ecuaciones m (U, V, s) = rñ , n (U, V, s) = íl, pueden resolverse de 
manera única para U y V en términos de m y n: U = Ü(rñ, ñ, s) , V= 'Íl(rñ, ñ, s). 

(ii) Si además m(U, V,s), íl(U, V,s) son continuamentediferenciablesy ~Ht"O~ es definido

positivo, entonces también Ü(m, n, s), 'Íl(m, n, s) son C 1 y ~f~.~J es definido-positivo. 

Prueba: 

(i) 
Tomemos (rñ, ñ) tales que 1 (rñ - m 0 , ñ - n 0 ) I< R. Definase ahora el conjunto: 

{(U V) . <I>(U, V, U 0 , V 0 ) R} 
' . 1 (U - Uo, V - Vo) 1 < 
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la continuidad de m y n, nR es no vacío, ya que 
(mo, no) están en f2R. 

Ahora, 8!1R = {(U, V) : 1 ;tJ~b'~'.(?_:~'¡ 1 = R}, y por lo tanto ñR es acotado: supongamos 
que (Un, Vn) es una sucesión en nR, convergente en ñR, tal que 1 (Un-Uo, Vn-Vo) 1--+ oo, 
por lo tanto lírD.n-oo l(tf ~~b~~VUno.~~»I = oo . Pero por la continuidad del cociente y por 
la definición de nR, esto es cierto si para n suficientemente grande, (Un, Vn) '!. nR, lo 
cual es una contradicción (pues se tiene la hipótesis de coercibilidad). Por lo tanto, 
ñR es acotado. 

Considérese ahora el mapeo 

_ ( m(U, V) - ñi ) 
f(U, V) = ñ(U, V) - ñ 

</!U.V>.<U-Uoty-Vol> 1 
\(Ü-00 .V- o)\ anR [ 'tju.v.uo.Vol <Crñ-mo.ñ-n~l-W-uº.V-V01>] 

\( -Oo.V-\IO¡¡ - ¡(U- º' -Vo>I ªº" 
2:: R- 1 (rñ - mo, ñ - n 0 ) 1 > O 

(por la hipótesis sobre (ñi, ñ)). 

Por lo tanto, sobre 80.R, f(U, V) no solo es distinta de cero, sino que f(U, V) y ( ~ = ~= ) 
no son antiparalelas. Entonces, \ºr el lema de la sección 1.2, 

deg(f, O; f2R) = deg ( ( ~ = ~= ) , O; 0.R) = 1 , de donde f tiene un cero en el interior 

de O.R; es decir, existe un punto (Ú,V) E nR tal que m(Ú,V,s) = rñ y ñ(Ú,V,s) = ñ, 
(cierto, pues de no haber un cero, la suma en la definición de d(O) -ver capítulo I- sería 
vacía y por lo tanto el grado sería igual a cero). 

El lem.a antes citado, para. este ca.so, tiene la siguiente forma: 

Sea g(U, V)= ( ~ = ~: ) . Definase la familia de mapeos 

F(U,V;r) .,.. f(U, V)+ (1 - r) ( ~ = ~: ) ; Te [O, 1] 

Ahora, para (U, V) E 8rl.R: 

< F(U, V;r),(U - U0 , V-V0 ) > r < f(U, V),(U - U0 , V - Vo) > + 
+ (1 - r) 1 (U - Uo, V - Vo) 12 
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ESTA 
WJI • llM 

lllUOTEC6 

Para. T = 1 se vió arriba que < F(U, V; -r), (U - U0 , V - V 0 ) > > O . Por otra parte, 
para. T = O, < F(U, V, O), (U - U0 , V-V0 ) > > O . Por lo tanto, de la. continuidad en 
-r def, < F(U, V;-r),(U-U 0 , V-V0 ) > > O sobre an.R, y por lo tanto F(U, V;-r) -¡f O 
(de hecho positivo) para (U, V) E an.R. 
Así que por la propiedad de hom.otopía: 

deg(F(U, V; 1),0; fiR) 

es decir: 

deg(f(U, V), O; nR) 

deg(F(U, V; 0),0; fiR) 

U - Uo 
V-Vo 

1 

En cuanto a la. unicidad del cero de f(U, V) : si f tuviera otro cero, (0, V); es decir, 

Entonces: 

79 

<I>(Ü, v, O, V) [m(O, 'ii,s) - m(O, v, s)] · [0 - O]+ [fi(Ü, \i,s) - fi(Ü, \í,s)] ·[V - V] 
o 

Pero, por hipótesis, esto es cierto si y solo si (Ü, V)= (Ü, V) 

Por último, como se puede hacer esto para cualesquier (U 0 , Vo) E N y (r'ñ, ñ) que 

satisfagan 1 (r'ñ - m 0 , ñ - n 0 ) I< R, se tiene que el mapeo (U, V,s)---> ( '";;{~:~::?) es 

invertible en N. 

(ii) (Ya demostrada en la sección 1.10). 

-O 

Resumen. 

Se quiere estudiar la deformación de un tipo de barra en particular, llamada barra de 
Cosserat, cuando ésta es sometida a una fuerza f. 

La barra parte de una configuración de referencia o inicial, en la cual ocupa una región 
B 0 del espacio euclidiano tridimensional E 3 • La estructura de la barra en este estado se 
caracteriza por el eje de la barra R(s) (escogido de manera apropiada) y las secciones 
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transversales B 0 (s), perpendiculares al eje y definidas como la intersección de B 0 con el 
plano generado por dos vectores 01 y 02, escogidos de tal manera que junto con 03 = R', 
forman una base ortonormal derecha (01 /\ 02 = 03) en cada punto s del eje. Por otra 
parte, todo punto material con posición Z, tendrá asociadas una terna de coordenadas 
curvilíneas X= (x1, .r2, s) , (Z(X) = R(s) + x 1 D1(s) + x2D2(s)) . 

Una vez que la barra se ha. deformado bajo la acción de esa fuerza f, ocupará ahora 
una región que se llamó E, de E 3 • El eje de la barra está ahora representado por el vector 
r(s, t), y los vectores directores son ahora d 1 (s, t), d2(s, t), d3(s, t) ; en donde d3 y r 8 ya 
no son necesariamente paralelos. 

Las barras de Cosserat cumplen con la hipótesis de deformación plana, la cual consiste 
en que los puntos materiales sobre cada sección transversal B 0 (s) permanecerán en el 
plano generado por d1 y d2 (más específicamente, en la intersección de dicho plano con 
E). De tal forma que todo punto sobre la barra está ubicado por el vector: 

fj(X, t) 

(donde las funciones <;:>1 y <;:>2 constituyen parte del modelo propuesto). 

La deformación de la barra está dominada por las ecuaciones de movim.iento, esto es, 
las ecuaciones para las fuerzas y torcas. Dado que nosotros estudiaremos únicamente los 
estados de equilibrio estático, estas ecuaciones se transforman en las ecuaciones de equi
librio (haciendo todas las derivadas temporales en las ecuaciones de movimiento iguales 
a cero) resultando en: 

n'+f O 

r' /\ n + m' + l O , 

donde n es la fuerza de contacto, f la fuerza de cuerpo, m es la torca de contacto y l es 
la torca externa o de cuerpo. 

El objetivo es el de encontrar el lugar que ocupan los puntos materiales después de 
la deformación, es decir, el vector p. Ahora, dada la definición de p (y puesto que las 
funciones c.p1 son conocidas de alguna forma) para lograr el objetivo es necesario encontrar 
el vector r junto con la orientación de los vectores directores. 

Como se definieron las variables de esfuerzo U = (u1 , u 2 , u 3 ) y V 
relaciones: 

V1d1 + V2d2 + V3d3 
u/\d¡ /=1,2,3 
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el problema anterior se puede plantear corno un sistema de ecuaciones diferenciales ordi
narias de primer orden en .s (t fijo) dado por: 

cuya solución dependerá de que se puedan determinar las variables de esfuerzo. 

Con esta finalidad se tienen las ecuaciones constitutivas, las cuales describen de alguna 
man.era la respuesta del material. Estas se basan en la descomposición de n y m según 
la base de vectores directores como: 

n ni di+ n2d2 + n3da 

m rn1d1 + rn2d2 + rn3da 

donde: 

n1(.s, t) = ñ1(U(.s, t), V(.s, t), .s) rn1(.s, t) = m1(U{.s, t), V(.s, t), .s) 

Substituyendo lo anterior en las ecuaciones de equilibrio, transformamos tal sistema de 
ecuaciones diferenciales en uno para las variables de esfuerzo, cuya solución permitiría, 
en principio, resolver el sistema para los vectores directores y para r. 

Precisamente en este punto entra en juego la condición de monotonicidad estricta sobre 
la función ~ definida en la sección 2.10 (generalización de las condiciones de monotoni
cidad) y la hipótesis de coercibilidad (generalización de las condiciones de crecimiento); 
ya que éstas dan como resultado la invertibilidad global del mapeo (U, V) --+ (m, n), 
m = (rni,rn2,rn3), n = (ni,n2,n3), lo cual permite tratar a las ecuaciones de equilibrio 
como un sistema para m y n, más sencillo de resolver, que el que se tendría para U y V. 

Resolviendo para m y n e invirtiendo se obtienen entonces U y V, que a su vez serían 
substituidas en el sistema de ecuaciones para los vectores directores y para r; encontrando 
así finalmente al vector p. 
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Capítulo 3 

Deformaci6n de barras en un plano 

En el capítulo anterior se presentó el caso de la deformación de barras en el espacio. En este 
capítulo se supondrá que el objeto se deforma de una manera tal, que su movimiento estará 
siempre restringido a un plano, y se verá qué simplificaciones representa esta constricción, 
en términos de las ecuaciones de equilibrio y el número de variables de esfuerzo y de 
funciones constitutivas. 

Las hipótesis sobre la barra (delgada, elástica, etc), así corno el tratamiento del pro
blema, siguen las mismas líneas que en la sección anterior: las primeras dos secciones se 
encargan de caracterizar la estructura interna de la barra para este caso particular de 
deformación, poniendo de relieve que ahora uno de los vectores directores está siempre 
fijo (D2 y su correspondiente después de la deformación d2). Acto seguido, en la sección 
3.3, se escriben de nuevo las variables de esfuerzo para saber las consecuencias de la 
determinación de la base de vectores directores. Aprovechando la ventaja que representa 
la simplificación plana, se reescriben las constricciones de la deformación y se definen 
nuevas cantidades en términos geométricos. La sección 3.5 es de suma importancia, pues 
se trata con detalle las consecuencias del movimiento restringido al plano, a saber, que 
las torcas m y l son verticales, lo cual lleva a hipótesis adicionales sobre las funciones c,o1 

y c.p2 y que apenas se mencionaron en el capítulo anterior; terminando con la expresión 
explícita para las ecuaciones de equilibrio (las cuales se reducen a tres). Las secciones 3.6, 
3. 7 y 3.8 son una transcripción directa de sus correspondientes en el capítulo II. En ellas se 
aprecia la simplificación del modelo: las ecuaciones constitutivas son tres; es importante 
no perder de vista las hipótesis de monotonicidad y de crecimiento, pues aquí se prestan 
a una interpretación física más directa, además de que serán usadas en el capítulo IV. La 
sección 3.9 sobre las condiciones de paridad e iniciales es fundamental, pues a menudo se 
volverá a ella en distintos cálculos a lo largo del capítulo siguiente; es importante tenerla 
en mente. Por último, la sección 3.10 es un adelanto de la formulación integral de las 

83 
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ecuaciones de equilibrio y que se hará también en el próximo capítulo; en donde además se 
justificará el planteamiento del problema como uno de punto fijo. La razón de incluir tal 
sección ahora, es sólo para poner de relieve la aplicación de dichos métodos bajo formas 
más generales de la fuerza de cuerpo f. 

3.1 Estructura interna de una barra en su estado de 
referencia 

Como antes, se tendrá como estado inicial de la barra, aquél en el que ésta se encuentra 
libre de fuerzas aplicadas. Este tipo de deformación en un plano supone que, con respecto 
al plano horizontal < i,j > (por mencionar alguno), la barra es simétrica y, más aún, que 
dicha simetría. será conservada en todo moinento. 

Tal hipótesis restringe el tipo de fuerzas que actúan sobre la barra: estas están condi
cionadas a no romper la "simetría horizontal" de la configuración inicial. 

La región 8 0 (definida en el capítulo anterior), es en este caso la región ocupada por 
los puntos en la intersección de la barra con el plano horizontal < i,j >; a tal región se le 
llamará la sección longitudinal de referencia (de la barra). (ver figura 1) 

La curva suave C 0 que se identificó dentro de B 0 corno el eje de la barra, está. descrita 
por el vector R.(s), tal que R.: s E [O, l] --+ R(s) E< i,j > . Como antes, C 0 se escoge 

A. A ,,...,..--
<: i ,j >- <-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Figura 3.1: Sección longitudinal de referencia. 

de manera tal que represente la forma de la barra en su estado inicial, así que E 0 pueda 
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considerarse como un ensanchamiento de ella, ( C 0 puede ser la línea de los centros de las 
secciones transversales Ba(s), una curva sobre 8Ba, etc). 

Para los vectores directores en el estado de referencia se escogerá: 

D1(s) = -k /\ R'(s) Da(s) = R'(s) 

(ver figura 2) 

Bo<s2) / 

A 
j 

A 

i 

Figura 3.2: Vectores directores en la configuración de referencia. 

3.2 Estructura de una barra en su estado defbrmado 

Como resultado de la acción de fuerzas y torcas, la barra se deforma. Como antes r( s, t) 
es el vector de posición de los puntos sobre e, el eje de la barra en su estado deformado. 
Es claro que r : [O, Z] x R+ 3 (s, t) --+ r(s, t) E< i,j > . 

Asumiendo la hipótesis de deformación plana (cap.U, sec. 2.5: fi' = .E?=l cp1(X)d¡(s, t)), 
d1(s,t) será el vector que junto con d2(s,t) = -k definen la orientación de la sección 
transversal B(s). Por consiguiente se tiene que: 
da(s, t) = d1(s, t)l\dz(s, t) = -d1(s, t) l\k; de tal forma que {d¡} es una base ortonormal 
para E 3 , en cada punto de C. 
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Aprovechando la simplificación del movimiento plano, se escribirá: 

di(s,t) cosO(s,t)i + sinO(s,t)j 
da(s, t) - sin O(s, t)i + cos O(s, t)j 

(ver figura 3). Por compatibilidad con las condiciones de arriba, si se conviene en llamar 

Figura 3.3: Configuración en el estado deformado. 

O(s,O) = 0 0 (s) tendremos que: 

De donde: 

d1(s, O) 
da(s, O) 

cos 0 0 (s)i + sin 00 (s)j 
- sin 0 0 (s)i + cos00 (s)j 

cos00 (s)D1(s) - sin00 (s)Da(s) 

j sin00 (s)D1(s) + cos00 (s)Da(s) 

Substituyendo estas expresiones en di y da se tiene que: 

di(s,t) cos,P(s,t)Di(s,t) + sini;b(s,t)Da(s,t) 
d 3 (s, t) - sin 4>(s, t)Di(s, t) + cos i;b(s, t)Da(s, t) 

en donde <f>(s, t) = O(s, t) - 0 0 (s, t) es la diferencia entre los ángulos de inclinación que 
tiene la sección transversal después (B,) y antes (B0 (s)) de la deformación (en el puntos 
al tiempo t). (ver figura 4) 

No ha.ce ninguna. diferencia. el trabajar con el ángulo 61(s, t) o con el ángulo tf>(s, t). 
Aquí se escogerá trabajar con este último, ya. que no depende directa..JJJ.ente del 
siste:m.a. de ejes coordenados escogidos, sin.o que es una cantidad intrínseca. de la. 
deformación. 
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e 

Figura 3.4: Definición del ángulo q)(s). 

3.3 Las variables de esfuerzo 

Teniendo en cuenta que se escogió d2(s, t) = -k y usando cualquiera de las descomposi
ciones que se dieron para di y da (en términos de Di y Da o en términos de i y j) es 
fácil ver que: 

a.di(s,t) 
a.d2(s,t) 
a.da(s, t) 

µ(s, t)da(s, t) 
o 
-µ(s, t)d1(s, t) 

donde µ(s, t) = 8.0(s, t). Ahora, en el capítulo anterior se definió (sec. 2.5) 
u(s, t) = :E~=t u 1(s, t)d¡(s, t), entonces se tenía que a.d;(s, t) = u(s, t)l\d¡(s, t). De manera 
que desarrollando para este caso se obtendrá: 

Por lo tanto: 

a.d1(s,t) 
a.d2(s, t) 

-u2 (s, t)da(s, t) + u3(s, t)d2(s, t) 
u 1 (s, t)da(s, t) 

u2(s, t) = -P(s, t) U3(s, t) = Q 
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u 1 (s, t) =O 

Análoga.mente para las derivadas temporales, únicamente cambiando µ, por p. := 8,0: 

w 1 (s, t) = w3(s, t) 
W2(s, t) 

o 
-p.(s, t) 

Por otra. pa.rte, dada la planaridad de la. deformación, rs E< i,.J >. Así que en la descom
posición r 8 (s, t) = ~~=1 v¡(s, t)d¡(s, t) 

V2(S, t) o. 
De hecho, como para. la configuración de referencia se escogió R'(s) = Da(s), se tendrá: 

Vi (s) = V2(s) 
V3(s) 

o 
1 . 

Lo anterior siempre se cumple tanto para deformaciones en el espacio como planas, y sea 
cual sea. la. configuración inicial o de referencia. de la. barra. 

Para. el caso plano en particular, siguiendo los mismo pasos que antes cuando se calculó 
D¡, se encuentra. que, definiendo j1. 0 (s) = O~(s) : 

U 1 (s) = U 3 (s) 

U2(s) 
o 
-¡;,o(s) 

Dado que para. la. deformación plana. los vectores di y da son los que llevan el peso de la. 
descripción, se harán los siguientes cambios para simplificar la notación: 

Di(s) -
Da(s) -

V 1 (s) - 710 (s) -
V 3 (s) - v 0 (s) -

Así que: 

A(s) cos 0 0 (s)i +sin Oo(s).J 

B(s) - sin 0 0 (s)i + cos 0 0 (s).J 

A(s) 
B(s) 
o 
o 

a(s, t) 

b(s, t) 

di(s, t) 
d3(s, t) 
v 1 (s, t) 
V3(s, t) 

-
-
-
-

a(s, t) 
b(s, t) 
r¡(s, t) 
v( s, t) 

cos O(s, t)i +sin O(s, t)j 
cos <f>(s, t)A(s) +sin <f>(s, t)B(s) 

- sin O(s, t)i + cos O(s, t).J 
- sin <f>(s, t)A(s) + cos <f>(s, t)B(s) 

A y a son los vectores que determinan la orientación de las secciones transversales, mien
tras que B y b son los vectores perpendiculares a las secciones transversales. Por último: 

R'(s) 

a.r(s,t) 

B(s) 
r¡(s, t)a(s, t) + v(s, t)b(s, t) 

Entonces las variables de esfuerzo a considerar son: ,.,, V y il = a.q, + ()~ (todas las demás 
son cero). 
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3.4 Constricciones de la de:formación 

Para este ca.so, el vector de posición relativo jl resulta ser: 

p'(X, t) <p1(X)a(s,t) - <p2(X)k 

y por lo tanto: 

Z(X) = p(X, O) R(s) + <p1(X)A(s) - <p2(X)k 

La condición de preservación de la orientación (las secciones transversales B. D.Q pueden 
ser coplanares a rs ':/ s E [O, l] , t ;::: O) se lee corno: 

rs · b v>O ':/ s E [O, l] , t 2: O 

y por lo tanto el estiramiento en el puntos al tiempo t (e(s,t)) es siempre positivo: 

e(s, t) Jr¡2(s,t) + v 2(s,t) > O ':Is E [O, l] , t 2: O 

La generalización de esta condición (ver sección 2.5) es: 

v > V(jl,s) 

El conjunto de puntos para el cual esto es cierto es la intersección de N(.s) con el 
plano u 1 =O. 

Nótese que en realidad la variable de esfuerzo u2 es -jl, sin embargo siempre es 
posible definir una ü.2 = -u2 y tomarla como la. variable de esfuerzo; es decir; el 
signo negativo no es especialem.ente importante y por lo tanto no se tom.ará. en 
cuenta. 

Por otro lado, aquí es fácil interpretar la medida de la deformación pura que se dio 
en la sección de las deformaciones básicas: 

T/ 
VT/2 + v2 

cos ,,¡,' 

donde t/J es el ángulo entre a y r 5 • Si llamamos a /3 el ángulo entre by r 8 , entonces 
..¡., = ~ - ¡3 ; por lo tanto 

7] 

sin/3 
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b ( s,t;) 

a(a,"t)-
e 

Figura 3.5: Interpretación de la medida de deformación pura. 

Ahora, ~ es el ángulo entre R'(s) y A(s), así que la medida de deformación pura 
se puede interpretar como una m.edida de la diferencia. entre los ángulos que for
man las secciones transversales y el vector tangente, antes (~) y después (7/J) de la 
deformación (ver figura 5). 

Observación: Cálculo de la. curva.tura de G 

Si llam.a.nJ.os a. CT la longitud de arco de la. barra en su estado deform.ado: 
u(s, t) = J; llrs(~, t)ll d~. De la figura 5 tenemos que ef>(s, t) = ,P(s, t) + 9(s, t) 
por lo tan.to, la curva.tura de la. ba.rra en el estado deformado es: 

K 
d<t> 
du 
aq, ds 
as du 
a.q, 
llrsll 
a • ..P+µ 
¡¡;;¡¡ 

Como ya. era claro, µ, no es la. curva.tura, pero sí toma parte de ella. Para apreciar 
más el significa.do de ji,, véase los siguientes ejemplos: 

Deformación inflacionaria : Considérese una barra en forma. de anillo con radio 
p 0 en su estado de referencia. y que se expande conservando su forma ha.sta. 
alcanzar un. radio P1 y permaneciendo así en equilibrio (figura 6). Se tiene 
entonces que en el estado de referencia, 
C 0 : Po(cos(µs)i + sin(µs)j) = R(s) , A(s) = R(s)/ Po , 
B(s) = A(s) /\ (-k) = - sin(µs)i + cos(µs)j . Por lo tanto, 
P,0 (s) = 9~(s) = -i;(µs) = µ . Para el estado deformado se tiene que 
C : P1(cos(µs)i + sin(µs)j) =: r(s) , a(s) = r(s)/ p 1 , 

b(s) = a(s) /\ (-k) = - sin(µs)i + cos(µs)j ; 
y por lo tanto P,(s) = 9'(s) = -i;(ps) = µ . 
De manera que en este tipo de dcform.ación la curvatura cam.bia, (de 
"'º = 1/p0 a. 1<:1 = l/p1) , pero la variable de esfuerzo P, permanece igual en 
am.bos estados. 
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A 

j 
A( s) 

8 
A 

i 

' 

Figura 3.6: Deforrnación inflacionaria. 

Nótese que si en lugar de usarµ como la. varia.ble de esfuerzo., se hubiera. usa.do 
4>'(s) = -f,(8(s) - 8 0 (s)) (sec. 2), se tendría que 4>'(s) = µ - µ = O. 

Deformación por doblamiento {flexión pura): (refiérase a la sección de las 
deform.aciones básicas del capítulo anterior). 
Supóngase que la. configuración de referencia es una barra estirada. sobre el eje 
j , de longitud Z: 

C 0 : sj = R(s) 
A= i 

o ::; s::; l 
B(s) = j 

(ver figura 7). CoIIlo A(s) = cos 80 (s)i + sin 80 (s)j , entonces 8 0 (s) = O , y 
por lo tanto µ 0 = O . Ahora. la barra es dobla.da. en un círculo permaneciendo 
así en equilibrio. El dobla.miento se ha.ce sin que la barra sufra cambios en su 
longitud. El estado defor=ado de la barra es entonces: 

e: p(cos(µs)i+sin(µs)j) 

A(s) = r(s) 
p 

r(s) 

B(s) - sin(µs)i + cos(µs)j 

Por lo tanto, 9(s) = µs , así que P, = O'(s) µ . 

Por otra parte, com.o la. barra. no ca.m.bió su longitud, p está. dada por: 

Nótese que aquí c;D'(s) 

l(C) J/, llr'(~)ll d~ 
21rp 
l (por hipótesis) 

9'(s) = µ. 

91 
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k 

) 
B(s)•J: 

- .,..1.¡:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::;;k.;-) ::::::::.:-::::::::~~:::::::t¡ .... :l- j 

- 7 / 

L 

/ 

i 
A 

A(s)•i 

i 

Figura 3. 7: Deformación por doblamiento puro. 

De manera que en este caso ¡¡, y la. curva.tura. cam.biaron (la primera. de cero a.µ 
y la segunda de cero a 1/ p). De¡;, se dice que aisla los efectos de dobla.miento 
de los cambios en la. curva.tura asociados con estiramiento. 

3.5 Ecuaciones de equilibrio 

Este trabajo se concentrará. en el estudio de los esta.dos de equilibrio de una barra, bajo 
la acción de torcas y fuerzas. Las ecuaciones que gobiernan dichos estados ya fueron 
obtenidas en la sección 2.3 del capítulo anterior y son: 

n' + f O 

r' A n + m' + 1 O 

Por hipótesis la fuerza de cuerpo f es siempre horizontal 
(f(s) E< i,j > "Is E (O, l]) . También en la sección arriba mencionada se obtuvo la 
expresión para f en términos de la fuerza por unidad de masa sobre los puntos de B¡.,,b]• 
a saber: f(s) =Is. p(X)F(X)j(X) ax. ; por lo tanto la hipótesis sobre la planaridad de 
f_equivale ~pedir que F(X) E< i,j > "IX: Z(X) E B 0 , o bien 
F(X) = F 1 (X)a(s) + F 2 (X)b(s) . Como consecuencia inmediata, ya que 
n(s) = Is. p(X)F(X)j(X) ax. 'se tiene que: n(s) E< i,j > "Is E (O, l] . 

Por otra parte, se recordará. que l(s) y m(s) son torcas alrededor del punto r(s). Parte 
de la hipótesis de la deformación plana consiste en suponer que: 

l(s), m(s) E< k > "Is E (O, l] 
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A. 

k 

e 

Figura 3.8: La sección transversal B( gira verticalmente por Ja acción de Ja torca de cuerpo 
(I(e)) y Ja torca de contacto (m(e)). 

(ver figura 8).Escribiendo entonces a l(s) y a rn(s) en términos de jí'(X) , se verán a 
continuación las implicaciones de lo anterior: 

l(s) r ¡;ex)¡;' ex)" Pcx)j(x) dx. 
}13. 

r p(X)(cp1(X)a(s) - 'P2(X)k) /\ (F1(X)a(s) + F2(X)b(s))j(X) dX. 
}13. 

cf. p(X)cp2(X)F2(X)j(X) dX.)ii - c.f. p(X)i,::>2(X)F1(X)j(X) dX,)b + 
8¡ ~8-·~~~~~~~~~~~~~~ 

'1'2 
.,,, 

+ C.l. p(X)cp1(X)F2(X)j(X) dX.) k 

La expresión para m(s) es exacta.mente igual, teniéndose en cuenta. que son de naturaleza. 
distinta.. La. fuerza que a.parece en l(s) es una. fuerza externa. o de cuerpo, mientras que la 
fuerza. que se pondría. en m(s) corresponde a una fuerza del tipo superficial o de contacto, 
ya. que proviene de los segmentos de barra adyacentes B. (ver la. definición da.da para. 
estas fuerzas en la sección antes citada.). Para tener en cuenta este hecho, se escribirá 
P.(X) en m(s): 

m(s) r ¡;cx>-P'CX) "P.cx)j(X) dx. 
}13. 

¡~ii - 7:fb + ( { p(X)cp1(X)F;(X)j(X) dX.)k 
}13, 

Por lo tanto, las hipótesis sobre el movimiento constreñido a un plano implican que: 

/1 = IÍ =O 'Vs E [O, l] 
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Se examinarán ahora m.á.s de cerca la.s im.plicaciones anteriores. 

Recuérdese que se ha supuesto que la. barra conservará la simetría horizontal en 
todas las deformaciones que realiza; por lo tanto, B.s es sim.étrica con respecto al 
plano < i,j > . Si por B't se entiende la parte superior al plano horizontal de B.s y 
por B;- la inferior, se tendrá que: B.s = Bt" U B:;-, luego resulta que se puede escribir: 

"Y1(s) r p(X)cp2(X)Ft(X)j(X) dX. + r p(X)cp2(X)Ft(X)j(X) dX. , 
lst le~ 

(similarmente para i'f). Ahora supóngase que x+ son las coordenadas curvilíneas de 
un punto sobre Bt. Dada la simetría de 8 8 ,. la ím.agen de este punto con respecto al 
plano horizontal pertenece a B;-; llámese a las coordenadas curvilíneas de tal punto 
x-. 
Una buena suposición sobre los integrandos en 11 y ii' para hacerlas cero, podría. 
ser pedir que: p(X+) = p(X-) , F¡(x+) = Ficx-) , cp2(X+) = -cp2(X-) ; 
j(X+) = j(X-) (análogamente F'¡'(X+) = -F,'(X-)) . 

De esta forma J8 - P<P2Ftí dX. = - f 8 + /XP2Ftj dX. y en consecuencia -r1(s) = O 
(-yj'(s) =O) . • • 

Al .menos físicamente, es razonable pedir la. paridad de las fuerzas aplicadas con 
respecto al plano horizontal; ya que a.sí no se crearía un desequilibrio que ha.ría 
girar a las secciones transversales con respecto a un eje horizontal.. De ser im.pa.res 
las fuerzas aplica.das, es claro geom.étrica.m.ente predecir torcas horizontales (ver 
figura 9). 

F par F impar 

Figura 3.9: 71 o. 

En cuanto a las ecuaciones de equilibrio, descompondremos las fuerzas y torcas en términos 
de la base de vectores directores: 

n(s) = H(s)a(s) + N(s)b(s) m(s) M(s)k l(s) l(s)k 
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Com.pa.rando con la descomposición en la sección nueve del capítulo anterior 
(n(.s,t) = E?=1 n1(s,t)d¡(.s,t), m(s,t) = E?=1 rn1(.s,t)d1(s,t)), se tiene que en el 
ca.so de la deform.ación plana: n1 = H, n2 = O, na = N, m1 = m3 = O, m 2 = M. 

Substituyendo en las ecuaciones de equilibrio: 

H' - ¡i.N + f.a O 

N' + ¡i.H + f·b O 

r¡N - vH + M' + l O 

95 

De manera que tenemos tres ecuaciones diferenciales para determinar r¡, v, µ.(y así obtener 
r', e integrando solamente, r). f se supone conocida, lo mismo que l. Para H, N, M se 
tienen las ecuaciones constitutivas, las cuales forman parte del modelo y por lo mismo de 
ellas se tiene cierta información. 

3.6 Ecuaciones constitutivas 

Para este ca.so, las ecuaciones constitutivas toman la forma siguiente: 

H(s) = H(r¡(s),v(.s),¡i.(s),s) N(.s) = Ñ(r¡(s),v(s),¡i.(s),s) 
M(s) = M(r¡(s), v(s), ¡;.(s), s) 

y su dominio está. restringido a pedir que v(s) > O V's E [O, l] . En adelante se supondrá. 
que estas funciones son continuamente diferenciables. 

3.7 Condiciones de monotonicidad 

En lugar de pedir las cuatro condiciones de monotonicidad discutidas en la sección 2.9, 
se supondrá la condición más general: 

a¡i'E.Ñ,M> 
8(71,v,ji) definida positiva, 

la cual, como ya se demostró, encierra las condiciones requeridas. 

En este caso en particular, las condiciones de monotonicidad se reducen a 3: 
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(1) Un incremento en la tensión r = n · r' /llr'll acompaña un incremento en el 
estiramiento e E llr'll = ,,/172 + v 2 : 

r il(e cos ,,P, e sin..¡,,µ, s) cos,,P + Ñ(e cos ,,¡,,e sin,,P, P,, s) sin,,¡, 

Por lo tanto: 

'Is E (O, l] 

(2) Un increm.ento en la fuerza. de deform.ación pura. H, a.compaña un incremento 
en la. va.ria.ble de esfuerzo de deform.ación pura. r¡: 

H,,(·,v,P,,s) > O 

(3) Un incremento en la torca de doblamiento M, a.com.paíia. un incremento en el 
esfuerzo de flexión ji.: 

M;;.(11, v, ·, s) > o 

Definiendo: 

+(r¡2, V2, ~!/1' V!' flt) [.M(2, s) - M(l, s)](P2 - P1) + [h(2, s) - H(l, s)](112 - 771) + 
2 1 

+[Ñ(2, s) - Ñ(l, s)]("2 - Vi) , 

la. generalización de las condiciones anteriores para el caso no diferencia.ble es: 

+(2,1) > o 'I (2), (1) E N(s) : (2) =fa (1) 

Condiciones de crecimiento 

De acuerdo con el princ1p10 constitutivo general de la secc10n 2.10 (y con la condición 
v > O), las condiciones de crecimiento sobre las funciones constitutivas son: 

H(·,v,¡i.,s) { +oc si T/ +oc 
-oc si r¡ -oc 

Ñ(71,-,¡i.,s) { +oc si V +oc 
-oc si V o+ 

M(71, v,., s) { +oc si ¡¡ +oc 
-oc si ¡¡ -oc 
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Pa.ra. el ca.so m.ás general, v > V(µ, s) la.s condiciones para. Ñ y M serían: 

Ñ(71, ·, µ, s) { +oo si V +oo 
-00 si V V(jl,s) 

M(71,v,·,s) { +oo si µ sup{jl : v > V(µ, s)} = µ.* 
-00 si µ iní{jl : v > V(jl, .s)} = ~ 

(ver fig 10). Por otro la.do, escribiendo en for:m.a explícita. la.s derivadas totales con 

A A A 

H <T1> (+ex>) N (v) (+ex>) M(jI) (+ex>) 

1 1 

T1 
jI 

V 

<- ... ) ~) <- ... ) 
µ. µ* 

Figura 3.10: Crecimiento de las funciones constitutivas, como función de sus respectivas 
variables de esfuerzo asociadas. 

respecto a. s en las ecuaciones de equilibrio y escribiéndolas a manera. de sistem.a., se 
tiene que: 

8(.Íf,Ñ,M) 
8(71, v, µ.) 

o 
o 
.H 

Ñ ] [ 11 ] [ f ·a+ éJ,H ] -h ': - f· h+ &.N 
O µ. l + éJ,M 

Con las condiciones de crecimiento, la. hipótesis de coercibilidad mencionada. en 
el capítulo anterior se sa.stisfa.ce, a.sí que se tendrá la. invertibillda.d del roa.peo 
( 71, v, µ) - (M, Ñ, M) , con las funciones constitutivas a.náloga.s: 
1J = ij(H(s), N(s), M(s),s) , v = v(H(s), N(s), M(s), s) , µ = jj.(H(s), N(s), M(s), s) 
y el sistem.a. de ecuaciones a.socia.do: 

µ 
o 

-ij 
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3.9 Condiciones de paridad e iniciales 

Sea una barra inicialmente recta, que sufre una deformación pura (ver "deformaciones 
básicas", capítulo anterior). Se asumirá que no hay ninguna diferencia en realizar la 
deformación en un sentido o en el otro (ver figura 11). Por lo tanto, cambiando r¡ por 

j j 
A. A. 

1 

Nb 
r(s) stij+i) 

n + 
r•c s > =· 11a+b 

B 0 (s) 

"-1 !' t 
a= - j 

1 • h= !' • l 

A. A. 

r(s) = s("lj+ i 

n = -Ha+ Nb rl(s) '""l&+b 

Figura 3.11: Condiciones de paridad sobre las funciones constitutivas. 

-r¡, resulta que H cambia a -H, mientras que N permanece igual. En cuanto a m , 
a partir de su definición y de las hipótesis de simetrías discutidas en la sección cinco 
de este capítulo, se tiene que: m = [f8 • p(X)cp1 (X)F1(X)j(X) dX.]k; sin embargo, la 
componente P; de la fuerza de contacto se mantiene igual si se cambiar¡ por -r¡, y por lo 
tanto M tampoco cambia. En resumen, se tendrán las siguientes condiciones de paridad: 

H(-r¡,v,¡i.,s) = -H(r¡,v,¡i.,s) Ñ(-r¡,v,¡i.,s) = Ñ(r¡,v,¡i.,s) 
M(-r¡,v,¡i.,s) = 1W'(r¡,v,¡i.,s) 

Ahora bien, en la configuración de referencia v = 1 (la barra no ha sufrido cambios en su 
longitud), r¡ =O (no ha habido deformación) y¡;.= ¡;.0 • Como se tomó a tal estado libre 
de fuerzas y torcas, se tendrán, además las siguientes condiciones iniciales: 

Ñ(O, l,¡i. 0 ,s) o 'ts E [O, l], ¡i. 0 E R 

(nótese que dada la imparidad de Í:l en T/ , la condición inicial sobre H se sastisface 
automáticamente) . 

En [Ant] el lector encontrará. que las condiciones de paridad sobre h, Ñ, M 
(H(·,v,µ) iinpar; Ñ(·,v,µ), M(·,v,µ) pares), viene de suponer que las secciones 
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transversales de la. barra (Le. B(.s)) poseen ciertas propiedades de simetría, que 
hacen que no sea. m.ás fácil o m.á.s difícil que la barra sufra una. deformación pura o 
un dobla.nüento puro en una dirección, que en la. dirección opuesta.. 

Para. el caso de barras que se deforman en el plano y cuya configuración de referencia. 
es prismática (i.e., s E [o,l], X1 E [-h,h], X3 E (-00,00)), la justificación de las 
condiciones de paridad puede verse en [A&C]; sin embargo, ahí está. hecho tomando 
la. fuerza de cuerpo (t) igual a cero. Para el ca.so de un cuerpo bidim.ensional, 
véase [A&R]. En los dos artículos mencionados, el enfoque es un poco distinto que 
el hasta. ahora a.borda.do, ya que se emplean elementos m.ás sutiles de la. teoría de 
la elasticidad, como por ejemplo los vectores de tracción de Piola-Kirchhoff. Por 
m.edio de estos vectores se reescriben las ecuaciones de equilibrio y se definen otras 
funciones constitutivas que precederán a .Í:l, Ñ y .M, y que forman las componentes 
del segundo tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff, que a su vez, dependen de 
la.s componentes del tensor de deformación de Green (este último de naturaleza. 
semejante al gradiente de deformación mencionado en la sección 2.2). 

3.10 Integración de las ecuaciones de equilibrio 
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Las ecuaciones de equilibrio tal y corno aparecen en la sección cinco, presentan la ventaja 
de poderse integrar inmediatamente, rara H, N y M en función de r¡, V y µ. Con este 

fin, defina.se H(s) = [ Z ] (s) , .J = ~l ~ ] , f(s) = - [ : : ~ ] , B(s) = [ ~ J (s) , 

entonces podemos reescribir tales ecuaciones corno: 

H'(s) - P.(s).JH 
M'(s) - H'(s).JB(s) 

f(s) 
-l(s) 

Para resolver las primeras ecuaciones el lector puede proceder como quiera: 

(i) Dado que es obvio que: 
(-¡;(s).J)(- J' ji.(t).J dt) = (- r jí.(s).J dt)(-jí.(s).J) ; i.e.; la matriz del sistema con
muta con su integral. Por lo tanto exp(f' jí.(t) dt.J) resulta ser una matriz funda
mental para el problema, y el resto es resolver empleando variación de parámetros. 

(ii) Teniendo en mente que \Jr(s) = cosa(s) y =:(s) = sina(s) satisfacen la ecuación 
y" - ':';y'+ a 12y = O , y obteniendo dos ecuaciones de segundo orden para H y N, 
se concluye que: 

H~(s) 

H~(s) 

(coscj' jí.(t))dt, -sinCj' jí.(t)dt)) 

(sin(¡· jí.(t)) dt, coscfª jí.(t)) dt) 
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son dos soluciones linealmente independientes para el problema homogéneo. 

En cualquier caso, se tendrá como solución para las dos primeras ecuaciones: 

H(s) 

donde: 

Ó(s) [ cos(f; ¡;.(e) de) 
- sin(f; µ(e) de) 

[ ~=] la condición inicial (en s = O) . 

Luego para M solamente integrando: 

M(s) 

(M0 la condición en s = O). Estos cálculos se usarán en el siguiente capítulo. 

Todas las constantes de integración están sujetas a las condiciones que se tengan sobre 
los extremos de la barra, y que hasta ahora no se han mencionado; este punto se tratará 
directamente en el problema del siguiente capítulo, el cual fué el que nos trajo hasta este 
punto en primer lugar. 



Capítulo 4 

Deformaci6n de un anillo en el 
plano horizontal 

Este capítulo constituye la parte principal de este traba.jo. Una vez que se tiene claro 
el modelo y las constricciones que implican la deformación de una barra constreñida a. 
moverse sobre un plano, se aplican todos los conocimientos adquiridos en los capítulos 
anteriores, a un anillo de radio unitario simétrico con respecto al plano horizontal, cuando 
sobre éste actúa una fuerza de presión. hidrostática uniforme. Las dos primeras secciones 
tienen que ver con la descripción del anillo antes y después de ser sometido a tal fuerza; en 
la segunda sección se introducen tres nuevas ecuaciones, que junto con las ecuaciones de 
equilibrio constituyen el conjunto completo de ecuaciones del anillo. Las secciones 4.4, 4.5 
y 4.6 vienen a completar el marco de las hipótesis del modelo. En la. sección 4. 7 se escribe 
explícita.niente el conjunto completo de ecuaciones y se adopta una terminología, misma 
que será empleada en todo el resto del trabajo. La sección 4.9 expone las propiedades 
del conjunto de ecuaciones, y que se denominan simetrías; de hecho este podría ser otro 
enfoque para hacer el análisis del problema. y que se encuentra trata.do en [Rea], sobre cuyo 
trabajo se basa el nuestro. En la sección 4.9 se encuentran las soluciones estacionarias 
del sistema de ecuaciones, usando dos métodos: el llamado 'método directo' o aquél que 
usa las propiedades de tal sistema. En la sección 4.10 se encuentra que las soluciones 
triviales corresponden a configuraciones circulares de radio más pequeño. La sección 
4.11 es muy importante, pues en ella se integra el sistema de ecuaciones y se intenta 
dar al problema una formulación en términos de encontrar los puntos fijos de cierto 
mapeo. Al mismo tiempo se trata el problema. de las condiciones iniciales (constantes 
de integración), mismo que no había sido expuesto con claridad anteriormente, y del 
cual se desprenden las condiciones de periodicidad que deben satisfacer las soluciones al 
conjunto de ecuaciones. De manera aislada, en esa sección se encuentran las cantidades 
conservadas, esta pa.rte del trabajo no vuelve a ser usada después. Las dos últimas partes 
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de la sección 4.11 tienen relevancia, la primera, sobre el comportamiento de las funciones 
constitutivas, la segunda (como se verá después) sobre las ramas de soluciones que bifurcan 
a partir de la solución trivial. En la sección 4.12 se comienza con el estudio del problema, 
abordándolo de la manera usual, esto es, primero linealizando, reescribiendo el sistema 
de ecuaciones como uno de primer orden en el cual los términos cuadráticos han sido 
separados, y segundo, estudiando el núcleo del operador lineal en términos del cual se 
ha reescrito la linealización (sección 4.13). Es importante subrayar que en esta sección 
se dejan de lado, por un momento, dos de las ecuaciones del conjunto total, mismas 
que volverán a jugar un papel importante después. En la sección 4.14 se especifica el 
espacio dentro del cual se buscarán las soluciones al problema reducido, definido en la 
sección anterior, y que consisten básicamente en ciertas propiedades de paridad que deben 
satisfacer los elementos de dicho espacio. La búsqueda sobre este espacio está justificada 
por el hecho de que en él es posible reducir el núcleo del operador de la linalización (A). 
La sección siguiente, 4.15 es la última en la que se hace una hipótesis adicional sobre las 
funciones constitutivas, esto con la finalidad de definir el conjunto de puntos singulares 
del problema. Con el objeto de conocer más sobre los espacios de funciones involucrados 
en la linealización, se introduce la sección 4.16, de mucha importancia para todo el trabajo 
posterior. La sección 4.17 se introduce de forma un tanto aislada del resto del trabajo, 
bajo pretexto de que el lector familiarizado con los métodos empleados en problemas no 
lineales que presentan bifurcación, vea que es posible su aplicación en este caso. Para 
terminar con la idea introducida en la sección anterior, en la sección 4.18 se introduce la 
ecuación de bifurcación del problema, junto con la prueba de que, localmente, el problema 
efectivamente presenta bifurcación de soluciones con una cierta periodicidad, a partir de 
la solución trivial. Para cerrar con la parte local, se prueba en la sección 4.19 la no 
existencia de ramas que bifurquen a partir de un valor de cero intensidad de fuerza; por 
fin es que las dos ecuaciones ignoradas desde la sección 4.12 cobran un sentido algo más 
que el que se les adjudicaba en términos de la descripción geométrica del problema. La 
última sección, 4.20, aborda la continuación de las ramas que se obtuvieron en la sección 
anterior: estudio de bifurcación global. 
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4.1 Configuración de referencia 

Supongamos que la configuración de referencia de una barra es un anillo de secc1on 
transversal circular, es decir, con forma toroidal y simétrico con respecto al plano hori
zontal < i,j >. Como eje del anillo escogeremos a la linea de los centros de las secciones 
transversales y supondremos que dicha línea coincide con el círculo unitario con centro 
en el origen, C1 • Dado que la configuración de referencia está caracterizada por el vec
tor de posición de los puntos sobre el eje R(s), el vector de la sección transversal A(s) 
perpendicular al eje de la barra, y el vector B(s) = R'(s): se tendrá que: 

Ca = C 1 : cos(s)i + sin(s)j = R(s) 
A(s) = R(s) 

B(s) = A(s)/\ (-k) = -sin{s)i+cos(s)j 

dondes E R2~ = R(mod2tr), es la longitud de arco en el estado de referencia. 

Por s E R2~ se entiende que se [2trn, 27r(n + 1)) , ne N U {O} . 

De manera que aquí P.o = O~(s) = 1, (110 =O, v 0 = 1, U2(s) = -1). (ver figura 1) 

,.. 
k j B <•> 

Bu<•> 

Figura 4.1: Geometría del estado de referencia. 

4.2 Configuración deformada 

Todas las hipótesis vistas en el capítulo anterior serán adoptadas aquí: la barra conserva 
la simetría con respecto al plano horizontal, todas las fuerzas involucradas son puramente 
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horizontales, todas las torcas involucradas son puramente verticales (como se vio en 3.5, 
esto equivale a considerar ciertas propiedades de simetría para las funciones la densidad de 
masa p, C,01 y 'f'2 y la fuerza F), la barra es elástica y no lineal en el sentido de que existen 
funciones constitutivas H, N y M, que dependen de manera no lineal de las variables de 
esfuerzo, la barra puede realizar todas las deformaciones vistas en 2.6 (excepto, claro está, 
la deformación por torsión pura, ya que involucra la aparición de torcas horizontales, las 
cuales son cero en nuestro modelo): estiramiento, doblamiento y deformación pura. 

Para los vectores directores a(s) y b(s) del estado deformado, escogeremos la repre
sentación alternativa vista en 3.3, en términos del ángulo q)(s), que forman las secciones 
transversales A(s) y a(s): 

a(s) = cos ,P(s)A(s) +sin ,P(s)B(s) b(s) = - sin 4>(s)A(s) + cos ,P(s)B(s) 

donde ,P(s) = O(s) - Oo(s) , (O(s) el ángulo que forman a(s) y el eje i) . 

Definamos µ(s) = c;l>'(s); dado que 0 0 (s) = s, tendremos que µ(s) = jí.(s) - l. 

El eje C de la barra está descrito por el vector r : R2~ 3 s -+ r(s) y que se conviene en 
escribir: 

r(s) ri(s)a(s) + r 2 (s)b(s) 

Derivando esta expres1on con respecto a s y comparándola con la descomposición del 
vector tangente adoptada en 3.3: r'(s) = r¡a + vb, se llega a que: 

r' (r~ - jí.r2 )a + (r; + jir1 )b 

por lo tanto: 

o r; + fí.r1 - v =O 

o bien: 

r~ - (1 + µ)r2 - r¡ O 

r~ + ( 1 + µ )r1 - v O 

4>' - µ o 
Estas últimas tres ecuaciones se denominan ecuaciones de esfuerzo-desplazamiento. 

La configuración de la barra queda por lo tanto especificada si se conocen r 1 , r 2 y c/J, 
las cuales se obtienen integrando las relaciones de esfuerzo-desplazamiento en términos de 
r¡, v y µ; estas últimas serán escogidas como las variables de esfuerzo del problema. (ver 
figura 2) 

Se suele definir a. R2r. 3 s -- (r', e/>') , com.o el ca.ropo de esfuerzos. 
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A 

j rlc .. > 
/ 

/.. 
~cp(s) 

a(s)\ 

~---ACs> 

Figura 4.2: Geometría de la deformación. 

4.3 La. :fuerza. de cuerpo 
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Supongamos ahora que el anillo es sometido a una fuerza de presión hidrostática uniforme. 
El hecho de ser una fuerza de presión significa que actuará perpendicularmente al eje de 
la barra. Por otro lado, el hecho de ser uniforme quiere decir, en primer lugar, que la 
densidad de la fuerza externa F, según se definió en 2.3, es la misma para cualquier 
punto sobre B. y que por lo tanto se puede escribir: F = llF(s)lfk /\ ~ . Sin embargo, 
la hipótesis de uniformidad va más lejos de suponer solamente esto, de la definición de la 
fuerza de cuerpo: 

f(s) f ¡;Fj(X) dX. 
}13. 

r -ex) ·ex) ax llF(s)ll ie /\ 'C ) 
ÍB, p .J ª llr'(s)ll r s 

M(B ) IJF(s)ll k /\ r'(s) 
• llr'(s)IJ 

donde M(B.) representa la masa de la sección transversal B •. La hipótesis de uniformidad 
consiste en suponer que M(B.)flP,t es una constante). para toda s. A). se le conoce como 
la intensidad de Ja fuerza por unidad de longitud (deformada). Aquí se supondrá además 
que A ~O. Por lo anterior, se puede entonces escribir: 

f(s) >.k /\ r'(s) Vs E R2~ (>. ;::: O) 

(ver figura 3). Como una consecuencia inmediata de haber escogido a la fuerza de cuerpo 
de esta manera se tiene la siguiente: 
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A 

j 
r 1< s) 

/ 

/ 

Figura 4.3: Acción de la fuer=a de cuerpo sobre la barra. 

Afirmación: Si se escoje a la lfnea de los centros corno el eje de la barra y además la 
fuerza de cuerpo es una fuerza de presión hidrostática uniforme, entonces l(s) =O. 

Prueba: Directamente de la definición de l(s): 

l(s) Í pp' /\ Fj(X) dX. 
JB. 

U.. p(X)p'(X)j(X) dX.] /\ [llF(s)llk /\ 
11
::

11
] 

El primer término entre corch~tes resulta ser la masa de B. multiplicada por el vector de 
posición de su centro de masa. Sin embargo se escogió a p'(X), con origen precisamente 
en el centro de masa de B., (el eje de la barra es la línea de los centros). Por lo tanto: 

l(s) [O]/\ F(X) = O 
-O 

Si se estuviera interesa.do en el caso diná.m.ico (dependiente del tiem.po), entonces: 

q(s, t) { fl(X, t)ji(X)j(X) dX. JB, 
o 

(el eje de la barra es la línea. de los centros). Adem.ás, ya. que w1 = W3 = O , w2 = -jl. 
(sec. 3.3), y retomando la hipótesis sobre <p2 : <p2(X+) = -<p2(X-) (sec. 3.5), se 
tiene (ver sec. 2.5): 

h(s,t) 



4.4. ECUACIONES CONSTITUTIVAS 

4.4 

Suponiendo a.demás que c,::>1 (X+) = c,::>1 (X-) el térlnino no vertical en h (recuérdese 
que h es el moi:nento a.ngula.r relativo al eje de la ba.rra.) se a.nula (nótese que esta. 
hipótesis se pudo haber incluido en la. sección 3.5, de habernos ocupado en esa 
ocasión de tal térn:üno). De cualquier forma, la.s ecuaciones de m.ovim.iento quedan: 

ns + f' 

rs /\ n + D'ls 

(pA)rtt 

ht 

Ecuaciones constitutivas 
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A diferencia. de las ecuaciones constitutivas vistas en 3.6, el modelo de deformación em
pleado adoptará además la hip6tesis de homogeneidad, que consiste en suponer que las 
ecuaciones constitutivas para las componentes de la torca y fuerzas de contacto IlQ de
penden explícitamente de s: 

H(s) = H(r¡(s), v(s), µ(s)) N(s) = Ñ(17(s), v(s), µ(s)) 
M(s) = M(17(s), v(s),µ(s)) 

Cuyo dominio es {(17,v,µ): 71,µ E R, v 2': O}. 

4.5 Ecuaciones de equilibrio 

Corno l = O , ¡; = µ + 1 y las funciones constitutivas son homogéneas, las ecuaciones de 
equilibrio son: 

f!'(17(s),v(s),µ(s)) (1 + µ)Ñ(17(s), v(s),µ(s)) - >.v O 
N'(17(s),v(s),µ(s)) + (1 +µ)H(r¡(s),v(s),µ(s)) + >.17 O 

M'(17(s), v(s), µ(s)) + 71Ñ(17(s), v(s),¡t(s)) - vH(17(s), v(s),µ(s)) O 

O bien, escrito en form.a. de sistema: 

a(h,Ñ,M) 
8(TJ, v, µ) r ~ r [ _°~ 

-N 

A 
o 
h 
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Las condiciones de monotonicidad 3. 7, crecimiento 3.8 (y por lo tanto la. invertibilidad del 
mapeo (77, v, µ) --> (H, N, M), junto con las de paridad e iniciales 3.9, formarán parte 
del modelo. 

4.6 

Con la. m..ism.a notación de la secc1on 3.10, el sistema de ecuaciones de equilibiro 
para. H,N,M en términos de T},v,µ queda: 

(con l(s) = O) . 

H'(s) 
M'(s) 

(1 + µ).JH(s) + A.JB(s) 
H'(s).JB(s) 

Condiciones gen.erales sobre H, N y M. 

Además de las hipótesis antes mencionadas, se asumirán las siguientes tres: 

(1) Ñ(77, 1, µ)=O V' (77, µ) E R 2 (o bien, por la invertibilidad del mapeo 
(77, v, µ)--+ (H, N, M) : v(H, O, M) = 1 V' (H, kI) E R 2

) • 

Aunque no es formal, es más fá.cil entender esta. hipótesis desde el punto de vista 
unidim.ensional de la. teoría de cuerdas: 

Suponga.nios que el eje de la barra tiene la característica de perfecta. flexibilidad 
que define a las cuerdas, esto es, que la segunda de las ecuaciones de equilibrio en 
3.5 referente a. las torcas es: r' /\. n = O. (Esto resulta de definir m.atemá.ticam.ente 
a una. cuerda. como una. sucesión de puntos materiales que no tiene grosor, por lo 
tanto P' = O y en consecuencia l(s) = m(s) = O. De hecho, si vemos los términos 
q y h en las ecuaciones de movimiento, estos ta.m.bién resultarán ser nulos). Por lo 
tanto la. fuerza. de canta.eta es tangente en cada. punto .s de la línea de los centros. 

Por otra. parte, se recordará de la. sección 2.9 que se definió a la. tensión. r como la 
componente de la fuerza. de contacto en la. dirección tangente: r = n · ~; entonces, 
para el ca.so de las cuerdas, n es una fuerza puram.ente de tensión; i.e. n = Nb y 
r' = vb. Así que desde el punto de vista de las cuerdas, el estiramiento del eje de la 
barra está. dado por v; si v = 1 el eje de la barra no ha. cambiado su longitud y por 
lo m.is:cno es natural pensar que la fuerzan asociada con el cambio en la. longitud es 
cero. 

Con esta. misma visión simplista. es fácil entender que h(O, v, µ) = O 
V(v,µ) E R+ x R (que resulta de la imparidad de H en 71): defínase una nueva 
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base et = ~ , en = ~ ; por lo tanto a = 1Jet - ven , b = vet + 17en; de 
aquí que n = (r¡H + vN)et + (-vH + r¡N)en. Ahora, si n ha de ser una fuerza de 
tensión, entonces -vH + r¡N = O, como por hipótesis v > O: H = -EN; de donde 
r¡ = O ==> H = O. 

(2) Ü(r¡, v, O) O '11'(71,v) E R x R+ (o bien fi.(H,N,O) =O '11'(H,N) E R 2 ). 

Un punto de vista unidimensional n.o ayudaría. en este caso para comprender el 
significa.do de esta hipótesis, ya que solo nos diría que todas las torcas son cero. 
Sin em.bargo, podemos aprovechar el estudio de las deformaciones básicas vistas en 
2.6, para. recordar que µ es la variable de esfuerzo que participa. del dobla.m.iento. 
M es, por otra parte, una torca. de doblamiento; de manera que intuitiva.mente es 
lógico pensar que si una. de ellas es cero, lo mismo sucederá con. la otra (es decir, si 
la. torca. de doblamiento M es igual a cero, su correspondiente variable de esfuerzo 
-el esfuerzo de flexión µ- es cero) . 
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(3) Ñ.,(O, v, O) O '11' v > O. La justificación de esta hipótesis no será clara, hasta la 
sección 11. 

4.7 El campo completo de ecuaciones del anillo 

El conjunto completo de ecuaciones para el anillo está constituido por las ecuaciones de 
equilibrio y por las ecuaciones de esfuerzo-desplazamiento, para ri, r 2 , </>, r¡, v, µ. Dada la 
geometría del problema, las soluciones a dichas ecuaciones deben ser 2rr-periódicas. 

Para escribir el conjunto completo de ecuaciones en una forma más manejable, y aden
trarnos en la notación empleada en el resto del trabajo, se definirá el vector: 

y (ri, r2, </>, r¡, v, µ) 

Considérese ahora el espacio de todas las funciones vectoriales en R 6 , 2r.-periódicas y 
continuamente diferenciables, denotado por (CJ,,)6 • La norma natural para este espacio 
está definida por: 

l h: (CJ,,) 6 
3 Y --+I Y 11 = 1Ylo+1 Y 1 lo 
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donde lo es la. norma. del supremo (máximo en este ca.so, y también llamada la. norma de 
la. continuidad uniforme): 

1 U lo máxseRo~llu(s)ll 

(11 11 la. norma usual euclidiana) . Así, (( CJr. ) 6 , 1 h) resulta. ser un espacio de Banach. 

Defína.se ahora el conjunto O= {y E (C~,,.)6 : v >O} x R+. Sea el mapeo 
h : O 3 (y,.>..) - h(y, .>..)E (C~,,.)6 , cuyas componentes son las ecuaciones de equili-
brio y la.s de esfuerzo-desplazamiento, en ese orden. Entonces, el conjunto completo de 
ecuaciones está dado por: h(y, .>..) = O. 

[ 
.ff.'(r¡, v, µ) (1 + µ)J\f (r¡, v, ¡t) - AV 

1 
N'(r¡, v, µ) + (1 + µ)H(r¡, v, µ) + .>..r¡ 

h(y,.>..) M'(r¡, v, µ) + r¡N(r¡, v, µ) - vÍl(r¡, v, µ) 
r' (1 + µ)r2 1 T/ 
r' + (1 + µ)r1 - V 2 

ef>' - µ 

4.8 Simetría del sistema de ecuaciones 

Como por hipótesis las funciones constitutivas Íl, Ñ, M no dependen explícitamente de 
s, y además T/, v, µ son 21r-periódicas; es natural pensar que el conjunto de las ecuaciones 
es invariante bajo rotaciones. Esto es, que si se rota al anillo en su configuración de 
referencia, esperamos obtener las mismas ecuaciones de equilibrio que se obtendrían si tal 
rotación no se hubiera hecho; es decir, que inicialmente el grupo especial de transforma
ciones ortogonales S0(2) es el grupo de simetrías para el problema. 

Los elementos de S0(2) son matrices de rotación; T E 50(2)<=> T'T = I, 
1T1= l. 

Sin embargo, supondremos todavía más, esto es, que el grupo completo de simetrías del 
círculo 0(2), coincide con el grupo de simetrías del problema; en otras palabras, el anillo 
posee propiedades invariantes bajo rotaciones así como reflexiones en el plano. 
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Supongamos que rotamos al anillo un ángulo g. Geométricamente esto equivale a 
cambiar s por s + g en la configuración de referencia. Si ahora se somete a la fuerza 
de cuerpo f, se espera obtener la misma configuración que antes, pero rotada un. cierto 
ángulo. Así que en este caso el efecto de esta transformación equivale a tener 
r1(s) -+ r¡(s + g) (l = 1, 2) , </>(s) -+ </>(s + g) , 7J(s) -+ 7J(s + g) , v(s) -+ v(s + g) , 
µ(s) -+ µ(s + g) (ver figura 4) . Ahora supóngase que se ha hecho una reflexión de los 

DeCorm.aci/,n 
inicial 

DeCorm.aci/,n 
/ 

bajo u.na ro"tacion 

Figura 4.4: Efecto de la rotación de los puntos del anillo sobre la deformación. 

puntos sobre el anillo, con respecto a algún eje. Corno las reflexiones cambian el sentido de 
los ángulos, si</> era el ángulo entre a(s) y A(s) antes de hacer la transformación, después 
de hacerla será -</>. Sea w el ángulo entre r(s) y a(s); por lo tanto, si r = r 1 a + r 2 b, 
se tendrá que ri = llrll cosw, r2 = llrll sinw. De manera que al hacer la reflexión y 
cambiar w por -w, resulta entonces que r 2 cambia. por -r2. Con este mismo argumento, 
sir'= 7Ja+vb, al hacer la reflexión habría que cambiar v por -v, quedando r' = 7]a-vb; 
sin embargo, se quiere conservar la misma orientación para el eje de la barra, la cual se 
invierte bajo la reflexión, por lo tanto habría que tornar el negativo de r': r' = -7]a + vb; 
de manera que el efecto sobre 7J equivalió a multiplicarla. por menos. 

Por otro lado, una reflexión con respecto a un eje cualquiera. del anillo, puede pensarse 
como una reflexión con respecto al eje horizontal, seguida de una rotación. Esto equivale a 
cambiar s por g-s en el argumento de las variables que integran el vector y definido en la 
sección anterior (gel ángulo de rotación). Por último, después de hacer la transformación: 
µ(g - s) = 1;(-</>(g - s)) = d(;'.:..¡ y por lo tantoµ permanece invariante. 
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De lo anterior, el efecto completo de la reflexión resulta ser: 
r1(s) --> r1(g - s) , r2(s) ___,. -r2(g - s) , <f>(s) ___,. -<f>(g - s) , r¡(s) ___,. -77(9 - s) , 
v(s)--> v(g - s) , µ(s) ___,. µ(g - s) . 

Resumiendo, la forma en la que actúan los elementos T 9 de 0(2) (rotaciones -50(2)- y 
reflexiones) sobre las funciones y E (C~,,.) 6 está dada por: 

{ 
y(s + g) 

Ey(g - s) 
~ S0(2) 
~ 0(2)/S0(2) 

donde y= (r.,r2 ,</>,r¡,v,µ) y E: y-> (ri.-r2,-<f>,-r¡,v,µ) Obsérvese que, como v 
permanece del mismo signo, es claro que T 9 (0) ~O 'Vg E R 2 ,,.. 

La simetría del sistema de ecuaciones queda expresada mediante la siguiente 

Afirmación: El mapeo h : O .- (C~,,.) 6 es equivariante bajo T 9 E 0(2); es decir: 

Prueba: Para T 9 E 50(2) el resultado es inmediato, ya que el conjunto de ecuaciones es 
un sistema. autónomo; luego [f;] = [d(•~g)] , y por lo tanto es obvio que 
T 9 h(y,A) = h(T9 y,A). 

Para T 9 E 0(2)/50(2): [f;] 
(] = [d(g~s)] ; así: 

- [d(s~g)] ; llamemos entonces [ ]' = [/.-] , 

-H(-r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s))+ 
:-(1 + µ(g - s))Ñ(-r¡(g - s),v(g - s),µ(g - s))- Av(g - s) 

-Ñ(-r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s))+ 
+(l + µ(g - s))H(-71(9 - s), v(g - s), µ(g - s)) - A71(g - s) 

-M(-71(g - s), v(g - s), µ(g - s)) - r¡(g - s)Ñ(-r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s))+ 
-v(g - s)H(-r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s)) 

-r1(g - s) + (1 + µ(g - s))r2(9 - s) + r¡(g - s) 
r 2(g - s) + (1 + µ(g - s))r1 (g - s) - v(g - s) 
ef,(g - s) - µ(g - s) 
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Íl(r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s))+ 
-;-(1 + µ(g - s))Ñ(r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s)) - >.v(g - s) 

-Ñ(r¡(g - s), v(g - s), 1•(9 - s))+ 
-;-(1 + µ(g - s))ÍI(r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s)) - >.r¡(g - s) 

-M(r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s)) - r¡(g - s)Ñ(r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s))+ 
+v(g - s)Íl(r¡(g - s), v(g - s), µ(g - s)) 

-r1 (g - s) + (1 + µ(g - s))r2 (g - s) + r¡(g - s) 
r 2 (g - s) + (1 + µ(g - s))r1 (g - s) - v(g - s) 
ef,(g - s) - µ(g - s) 

Como H(·, v, µ)es impar; Ñ(·, v, µ), M(·, v, µ)son pares, se tiene que las dos expresiones 
de arriba coinciden y por lo tanto h es equivariante bajo T 9 E 0(2) 

4.9 

-O 

Por 0(2)/S0(2) entiéndase el grupo cociente o grupo factor de 0(2) por S0(2). 

Sólo tiene caso hablar de grupo cociente cuando uno de los dos grupos involucrados 
es un subgrupo normal del otro: 
Definición: Sea G un grupo y N un subgrupo de G. Se dice que N es un subgrupo 
normal de G, si toda clase lateral derecha. de los elementos de N en G, es también 
una. clase lateral izquierda.; o equivalentemente; N es un subgrupo normal de G, y 
para. toda. g E G y n E N, resulta. que gng- 1 E N. 

En nuestro caso es obvio que S0(2) es un subgrupo normal de 0(2): si g E 0(2), 
puede ser una. reflexión 

(g= [ ~ ~l] =g~,g= [ ~l ~] =gy,etc.)opuedeseruna.ma.trizderota.ción 

por un cierto ángulo; en tal ca.so 1 g 1= ±l. Por otra parte, si f E S0(2), fes una. 
matriz de rotación tal que 1f1= l. En todo ca.so J = gfg- 1 satisface 
1 f 1=1 g 11 f 11 g-1 1=1 f 1= 1, por lo tanto J E S0(2); i.e.; S0(2) es un subgrupo 
norm.al de 0(2) . 

Existencia de soluciones con simetría radial 

A continuación se dan dos métodos para obtener soluciones triviales o independientes de 
s, que resultan ser configuraciones en las que el anillo tiene simetría circular (o radial) . 
Más aún, el primer método nos dice que estas soluciones son las únicas soluciones triviales 
que poseen dicha propiedad. 
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(i) Método directo: De hecho, esta es la forma más natural para encontrar soluciones 
triviales (ver (A&D]), esto es, vía el teorema de la función implícita. 

Para buscar soluciones independientes de s, simplemente se iguala a cero todas las 
derivadas en las ecuaciones del anillo, de donde: 

r

-(1 + ¡;)Ñ(i¡,v,¡;) - >..v l 
(1 + ¡;)Í:l(i¡, v, ¡;) + .>..¡¡ 

fílV(¡¡, v, ¡;) - vÍ:l(fí, v, ¡:;) 0 
-(1 + ¡;)r2 - ií 
(1 + ¡;)r, - v 

¡; 

Substituyendo ¡; = O en la cuarta y quinta ecuaciones se tiene que: 

f'2 = -i¡ F1 = V 

Después, la tercera. ecuación es claramente múltiplo de las dos primeras; por lo tanto 
el sistema se reduce a resolver: 

ip(i¡, v; .>..) _ lV(i¡, v, O) + >..v o 
x(fí, v; .>..) - Í:l(ií, v. O) + >..r¡ o 

De aquí, ya. sea que se quiera utilizar directamente el teorema de la función implícita 
para las dos ecuaciones anteriores al mismo tiempo (ver [Cou], cap.3), o trabajando 
con cada una de ellas por separado, el resultado es directo: 
x(O,v,>..) = Í:l(O,v,O) =o ()..,vfijos), x,,(O,v,>..) = Í:l(O,v,O) +.>..=fo 
(pues por hipótesis ).. ~ O, Í:l,, >O); por lo tanto el teorema de la función implícita 
nos dice que es posible resolver de manera única parar¡ en función de ).. y v. Pero 
por otro lado es obvio que i¡ =O es solución de x(fí,v,>..) =O Vv,>.. E R+; así que 
por la unicidad, no hay otra posibilidad. 

Entonces todo se reduce a resolver la ecuación: 

ip(O, v, .>..) := Ñ(O, v, O) + >..v O 

Por las condiciones generales 4.6, ip(O, 1, O) = O; luego, <,<>v(O, 1, O) Ñv(O, 1, O) > O 
por hipótesis. Por lo tanto, existe una única representación v = ,P(>..), para 
v ~ 1 , ).. ~ O; además ..P(.>..) es diferenciable: 

Ñv(O, v, O)+.>.. 
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Obsérvese que ..P' < O (v > O, Nv > O, .X 2:: O); de hecho si se integra la expresión 

anterior (~(.X) = - Nv(o,..,,l.>),o)+.>) se tiene: 

¡; = 1/;(.X) e - fo>. .N..,(o,W~(),O)+( , 

Es decir 1/;(.X) es una exponencial decreciente, 1/;(0) = 1, y por lo mismo, la parametri
zación es válida V .X > O y no solamente para .X ~ O. Obsérvese que 1/;(.X) "=±.00 o+. 
De lo anterior resulta que fj* = (1/;(.X), O, <P*, O, 1/;(.X), O) es una solución estacionaria 
(independiente des), del problema homogéneo h(y,.X) = O, donde</>*= cte arbi
traria. 

(ii) Proyección sobre un espacio invariante bajo T 9 : Una de las ventajas que constituye 
el encontrar el grupo de simetrías del sistema de ecuaciones, consiste en que permite 
sistematizar la búsqueda de soluciones al problema homogéneo h(y, .X)= O. Así, por 
ejemplo, como 0(2) resulta ser el grupo de simetrías del sistema de ecuaciones para 
el anillo, buscaremos primero aquellas soluciones que tienen la misma simetría. 

Por lo menos intuitivamente la existencia de tales soluciones es factible, pues co
rrespondería a configuraciones en las cuales el anillo mantiene su forma circular, 
(ver sección siguiente). 

De manera que si buscamos soluciones con simetría circular, estas deben ser inva
riantes bajo la representación T 0 inducida por 0(2) y definida en la sección anterior. 
La proyección sobre tal espacio invariante o de puntos fijos está dada por: 

Py _21 [?l ¡2"' y(s + g) dg + 21- ¡2"' Ey(g - s) dg] 
_r. lo n lo 

(véase la parte correspondiente en el primer capítulo); es decir, es el promedio de la 
acción T 0 sobre todas las posibles g (g E R 2 ,,,) pesado por el tamaño del conjunto al 
cual pertenece g: 2r.. 

Es fá.cil entender por qué P, definida de la forma. como se hizo arriba., es una. 
proyección, si pensa.m.os en y(s) escrita. en su serie de Fourier: 

y1(r1,z, r2,1, </>1, 711, vz, µ1) los coeficientes de Fourier. 

Así resulta. que: Py = :i(y0 + Ey0 ) = (rf,O,O,O,v0 ,µ0 ) , es decir, sólo los 
términos constantes del desarrollo de Fourier pa.ra r1, v, µ. De manera que la 
forma en la. que opera. T 9 sobre Py es como la. identidad (ver aba.jo) . 

La demostración de que P nos da la proyección sobre el conjunto de puntos fijos 
bajo T 0 es directa a partir de la definición y 2r.-periodicidad de los elementos que 
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conforman y: 

1 ¡2" 
2,,- lo y(s + g) dg 

1 ¡2" 1 {2" 
( 2 ,,. Jo ri(s + g) dg, · · · , 2 ,,. Jo µ(s + g) dg) 

(r., r2, ef,, ;;, ;;;, ¡;,) 

donde la barra superior indica el promedio de las funciones sobre el círculo (R2"). 
Análogamente: ,'" J€" Ey(g - s) dg = (ri. -"2, -ef,, -ij, v, P,) . Juntando estos dos 
últimos resultados: 

Py 
1 -

2
,,. [(r,, r2, </>, ij, ;;;, p.) + (r1, -r2, -ef,, -;;, ;;;, p.)] 

(r,, o, o, o,;;;, p.) 

Así que Py es un vector independiente des y por lo mismo es obvio que T 9 Py = Py, 
para T 9 E 50(2). Por otra parte, dado que la 2a, 3a, y 4a componentes de Py son 
cero, también T 9 Py = Py para g E 0(2)/50(2). Entonces Py es un punto fijo de 
T 9 , y P 2 y = P(Py) = Py (es decir, se trata de un operador de proyección) . 

Ahora llamemos jj = Py. Substituyendo en el conjunto de ecuaciones del anillo, se 
llega exactamente al mismo resultado del método anterior: 

p, = o N(O, v, O) + )..¡;; = o 

con la excepción de que aquí se obtiene directamente r 2 =O= r¡, </>=O (y no igual 
a una constante como lo fue anteriormente) . 

Nótese que la solución del caso directo jj* (..P(>..), O,</>*, O, ,P(>..), O) , no 
sería invariante bajo T 9 ya que en este caso </> = </>*, la cual puede ser 
distinta de cero. 

Por lo tanto, por este camino se obtiene que jj 
solución trivial. 

(..P(>..),0,0,0,,P(>..),O) es una 

4.10 Interpretación de las soluciones triviales 

Es fácil ver que las soluciones obtenidas por el segundo método (caso particular del primero 
con</>*= O), resultan ser aquellas barras cuya configuración está dada por: 

r(s) = ,P(>..)a 
a= A 

r'(s) = ..P(>..)b 
b=B 
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es decir., configuraciones circulares cuyos radios disminuyen exponencialmente conforme 
la intensidad de la fuerza de presión f (.>.) aumenta de magnitud. Se necesitaría de una 
intensidad infinita para lograr la compresión total. 

Por otro lado, las soluciones obtenidas por el primer método únicamente difieren en 
</> = </>* (cte), así que los vectores directores para este caso resultan ser: 

a = cos <r A +sin ef.o*B b = - sin <P* A + cos <P*B 

es decir, una rotación de la base A(s) , B(s) por el mismo ángulo <P* (en cada punto). 
Cierto: recuérdese que A(s) = R(s) = cos(s)i + sin(s)j ; B(s) = - sin(s)i + cos(s)j 
(ver 4.1). En términos de i, j: 

a(s) (cos <P* cos(s) - sin <P* sin(s))i + (cos <P* sin(s) +sin <P* cos(s))j 
cos(<P* + s)i + sin(<P* + s)j 

(similar para b(s)). Físicamente esto corresponde a la solución (ii) pero rotada, así que 
básicamente se puede decÍF que son las mismas. 

De aquí en adelante se convendrá en llamar a la solución obtenida por (ii), 
jj = (,P(.>.), O, O, O, ,P(.>.), O), Ja solución trivial. En esta situación el anillo solamente se ha 
encogido en tamaño con respecto a la configuración inicial o de referencia (.>. = O) 
(ver figura 5) . 

4.11 Formulación integral del problema 

4.11.1 Sistema integral 

Con la misma notación empleada en la sección 4.5, si definimos el vector 

r(s) = [ ~~ ] (s), el conjunto completo de ecuaciones del anillo se puede escribir como: 

. . . . { H'(s) - (1 + µ(s)).JH(s) - .>..:JB(s) 
ecuaciones de eqmhbr10 M'(s) _ H'(s).:JB(s) 

relaciones de esfuerzo-desplazamiento{ r'(s) - (l + µ(s)).:Jr(s) - B(s) 
<P'(s) - µ(s) 

En todo ca.so, cada uno de los sistemas anteriores es de la forma: 

X'(s) A(s)X(s) + F(s) 

o 
o 
o 
o 
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A.LB 
a.Lb 

Figura 4.5: Soluciones triviales para el sistema de ecuaciones del anillo. 

En realidad A(s) = Á(X(s),Af(s)), ya que, dada la invertibilidad del mapeo 
(17,v,µ)--+ (H,1V,M), las funciones constitutivas H = H(r¡,v,µ), ... tienen 
su contraparte r¡ = ij(H, N, M), .... Por lo tanto, 
A(s) = (1 + µ(s)).J = (1 + P.(H(s), N(s), M(s))).J = Á(X(s), M(s)) . 

Viendo entonces este problema como un problema lineal, puede resolverse encontrando 
una solución al problema homogéneo X'(s) = A(s)X(s) . Ahora bien, esto ya se hizo en 
la sección 3.10; aquí solamente se reemplazará fí.(s) = 1 + µ(s) , f(s) = ..X.JB(s) , a.sí que: 

O(s) [ 
cos(s + JC: µ) 

- sin(s + JC: µ) 
sin(s + JC: µ) ] 
cos(s + JC: µ) 

resulta ser una matriz fundamental para el sistema, (obsérvese que .Jfl 
siguiente descomposición de O será usada más adelante: 

fl(s) [ 
cos(s) 

-sin(s) 

ºº 

sin(.•) 
cos(s) ] [ cos(JC: µ) 

- sin(JC: µ) 

o,. 

sin(JC: µ) 
cos(JC: µ) 

0.1). La 
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además, un cálculo directo muestra que O(s) = !lo!l., = O.,Oo; también 0(0) = I ; 
0-1 =O', J-1 = -.J = .J'. Por lo tanto, resolviendo por variación de parámetros para H 
y r: 

H(s) O(s)Ho + >..JO(s) .f O'(t)B(t) dt 

r(s) O(s)r0 + O(s) foª O'(t)B(t) dt 

Integrando ahora para</> y M: 

</>(s) </>o + foª µ(t) dt 

M(s) M 0 + foª H'(t).JB(t) dt 

Mo + fo•[!l(t)Ho + >..JO(t) fo' O'(e)B(.;) d.;]'.JB(t) dt 

Mo + foª Ho'O'(t).JB(t) dt + >.foª ufo' n'(.;)B(.;) d.;]'n'(t).J'].JB(t) dt 

Como O.J = .JO: J; Ho'O'(t).JB(t) dt = H0 '.J JC: O'(t)B(t) dt, y simplificando: 

M(s) Ho'.J fo• O'(t)B(t) dt + >.;;,·¡fo' O'(.;)B(.;) d.;]'O'(t)B(t) dt 

Mo + [.J fo• n'(t)B(t) dt]'Ho + >. foª¡foª n'(.;)B(.;) d.;]' ;t¡fo• n'(.;)B(.;) d.;] dt 

Sea A(s) == J; !l'(t)B(t) dt, entonces: 

M(s) = M 0 + [.JA(s)]'H 0 +>.fo• A'(t);tA(t)dt 

Integrando por partes se tiene que 2 JC: A'(t)f,A(t) dt = llA(s)ll 2
, por lo tanto: 

M(s) = Mo + [.JA(s)J'Ho + ~llA(s)ll 2 

En resumen, el sistema de ecuaciones diferenciales h(y, >.) = O es equivalente a: 

H(s) 

M(s) 

r(s) 

c?(s) 

O(s)H 0 + >..JO(s)A(s) 

Mo + (.JA(s))'Ho + ~llA(s)ll 2 

O(s)ro + !l(s)A(s) 

</>o + foª µ(t) dt 

que resulta ser una expresión para H, N, M, ri, r2, <P (o bien parar¡, v, µ, r1, r2, e/>) en forma 
implícita, dada la dependencia de A en r¡, v y estas a su vez de H, N, M. Dada la geometría 
del problema, el sistema integral anterior debe satisfacer la condición de 2r.-periodicidad, 
H(O) = H(2r.), .... 
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4.11.2 Cantidades conservadas 

Del conjunto completo de ecuaciones del anillo h(y,>.) = O, (sec. 4.7), se obtiene la 
siguiente integral primera: multiplicando la primera ecuación por H y sumando la segunda 
multiplicada por Ñ, se tiene que H H' + Ñ N' - >.vÍl + >.r¡Ñ O, es decir: 

~(H2 + Ñ 2
)' - >.(vb - r¡Ñ) o 

pero por la tercera ecuación, vÍl - r¡Ñ = M', por lo tanto !(Íl2 + Ñ 2 )' - >.lÍiI' =O, 
e integrando: 

.f:¡2 + ¡;¡2 - 2>..M Ko (cte.) 

Esta es una cantidad conservada, independientemente de que se trate de un anillo, es 
decir, para cualquier barra elástica y no lineal confinada a moverse en un plano, bajo la 
acción de una fuerza externa de presión hidrostática uniforme. 

En térm..inos de la fuerza de contacto n =Ha+ Nh: 

En términos de H, JV' y M la. ecuación corresponde a. la de un paraboloide. Suponiendo 
que K. 0 > O, el vector (H, N, .N.f)'(s) describe una curva sobre dicho paraboloide, 
co:m.o se DJ.uestra. en la figura. 6. El ca.so .>.. < O representa. la situación del a.n.illo 
som.etido a. fuerzas expansivas {explotando). En este trabajo tal caso no será. con
sidera.do, y xn.á.s a.delante se verá por qué. 

Vale la. pena. hacer un comenta.ria más sobre las ecuaciones del anillo: es fácil a. 
partir de las m.ism.as ver lo siguiente: 
r¡H' + vÑ' = (1 + µ)r¡Ñ + >.vr¡ - (1 + µ)vH - >.r¡v = (1 + µ)(r¡Ñ - vH) = 
-(1 + µ)M' . Por lo tanto: 

71.iI' + vÑ' + (1 + µ)M' o 
Esto ta.IIlbién lo podemos poner como (r¡, v, 1 + µ) · (H', N', M') =O, es decir, que 
tales vectores son perpendiculares, así que de conocer el espacio fa.se de alguna. de 
estas dos ternas, el espacio fase de la. otra ya es en cierta forma conocido. 

4.11.3 Condiciones necesarias, soluciones 27r-periódicas 

Una vez visto el sistema integral de ecuaciones, se pasa al conjunto de condiciones que estas 
deben de satisfacer, en términos de H, 1\7, ¡1f, r 1 , r 2 , </>, pidiendo que sean 2;r-periódicas. 
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Figura. 4.6: Según la integral primera H 2 + N 2 
- 2)..Af = 1< 0 , H, N, M se mueven sobre un 

paraboloide. 

De la. ecuación para </>: </>(211") = </>0 , es decir: 

1:~ µ(t) dt o 

Haciendo lo mismo ahora parar: r(27r) = r0 , lo cual lleva al cumplimiento de la condición: 

0(2,.,-)A(27r) 

Sin embargo, ya que O(s) = 0 0 (s)fl,.(s) (subsección 11.1), y dada la condición previa 
sobreµ, se tiene que 0(211") = I, así que la condición arriba escrita se simplifica en: 

Para H 0 (H(27r) = H 0 ) se obtiene la misma condición. Con esto se tiene automáticamente 
que M(27r) = M 0 , así que la condición sobre la integral de µ y sobre A resultan ser 
condiciones necesarias para la 27r-periodicidad de H, N, M, r1, r2, </> (o equivalentemente, 
de T/, v, µ, ri, r2, </>) • 

Obsérvese que de la. expresión para H(s) se puede despejar: 

O(s)A(s) 1 
A.J'[H(s) - S"l(s)Ho] 



122 CAPfTULO 4. DEFOR,WACIÓN DE UN ANILLO HORIZONTAL 

Substituyendo en r: r(s) = !2(s)r0 + j;.J'[H(s) - fl(s)Ho] , o bien, 

[r(s) - fl(s)r0 ] 
1 
A.J'[H(s) - n(s)Ho] 

Lo que se tiene es que, com.o es natural, la fuerza. de contacto n = Ha+ Nb, 
determ.ina la form.a. del anillo (Le. r 1 y r 2 ) • Por supuesto, la fuerza. externa. o de 
cuerpo f y la fuerza de contacto están relacionadas por: n' + f = O (ver 2.3). 

Se podría. entonces decir que r(s) está. subordinada a determinar H(s). 

Por últh:no, y con el objeto de utilizarlo más a.delante, se escribe explícitam.ente la. 
condición A(27r) = O: 

A(s) 1,ª n'(t) [ ~ J (t) dt 

1,ª n 0 '(t)n,,'(t) [ ~ J (t) dt 

Si ahora se llama [ J] = n,,'(t) [ ; ] , entonces lo anterior se puede reescribir 

como: 

cos(t) 
- sin(t) 

sin(t) 
cos(t) o 

es decir que (T¡, v)' es ortogonal en L 2 [0, 27r] a (cos(s), - sin(s))' y (sin(s), cos(s))' 

Es importante subrayar que, en términos de las varia.bles que participan de las ecua
ciones del anillo (h(y,>.) =O); i.e. y= (ri,r,,</>,71,v,µ), las soluciones conperiodo2:;r 
estarán determinadas módulo las constantes </>o,r},r2 (r0 = (r]',r2)') , o bien, módulo 
(O(s)r0 , </>o, O, O, O)' . Por otra parte, en la subsección 11. 7 se volverá. a abordar el tema de 
la relación que guardan M 0 con f;"" µ(t) dt =O y H 0 con A(27r) =O y que por el momento 
se deja sin investigar. 

4.11.4 Condiciones necesarias, soluciones 2; -periódicas 

Parte del estudio del problema. de este trabajo consiste no solamente en determinar la 
bifurcación de soluciones con periodicidad 21r a partir de la solución trivial 'fj, sino también 
(y aprovechando la propiedad de equivarianza vista en 4.8) la bifurcación de soluciones con 
periodo ~ (n un número natural). Esto lleva a trabajar el mismo conjunto de ecuaciones, 
pero bajo condiciones distintas y que se verán a continuación. 
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Siguiendo los mismos pasos que en la subsección anterior, de la ecuación para </>, 
la condición 4>(~) =.Po implica que: 

2.?!: J;, n µ(t) dt O 

De igual forma, r(~) =ro implica que 
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[I- 0( 2;)Jr0 = 0( 2
:) fo~ O'(t)B(t) dt . Otra vez, ya que O(~)= 0 0 (2:)n,.(2;) y dada 

la condición actual sobreµ, se tiene que O,.(~)= 1, entonces: 

Es sencillo ver que 

[I - !lo( 2rr )]-1 
n 

1 [I - !lo'(2rr)] 
2(1 - cos(~)) n 

y por lo tanto con.m.uta. con J. 

Así que, a diferencia del caso 27r-periódico, para este tipo de periodicidad, las constantes 
r~ y r2 no son arbitrarias, sino que están sujetas a la condición anterior. 

Similarmente para las constantes H 0 y .l\'0 : 

Así que en este caso, el sistema integral de la subsección 11.1 queda como: 

H(s) 

r(s) 

.P(s) 

M(s) 

.UO(s)[(I - no( 2 ,,. ))-100( 
2

rr )A( 2 ,,.) + A{s)J 
n n n 

O(s)[(I - no( 
2

,,. ))-1 no(
2

r. )A(
2 1!') + A(s)] 

n n n 

.Po + J;,ª µ(t) dt 

Mo + ~2 [2A'(s)(I - no(
2

;r ))-1 flo(
2

"' )A(
2
"') + JIA(s)ll 2 J 

n n n 

Por lo tanto, aparentemente, solo J.\:!0 y <f> 0 quedan como constantes independientes en 
el sentido de que parecen no estar subordinadas al cumplimiento de alguna condición 
adicional. En la subsección 11.7 se verá que esto no es del todo cierto, pues M 0 está 

2.?!:. 
sujeta a la condición fon µ(t) dt = O. 
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En el caso .X = O, H(s) = O y M(s) = 1110 • Pero entonces, de las condiciones generales 
4.6 y la invertibilidad del mapeo (77, v, µ) --> (H, N, M), se tiene que 
H = O ==> 7J = O ; v, µ arbitrarias. Además N = O ==> v = 1 ; por último y como 
M = Mo, se tendría que µ = µº (cte) ; pero si tomarnos en cuenta la condición integral 
= Jan µ=O , esto lleva a µ 0 =O; lo cual por la condición general (2) dá finalmente M =O. 

Lo anterior concuerda con la discusión dada en 3.4 (condiciones de paridad e iniciales): 
la única fuerza externa o de cuerpo que actúa sobre el anillo es f = Xk /\ r'(s); cuando 
A = O no hay ninguna fuerza actuando, a tal configuración se le convino en llamar la 
configuración de referencia; en ella H, N y M son cero (el anillo se encuentra libre de 
torcas y fuerzas aplicadas) y por lo tanto 7J = O, v = 1, ji = ji 0 ( cte); (aquí se está 
encontrando además que ji 0 = 1, pues ¡;. 0 = 1 + ¡;. 0 y µ 0 =O) . 

En realidad, dado que hemos supuesto que µ(s) es lo suficientemente regular como 
para satisfacer las hipótesis del teorema del valor intermedio, la condición J;Jr. µ( t) dt = O, 
implica que existe un s 0 , O :5 So :5 2

,;'", tal que µ(so) = O. Ya que y(s + g) sigue siendo 
solución del problema homogéneo (g E Rh), (lo cual es consecuencia de la propiedad de 
equivarianza de h), podemos suponer que µ(O)= O, y de aquí que 
M(O) = M(77(0), v(0)1L(O)) = M(71(0), v(O), O) =O (condición general 2); es decir: 

Mo O 

En la subsección 11.7 se volverá sobre el tema de la "elección" de la constante M 0 • 

Se llama a.hora. la atención al siguiente hecho: 

Dado que se definió [ ~ ] = n,,(s) [ ~ ] , es claro que si 7] y V tienen periodo ~ 
y J~ µ = O, ij y V tam.bién son del m.ism.o periodo, a.sí que tienen un desarrollo en 
series de Fourier de la. form.a.: 

'ij(s) '; + E:¡;;, 1 (7Jk cos(kns) + '7k sin(kns)) 

v(s) ';; + E:¡;;,1 (vk cos(kns) + Vksin(kns)) 

Entonces, dada la ortogonalidad de las bases {cos(knt), sin(knt)} la condición 
A(21r) = O se satisface automáticamente: 

A(21r) lr. no(t) [ ~] 
[

0

2
r. [ cos( t) 

Jo -sin(t) 
o 

(t) dt 

sin(t) 
cos(t) J [ n (t) dt 
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De antemano se sa.bía. que esto se debía satisfacer ya. que las soluciones con periodo 
2,: tam.bién tienen periodo 211". 

·~ 
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En conclusión para el caso 2
,; -periódico (n > 1) se tiene la condición Jo-n µ(t) dt =O; las 

constantes ro y H 0 quedan determinadas a partir de A(~) , mientras que </>0 es la única 
que no queda. condicionada como las anteriores (es el ángulo que forman los vectores A y 
a en s =O). 

4.11.5 Cotas sobre H, N, 2\lf 

De las expresiones integrales para H y kI es sencillo ver que se tienen las siguientes cotas: 

1H(s)1 
1N(s)1 
1H(s)1 

c1(.X, n)(I T/ lo+ 1 V lo) 
c2(.X, n)(I T/ I~ + 1 v I~) 

de hecho, usando la norma de la continuidad uniforme ( 1 10 = má.x¡o,~] 1 1) , se 
puede encontrar que una. expresión para. las constantes de arriba es: 

c 1 (.>., n) 21l"Á [..!.c1+ 1 1 sin( ~L) n + 2] 
n - cos n 

811"2.>.. [2+ 1 sin(~) 1] 
1- cos(~) 

N6tese que 1 1 .:;~sfJ) no está. a.cota.da. conforme n - ex>. 

Consecuencias: 

(1) De la desigualdad para 1 N(s) 1 se observa que no puede darse el caso V--+ o+, ya que 
entonces N--¡.. -<X:l (por las condiciones de crecimiento); pero esto no es compatible 
con la cota dada arriba para N. Así que debe existir una función 
E(I A 1, 1 T/ lo, 1 v lo) > O tal que v 2': E • 

(2) Según se obtiene de la desigualdad para 1 M(s) 1, si.>.., r¡, v son fijas, automáticamente 
1 M(s) 1 estaría acotada por una cantidad finita. Entonces, dada la conexión entre 
M(s) y µ(s) , (M "~00 

±oo) , se tendrá que también en tal caso 1 µ(s) 1 está 
acotada por una cantidad finita, que depende de .>.., 1 r¡ 10 , 1 v lo, es decir: 
1 µ lo::; .:T(.X, 1 T/ lo, 1 V lo) · 
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4.11.6 No existencia de ceros dobles para TJ(s) =I= O 

El siguiente resultado será de mucha utilidad cuando se estudie la bifurcación de ramas a 
partir de la solución trivial. 

Escribiendo de nuevo las ecuaciones de equilibrio: 

H' - (1 + µ)N - >.v = O N' + (1 + µ)H + ATJ = O , M' - (vH - TJN) = O 

Ya se mencionó que este sistema puede verse como uno para H, N y .Af, o bien, para. 
r¡, v, µ. Supóngase que existe una solución TJ(s) tal que tiene un cero doble en s = s 0 : 

r¡(s0 ) = r¡'(s 0 ) = O. Esto implicaría, claro está, que H(s 0 ) = O; de aquí que N'(s 0 ) = O 
según la segunda ecuación, y M'(s 0 ) = O según la tercera ecuación. Además, ya que 
H' = H,,r¡' + H,,v' + M.,µ' y como H.,, H., son impares en r¡ (consecuencia de la imparidad 
de H(·,v,µ)), entonces H'(so) =O. 

Luego, en el mismo punto s = s 0 , la primera ecuación se reduciría a: 

((1 + µ)N + >.v) i•=•• O 

Por otro lado, visto el sistema en términos de H, N, M, es claro que el caso estacionario 
(H, N, .l\<E) = (O, N 0 , M 0 ) satisface las tres implicaciones mencionadas al principio 
(H(s 0 ) = O, N'(s 0 ) = O, M'(s 0 ) = O) , con las mismas condiciones iniciales. Entonces, 
debido a la unicidad de la solución al problema de valores iniciales, H, N, M son con
stantes, y por lo tanto r¡, v y µ también son constantes. !vlás aún, por la condición de 

""' 2;-periodicidad: J0 n µ(t) dt = O , µ = µ 0 = O, y por consiguiente M = O. Así que el 
caso estacionario resulta ser solución siempre y cuando N 0 y v = v 0 satisfagan la ecuación 
N 0 + >.v0 = O (o bien, N(O,v0 ,0) + >.v0 = O) . Sin embargo, en la sección 4.9 se de
mostró que esta ecuación tiene una única solución v 0 = .,P(A) via el teorema de la función 
implícita. 

Así bien, se acaba de ver que la única solución con la.s propiedades de TJ arriba men
cionadas (r¡(s 0 ) = r¡'(s 0 ) =O) , es (TJ, v, µ) = (O, .,P(>.), O) (o bien: 
(H,N,M) = (O,N(O,.,P(>.),0),0)). En otras palabras, solamente la solución trivial r¡ =O 
tiene la propiedad de tener ceros dobles. 
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4.11.7 Planteamiento en términos de un problema de punto 
fijo 

Ya se vió en la subsección 11.3 que las condiciones J~~ µ(t) dt y A(2:r.) = O son necesarias 
para la 27r-periodicidad de H, N y NI en el sistema integral 

[ z ] (s) O(s) [ Z: ] + A.JO(s)A(s) 

1\1"(s) Mo + (.JA(s))' [ Z: ] + ~llA(s)il 2 

De igual forma para r 1 y r,. 

""' Par el ca.so 2
; -periódico, fo" µ(t) dt = O resultaba ser condición necesaria para que el 

sistema 

[ z ] (s) 

M(s) 

tenga la periodicidad requerida. 

Ahora se verán con más cuidado las condiciones antes mencionadas. 

Llámese a :F: (r¡, v, µ) --+ (H, N, 1\1") el mapeo tal que 
:F(r¡, v, µ) = (Í:l(r¡, v, µ), N(r¡, v, µ), M(r¡, v, µ)) ; por hipótesis su inversa existe y está dada 
por ;:¡:-1 : (H,N,M)--+ (r¡, v,µ); 
:F-1 (H,N,M) = (T¡(H,N,M),v(H,N,M),fi.(H,N,M)). 

Es claro que para el caso 27r-periódico, el lado derecho del sistema integral para 
H,N,M depende de Ho,No,1Yf0 ,r¡,v,µ. Teniendo en cuenta esta dependencia, bien se 
podría escribir: 

:F-1 (H,N, .M) (T¡, v,¡;.) 
(il(Ho, No, Mo, r¡, v, µ), v(Ho, No, Afo, r¡, v, µ), jí.(Ho, No, lvfo, r¡, v, µ)) 

La expresión anterior, define un problema de punto fijo parar¡, v µ. 

Lema: Existe una. única M 0 = M;(H0 , N 0 , r¡, v, µ) , continua, tal que J;J~ µ(t) dt O, 

o bien, J~ µ(t) dt = O. 
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Prueba: De la expresión integral para M(s), fijando T/, v, µ y para H 0 y N 0 dadas, es 
claro que M(s) M~oo ±oo. Como µ es la varial>le de esfuerzo asociada a M, por las 
condiciones de crecimiento se tendrá que 
jí.(H0 , N 0 , ·, T/, v, µ) M==;oo ±oo De aquí que el funcional 

¡2" Jo jJ.(H0 , No, M 0 , T/(t), v(t), µ(t)) dt 

también satisface J(H0 , N 0 , ·) /l.:f~eo ±oc:> , y de aquí que exista. cuando menos un M; 
tal que J(H0 , N 0 , M;) = O. 

De hecho, tal i'vI; es único: 
escríbase µ = [i.(H, N, M) = [i.(H, N, M(T¡, v, µ, H 0 , N 0 , M 0 )) (en la expres1on integral 
para H y N no entra Mo) ; entonces, µM0 = 1i.\11'JM0 = P.M (1'4 depende linealmente de 
M 0 ) • Por otro lado, como M,.. > O, µM > O (por la invertibilidad del mapeo :F), y de 
aquí que existe una única .Ar; = M;(H0 , N 0 , T¡, v, µ) tal que jí.(H0 , N 0 , M;, T¡, v, µ)=O, de 
donde se obtiene que J(H0 ,N0 ,M;) =O, probando el lema. De hecho se tiene más, pues 
arriba se ha visto que jí.(H0 ,N0 ,M;,T¡,v,µ) =O satisface las hipótesis del teorema de la 
función implícita, y por consiguiente M;(H0 , N 0 , T/, v, µ) es continua y diferenciable con 
respecto a sus argumentos. -CJ 

Para el caso 27r-periódico se debe mostrar además que existen constantes H 0 y N 0 

tales que A(27r) =O, este punto será tocado nuevamente en la sección 14, una vez que se 
caracterize el espacio de soluciones al conjunto completo de ecuaciones del anillo. 

En este trabajo se supondrá que existen (H0 , N 0 , M 0 ) únicas, que dependen continua
mente de (71, v, µ), tales que J;J" µ(t) dt = O y A(27r) = O; entonces el sistema integral se 
puede plantear como un problema de punto fijo en (C~,,)3 , para 
.,, = i](Ho, No, Mo, .,,, v, µ) ' V = v(Ho, No, Mo, .,,, v, µ), µ = jl(Ho, No, Mo, .,,, v, µ) . Como 
ya se vió, esto está bien justificado al menos para el caso 2;-periódico (n > 1), pues las 
constantes H 0 y N 0 ya están determinadas, a través de A( 2

,:;-). 

Por último se hace notar lo siguiente, que será. de utilidad para el estudio posterior: 
Sea una sucesión {H:;,N:,M;:,r¡n,vn,µn}; entonces, por lo visto en la subsección 11.5, 
H, N, Af también son acotadas, y de hecho uniformemente, al evaluar en dicha sucesión; 
lo mismo se puede decir de H', N', M' directamente de las ecuaciones de equilibrio. 

Atendiendo ahora a la parametrización (T/, v, µ) = (i¡, v, p.)(H, N, M), lo visto arriba 
nos dice que las ecuaciones constitutivas asociadas evaluadas en tales valores de H, N, M 
están acotadas; es decir, que (77, v, j1) = (Jí, v, µ)(H0 , N 0 , 11:10 , 71n, vn, µn) es una sucesión 
acotada. Por lo tanto, (principio de "\-Vcierstrass), existe una subsucesión convergente 
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Ciín;,Vnj,jí.n3); es decir: el mapeo (fí,v,{L) es compacto. De manera que el problema de 
punto fijo se puede escribir como un problema de encontrar los ceros de 

4.12 

[ ; ] 
(identidad compacto) 

Reducción y linearización 
del sistema de ecuaciones 

o 

Como se vió en toda la sección anterior, el conjunto completo de ecuaciones del anillo: 
h(y,>.) = O ; h : O :=> (y,>.) -+ h(y,>.) E (Ci',,.) 6

, resulta ser integrable, obteniendo 
relaciones para H, N, ;l-f, r 1 , r 2 , </J, en términos de r¡, v, µ; lo cual permitió el planteamiento 
del problema como uno de punto fijo. 

En la subsección 11.3 se hizo notar que r( s) está subordinada a encontrar H ( s) y por tal 
razón prescindiremos por un tiempo de las ecuaciones para r 1 y r 2 • Se podría pensar, por el 
mismo argumento dado entonces, en dejar las ecuaciones para r(s) y olvidar por un tiempo 
aquellas para H(s); sin embargo recuérdese que existe una conexión muy importante entre 
H, N, M y r¡, v, µ por lo cual es conveniente conservarlas en todo momento. Cuando se 
analice la bifurcación local de soluciones a partir de la trivial fj, resaltará la importancia 
de las relaciones de esfuerzo-desplazamiento (y por ende de r 1 y r 2 ); así que todas y cada 
una de las funciones que participan en el problema del anillo horizontal, juegan un papel 
importante en su momento. 

A pesar de que es común encontrar el tratamiento del problema basándose únicamente 
en las ecuaciones de equilibrio (ver [Ant] cap. IV), se conservará la ecuación para ef>: 
</>' - µ = O, pues de ella se obtuvo la importante condición ¡¡;~ µ(t) dt = O (o bien 

""-fon µ(t) dt = O) , y que caracteriza al conjunto solución. 

Por lo tanto, si se define el mapeo h 1 : 0 1 3 (y, .>.) -+ h 1 (y1 , .>.) E ( Ci'~ ) 4 , donde 
Yt = (</>, r¡, v, µ) , 01 = {Y1 E (CJ~)4 : v > O} x R+; el sistema de ecuaciones se reduce a: 

[ 

</>' - µ l h ( .>.) = .i:('(r¡, v, µ) - (1 + µ)J\f(r¡, v, µ) >.v 
1 y, - N'(r¡, v, µ) + (1 + µ)H(r¡, v, µ) + >.r¡ 

M'(r¡, v, µ) + r¡N(r¡, v, µ) - vH(r¡, v, µ) 

o 
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Como ya se demostró en la sección 4.9, este sistema cuenta con la solución trivial 
fh = (O, O, Tfa(>•), O) . Ahora nos hacemos la pregunta que de manera general se hace con 
problemas no lineales de este tipo: una vez que se ha verificado la existencia de soluciones 
triviales (que constituyen estados circulares), ¿será posible que existan soluciones 
no triviales que bifurq11en a partir de ella? Esto es, nos preguntamos por la posibilidad de 
que una vez que el anillo se somete a la fuerza de presión hidrostática uniforme f = Xk /\ r', 
su estado evolucione de uno con configuración circular a otro de configuración cualquiera. 

Para contestar a esta pregunta, se linearizará alrededor de la solución trivial 'fi1 , definiendo 
primero el mapeo: 

f(x,..\) 

es decir; f: e> X R+ 3 (x, ..\) - f(x, ..\) E (C2,,.)4
; donde x' = (xi, ... ' X4) , 

C> = {x E (C:},,.) 4 : xa > -,P(..\), ~s E R2,,.}. 

Entonces, la linearización alrededor de la solución trivial viene dada por: 

f(x,..\) f(O, ..\) + D,J(O, ..\)x - g(x, ..\) 

donde D,J(O, ..\) : (C:},,.)4 -> (C2,,.)4 es la derivada de Fréchet de f en el punto (O,..>.) , 
g(x, ..\) = o(ilxll) Obviamente f(O, ..\) = hi(fh, ..\) =O, y el problema f(x, ..\) = O consiste 
en resolver: 

D,J(O, ..\)x - g(x, ..\) O 

Supongamos por un momento que D:f(O, ..\)fuese invertible, entonces el problema anterior 
es equivalente a: 

Esta ecuac1on puede resolverse de manera única para x = x(..\) via el teorema de la 
función implícita (por iteraciones de x,,+ 1 = (D,,J(O, ..\))-1 g(x,,, ..\) , ver [Nirl] cap. VII). 
Pero corno (O,..>.) es solución, por unicidad, no puede haber otra solución distinta de esta. 
De lo anterior se concluye que una condición necesaria para la bifurcación de soluciones a 
partir de la trivial, es la no invertibilidad de D:f(O, ..\) . A los puntos ..\~ para los cuales 
suceda lo anterior se les llama puntos singulares. 

En detalle, la linearización de f alrededor de la solución trivial (O,..\) es de la forma 
siguiente: 
Primera ecuación: 
X~ - X4 

Segunda ecuación: 
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f¡[H(O, ,P(.>.), O) + H,,(O, ,P(.>.), O)x2 + H.,(O,t,b(.>.), O)xa + H,.(O, ,P(.>.), O)x4 + H(x;, x;)] -
(l+x4 )[N(O, .,P(.>.), O)+ iV,,(O, ,P(.>.), O)x2 + N.,(O, .,P(.>.), O)xa + N,.(O, .,P(.>.), O)x4 + N(x;, x;)] -
.>.(,P(.>.) + xa) 
Tercera ecuación: 
f¡[N(O, ..P(.>.), O) + N,,(O, .,P(.>.), O)x2 + N.,(O, .,P(.>.), O)xa + N,.(O, .,P(.>.), O)x4 + N(x;, x;)] + 
(l+x4)[H(O, .,P(.>.), O)+ H,,(O, ,P(.>.), O)x2 + H.,(O, .,P(.>.), O)xa + H,.(O, ,P(.>.), O)x4 + H(x;, x;)] + 
AX2 

Cuarta ecuación: 
f¡[M(O, ,P(.>.), O) + M,,(O, ,P(.>.), O)x2 + M.,(O, ,P(A), O)x3 + 1Ú",.(O, .,P(.>.), O)x.1 + M(x;, x;)] + 
x2[N(O, ,P(.>.), O) + iV,,(O, ,P(.>.), O)x2 + Ñ.,(O, ,P(.>.), O)x3 + Ñ,.(O, ,P(.>.), O)x• + N(x;x;)] 
(.,P(.>.) + xa)[H(O, ,P(.>.), O) + H,,(O, .,P(.>.), O)x2 + H.,(0, ..P(.>.), O)xa + H,.(O, ..P(.>.), O)x4 + 
H(x;x;)] 

Las expresiones anteriores se simplifican enormemente si tomamos en cuenta que: 

H(-,v,µ) impar =
Ñ(·,v,µ) par =
l~f(r¡, v, O) = O =-

H(O, v, µ) = o =- H.,(O, v, µ) = H,.(O, v, µ) = o 
N,,(., v, µ) impar=- Ñ,,(O, v, µ) =O 
M,,(r¡, v, O) = Ñ!.,(r¡, v, O) = o . 

También se usará el resultado obtenido en la sección 4.9: Ñ(O, ..P(>•), O) = -.>.,P(.>.); y 
la condición general (3) (sec. 4.6): N,.(O, v, O) = O V v > O (nótese que entonces el 

propósito de tal condición es el de que solamente los elementos en la diagonal de 8~1~1;::'{¡ 
participen de la linearización). Tomando en cuenta estas condiciones, las expresiones 
anteriores quedan en: 
Primera ecuación: 
X~ - X4 

Segunda ecuación: 

H,,(O, ..P(.>.), O)x~ - [Ñ.,(O, .,P(.>.), O) + .>.]xa + .>.,P(A)x4 g2(x, .>.) 
Tercera ecuación: 
Ñ.,(O, .,P(.>.), O)xf. + [H,,(O, .,P(.>.), O) + .>.]x2 - Ya(x, .>.) 
Cuarta ecuación: 
M,.(O, ,P(.>.), O)x~ - .,P(.>.)[H,,(O, ..P(.>.), O) + .>.]x2 - g 4(x, .>.) 

Para el conjunto completo de ecuaciones, la linearización de h(Y+(r1 , T2 , xi, x2, x 3 , x 4 )) 

alrededor de la solución trivial está dada por las cuatro ecuciones vistas arriba., m.as 
aquellas para r1 y r2: 
Para r1: 
J..['11•(.X) + r1] - (1 + x4)r2 - x2 

...... T~ - T2 - X2. 

Para r2: 
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r2 + (1 + x.,)(1/>(.\) + r1) - (?/>(.\) + xa) 
- r2 + r1 - xa + 1/>(.\)x., . 
Estas ecuaciones se usarán m.á.s adelante. 

Nótese que entonces se puede escribir: 

f(x,.\) H:; 
[ 

1 o 

donde (H~,Ñ:;,MJ!.) = (H,,,Ñv,M.,)(O,'li'(.\),O). Es decir que se tiene: 
D.,f(O, .\)x = A(.\)x' - B(.\)x. 

Para simplificar todo el estudio posterior, escribiremos el problema f(x, ,\) 
forma Iinearizada, de la forma equivalente: 

x' - B(.\)x - G(x, ,\) O 

Ñº+>. 
b1,4 = 1 , b2,3 = 'l'it'" = a(,\) , 

O en su 

donde B = ( b;;) es la matriz de 4 x 4 dada por: 

b2,4 = - ~~ = b(,\) , ba,2 = _HJ!.,;"' = e(,\) , 

componentes restantes cero. Además G'(.x, ,\) = 
b4 ,2 = .Phft."' = d(,\) , con todas 

(O,~' jf;;, -fi.) ; (G = o(lixll)) . 

sus 

O V µ 

Corno B(.\) es una matriz constante para ,\ fijo, e 8 C-"l• es una matriz fundamental del 
sistema y por lo tanto se puede dar una solución para x en forma implícita, usando el 
método de variación de parámetros: 

.x(s) 

4.13 Núcleo de Dxf(O, .X) 

Defínase al operador A(.\) = [ ]' - B(.\)(] . 
Si N(D.,f(O, .\)) = {.x E (C~~)"' : D,,f(O, .\).x =O} es el núcleo de la derivada de Fréchet 
de f, se acaba. de ver al final de la sección anterior que 
x E N(D.,f(O, .\)) -=- Ax = O ; es decir, que la matriz fundamental e 8 <-"l• consta., por 
columnas, de los elementos en N(D,,f(O, ,\)) . 



4.13. N(A(A)) 133 

El cálculo de una matriz fundamental para Ax = O no es complicado. Por ejem
plo, procediendo por el método de valores y vectores propios se tiene que el polinomio 
característico p(¡) asociado es: 

p(¡) =I B(A) - ¡I I 

Ahora: 

-¡ 
o 
o 
o 

o 
-¡ 

e 
d 

o 
a 
-¡ 
o 

¡ 2 (¡2 
- (ac + db)J 

ac+ bd = -(1 + ri:;)(l + ;:!) - At,b 2 (1 + ri::) = -(1 + ;:;)(l + ;:1 + ;,,~;) = -q(A) 

Es claro que q(A) es estrictamente positiva (de hecho q(O) = 1). Entonces se puede 
escribir el polinomio característico corno p(¡) = ¡ 2 (-y2 + q(A)) ; por lo cual¡= O resulta 
ser una raíz doble, mientras que las otras dos son complejas conjugadas: ¡ 1 = iVif = "Y2· 

No es difícl ver que una buena elección para vector propio asociado con la raíz -y= O, 
a la vez que solución del sistema es: X1' = (1, O, O, O) . 

Dado que ¡ = O es una raíz doble, la otra solución asociada a dicho valor puede obte
nerse mediante el siguiente razonamiento (ver [Br] cap. 10): 
Como e 8 C..\).s es una matriz fundamental para el sistema homogéneo Ax = O , 
W(s) = e 8 <>->•w0 (Wo vector constante) es una combinación lineal de soluciones funda
mentales y por lo tanto es solución. Ahora, podernos reescribir a W(s) de la siguiente 
forma: 

W(s) e<B(>.)--rll•+-r•Iwº 
e-rs eCD(A)--rl).sw

0 

1 
e-r•¡I + (B(A) - -yI)s + 2f(B(A) - ¡I)2 s 2 + ... ]W0 

En general, si ¡ = ¡. =;f O es una raíz de multiplicidad igual a dos, se escogerá W 0 de tal 
manera que (B(A) - 7.I)Wo =;f O, pero tal que (B(A) - ¡.I)2 Wo =O (para multiplicidades 
mayores el proceso es análogo, cuidando de encontrar todos los generadores del espacio 
de vectores W 0 que satisfacen dicha propiedad). 

Para este caso en el que ¡. = O, se tiene que B
2

(A) = [ ~ q~) l~ l: ] 
Escogiendo W 0 ' (O, O,-*, 1) se tiene que B 2 (A)W0 O, así que la otra solución que 
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corresponde a este valor propio está dada por: 

[1 + B(.X)s)W0 

(s, O,-~, 1) 
a 

Para ""'f2 = -iy'ii, el vector propio correspondiente es solución de la ecuación vectorial: 

o 
(B(.X) + i.;ql)x 

o 
iy'ii 

e 
a 

y'ii 
o 

1 1 b 
Q X o 

d iy'ii 

Es fácil ver que de las cuatro ecuaciones arriba, la segunda multiplicada por -iy'ii resulta 
ser la tercera multiplicada por a mas la cuarta multiplicada por b. Descartando entonces 
alguna de las tres últimas ecuaciones, resulta que 
W 0 t = (1, -a, -ia-.fo, -i.v<i) es un vector que genera la solución compleja: 

X(s) e-iJos l ~2 1 -i-;¡y'ii 
-iy'ii 

l 
cos y'iis 1 -2 cosy'iis 

- ~y'ii sin y'iis 
-y'ii sin y'iis 

-i l 
-sin y'iis 1 
2sinfas 

-Jv'ii cos fas 
-y'ii cos fas 

X3 y X4 son dos soluciones reales linealmente independientes y con ellas se completa la 
búsqueda de las soluciones al problema homogéneo (porque B(.X) es una matriz real y el 
mismo resultado se obtendría para el valor propio conjugado). 

Por lo tanto: 

cos fas 
-2 cosy'iis 

-~fasiny'iis 
-y'iisiny'iis 

sinVifs 1 
-2sinVifs 

~facosVifs 
JqcosVifs 

es una matriz fundamental. 

Usando que ac + bd = -q es fácil ver que 1 r(s) 1= •:p =f O . 



4.14. SOLUCIONES D.v-SIMÉTRICAS 

La. conexión entre r(s) y eBC-"l• está dada. por: 

eBC-"l• r(s)r- 1 (O) 

o 

[ 
o~
1 

t r(s) _ 4 
~ 
q 

o 

[ ¡ 
q 

o da -;¡;;¡o 

~(1- cosy'qs) 
cos Jqs 

~siny'qs 

~sin .,¡qs 

o l _1!.f;. 
q 

o 
db 

- •../O 

~(s _sin/Is) 
.:;. sin Jqs 

1 + ~(1 - cos Jqs) 
~(1- cosvqs) 

-~(aes+~ sin Jqs) l 
J. sin Jqs 

EJ'-(1 - cos Jqs) 

1 + !!J'(l - cos Jqs) 

4.14 Soluciones con la. simetría del diedro Dn, 

o 2
: -peri6dicas 
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Como se acaba de ver, la existencia de soluciones para el problema reducido f(x, >.) = O, 
desprendiéndose a partir de la solución trivial (O,>.) es factible, dado que N(A) (o bien, 
dado que N(D,,(O, >.)))es no trivial; de hecho es de dimensión igual a cuatro. Sin embargo, 
en la práctica un núcleo de dimensión tan alta resulta complicar el estudio de bifurcación 
(dimN(A) > 2 ya es suficiente). En estos casos se busca reducir tal dimensión, y la 
manera de hacerlo es restringiendo la búsqueda de soluciones, a un espacio que tenga 
alguna propiedad en particular. 

Por ejemplo, supongamos por un momento que q(>.n) = n', n E N; entonces la cuarta 
columna en r(s) es: 

2 

(sin(n.s), - ~º sin( ns), e~~ cos(ns), n cos(ns)) 

(a 0 , b0 , c 0 , d 0 tales que a 0 c 0 - b 0 d 0 = -q(>.n) = -n2 ). Si ahora se recuerda la forma en la 
que actuan las representaciones T 9 de 0(2) definidas en la sección 4.8, sobre y E (CJ,,.) 6 

(de hecho solo necesitamos las cuatro últimas componentes); y se toma g = ~ (j = 
O, 1, ... , n - 1) , se tiene que: 

{ 

U 0 '(s + ~) 

EU0'(~ - s) 

(sin( ns+ 2-;rj), - :;: sin( ns+ 2r.j), T. cos(ns + 2-;rj), 
n cos(ns + 27rj)) 

Un '(s) 
(- sin(-ns + 27rj), :;: sin(-ns + 2r.j), 
~ cos(-ns + 2-r.j), n cos(-ns + 27rj)) 

Un'(s) 
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Es decir, Un resulta ser invariante bajo T 9 cuando g 
de las columnas de r que goza de dicha propiedad. 

~ Es claro que Un es la única 

El conjunto de representaciones T 9 para las cuales g es de la forma anterior constituye 
el llamado grupo de simetrías del diedro y se denota por Dn. Este grupo es obviamente 
un subgrupo de 0(2). 

Motivados por esta observación, buscaremos soluciones al problema completo 
f(x, A) = O que posean esta simetría tan particular, ya que sobre dicho conjunto 
dim(Dxf(O, A)) = l; esto es siempre que An sea tal que q(>.n) = n 2 , cuya discusión se 
dejará para la sección siguiente. 

Dada la linealidad de T 9 , el conjunto de soluciones con simetría Dn, (si en verdad lo 
hay), es un subespacio lineal de (CJ~)4 • 

De manera similar a como se definió la proyección P sobre el espacio de puntos fijos de 
T 9 para g E R2~ (sec. 4.9), se definirá ahora la proyección Pn sobre el espacio de puntos 
fijos de T 9 , para g = ~: 

....!_E'!.::-1 [x(s + 2
r.j) +Ex( 2"j - s)] 

2n 3 - 0 n n 
u(s) 

para u'(s) = (u1(s), ... , u4(s)) ; x E (CJ~)4 • 

Antes de probar que efectivamente Pn es una proyección sobre el espacio deseado, 
hacemos las siguientes 

Observaciones: 

(a) Si x' = (x1, ... , x4), entonces: 

u;(s) 2n :J=O " n. " n. 
{ 

...LE>!-1[x·(s + 2.ti.) + x-(2.ti. - s)] 

2~Ej,;;;-J[x;(s + ~) - x;(~ - s)] 
i = 3,4 
i = 1,2 

así que u;(s) = u;(-s) para i = 3,4; -u;(s) = u;(-s) para i = 1,2. 

(b) Dada la 2r.-periodicidad de las x;'s; u¡(s + 2,:-) = u;(s) para i = 1, ... ,4 
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Ahora, u= Pnx, entonces u(s + ~) = u(s) (por la observación (b)). 
Luego, Eu(2,; -s) = (-u 1 (-s), -u2 (-s), 113(-s), u 4 (-s)) = u(s) (por la ob8ervación (a)). 

Por lo tanto, u así definida es un punto fijo de las representaciones inducidas por el 
grupo de simetrías de Dn. 

Por último, Pn = PJ: 
si u= Pnx, entonces 

Pnu ~:En,;J[u(s + 2
r.j) + Eu( 27rj - s)] 

2n 3 n n 
1 '<""'n-1 ( ) 2n~j=a2u s 

u(s) 

Entonces P,.. es efectiva.niente una proyección sobre el subespacio de (CJ .. ) 4 de puntos fijos 
de D,.. y al cual se lla.tllará (B},.) 4 • Como se hizo notar antes, las funciones 

ut = (u1 , •.• ,u4 ) E (B~)4 sati;facen: u 1 ,u2 impares; u 3,u4 pares. 

Ahora bien: 

f(u,>.) 

Entonces, en tal espacio se tiene que r¡ = u2 es impar, v = t/J + u 3 y µ = u 4 son pares. 

Para el conjunto completo de variables del sistema de ecuaciones del anillo, 
recuérdese que se definió y= (ri,r2,<f>,r¡,v,µ) (sección 4.7). Ya se vió en 
la sección 4.8 la forma en la que actúa la representación T 9 sobre y. La 
proyección sobre el espacio de puntos fijos es la misma que la que se dió 
antes de las observaciones, substituyendo x por X= (r1 ,r2 ,x1 ,x2 ,x3 ,x4 )t 1 • 

Entonces, definiendo ü. = PX = (p1 ,p2 ,u1 ,u2 ,u3 ,u4 )t, se demuestra al igual 
que corno se hizo para las u¡'s, que p 1 es par, mientras que p 2 es impar, de 

1 Aquí la barra superior no indica el promedio de dicha cantidad 
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donde r1 = t/J + Pi es par y r2 = p2 es impar; (como </> = ui, entonces </> es 
impar). 

En este caso se habla del espacio (Eh ) 6 cuyos elementos ü son tales que sus 
componentes tienen las propiedades efe paridad arriba mencionadas y periodo 
2:. Restringiendo entonces la búsqueda de soluciones al problema completo 
sobre este espacio, la linearización del conjunto de ecuaciones tiene la siguiente 
expresión: 

ü - [ 

o 
-1 

1 o 1 o o 
o o o 1 -,¡,(.>.) 

04x2 B(.>.) 

Lo cual escribimos como: Au - G = O. Para >. = Akn tal que q(>.) = (kn) 2 , 

dimN(A) = 1 sobre (B~)6 , y es fácil ver que el generador en este caso es: 

U- ( (k ) . (k ) . (k ) (kn)2 . (k ) Cokn (k ) k ))' kn .;, cos ns , 6 sin ns , sin ns , ----;¡;:-sin ·ns , --;¡;- cos ns , - ·n cos(kns , 

donde e1 1,/l+*(co-da) 
1 (k:n):Z 

Con esas propiedades se demuestra la siguiente 

Afirmación: H es impar, N y M son pares; (de donde H' es par, N' y M' son 
impares). 

Prueba: Usando la misma notación de las secciones precedentes, sea .JA(s) := (a1 (s), a 2 (s))'; 

dado que 0(-s) µe.ar n'(s), un cálculo directo muestra queª' es impar, mientras que 
a2 es par: 

.JA(-s) J fo-· n'(t) [ ~ ] (t) dt 

-.J 1: O(t) [ --;,11 ] (t) dt 

- [ O(t) [ ~ ] (t) d~ 
(' [ V cos(t + fci µ) 

-Jo -vsin(t+Jciµ) 

r [ -v cos(t + JJ µ) 
lo v sin(t + JJ µ) 

+ 
+ 

r¡sin(t + Jci µ) J 
r¡ cos(t + Jci µ) 

r¡ sin(t + JJ µ) J 
r¡ cos(t + JJ µ) 
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Por otra parte: 

.JA(s) foª O'(t) [ -~ ] (t) dt 

f' [ V cos(t + fci µ) + 
lo vsin(t + Jci µ) 

Lo cual prueba lo dicho anteriormente. 

77sin(t + Jci µ) J 
77 cos(t + Jci µ) 
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Ahora bien, si tomamos Ha = O, los resultados de arriba llevan a probar finalmente lo 
que se quiere mostrar; es decir: 

[ z] (-s) 

Luego: 

[ z ] (s) 

Por último: 

O'(s) [ O J + .XO'(s) [ -ai(s) J 
!Va a2(s) 

[ 
-No sin(s + JC: µ) + .X[-a1(s) cos(s + JC: µ) - a2(s) sin(s + JC: µ)] ] 

N 0 cos(s + JC: µ) + .X[-a1(s) sin(s + JC: µ) + a2(s) cos(s + JC: µ)] 

!l(s) [ O ] + .X!l(s) [ a 1 (s) ] 
!Va a2(s) 

[ 
N 0 sin(s + JC: µ) + .X[a1 (s) cos(s + JC: µ) + a 2 (s) sin(s + JC: µ)] ] 

/110 cos(s + JC: µ) + .X[-a1 (s) sin(s + JC: µ) + a 2(s) cos(s + JC: u)] 

Af(-s) 

con lo que queda demostrada la afirmación del principio. 

-O 

De manera que los resultados que se obtienen a partir del sistema integral sobre la 
paridad de las funciones H, N y M, coinciden con los que se obtienen si directamente se 
emplean las condiciones de paridad vistas en 3.9. 

Por último, si 71 es impar y v, µ son pares corno se asumió arriba, dado que 
A'(2r.) = (J(;"(77 cos(t + Jci µ) - v sin(t + Jci µ)), J(;"(17 sin(t + J,J µ) + v cos(t + Jci µ))) , la 
condición A(2r.) =O se reduce a: Jrf"(77 sin(t + Jci µ) + v cos(t + Jci µ)) =O (la otra entrada 
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es igual a cero). Con esto se cierra el pendiente que se había dejado en la subsección 11.7, 
sobre dicha condición. 

Con los resultados de arriba, se puede verificar de la misma manera que f 1 , f 2 son 
pares, mientras que /3, f 4 son impares. 

Por lo tanto, si se llama al conjunto 

e {u E (B~)4 
: u 3 > -,P(>.)Vs E R2,,.} X R+ 

el problema reducido (no linearizado) f(u, >.) = O es tal que 

u 1 , u2 son pares; u3, u 4 son impares} 

4.15 Crecimiento de q(>..) 

En la sección anterior se vió la posibilidad de obtener ramas de soluciones (u,>.) en e, 
a partir de la solución trivial (O,>.), en el punto (O,>.*) , toda vez que >.* satisfaga la 
ecuación q(>.*) = n 2 • 

Ya se sabe que q(>.) = [1 + ~.][1 + ~- + ;_j:J, es tal que q(>.) > O, q(O) = 1 y que 
de hecho q(>.) > 1 (>. > O). AsÍ que de~endi;ndo del comportamiento de q, existirán 
o no valores de >. para los cuales q(>.) = n 2 tenga solución (n dado). Por ejemplo, si 
q(..\) >.~oo q 0 < oo, el conjunto de valores característicos estaría confinado dentro de un 
cierto intervalo finito. (ver figura 7) 

Si la. configuración de referencia no fuera. un anillo sino, por ejem.plo, un arco de 
circunferencia. de radio unitario y longitud 2a:, confinado a deformarse entre dos 
paredes que forman un ángulo igual a 2<> (O < <> < 11"); en lugar de hablar de 
condiciones de periodicidad, el problema está sujeto a condiciones de frontera (los 
extremos sujetos a. bloques que se deslizan sobre las paredes, con tres form.a.s posibles 
de sujetarlos: a.) ambos extremos están clava.dos, b) un e..xtremo está. clavado y el 
otro solda.do, c) a.tll.bos extremos está.n soldados). 

Si ta.les condiciones son las mismas en a.m.bos extremos, se tendría que q(A) = (nc:") 2 

es la. condición que debe satisfacer q para. tener soluciones periódicas, (ver [A&D]). 
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Figura 4.7: {>.j} es el conjunto de valores de la intensidad de la fuerza de presion para 
los cuales q(>.) = n 2 , y por lo tanto es posible tener soluciones no triviales u E (B~)4 , 

que partan del punto (O, >.j). A estos puntos se les llama puntos de bifurcación. 

Por lo tanto, investigar el crecimiento de q(>.) (lím.>-+oo q(>.) = ?), es importante para 
todo el estudio posterior. 

Con esta finalidad, se hará uso de las propiedades de ,P : ,P(>.) es positiva, decreciente 
(i.e. lím.>-+oot/.>(>.) =O), ,P(O) = 1; además de la hipótesis de crecimiento 

Ñ(T¡,., µ) v~ -00, 

Con base en lo anterior, vamos a suponer que para v = ,P(>.) - o+, 
N(O, ..,&(.>.),O) - ,/iic\¡, /3 E ~. Así que fe:: - ,¡,B..°.(.>) para >. ---> +oo. 
como se vió en la sección 4.9, Ñ(O, ..,&(.>.),O) + >.,P(>.) = O; es decir; >. 
donde>. - -;¡;J:rr, para,¡., - o+ . .Juntando estos resultados se tiene que: 

,p13+1 

f3,p13+t 

1 
73 < 00 

Por otra parte, 

- Ñ(O..t.~i~).O)' de 

Por lo tanto, el crecimiento de q(>.) está dictado por los términos ;:; y ;,;:; . De hecho, 

el último término puede escribirse como Ñ(O~~>.).O)tP -... ,pt'-~M: (.,P .......,, o+) .. Así que se 
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puede decir que la distribución de los valores característicos está dictada básicamente por 
.i:fr¡º y S:r:,. 

En fA&R] se estudia este ca.so para. un cuerpo elástico bidimensional; es decir; 
cuando p(X) = r(s) + <p(X)a(s) (ver sección 2.3). En tal situación, reescribiendo la. 
fuerza. de contacto n(s) y la. torca de contacto m(s), se demuestra. que M; = h

2Js>Ñi, 
en donde h(s) es una. función positiva. que mide el radio de la. sección transversal 
Bs (en el caso bidimensional, una linea). De manera que, volviendo a emplear la 
estimación para. Ñi (A - +oo) de arriba., se tendrá que en el caso bidimensional, 
lím.A-+oo ~; = O; entonces el com.portam.iento de q(A) para. .:\. - +oo estaría. 

deter.m.ina.do principalmente por H:;. 

En conclusión, de la discusión anterior resulta que no se ha dado la información suficiente 
para determinar el comportamiento de q(>.); por lo tanto se asumirá de ahora en adelante 
la siguiente 

Hipótesis: q(>.) es una función estrictamente creciente, con q(>.) "=±..00 +oo. 

En otra notación, la hipótesis dice que: q'(>.) > O V>. E R+. Fíjese que q'(>.) involucra 
las segundas derivadas de las funciones constitutivas H, JV, A':f, sobre las cuales no se tiene 
información alguna. 

Si q(>.) es una función estrictamente creciente, se tiene que para cada n 
siernpre existe una única >.n tal que q(>.n) = n 2 • 

1, 2, ... 

Para terminar, hacemos la observación de que, en el caso 2.;~ -periódico (n > 1), la 
hipótesis sobre q implica que habrá más de un valor de>. para el cual N(A) no solamente 
tenga dimensión igual a uno, sino la periodicidad requerida; por ejemplo, esto sucederá 
cada vez que q = (nk) 2 , k E N, (hasta ahora siempre se había puesto k = 1). Esto dá 
lugar a la posibilidad de que el anillo adopte configuraciones con la periodicidad 2;, en 
repetidas ocasiones, conforme la intensidad>. de la fuerza aumenta. (ver fig 8) 

Para concluir con esta sección, se da un ejem.plo de funciones constitutivas que sa
tisfacen las condiciones de paridad y crecimiento 3.8 y 3.9, junto con las condiciones 
general.es 4.6; además q(..X) resulta ser cstrictam.ente creciente. 

Sean H = TJ, )\l = lag v, M = µ , entonces 
q(>.) = (1 + ~)(1 +~o+~:)= (1 + >.)(1 + >...p + >...p2

). 
~ u ,. 
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csu.r 

l. 

Figura 4.8: La bifurcación de soluciones con periodo 2
,; a partir de la solución trivial 

(O,.>.), es factible en más de una ocasión, cada vez que.>. sea tal que q(A) = (kn) 2 • 

Es claro que q(>.) >-=±_= oo . Ahora., si se desarrolla. q(>.): 

q(>.) 1 + >.,¡, + ;i.,µ2 + >. + ;i.2.,µ + (.>..,p)2 

1 + (>.,P) + >.(l + .,P2) + >.(>..,P) + (>..,P) 2 

Por lo ta.nto: 

q'(>.) 

Otra. vez, de la sección 4.9 se obtuvo que t/J' = - N:+>.. y 

>..,¡, + Ñ(O, .,P, O)= O. Substituyendo por las funciones constitutivas de este ejeznplo, 
las expresiones anteriores quedan: 1/J' = - 1:iw y ...\7,b+logtfa =O, respectivamente. 
Entonces: 

..P' --;¡; 
.,µ 

l+>..,µ>º 
1 + .,P2 + 2>. ..P.P' 

2 2>..,p3 
l+..P -1+>...P 

1 +l>..,P[l + >..,µ + .,µ2 + ;i..,¡,3 - 2>..,p3] 

i +\.,µr1 + .,µ2 + ;i.,µc1- .,µ2)J > º ya. que .,P :$ 1 

Por lo tanto, todos los términos en q'(A) son positivos, es decir, q es creciente. 



144 CAPfTULO 4. DEFORMACIÓN DE UN ANILLO HORIZONTAL 

4.16 Caracterización de R(A) 

Como ya se ha visto (sec. 4.12 y siguientes), el problema reducido f(u, )..) 
espacio (B~)4 , es equivalente a encontrar u que satisfaga la ecuación: 

u' - B()..)u - G(u, )..) O 

O , sobre el 

y la cual se escribía de la forma: Au - G = O, es decir, G E R(A), en esta sección se 
estudiará a este espacio. 

De hecho, u satisface la relación: 

u(s) 

Desarrollando con cuidado la expresión anterior, es fácil ver que u cumple con las propiedades 
de periodicidad que deben de tener los elementos de (B~)4 (u'= (ui,u2 ,u3 ,u4 ); u 1 ,u2 

impares; u3,u4 pares). 

CoJDo se desea encontrar u E (B~)4 , tÓJDese u'(O) = (0,0,o,{3). 

Ahora, G está. definida a partir de g (sec. 4.12), y por lo tanto tiene las propiedades 
de paridad de los eleJDentos en (Eh)4 vistas en la sección 4.14: G' = (gi,g2,g3,g4), 

gi,g2 pares, g 3 ,g4 impares. Así pu~s, de la expresión para e-B(.>.)s dada en 4.13 se 
vé rá.pidam.ente que: 

[ 

91 + ~(1 - cos(.,¡qs))g2 - -":Cs - sinb?.9'•) )g3 +~(aes+ ~ sin(.,¡qs))g4 l 
cos(.,¡qs)g2 - .Jo sin(.,¡qs)ga - 7. sin(vqs)g4 

- J¡¡ sin(vqs)g2 + [1 + ~(1 - cos(.,¡qs))]g3 + ~(1 - cos(.,¡qs))g4 
- J. sin(y'qs)g2 + ..i¡.c1 - cos(.,¡qs))g3 + [1 + ~(1 - cos(vqs))]g4 

(par, par, im.par, im.pa.r)t 

Por lo tanto Jr': e-B(.>.J•G( u(t), )..) dt = (impar,impar, par, par)' , de donde es in
mediato que: 

e 8 C-"l• .l: e-8 C-"l'G(u(t), )..) dt (impar, impar, par, par)' 

Por otro lado: 

;To sin(vqs)e> + :jq sin(.,¡qs)/3 

[ 

-":'C.s - sin~•))<> - ~(aes+~ sin(vqs))/3 

(1 + "q"-(1 - cos(vqs)))o + ~(1 - cos(vqs))/3 
-":<1 - cos(vqs))<> + [1 + ~(1 - cos(vqs)))/3 

]- [ impar l impar 
par 
par 
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Con esto queda. confirma.da. la. consistencia. de la. expresión im.pücita para. u da.da. por 
el m.étodo de variación de pará.m.etros, con la.s propiedades de paridad del espacio 
dominio (B~,¡rY· 
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u(s) debe satisfacer además, las condiciones de periodicidad buscadas: 27r-periódica (pues 
así lo demanda la geometría del problema) y ~-periodicidad, si la solución ha de estar 
en (Bh)4 • Si por T se entiende el periodo de u (T = 27r o T = :tt), la condición de 
periodicidad requerida se traduce en: n 

(1 - eB(.\)T)u(O) 

Desarrollando explícitamente al primer término: 

[

-7;,ª(do: - c/3) + ,;:.,.(aa + b/3) sin(ylqT) l 
- .)q(aa + b/3) sin(ylqT) 

--"(aa + b/3)(1 - cos(ylqT)) 
-!(aa + b;3)(1 - cos(ylqT)) 

(1 - eB(.\)T)u(O) 

Si ahora se ve a G corno un elemento en R(A) y se le c--···ribe en su serie de Fourier: 

G(u(s), A) 

se tiene entonces que: 

¡T e-B(.\)'G(u(t) A) dt 
lo ' 

T91,o + T~92,o(A) - ~ J;{ s93 + J;{ ª;'94 + 
- ~[f;{(92 cos(_,lqs) - ._/q93 sin(ylgs) - ..}.94 sin(ylqs))] 

J~[92 cos(Jqs) - ._/q93 sin(ylgs) - ..}.94 sin(ylqs)] 

fo [- J.92 sin(ylgs) + (1 + 7(1 - cos(Jqs)))93 + 
~(1 - cos(Jqs))94] 

J;{[-.}.92sin(Jqs) + ~(1 - cos(Jqs))93 + 
(1 + ~(1 - cos(Jqs)))94] 

Si ahora se usa que J: g3 = Jl° g 4 = O, la expresión anterior se reduce a: 

[ 

T91,o + a; 92,0 - ~ J[ 93s + 7 J[ 94s - ~(f;{(92 cos(Jqs) 
- ._/q93 sin(Jqs) - :;.94 sin(ylqs))) 

J;{(92 cos(Jqs) - :;.93 sin(Jqs) - .:;.94 sin(ylgs)) 

cJ;{(-~sin(_,lqs) - ~93Cos(ylqs) - ~94 cos(Jqs)) 
dJ;{(-~ sin(ylqs) - ~93 cos(ylqs) - ~94 cos(_,lqs)) 
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Entonces: 

[ 

zo(T) _ ~zi(T) cos(JqT) - 0~(ca + db) sin(JqT)z2(T) l 
z1(T) cos(JqT) + .)q(ac + db)z2(T) sin(foT) 

~z1 (T) sin(JqT) +(e+ ~(ac + db)(l - cos(JqT)))z2(T) J:z1 (T)sin(JqT) + (1 + ~(ac+ db)(l - cos(JqT)))dz2(T) 

Recordando que se definió -q(>.) = (ac + db) (sec. 4.13), la condición de periodicidad se 
escribe finalmente corno: 

[

-":-(doc - cfJ) + 0~(aoc + bfJ) sin(y'qT) l 
- J. ( aoc + bfJ) sin( y'q'T) 

-"(aoc + bfJ)(l - cos(yqT)) 
-!(aoc + bfJ)(l - cos(y'q'T)) 

[ 

zo(T) - ~z1(T) cos( y'q'T) - J. sin( yqT)z2(T) l 
z 1(T) cos(yqT) - yqz2 (T) sin(y'q'T) 
J.z1 (T) sin( vqT) + cz2 (T) cos( y'q'T) 
J.z1(T)sin(vqT) + dz2(T)cos(yqT) 

La tercera y cuarta ecuaciones del sistema anterior son múltiplos una de la otra. Ahora, 
de la segunda ecuación se tiene, multiplicando por -~: 

dr,;(aa + bfJ) sin(JqT) = 
qyq 

-~z1 (T) cos(,,fiiT) + :.z2(T) sin(foT) 
q yq 

substituyendo después en la primera., el sistema queda reducido a: 

- 7;,ª (do: - cfJ) 
- .)q(aa + bfJ) sin(,,fiiT) 

-7.(aa + b/3)(1 - cos(JqT)) 

Desarrollando el lado derecho de II: 
z 1 (T) cos(JqT) - ,,/ijz2(T) sin(,,fiiT) 

Zo(T) 
z 1 (T)cos(JqT) -yqz2(T)sin(JqT) 
z 1 (T) sin( JqT) + Jqz2(T) cos( JqT) 

f 0T[92 cos(Jqs) cos(,,fiiT) - .:;.93 sin(,,fiis) cos(JqT) - J.9• sin(fos) cos(JqT) + 
92 sin(,,fiis) sin(foT) + .:;.93 cos(,,fiis) sin(JqT) + J.9• cos(Jqs) sin(foT)] 

= J;{[g2 cos(,,fii(T - s)) + .:;.93 sin(,,fii(T - s)) + J. sin(Jq(T - s))] ds 

I 
II 
III 

~=J;-• - f~[g2 (T - .;) cos(,,/ij.;) + .:;.g3(T - .;) sin(,,/ij.;) + J.g4 (T - .;) sin(Jq.;)] d.; 

JJ[g2(.;) cos(Jq.;) - .:;.g3(.;) sin(Jq.;) - J.g•(.;) sin(foOJ d.; 
= Z¡(T) 

Análogamente para el lado derecho de III: 
z1 (T) sin( JqT) + ..fijz2(T) cos( ,,fiiT) = 
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J;{[92 cos(Jqs) sin(JqT) - j.93 sin(Jqs) sin(JqT) - .}.9• sin(Jqs) sin(JqT) + 
-92 sin(Jqs) cos(JqT) - j.93 cos(Jqs) cos(JqT) - ..}.9• cos(Jqs) cos(-yltlT)] 

(=J;-• -Jq J;{[-~ sin(vqe) - !93({) cos(vq{) - ~9•(Ü cos(vqe)] d{ 
= -Jqz2(T) 
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.Juntando los dos resultados anteriores, se tiene que el lado derecho de las ecuaciones II y 
III es equivalente al sistema: 

[ 
-1 + cos(JqT) 

sin(vqT) 
- sin(JqT) ] [ z1(T) ] 

1 + cos(vqT) vqz2 (T) o 

Obviamente, el determinante del sistema de la matriz anterior es cero, de donde se 
tiene que II y III resultan ser equivalentes (multiplíquese II por (1 - cos(vqT)), luego, 
restándole III multiplicada por (sin(vqT)) y usando el sistema de 2 x 2 de arriba el 
resultado dá cero). 

Por consiguiente, la condición de periodicidad se reduce a dos ecuaciones para o y /3: 

da - cfJ 

sinh/qT)(aa + bfJ) 

Si q =F (kn) 2 , a y fJ están bien determinadas: 

[: -~] [ ~] - [ 
Por lo tanto: 

[ ~] ~] [ 
Además, se sabe que para este caso (sec. 4.13), aunque el generador de N(A), Un, tiene 
las propiedades de paridad de los elementos en (B~)4 , no así para la periodicidad. 

En conclusión: sobre el espacio (Bh)1 y en el caso q =F (kn) 2 , N(A) =O; así que no 
es posible tener bifurcación a. partir de fa solución trivial. 

Si q = (kn)2, (a(A¡,,.) = a 0 •• • ) se puede ver directamente a partir de su definición, o 
bien del sistema para a1 y a2 dado con anterioridad, que z2(T) =O. 



148 CAPíTULO 4. DEFORMACIÓN DE UN ANILLO HORIZONTAL 

A partir de la definición: 

i,Tf- kln92(s) sin(kns) - (k".;,)293(s) cos(kns) - (k~)294 (s) cos(kns)) ds 

Dados los desarrollos de Fourier para 92 (cosenos), 93 (senos), 9 4 (senos); la 
integral anterior se anula. 

Viéndolo a partir del sistema para a1(T) y a 2 (T): 

[ 
(cos(knT) - l)z1(T) - knz2(T)sin(knT)] 

0 
sin(knT)z1(T) + (1 + cos(knT))knz2(T) 

pero como T = 2r. o T = 2
;, sin(knT) = O, cos(knT) = 1, de donde se sigue 

el resultado. 

Las condiciones de periodicidad se reducen 

do - cfJ 

ahora a: 

- 1;;::
2 

Zo (T) 
o -knz1(T) 

y de aquí se tiene la condición: z 1 (T) =O. 

Veamos ahora con más detalle la condición anterior. De la definición de z 1 : 

z 1(T) i,Tf92(s) cos(kns) - :~93(s)sin(kns) - :~9.(s) sin(kns)) ds 

Usando de nuevo la representación de los 9i's en su serie de Fourier e integrando, se tiene 
que la condición anterior se reduce a: 

o 

Si se define al vector 

(O, cos(kns), -:~ sin(kns), - :~ sin(kns))' 

la igualdad anterior resulta escribirse como 

< G(u(s),>.kn), Vkn(s) > O 

(Akn tal que q(Akn) = (kn) 2
). 

Ahora, recuérdese que G está definida por A(>.)u = G E R(A) (ecuación al principio 
de esta sección); de manera que la condición de periodicidad para el caso q = (kn) 2 , 

resulta dar una característica muy importante sobre R(A), a saber: 

R(A) J...L, Vkn 

(Le. el rango del operador A es perpendicular en L2 al espacio generado por el vecto Vkn)· 
Todo lo anterior sigue siendo válido incluso para k = n = 1, es decir, q = l. 
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4.17 Reducción de Ljapunov-Schmidt 

El objeto de esta secc1on consiste en mostrar que el método de reducción de Ljapunov
Schmidt para el problema f(x, >.) = O está bien justificado en este caso. Aunque la forma 
en la que se abordará el problema será en términos de las bases de Fourier apropiadas 
para cada espacio, creemos que esta sección es interesante pues muestra que es válido 
proceder cómo el lector lo haría en un primer impulso, guiado por una lectura rápida de 
los métodos adoptados en problemas no lineales que presentan bifurcación (ver [Nirl) cap. 
VII, [Nir2) cap. II, [Ize) cap. I). 

En la sección 4.12 nos avocamos al estudio del problema homogéneo reducido 
f(u,>.) =O, donde f: 0-+ (E~)4 • Linearizando alrededor de la solución trivial, este 
problema se escribía como: 

Duf(O, >.)u - g(u, >.) O 

para g = o(llull). O bien, de manera equivalente como: 

u' - B(>.)u - G(u, >.) O 

Usando la definición del operador A dada en la sección 4.13, la ecuación anterior puede 
escribirse como: 

A(>.kn)u - T(>.)u - G(u,>.) O 

donde Akn satisface q(Akn) = (kn)2 , y T(>.) = B(>.) - B(>.kn) ; (recuérdese que 
G = o(IJulJ)) . 

Resulta obvio que A y T(>.) son operadores lineales y continuos. De hecho, si se define 
la norma de una matriz E con componentes E;; como IJEIJ = máx;,; 1 E;; 1 es fácil 
demostrar que A y T(>.) no solamente son continuos, sino acotados: 

T(>.) continuo : Sean ui,u2 E (B~)4 , entonces 

1 T(>.)u1 - T(>.)u2 lo máx¡a,';f]IJ(B(>.) - B(>.kn))(u1 - u2)IJ 

:5 IJB(>.) - B(>.kn)IJrnáx¡o,';fJIJu1 - u2ll 

:5 IJB(>.) - B(Akn)IJ(máx¡a.~Jllu1 - u2IJ + máx¡a.~11Ju~ - u~IJ) 

El segundo término entre paréntesis del lado derecho es justamente 1 u1 - u 2 li. Así 
que tomando u 1 y u 2 suficientemente cercanas en la norma 1 11 (de hecho solo se 
necesita que sean cercanas en la norma de la continuidad uniforme) se tiene que la 
continuidad de T(>.) es evidente, cuya norma resulta estar acotada por 
IJB(>.) - B(.Akn)IJ. 
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.A(>.1=) es continuo : 

1 .Au, - .Au2 lo máx¡o,~Jllu~ - B(>.kn)u, - u~+ B(.Akn)u2ll 

máx¡0,~11i(u, - u2)' - B(.Akn)(u, - u2)ll 

5 máx¡a.~1(li(u, - u2)'ll + llB(.Akn)llllu> - u2ll) 

5 (1 + llB(>.kn)ll)(máx¡o,~J\l(u, - u2)'ll + máx¡o,';i'J\lu> - u2ll) 

5 ( l + llB(.Akn)li) 1 u, - U2 h 

Así que A(>.kn) es continuo, con norma acotada por (1 + llB(.Akn)ll). 

Obsérvese que por la definición de T(>.) se tiene automáticamente que 
\IT(.A)ll °"~" O. Más aún, de la definición de B(.A) dada en la sección 4.12, se tiene que es 
suficiente que H, N, J\'f sean C 2 para tener que tP y por consiguiente T sean también C 1 

como funciones de A. Con estas mismas hipótesis de diferenciabilidad sobre las funciones 
constitutivas es fácil ver, a partir de la acotación en la sección 4.12, que Df(O,>.) es 
continua con respecto a .>., y está bien definida para cada u y >. 
(f : (Eh ) 4 x R ---+ (Eh ) 4 ). Además, con el mismo procedimiento que se empleó con .A 
y T ( >.) ," D f (O, >.) también está acotada. 

Ahora, sobre (B~)4 , N(.A(Akn)) tiene dimensión igual a uno y su generador es Ukn· 

Más aún, (Eh. ) 4 es un espacio de Banach con la norma 1 h y como dimN(.A(>.kn)) = 1, 
existe una proye~ción P sobre N(.A(>.kn)) (ver [Nir2), p. 64, problema 1). Esta proyección 
puede definirse de varias formas; por ejemplo; si por < ·, · >se denota al producto interno 
en (B~ ) 4 , el producto interno entre dos elementos u, , u 2 de tal espacio está dado por: 

entonces se podría definir la proyección P : (B~)4 ---+ N(.A) como: 

Pu <u, Ukn > U 
< Ukn• Ukn > kn 

De aquí que se tenga la descomposición: 

B 2 es el complemento de N(.A) y es cerrado (ver, por ejemplo, [Rud), teo. 5.16). 
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Lo mismo puede hacerse para (E[,,.) 4 (espacio de Banach bajo la norma de la conver

gencia uniforme 1 10 ), pues ya se vió que R(A(>.kn)) .LL, < Vkn >= E2 (sección anterior). 

Entonces, defínase la proyección Q : (E'.h) 4 --> E,, de manera análoga a corno se 
definió la proyección P, pero ahora usando" el vector Vkn· De esta forma resulta que 
Q = I - Q es una proyección sobre R(A), así que se tiene la descomposición: 

(E2 y R(A) cerrados). 

La existencia del pseudo-inverso JC. de A Is,, es una aplicación directa del lema 4 sec. 
6.1 en [Nirl]. 

En conclusión, se tiene el diagrama de la figura 9. Además, según la definición en el 

~ e1zn >
4 

N (A> 
-¡¡-

Figura 4.9: Descomposición de los espacios (B~)4 y (E~)4 • 

capítulo 1, A es un operador de Fredholrn de índice igual a cero. 
(dim.N(A) - codirnR(A) = climN(A) - dirnE, = 1 - 1). 

Por todo lo anterior, la reducción de Ljapunov-Schmidt está bien justificada y por lo 
tanto es factible la obtención de una ecuación de bifurcación: 

Descomponiendo a u en la forma u = ~ + ...:!:!j_.., y proyectando la ecuación 
EN(.A(.>)) EB2 

A(>.1on)u - T(>.)u - G(u, >.) sobre R(A(>.1on)) y E 2 : 

A(>.kn)w - QT(.X)(aUkn + w) - QG(o:Ukn + w, >.) 
-(I - Q)T(.X)(o:Ukn + w) - (I - Q)G(o:Ukn + w, >.) 

o 
o 

(sobre R(A(>.kn))) 
(sobre N(A(>.kn))) 
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Usando el pseudo-inverso IC de A sobre B,, la primera de las ecuaciones de arriba se puede 
reescribir como: 

w - /CQT(.X)(aUkn + w) - /CQG(aUkn, .X) 

(I - ICQT)w 
o 
aKQTUkn + ICQG 

Ahora, para .X~ Akn, I - /CQT(.X) resulta ser una pequeña perturbación de la identidad, 
por lo tanto es invertible, y su inverso está dado por la serie 
(I - ICQT)-1 = I + KQT + (KQT)2 + ... , entonces: 

w (I - KQT)- 1 KQ(aTUkn + G(aUkn + w)) 

Ahora, como G = Au-Tu y dada la continuidad de A y T, Ges C 1 y 1 G(u,.X) 10 $ e 1 u¡¡, 
así que la ecuación de arriba se puede resolver para w de manera única y diferenciable en 
términos de a y A: W = w(a, A) usando UD argumento de contracción, COD 

1 w h:5 k(I a(.X - Akn) 1 +a2 ). (ver referencia en la parte correspondiente del capítulo I). 

Substituyendo en la ecuación restante sobre el N(.A): 

-(I - Q)T(.X)(aUkn + (I - KQT(.X))- 1 KQ(aT(.X)Ukn + G(aUkn + w))) + 
- (I - Q)G(aUkn + w) = O 

-(I - Q)T(.X)[(I+ (I - /CQT(.X))- 1 /CQT(.X))aUkn + (I - KQT(.X)r 1 1CQG(aUkn + w)] + 
- (I - Q)G(aUkn + w) = O 

-(I - Q)T(.X) [I + (I - /CQT(.X))- 1 /CQT(.X)] aUkn + 

=(I-.<:QT(.>))-t 

- (I - Q) [T(.X)(I - ICQT(.X))-1 /CQ + I] G(aUkn + w) O 

=(1-T(.>).CQ)-tT(.>).CQ 

Finalmente, definiendo B(.X) = -(I - Q)T(.X)(I - KQT)-1 P y 
g(a, .>.) = -(I - Q)(I - T(.>.)ICQ)- 1 T(.X)ICQG , se tiene la siguiente ecuación sobre N(A): 

B(.X)aUkn - g(a, .X) O ecuación de bifurcación. 

Es claro que en este caso en particular B(.X) es un número (dimN(.A(.Xkn)) = 1) , tal que 
B(.>.1=) = O, (ya que T(.X1=) = O). Por otro lado, g(a, .X) es una función C1, y dado que 
se trata de la parte no lineal: 1 g(a, .X) 1:5 ca:2

• 

Finalmente, si se escribe la ecuación de bifurcación como: 

+ g(a:, .X) .__... 
ge:·") 

o 
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donde g(cx, .>.) es C 1 y g(O, .>.) = O; entonces, si b'(.>.,,,,) ,¡, O, la ecuación anterior se puede 
resolver para .>. en función de o para .>. ~ .>.,,,., .>. = .5.(o) con .5.(0) = AJm de manera 
única; es decir, obteniendo una. sola. rama de bifurcación en los puntos donde A(.>.) no es 
invertible. 

4.18 Ecuación de bif'urcación 

La reducción de Ljapunov-Schmidt y la obtención de la ecuación de bifurcación se pueden 
plantear de una manera más natural que la que se propone en la sección anterior ( descom
poniendo la ecuación f(u, .>.) = O en una parte para N(A) y otra para E,, definiendo el 
pseudo-inverso, etc); esto es, usando las bases de Fourier apropiadas para cada espacio, y 
encontrando un método para determinar los coeficientes. Esto permitirá hacer explícitos 
los cálculos al final de la sección anterior; es decir, obtener expresiones precisas para T(.>.) 
, IC , B(.>.) y la ecuación de bifurcación. Como la existencia y la unicidad de la rama que 
bifurca a partir de .>. = .>.,,,, , u = aUkn + w(cx, 3.(a)) está justificada por el método de 
reducción de Ljapunov-Schmidt; lo mismo se puede decir acerca de la convergencia de las 
series de Fourier propuestas para u cerca de los puntos de bifurcación. 

Se recuerda al lector que la expresión para G se dió en la sección 4.12, ahí se vió que la 
primera de sus entradas era cero (esto viene de que la ecuación diferencial para </> ya está 
linearizada). Entonces, como u E (B1,J 4 y GE (Eg,,,) 4 , se tienen las siguientes expresiones 
para ellas: n n 

u (u1,u2,u3,u4)c 

(~=u1 ,=(.>.) sin(mns), E=u2 ,=(.>.) sin(mns), E=u3,=(.>.) cos(rnns), ~=u4,=(.>.) cos(rnns))' 

G (O,g,,g3,g4)' 
(O, E=92,=(.>.) cos(rnns), E=93,=(.>.) sin(mns), E=94,=(.>.) sin(mns))' 

Substituyendo en la ecuación diferencial linearizada para u y G, u' - B(.>.)u - G(u, .>.) = O 
se tiene la siguiente relación para los coeficientes: 

o 
rnn 
-e 
-d 

o 
-a 

-rnn 
o 

ADll1(~) 

Es sencillo ver que: 

l [ para m = 1,2, ... 

GmC~l 

1 ADll1 1 mn[(mn)3 + carnn + dbrnn] 

<>e+~=-• (mn) 2 [(mn)2 - q] 
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Así que, para q(>.) = (kn) 2 # (nin) 2, la relación es invertible, obteniéndose 
Um(>.) = (Amn)-1 (>.)Gm(>.) Obsérvese que para ni = O: u1,o = u2,o = O, U3,o(>.) 
- 92 ~(.>.), U4,0 = 0. 

Ahora, recuérdese que G se definió a partir de los términos de segundo orden y mayores 
de la linearización de f(u, >.) =O (sec. 4.12). Por lo tanto, al substituir las series de Fourier 
de los u¡'s, se tendría que a su vez, los coeficientes de Fourier 9i,m..(...\) son función de los 
coeficientes u¡,YJ'I. (i = 1,2,3, ... ; rn = 0,1,2,3, ... ; entonces la siguiente notación es 
válida: 

9i,Tn(u1,o, ... , tl1;m., ... , U4,o, .. ·, ?14,m.,. ·., ..\) 

o bien: 

Gm(Uo(>.), ... , Um(>.), ... ,>.) 

Así que la ecuación para los coeficientes u; queda: 

Um(>.) - (Amn)- 1 Gm(Uo(>.), ... , Um(>.),. ·. ,.>..) O 

La ecuación anterior puede resolverse encontrando una única expresión diíerenciable para 
cada grupo de coeficientes Um (ni# k) vía el teorema de Ja función implícita, en términos 
de Uk y de.>..; esto es: Um = Üm(Uk, >.). Además, dado que G = o(lfull) se tiene que 
Üm = o(Uk)· 

Entonces, expresando a u en su serie de Fourier, se acaba de ver que todos los coeficientes 
estarán en función solamente de cuatro de ellos (Uk = (u1.k, u 2 ,k, u3,k, u4,k)') y de>.; así que 
el problema de determinar dicho desarrollo consiste en encontrar estos cuatro números, 
que corresponden al índice para el cual Amn no es invertible. 

Hasta este punto, el problema de encontrar u se puede entonces resumir mediante Ja 
siguiente expresión: 

u(s,.>..) 
[ 

u 1 ,= sin(nins) l 
E= u 2 ,= sin(nins) 

u3,= cos(nins) 
u 4 ,= cos(nins) 

[ 

u 1 ,,.sin(kns) l 
u2,k sin( kns) 
u 3 ,k cos( kns) 
U4,,.cos(kns) 

..:t-- + -L 
EN(.A) EB2 

+ E u2,= sin(mns) 

[ 

u 1 ,= sin(nins) l 
=;ék u 3 .= cos(nins) 

u 4 ,= cos(mns) 
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Como la descomposición de arriba lo muestra, el primer término del lado derecho, debe 
tener una representación en función del generador de N(A), Ukn; o lo que es lo mismo, 
debe existir una relación entre sus coeficientes y los de Ukn· Así que vamos a escoger una 
base para .R4 de la forma siguiente: 

(recuérdese que ªº = a(..\kn), 
los coeficientes de Ukn· 

tal que q(Akn) (kn) 2 ). T2 es entonces proporcional a 

0 [ ~n ] [-(kn)2 - ~ac0 + bd0
) ] +a [ ~a ] + ª• [ =! ] 1 O +a, kn(c-c

0
) 

3 -kn O 
O kn(d - d 0 ) O -kn 

[ 
9~k l 
93,k 
9•.k 

Ahora, el lado derecho de la relación anterior, corresponde a los coeficientes de Fourier de 
un elemento en (E~)4 (a saber, (O, 92,k cos(kns), 93,k sin(kns), 9•,k sin(kns))') , que tiene 
una parte en E2, y Por lo mismo tienen una expresión en términos de los coeficientes del 
generador de tal espacio, es decir, de Vkn (ver sec. 4.16). Escójase entonces otra base de 
.R4, de la forma siguiente: 

Tl ~ kn [ =~ l , T; ~ [ ! l T* - [ g l • - o 
1 

(T2 proporcional a los coeficientes de Vkn)· 

Entonces, proyectando la ecuación de arriba en estas bases: 

[ 

<>1kn - °'• l <>2((-(kn) 2 - (ac0 + bd0 ))kn - kna0 (c - c 0 ) - knb0 (d-d0 )) + 
+ (a0 kn - akn)<>3 - (bkn - b 0 kn)a4 

<>2kn(c - c 0 ) - 0<3kn 
<>2kn(d - d 0 ) - cr.4kn 

[ 
kn92,k - ao~3,k - bo94,k ] 

93,k 
94,k 
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Ahora; 92,k, 93,k, 94.,k están en función de u1,k, u2,k, u3,k, U4,k y ...\.; o, dada la descom
posición anterior, en función de 01, 0:2, 03, 04 y ..\. Así que las tres igualdades anteriores 
se pueden escribir como: 

o 

De nueva cuenta, el teorema de la función implícita nos permite resolver para oi, a 3 , o 4 en 
función de 0:2 y..\.. Una vez que se tienen estas expresiones, se substituyen en la ecuación. 
que se obtuvo para 02 al proyectar sobre la base de vectores T ¡, resultando: 

-a2kn((kn)2 + ac0 + bd0 + a 0 (c - c 0 ) + b0 (d - d 0 )) - kn(0<3(a - a 0 ) + 0<4(b - b0 )) 

kn92,k - Go93,k - bo94,k 

-0<2kn((kn)2 + ac0 + bd0 + ao(C - c 0 ) + b0 (d - d 0 )) - (a2kn(a - a 0 )(c - c 0 ) - 93,k(a - a 0 ) + 
+ 0<2kn(d - do)(b - bo) - 94,k(b - bo)) = kn92,k - ao93,k - bo94,k 

-a2kn((kn)2 + bdo + ac + b(d - do)) = kn92,k - ao93,k - bo94,k - 93,k(a - a 0 ) - 94,k(b - b0 ) 

Simplificando y ya que q(..\kn) = (kn) 2 , la ecuación anterior queda entonces como: 

kn92,k - a93,k - b94,k 

en donde, de acuerdo a lo visto arriba, 92,k, 93,k, 9 4,k están en función de 0<2 y ..\. Esta es 
la celebrada ecuación de bifurcación de nuestro problema. 

N 6tese que de acuerdo con la definición de Vkn, el lado derecho es precisa.ID.ente: 

kn < G,Vkn > 

Así que la ecuación de bifurcación también se puede expresar como: 

_.!... < G,Vkn > 
ct2 

Sobra. decir que de acuerdo con la discusión del capítulo l, A = A>:n es un punto de 
bifurcación, debido al cam.bio de signo en la ecuación (ver teorema. correspondiente). 

Más aún, por la definición de 9, el lado derecho esta expresión resulta ser ;:!;oCaD; de 
hecho, ya que q'(..\kn) > O por hipótesis (sec 4.15), se tiene que es posible resolver para 
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A en términos de a 2 , localmente, cerca del punto ....\ 
siguiente 

AJm· Se ha entonces probado el 

Teorema: (Bifurcación local) La ecuac1on de bifurcación para el problema reducido 
f(u,>..) =O, f: (B~)4 x R+-+ (E~)4 es de la forma: 

...!.._ < G(a,, >.), Vkn > 
<>2 

donde G son los términos de orden mayor o igual a dos en la linearización, y Vkn es el 
generador del complemento ortogonal del rango del operador A en (Et,_)4 • 

Además, el lado derecho resulta ser de segundo orden en °'" por lo cu::.i puede resolverse 
para...\, localmente, en términos de a2, cerca de Akn· 

Finalmente, u queda expresada corno: 

u(s) 
do • 

0:2 kn U-1cn + w (a:,, >. (a:,))( s) 

EN(A) 
eB2 

Dada la forma en la que se resolvió para las a:¡'s, el término w resulta ser o(a:n. 

Se llam.a a.hora la atención al siguiente hecho, con respecto a la ecuación de bifur
cación: 

< G,Vkn > n {2~ [ :2 l [ cos(~nt) ] d 
2,,- Jo 93 - ~ sin(knt) t 

94 -k sin(knt) 

Com.o G representa los térlllinos no linea.les, en relación con los tér:m.inos cuadráticos 

se tendrían que calcular integrales de la forma: fo~ cos'(knt) sini(knt) dt; 
i,j = O, 1, 2, 3 ; todos los cuales son cero. Entonces, en realidad, < G, Vkn > es 
o(<>~). 

4.19 Incorporación de las ecuaciones para r( s) 

Hasta. ahora se ha descartado el par de ecuaciones para r 1 y r2., en esta sección se verá 
cómo es que los resultados de la sección anterior se complementan al tomar en cuenta 
aquellas dos. 
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Se recuerda que r1 y r2 satisfacen las ecuaciones: 

r~ -(1 +µ)r2 -r¡ O 
r~ + (1 + µ)r1 - v O 

e integrando estas resultan en: 

[ r
r

21 
] = [ cos(s + .r.; µ) sin(s + .r.; µ) ] [ rr

2

! ] 
- sin(s + .r.; µ) cos(s + .r; µ) 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

O(s)=!lo(s)O~(s) 

+ 

[ 
cos(s + .r.; µ) 

- sin(s + .r.; µ) 
sin(s + .r.; µ) ] r [ cos(s + .rrJ µ) 
cos(s+.f;µ) lo -sin(s+.frJµ) 

sin(t + frJ µ) J' [ vr¡ J 
cos(t + JrJ µ) 

A(•) 

con las condiciones A(2r.) =O para el caso 2r.-periódico (sec. 4.11.3), y 
r0 = fI - 00(2;)J- 100 (~)A( 2,;) para el caso 2;-periódico (sec. 4.11.4). La linearización 
del conjunto de ecuaciones diferenciales se obtuvo en la sección 4.12, dando como resul
tado: 

ri - r2 - x2 o 
r~ + i'1 - X3 + 7,b(..\).x4 0 

La parte homogénea para este sistema da como resultado que r 1 y r 2 satisfacen la ecuación 
del oscilador armónico, por lo tanto 0 0 es una matriz fundamental para el sistema, cuya 
solución es: 

Proyectando después sobre el espacio de puntos fijos de las transformaciones T 9 

(g = 2: , n = 1, 2, .. . ), esto es, sobre (B~)6, la ecuación anterior se transforma en: 

en donde se usaron las propiedades de paridad de los elementos en tal espacio (sec. 4.14: 
p 1 par, p 2 impar, ... ) para escoger las constantes de integración. Es fácil darse cuenta 
de que la expresión de arriba ciertamente satisface las propiedades de paridad que deben 
tener P1 y P» 

En el caso n = 1 (i.e. 21r-periódíco), u2, u 3 , u 4 deben satisfacer además, la linearización 
de la condición A(21r) =O, esto es, si se define al funcional: 

f 2 r. [ COS(t + fci TU4) 

lo sin(t + fci TU4) 

- sin(t + fci TU4) ] [ TU2 ] 

cos(t + .rrJ TU4) .,µ + TU3 ' 



4.J.9. ECUACIONES PARA R1 Y R2 

se tiene que: 

d 
..7(u2,u3,u4)(0) + dr..7(u2,u3,u4)(0)r + ... 

. f~ [ ~~;gj -:~!7;;> ] [ ~ ] + 

=º 
(Í,

2

~c.l,' "•> [ - sin(t) 
cos(t) 

¡2~ [ cos(t) 
lo sin(t) 

así que la linea.rización de tal condición queda: 

- sin(t) ] 
cos(t) 

- cos(t) ] [ O ] 
- sin(t) t,b 

[ ~=] )r + ... 

Ahora, como u2, U3, u 4 E (Bi71")'", se tienen los siguientes desarrollos: 
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+ 

(recuérdese que por la condjción J~7r µ = O, es decir, J~7f' u 4 = O, entonces u 4 , 0 = O). De 
aquí que¡.; u 4 = Er='~ sin(rn.s). Substituyendo estas expresiones en la linearización de 
A(2r.) =O, se tiene: 

d".,...7(u2, U3, U4)(Q) = 

r2~ [-·'·(')'<""'oc.!!!= . ( t) [ cos(t)] [ cos(t) 
Jo "" " «-1 m sin rn sin(t) + sin(t) 

- sin(t) ] [ :Er"u2 ,,,. sin(rnt) ]] = 0 cos(t) E 0 u 3 ,,,. cos(rnt) 

Simplificando esta expresión se llega a que -t,b(A)r.u4 , 1 + r.u2, 1 + 7ru3 ,1 = O, es decir: 

Ahora se verá que la condición anterior resulta ser la misma que se obtiene de pedir que 
el sistema integral para p1 y p2 tenga periodo 2r.: 

[ ;~ ] (21r) 

[ ;~ ] (2rr) dt 
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de donde se obtiene la condición V = O; pero resulta que: 

V 7r(u2,i + U3,i - t,&u4,i) 
A(2~=0 O 

Por lo tanto, la linearización de la condición A(2-.) =O dá la periodicidad de la expresión 
integral para Pi y p 2 , los cuales tienen las propiedades de paridad de los elementos en 
(Bi~)e. 

Volvamos a.hora a las ecuaciones diferenciales para Pi y p 2 , 

P~ - P2 - u2 O 
p; +Pi - U3 + tP(A)U4 Q 

y substituyendo sus expresiones en la base de Fourier apropiada, Pi = Ei5°Pi,,,, cos(rns) 
P2 = Ego P2,,,, sin( rns) , se tiene que: 

Ei - rnpi,,,.sin(rns)- Eip2 ,,,.sin(m.s) - Eiu2,,,,sin(rns) O 

E1mp2,,,, cos(rns) + Eop1,,,. cos(rns) - Eou3,,,, cos(ms) + 1/>Eiu4,,,, cos(rns) O 

es decir, 

E1(-mpi,,,. - p2,,,. - u2,,,.)sin(m.s) O 

Ei(rnp2,m +Pi,= - U3,,,. + .,Pu4,m) cos(m.s) - U3,o +Pi.o O 

De aquí que se tenga que Pi.o = u3,o, y el sistema 

[ 
-771. -1 ] [ p,,,,. ] 

1 rn P2.= 

Como puede verse 1 a 1= -(m.2 - 1) ; por lo tanto: 

[ 
Pi,= ] 
P2,rn 

_1,,, ] [ U2,m 

U3,,,. - 1/>(A)U4,,,. 
771. > 1. 

Mientras que para m = 1 se tiene: 

-p1,1 P2,i u2.1 

P2,1 + P1,1 U3,1 - 1/>(A)U4,i 

(otra vez la linearización de A(2rr) =O) . De manera que pi y p2 quedan relacionadas por 
p 1 ,i + p2,i = -u2 ,i (es decir, que a diferencia de los demás coeficientes, uno de ellos no 
queda determinado de manera única) . 
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En conclusión, la linearización de A(27r) = O también es la condición de periodicidad 
de p1 y p2, así como una garantía de consistencia para encontrar los coeficientes en la 
expansión de Fourier de tales funciones. 

Ahora nos concentraremos en la bifurcación de soluciones 27r-periódica.s, cerca de 
~; esto es, cerca del caso q(O) = (nk) 2 = l. Volviendo entonces a la ecuación diferen
cial linearizada u'-B(A)u-G(u, A)= O, y substituyendo los desarrollos en series de Fourier 
de las componentes de u y G corno en la sección 4.18 se tiene entonces que (n = 1): 

o o 
rn -a 
-e -rn 
-d o 

Am(.>.) Um(-') Gm(-'l 

también en aquella ocasión se obtuvo que 1 Azn I= m 2 (m2 - 1) . De manera que para 
m > 1: Um(A) = Am-1 (A)Gm(A) , lo cual se sabe puede resolverse vía el teorema de la 
función implícita para Um = Üm(U1,A); donde Üm = o(U1); Um ~O. 

Nótese que para m = O: 

[~ 
o o 
o -a 

-c o 
-d o 

=~ l [ g l [ 9~.o l O ua,o O 
Ü U4,o Ü 

Para m = 1: 

[~ 
o o 
1 -a 

-e -1 
-d o 

-1 l [ Ut,l l -b U2,1 
Ü U3,1 

-1 U4,1 

Tomando la descomposición de U1 en la base {T;} 

{ 
u4.o = O (ya se sabía) 

U3,0 = - 9~ o 

[ 
9~.l l 
93,l 

94,1 

(U1 = a1T1 + a2T2 + oaTa + e>4T4) ; ya se demostró en la sección anterior que, substi
tuyendo en la ecuación de arriba y proyectando sobre la base {T*}, el resultado es que 
pueden encontrarse expresiones para o 1 , 03, 0'4 en función de 02 y ..\. vía el teorema de la 
función implícita, y que además para o 2 se tiene la ecuación. de bifurcación: 

la cual se resuelve para ). en función de et2 de manera única y diferenciable; indicando la 
bifurcación a partir de A = O. 
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Hasta aquí no se ha dicho nada nuevo que no se hubiera discutido antes, excepto por 
la linearización de la condición A(27r) = O y que constituye una nueva relación para los 
coeficientes que corresponden al modo rn = 1 de u. Es justamente este punto el que debe 
tomarse en cuenta: calculando de nueva cuenta el generador de N(A(O)) , ahora a partir 
de la relación AmUm =O. Para m # 1 Um = Am - 10 =O; para m = 1 se tiene: 

ü1.1 - Ü4,1 =o 
Ü2,1 - aoü3,1 - boü.4,1 =o 

-CoÜ2,1 - Ü3,1 = Ü 
-d0 ü2,1 - Ü4,1 = O 

Ü.1,1 = Ü4,1 = -doü.2,1 
üs.1 = -CoÜ.2,1 

Por lo tanto, tomando ü2,1 = -T.- (a E R), se tiene que 
aU1' _ a(sin(s), -i; sin(s), ~ cos(s), cos(s)) (compárese con el resultado de la sección 
4.14). 

Ahora bien, u E (B~,,.)4 sabemos que admite una descomposición 
u(s) = aU1(s) E9 (u - aU1(s)) ; donde la condición u 3 ,1 - ,P(A)u4,1 + U2,1 =O debe satis,______ 

EN(.A(O)) EB2 
facerse para cada lado de la expresión anterior; en particular, para el lado izquierdo, y ya 
que ,P(O) = 1 (sec. 4.9): 

a( Co - 1 - ...!._) 
do do 

-a q,,(O, 1, O) (.t:T)(O, 1, O) + .t:T)(O, 1, O) + 1) 
HT)(O, 1, O) Nv(O, 1, O) M,,(O, 1, O) 

Por hipótesis, los dos términos que multiplican a -a son estrictamente positivos; por lo 
tanto, la única posibilidad de satisfacer tal condición es tornando a = O; pero en tal caso 
aU1' =O, de manera que N(A(O)) =<O>; es decir, dirnN(A(O)) =O y en consecuencia 
A(O) resulta ser invertible sobre (B~,,.)4 • Así que se ha probado el siguiente: 

Lema: La linearización de la condición A(2r.) =O prohibe la bifurcación de soluciones 
con periodo 2r. (n = 1) a partir de A= O. 

4.20 Comportamiento de las ramas lejos de la solución 
trivial: bi:furcación global 

En la sección 4.18 se obtuvieron los resultados que corresponden a la existencia de ramas 
de soluciones no triviales cerca de la solución trivial, y que bifurcan a partir de ella; 
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•olu cicÍ~ -peric/dica 

No hay 
aolucione 
bifurcada 
a partir 

~ aoluciÓ~ -perio~dica 

/ , 
aolucion trivial 

de A•O--'---~-----L---_,,,_'-..._ 
o 

Figura 4.10: Resultados de bifurcación local. 
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cada vez que >. satisface la ecuación q(>.) = n 2 • Más aún, dichas ramas tienen ciertas 
propiedades de periodicidad muy específicas. 

En esta sección se discutirá el comportamiento de tales ramas lejos de la solución 
trivial, haciendo uso de las propiedades nodales de su componente r¡ (o bien, de u 2 ) y de 
el teorema de bifurcación global, según se enunció en el primer capítulo (tercer teorema 
de la sección 1.4). 

Recordamos al lector que los resultados de bifurcación local fueron obtenidos directa
mente, a partir de las ecuaciones de equilibrio y la relación </>' - µ = O. En esta parte se 
explotarán los resultados de la sección 4.11; más concretamente, los del planteamiento en 
términos de un problema de punto fijo (secc. 4.11.7). 

La formulación integral del problema consiste en reescribir el campo completo de las 
ecuaciones del anillo h(y, >.) = O (sec. 4. 7) corno el siguiente sistema: 

H OHo +>..TOA 

M Mo + (.TA)'Ho + ~llAll 2 

Or0 + OA 

q, 'Í'o + ¡;: µ 

También se vio que, dependiendo de las propiedades del espacio en donde se busca la 
solución al sistema anterior, se tienen distintas condiciones: 

En el caso 21r-periódico, r¡, v yµ se encontraban condicionadas por las ecuaciones 
A(2r.) = O y J;"' µ = O. 

,_ 
En el caso ~-periódico, estas condiciones se reducen a pedir que ¡ 0-n µ = O, mientras 

que las constantes de integración H 0 y r0 quedan determinadas automáticamente, en 
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función de A(~). Entonces el sistema integral queda escrito como: 

J.JO((I - 0 0 (
2

11" ))- 1 0 0 (
2 ,,. )A( 2 r.) + A(s)] 

n n n 
H(s) 

M(s) 

r(s) 

1\'.f0 + ~2 (2A'(s)(I - 0 0 (
2
,,.))-1 0(

2
,,.)A(

2
7r) + llA(s)i1 2 J 

n n n 

O(s)((I - 0 0 (
2
"'))- 1 0 0 (

2
"')A(

2
") + A(s)] 

n n n 

ef>(s) </>o+;;,•µ 

2
wEn la sección 4.11.7 se demostró que hay un único M 0 , tal que ¡g" µ = O, o bien, 

fo" µ = O. Por otro lado, mientras que en el caso 2
; -periódico el problema de determinar 

las constantes H 0 y M 0 quedaba resuelto; en el ca.so 27r-periódico aún queda por resolver 
la determinación de tales constantes, a partir de la condicón A(2rr) = O; (en la sección 
4.14 se vió que sobre el espacio (B,1,,) 4 -donde .¡!> y r¡ son impares, mientras que v y µ son 
pares- esta condición se reduce a pedir que: 
¡g"(r¡sin(t + Jd µ) + v cos(t + Jd µ)) dt = O. No se siguió adelante en esta línea, ya que 
la relación entre esta igualdad y H 0 , N 0 , no parece tan tratable como aquella para M 0 y 
= fonµ= O). 

caso ~-periódico: 

[ 

'7n+l J _1 [ J.JOn(s)((I - Oo( 2
;))-1 0o(2,;)An(2;) + An(s)J ] 

;::~ - F Mo + j(2An'(s)(I - 00 (2,;))- 1 0o(~)An(2,;) + llAn(s)ll 2
] O 

en donde An = J.I O' ( t) [ ~= ] ( t) dt , y M 0 se escoge de tal forma que fo";f µn+l ( t) dt = O; 

además On = OoOµn· 

caso 2r.-periódico: 

[ 

T/n+l ] 
Vn.+1 

µn.+1 
o 
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M 0 se escoge de tal forma que ¡g~ µ,.+1 = O, Ho = [ -Z: ] condicionada por 

An(2,,-) = J€"no'n,,n' [~=]=O. 

En ambos casos, el segundo término es un operador diferencia ble y compacto (obvia
mente, la diferenciabilidad proviene de la invertibilidad del mapeo F y de que se ha 
asumido que las funciones constitutivas son, por lo menos, C 2 , (sec. 4.17)). La diferencia 
substancial entre ellos, la constituye la condición A(2r.) = O que se tiene para el caso 
de periodicidad 27r, pues involucra una relación no lineal entre r¡, v y µ; así que para 
propósitos de una formulación no muy complicada de punto fijo, es indispensable redefinir 
el espacio de trabajo, de tal manera que esta condición sea lineal. Esto ya es posible, como 
a continuación se explica. 

Se recuerda al lector que en la sección 4.11.3 se definieron las variables 

de manera que para el caso 21r-periqdico, la condición A(2r.) = O, necesaria para la 

[ V
T/_- ] existencia de tales soluciones, se escribe como ¡gr. !'lot(t) = O. Esta sí es una relación 

lineal entre las variables ij y v. En tal caso: 

[ 
T/v= J _ [ n

0
,,' O J 1 [ OHo + A.TOA ] O 

1 p- Mo + (.JA)'Ho + ~l1Anll 2 

Entonces, y sólo en ese caso, el problema de punto fijo será atacado, mediante el empleo 
de estas nuevas variables. 

4.20.1 Propiedades nodales de las ramas bifurcadas 

Se recuerda. al lector que las va.ria.bles de la linearización u¡ 's, están relacionadas 
con </>, 71, v, µ de la siguen te form.a: 

(</>,r¡,v,µ) 

Al conexo más grande en el conjunto de soluciones no triviales se le llama continuo. 
Llamemos a R.. el continuo que bifurca a partir del valor A= An, en (Bi.,,) 4 X R; y a R.,. 
al continuo que bifurca en (B~)4 x R. Se demuestra ahora el siguiente 



166 CAPfTULO 4. DEFORMACIÓN DE UN ANILLO HORIZONTAL 

~Si (u1, u2,113,u4, >.) E Rn; entonces, u 2 tiene 2n ceros en [O, 2r.). Análogamente, 
si (u1,u2,u3,tt4 ,A) E Rn; entonces, u2 tiene un cero en (O,~). 

Prueba: En la sección 4.18 se vió que, cerca del punto de bifurcación, las ramas son de 
la forma: 

u(s) 

donde Un'= (sin(ns),-~:sin(ns),~cos(ns),ncos(ns)) (s';_c· 4.14). Se tiene entonces 

que, cerca de la solución trival: u2 = -na2 sin(ns) + w2(a2, >.(a2))(s); o bien, 

o(or~) 

-nsin(ns)+o(a2) =:v(o2,s) 

Ahora, sin( ns) tiene 2n ceros en [O, 27r) y uno en (O, 2;). Por otro lado, 
v(o,,.;) =O, y /:;v(O, k;) = -n2 cos(kr.) = (-l)k+ 1n 2 =f O. Por lo tanto, el teorema 
de la función implícita nos dice que existe una parametrización s = .S(o:2) , s ro.... k; tal 
que v(a2, .5(02)) = O ; para 02 ~ O; o lo que es lo mismo: u2(a2, .5(02)) = O. Entonces, 
u2 tiene un único cero cerca de s = k;, k = 1, ... , 2n; es decir, tiene 2n ceros cerca del 
punto de bifurcación. Ahora se verá que lo anterior sigue siendo cierto lejos de tal punto 
(asumiendo, por el momento, que la rama en cuestión continua lejos de la solución trivial). 

Llámese a 9n = {(u,>.) E Rn : u 2 tiene 2n ceros}; arriba se acaba de ver que tal 
conjunto es no vacío. 

Hacemos a.hora el siguiente paréntesis, para. aclarar un poco sobre el empleo de la. 
notación: el conjunto de Ui 's se definió como una perturbación de la solución trivial 
fh, con las propiedades de periodicidad correspondientes. Es decir: 
(ef>,r¡,v,µ.) = (ii1 +u)= (u1,u2,..P+ u3,u4); o sea que r¡ = u2. Ahora, en la sección 
4.11.6 se demostró que 17(s) no posee ceros dobles para. TJ ~ O y, en consecuencia., 
ta.nipoco u2. 

Se demuestra ahora que 9n es abierto y cerrado, con la norma: \l(u, >.)11 2 =\u li + \ >. \2. 

Qn es abierto : Esto es claro a partir de examinar la componente u 2 . Si t12 es vecino a 
u2 E 9n, en la norma\ \t; esto quiere decir que Ü2 es vecino a u2 en C 1 , y por lo 
tanto tiene el mismo número de ceros que u 2 en [O, 27r) (lo cuales, según se mencionó 
en la acotación anterior, son simples). Así que para toda. u 2 , componente de alguna 
u E Rn, se puede definir una vecindad alrededor de ella, con la norma \ \t, tal que 
está completamente contenida en 9n; y por lo tanto, 9n es abierto. 
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9n es cerrado : Supóngase que { ( uk, >. k)} es una sucesión en 9n, convergente en la norma 
descrita anteriormente, a (u,..\); por demostrar que este límite pertence a 9n-

La. componente u 2 de el límite u tiene, a lo más, 2n ceros; si tuviera menos de esa 
cantidad, entonces algunos de ellos serían dobles; pero el único caso en el cual esto 
es posible es cuando u 2 := O (otra vez, ver sec. 4.11.6). Pero en tal caso, la única 
posibilidad es que la sucesión converga al punto de bifurcación (O, >.n), demostrando 
que 9n es cerra.do, ya que entonces la única posibilidad es que u 2 tenga exactamente 
2n ceros. 

Entonces, dada la conexidad de Rn, 9n = Rn, terminando la prueba del lema. -D 

Observaciones: 

1. La misma propiedad que posee u 2 de no tener ceros dobles indica que una rama que 
sale del punto (O, >.n) (>.n tal que q(>.n) = n 2 ), no puede regresar de nuevo a la 
solución trivial, por otro punto (O,>.~) (rn 'f n); ya que esto implicaría un cambio 
en el número de ceros (de u 2 ) a lo largo de tal rama, es decir, la existencia de puntos 
dobles, imposible si u 2 ~O. (ver figura 11) 

(O,An) 

~ dia~inuci/,n 
'\.\ numero de 

en el 

ceros. 

Figura 4.11: Un caso improbable: las ramas no pueden regresar a la solución trival. 

2. Dado que la solución con periodo 2
" también es 2rr periódica, R.,, podría ser un sub

conjunto estricto de Rn. 

3. Sea. cual sea el diagrama de bifurcación que se tenga, sabemos que no puede cruzar 
del lado >. < O, ya que para >. = O la única solución es la trivial: u = O. 
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u 

Figura 4.12: R.,, podría ser un subconjunto de R.,,. 

4.20.2 Crecimiento de las ramas bifurcadas 

Una vez que se ha demostrado que las ramas no pueden regresar a la solución trivial por 
otro punto de bifurcación, queda pendiente ver el crecimiento de las mismas; es decir, 
si en algún momento simplemente dejan de existir (si son acotadas), o si continuan in
definidamente (no acotadas). La forrna en la que se estudiará este punto será demostrando 
el teorema de bifurcación global (ver 1.1.4), viendo que el grado de cierto mapeo en un 
conjunto es no trivial, indicando entonces la bifurcación de ramas no acotadas a partir de 
la solución trivial (pues ya se descartó la posibilidad de que estas regresen). 

Teorema: R.,, , n > 1 , es no acotado (y por lo tanto también R.,,) 

Prueba: 
Supongamos que R.,, es acotado; por lo tanto existe un abierto acotado n en (Bk) 4 x R 
que lo contiene, de tal forma que no hay soluciones no triviales sobre an; y c~rca del 
punto de bifurcación es de la forma de un producto: 1 u 1 < 2e , 1 Á - Án 1 < 2p, y que 
llamaremos Be. 

Entonces, como el mapeo u - F-1 (H, N, M) se anula sobre o!l sólo cuando u 
grado: 

deg(u - P- 1 (u, Á), 1 u 1 -e'; !l) 

O, el 
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u 

Figura 4.13: Otra situación iTnprobable: las ramas no pueden cruzar del lado >. < O. 

está. bien definido para toda E:1 ; donde .F-1 (u,>.) == p- 1 (ÍI(r¡, v, µ), Ñ(r¡, v, µ), M(r¡, v, µ); >.). 
Para g' muy grande, dado que n es acotado, se tiene que 1 u I -g' < O sobre n, por lo 
tanto el grado es cero. 

Ahora, para g' <E:, deg(u - .F-1 (u, >.), 1 u 1 -E:'; n) = deg(u - .F-1 (u, >.);B.) , pues Rn 
no regresa a la solución trivial; por lo tanto, fuera de B. los ceros de u - F- 1 (u,>.) está.n 
a una distancia mayor de 2g de la solución trivial. 

Tomando entonces e = é
1

; e pequeño, 
u-P-1 (u,>.) = (l-DF-1 (0,>.))u+G(u,>.). Sobre 8B., 1u1-E: =O, entonces 1>.I=2p; 
donde 1 - n.F-• (O, >.n ± 2p) es invertible, (lo cual se verá má.s adelante que se utilicen las 
bases de Fourier correspondientes), así que se puede hacer una deformación de G a cero. 

Entonces: 

deg((I - n.fr-1 (0, >.))u, I u 1 -g; B.) deg((I - nP-1 (0, >.))u, p2
- 1 >. - >-n 12

; B.) 

mediante la deformación r(I u 1 -E:)+ (1 - r)(p 2 - 1 >. - >.,. 12
) • Nótese que, para 1 u 1= 2E:, 

si (I-n.fr-1 (0, >.))u = O entonces >. = >.,. y la deformación es positiva. Para 1 >. ->.n I= 2p 
se tiene que u = O y la deformación es negativa. 

Por lo tanto, tomando a B±p una bola pequeña con centro en u = O , >. = An + ±p: 

deg( (1 - n.fr-1 (O,>.) )u, 1 u 1 -E:; B.) deg((I - DF-1 (0, >.))u, p - (>. - >.,.); Bp) + 

deg((I - DF-1 (0, >.))u, p + (,\ - >.,.); B_p) 

índice((I - nfr-1 (0, -p))u) - índice((I - nfr-1 (0,p))u). 
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Más adelante se verá que la diferencia de tales índices es no trivial, indicando que hay 
soluciones no triviales, en contradicción con el hecho de que Ftn es acotada. -O 

4.20.3 Linearización del problema de punto fijo 

En esta parte se dará la linearización del problema de punto fijo: 

[ 

T/ ] [ Í:l(r¡, v, µ) ] 
v -F- 1 J\f(r¡,v,µ) 
µ M(r¡, v,µ) 

o 

necesaria para terminar con la justificación del teorema de bifurcación global. Para ello, 
escribamos la ecuación de arriba corno: 

[ 

T/ ] [ 1(H, N, M) ] v - v(H,N,M) 
µ {t(H,N,M) 

o 

Cuya solución trivial es r¡ 
entonces el funcional: 

=o (H =O) 'V= >t•(>.) (N = ->.,P) 'µ = o (M =O). 

La linearización viene dada a partir de la linearización para .J: 

No es difícil convencerse de que dicha linearización queda como: 

[ 

af/ ] U2 ... .. .. ~ 

[ U3] - o(r¡,v,µ) "!:. (0) 
u4 o(H,N,M) dM 

dT 

o 

Definase 

Dada la invertibilidad del mapeo (r¡,v,µ)--> (H,N,JVI) y asumiendo la notación: 
ªl! (O) = X , "!:.(O) = Y , ªal'V_! (O) = Z , la ecuación anterior se puede escribir como: 

[
u

2
] [o(Í:l,Ñ,M)]-

1 [X] O 
:: - 0(r¡, V,µ) (0,,P,O) i 
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Más aún, ya que H(O,v,µ) =O=> h:; = Hi:, =O 
M(71,v,O) =O=> .M; = .M:; =O; Ñ(-r¡,v,µ) = Ñ(r¡,v,µ) => Ñ.,(·,v,µ) impar, por lo 
tanto Ñ,,(O, 1/J, O)= O , y ya que Ñ,..(O, ..¡,,O)= O (ver sec. 4.6), es inmediato que: 

[
ach.Ñ.Ml ]-

1 

ª<"·"·"> (o,,;,o) 

Por lo tanto se puede escribir: 

~: l [ ~] o 

1 
-¡:¡¡ k~: l 

Ahora se buscará obtener una expresión para X, Y, Z en términos de u 2 , u 3 y u 4 • Para 
ello volvamos a las ecuaciones de equilibrio: 

H'(Tu., ..P + TU3, TU.¡) (1 + Tu4)Ñ(Tu2, ..P + TU3, TU4) + )..(?jJ + TU3) 

Ñ'(Tu2,..P + TU3,TU4) -(1 + Tu.,)H(Tu2,..P + Tu3,Tu4) - ATu2 
M'(Tu2, ..P + TU3, TU.¡) -Tu2Ñ(Tu2, ..¡, + Tu3 , Tu4) + (..P + Tu3)H(Tu2, ..P + TU3 , Tu4 ) 

Linearizando las expresiones anteriores (y evaluando en T = O) se llega a que: 

[ 

Íl(O,t/;,O) + ;f;:-H(O,.,P,O) + ... ]' 
Ñ(O,t/;,O) + ;f;:-Ñ(O,.,P,O) + .. . 
M(O, .,¡,,O) + ;f;:-M(O, .,¡,,O)+ .. . [ 

Ñ(O, t/;, O)+>..,¡,+ u4Ñ(O, t/;, O)+ ;f;:-Ñ(O, t/;, O) + l 
>.ua+ ... 

-.H(9,'.,¡,,o)- u.H(O,?,l>,0)-1.,if.,<o1 .,¡,,o)-}..u2 + ... 
-u2t. (~, t/;, O)+ t/;H(O, .,¡,,O)+ t/;-;¡:;:H(O, t/;, O) + 

U3H(O, .,¡,,O) ... 

Ahora, usando de nueva cuenta que Ñ(O, ..¡,, 0)+)..1/J = O y que H(O, ..¡,,O) = 1Y(O, ..¡,,O) =O; 
la igualdad de arriba se reduce a: 

[ 

d • ]' [ d • ] 
;¡:;::H~o,_..;,, O) -}....¡,+)....¡,~).-pu .. + ;¡;:N(O, .,¡,,O)+ )..u3 

-}...,P + -;¡:;:N(O, .,¡,,O) -;¡;:H(O, .,¡,,O) - AU2 

d'!.M(O, .,P, O) >..,Pu2 + 1/J;f;:-H(O, .,¡,,O) 

simplificando y con la notación propuesta con anterioridad, este sistema se escribe como: 

r~ r 
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Lla.Dl.a.m.os la. atención al siguiente hecho, que se sigue de la linearización de H, N, M: 

h 

Ñ 

.M 

• d • 
H(O,.,P,O)+ drH(O,.,P,O)r+ ... 

• d • 
N(O, ..¡,,O)+ dr N(O, ..¡,, O)r + ... 

• d • 
M(O,.,P,O)+ drM(O,,P,O)r+ .•• 

Entonces X, Y, X tienen las m.is=as propiedades de paridad de H, N y M respecti
vamente; es decir, X impar, Y y Z pares. 

El sistema anterior se puede integrar fácilmente para obtener: 

[ ~ ] (s) 

Z(s) 

0 0 (s) [ iº] + .>..J00 (s) ;;,• 0 0 '(t) [ u 3 _ ~2(.>.)u4 ] dt 

Zo + ,P(.>.) ;;,•(X+ .>.u2) dt 

(en donde se usó la imparidad de X para ajustar a cero la constante de integración 
correspondiente). Ahora se analizará el sistema integral, para el caso 2

,; -periódico ( n > 1) 
y para el caso 2ñ-periódico por separado. 

Caso 2: -periódico 

La condición de 2
,; -periodicidad para X, Y; [ -;: J ( ~) = [ ~ ] , se traduce en: 

[ o ] Yo 
Por lo tanto: 

[ ~ ] (s) 

De la misma forma, para Z(s): 
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Sin embargo, esta condición se satisface automáticamente, si se tiene que X y u 2 son 
2,;-periódicas y además impares (substituya las series correspondientes). 

Por otra parte, ya se ha dicho anteriormente que, el caso con este tipo de periodici
"-"' dad está condicionado, además, por el cumplimiento de fo" µ(t) dt = O; es decir, por: 

= fo" u 4 (t) dt = O. Ahora, según se vió de la linearización que relaciona a u 2, u 3 y u 4 con 
X, Y y Z, se tiene que u 4 = ~:;a.sí que la condición anterior se reescribe como: 

""' 1," Z(t) dt O 

y la determinación de la constante Z0 debe hacerse teniendo en cuenta tal condición. 

Entonces, del hecho de que la integral anterior sea cero, se tiene que la serie de Fourier 
para Z es tal que no cuenta con término constante, por lo tanto se tienen los siguientes 
desarrollos para u 2, u3, u 4 ,X, Y, Z , si la solución ha de ser una que tenga las propiedades 
de paridad y periodicidad antes citadas: 

X= E~1Xk sin(nks) Y= E~0Yi., cos(nks) 
u2 = E~1 u2,ksin(nks) u3 = E);"'=0 u3,kCos(nks) 

Z = E~1 Zk cos(nks) 
U4 = E~1 u4,k cos( nks) 

Si ahora se substituyen estas expresiones en la ecuación diferencial para X, Y, Z se tendrá, 
para cada modo, el siguiente arreglo: 

Obsérvese que 
De aquí que: 

[ ~:] 

[! -1 
-nk 

o 

X..k 
1 Xn1c I= nk((nk)2 - 1); 

nk((n~2 - 1) [ 

(nk) 2 

nk 
-,Pnk 

el cual no es cero pues estamos en el caso n > 1. 

-nk 
-(nk) 2 

..¡, 

o 
-1 
..¡, 

1 
o 
o 

( n > 1) 

Ahora sí, haciendo la. mismo para la linearización que se tenía al principio, y substituyendo 
las expresiones para los coeficientes de Fourier de X, Y y Z, se tiene que: 

1 

~i l [ (nk) 2 H{I 
J._ nk Nfl 

-,Pnk 

=o 

-nk 
-(nk)2 

..¡, 
g ] [ ~1 

1 - (nk) 2 ..P 

1 
o 
o 

-..P 
o 
o 
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Simplificando: 

A 

[ 

ñ:;({nk)2 - 1) - >. 
->.nk 
,P>.nk 

->.nk 
Ñ;:((nk) 2 - 1) - >. 

,¡,>. 

B 

,P>.nk 
,¡,>. 

.M;:,((nk)2 - 1) - ,¡,2 >. ] [ 
Ahora bien, con mucha paciencia y cuidado el lector puede corroborar que si se define el 
determinante~ =I (nk:'-t AB 1 , entonces: 

(nk) 2 - q(>.) 
(nk) 2 - 1 

donde q(>.) - n 2 cerca del punto de bifurcación (O, >.n) (q(>.n) = n 2 ). 

Por lo tanto, para todos lo modos k # O, 1 , podemos hacer una deformación de >. de la 
forma..\ ---+ TA, obteniendo matrices para estos modos con determinante (ntl~pq_!.;"'> (las 
cuales, parar= O se reducen a la identidad), donde q(r>.) :5 (kn) 2 (recuérdese que se 
supuso que q(..\) es creciente); es decir, todas son matrices de determinante positivo. 

Para el modo k = O, dado que Z 0 = u4,0 = O , esta matriz se reduce a: 

[ i8 -? ] [ ñ:; + >. o ] 
Nº 0 fe;:+). 

cuyo determinante también es positivo. 

Por lo tanto, el índice que se dejó pendiente para este caso, depende únicamente del 
modo k = 1, para el cual, el determinante es: 

n2 - q(>.) 
n 2 - 1 

cuyo signo es positivo para >. < >.n y negativo para >. > >.n; es decir, la diferencia de 
los índices es 2, dando por consiguiente la bifurcación de ramas no acotadas con esta 
periodicidad. 

] =o 
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Caso 2?r-periódico 

Ya se había dicho (ver acotación antes de la primera subsección) que el problema de punto 
fijo para este tipo de periodicidad se puede escribir de la siguiente forma: 

Ahora vamos a repetir lo que se hizo para el caso anterior, primero linearizando y encon
trando al final una ecuación para los coeficientes de Fourier de los distintos modos de 
i¡,V,µ. 

Pa.ra. hacer la. linea.riza.ción, primero debemos saber (para estas nuevas varia.bles) 
alrededor de qué punto es que debe hacerse y después definir varia.bles análogas a 
u2, u3 y u 4 ; pero esto es sencillo: escribiendo 1J = ru2 , v = 1/J + ru3 , µ = TU4 se 
tiene que: 

[ ~] 
por lo tanto, para 1 = O: 

[ ~] [ ~] 
así que la.s ·va.ria.ciones para T¡ y V se calculan a. partir de: 

por lo tanto: 

-1 
o 

Obsérvese que, ya que se está buscando a u 2 , u 3 y u 4 con las propiedades de perio
dicidad y paridad del espacio (B~~)4 ; es decir, u 2 impar y u 3 , u 4 pares (por lo tanto 
J.; U4 i:m.par); se tiene que ü2 tam.bién debe ser 27r-periódica e i:m.par. 
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Entonces, la linearización viene dada por: 

de donde fácilmente se tiene que: 

[ Ü2 ] [ o -J;u4 o 
J;u4 o o U3 

U4 o o o 

Es decir: 

H(TU2, ..¡, + TU3, TU4) ] 

N(Tu2, ..P + TU3, TU4) 

M(TU2, ..¡, + TU3, TU4) 

[ 
1 l [ ~] ] [ ~] H~ 
o 1 

~ 
o o 1 

M§ 

1: X Ü2 - tP U4 - --- o 
o Hg 

y 
o U3 - ---

l\'i 
z o U4 - ---

Mº µ. 

o 

o 

Ahora bien, el problema para este caso cuenta con las condiciones necesarias J(J~ µ = O y 
A(27r) = O. En términos de las variables ii.2, u 3 y u4, la primera de estas condiciones se 
lee: J; u 4 = O; pero según se vió arriba, esta condición es equivalente a: 

Por otra parte, para la segunda condición, según se vé de arriba, esta se puede reescribir 
corno: 

o 

Ahora, aprovechando que ya se hizo la linearización de las ecuaciones de equilibrio para 
el caso anterior, para este caso, en vista de que u2 = ü 2 + t/; J; u 4 , se obtiene simplemente 
substituyendo: 
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de donde se tiene, tomando en cuenta que se busca Xo = O, e integrando que: 

[; J no [ 9 J + >..Jno {' no t [ U2 + 7/J f,i U 4 J dt 
Y., Jo U3 - ..Pu. 

z Z 0 + tP 1ª (X+ A(ii, + l,' U4)} dt 

Ahora, la condición de 2:rr-periodicidad de X, Y se traduce en: 

;;,'"no' [ ~= J dt + ..P 12

" no' [ f~:· J O 

El primer término es cero pues viene de la linearización de A(2:rr) O, en las variables 
ij, V. En cuanto al seguno término, desarrollándolo se tiene que en realidad ya es cero: 

..p .t" [ 

..p 12" [ 

..p [ g J 

CJC: u.) cos(t) - U4 sin(t) J 
(JC: u4) sin(t) + U4 cos(t) 

(f,i U4) sin(t) 
-(J,J u•) cos(t) r 

Por lo tanto, la 2::rr-periodicidad de X, Y se deriva de la linearización de A(27r) =O. 

En cuanto a Z la condición Z(2rr) = Z0 , esta dá como resultado que: 

o 

La cual se satisface automáticamente, una vez que se tiene la 2:rr-periodicidad e imparidad 
de X, Ü2 y JC: U4. 

Por último, se advierte que las constantes Y0 y Z 0 deben determinarse, la primera a 
partir de A(2:r.) = O y la segunda de Jif" Z dt =O. 

Proponiendo entonces los desarrollos de Fourier: 

ii2 = E'i"'ü 2 .k sin(ks) 
X= Ef'Xksin(ks) 

u3 = Eg"u3,kcos(ks) 
Y= Eg"Y,, cos(ks) 

se tiene, volviendo a la condición A(27r) = O 

A(2;r) 

U4 = E'i'°u•,k cos(ks) 
Z =E¡"' Zk cos(ks) 
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Empleando entonces los desarrollos para i1 2 y u 3 ., la condición anterior se reduce a una 
sola ecuación (la primera componente se satisface automáticamente): 

7r(Ü2,1 + U3,1) =O ; es decir , ü2,1 + u3,1 =O 

Substituyendo en la ecuación diferencial para X, Y y Z se tiene, para cada modo, el 
siguiente arreglo: 

[ k 
-1 

~k] [ xk ] [ o ).. -.>.,P 

.!.,¡, -k yk -.>. o ""' --;.,,,~ o zk ;...,¡, o ---¡;-

xk 

vemos que 1 xk 1= k(k2 
- 1) # o para k #l. 

Para el modo k = 1 se tiene que: 

X1 -Yi 
X1 -Yi 

-..PX1 - Z1 

.>.(u3,1 - ,Pu4,i) 
-.>.(ü2,1 + .,Pu4,i) 

.>.(..Pü2,1 + tP2U4,1) 

de donde las dos primeras ecuaciones se cumplen, siempre y cuando .>.(u3,1 + ü 2,1) =O , lo 
cual ya es cierto por la condición A(2r.) = O. Entonces, para los modos J., > 1 se tendrá 
que: 

[ 

k2 
1 k 

k(k2 - 1) -,Pk 

y simplificando: 

[ ~] 

-k 
-k2 

tP 

[ _~k 
k 
1 

-,P 

o 
-.>. 
;....¡,, 

).. 

o 
o 

Para k = 1, haremos lo siguiente para expresar a X 1 , 'Yi y Z 1 , en términos de los 
coeficientes Ü2,l., us,1 y u 4 ,1: utilizando la expresión para A(2r.) en términos de X, Y y 
J.;"• e integrando se tiene, para la segunda componente: 

~ 1 + J_:'i - t/.•u• i O 
H~ Ni ' 

Juntando entonces con la primera de las ecuaciones para X 1 , Yí de arriba: 

[ ~;; ~~ ] [ X1 ] 
1 -1 Y1 
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y despejando: 

[ ;:: ] 

Substituyendo después en la ecuación para Z 1 : 

z, 

[ ~:: 1 
k 

-t/.>k 

Simplificando la expresión anterior se llega a que: 

[ 

1 + H:;(:-k') ,.,, 
_!í::<\;t.:> 

M;t(1-k2) 

B 

k t/.>( í - k) 
o 
o 

o 

Pedimos al lector un último esfuerzo de paciencia y dedicación para comprobar que 

/B/ 
k2 - q(A) 

k 2 - 1 

179 

o 

Pensemos ahora en la situación en que q(>.) ~ l. Si se toma como para el caso anterior 
una deformación >. --> r>. y deformando después el término (1,3), ?j;, es claro que la 
matriz B se puede llevar a la identidad. Así que las matrices asociadas con k 2': 2 tienen 
determinante positivo, cuando >. ~ o+. 

Obsérvese que para el caso k = O, como u4,o = Z 0 = O, el arreglo anterior se reduce a: 

[ 
1 + ; 0 

o • o 
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cuyo determinante sigue siendo positivo. 

Ahora, para el caso k = 1 se tiene (ya que ü2. 1 + u3,1 = O; y dado que la tercera ecuación 
es consistente): 

cuyo determinante resulta ser ff/+~e ( •<-']-'). Nótese que haciendo >. --> o+ , la parte 

entre paréntesis tiene a la derivada de q(>.) en >. = O; dado que por hipótesis q(>.) es 
creciente, este límite es positivo. 

Así que, una vez cubiertos todos los casos para k, volvemos a obtener lo que se a.firmaba 
al principio de esta parte: no hay bifurcación de soluciones no triviales en (BJ,,.)4 a partir 
de >. = O. Como puede verse, la condición ü 2 , 1 + u 3 ,1 = O, que posee el espacio de las 
soluciones buscadas fí y V, fué de crucial importancia para este caso en particular. 

Por otra parte, si ahora >. ~ >.,.. (tal que q(>.,..) = O, el determinante antes calculado 
resulta ser negativo para k < n, excepto para los casos k =O, 1 en donde es positivo. De 
manera que, para >. ~ >.,.., >. < >.,.. el índice resulta ser (-1)"'-2 , (pues hay n - 2 casos 
en que se obtienen matrices con determinante negativo: 2, ... , n - 1); mientras que para 
>. ~ >.,.., >. > >.,.. el índice es (-l)"'- 1 • Por lo tanto, al pasar de un lado a otro de>.,.., 
el índice cambia en 2(-1)"'; indicando existencia de ramas no acotadas de soluciones en 
(BJ,,.) 4 que bifurcan a partir de la solución trivial, desde el punto (O,>.,..). 

Finalmente mostramos al lector un dibujo de la configuración que tiene el eje de la 
barra de las distintas soluciones cuya existencia se ha demostrado, para los casos n = 2 , 
n = 3 , n = 4 , n = 5. 
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D(a)\ be.> 

AC • > 
• ~~+-~~+-><::::=:....:...+-~'-

AC• + i:,n) , .. ~ 
n 

b(s + ~n) 

de la barra 

Solucione• Sim.!'lricaa: 

' ' 
/ 

I 

' 
/ 

/ 

/ 
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a e.) 

a(s + ~n ) 

n=ó 
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Conclusiones 

1. En la parte que concierne a la bifurcación local de soluciones, se obtuvo un poco más 
de información que la sola prueba de la existencia de soluciones no triviales, que 
nacen de la solución trivial. Por ejemplo, se estableció que, cerca de un punto de 
bifurcación, estas ramas son curvas. Más aún, dada la propiedad de la componente 
T/ de no tener ceros dobles, fué como se logró justificar que las ramas no pueden 
cruzar el eje >. = O. Por otro lado, se dió una prueba de la imposibilidad de tener 
bifurcación a partir del estado >. = O, y que constituye uno de los resultados más 
importantes que no se obtuvieron en el artículo de Healey. 

2. La parte sobre bifurcación global también cuenta con resultados que no sólo se limitan 
a justificar el comportamiento de las ramas, lejos de la solución trivial. También se 
vió cómo es que las propiedades nodales de T/ no permiten que las ramas regresen 
a otro punto de bifurcación distinto, dejando como única alternativa, la existencia. 
de ramas no acotadas. Además, se incluyó otra prueba, de la no existencia de 
soluciones no triviales, a partir de A = O. 

3. Sin embargo, hay muchos puntos que no se trataron. Por ejemplo, todavía está. por 
determinar, si las ramas, lejos de la solución trivial, siguen siendo curvas con una 
parametrización como la que tienen cerca de la solución trivial. Por otro lado, 
habría sido de mucha ayuda encontrar cotas a priori de las soluciones, y así poder 
determinar el número de estados posibles, correspondientes a un determinado valor 
de .>.. Otro aspecto importante a tratar, habría sido el de determinar la estabilidad 
de las ramas obtenidas. Además, en lo que toca a bifurcación local, falta determinar 
la. concavidad de las ramas; esto es, si se trata de bifurcación subcrítica, supercrítica. 
o transcrítica. 

4. Faltó también un estudio de bifurcación de soluciones a partir de las ramas ya obtenidas, 
y que pudieran ya no gozar de las propiedades del espacio (B~)4 • 

5. En la misma línea del punto anterior, queda por hacer un estudio de bifurcación sin 
restringirse a ningún espacio en particular; esto es, bifurcación de soluciones no 
necesariamente simétricas. 

6. Los puntos a tratar sugeridos arriba, no son fáciles y no estaba contemplado cubrirlos 
cuando se comenzó con este trabajo. La idea desde un principio, siempre fué la de 
proveer otra forma de abordar el problema y sacar los mismos resultados que los del 
artículo de Healey (en este últirno aspecto, el objetivo su cumplió por encima de lo 
que se esperaba). En lo personal encuentro el enfoque propuesto en este trabajo, 
más accesible que el del artículo antes mencionado, para quienes apenas comienzan 
a estudiar los métodos y las herramientas de la teoría bifurcación (como es mi caso). 
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