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CAPÍTULO l. 

INTRODUCCIÓN. 

En los trabajos pioneros sobre pi~ por los anos 20's. lrving Lan8111uir reponó la 
existencia de nubes de panículas atrapadas en plasmas de argón de baja presión,. creado por 
descargas de alto voltaje. Las partículas se formaron por Ja condensación de tungsteno 
evaporado del cátodo de la descarga,, (A. Bouchoule 1993 ). Antes de las recientes 
necesidades prácticas de entender la fisica de plasmas polvosos, había muy pocos estudios 
de laboratorio que permitieran comprender el cómo las nubes de panículas quedaban 
atrapadas en el plasma y lejos se estaba de saber los diversos efectos a los que dan orisen 
dichas panículas. Cincuenta aftos después. K&ÍI George de la Queen's University de Belf"ast 
empezó a estudiar la interacción plasma-panícula y el atrapamiento asociado de nubes de 
panículas en descargas de alto voltaje. Actualmemente, se ha incrementado la investigación 
de los plasmas polvosos veniginosamente ya que cada vez es más imponante controlar la 
fonnación. crecimiento y atrapa.miento de panículas de polvo en Jos plasmas para el 
desarrollo de tecnologías industriales, su conocimiento es incluso relevante en la astrofisica. 
En este tipo de sistemas se tiene.. además de las diversas especies de iones y de electrones, 
panículas cargadas de varias micras.. que son cargadas por varios procesos,. como el de 
ligadura de electrones a la superficie de la panícula de polvo via colisiones, la foto­
ionización, flujo de corrientes de plasma y enúsión de campo. El estudio de los plasmas 
polvosos ha emergido como un campo de investigación con intensa actividad para 
comprender los procesos fisicos observados en los plasmas de laboratorio.. espaciales y 
astronómicos. (GoertzJ989; Mendis A Rosenberg 1994). Actualmente existe una extensa 
literatura de investigaciones realizadas que pone de manifiesto los avances obtenidos en el 
conocimiento de los plasmas polvosos. 
En el presente capitulo se exponen seis tópicos que ilustran de fonna compacta y sil\fetizada 
aspectos relevantes de los plasmas polvosos. En la sección final.. se hace la descripción 
general del presente trabajo. 

1-1. Aapectos búicos del pla••• y atnoP11•-to. 

Considérese un gas a baja presión confinado dentro de un recipiente de vacío, 
eléctricamente aislado. sometido a una descarga eléctrica estacionaria de alto voltaje entre 
dos electrodos. La descarga eléctrica crea, por medio de colisiones.. un plasma constituido 
por iones y electrones. El gas se ioniza débilmente, entre una milésima a diezmilésima parte, 
mediante colisiones entre los electrones y los átomos neutros. Para mantener tal ioniz.ación.. 
dependiendo del gas usado para formar el plasma., sólo se requiere una energía de decenas 
de e V en una fracción pequefta de los electrones libres mientras que la energía media de los 
electrones generalmente es de e V. 



I>ebido a la transferencia de energía por los choques entre iones y las partículas neutras. que 
son de masa comparable. ambas especies permanecen en equilibrio térmico una con 
respecto a la otra y con las paredes del recipiente que confina al plasma. La naturaleza 
estacionaria del plasma implica que la razón o tasa de ionización en eJ volumen de descarga 
es igual a la tasa de pérdida de carga del plasma hacia las paredes del recipiente de vacío: 

tasa de ionización = tasa de pérdida de carga. 

Para que el plasma pennanezca neutro., el flujo de electrones y iones que escapan del plasma 
debe ser el mismo. a pesar de la velocidad de los electrones que es de l 000 a J 0000 veces 
mayor que la de los iones: 

flujo de electrones = flujo de iones. 

Esto significa que debe haber una barrera de energía para impedir que demasiados electrones 
alcancen las paredes del recipiente o los electrodos (figura uno). Esta barrera de energía 
debe ser unas cuantas veces la energia promedio de los electrones y es f'onnada por ucapas..., 
C~ths.,..) electrostáúcas delgadas. regiones de gas ionizado no neutro. entre el plasma y 
las paredes y. entre el plasma y Jos electrodos. 

-· ... 
~-ce:. 
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A.si, las capas electrostáticas delgadas. que son negativas con respecto al plasma. se 
interponen para repeler muchos de los electrones que aJca.nzan las orillas del plasma. Estas 
capas están asociadas con caídas de potenciaJ en el potenciaJ electrostático enfrente de Jos 
electrodos. El volumen del plasma en si mismo es rigurosamente equipotencial y totalmente 
neutro. los electrodos y las paredes permanecen negativas en comparación con el potencial 
del plasma. 
Por otro ledo., se pueden aplicar argumentos similares a panículas de polvo inmersas en el 
volumen del plasma. Tales partículas pueden crecer espontaneamente en el plasma o pueden 
9ef" inyectadas dentro de la descarga por las paredes o por flujos de gas. El equilibrio 
electrostático en este sistema es alcanzado cuando los flujos netos de electrones y iones 
cayendo sobre la superficie de la partícula de polvo son los mismos. Esto requiere que el 
potencial de Ja superficie de Ja partícula sea negativo comparado con el potencial del plasma. 
La partícula de polvo alcanza el potencial negativo necesario debido a la ligadura de 
electrones sobre su superficie. en la cual. puede acumular un gran número de éstos. La 
eneqpa de la barrena es unas cuantas veces Ja energía promedio de los electrones. Debido a 
esta carga neptiva las panículas de polvo son repelidas. como Jos electrones. por las 
envolturas (sheaths) que confinan al plasma. quedando a.si arrapadas en su interior. 
~ cada put.ícula caQlllda 1Je88!ivamente es rodeada por una nube de iones positivos 
que la blindan del plasma. Esto .es conocido como blindaje de Debye. Una inspección más 
cen::ana del equilibrio plasnsa-panícula muesrra que la caída de polenciaJ entre el plasma y la 
superficie de la númna se IOllf'a en una envoltura que Ja rodea (similar a la envollura en las 
orillas deJ plasma). Eata envoltura., que repele electrones y atrae iones,. está caracterizada por 
un carp positiva itpJal a la carsa negativa de Ja panícula. Por lo ranto el sistema particula­
nube ea neutro. En DM.Jchos estudios recienles se ha observado que el atrapanüento de estas 
paniculas ~· ... se localiz.a fuenemenre cerca de las envolturas del plasma. Se entiende,. 
este fenómeno .. como eJ resultado de fuerzas ( tales como flujos de iones positivos) 
empujando a Ju partlculas aisledas hacia las paredes. sólo que son repelidas como se 
mencionó anterionnente. Este efecto de alrapamiento explica porqué las paniculas de polvo 
t-.n COlllUJleS. en las de9ca.rsas y las inrroducidas por el sistema de alimentación de gas 
dentro de Ja descarga son almacenadas en el v0Ju111en del plasma. 

1-2. Fo..-ac:i6• y creci•ie•t:o de .,.nkulas. 

Uno de los aspectos menos entendidos de los plasmas polvosos es de dónde provienen las 
partículas. en su f"onnación., son probables muchos procesos diferentes. Se han efectuado,. en 
colaboración., diversos experimentos por grupos universirarios: Orléans en Francia. 
Eiadboven en ~ Barcelona en Espaila,. entre orros., sobre Ja formación de partículas 
de polvo en un plasma de argón-selenio (Ar/Si~). La figura 2 describe esquematicamenle el 
ditrpositivo utilizado para Ja realización del experimenro ef"ectuado en Orles.ns: El flujo de 
_.. en el re8Ctor es laminar., desde el electrodo hasta el fondo de la caja a tierra que rodea a 
-e dec:trodo. el plasma se fünna mplicando al electrodo un pulso de radio frecuencia (13.56 
MHz). La presión de operación es del orden de l 00 Torr y Ja presión parcial del selenio es 
~(<5%). 



Cuando la descarga de radiofrecuencia está operando. las panículas de polvo son atrapadas 
en el plasma. Cuando se retira Ja de~ las partículas de polvo escapan de la ad• de 
descarga a la velocidad del gas y se recolectan en rejillas del microscopio electrórúco de 
transmision (TEM) para su anjlisis. 

Este ~o su&Peno que existe un proceso de fonn•ción por "'- - va de 
especies de gas a particulas de polvo de gran tamafto. Se usó microscopia electrónica de 
transmisión (TEM) .,.... seguir el crecimiento cinético de las panículas de polvo • ..-U 
que su concentración se obtuvo por medio de dispersión con rayos láser. Los readtado• 
obtenidos se muestran en la figura 3a.. en la cual.. se obacrva una etapa de ~ donde 
el rlÓpido incremento en el tanuallo de la partícula (diámetro IUTiba de los SO run) .,.,.._nc1e 
a un decrecimiento simultáneo en la concentración.. y una etapa subaecuente de crecimiento 
donde Ja concentración permanece constante y las panículas crecen independientemente. La 
figura lb ilustra Ja morfolo8ia de las panículas como son vistas por el rnicro9copio 
electrónico de transrnisió~ confinnUidose que existen las etapas mencionadas 
anterionnente. 

.. 
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Otros estudios más detallados de microscopia electrónica de transmisión muestran que en la 
etapa de coqulación las partículas contienen nanocristales de tamai\o bien definido (del 
orden de 2nm). mientras que en la etapa de crecimiento (>SOrun) la naturaleza amorf'a del 
material predomina. Las observaciones anteriores sugieren un proceso inicial de f'"onnación 
de los cristales elementales. Jueso una coagulación subsecuente que conlleva a Ja formación 
de paniculas de tamafto creciente y a un paso final de crecimiento por deposición sobre la 
superficie que da como resultado capas delgadas de silicón amorf'o. El paso inicial es crucial 
pua la funn8Ción de la partícula de polvo. 
Por otro lado. mediante experimentos para el estudio detallado de Ja fbnnación de dichos 
cristales, se han suserJdo diversas rutas de fonnación y crecimiento de las partículas de 
polvo en un plasma como resultado de las invetigaciones ralizadas por: Mary Louise 
M-ich de AT.tT Bell Laboratories, Christophe Hollenstcin en el Frcnch École 
Polytechnique y el École Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL) y Jerome Perrin del 
École Polytechnique .. entre otros. El seguimiento de tales resultados no entra ya en el 
propósito del prc-.te trabajo. 

· 1-3. Pnoble•u de particu .... 

Los anteriores efectos de f'"onnación, atrapamiento y crecimiento de panículas dan origen a 
los plaamaa polvollOS, los cuales son comunes en plasmas de baja temperatura en el 
labo,..orio. El control de la fonnación y atrapantiento de Jas partículas de poJvo en Jos 
plasmall es CnJCial para muchas tecnolosías industriales. En Jos plasmas de laboratorio~ las 
particulas de polvo seneralmente aparecen como impurezas que conducen a serios 
problerna9 de contaminación en procesos tecnológicos de manuf"actura de semiconductores. 
(Carlile et al.1991; Bouchole et. al 1991; S-han.Carrillo & Hcidbrink 1990). Por ejemplo. 
el proceaedo con plasmas es esencial para Ja fabricación de circuitos integrados modernos. 
No obstante. que ae toman precausiones muy costosas para evitar la contaminación, Ja 
fornuM:ión y/o atrapamiento de partículas puede conllevar a ef'ectos de polusión en el 
procesado con plaanas en re.ctores. La f'ormación de partículas en esta tecnología linúta Ja 
calid8d y la tau de deposición de las capas. La alta concentración de especies activas 
necesarias para la deposición de peliculas delsadas conduce al agrupamiento y crecimiento 
de .,.,.ucutu y su atrapamiento electrostático en el plasma. Si la razón o tasa de deposición 
es muy alta .. -nieva"' en el reactor y Ja calidad de Jas capas delsadas es muy baja. En Ja 
industria micro-electrónica el proceso inducido de polusión de partículas es también un serio 
problema. 

1-4 • .Electos de ••• p•rtfculas de polvo en pl••m•s. 

Con respecto a los plasmas polvosos de laboratorio. se puede decir que se caracterizan por 
ser pses parcialmente ionizados de tMüa temperatura, cuyos constituyentes son electrones. 
iones y particuaJas de polvo cargadas por Jo general. negativamente debido (como se 

6 



mencionó) a la ligadura de electrones del f"ondo del plasma sobre la superficie de los granos 
de polvo mediante colisiones. La presencia de granos de polvo cambia los parámetros del 
plasma. tales corno las frecuencias caracteristicas y las escalas espaciales .. así como los 
procesos colectivos de estos sistemas,. (N.F.Cramer & V.Vladimirov 1996). El experimento 
descrito por la figura 2 se puede usar no sólo para investigar ta fonnación y el crecimiento 
de las partículas sino para el estudio en si de las propiedades de los plasmas polvosos. Se 
pueden producir plasmas de argón con tamai\os de partículas y concentración bien definidas. 
Las mediciones de COllCelltr8ción de electrones libres indican una gran diferencia entre la 
medida para los plasmas "limpios"' de ar11ón y la medida en ese plasma pero polvoso. La 
concentración de iones positivos siempre es la misma en ambos plasmas .. del orden por 
ejemplo de Sx101º cn{3

• Peru la densidad de electrones tibres .. que también es de Sxlo'º cm·3 

en el plasma limpio, es menor que el 10-/o de ese valor en un plasma polvoso. El balance de 
carga en el plasma se mantiene eaencialmente por las panículas de polvo cargadas .. las cuales 
pueden acumular alrededor de SO electrones cada una. Estas diferencias tienen dos 
consecuencias,. la primet"a referente a las propiedades de transporte: el polvo incrementa 
mucho la resistividad del plasma. Esto ha sido confinnado mediante simulaciones de 
computadora por Marit Kushner de ta universidad de Illinois. En términos del 
comportamiento en una descarga de radiofrecuencia., el polvo causa la impedancia para 
cambiar de capacitivo a resistivo. En consecuencia, el gran campo eléctrico colocado en el 
gas conlleva a un grwn incranento de la energía cinética media de los electrones del plasma. 
Esto a su vez,. provoca un incremento en la exitación electrónica y disociación de las 
especies del sas aún pensando que hay diez veces menos electrones que en los plasJnaS 
limpios. Por tanto. los plasmas polvosos son un modo de acoplar energía dentro de gases 
con descargas eléctricas. La !IC:KUnda está relacionada con la alta concentración que se 
presenta en algunos plasmas que combinada con otros parámetros del plasma da lugar a 
diversos efectos, (A.Bouchoule 1993). Por ejemplo .. para un plasma de 100 m Torr con una 
concentración de 1.2 x 10• cm -3 de panículas de 85~ la distancia promedio inter­
partícula es menor que el diámetro de la esf'era de Debye que rodea la partícula. La 
distribución espacial de tos iones positivos es sólo modulada ligeramente pero toma lugar 
una interacción electtostitica fuerte entre las partículas cargadas negativamente. Las 
mediciones en torno a esto. RIUCStnln que la energia de interacción es l O veces mayor que la 
energía cinética por lo que las nubes de partículas deben ser consideradas como .. 1.iquidos 
coulombianoa'"' que tienen posibilidades de congelarse cuando la energía de interacción es 
170 veces m"5 pm>de que la enaBia cinética. (A.Bouchoule1993). En otro experimento, se 
han observado dinlctameale con microscopio óptico cristales Coulombianos y líquidos en 
plasmas polvosos fumt- u:oplados. los cuales. son fornwdos suspendiendo finas 
partículas cargadas 1Je88livamente de SiO:z (óxido de silicio) con un diámetro de 1 Oµ m en 
descargas de .-.dio-en argón de déliil ioruz.ción. (J.H.Chu y Lin 1 1994). 
Por otro lado .. loa granoa de polvo cargados al colectar electrones y iones del interior del 
plasma producen efGclos 90br'e la dinámica del mismo; los cuales .. como se estudiará en el 
presente trabajo. dan lupr a la existencia de nuevos modos de vibració~ debido a la inercia 
del fluido polvoao. Se Abe que la p.-.cia -.ica de granos de polvo cargado puede 
modificar la elcctrostitica existente y el espectro electromagnético, (P.K.Shulda 1995). Hay 
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dos hechos importantes que distinguen a los plasmas polvosos de Jos plasmas ulimpiosº que 
tienen una clase más de iones o electrones con diferente temperatura. 
Primero, el tarnafto, pues las partículas de polvo son muchos ordenes de magnitud más 
grandes y más pesadas que los iones usuales. Entre otros efecto~ como se analizará en el 
capítulo 111, esto permite hacer un análisis de los modos nonnales de vibración que se 
propagan en un plasma polvoso magnetizado separando dichos modos. Segundo, la carsa en 
las partículas de polvo puede variar debido al movimiento ondulatorio electrónico inducido, 
es decir, desplazamiento de los electrones en tomo a sus posiciones de equilibrio sobre la 
superficie de la partícula y corrientes ionicas fluyendo sobre dicha superficie o debido a 
procesos de careado de equilibrio, (Allen 1992; BaJTies et. al 1992; Tsytovich &. Havnes 
1993; Ma& Vu 1994; Vladimirov 1994). 
Se sabe que los procesos de careado de equilibrio son los responsables de nuevos erectos en 
los plasmas polvosos,. los cuales, están ausentes en la clase usual de plasmas multi­
componentes con diferentes tipos de especies de iones o electrones. Por ejemplo, se ha 
demostrado recientemente que las fluctuaciones de carga por lo general dan origen a 
amoniguamientos de ondas que podrían propagarse como modos normales en plasmas 
libres de panículas de polvo, (Vanna.,. ShukJa & Krishan 1993; Melandso, Aslaksen & 
Havnes J993a,,b; Rao & Shukla 1994; Li,Havnes & Melandso 1994). Por otra parte, el 
movimiento de los granos de polvo aíecta a ondas de muy baja frecuencia e incluso si las 
partículas de polvo se consideran estáticas se ve modificado el carácter de las ondas y su 
propasación. Finahnente, los diversos efectos por la presencia de partículas de polvo en un 
plasnta.,. ha motivado que un buen número de autores investiguen recientemente varios 
procesos colcctivos9 tales como ondas ciclotró~ ondas de desplazamiento, ondas de AlfVén, 
inestabilidades de Kelvin-Helmholtz y de Rayleigh-Taylor en plasmas polvosos.. (Bliokh & 
Yarashenko 1985; Pilipp, Hartquist & Havnes 1987; de Angelis, Fonnisano & Giordano 
J 988; Rao, Shukla 8t Vu 1990; D' Angelo & Song 1990; D' Angelo J 990, 1993; Bharuthram 
& Shukla 1992a.b; Shukla 1992; Rosenberg 1993; Rao 1993a-c; Rawat & Rao 1993). 

1-S. Pla•m•• polvoaoa en el espacio. 

Los plasmas polvosos espaciales se encuentran ubicados en nubes interestelares y 
circundant~ en los anillos planetario~ en las colas de los cometas y en la parte baja de la 
ionósf"era de la tierra. La fisca y química básica de estos plasmas polvosos es similar a 
aquella de los plasmas de baja presión de laboratorio, pero las condiciones del plasma 
difieren enonncmente en los órdenes de magnitud. Por ejemplo, las nubes interestelares 
tienen temperaturas del orden de 1 O K y pueden tener dimensiones del orden de 1014 m . La 
densidad de ¡>articulas es del orden de 104 cm-3 para partículas neutras (digamos hidróseno). 
de 10-3 cm-3 para los iones y electrones y de 10-7 cm·3 para las partículas de polvo. En 
contrast~ el anillo E de Saturno, a 2-3 x 107 m del planeta.. es mucho más caliente; del orden 
de ( 105 K ) y el plasma esta más altamente ionizado; las densidades de iones y electrones 
vienen siendo aproximadamente de 20 cm-3

. La densidad de las paniculas neutras es naacho 
...U pequ-. del orden de lcm" mientras que la densidad de partlculas de polvo en el 
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anillo E de Saturno es aproximadamente igual a la de las nubes interestelares. esto~ de 10-7 

cm·> (A.Bouchoule 1993). 
Diferentes procesos fisicos y químicos son importantes en estas situaciones espaciales tan 
variadas. Por ejemplo. el equilibrio electroat .. ico de un grano sólido en el sistema solar 
puede ser modificado por el ef"ecto f"otoélectrico originado por la radiación solar. Se ha 
mostrado que esto conlleva a un equilibrio electrostático de las partículas que puede ser 
dependiente de su tamafk>. Estas consideraciones juegan un papel importante en varios 
aspectos, tales como en la evolución de las distribuciones de los tamaftos del grano. Este 
efecto fotoélectrico es _.Jmente despreciado en d procesamiento de plasmas en un 
reactor. en la medida que el flujo relativo de electrones y iones del plasma circundante es 
órdenes de magnitud mayor. Otro ejemplo de procesos en los plasmas polvosos que exiaten 
en el espacio, es el equilibrio químico de nubea interestelares, donde el fenómeno de 
ionización es inducido por Jos rayos cósmicos. La química de superficie en granos pequeftos 
de polvo juep un papel importante en Ja definición del equilibrio. Por ejemplo, la 
recombinación del hidróaeno atómico sobre la superficie de estos sranos es la razón de 
equilibrio bajo de disociación. 

1-6. Co•diclo•n de plaa•• y v.ao.- de par6_,.... pani ........ de a.-..1- y 
.. aron.icoL 

Co•dic;...ee de plaa••: 

O. Sistema cuasi-neutro. 

1. r0 << L (lon¡ptud dd siSlertw). 

2. N 0 >>1. 

3. w,.. T > 1 ( T = periodo medio entre colisiones ). 

n =densidad. 

T. = Tempermua. 
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N 4 • 
D =3JI' ron. 

v ... .- de pari•etros: 

En la tabla 1,. .e proporcionan los valores típicos para la densidad electrónica "• y la 
tempel"8IUl'a electrónica T. para un conjunto de plasmas astroftsicos y de laboratorio, asi 
como los valores naaltantes de la ftecuencia de Langmuir w,. .. la velocidad térmica de los 

electrones v • • el nMlio de Debye r0 y el número de Debye N 0 . 

Tabla J. V.ior- de parúnetros. 

- ... T. V~ ro w,. No 
(cm""> ºK erg (cms"1 ) (cm) (s-•) 

a..- 1 10• l.4xl0-12 4x10., 700 6xl04 Jx10• -- ,.,, 10• l."xl0-12 .¡xJO, 70 6xl03 3xl0., e-•- to> to' l.4xl0"12 •<>" 70 2xl06 3x1<>8 
-(--F) 106 10' 1.•x10·13 10' 0.2 6xl07 10• 
e- to" 10• l.olxl0-10 ""'ºª 0.7 6xl0- 3xlO" -. apulw 1010 10• .... x.10-'º 4xlOª 0.07 6xl09 3x106 -·--- 1011 IO' l."xl0-12 .. "'º" 2xl0-3 2xl010 103 - 1013 10• l.4x10·10 -lxto• 2x10·3 2xl011 lo' F- 1015 10• l.4x10·12 4xlO"' 2xt0-3 2xl012 10 
PlwlefDMJ .::lair 1016 10• l.4xl0_. .txJ09 7xl0~ 6xl012 3xl04 -- 1022 10• l.4xl0_. •xl09 7xl0-7 6xl015 3xl<>3 
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1-'7. Orsanización y deaarroUo del trabajo. 

Por to anterior. es de gran interés realizar et presente trabajo intitulado: ·~ 
Magnetohidrodinúnica de los Plasmas Potvososº. Con et objetivo de profundizar en el 
estudio de estos plasmas tanto espaciales como de laboratorio por su importancia en et 
desarro11o tecnológico en et terreno industrial y como fuente de conocimiento del espacio 
exterior. Se apona una sistematización que pennita ta presentación y ampliación de 
resultados obtenidos en investipciones anteriores. Los temas por desarrollar en este trabajo 
se orsanizan., de la sipiente manera: Capítulo 11. intitulado ""Ecuaciones de fluido- modelo 
cinéticon. presenta cinco secciones. Se obtienen las ecuaciones masnetohidrodinúnicas 
(MHD) a panir del modelo cinético. bajo la suposición de que el número de partículas es lo 
suficlentemente srande como para tener una función de distribución M.axwelliana. En la 
introducción 11-1 son expuestas las diferentes aproximaciones o modelos que existen para el 
estudio de los plasmas y sus limites de aplicación. En la sección 11-2 se deriva la ecuación de 
Boltzman. En la sección 11-3, se construye el modelo de fluido para obtener tas ecuaciones 
de conservación de panículas, de conservación de momento y energía a partir de los 
momentos de la ecuación de Boltzrnan. Las ecuaciones obtenidas ae prentan en su fonna 
convectiva fin.al. En la 11-4 se obtienen las ecuaciones macro9C6picas bUcas a partir de tas 
obtenidas en el modelo cinético y que conjuntamente con las ec::uaciones de Maxwell son la 
base para el pTCSente trabajo. En la sección ll-5, se presentan las conclusiones del capitulo. 
Capitulo 111, intitulado ~odos Magnetoacústicos en. un plasma polvoso magnetizado", 
investiga la existencia de diversos tipos de modos magnetoacústicos en diferentes retJimenes 
de frecuencia en un plasma polvoso magnetizado constituido por iones, electrones y 
particulas de polvo. El anilisis se lleva a cabo usando el modelo MHD que permite el 
movimiento no congelado al campo magnético, es decir. aquel en que las lineas de campo 
magnetico no se mueven con el Ouido. El capitulo es subdividido en cuatro secciones. En la 
sección 111-1 se plantea el porqué se pueden separar los modos normales del sistema y las 
caracteristicas del tipo de modos que se analizan. En la sección 111-2 intitulada aproximación 
•'ma¡¡netohidrodinámica" (MHD) se obtienen expllcitamente las ecuaciones para los modos 
magnetoacústicos y la relación general de dispersión correspondiente. Como caao particular 
se analizan los modos para un plasma no maanetizado y posterionnente los divenos modos 
magnetoacústicos-polvosos contenidos en la relación general de dispersión. Se analiz.a un 
modo especial tna@;Detoacústico-polvoso que proviene de las ecuaciones antes mencionadas 
pero sin considerar algunos términos. en todos los casos se obtienen los resimenes de 
existencia de los modos. Al final de la !leCción se di9CUten resultados parcialca. En la sección 
111-3 intitulada aproxim.ción ••Electro-~ohidrodinámica" (EI'wlHD) se usa una 
aproximación semejante a ésta para obtener una derivación alternativa de las ecuaciones 
relevantes para los modos magneto.acústicos obtenidas previamente con la aproximación 
MHD. Se analizan los reglmenes de frc:cuencia baja. media y alta. Los reMaltados obtenidos 
con ambas aproximaciones se comparan entre sí. En la sección W-4 del capitulo se 
presentan conclusiones. 
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En el Capitulo IV., intitulado "Magnetohidrodinámica de plasmas polvosos ...... se trabaja de 
furma autocontenida el ré¡Pmen de extremada baja frecuencia.. en el cual la frecuencia 
característica de la onda es mucho menor que Ja frecuencia de giro del ion. De tal manera 
que las inerciaa de to. iones y electrones son despreciables. Se presenta un conjunto 
compacto de ecu.ciones MHD p.,.. los plasmas polvosos en este régi111en. El capitulo se 
mubdivide .. cinco 9eCCiones. En la introducción., sección IV-1 se amplian las 
cormideraciOIW9 ant• mencionadas. En la sección IV-2 se obtienen las ecuaciones de 
aobierno. Se obliene una relación a-al de di_.¡ón en la sección IV-3. Los casos límites 
y loa modos .._,.oacúlllicos (rápidos) se presentan en la sección IV-4. Las <:<>nclusiones 
de -e capitulo_... <:<>ntenidas en la sección IV-5. En el Capitulo V. se presenta una 
IN>CCión de conchuionea: implicaciones y perspectivas. 
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CAPITULO 11. 

ECUACIONES DE FLUIDO-MODELO CINÉTICO. 

11-1. l•troducción. 

La magnetohidrocünámica (MHD) es un rama imponante de la dinúnica de fluidos.Trata de 
la interacción entre fluidos eléctricamente conductores y campos electromagnéticos. Cuando 
un fluido conductor se mueve a través de un campo magnético, se puede inducir un campo 
eléctrico y,. conaecuentemente,.una corriente eléctrica, ta que a su vez interactúa con el 
campo "-1ético para producir una fuerza sobre las partlculu del fluido. 
Existen do• métodos principales de atacar el problema, el macroacópico: modelo de Ouido 
continuo conocido como MHD; y el microscópico: modelo estadistico conocido como teoria 
cinética.También existe la teoría orbital, que es una buena aproximación para el movimiento 
de las partlculas en un plasma cuando las colisiones entre partículas no j_.. un papel 
dominante,. esto es, cuando el camino libre medio para colisiones es grande comparado con 
las dimensiones cuacleristicas de la órbita. La teoría hidromagnética es una descripción 
macroscópica del pluma y buena aproximación cuando el camino libre medio para 
colisiones es muy pequefto comparado con las distancias de interés fisico en el sistema. Es 
punto de partida para estudiar el movimiento colectivo de las particulas en d pluma,. es 
decir., oscilaciones de pluma. Éste., ae considera como fluido conductor eléctrico y., por lo 
tanto.. se toman en cuenta expllcitamente las fuerzas electromagnéticas. Se analizarán los 
modos nonnales en los próximos capitulos de este trabajo con esta aproximación. 
El método cinético., basado en la teoria del equilibrio pane de la suposición de que las 
colisiones entre paniculaa caq¡adas son suficientes como para mantener una distribución de 
velocidades de Maxwell-Boltzman en el sistema. Las f"ormulaciones anteriores proporcionan 
un conocimiento considerable respecto a lo que est'- sucediendo en el plasma, dentro de 
ciertos limites de validez. Se pone atención especial en las aproximaciones que definen al 
modelo. con la finalidad de utilizarlas conectamente en las aplicaciones. 
En este capitulo ae obtienen las ecuaciones de fluido para varios componentes a panir del 
modelo cinético. Éstas se emplearán en los sisuientes capitulo• para estudiar las propiedades 
colectivas .......,etohidrodiniunicas del plasma polvoso. 

D-2. Ec•aci6n de Boltama•. 

Se considera primero el caso en el que las interacciones o colisiones entre panículas pueden 
ser completamente desprecillbles. Sea f(F,il,t) una función de distribución que describe 
una situación en estado de equilibrio o fuera de éste. Supóng~ que cada partícula de masa 
m está sujeta a una fuerza externa F. 
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Por simplicidad ae asume que P es independiente de la velocidad. V. de la particula. Las 
particulu que al tiempo t tienen posiciones y velocidades en el elemento de 
volumen. dFJti • del etlplM:io fase cerca de F y V. al tiempo t' = t + dt tendrán nuevas 

posiciones y velocidmdes en el espacio fase drdV' cerca de P' y V' respectivamente como 

ntlUtt.do de su movimiento bajo la influencia de la fuerza externa F. En ausencia de 
coli...._ ae lilme: 

f(P. i>' .1•-,.,.<1P• = f(F. i> .t)"dP. 

El -.-o de ....iw.- di'dP en el espmcio fue cambia como resultado del movimiento 
ti.jo la ección de la fiael'za exaerna. Su nuevo volumen eati relacionado con el anterior 
~la nlación: 

c#'dP = l..Jf.#•. 
donde J - el J..:obiano de la transformación: F' = F + vdl y i>' = v + iidt = i> +!!_di . Para ,,. 
-ecuo. J=I tomm>do mio términos de primer orden. Asl que dF'dV' = dfdV. lo cual 
implica-: 

f(r .v.1•) = f(r,i>,t). 

o bial: 

Cuando el • .._...alcanza el equilibrio estacionario. de Ja ecuación anterior expresada en 
términos de derivadas pucialea. se ti-: 

t# =!!!.L+v·V,f+a·V.f=O • (2.1) 
dt a, 

donde V, •(~~·~:;·~-;-).v. -(~v,'~vY ·~v.) y¡¡ es la llCelenación aobre una 

poutk:ula que de -.lo con la segunda ley de Newton se puede escribir como !!_ . La ,,. 
razón de cambio de las pmrtículas vista desde un sistema de referencia que se mueve con 
e11aa queda repraentado por el término df7dt que es Ja derivada convectiva en el espacio 
,.__ Cuando el sistema :me cnc:uentra lisenmente fuera del estado de equilibrio o interactúa 
con oc.ros sa-s mediante colisiones entre panículas tenderá al equilibrio. 
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Considérese panículas que al tiempo t tienen posiciones y velocidades en dFclV cerca de 

r y V . Si no hay colisiones. estas partículas se mueven simplemente bajo la influencia de 

la fuerza externa F y el resultado es el obtenido anterionnente. Pero si se tOllla en cuenta 
las colisiones. el número de paniculas puede cmnbiar en ese elemento de volumen. 
Como producto de las colisiones. algunas partículas que originalmente no tenían posiciones 
y velocidades en el elemento de volumen.. dFJV , pueden caer en él y otras de las que estaban 
pueden salir. 

Sea (!!.L) dFdV el incremento neto por unid..t de tiempo del número de pmtlculas en 
Ü I oo1. 

c/Tc:IV como resultado de tales colisiones. Enloces. el número de particulas que al tiempo 

t + dt están en (F + vdt) y (v + iidt). debe ser igual al número de partículas que 

estuvieron al tiempo t en el elemento de volumen cercano a r y i1. que fueron movidas a 

(r + iJdt) y (v + iidt) corno rnult..io de la fuerza externa. más el cambio neto en el 
número de partículas en este elemento de volumen debido a las colisiones en el intervalo de 
tiempo dt. Esto es: 

f(r + iJdt,v +adt,t +dt)dF'dV' = f(r,v,t)dFdV+(!!.L) dFdVdJ. 
a 1 -'· 

usando la identidad dPdV' = dTclV se tiene: 

f(r + vdt,v +adt,t +dt)-f(F,v,t) = (!!.L) dl'dVdt. a 1 _,_ 

dividiendo entre dt y expresando el resultado en términos de las derivadas parciales, 
finalmente se obtiene: 

üf - .F (ºf) --+v-V f+--V f= --
D t ' ,,, " O t oo1. 

(2.2) 

donde el ténnino del lado derecho de la ecuación anterior representa el cambio en la función 
de distribución con respecto al tiempo debido a dichas colisiones. A la ecuación (2.2) se le 
conoce con el nombre de ecuación de Doltzman en la cual las fuerzas externas, debidas a los 
campos sobre el sistema, están representadas en el lado iz.quierdo de la ecuación y las 
internas, debido a colisiones, esün en el lado derecho. E- ecuación es la bue para la teoria 
de transpone. La f"onnulación es risurosa para problemas de plauna, pero su resolución es 
dificil en general, excepto para situaciones en que sea permisible despreciar alsunos ténninos 
de la ecuación. Cuando las fuerzas externas que actúan son electrotnagnéticas se tiene: 
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ü f q e- v -) (º f) --+v·V f+- E+-xB ·V f= -- . 
éJI ' ,., e '°' iJt "'' 

(2.3) 

El ténnino de colisiones toma en cuenta todo tipo de colisiones y para un plasma en el que 
existan diversas especies ae tendrán varias ecuaciones como ta anterior acopladas.una para 
cada especie. Los campos eléctrico y magnético deben ser obtenidos de las ecuaciones de 
~-

11-3. Modelo de ft•ldo. 

Sea /0 la longitud de Debye y L el tamailo del sistema fisico de interés. Si /0 << L 
entonces el plasma puede considerarse como un fluido de medio continuo. A partir de la 
ecuación de Boltzrnan ae obtienen las ecuaciones de fluido calculando la ecuación de 
cambio pu-a los valon=a promedio, los diCerentes momentos y ecuaciones de conservación y, 
para que estas ecuaciones adquieran una f'onna magnetohidrodinúnica práctica son llevadas 
a su forma convectiva. Las ecuaciones de conservación asi obtenidas son una consecuencia 
riaurou de la ecuación de Doltzman. Para tal fin se considera una función g( r, V ,t ) que 
describe una propiedad de la particuta cuando está en la posición r y tiene una velocidad V 
.i tiempo t. Se-._elpoo,._jio de g(r,il,t) como: 

( 2.4) 

donde el número de partlculas por unidad de volumen está dado por el denominador de Ja 
expresión anterior, que me expresa como: 

(2.S) 

Entonces ta ec. (2.4) toma ta fünna: 

(2.6) 
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Multiplicando por g =g(r.v.1) la ecuación de Boltzman (2.2) e integrando con respecto a 
V se obtiene: 

J uf J- J P J uf g--dV+ gv·V,JdV+ g-·V,fi;IV= g(--)..,dV. 
ul m 81 

(2.7) 

Se transforman las integrales de la ec.(2. 7) en cantidades que sean promedios,. esto es. en 
integrales que contenpn la función f =f(r.v.1) en lugar de sus derivadas. intesrando 
ténnino a ténnino: 

como g!!.L=!!.-(ld)-ff!.!l 
éJ I éJI _¿JI ' 

se reescribe el primer miembro del lado izquierdo de la siguiente manera: 

puesto que el orden en la diferenciación con respecto al tiempo y la integn1ción con respecto 
a la velocidad se puede intercambiar. Usando la ec. (2.6) se obtiene: 

J uf u ( t\ªK) g--dV=-- (g}n)- -- . 
ul ul 81 

(2.8) 

Tomando V,·[(g;;)fj=RV·V,f+fV,·(KV) se escribe el sesuncto término del lado 
izquierdo como: 

uoando la ec.(2.6) se obtiene: 

(2.9) 

De la identidad: 

v.-[( ~)f ]=f v.{~)+(~}v.f. 
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se reescribe el tercer ténnino del lado izquierdo como: 

y aplicando el teorema de la divergencia se tiene que: 

donde a = af7m . La integral anterior es cero puesto que cuando la superficie de 
intesración tiende a infinito,. a tiende a cero. Por Jo tanto: 

Sulltitu~ la -- de Lorentz F = qE + !!. v x ii en el término del lado derecho de la 
e 

ecuación anterior,. me obtiene: 

puesto que el campo eléctrico no depende de la velocidad y V,, · ( ~ x B) = O . Esta integral 

toma la fonna: 

--·V0~=--<r •Vpg>. fgF n ,.. ,,. ,,. (2.10) 

Sulltitu,-0 (2.8). (2. 9) y (2. 1 O) en la ec. (2. 7) finalmente se obtiene: 

!!.-(n(g})- J!!.K) +V, -(n(gi1})-n(V, -(g¡;))-!!...(F· V,g) = f .J !!.L) dV. (2.11) ÜI '\üt m JS\.a 1 _, 

La ec. (2.11) dacribe el cambio de (g(r. i1 .1)) como función de i" • i1 y I . 
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ll-3a. Mo•ento• de .. ecuación de Bolllzm•n • ecuaciones de con•erv•ción y 
co•vec1iw••~ 

Se hace uso de Ja ecuación de cambio de los valores promedio (2. t t) para calcular las 
ecuaciones de conservación de particulas,, de momento y energia mediante el cálculo de Jos 
di•tintos momentos en el espacio de velocidades sustituyendo el valor correspondiente 
para la función de peso 11(1', 11 ,t) en la ec.(2.11). 

1) Mo•eato de ordelo cera. 

Cuando s =I de la ec. (2.11) se obtiene: 

i!.!!.+v -(n(v})= ((!!.L) m; a, ' Jlo / _, (2.12) 

que es la ecuación de continuidad. 

11) Pri•er --••· 

Sustituyendo 8 = m V en la ec. (2. 1 1) se tiene: 

i!.-(n(llrV})-../i!.•") + v, -(n(v•v})-n(v, -(v•v))-.!!.(F-· v.(mv)\ = Í,,.;;(i!.D di1 
0 1 '\ü t m I J• é1 1 ') _, 

Como Ja velocidad es una variable independiente de F y t entonces se tiene que: 

n(v, ·(v•v)) =o. 

Ja ecuación anterior se reduce a: 

y como -;;{F- v.-)= n{F), se obtiene: 

~l(--(v})+v,-(-(vv})-n(F)= J•v(~fJ..., <N. (2.13) 
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que es la ecuación de conservación de momento. El primer ténnino del lado izquierdo de la 
ecuación anterior representa la razón de cambio de la densidad de momento en un punto r 
del espacio, el segundo término representa la razón neta a la cual el momento es 
transportado a través de las fronteras de la superficie en un elemento de volumen para un 
punto de interés, el tercer término indica el cambio en la densidad de momento debido a Ja 
fuerza de Lorentz. El término del lado derecho de la ecuación representa el momento total 
ganado por unidad de tiempo, como resultado de colisiones. 

Ec...c.._ ce.Yecthra de a. ec•acióa de co•aerv•ci6• de ••me•to. 

Se define la velocidad aleatoria de las partículas del plasma como: 

" = (i>) + (" - (i>}) = (i>) + "· • (2.14) 

donde se ha tomado: 

"· = (i>-(i>}). 

siendo que. 

(i>,) = (P}-(i>) =o. 

Suatituyendolaec. (2.14)enelténnino V, -( nno(vv)) de la(2.13)se tiene que: 

v, ·(-{i1i1}) = v, +-<«">+ i1,}((i1}+ i>,)}]. 

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuación anterior se tiene: 

De lo cual se obtiene: 

V, ·(-(i>i>}) = lll(i>)V, ·(n(i>}) +-.(("}·V ,)(v) +V, -(nno(i1,i1,}). (2.15) 

Multiplicando la ec.(2.12) por ...(v) se obtiene: 

lll(v)~!!. + no(v)v, -(n(v}) = no(v) JC!!.L) dV. ª' 81 _, 

COITIO: 
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se sustituye en la ecuación anterior para obtener. 

... ~-(n(v})- -~-{v} +111{v}V, . (n{v}) = llt{v} íi(~L) dV ª' üt J'a1 _ 
Deopejando. ~e.., obtiene que: 

... ~-(n(v}) = lll{v} j'(~L) dV + --~-{v} - ...(v}v, . (n{v}) . ª' a 1 .., ª' 
(2.16) 

Al sustituir las oca. (2.15) y (2.16) en la ecuación de conservación de momento (2.13). se 
<>báaw: 

-~-{v)+-({v}· v,){v} +V, ·(nllt{v,v,})=n(.F} + Í(111v-...(v})(~L) dV. (2.16a) 
ÜI J' Ü I -

Se define el temor de esfuerzos como: 

(2.17) 

Reconlando que ¡; = {il} + v,. entonces el término de colisiones queda expresado como: 

donde: 

(2.18) 

que repreaenta la pnanci.a de momento debido a colisiones. 

Sustituyendo las cantidades definidas anteriormente en la cc.(2.16) y despejando. finalmente 
aetieoeque: 

(2.19) 

El término izquienlo de la ec::.(2.19) representa la masa de todas las particulas por unidad de 
volumen por su aceleración vista desde un marco de referencia de laboratorio. 

21 



El tensor de esfuerzos ¡; ü ( ¡: .. t) puede ser interpretado de Ja siguiente manera: fd V es eJ 
número total de panículas en un elemento de volumen d V alrededor de V en el espacio de 
velocid.dea; (finva)d V es el momento aleatorio en la dirección x de todas las partículas en 
un elesnento de volumen d V en el espacio de velocidades y localizadas en una unidad de 
volwnen en el espacio F . Entonces (finvrx)vryd V es la razón a la cual el momento es 
transportado en la dirección y por unidad de área para todas las panículas en d V localizadas 
en(l'.'1). 

El tenaor de esfuerzos ae escribe como: 

v,v•J) v,.v. . 
v.v. 

(2.20) 

En aene:ral d tensor de esfuerzos se puede escribir como la suma de dos partes. Ja que se 
refiere a la diagonal y la otra al complemento. es decir. 

_ ~[v,v, 
p = o 

o 

o 
v,.v,. 

o ºJ) -<(o O + v,.v.r 
v.v v.v ... 

v,v.J) 
v~ • . (2.20a) 

El -sundo ténnino del lado derecho de la ec.(2.20a) se define como el tensor de 
viocosidad n ;;. y al .,rur- término se le llamará por el momento Qij. 

R.ee8cribimos la ecuación anterior como: 

(2.20b) 

Para el cuo de una distribución maxwelliana se tiene: 

..!....1.,2) = !_XT. 
2'"'""' 2 

i-ue.o que v: = v! + v; + v:, se tiene: 

Por MI' equivalentes las direcciones x • y y z se tiene: 
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(v.!}= (v!) = (v:} = ~(v?} 

por lo tanto, 

de donde: 

KT= m(v!). 

Multiplicando por n ta ecuación anterior: 

donde trKT es la presión p. 

Finalmente en notación tensorial se escribe la presión como: 

P =~o =Q u N u v (2.20c) 

donde N indica el número de grados de libertad que en este caso son tres. 

Sustituyendo la ec.(2.20c) en la (2.20b) se tiene: 

-¡;=~o +Il· 
" N • u 

Despejando el tensor de viscosidad: 

-~ Il;¡=Jt- N• º• (2.20d) 

Sustituyendo la ec. (2. 17) en la ec. (2.20d) se obtiene: 

(2.21) 

Si se supone isotropía.. entonces: 
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P11 = nij+p6u 

Sustituyendo Ja ec.(2.2Ja) en Ja ec. (2.19) se tiene que: 

,,m(~,+(i>)· V ,)(v) = ,i(P)- Vp- V'. n +.ñ • 

que es la ecuación convectiva para la densidad de momento. 

iii) Secundo momento. 

Cuando g = Y2 mv2
,. al sustituir en la ec (2.11) se tiene: 

~/("(~mv'))-,,(~1Gmv'))+ V, {11(i>~mv'))-11(v, {v~mv')) 

-;;(F·V,~mv')= Jm;'(~fL JV, 

(2.21a) 

(2.22) 

(2.23) 

como V .. P ,t son variables independientes eJ segundo y cuarto términos de Ja ecuación 
anterior son cero,. entonces: 

desarollando el tercer término de esta ecuación se tiene: 

Sustituyendo éste resultado en Ja ec.(2.23a) se obtiene: 

f'.._(!!!!!.(v')) +V, -(~(vv')) = nqE. (i>) + fmv' (i!.L) dv, 
ÜI 2 2 2 é)/ col 

(2.24) 

que es Ja ecuación de transporte de energía. El primer término del miembro izquierdo es Ja 
razón de cambio de la densidad de energía con respecto al tiempo,. el segundo es la pérdida 
de energía a través de las fronteras de un elemento de volumen, el trabajo hecho sobre las 
partículas por el campo eléctrico en Ja unidad de tiempo está representado por el primer 
término del lado derecho de la ecuación y Ja transferencia de energía por unidad de tiempo 
debido a las colisiones por el segundo término del lado derecho. Cuando hay partículas de 
diferentes especies en el sistema se tendrá una ecuación de transporte de energía para cada 
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especie y las integrales debido a colisiones por separado son diferentes de cero, pero la suma 
total será siempre cero a menos que se altere la energía interna del sistema. 

llEcu•ción convectiv• p• ... 1• ecuación de t.-.11aporte de enersí•: 

Para calcular (vv1
) del sesundo término del lado izquierdo de la ec.(2.24) se puede usar la 

ec.(2.14). se tiene que: 

(vv') = (((P} + v,){((v} + v,) -((v) + P,)}). 

Desan-ollando términos y recordando que{il} =O se obtiene: 

(vv') = {v)(v}' + (v){v.') + 2(v)-(v,v,) + (v,v, '). 

Se reescribe el tercer término del lado derecho de la ecuación anterior como: 

Usando la ec.(2.17) y la (2.2 la) se tiene: 

2 2 -2{"}· (v,v,) = -;;¡;{")- n +-;;¡;{").pi. 

donde I es el tensor unitario. Por lo tanto, 

Multiplicando y dividiendo por (nmN) el ténnino <..,Z ,> de la ecuación anterior se llega a: 

Finalmente el segundo término del lado izquierdo de la ecuación (2.24) queda corno: 

(2.24a) 

donde: 



- -<- 2 ) f"" - 2 f ~ q = 2 VrVr = 2V,.V, C#V ._ 

es Ja densidad de ftujo de energía debido aJ movimiento aleatorio. Desarrollando el primer 
término de la ec.(2.24) se tiene: 

Sustituyendo éstos resultados en Ja ec. (2.24). se transfonna en: 

f!._(!!!!(o)' + N p 'I + v · [(!!!!(v)' + !!..=..3:. p '¡{"} + ("} · n + il] = 
ÜI 2 2 ') ' 2 2 ') 

- <-> J"""2 (ª f) nqE· " + -- -- - • 2 8, .... 
(2.25) 

donde el término ';" {v)' es la densidad de energía cinética. ~ es la energía interna, 

{v} · n - el....,,_..... de -sía debido a la viscosidad, qn(i>} es la densidad de corriente 

eléctrica --. qn(v} ·E es el ténnino de calentamiento Joule. 
Se puede eliminar el término que corresponde a la densidad de energía cinética que aparece 
en la ecuación anterior. EJ desarrollo del primer ténnino de la ec.(2.25) es: 

(2.26) 

el deMrrollo del --ténnino del lado izquierdo de la ec. (2.25) es: 

v, {(';'°<">' + N;2 
p)<v}+{v}-fl+i/ J = ~{"}'v, -(n{v})+ 

~(n{P})· V,(v)' + N ;.2 (v}-V,p+ N; 2 pV, -(v}+ v, ·((v}-n) +V, ·i/. (2.27) 

Sustituyendo en la ec. (2.25) las ecs.(2.26) y (2.27). usando la ce.de continuidad (2.12) y 

ordenando término• ae -= 
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nm(v)-~.{2+ N ~.e.+v-({v}-n)+V·ii+~( {v)·V Xv}' + N+ 2 {¡;}· Vp+ ª' 201 2 2 

N+ 2 pV·{v}+!!!.{v}' JC~L) cN=nqE·{v}+ J!!!v•(~L) cN. 
2 2 ª'- 2 º'-

Multiplicando por (v}. la ec. (2.22) se transfonna en: 

nm(¡;)·~~ +nm(;;}·(({v)· v)(;;)J = n(;;}· (.F)-(v}. Vp-(;;}-(v- n)+ (;;}.R.. 

Desarrollando los siguientes términos de la ecuación anterior. 

n(¡;}·(P) = n(v}·{(qE) +(tP' x.B}) = nqE· (;;}. 

(;;)·(V· n) = v.((;;).n)-n:v(;;}. 

nm(v>-(({v}. v)(;;}) = ';' ({v}. v)(v}'. 

puesto que IMl(v). (<;;} x (v x (;;})) = o. 

De donde: 

IMl(¡;).~.{2+~((¡;}.v)(v}' = nqE·(v)-(v}·Vp-v-((;;}.n)+nv(;;}+(v}·R. 
ü t 2 

Restando la cc.(2.30) de la ec.(2.28) se tiene: 

N ~.!!.+ N+2{¡;}·Vp+ N+2 pV·(¡;}+V·ij +!!!.(¡;)' JC~L) cN= 
2 Ot 2 2 2 Ot ..,. 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

f'""" c~L) cN + (v} · Vp- n V{v}- (v}. R. 
2 a 1 "'°' 

Reordenando términos: 
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N i!.E.+ N + 2 (v)-Vp+ N + 2 pV·(v}+ V· q-(v}· Vp+ n:V(v} = Q 
2üt 2 2 • 

donde: 

Q=--" -- dil+ -- -- dV-" ·R -e->' JCª f) f"'"' (ª f) e-> -
2 üt.... 2 éJt ... 

(2.30a) 

es el calor producido debido a las colisiones. Calculando Ja suma del segundo y tercer 
término de la ec. (2.30a), se transforma en: 

!!...i!..e. + N v -(p(v}) + pV. (v} + n:v(v} + v · ¡¡ = Q 
2üt 2 

(2.31) 

que es la ecuación convectiva de transporte de energía. Las ecuaciones (2.12). (2.22} y 
(2.31) 110n las ecuaciones convectivas deseadas para trabajar directamente con ellas en la 
.._.nohidrodinámica. 

Finalmente, de las eca.(2.12) • (2.22) y (2.31) del modelo cinético. se obtienen las 
ecuaciones 1D9Croacópicas de continuidad. transporte de momento y de enersfa. ignorando 
término de coliaioncs,. para un plasma altamente ionizado compuesto de iones. electrones y 
partlculu de polvo car¡¡adaa. 

De continuidad: 

i!.!!s...+v·(n v )=o éJ t •• (2.32) 

De transpone de motnento: 

(2.33) 

De--.pa: 

N f!. P.. + N V.(" i' ) + p V. i' + n ·Vi' +V· q- = O 
2 Ü I 2 ro • • • •º • • • (2.34) 
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Donde D. •!!.-+(v.· V) y se tomó (v.)= v. para cada especie. Se tiene que a= e,i,d 

ª' para electrones. iones y particulas de polvo respectivamente. 
De Ja ec.(2.32) se puede obtener la ecuación de conservación de masa para cada especie 

multiplicando por •. • ~ y "'d y la ecuación de conservación de carga multiplicando 

por q, • q, y qd respectivamente. esto es: 

(2.35) 

donde, 

para Ja densidad de mau y carp de electrones. iones y partículas de polvo respect.ivamente. 
En lo sucesivo el subfndice..d ,.correspondiente a las cantidades para el polvo se omiti.-. con 
la finalidad de llimplifj.,.,- la notación. Las ecuaci~ bhicas en el preaente t~o. pueden 
escribirse como las ecuacionn de continuidad.de movinúcttto (ignorando el ténnino de 
viscosidad) y de ener¡pa; el sistema se completa al incluir la ecuaciones de Maxwell: 

De continuidad: 

De movimiento: 

De energía: 

Nf!..e._+NV·(ni1)+nv.¡¡ +IT :Vi1 +V·" =O. 2 a I 2 ~- a ~- a a a Ta 

DeMaxweU: 

Vxii= 4 '"" J+!f!!.!i 
e cüt 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 
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V x E= _]._!!_!!_ 
ciJ t • 

V-B=O, 

V-E=4n-p, 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

En general las ecuaciones (2.12) .. (2.22) y (2.31 ).. conjuntamente con las ecuaciones de 
Maxwell, no f"onnan un conjunto cenado, pues el número de variables desconocidas excede 
el número de ecuaciones ya que el tensor de viscosidad.. n .. y el vector de conducción 
térmica no estúa determinados. Es necesario introducir modelos particulares de fl y q para 

cerrar el conjunto de ecuaciones. En la ec.(2.37) se puede omitir el término p .. E debido a la 
cuasi-neutralidad. Las desviaciones a ésta se consideran con la ecuación de Poisson. 

11-S.Co•cl••io•es. 

Las ecuaciones de Huido obtenidas con el modelo cinético a partir de la ecuación de 
Boltzman aon las de conaervación de pan.iculas, de momento y energía. Éstas,. confirman 
que el movimiento de un número suficientemente pande de paniculas que intaactúan con 
un campo electro.._.-¡co se puede describir por una fi.mción de distribuciónf(F,v,t) que 
satisf"aga la ecuación de Doltzman. La teoria de transpone se basa en esta f"onnulación. Para 
obtener las .._;tudes flsicas de interés en general hay que detenninar la forma especifica 
de la función de distribución que en el equilibrio es la de Maxwell-Boltzman. 
El desarrollo del modelo cinético de fluido requirió calcular la ecuación de cambio para los 
valores promedio y los momentos de esta ecuación en el espacio de velocidad~ que 
condujeron a las ecuaciones de conservación cuya variación esti expresada sólo con 
respecto al espacio y al tiempo. Se obtuvieron las ecuaciones convectivas para las 
ecuaciones de transporte de momento y de energía,. con lo cual. quedó establecido el 
conjunto de ecuaciones de modelo cinético de fluido en forma prictica. Las ecuaciones del 
modelo cinético se reescribieron como ecuaciones macroscópicas. recupeñndose la forma 
de las ecuaciones MHD del enfoque de medio continuo. Finalmente. despreciando el término 
de viscosidad , se seneraJ.izó el sistema de ecuaciones macroscópicas para fonnular el 
conjunto de ecuaciones acopladas que conjuntamente con las ecuaciones de Maxwell se 
utilizan en el presente trabajo para el estudio de los fenómenos colectivos en un plasma 
multi-componente constituido por electrones. iones y panículas de polvo. 
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CAPiTULO 111. 

MODOS MAGNETOACÚSTICOS EN UN PLASMA POLVOSO MAGNETIZADO. 

Ul-1. Introducción. 

Los plasmas polvosos se distinguen de los plasmas multi-componentes usuales.. los cuales 
tienen electrones y clases diferentes de iones con diferente temperatura ,. debido a que la 
masa de las partículas de polvo es muchos órdenes de magnitud mayor que la de los iones. 
Esto pennite que las frecuencias del p~ así como las frecuencias de giro de Jos iones y 
de la.a particul- de polvo estén ampliamente separadas. consecuentemente es posible separar 
loa modos que provienen debido • los erectos de la inercia de los iones y del polvo (Rao 
l 993a). De 1-:ho, en el ré¡¡imen de muy laja frecuencia. los plasmas polvosos presentan 
nuevos modos de oacilación en los cuales la inercia es provista principalmente por la 
componente polvo... En general,. de la dinúnica colectiva del polvo provienen nuevos 

modos de oacit.ción. Por ejemplo .. para velocidades de fase ~ mucho menores que las 

velocidades ténnicas de loa iones y electrones vn y v,. respectivamente. (Rao et al.1990). 
predijeron la existencia de un modo electrostitico parecido al acústico., que llamaron uonda 
acúRico-polvoaa"" en la cual 1oa iones y e1ectrones estÚI en presencia de un campo 
electrostático autoconsiatente. Por otro lado., para velocidades de f'ase en el rango definido 

por la desigualdad., v 11 <<~<<v • .. Shukla & Silin (1992) mostraron la existencia de otro 

tipo de onda acUlltica., llamada onda ºacústico-iónico-polvosa"'. Para plasmas polvosos 
rnaanetizados.. con el modelo l\.flID que pennite el movimiento no congelado a1 campo 
magnético ( Rao 1993a,b) y que se utiliza en el presente análisis se discutió la existencia de 
dif"erentes tipo• de ondas hidromagnéticas. El nuevo modo llamado uonda magnetoacústico­
polvoaa"" el cual es una generalización electromagnética de la .... onda acústico-polvosa"'" 
mencionada anterionnente fué obtenido (Rao 1993c) con este modelo. En este capítulo se 
describe el trabajo de N.N. Rao ""Magnetoacoustic modes in a magnetized dusty plasmaº 
(N.N.Rao. J.Plasma Phys.53, 317 1995), en el cual .. se investiga para un plasma polvoso 
ma¡pietizado constituido por electrones. iones y panículas de polvo, la existencia de ondas 
hidromasnéticas compresionales del tipo magnetoacústico en diferentes regímenes de 
&ecuencia. Se analiza sólo el modo rápido que se propaga exactamente perpendicular al 
campo magnético externo y en donde el campo magnético de la onda es paralelo a dicho 
campo. Se obtienen explícitamente los modos nonnales básicos que son posibles para la 
geometría magnetoacúatica en dichos regímenes de frecuencia. Es decir, se investigan .. los 
modos magnetacústícos rápidos. 
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Ul-2. Aproxim•ción MagnetohidrodinlÍmk• (MHD). 

111-2•. l:cu•ciones p•n los modos m•Kneto•cústicos. 

En est• subsección se derivan las ecuaciones básicas que rigen el comportamiento de Jos 
modos RUlgnetoacústicos a panir de las ecuaciones de movimiento y de continuidad para los 
tres Ouidos, conjuntamente con las ecuaciones de Maxwell. Se supone por simplicidad que la 
carsa es constante sobre las partículas de polvo ya que se investigan sólo los modos 
normales ignorando los amortiguados que provienen de fluctuaciones de carga. Tal 
aproximación se justifica para aquellos plasmas polvosos que tienen panículas de polvo por 
ejemplo de una micra con carga débil. Se desprecia la corriente de desplazamiento en Ja 
ecuación de la ley de Ampere, así como la inercia de Jos electrones en la ecuación de 
conservación de momento correspondiente. Se supone cuasi-neutralidad y que la velocidad 
de f"ase es mucho menor que la velocidad ténnica de los electrones. A panir del modelo de 
fluido descrito en el capitulo 11, las ecuaciones básicas para un plasma polvoso f"ormado de 
iones, electrones y partículas de polvo son: 

Ecuaciones de continuidad para panículas de polvo, iones y electrones: 

~.¡+v-(ni1)= o. 

~!!!_+V·(nv)= o. 
Ü I 

1 1 

~!!..+V·(nv)=O iJ I • • 

Ecuaciones de movimiento para pardculas de polvo, iones y electrones: 

.-IN= -Vp+ ZenE +Zen v x jj. 
e 

~~D,V, =-VA +en,E +en, V, x B, 
e 

O= -Vp,. -en,E- e: .. v .. x B. 

Ley de Ampere: 

v x jj = 
4

11e (n,~ - n.v. + ZnV). . e 

(3.1) 

(3.2) 

(3.2a) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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Ley de Faraday: 

V X E=_.!~!!... 
cut 

Condiciones iniciales sobre E y Ji : 

V·ii=O. 

V-E=O. 

Ecuación de estado: 

Ecuación de cuasi-neutralidad: 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

se utili7.a la notación descrita en el capitulo anterior. A partir de este conjunto de ecuaciones 
se encuentran las que definen el modelo para los modos magnetoacústicos de la 
siguiente manera: 

Des~ando el campo eléctrico, E ,de (3.5) y sustituyendo en (3.3) se tiene: 

~ = -Vp-ZnVp.-Znev.x.B+ Zenvx.B. 
n. e e 

despejando v. de (3.6) y sustituyendo en la ecuación anterior y, haciendo uso de la 
ecuación de cuasi-neutralidad y (3. 1 O) se obtiene: 

.-.DV = ~..!!.(v x .B) x ii +Zen, n(v - v,) x ii -zr .r...!!.vn. - rT Vn. 
411"n. en. n. 

Des~ando el campo electrico,E ,de (3.5) y sustituyendo en (3.4) se calcula: 

n,~D, v, = -Vp, - !!!.... Vp. - en, v. x jj + en, v, x jj . 
n. e e 

(3. JI) 

Despejando v. de (3.6) y sustituyendo en Ja ecuación anterior, haciendo uso de la ecuación 
de cuasi-neutralidad y (3. 1 O) se obtiene: 
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11,m,D,v, = 2-5..(v X ii)x ñ- Zell, n(V- Y¡)x B-r .1; "· v11. -y,T,Vn, 
4n n. . en. 11. 

Tomando el rotacional de (3.3) y cancelando ténninos se tiene: 

!!.!!. +~V)( (DV)-v )( (v )( li) =O. 
éJ I Ze 

(3.12) 

(3.13) 

Tomando Ja divergencia de (3.6) y haciendo uso de la ecuación de cuasi-neutralidad se 
obtiene: 

~~+ V-(nv) =o. 
éJ I 

Con el mismo procedimiento se calcula: 

Agregamos., aquí. la ecuación de cuasi-neutralidad como la ecuación número: 

(3.14) 

(3.15) 

(3 .. 16) 

Resumiendo. las ecuaciones (3.11).(3.12).(3. 13).(3.14).(3.15) y (3.16) son las ecuaciones 
para Jos modos magnetoacústicos. donde las cantidades "ª•ma,T.z,Va denotan la densidad, 
masa, temperatura y velocidad del fluido de las panículas correspondientes. Z es el 
número de carga del polvo que es positivo en este caso pero pude ser también negativo. e 
es Ja JJ18811itud de Ja carp, del electrón y c es la velocidad de la luz. Las cantidades r .,.y, ;y. 
son los indices adiabáticos, cuyos valores numéricos se escogen de manera conveniente. Por 
ejemplo, para ftocuencias muy bajas es apropiado suponer que el proceso es isotérmico, en 
tal caso se pueden ...... loa valores r. = r' = 1 . 
En las ecuaciones (3.1 l) y (3. 12) se denotan las derivadas convectivas definidas para las 
velocidades del Oujo del Ouido del polvo y de los iones respectivamente como: 

y D .. (f!.-+v ·V). ' ª' , 
Las ecuaciones (3. l 1) y (3. 12) contienen nuevos términos de fuerzas que son 
proporcionales a la velocidad relativa entre el Ouido de iones y de polvo, son iguales en 
magnitud pero opuestos en signo ya que en ausencia de una fuente extenua o sumidero en el 
sistema, el momento total de los Ouidos tiene que conservarse. 
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Como en el caso de Jos plasmas de dos componentes (iones-electrones) ellos deben alcanzar. 
incluso en ausenci• de colisiones, un• resistencia inercial ef"ectiva que haga que Jos 
movimientos de Oujo de los iones y electrones no se congelen uno a otro (Speiser 1970). El 
campo magnético de Ja onda para el modo rápido tiene su dirección • lo largo del campo 
ma¡¡nético externo JJ0 = 8

0 
Z. el cual, como se indica es tomado en l• dirección Z. Se 

escribiri en lo suceaivo B = B
11

• Se supone que las componentes de I• velocidad para el 

fluido de Jos iones y del polvo están dadas por V,=(~ .v, .o) y V =(11 ,v .o) 
respectivamente. Las densidades n •"• y "• así como las velocidades dependen de x y t. 

Realizando las operaciones indicadas en las ecs. (3.11) - (3. IS) se obtienen las siguientes 
ecuaciones por ~es: 

(3.17) 

~= _ _!!!;..7.J,,_111)8. 
en,.-"'\ ' 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Donde las derivadas convectivas para el fluido polvoso y de iones están ahora definidas 
~-epor: 

D•!f!._.,_,,!f!._ 
éJI élx 

y D a f!._+ 11 !!.__ 
' ÜI 'Ox" 
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Las ecuaciones (3. 16) - (3.23) constituyen un conjunto completo de ecuaciones que rigen eJ 
componamiento de Jos f'enómenos que involucran movimientos ondulatorios compresionales 
rápidos en plasmas polvosos magnetizados. 

111-Zb. -ci6• p•er11I de diapenlóa. 

Para obtener Jos modos nonnales del sistema contenidos en este coqjunto de ecuaciones .. 
con ondas planas. se linealiza y se aplica análisis de Fourier a las ecs. (3.16) - (3.23). Se 
supone que las perturbaciones ae propqan paralelamente a Ja dirección X variando como 
expi(it .r- a> 1). 
Las expresiones para las cantidades: perturbadas son: nQ = nQ0 +ñQexpi(á-w 1) .. 
v ... = VQ cxpi(.tr- cu 1) • .,Q = iiQ expi(A:r-1» 1). B = 8 0 + Aexpi(h-cv 1). Se desprecian 

términos de .esuncfo orden. 

De (3.18). - obtiene: 

¡¡ = _ iZn,, eB0 (,,;-,,;,). 

111m en.,, 

De (3.20) se ti-: 

De (3.21) y (3.24) se calcula: 

De (3.22) .., obtiene: 

ñ= Y;;. 
"' 

De (3.23) se calcula: 

(3.24) 

(3.3S) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 
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Al linealizar y aplicar análisis de Fourier a las ecuaciones (3.17) y (3.19} y sustituir las 
expresiones (3.24).(3.25),(3.26),(3.27) y (3.28) se obtiene un sistema lineal de ecuaciones. 
Del determinante igualado a cero se obtiene la relación general de dispersión siguiente: 

z•.._ ( ..,• )(112 ) --- ~L2-r,T, -4 º +n.or.T. -
,._ • Ir 

(3.29) 

donde Sl, = eB. es la ftecuencia de giro del ion y el subindice O indica las cantidades en 
"'IC 

_.¡librio ._u-..--. 

Dl-Zc.. M..._ .. ..., plu•• ......,_ - ---· 
Ant- de considerar la relación de di-rsión seneral (3.29). se diacuten brevemente los 
modos pma el cuo de plaamas polvosos no mqnetizados. 8 0 --. O, contenidos en dicha 
relM:ión de dispersión y que fueron comentados en la introducción del presente capitulo. 

La ec. (3.29) se reduoe a: 

( ... ;: -rr)[ -.n .. ;: -{n,.r.T. +n .. r,r.>]- Z'n.( m. ;: -r,T, )r.r. =o. 

y de la ecw.cion anterior: 

..,• =...!..[ z•w.r.r.(r,T,-m,~) ) +rTJ . 
¡-2 ,,. aJ2 

n,.r.T. +n .. ( y,T,-m. k' 
(3.30 a) 
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Para a.>: << r.T, • de la ec.(3.JOa) se tiene: 
le "'· 

(3.30b) 

que es la relación de di_.¡ón para las llamadas ''ondas iu:ústico- polvosas" • obtenida por 
Rao et. al. (1990). La U-cia es provista por las partículas de polvo. Estos modos existen 

cuando la velocidad de tae. ~· satisface las desi¡paaldades llÍIPlÍGlles: 

GJ
2 

2 2 
,,,.,: << k2 <<,,,v. <<,,.v • • 

aon la velocidad ténnic:a de las partlculas de polvo, iones y electrones respectiv...-e. 
Por otro lado, para el caao de partlculas de polvo esüticas y frias,. "' -+ «> y T = O, ae 
obtiene de (3.29) cuando &.-+ o: 

..,. ( .... :i -¡z -.n .. -¡z-(n..r.T.+n..,r,T,}) =O. 

Despejando: 

(3.31) 

la cual es la relación de dispersión generalizada para el tipo de ondas acústicas ._ 
~ondas acústico- iónico-polvosas" discutidas por Shukla &t Silin (1992). Estos modos 

existen cuando la velocidad de f"ase de la onda.~. satisface las desigualdades: 

-.2 2 tl>
2 

2 , .. <<r,v. <<v<<r.v •. 

Usando la ecuación de cuasi-neutralidad n.o = n, 0 + Zn0 y 

r. =y,= 2~N = 3 la ec. (3.31) se puede reescribir como: 

3a 



"" = r.T.(• +a+a ,;) • 
.e "" 1+,; J 

donde: 

y .:'= .zn • . 
n,. 

Por DUO 18do, la cc.(3.31) para el caso sin polvo se reduce a: 

,.,• = r.T.(1+.9). ,,. "" 

(3.31 a) 

(3.31 b) 

Compoinindo las veloc::id..ics de fase de ambas ondas. (3.31a) y (3.31b), para T.>> T, se 
obúenc: 

(3.31 e) 

- decir, la pr-..:ia de polvo • ..m considerado esütico cambia la velocidad de fase de la 
onda. Para el caao T.>> T, la cc.(3.3 lb) se reduce directamenle a: 

- - el modo para plasmas de dos componenles. La ~IUd y la importancia de esle 
cambio ~ de los parámclros del plasma y de lo que se cslé midiendo. 
La rclllción de di_.¡ón (3.29) con1ienc, en genenü. modos que cslán dclcnnin8dos por la 
inercia del ion así' corno por la inercia del polvo. Se consideran los dos casos por separado _ ..... ...-~. 

En el ~ de muy ~ ftccuencia. la dinámica colectiva del polvo juega un papel 
clominmlle, y la inercia es proporcionada esenciahnenle por la masa de las particulas de 
polvo. Para los modos de onda resultantes se puede tratar a los iones conjuntamente con los 
~como furmando un Ouido casi sin masa. 
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Para velocidades de f"ase mucho menores que la velocidad ténnicade los iones. m: << y,7¡. 
k ~ 

la expresión (3 .29) puede ser reescrita como: 

( n..S:) n,.y.T. +n,,,.r,T,+--
n.o4Jr 

.t2(!- +n..:r.T. +n,.r,T, +n,.yT) 

(,,."o +,,.,n,.) 

La ecuación anterior .e puede reducir a: 

donde: 

[ 

Z'n,, (S: ) J -- -+nJ.T. y,7¡ 
V~ = ~ n.. 4.w z + yT • 

,. "toY .T. + n..or ,T, + n,.Bo 
n.0411' 

n:z2
..., , 

k'n..-2 <- + ...,,.,.) 
A = _..:.:-"'='--------~ 

n,.y .T.+ n..r ,T, + n,JJ; 
n.0411' 

o. 

(3.32) 

(3.33 a) 

(3.33 b) 

(3.34) 



donde el subindice DM y M indican respectivamente las velocidades magnetoacústica­
polvosa y la magnetoacústica usual, es decir, la ec. (3.32) contiene ambas velocidades. La 
cantidad A. se define pollitiva. 

Definiendo /J = A.':'.} • la ec. (3.32) puede ser reescrita como: v..,., 

de donde: 

Para A >> 1,JI >> 1 de la ecu.ción anterior - obtiene: 

(3.35) 

(3.35a) 

la cual• la relación de ~ón pana el tipo usual de onda .._,etoacúatica en un plasma 
~e. Tonuindo el límite m. -+ O de la ec.(3.33a) la relación de di_.¡ón 
(3.35a) toma la ron-: 

..... 1 (~ ) ---¡- = -- -+n..r.T. +~or.T;+n.rT . 
Ir - ..... 

(3.36) 

Se obtiene la ec. (3.36) a putir de la (3.32) para comprobar en el procemo que A y JI 
tMmden a infinito cuando "' -+ O y que. por lo tanto. A >> 1 y JI>> 1 quedan satilllechas 
CCllllplet-. en - Umite. lo cual. confirmad que la relación de diperaión (3.36) .., 
olltuvo~e. 

Se toma el Umite -· m. -+ o. pana la ec. (3.32): 

''- ( ..... v.• ,,.. ) 
~-+O a2 - '¡' +v-Y~ =O. (3.36a) 
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De (3.34) a obtiene: 

donde q - ténnino9 ~tes de la masa de los iones. Tomando "" __. o de 

/J = ..¡& - tiene que: v¿., 

¡¡,,. = _1_ ,;_ ccp(- + ~.)) ="" • 
"' -+ 011 ... :., "' -+ o ~ ) 

donde .s=(-f:+,,..r.T. +n,J',r,+...,.r). 

De la ec. (3.33a): 

U.. y• _ Ita ( s l __ .s_ 
~-+o M - ~-+o -s.+~n,.) - ,.,,,_ · 

Con el .--.ludo anterior para A y /J la ec. (3.36") se reduce a: 

m' 1 e~ ] "-2=-- +11..r.T.+~.r,T,+,,_.,,T . 
Ir - ...... 

- la .,.- total en el ..........sor del lado derecho, aporta la fua"za de r--....:i6a y 
-~la - de la preoión del campo ~coy la praión térmica provocada por 
las ~ --de -1fculas. La deasidad de ,,_ en el denominador es pro~ 
-.in-e por las pouticulas m6a pesadas de polvo, las cuales aportan la u-cía. E.re 
modo es el._ ....__oacúslico usual ... Como se mo.....,.. en el ~o ID-3, eximte 
para fiea-*'a m << n. 



Por otro lado, para A. << 1 y fJ << 1, la ec. (3 .3 S) da una nueva clase de "onda 
._..,_....'ltica-polvo-- determinula por : 

. [z·,..ca: +n..r.r.)r.r. J 
"' -~ 1 ~ ~ rT v- DM•;; nJ~ + ' 

,...r.T.+nJ,7;+ n_.4..-
(3.37) 

lacuml ._... _ T, ""o-• u"6 la condi<:ión "': <<LE --.- la ec.(3.32). 
Ir 111\ 

An-tizeedo laa .... ., • ...._ A. << 1 y fJ << 1 • ~ laa llisuientea condiciones para 
.. ......,. .... modo _...._..9lico-polvomo (3.37): 

(3.3Ba) 

(3.31b) 

....... , 
S: +n.,.A.T. 

- 1• ,._ .!( • 

4• +11..:r .T.+ ....,.,T, +19J'T 
(3.39) 

y 6=~ - - .,.,.,._.de denoid..s de - El modo (3.37) - .... _.i¡ación -......, a u;,., .w modo -:..aico-polvomo - en la ~ m-:zc. cuando a. - º· .. -· (3.37) _ ....._ _. (3.30b). 
._. ....io.--~de A y /1 1111 obtiene de (3.32) la relación de di_.¡ón para el 
.-........ ~ ...... lliauiente: 

aJ
2 

:::: Vt., +AV,!. 
.... l+A. 

(3.40) 



Para eacalu de tiempo mucho m6s cortas que el tiempo de respuesta de las partículas de 
polvo. éstas .._, - casi inmóvilea,, debido a .., masa. ul - el movimiento 
ondulatorio _. dominado por las contribuciones de la dinúnica del fluido de -_ 
mientra que la componatte polvoaa fonna ~e un fondo ~ -atico. 
Como ya•~ Shulda A Silim (1992) enconttaron. - - ~el modo 
(3.31)- ••onda acúotico-iónico-polvoaa". En esta _,.,;oo me bol-* la exiolencia de 
una~~ de - modo a partir de i. ec.(3.29) ....... s-tlculaa de 
polvo cui inmóvilea,. .., - e-. de tianpo. ae tOlllllll loa lfmitea cumlllo ., -+ ao y 
T-+ O. De (3.29) • ~: 

de donde: 

a>' z•n: ( .... )· 1 ( ,.,_a:) 
---- -"1.. =-- '"'"" T.+".J' X+---
k2 A-

2 
..... "'".. • • ' ' n .. 4w · 

(3.41 •) 

Pma - "'>> 20,,._ .•puede~ el _....to t- del 1-> izquisdo . .... 
E-~ puede w-relevwe pano loa plumaa polvooos ..--.. - -
del ~o p&.nourio. donde la~ de polvo ea tip;.,..._te - mú _.- -
la _.......de-....... y;...-. La ec. (3.41a) -oncea ...-Ja como: 

.... 1 e ... .s:J -,,. = -- 11,.r.T. +11..r,7;+--.- • """- "• . (3.41b) 

que ea la nilac:ión de~ del modo---· --le - como: ._ ~-iónicx>-polv<Ma''. En el limite de plwna polvoao no _,,.;_ la ec. 
(3.4lb). loe rec1uce - a 1a .-de m_.;oo (3.31). 

m-zr_ M ... __._...._ .,..._ (eue __...,_ 

AIMxa • conaider-a un.,...,_. del ._de~ (3.16) - (3.23) y - obtiene el 
.._., de &e.:uencia para la existencia de otro tipo de onda --~polvoaa. como 
... max:ionó - .. introducción del ~ c.pitulo. dimcutida ~ por Ot-
1993c). 



Para frecuencias <»>>o,>> n. de las ecs. (3.18) y (3.20) se tiene que V y v, tienden a 
cero aún cuando la dif'erencia de velocidades. u - u, ,. es dif"ercnte de cero. esto es. aún 
cuando los Huidos de polvo y de iones no están congelados entre si. Las ecuaciones (3. 17)­
(3 .21) dan entonces el siguiente sistema simplificado de ecuaciones: 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

donde D • t!.,__ + ,,!!.__ y 
üt ü:r 

D •!!_-+u!!.__ 
' 01 •ax 

Las ecs. (3.42) - (3.44). (3.16). (3.22) y (3.23) constituyen un conjunto completo para 
describir los modos (rápidos) comprensionales en el Jim.ite de alta frecuencia. Como al 
principio. me supone que las perturbaciones varian como expi(A::r- aJ t}.linealizando y 

aplicando análisis de Fourier se obtiene Ja nueva relación de dispersión: 

(3.45) 

Nuevamente ..._._ aJ:i << y,T, Ja ec. (3.45) se reduce a: 
·-- 1c:i ~ 

(3.46) 

que representa el otro tipo de onda magnetoacústica~pofvosa. Como se mostrará en eJ 
apartado intitulado aproxinwción .. Electro-magnetohidrodinámica- (Eil.fHD) del presente 
capitulo • este modo existe en eJ rarwo de frecuencia n << n, << lU << n. en el que tanto 
el polvo como Jos iones están poco magnetizados. pero Jos electrones Jo ~ alcamente. 
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lll-2s. D .. cu•ión. 

Los modos magnetoacústicos-polvosos (3.37) y (3.46) tienen dif'erentes dependencias sobre 
los varios parámetros de equilibrio y difieren substancialemente de la onda magnetoacústica 
usual (3.36). Estos modos existen en dif"erentes regímenes de frecuencia.. los cuales están 
bien separados en un plasma polvoso realista. Aún más,. para plasmas polvosos no 
magnetizados, ambas ecs.(3.37) y (3.46) se reducen a la misma relación de dispersión 
(3.30b) para ondas acústico-polvosas. Así pues Ja introducción de un campo magnético 
externo remueve la desenenición del modo,. dando oriaen a estos dos modos de onda 
distintos. Por otro lado, se puede demostrar que en el límite de dos componentes, los tres 
modos (3.36), (3.37) y (3.46) se reducen exactamente a Ja relación de di_.¡ón para onda 
magnetoacústica usual pero para dos especies. Tomando en cuenta que • para estos JnOdos, 
la inercia la proveen las especies pesadas de polvo, Ja f'"onna correcta de tomar esce limite es 
hacer que n,0 -+ O., y no calcuJando el caso para n 0 -+ O. Para tal caso, las relaciones de 
dispersión mencionadas se reducen exactamente a: 

m' 1 (.a; J -=-- -+n-v T.+...,,T , 
A-2 "'"o 4.11' '°' •• (3.47) 

para el cálculo anterior se obtuvo de (3.16) n_, = Zn0 ya que ~º = O. La ecuación (3.47) es 
justo la relación de di_.¡ón -'ndar para el modo usual magnetoacústico en un plasma de 
dos componentes que comiste de panlculaa de polvo y electrones. Ahora. se dillCUte las 
dif"crenciaa búicas entre los tres tipo• de modo• ~<>acústicos, (3.36), (3.37) y (3.46) 
obtenidas antcri~te. El modo -oacústico usual multi-compo-e (3.36) existe 
cuando w << O. Para este modo de las ecs.(3.24) y (3.25) se a- que íi = íi,. donde 
íi, íi, aon laa amplitudes de las componentes de las velocidades ~ en la dirección 
x de las paniculaa de polvo y de los iones respectivamaue. De laa ccuacio!XB (3.27) y 
(3.28) se tiene: 

íi=tuii. 
n,,k 

igualando las ccs.(3.48) y (3.48a) ae obtiene: 

(3.48) 

(3.48a) 



Al lineaJizar y aplicar análisis de Fourier a la ecuación de transpone magnético (3 .2 J) se 
transtbnna en: 

- ¡aJ'j +ibi+ t:ut V= O a. n 

Para cu <<O la ecuación anterior se reduce a: 

_,,,¡¡ + B,,lui = º· 
de donde: 

A ¡¡ 
B,, = a>/lc • 

.Despejando de la ec.(3.48) la velocidad de fase y sustituyendo en la ecuación anterior: 

Uundo la condición de cuasi-.-.tralldad. ñ. = ñ, + Zñ y 
ecs.(3.48) y (3.48a) ae obtiene: 

íi -~ 
cP - ,. .. 

le 

aaaa:ituyendo el valor de .¡. la ecuación anterior se tcansfonna en: 

~=~ 
n .. ~o 

Fu.am-te: 

Jj_ñ_ñ,_ñ. 
B,, -"lo -~-n .. • 

n.., = n, 0 + 2'.n0 , de las 

(3.48b) 

esto es,. los ttes ftuidos están congelados a las lineas de campo nwgnético, y las 
perturbaciones de campo magnético se propagan en fiase con las fluctuaciones de la 
denaMfad. 



La situación es .. sin embargo. un poco diferente para las ondas magnetoacústico-polvosas .. 
dadas por las relaciones de dispersión (3.37) y (3.46). Se considera primero el modo dado 
por (3.37}. para lo cual. se elimina el término /.J v usando las ecs. (3.18) y (3.21). Se 
tiene: 

au a ("·) n, a [( ) ] DB+B---(11- 11,)B-- - ---- 11-11, B =O. 
iJ X Ü ::r 11, 11; iJ X 

La ecuación anterior se linealiza y aplica análisis de Fourier, se obtiene: 

Sustituyendo las ecs. (3.27) y (3.28) se tiene: 

Esto es, los electrones están congelados a líneas de campo magnético.. mientras que Jos 
fluidos de polvo y de iones no lo están. Por lo tanto .. para el modo (3.37) .. las cantidades 
perturbadas satisfacen las relaciones: 

(3.48c) 

Por otro lado para el modo (3.46) se sigue de (3.27) y (3.44) que el fluido polvoso está 
congelado a las lineas de campo magnético, en este caso ü ':;t:: ü 1 .. puesto que: 

Por lo tanto, para este modo .. las cantidades pertur-badas satisfacen las relaciones: 

(3.49) 

Se verá en el apartado intitulado EMHD cómo se obtienen explícitamente los regímenes de 
existencia de estos modos. En la siguiente tabla 1 se resumen todos los modos analizados 
hasta aqui. 
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Tabla 1 . Modos magnetoacústicos contenidos en la relación general de dispersión. 

MODO. 

rnagnetoacústico 
rnagnetoacústico-usual 
rnagnetoacústico­
oolvoso 
magnetoacústico­
oolvoso 
magnetoacústico­
iónico-polvo 

acústico-polvoso 

acústico-iónico-polvoso 

RANGO 
FRECUENCIA. 

ro << n << n, << n. 
n << n, s- ro << n. 

n << '"1. << w << n .. 

m>>Zfi,~ 
"•º 

DE REL. "CONDICIONES. 
DISP. 
(3.40) A .. p arbitrarios 
(3.36) .::t >> 1 .. p >> 1 
(3.36) A<< • .. P << 1 .. 1: :F. o 

(3.46) 1; ~o 

(3.4lb) m-. ao .. 7'---+ O 

(3.30b) 

(3.31) 2 J ª'2 J v,y << v,,y, <<k2 << v, .. r .. 

Todos los modos enlistados son electromagnéticos, ondas hidrornagnéticas comprensionales .. 
excepto (3.30b) y (3.31) .. los cuales son ondas semejantes a las acústico electrostáticas. Se 

debe notar que .. debido a que no hay ordenamiento entre las masas m y ,,,, al obtener la 
ec. (3.29). ésta es también válida para plasmas usuales multi-componentes que contengan en 
lugar de partículas de polvo .. especies ligeras para panículas tales como electrones pero con 
temperaturas dif"erentes. La ec. (3.29) entonces da modos magnetoacústicos que son 
complementarios a los modos dados por (3.36) y (3.37). Esto es .. modos donde la inercia es 
provista por los iones pesados. Con la finalidad de obtener tales modos, se reescribe (3 .29) 
como: 

( w' )[m" .,w' Z'n.A'] "'i~-r,7; -k·2 -(z211or .. T.+n .. orT)----º 
k ~-

"•• (mw' ) n; (mw' ) -- ---rT -- ---yT 11.r T. 
"•º k,. 4n k.2 ' • • 

- n~2z2 m, (mno + """'º J(m.rro + m,11,0) w: -(º: + n¿ .T.+ ";oY.T; + norTI J =o , 
k 11..o m 1_ le 4n ) 
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de donde: 

( a>' )["'n..,m' , Z'n.,B:J m,--r-r 1 T, --,--(z nor.7;,+n.orT)----
lr le n.o4.n-

n, 0 ("'°'' ](B: ) -- ---yT -+n.r T ".o Jr2 4Jr • • • 

en (3.50), n = ZeBo es la frecuencia de giro de las partlculas de polvo. 
me 

Definiendo, 

[ 
~. cB: +n..,y r.)rT ] J n_ 4w • • 

~ =- z2 8 2 +r,T, .. 
111

• Z 2"J' .T.+ n.orT + ~ 
n..o4n-

- :A°Y.2 P=¿ 

"" yT y usando -¡> <<-;;;- , la ec.(3.50) se .--.cnbe como: 

(3.50) 

(3.51} 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 



Para A>> 1,p >>t. esto es cuando m _..o. la ec. (3.54) da la relación de dispersión: 

(3.55) 

la cual es complementaria a (3.36) y es válida cuando a.> << O;,Cl,O •.. Por otro lado, para 

¡ << tJi << 1 , esto es. para: 

m2 yT 
"i2" << µ-;;; , (3.56) 

..,• "'.-r{n2 (1 +é).(:::)
2 

0 2 (1 +6)2 
}· (3.57) 

donde é = ~ y µ - dada por (3 .39), se obtiene para T.,. O la relación de dispersión: ,,.,n,o 

(3.58) 

Ja cual es compl-.ria al modo dado por (3.37). Finalmente, para valores arbitrarios de 
¡ y Ji se obtiene la relación de dispersión : 

(3.59) 

la cual es complementaria al modo dado por (3 .40). Resumiendo: 
Tabla 2. Modos comolementmios. 
MODO RANGO-FRECUENCIA RELACION CONDICIONES 

DISPERSION 
Comp. (3.59) A. y p ari>itrarios. 
Comp. a.> <<n,,n.n. (3.55) A. >> l,/J >> 1 
Comp. (3.58) A.<< l,/J << l,T.,. O. 

En estos modos ta inercia es provista por las paniculas nWs ~ las cuales, en el 
presente caso .. son los iones. 
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W-3. Aprosimación Electro-Maanetohidrodinámica (EMHD). 

Aquí se da una derivación alternativa de las ecuaciones relevantes que rigen el 
comportamiento de los modos magnetoacústico-polvosos. encontradas y analizadas en 
apartado anterior. se sigue un procedimiento similar al usado en el método &~lectro­
Magnetohidrodinlunico~ (EMliD) (Gordeev et al.). En contraste con la aproximación MI-ID. 
la aproximación EfwfHD es particularmente útil para fenómenos en los que las escalas de 
tiempo caracterlstico son relativamente mucho menores que aquellas usadas en la MHD 
tradicional. Las velocidades de flujo de corriente son grandes comparadas con las 
velocidades de Oujo de m&5' y consecuentemente la corriente de conducción en la ley de 
Ampere es dada. en la mayoria de los caso~ en ténninos de las velocidades de Oujo de las 
especies nW ligeras. Esta derivación facilita un mejor entendimiento de las derivas de las 
panículas involucradas en tos modos discutidos en las secciones Jll-2c.d.e,t: Para este 
propósito. es más conveniente retener. como no se hace en el análisis MHD, el vector de 
campo eléctrico E en las ecuaciones originales de los tres fluidos para plasma polvoso. Se 
analizan loa tres casos por aeparado. 

W-3a. llfsimea de INlja lrecae•cia: w << n << O, << n. 

En el rango de frecuencia mucho nWs pequeflo que las frecuencias de giro de todas las 
especie11y es apropiada la aproximación MHD. los tres fluidos están altamente magnetiz.ados. 
Sin perder sm-aJidad. se puede tomar al vector eléctrico E polarizado a lo largo de la 
dirección y. Las derivas dominantes a lo largo de la dirección de pro-ión. digamos la 
dirección X. son las derivas €Y x Ro las cuales son las mismas para las tres componentes. 
Tomando el rot.cionml de la ec. (3.7) y combinindola con la (3.6) se obtiene: 

v•E= 4 -!!..-(Znv+n,1>, -lri>) 
c 2 éJ I • 

(3.60) 

o91C&que: 

Linealizando y aplicando arWlisis de Fourier la componente x de la ecuación anterior da la 
relación de conaervación de corriente corespondiente: 

(3.61) 
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la cual es trivialmente satisf"echa debido a las derivas E,, x 8 0 así como por la condición de 
neutralidad de carga de equilibrio n.0 = n, 0 + Zn0 • La componente Y de la ce~ (3.60) da: 

(3.62) 

donde las velocidades penurbad~ V • V, y v • . del lado derecho han sido substituidas en 

términos de la polariz.ación. asi como de las derivas dianwsnéhcas. La deriva dominante 
viene de la velocidad polarizada del polvo, debido a la gran masa de las particulas de polvo 
comparadas con la masa del ion y del electrón. Despreciando, por tanto, la polllrización de 
las derivas del ion y del electrón se obtiene de (3.62) ta relación de dispersión para la clase 
usual de ondas magnet:oacústicas en un plasma de tres componentes, ec. (3.36). 

m-.3b. Rlsi•e• de f'ncueacUi •eddi: n << ~ s cv << n •. 

Cuando la frecuencia de la onda es mucho mayor que Ja airofrecuencia del polvo, es 
apropiada la aproximación similar a la EMHD. En este régimen de frecuencia. las panículas 
de polvo estú débilmente- magnetizadas.. mientras que Jos iones y los electrones están 
magnetizados completamente. De acuerdo con lo anterior. el término V x ii ,de Ja ec.(3 .3) 
para el movimiento de fluido de polvo no se considera., esto es: 

é1n 
IWllDw = Z..nE. -:rT0~. 

Mienb"a9 que la ecuación de movimiento del fluido iónico (3.4) da las ecuaciones: 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

La ec.(3.S) de movimiento para los electrones con m. -+O, da las siauientes ecuaciones: 

O= -en.E31 - e:· v.B-y .T.~'; .. (3.66) 

O = -en.E,. + e:· 11.B .. (3.67) 
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ya que la componente polvosa está débilmente magnetizad' sus velocidades de fluido 
perturbadas tienen cuando mucho componente x. Siguiendo Ja aproximación EMHD. se 
ignora Ja contribución polvosa a Ja corriente a Jo largo de Ja dirección Y .. se obtiene de la ley 
de Ampere las ecuaciones siguientes: 

(3.68) 

n,11, + Znll - n.w. = O . (3.69) 

EJ sistema de ecuaciones es cerrado por las ecuaciones de continuidad: 

(3.70) 

(3.71) 

por la ley de Faraday: 

(3.72) 

y de la ecuación de cuasi-neutralidad: 

n. = ~ +Zn. (3.73) 

Las ecuaciones (3.63)-(3.73) f"orman un conjunto completo. Eliminando E, entre (3.65) y 

(3.67). y usando (3.69) para sustituir "• se tiene: 

de donde: 

"'ID.'\ =-eBZn(,,,-,,). 
e n. 

(3.74) 

la cual es idéntica a la ec. (3.20). Despejando E, de la ec. (3.66) y v. de la ec. (3.68) al 
combinarlas se obtiene: 



(3.75) 

la cual muestra que se requiere E~ ~ O,. indicando que la onda resultante magnetoacústica­
polvosa no es puramente transversal. Sustituyendo la componente E,. de la ec. anterior en 
(3.63) y (3.64), se obtienen directamente las ecuaciones: 

(3.76) 

(3.77) 

Las .,.,....,;ones (3.76) y (3.77) son las núsmas que (3.17) y (3.19), cuando los términos que 
contienen la componente v,. en la dirección Y,. de la velocidad del fluido polvoso ha sido 
despreciada. Es decir,. aqui no se tiene el ténnino que representa la velocidad relativa entre el 
ftuido polvoao y el de iones. Esto es consistente con el ranso de frecuencia tu >> n bajo 
considención. 
Las ecs. (3.67). (3.69), (3. 72) y (3. 73) pueden ser combinadas apropiadarnatte para que den 
una ..,,...,ión de evolución para el campo ~co. Despejando EY de (3.67) y 

sustituyendo "• de (3.69) .., tiene: 

E =.!_Cn,11,+Z-)B. 
,, e "· 

Sustituyendo esta expresión en (3. 72) se obtiene: 

!!!.!!+!!.-[(~"· +z-)l,,. a 1 ax n. j 

Ahora. de (3.18) se despqa el término (Dv) y se sustituye en (3.21) • desarroUando 
ténninos y usando (3.16). se obtiene: 

Que son exactamente las mismas. Asi pues_ queda demostrado con todo Jo anterior que las 
ecs. (3 .63 )-(3. 73) son un caso limite del conjunto de ecs. (3. 16)-(3 .23 ). 
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De las ces. (3.63)-(3.73),. se encuentran los modos normales contenidos en este conjunto de 
ecuaciones, linealiz..ando y aplicando anlllisis de Fourier se obtiene la relación de dispersión: 

donde: 

O:z'....,.., 
lc'nJll (,..,._ + ...,,.,.) 

~----=------,-.-
n,.r .T. +n.or,7;+ n,.s: 

n.a4R' 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

v., y V,,... están dadas respectivamente por (3.33a) y (3.33b). Para A>> 1.P >> 1, la ce. 
(3.78) da la relación de di_.;ón para la clase usual de onda _...OIOCÚtltica (3.36) en un 
plasma multi-componente. Por otro lado, para valores de tos parámetros ::i << 1 y /J << 1, 
11e tienen las desiaualclmdes: 

(3.81) 

(3.82) 

de t.i ....._...que se recobra el modo ma¡¡netoacústico-polvoso (3.37). La <X>lldición es la 
mmna que (3.38a). y las condiciones (3.82) y (3.3Bb) 11<>n úmilares. y de '-'!>o idénticaa en 
el linüte cuando (s _.o). Para valores arbitrarios de~ y P. la ec. (3.78) da una relación 
de dispenión que - nwy similar a (3.40). 

ID-3c..Réaime• de .tta lrecue•cia: O << 0, << o> << n .. 

En el limite de alta ftecuencia, se pueden hacer simplificacciones subsecuentes de las ecs. 
(3.63)- (3.73). Aquí los iones y las partículas de polvo est*'1. ambos. poco masnetizados. 
mientras que los electrones están fuertemente magnetizados. Asl que (3.64) puede ser 
aproximada de: 

56 



a laf'onna: 

(3.83) 

El campo eléctrico E. está dado por (3.75). el cual puede ser aproximado, aún 
param >> ~ despreciando Ja contribución de los iones. Esto es equivalente a tornar sólo Ja 
contribución del electrón a Ja comente de conducción en la ley de Ampere. y está en 
acuerdo con la aproximación usada en la EMHD. 

Entonces aproJCimamos de: 

a la forma: 

E = _ _!__(_!!__!!_!!_ + r T !!_ n.) 
.r ~n. 4JrÜX ••a X • 

(3.84) 

La ecuación _.. la evolución del campo 1118(111ético. se obtiene combinando la componente 
y de la ecuación para el polvo de movimiento con la ley de Faraday (3. 72). De: 

derpejando E,, y sustituyendo en la ecuación de Faraday. se tiene: 

que es precisamente la ec. (3.21),.la cuaJ.cuando v-. O torna la fonna: 

(3.85) 

Las ecs.(3.63), (3. 73). y (3.83)-(3.85) están cerradas por medio de las ecuaciones de 
continuidad para el polvo y los iones. (3. 70) y (3. 71). 
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De (3.84) sustituimos E, en (3.63) y (3.84) se obtiene: 

Es decir. se recuperan exactamente las ecuaciones de rnovtnuento (3.42) y (3.43), que 
fueron usadas para obtener el modo magnetoacústico-polvoso. Con esto se comprueba que 
el conjunto de ecuaciones anterior es idéntico al que consiste de las ecs. (3.16),.(3.22),(3.23) 
y (3.42)-(3.44). el resto de ecuaciones de los dos conjuntos son las mismas. 
Es ilustrativo seftalar aqui que alpnas de las consideraciones anteriores se sostienen incluso 
para los plaamas de dos componentes (electrones-iones). Consideremos. por simplicidad.. el 
caso de un plasma ftio tal que las derivas de las partículas son simples. Para frecuencias 
clJ << n, << o.. los electrones y iones estMl altamente magnetizados. Lo cuasi-neutro, el 
movimiento compresiona) del plasma a lo largo de la dirección de propasación (digamos la 
dirección.i ).. se alcanza debido a los desplazanúentos EY x JJ de los electrones e iones 
mientras que la coniente (a lo largo de la dirección j) ) responsable de proveer la fuerza 
J x Ji es mantenida principalmente por la deriva polarizada del ion. Un amlisis de las 
ecuaciones relevantes de los dos Ouidos da entonces la relación de dispersión pana las ondas 
magnetoacústicas '*Pidas usuales cuando se satisf"ace la condición k 2 c 2 << m 2

,. • donde . 
w,. = ( 

4~
1

J i es la frecuencia iónica del plasma y n., es la densidad de equilibrio del 

plasma. En ténninos del parámetro de profundidad de penetnción no colisio-1 definido por 

A...m~. esta condición requiere que k 2 A!<<"'• donde m,,.=(4""""')~ es la 
m,. m, "'• 

frecuencia electrónica del plasma. Debe notarse que estas condiciones son vialidas en la 
aproximación MHD usual. 

Por otro lado. para O:- << cU 2 
_ << • .i! .el modo ripido ma¡pxtoacústico es posable sólo 

cuando E:c es no nulo. De hecho. los iones estm poco rnagneti.z.ados y se mueven cuanto 
mucho a lo largo de la dirección % • mientras que la contribución dominante a la corriente a 
lo largo de la dirección y proviene debido a los desplazamientos E, >< B de loa electrones,. 
despreciando los desplazamientos polarizados del electrón. E1 movimiento cuasi-neutro del 
plasma a 1o Jarso de la dirección X requiere que el desplazamiento E;. x B de Jos electrones 

sea balanceado por la deriva eléctrica de los iones producida por E:c . Asi se obtiene e1 
mismo modo que en el caso previo. siempre que se cumpla la condición k 2 c2 >> c::u!,. • esto 
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es,. kJ;A.~ >> '"• sea satisfecha. Éste es precisamente el rango para el cual la aproximación 
m, 

EMHD es aplicable (Gordeev et al. 1994). Sin embargo,. cuando una tercera componente 
cargada como las especies de polvo es introducida en el µ!::.::::i~ la degeneración anterior es 
removida.. dando como resultado distintos modos conto se comentó anteriormente. 

Ill-4. Conclusiones. 

Para resumir,. diremos que se ha investigado la existencia de dif"erentes tipos de modos 
rnagnetoacústicos (rápidos) que son posibles en dif"erentes regímenes de frecuencia en un 
pla5ma polvoso rnasnetizado. El análisis se llevó a cabo usando el modelo MHD para dos 
fluidos que permite movimientos no congelados a las lineas de campo magnético. Se 
obtuvo una relación general de dispersión para las dif"erentes ondas llevando a cabo un 
anilisis de los modos normales. 
En el régimen de muy baja frecuencia se ha recuperado el tipo usual de ondas 
magnetoacúaticas para un plasma magnetiza.do multi-componente. El cual,. a su vez. es una 
seneralización electromagnética de las ondas hidrornagnéticas rlapidas compresionales en un 
plasma compuesto de iones y electrones. No obstante,. dependiendo del régimen de 
frecuencia medio o altos se ha demostrado la existencia de dos nuevos tipos de modos 
Uamados &&ondas magnecoacústico-polvosas"". Estos modos estm típicamente caracterizados 
por un movimiento en el que no hay congelamiento de los dif"erentea fluidos del plasma y 
están acompaftados por campo magnético compresiona) y perturbaciones de la densidad de 
plasma. Son una seneralización electromagnética de las ondas acústico-polvosas en un 
plasma polvo11D no magnétizado con electrones y iones térmicos. Es decir,. en el limite de 
plasmas no magnetizados,. ambas ondas magnetoacústico-polvoaas se reducen a la misma 
onda semejante a la acústica,. ll&lllada.. onda acústico-polvosa. Así pues Ja inttoducción de un 
campo magnético externo remueve la degeneración del modo,. dando origen a dos modos 
electrorna(plétics diferentes. Por otro lado,. en el limite de dos componentes los tres tipos 
de modos lnll(Pldoacústicos (rápidos) se reducen al mismo modo semejante al encontrado 
en plaunaa constituidos por iones y electrones. 
Para escalas de tiempo mucho más cortas que el tiempo de respuesta de las paniculas de 
polvo,. éstas deben suponerse esencialmente inmóviles proporcionando un rondo 
neutralizado,. mientras que el movimiento es regido por ta inercia de los iones. En este 
ré¡pmen de frecuencia, la onda hidromagnética compresional llamada umagnetoacústico­
iónico-polvosa"" puede ser considerada la generalización electromagnética del modo 
electrostiatico. llamado ºonda acústico-iónico-polvosa"" la cual fue obtenida por Shukla y 
Silin ( 1992). En particular se han obtenido explícitamente los modos que son 
completnentarios a los modos magnetoacústico,. magnetoacústico usual y magnetoacústico 
polvoso,. este úhimo,. en el régimen medio de frecuencia para plasmas polvosos. Se ha dado 
una derivación altern8tiva de las ecuaciones relevantes utilizadas en el presente aimlisis 
usando una aproximación que es similar a la empleada en la .... electr~magnetohidrodinámica"" 
(EMHD). El presente análisis se ha efectuado usando una aproximación multi-fluido en la 
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cual tas fluctuaciones en la carga de las partículas de polvo se ha despreciado. Los 
resultados así obtenidos son por lo tanto aplicables sólo a aquellos plasmas polvosos donde 
la carga de los granos de polvo sea suficientemente pequefta para que no constituyan 
perturbaciones locales fuenes no lineales para las particulas del plasma. Por otro lado, si los 
granos tienen tamaftos apreciables y/o carga., no debe ser válida la suposición de un f"ondo 
homogéneo provisto por los electrones e iones, y consecuentemente la carea del grano ~ 
en si misma, variar lentamente como resultado de los procesos de cargado o descargado. 
Estos procesos de CU]IAdo y descarxado de los granos de polvo. en su caso, están res;idos 
por la ecuación de balance de corriente, ta cual debe ser incluida en el conjunto búico de 
ecuaciones al principio. Un análisis de esto para los modos electromagnéticos es complicado 
y escapa de los propósitos del presente estudio, pero necesita aer considerado 
separadamente para cada uno de los modos nonnales obtenidos. 
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CAPÍTULO IV. 

MAGNETOHIDKODINÁMICA DE PLASMAS POLVOSOS. 
(Rfaimen de e-.trem•d• baja rrecuencia caracteristica) 

IV-t. lntroducci6a. 

La consideración de la dinámica del polvo. conjuntamente con la de los iones eit el capítulo 
anterior dio la posibilidad de encontrar nuevos modos magnetoacústicos rápidos en un 
plasma polvoao magnetizado. Estos modos fueron ubicados en regimenes de frecuencia 
caracteristica baja, media y alta. En el presente capítulo es de interés obtener los modos que 
provienen sólo de la dinámica de las partículas de polvo. para lo cual .. se establece y se 
analiza el régimen arriba citado. 
En el régimen de extremada baja frecuenci, m << O. .. los plasmas polvosos presentan 
rwevos modos en los cuales la inercia es apenada principalmente por las panículas de polvo 
en vinud de ser mucho nWs masivas. En este caso, a dif"erencia del capitulo anterior., las 
fuerza& de inercia de los electrones e iones son despreciablemente pequei\as en comparación 
con 1as conespondientes fuerzas de Lorentz. 
Los sisteinas magnetohidrodinúnicos-polvosos consisten de tres ecuaciones en las cuales la 
densidad de masa, 1a velocidad del fluido polvoso y la inducción magnética están acopladas. 
Aunque las ecuaciones MllD que se obtienen se asemejan a las ecuaciones generalizadas 
para un plasma (ion-electrón) sin la componente polvos.a,. se comprende que tas escalas 
espaciales y temporales son completamente diferentes. Por otro lado,. el vector de 
propagació~ i . puede tener cualquier dirección, es decir. aquí no solo se está interesado en 
los modos perpendiculares al campo magnetice externo sino en todos los posibles. Los 
perpendiculares se obtienen como caso limite y se comparan con los obtenidos en el capitulo 
anterior. En este capitulo se describe. en fonna autocontenida.,. el trabajo de P.K.Shukla y 
H.U.Rahman. .. Magnetohydrodynamics of dusty plasmas-. (P.K.Shukla.H.U.Rahman • Phys. 
Plasmas. 3 • 430 1996). 

IV-2. Ecuac:io•a para los modos de es.tre•ada baja f'recuenc:ia. 

Consideretnos un plasma polvoso multicomponente magnetizado cuyos constituyentes son 
elc:ctro~ iones y particulas de polvo con carga constante y negativa extremadamente 
masiv- y de tarnafto de una micra. Se supone que los granos de polvo cargados son cargas 
puntuales y que sus tamaftos así como los espacios grano-grano son mucho más pequeftos 
que las escalas caracteristicas de longitud. por ejemplo. la longitud de Debye y radio de 
giro.entre otras. de los plasmas polvosos. 
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Se supone también que existe un número suficientemente grande de paniculas de polvo 
dentro de una esfera de Debye tal que se sea capaz de considerar los proce90S colectivos. Se 
considera la cuasi-neuualidad mediante la ecuación n. = n, - Zn. El subindice J es para los 
iones y el e para los elecuones. Como se dijo en el capitulo dos,. las cantidades 
conespondientes al polvo no llevan subíndice; Z es el número de carsa constante que reside 
en los granos de polvo y que a diferencia del capítulo ID es negativo. Se desprecia la 
corriente de desplazamiento en la ley de Ampere ya que se está ~ando con 
perturbaciones cuya velocidad de fase es mucho más pequefta que la velocidad de la luz. 
Partiendo de las ecuaciones Wsicas que fueron obtenidas en el capitulo 11. se establece para 
la dinámica de extremada baja frecuencia (en comparación con la giroftecuencia del ion) que 
las penurbaciones electromagnéticas en el plasma polvoso estÚI residas por las ecuaciones 
siguientes. 

Ecuación de continuidad: 

(4.1) 

Ecuación de uansf"erencia de momento del polvo: 

(4.2) 

Ecuación de trans.f"erencia de momento del ion: 

o= n,e( É+-:-xB)-vp, . (4.3) 

Ecuación de transCerencia de momento de Jos electrones: 

O= -n.e( E+.¿x»)-vp. (4.4) 

Ley de Faraday: 

VxE=-.!..!!.!J... 
COI 

(4.5) 
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Ley de Ampere: 

(4.6) 

Condiciones iniciales sobre E y jj : 

V·E=O, (4.7) 

V·B= o, (4.8) 

con las correspondientes ecuaciones de continuidad para los iones y electrones. 
:OOndep = ,.,,,,. es la densidad de masa del polvo. ,.. su masa. v. ,. v 1 y v son las 

velocidades correspondientes de las partículas del plasma. T.. T, y T 81 ~ra 

constmite.p •• p, y p es la presión de cada especie. E y D son los campos eléctrico y 

m.gnético respectivamente. Se supone que~ es constante. Sumando de i. ec.(4.2) a (4.4) y ,,. 
haciendo uso de la (4.6) se tiene: 

pDi'=e(~-n -Zn)E+_!_(vxñ)xñ-VP, • 4,,. 

por cuasi-neutralidad la ecuación anterior se reduce a: 

pDi1 = _l_(v x ñ) x ñ- VP • ...... 
donde D • !!!__+ i1· V. 

ª' 
J:>eurrollando el primer término del lado derecho de la ecuación anterior ,. .finalmente: 

v( B') 1 e- )-pDV= - P+- +-B·'VB, 
8Jr 41r 

(4.9) 
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donde: 

P=n(T+ZT,)+n.(T.+T,). 

Despejando el campo eléctrico de la ec.(4.2) y sustituyendo en la (4.5) se tiene: 

a jj 1fffC - ( ) e cvp) --=-Vx(DV)+Vx vxB +-Vx --o t Ze Ze n • 

de donde: 

!!._!!_=~V x(DV)+V x(v x8)-__.E_vnx VT. a t Ze Zen 
(4.10) 

Las ecuaciones (4.1).(4.9) y (4.10) son las ecuaciones que rigen el comportamiento de la 
dinimica de varios tipos de ondas de extremada baja frecuencia. 

Para obtener la relación general de dispersión se linealizan y apnea análisis de Fourier a las 
ecuaciones del apartado anterior .. para de esta forma exhibir el acoplamiento lineal entre los 
modos. Se supone que las cantidades perturbadas varian como exp;{i' · r - w t)donde el 

vector de onda se toma como ii = iiJ... + 1c.z . Donde Í.i. {k.)es la componente del vector de 
propagación perpendicular (paralelo) al eje E y w es la frecuencia característica de la onda. 

Por lo tanto. las cantidades perturbadas se escriben como: 

p==po+P exp;{E-r-a> 1) 

donde Do es la .._.;tud del campo m.gnético externo en la dirección del eje =. p 0 es la 

densidad de masa no perturbada. p. h. y ii son las cantidades perturbadas de densidad 



de masa, campo magnético y velocidad respectivamente. Se supone que el sistema se 
perturba a partir de v0 = O. Cuando: 

P 1 << p 0 .. .81 << B 0 y n .. (T. + 7;) << n(T + ZT,) .. 

donde: 

p 1 =P expi(E-r-m 1) .. .B, = B expi(k·T-tU 1) .. 
entonces la densidad de electrones es lo suficientemente baja como para tomar en cuenta los 
eCectos del proceso de atadura de los mismos sobre la 51.jperficie de los granos de polvo. 
Linealizando y aplicando IUWJisis de Fourier a las ecs.(4.1). (4.9) y (4.10), de esta última se 
desprecia el tercer ténnino del lado derecho .. se obtiene el siguiente sistema vectorial de 
ecuaciones: 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

Se expresa el sistema anterior de ecuaciones por componentes. del cual.. se despejan las 
siguientes cantidades: 

·,. _ IJ,,L - iBoL - iB0 L -
0 17 - --•.vy--• .. v. +---..vJC" 

(U cv.. cv., 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

se sustituyen para fonnar un sistema de ecuaciones lineales para las componentes de la 
velocidad perturbada.. del que se toma el detenninante igualado a cero .. obteniéndose: 
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(4.18) 

que es la relación general de dispersión que contiene los modos de extremada baja 
frecuencia. . 
Donde a>.,.=v ... .t.,.v,..=~,.v.=(ZT,+T")2" ym =ZeBo son la frecuencia 

( 4.wp
0
)i 111 - ) ~ lllC 

polvosa de Altvén. velocidad polvosa de AlfVén.. velocidad acústico-polvosa y gi.roftecuencia 
polvosa respectivamente. Se obaerva que las velocidades de Alfvén y acústico polvosa son . 
inversamente proporcionales a ,.,2 ,. lo cual indica que la inercia del polvo juega un papel más 
significativo en la din6mica de la onda. 

JV-4. e-H•ile. 

a). Para le,= O de (4.18) ae tiene: 

(4.19) 

la cual da Ja Crecuencia de las ondas polvosas magnetoacústicas. 

b). Para propagación a lo larga de las líneas de campo magnético externo /e,. = ley = O de la 
ec. (9) se tiene: 

de donde: 

(4.20) 

la cual es la relación de dispersión para las ondas acopladas polvosas de ciclotrón y de 
AlfVén. 

Para tu << w e ,. Ja ec.( 4.20) da: 
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En el limite opuesto cu>> w., la ec. (4.20) se reduce a: 

k 2 v 2 k 2c 2w 
cu-.::.L..:..:::t.·-·--· 

cu., GJ! 
la cual es la frecuencia silbido-polvosa, donde: 

es la frecuencia del plasma polvoso. 

e). Para 1c. << 1 y ~ << v .. << v., la ec.( 4. J 8) da el espectro de onda de tijera de AJfVén 
k ki 

donde P. = ~ .. es el radio de giro. 

"'· 
d). Para cu<< k.v.t y v .. << vA .. se obtiene de (4.18): 

'( 2 L2 ') 

( 2_ L2)="'"' -AV• 
(U "·v.. 2 .. 

"'· 
(4.22) 

Ja cual exhibe el acoplamiento entre las ondas acústico-polvosa y ciclotrón-polvo.a. Cuamlo 
tU - k. v .. • se obtiene de la ec. (4.22): 

(4.23) 

Ja cual es la ftocuencia de la onda acústico-polvosa dispersiva. 
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IV-4a. Modo maaneto•cúatico (rápido). 

Para ky = k, =O de la cc.(4.18) se obtiene: 

Reescribiendo la ecuación anterior y sustituyendo. le. = /e • se tiene: 

"" 1 (ª' ) -=-- _!..+Zn.,T,+n.,T. 
A

2 "'"° 41r 

La ecuación de cuasi-neutralidad n, 0 = n.0 + Zn0 al tomar n.o _. o. se reduce a n, 0 = Zno. lo 
cual e- de acuerdo con la suposición n.( T. + T,) << n( T + ZT,). y por lo tanto la ecuación 
anterior queda como: 

,,,. 1 (ª' ) ---¡-=-- -..!L+n,oT,+noT . 
k '""" 4,.. 

(4.24) 

En el capitulo anterior. en la sección de modos magnetoacústicos-polvosos. se comentó que 
en el regimen de muy baja frecuencia. la dinámica colectiva del polvo juega un papel 
donúnante. y la inercia es aportada principalmente por la masa de las particulas de polvo asi 
como el poder tratar a tos iones y electrones formando un fluido casi sin masa (lo cual se ha 
hecho al despreciar la inercia de tos iones y electrones en tas ecuaciones de movimiento 
respectivas en el preaente análisis). 

La ec. (3.36) del capitulo anterior. llamada modo magnetoacústico usual. y ubicada en el 
rango de ftecuencia a> << Cl << n, << n. se obtuvo considerando en la ec. (3.29) que: 

después. se tomó m,-+ O por lo que ahora se tomará n.0 -t>O en la ec. (3.36) para hacer 
corresponder ambas situaciones del capítulo anterior y el presente. Se obtiene: 

.... 1 (ª' ) 'L'2 = -- ._!.-+ n, 0 Y 1 T;+n0 T . ... "'"° 4w 
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NO DEBE. 
lllLIOTECA 

Para frecuencias muy bajas. lo cual es el caso, se comentó en el capítulo anterior que es 
apropiado asumir que Jos electrones e iones son isotérm.icos y que en tal caso los indices 
adiabáticos respectivos son iguales a t. de esta manera la ecuación anterior se reduce a la 
ec.(4.24). En ambas ecuaciones tenemos la presión total del lado derecho que es justamente 
la suma de la presión 11111gnética y la presión ténnica debida a los iones y partículas de polvo. 
El orden de nla8flitud de n,0 en ambas ecuaciones es el mismo. puesto que se tomó 1n, --. O 
para obtener (3.36). lo cual es equivalente a despreciar la inercia de los iones en la ecuación 
corespondiente,. sin embargo aparece en (4.24) porque el número de iones no es cero. 

IV-S .. Conclusiones 

Se ha presentado un conjunto compacto de ecuaciones MHD para plasmas polvosos 
11111gnetizados mufticomponentes. Estas ecuaciones derivadas se asemejan a Jas ecuaciones 
1"JID para un plasma constituido por iones y electrones. excepto que la densidad de masa del 
ion y la velocidad de este fluido son reemplazadas ahora por la densidad de masa del polvo y 
la velocidad deJ fluido polvoso, respectivamente. exhibiéndose los acoplamientos entre las 
ondas polvosas de AJfVén, polvosa rnagnetosónica.. polvoso ciclotrónica y acústico-polvosa.. 
La inercia del polvo es la que sopona los modos anteriores. Se investisó pal"&. las condiciones 
de extremada baja frecuencia modos rápidos para compararlos con Jos encontrados en el 
capitulo anterior encontrándose que el modo magnetoacústico usual ec. (3.36) • corresponde 
e9ClleiaJmente al caao limite Je,.= kz =O del presente análisis. Mientras que otras 
comparaciones no son posibles, puesto que en el capítulo tres se trata sólo de modos cuya 
propagación es en la dirección del eje x y aquí el vector de propagación tiene las tres 
direcciones. 
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CAPiTULOV. 

CONCLUSIONES: IMPLICACIONES Y PERSPECTIVAS. 

En el capitulo III, se investigó la existencia de varios tipos de modos magnetoacústicos 
(rápidos) en diferentes regímenes de frecuencia. Se obtuvo, para frecuencias mucho menores 
que Ja frecuencia de giro de las partículas de polvo, un modo magnetoacústico que es una 
generalización de Ja onda hidromagnética-compresional r•pida usual en plasmas compuestos 
por electrones e iones. En los resfmenes superiores de frecuencia.. se mostró la existencia de 
dos nuevos tipos de modos llamados"" Ondas masnetoacústico-polvosas"'. Ambos modos son 
acompaftados por perturbaciones comprcs.ionales del campo magnético y de la densidad del 
plasm' y son generalizaciones electromagnéticas de las ondas acústico-polvosas en plasmas 
polvosos no magnetizados con electrones e iones térmicos. 
Los modos normales discutidos en ese capítulo pueden ser importantes en el estudio de 
choques perpendiculares en los plasmas polvosos magnetizados. En trabajos previos (Rao 
1993), mostró la existencia de onda de meseta en plasmas magnetizados polvosos,. y se 
predijo una transición en el flujo del plasma de velocidades sub-magnetoacústicas a super­
magnetoacústicas. Se piensa que los choques ~ multi-fluido juegan un papel importante 
en aquellas regiones de las nubes interestelares que están caracteriz.adas por procesos de 
fonnación de estrellas. (Nakano & Umebayashi 1980; Pilipp. Hanquist & Havnes 1990; 
Hartquist,. Havnes & Morfi.U 1992). Las ecuaciones de gobierno obtenidas pueden ser usadas 
para deducir la estructura de los perfiles del plasma en la región frontal de choque.. (Rao 
1995). Por otro lado,. las ondas hidromagnét:icas tales como las ondas magneto.acústicas 
pueden proveer un mecanismo para el transpone de momento angular de las nubes durante 
sus etapas de colapso. Las nuevas ondas magnetoacústicas-polvosas encomradas.,. 
proporcionan canales adicionales para las redistribuciones del momento angular en los 
sistemas binarios y en los sistemas planetarios alrededor de estrellas simples, (Pilipp et 
al.1987). El análisis ef"ectua.do es aplicable incluso a los plasmas multicomponentes usuales 
que tienen por ejemplo,. un tipo de iones pero dos especies de electrones con dif'erentes 
temperaturas. (N.N.Rao 1995). 
En el capitulo IV,. se obtuvo un conjunto compacto de ecuaciones ~ para plasmas 
polvosos magnetizados. Se analizaron los modos provenientes de la relación general de 
dispersión obtenida y se encontraron los casos limites de interés. Haciendose notar que la 
inercia del polvo juega un papel dominante en la propagación de estos modos. 
Las ecuaciones de gobierno encontradas pueden ser usadas para el estudio de varios tipos de 
macro-inestabilidades así como la generación de campos magnéticos y estructuras coherentes 
no lineales en plasmas polvosos magnetizados de baja temperatura como Jos que se presentan 
en ambientes de laboratorio y astrofisicos. 
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