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Introducción 

En la actualidad ll\8 opciones financieras son instrumentos de inversión que día a 

día van cobrando tná.s auge; en muchos paises del inundo ya Me tiene un mercado de 

opciones funcionando, y se con1crciali1.an alrededor de 2000 contratos <le opción ¡1or 

minuto. Las opciones financieras tron inst.nuucntos rcla.tivw:ncntc "nuevos", aunque· 

en rcalicln.cl dnt.1ul de la (!poca de los fcniciOB y roruanoo. Las opciouus tionen variantes 

pues c-.x.isten opciones europeas, amcrict-uu\8, asii-i.ticus, cxót.kas entro otras. En esto 

trabajo sólo nos enfocaremos a las opciones europeas que opCJ"an sobre acciones que 

no reparten dividendos. 

Las opciones cnropcus son co11:tra.tos quo clan a su pÍ>Hncclor el derecho, nm.s no la 

obligación, de comprar o vender 'una acción a un precio y a·unn foehn'dcterminados 

en el contrato. Si la· ~~c~ó~ · _p_~1~tc co~1pr1~ _1ma · acci~n; _cnto1~.c~, ~~ _ ~ra~u ~.e tm 

call, y si permite venderla, ~to~~cshablJi;rn. ele im ¡;¡;~.· ~~~ b1~cionc,,i e11ropuas no .. ' - . . , .. - - •"·" . -- -

pueden ejercerse antes do stt rC<:ha dcvc~;ciriü~~to (r.;.,~; lu.Stal{quo ~tá vig<mto el 

ront,rat.o). 

Esta tesis consta de seis capítnléis: 

En el C11pÍt:110 1 se da• ~uta l>rovc prcscnt;,.ción do lrn< elcrnm1t.os prulimitull'L'S de 

3 
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Probabilidad y Esperan:.<a Condicional. 

El Capítulo 2 -~rata cscuetamento do'una parte de la Teoría de ~lart.ingaliL~, l"lC." 

como veremos, la propi~lad de: martingru~ se prcsc~t~rá ori !~ ~0cicios de valuaéióu 

de opciones. 
•: ·,·~ 

·,i:. ;:-;. 

En el Capítulo 3 introduciremos la dcfinici6n de oPCl6n y los. prin~Jpales proh!mwL~ 
. . ' <. ". ·. ' •'' ·. ' 

c¡uc surgen: el problurna del "pricing" o val unción dO la_ o~·~~~n, qun. consi.stc en 

encontrar el precio do las opciones, y el problema de la cobertura, 11110 cs em·onl.rar 

una forma de inversión del prudo de la opción para c¡uc a la fecha do vcmd111icnto se 

produ:.<ca una riquC';.a con la que se pueda afrontar la obligad6n c1ue se cstablC<'e en 

el contrato de la opción. Además se expondrán a!gur1as de las posiciones elcruental<.'S, 

las cual~ son formas de inversión que involucran a las opcion~ y a los activos sobre 

los cuales operan las opciones. 

En el Capítulo 4 se demostrnnín algunas de las relaciones que deLuu c111uplir lu> 

precios de 1.u.s opdoncs para que no haya oportunidad de hacer dinero sin anie~ 

gar na.cla por nu:xlio ele t.ransaccioncs con opciona1, las cuales son conocidas e-orno 

rclncioncs de arbitraje. 

En el Capítulo 5 desarrollaremos la teoría du los modelos cliscretos de. v1d1111ción 

dcopdoncs. 

En el Capítulo 6 construiremos un modelo do valuación de opciones conocido 

con10 1\foclclo Binornial; propondremos otro modelo "Trinornial"y veremos que uu 

la 1n·1kt.kn ~10 L'S ele ut.ili<lad, pues no rc.8uclvc los prolJlcmn.'i phuat.<•adns :o.olin• hL...:. 

opdones; por 1Utimo daremos 1u1a aproxhuación a 1u1 111odclo conthmo ele vnlundón 

de opciones. 



Capítulo 1 

Probabilidad y esperanza 

condicional 

1.1 Introducción. 

En este primer capítulo se cucncntran los resultados de probabilidad y uspcranza 

condicional que scriin utilizados n lo largo de cstu tesis¡ debernos advertir que varias 

propit .. 'tln.drn aparecen sólo mencionadas ya que sus dcn1ostradonCH requieren couociruicn

tos m1is profundos. No siendo cl objetivo do ustc trabajo, su dusglosa una parte muy 

¡mquoña do la T!.'Oría cle la Probabilidad C(ltu resulta sur do gran importancia para el 

desarrollo del mismo. 

Se inicia describiendo laa tr-1Ugcbrns para definir cspados medihl<'ll y cspncios clc 

prolmhilldn.cl; n. cont.inuación so habla do pl'ohahilitlad condicioun.1 y firuLhm~ntl? dP <-S

pcrunza condicionn.1, cs_tos tres clcnicnt.os que son indispensables para la t"onst..n1cción 

de rnodclos de rncrcados tinnncicros. 
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1.2 Espacios y funciones medibles. 

Al hlllY .. ar una. 1uoncc.la, sabc1nos que los ¡>06iblcs l'CSultados son: "<1uc caiga. sol" o" que 

caiga águila11 ¡ pero durante el ticn1po en que la moneda está en el aire, no sabernos 

cuál ele ellas resultará. Análogaroent.e, en el tiro ele uu dado, los posibles resultados 

son la."i 6 carM marcadas eon 108 111ÍtucrOH 1,2, ... ,6. Estas situaciones ilustran a los 

cxpmimentoH aleatorios. 

Un experimento aleatorio es aquel que tiene al mm1os dos posibl"s resultados, y 

clid1os resultados no se cncum1trnn dctcnninatlos do anlmuano. A la colucción tlc los 

posibles resultados de un experimento aleatorio se le llama e11pacio rnue8tral y se . 

denota por n. 

Por ejemplo, si contamos el ntÍiucro de veces que lloverá durante el próximo mes 

de julio y medimos la cantidad total ele lluvia en centímetros, el espacio mucstml 

quccla representado por: 

n = {(i,x): i =o, 1, ... y o :5 x}. 

donde i es el número de veces que UOvcrá y x la cantidad total de lluvia en ccntín1ctros¡ 

así w = (3, 5.271) es un punto en n u indica que lloverá tres veces y que habrá una 

cantidad total ele 5.271 centímetros de precipitación pluvial. 

En todo lo que sigue O será un conjunto finito o numerable. 

Definición 1.1 Umi t:olu:dcJr& 1W 11ací11 :F de ,o;uf1co11junto.l1 tfo n .. m 1liu: que (:_\' 1l1Ul 

n-álgebm de subconjunto.• den si satisface: 

i) n e:F. 
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ii) Si A E F, entonces Aº E F. 

üi) Si A,. E F paro todo 11 ~ 1, entonces LJ A,. E F. 
n;?:l 

A 108 elementos de una a-álgebra (08 Jlamal'Cmos en. ocasiones cvent08. 

Si :F es Wla a-álgebra, entonces cliremos que Ja pareja {O, :F) es un espacio 

medible. 

Ejemplos de u-álgebras: 

l. {0, O} es una tT-álgcbra y ru conocida como la u-álgebra trivial. 

2. La potencia de n (la familia de todos loo subcottjuntos de n¡, denotada por 

P(U), es una a-álgebra. 

3. Las a-álgebras generadas por una partición finita o nwncrable den (esto es, 

B, n D, = 0 para todo i 'I j, UnerBn = r!); sea B = {Bn : n E /} una partición 

finita o numerable de O; entonces existe una a-álgebra 1i tal que B e 1i y, para 

toda u-álgebra F tal que B e F, se satisface 1i e :F. A 1i Ju llamamos la mínima 

u-álgebra que contiene n B. 

4. El lan:t~unicnto de dos morK"<Jas que pueden ser clifcrcnciada."J tiene como aq>acio 

muestra( 

n = {(S,S), (S,A), (A, A),{~, S)}, 

donde S denota ni evento "cae sol" y A 8.1. cv~ilt'~:-i,c1i~·~ul1¡", adcrnás.la prhucra 
. ~· - ·: ~~· ;~ ' ; !- . ::. 

corn¡iom:ntc t';H el rt!5ulta<lo del i1~~umrolC~~Lo J'o: hL, f;~hú·c·!¡.-~ íll·c~A1L·<ii~.-y..1a scgurul1_1 Cor~-
• - •·' '. "« .-. ·1,.-:· ·.·.· .. -

ponente el de Ja SL>gimda moncda. Forn1en:ios I~ ~01.i(it!iorí~'.7=: d~ .todos º1"8 subconjuntos 

den: 
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:F {0,0, {S, S}; {S,A}, {A,A}¡{A,S}, {(S,S) ,(S,A)}';'{(1, S),{A1A)J, 

{(S,s). (Á,s)} ,{(il,s), (A;A)}', {(S,A),.(A, A)}, {(S1Al ,(A,s)}, 

{(S,S) ;(S,A);(A,S)}, {(S,S), (S,A), (A,A)}, {(S,A), (A,A) ~ (A1 S)), 

{(S, S), (A, S), (A, A)}}. 

Definición 1.2 Sea:F tm.aa-álgebm de std>conjuntos d« 11. Unafu,,;ció~1.P: ~-> R 

decimos que es una probabilidad si .•atisfacc: 

i) P ¡n¡ =t. 

il) Paro todo A E .:F, O :5 P [A] :5 l. 

üi) Si A.. E :F y A, n A;= 0 paro todo i ~ j, ~ntonces 

p [u A..]= :EP{A,.]. 
n~l n~l 

A la terna {O, :F, P) sc lc llama espacio de probabilidad. 

Definición 1.3 Una ftmci1in X : O -+ JRd es una función .:F-mcdiblc simple, o uector 

alcat.orio discrct.o, si paro todo x E IRd 

{w E O: X (w) = x} E :F. 

Al conjunto 

R(X) = {x E JRJ: existe w E O tal que X {w~==.a:}.- · ; _ --:::.__ 

ac le denomina rango de X, y en ocasiones se denota por 

R(X) = {x,: i El}, 



!J 

dando [es un conjunto de índices a lo más muucrablc (rccuonlc:~m·t¡uu pnr lupl>tt!:ii~ 

n es a lo m{IB munerablc )'. 
: ~4' -

Cuando d = 1,· el vCCtOr ·alOOt.Oi:;o X'.··~ lliuul\cú:~ v;1i·iu"b1_~ llleiítoriR. Oi.r..;t"i\'l°HC 'c¡nn 

cJ vccfur X:~ (X lt ... ,Xd) es aleatorio :d cada l~<'>r~pÓnouio"X,, ~;;,.~i i = 1, ... , tl,_ l!:i únu 

variable aleatoria. 

La función fx : JRd-> R, clcfinida por 

fx (x) = P(X = xj, 

es llamada función do deruiidad de X; t:uan<lo X= (Xi. ... , X,1) ª.ºdice <¡no fx (x) 

es la ftmclón do clonsidad conjunt.IL do las vnrinhlCtl nlcat!lrias X¡,J·= 1, .•.• d. 

A partir do aq1ú se considera (n,.1'",P) u:n;co;i~ncio: de ¡irobabilfrh;cl fijo~· Jos \'N'-

toros aluatorios cstnriln clcfu1iclós sobro {n, .1'");_ · 
. . . .·,,· ::_·,>?·. 

Notcrn-oH <1110: "~-:- ,,~·~'.·'..:.->> ;_~~¿·.;, ;·~:·~:~; 
1: Si .1'" es mm .,....:áJgchra-·gciu:iiad1\ ¡)'0.:1ti;í¡ p1ii:tid~\r(Úrúti1 n 11111m•1·11hlo dt• ll, 

-:--· - -··- .. ".:::\';i:i)/·;'.~(-:' ¡,i<;'.-· .,,~. ··i::'.1"{-~ ~ - ' 

cnto~cCH X ~:·-.n. '~.".'~1~-~~ ~~.-~~~~0~~~~1~c!~~~ri~·.H~.:~_Hó·1~:si ·,.Y;es r~nstnnti.! snhrc t•.u<la 

. 1u10 ele ¡¿,,¡ clemcnto8 d~ l~ '~j;,;Ó~{ . 
2. Si ,y.,;.,~ ;,-.. 'Ct.oratci~to~ió i\é:ecR.cxW', .,llto111·c."' 

. ' . . . . : . 

fw en ::xcwl =:r.I = "'· 

y, pam todo x E {R{X))º, 

/x(:r.) =O. 

3. Si X es uu vector aleatorio, R (X)= {o:1 : i El} es 1111 <'011j1111t.o lirúw o muucr-

nhlc .. Sra B; = {w E !l: X (w) = .:,, i E !}; eut.011t·1.,; la 1·oh·d611 B ~ {Il1 : i C /} 1-s 
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Wl8 partldón de n. 

Prop<>llición 1.4 Sean X, Y variables aleatorias 11 a, be !R. Entonces las funciones 

a}( + /1\'" 11 X)'" t.urnhir!n son mriablt·.• aleatorias. 

DemC*tración: 

{aX+hY = n} Ü ({aX + hll• = n} n {Y= y.)) 
~=1.-. ,¡ , 

.·Q,({x:=_n-ab1J•}n{Y=11•l) e:F. 
Por otro lado, 

X, denotada rr (X), como la infüima 'a_;_dlge.b'ru qué· co.ntiéiié a la partición 
•;-' 

B = {B; : i. E I}, donde. B; = {;_., E n ; X (w) = X¡~ i E l} ~ 

Dcflnición 1.6 Senn X : n --+ IR.m un vector alr.aturio y g : Rm -> JR. tal que g (X) 

"·' una JJarialifo nlrotoria. Dircmo.• quú g (X) tiene m~mento finito d~ ord~nn si 

L l11"(x)lfx (x) < oo; 
"' . 

11 rlr:finimo.• d morr11:11to de m-den 11 de. ,j (X);;. o ·:1~ •«;,¡Íe'n,rJ,/dc·;,;. {,x¡;",,~mo 
'/ ,"·~~:¿ ~--'i 

E(g" (X)] ,;,,L,1/''.(x)ix (x), 
. · .. · •l .I'-' '· .. · ... 

rlcmdr: / x r.• In /um:iún de dúuiülad dcd·X. ·· 

Si X (~ \ma varial>lu alt:at..ol·iB~ ~[X} (~ (:~uo(:~rln cciu10 lu c:H¡>ora.ta;r.a clu X. 
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1.3 Probabilidad condicional. 

En el desarrollo clo 1u1 cxperirucmt.o no rcsult.n extraño cuf!Stionanm sobro Ja prolm.bil-

idad <'011 que sn da tui cvrmto, luego ele estar sujeto (condicionado) R la ocurrencia. de 

otro¡ por ctiurnplo: 

Un dado pmfcctarnent" balanceado os lanzado dos vccos. Dado que el total 

obtenido es 7, /,cuál <'ll la probabilidad de que en el primer lan7.amicnto so haya 

obtcrúdo k, t•on 1 :5 k :5 6'?. 

El espacio mnestral de este cxp~rimcnto es n = {(x, y) : :r., 11 E {1, ... ,6} }, donde 

la primera componente de la paroja reproscnta el resultado obtmúdo en el primer 

laru-.amicnto y la segunda el resultado del segundo lummnúcnto. Si so sabe quo la 

aurna ele Jus caras que ~ycr~n.cs 7, los posibles resultados so roducen a -

{(1,6)}, {(2,5)}, {(3,4)}; {(4,3)}, {(5,2)}, {(6, 1)}. Sean los eventos: 

A = {el resultado del prirnm:·111niar.á.icnto es k} 

B ={la suma de las car~·~1uoh~yeron es 7} 
2-~· -. ' ' ~·· ·,~~-\~ -: __ -,' .. _ '. ' 

y si denotamos. por P [Al BJ nbí'probahilidad clr. que oc1trra A darlo que B ya 
. . . . 

ocurrió, entonces, para cada-.viJ~~--k; .... _'- .' 

.P[AIDJ p [(k, 7-k)j 

t 
6' 

Si uos pregnnt.anuno:-1 ahorn: ~lado qun en el prinrnr ln.~w .. nrulcnt.o 80 oht.uvo 4 1 /,cmtl 

1-;, l1t Ínrl1úbilidnd do .. <11~l;'<!ri ~;¡ :-;l.1?.1üi,fJ~ h_u1Y.1uafm11.rJ:·~u obt.m1ga /.·?. i: 

Si· :m 'couOcü q1ie -,m el 'i~rlrnur· Jnn~~i¡lliei;~·? ~-~1;t1i'vo· ·~l/ J~s .f>0sihlcs 'rusultndm; son: 

{(•I, l)} , {(<I, 2)} , {(4, 3) Í , { (<t, 4)} , ( (4, ü)} 1 ( (:1, 6)}; Scafi los <!V<ml.os: 
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e = {el ret1ultado del segundo lanzamiento es k} 

D = {el r11s11ltado del prirncr lanzamiento C8 4} ¡ entoncus 

P(OID] p [(4, k)] 

1 
6' 

Finalmente, tenemos 

P[BID) P((4,7-4)] 

p ((4,3)) 

1 
¡¡· 

El ejemplo anterior fue escrito corno motivadón parn dar la sigiúente t!cfinidtí11 

de probabilidad condicional: 

Definición l. 7 Sra B E :F tal que P [B] > O; cntonc(!S P".1;" too~ A E :F dí!finim11• 

la probaliilidad cmulit:icmal de A dado B, do'n~tada P[A ¡ ·n¡, ct1mo 
. ' ' -_ ' . -, ·' ~' ' ' '. 

P[A 1 B] = P(AnB] 
P(B] . 

Ahom pcxlmnos enunciar el si11;11icnte resultado que L>stnblcce qno la probabilidad 

cotnlh·ionnl es una f1u1ción de dm1sidnd. 

Propot1ición 1.8 Patu cada B E :F trtl 1¡ue P [B] > O, P [· I B] : :F.-,+. (O, l] "·• mu1 

fJrnbaliüiclarl ¡¡, ¡wr lo tanto, (U, :F, P [· 1 B]) e.• un rmel'CJ e1•p.11i:it1 de. pmlH1/1ilidad. 

Dcm08trnción: 



i) 

P(llJB) P(nnBJ 
PIBJ 

PIBJ 
PIBJ 
l. 
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ü} SE'A•AE:F; entonces AnB e :FyP{A 1 B] ~O. Dcladcfi11idóu l.2hl•Ohtie1m 

P (AnBJ :5 P(BJ, 

con lo que 

P[AI D] S l. 

üi) Sea A 1,A2 , ... una sucC8ión do·clcmcntris de :F tal que A, ni\; = 0 para todo 

i ,¡ j; entonces 

P[(QA.)nn) 
P(Bj 

P [,9, (A. n mJ 
P(D)' 

f P(A,nDj 
•=• P[D] 

f P[A, 1.DJ 
.¡:i:-:t 

o 

Un n?Hultaulo \nísico y.e.lo gran iiuport.auci11 es el t.uormuu. de ln. prohnhilida<l totn.l, 

'l'll' n <~nt1t.i1nuu~ic.l11 mnuminnms. 

T<>orcma 1.9 (Do la Probabilidad Total} Sm {B; : i e /} 1m11 purtfrirí11 ji11il11 " 
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numemble de 11 tal que B, E :F paro todo i E /; entonces paro todo A E :F 

Dem<>Htración: 

entonces 

p [AJ = E p [A 1 B;] p [B,]. 

P[A] 

{iEl:P[ll¡l>O} 

A Ann 

An c~1 B1) 
LJ (AnB,); 

{iEI) 

E P[AnB,] 
{iEI) 

E P(A 1 B,]P [B;] 
{iEl•PjlJ,j>D) 

o 

Sr.a nuevamente {B. : i e !} 1ma partición finita o numerable den y 'H. la mínima 

a-álgebra que la contiene; para· cada A E :F y C E 'H., usando cl tcorcmll de 111 

probabilicllld total, se tiene: 

donde C = LJ B;. 
{JeJf 

P(AnC] = E P(A 1 B;]P[B;], 
{jEN~DJl>O) 

Dufiuición 1.10 St:U 'H. 1ú1u rr-tLl9r·l1ni !Jf!flf'TTL'lu ¡mr· IUltL ¡1ttt1ir:i1í11 ji11iltt o 1111m1•ml1U: 

dr. {l¡ cntoru:c.'11 ¡u11u cada A E F, tlr.fin.in1os la prvlm.IJilidrul t:mulidorutl tlr: A rlmlo 'H.. 

r:o11w una furu:icín. JI: O--+ R, 1{.-w.t:tlibfo, qttt! .'l11fisft1.t'.n la 1:1:wtt!i1ír1. J •• "J. 
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La probabilidad condidonal así definida ;no ':'.' t1nica, sin embargo las funciones 

Corolario 1.11 Sw. X : n '...:..; !Rm ~n ,,.;;,tor aicatorio; entonces: 

i) Paro cada x E Rm' ¡/paro cada B: E :F tal que P (BJ > O, la tJrobabilidad 
,· 

co11dir:iunal de {X= xfdado ·n estaf.á drifinida 110r: 

'¡>¡')(=X 1 BJ = P[{X = x} n B] 
· · .•«P(B] ' 

y, pam cada B fti~ t.al que P [B] > O, P (X= ·. ¡ B] r:s una den.'lidad. 

ü) Sen 1l la mínima rr- álgebm qtJe conl.itme a la partición {B, : i E l} tal que 

B¡ E :F 1mro todo'i E l; rmto1u:es, pam cada x E !Rm fijo, P (X= x 11ll e.• una 

Ju11ción 1{- rrwdible dada por: 

' { p (X = X 1 B;] 
P (X = x l 1il(w) = O 

si w E B; y P (B,] > O 

.,; w e e, y P ¡n,¡ = o. 

5<'..an X : n -+ R7'l y ~ : n -+ 1Rd VL;'C~.orcs alcli.torioK. Su puedo definir ln dcrt.'iidacl 

condicional ele X clnclo {Y= y} y In probnhllidnd rondicionnl do {X= :r.} dado" (Y) 

ele In. siguiente forran.: 

Corolario 1.12 i) I'am mrlú y E IR'1 lal que P [Y = 11] > O, la fmu:irín 
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f x¡y ( · 1 Y) : IRm -+ IR, definida por: 

fxrv (x 1 y) = P [X = x 1 Y= yJ .. 

P[X =x,Y=11] 
= P[Y=y] · ' 

e.• una densidad, y se llama densidad corulidcmal d¿ X dddo ·{Y = y}. 

ii) Paro. cada x e Rm, P [X= x 1 rT(Y)] :.n ::C..·JR.;.;1,Jiriirla 1m1·: . '. . ,, . -· ·~· . ,~ ~ . . ' . . 

¡ P [X. = "' .. l. Y. :.=.··.··. u .. 'l.·.~ .Y(. w)~ 111 y P[Y = 111] > O 
P[X=xlcr(Y)](w)= •.-., ... >.'· .. ''!'.'·'··''·· • .. 

O . . ·: . .•i Y (w) = y1 y P [Y= y1] =O, 

es una función fT (Y) - mr.dible llamada la probabüidad r:ondit:icmal de {X = x} rlarlo 

tT (Y). 

üi) Paro. cada X e IRm fijo, la función fx¡v (x I ·). dr:finida ¡mr: 

¡ P [X 1 Y 1 PJX=~ Y=vl · p [Y j · = X = 11 = p¡y.' V) ·" = 11 > 0 
fx¡y (x J Y) = · 

O ~P[Y=~=~ 

satisface fx¡v (x 1 y) o Y= P [X= x J "(Y)]. 

Para simplificar la notación, denotaremos por 

. . . 
P[X =x i"(Y)j ,;,P[X=x 1 Y]. . . .: ·:·> ' 

Para c~da y e IR'1 tal 'I"" P [Y =y] > o;' P[X.J Y= y] Cll una dcn.~idad; cntoncllS, 

pura todo A E lR'", HO tiene 

P [X E AJ Y= y] = ¿.P[X = :r. 1 Y= y], 
' - ~EA- . 

y, nsnudo ni t.eonmm <lu In proha.hili~Jad· t.otn1,·· ol.Jt.enmn08: 
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P[XEA] E P[XeAJ Y=u]P[Y=y] 
{>'P!Y=;vJ>O} '" . · '· . . . . . . . 

E . i::í>rx=x JY=uJPJY= vJ. 
{v•PJY'.'.'vJ>O) zEA; •,·;:;,;,'~' 

Más aún, para todo A e JR"' y C e J'Rd, Jrin~ill.Je . : 
,; ~ ;:. , , ... ' 

P[X e A, Y e O] .·.{~~~.~~~~i~?>'.~:.rd,'.~~"1·~·~·~1.r r~ .. = .'11 
= ·_/ ''E'">\EP[X,,;,x 1 Y=u]P(l' =y] 

{veo:"PJY.;~¡;ói~eA , ' · , , · · · · • 

En particular, la densidad conjunta d~ :(~,Y) ..; ~uede cscrihÍr en té~;ninOH ele den-

sidadcs condicionales: 

1 
P (X= x J Y= 11] P (Y= y] si P [Y=.;,¡ >. O 

P(X = x,Y=11] = 
O ~P~=~=Q 

1.4 Esperanza Condicional. 

En rsb1 succión estudiaremos brcvmncnto la cspcrnn~.a concl~~ion.al,. I~l_.Cs·~~:l"an·1.n <:Le ~lr1 

V<'t:tor alcat.orio con respecto a. tma dcnsidtul condicional, Í~~-1~- cl1~~n:t~. ·ci d~~llo 

de la par!,, fundament,al ele este trabajo "º rcqtúro do. s;¡' rníuiojo. ' 

!J (X) 11'! mui vnriahl~alcat.Óri~. I.;.c,~r;~;iiui.~'foi1;ÍJci¿¡;¡l·;Í6.t1¿'<) ;¡;~lo n sr. ,Í~fin<' 
,..:--· ~~~"~i·-: 4:\\;,~.J~:~~;.::~~f/<. ;\~~~~:l\~ ~ ... 

. '> ',~- \' \ -~.~ ... ' --·· 

~ ¡,, cxfJ/il,~;13;; <:1:>~rX:.c:.x.J n¡. · 
·: __ ,, ':,:, - _.-.,.:_ .- " .. ·, ·'J .i:-.t;•::·.-:_'.·:·._. .... ;,.' ; ·· .. ' . ' 

COlllO 

El si!l,11i<int.n tnorcr~n nos.clil i~ comÍicicSn~ufldr.ntci para la cxisl.cucin de E~/ (X) 1 Dj, 

dou<ln fJ 1lc~uot.u. n <mttlc¡uiCi· cvÜrit.o. 
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Teorema 1.13 Supongamos que E [g (X)) existe; entonces E [g (X) 1 B) existe. 

Demoatración: 

Es suficiente mostrar c¡uo L l.'I (x)I P [X = x 1 D) < oo. 
z. 

~lg(x)IP[X =xi B] El ( )IP[{X=x}nD] 7 "' y X P[B] 

::; P~D] ~jg(x)IP[X=x] < oo 

o 

OLt!iervacioneis: 

i) E [X 1 D] ca lineal, pues ca una capcraill'.a, es decir, para todos a, b E IR y X, Y 

fundom~ :F-mcdiblcs, 

E [aX + bY 1 DJ = aE [X 1 DJ + bE [Y 1 D). 

ii) La función indicadora del conjunto A, denotada 1,,., se define como 

además, si A E :F, 

lA = {l si w E A 
Olilw1'A; 

E [l,,. 1 DJ = P [A 1 B]. 

E (q (X) l Y= 11] su define do muí fonna general como sigue: 

Definición 1.14 Sr.nn X : n -• lR'", !I (X) : IR'" -• lR y Y : n -> JR" '''"'"'""·' 

alr:atcn·icu;. Su¡m119a11uu1 que E[!/(..-\'.")} t!ri"ll.t:. Se r11:fine la 1:.'ipt:rnnza 1:0111lit:itmal 



Efg(X) 1 Y=·]: JRd-+ R como 

{ 

E~u(x)fx¡y(xlv) siP[Y=y)>O 
E IY (X) 1 y = y] = 

O ~P[Y=~=~ 
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De acuerdo a tJSta definición E l!J (X) 1 Y= y] es una función de y que puede 

denotarse por h (y), induso puede componerse con la ftmción Y; y es claro que h (Y) 

es un vector aleatorio discreto definido l!Obre (O, u (Y)), pues es constante sobre los 

conjuntos {Y= y}. 

Definición 1.15 Sean X, Y y g (X) funciones :F-medibles tales que E [g (X)) existe; 

entonce.• la esperanza condicional deg (X) dado Y e.• lafunciónh (Y), <T (Y)-medible, 

definida por 

h (y) =E [g (X) 1 Y = y]. 

El siguiente tcoren1a rstablccc la condición de existencia de la esperanza candi-

ciomu h(Y). 

Teorema 1.16 Se1m X, Y y.</ (X) llP.ctorcs alr.atorio" tale.• qtle E lu (X)) existe; en-

tom:r:" E IE 111 (X) 1 Y]] exi .. te y · 

EIEl11(X) 1 Y])= E[r¡(X)]. 

Demostración: 

Para que exist.a E IE l!i (X) 1 Y]) su dchu mostrar quu: 

E:E(g(X)' Y= 11JIPIY =11] <OO. 
u 
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~IE[y(X} 1 Y= Y]I P(Y= y] {.'Pl~•l>O) 1~9(".'}~·(X ==X 11' =y]IP[Y =y] 

=:; E _ E 19 (x)I P (X =:' x IY = y] P [Y = 11] 
{u:PIY=vJ>D} /r: ;_, , ,:!e· .· •'·'>' 

E -E; l9(x}IP[X=x,Y=11] 
"' {v,PJY;=•l>O) , ___ ;,::::,: ,_ :. .. 

E 19cxYIP1x.:.: ;Í < oo. 
'. % ~ ~ ··_. !,.:_;: ,,. ¡ ···';' 

E [E[g (X} 1 Y]] 

E[g(X}] 

CI 

Si A E u (Y), cntoncc:i lA es rr (Y} - medible. Sean A = Uue.11 {Y= YJ J y 

91 : IR" -> IR definida por 

-( } . __ - --·{ 1 ~i y E {YJ i j E_ .T} 91 y= . . -
. . - O - en otro cl\.'IO, . .. : ,. ··:'..!· ,·l_.· :1,'·.,.: '• 

OhsorvcmOH quo 1:,, = fil (Y}, de do;;dc ~csulti\ 1~ ~ig11icntc, pmp0Hici611: 

Proposición 1.17 Sr.mi X, Y-11""-l~;re,.;, almt<1rlns trifo.• <¡rw E (!1 (X)] <'J'i,•I<"-" .w.11 •• \ <: .. .. ;·',·';':':' ; .. · ·, .. ,· - ... 

tT (Y); entonce.• 

E (lAE [!I (X) j l'Jl =E (l,l!J (X)]. 
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La demostración es semejante a la del teorema anterior. 

El siguiente teorema da la caracterización de E [g (X) 1 Y] como variable aleatoria 

Teorema 1.18 Se.an X, Y funcione.• :F-medibles f.ales que E fg (X)] exi.•te, y H : 

fl--> ~ una función u (Y) -medible t.al que, pam todo A e u (Y), 

entonce..11 

P [{w E fl: H (w) #E [g (X) 1 Y]}] =O. 

Demostración: 

Por la proposición anterior, para todo A E u (Y), 

E flAH] =E flAE [g (X) 1 Y]]. 

Sean 

A;= {w: Y= y;,y; E R(Y)} E u(Y) 

y 

H(w) = lt; para todo w E A;. 

Por 1um part.o, 

E[l,.,H] L 1,i, (w) ll (w) P [{w}] 
wen · 

lt, L;P [{w}] ,,, 
lt,P[A,j, 
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Por otm parto, 

E (l,¡,E fg (X) 1 Y)) :E lA, (w) E fg (X) 1 Y (w)] P ({w}) 
wen · · · ·' 

E[!¡(X) 1 Y,71/i]LP({w}] 
, A¡· 

. E (g(X) I y';: i/,)P (A,).• 

Entonces, para todo w E U, 

H (w) = E fg (X) 1 Y) 

o 

&te resultado es la base de la definición general ele e><pcrrutm corididonal, que a 

continuación cnunciarnos. 

Definición 1.10 Sean X,}' ftmcionc~• .F-nwdibles t.ale.• qur< E [11 (X)J r•xislt:. D<fi//-

inms la e . .,Jercm.za condiciorial de y (X) dado. Y r:tmw la Jm.,:irfo 

E fg (X) 1 YI : n - JR, rr (Y) ~medible, que .•atisfacc 

E (l,¡E fg (X) 1 YJ] =E (l,¡IJ (X)I, 

pam todo A E <T (Y). ·. 

esta propiedad difieren <in tlll cémjtmto con p..:,bábllidad cero. 

Sean 1{ e :F 11~ a.:_álgcbm gci1.ir1~da 'por!.i' partición firúta o ntmmruble 

B = {Il¡ E :F: i E Í} ilnn y ~\ : n ',...;_~m y!/ (X) : :.:.m - ~ \'1'<'101'<'8 ah•nf.nrios: 

entonces 

E[!¡ (X) l 7tl =E Í!J (X) j B;) si w E B,. 
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A continuación se emmchm algunas propiedades elementales do la wparmw.a <'Oll<li-

cional 

Prop08ición 1.20 Sea (n, :F, P) un es¡mr:iu dr. probabilidad y ?i una ,.,,,¡, rT-álf¡t:bm 

de :F. 

i) Si g (X) es ?i-mt!dible, entonc;,...E ~/(X) 1 ?i] = fl (X). 

ii) Si g (X) es 'Ji-medible, entonces E [E [g (X) 1 ?i]] =E [g (X)). 

iii) .Paro toda función Ji {v),·1-t~'~;j,¡¡¿¡~ ~ 'ar:~t~da, 

viii) Si g (X) c.• indape11die~1te de 'Ji} c'rito11cr..• E [g (X) I ?i] = E [q (X)]. · 
: . '·\:.·.,::· ,;':~··, ·. 

La.a cluna08trnci~ncs :;e ~~iÚ~é~i. 
Notemos qno.E[g'(,Y) (?tí ':"n--> IR CH una variable aloat.ol'ia, por lo que tiene 

scnt.irlo calcidar HU UHJlorm1:f.n. 
-. ·:~ .. ·--:. - . ,• ':,.' :' 

A t•ont~nuildórí :Vér~1110H·1m.rC811lt.n<lo úmy 11.til en el mnpleo de In C8pcrarv,n. concli-

dona.l 
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PropOIOición 1.21 Sean X : O -> R"' y Y : O -> R" vectores aleatorios tales 

qne Y e.s independiente de :F; entonces, pam toda función boreliana g acotada so-

Elq(X, Y) 1 :F) =E[q(;,,,Y)) o X. 

Dem08tración: 

S<'a Z una vnri11h!e nlcntoria F-mcclihlc PositiV..; entonces, utilizando la indcpcn-
, - '·-·.· .. : .... 

dcnc.ia ele Y del vector (X, Z), 

E[zu(X,l')] 
,\• 

E L do (x,y)fx,z (x,z)fy(y) 
(r,.Í)ER(X,Z) VER(Y) , . '. • 

. ·L·.c·· z.(·. ·.E ~'tx,y)fy(y.)) fx,z(x,z) 
(r,z)eR(X,Z) ueR(Y) · · · · 

'E z (E [9 (x, Y)Ú f;,z (i;, z) 
(z,z)ER(X,Z) ' 

E [ZE [q (X, Y)Jl ;' 

SI haccm08 Z = lA, con A E :F, y utilizando la dcfuiicióri 1.19 y ¡;. .mcdibilidad de X 

con raipecto a F, tcncmOH 

E [u (X, Y) / :F) E[.q(X,Y)) 

E [g (x, Y)) o X 

o 

Esta proposición r1a.1 dice que E [.q (X, Y) 1 :F) se puede cnlc:u!nr f.omando n X 

como constante, es cfocir, 

E~¡ (X, Y) : .1") E~¡(X, Y) 1 B;) si w E B, 

E [ti (x;. Y)) si w en, y n, e (X=";). 
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Tuorema 1.22 (Desigualdad de Jensen) Sean X una variable 11lt:atori11 ,.,.11 '.,. 

pemnza finita y y(·) urta /unc:wn r:on,,e.xa. Entont:e.• 

E [t¡ (X)) ?! g (E [X)). 

Dem01<tracíón: 

Como .g (x) es continua y convexa, entonces r.xlsto una. recta./ (x) = ax+b tal qrw 

1 (E [X))= .g (E {Xf) y g (x) ?!. l (x). 

E{l(X)J aE[XJ+u 

l(E{X)), 
.·,,-

por lo que 

g(E[X]) E [1 (X)] 

$ E[g(X)] 

o 

1.5 Convergencia en Distribución. 

E1 propósit,o de esta tesis ar dcsa.ITOUnr un ruo<l<ilo dis<'rct.o para vnJnar oµ~innus cHr(}. 

peas. En el capíttilo O obtcn<lrcrnos la fónuula del Modelo Binomial <¡ne propordorm 

los valores clu )¡¡¡; opcion"" 11 los tiempos O,~.~ .... , <N-¡.,•rr, T clC!l lnton>1lo {O, T] ele 

vidu dn la npdón. Se vcni r(lm si He \'U rcfiunn<lo }n. part.it'ióu de <":-'f.P int<'n:n]o, ha-

cirmdo tundcr N u ~r.tlir~it.o, In fór~nüJn. de vnhmcióu convergm·á en clistrHmd<ln n la 

fórrn11ln <~ontintm <le Black~Sclmlcs pura vnlitació11 clo o¡>t•ioneH rn1rn1J<.!IL'i. 
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Por lo anterior, expondremos brevemente los elementos de convergencia en dis

tribución que requeriremos para tal objetivo.·· 

Definición 1.23 Una suce•i1ln [Xn} d;; varia/;¡...s 1a1éatorias converge en di .. tribución 

si y •dio si cris!c una Jundón de dfatrib1'~ió~:.F ·tal que 

¡¡;¡, Fn(iii = F(x) 
n-oo .· .. __ , 

"" l.ndo .• los puntos X dnnde F c.• continua:. 

Veamos un ejemplo! 

Sea Xn es tlll ~n~er~ elegido ~lcai,;rinmentc en el intervalo [-;, ;] , con n 2: l. 
r • ••,' • 

Ln distribución F.;.(·) de Xn está dacia por: 

Fn(x) = ¡ : ;: ::X~:i -.! < x < ! n - - n 

1 si X>.!. 
n 

Cuando n __. oc 111 sucesión de funciom.'ll Fn (x) ticmlc a la fltnción límite 

¡ Osix<O 

G(x)= ·~six=O 

. lsix>O. 

G(x) no cs.1tm1 ftmdóndc rlist~il~t.Ídón;pem redcfinlcnclo el valor en x =O ele In 

siguic11t.u 1nnnuru.: 

: .. ··{ 0 Hi X< 0 
. F(x) =· .. 

1 Hi J: 2: 0, 

obt.onui:nos 1uu1 · rliHtrihudóu u la cnnl la sncl?Hióu { F,.} convt~rg<! en t.rnlos los p11nt rn; 

<lu cont.iunidnd clu F. 
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El siguiente tccircma proporciona 1ma.definici6n .eqtú~lente do. convergencia en 

distribución. 

Teorerna 1.24 Una .mce.•ión {Xn} de va,.:;;.blcs dieatorias co11verge rn distribución 

.'li y sólo .fli 

lim E[/ (Xn)] = E[/ (X)] 
n-ao . 

pam toda fundón f continua y acotada. 

Ln demostración se ornitc. 

Otra de las herramientas indispensables en la teoría do la Probabilidad es la 

ftmción carRctcrísticn, en particular es títil en el estudio de la convergencia en clis-

t.rilmdón. Primero daremos ln.s definiciones prelimin11rcs. <le variable aleatoria com-

¡>leja y de HU esperanza. 

Tuda numero complejo z se pue<le escribir de la forma z = x + iy, donde x y y 

sou mímeros reales e i = .;::T. El valor absoluto de z se define como 

izl = (x'+y2)~, 

y In distancia l!nt.rn dos n1~1meros co111p1cjos z1 y z.i se define cOruo Jz1 - z.il· 

Definición 1.25 Sr-<111. .#l(, Y n -+ R uarillbfo.'I almtoria . .,.La función. Z f2 -+ C 

clcjinida por 

Z=X+iY 

t:..'i uua van·a/Jlr: aluitontl r:o111¡1foja. · 
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Definición 1.26 La esperanza condicionar de· ·una variable aleatoria com¡•1"j<L Z = 

X+ iY "e define como 

E[Z] =E[X] +iE[Y], 

y Z tiene. e.spemnza finit,a .•i y .•ólo si E [IZIJ < oo. 

Ahora enunciaremos la definición de función cuructcrísticu de una vuriulilc nlmto-

ria, la. cual involucra ntírncros complejos. 

Definición 1.27 Sea X una variable aleatoria. La fancitfn 'f'x (t),.-oo. < t < oo, 

dada por 

'f'x (t) =E [exp {itX}), 

se llanJ.a la función camctcrí..'ltica' de X. 

La función característ.i~·~ d.':' X shimpr(l. ·oxi~tc, yn que 

ciCp {Úx} ='coii (tx) + facn (tx) 

y, para todo w E 0, 

[oxp {itX (¿,)}[ ( cos2 (tX (w)) + .•cn2 (tX (w))) ~ 

l. 

Cnlculemos nlmrn In f111wión rnrnctcrfsticn ele unn vndnhlc nlentorin con cliH-

Lrilmdón N (µ, a 2 ).: 

E[mcp {ita:}] l
oo exp {;ta:} llXJI { - (r;.i~>'} 
~~~~~~~~~~dx 

-oo ../2iirr . 
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{ 
(µ + it11•f' - µ• } ¡"" uxp { 

cxp 2CT2 -oo 

= cxp { it¡• - 4u2t2
} • 

El •igiúcnt.c teorema mtablccc c¡uc la func!ón do <li•trilmción <lo tulll variable 

aleatoria. está dctcrrninacla por su fw1dón carncl.cTíst.ica. 

Teorema 1.28 (De Unicidad) Si dos variables aleatoriás. tienen la ml•ma fundón 

r.amcterí.111.ic:a, cntnncc:s tie.ncn la rriisma funci<íri de di.'ltribUcicín. 

OmitimON la <lcmost.radón. 

El teorema qno sigue cstn.blccc que la convergencia ele funciones curact,crística.-; 

implica la convergencia do las correspondientes f1m~i~n~ de distribución. La ck.~ 

mostración so 0111it.o. 

Teorema 1.29 (De Continuidad de Lcvy) Sr.an Xn,11 ;;=: 1, una .mr:esiún de 

miriablcs cileal.orias tul qtrn 

,).!!~ 'Px. (t) = tpx (t), -oo $ t $.oo. 

Entonce!,.., X 0 conuernc r:ri di.t1tribucicín, 

Por tíltinm, ln. proposición que rmmcioun.n~os n. continuadóu <~t:nhlet•o la <'nnver-

gmacia. en clistnúhttción de vnrinbh!:i Uinoruin.lL"H n. 1um ,_lhd.ri1J11l'i<)11 rmn11nl. 
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Prop<><1icl6n 1.30 Si (YN )N>I es una sucesión de variablc<a aleatoria.• de la Jom1a 

YN=Xf +xf + ... +x~. 

dondt~, pam 1:ada N, las variable.11 aleato1'iti.<1 Xf" son independientes e idénticarnente 

distribuidus, r.or& 11ulorc.• en {--7i;. "7i;} y con media µN tal que liruN-oo (NµN) = µ, 

y 

J!!_'!, (N¡tN) = µ¡ 

e.ntorice.• (YN) N> 1 rw1ve7!Je en d~•tribucic}~ a' ,in~··.;,~bl~ ~~n distrlhucirfn .N (µ, u 2). 

Demostración: 

Usando lu función caractcristica de YN, 

rpyN (t) E [cxp(itYN )) 
N 

fi E (cxp(itXf}j 
i=:l ·:. :.,. ._ 

(E [uxp(itXJ"Jj) N 

( 

. - t2E [x•Nj ) N 
l+itE [xf] - · 21

1 ~+o (N) 

( 

- - -- 2 - _( ¡ )) N -

1 + it/tN - t
2 ;N +o N - ; 

tomando lírnitc, 

li ( 1 itN¡tN -t""f ( 1 )) N 
N.!!1.o + N +o N 

r.xp {u11 - t2 ~}, . 
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lo que demuestra la convergencia en distribución de (YN)N>I 

D 
. . .•. . . 

Los elemm1to8 prusentfldoH en este capítulo los utilfaáremos ampliamente en el 

clCMm>llo clo loé dos 1íltimos capítulOH; principrumcnto ~céii;rriremOH ~I 1Ílanejo de la 

cspcrmlZB conclicional, una de las hcrrnmicntss Inás6til""'. ~ .Já teoría do :la prohabil

iclad, y a las propfodadcs do Ja convergcndn Cll cll~tri~Íi~iÓn, al fiiiaJ el~! esto trabajo 

cuando so cstuclie In aproximación a un mod~lo 'c6ntl~~~o do_ valuación de opdoncs. 
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Capítulo 2 

Martingalas. 

2.1 Introducción. 

Con el análisis de los juegos ele RY.ar se desarrolló ol concopt.o ele loa jnt>gos justos, <«lu 

el plm1tcamlcnto, en genL•ral, del sig>ücnte problema: dado \m'jucgo do azar "ltt.ro doN 
; r • 

personas, ¿como deben ser las apuestas para que el jucgc:i séa ~ j~to''.'f, A éontinui1ció11 

daremos l:i definición do juego justo y im ,relación cmi íM, ruil~tirig1~1i.~ .. 
Consiclcrcm~s un juego de azár cntr~ ao.; ¡,~~iu~~ :~ /n i1i1e ~o~iistb ele ú partidtL~. 

Sea Xk In garmrwin total de A hasta la k~Í5SÍnia.p1irÚdn~ S~.dlcc que el j\JL~ es justo 
· • · :" : · ·: '.'\- - · ·"i!'<:/ · .. ~,.·;~~· ·r· : •. ~.~i-:· :I ;>-:; :·-:.-::'T- J .. -·- . -~ -~:-- -: -- - '. ~ .. - ' 

\ ' , .. -' "· .' -·... ~ ' ' .. '" ; ... :-· ·.-. ,. ., 

Como vc1.·u11•0H _t.m ia 8igitlcnl.~ ~~'t":~ió11, la st..'S~~i-~lll <·;O~ldid6:1~--¡¡c l~L· ~ll'l~lit·h'm ch• jm•v,11 
-· . . ' .. ' ' ' . .- .. -. -- ->- . •.. . . ·.·-

. ' .· . . .· . 

con dicha ¡n·opit~la~l}, ¡mr lo quo 1u·~ ju~~"'?· ~~~u· n(.1~u.uos .d~~~ part.\dn..~ ¡~ jn~t~ Hi. ln 
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sucesión (Xk), de ganancias totales, que genera el juego para tm jugador, "" 1ma 
_. .- -- - . : . ~ 

martingala y E [Xi] ".: O, 

La.• m11rtingnl11.• :son Í~' parti:i. ñmdarnental cri la t;,.,ría du los modelos discretos 

do \'lllundóri ti~ opéJ~h¡;fou~peas, dobid,; a su relación con 1()11 jucgo,s j~~os; do 
. ,;1 .¡ '· ¡. ~,- ;-

hcdm, dan la earactcrfanción de los mercados Jinillicieros c¡uo consideran los Ínodclos 

<lo \'lL111ac.·jón de opciom~. 

A oontiru111dón su du un senttlllo bosquejo du la teoría do ~ns martú1galas y de los 

rcsnltaclos qun su ocupanín en esta tesis. 

2.2 Martingalas. 

La propiedad do nuut.ingala de una HU<'csión do variables nlcator~llS Sl:1olé darse en. nu-

rncrosos <"Ontcxtos. Como veremos, tUUL condición pura CJUO en cl rnodcJo del :riicrcudo 

no sea posible hacer dinero sin dinero, scr1i c¡uc Ja -~uccs.i6n. d~ p~~~jos aCti ... ~zaclos de . .. v, .. - .... ,....... . 

IOH activos sen una n1art.iugala l?ajo 1u1a ci.~?rta prOlu~~-ii!~~atl:._:·~ .···~¡'·;., 

lrucicruos dando. lns dl!fiJ:~icl~ncs de nlgunos cl;,mefl~~"illdis¡;~,1111L~lcs: 

Definiél6n 2.1 (Filtráción) Se.a (!l,.i) un r.~Hl;;J;,:7,¡;;,i;i,1e. Unafiltnú:ióri (Fnlo;;n,;N 

e.'I uua "~u.r:~t..~i<!n ,:;.,.:cirm~c de ·.'lul>O'-cilf¡(~b~~s ~~,,; ~;-~~~,tn r.:s, ,;¿ro. todn rt $ N - ·1, 

Fn e :F,,,, e .1'". 

idc11 rmt."1. duru rlc estn, ¡jc:wmr11n~ cm un jm-go y c¡uo lns elorucnt.os clu una :;111:<•:·;if111 

(Xn)u~nSN r<~JJl'f!S1!fll an, <~n cada t.imupo n, la forf.llWl rlu HU juµ.mJnr; f!rJt.nm:c"H :F,1 
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contiene la infomiaei?n d°' las riquezas pasadas Xn. Otro ejemplplo co~ituyoklll 

prcci(JS de I~ ~tiVCJll/0~1 riesgo, ¡¡no será trntnclo l'Il ol. mpft.ttl() 5, d.on~la'. C!'t _.f,,ust1í 

contonida.la ;i,roi:riiabió;1':c1c. los precios <lo los activos hasta el instru1tó.'1L ~or 'cist.o 
,,·:···::>::.:·:·.~·~;.) .. t~,:_··, ,' :_ . -:· -.. •,., ::-; .... '" 

cludn1oS q~-(~ J:~-.i~i-~i-~'1Yc
1

·t~'la ~'~ hiHt.orin. hasta ol i11stant.c n. 

En todo lo c¡no signo Rupondrnmos que tmmmos un espacio ruodiblo (!1 .. F) Y.nn11 

filtración (.1"n)asnsN fijos. 

Definición 2.2 (Sucesión adaptada) Una .•ttcesicír& (XnlosnSN de vectores áleato

rios """ llamada .<T•ccs;ón aclaptada a la filtmc:ión (.1"n)osnSN si pam' todo n, Xn es 

.1",.- rru.lihlc. 

Definición 2.3 (Sucesión predecible) Urm Rttcesión (Hn)o,;nsN de ve.ctores aleato

rio_. c.• llcmmcla pn'clcdble •i ¡mro todo n ~ 1, Hn es .1"n-1-rncdil1lc. 

Definición 2.4 (Martingala) Urui •uces;ón adaptada (Mn)osnSN de 11ariable• alento-

rias es tmu. :F.,-martingal" s·i y .'fólo si pam todo n S N-1, 

E [Mn+i l .1"n] = M •. 

Ahom bicm1 la sm:csidn sr!TCÍ t.ttta Fn- . .,u.pcnnarl.ingala si y .'iólo .'ii pum f.oclo n ~ N-1, 

E[Mn,1 \ .1".] :5 M •. 

Por flffTI ¡mrf.t·, ,i;t~ rlirf~ q1u: la. .o;11(·t!.'ii<$11 t:H una :F,. -.'iulmwrti11!Jttltt si 11 ,c.;rflo Hl ¡m1n totlo 

":5 N-1, 

EIM., 1 \ .1".];:::: M •• 
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Estas definiciones se extienden a vectores aleatorios: 

Una ¡mccsión (1\-fn)osnsN"do vectores aleatorios en JR.d es una :Fn-mnrtingala, una 

:Fn-snpci-runrtingalti. Ó ui1n:.F,¡~Hubmnrtingaln Hi. cncla t!o1úi1~!-'<~nt.u .<\ol vector Afu <~ 

\Ulll :Fn-nuut.ingala, 1uu\ :F,,...:..supormllrtiilg~fo.·o: luu1 ·:Fn-súlu~uü-tiriP;ala, rt!8¡)uct.ivn-

mente. 

Las propicdu.clcs tuás impo~antcs de las martingalas se est~bÍL•:tin en ¡;, •igni;:nt<' 

proposición: 

Proposición 2.5 a) (Jl,fn)o,;n,;N e.< múi :Fn-martiugala si y .•ólo .•i paro tmln j ~ 

N-n, 

b) Si (Mn)o,;n,;N c.• 1'na :Fn-martingula para todo.O~ n ~ N, 

E[Mn]=E[Mo]. 

e) Ln. suma de 1nari'ingalas es una marti11.galc1. 

Derno8tración: 

a) Seu. (AfnlosnSN tma :F.-ruartingu.lu.. 

E[Mn1; 1 .7-";,] 

E(Mn1J-t 1 :Fn) 

E[M., 1 1 F,,] 

M,,. 
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Recíprocwnente, E (Mn+i 1 Fn] = Mn para todo j :5 N. - n; on ¡mrticuliu, ¡mm 

todo n :5 N - 1, 

b) Usando a}, para todo n :5 N, 

, E(Mn !Fo]= Mu; 

entonces para todo n S N, 

.E [E [Mn .l Fo]] 

E(Mo]· 

e) Scan.(Mn)asn:s;N Y. (Q~losnSN dos J""n-martinga!&~; entonce>! 

E (Mn.i J j:;,] +E (Q., 11 ! .1'"n] 

Afn+Qn 

. - ·, ·.', -:· -~ -. : .: . . ' ' . -
. - . ' . . 

Existen !ns r.orrc.."'Pondicntcs 'propk'<.111d0s pnra sub y snpcrrn11rUng11!11s .. 

Notmnos quo: .. _,¡· •. 

o 

1) (Afn}05,¡s:V cs 11~.i .1'"~!:;.r:narti~~¡,{ ~i y sólo si ·(M,,)05.,,sN es a In \'O'/. 1mn 

:Fn -s11l>rnnrtJ~;.-1;: ·;¡-;~f;(~~~~{;i~i;'~~~;.¡-~gaia .. 
2) (!.f,,)1¡5,;iN ,;.· '."~"::;.~~;;,·,~;~~m .. ~t.in~nln si y sólo si (-M,,)05,,:s;N cs 111111 F,, -

:-11~l>lu1u·1.ir·1~ií.I_~~· 

3) Si (Af,~)n~l e;;:-:um Fn-_nuutii1gn.J.n. cut.ónces (Afn)n-2'..I t!S IUm. mnTt.iugnln rt!SJwct.o 

1L (11(Xi, ... ,X,,)):-;'. 1• 
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4} Si Y tiene csper1utza finita y (.:Fn}oS~SN es una filtración en. (!1;.:F), entonces 

la familia 

{Xn+1 =E[YJ.:Fn+iJ: ne {0,1, ... ,N}}, 

es una F,,-martingn1.a 1 pues 

E[Xn+I 1 .:Fn] E[E[Y 1.:Fn+d1 Fn] 

E[Y l.:Fn) 

x ... 

Ejemplos de martingalrui 

l. (Ruina del jugador) Un jugador rcalfaa IUIB serie rli; apucstWJ do un peso 

cada 1ma: supongamos quo su capital inida.l .cs x0 , tiene 1>robabilidad ·~ rlu ganar 

cual<111icr apucstu y el juego termi.rm hasta que se ·quede .sin dinero. Sea Xn el capi tul 

del jugador después de haberse rcali~.ad.:;· la ,;_é8triia ápiic8t.a ... AHI Xn E {O, 1, ... }; 

supongnmoo Xn = x, con x E {1, 2, ... }; c~toncí:i 

E[XnH 1 Xo =xo, ... ,Xn =x). EiP[Xn+I ;..; 1 x.·=xo, ... ,Xn =xi 
, ¡..,.o 

E iP [X!'u = i 1 Xn = xi 
i'=O 

(x+l)P[Xn11 =x+l IXn =x)+ 

(x - 1) P [X,,, 1 = x - 1 1 X., = :1:) 

(x+ 1}.!.+(x'- t).!. 2 . 2 

x; 
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... . - ' 

2. Supongám~ · qt·,;;. 1m1;··~oblaciÓn 111 •tiempo n está compul'sta por i genes del 

tipo A y por~ - i ~~nu~;J~l tipo a, con i E{0,1,. .. ,N}. En la gcno~aciÓn n + 1 Ja 

corupósició;, éle la p~J~j!'~ión cst.á detennii1a<la por N cmsayós <le Dcrnoulli inclcpcncli
: ". i ;~~:. 

entes; C>ld~ ensayo ti<irm por rcsultuclo Á con probabilidacl P, ,,;; j;¡ y ~ con proi,;.bilicla 

1 - Pj = NÑ;. ~ca Xn cÍ ;nimoro do gcflcB del tipo A en I~ pobl.Wión Cfl la n-ésima 

generación¡ cntoDCm 

P{Xn+l = k 1 Xo = xa, ... ,Xn = i] p [XnH = k 1 Xn = iJ 

(~)p1k (1.-C P;)N-k' 

y así 

E [Xn+l J Xo = Xo, •.. , Xn ·= iJ tj.(N.) P/ (1 - P,)N-; 
i=º . J 

NP.~. (N-1)1 pJ-'(l P.)N-; 
'f;;¡ (N - j)I (j - 1 )1 ' - ' 

~1 (N - l)! N-1-k 
N P, f:'í. (N - 1 - k)I (k)I Pf' (l - P;) 

NP, 

i, 

por lo qun {Xn)n>O es IUIU rnnrtiuga]n. 

X11 = lloA-lo 

Xn = ll0Af11 + H1 (Af1 - A/11) + .... + 11,. (1\ln - Aln-d !""" lodo " ~ 1 
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es una :Fn -niarl.ingala. 

Demostración: 

Primero probarernos qnu (Xnlasn:5N es adaptada. 

Xo = HoMo "" Fo-nmdililo, pu"." Ha y ":fo son ambas modiblcs. 

Xn = H0Mo+H1 (M¡ - Mo)+.;.i+H'n (ÍHn - Mn-1) es F .. -nwdihlr.,pncs si llllll 

vari11blc es Fn-k-mcdible, con.O s·k $ ri, tambiérÍ L'tl F.-medible. 

Ahora prolmrcmos que:(Xn)o:;n:;N ""~ma F .. -martingal~. P~ra n ~·O, 

E[Xnt-1-X,.1 F,.] E [Hn,.t (Mn+t - M,.) 1 F,.,] 

Hn+ ,E [(Mn' 1 - Mn) ! Fn] 

o, 

ya que Hn+I es Fn-modiblc y (.M.)asn,;N"" una martingala, por Jo c¡ue 

E[X,. 11 IFn] E[X,,jF.] 

- Xra 

o 

La prc:>posición siguiente es funclmncntal pura cn.ractcrh~nr n los ruen•nclo..'i finnnci<•ro..'i 

vjahl<~ qun vcrcrnos on el Capitulo 5, ya que rclu.donn n. }1L"i rnartin~nJn .. 'i con el n.rbi-

t.rajr.. 
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martingala si y .•ólo ,.,; para toda sucesión predecible (HnlosnSN• 

E[j;n.(M,.-M.,_,)l =0. 

Dem011tración: 

Sea (JH.)os;ns;N una .Fn-martiugala. Definimos a (XnlosnSN como: 

Xo o 

Xn EH; (.M; - M,_,) para todo 11 2: 1, 
i=J 

donde (HnlosnSN es predecible; entonces, por la proposición 2.6, (Xnlos;ns;N es una 

.F.-martingala, por lo que 

E(Xo] 

o. 

Redprocamcntc, a cada evento A, F;-medible, con j E {l, ... , N}, Je a.'lOciamO!I 

Ja sucesión (HnlosnSN dcfinada por: 

Hn Oparanfj+l 

De esta numera (HnlosnSN es prcdccih!u. Usando que E [E Hn (M,. - Mn-il] =O, 
n...,.1 

E[lA (M,,, - M;)] E [E [l,i (M;' l - .M¡) l F;JL 

E [I;¡ (E [M;' l l F;J - E [M, 1 .:F;])] 
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·o,· 

por lo tant.c> E [M; ,, 1 F,;) = MJ 

o 
;-,·, ; .. ;" 

La siguiente .pro11:osii!Í6~1 so ré.~~ro_:,n _l~ ~tccsi~n~ .de fúndonos convuxa..'i corn~>ttus

tas con m1~rtingalas y supcríÍiarti~galas. 

. . . 

Prop<»1ición 2.8 i) Si (M,;)~~~N ;:• una :Fn~i1.arting~la y f : IR __, IR es u.na 

es una :Fn-submarf.ingala. 

ii) Si (Jl-fn)osnSN e.• una :Fn-submarl.ingala y f: IR'-+ IR c.• una furu:ió11 c11nl'f~.m 

y creciente tal que f (Jl,fn) tiene e.•pr.m~a finita ¡iaro, tpdo 11, entnm:r..• (/ (.M,,))05,,,;.v 

es urui :F,, - subrnarl.ingala. 

Dem08tración: 

i) Utili?.ruulo el teorema 1.22, 

f(Mn)· 

ii) De nuevo, rnmnclo el tL'ormnn 1.22, 

E[/ (Mn11) 1 :Fn] ;:: f (E [Mn>I j F,,]) 

;:: f(M,,) 
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Los resul tadoe presentados en este capítulo loe utilizaremos en un 1Í1o<lulo do val

uación de opdonC8~ en el qúc, como veremos, Jo n1H.s irnportm1t.o Uf In propiudntl de 

martingala c¡ue deben tener los precios actuali~aclos do los 11ctlvnH <'m1Hidcracl08. 
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Capítulo 3 

El problema de las opciones 

europeas. 

3.1 Un poco de historia. 

A~:t.ualnwnt.e loo cnntra.tos clo npcióu wn inat.r11111cntos que reprl's,m1~~'n <?l_ p1~~c-~~ _c.~c 

irumvnción en 1u1 mcl'('fülo finauciero¡ hoy tm din oxist.cn rucrcndos do_ Opciorl.~ cu los 
·-. >·>·· '• 

ptmt.os C!COIIÓUÜC08 rmt'i ÍfUJ>Dft.antl!H <fe} flllUJcfo y Oll ellos SO flt.'gOCiu:·-,:~JlJ Q¡Jciofil!s _lfllC 
' . . ,. ·.•. - -- ~· • l.' • - . ~- - - • -

operan sobre tuu1 garua nmy n_rnplin c~o nctiyos fi_iuuu:i_croo._: .rU~~ h~bÍur··~¡~ '-~¡,~:iones. 
. . . .. ,,. . .. '·· . _;-~·.,. --. -.. ¡:-.,'.~: ·r _,_ ,,-,._· .. _. 

duta du la. época de los fmúc.ios, griego~- y-ror~1u1~ yn:_cpui-~clcb~~b;~¡. n~Ot~in'i con 
-. - . - . . - ' . . . ' - ' -i. ·.- .-·· ,.,,. . ' ' ·~ - .. -. - . ,' -- . ' ,·. '. ' 

< • • • - • - • • • ' • ' • - • • • • - - -· ;·: -~-- • 

cbítL"1tlns do opción sobro las rucrca,r1cí1L-i qnc tr1m~portabaf1 en sus mubnrcaéi;.,nns; · 

poro"' ltast.. ul siglo'~~/; c1111;1do.cn,~f,ol1mda ;·Lp11r~~ll c1··~1~1:m1:t~LJi:11,io·c;~oí>
doncs con·dér~n. "ffrwua'ií".1~!j61~;,; ··~o· JJ·at.alu'L <h~::cor~ú·J~·¡os c1q·ó~j;;j'~r~i~",'rm~·1~··,.«,.í~~it·r r;· 

·.-.- ... ·''• 

corupnar huJLoa do tulif>.1i1~ il uru~ .rc.tl1'1l" ·pr(:(1~f.é~Í;i~l1d1~. · b~: t.~f,;:·: rriJi~or~~~ · i~s ·corll-
... ·- ........ - -- ; ; ·. 

crcinnt.~ 1tolundest'8 podíun UHct{urnr_ ~J rlr<.><;io. ul <111~ _i~~( a. ndqúi~ir .lm( _t.i1Úpanc~. 
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y consecuentemente, ol prcdo ru que sedan vendidos a los clicntcá; por su parte, los 

agricultor~ compr~~ el derncho ª· ~d~r su cosecha, a ~ precio prefijado, ~n el 

fut11ro. 

Para Í 640 In ccmÍcnI!Íí¡ d;, 1o8 ~SL"' eu~pcoS surrla ~aricl~ ~tr.iÍiPi y ésto provocó 
.· tt~L-.:.::.;~:·:~.Y·}~; '· }·: ·: · ·, ,, 

<tUe muchOR de I~ vendCdorcs de Opciones no.pucliaran'~tllllplir éon SU parle , ~87.ÓD 

110r In que en. t.odc; cl continente, ~ considl!raban cm~o. i~:~t~~iumtos :~eligrosos y es-

pcc1tlntivos;·i"li~l11SO ~\11dias_cri:íprc;sá8:1ncC:li-~aS\,:p~l~icii&.~·Hli_dCclar~n on <ttticbra.·:,-
, - ' ,';t .. ~.'".:.··: ·:::;.'·. -....... :" ' ~{ ,,;,.•-' ., ;:-·<:~':'.;i.~~\; ... '.._~;;·~~:'_'. ·_'.~::<:(: _·-~~ :;·~·~-: ;.-.. ~ ,~ ,- .. -'-· .-' '. . . 

En 1720 las opdoncs opel"abán wbre las aúdoncs do lllli compaíúns más importantcs, 

pero nuevamente;.,: racha de rnalaforturmi;roti~;ó iuca;~n económica de mm de ellas,, 

la South Sea Company quebró y m1 insolvcrÍciu'~ii cu¡.;,plir con su parte de los coll~ 

tratos <lo opdoncs c:onch1jo -~ ~¡u~ ;_~t~-~~\·I~~i~~i~o~ so coru~idcraran extremadamente 

osp~'Cnh\tivos y a iaíz de eÚo el ~;crclidcí dé opeioncs fue dCC'lnrado ilegal .. Este acon- . 
• .. :- •. • ·-·- ;" ··-<;· .... -· -. _.,. • .• :·~·-;- • . . . • 

tl.'t.~lmicnto so v~lytó·l~-~-~~~_bl.C_~:~~~~-~l~.: .-~--p.rohibición para operar con opciones 

dur6 ha.....ui priricÍpios del sÍP;íci'xx;f/'. '.';·· 

A pcsar qüc hn siÚdifi~iÍ l~.i;~~ta~iÓ~ do los contratos de opción como instru

~mtt.c>H convcnicrii.cs ~~:')¡L;i'nc~o~ios, desde 1973 han temido gran auge; m1 ~ 
año cmpC'.t.Ó a operar el C130E ( Chicago 13onrcl 011tions Exdmnge) quo fue ol primer 

mcrcaclo de opcion~ forrnuhurn1t.o orgtLniY.ndo y tletidc cnt.onc<!R ltt..<i opcionNJ so ha.n 

ganado un lugar runy CHpecial cln entro tocios ]OH dturu1s irIHt.rnrncntrn; de invcraión. 

3.2 Opciones de compra y de venta. 

Se JHU~kn c:ousiclerar clns cla.sc!S ti<! c·nutratos ele opdom!H: 
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i) Jos que incorporan derechos de compra. 

ü) Jos que incorporan derechos do venta. 

Deftnici6n 3.1 .U11a iJpcühi es 1111 con,trrit~ (o. Ut:tdo) que dá.a su ¡mscnior el dcrcdw, 

niás no la obligacicin, de r:onipmr o ,v,~nr!,e,~. (a_(. ~e t7iz.t~ _'!e uri~ .ºP'!ió11. de cottipm o dr. 
. ; : . :. ~" ·" . ' 

11cnt.a) una cierl.a cantidad de un.acÜr10 fi.~an·ci~.ro '0; un' precio fijado con anficipaci<Jn, 

durante un período de tiempo o a una fecha dcida. ,Este .derecho "ª adt¡tliern a mmbio 

del pago de'"'ª prirrui o ¡1rccio de: la opCióri. 

·; : "' . 
En. ir1glés, una opción d.e compra·,.¡_ llamada call y una opción ele venta put, 

términología q;ic _.;, · ¿¡ i~pu"8to ~ll tocias las lcngni.S pam referirse a los contratos de 

opción. 
' .·'.,L .' .•I_; ·'·, •: 

Así, la dcscripciclri pr<:cisa de i1n ·cont:riito dé opción se hace n partir do los sigu-

ientes clcmcnt.<ís:" ,. · 

• La natur~!C"m ;le la ~pción: 'can o Put. 
. . . ' '/ '-~- ~ ~- .. 

• Ef'n~tÍVo·;_jh¡~~~~i-~r:~~br~' el qtlo ~Pera 18 oi)ctlón; pucd~ trat1~c do una acción, 

• El ruont~, cnntirlnd dc.nctivO financiero .u ~~n1prnr o vcndur . 
.' ,' .. '·'··:: ·:·'·· ; . 

• Lu fc.'<:Ím dó.r..x~ir~~;~¡,~·;~ (~ .nuid1-1i~~(_!iÓn)~- es ·~ll .. ~lía .Jmsiu el cuul el coutruto ti~mc 
\'i)\<:nda po;· lri'qi1u Ümi;,(.i,.:v~<lnd~ 1:16r~e.i;,;,, Si, In ClJ1'1Óu ¡1111•<1<:.<tiur~:ersu en 

cú11JcJ1li~~ t.iCn1j)o ·.n~~iur~rJ~ :a 1ifL.~~.1~s~1· Í<J:h_n. ~J~·ux~~~r~~r;¡~~~' ~~~nncffi ~·~~ablurli. do 

11rm opci{m:arncricuua; y Mr Hé>Jo su p11<:<lu <!jer"er e~J Ja fcclm dt: uxpirndÓn, est.nrc>-
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moo hablando de una opción europea. La fecha de expiración la denotaremos 

por T y algunas voces por N. 

• El proojo de cjr.rtúcio~· Precio convenido de 1mtcn1ano al cual so hace In trnrmncción 

si se ejerce la opeiór1' y que será rcpramntado por K. 

• La prima, valor, d~ 1a' ·opciÓn O prC<'Jo (iéI contrat.o, la prima surá denotncla pnr 

O si se trata ,¡.,un call eurOp~ o bicii poi;; si'so trnta :le w1 put europm · 
;.,,· 

.' .•, ; ~ .: 

:·.- ·,.':~/ ::.~~,·;(. 
Durante el dcsarrol!o de c81:? tr~il,aj~ sólo ccO:trarcrnos nuco;tro int.crús en el caso 

- ·-1.' 

de opciones europeas que operluÍ· sobr~ activas que no reparten djvi~lcnrlos. 

Veamos algunos ej~mplci~ d~'cc;ntratós de opción. 
', , , <'.~'·: _.:;c ... . .(~ ··.''. ··.'1·:· • · ' ' 

l. So ndq1i.iero;w..ca11::wbro 50,000 dólares cstadmmiclenscs, (;0~1 1mprecio d•.• 

ejercicio ele $8. pcii' doiar, q1;e expira cl 15 do.tliclcuibro de 1007.· Ln persnru1 qtm 

compró CÍ!~1 opc~~i;,\~J~~::~ dc~t'Cho do :ej~:ciirl~ y ~(){iipr;1~ 50,0ÓÜ dó¡~cs oí1 SS 

cada uno a !a}CX'h~ il~ ~~lr~dó...:. . Por su part';', el ,ycin.rl~!~r'. cio, la opdón etit.nrá 

obligarlo,; ~e...:dor S0,000 dólar<"' a $8 cnd~ uu6, .;,;cl ,;,~,;,, ,,;;qiui el tipo de cambio 
. ·. . .. · .. «; ,,_.,,._. ····':·,• ,._ .. ,. . -_:·,- .. 

es ruuyor o ig1111I a $8 ·por dolar. 

2. Co~~sidcrcrnoo una opción_.p_ut>. ~l:'Jl·~·: 1u:u~;_uc~i~~ ){; -~or~ ph!CiO. _d_c ejercicio ele 

$100, .é¡1m vence el 15 rJ~:se¡>t.ieÍÚbt~O~do -~~.~;;>,_·:~f-:;:~ii~~,~~.t:~Í:~a :~o-ÍUJJra <!8tn. 0111·ió11. 
"i.' '"' 

y el prccin clo lu ncd~>i~· !'.la :_r~¡tl1~t.«~~~:-~.~~~~~-r~Ut_i:f.b"fí1~ra«~·:u'~·ür¡or a ~to9; t::it"a fH'fSfllia 

ujercuría Ju opci~n Vunrlicndo tí~ iÜ~dó1l'i,1/S_ton'i_i.:1u..¡)'ilnmna··,111é·fo V<!ndió la opdt"m, 

la cual l!StJLrÍll obÍigÚ<hi ... cor~prii~ 111·;,¡,.,;.1n "" $100 .. 
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3.3 Algunas estrategias elementales. 

DeLcruos recordnr que scílo CHt1uUurer11os el caso de oprioues europcus sohre activos 

qtm no reparten clividcmdos. Para. terwr 1um frlou nuís darn, considl~rmuos cl c:nso do 

un cull europeo con fedin ele expiración T, prt--cio ele ejercicio K, sobro tum ucciúu cuu 

valor S, n Ja fcdm. t. Es dnro CJUO si al timupo T S·r < K, no se tiene intcrC:-s 0~1 t!jeu•ctr 

la opdón, pucsto_quo podríarnos udq11irir tum unidad cln nctivo u '1:1' Jll_ccio.u101mr 

c¡uo el establecido en el .contrato. OpuCHl:.arucntc, si Sr ~_ K, _cjcrceruos Ja opcióu y 

obtcmumoo u~a ganancia de Sr -K comprando Ja ncdón ni prudo K y rcvemliéndola 

en Sr . Do esta manera, ni momento de la transacción, o! valor clo! call cst.á dado por . . -·. . . .. 

(Sr -K)+ = mruc {O,Sr- K}. 

Do umncru análoga, en el caso ·ele un put 01~·op(~ :·ca:U la..~· rnisruus ·car1u·tcríst.kas, 

si a la fcdm T Sr < !(, oJorcemos 111' opdó~ .'rcnli~IUlcÍó mm ·gu.IlanCiá clo I< - S·r , . .· -.' . · .. 

vendiendo In opción mi K y comprándoÜi' en'S.¡.' '.· Si Sr'> J<, nó intéri,;.a ejercer la 

opción, ya que vcndcrínr~os t~nr!-· ~-c:dÓll_ ~ -t~ -~~c:.:C¡d·~~~~f~~~;¿ i1_: rn.~Jo ;d~ :n~CrCado. 
'.· .. ·_;:, _-•.• < ··,:: ----~:/>_·-:·'.·:\~,::_- .. ~~···_: ___ ¡"= 

Así obtru1cmos <1uc n la fccl1a T- éJ valor del pl1f'c8tií é!R<lo pó1· · 
.. 1.-·: .·"·:. 

.\_,\;) '~::<. ·- ',;;:;;:~: ¡ ;~_;::, 
·-'' -:' 

., '-_ . ' " - .~ .. 1; ''--'. 

Para el Vc~dtxi"or.-do>t~ -~~-Ü!·~~~~:'·~ó .. __ ~r~·t!~,f~-~?~~~l~~-'.:~1-~~:_~j{Jr_~i-~i~;:cJ~_podOr ofrc<mr o 

cozuprur (piira .-~ 'c~i(1':.'~.\~ji_~;¡;~~} ;~·i~l .. ~~'~;(~Í,: ~i~(~_i~~:~~·;:-;:;~·~.~ l~ · tlÚ~to porll'r ¡nnd 11~·ir 
"" el IUO!Ut:llto d" la ,tr.•i~~""';;¿~,_;~;ll·;:;,l;I(~;¡ ig1inl ~ (s.>- !() ,: 1) u<- Sr) ' • ""gi't11 

scu el euso. Al .rimn~~~t~.-~1~-·~~ v~it.a ck/iu 6pd~u, ita HC conoce Sr y Se plnntenn los 

<loo ¡1rohfomns HÍgtÚcntcs:' 
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1) ¿Cuánto tiene que pagar el comprador de la opción?; dicho de otro modo, ¿cómo 

evaluar al momento t = O una riquc-1.a (Sr - K)+ o (K - Sr)+, para un callo un 

put, scg1ín corresponda'!. Éste es el problcn1a del "pricing" o valuación de la opción. 

ü) ¿Cómo, el vendedor quo tiene la ¡>rima al instante t =O, podrá producir una 

rique?.a igual a (Sp - K)+ o (K - S,.)+, para tlll call o un put, re8pectivamcnt<!?. 

Éste L'S el problema de la cobertura. 

Para aclarar nn poco n1ás esto.~ problmnas, supongruuos que se tiene la siguiente 

situación: 

Sean ~ y Sn los precios al tiempo n de un activo con tasa de interés de 1 y de 

un activo con riesgo. Supongamos que 

Su 4 

{ 4(1-n si el activo va a la baja 
s, 

.t(1+4) si el activo va a la alza. 

Queremos detenninar la prima. de tm call al tiempo O, con precio de ejercicio K, fecha 

de vcncin.ücnt.o T = 1, sobre una unidad de activo con riesgo, con nn precio de ejercicio 

K. Es claro c¡uc si K > U, c.."!ta operación sería benéfica para el vendedor dcl cnll, pues 

éstu rmnca. so cjcrccrin1 a. decir, el valor ele la prima sería cero. Supongamoo /( = 5 

y la prirua clcl call de ~. Supongamos qnc esta cantidad He invierte de la siguiente 

forrna: al tie1n¡>0 t = O invr.rt.iruos -ª en el act.ivn con t.asa du intcréH .!.. y compnuuos 
il 4 

~ de 1midad del act.ivo con riesgo, Hin aportar ni retirar foncloH. Al tiempo t = 1 Hi el 

activo con ric!ffgo vnlu 2, (!flf,onces sr. tcrulr1í. un capital ele 

2 ( 1) 1 -- 1 + - + -(2) 
5 4 4 

o 
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Por otro lado, si ul activo con riesgo so va a Ja abm, es decir, SJ = O, el capital será 

de 

2 ( 1) 1 -- 1 + - +-(6} 
5 4 4 

(s/ - K) 1 lsf=&• 

con lo que el vendedor se cubre pcñcctamcnte. 
8 . 

Ahora, invirtamos al tiempo t = O, 2ci en el activo con rendimiento segtu:o-y 

compremos fo de unidad del activo con riaigo. Si al tiempo t = 1 Sf = 2, n_uaitro 

capital será de 

en otro caso, si s¡ = (j cntoncai tendremos un capital de 

con Jo que el vendedor no se cubre perfectamente en caso do ejercicio. 

3.3.1 Estrategias. 

Considcreruos un activo con riesgo, un call y tm put sobro tma ~dad. <~<7J .. ml~.mo 

activo. Al comprar o vender unidades del activo con riesgo o de l~, ºP.'?iº""'; y _s_i se 

mantienen hasta la focha T de expiración de lns opciones, so ti(),;en __ cu~tf~ ·tipos" ele 

jJ1J!"lit·kJJJt~ clcuumtulcs: dChC11biurl.OH, t:oLertura.s, "sprcucL<.;1 ~ y'cotuLiuadolws. Est.ús 
"' .,._ --.•: ,., ..... ·::• - ; . 

posiciones intcrv~cn~ en el problr!rnu de In. cob~tu1~1~,. ~l. Í!1vcrtir.l~~·-P:r~111'~1C In opción. 

En lo que fC!Ht.U dn ~t.c capítulo cstudinrcruos csr.as i_>osídoncs: 
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l. Descubiert08. 

Consideremos una unidad de un activo financiero con precio actual S y precio S7' a 

la fod1a T. 

Una pOtiición larga relaciona al precio de un activo financiero 11 la fcd111 T y 11 

su focha act.ual. Si Sr < O, "" tiene una pérdida de S- S.r; si S1· = S, no existo ni 

pérdida rú gananda; y, finalmente, la ganancia se dá cuando S.1• > S. L« ,,;i1111111ci11 

neta do esta posición es S.r - S. 

G•n•ncl• 

Posidón larga. 
Ganancia neta= G = Sr - S 

En una posición corta se involucra una venta al·cfoscubjcrto, esto es, vender w1 

activo financiero que no so posee. Para ello se tiene que pCdir prartaclo una tuúdad 

de dicho activo con valor 11ct11nl S, la cual cstnmo8'oblig11clos'a dcV<>lvcra la fecha T, 

comprándola ni precio S.r para duvolvcrla. De eoítainíincra, so tiene ganancia cuando 

81' < S; si S.r = O, In ganar1ci11 es ru1\xlr;1a, ¡)Úes so po;,éc In cnntidad S y se tienu r¡uo 
• < ·- ·\t." ; _:: :,·:--:··· :_~ . ,:, . -·.: 

pagal" 1ui nct.ivo cou prt."'l•io nulo; y se tiCn'u: pérdida L:uruulo S·r > S, plll!S In t•nutidatl 
,. :-·:·.··--.::- ·-.· ·.·· . 

que se tiene que pagar es inayor a' l.;:·:c¡u;; ;¡¡;. r.:,Cibe por 111 venta al rle11c11bicrto. La 

g11n11nci11 neta d~ esta posici6r1 ··~ S ~ Sr.· 
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Posición corta. 
G=S-ST 

Ahora considcrcnms un call con vcncimle.uto T, precio, de ojcrcic~o K = S, whrc 

una llllidad del activo considerado anteriormente .. Supongamos <¡u~ coi;1pramós CRte 

call en C y que lo retenemos hasta el tiempo T. s(a la' feehaT K ~- S,., no nos 

conviene ejercerlo. Ejerceremos el caUs6lo'cuando ST >'K.; La 11;im1<rída m:t11 <o;t.1í 

dada por (ST - S)+ - C. 
Ganancia 

Compra de un <"ali. 

-C Hi S·r :5 S 

Sr-S-C.siS.r>S 

Ah<.JrÚ. ~111mug-H.111~~,<11.1'! ~uitituos el l'all en C. Cou 1a;pect.o a Ju. gn.uanda Ut!f.a, 

<!it.n posici~n .<~ cx1~~;n~11cnto opuc:sta a In ·con1pm del cal~, rm<~. m1cstra .. wu1nncin 

nota está dacia .por G' menos la pérdida debida a que nos cjert.an el call, ésto ''"• 
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G- (Sr-S)+· 
e 
lf-~~~~~~~-K--'~~~~~--otiT 

Ganancia 

Enú•ión do un call. 

G={GwSr$.S 
C-Sr+Ssi Sr> S 

K=S 

ConsitlcrcmoH un put con conclidoncs sinülarcs a las dr.1 ca.U anterior. Supongwuos 

que adquirimos el put en P. _5i al tiempo T_ Sr < S, conviene ejm·ccrlo, obteniendo 

1ma ganancia. de S - Sr por el ejercicio¡ si S·r ~ S, no se ejerce ul put. La ganancia 

neta rn (S- Sr). - P. 
Genenda 

Compra de 1m put. 

{ 

S-S,.-P si.Sr< S 
G= 

-Psi Sr?! S 
Ahora, hll!'Ongnu10.'i cpm muit.iruos ul p1it en P. Con.10 <!H de espurarse, esta posicic"m 

es opuesta a Ju compra do un put. Si Sr < S, t.endrnrnoo mm pérdida de S - Sr por 

el ejercicio del ptÍt¡ Si Sr ~ S, no noo cji.TcerÍln o) J>Ut. La gnmutcia neta do esta 
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posición es P - (S - S1·)+· 
p 

Ganancia K=S 

En1isió11 do 1u1 pnt .. 

G={ Sr-S+PsiS·r<S 

PsiSr2:S 

2. Cobertur8". 

' . '. 

Una cobertura (en inglés lwclge). corubiriá Una opción y el activo financiero sobre ef 

cual opera In opdó11, do't.al m.ancra que_ el nctivo.}Jr()tcge .".l';' ... opción.o.la op~ión 

·proteje 1ll activo contra pérdida. En una. c~b~urn se con~bi~a ,~;¡ · posidón l~rga del 

activo con la tm1isión de cnlli; o la con;pra de puts. Una cobCftura ~~v~i<!.~· combina 

1um posidón corta del nctivo financil..'"t'O con Ju con11>rn de ~ul!H o· l~ crniSió~· dc .. i>~1t.s. 

Ejcrnpl"" de cobertums: 
Ganancia 

e 
O+-~~~~~>""-...,,...!C-",...,..~~~~--+Sr 

·--- Emitir un call 
-s -- Comprar una acc16n K=S 

Cnhert.ura 1: 1 . 
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G=( Sr-S+CsiSr$S 

CsiS1'>S 

Esta gráfica r.orrcspondo a la e.misión do un can y la compra do una acción; por 

el can recibimos C y pagamos S por la acción; si 81' $ S, no nos ejercerán el calJ 

y entonces tendremos a la fed1a T Sr - S (lo que vale la acción en ese momento 

menos lo que nos costó) má.~ la cantidad C; si Sr > S entonces nos ej!lrccn la opci6n 

y tenernos que ofrL'CCf nuestra acción por lo que sólo nos queda Ja cantidad C. 

Las figuras siguientes muestran estrategias similares y por ello se omitr.n sus ex-

plicaciones. 
G ... encl• 

c 
O-t-~~~"""'"~.,,....o:;;..;.~"'"",_..~--. 

-s 

S-2 

o 
-2P 

Comprer une eccl6n 
Emfflr un cell 

Cobertura 1:2. 

( 

Sr-S+2CsiSr$S 
G= 

20 - 81' + 8 si 81· > S 

Ganancia 

Compre de una accl6n 
Compra de dos puls 

Cobertura. 1:2. 



G=( S - Sr - 2P si Sr < S 

S 1• - S - 2P si Sr <! S 

/ --- Venta de una acd6n al dese. 
- - - EmlUr dos puta 

Cobertura revertida 2:1. 

G=( Sr-S-i-2P si Si•< S 

S-Sr+2Psi Sr <!S 
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Como mencionamos alhtlci~ ~-ta scédón·,·,~~-eobcrt;ira revertida involucra una 
'· - - .. ~ ·:;, .... -- -· . -- ' - ' . . ·, . ~ - : ·:: ·:' -.·:' -~ 

posición corta del actl,;o ·financim:o Y. la:corupra de calls .0.-Ja ciñisión de puts; en In 
,-- \ :-·~· :- , __ .; ,' ~,:. ·,: ·: .. ·: - ._ -, ' ,.. -~ . - -

gTáiica anterior por 1a.vent.a<lll-~na;i¡,eióllai·,¡~ct1bicrto y mientras Sr <s, se tiene 

unn cantidad do S - ~;{L;1ffi, ~;J~j,;J Ja ~r~~i~~ '.1olos-dos ¡,;,t~ .roci;,ir;10s In 
- ! ; - - ,~' ~-~·,, ·: .f-, 

cantidad de 2P y nt!c~fr;;_;¡: S~''.:;: :8, ~c;;, cjcrceneu lós ¡mt,¡¡ y debcinos adqtt!rir dos 
- - ,-~~_';,:.:--;/{'.'i/"·- ~:;~·i-:_":;· ..... -·,, .. , ;·.; ,. . . 

acciones en S cni!a '11li1;:·¡i'iirdicndo' 2· (Sr::_ S). Cuando s,. <! S cnl.onrcs t.cncmos 111111 

.:_·=·7·:·;;·~~~ .. :~, --~~:~~y.-.1~·p-~:~-: > 
pérdida de s·_.,-Br. ruli~. 2/?.·por los ¡mts ern!tidos y que no scrlin cjorcidÓtl. 

La cxplicn~i6n de cudn 1trUl do hL-.; g,rli.fü•1L'I :;rn·t~ivas pttt!<len dt'fÚwil'su fikil.rut!lll.<?. 
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6 • ·~-Ven .. de unm •cci6n •I deac. 
- -- - Cnmpr• de dos call• / 

S-2 / 

o 
-2C 

/ 

Cobertura revertida 2:1. 

( 

S-S.1·-2CsiS,.:;;s 
G= 

s,.-S-2C si S·r > S 

Cobertura 1:1. 

{

-PHiSr<S 
G= 

S,.-S-PsiS,.~S 

3. SpreadH. 

/ 

Parn. clcfin..ir lus <'8tratcgias sprcacls, introduzcamos ln..'i sig¡licnt.cs definiciones: 

Tipo <le ccmtratCJs du opC".ion: <·nll o pnt. 

Clase do rontrn.t.os de opción: toclna la .. CJ opciorws tlc un rnismo tipo, sobre un 

rnisrno activo financiero. 
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Serie de contratoo de opdón: dentro do una clasc, todas las opciones .con inismo 

vencimiento y mismo precio de ejcr<'iclo. 

Una uHt.ratcgia sprc>.ad L'S tma combinación do opciones de la. rniRma da.se y de 

diferentes serla¡, donde 1mas opciones son adquiridas y otras ~n ~mlticlas,· es d~, 

invohwrn Nálo calls o sólo puts sobre un mismo activo financiero, y~ sea con diferentes 

precioo de ejercicio o diferentes fechas do expiración o ambos. 

Los sprcadH elementales son el sprcad vcrtfoal, el sprcad horizontal y el spread 

diagonal. En llll sprcad vertical, las opciones involucradas tienen misma fecha de ex-

piración y diferentes precios de ejercicio. En un aproad horizontal, las opciones tienen 

mismo precio de ejercicio y diferentes fechas de vencimiento.· En llll sprcad diagonal 

las opciones tienen diferentes precios de ejercicio y diferentes fochas de vencimiento. 

Cada sprcad tiene su versión. bullish (a la al7.a) y bearish (a la baja). En un 
- i'< .. io ;-

sprcad vertical bullish, la opdón adquirida t.iciio el. meÍi~r prcd~ de ejercido. Para 
', ' . :.,·;_. _ _";.'.< " 

un sproad horiwntal bullish, la opdón' con f;,cha do expir,,;;iÓn mayor es adquirida:. 
~ - :>· .. '.}>'· ~ ¡¿;\ .'. :<·~.;~:·'.:_ ·.~':\~.: :_·-~.:~'.'..>:~-;'. f:·~:. -·. -.,._ . ~:'_1··.. · .. · 

En un sprcad diagonal bullish, la opcióri.quó so· iidi¡uieie tiene' el menor prcdo de 
,;- .,.,n~--- ~-i:~. '"'/';··, • · ' .,- : ., 

ejercí do y el mayor pl~o al Vcn~(ri1ic~i~. ~ - , ._ 
... -" ·-·.f:".-..'.i_.,~.·~J.'.~ · -. .,_;:,-i.·,;,v·. ;/:~<·.-.--:··· ·;.:-

Alternativamente, para cl c..;.., doló~ ca.lis uri spréad bulÚsh ~'nainiulo tm sp~cad 
. _ .. - :._= < :_:-.-~ -·;.: '}~:::'.(:· '''.;f .'..í'.-::.1 :+~~~::-;;~:!·J.~:>_,.~'.:;. ...-;.~::'.···''..:'<(:~- :~ :; ~~ ·.::· {:<-:·<: :}:'?-" ~ · .. ; ___ ·! . . :.: 

comprado o ndquiritl~, yn qiie lá 'Rdqtúsici6ii 'del sprood rcqn!Üre tni .. iialidl\ irüdal do 

efectivo. Un sprca::~~,~~~~'.:::1;t~~:~:~~1í:~-~t~~2 -i~i~~~~; ·;~~Üf~~~iv·~\1~r· 1¡;·;1:1~~~ tarubi~1n 
·¿ '-· ·.~--·-<.(:·.'::::.:~f.~.,;?;¿; i(·-~·~·;.,..' '~ 

CH llarnuclo tlll sprcad cinitido.: 

Pm·a los S~>ri•ldt! coÍl p1;t.,; ui1 s¡i~uad ~;illi~h "" ll~rnndo ~. s¡ir~l;l crnlti<lo, y IUl 

sprcrul hcarish com'!.un sp;i~¡la<lqu\rido. ; 

Ejmnploo dii S¡m,ads: 
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Gen~Compre de un cell con menor PE 
- - Emitir un cell con meyor PE 

C2 
D+-~~~---;v:-:~-;6'~-v:;~~~-->s,. 

". 
Sprcad vertical bullish. 

¡ G,. - 0 1 si Sr :5 K1 

G= 0 2 -01 +Sr- K1 si.K1 <Sr :5 K• 

0 2 - 0 1 + K 2 - K 1 si Sr > K, 

Si considermn~ dos ciuls con distintas prcci~ do· ejercicio )· <'Om¡muno:i el ele 

menor y cnútimos el de mayor; ~i Sr :5 K 11 ;:u~g;¡no d~ lÓS d~s cáhs ~·cj~rcení y 

a610 ªºtiene una cantidad igua1 ª c,-'c, . si Ki ~ S.;;·;;:K,~o:oj;ri:c~~.\'~1 can~,;,, 
adquirimos lo cual propicianí mm ganancia do ·s.,; :;:K, n;;,;.·f~ afü;;~n~ia'd~ prlmaÍí dÓ 

, o~ : ; !:. - ~:: _ , .,_." 

los calls 0 2 - 0 1 • Ahora si s,. > K 2 cntoncci; cjerc0m¡;~·';,1i:aJJ adcjúirido y iios ejercen 

el call emitido dando como resultado la suma tl~:c,-: é, -. (~~ ~ 'iJ;j·;.:(Sr :-- ·K,). 
Como poclemos ver sig11iendo esta estrategia einpe7,a1;;os e~~; ;,mit1a;i.is t.;~~fÍ~~ que 

·'"·-'·' 
ropramntarían tma 1>érdida pero después se gcrlC~~a tu~11. gl\rlilnCia (¡\~~ se. Ínci-Cíncn~a 

hasta el momento en el qne S.r > K 2 y luego ia dque1...: generada 1~ i>artir ·de L.;;., 

rnorncnto su tuunticnc constante, 

Las gr1üicas que "igucn 11111cst.rm1 la gammda obt.crúcla siguienclo los sprcacls re-

srmc.:tivos. 



,. 
, 

/ 
~ 

o-t-~~~~-...;-->._...-....-~v-::,..,,~~~...,,,.,

-c 

....... 
- - - - Comprar el call con mayor P.E. 
- -- - Emitir el call con menor P.E. 

Spreac I vertical bcarish. 

l 0 1 - 0 2 si s.,. :S K 1 

G= ~-~-~+~~~<~:S~ 

0 1 - C, + K 1 - K, si 81· > K, 

Ganan da 

' 

' ' ' - - ·Compra de un call con menor P.E. 
--compra de un call con mayor P.E. 
·--Emitir dos calls con P.E. Intermedio 

G= 

Sprearl but.t.rr!ly. 

2C2 - C, - Ca ~i Sr :S K1 

2C2 - e, - Ca -8·1· + 2K2 - K 1 si K 2 < Si· :S Ka 

2C2 -G, -C., +2!(2 - K1 - 1(1.si Sr> Ka 

61 



62 

G•n•nd• 
p • • 
Ot-~~ ......... -=--r--r-.,,-----~ 

-P 

• 
-Emitir un put con mayor P.E. 
- - Comprar un put con menor P.E. 

Sprca<l vertical bullish. 

l P2 - Pi+ K1 - K, si S·r < K1 

G = P2 - P1 + S·r - K 2 si K2 :5 S 1• < K2 

P2 - P1 si Sr ;::::: K 2 

G•n•nd• 
--Emitir un put con menor P.E. 

""' -Comprar un put con mayor P.E. 

, ___ ,____._ 

"---

Sprcad vcrtiral hcarish. 

l P1 - P, + K, - K1 si Sr< K1 

G = P1 - P2 + K 2 - Sr si K1 :5 Si· < K, 

P1 - P, si S·1· 2:: K2 

4. Combinacionetl. 

Unu. L~l.ratcgin de l~ot11\1inndór1 i1~vol\1crn. OPL.:iont.!8 do difcrcnt.us ti¡m.'i ~olno 1u1 1uis1uo 

activo finnnduro, t.al qnc muh~~ op~:ion0tt son nclquiricln.s o nuahaz.; son rnuil.icln.o.;, <~ 

dedr, se irivolncrnn ¡mt.8 y calls tiOhro un mismo nct.ivo finnnckro que ¡metlcn t.UJuT 
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iguales o diferentes precios de ejercicio e iguales o clifcrentcá fechas de vcudmicnto. 
. . ' ~ . - . . 

La. combinación llmnadu straddlc so. fornul ·";,!I :i.~!. l~•.1t··y llll ca.U con ni ruisruo 

precio do ejercido o igual focha de cxpiració.n.· 

Las combir111ciónes t.ic!llcn suH versiones ~o¡i (~uinbrc) 'y' bot.tom (fourlo), dcpcn-
.-'".· '·· :,::_.> '.:: ·. 

dicndo si las opciones son crnitida.~ o adc¡uiridaiv ·~Tup lndica-uri'lírnitc in1íximo r!n 

ganm1cia y bottorn ur1 lírnitc nuíximo de pérdida:· 

Ejemplos de combinaciones: 
G•nmncl• 

- --Compr•r un put 
"_.__Comprar un c•ll 

Ot----"'<,--_.,,........~___,.,.-_.,,. __ __,:Sr 
-P 
-Ct---11'-------'..,__ 

St.nulcllo hot.tom. 

G=( -I' - C + K - S.1· si Sr :5 K 

-J>-C+s,. -1< si s.,.> K 

. . 

il(1uil fL?d1~\ ele m~piracióu,"nsí ~~10 poi- i;, cou1p1·n_clc a;~b1~:i~Cd~~u~· l>ágiuúos p·+ C 

y rnir.ut.rns S.,. :5 · K ¡;odcmOH .ojerccr ~¡ put y 'obtim~iu·iis túm 11i11um¿,¡,. do K - S.1., 
' . ' . - - . ' /:. ;:~ ' . ,. .. ' .· 

opu~taincntC i-Íi. S·r·.-.;.-~·- 1i~:i;·~t~~~~--~j·Q~¡~~1-Í1l~~:~·¡~(·~~·-~ -~~riú,rnc>H con 1um <·1u1tidncl 
~,,. -· • ! ,-·<· . ·-1 l, 

i1111ul n Sr _:·K111ii?i~-~~~~\~~{~l~';";~~,¡~/;;i¡;o/1í, l\c1c¡11isición ;le! pnt. y el<?! .. ,.u I' +C. 

C01110 1tci¡li>s:ú~}¡{j·"Cii'.,í~t-;·;:~¿'<·~·,:i.6i:aus .m1t.cdore:1, dcjn.rcruos lus si~1ti<·11t1•s ~T¡ifil·•i..~ 
. '» ·. -. ,.; ·,.·,~ -:;.',;:i..": ·-:~.:· .. ·. >:· ·"· ' . 

sin 811 n~a;p~.Ct.ivn···~-I~~-~fü;~~ri._~a··'qn;;:('8 muy s1mcillo det<!rininnr d l'fod.o quu cau:-rn 

seguir lns <~'trtLtt·~i~u; ¡)fop\·n~t.tL"I. 
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e 
p 
1+-~---7"'---?'~~-~_,,,,.....~--:Sy 

./ -- E~run pu~"'-, 
- -- Emitir un c•ll 

Straddlc top. 

{ 

P+C+Sr-K si Sr~ K 
G-

P+C-Sr+Ksl S,·> K 

G•n•nd• 
-- Compra de un aiU am m9110r P.E. 
- - Compra de un pul c•n menor P.E. 

"" h lt--~-""""--=.---=--'"7··-.«---->5-,. 

Combinación vertical bottom. 

¡
-P - C + K, - S'I' si S.,. < K, 

G= -P-CsiK1,~S1·<K. 

-P-C+S1·- K 0 si SI'?. K. 



e 
p 

0+----.,,<-,~""""'-.,....,,,.....,~----Sr 

-- Emhlr un put con meyor PE 
Genencla EmHlr un call con menor PE 

Combinadón vertical top . 

. ( G + P - Kp + Sr Mi Sr < Kc 

G = G +. P + Kc - K.p si Kc :5 Sr < Kp 

G + P - S·r + Kc ai S,. 2: K.. . 
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Con todos c5tos ejemplos podcmoo damoa. una idea do la cxtcnsii gama de .,.._ 

tratcgi.'1S q~o se construyen a través de la negociación do .opcionCH y quu rada .v"'" He 

convicrtc.ri···cn j~stnuucntos con mu.a fucr1.a y qttC g¡~an .nias ádcpt.os. 
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Capítulo 4 

Noción de arbitraje y la relación 

de paridad call-put. 

4.1 Introducción. 

En el Cnpít11lo 3 plnnt<';unos las dos incógnitas cscncialcs quo bu~n resolver los 

modelos do valuación do opdonos: el ele! "prich1g".·o valu~iÓI1:>.QUo.consistc on en

contrar el precio justo que cleberá p~gar,:cl ,co'.u¡ir~d.l2pr;;::i~a opción, y el do In 

::;:~:;:~iRi,tl~!1~l~f !~t·tF";:': 
UrU\ do lns hÍptSt<;;¡Í~ nin.. illir>drtantcis ci, l~~ n';".;c1eiCi~ dc<,.11111<!!6~ rlo opcionoo os 

.~~·· t.,;:,.,_·.•.'..c··;1·.,\_'0 ,;::_·,·. ~,:.,_.\·' .·· .' · •:•F •',1·''·· ·· ·• 

lu. clo <1uc u;1 ü11 l;1~~.~~(Í~ 's·~·1fici~~~~¡l:¡¡~·11:0:llú.id6· Iio 'so ¡nm<lü hncü~- cli~~~ro·~i~, dinero; 

yn que do mcisti; .ostnpo~ihi#ri11c1 in.~ º'":iones no tmirlrínn nlnp;;ín vnlor; A L.,;t.11 

propiedad so lo couocc.fco1110 ammnria do n¡mrt.nn..idad du arhitrajo. Para <!XI>lkar nst.n 

67 
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un poco más, pcmscruos en el problema do la cobertura, qu? consisto 011 cn~out.ru.r 

una estrategia de inversión de la prima cu !.:,S aetlVOH .del 1i1erc.ido, do .tll! forma quo . 
. .: ' .. ;_·- : -'~ . . . -·;. - ~ _;.. . .. --.. • ·, 

al tictnpo T se solucioric o:it.c prol>ionw.¡ poro :i~f.l pt¡t.'<lci obtt~1~'cfuaern si~1.dincro, no 
:-,> . ,,:; .. :>:_--:.;_,·;_,./;·\. >' ·:.\ .. :. -.. ··.··. -·· 

tendría sm1tido pagar la opción; p;ies sin aporta~ dinero ·,ro podría t1~1er IUla ganancia 
: ... · . ., .. -_ .. _-~-·~--. . ·: ~-.-_,_~_ '"·:·-::~~:~.·-.:~(:/-i;;~·J.rfLt ·-·,~ 

por medio de transacciones con los activos del mercado: ·E~· el .Capítitlo 6 so prrnm1t.a 

un ejemplo de oportunidad de arbitraje. 

4.2 Supuestos. 

Los suptu.!Stos para el n1crcado financiero son: 

l. No existen impuestos ni costos de transacción: 

2. Se pueden dividir los activos; podemos comprar o vender fraccioiu"' dccimaluo; 

de clloo. 

3. Existen ventas al descubierto sin línútcs1 es decir, vCndori1os uria ncción'<¡uo no 
,::_ . ·- ·_, . ' ·. 

poscmnos en el momento pero que a una fecha pact.ada debe11109 comprarla: al. precio 

de mercado y dcvolvmla. 

4. No se piclcu garantías en ventas de opciones y:en '~ent~~· ~l· dciicu~icrto: · 

ú. Se tiene una tn.•a de interés. en connín t.int~ i>ar;. pÚdii 'pr~~ido ~0~10 p;•m 
• • ;,_ • <. 

prestar. Supongamos que la t•~•n de interés pura cada ¡;criódo ~ corist;mte é igual u 

r. 

6. Las trausnccionCH pueden rcali~.arsc a 1u1 t·nbnuo Ucrupo .. 

7. Los precios del mcrcaclo no varúu1 cou h\ rcaJi7.1u~ió11 du t.r1u1Haccinna1. 
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8 •. El mercado ·es discreto, esto es, para UIJa opción con vcr1cirnicnt.O T, 108 prudos 

do IOH activos y_sus transnccioucs sólo su prod11ccn a los .ticrn¡>OH O, 1, ... , N.-:-- 1, N. 

El arbitrajÓ se. pul'<lc presentar en 1m morcado qtil? cutupln r.ou los suptmstos 

anteriores. 

Las relaciones de arbitraje para loa valorCH do Jas opciont'N son rustrjccioru?S c¡uc 

acotan sus v_nlorcs, bajo el supuesto que no hay oport1uúdn.d ele arhif.ra.jo on el rucr~ 

cado. Las relaciones más importantes se dan entro: 

• El precio de tma opción y la tasa de intcréil para préstnmD!i de efectivo. 

• Los preciO!i de dos opciones que difir.ren únicamente en RUS precios dnejercicio. 

• Los precioo de dos opcionffi que difieren sólo en su fccl1a de cxpiradlln. 

En nuestro trabajo, dcsa.rrollarcrnos estas rcladoncs OOlo para opcionai europeas. 

4.3 Relaciones de arbitraje para los valores de un 

call. 

Es importn.ntc diferenciar dOH tipos ele nrbitrajc: el priuwro corrc?Spondn tínicn.rncntu 

n. los prt~dos dn los act.ivos firuu1cicros tlol r11crcndo sin l'OIISicfornr a los precios ele bL'i 

opdnm!S; d :-«·g1mdo se rt!Jicrc al precio do hL'i opriorws dentro del nwrcadn. A part.ir 

du t!:if..U. sección He ch~rollau nlgurm.."I rcln.cioues du nrbit.rnju pnra los vn.lórC:J · du hL-4 

opdorn!:i soLrc m:Uvoo que no re¡m.rtcn dividc.m<lu..o.;. 
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Propooñción 4.1 Sea e, e.l valor de un ooll al tiempo t (t :S T), 'sobre una unidad del 

actiuo financiero con precio S, al tiempo t, con precio de e;jereicio K 1J vencimiento 

T. En.tcm .. t:t!.'J 

S, - K (1 + r)-('r-•> :5 C, ::5 S., 

Demostración: 

Supongrunos C, < S, - K (1 + r)-('r.,.:tl¡ .;;,¡:¡;m,cs al tiempo t vendemos al descu

bierto una unld1w del activo eu S., ~¡;i;;¡Ji;.i;,~·~' ~~\ en C, e Invertimos K (1 + r}-('r-•) · 

a la tasa r, lo que noo dá tma ~aJ~~ili/~.>~, _;, C, - K (1 + r)-(T~tl. Al tiempo 

T obtenemos K por ~1iu:;;1tr~'1jJ~{~[·:;f;~. (1 + r)-cr-•>; si Sr :;; K, no ejercr.mos 

el cal\ y. pa~n~ }ª ~~~~tt.~~<l1~2~i.;,~~lo que nos dá una ganancia do K - 81·; si 

K < S.,., cjcrccmoS 'el cáu; '.c~ii lo '.que. no .tenemos IÜ pérdida ni ganancia . 
. ;, .:~ '?.:º~:: -.'.<)~r;::'..(#~~.;~~-\f ~~0. ·~~~·~./~.~,~~· ::: ~:>'<-·::.. · 

Sea S, '< e,; cntonécs al tiempo t. cnútimos un call en C, y eompr1unos una tuúdatl 
. . . ·~ ~ .. ·;: ~ ·.· · ._>~\:.:~-~:- !:'~;1~\,.Y·~~:1ó~:-'.:'i~~f: :;_y:;_:.,:: .. : 

del activo en B<i lo que ·nos.:c1a· una gánancia. Al tiempo T si Sr ::5 K, obtenemos unn 
-· · ·~-··- ·--'.~> --':~t~>Jff~,rx:·~::.:.}jS_;t~~~:::;'i':'.:!·:~·-·~~/"· -. · _ · · · 

gnnnnda de.Sr, pncs.no_ejercencl cal\; si 'K.< S·r, ejercen el call y nucstm.ganancin 
:·.~:' .;~:;-:,:>·- ¡ •. ~(;;_;: 

.;.• _1:;. será K. 

e,:;; s, 

a 

Nota 4.1 En ¡mrl.ic:tdar, · 8 1 - K ::5 O,; Se puede dcmt>:<tmr que lo.• mlL• curo¡ien.• y 

nntt!rit:annt'l f.ir.rum. el mismo 11rr...cin, dcbidn a e ... ta n!lar:itfo .. 

La siguiente proposición. rcln.cio11a n. los pn?cios dn IDH rn.llH cou HttH t>rcciOH de 

•ücn~ir.io. 
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Pl"Opoooición 4.2 Sea O, (K;). con i E {1, 2, 3}, el precio de un call al tiern¡)(} t 

(t s;: T), ,Yobro u1w unidad del m:ti'''' jinaticimv con. precio St al tiempo t, t:OTI. precio 

dr. ejercido /f1 y vcnciruie.nto T. 

a) Si K1 < K., entonces 

b) Si K1 < K,, entoncea 

i: • ' . 

• ~· •.;,_t,:J:' ( ~ ¡· 

C,(K2) $ .W,(K1)+(í.~ A) Ct(K.). 

Dcm<lt'tracióo: 

-.. ,·~· ;\.,, .... '.-" ·;.¡ --· : -

- : . -o~:~~'.:\": . - ~: \. 

;,,~·}/'~{~-±r:;// ~~:L ,_;,::< 

a) Supongamos C. (K1) < e, (K•)¡·c,~i~i,~.i'·altlcmpo t compramos el call con 
... />·'.·~~::;?fi~ .. r~;~~·i:~:·~t~,r .. :y'.J;'.:. \·~ ~:· 

p1u,io de qjercicio K 1 y omitimos el call ·con prcclo de ejercicio K., con lo que obten-
·- · -\ __ ,,->J~~~~~~/~~~~~:r:t.~f:~:-~:·'.-~fH:'t··:·-: .. ~>:·: · ,_ -·: 

emoo 1ma ganancia. Al tiempo7)si ~r\:5•:I<i'~~() sc~cjcrco'ning1ín call y no se tiene 

:~::.::::~:;r~:~t'~~~~:.;.=-;::: 
.. s~.~K1 ~(SI','-K;) :cK2 ~ K 1• 

·---:::;;..,,·;:~-.;--./?t-·\;;:i··~(;·,::. --;:-··~ .. +:K: ·\\' ·- ·:.:{;:.~,· -.: 
b) S11poI1gariios «1Uc (K.-K,)(1 +rr:<~r.-:•i;,,<:: c,(K1) ·-'c.(K2); 1mt.onccs 111 

Ue1u1Jo .1 e.111iUÚ~·os cl.-<~~··có;1·1;r~~:··i;:· ,Ju,uj~;~'~ii:in·:'¡(i ,~·,;~ow¡~r1~n~OH- eJ'-~ltJJ·. 1'!on I~:rndO 
- •. . . . - . 

de ujL'J'cir:io K • .,, iuvnrtimos (KoJ. - K1) (Í:+ r)-rr-t) a' la ti~.,.. cln'iutnrái r, lo c¡ne 
- ' . ' . . ., , :~ i -- - ... _' . . . ' . . ' - . -

. nos clu 1um garuuic_in. Al timupo T ob~.fmcrri_oH K2 -- /(i por IJIU':itrn invorsión de 
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(K2 - K 1) (1 + r)-C~-•>¡ siST :5 Ki. no se ajerce ningún caU, y nilcstra ganancia es 

K2 - K,¡.si K/ <.S1· s·K2;·ojercon'úl éall qtmornitiruos,·y tmnbién tcnNnOli mm 

ganancia de ', ,• . ¡ ~' 
' ' 

K.-:-. K1 -c-;;/_:k;> = J<.L ~); 
"'.· : . -. ':::; ~ 

sl K 2 < S.r, se ¿jcrcen l~s .c1os. ~~·~ ;;ót.Jiiinno8' pé;dida ni ganancia . 
. ··:~. ,,.,, ·,>.- : . . ··,·~:::-:···r··'· ;:.,.,= ~··.'.· :"·.,.·· .... 

e) Suponga-;nas ~ó. (K1>+c1 ·:,:: .>.) C,(K;)<Ct(K2Ji:~11t.onces altforupo f muiti-
. .. · .. -· --:.::.:-.<~, >-~\\:~· · ~\::/'->~/~::~.-~:·~·Xi:::.-~.:- t}-~:::·-.r~~~:L:,:;-:~·~~-f- :,.~~~\:'.!\~~~-~~Z .. _'.=~;~;\, .. {\\:_-. -. ~,~ - .:/ -

1nos el call "con precio. do Cjcrcicdo:K2·,-·r.ompr11wOS·,\;calls :con :Prcmo.dc'cjcrcicio K 1 

:. 7a~.\f.~i~m~~1~'~'Wf~~~,~:;:: 
los.\ calls con precio dc:cj0rclcioK1; obtcnic~do ima gaiíaíiciarlií.\ (ST- K 1)i si 

K• <Sr·~ K,, cj:rc~m.:;:;~;·~~·~~' ~dñl~~~¡~:;Í~tj~~~1~i'.K1::: éjcrc1rr; el mll crm 
-·~~~·. ::; :";;;:~ ~· .. :~~~,.·:;~; '·.·~( 

precio' de ~crc-jc-J~ K2/ JO· q·~6:.~-~:·;¡~-'.-~~a'.~~~~~-¡~:d~·'.; ;--~~·' (F- · ;-~~:.~".'\;-~_:-:)-~·r.:.:, ;_ 
\••:· ' . ·-.;,_ 

(K:i'-'K2) (s.¡/f._'Ki);c:/(K;.'S'Ki)(S,i-"-K2) 
K,.-·K1· 

(k:; - S.r) (K, :- k;) . 
K 3 -K1 ¡ 

si Ka < Sr, He ejercen todos los culls, con lo que 110 obtenemos p(u-dida ni ganuncia 

o 

4.4 Relaciones de arbitraje para Jos valores de un 

put. 

En c}oltn Sf'<:l'ÍÓJJ se dt."Mnrro1Jar1 l1L'i rt•sf.rkdont'8 pnrn los valores du ¡mts euro¡>t'Os, 

cuul]og-iL"i a lus rcst.ri<:donc..."i para loH \1t.lorc!H cfo los c•nllw, \•ist1L"i PU Ja St.!<•dcín nut.c•rior. 
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Propa..ición 4.3 Sea P, el valor de un put al tiempo t (O :S t S T), sobro un activo 

financiero r.on valor S, al f.iempo t, precio da ejercicio /( y vmwimiento T. Entonce.• 

OS P, S K(l +r)-tr-t). 

Dernoetración: 

Supongamos K (l + r)-(T-t) < P,. cntoncct1 al tiempo t re.ali1.amo• la Miguiuute 

transacción: emitimos un put en P, e invcrtimoo K ( l + r )-(7'-t) a la tasa de int.cr(., 

r, dándonos como resultado una ganancia. Al tiempo T tenernos K por nuestra 

inversión de K (1 + r)-(T-•l; si 87' < K, nos ejercen el put, y no obtencmoo pérdida 

ni ganancia; si K S Sr, no ejercen el put, y nuestra ganancia será K. 

Por otra parte, P, no put'dc ser 1nenor que cero, pues al tiempo t contprnr!Rruo .. o.; 

un put en P., dándonos como resultado una ganancia; y al tiempo 7' obturnlríamos 

waa ganancia si Sr< K, y no tcndríam08 p('l'dida ni ganancia en el otro caso. 

Por lo tanto, si no hay oprtmtldad de arbitraj<? cntonccs O S P, S K (1 + r)-(T-t) 

o 

Al igual que para los caUs, la siguiente proposición relaciona a los precios de loo 

putt1 con sus prct~ios de cjurcicio. 

Proposición 4.4 Sea P,(K;), con i E {1,2,3}, el precio de ur1 put al tiempo t 

(t :S T), .•ob1-c una unidad del activo financiero con precio S, al ticm¡10 t, pmcio de 

cjc~ir.io K¡ y 11encim.ifmJo T. 

a) Si K1 < K2 entont:e.s 
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b) Si K1 < K, entonces 

) K• -K2 . 
e Sea A = K

3 
_ Ki. Si K 1 < K2 < K•; entonces 

Demaetracióu: 

a) Supongamoe P¡(K.) < .f't(K1); entonces al tiempo t compramos el put con pr<>· 

cio de ejercicio K2 y crnitiruos el put C'.On procJo de ejercicio K 1 , con lo que obtcnenms 

una ganancia. Al tiempo, T si Sr < K., ae ejerce loe dos puts, y nuestra g1Uwncia 

(K2 - Sr) - (K, - Sr)= K, - K,; 

si K1 :5 S,. < K., ejm·ccmos el put que L'Ompramotl, obteniendo una ganancia de 

K 2 - S,.; si K 2 < S,., no se ejerce ningún put. 

b) Supongamos que (K2 -K1)(1+r)-<T-•l < P,(K.}-P,(K1); entonces al tiempot 

emitimos el put con precio de ejercicio K 2 , compramos el put con precio de ejercido K, 

e invertimos (K2 - K 1)(1 +r)-<7 '-l) a la tasa de interés r, lo queº°" dá •IDB ganancia. 

Al tiempo T obtenemos K 2 - K 1 por nuestra inversión de (K2 - K1)(l + r)-<T-•l; si 

Sr :5 K., se ejercen los dos puts, y no tcnelD08 pérdida ni glU18ncia; si K, < Sr :5 K,, 

ejercen el put que mnit.iru06, y también t.cncmoe una ganancia de 

K, - K, - (Sr - K.) =Sr - K1; 

si K2 < 51·, no se ejerce ningaín pnt, y r.mmtrn gamwcin <~ /(.i - K1. 
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e) Supongamos AP,(K1)+(1 - A) P,(K.) < P,(K.); entonces al tiempo t emitimos 

el put con prucio de ejentlcio K 2 , compramos A puts con precio de ejercicio K, y 

compramos (1 - A) puta con precio de ejercicio Ka, lo que nos dá una ganancia. Al 

tiempo T si Sr < Ki. se ejerce todos 108 puts, con lo qua no obtenemos pértlida ni 

gananeia; si K 1 :$ ST < K 2, ejercem08 108 (1 - A) puts con precio de ejercicio Ka y 

ejercen el put con precio de ejercicio K., obteniendo una ganancia de 

(1-A)(K• - Sr) - (K2-Sr) = A(Sr- K1); 

si K 2 $ Sr < K3 , ejercemtfl los (1 - A) puta con precio de ejercicio Ka, lo que n08 

dá una ganancia de (1 -A) (K3 - ST); si K 3 :$ ST, no se ejerce ningún put 

o 

4.5 Relación de paridad call-put. 

En esta sección se introduce la important.c relación de paridad call-put, que involucra 

al valor del caJl y al clcl ¡mt, al prccio del activo financiero y al de ejercicio, y a la 

tasa de interés para présta.mot1 de efectivo. 

Propo.iición 4.G Sean C, y P, lo.• precio.• de 1ln call 11 tm put curopoos, rr~'<Pe.ctim

mr.ntc, al tif!mpo t (t ~ T) , con igual precio de r.jercidn K 1 sobre 1111a unidad del 

actiuo finaru:iero am. precio S, al ticni¡Jo t; entone.es 

O, - P, = S, -K(l + r)-(T-t). 

Dem<><1tración: 
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Supongamos que al tiempo t compramos una acción en S, y un put con prnciu I',, 

además vendemos llll call en e,. &ta transacción nos cucsta)a .cantidad e, - p, - s,, 
· . ._, . . ¡_: 

que puede ser pOHitiva o ncgat.iva; si ca positiva, la illvcrtin1oé ·a ia··t88ll'd0 il1tcrés T; ~i 
: . · ·~ "> ~'.~ ;· .· ~ ~: ,; :::~··.:f:~-:· ·. ~.Ti¿·· .-~;~:~:0~ .. :;·:~~;: , . 

""'negativa, la pedimos prestado a la misma t~ de interés>Al tiempo '1'c 1a·g11:n!'ncia 

:.:~:"=:::::-:;c:,;;~~~tlli~~~if=: 
el call, y nuestra ganancia neta vuelvo a !ICI" K+(C,c-:'.P,':C:'S,) (t+r)< - >. · 

Supongamos que o < K + (C,-: ~.;s:in~,'ti~~,~~t{~;-~fic~~~cmprc ganamos 

sin arriesgar nada. Por el contrario,' til'K·.+·ca,:-:,lf,....:,s,) (1:+ r)CT-•> <O, siempre 
' .·. '·-\·~·:'>: :,..i1(> <;;.~:~·1 ·:~;·:-~~:;-~-·:~-~\::.>;· -~¡~·=.~:, '·. : ·.' . 

··:3''""/ .. r:.-·· pcrdcru06. 
. /:~· ~ }-,~~~\~~·~:~~.!t: ·~l::<.; ·;::: :~, ~/ 

Por lo tanto, si no hay oportunlcla<i' de arbit~jé.' cntonccs 

m docJr, 

C, - P, = S, - K (1 + r)-('r-t¡ 

o 

Los rnoclclos ele '"luación de opciones europeas deben BCI' tales que los valores de 

las opciones C\UI1plan con eHt.as relaciones. 

En el Capítulo 5 se verán las camctcrísticas de los mercados en los que no cxiHte 

oportunidad de arbit.raje por medio do t.ransaccimu~ con }os activos fu1ru1cicros y c..·on 

los activos con rc1ulin1i<mto Hl.'gltrO. 



Capítulo 5 

Teoría de los modelos discretos de 

valuación de opciones europeas. 

5.1 Introducción. 

Como viruOtl en cl Capítulo 4, IWI reladonrn de arbitrnjc para 106 valorc8 de las op

ciones no son mdicic11tcs para obtener los prcci~ de ffitas; sólo nos dicen entre que 

valores so cncucntr.iua para que no Ho pu<Xlu harcr arbita·aje con Ja..o; opciones. Una 

purt.c de la teoría n1atcmática de las opdom.~ se enfoca n ruodclos discrct.oo que sin111-

la.n ctl cornportarnicnto de loo irn~trunwntos fhmncícros de inversión. En este capítulo 

trataremos do dcsanollar la teoría de un modelo diserdo, <m el que •e munpla que no 

huya oporttmida<f de nrhitrajc, el <linero de la prinm NC invierto crt los activos consid

cradoo cu el nu~cadn utili,..ando est.rahgÍlL'f que no ocupen infornmdón prjviJnginc:ln, 

es decir, sólo ocupan la irúorrua<'ión di:;pouiblo on ul meren.do a los ticn1p0li en que 

sn rcali~.a.u Ja.s invcr~iorws y en cudu tierupo n, Hu reinvierte In. totalidad del dinuro y 

77 
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sólo eso, esto ee, no se aportan ni ee retiran fondos. El objetivo de este modelo es el 

de rC110lvcr dO!I problemas fundamentales en las opciones: r.l problema del "pricing" 

o vultmción de la opción y cl du 111 cobertura. El "pricing" couHiste en cncont.rar el 

valor justo de la opción a un ti<.'Illpo n. La cobertura cousiste en quu, con el valor do 

la opción al tiempo n, el vendL>clor de la opción invfort.a dicha cru1tidad en un activo 

sin riesgo y en d ootivos con ricsgo o activos firuwcicro, siguiendo una estrategia ele 

invcr•ión que no utiliza información privilegiada, W que al tiempo N obtenga una 

cantidad que le pcrnúta afrontar t<tl obligación onte ol poseedor de la opción, cs dtrlr, 

cubrirse pcñoctamente. 

5.2 Activos financieros. 

Un modelo ele mercado financiero discreto se cont<truye sobre un espacio firúto de 

probabilidad (fl, :F, P) , provist.o ele una filtración (:Fn)o,;;n,;;N• cuyos elementos :Fn 

reprcsm1ton la información disponiblc h81!1.a el timupo n, donde N es la focha de 

vcncurúcuto ele las opciones. Además supondremos que :Fo = {</>, fl), :F = :F N = 'P {fl) 

y P {{w}] >O 1>ar11 todo w E f!. 

ConRidL'l'crnos <¡ue en el uicrcado existen d + 1 activos financieros, cuyos precios 

al irultantc n cstá!1 dadot1 por IM vw-iables aleatorias positivas ~. S~, ... , s;! :Fn -

medfülcs, de t.al suerte que 

Sn = (S,:,s~ •... ,s;!) 

ci el v<>etor drr precios al tiempo n. 
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El activo con precio S:: al tiempo n es el único activo con renclimiento seguro, y 

además supondremos que sg = l. En particular, si la tasa de interés de las Inversiones 

sin riCflgo sobre un período de tiempo es constante e igual a r, entonces 

S:: =S::(1 +rr = (1 +rr. 

{J,, = :;,-\¡ es el coeficiente de actualización, o do valor presente, del tiempo n al tiempo 

O; es la r.antidad de dinero que invertida en el activo con rondinúento seguro permite 

tener 1ma urúdad de capital al tiempo n. 

Los d activos restantes serán activos con riesgo. Esto quiero decir que, a diferencia 

del otro activo, los precios de Jos activos a cada tiempo n <':: 1 solamente serán 

conocidos h&1ta dicho instante. 

5.3 Estrategias. 

Deftnición G.1 Una ei1tratcgin es una suce.'iión de tiectore.9 aleatorios prP..dccibles 

cantidades de cada activo, i1mcrtida.'1 al tiempo 11. 

Para cada n E {O, 1, .. ., N}, .U r.onj1mto ( <l>~, <l•!, .. ., <I>~) lo llamaremos el portafo-

lio al tiempo rt, ya que éste se con.-;tituyc prccisarncnte por las cantidad~ 'I>~, lf>~, ... , '1>~ 

efe :;:us concspondicntcs Rctivoo al t.icn1po n. 

La suposición de que para todo j E {O, 1, . ., d}, ('1>:.lusn:;N sou un prncoso prcdcci-

ble significn que no so torna Cn cuenta ,informnc.ión privilegiada, CH decir, la infonnn.ción 

ruqucrida pnra decidir laM cm1tidndcs de los activos que cornpondr1í11 t~ port•úolio al 
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tiempo n es toda la información disponible en el mercado hasta el t.iempo n -- 1; cou 

la irúom1ación que ee dispone al tiempo n- 1 se deciden las cantidades 4>~, .Z.~, .•• , ~. 

de 8U8 respectivos activos, que fommrá.n el portafolio al tiempo n. 

El valor del portafolio al instante n será el producto escalar 

d 

V.. (.Z.) = cl>n o Sn = L;.Z..:,S~, 

y su valor present." será 

j=-:0 

4>n o Sn 
d 

E~S~, 
J=O 

donde S:. = /JnS:., y Sn = (1,§~, ... ,S;:) es el VOL'tor de precios actunli?.lll!os. 

Como mcncionruoos en la introdncci6111 considcrarcrnos fJ(Í)o cstratcgi&.~ en las que 

so reinvierte la totalidad del dinL't"O en cada tiempo n. Estas cstrakogi1\S scran llamadas 

autofinanciables. Esta propiedad se r.xprcsa en la siguiente definición. 

Deftnicl6n 5.2 Una estrategia es autojinanciable si pam todo 11 E {O, 1, ... , N - 1}, 

Esto significa c¡un ni tiempo n el portafolio vale <J>noSn, y cxact.amentc esa cantidad 

80 van ruinvertir cu los d + 1 nctivos, despuC-s de tm1cr conocinúC'nto de los precios Sn, 

para pasar a ln coruprn;ición o port.afolio rl>n • 1• Este runjustc se.? hace con los prt.•c.ios 

du lo..'I activo.-; para d Ucrnpo n. 
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Por ejemplo, considuremos sólo dos activos: . uno sin riesgo y el otro con riC><go. 

Sean SJ = 2, <1>8 = 4 y <I>,\ = 3; cntonccs Vo (cf?) = 4 (1) + 3 (2) = 10 unidndC... Pam ol 

tiempo 1 la ... trategia es: <l>Y = 3 y <I>l = 4, pero el capitnl invertido en U<ta. inver~ión 

es <1> 1 oS0 = 3 (1)+4 (2) = 11 unidadf!S;l Vo (et>). En este caso el> no es antofinanduble, 

pues se aportaron fondos a<licionnles al capital inicial Vo (et>). 

Como puedo observarse, en lllll\ estrategia antofinanciable las variaciones dcl Vl\\nr 

dd portafolio sólo están dadas por 1"" variaciones de los prccioe de los activ<Íff: 

4-n+l oSnt-i - clln oSn 

~nU o sn .. 1 - clJn+t o Sn 

Proposición r;.a Las .'liguientes condiciones son equivalenl.R.s: 

i) La estrategia et> es autofinanciable. 

ii) Paro todo n E {1, 2,. .. , N}, 

Vn (<1>) =Va (el>)+ E•I>; o (Si - S;-1). 
i=l 

fü) Paro todo n E (1, 2,. .. , N}, 

V;,(<I>) = Va(<I>)+ f:;ct>,o (s,-s,_,). 
i=l . 

Dcmot1tración: 

1) si y sólo si ü). Sea el> autofinanciablc; entoncCff 
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Vn-•(tf>) + tl>n-1 O (Sn-1 - Sn-2) + ol>n o (Sn - Sn-1) 

V0 (tl>) +E ti>; o (S; - s,_1). 
<=l 

Reclprocamentc, supongamos ü); entonces para todo ne {O,. . .,N -1}, 

Vn+i (4>) - Vn (ti>) = tl>,.+1 o (S,.+1 - S,.), 

y por lo tanto 

.Z.n o Sn = 4>on+l O Sn• 

ii) si y s61o si iii). NotemOll que para todo n E {O, .. ., N - l}, ol>n oSn = <l>n+l oSn 

es equivalente a tl>n o S,. = tl>,.+l o S .. , con lo que la demostración es inmediata. 

Usando esta acgtlDda equivalencia de aut.ofinanciabilidad de 4>, la dcmOlltración 

de iü) si y sólo si i) es similar a la de i) si y sólo si ii) 

CI 

En una estrategia autofinanciable 

Vo(ol>) +E (4>? (s:'-s:'-1) + ··· + +t (lJ'/-lJ'/-1)) 
i-·I 

.. d 

Vo(tl>) + EE4>I º (sf- s{_,), 
i J j...=l 

pues (s:'- s:'-i) =O para todo n E {1,. . ., N}. por lo que el valor actualizado del 

portafolio está dct.cnuinado por la riquc-1.a inic.ial y por el proceso ((4>~ ,. . ., ~)) 
OSn~N 

rlo la .. ~ canticta.rlCH de los activoH con rfosgn, lo q110 HC cst.nl>le<:1! en la sig¡dnntu propottición. 



Propoeic16o lí.4 Pam todo proceso predecible ( ( 4>~, .. ., ~) )o,;n,;IV y, paro toda vari

able almtoria Vo, :Fo-medible, existe un sólO proceso predecible (<l>~)o,;.,,;N tal que la 

cstmtegia ((4>~, <l>~, ..• , '11.)) e.• autofinanciable de wlor inicial Vo. 
DSnSN 

Dem011tracióm 

Para todo prot."CSO prcdcciblo (( cf>~, ... , '11.))u:;n,;;N y para toda variable aleatoria 

Vo .1'i1-modible, sea 

n-1 
o - ' ~ ( l (-' -1 ) 1 ("" ""' )) ( l -, d""' ) 4>,. - h + L..J cf>, S, - S,_1 + ··· + <l>, o¡ - a,_, - cf>.,S.,_1+···+4> .. o,¡_, 

•=l 

para t.o<lo n E {1, ... N}. <l>~ cs tma función :F...,.1-modible. Entonces 

por lo que ((<l>~, cf>~, ... , ~)) ... 1ma estrategia autofinanciable de valor inicial 
0Sn$:N 

Vo 

o 

5.4 Estrategias admisibles y arbitraje. 

Cuando Ruccde que <l>~ < O, signHica que hemos pedido pn. .. "'ltada la cantidad -el•~ del 

acti\'o MÍJa ril~go. Por su parto, si'~< O ¡Nun. j E {1, ... , d}, sigrúficu que vcndhurn; 

al dcscnhiurto la cantidad -<l>~ del activo i. A pesar de qnc los préstamt1" y lu.'i 

vent1L• al <11,,;<:nbiCTt.o HOn ¡w.rmit.idoi;, el valor <lr.l port.nfolio a todo momento debo ser 



mayor o Igual a cero. Para todo n E {O, ... , N}, ~ In = {i e {01 ... , d} : <tf, < O} y 

Jn = {j E {O, ... ,d}: 4'i. ~O}; entonces 

Vn (4') = E ili~S~ + E ~S~;:: O, 
JElft JEJn 

por lo que 

E ~s~ ~ - L rt~S!i 
jEJn áe/,. 

y así el lnvenrionist.a puede ¡>agar 8UB préstamos y sus ventas al descubierto a todo 

momento. 

Deftnicl6n 5.5 Una estrategia 4' e• admisible si es aulofinanr:iable. y si Vn (4') ;:: O 

paru todo n E {O, 1, ... , N}. 

De acuerdo con ct1ta definición, podemoa fonnalizar la noción 1lc arbitmjc como 

sigue: 

Deftnicl6n 5.8 Una estrategia de arbitraje e.s una r.11trategia admilrible de valor 

inicial nulo y de 11alor final no nulo. 

Como ya dijimos, la mayor parte de los modelos financieros que consideraremos 

deberán r.xchúr tn<la oportunid!ld de arbitraje. Es aquí donde IRH martingal..,. jmwm 

un papel fumlamcnt.al, pues camctr.rizrm a teles modcloo, debido a Hu rulación con el 

arbitraje. 

5.5 Mercados financieros viables. 

En esta sccci6n HC curnct.<!ri?.an n los nlcrc.adoa finaudcros vial>h$, 
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Definición 5. 7 Un mercado es viable si no existen estrategias de. arbitmje. 

Teorema 5.8 El mercado es TJiable si y .•ólo .•i F.xi.•tr. una probabilidad p• r:qui1•alrmfo 

a P 1 , .•obre (11, :F), bajo la cual las precios act.ua/izadn.• de lns adi1•u.• .<un 111.artinyrúas. 

Demoatración: 

Supongamos que mc.ist.c 1ma probabilidad p• equivalente a P, bajo la cual lo~ 

precioo actualizados de loo activos son .:Fn-martingalas. Para toda ci;tmt.egia <I> aut-

· ofinanciable, el valor del portafolio al tiempo n ~ l es: 

v..= Vo(tf>} + Etf>; o (8; -S;-1). 
j=l 

Por la proposición 2.6, (V.. {tl>))cs una .:Fn-marti11gala. Por lo tanto, si E• denota la 

""PCTª""" bajo p•, 

Si además ti> es admisible con valor inicial nulo, E• [vN {<1>)] =O, <'On VN (cf>) ~ O; 

entonces VN ('1>) =O, con lo que se concluye que el mercado es viable. 

Para la clemat;tradón del n•dproi:o, considr.rnrcmoa a las variahlm alr.ntorim• rr.n!ON 

X defilli<las sobre n como vectores (X (w1), ••• ,X (wAt)) e JRM, donde M = ¡n¡. 

SnpongiunoH qnu el mercado "" viahlu. El conj1mt.o cln toda.~ In.< vnrfahlc,,; nleatorlás 

positivns y no nuln ... "I l~ un conjtmto co1~~.~~-·:quo_'_':1<:notárcmos por r. Para todo 

proce:ID prc<lt.."<!ihlc ((4>~, ... , '1»~)) ·, s~8. 
OS::nSN · 

G,.(<I>) =E (<1>! (8J-§,'_,) + ... +<1>f(st-S:'-1)) 
l;:o1l ·, ,. ·. 

"'"1-=p"•,..,-,.-"-"l-ll.,-ÍY!<_.,.l<-m-t•-,-B-=P,,-.,("P,.._.....,p-•~¡-.-¡-y""'''~lo Ri 11~~ to~l~··f~~?l~·~"~i~ P(A) =U Hi y fll:•,¡Q si p•(.1l) - O. 
1~11 IHll:Hlrn.r.ll.H<>, p• cc:~uivalcufc ~ P ~ignifica fJ11~.·plU'U tocio W ~ n, .. P~ ({~}) > 0. 
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pues 

Por la proposición 5.4, existe un único procCllO prcclecible ( <l>~losnSN tal que la e&

trategia ( (el>~, .•• , <t>~)) DSnSN es autofümnciable do valor irúdal nulo. Por lo tanto 

a .. (4>) es ol valor actualizado al tiempo n de esta estrategia. 

LeUUl G.9 Si r.l merr..ado es viable, c.."T&toncc.11 paro todo proceao predecible ( ( 4>! 1 ••• , 4>~) )OSn.S~' 

Demostracidn: 

Supongw.nos que existe un proceso predecible ( ( «I>!, •.. , <I>:!) )osnSN talque GN (<I>) E 

r. Si Gn (4>) ~o para todo n E {O, •.• , NJ, entonces existe un sólo proceso ((cI>~))OSnSN 

tal que la estrategia ((<I>~, <t>!, ... , ~)) es ele arbitraje. Si Gn (el>) <O para algún 
OSnS.N 

n E {O, ... ,N}, entonces sea e= sup { n: P [Gn (el>) <o] >o}. e :5 N -1 y para tocio 

n > e Gn (el>) ~O. Defi.naruos un nuevo proceso "1 como: 

{

Osin<c 
'1tn(w)= -

lA (w) '1>n (w) si n >e, 

donde A= {w: Ge (<I>) <o}. 'lt es un proceso prcclocible, pues <I> es prcdociblc y A 

cs un conjtmto F 0 -mocliblc. Notemos que 

por lo que a .. (llt) ~o para todo n E {O, ... , NJ y GN ("1) >o sobre el conjunto A 
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o 

Sea lllº el conj1mto de todas !OB variables aleatorias reales definidas sobre n. Es 

fácil dcmOHtrnr que u! conj1mto V dn toc!OB las variables aleatoria.• de la fonna G N (11>), 

con 11> predecible, es 1m subcspacio vectorial de JRº que no intcrsecta a r, por el lema 

5.9, ni al conj1mto convmco campar.to K = {x E r: E X(w) = i} e r. Usando el 
wen 

teorcnm 7.2 dcl ap('lldico, existo (Á (wllwen tal que: 

1) Para toda X E K E Á (w) X (w) > O 
wen 

2) Para toda "1Jccsi6n predecible ((.z>~,. .. , «l>~))osnsN' w~ A(w)GN (4')(w) =O. 

Por 1), A (w) >O para todo w e O, por lo que la probabilidad p• definida por: 

p•[fw}]=~ 
EÁ<w>' 
wen 

"" equivalente a P. 

Por 2), para toda m1cmi6n predecible ((.z>~, .... ~))OSnSN' 

E GN (4') (w) p• [{w}] 
wen 

E• [GN(«l>)j 

E* [t. («1>, o (s, - §,_1)) J 
o. 

En particular, para todo j E {1, ... ,d} 

por lo quc,usanrlo la propooición 2. 7, (S~)osnSN• .. ., CS:!losnSN llOn .1'"n-m11rti11¡i;nlas 

o 
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5.6 Mercados completos. 

En esta sección se caract.cri?.an a loe mercados viables y completos, que, como veremos, 

son loa 1nurcad.os que not1 ink.~esan. 

Definimos el vaJor de una opción europea con focbl\ de vencimiento N, precio 

de eje<cicio /(, oolxe una unidad del adive 1, por mia variable rucatoriu h ~ O, 

:F N-mc<lible, que repr(JS(,nta cl beneficio del ejmclcio de la opción. Así, paru un calJ 

y para un put 

Un activo condicional es nn activo financiero cuyo valor al tiempo N está dado 

por una variable aleatoria h ~O, :FN-mcdible. 

Deftnici6n 5.10 Se dice que un actiuo condicional con valor h es t1imulable si existe 

una estrategia admisible cuyo valor al instante N sea igual a h. 

Obllcrvaei6n !i.l Si el mercado es viable, e.• suficiente que: exista una r.•lmtcgia 

autojinanciahle con valor h al tiem110 N paro que la opción h sca .•imulable. 

En efcct.o, 8(',a p• una prolmbilidad "l'""'\entc n P truque Jos prL'<!ÍOt< actuali~.adoo 

de loe activoe son :Fn -m!lrtingalas. Si <l> es \ID!l estrategia autofinwtdüblc, entone,.; 

(\in(«>)) es win .1'"n-martingala. Por lo tantopu.m t.odo n E {O, ... ,N}, 

- r- J Vn (<l>) =E" l'l-:V (<l>) 1 :F,, • 
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Si VN («>)?:O, en p&rticular VN (4>) = h, BDt.onces V.. (4') ~O para todon E {O, .. ., N}, 

por lo que cJ> es aclmiHib!e. 

Deftnición li.11 El 11U!rr.adn es coinpleto si todo activo condicional es simulable. 

Los mercados completos son de gran interés, pues en c!loe se tiene sol uci6n " loa 

problemas de la valuación y de la cobertura de activos condicionales. 

Teorema li.12 Un mercado rriahle es completo si 1J sólo si existe una única proba-

lrilidad p• equivalente a P, sobre (!1, :F N) bajo la que los precios actualizados de los 

ar:tioo.t son Fn-marl.ingala.9. 

Demoeotración: 

Supongamos que el mercado ce viable y completo. Entonces para tova variable 

aleatoria h ?: O, FN-medible, existe una r.strategia admisible 4' tal que h = VN (ofó), 

ad cm&.. 

h 

sx. 
N 

Va (4') + L'P; º (8; -s,_,). 
i=I 

Si P 1 y P2 son dos probabilicla.dcs e<11úva!cntcs a P hajo las cunllltl los precios actu-

lllfaadoo de loo 1tctivos son .r.-rnartiugulas, entone"" 

Vo(<l>), 
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donde E, denota la csparanza bajo P¡, para i = 1, 2. Entonces 

y por lo tanto P 1 = P• sobre (U,.rN), debido a que hes arbitrada. 

Redprocamente, supongamOll que el mercado es viable y no completo. Entonceo 

exi11tc una variable aleatoria h ~O, .rN-medible, no simulable. Sea V rl conjunto de 

variables alcatoriaa ele la fonna 

N 
Va+ ¿<1>; º (s, - s,_,), 

·-..el 

con Va F 0 -mcdiblc y ((c1t:,, ... ,c1»~)) 0$nSN predecible con wlonlS en Illd. Entonecs, 

por la pro¡>OSición 5.4 y por la observación 5.1, ;. '1' V. Es fácil clernc .. trar que 
N 

V es un subcspacio vectorial del espado de tocias las variablC'S akatorias dcfinichVI 

sobre (U,.rN). Entonces existe llila variable aleatoria no nula Z c¡1w es ortogonal a 

V. Sea P' w1a probabilidad L'quivalcnte a P bajo la cual loo precios actualiza<lc"' 

do los activos son orn-rnartingalas. Proveam<M! al <1'1pacio ele variables aleatorias del 

producto escalar (X, Y) -• E' [XY). Si hacemos 

donde JIZJl00 = sup..,..0 \Z (w}\, entonces P" es una pmbabilidad cq1üvalcnte a P y 

diferente de P", pues X= 1 E V, y así 

E'[ZJ E'[XZ) 

O¡ 

sdcrnáH, para tocio proceso prcdociblo ( ( 4>!, ... , 4>~) )osn:SN 

E" [t. <l>n O (S., - Sn-1)] = E' [t, ..;n O ( Sn - Sn-1)] + 
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E" [z (f. <I>n º(s. -s.-1))] 
21!Zlioo 

O· 
' 

y por lo tanto, usando la propoeición 2. 7, ( S~)OSnSN, ••• , ( ~)os;ns;N son :Fn -martingalas 

o 

5. 7 Valuación y cobertura de los activos condi-

cionales en mercados viables y completos. 

Supongamos que el mercado es viable y completo, y Sf'.a p• Ja única proh1tbilidad, 

sobre (n,FN), bajo la cual Jos prec.ioo actual.i?.ados de loo activos ron ruaningalas. 

Collllidcrcmos un activo condic.ional cuyo valor cstá definido por 111 variable alcatoriK 

h 2: O, FN-rnodible, y sr.a <I> una cstratL'gia adm.isihle que siru1Lle a h, es decir, 

VN(<I>) = h. La sucesión (V.,)osnSN C8 w1n .1"0 -mart.ingala, por Jo que, para todo 

n E {O, ... N} 

Por lo tanto, el valor a todo momento de cualquier estrategia admisible que simulo 

a h cst1( completamente cletermirmdo por h y por p•. Llamaremos a V,.(<I>) el miar 

do la opdón al tiempo n, 1mcs es el mont.o que, siguiendo Ja 1..,;trategi1t el> a partir drl 

tiempo n, J>errn.itc producir r.xadmucnto cl monto /¡ al ticrupo N. Si ni tiempo O tul 

invt?rsion.ista vende la opción al precio Eº [;X,), sig¡ücndo Ja cstrat.cgia <l', él podrii 
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obtener la rique-.r.a h = (SN - K)+ para un call, o h = (K - SN)+ para un put, al 

tiempo N, ce decir, ec podrá <mbrir pcrfcctamcmtc. 

NotcruOfl <¡lll! para d cálculo del pri'Cio do la..~ opdom .. , sólo tlO rcqtúorc conocer 

p•, Pero surge un problema: antes de conocer a (11, :F) y a la filtración (.F,.)0,,,.,,N 

ce inútil tratar de dctern1inar a P•; por lo tanto no "" conocen los valoree cxootos de 

las opciones. En ol sigtúcnte capítulo veremos cl modelo Cox-R.,_.Rubinstein, con 

rJ cual r.n la imictica, los cálculos del precio y de la cobertura pueden considerarse 

cowo w1a buena aproximación. 



Capítulo 6 

Modelo de Cox-Ross-Rubinstein 

(Modelo Binomial). 

6.1 Introducción. 

En esto capítulo dcsarrollarmnos uno de los modelos más conocidos y fácilics para la 

valuación de opciones, el modelo Cox-Jloi;.<¡-Rubinstein, o Bir1omial. El modelo Cro<

Ross-Rubinstcin es una versión discreta del modelo Black-Sd1o!cs, lo que se vcrú en 

la parte final de CHtc capítulo. 

Prirncro d~arrolJarcmos el tnodclo llinorWal, prohaudo que cnunplo con la tcorin 

tic los modelos diH<'rd.ct" y rrso!vi"ndo lo." problemas riel precio y do la cobert.,;rn, 

Posteriormente, propondremos otro 1uoclclo quo no In cwuplc, y, final.rucntc, tID dnrii. 

la llJ>fllXimnción al modelo BJ1u,k-Sr11n!CH. 

93 
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6.2 Desarrollo del Modelo Binomial. 

Sup.-t .. : 

i) Sólo existe un activo con riesgo, con prncio Sn al tiempo n E {O, l, ... , N}, y 

la taHB du interés de las invcrsiom~ en el activo con rcndirnicnto seguro, sobre un 

período, es constante e igual ar, por Jo que~= (1 + r)". La eobertura consiste en 

invertir el precio de la opción en estos dos activos, siguiendo una cstmt<.'gia que no 

utiliza infonnación privilegiada. 

li) Eutrc dos períodos coruiccutivos 

Bn(l+a) 

Sn(l+b), 

donde -1 < a < b. El valor inicial So es dado. Entonces el Cb"pacio de resultados 

posibles es n = {(x,, ... ,XN) : X¡ E {1+a,1 + b}}, donde cada N-ada representa 

la sucesión de valores ,,
8

" , para todo n E {0,1, ... ,N-1}. Se toma :Fo= {0,n} 
Un-1 

y :FN = P (O). Para todo n E {0, 1, ... , N - 1} :Fn = u (Si. ... , Sn) es la u-álgebra 

gunemdn por las variables aleatorias Si. ... , Sn. 

Definamos las varia.bles aleatorias Tn como: Tn Sn para n E {l, ... , N}. 
Sn-1' 

Entonces 

para todo (x1 • ..• ,xN) E n, por lo que el conocimiento de p equivale a COUOC"cr la 

distrilmción de (Ti. ... , TN)• 
n 

Obsurvomos i¡uo, pam todo n E {1, ... ,N) s.= 80 Il '.Ij, es decir, S., es ftmción 
i:d 

de T1, ••• ,T., por lo que :F,, = "(T1, ... , Tn), para todo 11 ~ l. 
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Las proposiciones que a continuación damos caracterizan IBS condiciona1 ncce-

BBrias para qnu el modelo Binomial se ajuste a la tr.oría de los modelos de valuación. 

IniciarcmOft mostTando Jus rclacionC8 que deben existir untrc a, by r. A <!Ontinna.ción 

daremos algun06 ejemplos de arbitraje en el caso en que no se cumplan tales rcla-

ciomos. Después cncontrareru06 la única probabilidad p•, bajo la cual el procio del 

acth·o con riesgo cs martingala. Posteriormente rcconstruiremOH la relación de pari-

dad call-put. Por último obt.endrem°" las fórmulas explícitas de valuación de un call 

y de su estrategia de cobertura perfecta. 

Prop<>11icióu 6.1 El precio actualizado (.Sn)OSnSN, del activo con riesgo, es :Fn

martingala ,,¡ 11 sólo si para todo n E {O, 1, ... , N - 1}, 

E (Tn 1-1 1 :Fn) = 1 + r 

Dem001tracióo: 

(.Sn)OSnSN CH una :Fn-martinga.la si y sólo si para todo n E {O, 1, ... ,N -1}, 

[ 
Snn I ] 

E (l+r)Sn :Fn ' 

por ser Sn :Fn-modiblc, si y R61o Ni para tocio n E {O, 1, ... , N - 1}, 

E(Tn, J 1 :Fn) = l+r 

o 

La siguiente propONir.ión rci;trinr;c 11 111 t1L~a de interés para los préstamos de cfcc-

tivo, cmmdo no cxit1Lo oporLtmidad <le arbitra.je. 
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Propolllci6n 6.2 Si el mercado es viable, entonces r E (a, b). 

Dem08traci6o: 

Si el mercado "" viable, cntoncai existe una probabilidad p• equivalente a P, bajo 

Ja cual (8n) ai :Fn-mnrtingala. Por la proposición 6.1, Eº [Tn+t 1Fn]=1 + r 
D$n:5N 

para todo n E {O, 1, ... , N - 1}, y por lo tanto 

Eº [Eº [Tn+I 1 Fn]] Eº[Tn.1.1] 

1 +r. 

Puaito que Tn+I E {1 +a, 1 + b} y toma ffitos doe valores con probabilidadai difer-

entes de cero, 1 +re (1+a,1 + b). 

o 

Ahora. vcrcmoo cjemplDR de a.rbitrajo que se da.n en el caao en que no se cumple 

1 .. condición de la proposición anterior, necesaria para. l" viabilidad dd mercado: 

i) Supongamos r $ a. Al ticmpo O pedimos a préo;t.runo IR emitida.el S0 , a la tasa 

r por período, y comprarnos una unidad de activo. Al tiempo N, cuando 

vendemos el activo con riesgo y !>"gamos nuestro préstamo, obteniendo un beneficio 

de SN -S0 (1 + r)N ~O, que cs positivo con mm probabilidad no nula, es dccir, uxistr 

op<tunidnd de arbitraje 

íi) Supongmnoo b $ r. Al ticmpo O vcndcm08 al clcscublC!l'to una unidad del activo 
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con riesgo e invertimos So a la tasar por período, Al tiempo N, en el cual 

pagam°" la venta al descubierto, obteniendo un bcmmcio de So (1 + r)'Y - SN ;o: O, 

que es positivo con una probabilidad no nula. 

En todo lo que sigue supondremoe que r E (a, b). 

Propoodción 6.3 Sea P una probabilidad sobre (O,F). EnturU:es (sn) es una 
oSnSN 

Fn - martingala .•i 1J aólo •'i· la.• variables aleatorias T1 , ... , TN son independientes e 

idénticamente distribuidaa, con distribución : 

b-r 
dondep= b-a· 

Dem08tración: 

P [T1 = 1 + a] = 1 - P [T, = 1 + b] = p, 

Sean T1 , ... , TN variables aleatorias independientes e idénticamente distribwdas, 

con P [T1 = 1+a]=1-P (T1 = 1 +b] =p. Entonces, para t.odon E {O, l, .. , N - 1} 

E[Tn+I IFn] E[Tn+d 

(l+a)p+(l+b)(l-p) 

l+ (b-r)a+li(r-a) 
b-a 

l+r. 

Por la proposi<:i6n 6.1 se obtiene que ('sn) es una .1"n-rn11rt.i11g11l11. 
oSnSN 
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Recíprocamente, supongamos que (:Sn) ei una Fn-martingala, es docir, 
OSnSN 

para todo 11 E {O, 1, .. , N - l} 

E(Tn+1 I Fn) (1 +a) P (Tn+l = 1 +a 1 Fn) + (1 + b) P (Tn; 1 = 1 + b 1 Fn) 

l+r. 

Usando que 

P[Tn+1=1+a1 Fn) +P(T~+l = 1+b1Fn)=1, 

obtcnemoe 

P(Tn+i=l+alFn) p 

1 - P (Tn+l = 1 ·+ b 1 Fn) • 

Para todo x E {1+a,1 + b} 

P[T1 =xi Fo) P[T1=x) 

dondep1 =psi x = l+ay p1 = 1-peiz = l+b. Ahora, paratodox, e {1+a,1 + b}, 

con i = 1,2, 

P (Ti = X¡, T2 = x2) P [T2 = X2 1 Ti =xi) P [T1 = x1) 

P(T2 = z., ¡ u(T1))P[T1 = x1] 

P2P1, 
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donde p; = p si :>:¡ = l + a y P• 1- psi :r; l + b. Nuevamente, para todo 

"''E {l +a, l +b}, con i = 1,2,3, 

p [T, = X¡, T. = "'•·Ta) 

P(T• =:r2,T1 =:r1) 

P3P2P1. 

donde p1 = p si "'• = l + a y p¡ = l - p si x 1 = l + b. Así, por rocurrencia 110bre n, 

obt<>.nemos que, para todo :>:; E {l +a, l + b}, con i = 1, ... , n, 

n 

P (T1 = :r., ... ,Tn = Xn) = IlP•• 
4-=J 

donde p; = p si "'' = l + a y p; = l - p si x; = 1 + b, lo que prueba que las 

variablm T; son independientes e idénticamente distribuidas, con P (T1 = l +a) 

p = 1 - P [T1 = l + bJ 

o 

Este resultado nos dice que Ja condición de que (lín) sea una :F-martingala 
QSn~N 

determina de manera Úiúca la distribución de (T1 , ••• , TN ). la cual determina de 

manera ÚIÚc.a a P, con lo que se concluye que el mercado es viable y completo. 

D<>notun108 por Cn y Pn a los valor<>! du un call y de un put, respectivamente, al 

tiCDJJX> n, sobre 1uu1 tuúdnd ele activo con riffigo, con precio de ejercicio K y fecha de 

vcncirnicnto N. 

Nrn-:-itru !-iiguieute [J<L"'>O <:i obt.eucr la rclacióu <lu puridad ca.ll~put. Dcnotc1uos por 

E' u. la e8¡mrawm bajo p•, la 1íuica prohubilidacl t.al c¡uo (Bn) es F -ruartingnla. 
oS:n:SN 

Sabernos que 
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entonces 

(1 +r)-(N-n)É• [(SN -:-K)+ - (K- SN)+ 1 Fn] 

(1 + r)-(Nc-n) E" (S~ ·~ K l Fn] 

S,. (1 + r)" - K (1 + r)-(N-n) 

S,. - K (1 + r)-(N-n), 

con lo que este modelo cumple con la relación de paridad. 

Ahora desarrollaremos el valor explícito del call al tiempo n, y veremos que puedo 

N 
eecribi.rso en función de K, a, b, r, n, N y p. Usando que SN = s,. n T;, tencm08: 

i=n+l 

N 
Bajo P', la variable aleatoria n T; es independiente de Fn, y como S,. es Fn -modiblc, 

i=n+l 

usando la proposkión 1.21, podcm08 escribir Ja igualdad anterior como: 

C,. c(n,:z:) 

(1 + r)-(N-n) E" [ (x ,lt T¡ - K) J 
N-n (N n)' 

(1 + r)-(N-n) I:; - , · . • ¡>N-n-i (1 - p)J ( :z: (1 + a)i (1 + b)N-n-; - K) , 
J=O (N-n-3)!·3! • 
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para todo x E R (Sn), la cual es la fórmula del modelo binomial para el "pricing" de 

im call al tien1po n, sobre una unidad de activo cou riesgo, con prt .. "Cio du c.dcrcído /( 

y fecha do vencimiento N. 

Por últ.in10 sólo noe resta encontrar la c.~ratcgia de cobertura que simula n un 

call. Sean <l>n y ~ las cantidooCll, al tiempo n, de loo activos con y sin riesgo, 

rcs¡iectivamentc, en el portafolio de una cstr .. tcgia admisible <I> que simula al e.ali. 

Esto ... 

Como 4>~ y <l>n son funciones Fn_1-mcclibles, sólo están det.cnninndas por 81, ... , Bn- I 

y Sn es igual a Sn-1 (l +a) o Sn-t (1 + b), entonces podemos reescribir la igualdad 

witcrior con10: 

4>~ (1+rt+4'nx (1 +a)= e (n,x (1 +a)) 

y 

... ~ (1 + rr + <l>nx(l + b) = c(n,:r. (1 + b)). 

para todo x E R (Sn_i). Deilpcjando; obtenemos que 

<l>n = e (n_, x (1 + b)) - e (n, x (1 +a)), 
.. ·; x,(b-: a) 

para todo x E R (Sn-1); es clicir, al tiem¡JOn- 1, r.uando se conoce el prndo Bn-h el 

vondcclor de la opción debo rcdistribuir·Ías cantidarlcs ele loo activOH en el portafolio, 

du 11u1nc.?I'a qno lo. nucw cnnticl.ad invc~tida en el nutivo con riesgo sea la diforcncia de 
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loe posibles valores dol call entre la diferencia de loe posibles precios del activo con 

riesgo al tiempo '" y as{ mlillticne su portafilio hasta tal momento, <'.n el que tendrá 

conocin1icnt.o del precio dcl activo con rÍl>t1go. Siguiendo cst.a ctrtratcgia. se tiene Ja 

cobertura ¡x.'l"fcct.a ul tiempo N, y la solución al problema de la cobertura. 

Con ésto, hemos tam.ina<lo el desarrollo del modelo binomial para Ja valunción de 

las opciones. 

Analicemos otro modelo propuci;to para Ja valuación de opciones. 

6.3 Un modelo Thinomial. 

En este modelo, la \'mica diferencia, con rcspt.."">Cto nl Binomial, es que, entre dos 

períodos cousccutiv08, existen tru¡ posibles valores para el precio del activo con riesgo, 

<" docir, el precio puede in;c a la alza, a la baja o bic.n a un valor intermedio. Así 

tenemos que 

donde -1 < a < b < c. 

{l+a)Sn-1 

(1 + b) Sn-1 

(1 +c)Sn-h 

Al igual que en cl modelo binomial, encontramos varios cvcntoo { w} que llevan 

a uu mismo ru;u]Ludo. lvlicntras se construyo cstu 111odclo oh:-1crvarcruos c¡uu existe 

tlll problr.rua en cl uwrcndo, razón por la qun este modelo no será de intorés paru. la 

vn.luación do ]üH opciouei. 
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El precio actualfaado del activo con riosgo os Fn-martingala si y sólo si 

E(Tn+I f .:Fn] = 1 +r 

para todo n E {0, 1, .. .,N -1}, dando Tn+I = Ss:'; lo cual so demuestra igual que 

la proposición et¡túvalente para el modelo Dinornial. 

Ahora veremos que si el mercado es viable, entonces r E (a,c). Si el mercado es 

viable, entonces existe p• r.qulvalonte a P, bajo la cual (~) cs .:F., -martingala, 
OS:nSN 

cs decir, Eº[Tn.11fF.,]=1 +r, para todo n E {O, .. ,N-1}, y por lo tanto 

Eº [Eº (Tn+1 J .:F.,]] Eº (Tn+il 

l+r. 

Puesto que Tn .i E { 1 +a, 1 + b, 1 +e} y toma estos dos valores con probabilidades 

difercntCll de cero, se tiene necesariamente que 1 + r E (1+a,1 + r.). 

Como sigulr.nte pa.•o el mercado debe ser viable y completo, os 'decir, debe rncistir 

una (uuca probabilidad sobre (!l, F) bajo la cual los precios de los act.ivoo sean mar-

tinga]aa, pero, con10 vcreu1os enseguida, encontraremos rnais de una prohnhilidad con 

esta característica: 

Supongamos que 1 + r E (1 +a, 1 +e) y c¡ue el mercado <ti viable. Entonces 

cxiHtc una probabilidad P tal que (sn)DSn!SN es F-mrutingala. Si haccmoa <x = 

P (TncJ = 1 +a! Fn),,B =P (TnH = 1 +b f Fn]Y'l' = P (Tn¡.¡ = 1 +e/ Fn], entonces, 

para todo n E {O, l, ... N - l}, 

Eº(Tnii j.1'".,) 
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(1 + a)a + (1 + b) {3+ (1 +c)'Y. 

Usando que a+ (3 +1' = 1, 

1-a-{3 

a 
r - e+ (3 (e - b) 

a-e 

(3 (3, 

lo r:ual demuestra que existe más de una probabilidad, bajo la cual (8n)O$nSN es 

Fn-martingala, con lo que se concluye que el mercado no es completo. 

As!, demostramos que en la práctica se tendrán que empicar otros modelos de 

valuación, pues con un modelo trinornial no se podrán simular n todos los prcciOH de 

le.a opciones. 

6.4 Aproxiinación al modelo Black-Scholes. 

El propósito de esta Bl.>cción es pasar del modelo binomial de valuación de opciones 

europeas en loo instantes O, j¡, z:;, ... , T a un modelo continuo d" valuación de 

opciones en CtJalqufor instante dentro de sn intcn'Rlo do vida, <'>ltablcciendo un modelo 

binomial en cada partición del intervalo [O, T] y aproximando éstas a Ja partición con 

un número infinito de elementos, o períodos. 

Para lo anterior so cstnbk>ecu hlll siguicutos rclncionet1: 

i) r = ~, donde R representa In tu.ia de iutcrés instnnt1\nea eutrn los instante« 

O Y T, ya que cxp (RT) = limN-~ (1 + r)N. 
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ü) In G: ;) = -~, ln G: ~) =~·donde a 2 es la varianza límit.o bajo p• do 

la variable aleatoria ln(SN), cuando N tiondc a infirúto. SN ""el valor del nctivo con 

riesgo al instante T. 

La idea es hacer tender a cero las longitudes ~ de los subintcrvalOll de [O, T], para 

así obtener !Otl valorCH de la opción a todo instanto. 

Para N fija, el precio del ¡mt al i11Htantc O está dado por: 

P0N E" [;~¡Fo] 
(1 +r)-NE" [ (K-So ñ Tn) J 
E" [ (c1+r)-N K -Soexp{t.ln (11;r)}) J 
E" [ ( (1+1;{)-N K -Soexp{YN}) J, 

N 
donde YN = L In (tf.:). Por la Wpót1><is U), loo variablct1 alcatori8'1 

n=l 

In (ti';:) toman sus valores en { --}¡;,-}¡; }, y son indcpcndientt'8 e idénticamente 

distribwdas bajo P". AdcmáH 

E" [ln (17;r)l -~p+~(l-p) ,¡¡;¡ ,¡¡;¡ 
" (i 2 (b - r)) ,/N - b-a 

(
2 .!.il li!!) ....!!__ -ltr-ltr 

VN ;~:-m 

rr (2 -cxp{-}¡; }- cxp{-7tv})· 
./N cxp {-}¡; } - l'xP{ -;7¡;} ' 
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Por su parte 

E" [YN) =NEº [1n(1 '1;r)l, 
y toUlAlldO limite 

desarrollando el límite del numerador, aplicando la regla de L'Hopital 

por lo que 

Ji~ (-exv{-f,v }(-%N-i)-exv{-f;v}(~N-i))/- ~ 
N~ -"f (exp{?N }-exp{-JW}) 
- ~

2 

Nli!!~ ( ( cxp { 0t} - exp {- JN}) /-$;¡) ; 

2 
lim Eº (YN) = -~2 • N-oo 

UtiliY.ando el tr.orcma 1.30, de convergencia en distribución de variables binomiales, 

obtcuemOOI que (YN )N>I converge en distribución a una N (-~
2

, <T2). 

Sea IJt (y) = (K cxp ( -RT) - 8 0 <'.XJ> (y)), , la cual es Uill\ fm1dón continua y 

acotada. EntoncNI 

IPf - E·¡.¡, (YN)JI 

IE· ( (K (1 + ~rN -Soc>q>{YN}) + - (Kc>q>{-RT} - s.cxp{YNl>+]I 

s K\(1+~rN -=vl-llT}I, 
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por lo que (Po") converge hacia Eº ("1 (YN)]. Entonces, utilizando la convergencia 
N>I 

lim p,N 
N~ O Ji~ Eº ["1 (YN)] Ji~ 

1 00 {-(y+!?!)"} v'21ru L (Kexp{-RT} - Socxp{y})+cx.p 2tr." dy 

1 ¡"" ( { ª2}) · .. '{-z2}· ·'21r Kcxp{-RT}-Somcp ztr-2 exp T dz .. 
v~rr-~ + 

Notemos que para todo número real z menor o igual que z• = (tn (f;;t--H.r'.~~) / tr, 

por lo que 

kexp{-RT} ¡•º {-. z2
.} So ··¡:... {z

2
} 

y'21r -oo exp T dz - ./2i. -oo exp 2 dz 

. k~{-RT}~(z•)-SoF(z•+,,),. 

donde F (-) es la función de distribución de una variable aleatoria con distribución 

N (O, 1). Para un call, utili7.ando la relación de paridad call-put, se obt.ieno 

lirn PJ' = S0F(-z" - a) - kcxp{-RT) F(-zº). 
N-oo 

Estas última fórmula os la fórmula do! modelo continuo Dlnck Sdiolcs para valuación 

de opciones europeas, con lo que concltúmos el ohjct.ivo ele ~tJ1 Sc<'dón. 
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Conclusiones 

La investigación y el drsarrollo de esta tesis ayudó a ampliar la visión que tenía e.cerca 

del quehacer matemático en el campo de IM fi11an7,as, siendo esta á.rca una de las dl! 

mayor desarrollo y campo de trabajo. La Probabilidad, en particular 106 ProcCtiOS 

Estocásticos, también juegan 1m papel muy importante por ejemplo a t.rRvéd clo los 

ruodclOR tcóriCc.t podemos simular por ejemplo, el con1port.aru.ient.o dr f~nórn1uu>t-t 

naturales (tdsruos, c1 clirW\, rencr.ioncs qtúruicns, etcétera) y con base un l'lln tomar 

dCC'lHioncs o bien encontrar 1ma solución a dct.cm1inado prohle11u1. 

Rotomando el t.erua de las finan7.as, loo modclos de valuación ele opcionl!s involu

cran a los procesos cstocá.•ticos y excluyen tocia p01iibilidnd de obtener bcmeficioo sin 

tomar ricsgoo, C8to es, no pcmiitcn que haya arbitraje. En particular, en los rnodclos 

discretos reto se obticmc Hi cxi8tc una probailidad bajo la cual los precios adnalizados 

de ele loo act.ivoo finnndcros sean mart.ingulas; ndenu\s si estn prohnhilidad es 1ínica, 

toda opción KC podrii vnltuu; es decir, las runrtingn.las curacturiuu1 n los mercados 

\'Ínhlcs y romplct.oo. Sin duda cstn parte de 111 tmría fnc In que nu\.q me atrajo y 

piunso que estos conceptos pueden aplicarse a otras arca..'i. 

Se dCHaITOlló nno de los modu!OH más Hcncillo" do v11hmdón <le opcion<li sobre 

lO!l 
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acciones, el Modelo Binomial, y se demOBtró que en la teoría sí funciona aunque 

existen otrOB modelOB que permiten la valuación de opciones con mayor precisión. 

Encontrrunos que el valor de 1uu1 opción europea, ya sea un call o 1m put, puede 

escribirse de manera c.xplídta bajo 1 .... siguiente fórmula en el caso do un ca.11 europeo: 

y para un put europeo: 

Pn = (1 + r)-(N-n) En (N - n_}! . •PN-n-1(1-p)i (K - X (1 + a)Í (1 + b)N-n-j) 
j=o(N-n-3)1•3! + 

· <>1tas fórmulns CfltlÍn <m función de twa probabilidad p bajo la que los precios actu-

ali1.a<loo do los 11ctivos son m11rtingala, esta probabilid11d depende de IOB parárnctroa 

a, b y r y si éirtos RC conocen entonces la probabilidad do la que llC hablo. estará 

completamente dctcrminad11. 

Nótese que Himupre oo hizo el S11pucsto de que a, 11 y r eran fij08 pero en la práctica 

existen técrúcaR que 108 estiman, r.n esta tf'.t1iH no se desarrolló ningtma. técnica de 

l~timación clo dichos paránwtr08, ni tampoco HC! realizó ningtUU\ práctica eon rlatos 

reales pues no fnn sino ha..'it.a novicn1hrc pasado cuando sn introdujo la primera. opción 

en Ja BolRa fl..lcxkana de Vnlon.-s, cn1it.ida por el Danco de Méxko¡ por lo qnc nttc 

temu. puede considerarse rulat.ivnrnent.u rmvedOHo cm nuestro país, adcmá.q tenía. poca 

disponihilidad dn tiempo para rcalhr.nr cua.J.q1úer ejercicio pr1ictJco l'l!lat.ivo al t.carn .. 



Apéndice 

En este Apéndice se pre5Cnta la vcmi6n del teorema de separación do convexOB que 

utiliZRlllOB en el Capítulo 5. Primero veremos el siguiente teorema preliminar. 

Teorema 7 .. 1 Se.a C un conjunto convexa en R" que no contiene al origen. Existe 

una funci6n linrol' sobre R" 11 u > o t.ale.• qtJC poro todo X E e, 

((x) ~a. 

El hiperp/ano ( {x) =O no inter.•ccta a C. 

Dcm°"traci6n: 

Sen >. tlll real posit.ivo tal quo Ja bola B (>,¡ centrada .en el 'origen ·y do radio >. 

int.crnccta a C, y sen xo el mínimo do Ja función continua x --. llxlJ (donde ll·IJ es la 
.. ' . 

norma euclidcana) sobro el conjunto compa~t;, cn.B.(>.). Entonci:s para todo x e C, 

111 
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Sea z E C; entonces para todo t E [O, 1], x0 + t (x - z 0 ) E O, p0rque O Cll convexo. 

Deioarrollando la desigualdad 

obtenemas que p!U'a todo e E O, 

"'º · x <!: l!xoll2 

> º· 
CI 

El siguiente teorema lo nt.ilizt\remos para encontrar una probabilidad cqtúvalente 

a la probabilidad original de los prcciOB de l°" activoe, que bn.rá. a dichoH pnl<'inK 

Fn - martingala¡¡. 

Teorema T .2 Sea K un cnnjunto convexo r,0mpacto 11 sea V un sube•pacio ve.ct,0rial 

de R", di.•ju11to de K. &istc u11a fu11ci6n lineal ( sobre !Rn que. vcrifir:a: 

1) Paro todo x E K, <; (x) >O. 

2) Paro todo x E V, ((x) =0. 

El RtWC.'1par:io V r!.'11.á r,0nte11ido en un hip~lanu que no interscda a K. 

Demoetraclón: 

El conjunto 

O J<-V 

{x E R" 1 t.'l<lsl.c (y,z) E Kx V,o: =y- z} 
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es convexo, (pues V es y K m compacto) y no contiene al origen. Por el toornmn 'i .1, 

eo puede encontrar nna funci6n linr'11 ( sobro IRn y o > O talClK quu pata todo x E C, 

< (:i:);:: "· 

De donde para todo y E K y para todo z E V 

VC:(y) - ((z);:: a. (7.1) 

Fijando ay y aplicando7.1 a >.z, con>. E !R, so obtiene que para todo z E V, ( (z) =O, 

pues para todo y E K, ( (x) >a 

D 
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