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Introduccion

En 1a actualidad las opciones financieras sen instrumentos de inversion que dia a
dia van cobrando mds auge; en muchos paises dol mundo ya se tiene un mercado de
opeiones funcionando, y se comercializan alrededor de 2000 contratos de opcién por
minuto. Las opciones financieras son instrumentos relativamente "nuevos”, aunque’
en realidad datan de 1a época de los fenicios y romanos. Las opeiones tienen variantes
pues existen opeiones ewropeas, americanas, asidticas, exdétivas cntre otras. En este
trabajo sélo nos enfocarcmos a las opciones curopeas que operan sobre acciones que

no reparten dividendos.

Las opciones enropeas son contratos que dan a su posocdor ol derecho, mas no la

obligacién, de comprar o vender ‘una accidn a un precio y a-una fecha'determinados

en ol contrato. Si la opcién pérmite comprar una: accidn; ces ‘Se trata de un

call, y si permite vcxidpila; \(:!ntonccs hablamos dd» un pu

:Las opiciones curopeas no

pueden cjercerse antes do su fecha'de vencimiento (fechd hiasta 1a’que estd vigenta cl

contrato).

Esta tesis consta de seis capftulos:
En é\anp{'t'uyllo 180 da ﬁ\ixm'bru:v,c pr&étxthcidxx de los clementos preliminares de

3
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Probabilidad y Espcranm Condluomxl

El Capft.ulo 2 tmtn t‘scuetamente do una pn.rtac (lc lu Tcorm dc Mart mguln:., pues

como vcrcmos, ln proplcdad de murtmga.la s¢ prcwntara cn los modelos rlc valuaurm

de opciones.

En ¢l Capitulo 3 mtrodumrcmos la. dcﬁmuén dc opcién y los prmcjpu!os problumx.s

que surgen: cl problema del "pricing” o valun(:ion do ]a opunn, qllf' consit 'to en

encontrar ¢l precio de las opciones, y ¢l problema de la cobcrtlu‘u, que 'os encontrar
una forma de inversién del precio de la opcidn para que a la fecha de vencimiento se
produzca una riqueza con la que se pucda afrontar la obligacién ue se establece en
cl contrato de la opeidn. Ademds se expondrédn algunas de las posiciones clementales,
las cuales son formas de inversién que involucran a las opciones y a los activos sobre
los cuales operan las opceiones.

En cl Capitulo 4 se demostrardn algunas de las relaciones que deben cwuplic los
precios de las opciones para que no haya oportunidad de hacer dinero sin arries-
gar nada por medio de transacciones con opciones, las cuales son conocidas como
relaciones de arbitraje.

Eu el Capitulo 5 desarrollaremos 1a teoria de los modelos discretos de, valitaciéon
de opciones.

En ol Capitulo 6 construiremos un modelo de valuacién de opciones conocido
como Modclo Binomial; propondremos otro modelo " Trinomial”y veremos que en
la prictica no oS de utilidad, pues no resuclve los problemas planteados sobre las
opciones; por tiltimo darcmos una aproximacién a un modelo continto de valuacién

de opciones,



Capitulo 1

Probabilidad y espéranza

condicional

1.1 Introduccidn.

En este primer capftulo se encuentran los resultados de probabilidad y esperanza
condicional que serdn utilizados a lo lf\rgo de esta tesis; debemos advertir que varias
propiedades aparceeen sélo mencionadas ya que sus demostraciones requicren conociruien-
tos mis profundos. No siendo cl objetivo de este trabajo, se desglosa una parte muy
pequeiia de la Teorfa de 1a Pr;;bnbilid:ul que resulta ser de gran importancia para cl
desarrollo del mismo.

Sc inicia describicndd las o—ilgebras para definir espacios medibles y espacios de
probabilidad; a }2ﬁlltrilllla&;.i0'!l se habla de prolmbi]jdml condicional y finalmente de os-
peranza condicional, estos tres clementos que son indispuqsublcs para la construceién

de modclos de mereados tinancicros.,

(5]
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1.2 Espacios y funciones medibles.

Al lanzar una moneda, sabemmos que log posibles resultados son: "que caiga sol” o " que
caiga dguila”; pero durante el tiempo en que la moneda cstd en ol aire, no sabemos
cudl de cllas resultard. Andlogamente, en el tiro de un dado, los posibles resultados
son las 6 caras marcadas con los mimeros 1,2,...,6. Estas situaciones ilustran a los
experimentos alcatorios.

Un experimento aleatorio cs aquel que tiene al menos dos posibles resultados, y
dichios resultados no se encuentran determinados de antemano. A la coleccién de los
posibles resultados de un experimento aleatorio se le Hama espacio muestral y se |
denota por Q.

Por cjeruplo, si contamos ¢l mimero de veces que lloverad durante ¢l proximo mes
de julio y medimos 1a cantidad total de luvia en centfmetros, ¢l espacio muestral

queda representado por:
Q= {(,=z):i=0,1,...y 0 <z},

donde i es cl mimero de veces que lloverd y = 1a cantidad total de lluvia en centimetros;
asi w = (3,5.271) es un punto en ¢ indica que lioverd tres veces y que habrd una
cantidad total de 5.271 centimetros de precipitacién pluvial,

En todo lo que sigue  serd un conjunto finito o numerable.

Decfinicion 1.1 Una coleceidn no vacie F de subconjuntos de Q) se dice que es una

a-—dlgebra de subconjuntos de Q0 si sutisface:

¢ 7

i)erF



ii) Si A € F, entonces AC € F.

iii) 5i A, € F pam todo n > 1, entonces | J A, € F.

n3l

A los elementos de una o—4lgebra los llamaremos en ocasjones cventos.

Si F cs una s—4&lgebra, entonces diremos que la pareja (52, F) un espacio
medible.

Ejcmplos de o—4dlgebras:

1. {0,2} es una o—élgebra y es conocida como la o—4dlgebra trivial.

2. La potencia de €2 (la familia de todos los subconjuntos de 2), denotada por
P (1), es una o—4slgebra,

3. Las o—dlgebras generadas por una particién finita o numerable de  (esto es,
B:NB, = ) para todo i # j, Une/Bn = 2); sea B = {B, : n € I} una particién
finita o numerable de Q; entonces existe una o—4dlgebra M tal que B C H y, para
toda o—4dlgebra F tal que B C F, se satisface H € F. A H la Hamamos la minima
o—dlgebra que conticne a B.

4. El lanzamicnto de dos monedas que pueden ser diferenciadas tiene como cgpacio

muestral

2=((5,5),(5,4, (44, (49),

donde S denota al evento "cae ml" yA al event 'u'ln."., adernds la primera

componente os el rcsulmdo dcl Iun/urmuxt.o dola 1 seguncda corn-

ponente el de 1a segunda moneda, Fomncmos la’col do todos los s'_l'llici),nvj‘l‘mtds "

de Q:



F = (00.05,5) (541, (4 AL 1A5), (5,9), (5,4 LS, 9), (A ),
(5,9, (4,5 .14, (5.4), (4, A1, (5, 4) |
5535, 4), (A, (8,9, (5,4), (A A} (5,4

S) (A A) 1(‘4 S)},,'

,(A’A) (A 5)},.

{(5,5),(A,5),(4,4)}}.

Definicidn 1.2 Sea F una o— dlgebra de subconjuntos der. Unu fum"w’n P F - R -
decimos que es una probabilidad si sotisface: e T
HPQ=1.
il) Paru todo A€ F,0< P[A] < 1.

ili) Si A, € F y A N A; = @ para todo i # j, entonces

P['Um]=§lel-

>l

A la terna (2,7, P) se le llama espacio de probabilidad.

Definicién 1.3 Una fancidn X : Q — R¢ ey una funcidn F—medible simple, o vector

aleatorio discrelo, si pura todo ¢ € R?
fwe: X(W)y=z}eF.
Al conjunto

R(X)={zeRr*: mubwweﬂtalqueX(w)__z}' o

g¢ le denomina rango de X, y ¢n ocasiones se denota por

R(X)={z:ie I},
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donde / cs un conjunto de {ndices a lo més numerable (recuerdese que por Lipotesis

Q csa lo mAis ulunerable)

Cmmdo d 1 el vector nlcntono Xoes l]nnmdn vmmblc al(-utorm Olh e ‘e |

cl vccbor X (X,, . ,Xd) es aleat.ono gl cada vmuponcnto X., enn K .’..,:l, [CRITE

varmblo uleutorm
La funcién fx : RY — R, definida por
fx (z)=P[X=z],
cs llamada funcidn de densidad de X; cuando X = (X150 4\’,1)'8_0 dice que ‘f,\»‘ (z)

cs la funcién de densidad conjunta de las vnrmblcs ulcatona.s A‘,  = 1,.. ;rl

A partir de aquf se considera (Q .7-' P) wn ("apnuo de probablhdml fun ¥ log vee-

tores nl('utorms c:stm‘sin deﬁm(los aobr(‘ («, F

Notemos quc.
ta o _muncrable de 2,

Noos l‘b(lstllnti! ﬂﬂ\)l'(: vada

uno de lod (.lcmmt.os de la particion.

2 si X cs un vc(‘tor aleatorio y z'e (R (x))"‘,x‘:}it&u—m

' {we Q iX (w) ___.T}_: o,
¥, para todo xz € (R (4\'))("" ’, j
Tx(@) =

3. Si X ¢s un vector aleatorio, R (X') = {21 i € I'} ¢s un conjunto tinito o muner-

able. Sca B; {w € X(w) i, £ € IT'}; entonees la coloccion B = {B;: /e 1} os
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una particién de .

Proposicién 1.4 Sean X,Y variables aleatorias y a,b € R. Entonces las funciones
aX +bY y XY tambidn son variables aleatorias.-
Demostracidn:

{aX +bY =n}

I

O X+t =niniy = uh)

Por otro lado,

X, denotada a (X), como Ia rm’mm

B={B;: 16!}, dundaB‘=

Definicién 1.6 Sean X :

Q- R""fun véctu‘i' almton‘n yg H
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1.3 Probabilidad condicional.

En el desarrollo de un experimento no resulta extraio cuestionarse sol;ré la pl;olzéxbil-
idad con que se da un evento, luecgo de cstar sujeto (c;ondicionddo) ala ocur;(;,_ncia de
otro; por cjemplo: ‘ ‘

Un dado perfectamente balanceado os lanzado dos veces, . Dado que ¢l total
obtenido es 7, jeudl es la pml?nbili(la(l de que en el primer lanzamiento se haya
obtenido &, con 1' < & < 67, V

El cspacio muestral de cs‘te m?pcérimento s Q= {(z,¥) : x,y € {1,...,6}}, donde
la primera cnmpnnént.o de la ;;aru_;‘a répro:sentn el resultado obtenido en cl primer
lanzamicnto y la scg{mda cl resultado del segundo lanzamicnto. Si so sabe que la
surma de las caras qnd cayero‘zvni es 7, los posibles resultaclos se reducen a ‘

{(1,6)}, {(2,5)}, {(3, 4)} {(4. 3)} {(o, 2)} {(6,1)}. Scan los eventos:

ln" rmcnto es k}

= {cl resultado dcl prlm
= {la suma de las caras qu eron m 7}

¥ si denotamos pox}TP [A] BI'n' 1a probabilidad de que ocurra A dado que B ya

ocurrié, entonces, para cada val

PlA|B)

P[(k,7— k)]

1
G

Si nos pr(-gunumuum ahora: dado qm'- on ul pnmu lurwunionto S0 ohtuvo 4, Jeudl

R pmlmluhdml (ll' qnv ('n el
Sl se (.onow quc ('n Ll pnm(-r ln

{(, 1)} {(4 2}, {(4 3)} {(4 4) ; [(4 u); ((4 6)} 'som. los (-vvnlns
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= {el resultado del segundo lanzamiento es k}

= {el resultado del primer lanzamiento es 4}; entonces

P[C|D] = Pl4,k)]
_ 1
= &

Finalmente, tenemos

P(B|D] = P[4,7-4)]
= P{43)]
_ 1
= 5

El ejemplo anterior fue cserito como motivacién para dar la siguiente definicidn

de probabilidad condicional:

la probahilidad condicional de A dado B, dcrmtada [A] B], wnm
_ P[AnB] ,
PIA1IBI= "o

Ahora podemos cnunciar el signicnte resultado que establece que la probabilidad

condicional ¢8 una funcién de densidad.

Proposicion 1.8 Par cade B € F tal que P[B] >0, P | B] ' F. —w[O, 1'] ey una

probabilidad y, por lo tante, (0, F,P [ | B]) es un nuevo espacio de. pmlmhilidad.

Demostracién:
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PN B
P|B}

P |B]

P(B]

= 1.

fl

PQ| B]

ii) Sen A € F; entonces ANB € F y P[A | B] 2 0, De la definicién 1.2 s obtiene
PANBI<P(B], .-

con lo que

S PlA[B]S1.
iii) Sea A, Ay, ... una sucesién declemcntos de F tal que A; 0 A; = @ para todo

i # j; entonces

efgars] - TE2)e
_— ST 'P[gr(’_“,ha‘)]

1

a
Un resaltido bisico y de gran importancia es ol teorema de la probabilidacd total,

(que a continuaeion enuncianios.

Teorema 1.9 (Do la Probabilidad Total) Sea {B; :i € I'} una particidn finite o
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numerable de Q tal que By € F para todo i € I; entonces pdm todo Ae F
P{Al= Y P[A|B|P[B].
ten:P|>0} :

Demostracién:

A = ANnQ

=4 ()

= |J (AnBy);
et

cntonces

PlA] 3> Pl[ANB)]

{iel}

= > PlAIB|P[B]
{iel:P|B]>0)}

a
Sea nuevamente {B; : ¢ € I} una particién finita o numerable de Q y M la minima ‘
o—#lgebra que la contiene; para cada ’A € F y C € H, usando ¢! tcorcma de la
pmbal)ili«lml total, se ticne:
PlANC|= T°  PUIBIPB,
{ieJ:P{B;I>0}

donde C = |J By
{seJ}

Dofinicion 1.10 Sea'H una a - dlgebra generda por wne purticidn finite o nwumemble
de U; entonces, pare cada A € F, definimos la probabilidad condicional de A dado H

como una funcidn H 1 Q — R, H—medible, quoe satisfoce la ceuncidn 1.3,
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La probabilidad condicional as{ definida no es 11mca, sin cmba.rgo las funmones

que satisfacen la tiltima (lLﬁm(‘lDﬂ séln (Ilﬁc.rcn on un ('orunn(.o dc probablhdml cora.

vy P[B]=0

rsién de 1a’probabilidad condicional.

uectar aleatorm, entonces:

Corolario 1.11 Sea X Q- R™ u

i) Paru cada £ E R’" y para Luda B E .7-' tal’ que P[B] >0, la pmbubdulad

condicional de {X = :z:} dn ';B estard dte/inuia por;

_P[{X=z}n5|

y, para cada B ﬁJa fal que P [B] > 0, P [X =. | B] es una densidad.

ii) Sm 'H la" minima o— alycbm que mnhene a la particion {B;: i € I} tal que
B, € F pam tpdo i eI, e‘ntom.'es, pam cada'n € R™. fijo, P[X =z | H] es una
Juncidn H;- medible Jada ‘por: ’

[X—le;] stweB.yP[B.]>0

PlX=z M@ =1
: 0 nweB yPBil=0.

.Sean X Q- R™y Y Q — R4 \cctorcs al(mtor:oa. S¢ puede definir 1n tlcnsulad

condicional de X dado {Y = »} y lu probubihdml mudwmnnl de {X =z} dado o (Y)

dela sxgm('nto formu

Corolario 1.12 i) Pam cada y € R® tal que P[Y = y| >0, lo funcidn
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Ixiy (- 1) : R™ — R, definida por:

Ixe (z|y) = P[X“TIY 1/]

_PX== Y—w]
P¥=y"

es una densidad, y se llama densidad cam‘ibié:‘iuzmly X ‘dado’ {Y = ,/}
ofi

ii) Para cadaz € R™, P[X =z |0 (Y)] Q. rida” pm ‘

'ﬂY(w)-:'/« uP[Y '/.]>0

PX=
PIX=z|a@={" .
0 "Y(w)-'szP[Y y.]—O
es una funcidn o (Y') —medible Uamada la probabilidad condicional de {X = z} dado

o (Y).

iii) Para cada € R™ fijo, la funcidn fx)y (z | -), definida por:

P[X=§:]Y=y/]=ﬂ’l‘;—;-;‘%_’;—;=ﬂ.9!'P[Y=1/]>0

Few (2| y) = .
0 : SiP[Y =y]=0,

satisface fxy (z|y)eY =P X =z| rr(Y)] .

Para simplificar la notacién, dcxiom{:(n(is por

PIX =a|o(¥)]
P[X|Y= y] ‘c8 una densidad; entonees,

Para cada 7 € RY tal que P[Y =] >

pura todo A € R™, s¢ ticne

:1/] ZP[X—TIY—J]

CEeeAL

P[XcAlY

y, usando ¢l teorema de la probabilidad. total, obtenemos:
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P[XEA]Y ulP[Y y]
{v:Ply =y|>0}

P{X € 4]

En particular, 1a densidad conjunta de (X, Y) se puede escribir en tém:unm de den-
sidades condicionales: :
P X=z|Y=yP[Y =y s P[Y !/] >0 .

P X==z Y=y = :
0 ‘nP[Y //]—O

1.4 Esperanza Condicional.

En csta seecién estudiaremos brevementoe la mpemn/,u condx(. nﬂ.l l& '

veator aleatorio con respecto a4 una dcnsxdud umdluonal, pu(,. dnruntc el det.arrollo

comao

El slg\uomv rmr(‘luu nos di la condicién suficiente para T existencin de B [r/‘(fY) | B],

(lnnd(- 15 d(-not.u 2 ('uulqluc (.vonto :
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Teorema 1.13 Supongamos que E [g (X)] eriste; entonces E[g (X) | B] eiste.

- Demostracién:

Es suficiente mostrar que Y [¢ (z)| P [X = z | B] < oo,
& -

v ; lq (?)I Pix==inB] [,{x:[;]} nB

ﬁ;lg(z)mhzkw

Tl @IPIX =2 8] -

IA

Observaciones:
i) E[X | B] cs lineal, pues es una esperanza, es deeir, para todos e, b€ Ry X,Y

funciones F—medibles,
E[eX +0Y | Bl =aE[X | B]+bE[Y | B].
ii) La funcién indicadora del conjunto A, denotada 1,4, se define como

{lsiweA
1A=‘

0si w¢ A;

ademds, si A € F,
EfL, |,1_31 = Pia| 5]
E[g(X) Y =y] se define de urnﬂ;fbomm general como sigue:
Definicién 1.14 ’Snan X :’Q‘—» vR"‘, g(X):R™ - Ry Y :Q — R vectores

alcatorios.  Supongamos que E(g (X)) eriste.  Se define la esperanza condicional
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T Elg(X)|Y=-:R!— R como

T9@ fxy (& ly) sPY =yl >0
0 ‘ sSPY =y]=0.

Elg(X)|Y =y} =

De acuerdo a esta definicién Efg(X) | Y = y] s una funcién de y que puede
denotarse por h (y), incluso puede componerse con la funcién Y; y es claro que h (Y)
es un vector aleatorio discreto definido sobre (€2, 0 (Y)), pues es constante sobre los

conjuntos {Y = y}.

Definicién 1.15 Sean X,Y y g (X) funciones F—medibles tales que E [g (X)] eziste;
entonces la esperanza condicional de g (X) dado Y es la funcidn h (YY), o (Y') —medible,
definida por

R(y) =Elg(X)|Y =y].

El siguicnte teorema cstablece la condicion de existencia de la esperanza condi-

cional A (Y).

Teorema 1.16 Sean X,Y y g (X) vectores aleatorios tales que E [g (X)] existe; en-

tonces B [E g (X) | Y]] existe y
E[Ely(X) ] Y] =El[s(X)].
Demostracién:

Para que cxista E [E [g (X) | Y]] se debe mostrar que:

SERX) Y =y4PlY =y <oo.
¥ .
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y(=)P[X‘1IY—u] P[Y - v

{y:PlY= vl>0)
' Z o@IP
{a: PlY-y]>0) T

SIBE(0| Y =3l P =3]

<|/\

B

Ahora se probard la igualdad: :

E[El(X) | Y]

= Blg(X)].
: [m]
SiAe cr(Y), entmlu‘:i 1,1 esa(Y)— nié(iib}(g. Sean A = Ugeni{Y =wly
lR"—ledeﬁmdapor R B : Coe '

{1sive{y:jel}.

Observenios que 14 = g1 (Y),d e resulta ln sngulunt.‘(yyj proposicién: -

Proposicién 1.17 Secan X, Y- "; f;ala,-_: que B [ (X)] ewiste g sen A€
a{Y); entonces -

E[LED ) V] =E(Ly (],
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La demostracién cs semcjante a la del teorema anterior.

El siguiente teorema da la caracterizacién de E [g (X ) 1 Y] como variable ;;lcaioria

Teorema 1.18 Sean X,Y funciones ;F—inedibles tales que E [g (X)) eziste, y H :

Q2 — R una funcion o (Y') —medible tal que, para todo A € a(Y),”
E14H] = E[149 (X)];

entonces

Pl{weR: H(w) £ E[g(X)| Y]} =0,

Demostracién:

Por la proposicién anterior, para todo A € o (Y),
E[ILH)=E[l4E[g(X) | Y]]

Scan

Ai={w:Y =ysm € R(Y)} €a(Y)

H (w) = h; para todo w € A,
Por una parte,

E1,,H]|

]

% ia, ,(fu) H ‘(‘94)»1? [{-d}] o
WSRO

MNP [A).

]
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Por otra parte,

2 u. (u) E 2lo (X) Iy (w)l P}l
E[q(xnv ;121’[{«)}1

ElEl )| Y]

E[g(X)I

Entonces, para todo w € Q,
H(w)=E[y(x)|Y]
=]
Este resultado cs la base de la definicién general de esperanza condicional, que a

continuacién enunciamos.

Definicién 1.19 Sean X,Y funrwm_q F—medibles tales que B [y (X)| existe. Defin-
imos la esperanza condicional de g (X ) dado'Y como la funcidn

Elg(X) | Y]:9Q— R, a(Y)~medible, que satisfacc

BB (0| Y]] =By (0],

para todaAen(Y). .

La cspertmz.n condxuonnl n no (2, mnul., pero tadas las funciones con

esta proplodud dlﬁcrcn cn un ¢ nj\mto con probabilxdud cero,

Smn HC .7-' ln a'—algcbm gcn ndn por 1a mrtluon ﬁmm o numicrable

= {B eF:i C I} (l(‘. " ‘y v (.\’) {R™ — R vectores aleatorios:

cntonces

Bl (X) | H] =El (X) | By siwe B,
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A continuacién se enuncian algunas propiedadces elementales de la caparanzi condi-

cional

Proposicién 1.20 Sea (2,F,P) un espacio de probabilidad y H una sub r—dlgebm
de F. R
i) Si g(X) es H—muedible, entonces Ely (X) | ’H] =g9(X).

ii) Sig(X) eaH—med,ble, ent cesE[ELq(X) I Hi —E[_q(X)]

iii) Para toda fllﬂcl’("‘i"‘lg(Y),. nedible y acotada,

E[v(X)IC]

=El[g(X)].-

Notemos que E[J (X ) ['H] ). — R cs una variable aleatoria, por 10 que tiene
sentido cale u]ur #nos
A corntinuncxén‘ verenios un resultado muy . itil cnel crapleo de la esperanza condi-

cional
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Propamcnon 1.21 Sean X : Q@ - R™ y Y ﬂ — lR" uectams alcatonos talea

idn boreliana g acotada so-

gque Y es indcpendiente de F; entonces, pam fnda

bre (R™ x RY,R™ & R¥),

Elg(X,V)| 7]

Desmostracién:
Sea Z una variable aleatoria F- —rnedlbl éixf,bpccs, utilizando la indepen-
dencia de Y del vector (X, Z), "

‘29 (zvy)fxz (m» Z) Fr ()

I

E[z9 (X,Y)]
(z.:)ER(X 4) ven(y) »
= Z ( Z g (é’f;y) fy (J)) Fxz(z, 2)
o (z,z)sll(x /) yen( : i
o Z Z(E [9 (z, Y)D fX./ (z, z)
E (z,z)ER(.\ )

= E[ZE[g(X,V)]}}:

Si hacemos Z = 14, con A € 7, y utilizando la definicién 1.19 y Ia médibilidad de X
con respecto a F, tuncmm_i v L v

Ely (X,V)]

1

Elg(X,Y) | F}

Efg(z,VY)o X
a
Esta proposicién nos dice que E{g (X, Y) | F] se puede caleular tomando a X
como constante, es decir,

E[(X,Y)|Bi siweB;

[

E(X,Y)!F)
E[y(zj;Y)] siweByB; C {X =um}.

i
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Teorema 1.22 (Desigualdad de Jensen) Sean X una variable slcatoria con ¢s-
peranza finita y g (-) una funcidn conveza, Entonces

Ely (X)) z g (B{X]).

Demostracida:
Comio g () es continua y convexa, entonces existe una recta I (z) = nz + b tal que

HEX]) =g (E&X])yg(z) 2 =)

B (X))

por lo que

Bl (X)]

i

9 (BIXD
Elg (X)]

IA

1.5 Convergencia en Distribucién.

El propdsito de esta tesis et desarrollar un maodelo discereto para valuar apeiones euro-
peas. En el capitilo 6 obtendreroos la frmula del Modelo Binomial gque ,Srryﬁrx’viﬂni\
los valores de las opeiones a log tiompos 0, %, 2, ..., B30 T ddl intervalo {0,7] de
vida de Jaopeidn, Se verd que si se w relinandao In particidn de este ;inr(‘rgu)n. ha-

ciende tender N a infinito, In férmila de valuacidn convergerd en distribucion a la

formula continua de Black-Schivles para valuacion de opeiones europess,
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Por 1o anterior, expondremos brevemente los

1tos de conver ia cn dis-

tribucidn que requerireros para tal -objétivb

Definicién 1.23 Una sucesidn (X,} de variables alentorias converge en distribucién

si y sdlo si criste una funcidn de distribuciin F tal que

en todos los puntos x donde F cs continua::

Veamos un cjemplo

. 111 )
imero clcgldo aleatoriamente en cl intervalo [-—;, 1—{], conn > 1,

La distribucién Fy (1) de X,.’.mtﬁ’datla por:

\')rxi:r:<-—l
n

2e

Fr(z) = 1 (14 ne) si —;l—ls:é"s
' lsi::>>-1-.
n

Cuando n — oo In sucesién de funciones Fy, (x) tiende a la funcién lfmite

G (z) no es una i‘yun

siguiente manera:

ranrl 0w <0
YR (x) =4 .
- Leiaz0,
oblenemos nna distribucion a In cual la sncesion {F,} converge en todos los pumos

de'continuidad de F,
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El siguicnte teorema proporciona xmadeﬁmcxdn e(igxiyalenté do.éonvergencia en

distribucién.

Teorema 1.24 Una sucesidon {X,} debvur:i;blv‘eé aleatorias converge en distribucidn
st y sdlo si

Jm B[ (X =B (O] .

para toda funcidn f continua y acotada.

La demostracién sc omite.

Otra de las herramientas indispensables cn la teoria de la Probabilidad cs la
funcién caracteristica, cn particular es 1itil en ol mtudio de la convergencia cn dis-
tribucién. Primero darcmos las definiciones preliminares de variable aleatoria com-
pleja y de su esperanza.

Todo nurucro complejo = se puede escribir de la forma z = z + iy, donde z y ¥

son ntimeros reales e i = /1. El valor absoluto de z se define como
= (22 i
I"'I - (z + ) )
y la distancia entre dos niimeros complejos 2y y 2, se define ncimo‘ lzr — 2.

Definicién 1.25 Secan X,Y : Q- R wariables aleatorias,La funcidn Z : @ — C
definida por

Z=X+iY

es una variable aleatoria compleja,
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Definicién 1.26 La esperanza condiciam':l'd-e‘ ‘una variable aleatoria comnpleja £ =
X +iY se define como

E[2) = E[X] +iE[Y],
¥ Z tiene esperanza finita si y sdlo i E[|Z]} < oo.

Alora enunciaremos la definicién de funcién caracteristica de una variable sleato-

ria, la cual involucra niimeros complejos.

Definicién 1.27 Sea X una varisble aleatoria. La funcia’ﬁ ex (t),~00 < t < 00,

dada por

.wx(t)"'—‘E[@‘FP_{ika}l. PRI

se llama la funcidn caracteristica de X.

La funcién caracteristic

mpre oxushc, ya que’
" exp {ita} = cos (tx) +- isen (tz)

¥, para todo w & Q,

léﬁcp {itx (w)}] (cns’ (tX (w)) + sen? (tk (u)))%

= 1. -

Caleulemos nhora la- funcién earacterfstica de una varinble aleatoria con dis-

tribucidn N (u, a?): el
' @ oxp {itar} oxp { -z’
Elexp {itz}] = / ﬂﬂ\i‘/_’g_;i—h}dw




29

{ =2z (pu-tita®) + ( yita )’ = (pu s ita) -2 }

P T ®

= / da: ¢
V2ra

Lo »
o 2

. - mq,{ g_(mw_n_} ,

- oty /
<P 202 4. V2ra )

i6n de una . variable

aleatoria cstd determinada por su funcién caracteristica.

Teorema 1.28 (De Unicidad) Si doé uariéblgéé algatdi-ié_rsﬁéncn la mismna funcidn

caracteristica, entonces tienen la misma funcidn de distribucidn.

Omitimos la demostracién.
El teorema que sigue establece gque la convergencia de funciones caracterfsticas
implica la convergencia de las correspondientes funciones de distribucidn.  La de-

mostracién so omite.

Teorema 1.29 (De Continuidad de Levy) Sean X,,n >

1, una sucesidn de

variables aleatorias tal que
Jim ox, (8) =px (8), —o0<t<oo
Entonces Xy converye en distribucidn,

Por iiltimo, 1o proposicion que mencionamos o continuacion establece la convers

gencia en distruibucion de variables binomiales s una distribucion uormal,
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Proposicién 1.30 Si (Ya)ys; €5 una sucesidn de variables aleatorias de la fuﬁna
Yv=XN+XY+.. +Xx§,

donde, para cada N, las variables aleatorias X[V son independicntes e idénti t

distribuidus, con valores en. {—7’#, 7"5} ¥ con media py tql que impyoco (Nun) = g,
’ ;
Aim (Npw) = p;

entonces (Ya)ys, converge en distribucion a una variable con distribucion N (u, o?).

Demostracién:

Usando la funcién caracteristics de Ya,

E [exp(itYn)]

]

Py ®
- II B [oxp(ilXj” ]"

- @ [wmmxm)

 = (1+¢t,;~—t2 +0(;v))

tormando limite,

. . . itNpu,
Jim oy, (), = Nl'-’.'é,(l'*"_llj‘v—_g'*"(zv))

L a2
= oxp {il/l - LZ?} \
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lo_que demucg;rﬁ la; conyérgmicia eh distribucién de (Yy) N; 1

Los clemmlbos prct.entndos on este capltulo los utdu,a rnos amphamcnto en cl

dwarmllo d(' los dos ultmloe. cupftnloa, prmupulm('nt re(‘urnrcmos nl mancjo de la

csperanza romhuona.l una dc las hcrmrmcntas mlis titiles en la teona. dc la probabil-

idad, y a las propiedades do la convcrgcnmn cn d.lstnbuuén, al fmal dLl csto trubajo

cuando sec estudie la aproximacién a un modclo ntmuo do valuauén de opciones.
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Capitulo 2

Martingalas.

2.1 Imntroduccién.

Con ¢l andlisis de los j Jucg,os de azar se desarrolld ol conccpt.o do los ,|u¢g0s Jnstos con

¢l planteamicnto, cn general, del signiente problema' dado un’ _uu.gc du azar entre dos

pcrsoxmb, ¢como deben ser las apucst.ns pam quc cl jucgo sca _]usto

A c.ontmunuon
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mstxon (X;,), dL gm:a.ncxas totalcu, quo gcnem el Juego para un Jugador, es una

martmgala y E‘ [X .]

on la rihrf.o fundamental en la teoria da Iqlsvmmlq]os discretos

Lus murt.mg;nlus

de valuacion de opciones, curopeas, bido ‘a st rclacién con‘lyog; juegos justos; de

hecho, dan la'caracterizacion de los mercados financieros que consideran los modelos

de valuacién de opcioncs.

A continuacién se da un sendllo bosquejo de la teoria de las martingalas y de los

resultados que s ocuparin cn esta tesis,

2.2 Martingalas. T T

La propiedad de martingala de una sucesion de variables aleatorias sucle darse en nu-

merosos contextos. Como vererios, una condicién para que en el modelo del nicrcado

no sea posible hacer dincro sin dinero, scrti qixc ltl.vh csidn ' de pi C

los activos soa una martingala bz—uo una r‘mrta pmbubxhdml

Ixuucmos dnndo las ddnudonm dc ulgunm duucnto ind p(‘nsnbl :

Definicién 2.1 ‘(Filf}éciéﬁ) Sw (Q,F) un espacio "u:diblé Una filtracion (}.'l)f)s_uéN

es una su ta. 03, pum tode nEN - 1,

:sidn creciente de subo—dlgebras de F;

Fn CFiyi CF.
Fu representa lainformncion disponible haste ol momento #. Pars tener ani,

iden mils clara de esto, pengemos en’ o juego y que oy clementos de ana sneesion”

(Xn)".—,.<,v representan, on cada ticrepo #, la fortuna de un jugador; entonces F,
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connme la mform A‘ 6n de la.s nquems pasadas X,. Otro ejcmplo lo constltuyo 1oe

pmmos dc loh m.hvos on ncago, quc serd tratado en ol mpftnlo 5 don(lo en .F.. catu :

mntuud ln dc' los pr«,u'»; de los activos ha.sta cl mstnn

: dcmxnom qu(. Fa:inck wu oda h\ historin hasta ol instante n
‘En t.odo lo que signe supondremos ¢ue tenemos un espacio modlble (Q F ) y unn

filtracidn (Fo)yenen fijos.

Definicién 2.2 (Sucesién adaptada) Una sucesidn (Xa)og,cn de vectores aleato-
rios es llamada sucesién adaptada o la filtrucion (Fa)ogacn si para todo n, X, es

Fo—medible.

Definicién 2.3 (Sucesién predecible) Una sucesitn (Ha)ogngn de vectores aleato-

rios es llamada predecible si para todo n > 1, H, es Fn_l—yﬁwﬂ)lc.

Definicién 2.4 (Martingala) Una sucesidn adaptada (Ma)ocagn de variables aleato-

rias es une F, ~martingalu si y sdlo si para todo n < N -1,
E[MMI ‘fn] = M.

Ahorua bien, la sucesidn serd una F,,— supermartingala si y sdlo si pura todon < N-1,
E{Mni1 } Fal £ M,

Por ol parte, se dice que la sueesidn es una F,,—submartingala si 3 sdlo i ppm todo

n< N-1,

E{Muiy | Fal 2 Mo
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. Estas definiciones sc extienden a vectores aleatorios:
Una sucesién (A!,.)0<,,< ~ “de vectorcs alcatonm cn R“ €5 una .7-',.-mart.mgala una

J:,.—snpcrruurtmgala o uxm ]-',.—%lxbmartlngtﬂn s mrla vmupmwntt. d(.l vodnr AI,‘ o8

una J’,.—nmrhngala, una .F,.—supumartmgalu o nm\ .‘F' —aubnmrungaln respectiva-

meonte.

Las propiedades mds importantes de las martiligalas s¢ estableeén ‘en 18 signicnire

proposicion:

Proposicién 2.5 a) (Al,.)os"S‘N ew krm‘ii .F,.— martingala si.y sdlo si para todo j <
N —n, o :
E [Mnys | Fal = M.
b) 5% (My)ogngn €5 una .77,.—nmrti1tyald pare todo 0 <n<N, )
E[M,=E[M). "’

€) La suma de martingalas cs una martingala.

Demostracidn:

a) Sea (Mp)ycngn 1 Fu—martingala.

I

ElMais |l = BBy Fasal | 5l
= E[M,,j-1|Ful

= E[A'!nll l-,'.u]

= M,
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Recfprocamente, E [My.; | Fn] = M, para todo j < N — n; en particular, para

todon< N-1,
E(Mn. | Fal = Ma..

b) Uban(lo a), para todo n< N, :

: 'E‘IM (Rl = e

entonces para todon < N,

E(M.] '

E(ED, | 7l

E[Moj"

c) Sean (Mn)o<n< N y (Q,.)0<"5N dos .Fn—rualtmgulas, eutom‘m Y

’ E[M,.'“ -f-/Q,.‘ﬂ,.“;'bl‘.F,‘.] [Afnu |.7",-] +E[an Fal”

2) (Mu)o<..\~

Hu_bm:u Lir

3) 8i (A*I,;),.,, s in 7, —murt.inguln entonees (AMg),, o os una martingala rospecto

(o (X, v‘\n))n e
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4) Si Y tiene cspémnza finita y (r")o;nsN = \:ma ﬁltr@iéidd en’ (©,F), entonces
1a familia B ' ‘ 7 ‘

.{k,,.‘.', =E[V|Faii] : n€ (0,1, N1},

¢s una F,, —martingala, pﬁ(:s

CE[Xna | Fal E[E[YIF,.”]l.F..]

Il

E[Y| f'n]
= X
Ejemplos de martingalas
. (Ruina del jugador) Un Jugmlor rcah/.a una seno dc apueal’.as de un peso

cada una; supongamos que su w.pltnl mmml es :n:o, tlene probabxhdud = dc ganar

cualquicr apuesta y ¢l juego tcmmm hasta que se qucde sin dincro Sca Xp cl capital

del jugador después de haherw rcalu.mlo lu

; 1esm.rl Asf Xn € {0- kb

supongamos X, =z, con T € {1,2, ...}; cmoncv's

MaF i

E[XuH | Xo = o, :Xn =-""]“ ‘=‘, 1P [X ‘+| ; i | Xo = l‘o,u 1Xn =z]

¥
o

zP[X,.“-zlx,.—z]

"
Ma

=

T 4 UP,[X'!“ =:::+ 1‘| X,, =a]+

i
Yo e
)

(z=—1DP[X,y=z—-1|X,=u]
= »(::+1)—12-+(-'lf-'-1)%

= m




por lo tanto Ia suceaxén (X,.),_>o es una o (Xo, v ,.) —martmgala

gcncracién; entonees

P[Xnp1 =k | Xo =20, Xn = i]

y asf

E{Xns1 | Xo = gy oy Xn'=1]

3

|

: [x,.;,_klx..
- (”)"*“- o

ll

. (N)p"(l _E)N—J‘

NP;ZN: C (N =1}

G-t AT
NP Z e

w1 L,

TRt -

NP,

i,

por lo que (Xp),s0 €8 thas martingala.

Proposicién 2.6 Sca (Mo)ye,on une Fo—martingale y (Hp)yepen wne. sucesion

predecible con relucidn o (Fu)geucni citonces la sucesion

Xy = ]Inﬂlo,

Xy = HolMy+ Hy (M,

=~ M) .

+ I, (M = Mu1) pare todo 0 21
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es una F,—martingala.

Demostracién:
Primero probarernos que (4\,.),,<u< e es adaptada

Xo = HoMy s Fo— mcdlblc, pucs Ho y )Wa son ambm-. mcdxbla-s. ‘

Xn = H0M0+H| (M, M )+ H,. (Al" - M,. ‘1) o8 .F;.—xl\(whblo, pu(‘s si una

variable es fﬂ_k—mcdlblc, con 0 <‘k < n, tmnbmn o8 .T - lc(hblc B '

Ahora prol)arcmos que, (X,.)0<,_<N w nna. .Fn—nlanlng,ala “Para 1 n > 0,

U E[Xan = Xa | Fal = E[Hau (Mo~ M) | F

HasiE[(May = My} | F]

= 0,

ya q'u'e Hp,y1 €8 Fa—medible y (1&!,.)05,‘S ~ €8 una martingala, por lo que

E[I\'rnl l}-n] = vElt\'n i -7'-"]

Xll

a
La proposicitn siguiente es fundamental para caracterizar & los mereados financicros
viables que veremos en el Capitulo 5, ya que rclaciona a las martingalas con el arbi-

trajo.

Proposicién 2.7 Una sucesion adoptada de v.a. reales (M) e, cn 08 una F~
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martingala si y solo si para toda sucesidn predecible (Hn)ocnen,
N
E (Y Hy(M,—Muy)| =0
n-1

Demostracidn:

Sea (Ma)ogney Una Fp—martingala. Definimos a (Xa)ggngny como:

Xo =0

n
H; (M; — M,_,) para todon > 1,
=1 : -

xﬂ

donde (H")Osns ~ 3 predecible; entonces, por la proposicién 2.6, (Xn)geneny €5 una

Fa—martingala, por lo que

. ’ ,
E z_jH,.(M,.—M,._.)] = BX)

= 0.

Reciprocamente, a cada evento A, F;—medible, con jke {1,..., N}, lc asociamos

la sucesion (Ha)ognen definada por:
“Hy = Opnrunyéjvﬂ-l
Hjpo=1,0

C S N
De cata manera (Hn)ognen 08 predecible.Usando que E |3 Hi (M — My2y)| =0,
. : FORRIE n.:l 8 .

B[4 (M1 = M) = B[ (M= M) | F)L

fl

E[AEM;i | F-EM, | F)]
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BB My | 5] - 8]

=0,

por lo tanto E[A'IJ ,i | .7‘-_,] = M;j £

es una .F"—sulrrrmﬂzngala

ii) 8i (Mn)ognen @5 una F,.—submartmyala y f R — R es. une fum idn convera
y ereciente tal que f (M) tiene eqpﬂmnzn flmta pum toda n, entom es (f (1\[,,))05"<,\

es una F,,— subrnartingala.

Demostracidn:

i) Utilizando el teorema 1.22,

E[f(A{m-l) ] -7'."] 2 f(E [1\1..;1 l}.n})

£ (Ma).

ii) De nuevo, nsando ol teorema. 1,22,

E[f(iwml) | -7:"] 2 f(E[“‘lnH !-7'-11])

v

J (M)
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Los resultados pre_éentndos en este capitulo los utilizaremos en un modelo de val--
uacién de opcjoﬁds; cn ¢l que, como vercmos, lo mds importante cs la pmpiédml do .

martingala iujc dcben toner los precios actualizados de los nctivos considerados.
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Capitulo 3

El problema de las opciones

europeas.

3.1 Un poco de historia.
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y consccuuntemeutc, ul prccjo al que scr{nn vendldoe a los chentcs por su purtc, los

agncultores compmban ul dcrec.ho a vendcr su coe,e(_ha, a un preclo prcﬁjado en el

futuro,

tratos de opmonw rondn_lo a quc csty st - uncntos so Lonsxdcruran extrcmmlamcntc

especulativos ¥ a ra.iz dc ello cl mcrcado de (¢] onm fue dec.lurudo ﬂegal Estc nmn— :

tcclmicnto sc‘vV(V)’lv un - tefribl escindalo, la p_ro}ubncxon para operar con opciones
(lur() lmstn pnnmplos del siglo" XX, . ‘
A pwa; q»uc, l;n‘ suloldxfl 11 accptac: n dL los contratos de opcién como instru-
mcntm vouvomcntm para hacer :xwg,ocxos, dmdc 1973 han tcnido gran uug'c;Acn cie
afio cmpevﬁ a opcrAr el éB(‘)'E'( CAllxicagn Board Options Exchange) que fue ¢l primer
mercado de opciones formalmente organizaclo y desde entonces 1las opciones w han

ganado un lugar ruuy especial de entre todos los demids instrumentos de inversién., -

3.2 Opciones de compra y de venta.

Se pueden considerar dos clases de contratos de opeiones:
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i) los que incorporan derechos de coinbra.

i) los que incorporan dercchos do ’Venfa. g

Definicién 3.1 Una uln'mn esun wntmfa (o t:tulo) que da asu po.w.ulm- el dr'nchn,

mds no la obligacidn, de wmpmr ] vendl’r (st se tmta de una npczdn dr' miupm o de

venta) una cierta canlidad de un nctiva Jir anciero aun pwcio Sfijado con anticipacion,

durante un periado de t:cmpa o a una fecha dada Este derccha se adquiere a cambio

del pago de una pnma o pmcw de la opcwn

En_ inglés, una ‘opcién de dmpraAqS' llamada call y una opcién de venta put,

términologin que s¢ ha impuesto en todas las lenguas para referirse a los contratos de

opm(m .

umlqnwr ncmpa ant, rior.o his t u do prmu mn Lntmu w08 s huhlum du

uns np(:iou’umcrimum; ysi sélo su pn«l(- (-J(-r( or on ]u l'c'dm dv (xpmu-mn Cestare-
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mos hablando de una opcién europea. La fecha de expiracién la denotarcmos

por T' y algunas veces por N.

e El precio de gjercicio, precio convenido de antemano al cual se hace la transaccion

si se ejeree la opeidny que serd representado por K.

‘e Lu pnma, valor de la opuén o prc(uo dcl (‘ontrafo, la prm.m surd denotudu por

C si se trata de un call curopeo o bx(m por P.si se trnta dc un put ouropco.

Durantc cl dcsarto o de cst traano qolo ntraremos nucaf.ro intercs cn cl caso

de opciones curopcas que op(:mn wbro m,t.lvos quc no rupmtcu dxvxdcndm.

Veamos alg'unos ejcmplos Lout.ratm dc opcmn.

1. Su ndqlucr un cﬂ.].l 'liro 50,000 délnrcs cstaddil}ni:dcnsvw!: o n'mvl_vp_r_(_‘Cio da

y ¢l precio «lv lu e )u n I fechid dovencindento fueraZnienor . $100, osta porsona

sjereeria In op(:ién 'vundicm]d a4

idn’ en '$100 & la:pdrsona’ que le vendié Tn opcion,

la vunl estitin obligada a comprar la aéeién ¢n $100,°7-
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3.3 Algunas estrategias elementales.
Debemos recordar que sdlo estudiaremos el caso de opeiones curopens sobra activos

qque no reparten dividendos. Para tener una idea mas clara, consideremos ol easo de

un call europeo con fecha de expiraciéu T, precio de cjercicio K, sobre una aceidn con

valor §; a la fecha t. Es claro que st al tiempo T Sy < K, no sc‘tiem‘: interds F;‘f‘ «
la op(‘.ién,’ puesto que podriamos adquirir una 1};:1(111(] dt: m:t!vq a :u‘.n [’u\ _uuinvmmmr
que ¢l tzstabiccido en dl contrato. Opuwtmucnté, si Sy 2 K, ejereemos lla (>p(:ic§n y
‘obt(momos una ga.nanma dc Sr -K romprando ]u n(‘mén n.l prumo K y rcvcndlcndoln

en S,- De csta maneray al momento de la trxmsncuon, cl vnlor dcl u\ll mta (lndo por

(Sr = K), = mox (0,5 —K} )

De mmu.m analogn, en ¢l caso de un put eluop(‘o con lus numuu-. carzu!cnshms,
(-u ala fcdm T Sr < K, Ojcr(.(!moﬂ Ia’ opﬂon rmh anda lum g&mmwm do K Sp f

vendiendo la opcién en Ky <.ompmndoln en’

sen el cago,. Al mon]dntp_ de lan v nta de ln opeidn; o se conoce Sj~ y ch plnntcnn los

dos problemas siguientesy o 5
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i) {Cudnto tiene quc pagar el comprador de la opcién?; dicho de otro modo, jcémo
evaluar al momento ¢ = 0 una riqueza (Sp — K), o (K — Sr),, para un call o un
put, segin corresponda?. Este cs el problema del "pricing” o valuacién de la opcién.

ii) ;Cémo, ¢l vendedor que tiene la prima al instante ¢ = 0, podré producir una
riqueza igual a (Sp — K), o (K — Sr),, pars un call o un put, respectivamente?.
Este es ¢l problema de la cobertura.

Para aclarar un poco mds estos problemas, supongamos que se ticne la siguiente
situacién:

Sean S% y S, los precios al ticmpo n de un activo con tasa de interés de § y de

un activo con riesgo. Supongamos que

S = 4

s 4(1—%) si ¢l activo va a la baja
1

-l(l + %) si el activo va 4 1a alza.

Queremos determinar la prima de un call al tiempo 0, con precio de cjercicio K, fecha

de vencimiento T == 1, sobre una unidad de activo con riesgo, con un precio de cjercicio

K. Es claro que si K > G, csta operacion seria benéfica para el vendedor del eall, pues

éste nunea se cjerceria, es decir, ¢l valor de la prima seria cero. Supongamos X = §

y la prita del call de g Supongamos que csta cantidad se invierte de la siguiente

forma: al ticrupo ¢ = 0 invertinos —g ¢n el activo con tasa de interdés —‘l{ Y cornpramios

i de unidad del activo con riesgo, sin aportar ni retirar fondos. Al tiempo ¢ = 1 si ¢l

activo con ricsgo vale 2, entonces se tendrié uan capital de

2 1 1
—2(1+3)r i@ = o




= (S'I—K)r"”

Por otro lado, si ¢l activo con ricsgo se va a la alza, es decir, S} =6, ol cabit.al serd
de

1

BGOSR -
(SII—K)' lS}=8: :

con lo que el vendedor se cubre perfectamente.

Ahora, invirtamos al tiempo ¢ = 0, 2—80- en el activo con rendimicnto seguro”y
compremos 516 de unidad del activo con ricsgo. Si al tiempo ¢ = 1 S} = 2; npeéﬁb
capital serd de ]

12
20 (1"'4) + 20(2) = 2p°

en otro c¢aso, si S} = 6 entonces tendrermnos un capital de
1

8 1 1 16
B(1+3) +® =5

con lo que ¢l vendedor no se cubre perfectamente en caso de cjercicio.

3.3.1 Estratcegias.

Consideremos un active con riesgo, un call y un put sobre tna unidad del mlsmo

activo. Al comprar o vender unidades del activo con ncsgo o de lus opc:onca Y. sx se

manticnen hasta la fecha T de expiracién de las opcxonw, so tlcnen

pustviones clementales: dcacnlm'rl,os, vcoberturas, spruml. ¥ Lombumd 18, Eb!}kﬁ

posiciones intervienen en ol problema de la cobcrtum, ul mvcﬂ ir. ln prmm dc ln opuon

En lo que resta de este capitulo estudiarcruos cat,:w posmmus. ,'
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1. Descubiertos.

Consideremos una unidad de un activo ﬁnancieré con precio actual § y precio Sy a
la fecha T,

Una posicién larga relaciona al precio de un activo financiero a la fechn Ty a
su focha actual. Si Sy < 0, se tiene una pérdida de § — Sy; 81 Sy = S, no existe ni
pérdida ni ganancia; y, finalmente, la ganancia se dé cuando Sy > 5. La ganancia

neta de esta posicién es Sp — S.
Ganancia

Posicién larga.
Ganancia neta=G =8 — 8

En una posicién corta sc involucra una venta al descubicrto, esto s, vender un

activo financicro que no sc posce. Para ello se ti’c}nebfjue pcdnr brt}étado una unidad
de dicho activo con valor actual S, la cual cstamos obllgudos a devolvcr a la fecha T,

compréndola al precio Sy para dcvolvcrla Dc mtn ma nera, se tmne ganancia ctando

Sr < 881 Sp=0,la gﬂnancm [ mdx.lma, pucs su poséc la cantidad § y se ticnu que

pagar un activo con prcoiq nulo; y 56 fcng | ulu uuaxulo S,- > S, pues Ia cantidad

que se ticne que pagar es mayor a_la’que se rci:lbc por ]u venta al descubicrto. La

ganancia ncta de ‘esta posicién cs S = |



Ganancia

Posicién corta.
G=58~-5pr

Ahora consideremos un call con vencimiento T', precio de cjorcicio K = 8, sobre

una unidad del activo considerado ant.erionncnte. . Supongamos qlio coiin[iram()s cste -

call en C y que lo retencmos hasta el hempo T Sx a la fech T K > S-,-, no nos

convxtme cjereerlo. Ejerceremos el ca]l a(‘:lo cuando S-r > K Lu gumm( m rl(-ru osti

dada por (S - S), —C.
Ganancla

& N
- : K=S

Comipra de un call.
-Csi s,; <8

Sy =S — CH151'>S

Almru snpmu,muos quc emitimos ol call en €. Con respecto a In gmmn( Adn nvm,
cita posicidn es exuctatuente opucsta o la ‘compra del call, pucs. nuestra ganancia

neta cstd dada por C mcnoé la pérdida debida a que nos cjerzan dl call, ésto o,



C—(Sr—-8),.
c >\
. K
Ganancis

Emisién de un call,

CsiSr<S

C—Sr+S8SsiSr>8
Considercmos un put con condiciones similarcs & las del call anterior. Supongamos

que adquirimos el put en P. Si al tiempo T" Sr < S, conviene cjercerlo, obteniendo

una ganaucia de S — Sp por el gjercicio; si Sy 2 S, no se cjerce ol put. La ganancia

neta cs (S— Sr), — P.
+Ganancia

] < Sy
P Ks§ ——————

Compra de un put,

S—Sp—PsiSr<S

~PsiSp 28
Ahori, suporgainos que emitimos ¢l pat en 2, Conio oy de osperarse, esta posicion

cs opuesta a 1o compra de un put. Si. Sp <'S, tendremaos una pérdida de S — Sp por

ol cjercicio del put; i 'Sp =S, 1o nos ‘djercerdn el'piit: La ganancia neta de esta




posicién cs P — (S= 8) .

=
5

- K=8

Ganancia

Emisién de un put.
Sr-S+PsiSr<S

PsiSpr28-
2. Coberturas. ' -

Una cobcr'tlira (e‘n‘ ‘inglé:‘i hedge_), combifia una opcién y ¢l activo financiero sobre el

cual opcra ln opcjén, d(. nl' nmﬁcm que cl hct,ivo protcgc ula, opcién o la npcic’m

proteje al nchvo vontra pcrd.lda En una (‘obcrtnm sc combmu una posnuon 1arga del

activo con la emision de Cﬂllb ola Lompm de puts Una Lobc.rt.ura revumdn combma -

nna posicién corta del activo ﬁnunmcro con la (omprn dc Llluh o lu cnu:: n dc puh.

Ejernplos de coberturas:
Ganancia

I

g 22 o
K N b
~.
\\
~
\\
-=== Emitir un call ~

-8 ——- Comprar una accién K=S

Coberturs 1:1.



Sr—S4+CsiSr<s
G =
CsiSr>8 . ) )
Esta grifica correspoude a la emisién de un call y la compra de una accién; por

el call recibimos C y pagamos S por la accién; 8i Sy £ S, no nos cjercerdn cl call
y' entonces tendremos a la fecha T" Sr — S (lo que vale la accién en cse momento
menos lo que nos costd) mas la cantidad C; si Sr > S entonces nos ejercen la opeion
y tenemos que ofrecer nuestra aceién por lo que s6lo nos queda la cantidad C.

Las figuras siguicntes muestran estrategias similares y por cllo sc omiten sus ox-

plicaciones.
G "

N -l
_s// \\

Comprar una e N
-~ =—— =~ Emitic un call =8

Cobertura 1:2.
Spr—S+2CsiSpr <8
2C —Sr+Ssi1 5> 8

N Compra de una
T ~—— — Compra de dos puts

£

&7

-2p —_———
/'/.

a.nancla =8

Cobertura 1:2.



S—Spr—2Psi Sp <8
Sp—8—2Psi Sp> 8

s sGanancia
2P - =
1]
zpus P -
Vd
7 -8—8- Venta de una accién al desc.
- — — Emitir dos puts

Cobertura revertida 2:1.

Sp—S§+4-2Psi Sp<S

S—Sr+2Psi Sp 28

La explicacion de cada una de las griafiens sucesivas pueden dedueirse ficilmente,



a0Gl8 o _venta de una accién sl desc.
~—— —Compra de dos calls

Ve
e

t‘ \:;

Cobertura revertida 2:1.

S—S'r—ZCSiSTSS

G =
Sr—-85-2CsiSr>8
G-q ancis K=S .
I~ -/
~ -
] e Sy
P e — ——
-/
-
/' -8—a- Compra de una accién
— == Compra de un put
Cobertura 1:1.
—PHi Sp < S
G =
Sp—-S—PsiSpr=>28S
3. Spreads.

Para definir las estrategias -xprcads mtrodu/(mmos las siguicntes definiciones:

Tipo de contratos de opeion: (nll o pnt

Clase de contratos de opeidn:  todas las opciones de un mismo tipo, sobre un

o [
nistio activo financicro.
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Serie dc contratos de opcién: dentro de una clase, todas las obcionm con’ mismo

vencimiento y mismo precio de ejercicio.

Una estrategia spread es una combinacién (lc olgt;io‘xieaf jdcjﬂla mismz; clase y de
diferentes serics, donde unas opciones son udquiridsis y otras son pmiti(ias,' cs dcc,"lf,
involucra sdlo calls o sélo puts sobre un mismo activo financicro, ya ‘sea con difcrenteé
precios de cjercicio o diferentes fechas de expiracién o ambos.

Los spreads clementales son el spread vertical, el sprﬁad horizontal y ¢l spread
diagonal. En un spread vertical, las opciones involucradas tienen misma fecha de ex-
piracién y diferentes precios de ejercicio. En un spread horizontal, las opciones tienen
mismo precio de ejercicio y diferentes fechas de vencimiento.' En un spread dfagonal
las opciones tienen diferentes precios de ejermuo y dlferent.cs fec.has de venumiento

Cada spread tiene su versién bullxsh (a la alza) y beansh (a. lﬂ baja) En un

spread vertical bullish, la opcidn ndqmridu ticne cl-mcnor precio de C_]CI'CICIO Pam

un spread horizontal bulhsh, la opmén ‘con fecha de expiracién nmyor es adqlu da.

spread bearish como nn

proad ﬁ(lﬁuiﬁdp.; .

Ejemplos de S}mﬁulé
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G'"!-Ti' Compra de un call con menor PE

- — EmMir un call con mayor PE

Spread vertical bullish.

Cg—clsiSTSKl K
G= Ca—Ci+5r— Kisi Ki<Sr<Kp -

Cy—Cy +K; Kl Sl Sr > Kg N

representarfan una pérdida pero dcspucs sc gcncm una gam\nciu quo se mcrcmcnt.n

hasta ¢l momento en ¢l que Sr > Ky lucgo 1a uqueza gcneradu n. partlr dc ese

momento se mantiene constante,

Las griaficas que siguen muestran la ganancia obtenida signiendo los spreads ro-

spectivos.



QF— —— — .

s a
#

~
- — — — Comprar el call con mayor P.E.
— —— - Emitir i call con menor P.E.

Spreacl vertical bearish,

Cy—Cy8i Sp < K,

C=1C-C-Sr+KisiKi <5 <K,
C,—Ci+ K, — K8 Sp> K
Gll!vllldl .
zce —————— —_ N / /
~
o /s'
ﬁ . — g N
N
N
-—-Compra de un call con menor P.E.
—a—Compra de un call con mayor P.E.

- — —Emitir dos calls con P.E. intermedio

Spread butterfly.

2Cy ~ C) — Cy si Sp < K,

o 20 — €y ~ Cy+ Sp — K\ i Ky < S € K

2C; — C\ — Cs = Sy #2K5 — Ky 81 Is < S5 < Ka -

2Cy — O — Cy + 2Ky = Ky — Ky 8 Sy > Ko

61
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Ganancia

P e

4o
X
ol
N
_1!

L/—Q—Emltlv un put con mayor P.E.
—— —- Comprar un put con menor P.E.

Spread vertical bullish,

Pp— P+ K — Ky si S5r < Ky

Py— P+ S — Ky si Ky < Sp < Ky
P—Pisi S 2 K,

.{anund-

—a—Emitir un put con menor P.E.
\< —=Comprar un put con mayor P.E.

= s
7 Ky K2 T

az‘/,/ ~__

Spread vertical bearish.

-

o3

P —-P+Ky,— K, si St < Ky
C={ P —P+K;—Srsi Ky £8r < Ky

P —-DPsi§p 2 Ky
4. Combinaciones.
Una estrategin de combinacién mvolm.m op( iones (h. (hfm'cntm t.lpns sobro un wmismo

activo financicro, tal que I\luhﬂ.b op( mnu:s son mlqmn(lu.s o mnlm.s son cmitidas, os

dovir, se involucran puts y u\lh :.obrL "N rmismo m.two ﬁrmm-u-rn que pueden tener



prcmo du cjercicio ¢ igual fecha de cx-plmuén -

Las combinaciénes tienen sus versiones t D (cumbro) y' bot rom (fnmlo), (lopon-

diendo si las opciones son citidas o adqumdas ’Ibp indwa un: lun.ltc miximo rlu

ganancia y bottorn un limite méximo de pérdida. -

Ejcmplos de combinaciones:

f nancia
— ———Comprar un put ’

\—'——Cnmpur un call '/-

Straddle bottom. -

G —P‘—C‘f'K—S'['SiS'l'S!\'
—l’ C + 8y — K 51 8y > K

En osta comlumwmu se vmupra.u un put y un call con 1g;uul prcuo (lc (_Jcrmmo ¢

igual fvdm dc (,xplrxwmn, st quo por W cmupm de ambn.s d ionus pé\gtmms P +C

'(5 mmy. seneillo determinar of ofecto que cansa

seguir las estratoglas propucstas,



Genancia

N

A%
// N\

-—-— Emitir un put
— —— Emitir un call

| e

Straddle top.

P+C+S8Sr—KsiSr< K
Py+C—Sr+KsiSr>K

Gsnancia
—a— Compra de un call con meyor P.E,

— ——Compra de un put cen menor P.E.

Combinacién vertical bottom.

—P-C+K,—Srvi S <K,
G=48 _pP-CsiKp<Sr<K.

-P-C+8r— K .8 Sy 2 K,




—~e— Emitir un put con mayor PE

[€anancia Emitir un call con menor PE

Combinacién vertical top.

C+P—K,+ Srsi Sr< K,
C=y C+P+K.—K,si K, <S1~<K,k

C+ P~ S,-+K,,m Sq-> Ky
Con todos mtos cjemplos podemos darnos una. 1dua. de la cxtemsu gama de es-

tratchmi que se construycn a través dc la ncgo«.mcxén dc cpcxonch y qlw (‘ada vez se

convmrtcn on mstnmlcntos con mas ﬁn_r/,a. y que gum—m mm udoptnq. ’






Capitulo 4

Nocién de arbitraje y la relaciéon

de paridad call-put.

4.1 Introduccion.

En el Capitulo 3 plantcamos las dos incégnitas u«zncmlcs que busca.n rmolvcr los

modclos de valuacién de opejones: el dcl "pncmg" o valuauén,\que consmm cn cn-

Una’ dc 1as bipé

la de que en i sicreado anhut,nlum.ul.t. llludo 1o Ho puod(' ImLu (llm.m sm dm(-ro,

ya que dc c:ldﬁtir‘iwta sllnli lud ln..s opuom:i no tumlr{nn nlng\m vu.lor. A csm

prnpwdml so l(-mnm‘ { conio nusencin de oportunidad de arbitraje. Para «-xphvm osto

67
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un poco més, penscmos en el pmblcma du fa cobertura, quo comslsu: en cmonhmr

una estrategia de mvcrblén de la prulm en los activos dcl merc.udo, (lu »al formu quoi

al tiempo T se solucionie este problcmu‘ i se puede obtener dincro n.dmuru, no

tendria sentido‘pagar la épéiéﬁ; p\i'cs n apor

por mod.m de tranwmones con los acnvoa dcl mcrwdo. I

n ¢l Capitulo 6 8o presenta

un ejemplo de oporturudad de arbitraje. .

4.2 Supuestos.

Los supuestos para el mercado financiero son:
1. No existen impuestos ni costos de tmnénccjén.' .
2. Se pucden dividir los activos; podcmos i:omhr"ai ovondcr ﬁ'a.(‘cmnc:- dgci;[lﬁi(s
de ellos. B R A L : '

3. Existen ventas al descubicrto sin limitm, cs (lcur, vcn(k.mo:. una ncuon quc no"

Se ticne una tasa de interés en comin tanto para pedir prestado conio para

prestar. Supongamos que la tasa de interés para cada perfodo es constante ¢ ignal a
r.
6. Las transacciones pueden realizarse a un mismo ticmpo,

7. Lo precios del mereado no varian con ln realizacién de transacciones.
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8. El mercado es discreto, esto es, para una opcién con vencimiento T, los precios

de los actiiros'y_sus transacciones sélo se préduccn alog vt:im}‘.q_)’ovsb,kl, aoN—1,N.
Elyrarlii,ﬁilj(}‘ Vsc‘.‘rpui‘.‘dc ;)fescf;tar cn un l;wmndo que éﬁmplu E.on l‘m: SUPUCSLos
anteriores, -
Las relaciones de arbitraje para los valores de las opciones son restricciones que
acotan sus valores, bajo cl supuesto que no hay oportunidad de arbitraje en el mer-

cado. Las rclaciones mds irnportantes se dan entre:
e El precio de una opcién y la tasa de interés para préstamos de cfectivo.
e Los precios de dos opciones que difieren 1inicamente en sus precios de ejercicio.

e Los precios de dos opciones que difieren sélo en su fecha de expiracion.

En nuestro trabajo, desarrollarernos estas relaciones s6lo para opcioncs europeas.

4.3 Relaciones de arbitraje para los valores de un

call.

Es importante diferenciar des tipos de arbitraje: el pritnero corresponde tinicamente

a los precios de los activos financicros dol mereado sin considerar a log precios de las

opeiones; ol segundo se reliere al precio de las opeiones dentro del mereada,. A partir
de esta seccidn se desarrollan algunas relaciones de arbitraje para los valores: do las

opciones sobre activos que no reparten dividendos.
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Proposicién 4.1 Sea C; el valor de un call al tierﬁpn t{t< T) , sobre dna unidad del
activo financiero con precio S, al tiempo t, con pmqt;o da ej;:;'qicio K y vencimiento
T. Entonces .

S -KQ+r) T <c <8,

Demostracién:

Supongamos Cy < S, — K .(1 + r);,('r A al t;ii:mpo t vendemos al descu-

bierto una unidad del activo en S,: ';.:ompmmos un call eﬁC, [ ]nvcrt;inlos.K 1+ 7y~ -8

C—KQ+7)""9, Al tierpo

4 la tasa r, lo que nos dd 'y

e K L +71)"T,; si Sp < K, no cjercemos

105 un call en C, y compramos una unidad

ia.-Al tiémpg T si S+ < K, obtenemos una

Nota 4.1 En particular,” S, — K < C,.‘l Se pucde demostrar que los ealls curopeos y

americanos i el mi. precio, debido a esta relacidn.

La signiente: proposicién relaciona o los precios de los calls con sus precios de

ujercicio,
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Proposicion 4.2 Sea C: (K;), con i € {1,2,3}, el precio de un call al tiempo t
(¢t < T), sobre una unidad del activo financiero con precio S, al tiempo ¢, con precio
de ejercicio K; y vencimiento T,

a) Si K| < K, entonces
C. (K2) < Ce(K)).
b) & K) < K,, entonces

C. (K\) —~ Cl(KJ) < (Kz - kl) (1 +1')-(T-‘)

K3 - K,
3=

c) Sea A = K, St K <K2<K3, ’entances

Ci(K2) < ACi(K

Demostracidén:

a) Supongamos C; (K,) <~>C'¢:('.K2) entonces al-tiempo ¢ compramos el call con

dc (-Jcr(.u o Kg [ mvutmms (K‘ = K.)(l + r)‘(""’ u ]u lu.sa e ut.(.rcs r, lo quc )

- noy dn i gumm(‘m Al Lu-mpn l' ohtvncmos Kg - I( 1 por ‘nuestra mvur«uon dc

oo o o2 ot o O et e e b = A DB i 1 5
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(Ka = K;) (1 +r)'(T")° si S,- < I(,, no se q)erce m.ng'un call, y numtra garmuuu ‘oS

Kz -~ Kl, si K, < S;- K;, e_]erccn ('l (‘ull quu cn:utnums v tumblcn ten(-ruos una

ganancia de

llﬂ con

SI') (KJ
K3 — K, :

8i K3 < Sp, se cjercen todos los calls, con lo que no obtenemos pérdida ni ganancia

=}

4.4 Relaciones de arbitraje para los valores de un

put.

En csta scccién se desarrollan las restriceiones para los valores de puts europeos,

andlogas a lay restriceiones parn los valores de los ealls, vistas en I seecidn anterior,
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Proposicién 4.3 Sea P, el valor de un put' al tiempot (0 <t < T), sobre un activo

financiero con valor S, al tiempo t, pmé‘ia! de ejm;'icin Ky imiento T. Ent

OSPAR<KQ+4r) T,

Demostracidn:

Supongamos K (1 +r)_(r'“‘) < P,. cntonces al ticmpo ¢ realizamos la siguicnte
transaccién: emitimos un put en P; e invertimos K (1+r)"7% 4 la tasa de interds
r, ddndonos como resultado una ganancia. Al tiempo T tenemos K por nuestra
inversién de K (1 + r)_(T"'); 8i Sp < K, nos gjercen cl put, y no obtencmos pérdida
ni ganancia; si X < Sp, no cjercen ¢l put, y nuestra ganancia serd K.

Por otra parte, P, no puede ser menor que cero, pues al tiempo ¢ comprarfamos

“un put en F%, ddndonos como resultado una ganancia; y al tiempo 7' obtendriamos
una ganancia si Sy < K, y no tendriamos pérdida ni ganancia en ¢l otro caso.

Por lo tanto, si no hay oprtunidad de arbitraje cntonces 0 < P, < K (1 +r)"(T")

a
Al igual que para los calls, la siguicnte proposicién relaciona a los precios de los

puts con sus precios de cjereicio.

Proposicién 4.4 Sea F(K;), con i € {1,2,3}, ¢l precio de un put al tiempo t
(t <T), sobre una unidad del activo financicro con precio S, al tiempo t, precio de
ejercicio K; y vencimiento T'.

a) Si Ky < K entonces

P(K,) < P(K).
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b) Si K < K3 entonces

Pu(K) — P{K) < (K — Ka) (14 1)~

K3 ~ K, e
c) Sea A = ﬁ Si K, < K2 < Ka; entonces
Pi(K2) < AP(Ky) + (1 — A) Pi(K3).
Demostracion:

a) Supongamos P,(K3) < P(K)); entonces al tiempo ¢ compramos el put con pre-
cio de ejercicio Kz y cmitimos el put con precio de cjercicio K, con lo que obtenemos
una ganancia. Al tiempo, T si $p < K|, sc cjerce los dos puts, y nuestra ganancia
serd

(Kz - 5"!‘) - (Kl —S’r) =Kz - Ky;

g K1 € S8r < K3, cjercemos el put que compramos, obteniendo una ganancia de
Ky — Sp; si K; < Sp, no se ejerce ningyin put.

b) Supongamos que (K, — K))(1-4+7)~T=" < P(Kz)— P,(K,); entonces al tiempo ¢
emitimos el put con precio de cjercicio K, compramos el put con precio de cjercicio K,
¢ invertimos (K2 — K3)(1+7)~(T% a 1a tasa de interés r, 1o que nos d4 una ganancia.
Al tiempo 7 obtenemos Kz — K por nuestra inversién de (K — K3)(1 + )~ (T-9; s
Sr £ K, se ejercen los dos puts, y no tencmos pérdida ni ganancia; si Ky < Sp < K>,

cjercen ol put gue cmitimos, ¥y también tenemos una ganancia de
Kz — Ky~ (Sr — K3) = Sr — Ky

8i K2 < Sy, no se cjerce ninghin put, y nucstra ganancia cs K, — K.
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¢) Supongamos AP (K1) +(1 — A) Pi(Kz) < Pi(Kz); entonces al tiempo ¢ emitimos

el put con precio de ¢jercicio K7, compramos A puts con precio de ejercicio K y
compramos (1 ~ A) puta con precio de ejercicio Ky, 1o que nos dd una ganaucia. Al
ticmpo T ai Sp < K, se ejerce todos los puts, con lo que no obtcnemos pérdida ni
ganancia; si K < Sr < K, cjercemos los {1 ~— A) puts con precio de ejercicio K3 y

cjercen el put con precio de ejercicio K3, obtenicndo una ganancia de
(1~ A)(Ka— Sr) — (K2 — 5r) = A(Sr— Ki);

8i K < Sr < K3, ejexcemos los (1 — A) puts con precio de ejercicio K3, lo que nos

dé una ganancia de (1 — A) (K3 — Sr); si K3 < Sr, no se ejerce ningin put

4.5 Relacién de paridad call-put.

En esta seccién se introduce la importante relacién de paridad call-put, que involucra
al valor del call y al del put, al precio del activo financiero y al de ejercicio, y a la

tasa de interés para préstamos de efoctivo.

Proposicién 4.6 Scan C, y I, los precios de un eall y un put curopevs, respectiva-
mente, al tiempo ¢ (I <T) , con igual precio de ejercicio K, sobre una unidad del

activo financiero con precia S, al tiempo t; entonces

Co-P=8—K(1+7r)"T9,

Demostracion:
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Supongamos que al tiempo ¢ compramos una accién en S, y un put con prwiu I,

adem&s vendemos un call en C;. Esta transaccién nos cuesta le ciu'mda C;l—-
que puede ser positiva o negativa; si os positiva, la invertimod a la tasa dé torés si

es negativa, la pedimos prestado a la misma tasa de interés .

Supongamos que 0 < K + (C'—
sin arriesgar nada. Por ol contrarib,

perdemos.

K+ (Co— P= St) (1+ r)@=o = 0; :

es decir,
Ci—P=8—-K(1+r)~ "9
o
Lo modelos de valuacién de opciones enropeas deben ser tales que los valores de
las opciones cumplan con estas relaciones.
En e Capitulo 5 se verdn las caracteristicas de los mercados en los que no existe
oportunidad de arbitraje por medio do transacciones con los activos financicros y con

los activos con rendimicnto segiro.




Capitulo 5

Teoria de los modelos discretos de

valuacién de opciones europeas.

5.1 Introduccién.

Como vimos en el Capitulo 4, las relaciones de arbitraje para los valores de las op-
cioncs no son suficientes para obtener log precios de éstas; 86lo nos dicen entre que
valores se¢ encuentran para que no s¢ pueda hacer arbitraje con las opciones. Una
parte de la teorfa materndtica de las opeiones se enfoca a modelos discretos que simu-
lan el comportamicnto de los instrumentos financieros de inversion. En este capftulo
trataremos de desiarrollar 1a teoria de un modclo discreto, en el que se cumpla que no
haya oportunidad de arbitraje, ¢l dincro de la prirna se invierte on los activos consid-
crados en ol mercado utilizando estrateging gue no ocupen informacién privilegimda,
es decir, sélo ocupan la informacién dispouible on ¢l mereado a los tidmpns en que
se realizan lis inversiones y en cads ticrupo n, se reinvierte la totalidad del dincro y

77
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s6lo eso, esto es, 10 se aportan ni se retiran fondos. El objetivo de este modelo cs el
de resolver dos problemas fundamentales en las opciones: el problema del ”pricing”
o valuacién de la opcién y el de la cobertura. El "pricing” cousiste en encontrar cl
valor justo de la opcién a un tiempo n. La cobertura cousiste cn que, con el valor de
la opcién al tiempo n, el vendedor de la opeién invierta dicha cantidad en un activo
sin riesgo y en d activos con riesgo o activos financiero, siguiendo una estrategia de
inversién que no utiliza informacién privilegiada, tal que al tiempo N obtenga una
cantidad que le permita afrontar su obligacién ante el poseedor de la opcién, es decir,

cubritse perfectamente.

5.2 Activos financieros.

Un modelo de mercado financicro discreto se construye sobre un espacio finito de
probabilidad (€, F, P), provisto de una filiracién (Fnlocnens cuyos elementos Fp
representan la informacién disponible hasta el tiampo n, donde N es la fecha de
vencitnicnto de las opciones. Ademds supondremos que Fp = (¢, §2), F = Fn = P (1)
y P [{w}] > 0 para todo w € .

Consideremos que en ¢l mercado existen d + 1 activos .ﬁnancieros, cuyos precios
al instante n estin dados por las variables aleatorina positivas 89, S%, ..., 5% Fp—

medibles, de tal suerte que

Sa = (58,50 53)

e el voctor de precios al tiempo n.



ESTA TESIS NO DEBE
SALIR BE LA BIBLIOTECA

79

El activo con precio S? al tiempo n es el vinico activo con rendimiento seguro, y
ademads supondremos que S§ = 1. En particular, si la tasa de interés de las inversiones

sin riesgo sobre un periodo de tiempo es constante e igual a r, entonces
S=S0+r)=(1+n)".

By = ;-'g es el coeficiente de actualizacién, o de valor presente, del tiempo n al tiempo
0; es la cantidad de dinero que invertida en el activo con rendimiento seguro permite
tener una unidad de capital al tiempo n.

Los d activos restantes serin activos con riesgo. Esto quicre decir que, a diferencia
del otro activo, los precios de los activos a cada tiempo n > 1 solamente serdn

conocidos hasta dicho instante,

5.3 Estrategias.

Definicion 5.1 Unu estrategia es una sucesion de vectores aleatorios predecibles

b= (@9,, 33 d)?')(]<n<N' con valores en R441, donde 8%, ®1, ..., ¢ representan las

cantidades de cada activo, invertidas al tiempo n.

Para cada n € {0,1, ..., N}, al conjunto (@2. [ LU fbﬁ) le llamarcimos cl portafo-
lio al ticrupo n, ya que éste se constituye precisarnente por las cantidades B9, ¢}, ..., 92
de sus correspondicntes activos al tiempo n.

La suposicién de que para todo j € {0 1.}y (Ph)ogngn 804 un proceso predeci-
ble significa que no s toma en mcnta mfmmnudn privilegiada, e decir, 1a informacién

requerida para decidir las umtldndm de los nctivos «que compondrédn ¢l portafolio al
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tiempo n es toda la informacién disponible en el mercado hasta cl tiecmpo n - 1; con
1a informacién que se dispone al tiempo n — 1 se deciden las cantidades ®9, $L, ..., ¥4,
de sus respectivos activos, que formardn el portafolio al tiempo n.
El valor del portafolio al instante n serd el producto escalar
d
Va(®) =PnoSn = jg’q’{-sf;:

y su valor presente serd

S
i

Badn 0 Sn

oncs‘n

d
Y. ®i8,
=0

donde §% = 8,5,y 8, = (l,§,‘,, ,5‘;‘,) cl vector de precios actunlizados,
Como mencionamos en la introduccién, consideraremos silo cstrategias en las que
se reinvierte la totalidad del dinero en cada tiempo n. Estas cstrategias seran lamadas

autofinanciables. Esta propiedad se expresa en la siguiente definicidn.
Definicién 5.2 Una estrategia es autofinanciable si para todo n € {0,1,..,N — 1},
$q 0S5, = Ppy1 0.

Esto significa que al tiempo n el portafolio vale ®,05,, y exactamente esa cantidad
se va a reinvertir en los d + 1 activos, después de tener conocimiento de los precios S,,
para pasar a la composicién o portafolio $,, . Este reajuste se hace con los precios

de los activos para ol ticmpo n.
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Por ejemplo, consideremos s86lo dos activos: .uno sin riesgo y el otro con ricsgo, -

Scan S} = 2,49 =4 y @} = 3; cutonces Vo (@) = 4 (1) +3 (2) = 10 unidades, Para ol

tiempo 1 la estrategia es: @) =3 y ®} = 4, pero cl capital invertido en L‘ﬂm“in’\l‘(!l‘h;i‘bn o

es #1050 = 3 (1)+4(2) = 11 unidades# V; (®). En cste caso ¢ no cs autqﬁn&iéiab c, : ’ _

pues se aportaron fondos adicionales al capital inicial Vp (®).

Como puede observarse, en una estrategia autofinanciable las variaciones d;:l valor ;

del portafolio sélo estdn dadas por las variaciones de los precios de log acti

Vair () —Va(®) = ®n4108n41— PaoSn
= ®u110851 — Pai105a
= Qﬂ~0—l o (snél - Sn)-

en:

Proposicion 5.3 Las siguientes diciones son egui

i) La estrategia ® s autofi iabl

it) Para todo n € {1,2,...,N},

Va(®) = Vo (®)+ i:zl(b.- o (S — Si1).
iii) Pora todo n € {1,2,..., N}, .

Vo (@) = Vo (¥) +‘z:‘{¢:; o (85— &)

Demostracidén:

i) si y sdlo si ii). Sea ® autofinanciable; entonces

Va (‘b) = §p08,
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Vae1(®) + ®a © (Sn — Sn-1)

Viua(®) + ®n1 © (Sac1 — Snz) + ®n © (Sn — Sn-1)

”n
Vo(®) + Y i o (Si — Sim1).

=1
Recfprocamente, supongamos ii); entonces para todo n € {0,...,N —1},
Va1 (8) — Va (®) = ®ayy 0 (Snit — Sn)

y por lo tanto

@, 05, = Bpy1 © S

ii) sl y s6lo si iii). Notemos que para todon € {0,.., N — 1}, ®,05, = ®n108,
es equivalente a ®, 05, = ¥, © 5., con lo que la demostracién es inmediata.
Usando esta segunda equivalencia de autofinanciabilidad de @, la demostracién

de iil) ai y sdlo si i) es similar a Ia de i) si y sdlo si i)

En una estrategia autofinanciable

Va(®)

Vo(®) + izﬂ:l (4’9 (5‘? - 50,) + .+ B¢ (g'-d - §?—-1))

i

n d . . —
vo(®)+zlz;¢zo(s!—s:_‘).

pues (5‘? -~ 5‘?_,) = 0 para todo n € {1,..., N}, por lo ‘quc ¢l valor actualizado del
portafolio cutit determinado por 1a riquezs inicial y por ¢l proceso ((@,‘,, e tb’,’,)) 0<neN

de las cantidades de los activos con riesgn, 1o quo se estableco en la siguiente proposicidn.
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Proposicién 5.4 Para todo proceso predecible (('b,‘,, ...,Q‘,’,)) ¥, para toda vari-

osngN

able aleatoria Vi, Fo—medible, existe un sdlo proceso predecible (€0)ognen tal que la

estrategia ((@‘,",@,‘“ s (lf,‘,))os"s N autofinanciable de valor inicial Vy.

Demoastracion:

Para todo proceso predecible (('P,‘,, ooy Kb‘,‘,))k'K N ¥ para toda variable aleatoria
Vo Fo—modible, sea

@2 =Vo+ "2—31 (@} (81 -5L,) + .. + @} (5 - L)) — (@153 + . + @35,
=1

para todo n € {1,...N}. 28 cs una funcién F,,_; —medible. Entonces

V) = 0+ 015 +...+ 215

= Vot 3o (@1 (5 - 5L,) + .. + 9! (5 - 5L,)),
=1

por lo que (('b‘,’,,@,‘,, ...,‘P‘,‘,))o gy O una estrategia autofinanciable de valor inicial

Vo

5.4 Estrategias admisibles y arbitraje.

Cuando sucede que @9 < 0, significa ¢ue hemos pedido prestada la cantidad &8 del
activo sin riesgo. Por su parte, si ©J, < 0 para § € {1,...,d}, significa que vendimos
al descubiorto la cantidad ~®% del activo i. A pesar de que los préstamos y las

ventas al descubierto son permitidos, el valor del portafolio a todo momento debe sor

et i i s i o A i o etV T e A
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mayor o igual a cero. Para todo n € {0,..., N}, sean I, = {j € {0,...,d} : ¥}, <O} y

Jo = {j € {0, ...,d} : ¥, > 0}; entonces

Va(®) =Y #iSi+ ) @iSi>0,
J€In J€In

por lo que
Y ¥isiz - Y eLSu
i€dn i€l

y asf el inversionista puede pagar sus préstamos y sus ventas al descubierto a todo

momento,

Definicion 6.5 Una estrategia @ es admisible si es autofinanciable y si V, ($) > 0
para todo n € {0,1,...,N}.

De acucrdo con esta definicién, podernos formalizar 1a nocién de arbitraje como
sigue:
Definicién 5.8 Una estrategia de arbitraje es una cstrategia admisible de valor

intcial nulo y de valor final no nulo.

Como ya dijimos, la mayor parte de los modelos financieros que consideraremos
deberin excluir toda oportunidad de arbitraje. Es aqui donde las martingalas juegan
un papel fundamental, pucs caracterizan a tales modelos, debido a su relacién con el

arbitraje.

5.5 Mercados financieros viables.

En csta seccién se caracterizan a los mercados finandieros viables,



Deflnicién 5.7 Un mercado es viable si no existen estrategias de arbitraje.

Teorema 5.8 El mercado es viable i y sdlo si existe una probabilidad P* cquivalente

a Pt, sobre (2, F), bajo la cual los precios actualizados de los activos son martingalas,

Demostracién:
Supongamos que existe nuna probabilidad P* equivalente 4 P, bajo la c¢nal los
precios actualizados dec los sctivos son F,—martingalas. Para tods estrategia @ aut-

- ofinanciable, el valor del portafolio al tiempo n > 1 es:
-~ n -~ -
Vo= Vo (®)+ 3. ®;0 (8~ 5j-1).
=

Por la proposicién 2.6, (\7,. (di))cs una F, —martingala, Por lo tanto, si E® denota la

csperanza bajo P*,
E" [Tw (®)] = B* %o (@)].

Si ademds ¥ cs admisible con valor inicial nulo, E* [VN (‘P)] =0, con Vy (®) = AO;
entonces Vy (®) = 0, con lo que se concluye que ¢l mercado es viable.

Para la demostracion del reciproco, consideraremos a las variables ﬂ.lmtoriﬁs reales
X definidas sobre 2 como vectores (X (w1) .., X (war)) € RM, donde M = 1€2].
Supongamon que el mercado cs viable, El cénj!lﬁljd de .(:n(i‘mq 1a$ variables aleatorias

positivas y no nulas ¢s un conjunto conwv

qucdcnota.rcrnos por I, - Para todo
proceso predecible ((q»,l,, . ‘P;’.))kn<'N', sbjix :
G (@) = 35 (@} (51 -

" ) - ; ( .3 ( i

! P* os cqnivalento n P (P~ P*) «i y #6lo ai para to;k‘) «~\1'nLoA, ls(A) =0 8i y 80l si P(A) = 0.
1in nuestro caso, P* equivalente a P significa quc pars tado'w €0, P! ({w})>0. . .
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paratodon 2> 1 (5,. ('xij);)sksN es el proceso de ganancias netas de (((b,‘,, o ¢ﬁ))°5“;N,

pues
G (@) = V. (0) - Vo(®).

Por la proposicién 5.4, existe un tinico proceso predecible (tb’,’,)os"s” tal que la es-

trategia ((¢ﬂ,.... @"“))o<u< N S autofinanciable de valor inicial nulo. Por lo tanto

G (@) es el valor actualizado al tiempo n de ests estrategia.

Lema 5.9 Sicl mercado cs viable, entonces para todo proceso predecible ((Q,‘,, . Qﬁ))o<n<;v,

Gn(®) ¢l

Demostracién:

Supongamos que existe un proceso predecible ( ('I),’,, oy ¢lf>',{))05"5 ~ talque Gry(@ e
I. Si &, (#) > 0 para todon € {0,..., N}, entonces existe un sélo proceso ((®N)ognen
tal que la cstrategia ((¢2, [ LI ‘W'))oq.sN s de arbitrajo. Si Gy, (@) < 0 para algin

ne {0,..,N}, tmtonccsseac=sup{n:P[@,. (®) <0] >0}. ¢ < N —1y para todo

n>cG, (®) = 0. Definamos un nuevo proceso ¥ como:
Osin<e
Uy, (w) =
14 (w)dn (W) sin>e,
donde 4 = {w :Ge (®) < 0}. ¥ es un proceso predecible, pues ¢ o8 predecible y A
cs un conjunto F.—medible. Notomos que
o Dsin<e
Gn (¥) = _ N
14 (Cn (8) ~ G (®)) sin>q,

por lo que G, (¥) 2 0 para todo n € {0,..., N} y Gn (¥) > 0 sobre ¢l conjunto A
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Sea R el conjunto de todas las variables aleatorias reales definidas sobre Q. Es
fécil demostrar que ol conjunto ¥ de todas 1as variables aleatorias de la forma G (®),
con ® predecible, es un subespacio vectorial de R? que no intarsecta a T, por el lema
5.9, ni al conjunto convexo compacto K = {X Er: Y X(w)= 1} CI'. Usando el
teorcma 7.2 ddl apéndice, existe (A (w)),cq tal que: -

1) Para toda X € K Z‘:)A(w)X(u) >0

wel
2) Para toda sucesién predecible ((®}, ... ®3)),_ .. pIRIC) Gn (2) (w) =0.

Por 1), A (w) > 0 para todo w € Q, por lo que la probabilidad P* definida por:

Pl = 2 s

wen

es equivalente a P.

Por 2), para toda sucesién predecible ((d>,“, ey ‘b""))osﬂN’

z Cn (D) WP [{w}] = E"[Gy(d)]

- =[50 E-5)

= 0.
En particular, para todo j € {1,...,d}
N - -
B [ (01 (8- 8L.))] =0,

por lo que,usando la proposicion 2.7, (81)agngws i (5)ogagn 80n Fr—martingnalas

a
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5.6 Mercados completos.
En esta seccién se caracterizan a los mercados viables y completos, que, como veremos,

son lod mercados que nos interesan.

Definimnos ¢l valor de una opcién europea con fecha de vencimiento N, precio

de ejercicio K, sobre una unidad del activo 1, por una variable aleatoria h > 0,

Fn—meodible, que representa ¢l beneficio del ejercicio de 1a opcién. Asf, para un call
h=(5x-K),,

¥y para un put
h=(K-Sk),.

Un activo condicional es un activo financiero cuyo valor al ticmpo N estd dado

por una variable alcatoria h 2 0, Fy—medible.

Definicién 5.10 Se dice que un activo condicional con valor h cs simulable si criste

una estrategia admisible cuyo valor al instante N sca igual a h.

Observacién 6.1 Si el mercado es viable, es suficiente que cxista una estrategia

autofinanciable con valor h al tiempo N para que la opcidn h sca simulable

En efecto, sea P* una probabilidad cquivalente o P tal que los precios actualizados
do los activos son F,—martingalas. Si @ e una cstrategia autofinanciable, entonces

(\7,. ('i’)) s una F,, —martingala. Por lo tanto para todo n € {0,..., N},

Va (@) = E° [P (#) | 7).
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Si Vi (®) = 0, en particular Vi (#) = b, entonces V;, (#) > 0 para todon € {0, ..., N},
por lo que $ es admisible.

dicE ! es si ]

Definicién 5.11 El mercado es completo si todo active

Los mercados completos son de gran interés, pues en cllos se tiene solucién a los

bl de Ja valuacién y de la cobertura de activos condicionales.

prot
) o

Teoremma 6.12 Un mercado viable es completo st y silo si existe una tdnica probo-
bilidad P* equivalente a P, sobre (2, Fy) bajo la que los precios actualizados de los

activos son F,—~martingalas.

Demostracién:

Supongamos que el mercado es viable y completo. Entonces para tova variable

aleatoria £ > 0, Fx —medible, cxiste una cstrategia admisible @ tal que A = Vy (9),

ademas

Vn (®)

it

4>

N
Vo (2)+ 3 #50 (5 5,1).
i=t
Si P, y P2 son dos probabilidades equivalentes a P bajo las cualos los precios actu-
alizados de los activos son F,—martingalas, entonces

E;[Vv ()] E:{Vo(®))

]

]

Va(®),
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donde E; dcnota la esparanza bajo Py, para i = 1, 2. Entonces
h h
. [4)-»14]
1 [5‘?’] 2 S‘}I '
y por lo tanto P; = P, sobre (€1, Fy), debido a que h cs arbitraria.
Recfprocamente, supongamos que el mercado es viable y no completo. Entonces
existe una variable alcatoria k > 0, Fy—medible, no simulable. Sea V el conjunto de
variables aleatoriay de la forma
N - -
Vot Y- @0 (8- 5int),
s
con Vy Fo~medible y ((d‘,‘.,...,‘b;’_))os“s  Predecible con valores en R?. Entonces,
por la proposicién 5.4 y por la observacién 5.1, :SL“I'- ¢ V. Es fécil demostrar que
N
Y es un subespacio vectorial del espacio de todas las variables aleatorias definidas
sobre (2, Fn). Entonces existe una variable alcatoria no nula Z que es ortogonal a
V. Sea P* una probabilidad cquivalente a P bajo la cual los precios actualizados
de los activos son JF,—martingalas. Proveamos al cspacio de variables alcatorias del
producto escalar (X,Y) — E*[XY]. Si hacemos
. Z (w) )
P [{w}] = (14 57— | P {{w}],
ol = (14 gl ) 2l
donde ||Z[], = sup,eq |Z (w)|, entonces P** ¢s una probabilidad equivalente a P y

diferente de P*, puss X = 1€V, y asf

E'[Z] = E'[XZ]
=
ademés, para todo proceso predecible ((‘D,‘., ...,Q‘,‘.))d <n<N

o [i ¥y 0 (5~ §"_,)] - B [ﬁ’:l @00 (5 5"_1)] .




o

e[z ($ ene (B-50)]

=1
2§ 2]l ..

= 0

y por lo tanto, usando la proposicién 2.7, (§,‘,)o<"< N (§‘,f)o<u< N 3o Fn—martingalas
a

5.7 Valuacién y cobertura de los activos condi-
cionales en mercados viables y completos.

Supongamos que ¢l mercado es viable y complcto, y sea P* la tnica probabilidad,
sobre (2, Fy), bajo la cual los precios actualizados de los activos son martingalas.
Coupsideremos un activo condicional cuyo valor esta definido por la variable aleatoria
h > 0, Fy—medible, y sea ¢ una estrategia admisible que simule a h, es decir,
cs una F,—martingala, por lo que, para todo

Vn(®) = 5. La sucecsién (‘7..)0<n<~

n e {0,..N}
Va(®) = SIE* [S'—;v | r"].

Por lo tanto, el valor a todo momento de cualquicr estrategia admisible que simule
a i estd completamente determinado por 4 y por P*. Llamaremos a V,($) cl valor
de la opeidn al tiempo n, pues es el monto que, siguiendo la estrategia & a partir dol
tiempo n, permite producir exactamente el monto 2 al tictupo N, Si al tiempo 0 un

inversionista vende la opceidn al precio E* [37%—] , siguictilo la cstrategia @, ¢l podra
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obtener 1a riqueza h = (Sy — K), para un call, o h = (K — Sx), para un put, al
tiempo N, 8 decir, se podra cubrir perfectamente.

Notemmos que para o cdleulo del precio de 1as opciones, s6lo se requiere conocer
P*. Pero surge un problema: antes de conocer a (2, F) y a la filtracion (Fa)ocnen
es initil tratar de determinar a P*; por lo tanto no se conocen los valores exactos de
las opciones. En ¢l siguiente capitulo veremos el modcelo Cox-Roes-Rubinstein, con
d cual cn la prictica, los cdlculos del precio y de la cobertura pueden considerarse

como una bucna aproximacién.



Capitulo 6

Modelo de Cox-Ross-Rubinstein

(Modelo Binomial).

6.1 Introduccion.

En este capitulo desarrollaremos uno de los modelos mds conocidos y fdcilies para la
valuacion de opciones, el modelo Cox-Ross-Rubinstein, o Binomial. El modelo Cax-
Ross-Rubinstein cs una versién discreta del modelo Black-Scholes, lo que se verid en

la parte final de cste capitulo,

Primero desarrollareinos el mocdelo Binornial, probando que emnple con la teoria
de los modelas discretos y resolviendo los problemas del precio y de la cob:'c‘rt.u"rn.
Posteriormente, propondremos otro modcelo que no la cumple, y, ﬁnalmcntc, Q'c;k‘du‘r,x‘l
la aproxirnacion al modelo Black-Scholes. : . o

93
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6.2 Desarrollo del Modelo Binomial.

Supuestos:

i) Sélo existe un activo con riesgo, con precio S, al tiempo n € {0,1,...,N}, y
la tasa de interés de las inversiones en el activo con rendimiento seguro, sobre un
periodo, es constante ¢ igual a r, por lo que 5% = (1 +r)". La cobertura consiste en
invertir el precio de la opcidén en estos dos activos, signiendo una estrategia que no
utiliza informacién privilegiada.

ii) Entre dos periodos consecutivos

Sn(l+a)
San = "
Sa(1+0),

donde —1 < a < b, El valor inicial Sp es dado, Entonces el espacio de resultados
posibles es 2 = {(zy,...,2n) : =y € {1 +a,1+b}}, donde cada N—ada reprcsenta
Ia sucesién de valores %—, para todo n € {0,1,...,N — 1}. Se toma Fy = {0,0Q}
y Fn = P(f2). Para todo n € {0,1,...,N — 1} F,, = ¢ (S1,...,5n) 8 1a o—dlgcbra
generada por 1as variables aleatorias Sy, ..., Sp.

Definamos las variables aleatorias T3, como: T, = Sn

S para n € {1,...,N}.
i

Entonces
Pl(£1y e zn)] =P [Ty = 21,.., Ty = x4,
para todo (zy....,mn) € §2, por lo que el conocimiento de P cquivale a conocer la
distribucion de (T, ..., Ty).
Observemos que, para todo n € {1,..., N} S, = S, [ 7%, es decir, S, es funcién
: il .

de Ty, ..., T, por lo que Fy = a (T}, ..., Tn), para todon > 1.
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Las proposiciones que a continuacién damos caracterizan las condiciones nece-
sarias para que el modelo Binomial se ajuste a la teoria de los modelos de valuacién.,
Iniciarcmos mostrando las relaciones que deben existir entre a, by r. A continuacién
daremos algunos cjemnplos de arbitraje en el caso en que no se cumplan tales rela-
ciones. Después encontraremos la tinica probabilidad P*, bajo la cual el precio del
activo con riesgo c8 martingala. Posteriormente reconstruirernos la relacién de pari-
dad call-put. Poriltimo obtendremos las férmulas explicitas de valuacién de un call

y de su estrategia de cobertura perfecta.

Proposicidn 6.1 El precio actualizado (§n)°<"<~ , del activo con riesgo, €3 Fp—

martingala si y sdlo si para todon € {0, 1,..,N —1},

ETnn | Al=1+r
Demostracién:
(5',.)0<"<~ ¢ una F,, —martingala si y sélo st para todon € {0, 1,..,N -1},

S,
E |22 .7-'} =1
[ 5 !
Sn{-l
E [(1+r)S,. I:F"] !
por ser 5, Fr,~—medible, si y sélo si para todo n € {0, .., N - 1},
Elon | Fal=1+4r
O

La siguiente proposicién restringe a la tasa de interés para los préstamos de efce-

tivo, cuando no existe oportunidad de arbitraje.
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Proposicién 6.3 Si el mercado es viable, entonces r € (a,b).

Demostracién;
Si el mercado ¢s viable, entonces existe una probabilidad P* equivalente a P, bajo
la cual (§..)n<n< N F.—martingala. Por la proposicién 6.1, E* [T | Fo]l =147

para todo n € {0, 1,...,, N — 1}, y por lo tanto

1

E* [E. [Tn+l i ]'-n]] E [Tn-l-ll

14r.

Puesto que Thyy € {1 +a, 14 b} y toma estos doe valores con probabilidades difer-
entesde cero, 1+r € (1+a,1+0).
o
Ahora veremos ejernplos de arbitraje que se dan en el caso en que no se cumple
la condicién de 1a proposicién anterior, necesaria pars la viabilidad del mercado:
i) Supongamos r < a. Al tiempo 0 pedimos a préstamo la cantidad S, a la tasa

r por perfodo, y compramoes una unidad de activo. Al tiempo N, cuando
Sy 251 +a)" 2 S (1 4+1)Y,

vendemos el activo con riesgo y pagamos nucstro préstamo, obteniendo un beneficio
de Sy —So (1 + 1)V 2 0, que es positivo con una probabilidad no nula, s decir, existe

oprtunidad de arbitraje

i) Supongamos b < r. Al tiempo 0 vendemos al descubierto una unidad del activo
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con riesgo e invertimos Sp a la tasa r por perfodo, Al tiempo N, en el cual
Se(l+7)"¥ 2 S @ +0)" > S,

pagamos la venta al descubierto, obteniendo un beneficio de S (1+7)Y — Sy = 0,
que es positivo con una probabilidad no nula.

En todo lo que sigue supondremos que r € (a, b).

Proposicién 6.3 Sea P una probabilidad sobre (Q,F). Entonces (§n) o O8 UTR
Fo—martingala si y sdlo si las variables aleatorias T ,..., Ty son independientes ¢

sdénts te distribuidas, con distribucidn :

Py =1+a]l=1-P[T} =1+b]=p,

donde p = b—r .
b—a
Demostracién:

Sean T3, ..., Ty variables alcatorias independientes e idénticamente distribuidas,

conP [Ty =1+4a] =1-P ([T} =1+ b} = p. Entonces, paratodon € {0,1,..,N — 1}

E(Tn1 | Fa]l = E{Tan]

(Q+a)p+(1+8)(1-p)

1+ (b—r)a+4b(r—ua)
) b—a

= 147

Por Ia proposicién 6.1 se obtiene que (§,.) o<-; <~‘kcs una Fnp—martingala.
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Recfprocamente, supongamos que (§,.) pcncn €8 UNB F,.—martingala, es decir,

paratodon € {0, 1,..,.N — 1}

Elnin | F] = (14a)P[Tha=1+4a|F]+Q+8)P[Tnyy=14+5]|F]

= l4r
Usando que

Pl =146 | Rl +P[Tha =1+b| Fal =1,

obtcnemos

P[Thuu=1+a}lF] = p

= 1=P[Th=14+b]|F).
Para todo z € {1 +a,1+ b}
Pli=z|F] = P[i=1z
= Py

dondepy = psiz = 1+ayp; = 1-psiz = 1-+b. Ahora, para todoz; € {1 + a,1-+ b},

coni=1,2

PlTi=x,Ta=x) = Phh=z,{T) =z,| P[Th =z}

= Pah,

Ph=z|o(M)P(Th==z)
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donde p; = psizy =1+ayp; =1—pasi .;:.- = 1+ b. Nuevamente, pura todo
a:.-e{l+a,l+b},coni=l,2,3,'

Pli=sTimonT] = P[Ti=z|Ts=20Ti =]
P(T; =z3,T) = 24}

P [T3 = 23 | o (T}, Ta)| pan

PapPaP,
donde p;, =psiz;, =1+ayp,=1—psi z; =1+b. Asi, por recurrencia sobre n,
obtenemos que, para todo z; € {1+a,1+b},coni=1,..,n,
Pl =z, Ty = Tu] = ‘]:['p.-,
donde p; = psizi =1l4+ayp, =1-psiz; = 1+Db, lo que prucba que las
variables T; son independientes ¢ idénticamente distribuidas, con P [T} = 1 +a] =
p=1-P[Ti=1+}
(]

Este resultado nos dice que la condicion de que (5,.) o<nen sea una F—martingala
determina de inancra tnica la distribucién de (T ,...,Tn ), la cual determina de
mancra tnica a P, con lo que se concluye que el mercado es viable y completo.

Denotemos por Cy, y B, a los valores de un call y de un put, respectivamnente, al
tiempo n, sobre una unidad de activo con riesgo, con precio de gjercicio K y fecha de
vencirniento N,

Nuestru siguiente paso <3 obtencr la relacidn de paridad eall-put. Denoternos por
E* a Ia esperanza bajo P*, laainica probabilidad tal que (5‘,.) ognsh es F~—martingala.

Sabemos que
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entonces

f
1
M
}

(@ 47y VB [(Sy — K), — (K - 5w), | 7]

(LA Er Sy - K| Fl

fl

B (L4 1) = K (1 47) "N

Sa—KQ+r)~N-m,

con lo que este modelo cumple con la relacién de paridad.
Ahora desarrollaremos el valor explicito del call al tiempo n, y veremos que puede

eacribirse en funcién de K, a, b, r,n, N y p. Usando que Sy = S, ﬁ lT.~, tenemos:
i=n+
Sy — K
SPE [( NS‘,{, )s | .’F,.]

(1 47y V-V Er [(s i T.-—'K) m].
+

Cn

f

izeni1
N
Bajo P*, la variable aleatoria [] . T, os independiente de F,,, y como S, es F,,—medible,
=t

usando la proposicién 1.21, podemos escribir la igualdad anterior como:

Cn = c(n,z)
A +r)y W g [(:z: ﬁ T —K) ]
i=nt+l "

—(N-n) N —n)!
1y W-m§S (N omt
(a+n Jg‘, (N—-n-j )34 r

Meri - pP (1 +a) 0V - K)
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para todo x € R (S,,), la cual es la férmula del modelo binomial para el "priciug” de
un call al tiempo n, sobre una unidad de activo con riesgo, con precio de ¢jereicio K
y fecha de vencimiento N.

Por 1iltimo sélo nos resta encontrar la estrategia de cobertura que simula & un
call. Sean ¢, y €9 las cantidades, al tiempo n, de los activos con y sin riesgo,
respectivamente, en el portafolio de una cstrategia admisible ¢ que simula al call.

Esto es

Vo (@) (14 r)" + P, S5,

e(n; Sa)-

Como $8 y @, son funciones Fy,_; —medibles, s6lo estdn determinadas por Sy, ..., Spe1
Yy Sa €8 igual & S,_; (1 +a) 0 Sy (1 + b), entonces podemos reescribir la igualdacd
anterior como:

L1 4 7)" 4+ Pz (1 +a) = c(n,z (1 +a))

®° (1-&)" -}-flj;_z'(»l +b) =c(n,z(1+b),

para todo z € R (Sn—1). D&dpejéndo‘,’bhﬂexiémos que

Qﬂ

]

_ c(u,.'ty(vl"+ b)) — ¢ (n,z (1 +a))
- DR z(b—a)

e

. para todo ¢ € R (S,_,); es dicir, al t.iex'ilpo‘n— 1, cuando se conoce ¢l precio S,oy, ol

vendedor de la opcién debe rcdistriﬁp}r«ias cautidades de los activos cn el portafolio,

de manera que la nueva cantidad invertida en ¢l activo con riesgo sea la diferencia de
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los posibles valores del call entre Ja diferencia de los posibles precios del activo con
riesgo al tiempo n, y as{ mantiene su portafilio hasta tal momento, en el que tendré
conocimicnto del previo dal activo con riesgo. Siguiendo esta estrategia se tiene la
cobertura perfecta al tiempo N, y 1a solucidn al problema de la cobert'ura.

Con 6sto, hemos tarminado el desarrollo del modelo binomial para la valuacién de
las opciones.

Analicemos otro modelo propuesto para la valuacién de opciones.

6.3 Un modelo Trinomial.

En este modelo, la tnica diferencia, con respecto al Binomial, cs que, entre dos
perfodos consecutivos, existen tres posibles valores para el precio del activo con riesgo,
ca decir, el precio puede irse a la alza, a la baja o bien a un valor intermedio. Asi
. tenemos que
(14 a) Sn1

/ Sp=1{ (1+b)Sn

(1 +¢) Sne1s
donde —-1<a<b<e
Al igual que en ¢l modelo binomial, encontramos varios eventos {w} que llevan
a un mismo resultado. Mientras se construye este modelo observarcmos que existe
un problema en el mereado, razén por la que este modelo no sera de interés para ln

valuacién de las opciones.
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El precio actualizado del activo con ricsgo es F, —martingala si y sélo ai

EToss | Fal=1+r

para todo n € {0,1,...,N — 1}, donde Ty = S;,:'; lo cual se demuestra igual que
la propasicion equivalente para el modelo Bioornial.

Ahora veremos que si el mercdo es viable, entonces r € (a,¢). Si el mercado es
viable, entonces existe P* equivalente a P, bajo la cual (5,.)05"5 N Fn—martingala,

es decir, E* [Thyy | Fp] = 1 +r, para todo n € {0, .., N — 1}, y por lo tanto

E'[E® [Thin | Fa]) E*[Th.]

= l-+r

Puesto que Ty,.; € {1 +a, 1+0,1+¢} y toma cstos dos valores con probabilidades
diferentes de cero, se ticne neccsariamente que 1 +r € (1 +a,1 +¢).

Como siguiente paso el mercado dcbe ser viable y completo, cs ‘decir, debe existir
una inica probabilidad sobre (§2, F) bajo la cual los precios de Ins activos scan mar-
tingalas, pero, como veremos enseguida, encontraremos mas de una probabilidad con
csta caracteristica:

Supongamos que 1 +r € (1+a,1+¢) y que el mercado es viable. Entonces
cxiste una probabilidad P tal que (5")nsa5~ e F—martingala. Si hacemos « =

PiTha=14+al R, B=P[Tn=1+4b|F)yy=P[Ths; = 1 +c|F] entonces,

para todo n € {0,1,..N - 1},

E*[Taii| Fo] =1+
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= (14ad)a+1+b)B+(1+c)7y.

Usando que o+ B+ =1, : Gyt

7 o= l—-a—‘-ﬁ,vﬂ :
r—c+B(c—0b)

o
a-—c
B =5
lo cual demucstra que existe més de una probabilidad , bajo la cual (5‘,.)(’(“ v

F.—martingala, con lo que se concluye que el mercado no es completo.
Asf, demostramos que en 1a prictica se tendrin que cmplear otros modelos de
valuacién, pues con un modelo trinomial no se podrdn simular a todos los precios de

las opciones,

6.4 Aproximacion al modelo Black-Scholes.

El propésito de esta seccién o8 pasar del modclo binomial de valuacién de opciones
T 2T
NN

opciones en cualquier instante dentro de sn intervalo de vida, estableciendo un modelo

europeas en los instantes 0 . T a un modclo continuo de valuacidén de
binomial en cada particién del intervalo [0, T'] y aproxirnando éstas a la particién con
un mimero infinito de elementos, o perfodos.

Para lo anterior se establecen las siguientes relaciones:

i)r= donde R represents la tasa de interés instantiénes entre los instantes

RT
N
0y T, ya que exp (RT") = limy-oo (1 + r)N.
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ii) in (; I :) = %, In (:——:::—z) = %, donde o2 es la varianza limite bajo P* de
1a variable aleatoria In(S'x), cuando N tiende a infinito. Sy es el valor del uct.ﬁn con
tiesgo al instante 7.
La idea es hacer tender a cero las longitudes % de los subintervalas de [0, 7, |;ai1'u :
as{ obtener los valores de la opeién a todo instante. -

Para N fija, cl precio del put al instante 0 estd dado por:

Py E" [S” .ro]
Q+rVE [(K — S0 INI T..).J,
[((1+r)'NK sumcp{}:m (1

E* [((1 + —ﬁ-) K — Som:p{YN})+] ,

N
donde Yy = "Zl In (ﬁﬂ;) Por la hip6tesis if), las variables aleatorias

I

Ml

In (l _H,) toman sus valores ecn {—7"17, 7"5}, y son independientes e idénticamente

distribuidas bajo P*. Ademds

& fm (735)]

o b—r
= — -2

V‘v(l b—a))
-z (hiole)

AN
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Por su parte

E* [Yx] = NE® [1“(123)] '

y tomando limite

s (R

desarrollando el limite del numerador, aplicando la regla de L'Hapital

e (- {0} — o {0 ])/ &

I
I
£
3

I
|
8|
fr:'
8
P
g
o —
e
———
1
ki
-
SES
%v

por lo que
Jim B vy = -Z
Utilizando ¢l teorema 1,30, de convergencia en distribucién de variables binomiales,
obtenemos que (Yy)y,, converge en distribucién a una N (———U;,n’).
Sea ¥ (y) = (Koxp(—RT) - Soexp(y)),, 1a cual es una funcién continua y
acotada, Entonces

[Py - B (e ()|

lE‘ [(K (x + _erg)—'v —s.,m:p{v,,}) = (Kexp(~RT) ~

A

k(e B - o {‘—Rr}|.
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por lo que (I’({'v ) N») COBVETEC hacia E* [¥ (Yw)]. Entonces, utilizando la convergencia

en distribucién de (Ya)ys),

Jim B (¥ (Ya)] Jim

f(chp{—RT'} Snexp{u}hmtp{ﬂ—’—L}W

lim Py
Neeao

202

v _L("‘”""“"T’ ~swn{sr-51) on

Notemos que para todo nimero real z menor o igual que 2°* = (ln ( )

(Kuxp{—RI'} - Souxp{za— %})Jr _>V.t,79,

por lo que

porp - EemiE J oo {_—z}dz;_"]"m{ '} s

kexp{ M}F(m SoF (" +0),

donde F () es la funcién de distribucién de una variable aleatoria con distribucién

N (0, 1). Para un call, utilizando la relacién de paridad call-put, se obtienc
Jim PY = SgF (-2 — o) — kexp {—RT} F (—2").

Estas 1iltima férmula es la {érmula del modelo continuo Black -Scholes para valuacion

de opeiones curopeas, con lo que concluimos el objetivo de esta seccidn.
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Conclusiones

La investigacion y ¢l desarrollo de csta tesis ayud6 a ampliar la visién que tenia acerca
dcl quehacer matemaético en el campo de las finanzas, siendo esta drea una de las de
mayor desarrollo y campo de trabajo. La Probabilidad, en particular los Procesos
Estocdsticos, también juegan un papel muy importante por cjemplo a través de los
madelos tedricos podemos simular por cjemplo, ¢l comportamiento de fenédmenos
naturales (sismos, ol clira, reacciones quimicas, etcétera) y con base en ello tomar

decisiones o bien encontrar una solucién a determinado problema.

Retomando el tema de las finanzas, los modelos de valuacidn de opciones involu-
cran a los procesos estocdsticos y excluyen toda posibilidad de obtener beneficios sin
tomar ricsgos, esto s, no permiten que haya arbitraje. Ea particular, en los modelos
discretos esto de obticne si existe una probailidad bajo 1a cual los precios actualizados
de de los activos financieros sean martingalas; ademss si esta probabilidad es rinica,
toda opcién se podrid valuar; es decir, las martingalas caracterizan a los mereados
vinbles y completos. Sin dudn esta parte de la teoria fue la gue mds moe atrajo y

pienso que estos conceptos pucden aplicarse a otras arcas.

Sc desarrollé uno de los modelos mads sencillos de valuacidn de opciones sobre
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acciones, ¢l Modelo Binomial, ¥ se demostré que en la teoria s{ funciona aunque

existen otros modelos que permiten la valuacién de opciones con mayor precisidén.
Encontramos gue el valor de una opcién europea, ya sea un call o vin put, puede

escribirse de mancra explicita bajo las siguiente férmula en el caso de un call europeo;

Ne
_ —~(N-n) 2" (N —n)!
Gn=@ +n) j=0 (N

Wy i? -y (z(+ay 0+ )" - K)

y para un put airopoeo:

Pa=(14r) =" Nf:" W — o)t

= mw"‘“"'(l—p)’ (K -z +ay (145" ")

+

-estas formulas estén en funcién de una probabilidad p bajo la que los precios actu-
alizados de los activos son martingala, esta probabilidad dcpende de los pardmetros
a, by r y si éstos sc conocen entonces la probabilidad de la que se habla estard
completamente determinada.

Nétese que siempre se hizo ol supuesto de que a, b y r cran fijos pero en la prictica
oxisten téenicas que log estiman, en esta tesis no se desarroild ninguna téenica de
estimacién de dichos pardametros, ni tampoco se realizd ninguna prdctica con datos
reales pues no fue sino hasta noviembre pasado cnando se introdujo la primera opeidén
cn Ja Bolsa Mexicana de Valores, emitida por ¢l Banco de México; por lo que este
tema pucde considerarse relativamente novedoso en nnestro pais, ademas tenia poca

disponibilicdad de ticmpo para realizar cualquier ejercicio prictico relativo al tema.



Apéndice

En este Apéndice se presenta la versién del teorcma de separacion de convexos que

utilizamos en el Capitulo 5. Primero veremos el siguiente teorema preliminar.

Teorema 7.1 Sea C un conjunto convezo en R® gque no contienc al origen. Eriste

una funcidn lincal ¢ sobre R" y a > 0 tales que para todo z € C,
((z) 2 a.

El hiperplano ¢ (z) = 0 no intersecta a C'.

Demostracién:
Sca A un real positivo tal que la bala B (A) centrada cn clt'drigcn 'y de radio A
intersecta & C, y sea o ¢l minimo de la funcxén (.ontinua z = liz|} (donde J|-|j es la

norma cticlideana) sobre el coxu\mt.o compacto CnB (A) Entonces para todo z € C,

e "z:ur‘-nu;

m
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Sea z € C; entonces para todo t € [0,1), 2o + ¢ (x — o) € C, porque C s convexo.

Desarrollando 1a desigualdad

fia + t (z — zo)® = Hzal?,

obtenemoe que para todo c € C,

zo-z = fzoll®

> 0,

=]
El signiente teorema lo utilizaremos para encontrar una probabilidad equivalente
a la probabilidad original de los precios de los activos, que hard a dichow precios
Fo—martingalas.

Teorema 7.2 Sea K un conjunto convero compacto y sea V un subespacio vecltorial
de R", disjunto de K. Existe una funcidn lineal { sobre R" que verifica:
1) Para todo z € K, ((z) > 0.

2) Para todo z € V, ((z) =0.

Bl subespacio V' estd contenido en un hiperplano que no intersecta a K,

Demostracién:

El conjunto

Q
[

K-V

I

{zeR"|edste (y,2) €KXV, =y — z}



13
es convexo, (pues V es y K ¢ compacto) y no contiene al origen. Por i teorema 7.1,

se puede encontrar una funcién lineal ¢ sobre R™ y « > 0 tales que para todo € C,
¢(z) 2 o

De donde para todoy € K y paxa todo z€ V

Vi) —¢(z) 2 a. (7.1)
Fijando a y y aplicando 7.1 a Az, con A € R, sc obtiene que pﬁm todoz € V,{(2)=0,

pues paratodoy € K, {(z) > a
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