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Introduccién

En el capftulo llamado Fund s Matemdticos se hace mencién de algunos temas de Prob-

abilidad como la Funcién Generadora de Mormentos, pero sobretodo Esperanza Condicional y
Cadenas de Markov, que sirven para demostrar algunos resultados sobre Martingalas. También
se mencionan algunos ejemplos.

En el siguiente capitulo, se explica el Problema Cldsico de la Ruina del Jugador, asf como
la Fortuna y Duracién esperadas del Juego.

En el capitulo que lleva el nombre "La Regla de Estrategia”, se aborda el problema de la
ruina del jugador desde el punto de vista de las Martingalas, se usa la funcién generadora de
momentos para obtener aproximaciones de las férmulas de la probabilidad de éxito del jugador,
el tiempo esperado del juego. Tales aproximaciones combinadas son un poco de célculo implican
la siguiente regla llamada Reg!a de Estrategia (no solo para jugadores):

Sea X la estrategia en un juego. Si E[X] < O entonces es preferible usar la estrategia con
la mayor varianza, mientras que en caso en que E[(X] > 0 la estrategia con la menor varianza
es mds favorable al jugador.

Donde X es una variable aleatoria con una funcién de distribucién F, representando el pago

en un juego, y tal que:
E[X)#0y Var[X] < co

Concluyo con algunos ejemplos de aplicaciones de la Regla, entre los cuales estd una solucién
general para el caso de 1a Ruleta, que serd usado para mostrar el buen comportamiento de la

Regla explfcitamente.



Planteamiento del problema.

Sean X;,i = 1,...,n variables aleatorias ind dientes, idénti distribuidas (v.a.i.i.d.),

P

con una funcién de distribucién acumulativa {f.d.a.} F que representan las ganancias (o pérdi-
das) del jugador en las primeras n tiradas de un juego (si X; > 0 el jugador gana en la tirada
y pierde si X; < 0). Sea también n
Sa=3"X:
i=1

la fortuna del jugador en el tiempo n. Se toma Sp = a como la fortuna inicial del jugador.

Ahora considere Fy(a} como la probabilidad de acumular una fortuna b antes de perder la
fortuna inicial a. Asimismo, suponga que nuestro jugador puede escoger diferentes estrategias
con esperanzas iguales y varianzas diferentes. Cuando se necesite hacer referencia a las variables
X; sin importar el tiempo i, se escribird sélo X. Se conoce que P,(a) depende, en general, de
toda la funcién de distribucién de X.

Una modificacién del Problema Cldsico de la Ruina del Jugador puede ser formulada de la
siguiente manera en términos de teorfa de caminata aleatoria:

El jugador se retira del juego en el tiempo N si ya perdié su fortuna inicial (ruina del
jugador) o si acumula una fortuna & > 0. La probabilidad P,(a) de tener éxito es igual a la

probabilidad de que la i al in Sy al un valor mayor o igual que b antes de

alcanzar un valor menor o igual a —a.

La formulacién del problema en términos de la Ruina del Jugador es simple y atractiva, y el
esquema provee modelos simples y razonables para varias actividades y fenémenos. (Ejemplos
1-3, adelante).

Ejemplo 1 Un inversionista en un Mercado de Acciones, va a escoger entre dos tipos de ac-
ciones: una estd caracterizada por fluctuaciones pequenias, la otra es muy especulativa, Asuma
que el beneficio promedio al invertir en ambos tipos de acciones es el mismo. Comprando

v diendo la accidn, ! te trae como resultado una ganancia o pérdida aleatoria.

Operaciones subsecuentes resultan en una acumulacidn de entradas, y la situacion puede ser
modelada como un juego similar al descrito al principio de esta seccidon. La Regla implica que

en un mercado en cafda, "bear market”, (cuando el precio promedio de las acciones va para

(4.}



abajo) las opor idades de lar una fortuna b, antes de perder el capital inicial a son

mejores para el inver en las i especulali; En un mercado alcista, "bull mar-

ket” (cuando el precio pr di

de las i estd do valor), mercar con acciones gue

tienen una tendencia estable a la alza tiene una probabilidad mds alta de érito.

Ejemplo 2 En una reserva de agua, los cambios diarios del nivel de agua pueden ser descritos
por una variable aleatoria X, midiendo los niveles de agua como cambios u partir de un estado

"estandar” en el nivel 0. La l

de estos bios aleatorios podria resultar en cruzar
el nivel critico inferior —a o un nivel superior critico b. Suponga que en el periodo de tiempo

considerado, el bio pr dio diario es neg En un ario (o un clima) con fluctuaciones

tuvial d iend:
& o l'

la misma precipitacion pr dio, las oportunidades de cruzar el

nivel superior critico son (de acuerdo con La Regla, y de acuerdo con las observaciones) mucho

mds altas, que en un afo (o un clima) con tempemtura estable.

Ejemplo 3 Mutaciones en ¢l codigo genético resultan, en promedio, en una regresidn de las

caractertsticas del mutante. Esto parece ser intuitivamente claro porgue sélo algunas mutaciones

muy especfficas elevan las habilidades de supervi ia de las especi El efecto promedio
de una mutacion aleatoria parece perjudicar a las esp Esto da con el Segundo
Principio de Ter lindmi, i.c. procesos no equilibrados se mueven hacia el estado mds
probable del sistema. Sean X y Y dos descripciones tati fen p ia) de los

e

resultantes de taciones aleatorias, tales que

E(X] = EY]<0
Var[X] < VarlY]

Asuma que la acumulacidn de cambios hacia el nivel b resulta en nuevas especies de un

) dermd.

que las ies mueren si los cambios se

nivel superior en el drbol ivo. Asuma
acumulan en la direccidn errdnea hacia el nivel —a. La Regla implica que las oportunidades

de un bi litati te positivo resultante de la lacién de cambios genéticos sub-

secuentes son mds altas en el caso de una mutacidn tipo Y con una varianza mds alta. Esto

corresponde al tipo de mutacidn que resulta en bi tivos fr t te pequefios, y
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mutaciones raras pero significantes en el tido positi que rda con la experiencia de
’

los bidlogos, Ellos han observado que a menudo faltan las cadenas en los p i ios
a ofra son a menudo discontinuas. Esto parece corresponder a

y las transici de una esp
la pauta del proceso evolucionario que resulta de procesos de mutacidon Y con varianzas grandes.
Sin embargo, hay que recordar que la probabilidad de alcanzar un nivel alto b en un proceso con
Esto va de acuerdo con la escasez (o tal vez unicidad) de

direccion negativa es muy peq

{a vida en nuestro universo conocido.



Capitulo 1

Fundamentos Matematicos

Sea X : (Q,0,P) — (R, B, Px) v.a. donde para cada A € B se toma
Px [A] = P [X7! (4)]

Sean también ox = o (A | X1 (C) = A, para algin C € B), la sub o-lgebra de o, gener-
ada por la variable aleatoria X, y 9, el conjunto de funciones medibles con respecto a a.

La medida P induce una medida P, cumpliendo que si A € ox entonces

Psx [A] = P[4}

Se dice que una variable aleatoria Z € 9, si cstd definida como Z : (R,0x,Fsy) —
(R,B,Pz).

Por otro lado, se tiene que la funcién de distribucién Fx de X estd dada por

Fx(z) = P[X £ 7]

asimismo, la funcién de densidad de X

Ix(@)=P[X =g



1.1 Funcién generadora de Momentos

Definicién 1 La funcidn generadora de momentos de X se define como

éx () = E[e¥] = /e""dP(X) (1)
donde oo
/ etX f(x)dx si X es contfnua

_/ eXdp (X) =
N e XP[X =z] si X es discreta
z

Cuando no haya confusién, se escribird ¢ (t) en lugar de ¢x (t).
Todos los momentos de X pueden ser abtenidos diferenciando sucesivamente la funcién 1.1
con respecto at:

#'x (8 E [XetX]
% (t) = E[X%X)

3t (t) E [X"etX]

y evaluando en cero
¢ (0) = E|X") paran>1

‘Todo esto bajo el supuesto de que se puede intercambiar el operador de integracién por el
de diferenciacién.

Cuando una funcién generadora de momentos existe, ésta determina de manera tnica a
la distribucién. De esta forma, se puede caracterizar la distribucién de probabilidad de una

variable aleatoria por medio de su funcién generadora de momentos.

Ejemplo 4 Normal (0,1) :

Sea Z una v.a. con f.d. normal estdndar.

oo 22
bz (t) = /-Ne"\/lz_’re"fdz

<o



"';!'dz

\/2_"./—” 2 :‘"
- T/_., -

o : o
T .
\2/2_" L "'.xg'dy ) dond= y =z-t

=e‘;'

Ejemplo 5 Normal (4,0%) :

St Z es una variable aleatoria con distribucion normal estdndar y X es una variable aleatoria

normal con media i y varianza o? entonces se puede escribir X como
" X=p+oZ

De esta manera

E[e%] = B [e%?)

= e Py (to)
2

o T

= e“‘*‘%ﬁ

1.2 Esperanza condicional

Sea (9,0, P) un espacio de probabilidad y sea A € o, tal que tal que P[4] > 0. La funcién
P|-| A): 0 — [0,1] definida por

P[BNA)

PIB1 A= T g

paracada Bea

es una medida de probabilidad definida en (£,0) a partir de P, por lo que (R,o,P[- | A]) es
un espacio de probabilidad. De hecho, se tiene que si X es v.a. definida en (£,0) es integrable

con respecto a P, entonces lo es con respecto a P | 4].
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Definicién 4 Sea X una

Observacidn 1 P[B | A] es la Probabilidad Condicional de B dado A € 0.

Ahora suponga que P[A] < 1, lo que implica que P [Ac] > 0. De aquf que P [B | A®] este
también definida para todo B € 0. Lo anterior brinda la posibilidad de extender el concepto
de probabilidad condicional a una vatiable aleatoria, vfa la funcién indicadora.

Definicién 2 Tome B € o,
PlB|14]= P[B {14 +P[B] AC] Lae a2

La definicién 1.2 se puede extender a una, va.rmblc aleatorla discreta arbitraria,

Definicién 3 Sea Aco yZ deﬁmda. como Z (Q rr P) — (z‘,za, ) que cumple que

(1.3)

(1.4)

A ccntinuacldn se utilizaﬁ ﬁnir el concepto de Esperanza condicional.

en'(Q, u,P) tal que E[X] eziste y sea A € o tal que P{A] > 0.
La esperanza cam:hctonal de X: dado A se deﬁne como

: :kE[XV|A]= /n XdP[~|A] . (1.5)

De 1.5 se observa que la E{X | )1] sa define da forma similar que E[X], s6lo que el espacio de
probabilidad en el que se define es (€, @, P[- | A)), es decir, cambia la medida de probnb\hdnd‘
pero se sigue tomando el mismo conjunto y la misma g-dlgebra.

Se desprende de 1.5 una propiecjad muy util de la Esperanza Condicionnl dado \in evento,

11




Proposicién 1 Sea X una v.a. en (R,0, P) tal que E{X] existe y sea A € o tal que P{A} > 0.
Entonces
 ElX14)

Elx | 41 ~H A,

(1.6)

Demostracidn:

EX | A= / XdP[ |.4) ,
/ XdP[ 4+ / xap[ IA] ; ‘ an

f xap[ ]A]

j,xap_ .

£ PlA] c

i Xiadp o
« PlA]

= E[X14]

P

donde el paso 1.7 es consecuencia de que

Jo Xarl | A= [ ximaarr | a)
= 0

Para preservar la relacién entre la probabilidad de un evento y la esperanza de su funcién

indicadora, tome la siguiente definicién:

Definicion § Sea B € o, la esperanza condicional de 1 dado Z definida como 1.4, se define
Eflp|2)=P[B| 2]
y entonces
EllglZ] = 3 ENslGlg,
3

12



Z M ‘ o (1.8)

PGy ] .
Note que hasta este momento, las deﬁniciona de esperanza. condiclona.l contemplan event

cuya medida es mayor que cero. Para adecuar las dnﬁnicinnes a un concepto més genernl de

ahora en adelante, adopte la siguiente convencldn

Si P[A] =0, entonces se dice que i

Definition 1 Sea X v.a. con espemnza ﬁ tu. Entonces para Z v.a, discreta (como en 1.3),

la esperanza condicional de X dada Z {

s EXa], ., (1.9)

.EIX-|Z,’, %P

Se pueden cambiar espernnzés e idtegr&]és libremente con las siguientes reglas:

E[x]';/‘;xdpyzlxuh/ XdP
“1t) ‘| A
con esto se observa q\:xé si jx = {J : Cj‘_nB # 9}

BIX|Zl1s= ZE%’J"CJ cs. (110)
N e

13



y tomando integrales de los dos lados, considerando que la suma de un nimero finito
de términos B [X1g,] estd dominada por E(|X]},

E[x1
- .3 eghaar
X
- /ZEIE,[é"i’]quP
/BE_EIXIC:IIc,‘”’
= / XdP S
8 .

-/E[kamé
Ja"

el teorema de convergencia dominada asegura que el lado derecho de la igualdad
1.10 es finito. R

A partir de lo anterior se puede extender el concepto de Esperanza Condig:ioné.l a u;in

o-8lgebra contenida en o.

Definicion 6 Sea {Q},5, una particion del conjunto Q, (z €. U Q= ﬂ) Sea tambu!n an =
a(,02,...) la o-dlgebra generada por todos estos conjuntos. Sea. también X una va.’ con

esperanza finita, entonces

E[X |oo)(w)=E[X | ] sime e (1.12)

Un caso particular de esto se da si o9 = {0,2}, entonces E [X | o0) = E[X]. De hecho, este

caso sirve como base para la extensién antes descrita.

Observacién 2 E [X | o9} es una funcién o-medible, es decir una variable aleatoria en (Q,0,P) .

Observacion 3 Note también que

E[X|od =3 E[X|Q]1n,
n21

14



de donde

e

/ S EX | 0] 10,dP

an31

E[X| Q0 ,_d
X [, Bix I nl1n,ar
=. Y EIBIX | Qn}ln.}
n21

= ZE[E X} 2] 191 P Q) (1.13)

/nE[XIﬂo]d.P

‘ll

= 'zmx | ) P S20]
= E(X]

/XdP
0

(el paso 1.13 es ia de la idn 1.6),

Observacién 4 De la observacidn anterior se infiere que
ElX ool =X cd( Py)

inducida por P en la o-dlgebm o, es decir

donde Py, es la dida de probabilidad
Pyy[A] = P{A] para toda A € og

lencia de la definicién 1.12 de Esperanza Condi-

La siguiente propaosicién sugicre una equi
cional dada una o-algebra:

Proposicién 2 Sea {Q,},>;, €9 una particion del conjunto Q, (U Q, =Q}. Sea también
= n31

ag = o(2,822,...) la o-dlgebra generada por todos estos conjuntos, entonces

para cadan > 1

EIX ool = -————E("fl"f’

15



Dewnostracidn:
E(X |ad] E[X Q0] para cadan 21
ElX1lq,}
P[]

para cadan > 1

De forma general, se da una nueva definicién de Esperanza Condicional, en términos del:
teorema de Radon-Nikodym. RS

Sean (2,0, P) un espacio de probabilidad, una o-dlgebra og € a, Py, la iméd}dﬂ »lnducida
por P sobre og. Sea X : (,0,P) = (R, B,Px) una v.a., con E|[|X|] < cc. Por el Teorema de -
Radon-Nikodym, existe una variable aleatoria W que cumple: PR

(i) W es og-medible.

(ii)Para toda A € oq. .
/ XdP =/ wdP T (1.14)

A A . .

Note que W no cs dnica. Pero si Wy es-otra variable aleatoria que cﬁmple con (i) y (ii),

entonces Vg = W casi seguramente.

Deflnicidn 7 E[X | ag) (una versidn de la esperanza condicional de X dada ap), es cualgquier
variable aleatoria W satisface (i) y (ii).

Se dice que W es una versién de E X | a0).

Para explicar de que manera se aplica el Teorema de Radon-Nikodym, note que

/ Xdp,, = f Xdp
A A
/n X14dP = A[A]

de donde A[A] es una medida finita con signo definida en gg, que ple con que A < FPy,. Por

tanto existe una funcién W : Q@ — R, rg-medible tal que 1.14 se cumple.

E X | o0] es el mejor prondstico de X a partir de la informacién que provee oo,

16



Definicién 8 Sea (2,0, P) un espacio de probabilidad donde oo C o es una sub o-dlgebra de
a. . He : v
Sea Yrunai van‘ablgiqlc@tbﬁq en (Q,0,P) con esperanza finita. Entonces una ueraidﬁ de la”

esperanza cahdi;iional_ de Y:dada ¢ (E[Y. | o)) es cualquier funcidn en May tal que .

:/ ‘EY | ao)dPy; = / YdP para todo A €ag (1.15)
Al T A
De maném‘andvlo_l‘;n se fueden deﬁnir la Probabilidad Condicional de B dado oy(ver apéndice).

Si @0 = ox, entonces la siguiente da una notacién alterna que permitird hablar de la
Esperanza Condicional de ¥ dada una variable aleatoria X.

Definicidn 9 Sean X,Y v.a. définidas en Q tales que E (Y] < oo.
E|Y | X])=E[Y |ox] (con respecto a P,,) (1.16)
Hay que enunciar un importante teorema para seguir hacia la definicién de Esperanza Condi-
cional de ¥ dada X = z: :

Teorema 1 Si X y Z son variables aleatorias tales que Z € Vs, entonces eristep : R — R,
tal que
Z =p(X) (1.17)

Demostracion:
- Primero note que
A€ox s A=X"1(C) =1c(X)

para alguna C € B. Por lo que ~
p=1lc

- Ahora, para el caso en el que

Z=> a;P(A)

17



una funcidn simple, para {A;}, oy € 0x y s0n tales que A, = X! (C',.) = 1¢, (X) pam cada
n € N donde {Cn},.cn C B, entonces’ ™ ! -

2 - 3= anx~! (Ca)
; ‘nEN -
= Y anlle (X))
S neN
n=le(X)

- Después tome

= mZ g
"nEN "-'

donde {Zn}pen S Moy €5 una [amalm de funmones s:mple.v tales que Z, = vy, (X) para cada

n € N. Se sigue que

,w, |
‘P(X);: :

N
]

por lo que el teorema es cierto pnm ', i uunable I iaZ €My, .M

y por tanto, usando 1.14 y 1. 16 se tiene ln slgulente definicién:

Definicién 10 La esperanza condicional de Y dado X (E(Y | X}), es cualquier funcidn ox-
medible que satisfaga

/ E[Y | X]dPyy= / YdP para cualquier A € ax
A A

Ademads, a partir de 1.16,
EY | X] € My,

Asf que usando el teorema anterior se tiene que existe ¢ : R — R tal que

ElY | X]=p(X) (1.18)

18



N S e p A

de donde se define - ) . e e
. E[Y|X=a:]=(p(:r) (1.19)

por lo que otm vez, con base enl, 14, dndo un evento A € ox, se tiene el

Teorema 2 Sean X (Q a,P)— (R B Px). Y (Q o,P) — (R. B,Py) v.a. tales que

E(lY]} < oo. La esperanza condxcxonal d: Y dada X =z es una funcion Borel-medible que

satisface

/ E[Y | X = 2]dPx(z) = / Y(w)dP para todo C € B
(] X-YC)

Demostracidn:
To: do en ta la definicion 1.19, y que

Acax e A=X"1(C) pamalqunCc B

/ YdP = / E[Y]X]dP
X-3(C) x_‘(c

/ lc(x)‘l’(x)dp
A (16 -9) (X)dP
| te- o @ dPx(@)
b

[ e@dPx =)

c

LLEWY 1 X =aldPx(2)

a
Se desprenden de manera natural las siguientes propiedades de Esperanza condicional:

Proposicién 3 Sean X : (Q,0,P) = (R,B,Px)v.a. tal que E[|X|] < 0o, 0g una sub o-dlgebra

de o, entonces se cumple gue:
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¥ también

(i) Si X € Moyq, entonces
E[X |g0) = X, P-cs. -

(ii) Si X =c, P -c.s entonces
L EX| o) = Pyyec..
(iii) Sea Y y.a. “en (ﬂ,g, P)‘ ‘m'l ﬁe E[|Y]} < co. Sean a,b € R, entonces
i E‘['gx +BY | 0o] = aB[X | oo +bEY | 0o} Prg-c.s.
(iv) Como X es una Sfuncidn Mo medible, se cumple que
E[X |oo) = E[X*|00] — E[X™ | 00) Psg-c.s.

(v) Si X,Y va. en (Q,0,P) tal que, y E[|Y]] < oo, éntonm

E[X ol <E[Y | oo] Pogecs  . ‘

(vi) Como consecuencia de (v):

EIELX o] Lol = E{X [0l P

(viii) Si X es independiente de 1g, para todaJ'B ‘Eva'p, en‘toné‘g_’."

E[X | o) = E[X] P-c.s..
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(iz)Sean 0 < X, € Xnyy pamatodan 2z 1,y "l_lx'!‘:° Xn -—-,X,uuyiables aleatorias con esperanza
finita, entonces . - G R

Jlim E(Xq | oo] = E(X | ao], Pageca.

(z)Sea Y una v.a. € My, y asuma que X y XY u‘e_isen eﬁﬁémnza finita. Entonces

E{XY |go| = YE[X | 00, Pyy-c.2.], Pry-c.s.

Demostracion:
(i) La prueba estd dada en la Observacidn 3.
(ii) Debido a la unicidad casi seguramente de E[X | o] en 1.11.
(iii) A€ oo
/ EfaX +8Y | 0oldPsy = /; aX + b¥dPa,
A
= a / XdPy, +b / YdPq
A A

a./ E[X|ao]dP,°+bLE[Y|ao]dP,,,
A

fA aE[X | ao) + BE[Y | 50 dPoq

(o)
/; é{k(qo]’é?,, ,’= /A XdPy,
g -/;X+dP,n—AX‘dP,,
= /AE[X“'lfro]dP,,—/;E[X"|au] dP,,
(v)

/E[X|nojdp=A‘xszde=fE[y[ao]dppam toda A € oo
A" | A
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Ahora sea Ay = {E[X | o) < E[Y | 00}}C . Entonces
/ EIX|ooldP < / E[¥|ooldP

Ag Ao s
por lo que la igualdad se debe dar para este Ag, por (iii)

/A' E[Y | 00) — E[X | o0]dP=0

0
v para este Ag el integrando es positivo. Por tanto
Py, [A) =0

(vi) De la desigualdad .
—IxXlsxsixX

el resultado es inmediato.

[.Ex100ap /Adeao

por tanto E [X | 00) = 0, Pog-c.s. =
(v) Se tiene que para todo BE R, y A€ 00, ',

P [(x € B}nA]é Pl{X € BY) P[A]
y por otro lado R
f XdP = E[X14] = E(X]E[14] = / ElX)dP
A SN A LR A
En particular si X = ¢, o :
_’E"[cl go)l =c

ltado se sigue ent de (i).

(Vii)E[X | 0] es ap-medible y por tanto oy-medible. El

(viii)Sea A € oo € 0}, entonces

[‘E(X|ao]dp,,=LXdP
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pero A € a1, lo cual implica que

o [ixar.
A

S Exionan,
A E(E W i ";’.]1' ol dn.'a‘ ;

Ya gue los dos integrandos estdn en WI,',,.‘{

E[E[X | a1 | o) B(X | ag], Pryc.s:
(iz) Para todan > 1
0 < Xo<Xai

= 0% E[Xn) < E[Xn+1], Pryc.s.

entonces eriste L = "angloE(X,. |@g) = 0 y por tanto para toda A € oo, el teorema de

convergencia mondtona garantiza gue

Jsim [ BlXa loojdpy, = [ Lap,,

y también
lim /X,.dP=/XdP=/E[X|a-o]dP
noo Ja A A

concluyendo gque
Jim E (X, |ao) = E[X | a0], Pag-c.s.

(z)Primero sca Y = 14 para A € oo. Entonces pam todo B € gg se cumple

/A EIXY |oo)dPyy = ./,1 XvdP

= XdarP
ANB

= / E[X | ool dPre
ANB

= [ ¥Bix|odr,
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Para generalizar el resultado, se toma Y como una suma de funciones indicadoras en sub-
conjuntos ajenos por pares de A, multiplicadas por una constante adectiada, es decir, como una
funcion simple. Lo anterior se utiliza extendiéndose hasta el caso en que ¥ = Y+ ~Y~ sea una
funcidn medible viéndola como ltmite de funci imples no negati La prueba entonces
quedarta completa. i

De estas propiedades se puede ver que tratar de obtener una esperanza condicional es en

cierta forma, un juego en el que se pronostica y se verifica el pronéstico, de manera formal este
proceso consiste en verificar las propiedades de la definicié

de Esperanza Condicional.
1.3 Cadenas de Markov

Sea (Xn, ) = {Xn: (),0,P) = (T,or,P) | n € N} un sistema de v.aiid. (a T se le ilama
conjunto de estados del sistema). Llamaré X,, estado del sistema en el tiempo n. Muchos
sistemnas tienen la propiedad de que dados k,n,m € N, si A € n < m, Xix no tiene influencia
en X, es decir, los estados anteriores a X, no influyen en el futuro. Esta es la Propiedad

de Markov y los sistemas con esta propiedad se laman Cadenas de Mavrkov. La propiedad de
Markov se ve de manera formal como:

PlXni1 = Tns1 | Xo-= 2o,... Xn = Tnit] = P{Xnt1 = Tns1 | Xn = T (1.20)

donde se simplifica la notacién de la sigui

forma

PlXns1 = zne1 { Xn =2} = P{w : Xns1 (W) = Tnaa} | {w: Xn(w) =za}]
Definicién 11 Sea
Tyl =P{Xon =y | Xa=1| (1.21)

para todan € N. T se llama probabilidad de t icidn de la cad

La probabilidad de transicién cumple que

0« Tlr,yl<1
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> Tlzyl=1,vzer

yer
Se i algunas definici para describir mejor las cadenas de Markov.
Definicién 12 Si
PiXnmi=y| Xn=2]=P[Xne1 =y | Xm =z} (1.22)
para todasn,mn € N y para todos x, y € T', entonces la probabilidad de tr icidn es estacs. ;:u
(p.t.e.).
_ La sigui proposicion es cc ia i di de 1.22.

Proposicion 4 Sea {Xn},,, una cadena de Markov. Si la cadena tiene p.t.e. entonces
PlXnri =yl Xa=2|=Tlz,9], n21

Demostracidn:
La prucba se sigue de las definiciones 1.21 y 1.28:

PXpri =y | Xan=2] = PX1=y|Xo=2]
Tlz,y), n21

il

Ahora, la siguiente definicién proporciona informacién acerca del tiempo que tarda una

cadena en llegar a un cierto conjunto de estados.

Definicién 13 Sea T C T. El tiempo de choque de T esté definido por
Ny =min{n>0|X,€ T}
En particular, si T = {y}, entonces Nt se denotard como N,,.
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Definicién 14 y € T’ es un estado absorbente si

Tlyyl =1

Un estado y es absorbente a partir del momento en que la cadena llega a y, la cadena ya no

se mueve de ahf.
En lo subeecuente se tomardn en cuenta sélo cadenas de Markov con p.t.e.

Definicidn 15 La funcidn
mo(z) = P[Xo =z

definida para toda z € I’ se llama distribucidn inicial de la cadena, y es tal que

0<m(z) <1

omo@) =1

=zl

Proposicién 5 Si T [z,y] es la probabilidad de transicién de la cadena de Markov {Xa},5 s

entonces se cumple que

P [Xo = 20, ..., Xn = Zn] = 7o(z) - Tlzo,21] + ... ‘T [Tn~1,2n], VREN

Demostracidn:

Por induccion sobre n, se tiene que:

P[Xo = z0,X) = 21] = P[Xo = z0) P[X) =z | Xo =z}

= mo(Zo) - T [0, z1)

P{Xo =20,.... Xk = za| = mo(z0) - T[xo, 1] - oo+ Tlxirsza} Vo S 10
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entonces

P[Xg = zo, .. .Xk+l = =k+1l - P[Xo = zo, . ik.Xk+1 = 1k+1) :

= mo(zo) - T[:-'o.zl] T[’-‘k-h:k] P{xk-ﬂ =Zi41 I X = zi)

= 7ro(=o) Tlzo,za] - i+ Tlewor,2k] T lzas i)

1.3.1 Caminatas aleatorias

Definicidn 18 Sea {Xn},>; una sucesidn de v.a.i. con densidad comun [, tales que E[| Xnl} <
oo, para toda n > 1. Sean también So una variable aleatoria independiente de la is
{Xn}oz1 ¥ Sn =i X, con n 2>'1. El proceso {Sp},,>q es llamado una inata al ia. A

So e le llama eat:da inicial de la caminata.

Lema 1 El proceso {Sn},5 es una cadena de Markov cuya probabilidad de transicidn estd
dada por
Tizyl=f(y—=)
Demostracion:
Sea wo la distribucidn de Sp, entonces por 1.23, y por induccidn
7o (s0) T (s0,31) = P{So ={51 = 81}
= P[So =4 X1 + 50 = 51}
= P [So = 50, X1 = 51 — 50)
= P|So =80] P[X1 =35 — &0)

= mo(s0) f (81 — 50)
Suponiendo que el lema se cumple para toda k<n

70 (30} T (30, %1) * «.. - T (8n-1,8n) = P[So = 80, 51 = 81500y 81 = 81,50 = 8n}
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= P|So'= 50, X1 + 50 = 81y 1rsy Xon + 831 = Sq]
= P{So = 30, X1 = 81 = 80, s X =80 —sn1]”
=P(Si= ,D]R['X S

P[Xn = 8n _.3;\;—1]

=10 () T (30,1 (8a-2,8n-1) £ (30 = 5n1)

= T(an-1,80) = f (3 = 3n-1)

por lo que . R
T (8n\8ns1) = f (an—i —8n) para todane N

o de forma equivalente

P[Xns1 = Tns1 | Xo = Tn] = f(8n-1 — 30) parstodane N

Por ejemplo, las inat: \! ias pueden delar un juego, en donde S, sean las

ias después de la n-ési p de un jugador que gana o pierde una unidad en cada
apuesta.

1.3.2 Estados recurrentes y transitorios

Sea {Zn},50 una cadena de Markov con espacio de estados T' y probabilidad de transicién P.
Sea también
Py =P[N,<o0|Zp = 2]

la probabilidad de que una cadena de Markov que empieza en el estado z,)legue al estado y en
algiin momento. En particular P,y es la probabilidad de que partiendo de y, la cadena regrese
al estado y.

Definicién 17 Un estado y es Uamado recurrente si Py, = 1 y transitorio si Py < 1.

En particular un estado absorbente es un estado recurrente.
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1.3.3 Tiempo de paro

Definicién 18 Sea {0n},cy una sucesion no decreciente de sub o-dlgebras de 0. Una funcidn
N : (Q,0,P) — N es llamada un tiempo aleatorio relativo a {an},en 5t el evento (N =n} € o,
para cadan € N.

Al conjunto {0n},en s€ le llama filtracidn de o.

Definicién 19 Si N es un tiempo aleatorio relativo a {7p}, N tal que P(N < oo0) = 1,

entonces el tiempo N es un tiempo de paro.

Note que si {Sn},,»0 representa la fortuna del jugador en cada jugada de un juego, y N es
un tiempo de paro para el juego, y ¢l objetivo del jugador es llegar a tener b empezando con

un capital inicial a
Pus=PISy=b]So=a

Proposicién 8 Si NV es un tiempo de paro. entonces (N 2n} € 0, si y adlo si {N =n} e
Pn.
Demostracidn:

n-l c
(N2n}= (U <~=n)

J=1
n=1
= {N=5)°€on
J=1

de forma inversa, si {N > n} € o1, entonces

{(N=n}={N2n}n{N2n+1)°

La proposicién anterior es muy importante ya que da informacidn acerca de los eventos en
la o-dlgebra para una variable aleatoria que estd involucrada con un tiempo de paro. También
hay que notar que

{N <n)}€ = {N2>n}e€on
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A continuacién se enuncia un lema conocido como el Principio de Dualidad:

Lema 2 Si X),...,Xn s0n v.a.i.id., entonces (X,...,Xp) tiene la misma diatn"bucion conjunta
que (Xn,...,X1) . ) : - : L L7 :
Demostracicon:

La validez del principio de dualidad es inmediata ya que las {Xn},», son v.a.ii.d.:

P[Xy =21, Xn = Tn] = P[X1 = 21] + oo P[Xn = 2]
=P{Xn =2y s P[X) =21
* = P[Xn = Znyen Xy = 2]

Proposicion 7 Sea{Xn},»; sucesion de variables aleatorias independientes e idénti ¢

distribuidas y Sa =35> Xi, n > 1, tales que E[X] > 0. 5i N = min {n: S, >0} entonces
f=1

E[N] < oo.

Demostracion:

E[N] =i PIN >n}
n=0

00
=Y P[X1 0,00, X; + .+ Xn S 0}

n=0

o
=) P[Xn <0, s Xp+..+ X1 S0 (1.24)

n=0

o0
=Y P[5~ Sn—1 £0,Sn — S-S 0]

n=0

=" PlSs £ Sac1yey Sa S0}
n=0

Una renovacion se lleva a cabo en el tiempo n si Sy < Sp—1,...,8, < 0. Note que los

pos entre r 1 ivas son ind. dientes e idénti te distribuidos heredando
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la propiedad de las {X,},,», . Bntonces por el resultado obtenido anteriormente

BIN) =3 PIS. % SumtroaS SO

n=0

._Z P[Ocurra unia renovacion en el twmpa n]

=14 Z P{Sy—Sn-1 0,5, ;s,._’,,.‘....s‘..’s' o],

n=l

=1‘+E[#Amuoua one. ocumdaa] .

Ahora, como E[X] > 0, la ley fuerte da lua Xis ndea mlmcm.v uas d:ce que S, — oo, por
serd ﬁmta con pmbabd:dad 1.

lo que el mimero de renovaciones que ocummn
De donde
E[# de renduactonea ocurri

Yy por tanio

Sdolo resta ver que el paso en 1, 24 es cuerta Pam tal afecta, nate que

P[x\+X,<z] /P[X1<z—y]dP[Xg<y]"“
= [PiXasz-daPixsy

= /P[X.. Sz-y|dP[Xu1 <)
= P(Xn + Xnu1 £ 7]

que es la aplicacion de un teorema de Probabilidad para tos independientes (ver apéndice).
Los siguicntes pasos se aplican sustituyendo Xp + Xn—1 + X3 = Y + X3 y asf sucesivamente

hasta tener el nimero de términos necesarios. B

Nota 1 E! ndmero de renovaciones ocurridas es infinito si F(oo) la probabilidad de que el
tiecmpo entre renovaciones sucesivas sea finito es igual a 1, o tiene una distribucidn geométrica

con media finita si F(oo) < 1.
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1.4 Martingalas

Sea {Zn,0n},5 un proceso estocdstico en donde {Z,},,5, 5on v.a. ¥ {0..},.2, una ﬁltracldn de

o, donde oy, = 0 {21,232, ..., Zn} (la o-dlgebra genemda por el con_;uuto {21

Definicién 20 Un proceso estocdstico {Z,.,a,.}n>1 es una Alartm_qaln si
(i) E{(|Zn]] < 0o, para todan > 1,
(i) B[Zni1 | 21,22,y Zn| =20

Una Martingala es una versién genera.lizada de
del jugador después de la n-ésima jugada es Z,. la deﬁnicid
clespués de la jugada n -+ 1 es igual a su fortun dapu& de la ni-ésim| jugad 4no lmportando

lo que pueda haber ocurrido antes.

Observe que la condicién (i) de la deﬂnfciéni implica que -

E|Znss) = EIE(Zas1 | onl] = E[Z0]
y tomando esto en cuenta para cada n se sigue que
E[2,) = E[Z,] para toda n. k (1.25)

Definicién 21 Sea N un tiempo aleatorio pam el proceso {Zn,n > 1} y sea

— Zpsin<N
Zn= " = o (1.26)
Zn sin>N :
{Z,, n 21} es el proceso parado.
El proceso parado determina una nueva filtracién {@v},cn dg o que resulta ser

i o, sin<N
On=
onsin>N

es decir que la informacién de o, es heredada por @7 mientras n < N (después ya no hay mds

informacién porque el proceso se estaciona).
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Propaosicién 8 Si N es un tiempo aleatorio para la Martingala (Z,.,a,.},.?l , entonces el pro-
ceso parado {Za,Tn},, €s también una Martingala y ademds E [Z,] = E|[Z]Vn.

Demostracion:
lsingV

Sea I, = -
0sin> N

Comprobando la definicidn 1.26, se observa que
Za=Zai (B —Znt) ' aan
ya que si N > n, entonces Zn-1 = Zn-1
P S A P
y si N < n, entonces I, =0, y por bt’m‘larvi‘;) 7,.__1'-._- Zn, por lo que
%=z
que garantiza la igucldad 1.27. Hay que na'tarv;ua
{In=1)={ly = 6) ={N<n}€on
Primero

E [7,.- | Un—l] =E m"' In(Zn = Zu-1) | a'l"l]
=Znot + InE[Zn — Zn-1 | 001
=Zact + In (E[Za | 0nil = Zo-1)

=Zna
Ahora, para completar la prueba,

E[Z:|75=1] = E[E [Zn | Oners T3] |75m1)
=E[B(Zy | 0n] |Tnmi]
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= B[Z:5 |71

=Zp-1;

por tanto el proceso parado es una Jllaﬂinga(a,' como
. E [7:.-] =E [2?] vn
y Z1 = Z1, entonces E
£ [7_] = E[Z1] vn
.

Suponga que el tiempo aleatorio N es un tiempo de paro, es decir

PIN < oo]=1
= 'Z.'—»Z;vquandon—ooo

= E[Z,] - E|2x5)] cuandon — oo

con probabilidad 1.
Como E [Z2a] = E (2] para toda n 2 1, 1.31 establece que

E(ZN) = B(Zy)

(1.28}

(1.29)
(1.30)
(1.31)

(1.32)

de donde es posible concluir que bajo ciertas condiciones de regularidad, 1.31 es vdlida, a partir

de la cual se deduce el siguiente teorema:

Teorema 3 (MIEI) Si eziste una M < oo tal que

4

tres

EflZns1 —Zullonl < M y se ple lquiera de las sigui
(i) La sucesion {'Z_,.}ny es uniformemente acotada.

(i) N < oo.

(iii) E{N) < oo,

entonces E{Zn) = E[Z1].



Demostracion:

" El|Znia] | 7n} = 12n] = ElZniil | @al = E|Za] | o]
S E[|Zutt = Zul ) 0n) < M para alguna M < oo

de donde ) . .
E[|Zns1] | 0n} < 12Zn] + M para alguna M < oo (1.33)

o

Suponga que no es ciertala igualdad 1.38, ent por contrag
No es cierto 1.91 o no es cierto 1.33 (el proceso {Z,},,»; no serfa una Martingala).
Por otro lado, si no se iple 1.31 ent no se ple 1.90, y a su vez esto implica que

1.29 tampoco se cumple.
~ Si no se ple 1.30 que implica que (i) tamp es cterta, Como tampoco se cumple 1.29

se sigue que (ii) no se ple, y.esto itmplica que (1ii) p [ ]

Este teorema establece que en un juego justo, si un jugador usa el tiempo de paro para
decidir cuando renunciar, entonces su fortuna inicial es igual a su fortuna inicial esperada. En
el sentido de la esperanza, tener un juego exitoso es imposible si una de las condiciones (i), (ii),
o (iii) se cumple.

En lo sucesivo, cuando se mencione X, en realidad se estd hablando de X, para cualquier
ne N.

Cuando se tienen tiempos de paro, es posible obtener esperanzas con respecto a procesos

parados. Un resultado muy importante relativo a esto es la Ecuacién de Wald:

Corolario 1 Ecuacidon de Wald:

Si {Xa},s; » son vaiid. con E{|X[] < ooy si N es un tiempo de paro con E[N] < oo,
entonces . ~

E [}: x,] = E[N])E[X]. (1.34)
fm]
Demostracion:
Sean p= E[X] y 2, =‘z";l (Xi— 1) . Sea también 0p = 0 {21,221 ey Zn}
=



E[Zn {op] =Z [E(X:i - p) l”n—l]
= )

“n=1 E -
=S (B(Xi = 1) | Onea] + E X =t | @]
=1

n—1
=E|> (Xi-p) Ian—l]

i=1
=2Zy..

Por lo que {Z,,0,},,5, es una martingala.
Tomemos en cuenta que

Zay1 ~ Zn = Xn+1— 1t

entonces

E|Zn41 — Zal | ol = E{|Xns1 = pl | 0a)
: S S ENXnnll a
ast que E[Z)q] = E(2;] = 0 por el teorema anterior, y ademds
_ o Sh
0= Blam = 5 [3 00 -] = 5[5 1
i=]

=E [i X(] — B[Ny}

=1

Ejemplo 6 Calculo del ti
a cabo:

po esperado para que una secuencia de estados se lleve

Suponga que una sucesidn de variables aleatorias discretas ind dientes e idénti te

2%

distribuidas {Xn},,»; es observada un término cada dfa. 4Cudl es el nimero esperado de resul-
tados que debe ser observado para que una secuencia dada aparezca?.

Sea N el uempo en el que la sccuencia ocurve (N es un tiempo de paro).
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De forma mds espectfica, suponga que cada. resultado es 0 1 o 2 con pmbabd:dndea —, ;, [

4 respecttuamentc, Yy deaea saber el hempo esperada E [N] para que la secuencia 0 2 0 ocurra.

Poar efemplo, sila i6n de resultados es 2, 1, 2,0, 2, 1, 0,1 0, 0, 2, 0, entonces N = 12.
an lcular E[N) imagine una idn de _mgadores, cada ‘uno con 1 unidad, jugando en
un casino de con juegos de apuestas justas. El jugad: i’, O postand en el

del dia'i y apuesta 1 a que el valor en ese dfa va a ser zgual a 0. 8iél gana (por lo que su
fortuna serfa de 2 unidades), ent ta sus dos unidades a que el siguient Wad

P g 4

es 2. Si él gana ésta apuesta (esta vez tendrfa 12 unidades porque P{X, = 2] = é ), opuesta
a que el siguiente resultado es 0. Entonces cada jugador perderd una unidad st alguna de sus
apuestas falla y ganard 23 si tiene érito en sus tres apuestas. Al principio de cada dfa, otro
Jjugador empieza a jugar.

Si Z,, denota las ganancias totales del casino después del n-ésimo dfa, entonces {Zn},,>, €5
una Martingala con media 0, ya que todas las apuestas son justas.

Sea N el tiempo que tarda la secuencia 0 2 0 en aparecer. Al final del dfa N cada uno de los
jugadores 1,...,N — 3 habrd perdido ! unidad, el jugador N — 2 habrd ganado 23. y el jugador

N — 1 habnit perdido 1 unidad, el jugador N habrd do I porque la ganancia del dfa N es (.
Entonces

Zn=N-3-23+1-1
=N-26

y como E[ZN] =0 ( y es fécil verificar que E[N] < 00), por el Teorema (MIEI)
E[N) =26

De la misma forma, se puede calcular el tiempo esperado parn que cualgquier secuencia de
resultados aparezca.

Para tal efecto, suponga ahora que sélo pueden ocurrir 0 y 1, y ademds

p=P1] =1~ P[0]
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(caso andlogo a los volados). El tiempo medio para que ocurra {1, 1, 0, 0, 1, 1}, es
P4 p

Ejemplo 7 Sea el tiempo adicional N 45 que pasa entre A y B, cuando éstas ocurren. Regre-
sando al ejemplo anterior, supongamos que A = {0,2,0} y B = {1,0,0,2} y defina Ny p :

Nag = min {k | {0,2,0} es un subconjunto conexo de {1,0,0,2, X1, X2,..., Xx}}

Para calcular E[N 4yp) i ine que cada dfa, un jugad i tando a que la sub-

P p

sucesidn A = {0,2,0} aparece en los primeros tres resultados. Ahora, si los primeros resultados
son 1, 0, 0, 2 se sigue que los jugadores 1 y 2 perderfan 1 unidad, el jugador 3 ganarfa 11
unidades, y el jugador { perderfa ! unidad. En el tiempo 4 + Nu g, las ganancias del casino
serfan

Zn =4+ Nyg—26= Najg — 22

Como {Zn},», es una Martingala y el casino tiene 8 unidades menos después del cuarto

resultado de la sucesidn (Zy = —8), se sigue que
E[Nqp —22) = E|Z) = -8

Por lo anterior, si Na es el mimero de intentos que se itan para obt A, se tiene

que

E[Na]l =26, y E[Nppl =14

Ademds note que como A= {0,2,0} y B = {1,0,0,2}, se debe cumplir que
1
E[NAIB] =1+ ;E[NA]
de forma similar se puede demostrar que

E(Ng] =12 y E[Npgl = 72
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Para calcular la probabilidad de que_A‘om;r-m' ante‘.vﬂqqe B, sea M = min {N4,Ng}. En-

tonces
) [N4]'=V'Ef[v1tl)‘ {-‘E(N,, g v
=B[M]+EINA~M|B a;._:e; que A)(1 _pA Yoo
| = BIM ¥ EWNAsi(L=Pa)

v R

E(Np] = E|
de donde : NI

py = EWNol+ E[Nap) ~ E[Na,

A E[Npja] + E[Na 8]

por tanto i

E[M] = E[Ng] ~ E[NBIA;EUVEB[]A.:-B'?SA::_;‘:'][NA]

Sustituya ahora los valores obtenidos en el ejemplo para obtener

_72+14-26 _ 30

PA="1i¥7 — @&
E[M]=72-172 (?,%) =%§

Ejemplo 8 Paru calcular el tiempo esperado N pars que una caminata aleatoria lleque a tocar
N

un estado i > 0, hay que tomar en cuenta dos casos: Si se tiene que p > %, y > Xj=i, por
J=1

la ecuacion de Wald
i= EINIE[X)
= E[NJ[P[X =1] - P[X = 1]}
= E[N)(2p~1)
y por lo tanto )
BN =g
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Ahora es posible abordar con m4s detalle el tema de las Caminatas Aleatorias, tomando
antes en cuenta el siguiente comentario: ; E
En el problema de la ruina del jugador, los estados —a y b son estadoa ahsorbentes y por

tanto recurrentes. De hecho, mds adelante se verd que (S,.)“N es una cadeua de \Iarkov.

sus estados son recutrentes si E [X;] =0 para toda .

Teorema 4 Sea {Xn}ny, C {0:1,..., =M} para alguna M < co.

Entonces {Sn},en €8 una caminata aleatoria con valor inicial ﬁ]o So Xo, deﬁmdn por '

Sn =Z X, n20
im0
es una cadena de Markov recurrente si y sdlo st E[X] = 0.
Demostracion:
Si E[X] # 0 entonces

+00 si E[X] >0
lim Sp =
—o0 8i E[X] <0

por lo que la cadena es transitoria.. -

Suponga ahora que E[X] = 0 y note que esto smplica que {S,..a,.}ne" es una Martingala si
an=0{X1,..y Xn}.

Sean :
A={-M,—~(M—1),.,~1}"

Ay = {45 +1,ni+ M)
y suponga que el proceso empieza en un estado i > d. So = i. Sea también
N =min {n| S, € AU A;}

Por el Teorema MIEI

E[Sy] = ElSo} =i
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por lo tanto

Entonces,

j=i
i-M

P {Sne A} > Pisy e Al 2
S SR RN

A e PR
P["szl(s,‘. € 4} ']T}-‘.‘&j-m =1,i20

Por otro lado, para ver lo que pasa cuando i < 0, al tomar B = {1,2,...,,M}, se vede la -

misma forma que

P[U {Snh € B} | el proceso empezd eni] =1,i <0

nzt

De los dos resultados anteriores se obtiene inmediatamente que

P[U {S, € AUB} | el proceso empezs eni}l =1,Vie N

nZ1

Ast que AU B serd visitado un nimero infinito de veces. Si el proceso fuera transitoria,

t lqui 1 finito de estados serfa wvisitado sdlo un numero finito de veces y

después se alejarfa de tal conjunto. Por lo tanto el proceso es recurrente.
]
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Capftulo 2

El problema de la ruina

2.1 Planteamiento cldsico

Sean X\, X3, ... una sucesién de v.a.ii.d. definidas en un espacio de probabilidad (Q2,c,P),
que cumplen que! X;(w) # 0 para toda @ € §2 con probabilidades

PlXu(w) > 0] =p=1—P[Xn(=) <0], €Q

Tome X,, como el pago en la n-ésima jugada para el jugador en un juego; es decir, el jugador
gana la n-ésima tirada si X, > 0, o pierde si X, < 0. El juego es favorable para el jugador si
P> }, desfavorable si p < } v justo si p = }. Por comodidad se tomard g =1 —p.

Por el momento tanto la fortuna del jugador como el monto de sus apuestas serdn numeros

enteros.

Sea

Sn =i Xi (2.1)

la ganancia (o pérdida) total del jugador después de la n-ésima jugada.

1Para simplificar |a notacién se usard Xn = Xn(w) para cada n > 1.
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Ahora, sean o, 4 € N, con 3 € {0,b}, b > a. Tome « como el capital inicial del jugador, y
supbnga ademds que el jugador adopta la estrategia de continuar haciendo apuestas cuyo monto
es la unidad hasta que su fortuna alcance el valor 8 (es decir, el jugador pretende acumular una
fortuna b o quedar arruinado). Considere también que el juego no empiezasia =0 osia = b,
ya que el sentido del juego se pierde, esto es, en el primer caso no hay con que apostar, y en el
segundo ya se tiene una fortuna b antes de empezar el juego. Se procede ahora a determinar la
probabilidad de que el jugador de llegue a su objetivo (tener b), y también, la probabilidad que
tiene el jugador de quedar arruinado (tener 0). Para conseguirlo hay que desarrollar un poco
de teorfa: .

Para empezar, tome X,(w) € {~1,1} paratodaw € R, y a,8,n € N, con § € {0,b}, y los

siguientes eventos:

Aan=[a+8, =3, 0<a+Sk#0,k<n] (2.2)

que representan ruina o éxito para el jugador exactamente en el tiempo n dependiendo de 8.
Si B = b, entonces A,y significa éxito para el jugador en el tiempo n. Por otro lado, si 8 =0,
entonces A, significa la ruina para el jugador en n jugadas exactamente.

Adopte las convenciones siguientes:

- Aq,0 =B (el éxito en el tiempo ceto es imposible para0 <a < &)

- Apo = 02 (el éxito en el tiempo cero es seguro para a = b ),

- Agn =0, n 21, (el juego nunca empieza si a = 0).

-~ Apn =0 ,n 21, (el juego nunca empieza si a = b).

Denote como Ps(a) a la probabilidad de que el jugador empezando con un capital o llegue’

a tener un capital J al finalizar el juego.
Nota 2 P,(a) depende, en generul, de toda la funcidn de distribucion acumulativa F de X.

Para fines practicos tome 2 € {0,b} fija, entonces:

nml

Pa(a) =P} A,,,,.] =3 Pldan) (2.3)
]
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Sean

n+1
S,=3" Xi
2
y : 2
W =8,0<a+S,#8,k<n]
entonces » :

P[Xi"“ —‘P[X.‘“ =z,i<n]

por independencia y porque la aucesién (X,. , es una réplica (probabilfsticamente hablando)
de la sucesién {Xn}nn, mas a\ln, :

Pi(X1,.. ,x,.) € Hl P[(x,....,xm) € H} para HC R™.
Si H = {(X1,....Xn) E R" | {u‘-l;lz X‘} C Aan) se sigue que
PlAan) = PlAa,l (2.4)
por otro lado

Aan = (X1 =110 A0y U (P60 = -1} N Ao ynn)

implica que

U 4en

n21

[({Xl = 1} nAn+l n—l) ({Xl = “1) nAn—l ; -1)]

((Xl =1}N U Aa+l.n-1) ({xl =-1}n U Aa—l,n—l)

. nzl

paran > 1y a > 0. Por 2.5 se ve que

Py(a) = P[U A..,..]

nxl




P [ ({k. =130 A;;;.;'_}) u ({x: ==13n Y A;_l_n_x)]
R P nzl 2 . . . ;

n21

PlXy=1}P {U A;+l.n-l] +P=-14pP | A;—l.n-l}
31 n31

pPs(a+1) +qPs(a—~1)

que se explica como sigue:
Emp do con un capital a, la probabilidad de alcanzar a tener un capital 3, es igual a

la probabilidad de que el jugador pierda la primera tirada y tenga éxito en el juego, mds la
probabilidad de que gane en la primera tirada y tenga éxito en el juego.

En particular, si a =a,y § = b, con 0 £ a < b, Fy(a) es la probabilidad de tener éxito
empezando con a.

Entonces se cumple que

By(a) =pFi(a+1) +qh(a—1) (2.5)

que se resuelve a partir de las convenciones tomadas anteriormente, observe que

R =0
Ak = 1 (2.6)
Sea p = 2 {que son las oportunidades en contra del jugador), ent existen
Ay B (ver apéndice) tales que
A+ Bp® si 1
Aa) = o elpdt @7
A+ Basip=1

Sustituyendo las condiciones iniciales 2.6 en 2.7, se obti los sigui i de



%

ecuaciones:

0=A+B
p # 1= (2.8)
1=A+Bp*
0=A
p = 1= (2.9)
1=A+Bb :
resolviendo para A y B,
£ 1 A=—-B
4 = 1
B—ﬁ
0=A
p = l=>{ 1
B=z
as{ se obtienen las soluciones:
-1

Py(a) = (2.10)

Por otro lado, si a = a, y 8 = 0, la probabilidad Py(a) de que el jugador alcance la ruina
antes de ganar el juego (alcanzar b), iniciando con un capital a, puede ser calculada de la misma

forma que para FPi(a) pero tomando en cuenta las condiciones iniciales

P(0) =
Po(d) = O (2.11)
en la ecuacién de diferencias
Po(a) = pPo(a+ 1) + gFo(a — 1) (2.12)

que de nuevo determinan un sistema de ecuaciones para los casos en que p £ 10 p= 1. El
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sistema queda como sigue:

otra vez, resolviendo para A y B,

o # 1= (2.13)
1
po=1=q (2.14)
se sustituye en 2.7 de donde se obtiene que:
Pt s o
—_———0<asbhp#l
= — l il (]

Aay=4q £ (2.15)

5 O<asghp=1

De 2.10 y 2.15 se ve que
Aa) + Po(a) =1

para toda g, por lo que la probabilidad de que el juegoe continte por siempre es cero. Esto se
sigue de

(e
(n(w:09éa+5,.#b}) =J{w:0=a+8,}U{w:b=a+5.})

n>1 n21

que implica que

1 =. l—P[n{w:O;ﬁa-f-S,.#b}]

n21
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= 0= P[n{w O#a-i—S'.?éb}}

n2l

Si se desea nnallzar el caso en el que b =a +c, es ecir, que: el juego termma favorablemente
cuando el jugador tiene una ganancia’ de c nldad- sdlu hnce falta sustitmr b=a-~rcenla

férmula 2.10:

Fase (“5 =

o de forma equivalente K
1—p=a
’ —,0<¢ p;é 1
Puda)=§ #me ="
et 0<¢,p=1
Sea
Fho=a+5a (2.16)

f q
JUg

la fortuna del jugador después de la n-ési

Ejemplo 9 La fortuna inicial del jugador es Fp = $800 y su objetivo es Fyy = $1000. Si
P =1/2, su probabilidad de tener érito es (ver 2.10)

Pioop(800) = 0.8

note que en la medida en la que la proporcidn entre Fy y Fy se disminuya, la probabilidad de
ézito del jugador serd menor. En la ruleta, jugando a "Rojo y Negro”, si en cada jugada p

representa la probabilidad de tener éxito, esto es

por lo que (ver 2.10)
Py000(800) = 7.055079¢~1°
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Cabe analizar el caso en que se tiene un capital infinito. Sea

- Hap U(Fn—bl—n<Sk<c,k<n)

- - nEN L

U (s,._c|—a<s,. <e k<n}
nEN’ ; i .

el evento en el que el jugador alca.nzn el éxito en alg\ln momento comenzando con un capital a.

H, = U”"-"“U U{Sn—0|-ﬂ<5k<c,k<n}
sEN agN neN .
= U(Sn=C|Sk<c,k<n)
neN

Observe que el evento H,, representa que el jugador empiece con un capital ilimitado el juego.
Asf que la probabilidad de que un jugador con un capital sili Ifmite gane en-algin momento ¢

unidades es:
Jim Puyela) = Jlim P(Hay)
= P(H)
de dende
L p>1
P(H) ={ 7' (2.17)
,p<1

El efecto gue tiene cambiar el monto de las apuestas puede influir en la probabilidad de
éxito para el jugador.
Por ej lo biar las ap a 1/2 de unidad equivaldrfa a doblar los capitales iniciales.

La correspondiente probabilidad de quedar arruinado es obtenida con 2.15 al poner 2a como

~

capital inicial y 2b como capital total:

Para el caso en que p = ¢ se tiene trivialmente que
Po(2a) = Po(a)

y de hecho paratoda A €R,sip=gq entonces
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Po(Aa) = Fo(a)

mientras que si g # p:

pﬁb_ph
b — 1

(o® ~ 0°) (p" + %)
P-1)(*+1)

Po(a) (‘:;t_”: ) (2.18)

Py(2a)

Si g > p entonces la fraccidn de la derecha es mayor que 1, por lo que Fo(2a) > Py(a), de
donde si las apuestas se doblan manteniendo los capitales iniciales en los mismos montos (que
equivale a hacer apuestas unitarias con capitales a la mitad), la probabilidad de que el jugador
quede arruinado decrece en el caso en que el juego sea desfavorable. Dicho de forma mads simple,
entre m4s agresivas sean las apuestas, hay menor probabilidad de quedar arruinado en un juego
desfavorable (p < 1/2).

Ejemplo 10 FHe aquf una historia que puede parecer sensacional pero en realidad no lo es:

Cierto hombre solta ir a Monte Carlo de vacaciones todos los arios y siempre tenfa érito
pam recuperar el costo de sus vacaciones, creyendo por tanto que tenfa un poder mdgico sobre
la suerte. Asuma que al empezar a apostar tenfa 10 veces lo que gand al final, las oportunidades
de tener éxito en cualquier ario eran cercanas a 0.9. La probabilidad de no romper su racha de
ganador en 10 afios es aprorimadamente

L\
(1 - m) ~e ' 037

por lo que tener éxito todo el tiempo no es para nada improbable bajo estos supuestos. Mds aun,

tener alguna falla podria ser considerado como haber tenido una pésima suerte.
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2.1.1 Ganancia esperada en un juego

Sca N : (Q,7,P) = N el tiempo en el que el juego termina (también es una v.a.),
N(w) = min{n: S.(w) € {—a,c}}

tome S': (Q,a,P) — (R, B, P)una v.a. definida como

Ny
S(w) = Sty = 3 Xn(w)
n2l

con a -+ ¢ = b, se sigue entonces que
esiSy=c -
S = N . paracadaw € Q
—asi Sy=-a -

Bajo los supuestos anteriores, S es la ganancia del jugador al terminar el juego, por lo que

la ganancia esperada es:

E(S) = cPRy(a) — aPy(a) (2.19)

que se traduce en
Pt =1 pb = p?

B(S) = cF——-_l-an_l sip#q
Osip=g

donde la ultima igualdad se da porque

a
a+t+c

c
—8are="

cha) -aR(a) =c

Lo cual quiere decir que un juego "justo” se mantiene justo cuando varfan los capitales

iniciales y las metas fijadas por los jugadores.



2.1.2 Duracién esperada de un juego

Sea
N(w) =min{n: Sp(m) € {~a,c}}

conb=a+c

Sea D, = E[N] la duracién esperada de un juego cuando el jugador empieza con un

capital a (cabe mencionar que anteriormente se hizo natar que el juego no puede continuar por

siempre y por tanto D, < 00).

Después del primer intento, el juego se encuentra en el punto a+ X, para 0 < a < b,

cualquiera que sea el resultado de X;. La esperanza condicional de la duracién del juego dado

el primer intento es

EN | Xi)=pEIN|Xi=1]+qE[N| X3 =-1]
= pDat1+ qDa-1

Daix,
de donde se obtiene que

Do =Daipx, +1=pDay1 +qDact +1, parald<a<b

con las condiciones iniciales

Dy =
Dy = 0
lo cual determina una i6n de dife ias no h
Sip#1lal ituir en la i6n 2,20 se obti que:
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a a+l  a-=1
D, = 2.2 +
° a-p Pa=p " "7-p
¢l(p~4~t,1)+p—q_,_l

+1

a+p—q+gq-p
7-p
a
q-p

Es fdcil comprobar que la diferencia A, de dos soluciones de la ecuacién 2.20 satisface la

ecuacién homogénea de diferencias
Ag =pAast +98a-

que tiene soluciones de la forma

A+Bpsip=141
A+Ba,alp=§=1»

(ver apéndice) de donde
a
Dy — —— = A+ Bp®
* q-p v

por lo que las soluciones a 2.20 son de la forma:

°=q—2‘,;+4+3ﬁ°h&répaél (2.22)
Sustituyendo en las condici iniciales 2.21, se obti ol sigui . de .
A+B =0
A4 Bp® =qj;

que implica la solucion
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O b bR
be = TGP A t A=A

ST FORIER! R 1.'—'p°) o
4 o i
“a-p a-p\1=#) " ?’f" :

Ahora, sl p= ‘% = i, éntoﬁpes- D, = —a’es sél‘ucidn de 2.20:
Di = S+ 1)+ @=-1%) +1
_ =l a
=3 (2% +2) +1
2

= =q

D, = ~a®+ A+ Ba

PREPSPIRY

que tiene que satisf: las condici

A =
-0’4+ A+Bb =
por lo que
B-b=0
£z do las condici iniciales 2.21. Por tanto

que determina la solucién para 2.20,

alb—a)sip=gq
D, = a b

1-p
_——— st
7-p q-p(l—;‘ p#a
otra vez, de forma equivalente y tomando a+c=b:

alb—a)sip=gq
Da=3 clil—p=)+a(l-p")

-l  SP*0
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Como ilustracién tome el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11 Al jugar a los volad iponga que dos jugadores que tienen 500 unidades cada

uno (p = }), por lo que

D, = 500(1000 — 500)
= 250,000

2

dor tiene sélo una

(la duracidn esperada del juego es de 250,000 i en
unidad y el otro tiene 1000,
s = 1000 —~ 1 = 999

la duracidn promedio del juego es de 999 intentos.

, $% un jug

Considere ahora los casos en los cuales el jugador tiene un capital inicial infinito (a —+ oo),

y cuando el adversario es infinitamente rico (b — oo).

Si el jugador es infinitamente rico (@ — o0), entonces la duracién esperada del juego tiende

a ser:
sip#q
. a 1-p° b)
lim -+ =00
asmg—p q—p (F-l
ysip=gq

nli‘r{.xga(b —a) =00

Si el adversario es infinitamente rico(b — o0), y i p 2 g, entonces

s () <o
a-p g-p b= \p -1

por tanto
lim D, = oo
b—-.l 00
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Ahora bien,sip<gq,

_ a 1—p%- b
dm D = T ,}gg(/,,_l)
a
T gq-p

que era de esperarse, ya que en este caso el adversario tiene capital infinito y la probabilidad
del juego estrictamente a favor, con lo que la intuicion lleva a pensar en que el juego no tiene
porque durar mucho.

Ya estd preparado el camino para obtener la regla de estrategia que se plantea al principio

de esta tesis. En el siguiente capftulo, se dan aproxi i a las soluciones para el Problema
de la Ruina encontradas en este capftulo, pero a partir de Martingalas, y con ello se deduce la

regla de estrategia.
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Capftulo 3

La Regla de Estrategia

3.1 Descripcién del problema:
Sea X : (R,0,P) — (R, B, P) el pago en un juego con una funcién de distribucién F tal que:
E[X]#0y Var[X] < o0

En un problema de la Ruina del Jugador con los supuestos del capftulo pasado, suponga que
e] jugador puede escoger diferentes estrategias con los mismos valores esperados y diferentes
varianzas en un juego en el que a = a y # = b. Después, se obtiene a partir de Martingalas
una aproximacién Pgs para la probabilidad Fi(a) y se determina el comportamiento de ésta

cuando la estrategia cambia. A partir de esto se obtiene la regla de estrategia.

3.2 Caminata Aleatoria: Aproximacién por Martingalas

El clasico Problema de la Ruina del Jugador puede ser formulado en términos de caminata
aleatoria:
Sean {X,},5 v.alid. distintas de cero, tales que
PlX, > O=p
PlX, < O)=gq

~
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Sea X, el premio que un jugador obtiene en la n-ésima jugada de un juego (si Xn >l es

ganancia, si Xn <0 es péfdicla) con

Jugéddr Ve'n las primeras n tiradl;s del juego.
a+'c>a>0,c> 0 Calcularé¢ Py(a) la

como la ganancia (o pérdida)_héumulad:g Ppol

Ahora suponga que u = E[X] 9&0
probabilidad de que a + Sy alcatr{ge:u' ; m&y_or'cf jgual que b antes de alcanzar un valor
menor o igual a 0. ;

Sea @ # 0 la unica rafz de la eéﬁécn

B(6) = EletX] =1 @1

Es facil ver que 8 existe cuando la funcién generadora de momentos de X es finita y

P(X > 0)>0
P(X < 0)>0

Para empezar a desarrollar un poco de la teorfa ia, serd conveni considerar una
versién modificada de la i6én 3.1 do logaritmos de los dos lados
¥(€) = In(E[et*)) =0 (32)
Sean :

(i) Zn, = e®5" con @ # 0 que satisfaga 3.2

(ii)N un tiempo de paro para S, (que por consecuencia también lo es para Z,)

N = min{n|a+ Sy = 5,5, < —a}
= min{n{S, > ¢, 8 £ —a}
Proposicién 9 Suponga que se plen las dici 3.2. Ei se iple que:

1. Z, es producto de v.a.i. tales que E{2,) = 1.
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2. Ademds, {Z,,0n),5; es una martingala donde o = 0 {X1,..., X5},
8. Como consecuencia de 1 y 2,
ElZy) =1 (3.3)

Demostracidn:
1. Tome en cuenta que como {X;};,, son v.a.i., entonces lo mismo ocurve para {e?%1} .,
ademds E [e%Xs] =1 para toda j > 1, por tanto

E|z)] = E [e's"]

= E|ef¥. . . e8Xn

= E [e’x‘] v B [e’x"]
=1

2. Note que €™ depende de la infor ién proporcionada por oy,

E[Zy | on-1)=E[?" | aq_1)
= E[eas,.-xeox'. lo’n-l]
= ISn-1EfXn g,y

= Znt
3. Por otro lado

El|Zns1—2Znl | onl= E[]e°5"| le”‘m - 1] eS|
= a’s"E[Ieax"“ - lI | on)

=0

Entonces erziste M < oo, tal que

El|Zn41 — Zn] | ﬂ'n]< M
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ademds, con base en el Tearema MIEI, se cumple que
E[N} < oo
entonces
E[Z,] = E|Zp-4}

para todan > 1, y en particular '
ElZn) = E[Z1]

E(Zy]=1
[ ]
Tomando en cuenta 3.3,

E[Zn) 1

Ele®SY | Sy 2 P [Sn 2 c| + E[e*S¥ | Sy < —a)(1 = P[Sy 2 ¢}  (34)

[

Usando la parte derecha de la ecuacién anterior, se pueden derivar las sigui férmulas

para Py(a) (la probabilidad de una terminacién exitosa de un juego).

1— et
Pa) = o=z +er(asb) (3.5)
donde ’
(@) = (E[e?SV | Sy > ¢} — €9°) By(a) :i(‘!i[e:f:-l Sy < —a] — e~%)(1 ~ A(a))

_ wp(a,b)

= e . ean
con

wp(a,b) = —up(c)F(a) ~ vr(a)(1l — Ala))
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up(c) = E[N|Sy2d-e®
> e -e*=0
vp(a) = E[e®N | Sy < —a] —e~%

e=9a _g—8a — g

por lo que
ur(c) -vp(a) 0
y por tanto,
max(| up(b) .| vr(a)
' lerta) s 2 2pO Lipeie) )
ademda,

0= £5(a,b) 2 0

0=>ep(a,b) <0

up(c)

vp(a)

A menudo se puede prescindir del error er{a,b): Si se niega el exceso por sobrejuego provo-

cado cuando la fortuna final del jugador pasa de los niveles —a o b, se obtienen las siguientes

aproximaciones:
Ele?SF | Sy 2c]m E[e?N|Sy=d
= %
E[eas" | Sw < —a]r E[ees" | Sy = —a]
= e . (3.6)
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Por 3.4 y 3.6 se obtiene que

1 =3 e*Py(a) + &% (1 — A(a))

despejando, se obtiene la apraximacién Po, para Fy(a)
1 —e~f
Pap = m—em

=~ RAa)

También es posible aproximar E[N] negando el exceso por sobrejuego ,

E[SN] = E[Sx|Sn2= c|Pas + E[Sn | Sv € —a](1 — Pas)
ESv | Sv2=2dcmec
ESN | Sv< -a]l=-a

por lo que
E[SN] = cPap —a(l —~Pys)

i6n de Wald

yendo en la

E[Sn| = E[N] - E(X]
Pap —a(l ~Pas)
BIN] = =g
Usando la aproximacién Pg s, se obtiene

c(l—e%) —a (e —1)

BINl = =g —e—omy ]

Obser i6n 5 Los resultados 3.7-3.12 coinciden con los obtenidos en el

‘62

@7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

anterior.



Observacién 6 Si se da un vistazo al problema de la ruina restringido a que

X, '} 1 con probabilidad p
" —1 con probabilidad g=1 ~p

con a y b enteros (ep(a,b) =0, es decir, que no hay ervor por sobrejuego), y sea p = % (estas
son las oportunidades en contra del jugador), con q > p, note que
1
Elp*] = pP[X >0+ ;P[X <0
- B, B
p q
= q+p

= 1

Basdndose en esto, tome €® = p (asf que E[e*X] = 1), Entonces se cumplen 3.7-3.12 de donde

Pya) = =1

donde p = % # 1, ademds

c(l—p®) —a(p—1)
EWV) (e°=—p){2p-1)
= D,

por lo que las aproximaciones son exactas y concuerdan con los resultados obtenidos anterior-

mente.
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A partir de lo anterior es posible formular répid. una apre para comparar el
desarrollo de estrategias X para el juego correspondientes a sucesiones {X, },,2, donde las X,,

tienen esperanzas iguales y varianzas distintas.

3.3 La Regla de Estrategia

La Probabilidad de éxito Fy(a) dada por 3.5 es importante para cualquier caracterizacién de
1a calidad de la estrategia X. Por otro lado, las aproximaciones al tiempo esperado del juego
E[N) y al capital esperado del jugador en la n-ésima jugada E[Sy] son funciones de Pgap, razén
por la cual el enfoque estard sobre Py .

Recuerde que las férmulas 3.7-3.12 son aproximadas dado el efecto que resulta de pasarse

de b = a+co —a.La aproxi 161 una cc ia de suponer que !a fortuna final del
jugador se iguala a b en caso de tener éxito y —a en caso de quedar arruinado, sin importar el
monto de las apuestas,

Con los supuestos anteriores, tome por un momento la hipétesis de que E[X] < 0 (el juego
es desfavorable).

Para calcular cotas para P [Sy = ¢ (el juego termina exi para e! jugador), d

la apraximacién P, s, se abtiene

E[e"" | Sn 2| PlSy 2 o +E[e"" | Sy < —a] P[Sw < —a] =1

que implica
B[ |Sy 2| Pap=E [*" | Sy 2 ¢] PlsSw2d <1
ya que
E [e"5~ | Sy < —-a] PlSy < -a] 20
Como E[X] <0,y §5#0, @ > 0 (ver capftulo anterior), por tanto

E [e"s" |SvZc|Pap <1



*<E [e”" |Sn 2 c]
e*Py <1

de donde
Pap < e~0e

Los supuestos anteriores implican que 3.2 es una funcién convexa con rafz 8 0, Tomando
1a expansién de Taylor de ¢ alrededor de cero se tiene:

v(e) = Z (o
que hasta el término n = 2 queda como
2 en
WE) =3 v () +e
n=t
Desarrollando
8 18 . _ o gmg. o1 O = =
V&) = mﬁ/ez Plet = et*]dz = E[eastfé P(X =z|dz
ya que e£X = e si y s6lo X = x, as(
i = __l__ £z =
V€ = gy [ metPIX =<z
¥ por otra parte

8%'/'(6) = a% ( ] / et P[X_::]d.:)
(Ea—E[e{X]) /:e‘ PlX = z]d‘:+—E[—'\r- (85_/.:“6 p[x z]d.:)
(g%-g[eex}) _/"-'" *PX = z]dz + E[eEX] /z P .P[X = z]dz

_m[&x] (/ze P[X=z]dx) +~E[?F]f‘ = PlX = zldz
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evaluandoen £ =0,

VO = ElX]
%w(b) = —E*X]+ E[X?) = Var(X]
por lo que
(&) =€ - E(X]+ % Var(X] +e (3.13)
Sin tomar en ta £ en la expresion 3.13 la sigui aprood iénGalaralz 0 #0dela

ecuacién Y(€) = In E[efX] se obtiene resolviendo ecuacién cuadrética

0=§-E[X]+%—2'Var[4\']

de donde
_ _2-E[X]
~ T Var[X] (3.14)
Si el error en la expansién 3.13 de v es pequeiio, entonces la aproxi i6n 3.14 es b
buena.

Observacidn 7 Resalta el hecho de que 3i X tiene una distribucién normal, entonces ¢ es una
funcidn cuadrdtica y € = 0 en 3.13 es igual a cero, por lo que la aprozimacion 8 de 8 es ezacta

en este caso.

A i i6n se i ] lemas que permitirdn obtener la regla de estrategia:

Lema 3 Para cualesquiera a,c > 0, la funcion v dada por

- p—af
1O = (3.15)

es decreciente.

Demostracion:




Primerv note que

1—e-
e® ~ g—ad
e® —1
elatc)® 1

xe)

sean entoncesa=m ya+c=M,

d d fev -1
@® = % (:mfi
me™ (eM? — 1) — MeM® (e —-1)
(eM? — 1)

como el denominador es siempre positivo, hay gue d trar que el numerador es negativo,

desarvrollando,

me™eM® _ me™ — MeMPe™ 4 MeM?

me™ (z"' - l) ~MeM (e™ —1)
(m — M) e™eM® . me™® 4 AMeM®

Mo [(m— M)e™ — M] - me™

coma
(m—-M)e™ < 0
y~-M < 0
entonces
4 {6) <0
"=

lo que implica que v es decreciente. B

Note que () = Py

Lema 4 Sean X; con i = 1,2, variables aleatorias definidas en (2,0, F), con funcidn de

distribucion Fy, y ratz 8; para la ecuacién 3.1, y 8; las aprozimaciones dadas por 3.14. Entonces
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la desigualdad
v(2) =781} 2 [2(61) = 1(B1)] + &1 — [1(82) = 1(82)] &2 -+ (3.16)
se cumple si y sdlo si

B) = 2(8)
Pofa) 2 Pu(a) (3.17)

Dewmostracion: Observe que 3.5 se puede reescribir como
Pi(a) = 71(8:) + [v(6:) — v(8:)] +e0,i =1,2
entonces

Pa(a) - Pis(a) = 7(82) + [1(02) — v(82)] + €2 — (v(81) + [v(61) — ¥(B1)] +&1)
[¥(82) — 1(B1)] + [1(82) — v(B2) + €3] — [7(61) — 7(B1) + &1)
¥(83) =~ +(B1)

de donde se cumple 3.16 s y sdlo i
[v(82) — 7(81)] + [1(82) — ¥(B2) + &3} — [+(61) —¥(B1) +&1] = 0
si y sdlo si

0 < 7(B2) —(81)
& 0< Py(a) — Pu(a)

Teorema 5 Sean X y Y las ganancias aleatorias del jugador tales que
E[X] = p= E[Y] #0 y Var|X] < VarlY).
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Maés aun, sean F y G las f de distribucion de X y Y respecti ente, con Op y 8c
las corvespondientes rafces distintas de cero de la idn 9.2 son unicas. Ent

(a) Si p < 0, el ervor por sobrejuego es despreciable y la erpansion de Taylor 3.13 es
fie ¢ te ad da en el caso de X y Y. Es decir, si la desigualdad

(-2pamy) -7 (~2vamy) 2 [om - (-2ptm) | +er@o

- [’7(00) -1 (—2

-‘ﬁﬂ-)] —eclab) (3.18)

se cumple, entonces Pragy < Pgasb;

(b) Si u > 0, el ervor por sobrejuego es prescindible y la erpansion de Taylor 9.13 es

A, d,

da en el caso de @ y Y. Dicho de otra forma, si la desigualdad

() = () 2 oo = ()] e

- ['r(ﬂr) -1 (~25tg)] - ertatd 3.19)
se cumple, entonces Prap = Pgap:
D, tracidn: El resultado se sigue fdcilmente del lema anterior aplicado al caso de F
y G respecti ¢ tanda que:

8i ;s < 0 entonces

—2u s =2
Var{X] = Varl¥]

+Cre) <+ (-252m)

Pras < Pgap

R

4

¥ 41> 0 implica que

—2p . _=2u
Var[X] ~ VarlY]

"(~2varm) 27 (~2vm)
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= Ppqp 2 Poap
]
Concluyo esta seccién con algunas observaciones.

Observacién 8 Los términos izquierdos en las desigualdades 8.18 y 3.19 son positivos, mien-

tras que los lados derechos son fre muy pequenios, de forma que ambas desigualdades

se cumplen casi siempre. Recuerde que en el caso de que X y Y tengan funcidn de distribucion
normal, las expresiones del lado derecho de 3.18 y 3.19 igualan a cero y si

#p(c) =0y pglc) =0

vr(a) =0 yvela) =0
entonces los errores ep(a,b) y eg(a, b) = 0 tienen los mismos signos.

Al final de este capftulo se observa en casos tfpicos que la aproximacién P,p es correcta,
razén por la cual e} teorema anterior se llama Regla de Estrategia (no sdlo para jugadores). La

regla puede ser formulada como sigue:

Si E[X] < 0 entonces la estrategia con la mayor varianza es superior, mientras que
en caso de que E[X] > O la estrategia con la menor varianza es mds favorable para

el jugador.

Interpretar La Regla es fcil:

Si u < 0 entonces el jugador tiene muy poca oportunidad de tener una secuencia de re-
sultados en los cuales un nimero suficientemente grande le sean favorables de manera que se
incremente su fortuna por arriba del valor b. Esto orilla al jugador a buscar grandes ganancias
mientras tira, es decir, adoptar la estrategia con la varianza mayor.

Si u > 0, entonces la situacion es la opuesta y es mejor jugar pacientemente una estrategia

con varianza pequefia, asf el tiempo y la paciencia r P al jugador.
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Observacidn 9 Si los valores a y b son grandes comparados con valores de las posibles ganan-

cias para el jugador en una sola jugada, entonces uno puede reemplazar la variable aleatoria

original X con una suma de sus realizaci ti e independi Como la suma
puede ser considerada como distribuida normal {aprozimadamente), y como la aprozimacidn de
Taylor 8.13 es exacta en el caso normal, se puede esperar que la aproximacion 3.14 sirva en

aplicaciones tfpicas..

Observacidon 10 La expansion de Taylor 3.13 es tomada en cero, para poder aplicar;a es im-
portante gque se al una aproxi ion adecuada de )(9) en 6. La férmula 3.14 indica que

be,

8 estd en la vecindad de cero cuando E[X] es cercana a 0. Ent la oportunidad de

una buena aprozimacidn crece en juegos con g ias por jugad ranas a cero.

Por otra parte el del tocdstico corvespondiente a la forma de jugar descrita parece
adecuarse a numerosos i bioldgicos y dmii de donde sale el uso de las palabras
"no sdlo para jugadores” en el titulo. Como los procesos no-equilibrados (con esperanza distinta
de cero) que octirren en el mundo real y que no estdn lejos de su estado de equilibrio, al tomar

en cuenta los procesos en los que la esperanza sea cercana a cero, la Regla de Estrategia funciona

d do distintas " ias de juego” con respecto a sus varianzas.

Observacidn 11 Cambi tas corr de a {tipli {a variable aleatoria X por una

‘P P P

constante s > 0, la ecuacidn 3.14 implica que la nueva aproximacidn 8, cumple que

— 28 _ l
O~ = (3:20)
Por otro lado, la funcién (8) es decreciente, al multiplicar las apuestas por s resulta que,
u<Oys>1
o = ¥,<6
u>0pya<l1

= Pub > Prap




;4_<0ys<'1'
o Y = B, >0
u>0ys>1
= Pup <Prap
que se traduce en un i to de la aprozi i6n de la probabilidad de éxito Pgap cuando

se tiene un juego desfavorable y se incrementa el monto de las apuestas, o por el contrario con
un juego favorable y se apuesta de forma mds moderada:
Para incrementar la probabilidad de ganar en un juego: a menor esperanza de ganar en

cada tirada, mayor el monto de la apuesta y viceversa.

3.4 Ruleta

En esta seccién se consideran con detalle diferentes estrategias de apuesta en la Ruleta. Se
encuentra una solucién general exacta para la probabilidad de una exitosa acumulacién de
capital b = a + ¢ > 0 antes de perder el capital inicial a > 0. A su vez, se utiliza esta solucién
para mostrar los rangos de parametros a y b para los cuales la Regla de Estrategia se aplica®.

Considere estrategias X, £ = 1,2,3,4,6,9,12,18 en la ruleta con

36 k
Xy = - 1 con probabilidad 37 (3.21)
- k
Xx = —1 con probabilidad 1 - 37 (3.22)

En cada juego el jugador que aplica la estrategia X escoge k diferentes nimeros del conjunto
{0,...,36} y pone una ficha con valor unitario a cada uno de esos nimeros. El pierde una ficha
con probabilidad ;—7 por cada numero escogido que no haya sido el ganador. Si por el contrario,

el numero ganador es uno de los que escogi6, ¢l es premiado con fichas de 3¢ — 1 unidades. La

'Cumuu de todo el mundo podr(nn r.ener re‘lu que dtﬂera.n un poco de las consideradas en asta seccién.
i d dar como alas idas en este trabajo. Més aun, es

polible ver quo N Regla de Estrategia no es valida en el caso de la Ruleta considerado para a o b pequeiios.
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esperanza para todas las estrategias

n = ElXi . :,
- B
O

1

G
mientras que la varianza depende de &
Var[Xy] = E[(x.‘— ;;)’]
36 1\? &
- (T‘*ﬁ) s+ () (
36 —36 —-36 .
(B~ ) 7+(37) (1;37)
= 36 1\ k(=367 :
_%(k 37 37+ 37'137‘
 ana 37—k 37 k
= 36 ( 37k 37
- 36 37 k k 37 - Ic :
- 37
3T—k\ &
- @) ool 54
I7T—-k+k
(% )‘37 o ()
- (@0 ()
- ( D (- )
Ejemplo 12 Para 1 estrateg ldsi cubiertas por el esquema anterior,
note gue las opciones k = 1,2,3,4,6,12 y 18 corresponden a estrategias populares permitid

en casinos, llamadas:
Diamantes Recto (Strait) para k =1,
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Separados (Split) para k = 2,

Callejeros (Street) pam k = 3,

Cuadrados (Square) para k ='4,

En linea (Line) para k = 6,

En columna (Column) para k =12,

Negros (Black) para k = 18.

Jugar al Diamante Negro (o al Diamante Rojo, Par, Impar, Passe, Mangue. etc.) en el

q anterior corresponde a la estrategia X 5. Note que en la prdctica, la estrategia Xy

puede ser jugada al poner k fichas en k diferentes nim, y adlo iderar el valor de las k

fichas como una unidad para cualquier? k. Pare hacer mds ficil la comparacidn de diferentes
estrategias, tomé la restriccion a estrategias que impliquen tener una con ganancia entera en
cada jugada

wk=%—l

de forma que el jugador puede poner (en el caso de la estrategia Xx) una ficha en k niumeros

distintos que él escoge.

Para detallar m4ds lo anterior, sean w,a,8 € N, y tome un juego I" 3.4 con las sigulentes

caracteristicas:

-— N un tiempo de paro definido por
N =min{n: F, = 8}, con 8 € {0,b}

donde F,, es la fortuna del jugador en el tiempo n.

Suponiendo que:

— Fp = a es la fortuna injcial del jugador, con a > 0,

— Fy = f es la fortuna final del jugad do en quesi § =0, el

juego termina con la ruina del jugador, y si 8 = b con b = a+c¢ > a,el juego termina

exitosamente.

*Para k=1,2,3,4,6,12 y 18 lol prrmuu X son entervs y los resultados del Teorema se aplican. Para otrus
enteros k, el Camlann que a se una buena aprorimacidn a la solucidn ezacta, la
cual es un poco mds complicada y no es discutida en esta seccidn.
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-— w es el mimero de fichas que el jugador podrfa ganar o perder en cada juego,
w e {-1,m}.
~— En cada jugada

Plu=m|=p= % (gana m fichas)
k.
Plw=-ll=qg=1— 37 (pierde una ficha)
El teorema siguiente aporta un resultado que corrobora el trabajo realizado con anterioridad.

Teorema 6 Tome un juego I’ definido como en 3.4, entonces la probabilidad de tener un juego
favorable para el jugador (Fy = b) estd dada por

0 pama <0
lporaa>b
Pap = Pap=logtsic<m+1 (3.23)
. - pa—itl
Pl = 1 — g/ * [i?;’_ll—-] pamj=1,.,m—lsiczm+1
Demostracion:

Considere Pgp como la probabilidad de que el jugador concluya el juego con al menos b

fichas, ¢t do las sig d

Pop =0 <0
ab=Dpamas (3.24)
Poy=1paraa>2b

Hay que considerar dos casos:
ler. caso:
Sic < m+1 (el juego termina la primera vez que el jugador gana una tirada siempre y

cuando no esté arruinado) entonces

Pay = 1-¢°
1-(1-p)° (3.25)
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que es la probabilidad de que el jugador no pierda las primeras a tiradas, pama a = 0,...,0—1.
20. caso: ¢ > m + lfel juego no necesariamente termina la primem vez que el jugador
t la solucion es ia de la siguiente relacidn recurvente pam

gana una tirada),
1€agb-m
Pop =P -Paymp+q - Pa_1p (3.26)

Otra vez, considere dos casos:
Caso 2a: a+m > b (el juego termina si el jugador gana en la primera timda) entonces

Paims = 1 que implica

Pap = p+q-Pacyy
1-p—q -Pacyp

1-P,, =
= ¢ (1-Payy)
= Pae=1—¢-[1-Pasp] (3.27)
= Pou=1-¢":[1-Pa.zs]
= Pap=1~¢ (1 =Pa_jp] para0< j<a (3.28)

Caso 2b: 1 < a < b—m (aunque el jugador gane en la primera tirada el juego no termina),

es de la forma
Paps = A+ Bp® (3.29)

donde p # 1 es la tnica solucidn de la ecuacidn
Elp=p-p"+q-p7l=1 (3.30)

La funcidn 3.29 es una solucion de la ecuacidn lineal de diferencias 3.26 (que por cierto es

creciente en a). Observe que
Para a = 1 se tiene que Po_; 5 = 0, se sigue que

Pi1y =pPmsurp
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y entonces por 3.29
A+ Bp=p(A+ Bp™+?)

mientras que para a = b — m, 3.26 implica que Pgymp = 1, de donde

Poomb =P+ qPom-1

y ast
A+ Bp"™ = p+q(A + Bpt—™ )
Ademds, por las dici '.9.24, la idn 3.26 duce a lo sigui
A+B=0
A+Bpt=1
1
B = e
= P"'ll
A=—p”—l
Por 3.29 y 3.83 se obtiene la parte que falta de la solucién pam 1 < a<b—m,
-1
P-,b=r-p°__l
por 3.27, 3.28 y 3.94 se tiene que
Pop = 1=g/* (1 =Payuy) para0<j<a
= 1-gitl. l_ﬂ“"“-l
- #F=1 .
SR TORE Vbl Sl ikl ) ) ST
= 1-¢ [ = e CE
P L el Canatiet V| B
= 1-¢ [ O P E
R [

A1

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



pﬁ - pn-i+l

p(b—m+j],b‘=1—qi+l .7[—-—-——-?._1 ]pamm<b
porque
0 < j<b—m+j
= 0<b-m
= m<b
ademds
0 < b-m+ji<bd
=> j<m
lo que implica
+1 PP — pr=i+l R
P(,_,,,+jl_,,=1—q-i [——pr] pm0<i<m (3.35)
- W

Corolario 2 La probabilidad de terminar un juego de Ruleta ezitosamente usando la estrategia
X estd dada por 3.23, donde

6
w—T—l

Si E[Xi] = i < 0 en la Ruleta, la Regla implica que son esperadas probabilidades

mds altas de acumular una fortuna b antes de perder la fortuna inicial a para las estrategias

X con varianza mayor, es decir con menor k. Entonces la mejor estrategia es cuando k=1.
La figura 1 muestra las grédficas de apraximaciones de la probabilidad de é&xito F,; para

diferentes k. Para efectos practicos, las funciones graficadas varfan de 0 a 200 con respecto a c,

y tienen valor fijo a = 40 (el capital final es seis veces mayor que el capital inicial). Las grdficas
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para los otros valores de a tran p i imilares y coinciden con la Regla de
Estrategia.

00 50 10 180 200

Figura 1.
Es importante hacer notar la gran diferencia entre estrategias para k = 1(lfnea sélida), k = 4

(lfnea cortada) y k = 18 (linea p da) corresp
Recto, Cuadrado y Negro, respectivamente. La estrategia de Diamante Negro estd bajo las

reglas presentes y para b ya sea moderada o grande, una de las peores entre las consideradas.

d:

es a estr iag 1 1 Di +,

Las estrategias con & = 18 corresponden al cldsico problema de {a Ruina del Jugador y por

ende ya son consideradas clasicas en la literatura.

Nota 3 La observacidn { implica que como el valor esperado de una sola jugada es negativo, la

probabilidad aprozimada P,y de ganar incr t do el jugador incr ta las apuestas.

Debe ser cuidadoso con la ltima conclusién, porque el efecto por sobrejuego podrfa dominar
para a y b pequeiias, y hacer que la conclusién de la Regla sea incorrecta. Un efecto de este
tipo puede ser visto en la Figura 4 para valores pequefios de b.

Otra caracterfatica importante del juego de Ruleta puede ser observada usando la aproxi-
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macién 3.12 del tiempo esperado del juego y tomando el limite

Jim E[N) = _ﬁ

asumiendo que a est4 fija. El fmite puede ser facilmente visto en graficas y admite una facil

interpr ién: con un incr > de b, 1a ruina del jugador predomina rdpidamente, y entonces
el tiempo esperado del juego estd determinado por la fortuna inicial del jugador y no depende
de ninguna estrategia en particular. No obstante, es impresionante la rapidez con que se al-

canza esta cota superior para E[N] con un incremento de b mientras que se juega la estrategia

Di Negro, mi as que la convergencia es més lenta con la estrategia Diamante Recto.



Conclusiones

Como ya se ha visto, en este trabajo se aborda el Problema de la Ruina del Jugador desde
la forma cldsica, y después desde un punto de vista de Martingalas, y hay un énfasis en la
coincidencia dn las férmulas para la probabilidad de éxito, la duracién esperada del juego, y

11,

algunos otros detalies invol dos con el p
Asimismo, en el capftulo anterior, Ia aproximacién Martingala descrita proporciona her-

ramienta para un manejo més ficil de los elementos que se tienen en un juego o cualquier
situacién que pueda modelarse de esta forma. Ya se ha visto con algunos ejemplos que hay
campos como la Biolog(a, Fisica, Finanzas u otros en donde se pueden aplicar los resultados
obtenidos.

El trabajo desarrollado en esta tesis puede servir como paso base para desarrollur inves-
tigacién en Probabilidad y aplicarla en 4reas donde los modelos concuerden con las hipétesis
planteasdas para la aproximacién, facilitando cdlculos. La Regla permite decidir entre distintas
situaciones, aportando una caracterizacién de las distintas estrategias que pueden adoptarse en
un juego. Dicha caracterizacién es planteada en términos de las varianzas de estrategias con
medias iguales, dando de esta forma, un algoritmo de decisidn en el cual se puede basar un ju-
gador para optimizar el juego a su favor. Al volver al campo de las aplicaciones, la optimizacién

conduce a mejores resultados dependiendo del srea de Ia que se trate.
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Apéndice

Definicién 22 Sea (X,M) un espacio medible y sea u una medida definida en este esp
Entonces i1 es una medida a-finita si eriste una sucesion {An},.nq CM tal que

x={JaA.

neN

v que
#lAg) <00 para todon € N

Definicién 23 Sea (X,M) un esmcw medible y sean p y n dos medidas con signo definidas

en este espacio. Se dice gue 11 es absolut. ¢ ti con resp apmKp)siy sdlo si
plA] = 0 implica que n{A] = 0 para cada A € M.

Teorema 7 (Radon-Nikodym) Sea (X, M) un espacio medible y 4 una medida o-finita con
Ent. para cada medida n definida en (X, M) tal que n < ji existe f : X — R* integrable
tal que para cada A € M

niAl = [ fau
A
Ademds la funcion f es dnica py-c.d.

Cuando las medidas del Teorema de Radon-Nikodym son positivas se obtiene el recfproco.

Frid,

Teorema 8 Sea (X, M) un espacio medible y ;1 una medida o-finita definida en este esp
Sea f : X — R¥* integrable no negativa. Definase para cada A € M

n(A] = /A fdu
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Ent n es una medida positiva en (X,M) y ademds n < u.

Definicién 24 Sean X : (,0,P) — (R,B,P) una v.a., entonces P : B — R definida como
PiC)=P[X~}(0O)]

es la probabilidad inducida a partir de la variable aleatoria X.

Con las condiciones anteriores se ded el si

Definicién 25 La probadilidad e

PlA| X =2z
es definida como una funcion Borel: dsble que satisface la igualdad
Planx~1(C)) =/cP[A | X = z)P(dz) para todo C € B (3.36)

Dewnostracion: La prueba se sigue del teorema de Radon-Nikodym. @

Se puede ver a P{A | X] como una variable aleatoria aplicando el Teorema de Cambio de
Variable para integrales de Lebeague a 3.36:

babilidad e ! de

Teorema 8 Sea X : (2,0,P) — (R,B,P) una v.a., ent la pr
A € 0 dado X es funcidn o-medible, que cumple

PlANX~YC)] = /x_ oy PHA 1 XIdP pora todo C < B

te. Sih: R(Xy,

Teorema 10 Sean X; y X, v.a.i. con distribuci u y v res
X3z) — R es una funcidn tal que h > 0 o E{|h (X}, X2)|] < oo, entonces

Ep Xl = [ [ bz vide)



Sih = 1(x,4-X,<x) €Ntonces

CE(R (X, X)) = P[xx+x=<z) :
f / 1(x.+.\',<:)"(d-'tx)v(d-‘=2)

Proposicién 10 Suponga que a y b son enteros tnlek‘ng a < b. Suponga que =, estd definida
para a < n < b y satisface que ) .
Tpn = PTnsr + ‘13:;—1 ) (3.37)

parea < n < b donde p y q son positivos y p+q = 1.5ea p = %, la solucidn general de la

ecuacidn 3.37 tiene la forma

A+ Bp" paraa<n<b, sip#q
Tn = (3.38)
A+Bnparaasn<bh sip=gq

Demostracion:
Suponga que los valores x,, y Ty, estdn dados, donde a < n; < nz < b. Note que

p=lop#l

Para cada caso, queda determinado un sistema de 1 que siempre tiene solucidn para
AyB:

. Bp™ =
o £ 1 A+ Bp™ =2z,
A+ Bp™ =Tn,

b = 12 A+ Bny = zn, (3.39)
A+ Bng =z,



tiene solucidn :

_ Tng —Tn,
p'" - 1
p#L= A=z _f’;.. = Zn)p™ | (Eg = Tm)
T Tm 3 — phl T Tna nz —
e RS ae
p=1= nz—m -
A=z, -T2y g, Tm TP,

ng —mny nz —ny
Tome ny = a y ng = a+ 1, entonces

_ Tatl —Za

re . :
PALS N (-‘tnu-z-)p‘“'
o — © (@A)
p=1m ] BT =T s
A=xg— (Tar1
Las correspondi Ay B obt ;
Ta
T, = ! 3 ~ d X
- (-‘Dn-u —zn)a+ (.'cu+1 -a-‘a)n si p q
_ zasiphaq
Tq — (Tas1 — za) (R —a) o p q
_ | masinta )
Ta'sip=q

yparan=a-+1

: Ta+l — Xa P‘ﬂ'l -Tatl —La
(xa+l-~’ta)(“+l)+(1'n+l z'n)" sip=gq
_ {znu sip#gq

Zas1 — (Lot —Ta) (N —a = 1) sip= ‘1

por induccidn se concluye que A y B satufncen:_s,SS payfa toda n € N, Por otro lado, susti-
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tuyendo en 3.37:

p # 1= A~FBP" =Tn = m..u + -1
= p(A+Bp"H) + (1 ~p) (A k'S Bp"")
=" Ap+4 Bp"'” + A + Bp"'l —Ap Bp"“p
= A +Bp"“ (ﬂ’p+ 1-p)
= A +Bp (m+ @
C= A+ Bp'f‘f’,q (L"i)
= A,’*:.EP"' R =4

y en el otro caso

p = 1=>A+Bn ¥ pa:..+1+q::,._1
= 'plA+B(n+x)1+(1—p)[A+B(n-1)1
= Ap+B(n’+l)p+Ay+B(n—l) -B(n—-1)p
= A+B[(n+1)p+n—1—(n-l)p]
= A+ Bln+1—-n+1)p+(n-1)]
= A+Bl2p+n—1)
= A+ Bn

de modo que 3.38 satisface 3.97 para toda n € N. De hecho, la ecuacion 3.37 y dos valores
dados ny y na son suficientes para determinar todas las T,.
Por tanto, si T, estd definida para a < n < co y satisface 3.37 para a < n < oo entonces

hay constantes A y B tales que 3.38 se cumple para toda a < 1 < co.

Definicién 26 Una funcidn ¢ en un intervalo abierto I no necesariamente acotado es convexa

8
Gtz + (1 - )y) S té () +(1— 1) $ () (3.42)

pomaz,ye I y0<t<l1.



Proposicién 11 Sea ¢ una funcidn conveza definida en un intervalo abierto no necesariamente
acotado I, y sean py,...Pn € R tales que '

" .
ZP:=1

i=l

fz=] =1

entonces " " . .
° (Zp.-zi) <3 omelz) . (3.43)

Demostracidn: -
Por induccidn sobre n y utilizando la converidad de ¢, el paso base estd probado. Ahora

suponga que para todo k < n la proposicién se cumple. Utilizando otra vez la convezidad de ¢,
ntt L

yquey pi=1

im1 =1

@ (iﬁ#;) + & (Pas+1Tas1)

=]

n41 n -
@ (ZPi:ﬂ) =9 (Z:_P-'If +Pu+x=n+l)

T

IA

3 pid () + {Pns1Tnsr)
=)
ntl

= > pd(z)

£x=]

Proposicién 12 Si ¢ tiene derivada é no decr te @' en I, ent @ es

De hecho, sia < b < c, entonces

80) = d(a) _ $() =S (V) (3.44)

b~a - c—b

el promedio de ¢ en (a,b) es a lo mds el promedio en (b,c).

Demostracidén:

() ~¢(a) < b—i—a/h#(.’)ds

b—a
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< &)
s s [ @as
L gl —s)
c—b
»
Corolario 3 La desigualdad 3.44 se reduce a
(c-BsB) S c-Bp@+B-a)d(d" @45
Demostracion: . - |
B -d@) . (=8
b—a T Te=b ey
(c=b)(¢(®)~¢(a)) < (b—a)(g(c)=-0())) :
(c=0)p(®) < (c—b)d(a)+(b—a)p(c)—(b—a)d(b)
< (c—byd(a)+ (b —a)é(c)

..
Observacién 12 La ecuacidn 3.45 es la ecuacidn 3.42 conx =a,y=c,t= :::

Lema 5 (Desigualdad de Jensen) Sea X una variable aleatoria definida en un espacio (Q, 0, P),
tal que E[X] < o0, y sea f una funcién conveza, entonces

E{f(X)} = f(E{X))
Dernostracidon: Utiizando 3.42 el resultado es inmediato. B

Corolario 4 Si 8 3 0 satisface la ecuacidn

Efe®X) =1



H la d ldad de Jensen implica que
0<6 ‘ (3.46)
Dermnostracidn:
Inl = InE[e?X]2 nefFiXl
= 0> 6E[X]
= 0<6
a
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