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Introducción 

En el capítulo llamado Fundamentos Matemáticos se hace mención de algunos temas de Prolr 

abilidad como la Función Generadora de ~fomentos, pero sobretodo Esperanza Condicional y 

Cadenas de Markov1 que sirven para demostrar algunos resultados sobre Martingalas. Tarnhión 

se mencionan algunos ejemplos. 

En el siguiente capítulo, se explica el Problema Clásico de la Ruina del Jugador, as( como 

la Fortuna y Duración esperadas del Juego. 

En el capítulo que lleva el nombre 11 La Regla de Estratcgia1
', se aborda el problema de la 

ruina del jugador desde el punto de vista de las f!.·(artingale.s, se usa la función generadora de 

momentos para obtener aproximaciones de las fórmulas de la probabilidad de éxito del jugador, 

el tiempo esperado del juego. Tales aproximaciones combinadas son un poco de cálculo implican 

la siguiente regla llamada Regla de Estrategia (no solo para jugadores): 

Sea. X la estrategia en un juego. Si E[X] < O entonces es preferible usar la estrategia con 

la mayor uarianza, mientrw que en caso en que E[X) > O la estrategia con la menor varianza 

es mds favorable al jugador. 

Donde X es una variable aleatoria con una. función de distribución F, representando el po.go 

en un juego, y tal que: 

E(X) f. O y Var(X] < oo 

Concluyo con algunos P-jcmplos de aplicaciones do lo. Regla, entre los cuales está una solución 

general para el en.so de la. Ruletn1 que será usado para mostrar el buen comportamiento de la 

Regla cxplfcitamcnte. 
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Planteamiento del problema 
Sean X¡, i = 1, ... , n variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), 

con una función de distribución acumulativa (f.d.a.) F que representan las ganancias (o pérdi· 

das) del jugador en las primeras n tiradas de un juego tsi X¡> O el jugador gana en la tirada i 

y pierde si X, <O). Sea. tambi~n 

la fortuna del jugador en el tiempo n. Se toma So =a como la fortuna inicial del jugador. 

Ahora considere .f\(a) como la probabilidad de acumular una fortuna b antes de perder la 

fortuna inicial a. Asimismo1 suponga que nuestro jugador puede escoger diferentes estrategias 

con esperanzas iguales y varianzas diferentes. Cuando se necesite hacer referencia a las variables 

X¡ sin importar el tiempo i, se escribirá sólo X. Se conoce que P,,(a) depende, en general, de 

toda la función de distribución de X. 

Una modificación del Problema. Clásico de la Ruina del Jugador puede ser formulada de la 

siguiente manera en términos de teoría de caminata aleatoria: 

El jugador se retira del juego en el tiempo N si yn. perdió su fortuna inicial (ruina del 

jugador) o si acumula una fortuna. b > O. La probabilidad }\(a) de tener éxito es igual a la 

probnbilidnd de que la caminata aleatoria SN alcance un valor mayor o igual que b antes de 

alcanzar un valor menor o igual a -a. 

La formulación del problema en términos de la Ruina del Jugador es simple y atractiva, y el 

esquema provee modelos simples y razonables para \"arlas actividades y fenómenos. (Ejemplos 

1-3, a.delante). 

Ejemplo 1 Un inversionista en un Afercado de Acciones, va a escoger entre dos tipos de ac­

cione.s: una estd. caracterizada por fluctuaciones pequeñas, la otm es muy especulativa. Asuma 

que el beneficio promedio al invertir en ambos tipos de accione., es el mismo. Comprando 

y vendiendo la acción, eventualmente tme como resultado una ganancia o pérdida aleatoria. 

Opemciones subsecuentes resultan eu una acumulación de entradas, y la situación puede ser 

modelada como un juego simila,. al descrito al principio de esta sección. La Regla implica que 

en un mercado en caída, "bear markct", (cuando el precio promedio de las acciones va para 

5 



abajo) las oportunidades de acumttlar una fortuna b, antes de perder el capital inicial a son 

rne;ores pam el ini•crsionista en las acciones et1peculativas. En un mercado alcista. "bull mar· 

ketr. (cuando el precio promedio de las acciones estd ganando valor). mercar con acciones que 

tienen una tendencia estable a la alza tiene una probabilidad mds alta de éxito. 

Ejemplo 2 En una reseroa de agua, los cambios diarios del nfoel de agua pueden ser descntos 

por una variable aleatoria.)(, midiendo los niveles de agua como cambios "partir de un estado 

"estandar" eu el nivel O. La acumulacidn de estos cambios aleatorios podrla resultar en cruzar 

el nivel critico inferior -(l o un nivel superior critico b. Suponga que en el periodo de tiempo 

considerado, el cambio promedio diario es negativo. En un año (o un clima) con fluctuaciones 

pluviales grandes, teniendo la misma precipitación promedio, las oportunidades de cnuar el 

nivel superior critico son (de acuerdo con La Regla, y de acuerdo con las observaciones) mucho 

mds altas, que en un año (o un clima) con tempemtura estable. 

Ejemplo 3 Mutaciones en el código genético resultan, en promedio, en una regresión de las 

carocterlsticas del mutante. Esto parece ser intuitivamente claro porque sólo algunas mutaciones 

muy espec{ji.cas elevan las habilidades de supervivencia de las especies. El efecto promedio 

de una mutación aleatoria parece perjudicar a las especies. Esto concuerda con el Segundo 

Principio de Tennodindmica, i. c. procesos no equilibrados se mueven hacia el estado mds 

probable del sistema. Sean X y Y dos descripciones cuantitativa& (en competencia) de los 

cambios resultantes de mutaciones aleatorias, tales que 

E(X] EtyJ <0 

Var(X] < Var[Y] 

Asuma que la acumulación de cambios hacia el nivel b resulta en nuevas especies de un 

nivel superior en el drbol evolutfro. Asuma ademds, que las especies mueren si los cambios se 

acumulan en la direccidn erTdnca hacia el nivel -a. La Regla implica que la.<11 oportunidades 

de un cambio cualitativamente positivo resultante de la acumulación de cambios genéticos sub­

secuentes son mds altas en el ca.so de una mutacidn tipo Y con una t•arianza md.'il alta. Esto 

corTesponde al tipo de mutación que resulta en cambios negativos frecuentemente pequeños, y 

6 



mutaciones raras pero signifirontes en el sentido positivo, que concuenla con la experiencia de 

los bidlogos. Ellos han observado que a menudo faltan las cadenas en los procesos evoluciona.rios 

y las tranBiciones de una especie a otro son a menudo discontinuas. Esto parece coN'esponder a 

la pauta del proceso evolucionario que resulta de procesos de mutacidn Y con 11arianzas gmndes. 

Sin embargo, hay que recordar que la probabilidad de alcanzar un nivel alto b en un proceso con 

direccidn negativa es muy pequeña. Esto va de acuerdo con la escasez (o tal vez unicidad) de 

la vida en nuestro universo conocido. 
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Capítulo 1 

Fundamentos Matemáticos 

Sea X: (O,u,P) - (R,B,Px) v.a. donde para cada A E B se toma 

Px {A] = p ¡x-1 (A)] 

Seao también ux =u (A I X:-1 (C) =A, para algan CE B), la sub 17-álgebra. de u, gener­

ada por la variable aleatoria X 1 y !1.1?0' el conjunto de funciones med.ibles con respecto o. "· 

La medida P induce una medida Pax cumpliendo que si A E ux entonces 

P6x [A]= P[AJ 

Se dice que una variable aleatoria Z E !D?O' x si está definida como Z : (O, ax 1 Pa.~) --+ 

(R,B,Pz). 

Por otro lado, se tiene que la función de distribución Fx de X está dada por 

F.x(x) = P{X :S x] 

nsimismo, la función de densidad de X es 

/x(x) = P{X =xi 
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1.1 Función generadora de Momentos 

Definición 1 La función generadora de momentos de X se define como 

.Px (t) =E [e'X] = J e1XdP(X) {1.1) 

donde 

J { !
- e•X f (x) dx si X es cont(nua 

e'xdP(X) = --E e<X P [X = x] si X es discreta 
% 

Cuando no hayo. confusión, se escribirá </J (t) en lugo.r de t/Jx (t). 

Todos Jos momentos de X pueden ser obtenidos diferenciando sucesivamente la función 1.1 

con respecto o. t : 

y evaluando en cero 

<P'x (t) 

<P'Jc(t) 

</J(n) {t) 

Todo esto bajo el supuesto de que se puede intercambiar el operndor de integración por el 

de difcrencie.ción. 

Cuando una función generadora de momentos existe, ésta determina de manera lloica a 

la distribución. De esta forma, se puede caracterizar la distribución de probabilidad de una 

variable aleatoria. por medio de su función genero.dora de momentos. 

Ejemplo 4 Nonnal (O, 1) : 

Sea Z una v.a. con /.d. normal estándar. 

<Pz(t) = e1'--e-2dz ! - 1 ,. 

-- ,/27i 
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Ejemplo 5 Normal (µ, u 2 ) : 

-
1-j"" •.t.-<; dz v"Ei -.,O 

1 ·¡"" -<•-•A'+<• 
fff= . e · · dz 
V~7r -ce -

.i; !"" ;,. . 
,/'Ei -oc e'.T.dy .'. donde .y = z - t s .. 

Si Z es una variable aleatoria con distribucidn nonnal estándar y X es una variable aleatoria 

nonnal con media 11. y varianza u 2 entonce.! se puede escribir X como 

De esta manero 

X=µ+uz 

•'µE (e"'Z] 

e'µ<l>x(tu) 

e'" e ~ 

e'"+~ 

1.2 Esperanza condicional 

Sea. (0,a,P) un espacio de probabilidad y sea A E u, tal que tal que P(A] >O. La. función 

P [· 1 Aj : u - [O, lj definida. por 

P[BnA] 
P[B I AJ = P[A) para. ca.da. B E a 

es una medida. de probabilidad definida en (O,u) a partir de P, por lo que (O,u, P [· 1 AJ) es 

un espacio de probabilidad. De hecho, se tiene que si X es v.a. definida en (O,u) es integrable 

con respecto a P, entonces lo es con respecto a P[· I A). 
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Observación 1 P [D J AJ es la Probabilidad Condicional de D dado A e u. 

Ahora suponga que P [AJ < l, lo que Implica que P (Áª] >O. De aqu{ que P (B JAº] esté 

también definida para todo B E u. Lo anterior brinda la posibilidad de extender el concepto 

de probabilidad condicional a una variable aleatoria, vía la función indicadora. 

Definición 2 Tome B e u, 

Lo. definición 1.2 se puede ex~ender a una variable aleatoria discreta arbitraria, 

Definición 3 Sea A E o y Z definida como Z: (O,cr,PJ- {zi,zo, ... } que cumple que 

C¡ {Z=z¡} (1.3) 

~ ~[Ói]='~i; o 

~ P:1Yil~l 
entonces la probabilidad de A d~do·'i ·ae' define'.;;ci'mo. 

~.; .- "'- • V • 

(1.4) 

···.·.-_ - '.·- .·'.:· 
A continuación se utiÍizan.1.2-;1·~4--p~n. definir el concepto de Esperanza condicional. 

Definición 4 Sea X u~au:a/~;~ri.:;·~) tal que E[XJ emtc y sea A e" tal que P(AJ >O. 

La esperanza condiciona~_de -~-~_da'4~- A Se d~}ine como 

. E[X 1 AJ= J;, XdP(· 1 AJ (1.5) 

De 1.5 se observa que la E[X 1 AJ se define de forma similar que E[XJ, sólo que el espacio de 

probabilidad en el que se define es (n;cr, P(· J AJ), es decir, cnmbla la medida. de probabilidad 

pero se sigue tomando el mismo conjunto y la misma a-álgebra. 

Se desprende de 1.5 una. propÍec_lad muy '1til de la Esperanza Condicional dado un e'vento. 
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Proposición 1 Sea X una v. a. en (í!, u, P) tal que E(X] eziste 11 sea A e u tal que P(A] > O. 

Entonces 

Demostnicidn: 

E(X 

E(X 1 11] - E(Xl,iJ 
• - P(AJ 

AJ= fidP(·IAJ 

(XdP(· I AJ +f XdP(· J AJ 
},¡ . .· ·· Jn\A. 

L. XdP(· J AJ . · 

f 6 XdP 
P(AJ . 

f0 Xl,.dP 
.P(AJ 

E(X!,.J 
P(AJ 

donde el paso 1. 7 es consecuencia de tJu~ 

• 

{ XdP[· 
ln\A 

AJ = ! Xln1;1dP(· J AJ 

o 

(1.6) 

(1.7) 

Para preservar la relación entre la probabiJidad de un evento y la esperanza de su función 

indicadora, tome la siguiente definición: 

Definición 5 Sea Be a, la espemnza condicional de la dado Z definida como t.,¡, se define 

E(lo I ZJ = P(B J ZJ 

y entonces 

E(lo JZJ EE (lo 1 CJJ le, 
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_ ¿E(lsle,J 
- i P(CJ) le, (1.8) 

Note que hasta est~ momento, las definicionés de esperanza condicional contemPlan eventos . . . 
cuya medida es mayor que cero. Para adecuar las dcfiniciories. a tifl conc~pto más general de 

ahora en adelante, adopte la siguiente collvención: 

Si P[A) =O, entonces se dice que 

E{ls [A);= o.si.~[A]~~ 
.. : ;·:>:.:"·' ·:;:-..· 

de estn forma se pueden incluir· ~n la .~f'.!finl~iÓn .t.3 l~s conjuntos C¡ para los cuales 

P(C;J = O, y no afecta ningun~. fó~rii~i·~:;pz.~~i~~ ·Y~ 'qu~ deseo manejar variables 
' •. ''<:'C •• •.· .. ¡ .. 

aleatorias definidas casi scgur~·~º.~.~~';.'.'.:.~~:~~m.~·. y~. So puede tomar la esperanza 

condicional con respecto a. i ~ lo:, ~~.-~~~, ~~~ todas las esperanzas condicionales 

se convierten en esperanzas ~~~.i~¡~~·~~.'~~·· ~·Cgur~ente. 

Dellnltlon l Sea X v.a. con esp;~;~ fi~illl'.. Entonces pam Z v.a. discreta (como en 1.3), 

la esperanza condicional de X dada Z ·, 

O' ~E(Xle1 ) 
E[X [ Z] = 7' P[CJ] le1 c.s. (1.9) 

Se pueden cambiar espcranz~ ~ integral~ libremente con las siguientes reglas: 

con esto se observa que si j• = {j: C;.nB 'f. 0} 

· E(Xle1 ) 
E[X 1 Z]lo =E P[C) le, c.s. 

jo j 
(1.10) 
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y tomando integrales de los dos lados, considerando que la su~a de un número finito 

de términos E [Xlo,] está dominada por E[IXIJ, 

/, 
· /, ~E [Xlo,] 

8
E[XJZ}dP = s'T P[CJ} lo,dP 

J. ~E [Xlo,J le dP 
s'T P[C;J ' 

J,,¿e¡x 1 c1} lo,dP 
J 

!,, XdP {1.11) 

el teorema de con~rgencia dominada asegura. que el lado derecho de la igualdad 

1.10 es finito. 

A partir de lo anterior se puede extender el concepto de Esperanza Condicional n. una 

a-álgebra contenida en u. 

Definición 6 Sea {On}n;;,i unaparticidn e/el conjunto n, (i.e . • lii On = n). Sea ta1'ibi~nuo = 

"(rl1,íh, ... ) la a-dlgebm genemda por todos estos conjuntos. Sea también X._una v.a.' con 

eapemnza Jitiita, entonce.a 

E [X J uo) (w) =E [X J 0.J si w E 0. (1.12) 

Un caso particular de esto se da si uo = {0,0}, entonces E (X J uo] =E [X}. De hecho, este 

caso sirve como base para la extensión antes descrita. 

Observación 2 E {X 1 uo] es una/uncidnu-medible, es decir una variable aleatoria en (O,u ,P). 

Observación 3 Note también que 

E [X [ "º! = LE [X 1 O.! ln. 
n2'1 
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de donde 

l. E[X 1 ua}dP ln~E[X 1 O~Jln.dP 

E r E[XJO.}ln.dP 
n~1Jn 
I:;ElE(X 1 n.jln.J 
ni?,1 

E E [E (X 1 O.J 1 .n.J P (On} 
n~l 

¿e¡x 1 O.]P[Onl 
ni?,1 

E(XJ 

foxdP 

(el paso J.13 es consecuencia de la ecuacidn 1.6). 

Observacidn 4 De la obseMJacidn anterior 8e infiere que 

E [X 1 uo} =X c.d.( Pa0 ) 

donde Pva es la medida de probabilidad inducida por P en la u-dlgebm ao, es decir 

Paa [AJ = P[AJ para toda A E uo 

(l.13) 

La siguiente proposición sugiere una equivalencia de la definición 1.12 de Esperanza Condi­

cional dada una u-álgebra: 

Proposición 2 Sea {On}n2'.l es una po.rticidn del conjunto O, (U 0.. = n) . Sea también 
n;::t 

"º = u(S11' n2, ... ) la tT-dlgebm. generada por todos estos conjuntos, entonces 

E[Xln J 
E[X 1 uo} = P(n.J para cada n ~ l 
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Det'ROatrocidn: 

E(XJ<7o] 

• 

E (X 1 n.) para cada n ?: 1 
E(Xln.) 

p (On] pam cada n?: 1 

De forma general, se da una nueva definición de Esperanza Condicional~ en términos del 

teorema de Rad.on-Nikodym. 

Sean (O, u, P) un espacio de probabilidad, una O'·álgebra uo s;;; u 1 Pera la- m~cÜd~ inducida 

por P sobre <To. Sea X : (O, u, P) - (R, B, Px) una v.n., con E [IXI) < oo. Po~ ~l TeOrema de 

Radon-Nikodym, existe una variable aleatoria W que cumple: 

(i) W es <To-medible. 

(ii)Para toda A e uo. 

.l. XdP =.l. WdP (1.14) 

Note que W no es llnica. Pero si Wo es•otra variable aleatoria que c~mple con (1) y (11), 

entonces l Va = l.Y casi seguramente. 

Definición 7 E [X l "o) (una versión de la esperanza condicional de X dada ao), es cualquier 

variable aleatoria W satisface (i) y (ii). 

Se dice que W es una versión de E (X ( uo]. 

Para explicar de que manera se aplica el Teorema de Radon-Nikodym, note que 

.l. XdP~0 .l. XdP 

J;. Xl,..dP =~(AJ 

de donde -"[AJ es una medida finita con signo definida en ao, que cumple con que ~ <e: Pero. Por 

tanto existe uno. función W : O - R, rro-mcdiblc tal que 1.14 se cumplo. 

E [X J uo] es el mejor pronóstico de X a partir de la información que provee"ºº 
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Definición 8 Sea (O, u, P) un espacio de probabilidad donde uo ~ u es una sub u-t1/gebm de 

(7, 

Sfa Y_ una variab~~-a/00.tória, en·(n,a,P) con esperanza finita. Entonces una versión de la 

espemnza cond~cional_ de Y· dada uo (E [Y 1 ao]) ea cualquier /uncidn en rot'a0 tal que 

'f,B[Y 1 O'o) dPa0 = { YdP paro todo A E uo 
ÍA · JA · 

(1.15) 

De manero and/oga se pueden definir la Probabilidad Condicional de B dado uo(ver apéndice). 

Si "º = cr x, ento~ces la siguiente da una notación_ alterna que permitirá hablar de la 

Esperanza Condicional de Y dad.a una Variable aleatoria X. 

Definición 9 Sean X, Y v. a. definidas en O tales que E [Y) < oo. 

E[Y 1 X)= E[Y 1 ux] (con respecto a Paxl (1.16) 

Hay que enunciar un importante teorema para seguir hacia la definición de Esperanza Condi­

cional da Y dada X = x: 

Teorema 1 Si X y Z son variables aleatorias tales que Z E nn(I' ·" J entonces existe 'P : R - R, 

tal que 

Z=rp(X) (1.17) 

Demostrocidn: 

- Primero note que 

A e ux <c?A = x-• (C) = lc(X) 

pam alguna C E B. Por lo que 

rp =le 

- Ahora, paro el caso en el que 
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unafuncidn simple, paro {AJ}neN ~ax y son tales que An = x-1 (Cn) = Ic. (X) paro cada 

ne N donde {Cn}neN ~ B, entonces-

- Despu~s tome 

Z E a,.x-1 (Cn) 
nEN· 

E a,. (le~ (X)] 
neN 
<p(X) 

Z= limZn neN 

donde {Zn}neN ~ rolax es una familia de funéiones simples tales que Zn = 'Pn (X)·pam cada 

n EN. Se sigue que 

Z J~~'l'n(X) 

= cp(~):. 

por lo que el teorema es cierto paro cUalq~ier v.áriable aleatoria Z e !mO' x . • 

y por tanto, usando 1.14 y 1.16 se tiene la siguiente definición: 

Definición 10 La eBperonza condicional de Y dado X (E(Y 1 X]}, .., cualquier /uncidn ux­

rnedible que satisfaga 

l. E(Y 1 XjdPax= J. YdP paro cualquier A E <Tx 

Además, n partir de 1.16, 

E(YIX]E!l1lax 

Así que usando el teorema anterior se tiene que existe cp : R - R tal que 

E(YIX(=<p(X) (1.18) 
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de donde se define 

E(Y 1 X= :z:J = <,0(:z:). (1.19) 

por lo que.otra vez, con base. en 1.14, dado un evento A e ux, se tiene el 

Teorema 2 Sean X : (fl,u,P)-+ (R,B,_Px); Y·: (fl,u,P)-+ (R,B,Py) v.a. tales que 

E [IYIJ < oo. La esperanza condicional de Y dada X = :z: es una /unción Borel-medible que 

satisface 

f E(Y I X= :z:)dPx(:z:) = f Y(w)dP para todo Ce B 
le lx-•cc¡ 

Demoatrocidn: 

• 

7bmando en cuenta la definicidn 1.19, y que 

Aeux~A=X:-'CC) paraalgtlnCeB 

f YdP 
lx-•(c) 

f · E(Y: J X]dP 
ÍX-l(C) 

f, . <,0(X)dP 
lx:;•cc> · ... ::\,·: 

= I.1;c~;~~;;(X)dP ln · · ... ·. ·. 
= k l¡, (x)".¡; (X) dP 

fo (lo •v>)(X)dP 

Ja (lo .. p)(:z:) dPx (:z:) 

J;,v>(:z:)dPx (:z:) 

J;, E(Y J X= :z:)dPx (:z:) 

Se desprenden de manera no.turnl las siguientes propiedades de Esperanza condicional: 

Proposición 3 Sean X: (fl,u,P)-+ (R,B,Px)v.a. tal queE(IXIJ < oo, "ºuna subu-4lgebra 

de a, entonces se cumple que: 
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(i) Si X E !!7tuo, entonces 

E(X 1 ao] =X, P-c.s. 

(ii) Si X = e, P ·e.a entonces 

E [X 1 ao) =e Pa0 -c.s. 

(iii) Sen Y v.a. en (!l,a,P) tal que E[IYIJ < oo. Sean a,b E R, entonces 

E(aX +bY 1 ao) =aE(X 1 ao) +bE[Y 1 ao) Pa,-c.s. 

(iv} Como X •• una funci6n rota medible, ae cumple que 

E [X 1 ao) =E [x+ [ ao] - E [x- j ao] Pa,-c.s. 

(v) Si X, Y v.a. en (ll,a,P) tal que, y E[IYIJ < oo, entoncea 

E(X 1ao)$E(Y1 ao) .Pa0 -c.a. 

(vi} Como conaecuencia de (v}: 

[E(X(aoJl$E[IXll~o) Pa~-c.s. 
:";.-.• --'·· 

{vii) Si CT0 10'1 ~a entonces 
. -~ · .. -<·::.: 

E (E [X 1 aoJ lútÍ_~ E"[x I~~) Pa,-<i.s. 

1J también 

E (E (X 1 a1) [ ao) =E (X j tTo) Pa0-c.s. 

(viii) Si X es independiente de ls, pani todo ~'e áo, entonc~s 

E(X[ao)=E(X) P-c.s. 
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{ix)Sean O S. Xn :5 Xn+t pam toda n ~ 1, y J~ Xn =_X. va~ables aleatorias con esperanza 

finita, entonces 

n1.!!'.!o E (Xn i uo] =E (X l uo], Pa,-c.s. 

(x)SCD. Y una v.a. E rota, y asuma qu• X y XY tienon esperanza finita. Entonces 

E (XY 1 uo] =Y E {X 1 "º' Pa,-c.s.], Pa0 -c.s. 

Demoah"ocidn: 

(i) La prueba ut4 dada en la Observacidn 9. 

(ii) Debido a la unicidad casi segu,..;mente de E(X i uo) en J.11. 

(iii) A E uo 

(iv) 

(v) 

LE {aX + bY l 110] dPa0 

L E(X l "o]dPo, 

LaX+bYdPao 

a L XdPa0 + b L YdPa0 

a L E(X l uo)dPa, +b L E(Y l 110JdPa0 

L aE(X i uo] +bE(Y 1 uo]dPa, 

LXdPo, 

L x+dPo, - J.. x-dPº, 

J.. E [x+ i ITo] dPa, - J.. E [x- l uo] dPo, 

LE (X l uo)dP = LxdP ~ L YdP =J.. E(Y l 11o)dP para toda A E"º 
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Ahoro sea Ao = {E[X 1uo]<E[Y1 uo]}ª. Entonces 

{ E[Xluo]dPS1 E[Yluo]dP iAo Ao 

por lo que la igualdad se debe dar paru este Ao, por {iii) 

{ E[Y I uo]-E[X I uo]dP =O J,.. 

y paro eate Ao el integmndo u poaitivo. Por tanto 

Pa0 [Ao] =O 

(vi) De la desigualdad 

-1x1sxs1x1 

el rerultado ea inmediato. 

{ E[Xluo]dP=.·;·l XdP~O 
)A ,,"JA. 

por tanto E [X l 110] ~ O, Puo·c.s. 

(v) Se tiene que paru todo B E R, y A E u~, 

11 por otro lado 

.l. XdP = E[Xt,._] = E[X]E[lA] = ¡ E[X]dP 

En particular si X = e, 

E[cl uo] =e 

(vii)E IX 1 uo] es uo-medible y por tanto u¡-medible. El resultado se sigue entonces de (i). 

{viii)Sea A e uo ~ a1, entonce& 

1E[X1 uo]dPao =.l. XdP 
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pero A e CT1, lo cual implica que 

LE [X J u1] dP" 1 

i E [E {X l a1J 1 "º] dP"º 

Ya que los dos integro.ndos estdn en ~o, 

E{E[X j u1J J ao)=-:E[X J aoJ,P"0 c.s. 

(ix) Para toda n ~ 1 

O S XnSXn+l 

~ O$ E{X.] $ E[Xn+1],P"1 c.s. 

entonces e:r:iste L = nl.!..~ E {Xn 1 aoJ ~ O 11 por tanto para toda A e ao, el teorema de 

converyencia mondtona gamntiza que 

lim ( E[X. I ao]dP"º = ( LdP"º n-oo}A ÍA. 

y también 

llm ( X 0 dP = [ XdP = [ E[X I ao]dP 
n-oa}A ÍA ÍA 

concluyendo que 

(x)Primero sea Y= lA pam A e ua. Entonces para todo Be uo se cumple 

J. E [XY 1 uo) dP"º 

23 

J.xYdP 

f XdP 
ÍAnB 

[ E[X 1 uo]dP"º 
JAnB 

J. Y E [X 1 ao] dP"º 



Para generalizar el resultado, se toma Y como una suma de funciones indicadoras en sub. 

conjuntos ajenos por pares de A, multiplicadas por -una constante adecuada, es dcctr, como una 

funcWn simple. Lo anterior se utiliza extendiéndose hasta el caso en que Y = y+ -Y- sea una 

función medible viéndola como límite de /unciones simples no negativas. La prueba entonces 

quedarla completa. • 

De estas propiedades se puede ver que tratar de obtener unn. esperanzo. condicional es en 

cierta forma, un juego en e} que se pronostica y se verifica el pronóstico, de manera formal este 

proceso consiste en verificar las propiedades de la definición de Esperanza Condicional. 

1.3 Cadenas de Markov 

Sea. (Xn.r) = {Xn: (0,11, P) - (r,ar, P) 1 n EN} un sistema. de v.a..l.i.d. (a. r se le llama 

conjunto de estados del sistema). Llamaré Xn estado del sistema en el tiempo n. Muchos 

sistemas tienen Ja propiedad de que dacios k,n,m E N 1 si k < n < m, X1c no tiene influencia 

en Xm, es decir, los estados anteriores a Xn no influyen en el futuro. Estn. es la Propiedad 

de Markou y los sistemas con esta. propiedad se llaman Cadenas de Markou. La. propiedad de 

Markov se ve de manera formal como: 

P (Xn+l = Xn+l 1 Xo- = Xo, ... ,Xn = Xn+ll = P (Xn+l = Xn+l 1 Xn = XnJ 

donde se simplll!ca li< notación de la. siguiente forma. 

P (Xn+l = Xn+l 1 Xn = Xn} = P {{w : Xn+dw) = O:n+Ü 1 {w: Xn (w) = Xn}) 

Definición 11 Sea 

T{x,¡¡J = P{Xn+i =¡¡ I Xn =o:j 

paro toda ne N. T se llama probabilidad de tran.oicidn de la cadena. 

Lu. probabilidad do transición cumple que 

OS: T{:i:,¡¡J S: 1 
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y 

LT[x,yl = 1, \lz e r 
•er 

Se necesitan algunas definiciones para describir mejor las cadenas de Markov. 

Definición 12 Si 

P[Xn+l =y 1 Xn =xi =P[Xm+l =y IXm =xi (1.22) 

para toda& n, m EN 11 pam todoa x, y E r, entonce. la probabilidad de tmnsici6n ea eataciona.ría 

(p.t.e.). 

La siguiente pro¡>05ición es consecuencia inmediata de 1.22. 

Propoaición 4 Sea {Xn}n;::i una cadena de Marlcov. Si la cadena tiene p.t.e. entonces 

• 

P[Xn+l =y 1 Xn =xi =T[x,yl, n ~ 1 

Demo•troci6n: 

La prueba ae aigue de laa definicionea 1.1!1 y 1.111!: 

P(Xn+l =11 I Xn =xi P[X1 =ul Xo=x) 

T[x,yl,n~l 

Ahora, la siguiente definición proporciona información acerca del tiempo que tarda una 

cadena en llegar a un cierto conjunto de estad.os. 

Definición 13 Sea T ~ r. El tiempo de choque de T cstd definido por 

NT = min {n >O 1 Xn E T} 

En particular, si T ={y}, entonces NT se denotard como N'll. 
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Definición 14 y e r es un estado absorbente si 

T(y,y] = 1 

Un estado y es absorbente a partir del momento en que la cadena Uega a y, la cadena ya no 

se ruue\'f! de ah!. 

En Jo suh&ccuente se tomarán en cuenta sólo cadenas de Markov con p.t.e. 

Deftnlcldn 15 La funcidn 

iro(.r) = P [Xo = .r] 

definida para toda :z: e r ae llama dUtribucidn inicial de la cadena, y u tal que 

OS iro(.r) S 1 

y 

L"•<x>=1 
zer 

Proposición 5 Si T[x,yJ .., la probabilidad de tmnaici6n de la cadena de Markov {Xn}n2:l • 

entonoe.t ae cumple que 

P(Xo =xo, ... ,Xn =:rnJ ="o(:r) ·T[xo,xt) · ... ·Tfxn-1,xn), Vn eN 

Denioatrucidn: 

Por indu.ccidn sobre n, se tiene que: 

P[Xo =xo,X1 =xi]= P[Xo =xoJP[Xi =x¡ J Xo =xoJ 

= "º(:ro) · T [xo, x¡} 

7bmando como hip6tesis de induccidn: 
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• 

entonces 

P(Xo=.ro, •.. ,X1r+1 =:ck+1] = P(Xo~zo, ••• ,X1c =i1c,X1r+1 =z1r+1) 

= P(Xo =.xo,. .. ,x• =i•J P[x.:i =,i•+1 I Xo ,.;~~; .. :,x. = "'•] 

= "'o(:ro) ·T(:ro,:i:1] · ... ·T(:i:i.-1,:ri.)P[X•+1 =xo+1 I x. = "'•] 

= 11'o(xo) ·T(:ro,:r1] · .•. ·T(x•-••"'•]T(:r•,:rk+tl 

1.3.1 Caminatas aleatorias 

Deftnlcldn 16 Sea {Xn}n<:t una suc .. idn de v.a.i. con densidad com!ln/, 1a1 .. que E llXnlJ < 
oc, pam toda n ~ l. Sean tambif!n So una variable aleatoria independiente de la auceai6n 

{Xn}n>l 11 Sn =E X¡, con n ;::·1. El procuo {Sn}n>O ea llamado una caminata aleatoria. A 
- •-1 -

So .se le llama e.ttado inicial de la caminata. 

Lema 1 El proceso {Sn}n~o es una cadena de Marlwv cuya probabilidad de transicidn estd 

dada por 

T(:i:,11]=/(11-.x) 

Demoatnaci6n: 

Sea 7ro la di.stribucidn de So, entonces por 1.23, y por induccidn 

"o(•o)T(so,•1) = P(So =!t,~1 =si) 

=P(So~1+•0=•1] 

= P(So = •o,X1 = •1 -•o] 

= P(So =•o] P(X1 = •1 - •o] 

="'º(•o) I (•1 - •o) 

Suponiendo que el lema se cumple para toda k < n 

7r'Q (so)T(so,s1) .... ·T(sn-t.Bn) = P(So =so.Si= 81,. •• ,Sn-1 = Bra-11Sn = Bn] 
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por lo que 

o de forma equiVBlente 

= P{Sa = sa1X1 +so= s1, ... 1Xn +s~-t = Bn] 

= P(So = so,X1 = s1 - sa, •.. ,Xn =sn -sn-1] 

= P[So = •0JP[X1 ,.;81 -::-·•oJ · ... -. P[Xn = •n -·•n-1! 

= 11"0 (•o)T(~o,•1) , ... ::l"c~~'-2,~L1)f (•n - •n_:.1) 

... "* T(~n-h8n) = /(sn - Sn-1) 

T(sn,•n+i)=/(•n-1-sn) pam tod11nEN 

p [Xn+l = "'•+1 1 x. = z.J = I (•n-1 - •n) para todo ne N 

• 
Por ejemplo, las caminatas aleatorias pueden modelar un juego, en donde Sn sean las 

ganancias después de la n·ésima apuesta de un jugador que gano. o pierde una unidad en cada 

apuesta. 

1.3.2 Estados recurrentes y transitorios 

Sea {Zn}n;,,o una cadena de Markov con espacio de cstadoe r y probabilidad de transición P. 

Sea también 

P,, = P [N, < oo 1 Zo = zJ 

la probabilidad de que una cadena de ?vtarkov que empieza en el estado z,llegue al estado y en 

algún momento. En particular Pn es la probabilidad de que partiendo de y, la cadena regrese 

al estado y. 

Deftnición 17 Un c:1tado y es llamado recurrente si P1111 = 1 y transitorio si Pw < l. 

En particular un estado absorbente es un estado recurrente. 
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1.3.3 Tiempo de paro 

Definición 18 Sea {un}neN una sucesidn no decreciente de sub u-dlgebras de u. Una funcidn 

N: cn,u,P) - N es llamada un tiempo aleatorio relativo a {un}neN si el evento {N = n} e CTn. 

para cada n E N. 

Al conjunto { n n} nEN ae le llama filtracidn de tT. 

Deftnlcldn 19 Si N es un tiempo aleatorio relativo a {an}neN tal que P(N < oo) 1, 

entoncea el tiempo N ea un tiempo de paro. 

Note que si {Sn}n;:?.O representa la fortuna del jugador en cada jugada de un juego, y Nea 

un tiempo de paro para el juego, y el objeth'O del jugador es llegar a tener b empezando con 

un capital Inicial o 

Proposición 6 Si N ea un liempo de paro. enloncu {N ~ n} e Un-1 ai 11 adlo ai {N = n} E 

{N<!:n}= (ü{N=i})c 
J•I 

n-1 

= n {N=i}ªeun-1 
J-1 

de forma inveraa. ai {N 2!: n} e "'n-1 1 entoncu 

{N =n} = {N ~n}n {N <!: n+ l}ª 

• 
La proposición anterior es múy importante ya que da información acerca de los eventos en 

la u-álgebra para una variable aleatoria que está involucrada con un tiempo de paro. También 

hay que notar que 

{N < n}c = {N <!: n} E <1n-I 
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A continuación se enuncia. un lema conocido como el Principio de Dualidad: 

Lema 2 Si Xa
1 
... 1 Xn son v.a.i.i.d., entonce.s (X1, ... 1 ... Y"n) tiene la misma di.stribucidn conjunta 

que (Xn, ... ,X1). 

• 

Demo•tf'Ocidn: 

La validez del principio de dualidad es inmediata ya que las {Xn}n~l son v.a.i.i.d.: 

P(X¡ =x¡, ... ,XA=xn) =P(X1 =x1]• ..• ·P(Xn =xn] 

= P(Xn = Xn] • .•. • P(X1 = z1] 

· = P(Xn =x., ... ,X, =:r1] 

Propoalcldn T Sea{Xn}A>I .rucuidn de ooriabl .. aleatoria.. independientu e id~nticamente 

diatribuidaa 1f Sn =E X;~ n 2: 1, ta/ea que E (X] > O. Si N = min {n : Sn >O} entonces ,_, 
E(NJ <oo. 

Demo•lnlddtl: 

E(N) = f: P(N > n] 
n..O 

=EPIX1 so, ... ,x, + ... +xn so¡ 
n=O 

"" =E p (Xn $O, ... , Xn + ... + X1 $o¡ (1.24) 
n•O 

"" =E P(Sn-Sn-1 $0,Sn -S.-2, ... ,S. $O] ·-· 
=E P(Sn :S s._ ..... ,.s;. :SO] 

n=O 

Una renovacidn se lleva a cabo en el tiempo n si Sn S Sn-1 1 ••• , Sn S O. Note que loa 

tiempos entre renovacione.9 sucesivas son independientes e idénticamente di.stribuidos heredando 
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la propiedad de las {Xn}n:?:l. Entonces par el resultado obtenido anteriormente 

E[N] =L P[Sn $ s.-1, ... ,s. =:;;O] 
n=O 

00 

= L Pl OcuNU una renavacidn en- el tie,;,po n] 
n=O 

00 

= i+ ¿ Pfs. -s.-1 s o.s. -s._ •.... ,s. s 01 
n=I 

Ahom, como E[X) > O, la ley fuerl.~· de Íos, g,:C·~dea'· númer0.9 nos dice que Sn -+ 001 por 

lo que el mlmero de renovaciones que ocu~rdr:i ~~;d fini'to: ~~ ~roba~áidad 1. 

De donde 

E[# de renovacion~s ocurrid~] < oo 

y por tanto 

E[N] <0o. 

Sdlo resta ver que el paso en 1:1!4 e~-. cierto. Para tai .. e}ecio, -~o~e que 

P[X1+X2S z]= j P[X1 S z-y]dP[X2SY] 

= j P ¡x,. s z - y] dP ¡x, =:;;y] 

= j P [Xn $ z - y] dP [Xn-1 $ y] 

= P[Xn +Xn-1 $ z] 

que es la aplicacidn de un teorema de Probabilidad paro eventos independientes (ver ap~ndice). 

Los siguientes pa.<ms se aplican sustituyendo Xn +Xn-1 +X3 =Y +X3 y as( sucesivamente 

hasta tener el ntimero de ténnino.'l necesarios. • 

Nota 1 El ntlmero de rcnat•aciones ocurridas es infinito si F(oo) la probabilidad de que el 

tiempo entre renovaciones sucr..'livas sea finito es igual a 1, o tiene una distribucidn geométrica 

con media finita si F(oo) < l. 
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1.4 Martingalas 

Sea {Zn,un}n2'!I un proceso estoc1tstico en donde {Zn}n~I son v.a. y {.u"~~~t ·u.~~ fil.t~~Jdn de 

u, donde"" =u {Z1,z., .. ., Zn} (la 17-álgebra generada por el conjunto· {Zi,Z2;~:.-,Zn}). 

Definición 20 Un proceso estocdstico {Zn,rrn}n:?l es una·Afart.i'19á!~-si'~~~Pi~'<Jf:'e 
{i) E[IZnlJ < oo, pam toda n 2: 1, :;·:~\ j; ,.,· i.': 

(ii) E (Zn+l 1 Z1,Z2, ... , ZnJ =·Zn ("::. ·~'..t~··.~-~,:·:_:.', _ ·,·<(,':: 

Una 1'fartingala es una versión generaliZada··d~ U~'J~.e&~júS¡·~;':':;d~,-~J~~~j~;·:·~i J~··for~·una 
del jugador después de la n-ésima jugada es z., 1~ él~ft~ici.Í·n:¡;,;~~blecé'~~· .Jrortlina e8perada 

después de la jugada n + 1 es igual a su fortun~ d..;p'Jé,, d~·¡~ ;¡;~1.iiÚ~~;;;i,,: Óo lmportándo . . -... . . ~-~~- ·. . . . . . , 

lo que pueda haber ocurrido antes. 

Observe que la condición (U) de la definlci6nimpÚcaq~~, 

E [Zn+1) = E [E [Zn+1 1 unlJ = E (Zn) 

y tomando esto en cuenta para cada n se sigue que 

E (Zn) = E (Z¡) para toda n. 

Deftnlcl6n 21 Sea N un tiempo aleatorio pam el proceso {Z0 , n 2:.1} y sea 

Zn = { 

{Zr;, n :;:: 1} es el proceso pamdo. 

ZnsinSN 

ZN sin>N 

El proceso parado determina una nueva filtracldn {ir;} neN d~ a, que resulta ser 

_ { ""si nS:N 
Un= 

<TNBi n>N 

(I.25) 

(I.26) 

es decir que la información de Un es heredada por Un mfentrBS n S N (después ya no hay más 

información porque el proceso se estaciona). 
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Proposición 8 Si N es un tiempo ale.atorio para la Martingala {Zn,un}n;:o:l, entonces el pro· 

ce.'iO pamdo {Zn,Oñ}n;:o:l es también una klartingala y ademds E rz;;] = E(Z1)'Vn. 

Demastrocidn: 

{ 

1 .,; n::;-" 
Sea I,,, = 

O sin>"" 
Comprobando la definicidn J.26, se observa que 

ya que si N 2: n, entonces Zn-1 = Zn-1 

y si N < n, entonces In =O, y por otro lado Tn:i'"= ZN~ por lo que 

que garantiza la igualdad 1.117. Hay que notar que 

Primero 

{In= 1}0 ={In= O}= {N < n} E Un-1 

E (Zn" f Un-1] =E (Zn-1 + I,. (Z,. - Zn-1) f Un-1) 

= z;;:t + I,.E (Z,. - Zn-1 f Un-1) 

= z,._, +In (E (Z,. 1 Un-1) - Zn-1) 

=Zn-t 

Ahora, para completar la pro'eba, 

E (Zn" f a.::í] = E (E (Zn f u n-1, cr,;::rj 1 ir.;::rj 

=E [E ¡z;; f Un-1] f ¡r,;::¡j 
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= E [Zn:l I Un=i] 

por tanto el proceso parado es una ,\fartingala; como 

E ITnJ = E [2ij \fn 

Y Zt = Zi, entonces 

E IZnJ = E (Z¡) \fn 

• 
Suponga que el tiempo aleatorio N es un tiempo de paro, es decir 

P[N < ooJ=.1 
=> Zn -.. ZN cuando n _,. oo 

=> E rz;;J - E [ZN} cuando n - oo 

con probablUdad l. 

Como E IZnJ =E [Z1J para toda n ~ 1, 1.31 establece que. 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 

(1.31) 

(1.32) 

de donde es posible concluir que bajo ciertas condiciones de regularidad, 1.31 es válida, a partir 

de Ja cual se deduce el siguiente teorema: 

Teorema 3 (MIEi) Si existe una M < oo tal que 

EflZn+t -Znf 1 un)< J.\f y se cumple cualquiero de las siguientes lrf!4 condicionu, 

(i) La sucesidn {Zn}n~t es unifomiemcnte acotada. 

{ii}N <oo. 

(iii} E (N] < oo, 

entonce• E (ZN} = E [Z,J. 
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Demostrocidn: 

de donde 

E(IZn+tf f 17n)- fZnf = ElfZn+tf f un) -ElfZnf f u,.J 

$ E(IZn+l ;_ z .. 11 Un)<]\,[ paro alguna lvl < 00 

E lfZn+tl f un)$ fZnf + M paro alguna M < oo 

Suponga que no es ciert.a.
0

la igualdad 1.3S, entonces por contmposicidn: 

No es cierto 1.31 o no es cierto J.33 (el proceso {Zn}n~t no serla una Afarf.ingala}. 

(1.33) 

Por otro lado, si no se cumple 1.31 entonces no se cumple 1.30, 11 a su vez esto implica que 

1.29 tampoco se cumple. 

- Si no se cumple 1.30 que implica que {i) tampoco es cierta. Como tampoco se cumple J.29 

se sigue que (ii) no se cumple, y. esto implica que (iii) tampoco.• 

Este teorema establece que en un juego justo1 si un jugador usa el tiempo de paro para 

decidir cuando renunciar1 entonces su fortuna inicial es igual a su fortuna inicial esperada. En 

el sentido de la esperanza, tener un juego exitoso es imposibJe si una de las condiciones (i), (ii), 

o (iH) se cumple. 

En lo sucesivo, cuando se mencione X, en realidad se está hablando de Xn para cualquier 

neN. 

Cuando se tienen tiempos de paro, es posible obtener esperanzas con respecto a procesos 

parados. Un resultado muy importante relativo a esto es la Ecuación de Wald: 

Corolario 1 Ecuacidn de Wald: 

Si {Xnln;,l, son v.a.i.i.d. con E(IXIJ < oo y si N es un tiempo de paro con E[NJ < oo, 

entonces 

.E[tx,] = E[NJE[X). 
·-· 

Demo1troci6n: 

Sean 1•= E[XJ 11Zn =f: (X,-µ). Sea también Un =u{Z1,Z., •.• ,Z,.} 
t=t 
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n 

E(Zn 1 O'n-1] =L: (E(X; -µ) 1 D'n-1] 
•=I 

n-1 
=L: (E(X¡ -µ) 1 D"n-1] + E[Xn -µ 1 "'n-1] 

l=I 

[
n-1 ] 

=E L:CX;-¡•)lun-i 
•=I 

=Zn-l· 

Por lo que {Zn,O'n}n~l es una martingala. 

Tomemos en cuenta que 

entoncea 

Zn+l - Zn = Xn+l -1t 

E(IZn+I -Znl 1 Un)= E(IXn+I .,- ¡111 Un) 

$E (1Xn+1IJ + 1' 

así que E(ZN) = E(Z1) =O por el leore.:..a anterior, 11 ademd8 

O =E[ZN] =E [f. (X;-µ)]= E [f,x,-Nµ] 
•-1 •-1 

=E [f.x,]-E[NµJ 
'ª' 

• 
Ejemplo 6 Calculo del tiempo esperado paro que una secuencia de estados se lleve 

a cabo: 

Suponga que una sucesión de variable.<i aleatorias discretas independientes e idénticamente 

distribuidas {Xnln~J es obseniada un ténnino cada d!a. ¿Cuál es el nt1mero esperado de resul­

tados que debe ser obseroado para que una secuencia dada aparezca?. 

Sea N el tiempo en el que la .'ir.cuencia ocurre ( N es un tiempo de paro). 
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De forma md.s especifica, ~':'ponga_ que cada resultado es O, 1 o B con probabilidades ~, ~, o 

k respectivamerÍte, y duea saber el tiernpo esperado. E (NJ pam que la secuencia O ! O ocurra. 

Por ejefflplo, si la sucesión de resultados es 2, 1, f!, O, 8, 1, O, 1, O, O, I!, O, entonces N = 12. 

Para calcular E[N) imagine una sucesión de jugadores; cada uno. con 1 unidad, jugando en 

un casino de con juegos de apuestas justas. El jugador i. comienza apostando en el comienzo 

del dfa i y apuesta 1 a que el valor en ese d!a va a ser igual ~ O. Si él gana (por lo que su 

fortuna seria de B unidades), entonces apuesta sus dos Unidades a que el siguiente resultado 

es 2. Si él gana ~sta apuesta (esta vez tendria lll unidades pon¡ue P[X2 = 2] = ~ ), apu..,ta 

a que el siguiente resultado es O. Entonces cada jugador perdent una unidad si alguna de sus 

apuestas falla y ganara !13 si tiene éxito en sus tres apuestas. Al principio de cada d!a, otro 

jugador empieza a jugar. 

Si Z,. denota las ganancias totales del casino después del n-ésima d!a, entonces {Zn}n~l es 

una J.lartingala con media O, ya ·que todas las apuestas son justaa. 

Sea N el tiempo que tanla la secuencia O f! O en aparecer. Al final del día N cada uno de los 

jugadores 1, ... , N - 3 habnl perdido 1 unidad, el jugador N - 2 habnl ganado 23. y el jugador 

N - 1 habnl perdido 1 unidad, el jugador N habrá ganado 1 porque la ganancia del d<a N es O. 

Entonces 

ZN = N - 3 - 23 + 1 - 1 

=N-26 

y como E[ZN] =O (y es fácil verificar que E[N] < oo}, por el Teorema (MIEI} 

E[N] =26 

De la misma forma, se puede calcular el tiempo esperado pam que cualquier secuencia de 

resultados aparezca. 

Para tal efecto, suponga ahora que sdlo pueden ocurTir O y 1, y ademds 

p = P[l] = 1 - P[OJ 
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(caso antilogo a los Volados), El tiempo medio pam que ocunu {J, 1, O, O, J, 1), es 

Ejemplo 7 Sea el tiempo adicional ~vAIB que pasa entre A y B, cuando éstas ocurrera.. Regre· 

sando al ejemplo anterior, supongamos que A= {0,2,0} y B = {1,0,0,2} y defina NAIB: 

JYAIB = min{k 1 {0,2,0} es un subconjunto conexo de {l,0,0,2,X1,X2, ... ,X.}} 

Para calcular E(N AIB} imagine que cada d(a, un jugador empieza apostando a que la sub­

sucesidn A= {O, 2, O} aparece en los primeros tres resultados. Ahora, si los primeros resultados 

son J, O, O, 2 se sigue que los jugadores 1 y S perdertan 1 unidad, el jugador 3 ganarla 11 

unidades, 11 el jugador -l perderla 1 unidad. En el tiempo 4 + N AIB, la.a ganancia.' del casino 

serian 

Como {Znln~l es una Martingala 11 el casino tiene 8 unidades menos después del cuarto 

resultado de la sucesión (Z4 = -8), se sigue que 

E(NAIB - 22) = E!Z•) = -8 

Por lo anterior, si NA es el número de intentos que se necesitan paro obtener A, se tiene 

que 

E(NA) = 26, y E(l\"A1DJ = 14 

Ademds note que como A= {O, 2,0} y B = {l,0,0, 2}, se debe cumplir que 

de Jonna similar se puede demostmr que 

E[Nal = 72 y E(Na1Al = 72 
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Para calcular la probabilidad de que. A ocurra antes que B, •ea llf = min {NA, Ns}. En· 

ton ces 

11 

de donde 

por tanto 

E [NA} = E[.M} + E(N,.. - .\!} 

= Ef.MJ + EfNA - M 1 B antes ·q;,e Aj(l - PA) 

= EfM] + EfN.41s}(l - PA) 

. ~,. ;, ; : ". :.;: ' . ' 

EfNs}-l~:i:fNAfB}-E[NA: 
p~ = EfNs1AJ + EfNA1sl 

EfNs]+E[NA1s:-E[NAJ 
E[MJ = EfNsJ - EfNs1A] E(Ns1A1 + E:.vAJB] 

Sustituya ahom los valores obtenidos en el ejemplo pam obtener 

p - 72 + 14 - 26 30 
A - 14 + 72 43 

E(MJ = 72 - 72 (~) = 936 
43 43 

Ejemplo 8 Para calcular el tiempo espem.do N para que una caminata aleatoria llegue a tocar 

un e.ttado i > O, hay que tomar en cuenta dos casoa: Si se tiene que p > -
2
1 

, 11 f X¡ = i, por 
i-t 

la ecuaci6n de Wald 

y por lo tanto 

i=EfNJEfX] 

= E(N] f PfX = lj - PfX = -1]] 

= EfN](2p - 1) 

EfN] = 2p~ 1 
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Ahora es posible abordar con más detalle el tema de las Caminatas Aleatorias, tomando 

antes en cuenta el siguiente comentario: 

En el problema de la ruina del jugador, los estados -a y b son estados absorbentes y por 

tanto recurrentes. De hecho, más adelante se verá que {Sn}nE;N es una caden'a'de ~larko".', y 

sus estados son recurrentes si E [Xi) =O para toda i. 

Teorema 4 Sea {Xn}n;?l e {0,±1, .. .,±Jl,f} paro alguna Af <..oo. 

Entonces {SnlneN es una caminata aleatoria con valor inicial fijo So. =~Xo, definida por 

n 
Sn=LXh n2:0 

i•O 

es una cadena de Markov recurrente si y sdlo si E[X) = O. 

Dernoatruci6n: 

Si E[X) -# O entonces 

{ 
+oo si E[X) > O 

llmSn= 
-oo si E[X) < O 

por lo que la cadena es tmnsitoria .. 

Suponga ahom que E[X) =O y note que eato implica que {Sn,<7n}neN es una Martingala si 

'7n=u{X1, ... ,Xn}• 

Sean 

A= {-M,-(M-1), ... ,-1} 

y 

A¡ = {j,j + 1,. . .,j + M} 

y suponga que el proceso empieza en un estado i 2:: O, So = i. Sea también 

N = min{nl Sn E AUA¡} 

Por el Teorema MIEi 

E[SN) = E(So) = i 
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por lo tanto 

i = E(S.v 1 S.v E AJP(S.v E AJ+ E{~N 1 S.v E AJ]P(S.v E AJ] 

:2: .:_MP[S.~; E AJ+ j(1''...'. P(S.v E AJ) 

despejando se obtiene que 

Entonces, 

P(1J
1 
{Sn E A}J

0

,2:;1,°[S~ ~A] :<: J: :.r 
P[LJ {Sn E A} li,.,: !i;;, jj - :f = 1, i 2: O ,., ,_oc - .i..: 

n;?:l , 

Por otro lado, para ver lo que pasa cuando i S O, al tomar B = {1, 2, ... , .l\/}, se ve de la 

misma forma que 

P[LJ {Sn E B} 1 el proceso empez6 en i] = l,i $O 
n~l 

De los dos resultados anteriores se obtie!Je inmediatamente que 

P[LJ {Sn E AU B} 1 el proceso empezJ en i] = l,Vi EN 
n~l 

As! que A U B sen1 visitado un número infinito de vecu. Si el proceso fuera transitoria, 

entonces cualquier conjunto finito de e.stados serla visitado adlo un número finito de veces y 

después se alejarla de tal conjunto. Por lo tanto el proceso u recurTente . 

• 
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Capítulo 2 

El problema de la ruina 

2.1 Planteanüento clásico 

Sean Xi,X2 1 ••• una sucesión de v.a.i.i.d. definidas en un espacio de probabilidad (rl,o-,P), 

que cumplen que1 X;(tü) '16 O para toda m E rl con probabilidades 

P{Xn(t'1) >O)= p = 1 -P{Xn("') <O), E rl 

Tome Xn como el pago en la n·ésimajugada para el jugador en un juego¡ es decir, el jugador 

gana la n-ésima tirada si Xn > O, o pierde si Xn < O • El juego es favorable para el jugador si 

p > ~'desfavorable si p < 4 y justo si p = !· Por comodidad se tomará q = 1 - p. 

Por el momento tanto la fortuna del jugador como el monto de sus apuestas serán mlmeros 

enteros. 

Sea 

(2.1) 

la ganancia (o pérdida) total del jugador después de la n-ésima jugada. 

1Para. simplificar la nolacidn se uurll X,. a Xn(m) para cada n;?:. l. 
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Ahora, sean n,{J EN, con .8 e {O,b}, b >o. Turnen como el capital inicial del jugador, y 

suponga además que el jugador a~op~a la estrategia de continuar haciendo apuestas cuyo monto 

es la unidad hRSta que su fonuna alcance el \"alar {J (es decir, el jugador pretende acumular una 

fortuna b o quedar arruinado}. Considere también que el juego no empieza si n =O o si n = b, 

ya que el sentido del juego se pierde, esto es, en el primer caso no ha.y con que apostar 1 y en el 

segundo ya se tiene una fortuna b antes de empezar el juego. Se procede ahora a determinar la 

probabilidad de que el jugador de llegue a su objetivo (tener b), y también, la probabilidad que 

tiene el jugador de quedar arruinado (tener O). Para conseguirlo hay que desarrollar un poco 

de teoría: 

Para empezar, tome X.(w) e {-1, l} para toda w e ll, y a,/3, ne N, con /3 e {O,b}, y los 

siguientes eventos: 

A 0 ,n = (<> + Sn =a, O< o+ s. 'f /3,k < n) (2.2) 

que representan ruina o éxito para el jugador exactamente en el tiempo n dependiendo de 13. 

Si fJ = b, entonces Aa,n significa éxito para el jugador en el tiempo n. Por otro lado, si fJ = 0 1 

entonces Ao,n significa la ruina para el jugador en n jugadas exactamente. 

Adopte las convenciones siguientes: 

- Aa,o = 0 (el éxito en el tiempo cero es imposible para O <o< b) 

- .Áb,o = n (el éxito en el tiempo cero es seguro para a= b ) 1 

~ Ao,n = 0 1 n ~ 1, (el juego nunca empieza si o= O). 

- Áb,n =PI 1 n;;:: 1 1 (el juego nunca empieza sin== b). 

Denote como P,0(a) a la probabilidad de que el jugador empezando con un capital n llegue· 

a tener un capital /1 al finalizar el juego. 

Nota 2 .ft(a) dcpende1 en general, de toda la /uncidn de distribucidn acumulativa F de X. 

Para fines prácticos tome /3 e {O,b} lija, entonces: 

(2.3) 

43 



Sean 

y 

A~,n = [o + s'n = /3, O < a + S~ .¡,. /3, k < n] 

entonces 

P[X1 = :r¡, i ::; n] '= P[X;+1 = :r1, i S n] 

por independencia y porque la sucesión {X~}: .. 2 es una réplica (probabilfsticamente hablando) 

de la sucesión {Xn}:°_1, más at1~, 

P[(X., ... ,Xn) EH]= P[(X2,. . .,Xn+1) e H] para He an. 

Si H = { (X,,. . .,Xn) E an I {ar +E X1} !;;; A0 ,;,} se sigue que ,_, 

P[A..,n] = P(A~,nl (2.4) 

por otro lado 

Implica que 

LJA..,n 
n:?;l 

LJ [(fX1 = 1} nA~+1,n-1) U (<X1 = -1} nA~-'1,n-'1)] 
~1 . __ .·. 

( {X1 = 1} n LJ A:.+1,n-1) U ({X1 = -1} n LJ A~-1,n-1) 
n~l ·n~l 

para n ~ l y o > O. Por 2.5 se ve que 

P,.(nJ = P [u Aa,n] 
n~l 



P [({X1 = ~} n LJ A~+t,n'-. i).u ({X1 =-'l} n LJ A~-i.n-i)] 
n~l n~l 

P[X1 = l]P [u A~+l,n-1] +P[X1 = -l]P [u A~-1,n-1] 
~l n~l 

pPp(o + 1) + qPp(o - 1) 

que se explica como sigue: 

Empezando con un capital o, la probabilidad de alcanzar a tener un capital /J, es igual a 

la probabilidad de que el jugador pierda la primera tirada y tenga éxito en el juego, más la 

probabilidad de que gane en la primera tirada y tenga éxito en el juego. 

En particular, si a = a, y f:J = b, con O S a S b, .ft(a) es la probabilidad de tener éxito 

empezando con a. 

Entonces se cumple que 

F\(a) = pJ\(a + 1) + ql\(a - 1) (2.5) 

que se resuelve a partir de las convenciones tomadas anteriormente, observe que 

Sea p = ~ (que son las oportunidades en contra del jugador), entonces existen constantes 
p 

A y B (ver apéndice) tales que 

F\(a) = { A+ Bp" si p f. 1 

A+Basl p= 1 
(2.7) 

Sustituyendo las condiciones iniciales 2.6 en 2.7, se obtienen los siguientes sistemas de 
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\ 

ecuaciones: 

p ,¡. 

p 

resolviendo paro. A y B, 

p ,¡. 

p 

asf se obtienen las soluciones: 

P,,(a) = { 

{

O=A+B 
1 => 

l=A+BP" 

{

O=A 
1 => 

1 =A+Bb 

1 => { 
A=-B 

B--1-
-,,,.-1 

1 => { 
O=A 

l 
B=¡; 

p"-1 
¡J>-l'OSa:Sb,p#l 

i• OS a S b, p = l 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Por otro lado, si a =a, y fJ =O, la probabilidad l'b(a) de que el jugador alcance la ruina 

antes de ganar el juego (alcanzar b}, iniciando con un capital a 1 puede ser calculada de la misma 

forma que para .f\(a) pero tomando en cuenta las condiciones iniciales 

en la ecuación de diferencias 

Po(O) 

fb(b) o 

Fb(a) = pPo(a + l) + q.Fb(a - 1) 

(2.11) 

(2.12) 

que de nuevo determinan un sistema de ecuaciones para los casos en que p :F 1 o p = l. El 
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sistema queda como sigue: 

p 

{

l=A+B 
l* 

O=A+B¡P 

{
l=A . 

l* 
O=A+Bb 

otra vez, resolviendo para A y B, 

p ;. 
{ 

B . l .. 

l* •· =1::1. 
A= r=¡;o 

p 
{

·l=A 
l* -1 

B=-¡¡-

se sustituye en 2.7 de donde se obtiene que: 

{ 

¡P-p" 
-;;¡-y.O:SaSb,p¡l<l 

lll(a)= 6 _-;; 
-

6
-,0S:a:Sb,p=l 

De 2.10 y 2.15 se ve que 

l\(a) + .fli(a) = 1 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

para toda p, por lo que la probabilidad de que el juego contiotle por siempre es cero. Esto se 

sigue de 

(
n{w: O ¡l<a+Sn ¡I< b})c = LJ ({w :O= a+Sn}U {w :b=a+Sn}) 
n~l n:?:l 

que implica que 

1 - P [n {w: O ¡I< a+ Sn '6 b}] 
n?l 
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' ... ' - . 
Si se desea analizar el caso en el (¡ue b = a+.c,~·~f/deé1r, que·eljuego.termin~ favorablemente 

cuando el jugador tiene una gananci~··d~ e; u~idad~~:: ~ói~·.h~é·, falta.·sustftuir b =a...,. e en la 

fórmula 2.10: 

o de forma equivalente 

P0 +c(a) ={ 
1-p-G ,e, ,,,_ ' 

p<-p-•'OSc,p,,t.l 

a~c'OSc,p=l 

Sea 

Fn =a+Sn 

la fortuna del jugador después de la n-ésima jugada, 

Ejemplo 9 La fortuna inicial del jugador es Fo = $800 y su objetivo es FN 

p = 1/2, su probabilidad de tener éxito es (t•er l!.10} 

Puioo(SOO) = 0.8 

(2.16) 

SlOOO. Si 

note que en la medida en la que la proporción entre Fa y FN se disminuya, la probabilidad de 

éxito del jugador seni menor. En la ruleta, jugando a "Rojo y Negro", si en cada jugada p 

representa la probabilidad de tener éxito, esto es 

por lo que (ver l!.10) 

P11100(800) "'7.055079e-10 
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Cabe analizar el caso en que se tiene un capital infinito. Sea 

Ho,& LJ {Fn=bl-a<S•<c, k<n} 
neN' ,-

LJ {Sn =e 1 -a <s. <e, k < n} 
neN' ,. ·· 

el evento en el que el jugador alcanza el éxito én algrtn momento comenzando con un capital a. 

H& LJH•.•=LJ LJ{Sn=cl.-a<S•<c,k<n} 
oeN oENneN 

LJ {Sn=clS•<c, k<n} 
neN 

Observe que el evento H& representa que el jugador empiece con un capital ilimitado el juego. 

Asf que la probabilidad de que un jugador con un capital sin lfmite gane en ·algún momento e 

unidades es: 

de donde 

j.!.~P(H.,&) 

P(H&) 

{ 
.!.. > 1 

P(H&) = ¡/>' p 
1, p :S 1 

(2.17) 

El efecto que tiene cambiar el monto de las apuestas puede influir en la probabilidad de 

éxito para el jugador. 

Por ejemplo, cambiar las apuestas a 1/2 de unidad equivaldría a doblar los capitales iniciales. 

La correspondiente probabilidad de quedar arruinado es obtenida con 2.15 al poner 2a como 

capital inicial y 2b como capital total: 

Para el caso en que p = q se tiene trivialmente que 

fl¡(2a) =l'b(a) 

y de hecho para toda A e R, si p = q entonces 

49 



mientras que si q "# p: 

.fli(2a) 

.fl¡(,\a) =.fli(a) 

p•• -p2• 
p2•-1 

(p• - p•) (P" + p") 
(p" - 1) (pb + 1) 

Po(a) (p•+p") 
p"+ 1 

(2.18) 

Si q > p entonces la fracción de la derecha es mayor que 1, por lo que Po(2a) > .fli(a), de 

donde si las apuestas se doblan manteniendo los capitales iniciales en los miemos montos (que 

equivale a hacer apuestBS unitarias con capitales a la mitad), la probabilidad de que el jugador 

quede arruinado decrece en el caso en que el juego sea desfavorable. Dicho de forma más simple, 

entre más agresivas sean las apuestas, hay menor probabilidad de quedar arruinado en un juego 

desfavorable (p < 1/2). 

Ejemplo 10 He aqu( una historia que puede parecer sensacional pero en realidad no lo es: 

Cierlo h-Ombre solfa ir a Monte Cario de vacaciones todos los años y siempre ten!a éxito 

pam recupemr el costo de su..• vacaciones, creyendo por tanto que tenfa un poder md.gico sobre 

la suerte. Asuma que al empezar a apostar ten(a 1 O veces lo que ganó al final, las oportunidades 

de tener ~xito en cualquier ario emn cercanas a 0.9. La probabilidad de no romper su rocha de 

ganador en 10 año.9' es aproximadamente 

( 1 )'º 1 - lci "'.-• "'0.37 

por lo que tener éxito todo el tiempo no es para nada improbable bajo estos supue..•tos. Mtis aún. 

tener alguna falla podrla ser conaiderado como haber tenido una pésima suerte. 
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2.1.1 Ganancia esperada en un juego 

Sea N ! (0,u,P)-+ N el tiempo en el que el juego tennina (también es una v.a.), 

N(w) = min{n: S.(w) e {-a,c}} 

tome S: (O,l11 P)-+ (R,B, P)una v.a. definida como 

N(w) 

S(C7) = SN(w) = .L x.(w) 
n2:1 

con a+ e = b, se sigue entonces que 

{ 
csi SN =e s-
-a sl SN= -a 

para cada .., e n 

Bajo los supuestos anteriores, S es la gananciO: del jugador al terminar el juego, por lo que 

la ganancia esperada es: 

E(S) = cl\(a) - afb(a) (2.19) 

que se traduce en 

{ 

p•-1 p•-p• 
E(S) = c¡;r::T - a P" _ 1 si p ¡& q 

O si p=q 

donde la llltima igualdad se da porque 

c.F\,(a) - afb(a) =e 
4

: e - a 
4

: e= O 

Lo cun.1 quiere decir que un juego "justo" se mantiene justo cuando varían los capitales 

iniciales y las metas fijadas por Jos jugadores. 
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2.1.2 Duración esperada de un juego 

Sea 

N(w) = min {n: Sn(tt>) E {-a, e}} 

conb=a+c. 

Sea Da = E[N} la duración esperada de un juego cuando el jugador empieza con un 

capital a (cabe mencionar que anteriormente se hizo notar que el juego no puede continuar por 

siempre y por tanto Da < cx:J). · 

Después del primer intento, el juego se encuentra en el punto a+ Xi, para O < a < b1 

cualquiera que sea el resultado de X¡. La esperanza condicional de la duración del Juego dado 

el primer intento es 

E[N Xi} = pE[N J X1 = l} + qE[N J X1 = -1} 

pDa+1 + qD.-1 

de donde se obtiene que 

Do = Da+x1 + 1 = pDa+t + qD0 -1 + 1, para O< a< b (2.20) 

con las condiciones iniciales 

Do o 

º• o (2.21) 

lo cual determina una ecuación de diferencias no homogénea. 

Si p .:¡:. 1 ,al sustituir en la ecuación 2.20 se obtiene que: 
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D. -ª-=p~+q~+l 
q-p q-p q-p 
a(p+q)+p-q +l 

q-p 
a+p-q+q-p 

q-p 
Q 

q-p 

F.s fácil comprobar que Ja diferencia .Ó.a de dos soluciones de la ecuación 2.20 satisface la 

ecuación homogénea de diferencias 

que tiene soluciones de la forma 

(ver apéndice J de donde 

A - P 
. {A+Bp",slp=!l.¡&1 

ª - A+ Ba, si p = i = l 
p 

D.--ª-=A+Bp" 
q-p 

por lo que las soluciones a 2.20 son de la forma: 

D.= -ª-+A+Bp" parap;ó 1 
q-p . 

(2.22) 

Sustituyendo en las condiciones iniciales 2.21 1 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

que implica la solución 

A+B 

A+Bp" 

53 

o 
-a 

q-p 



y 

Do 
a b . bp" 

q-p (q-p)(l-:P"> + (q-p)(l-p/') 

~--b-·(1-'-'p") sip;i&q 
q-p q-p. i,,,¡/' . 

Ahora, sl p = i = 11 enton~ Da = -a~i es solución de 2.20: 
p 

Do · ~l ((a+ l)' +(a - 1)2) + l 

~l (2a2 +2) +l 

-a• 

Do.= -a2 +A +Ba 

que tiene que satisfacer las condiciones iniciales 

A O 

-b2+A+Bb O 

por lo que 

que determina lo. solución para 2.20, satisfaciendo las condiciones iniciales 2.21. Por tanto 

{ 

a(b-a) sip= q 

D.= a b cl-p") q=p - q=p ¡::-¡;r si p ;o! q 

otra vez, de forma equivalente y tomando a+ e = b: 

{ 

a(b - a) si p = q 
Do= c(l -p-•)+ a(l -p") 

2p-l(P"-P-º) slp'#q 
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Como ilustración tome el sigüiente ejemplo: 

Ejemplo 11 Al jugar a los volados. suponga que dos jugadores que tienen 500 unidades cada 

uno (p = ! ), por lo que 

D 0 = 500(1000 - 500) 

= 250,000 

(la duracidn eaperoda del juego es de 250, 000 intentos, en cambio, si un jugador tiene sdlo una 

unidad 11 el otro tiene 1000, 

D. = 1000 - 1 = 999 

la durncidn promedio del juego es de 999 intentos. 

Considere ahora los casos en 10& cuales el jugador tiene un capital inicial infinito (a-+ oo), 

y cuando el adversario es infinitamente rico (6 - oo). 

Si el jugador es infinitamente rico (a - oo), entonces la duración esperada del juego tiende 

a ser: 

sip #q 

lim -ª- + l - p" ( b ) = oo 
·-~ q - p q - p ¡:;¡-=-¡ 

ysip=q 

01.!..~ a(b - a) = oo 

Si el adversario es infinitamente rico(b - oo), y si p ~ q, entonces 

por tanto 

-ª-+ l-p•. llm (-b-· )·.;oo 
q-p q-p b-oo p"-l 

llm D 0 =oo 
b-oo 
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Ahora bien, si p < q, 

-ª- + 1 -p" • lim (-b-) 
q-p q-p •-ao pb-1 

a 
q-p 

que era de esperarse, ya que en este caso el adversario tiene capital infinJto y la probabilidad 

del juego estricta.mente a favor, ~n lo que Ja intuición lleva a pensar en que el juego no tiene 

porque durar mucho. 

Ya está preparado el camino para obtener Ja regla de estrategia que se plantea al principio 

de esta tesis. En el siguiente capítulo, se dan aproximaciones a las soluciones para el Problema 

de la Ruina encontradas en este capítulo, pero a partir de Martingalas, y con ello se deduce la 

regla de estrategia. 

56 



Capítulo 3 

La Regla de Estrategia 

3.1 Descripción del problema: 

Sea X : (O, u, P) - (R, B, P) el pago en un juego con una función de distribución F tal que: 

E(XJ f. O y Var[XJ < oo 

En un problema de la Ruina del Jugador con los supuesto:; del capítulo pasado1 suponga. que 

el jugador puede escoger diferentes estrategias con los mismos valores esperados y diferentes 

varianzas en un juego en el que a = a y /3 = b. Después, se obtiene a partir de Martingalas 

una aproximación Pa,b para la probabilidad ]\(a) y se determina el comportamiento de ésta 

cuando la estrategia cambia. A partir de esto se obtiene Ja regla de estrategia. 

3.2 Caminata Aleatoria: Aproximación por Martingalas 

El clásico Problema de la Ruina del Jugador puede ser formulado en términos de caminata 

aleatoria: 

Sean {Xn}n:?::l v.a.i.i.d. distiritas de cero. tales que 

P(X,. > OJ =p 

P(Xn < OJ=q , 
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Sea JYn el premio que un j~gador o~t~ene en la n-ésima jugada de un juego (si Xn > 1 es 

ganancia, si )(n < O es pérdida) con 

:sn~Ex; 
,. i•l' 

como Ja ganancia (o pérdida). Ílcumuláda P~.;.':~~ j~¡~dor _en las primeras n tirad~ del juego. 

Ahora suponga que 1• = E[X) >F o:-'J)¡;,j',J í.\= a +'e > a > O, e > O. Calcularé P•(a) la 
-· ';-,•'' . ' 

probabilidad de que a+ Sn alca.pee ·un-_"vaíor:-maYor ·o' igual que b antes de alcanzar wi valor 

menor o igual a O. 

Sea IJ >F O la tlnica ralz de la. ecuació~'- : - -

Es fácil ver que 8 existe cuando la función generadora de momentos de X es finita y 

P(X > O) >0 

P(X < O) >0 

(3.1) 

Para empezar a desarrollar un poco de la teoría necesaria, será conveniente considerar una 

versión modificada de la ecuación 3.1 tomando logaritmos de los dos lados 

(3.2) 

Sean: 

(i)Zn 5 e95n con IJ 'FO que satisfaga 3.2 

(ii)N un tiempo de paro para Sn (que por consecuencia también lo es para Zn) 

N mln{nla+Sn2b,Sn:5-a} 

mln{n I Sn 2 c,Sn :5 -a} 

Proposición 9 Suponga que se cumplen la.a condiciones 3.B. Entoncea se cumple que: 

J. Zn es producto de v.a.i. tales que E[Zn) =l. 
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8. Ademds, {Zntan}n~l es una martingala dondeª"= a {X11 ... ,Xn}. 

3. Como consecuencia de 1 y 2, 

Demoatmcódn: 

(3.3) 

1. Tome en cuenta que como {XJ}J?!l son v.a.i., entonces lo mismo OCUfTe para {e'X'};;?:l' 

ademds E [e•x,¡ = 1 para toda j 2: 1, por tanto 

E [e•Sn] 

E [e•Xt ..... e•Xn] 
E[e•xa¡ .... •E[e•Xn] 

8. Note que e15" depende de ·la infoJTnaci6n proporcionada por CTn 

3. Por otro lado 

E(Zn <Tn-iJ e E(e85
r. 1 O'n-iJ 

E[e"Sn-1.,.Xn 1 Un-l] 

c•Sn-1 E[e•Xn 1 Un-1] 

- Zn-t 

u.J = E(le85"1 le•X•+• -11 I Un] 

e85"E(le•x ... -11 [un] 

o 

Entonces existe M < ex>, tal que 
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ademds, con base en el 7l?arema MIEi, se cumple que 

entonces 

pam toda n ~ l 1 11 en particular · 

• 
Tomando en cuenta 3.31 

E[NJ<oo 

E[Zn] = E[Zn-d 

E(ZN] = E[Z1J 

EfZN]=l 

Usando la parte derecha de la ecuación anterior, se pueden derivar las siguientes fórmulas 

para .P¡,{a) (Ja probabilidad de Wl8 tennlnadón exitosa de un juego), 

donde 

&p(a,b) 

con 

1- e-•4 

.f\{a) = e"<_ e-•• + &F(a, b) (3.5) 

(Efe99
N / SN > cj - e'0 ).P¡,(a) + (Efe99N / SN < -aj - e-9•)(1 - .fl,(a)) ... _ .... 

Wp(a,b) 
f;'c - eºº 
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up(c) E(e98N 1 SN ~e] - e90 

> e"c-elc=O 

Vp(a) E(e18
N 1 SN :S -a] - .-•· 

< 6 -oa _ 6 -Ba = O 

por lo que 

up(c) · vp(a) :SO 

y por tanto, 

1 ( b) I< max(I uF(b) 1.1 vp(a) () 
l!F a, _ 1.,.. _ e-IG I 

ademú, 

up(c) O "* l!F(a, b) ~ O 

vp(a) O"* ep(a,b) :SO 

A menudo se puede prescindir del error ep(a, b): Si se niega el exceso por sobrejuego provo-­

cado cuando la Cortuna final del Jugador pasa de los niveles -a o b, se obtienen las siguientes 

aprmdmaciones: 

•ºº 

SN :S -a] .., E(e98N 1 SN = -a] 

(3.6) 
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Por 3.4 y 3.6 se obtiene que 

1.,. e"°P,,(a) +e-"" (1-1\(a)) 

despejando, se obtiene la aproximación P.,,, para P,,(a) 

Pa,6 
1-e-s. 

ek-e-11• 
.. l\(a) 

También ei posible aproximar E(N] negando el exceoo por aobrejuego , 

por lo que 

E(SN 1 SN ;?: c)Po,& + E(SN 1 SN S -a)(l - Po,&) 

SN ;?:c)""c 

SN S -a).,.-a 

sustituyendo en la ecuación de Wald 

E(SN) = E(N) · E(X) 

E(N)"' cP0 ,&- a(l -Pa,&) 
E[X) 

Usando la aproximación P a,b, se obtiene 

e (1 - e-••) - a (e"º - l) 
E(N) "' (e"0 - e ••) E[X) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Observación 5 Los resultados 3. 7-3.1 B coinciden con los obtenidos en el cap!tulo anterior. 



Obae~ción 6 Si se da un vistazo al problema de la ruina restringido a que 

· { 1 con probabilidad p 
Xn= 

-1 con probabilidad q = 1 - p 

con o JI b enteroa (EF(a, b) =O, u decir, que no ha1J error por sobrejuego), y Sea p = !'l (estas 
p 

aon la.a oportunidades en contro del jugador), con q > p, note que 

E~] pP(X > OJ + !.P(X <O) 
p 

~+~ 
p q 

q+p 

Baa4ndo1e en eato, lome e'= p (an que E[e'XJ = 1). Enloncea ae cumplen 9. 7-9.1! de donde 

donde p = ~ 'F 1, ademds 
p 

E(NJ 

.f\(a) 
¡i'-1 

T-1 
¡i'-1 

¡f'+<-1 
1-p-• 
fl'-p-• 
1-e-9ª 
~ 
Pa,b 

c(l-p-•) - a (¡T- 1) 
(fl' - p-0

) (2p - lJ 
Da 

por lo que laa aproximaciones aon aactaa y concuerdan con los resultados obtenidos anterinr­

mente. 
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A partir de lo anterior es posible formular rápidamente una aproximación para comparar el 

desarrollo de estrategias X para el juego correspondientes a sucesiones {Xn}n:?:l donde las Xn 

tienen esperanzas iguales y varianzas distintas. 

3.3 La Regla de Estrategia 

Lo. Probabilidad de éxito .f\(a) dada por 3.5 es importante para cualquier caracterización de 

la calidad de la estrategia X. Por otro lado, las aproximaciones al tiempo esperado del juego 

E[N) y al capital esperado del jugador en la n-ésima jugada E[SN) son funcion'"' de P •.•• razón 

por la cual el enfoque estarll. sobre P •.•· 

Recuerde que lns fórmulas 3.7.3.12 son aproximadas dado el efecto que resulta de pasarse 

de b = a + e o -a . La aproximación es una consecuencia de suponer que la fortuna final del 

jugador se iguala a b en cnso de tener 6xito y -a en caso de quedar arruinado, sin importar el 

monto de las apuestas. 

Con los supuestos anteriores, tome por un momento la hipótesis de que E{X) <O (el juego 

es desfavorable). 

Para calcular cotas para P [SN ~ c) (el juego termina exltooamente para el jugador), usando 

la aproximación P a,r., se obtiene 

que Implica 

ya que 

E [e99N 1 SN S -a] P[SN S -a]~ O 

Como E[X) <O, y 9 ;.! O, entonces 9 >O (ver capitulo anterior), por tanto 
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de donde 

eBc :SE [e68
N 1 SN 2: e] 

eBcPa,ft S 1 

Pa,b se-Oc 

Los supuestos anteriores implican que 3.2 es una función convexa con raíz 9 #;. O. Turnando 

la expansión de Taylor de t/J alrededor de cero se tiene: 

que huta el término n = 2 queda como 

2 {" 
lb({J = ¿ 1y,c•>co¡ +E 

n=l n. 

Deaarrollando 

ya que e(X = e<z si y sólo X= z 1 as( 

y por otra parte 

~ (e[~XJ J :re(• P[X = :r}dz) 

(le e¡~xi) j .,e(•p¡x =:i:}dz+ E[~XJ (le J ze(•p¡x =:i:Jdz) 

(le E(~XJ) j :z:e(• P(X = :i:}dz + E[e~XJ J :i:2e(z P(X = :i:Jdz 

- E2[~XJ (/:re(• P(X = :z:Jdz) 
2 

+ E[~XJ J .,•e(• P[X = :i:}dz 
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evaluando en { = O, 

por lo que 

~,P(O) 

~,µco¡ 

E[X) 

-E2 [X] + E[X2) = Var[X) 

,P(() = ( · E[X) + ~ • Var[X) + .. (3.13) 

Sin tomar en cuenta .. en la expresión 3.13 la siguiente aproximación il a la ralz (} i'- O de la 

ecuación ,P(() = In E[..CX] se obtiene resolviendo ecuación cuadr4tlca 

de donde 

¡¡2 
O=il·E[XJ+ 2° ·Var[X) 

B=-2·E[X) 
Var[X) 

(3.14) 

Si el error en la expansión 3. ~3 de 1" es pequeño, entonces la aproximación 3.14 es bastante 

buena. 

Observación 7 Re.salta el hecho de que ai X tiene una distribuci6n nonnal, entonces 1jJ ea una 

/uncidn cuadrdtica IJ .. = O en 3.13 •• igual a cero, por lo que la aproximaci6n 8 de (} u exacla 

en eate ca.to. 

A continuación se enuncian algunos lemas que permitirán obtener la regla de estrategia: 

Lema 3 Para cualesquiera a, e > O, la funci6n '"Y dada por 

e5 decreciente. 

DeJnoatroci6n: 
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Primero note que 

sean entonces a = m 11 a + e = M, 

d 
;¡¡-,(8) 

1'(8) 
1-e-"" 

e<" -e-.s 
e" -1 

e(a+c)•- t 

d (eml-1) 
di eAll_¡ 

_,- (eAI• -1) - Me'" (eml -1) 
(eAll - 1)2 

como el denomina.dar u aiempre pofttivo, ha11 que clemoatrar que el numemdor ea negatit10, 

duam>llando, 

me-{eAI• -1) -Me"'1 (e"' -1) 

como 

entonces 

(m -M) e"" e"'' - ,,,.,..., + MeAI• 

e.,1 (Cm - M) e"" - M] - me"" 

(m-M)e..,. < O 

y -M < O 

lo que implica que ")' es decreciente. • 

Note que '!'(9) =Po,•· 

Lema 4 Seo.n X 1 con i = 1,2, variables aleatorias definidas en (O,a 1 ~), con Juncidn de 

distribucidn F(, y rotz 8; para la ecuacidn 3.1, y 8¡ las aprozimacion.es dadas por 3.J.¡, Entonce& 
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la desigualdad 

se cumple si y sólo si 

1(il2) ~ -,(il1) 

l".a(a) ~ P 1.(a) 

Denwalraci6n: Obaeroe que 3.5 ae puede ,..,..cribir como 

entoncea 

P..,( a) - P 1•(a) 

P .. (a) = 7(i1,¡ + [-r(9;)-7(il,J] +e,,i = 1,2 

-,(82) + (7(82) -7(il2J] + e2 - (-r(il1) + [-,(91) --r(ii1)] + "1) 

(7(il2)-7(61J] + [-r(92) --r(1i2) +"2] - [-,(91) -7(61) +e1] 

7(02)~7(il1) 

de donde •• cumple 3.16 n 11 sdln •i 

6i 11 sdlo si 

o $ -r(il2) - 7(81) 

.,. O$ fl.u,(a) - P1•(a) 

• 
Teorema 5 Sean X y Y las ganancia.a aleatorias del jugador talu que 

E(X] = µ = E(Y]-# O y Var[X] < Var(Y]. 
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Md.a atln, sean F y G las funciones de distribucidn de X y Y respectivamente. con tJp y 9a 

laa conwpondientea ra(ces distintas de cero de la ecuacidn 3.2 aon tlnicaa. Entonces 

(a) Si µ < O, el efTOt" por aobrejuego ea deapreciable y la ezpansi6n de Tay/or 3.13 ea 

auficientemente adecuada en el caso de X y Y. Es decir, si la desigualdad 

7 (-2Va~[YJ) -7 (-2Va~¡x¡) ~ [7(1JF) -7 (-2Va~¡x¡)] +ep(a,b) 

-[7(1Jc)-1 (-2Va~¡y¡)]-ea(a,b) (3.18) 

.te cumple, entonce& Ppa,b S Pca,bi 

{b) Si µ > O, el •m>r por aobrejuego u preacindible y la ezpanai6n de Ta11/or 3.13 e.o 

auficientemente adecuada en el e.a.so de (J 11 Y. Dicho de otni forma, ai la desigualdad 

7 (-2Va~[x¡)-7 (-2Va~[Y]) ~ [7(60)-7 (-2Va~[Y¡)] +ea(a,b) 

- [7(1Jp)-7 (-2va~¡x¡)] - ep(a,b) 

ae cumple, entoncea Ppa,b 2:: Pca,6i 

(3.19) 

Derno•tracidn: El resulta.do se aigue /dcilmente del lema anterior aplicado al caso de F 

y G R.tpeetiuamente, notando que: 

.ti µ < O entona:a 

-2µ 
Var¡x¡ 

JI µ > O implica que 

-2µ 
Var¡x¡ 

-2µ 
~ Var!YJ 

* 7 (-2 va~[x¡) s 7 (-2v::¡y¡) 
~ Ppq,b S Paa,b 

-2µ 
S Var[YJ 

* 7 (-2 va~[x}) ~ 7 (-2 va~[YJ) 
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• 
Concluyo esta sección con algunas observaciones. 

Observación 8 Los t~rminos izquienlos en las desigualdades 3.18 y 3.19 son positivos, mien­

tra.t que I os ladoa derechos aon frecuentemente muy pequeños, de forma que amba.s duigualdadea 

se cumplen casi aiempre. Recuerde que en el CMO de que X 11 Y tengan funcidn de di.stribuci6n 

normal, 14' expreaiones del lado derecho de 3./8 11 3.19 igualan a cero 11 •i 

o 

l'F(a) =O 11 va(a) =O 

entonces los erTOres ep(a, b) y ea( a, b) =O tienen los mi.•mos signos. 

Al final de este capitulo se Obse.n."8. en casos típicos que la aproximación Pa.p es correcta, 

rezón por la cual eJ teorema anterior se llama Regla de Eatrutegia (no sólo paro jugadore.s). La 

regla puede Rer formulada como sigue: 

Si EfXJ <O entonces la eatrutf!!g'ia con la mayor uarianza ea auperior, mientm.t que 

en ca.so de que E[XJ > O la eatrategia con la menor varianza es md.t favorable paro 

el jugador. 

Interpretar La Regla es fácil: 

Si µ < O entonce& el jugador tiene muy poca oportunidad de tener una secuencia de re­

sultad.os en los cuales un otlmero suficientemente grande le sean favorables de manera que se 

incremente su fortuna por arriba del valor b. Esto orilJa al jugador a buscar grandes ganancias 

mientras tira, es decir, adoptar la estrategia con la varianza mayor. 

Si µ. > 0 1 entonces la situación es la opuesta. y es mejor jugar pacientemente una estrategia 

con varianza pequeña, as! el tiempo y la paciencia recompensan aJ jugador. 
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Observación 9 Si los valores a y b son grandes cnmparados con valores de las posibles ganan· 

cias paro el 3ugador en una sola jugada, entonces uno puede reemplazar la variable aleatoria 

original X con una suma de sus realizaciones consecutivas e independientes. Como la suma 

puede ser considemda como diatribuida normal (aproximadamente), y como la aproximación de 

Taylor 3.13 ea exacta en el caso normal, se puede espemr que la aproximación 3.1.4 sirva en 

aplicaciones t(pica.! .. 

Observación 10 La upansi6n de Taylor 3.13 es tomada en cero, paro poder aplicarla es im· 

portante que se alcance una aprorimaci6n adecuada de 1/1(9) en O. La /6rmula 3.1..4 indica que 

O estd en la vecindad de cero cuando E(Xj es cercana a O. Entonces la oportunidad de obtener 

una buena aproximación crece en ju.egos con ganancias por jugada cerranas a cero. 

Por otm parte el modelo estocd.ttico conupondiente a la fonna de jugar descrita parece 

adecuarae a numerosos mecanismos biol6gicos y econdmicos, de donde sale el uso de las palabms 

"rio s6lo para jugadores" en el t(tulo. Como los procesos no·eqt.1.ilibrados (con esperanza distinta 

de cero) que ocurren en el mundo mil y que no estdn lejos de su estado de equilibrio, al tomar 

en cuenta los procesos en los que la esperanza sea cerrana a cero, la Regla de Estrategia funciona 

ordenando distinta8 "estrategias de juego" con respecto a sus varianzas. 

Observación 11 Cambiar apuestas corresponde a multiplicar la variable aleatoria X por una 

constantes> O, la ecuaci6n 3.14 implica que la nueva apro.rimaci6n O. cumple que 

0=---2!1!_= .!..-¡¡ 
' s2 Var(X) s 

(3.20) 

Por otro lado, la funci6n 1'(8) es. decreciente1 al multiplicar las apuestas por s resulta que, 

¡µ<Oys>l¡ 
o => 9;<6 

µ>Oys<l 
=> P,a,b > PFa,b 
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11 

{ µ~011s<l }~ o íi; > ¡¡ 

µ>Oys>l 

~ P,a,b < PFa,r. 

que se traduce en un incremento de la apro:r:imaci6n de la probabilidad de éxito P F'm,b cuando 

se tiene un juego de.4/avomble y se incrementa el monto de las apuestas, o por el contrario con 

un juego favorable y se apuesta de forma mds moderada: 

Para incrementar la probabilidad de ganar en un juego: a menor esperanza de ganar en 

cada tirada, mayor el monto de la apuesta y viceversa. 

3.4 Ruleta 

En esta sección se consideran con detalle diferentes estrategias de apuesta en la Ruleta. Se 

encuentra una solución general exacta para la probabilidad de una exitosa acumulación de 

capital b = a + e :;:: O antes de perder el capital inicial a ~ O. A su vez, se utiliza esta solución 

para mostrar los rangos de parámetros a y b para los cuales la Regla de Estrategia se aplica1• 

Considere estrategias X1u k = 1, 2, 3, 4, 6 1 9, 12, 18 en lo. ruleta con 

36 k 
Xk = k - 1 con probabilidad 37 , (3.21) 

Xk = -1 con probabilidad 1-~ (3.22) 

En cada juego el jugador que aplica la estrategia X1i escoge k diferentes mtmeroe del conjunto 

{0 1 ••• ,36} y pone una ficha con valor unitario a cada uno de esos nrtmeroe. Él pierde una ficha 

con probabilidad ~ por cada mlmcro escogido que no haya sido el ganador. Si por el contrario, 

el mtmero ganador ce uno de loe que escogió, él es premiado con fichns de f: - l unidades. La 

1 Casinos de todo el mundo podrían tener reglaa que difieran un poco do laa conaideradaa en mta sección. 
Lu diferencias podrfan dar como rmultado conclulionea diferentes a lu obtenidu en este trat.jo. Mú adn, os 
posible ver quo la Regla de Eetrategia no M v&J.ida en el cuo de la Ruleta considerad.o pua a o 6 pequeños. 
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esperanza para todas las estrategias 

1' E[X•) 

(~ -1) ~ -(1- ~) k 37 37 

iir (~)-1 
1 

-37 

mientras que la varianza depende de k 

Var[X•) E[cx.-µJ'] 
( 36 1 )" k ( 1 )" ( k) --1+- -+ -1+- 1--

k 37 37 37 37 

( 36 -36)
2 k (-36)

2 
( k) -¡;+37 37+ 37 l-37 

·(1 1)'k c-36)"( k) 36 ;,;-37 37+ 37 l-37 . 

362 (37-k)' ~ (~)· (37-k) 37k 37 + 37 37 

(~)· [(37-k)' ~ (37-k)] 37 k 37+ ·37 

( 36)
2 

[(37 -k) k 1] 37 (37-k) lé> 37+37 

(~)· (37-k) (37-k+k) 
37 37k 
(~)"ca7-k)G) 
(~)" (~-1) 

Ejemplo 12 Para mencionar algunas estrategias cld.!icaa cubierta.a por el esquema anterior, 

note que las opciones k = 11 2,3 1 4 1 6 1 12 y 18 conuponden a eatmtegias popularea pennitidas 

en ca.tinos, llamadas: 

Diamantu Recto (Strait} para k = 1, 
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Sepamdos {Split) pom k = 2, 

Callejeros {Street) poro k = 3, 

Cuadmdos {Square) poro k = 4, 

En linea {Line) poro k = 6, 

En columna (Column) paro k = 12, 

Negros {Black) pam k = 18. 

Jugar al Diamante Negro (o al Diamante Rojo, Par1 Impar, Passe, Manque. etc.) en el 

esquema anterior corresponde a la estrategia X1a· Note que en la prdctica, la estrategia X1c 

puede ser jugada al poner k }ich<J.5 en k diferente& ntlmeros y sdlo considerar el valor de las k 

fichas como una unidad para cualquier2 k. Paro hacer mds /dcil la compamcidn de diferentes 

estrategias, tomé la restricción a estmtegia.s que impliquen tener una con ganancia entero en 

cada jugada 

de forma que el jugador puede poner (en el caso de la estrategia X 1:) una ficha en k número& 

distintos que él escoge. 

Para detallar más lo anterior1 sean w,a,/J E N, y tome un juego r 3.4 con las siguientes 

características: 

- N un tiempo de paro definido por 

N =mio {n: Fn = /3}, con f3 E {O,b} 

donde Fn es la fortuna del jugador en el tiempo n. 

Suponiendo que: 

- Fo = a es la fortuno. in.icial del jugador 1 con a ~ O, 

- FN = f3 es la fortuna final del jugador tomando en cuenta que si p = O, el 

juego termina con la ruina del jugador, y si {J = b con b = a+ e > a,el juego termina 

exitosamente. 

•Poro k...,, 11 2,31 4, 6, 12 u 18 lo• prnnio• x,. •on entero• 11 lo• te1uhodo• del Teorema H aplican. Paro otro• 
entero• le, el Corolario que a continuocidn 1e enuncio pruenfo uno buena aprozimaddn a '4 •olucidn aodo., 14 
cual e• un poco mda complic4da 11 no u rlilcu.ticla en u~ aeccidn. 
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- w es el mlmero de fichas que el jugador podría ganar o perder en cada juego, 

w E {-1,m}. 

- En cada jugada 

k 
P (w = mJ = p = 37 (gana m fichas) 

k 
P[w = -lJ = q = 1- 37 (pierde una ficha) 

El teorema siguiente aporta un resultado que corrobora el trabajo realizado con anterioridad. 

'Daorema 6 Tome un juego r definido como en 3.4, entonces la probabilidad de tener un juego 

favorable pam el jugador (FN = b) estd dada por 

P •. •=! ~:::~~nc$m+l 
(
,i' - p"-i+I J 

P¡&-m+•J.• = l -qi+1 ¡/'- l pamj = l, ... ,m-1ne2: m + 1 
(3.23) 

DemostracicJn: 

Considere P a,b como la probabilidad de que el jugador concluya el juego con al menos b 

jkh48, tomando las .riguientea condicionea inicialea 

Hay que conaidernr dos ca3os: 

1er. ca.ao: 

Pa,b =O para a SO 

P 0 ,b=lpama2!:b 
(3.24) 

Si e S m + 1 (el juego tennina la primera vez que el jugador gana una timda siempre y 

cuando no esté arruinado} entonces 

Pa,b 1-qº 

1 - (1-p)" (3.25) 

75 



que u la probabilidad de que el jugador no pierda las primero.ta timdas, paro a = O, ••• , b-1. 

2o. coao: e 2:: m + l(el juego no necesanamente termina la primem vez que el jugador 

gana una tirada), entonces la soluci6n es coruecuencia de la siguiente relacidn recurrente para 

1$a$b-m 

Pa,la =p• Pa+rn,6 +q• Pa-1,6 (3.26) 

Otra vez, considere dos casoa: 

Caao Ba: a + rn > b (el juego tennina si el jugador gana en la primem tirada} entonces 

Pa+m,6 = 1 que implica 

P.,. 
l -P0 ,• 

p+q•Pa-1,• 

1-p-q •Pa-1,• 

q• (l -P.-1,•) 

=> P 0 .•=l-q·(l-P.-1,b) 

=> P •.• =1-9"·(1-P.-2.•I 

=> ·p.,•= 1 - ql • (1- Po-J,b) paro O< j $a 

(3.27) 

(3.28) 

Caao .2b: 1 $a $ b-m (aunque el jugador gane en la primero tiroda el juego no termina), 

ea de la /o"1>a 

P.,. =A+Bpº (3.29) 

donde p ;/: 1 ea la única aolucidn de la ecuacidn 

(3.30) 

La funci6n 3.119 ea una aoluci6n de la ecuacidn lineal de di/erencicu 3.1!6 (que por cierto ea 

creciente en a). Obaeroe que 

Paro a= 1 se tiene que Pa-1,6 =O, ae sigue que 
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y entonces por 9.B9 

A+Bp=p(A+Bp'"+1 ) 

mientras que para a= b - m, 3.1!6 implica que Pa+m,b = 1, de donde 

11 a.< 
A +Bp,,_'" = p+q(A +B,J-~-1 ) 

Ademda, por ltu mndicionu 3.e.¡, la ecuacidn 3.f6 conduce a lo &iguiente: 

A+B=O 

A+B,1'= 1 

B=-1-
¡/'-l 

A=--1-
r/'-l 

Por 3.1!9 11 3. 33 •• obtiene la parle que falla de ÚJ aoluci6n para 1 :S a :S b - m, 

por 3.1!7, 3.1!8 11 3,34 ae lime que 

p"-1 
P.,•= pr.::I 

P •. • 1-ql+1 .¡1-P0 _J+1,•] paraO<j<a 
. +1 [ p"-i+l - 1) 1 - ql . 1 - -pr=-¡-

1 - ql+l. [,1'-1 - (p"-i+l -1>] 
rl'-1 

1 - ql+l. [¡} - 1-;":_-::· -1)] 
1 - qf+l ~ [¡} -p"-i+I] . 

. . P"-1 

17 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

{3.34) 



porque 

adem& 

lo que implica 

• 

. [¡/' _ ¡P-i+IJ 
P¡1>-rn+JJ,• .= 1 - q'+I • ¡/' _ 1 pana m < b 

O < j<b-m+j 

=>- O<b-m 

O < b-m+j<b 

=>- i<m 

[¡/' - p"-i+I] 
P1•-rn+JJ,• =_1-qi+I • ¡/'- l poru O <i < m (3.35) 

Corolario 2 La probabilidad de tenninar un juego de Ruleta exitoaamente wando la eatmll!!JÍa 

X• eatd dada por 3.!!3, donde 

b c+a 
k 

p 37 
w ~-1 

k 

Si E (X•) = I' <O en la Ruleta, entonteB la Regla implica que son esperadas probabilidades 

más altas de acumular una fortuna b antes de perder Ja fortuna inicial a para las estrategfBB 

Xk con varlanza mayor, es decir con menor k. Entonces la mejor estrategia es cuando k = l. 
La figura 1 muestra las gráficas de aproximaciones de la probabilidad de éxito Pa,b para 

diferentes k. Para efectos prácticos, las funciones graficadas varían de O a 200 con respecto a e, 

y tienen valor fijo a= 40 (el capital final ei seis veces mayor que el capital inJdal). Laa gráficas 
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para Jos otros valorea de a muestran comportamientcm similares y coinciden con la Regla de 

F.trategla. 

1~ 
o.a.: 

1: 
¡ ... 

:::1 \ 
l 

·:.-tl---~50~~~--1~gt>~--~1Qí~--~2óo 
Figura l. 

Ea importante hacer notar la gran diferencia entre estrategias para k = 1 (linea sólida), k = 4 

(linea cortada) y k = 18 (lluea punteada) corresponclient.., a estrategia& llamadas Diamante 

Recto, Cuadrado y Negro, raipectlvamente. La estrategia de Diamante Negro estll bajo laa 

reglas presentes y para b ya sea moderada o grande, una de las peores entre las consideradas. 

Las eatrategias con k = 18 corresponden al clásico problema de la Ruina del Jugador y por 

ende ya aon consideradas clúi~ en la literatura. 

Nota 3 La obsen.iacidn .¡ implica que e.amo el valor espe.rado de una sola jugada ea negativo, la 

probabilidad aproximada P a,• de ganar incrementa cuando el jugador incrementa la.s apuesta.a. 

Debe ser cuidadoso con la 11.ltima conclusión, porque el efecto por sobrejuego podrta dominar 

para a y b pequeñas, y hacer que la conclusión de la Regla sea incorrecta. Un efecto de este 

tJpo puede ser visto en la Figura 4 para valores pequeños de b. 

Otra caracterfstlca Importante del juego de Ruleta puede ser observada Wl&lldo Ja apraxi-
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mación 3.12 del tiempo '"'perodo del juego y tomando el limite 

.!!.,'!!, E(NJ = - EixJ 

asumiendo que a está fija. El límite puede ser fácilmente visto en gráficas y admite una fácil 

interpretación: con un incremento de b, la ruina del jugador predomina rápidamente, y entonces 

el tiempo esperado del juego está determinado por la fortuna inicial del jugador y no depende 

de ninguna estrategia en particular. No obstante, es impresionante la rapidez con que se al­

canza esta cota superior para E(N] con un incremento de b mientras que se juega la estrategia 

Diamante Negro, mientras que la convergencia es más lenta con la estrategia. Diamante Recto. 
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Conclusiones 

Como ya se ha visto, en este trabajo se aborda el Problema de la Ruina del Jugador desde 

Ja Conna cl&lca, y después desde un punto de vista de MartlngalBB, y hay un énCasls en la 

coincidencia di .. las fórmulas para la probabilidad de éxito, la duración esperada del juego, y 

algunos otros detalles involucrad.os con el problema. 

Asimismo, en el capttulo anterior, la aproximación Martingala descrita proporciona her­

ramienta para un manejo m'8 fácil de Jos elementos que se tienen en un juego o cualquier 

situación que pueda modelarse de esta forma. Ya se ha visto con algunos ejemplos que hay 

campos como la Biología, Física, Finanzas u otros en donde se pueden aplicar los resultados 

obtenidos. 

El trabajo desarrollado en esta tesis puede servir como paso base para desarrollar inves­

tigación en Probabilidad y aplicarla en áreas donde Jos modelos concuerden con las hipótesis 

planteada& para la aproximación, facilitando cálculos. La Regla permite decidir entre distintas 

situaciones, aportando una caracterización de las distintas estrategias que pueden adoptarse en 

un juego. Dicha caracteriza.ción .es planteada en términos de las varianzas de estrategias con 

medias iguales, dando de esta forma, un algoritmo de decisión en el cual se puede basar un ju­

gador para optimizar el juego a su favor. Al volver al campo de las aplicaciones, la optimización 

conduce a mejores resultados dependiendo del área de la que ae trate. 
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Apéndice 

Deftnlclón :i:i Sea (X, M) un eapacio medible y •ea µ una medida definida en eate eapacio. 

Entoncea µ ea una medida a-finita .ft ...:Ole una aucui6n {An}neN e M tal que 

X= LJ A,, 
nEN 

y que 

µ(An) < oo parn todo n EN 

Deftniclón 23 Sea {X, M) un ~ medible y •ean µ y r¡ do• medidaa con aigno definidaa 

en este eapacio. Se dice que 'I ea abaolutamente continua con reApe.Cto a µ (r¡ < µ) .ti y sdlo ai 

µ[A) = O implica que 'l(A] = O paro coda A E M. 

Teorema T (Radon-Nllrodym) Sea (X, M) un eapacio medible yµ una medida a-finita con 

.;g,io definida en ene upacio. 

Entonces paro cada medida r¡ definida en {X, M) tal que r¡ < ¡1 uiste f : X -> R* integrable 

tal que paro cada A e M 

r¡(A]= Lfdµ 

Adema.. la funci6n f ea llmca µ-c.d. 

Cuando las medidas del Teorema de Radon-Nikodym son pooltlvas se obtiene el reciproco. 

Teorema 8 Sea {X, M) un eapacio medible y ¡1 una medida a-finita definida en ene eapacio. 

Sea / : X - R* integmble no negativa. Definase paro cada A e M 

r¡[A)= Lfdµ 
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Entorn:u r¡ ea una medida pomiva en (X,M) 11 ademds r¡ e:µ. 

DeBoiclón 24 Sean X: (fl,u,P) - (R,B,P) una v.a., entoncea P: B - R definida como 

e3 la probabilidad inducida a partir ck la van'able aleatoria X. 

Con laa condiciones anteriores se deduce el siguiente teorema. 

Deftolclóo 25 La probabilidad condicional 

P[AIX=:rJ 

e• definida como una funci6n Borel-medible que aatia/aa la igualdad 

P (A n x-•ccJ] = .l P(A 1 x = :rJP(d:rJ paru todo e e e (3.36) 

Demoatracidn: La prueba •e •igue del teorema de Radon-Nikodrpn. • 

Se puede ver a P[A 1 X) como una variable aleatoria aplicando el Teorema de Cambio de 

Varia.ble para integral.., de Lebeegue a 3.36: 

'leorema 9 Sen X: (íl,a,P) - (R,B,P) una v.a., entonce. la probabilidad condicional de 

A E a dado X ea funci6n u-medible, que cumple 

P[Anx-•ccJJ = f P[A 1 X)dP poru todo e E B 
Jx-•(C) 

Teorema 10 Senn Xi 11 X2 v.a.i. con diatribucionea u 11 v re.tpectivamente. Si h : R(X1, 

X2) - R ea una funci6n tal que h 2! O o E (lh (X1, X2JIJ < <X>, entonce• 
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P[X1 +X2 :S z] 

/j lcx;+x2 ,;.¡u{d:Í:1)v{d:i:2) 

jP[X1•-i:.z~:S z]v(d:i:2) 

jP[X1.~z7:r2]v(~2) 

Proposicidn 10 Suponga que a y b son enteins tale8 qU~ a < b. Suponga que Xn utd definida 

pam a S. n S. b y satisface que 

Xn = px'n+l + 'lXn-1 (3.37) 

paru a < n < b donde p y q son positivos y p + q = 1.Sea p = 2 1 la solucidn general de la 
p 

ecuacidn 3.37 tiene la forma 

Xn = { 

Derno•trocidn: 

A+ Bp" paro a :S n :S b, si pi' q 

A+Bnparaa:Sn.Sb1 sip=q 

Suponga que los valores Xn 1 y Xn2 eatdn dados, donde a :S ni < n2 S b. Note que 

p=l opi' 1 

(3.38) 

Para cada caso, queda detenninado un sistema de ecuaciones que aiempre tiene solucidn para 

AyB: 

(3.39) 
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tiene soluci6n : 

{ 

B= "'"• -:i:n, P ~ l ~ A-:2 -r::, -Xn1)p"1 _X (Xn2 -Zn1)p"2 

- n1 pn2 -p"l - n2_ P"ª -{J"l 

{ 

B= "'"• -:i:n, 

p = l ~ n2 
- ;~2 - Xni .::t'n2 - Xni 

A= Xn 1 - ----n1 = Xn2 - ----n• 
n2-n1 n2-n1 

(3.40) 

Tome n1 =a y n2=a+1, entonces 

(3.41) 

yparun=a+l 

•+1 p"+l _ p" · p"+l _ p" ". r 
{

;, - (:i:.+1-:i:.)p"+I +~ ... +! aip.J.q 

"'• - (:i:o+I - x 0 )(a + 1) -Í- (:i:•+I - :i:0) n si p = q 

{ 
"'•+1 sip.;. q 

"'•+1 - (:i:.+1 - x.)(n - a - 1) sip = q 

por inducci6n se concluye que A 11 B sat;..facen 3.38 para toda n E N. Por otro lado, susti-
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tu11endo en 3.37: 

y en el otro caso 

p :/=- 1 ::::> A+Bp"! = .:t'n =JJZn+l +tJZn-1 

p(A+1Jp•+1) +(1-p) (A+Bp"-') 

Ap +'Bp"+'p :f: A+ Bp"-1 -Ap - Bp"-1p 

A +Bp•-1 (p'p+ ¡ ...:.p) 

A+Bp•-l (pq+q) 

A+Bp~-1,¡(9;P) 
, A+,Bp" 

pµ+B0+m+~-~µ+B~-m 

Ap+B(n+ l)p+A+B(n-1)-Ap-B(n-l)p 

A+B((n+l)p+n-1-(n-l)p] 

A+B[(n+l-n+ l)p+(n-1)] 

A+B(2p+n-1J 

A+Bn 

de modo que 3.38 satisface 3.37 paro toda n e N. De hecho, la ecuacidn 3.37 y do• valore8 

dados ni y n2 son suficientes pam determinar toda.!: las Xn. 

Por tanto, si .Xn estd definida paro a :S. n < oo y .satisface 3.37 para a < n < oo entoncea 

hay constantes A y B tal ea que 3. 38 se cumple pon1 toda a S n < oo. 

Definición 26 Una función <P en un intervalo abierto I no necesariamente acotado es convexa 

si 

.¡, (tx + (1 - t) 11) :;; trp (:r) + (1 - t) .p (11) (3.42) 

para :r:, 11 e I 11 O:;; t :;; l. 
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Proposición 11 Sea r/J unafuncWn conve.xa definida en un inteMJalo abierto no necesariamente 

acotado I, y.seanp1, ..• ,pq e R tales que 

entonces 

(3.43) 

Dernoatrocidn: 

Por inducción sobre n y utilizando la convexidad de </J, el paso base e.std probado. Ahom 

suponga que paro todo k S n la proposici6n .se cumple. Utilizando otra vez la convexidad de </J, 
n+l 

v qu• ¿:p; = 1 
i=l 

(
n+l ) 

</> LP'"'' ·-· 

• 

</> (tp¡:i:, + Pn+l"'•+I) ,_, 
S tP (tp¡:z:¡) + <l>CPn+1:t:n+d 

·-· 
S tp;<f>(:z:¡) +</>CPn+l:Z:n+l) 

•-1 
n+l 
LP•<f>(:z:¡) 
i:al 

Proposición 12 Si <P tiene derivada continua, no decreciente t:p1 en l, entonas <P e3 convexa. 

De hf!Cho, si a < b < e, entonces 

.p(b) -</>(a)< </>(c)-<l>(b) 
b-a - c-b 

el promedio de,;,' en (a, b) e.• a lo m4s el promedio en (b, e)_. 

Demostroci6n: 

<f>(b)-<l>(a) 
b-a 

1 1.· S b-a 
0 

</>'(s)ds 
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• 

::; rf/ (1>) 

::; _l._¡, J.• tf/ (s) ds 
e- • 
<f>(c)-<f>(b) 

c-b 

Corolario 3 Le desigualdad 3.U se reduce a 

(c-b)ql(b)::; (c-b)ql(a)+(b-a)ql(c) 

Demostmcidn: 

.. 
ql(b)-<f>(a) 

b-a 
(e- b) (9" (b) - ql(a)) 

(c-b)ql(b) 

::; ql(c)-9"(1>) 
c-b 

::; (b..: a)(<f> (e) - ql (b)) 

::; (c-b)<f>(a)+(b-a)<f>(c)-(b-a)<f>(b) 

::; (c-b)<f>(a)+(b-a)<f>(c) 

Observación 12 La ecuaci6r& 3 . .45 ea la ecuoddn 3.41! con z = a, y = e, t = ==...!, 
e-a 

(3.45) 

Lema 5 (Desigualdad de Jeruoen) Sea X""" variable aleatoria definida en un •&¡J<lcio (O,o-,P). 

tal que E[X) < oo, 11 sea / una funci/Jn conveza, entonces 

E(/(X)J ~ /(E(Xj) 

Demoatroci6n: Utilizando 3.41! el resultado es inmediato. • 

Corolario 4 Si (J ,,& O satisface la ecuaci6n 

E(e•x¡ = 1 
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entonces la desigualdad de Jemen implica que 

(3.46) 

Demoatrucidn: 

In l In E(e9Xj ~ In e•E(XI 

=> O> BE(X] 

,,. 0<8 

• 
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