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Capitulo 1

A MANERA DE INTRODUCCION

1.1 La prueba de Gd&del de la consistencia de la aritmética
(1958)

A raiz de los teoremas de incompletud de Gdel (1931)! es bien sabido que una prueba? de la
consistencia de una teoria axiomdtica, que contenga al menos tanto poder expresivo como ¢l de
la teoria de mimeros, no puede llevarse a cabo utilizando exclusivamente los medios y recursos
disponibles en el sistema.

En cste contexto cualquier prueba de consistencia para la Aritmética de Peano (AP). deberd
utilizar conceptos o recursos no formalizables en AP. La mayoria de las pruebas de consistencia
conocidas hasta antes de 1958 utilizaron como recursos no formalizables en el sistema la teorfa
constructiva de los ordinales y el concepto de accesibilidad.

En 1958 Kurt Gé&del publicd en Dialectica un articulo titulado ”Acerca de una extensién

atin no utilizada de! punto de vista finitista”.® En este trabajo Godel expone el concepto de

Juncional de tipo finito, y propone utilizarlo como alternativa al pto de ibilided para
demostrar la consistencia de AP.
El presente trabajo pretende desarrollar una prueba (siguiendo a Gédel 1958) de consistencia

para la Aritmética de Peano, utilizando el concepto de funcional de tipo finito. A continuacién

1Para una i6 fiol, véase Torres (1988).
2Aqui, la palabr. prueba debe mundgzse como demostracién formal.
3»{Jber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten Standpunktes”, Dialectica 1958.
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haremos un breve anilisis del escrito de 1958, siguiendo la nota introductoria a Gédel 1958 y
1972 escrita por A.S. Troelstra en Gddel (1990) y mencionaremos algunos cambios y adapta-
ciones que hicimos a la idea original de G&del para abtener la prueba que aqui presentamos.

Escrito cn 1958 para festejar el 70 aiversario de P. Bernays, las ideas de esta publicacién se
remoutan por lo menos al 15 de Abril de 1941, fecha en la que Gédel leyd en Yale 1a conferencia
"In what sensec is intuitionistic logic constructive?

En 1965 Leo F. Boron tradujo al inglés el original de Gédel, con la intencién de volver a
publicarlo en Dialectica. La traduccién fue entregada a Gédel para su revision y hacia 1967
Gédel parecié quedar satisfecho con el resultado; pero en 1968, al releer la introduccién filoséfica

que hizo al escrito original, se dio cuenta que no reflejaba correctamente sus ideas y la reescribié

de nuevo. Como tampoco quedé satisfecho con la segunda versidn la sustituyd por una seric de
notas adicionales a pie de pdgina (notas de la & a la n de 71972, en Gddel (1990)). Finalmente,
para 1970, ¢l trabajo pareci$ estar listo, pero despues de leer las pruebas de impresidn decidié
cambiar casi totalimente las notas i e i. Las pruebas nunca fueron regresadas y al parecer Gédel

das cn vida

siguidé trabajando en ellas por lo menos hasta 1972, Estas notas no fucron publi
de Gadel y aparecieron por primera vez en la version det escrito de 1958 denominada como
Gaodel 1972 publicada en Godel Collected Works Vol. 11,

Aungue segiin Kleene (1973 nota 7), la intencidn original de Gédel era la de probar la in-
derivabilidad de ==V (A (a0) V =1 () en el cdleulo intuicionista de predicados, y segiun Kreisel
era la de establecer que las demostraciones intuicionistas de teoremas existencinles sicinpre con-
llevan a realizaciones explicitas, Gédel presentd sus resultados de 1958 como una contribucion

ativizado de Hilbert.

al programa re

La iden original de Gédel para probar la consistencia de la aritmética se aplica directamente
a la Aritmdética Formal Int.u‘i(:ionist.n A (Aritmética de Heyting), pero a partir de los resul-
tados de Gédel (1933), por medio de su Tyaduccidn Negativa, se sabe que la consistencia de la
Aritinética de Peano es equivalente a la consistencia de la Aritmética de Heyting., Esto se basa
en el hecho de que, despues de interpretar las nociones basicas de la légica cldsica en términos
e nociones intuicionistas, se puede definir una férmula £’ de A para cada férmmla F de AP
con la propiecdad de que

Si AP F, entonces AH + F’



donde la interpretacién ‘ es tal que (—~F)

probar Ia consistencia de AH.

—~F'* y asi, la consistencia de AP, se sigue de

Para probar la consistencia de AH, Gédel introduce en 1958 un

tema formal 7 libre de
cuantificadores y procede construyendo para cada féormula F de AH una férmula F° (la férmula

de interpretaciéon de F) de 7, tal que si F es derivable en A, entonces una cierta instancia
de F* es derivable en 7.2

Tomemos la férmula 0 = S0 (donde el simbolo § denota a la funcién sucesor) de AH. Como

consecuencia de la definicién recursiva de férmula de interpretacion que se dard en el Capitulo
4, tenemos que (0 =

= $0)* es precisamente la férmula 0 = S0 de 7. Por otra parte se demostrara
S0 no es derivable en T, de donde se sigue que 0 = S0 no e¢s derivable en

HA (ya que el resultado del que se habla en cl parrafo anterior y en la nota a pie de

que la ecuacién 0 =

pagina
5, garantiza que para una [érmula en la que no figuran variables, derivabilidad en H_4 implica
derivabilidad en 77), por lo que ?{.A es consistente.

Nuestra prucba de consistencia se aplica directamente a AP,® permitiéndonos evitar el uso
de la traduccién negativa de Gédel. Debemos mencionar que nuestro sistema de Funcionales
de Tipo Finito FTF difiere un poco del sistema 7 de Gaodel. tanto en su presentacién. como

en cuanto a la concepcion filosofica subyacente, como se verd con detalle en lo que sigue
Al igual que el sistema 7 de Gédel, el sistema FTF sec basa en unna estructura de tipos

gencrada recursivamente a partir del tipo o (ndmeros naturales) bajo la regla de que, si o.

T1, -+ . Tn SON Llipos previamente definidos, entonces (1 - - - 7,,6) es también un tipo.
Intuitivamente 1os objetos de tipo (73 - - - T,0) son funciones, que aplicadas a argumentos de
tipos 73,--- ., Tn dan como resultado objetos de tipo 0. Como en general los argumentos de estas

funciones (excepto para el tipo 0) son a su vez funciones, a estos objetos se les llama funcionales.

‘En A‘H 1a férmula —~F es |nterpreu\da como la férmula F — 1, donde ¢] simbglo 1 denota al absurdo.
SEn d F* no es pi

una f6rmula de T, sino una {6rmula gencralizada de 7. Como se explicd
arriba, para cada férmula F de AH se construye recursivamente una férmula generahzada F° de 7, donde por
una " férmula gene

" de T una expresitn de la forma

Sy - BymVI VI A (T Fa i Ym)

continuacién se prucba par ind sobre los de AH que, 8si AMH ¥+ F,
.ta), para una sucesion de terminos t1,---,ta de T

®A diferencia de la original de Godel (1958), que como hemos dicho, para demostrar la consistencia de AP

demuestra primero la de A y despues aplica 1a Traduccion Negativa (1933).
TDurante el como si

donde A es una férmulade 7. A
entonces T + A(z,-

e Ena by,

las palabras ", "funcional” y eventual




Mediante el isomorfismo de Schénfinkel XY *Z =¢ (XY)Z » las funciones n-arias, pueden ser
vistas como funciones unarias y el tipo (7;:--7Tno) puede pensarse como una abreviatura de
(71)--- (7)o

En F7.F definiremos la nocién de tipo recursivamente a partir del tipo o (que se interpreta
como el tipo de los nimeros naturales), de forma que, si o y 7 son tipos previamente definidos,
entonces (o)t cs tambien un tipo. Interpretamos al tipo (o) 7 como el tipo de los mapcos del
conjunto de los objetos de tipo o al conjunto de los objetos de tipo 7. Siempre que el tipo o
esté denotado con un sélo simbolo eseribiremos o7 en vez de (g) 7.

El lenguaje para 7" ticne como simbolos primitivos, en primer lugar, un nimero numerable
de variables distintas para cada tipo, un simbolo primitivo de igualdad =, para cada tipo
T, y las constantes funcionales 0 (para el mimcro natural cero) y S (para la funcién sucesor
S : N - N), de tipos 0 y oo respectivamente.

Los términos del sistema son definidos recursivamente a partir de variables, de 1a constante
0. de la constante S y de las constantes funcionales que se especifican mas abajo, mediante la
regla de que si a7 3 un término de tipo o7 y &7 es un término de tipo o, entonces a®*4” ¢s un
término de tipo 7.

Acerca de los términos primitivos que mencionamos arriba, como Godel senala, es necesario
que existan, para cada tipo, constantes funcionales introducidas por medio de una definicién
explicita, esto es, siempre que t esté construido por aplicacién de variables z1,---,z, y de

constantes previamente introducidas, existe una constante &€ tal que:
Dxy, - Ty =1

Lo anterior puede ser garantizado por medio de abstraccién A 6, como se hard en FTF,
por medio de la inclusidn en el lenguaje de simbolos primitivos para la constante combinatoria
Koy de tipo TaT, y la constante cobinatoria S,q, de tipo (poT) (po) o1, para cualesquiera tipos

p.o y 7, definidas mediante las siguientes ecuacionces:

Sparaf? T c” = a7 c® (V7 ) Y Kyra™t® = a”

" término”.



donde los superindices de los términos a, b y ¢ indican el tipo del término en cada caso
Para garantizar la introduccion de constantes por recursién primitiva, commo sc¢ pide en
T, incluiremaos en F7F una coustante funcional J, para cada tipo T (a la que llamaremos

iterador®), de tipo o (77) (77) , para la que se tienc las siguientes ecuaciones:

J;0a”T b

5 y  Je (S aTTV = a”T (JpetatTh)

Las formulas de 7 se definen recursivamente a partir de igualdades entre términos por

medio de los conectivos 16gicos para €l cilculo proposicional (el lenguaje para 7 no incluye a
los simbholos ¥ y 3). Originahnente 1a base 16gica del sistema 7 fue pensada como la l6gica

intuicionista de proposiciones, pero en vista del caricter de nuestra prueba {que no involucra
ningun sistema intuicionista), hemos decidido tomar como base 16gica para el sistema FTF la
16gica clisica de proposiciones, formalizada con los conectivos V y — .

Coma axiomas no l6gicos para 7, ademds de aquellos que garantizan la completud com-
binatoria (introduccién de constautes por medio de definicién explicita) y la introducciéon de
constantes funcionales por recursion,? es necesario Ltomar axiomas para la igualdad y el esquema

de inducciéon completa:

A(D), A(z)— A(Sz)F Ala)

donde A es un férmula, r es una variable de Lipo 0 y g un término cualquicra también de tipo
o.

Originalmente sec piden en 7 el 3° y 4° axiomas de Peano, pero como Gédel senala en su

nota m 1% debido a la definibilidad de 1a funcién predecesor en 77, el axioma de inyectividad para
sucesor es obtenido en el sistema como teorema, por 1o que es redundante.’?! Cabe mencionar que
el axioma de Peanc —(Sx = 0), puede ser omitido en los sistemas con base légica intuicionista
formalizados con — , en los que la negacién no figura como simbolo primitivo, y en los que
—A se define con la fé6rmula A — 0 = 1. Para una realizacién concreta en este sentido véase el

‘sza debiera usarse la palabra recursor, pero la hemos reservado parala definicién de un término auxiliar
que el C;

°Dichos axiomas son dados en FT X por medio de 1as ecuaciones que definen a los términos Kor, Spee ¥ Jv
dadas mas arriba.
¥De 1972, cn Gidel (1990).

'1Hecho que hemos tomado en cuenta al no incluirlo como axioma sino como teorema de F7°F

7



sistema formal F7 de Shiitte (1977).

Como se vera en la siguiente seccién, uno de los puntos delicados de la prucha de consistencia
es la interpretacién del predicado =,{que en primera instancia sc considera decidible). En
la nota 7 de Gé&del (1958) se especifica que la igualdad debe ser considerada como igualdad
intencional, es decir, dos funciones (funcionales) son considerados iguales syss tienen el mismo
procedimiento de cdlculo.

En FTF hemos definido la igualdad en este sentido, pues para cada funcional f de FT X
que. en un principio, pudo ser definido por diferentes medios y a partir de funcionales de tipo
superior, siempre es posible hallar una escritura unica (la forma normal de f), de manera que en
ella no figuren expresiones del Lipo Spe-a® b7 ¢ , K,,a"b%, J,0a877b" 6 J, (Sc®)a” b7, de forma
que el funcional f puede ser escrito (mediante su forma normal) de manera tinica en términos de
los funcionales que los definen. A continuacién se define la igualdad entre funciones del mismo
tipo de manera que dos funcionales son iguales syss ellos tienen la misma forma normal (lo que
en nuestra interpretacién implica indiscutiblemente el mismo procedimiento de cdlculo).

Es quizai la idea de reducir la igualdad entre funciones al concepto de identidad sintéictica
lo que da un enorme poder expresivo a F7T.F (6 a T), a pesar de que cuenta con tan pocos
recursos 1gicos (como el lector habra observado, ni siquiera se permiten cuantificaciones en
estos sistemas).

A partir de esta definicién de igualdad y de ciertos resultados sobre formas normales,}?
usando una nocién intuitiva de verdad, es que se demuestra que la férmula 0 = 1 no es derivable
en el sistema, hecho que implica la consistencia de F7 F y por ende la de AP.

Como ya hemos mencionado, la interpretacién *(originalmente denotada por Gédel como
') ¥ la definicidén de formula generalizada que usamos, difieren ligeramente de las de Gédel y
son directamente aplicables a AP (evitando el pasar por la aritmética intuicionista). Ambas,

la interpretacién y la definicién de férmula generalizada utilizadas en nuestra prueba de
consistecia, fueron tomadas de Shoenfield (1967), donde AP, al igual que en cl presente trabajo,
se formaliza usando V, -, y V.

Creemos importante mencionar que nuestro sistema F 7 .F corresponde a una versién cldsica

'?Los itados a que h ia son los sigui 1. Todo térmi i } tiene una forma
normal. 2. La forma normal de cualquier término es iinica. Ambos ltados se en el C 2




del sistema F 7 de Shiitte (1977). pero donde los resultados sobre formas normales son obtenidos
como en el sistema HAY, de Troelstra (1988)

1.2 Algunas consideraciones importantes.

En esta seccidén pretendemos exponer brevemente dos de las lineas de pensamiento mids impor-
tantes que se desprenden de la interpretacién de 1958. En primer lugar quisiéramos mencionar
la relacién que existe entre la 16gica intuicionista y la interpretacién de Gédel.

Para ello analizemos el modelo de 7 que A. S. Troelstra nombra como el de los " funcionales
calculables”, el cual se obtiene al interpretar a los funcionales calculables de tipo o como nimeros
naturales, y a todo funcional calculable de tipo o7 como "un procedimicnto matemaitico bien

ido”

definido™ ., que aplicado a argumentos funcionales de tipo ¢, da como resutado un funcional
calculable de tipo 7.

En esta interpretacién la nocion de ™

procedimiento matematico bien definido” debe enten-
derse como nocidén primitiva, sin ninguna explicacién posterior, exactamente del mismo modo

en que son consideradas las nociones abstractas intuicionistas (como la de prueba constructiva)
en la interpretacién de Heyting de los operadores logicos

El paralelismio existente entre ambos conceptos {el de funcional calculable y el de prueba

onstructiva) ha hecho del sistema 7" ¥ de la interpretacién

‘ de Gédel {(1958), un recurso suma-
mente valioso en la teoria intuicionista de la demostracidon y en general para las matematicas

constructivistas.}?

Pero a pesar de que mediante la interpretacién de Giodel se logra sumergir a la l6gica in-
tuicionista en el sistema de funcionales 77, haciendo de las nociones abstractas intuicionistas
algo mas concreto y tangible (como lo es la nocién de funcional), alguncos problemas de im-
predicatividad impiden distinguir de manera clara el adelanto epistemolégico que se obtiene al
considerar la interpretaciéon de Gddel en vez de la de Heyting,

En segundo lugar quisieramos hablar del nivel de finitud alcanzado en la prueba de Gadel

de 1958. Asi, con el fin de ubicar dicha prueba dentro del marco del programa de Hilbert es

g Py

1 o1 constructivistas nquella-s ma&eméucu desarrolladas dentro de las diversas
cornemu intuicionistas, en las que se trabaja si j
\! Slo ser bad

pre co construidos y donde los teoremas.
P por medio de la :onstrm:cién concreta del objeto acerca del que se afirma
la existencia.




conveniente destacar los siguientes aspectos:

Primero, todos los procedimientos usados en el sistema 7 asi como los usados en la de-
mostracion del resultado principal acerca de la interpretacién de 1958, son finitistamente
aceptables (pues ellos estin basados exclusivamente cn nociones combinatorias de simbolos)

Segundo, tenemos que la cosistencia de 7 sélo puede ser probada si se garantiza la deci-
bilidad del predicado de igualdad entre funcionales, pero debido a la impredicatividad surgida
a raiz de la posibilidad de definir funcionales a partir de funcionales de tipos posiblemente
mas complejos.!® la decibilidad de la igualdad, atin para el tipo o, no es de ninguna forma

obvia. Es asi que, para garantizar lo anterior, se construye un modelo sintdctico de términos
funcionales (que corre:

ponde en nuestra exposicion al sistema de terminos funcionales definido
en el Capitulo 2}, el cual se basa en el concepto general de construccién de funciones dado
implicitamente en la definicién de funcional calculable (6 térimino) de tipo or. Se procede en-

tonces a definir el predicado de igualdad entre términos funcionales del mismo tipo a partir de
dividir al conjunto de té

rminos en clas

de equivalencia, donde la particién se hace con base
en las formas normales de éstos. Y como la jgualdad entre términos del mismo tipo se¢ reduce
al concepto de identidad sintdctica (recuerdese que la relacién de igualdad entre dos términos

t y s se define a partir de sus formas normales tV y sV, esto es, t = s syss tV

s™V) tenemos
entonces que es triviallmente decidible, por lo que el problema de establecer la consistencia del

sistema 7% se reduce al de garantizar la existencia y unicidad de una forma normal para todo
término del sisteina,

Se han favorecido dos caminos para hacerlo. El primero de cllos (el que hemos adoptado

n la utilizacién de los Predicados de Caleulabilidad de Tait
{1967) y en la propiedad de Chuch-Rosser tal como se expone en el Capitulo 2. La otra forma

en el presente trabajo) se basa e

que se conoce para garantizar la existencia y unicidad de formas normales consiste en poner en
correspondencia a los términos del sistema con una serie de ordinales constructivos, de forma
que el resultado se obtiene por medio de una €,-induccion sobre estos. De ahi que la ganancia,

que en términos finitistas se obticne al reemplazar la nocién abstracta de accesibilidad usada

14El resultado a que h
de F* es derivat’c en 7.
¥htisma immpredicatividad gue surge en la i

es ¢l

s una cierla

sterpretacién de los funcionales como prucbas constructivas. Ver
mas arriba donde se habla acerca de la interpretacion de Gadel y 1a 16gica intuicionista.

19Si es que no hemos de aceptar como decidible en primera instancia ol predi de Jdad
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©n las pruchas de consistencia de tipo Gentzen'? por ¢l concepto de *funcional de tipo finito™.

e€s casi inexistente excepto por el hecho de que la prucba de Gécdel no recurre a eliminacién de
cortes.

Por iltimo mencionaremos que las extensiones de 7, ya sea permitiendo cuantificaciones
para constantes funcionales o permitiendo que los tipos de las funciones varien sobre la scrie de
los ordinales constructivos {(en vez de sobre los ntimeros naturales). ha resultado una herramienta

bastante poderosa en la teoria cldsica de la demostracién. Como un cjemplo en este sentido

podriamos mencionar, entre otras, las pruebas de Feferman (1971 y 1972, 8.6.2) acerca de la

consistencia de algunos i del Alisis. '8

Para un estudio mads profundo sobre las diferentes investigaciones surgidas a partir del
articulo de Gédel, sugerimos la lectura de la nota introductoria a 1958 y 1972 de A. S. Troelstra.
publicada en Giédel Collected Works Vol. I1.

"Para una version en espaiiol de una de estas pruebas vease Miranda (1997).
consiiltese la nota b de Gadel 1972 en Godel (1990).
BEn estos trabajos la extensién de 7., se hace por medio de permitir ¢l uso de tipos transfinitos.

Si se descan mis versiones
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Capitulo 2

UN SISTEMA DE TERMINOS
FUNCIONALES

En el presente capitulo desarrollaremos un sistema de términos funcionales basado en una estruc-
tura de tipos definida recursivamente. Ademds de las definiciones pertinentes, demostraremos
los resultados de normalizacién y unicidad para términos que serdn fundamentales para la
definicion del predicado de igualdad y para la prueba de consistencia del sistema formal FTF

que se expone en el Capitulo 3.

2.1 Tipos
DEFINICION (de tipo).

i) El simbolo o es un tipo.

ii) Si o y T son tipos previ te definid (o)7T es también un tipo.

iii) Solamente son tipos aquellas cadenas de simbolos generadas a partir de un

numero finito de aplicaciones de las cldusulas i y ii.

Interpretacién: El tipo o denota al tipo de los niimeros naturales. Si ¢ y 7 son tipos, entonces

el tipo (o)7 denota el tipo de los mapeos o — 1, del conjunto de los objetos de tipo o al conjunto
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de los objetos de tipo 7. Como abreviatura escribiremos o7 en lugar de (o) 7, siempre que el
tipo ¢ este representado por un sélo simbolo.
Observacién: Nétese que a partir de la definicién y convenciones anteriores todo tipo distinto

de o es de la forma 7y ---7h0, con 11 > 1.

2.2 Términos

Introducimos los siguientes términos primitivos.

1) Para cada tipo T un namero numerable de variables.

2) Los términos aritméticos 0 y S (para el nimero natural cero y para la funcién sucesor
respectivamente).

3) Combinadores Ky, ¥y Spor » Para cualesquiera tipos p,o y 7.

4) El iterador J,, para todo tipo 7.

DEFINICION (de término y sus tipos).

i) Toda variable de tipo 7 ¢s un término primitivo de tipa 7.

ii} Bl término aritmético 0 es un término primitivo de tipo o.

iii) El término aritmético 8 es un término primitivo de tipo oo.

iv) El combinador Koy es un término primitivo de tipo ro7.

v) El combinador Spor s un término primitivo de tipo (por) (po) p7.

vi) El iterador J, es un término primitivo de tipo o(7r7) 7.

vii) Si a7 y b7 son términos de tipos o7 y ¢ respectivamente, entonces a”7 (47) es

un término de tipo 7.

viii) Sélo son términos aquellas cadenas de simbolos ob idas di un o

finito de aplicaciones de las cldusulas i a vii.
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Clomo abreviatura escribiremos a®’4%, en vez de a®" (b°), siempre que b° no sea un término

compuesto. Diremos que un término es cerrado syss no comntiene variables.

Simbolos sintdcticos
1.- Los simbolos 27,y7 y z7 se usaran para denotar variables de tipo .

2.- Los simbolos a”,b",c7,d",t7, etc. se usaran para denotar términos de tipo 7.

También usaremos subindices en algunos casos. Los superindices por lo general estaran

referidos al tipo. De acuerdo con la definiciéon y convenciones anteriores todo término no

primitivo de tipo 7 es de la forma:
QeI TRTY L hTn (n=1)

donde a?*"'9n7 es un término primitivo.

DEFINICION (de funcional)

Un funcional de tipo finito o, simplemente funcional, es un término que no contiene variables,

es decir un término cerrado.
DEFINICION (recursiva de numeral)
1) No =0
2) Npuy =8N,

Asi, los numerales son términos cerrados, es decir, funcionales de tipo o.

2.3 Interpretacion

El término a®7b° denota la immagen de 5% bajo el mapeo a°” : g — 7. Esta imagen cs

claramente dec tipo 7.

El funcional § de tipo 0o es un mapeo S : 0 — o, que asocia a cada término a® (nmimero

natural) su sucesor Sa®.

El término Kyra”™ denota al mapceo constante o — 7, que a cualquier término b7, de tipo o,
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le asocia cl término a” de tipo 7. Por lo que Ky-a”b” = a”. El término K,-a” es claramente
de tipo o7, y el combinador K4, denota al mapeo 7 — o7, que asocia a a”, ¢l mapeo constante

Kgora”, evidentemente, K, es de tipo ToT.

El término Spara?’”b”°, denota al mapeo p — 7, que asocia a cualquier término ¢? de tipo
£ el término a??7¢? (bP9 ), de tipo 7, es decir:

Spara™ TV = afOT P (VP cP)

Por lo tanto Spe,a®?” b#? es de Lipo p7, Spo,a’7 es de tipo (po) pT ¥ Sper €5 un término de
tipo (por) (po) pr.
El iterador J,, sélo adquiere significado junto con un numeral N,. Asi, el funcional J:Nj

mapea a un término a”” en su n-ésima aplicacién. Esto es:
Jr Npa™ b7 = a™(a"7(- -+ (a7TbT) - - 1))
donde a”" figura n-veces en ¢l lado derecho de la ecuacién, en particular tenemos que
J,0a7TT = b7
JrNa1a™™b" = a7 (Jy Nua™"b7)

De esta mancra, J,N,a"” es de tipo 77, y J, N, es de tipo (r7) 77 siendo, por lo tanto, ¢l

iterador J, un término de tipo o(r7)7rT.

2.4 Normalizacién y Unicidad

Intuitivamente, todo término de tipo o representa un nimero natural, pero como un término
cerrado de tipo o puede ser construido via términos de tipos arbitrariamente complejos, se
presenta el problema de si dado un término cerrado a° de tipo o, puede entonces este ser

siempre efectivamente evaluado.
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2.4.1 Normalizacién

El objetivo de esta y de la siguiente seccién es ¢l de probar que todo término del sistema
tiene una forma normal, y que esta es tnica. Actualmente se conocen dos alternativas para
hacerlo. la primera, por medio de predicados de calculabilidad, y la segunda por medio de
asignar un ordinal a cada término'. Optamos por la primera ya que pensamos que se apega
mds a las intenciones de Gédel (1958).

DEFINICION (de¢ Conversién)
Decimos que t] convt} syss
Conuvl.- = Kora™d®

~

T

1 Yy ti=a
Convz.- t] = 5p0,a?" b y 1} = (a7 cP) (b7 cP)
Conv3.- t] J:0a*"b" v 3 =b"
Convd.- t] = J,(Sc®)a™b" y t}=a " (Jyc®a’Tb7)

DEFINICION (de Redex)

Decimos que t7 es un reder syss t7 tiene alguna de las formas ¢t de la definicién anterior.

DEFINICION (de Forma Normnal)

Decimos que un término t estd en Forma Normal syss t no contine ningun redex como

subtérmino.

DEFINICION (de Reduccién )
La relacién de Reduccidn,? representada por >, esti generada por las siguientes reglas:
Red1.- t] > t]
Red2.- t] conutl = 1] & 3

'A cada término de sistema se le asigna un ordinal y se defi i de i imil a las usadas
en esta seccidn. Se p de a probar la y idad de Lérmmos norma.lcs por medio de una induccién
transfinita hasta £o, siendo este otro i para ar la de la ar i al estilo G
Ver Shiitte 1977.

?En la literatura exi otras relaci de red 3 de términos m3s estrictas (como ejemplo véase Shiitte

1977), para las que la forma normal resultante es trivialmente inica. Sin embargo, hemos decidido optar por
una relacién reductiva mads libre por parecernos mis natural.
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Red3.- t] © t3 = t3°¢] & 1543
Red{.- t{7 t t§7 == {715 > t§7eg
RedS.- t] >t y t3 > 6 = t] > 3

Si t] o tf , decimos que t] se reduce a t. Escribimos t] ) t3, si es que tJ se obtuvo de
{ por medio de convertir un reder de t]. Nétese que la relacién r>, es la cerradura reflexiva y
transitiva de ;.

Una sucesién reductiva es una sucesidn de términos ¢, - -

,tn talquet) > -+ - & ¢, . Diremos
que una sucesioén reductiva termina si £, estd en forma normal. As{, nuestro objectivo funda-

mental es el de mostrar que para cualquier término del sistema existe una sucesién reductiva

que termina.

DEFINICION (de FN, CFN, FN,, CFN,)
FN es el conjunto de todos los términos en forma normal. CFN es el conjunto de todos los
términos cerrados en forma normal. FN, el conjunto de todos los términos en forma normal

de tipo T y, por Gltimo, CFN, es ¢l conjunto de todos los términos cerrados en forma normal

de tipo 7.

PROPOSICION.?
Para todo término ¢, t € N syss t tiene una de las siguientes formas:

0, S, Kor, Kora™, Spor, Spora®°7, Spar@®® 0%, Jr, Jrto - -t2, 7, Tty -« - Ly,
Donde t),---,th € FN, g € FN, tp # 0, y to no de la forma St'.

Demostracién.- Directo de las definiciones anteriores. @

*Debido a que ei simbola ¢ 3¢ uti
el easo, no
¢. Siempre que no hagames referen
cjemplo en 7 ¢1
parai Snm y z't
para facili

a en la ici como t jable de disti tipos segin
al mismo. Lo mlsmo debe hacerse notar de los términos to, - .ln ¥
a explicita a los tipes consideraremos que “encajan correctamente”. Por
tn, se supondri que existen tipos o, 71, +Ta, tales que T = 713 - - - Tao, donde ¢; es de tipo T,

ta es de tipo 0. A partir de ahora y cuando no se preste a confusiones, en algunos casos,
1a i no se hard r al tipo.
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PROPOSICION.- S5i t° € CFN, , entonces t° es un numeral.

Demostracién.- Sea t° € CFN,. Probaremos por induccién sobre la complejidad de t°, que
t° es un numeral.

Ahora bien, t° no puede comenzar con un combinador Kgr 0 Sper, Pues entonces t° es un
redex y t° ¢ CFN,.

Supongamos que t° = J,a1t;---t,. Por H.I. a1 es un numeral (pues a; es un término
cerrado de tipo o de longitud menor que t2) y t° es un redex. Por lo tanto t° ¢ CFN,.

Supongamos que t° = St o que ¢° = 0. Como por H.l. t§ es un numeral, de cualquier forma

tenemos que ¢° es un numeral. @

Coino consecuencia relevante de la proposicion anterior tenemos que los elementos de CFN,
pueden ser evaluados, pues si todo término cerrado de tipo cero puede ser llevado a una forma
normal 1inica,? entonces todo término cerrado de tipo cero puede ser evaluado efectivamente y
por lo tanto la igualdad entre términos de tipo o, definida a partir de la identidad sintictica de

sus formas normales, es trivialimente decidible.
Observacién: Nétese que ¢t > t' y ¢t # t/, sélo puede darse si ¢ contiene un redex, pues la

relacién de reduccién > estd generada a partir de £ > t y tconvt’ por las cliusulas Red3-Red5.

porloquesite FN y t > {', entonces tenemos que ¢ = t'.

PROPOSICION.- Todo termino t7 es reducible a forma normal.

dos de Calculabilidad® de Tait(1967)

Demostracién®.- La presente demostracién utiliza los Predi

en su forma mds sencilla.

4La unicidad de la forma normal s¢ ra més adel en la i 2.4.2.
3Durante la preseate demostracién Jos simbolos légicos V, V., A, etc. , deb

el metalenguaje.
SEn Tait ® Computability Predicates™ (Comp).

como en
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Para cada tipo 7 defi >3 recursi

te el predicado Cale, por medio de las siguientes
cliusulas:
i) Calcy (t°) «+» t° es reducible a forma normal, y t° es de tipo o.

ii) Calcyr (197) > V] (Calcg (t) — Calc, (1°7t7)) y t°7 es reducible a forma normal.

Cale, (t7) debe interpretarse o leerse como "t? es un término calculable de tipo 7.

Nétese que basta con demostrar que todo término primitivo es calculable, pues si Calesr (1§7)
y Calec, (t3) . entonces Calc, (£7¢3) .

Para comenzar, recordemos que si o es un tipo, entonces puede ser escrito en forma inica
como ) - -+ ono de modo que:

(1)....Calcy (£7) © VI3 - -V2n (Calcg, ((9') A - - - A Caleg, (t57) — Caley (£7t5 - - - t57))

Observacidn I1: Si t] & t3 y Calc, (13), entonces se ticne que Cale, (27) .
Calc, (0)

Inmediato. pues 0 € FN, y O 0.

Calcoo (8)

Si 1?2 es un término cualquiera tal que Calc, (%), entonces existe L € FN, tal que
t° > t2. Por lo tanto tenemos que St° & Stg, donde Stf € FN,, y Calc, (St°).
Finalmente por (1) se tiene que Calcos (S) -

Calcrar (Kor)

Sean t] y tg tales que Calc, (t]) y Calcs (12). En tal caso Kyttt &1 2] y por la
Observacién 1 tenemos que Caley (Kqo-tjtg). Como

Vi]vig (Cale, (t11) A Calc, (83) ~ Caley (Kort113))
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tenemos que Calcyor (Kor) -

CalC(pory(paror (Spar)

Sean §77, t57, t5, términos cualesquiera tales que Calcpar (¢5°7), Calcps (257), ¥y
Calc, (t5) - En tal caso Spert{77t57t5 t>1 t577 85 (t5°t5) y como Cale, (1§77 5 (t57t5)).

tenemos que Calcy (Spart{77t5°t5) . Es decir:

VeTTVeEOVLE (Calcgor (1577) A Calcpy (£5°) A Calc, (t8) — Caler (SpartiT7 t57t5))

por 1o que Calcpyr)(pa)pr (Spar) -

Cale, (27)

Sea 7 = 711 ---Tpo ¥ sean t]* tales que Calc,, (L*), para taoda i € {1,---,n}. En tal
caso para cada t]* existe un término a* tal que a* € FN,, y t* &> a]'.
Por lo tanto, z7¢]' ---tj» © z7al’ ---al® y como Calce (z"a]' ---a7"), se tiene que

Calcy (27¢]' - - - t77) . En resumen:
Vel -V (Caley, (L) A - - Caley, (77) — Calco (781" - - - t70))

de donde tencmos que Calcy (7).
Calco(rryrr (Jr)

Sea t°, un término tal que Calc, (¢°) . Definimos para cada & € N un conjunto Dy :

t? € Dy > t° ticne forma nornal $%¢¢ con t§ normal y £§ no es de¢ la forma Stg

donde S* denota k-aplicaciones del funcional sucesor. Diremos que t® € D,, si no
existe tal k.

Observacién 2: Nétese que Calc, = U {D : K € N}
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Mostraremos por induccién sobre k que :
VAYLOVaTTVhT (t° € Dy A Calcry (@77} A Caley (b7) — Cale, (J,1°a7767))

Secan t%, a™7 y b7 tales que t? € Dy, Calcyr (@™7) y Calc, (b7) .

Caso 1.1) A =0,y t°> 0.

En este caso J,t%a™ " > b7, y como Cale, (b7), tenemos que Cale, (J-1%a™7b7) .
Caso 1.2) k=0, t° > £ 0.

En este caso J,t%a” 76" tiene forma normal J,t5a]" b1, donde ai” y 4] son las formas
normales de a”7 y &7 respectivamente. Sea 7 = 71 - - - T,0 y tomemos términos s; de
tipo 7; paracada i € {1.---n} tales que Calc,, (s;) y s, & s}, con s, € FN., . Entonces
Jrt°aTTHT S - - - 5p O Jrtfa]Tb] sy - - - s;,, donde J t3a]Tb]s] - - - s}, € FN,. Por lo tanto
Calco (J.tya]7b] s} - - - s3,) y entonces de (1) se sigue que Calc, (J,1%"7b7) .

Caso 3) Paso inductivo.

Sea t° tal que t° o> S5+ 1t¢, donde $¥+1t € FN,, y t$ no conienza con S. Entonces:

Jrt%a77b" o Jo (85435} a7ThT > a7 (Jr (5*8)aTTET) = a7

[

Como S%t¢ € D;. tenemos por Hl que Cale, (Jf (S"t‘,’) a""b"). Se sigue que
Calcy (d7) y, por lo tanto que Caley (J,t%a”7b7)
En resumen:

Yi°¥aTTVb" (Calco (t°) A Calcyr (a77) A Caley (b7) — Cale, (J,1°%a7757))

de donde se observa que Calcy(yy)rr (Jr) -

Por lo que, para todo tipo 7 y todo término t7, tenemos que Calc, (t”) y por lo tanto existe un

término t] talque t" > t] ytf € FN,. @
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2.4.2 Unicidad

DEFINICION.- (de =*)

La relacién ©>°, entre términos del mismo tipo? se define recursivamente mediante las si-
guientes cldusulas:
i) tet
ii) tconut’ = t -* t'

i) te*tysp s' = tst's' 8

Escribiremos t >}, t', cuando exista una sucesién de términos tg,: - -,ta tal que:

to "t &7 - 27 2y 3

Observacién 1: Nétese que >° no es transitiva; pues ¢t &° £/ syss ¢t = ¢/ o £ sc obtiene por
medio de convertir simultineamente un conjunto finito de redexes disjuntos dos a dos.
Observacién 2: Noétese ademids, que como © es la cerradura transitiva de £, entonces sc

sigue de las definicidnes anteriores que a > b syss Am > 0 talquea ), b

LEMA (Lema del Diamante)

Site® 'yt "t entonces existe un término ¢, tal que ¢ = "y ¢ & L.

t
L N
o o
o \ /D’
o

Demostracién:? Por definiciénde t &° t/, t' puede ser obtenido por medio de un niimero finito

de aplicaciones de las clausulas (i) a (#1i) y los pasos pueden ser arreglados linealmente. Por

7Por lo tantu, en lo que sigue suprimiremos el uso de Ia referencia al tipo.

8PDehe entenderse que existen tipos o y 1, tales que t (y por lo tanto t') es de tipo o7, y s (y por lo tanto s’)
es de tipo o.

2Obviameute supondremos que t'# ¢, va que cste caso es trivial
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ejemplo, si t I>° ¢/, entonces existe una sucesién finita
to " lp, 1D 8, -, ty T UL, (donde t, =t y t), =¢t')

en la que para cada i € {1,---,n}, t; = ¢}, o ticonvt], 0 3k, m < i(ti = titm A E] = tit),). Sital
sucesién existe, diremos que ¢t >* ¢/, tiene una prucba de longitud n.

Supongamos que ¢t >* ¢t/ y £ -* ¢t” se obtienen mcediante pruebas de longitud n y m, respec-
tivamente. Demostraremos el Lema por induccién sobre n + m.
Caso Base (n+m = 0)

Caso 1.- t &> ¢’ porque tconvt’
1.1) ¢t = Kor,a™b%, y t’ = a". En tal caso t"” = K,ryajbiy, donde a” &* a] y b" > b7.
El lema se obtiene al tomar ¢ = aj.
1.2) ¢t = Spra® V9P, y 1 = afOToP (b9c?) . En este caso ' = Speral®TbE7cE,
donde a7 > af?7, b7 > b7 y ¢ ©>° of. Si tomamos t" = a7 (477 F) tenemos
el resutado esperado.
1.3) t = J,0a"7b7, y t’ = b7. En tal caso t"” = J,0a]76], donde 6" >° b] y ™7 &° a]”.
Si ahora tomamos ¢'” = U] tenemos el resultado buscado.
1.4) t = J, (S5 1e®)a™ b7,y t! = a7 (.I,-(S“'c")a"h’) .Enecste caso t = J, (§*+1c?)a]7b],

donde a™ * a]7,y b]. En este Gltimo caso basta con tomar ¢ = a7 (Jr(S*c®)a]"0]) -
Caso 2.- t >* t", pues tconvt”
Se procede comno en ¢l caso 1.

Paso Inductivo

Sean & = titp, t' = tith, y t” t7t3, donde L1tz B* tith y titz ©>° 74 (que tienen
pruebas de longitud = y m, respectivamente) se obtuvieron a partir de ¢; ©” 8],
ty " tf, t2 * th, y tz ° t4. Por HI podemos encontrar t{’, y t4’, tales que
¢ttt Tty th > 1, 4 t4. Tomando a ¢ = {1y’ tenewmos que t' > "
Yy ¢ c-* t. .
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PROPOSICION.- (Propiedad de Church-Rosser).

Sito, t' y t o, t¥, entonces existe t'/ tal que ¢/ &, t* y t” 5, t'.

t
D:.‘/ NP
¢ s
S ™ Ve

e

Demostracién.- Por induccién sobre & = n + m.

Caso base (k& = 2).

Lema del diamante.

Paso Inductivo.

Sean ¢, ', y t”, tales que t >, ¢/, y ¢ >, £”, en tal caso existe una sucesién &}, -, t, tal que

te Bt -t D, =t

de donde ¢ ;) th.1. Por HI sabemos que existe sm tal que t),_; B, Sm ¥y t“ By Sm.

t
n—1 N
thoa L
' m N ' n-1
v Sem

t' y th_, 5. S;m, de donde se sigue que existe una sucesiéon

En resumen: tenemos ti,_, B>° tf, =
de términos s1,-- -, Sm, tales que t),_; &>* 3 " --- &° 5,,. Aplicando el lema del diamante m
veces obtenemos una sucesién de m términos thyrs sy, tales que, paracadai € {1,---,m},

se tiene que th ;. D° i, ¥ 3 D% th
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N v
t'her ..
N v
th 81 e
« N
g 82 ..
~N " Y
t'ny2 . N
~N t”
-, S
N~ '
Lngm
Por lo tanto ¢}, B, sm B° th4p,; es decir, t” ©F, thom-
Por otro lado tenemos la sucesidn ¢, -+, thy, para laque t), >* ¢}, ., >* -+ - B* th,... ¥y por lo
tanto ¢’ = ¢, &, 4,4, Si tomamos ¢ = ¢!, ., hemos encontrado el término buscado. B

COROLARIO.- Si t > t' y t > t”, entonces existe t'/, tal que t' &> t” y t” > .

Demostracién: Imnediato de la proposicién anterior y de la observacién 2. #8

COROLARIO: La formma normal de cualquier término es tnica.

Demostracién: De la seccién anterior, se tiene que todo término es reducible a forma normal,
es decir, sabemos que para todo término ¢ existe ¢/ € FV, tal que ¢t > ¢. Supongamos que para
t existen dos términos ¢’ y t” en forma normal y con la propicdad deque t > ¢’ y t > ¢t”. Por cl
corolario anterior sabemos que existe ¢”' tal que ¢ > " y t” > t'’, sin embargo recordemos que

sit€ FN y t> ', entonces t = t/, de donde se sigue que ¢’ = ¢ ..
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Capitulo 3

EL SISTEMA FORMAL F7TF

3.1 Descripcion

En este capitulo s¢ expondra el sistema formal F7°F (Funcionales de Tipo Finito). F7F es un
sistema basado en la logica cldsica de proposiciones, sin cuantificadores, cuyos términos son los
términos funcionales descritos y <lefinidos en cl capitulo precedente. Ademais de los simbolos
introducidos para el sistema de términos, el lenguaje para el sistema F7 F incluye a los simbolos

= Vy-.

DEFINICION (de Igualdad)!
Se dice que dos términos a” y b7 del mismo tipo son iguales (a” = b7), syss ambos tienen la

misma forma normal.

Noétese que la relacién = es una relacién de equivalencia tal que a® = b7, implica que

o = 7; y que a” > b7, implica que a” = b7,

Sea ¢ un término de tipo o, a” un término de tipo 7 y 7 una variable de tipo 7. Por ¢ (::).

denotaremos al término que sc obtiene de sustituir todas las presencias de =7 por a” en c°.

YComo ¢l lector habra obscrvado, de los resultados det Capitulo anterior se sigue que la decibilidad det
i de i ! definido en este ido puede ser si & izada para ier tipo 7.
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TEOREMA (de sustitucién en términos).- Si @™ = b™ entonces c"(;:) = (:: .
Demostracién:

(1) Si =7 no figura en ¢, el resultado es trivial.

(2) Supongamaos que z7 figura en c”. Si a”

b7, entonces cxiste e” € FN,, tal que a” & e¥
y b7 > e7. Basta con demostrar que si a’ > e7, entonces c"(::) = c"(;:), mas esto ultimo
es inmediato. pues de la definicién de © se sigue que c” (;:) > ¢?(52). ¥y por lo tanto existe

d° € FNy tal que e (2)) > d° y c7(5}) > d° , y porlo tanto ¢ (37) = 7 () @

DEFINICION (de férmula)

{1) Sia” y b” son términos de tipo T entonces a” = b™ es un formula.

(2) Si A y B son férmulas entonces (AV B), y -4, son férmulas.
Diremos que una formula es cerrada syss no contiene variables.

Ahora introduciremos las abreviaturas usuales.

Con A — B, denotamos a la formula
(—mAV B)}. Algunas veces, y siempre que no se preste a confusiones, omitiremos el uso de
paréntesis. Asi, en cadenas de implicaciones siempre supondremos asociacién por la derecha.
Con base en lo anterior debe entenderse que la formula Ay — Aax —»

- — A,,, denota a la
formula Ay — (A2 — (- = (Ayy = Ay))--0).

DEFINICION (de férmula cerrada).- Se dice que una férmula del sistema F7TF es cerrada
si y solo si no contiene variables.

DEFINICION (de forma nominal)

Una forima nominal F de n lugares, es una cadena finita de simbolos del lenguaje en la que
figuran, ademss de los simbolos del lenguaje, los simbolos nominales #1,- -, %, Si F es una
forma nominal de n lugares, denotaremos con F [ry, -

-.Ta] 2 la cadena de simbolos que resulta
de substituir en F todas las presencias de =1, -, *,. por ry,--

-, Th respectivamente.

Denotaremos « las formas nominales con la siguiente caligrafia: A, B,C, D, €, F,G
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DEFINICION {recursiva del funcional cero 07, de tipo 1)
(1)o°=0
{(2) 0°7 = K,,0"

AXIOMAS DE FTF
(AX,) Kora™b® = a7

(AXs) Sparaf?T VP o = a7 cf (b7 cP)
(AXs0) J;0a77b" = b7

(AXys)  J (Sc?)a™ b" = a"" (J,ca""b7)
(AXsuc) —(Sa®=0)

(AX=) a” =b" — Fla"] » F[v"]

REGLAS BASICAS DE INFERENCIA DE FTF

Induccién (Ind.) F o}, F [z°] — F [Sz"]  F[a°], donde x° no figura en F.
Expansion (Exp.) A+ AV EB

Contraccién (Contr.) AV AF A

Asociativa (Asoc.) {(AVBYVCFHAV(BVC)

Corte AV B, ~AVCFHDBVC

DEFINICION ( B es deducible de ordennn (" B) )
(1) Si B es un axioma, entonces % B
(2) 8i A+ B por Exp, Cont o Asoc. y, " A, entonces "+ B
(3) Si A, A2+ B, por Ind o Cortey, -7 A; y "2 Az, entonces " B, donde
n = max (n;,nnz) + 1.

Escribiremos - A, sicmpre que exista unan € N tal que +" A,

3.2 Reglas Derivadas de Inferencia

TEOREM A (de sustitucién en féormulas).- Si =" F [z7] y =7 no figura en F, entonces " F [a7],

para todo término aT de tipo 7.
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Demostracién.- Por induccién sobre n.

1) Si F {27} es un axioma, entonces claramente F [a”] también lo es.

2) Supongamos que F"* F[z7], por medio de Exp, Cont, Asoc. o Corte. Por ILI., las
férmulas obtenidas a partir de las premisas al sustituir en ellas todas las presencias de 7 por
a”, son deducibles y del mismo orden que las premisas. Aplicande Exp, Cont, Asoc. o Corte,
segin sea el caso, obtencmos F* Fla”].

3) Supongamos que " F [x7] se obtuvo por Ind.. En tal caso F [z7] es una férmula £ {b°]

tal que
FEl oy em el £(5y

Donde n = max {n;,n2) + 1, y ¥° no figura en £. Escojamos una variable z° distinta de =7 que

no figure ni en £, ni en ™. Por H.1. tenemos que
"7 £ [2°] — £[Sz°]

Sea £° la forima nominal obtenida al sustituir a” en vez de z7 en la forma nominal €. Por H.L.

tenemos que

" £° (0] y 77 E0 [2%) — £° (827

~e ()

y usando Ind.

pero £° [0°(40)] = Fla"] m

TEOREMA (modus ponens).- SiF A y+ A — 3, entonces - 3.

Demostracién:

Hip6tesis

IlipStesis

..Lo mismo que lo anterior
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..Expansién

TEOREM A (del tercero excluido).- F A v —A.
Demostracién:

+ Ko,00 = 0. (AXK).

Ko 00 =0— (4> A). (AX=).

FA—> A M.P.

F=-AvaA -.lo mismo que lo anterior.
FAV-A L ....Conmutatividad de vZ. @

TEOREM A (algunos resultados bisicos del cdlculo proposicional).
() A syss - ——A
(2 -A—> B syss F -8B -A
B)HrAVEB syss FBVA
A)SirA—-C y +DB—>C, entonces + (AV B) —C
Demostracién:

La demostracién se deja al lector comeo c¢jercicio. @

TEOREMA.- Si A ¢s una {6rmula cualquiera, entonces - Sa® =0 — A

Demostracién:
[l €T LA 1) FO U (AXgue)
F = (Sa®=0) VAo Exp.
+FSa°=0-— A....... ....lo mi o que lo anterior. @
2Las d. i de la ividad de Vv, asi como dec otros Itados basicos del cél

es piden como ejcrcicio para cf lector cn el siguiente tecarema.
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TEOREMA (Reglas para la lgualdad).
= 1) Si & F a7} entonces + a” = b7 — F[b7]
(=2)Fa™ =a7
(=3)Fa” =b" = b” =a’
(=4d)Fa” =b" b =c” > o =c7
(=5)Far =07 5 c(2)) = (2])
{=6) Sira” =" y+ Fla'], entonces i F [7]
Demostracién:
(=1).

baT =b" = FlaT] = F[b7]. (AX2).

F{a” =b7) V(=FlaT]vF[b7]) . .lo mismo que lo anterior.
E=(aT = b)) V(FBT]V =Fla"]) ... .Conmutatividad de V.
F{=(a™ = bT)VFBT)V oF[a™] i Asoc. de V.
FaFla]V(-(am =b")Y VFDBT]) e Conmutatividad de v.
b [T ceteeeeei ettt ettt st e an Hipétesis.
FFLaT]V (ma@% = 57)V F[B7]) eeeieeieeeeee et e anen Expansion.
F(=(a” = b7} v FBT]) V (=(a” = 6TYV F[(67]) cooeeirieianaeaane Corte.
B (@7 = bT) VI 7] it r s Contraccién.
Fa® = 07 3 FUBT] eiiiiie e lo mismo que lo anterior.
(=2)
P Kor@T0 = a" i (AXg)-
F Kyra™O=a” - a” = a” ... {(=1).
Fa™ = a7 e M.P.
(=3)



b7 =T VvV (—a” =
(=07 = TV —a” =
F (—a® = b7 v b7 =
- —a” = b7V (—bT =

Fa” =b" = 5" =c"

(=5)

lo mismo que lo anterior.

Por (= 2) tenemos que + ¢ (27) = ¢ (;:), y por (= 1) obtenemos (= 5).
(=6)

De (AX<), a” = b" —+ Fla”] — F[b7], aplicando dos veces Modus Ponens tenemaos

(G).

TEOREMA (Inducién Implicita).- Si - F{0] y F F[Sz°] donde x° no figura en F, entonces
- F [a®}, para todo término a® de tipo o.

Demaostracién: En el sistema F7T F se tiene la siguiente deduccién:

+ Fisx9 ... por hipétesis.

- =Flz°lv F[Sz°] ... por Exp.

= Fl2°] — F[Sz° ... lo mismo que lo anterior.
= F o] ... por hipétesis.

+ Fla®] ...porind. @

COROLARIO.- Si A es una férmula cerrada tal que - a® =0 — A y - a®° = Sz° — A, donde
2° no figura en a®, entonces - A.
Dermostracién: Como z2, no figura ni en a2 ni en A, entonces por el Teorema anterior se tiene

a®=a° — Ay por (=2),quek A 1B

3.3 Algunos Resultados en F7TF

Esta seccién es la mis extensa de la exposicién y en ella se presentan los resultados artiméticos y
las herramientas técnicas indispensables para poder subordinar la i ia de la Aritméti

de Peano a la del sistema F7TF.
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3.3.1 Definicién por Casos

DEFINICION ( de los funcionales auxiliares D, y 9).
D, [a®,b7,c7) = Jra®(Kr,cT)b7
9 [a®] = Jra® (Koo0) (50)

E! funcional auxiliar D permite definir un término por casos. El funcional auxiliar J co-

rresponde a la funcién signo, que asocia a todo nimero natural distinto de cero el cero y a éste

su sucesor.

COROLARIO.- Las siguientes ecuaciones son deducibles en F7T F.
(Do) D [0,67,cT) = b7
(DS) D,[Sa%b",c"}=c"
(wo) vio]=So0
(9S) D [Sa’) =0

Demostracién:

Por (AXj0)., (AXusg) ¥y (AX L) tenemos gque las siguientes ecuaciones son derivables en
FTF.

D, 0,67, c") = J,0(I 5T )07 = b7
D;: (Sa® b7 ,c7] = J; (Sa°%) (K€" )b7 = Kirc” (Ja® {(K+:cT)b7) = 7
Las férmulas (90) y (¥8) son casos especiales de (D0) y (DS). ®

3.3.2 Adicién y Multiplicacién
DEFINICION (de +, y de - )*

(1) a® + b° = J,0°Sa®
(2} a® - b° = J,0° (Joa°S)0

3Siempre que no se proste a confusiones omitiremos el uso de paréntesis y convendremos, como es usual, que
el producto tiene precedencia sobre Ia suma.

33



COROLARIO.- Las siguientes iones son deducibles en F7TF.
(+0) a®+0=a°
(+8) a°+8Sb° =S8 (a° + b°)
[€Y)] a®-0=0

(-S) a®-8b° = a® - b® + a°
Demostracién:

a°® + 0 = J,08a° = a°, por (AXso).

a® + Sb° = J,(Sb°)Sa® = S (J,°Sa®) = S(a®+ b°), por (AXs).

a® -0 = J,0(J,a°S)0 = 0, por (AXja)-

a® - S$6° = J, (Sb°) (Joa®S) 0 = J,a°S (Job® (Joa®S) 0) = (a® - b°) + a®, por (AX 3). W

Observacidn. Todas las propiedades bdsicas de + y de - se siguen de las ecuaciones anteriores
y son deducibles en F7F por medio de inferencias Ind..

Como ejercicio se deja al lector demostrar que las siguientes ecuaciones son deducibles en
FTF.

(1) a® + (&° + ¢®) = (a® + b°) + c°

(2) a®- (b° - c°) = (a®- b°) - c*

(3) a® + b° = b° + a”

(4) a® - b° = b° - a°

3.3.3 EIl Funcional Identidad /I, y Abstraccidén A.

DEFINICION (del funcional identidad 7,).
Iy = Sp(rr)yr K(rr)r Krr

COROLARIO.- El funcional I, es de tipo 77 y - I,a” =a7.

Demostracién: Por (AXg) ¥y (AX ) tenemos:
1707 = Sp(rr)yr K(rr)r Kr7a7 = K(37)787 (Kr7a”) = a”7. B
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DEFINICION (de Az” (c7))

El simbolo A sélo tiene sentido cuando aparece junto a una variable como se ve c¢cn la
definicion.

(1) Aze (af) = 1,

(2) 2z? (c7) = K,rc™, siempre que z# no figure en ¢¥

(3) Az? (a?7b7) = S0 (Az?(a”7)) (Az” (b7))

COROLARIO.- Para todo término ¢”, Az? (¢") es un término de tipo o7 en el que no figura
la variable z7.

Demostracién: Inmediato a partir de la definiciéon. @
TEOREMA (de abstaccién-A).- F Ax? {¢")d* = <™ (%7).

Demostracién: Por induccién sobre la complejidad de c*.

(1) Si z# = ¢7, entonces:
df
Az? (2P)d? = I,d° = df = z*
P
(2) Si z” no figura en c’, entonces:
AZP(eTYdP = Kpeera? = ™ = ()
xf(c = Ky =c =c"\ _»
(3) Si x” figura en a?7b%, entonces la siguiente igualdad es deducible en F7TF
AzP (a®TU7Y d? = Sper (Ax” (a®7)) (AzP (b7)) dP = AzP (a”7) d® (Az” (b°) d)

y por H.L. tencmos

sa# oryar (rae 1920 = a7 (£) (v (22)) = eomoe (4) = e (%)
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Notacién: Para facilitar la escritura adoptaremos la siguiente convencién:
Azt --cxge = Az (A (- Azt () - -))

donde x7' . --z5* deben ser siempre variables distintas. Si las variables x{*

en af' --- ag", entonces por el tcorema anterior tenemos que:
oy on
a a
o4 Tn T o L T 1 "
= Azx{t---xfn (cT)alt - -aR”t = = IR
xy an

3.3.4 El Funcional Predecesor y Diferencia Entera.

DEFINICION (del funcional auxiliar U).
U = Az®oy” (J,y°S (z°° (S0)))

.- -z no figuran

COROLARIO.- El funcional U‘ ecs de tipo (00) oo y las siguientes ecuaciones son deducibles

en FTF.

(1) Ua®°0 = a®° (80)

(2) Ua® (80) = 8§ (a*° (S0))
Demostracién:

Por ¢l teorema anterior tenemos que
F Ua®b° = J,b°S (a®° (S0))
Usando (AX o) ¥y (AXs) tenemos inmediatamente (1) y (2). @

DEFINICION.- (del funcional predecesor P).
P = Az® (JoozU (K000) 0)

COROLARIO.- El funcional predecesor P es un funcional de tipo oo y las siguientes ecua-

ciones son deducibles en F7TF.
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(P0O) PO =0
(PS) P(Sa®) = a®

Demostracién: Por el teorema de abstraccién-A y la definicién del funcional P tenemos que
= Pc® = Ju0c®U (Koo0) 0
usando (A.X sg) tenemos lo siguiente:
PO = JooOU (Koo0) 0 = Kpp00 =0

que es precisamente (F£0). Por otra parte usando (AXss) se tiene que

b P(Sc®) = Joo (Sc?) U (K0a0) 0 = U (Jooc®U (I€540)) O
¥y, usando (1) del corolario anterior, tenemos que

F P (Sc° = Joac®U (Ko00) (S0)

de donde por { AN 5) ¥y (AN ) se siguen

(1) e = P(S0) = JpoOU (K0o0) (S0) = K,o0(S0) = 0

y

F P (S (82°)) = Jou (S (82°)) U (K000) (850} = U (Joo (Sz7) U (Koo0)) (SO)
Con base en (2) del corolario anterior, tenemos que

F P S (S2°)) = S (Joo (S2°) U (I500) (S0)) = S (P (Sz°))
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SRR

Alora bien de - P (S (Sx9)) = S (P (Sx°) y de (= 1) tenemos

().

- P(Sz°) = z° — P (S (8z°)) = Sx°

Finalmente usando Ind. de (1) y {2) tenemos que

+ P(Sa°) =a° B
TEOREMA .- + Sa? = Sb° — a® = b°.
Demostracién: De (= 5) tenemos que
- Sa® = §b° = P (Sa®) = P (Sb7)

y por (PS) obtenemos t Sa?=8Sb° - a”=>H" 0

DEFINICION.- (de diferencia entera a® — b°)

a® = b° = Jb° Pa®

COROLARIO.- Las siguientes ecuaciones son deducibles en FTF.
('_ 0) a® = 0= a®
(; 8) a = (St°) = P(a® ~ v°)

Demostracién: Por la definicién de diferencia entera y por (AX 0} tenemos que

- a® = 0 = J,0Pa® = a®

y usando (AXs)

b a = (S°) = J, (Sb°) Pa® = P (J,b°Pa®) = P (a" - b") -
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TEOREMA
(-0 -=-b°=0
(2) + Sa® - Sb®=a® -~ p°
(3) + Sa° =~ a° = S0
(4) Fa®° - a®° =0

Demaostracién:

(1) Por el corolario anterior tenemos que

Ademas, sabemos que + 0 - (Sz°) = P (0 = z:"). De esto y usando PO = 0 por
(= 1) y (= 6), tenemos que

(1.2) e FO-2°=0—-0-(Sxz%) =0

Finalmente de (1.1) y (1.2) s¢ obtiene (1) por medio de un inferencia Ind.

(2) En FTF son deducibles las siguientes ecuaciones
Sa® =80 =P (Sa® = 0) = P(Sa®) =a® =a® = 0
¥y por 1o tanto: N
(2.1) ceennns - Su® -~ 8S0=a’ —-0

También sabemos que - Sa® ~ §(8z°) = P (Sa® - Sz°) y por (= 8), (=1)'y

(= 6) tencmos que

(2.2) ... b Sa® - Sx° = a® — z° — Sa® - S (S2°) = a® - Sz°
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De (2.1) y (2.2) se obtiene (2) por medio de una inferencia Ind.

(3) De (; 0) tenemos que
{3.1)..... S0 -0 =S80

y de (2) tenemos que
+ S (Sz°) — Sz° = Sz° -~ z°

de donde, con base en (= 1) obtenemos lo siguiente:

(3.2) ... +8Sx° - z° = S0 — S (Sz°) - Sx° = S0

Finalmente de (3.1} y (3.2) se obtienc (3) mediante una inferencia Ind.

(4) Por (2) y (3) tenemos la siguicnte serie de ccuaciones deducibles
a® < a® = Sa® = Sa® = P(Saﬂ; a") = P(S0)=0
yporlotanto b a®° L a®° =01

3.3.5 EI1 Recursor

Definimos un término aunxiliar @, de tipo (orr) (07) or de la siguiente forma:
Qr = Ax7TTY 2% 27T (P27) (y°7 (Pz°))]
Por ¢l teorema de abstraccién-A tenemos que
- Q bTTTAOT O = bOTT (Pe®) (d°7 (Pc®))
De donde por (£S) se obticne

(¢ § P - Q.77 d°T (Sc®) = b7 T (d°Tc®)
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DEFINICION (del recursor Rr)
Ry = AxTy%7 7 2% (Jor2° (Q-1°77) (Korz7) 29
COROLARIO.- 12, es un término de tipo 7 {orT) o7, y en FTF se tiene que
(2) o, F Rea™b%77¢® = Jorc® (Q40°77) (Kora™) c®
Demostracién: Inmediata a partir de la definicién y del teorema de abstraccién-A. B
TEOREMA (Recursién Primitiva Simple)
(RO) + R,a™b°""0 = a”

(RS) F R,a™b%"" (Sc°) = b°77¢® (R, a” b7 c%)

Demostracién:

(RO)
Por (2) se tiene que R,a"b°770 = J,,0(Q-0°77) (K,,a7) 0, que por (AX p0) y (AX )
es precisamente igual a a”.

(RS)

A partir de (2) y con base en {AXys) y (AX 4 ) se tienen las siguicntes ecuaciones
deducibles en F7 F:

RraTb%77 (Sc%) = Jor (Sc%) (Qr1°77) (KoraT) (Sc%) = Qrb77 (Jorc® (Qrb™"7) (Kora™)) (Sc%)
de lo anterior, con basc en (1) y (2) se obticne lo siguiente:
Rra™l77 (Sc°) = b7 c® (Jarc® (Q°77) (Kora™) ¢®) = b°T7c® (Rya”b 7o)

que es precisamente (RS) W



Nétese que R,a™b%77 es un funcional, digamos f°7 de tipo or, que dependiendo de °77 y de
a’ define una funcién recursiva para la que se tienen los siguientes resultados:
[0 = a"
= J7T(Sc%) = 67T (7 0)
3.3.6 Recursién Simultinea.

TEOREMA (Recursién Primitiva n-sitnultdnca).

Dados 2n términos al* y 7'7™7 con i € {1,---,n}, existen términos ff™ tales que las
siguicntes ecuaciones son deducibles en 77 F para toda i € {1,---,n} y para todo término c®
de tipo o.

&0 = aff

FET(SCT) = 0TI ([T eR) - (SETMER)

Demostracién: Por induccién sobre n
(n = 1) Este caso es precisamente el teorema de recursién primitiva simple donde
I = Ry a™eo ™
Supondremos cierto el cnunciado para una cantidad menor a n, y lo probaremos

para n. Para facilitar la escritura, usaremos b; en lugar de 777", ¢ en lugar de

c® y d en lugar de d°. Ademais introduciremos las siguicntes abreviaturas:

o = (on):(0Th=1)Tn
s = A" - 00 (alr
977 = AgfyTzfT - -z (bax® (2770 x0) - - (2R =) (WO - 20 ))
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g = Rgs%t%?

. o - -
donde las variables {7, - - -,z " no figuran en al* y las variables 2§, .-, 257z
¥ ¥° no figuran en b,,.

Notese que g es un término de tipo 0 = (071) -+ {07Tn—1) Tn, ¥ que debido al teorema

de recursién primitiva simple tenemos lo siguiente:

g0 =s°

g (Sc) = t*%c(gc)

Por 1a definicién de s y de t°?9, y con basc en el teorema de abstraccién-A tenemos

que
(S5 JO— - gOef™ - 9Tt = alr
[ JTE g (Sc)ey™ - ety = bpc(elteY - - (el e) (gee( (- - eyt
Para cada i € {1,---,n} definimos los funcionales auxiliares © y ¥ como sigue:
uf™ = Koral’
v = Aty - yR 2 (Dn f20 - wt pt 20 b (v 20) - - (T 20) (g2t -]
Como el lector puede verificar v; es un término de tipo o(om1)- - - {(07n_)) O7;-

Por Ia hipéteis de induccidn, existen términos hy de tipo oor;, tales que:

= hi0=ul™

= hi(Sc) = vic(hye)--- (hu_1c)

para todni € {1,---,n — 1} y todo término ¢ de tipo o. Ahora bien, por cl tcorema
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de abstraccién-A tenemos que, si d un término cualquiera de tipo o, entonces

t R (Se)d = vie(hy6)---(hp—1c0) d

por el teorema de abstraccién-A tenemos que
(4) ceoeeenenenanns - hi(Se)d = D, [d = ¢, hicd,bic (hce) -+ - (hn—ycc) (g (h1€) -+~ (hn-16))]

y usando (D0) y (DS):

(4.1) oo F d<e=0— h;(Sc)d = hicd
(4.2) ceenree F d<e=80— hi(Sc)d = bic(hcc) - - (hn-1cc) (ge (hic) - - - (An_1€))

Para cada i € {1,---,n — 1} definimos f™ como sigue:

0T = Az® (hix®x®)

para el caso de que i = n definimos
£ = Az® (gx° (h12°) - - - (An—1Z7))

De las definiciones anteriores, por el teorema de abstraccién-A tenemos:
() JR N, F ffc = hicc paraie€ {1,---,n—1}
. F fome = ge(hic) - - (hn-ic)
y para toda i € {1,---,n — 1} se sigucn de (3), (4.2) y (5):
(6) ceeeeinnneenss b ff0 = a*
= S8 (Se) = hi (Sc) (Sc) = bic(J{Me) - - (fal ) (fe)
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Finalmente de (1) y (5) se sigue que

(7) v - JE0 = aln

Por otra parte, de (4.1} se sigue que

Fx® < c=0— hi(Sc)x® = hicx®

y por (2)

(hno1 (Sc)) =
+(hn-1cx°) (gz° (11 (Sc)) - - - (hn—1 (Sc)))

[ P F2° =0 — g(Sz°) (b (Sc)
= b, 2° (hycx®)

- Tambien de 8z® - ¢ = 0 tenemos, por cl teorema de diferencia entera, las siguientes

ecuaciones:
x° < c=8a° — Sc= P(Sz° - ¢c) =P0=0

¥ usando (8) y (2) tencmos que
(9).. b (2° L ¢ =0 = g2° (1 (Se)) + - (hni (8€)) = g=° (M1©) - (An—16)) —+
— (S2° < c =0 - ¢ (52°) (11 (SA)) -+ (hu1 (S6)) = 9 (82°) (h1€) - - (tn-1C))

De (1) tenemos que
(10)... O c=0— gO(h1(Sc))---(hn_1(Sc)) = g0 (h1€) --- (hn_1€)
ahora, de (9) y (10) por medio de Ind. se sigue quc

Fe—c=0-— gc(h1(Sc))-- - (fin-1(Sc)) = gc({h1c) ---g (hn-1c)
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de donde, por el teorema de diferencia entera (l— c—ec= 0) ¥ (8) se obtiene que

F g (Sc) (21 (80)) - - - (ha-1 (Sc)) = buc (hicc) - - - (hn_16€) (9¢ (Bac) - - (An-1€))

Finalmente por (5) se tienc que

[C ) F f2™ (Se) = buc (f77e) - (STC)

Con (6), (7), ¥y (11) el teorema queda demostrado. @

COROLARIO.- Dados términos a]* y 6J7'"7""™ con i € {1,---,n} y un término a, de tipo
o, existen términos f{™ tales que las siguientes ecuaciones son deducibles en F7F para toda

i€ {1,---,n} y para todo término ¢° de tipo o.

770 = o
ST (S = BT (@ — ¢ (JTTNE) -+ (£T7)

Demostracién:
Para cada i € {1,---n} definamos unos términos auxiliares u; y v; como sigue:

uf™ = Koral
vi = AzopfT -y (b (a0 S 82%) (W7 E0) - (T )
Por el teorema anterior, existen términos A; de tipo oar; tales que:

F 20 = ui™
F 1 (Sc®) = 1;¢° (h1€°) - - - (hnc®)
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de donde para cualquier término d° de tipo o se ticnen

(1) e = 10d® = Koy al'd® = a¥

¥
A (S) & = wic® (Aac®) - - (hne®) &% = b; (a® - Sc®) (h1e%®) -+ ()

Definamos ff" para toda i € {1,---,n} como

ST = Ax® (hiz®x®)

por lo que

3)..... F ff7e® = hic®c®

de donde por (1) tenemos que

k- /P70 = A,00 = a*

Finalmente por (2) y (3) tenemos

b SPT(SER) = ki (5¢°) (Sc0) = &, (a® < Sc°) (ST ) - - (ST ™

3.3.7 Induccién
TEOREMA (Induccién)

Para toda i € {1,---,n} sea b un término de tipo o7y -+ - Ta 7y, ¥ sea X [z° y]',- -+ ,yf*] una
,uat son todas distintas y no figuran en Ia forma nominal 7,

férmula cuyas variables %,y , - -
ni en los términos by, - -+, b,. Supongamos ademads que:

i) FFC oy un]
i) F [ biz®y] ey bax %yl ey ] > F S0yt - i)
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en tal caso + F[a®,a]',---,a]] para cualesquiera términos a®,a}*,-.-,al".

Demostracién:

Por el Corolario del Teorema de Recursién Primitiva n-simultinea, dados los términos
a®,al*,---,ar existen términos f™ de tipo o7; , tales que para toda i € {1,---,n} y todo

término ¢° de tipo o se ticnen:

(€3 JT. - JP0 = a
) PN b SET(S6%) = b; (a® = Sc%) (STTC) - (S5e0)
De la igualdad a® — 2° = Sx° se si las sigui

a® - 8§2°= P (a" = 2") = P(Sx°) = z"
Al sustituir y]* por f7™z° en (ii), de lo anterior y (2) se sigue que
(3)Fa¥ 2 22 =8z° > F [a® L 820 7 (82°) -, ST (S2%)] — F [a® L 20, f77 z;. g7 27]
Repitiendo la misma sustitucién en (i) obtenemos
M)Fa® =~ 20=0— F [a" L S2°, f7T(S29) -, J5T (s:o)] - f[a" Lo, P2, ,/,;mz"]

Por el Teorema de induccién implicita a partir de (3) y de (4) se sigue que

b F a1 820, 77 (829 -+ S (827)] > F [a® S 20, £ 200, 37 20)
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¥ por lo tanto

&) (Fla = 20, gm0 20, - f272°] — F[a® 0], ,alr]) —
— (F [a° = 82° 177 (82) . £27 (S27)] = Fla®a]',- -, alr])

Por otra parte, de (1) se sigue que
(6) .. - F[a® 2 0, f70,- -+, f270] — F [a%a]*, - ]
Aplicando Ind. a (5) y (6) se obtiene
kF [a® = a® f7a% L 27 a%] o F a6l an
pero como a® — a® = 0, por (i), se sigue que
F Fla®al'.---,a"] B

COROLARIO.- Sea F {2°,¥°] una férmmula y scan =° y y° variables distintas de tipo o, que
no figuran ecn F. Supongase adem4is que

i)+ Flz°,0]

iy + Fl0,y7)

iii) + Flz°, y°] = F[Sx° Sy}

En tal caso F F [a?, 1°] para cualesquiera términos a® y b° de tipo o.

Demostracién:

De 22 = P (8z°) y (iii) tenemos

(1) ceeeene - y° = 8§z° - F [z°, Py°] — F [Sz°v°]
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Por (i), también se tiene que
[C) - - y° = 0 = F(z°, Py°} - F [Sz° y°]
de (1) y (2), usando el Teorema de induccién implicita, se sigue que
(3) s = Fz®, Py®] — F [Sz°, y°)
¥, finalmente, de (3) y (if) tenemos por el Teorema de Induccién que
FFla® | B

3.3.8 El Término Caracteristico de una Férmula Basica.

DEFINICION (De férmula basica)

Se dice que una férmula es basica syss contiene unicamente igualdades de tipo o.

DEFINICION (del término caracteristico x {C] de una férmula basica C)
Sean a® y b° términos de tipo cero y sean A y B férmulas basicas. Definimos recursivamente
el término caracteristico de una férmula basica C como sigue:
(1) x(e® =0 = (a® = 6°) + (b° = a°)
(2) xf{AavB]=xla]-x[8]

(3) x[-A) =9i{x[4]]
Nétese que x [C] es un término de tipo o para toda férmula basica C.

LEMA 1.- Las siguientes {é6rmulas son deducibles en F7F.
(1) 0+b°=0b°
(2) 0-4°=0
{3) S0.-b°=b°
(4) a°+°=0—2 " =0
(5) a°+b°=0—a°=0
(6) a°-4°=0-—> (a®* =0V d° =0)
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Demaostracién:

(1) De (+0) y (+S) tenemos

(1.1) ceeeeee FO+0=0 v 0+ S2°=8 (0 + x°)

¥y por tanto

1.2y ...... FO+x°=2x° — 0+ Sx° = Sx?

Al aplicar Ind. a (1.1) y (1.2) obtenemos (1) .

(2) De (-0) y (-S) tenemos

(2.1) ..oee +0.0=0 . y F0-Sz°=0-2°+0=10.2°

¥ por tanto

(2.2) .. F0-2° =0 0-82° = 0

Al aplicar Ind. a (2.1) y (2.2) obtenemos (2) .

(3) De (-0) tenemaos
(3.1} ... - S0-0 =0

Por (-S) ¥y (+8S)

S0-Sz° = 80-z° + S0 =S (S0- z° + 0) = § (SO z°)

51



¥ por tanto

(3.2) ..... - S0-x° =z — S0-Sz° = Sz°

Al aplicar Ind. a (3.1) y (3.2) se obtiene (3).

(4) De (= 2), - 0 = O por Exp. tenemos

{4.1) ..... Fa®+0=0—0=0

Como a®+8a2% = S (a® + 2°) y  Sa® = 0 — A, para todo término a® y toda férmula

A tcenemos que

(4.2) ..... Fa®? +8x°=0—Sz°=0

De (4.1) y (4.2) por el teorema de induccién implicita, tenemos (4).

(5) Se sigue ficilmente de (4) .

(6) De 0 = 0 por Exp. tenemos
(6.1) Fa®- 0=0-—(a®=0Vv0=0)
Adcmais por (4) tenemos que
+(a®-2°y+a°=0 - a° =0

Y por (-8) se tiene que k- a°® - Sx° = 0 — a® = 0. Por mecdio de una inferencia Exp.

se tiene que
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(6.2) Fa®-8z°=0-+ (a” =0V Sz°=0)

Finalmente usando el Tcorema de Induccién Implicita de (6.1} y (6.2) se obticne
(6). B

LEMA 2.- + (5° = a°) +a° = (a® = b°) + b°

Demostracién:
Por el tecorema de diferencia entera y el lema anterior tenemos

(0;$“)+1‘°=0+1‘0———I° y (x“-'—0)+0=z°+0=

De donde se sigue que

I—(D;:x:")+z:°=(:x:";0)+0

De igual forina podemos obtener lo siguiente:

F (v -0)+0=(0=y) +p°

Del tecorema de diferencia entera, también se siguen

s (v = =7) + =)

(o = 27) + 50
s (G =) +)

(Sy" - Sz2?) + Sa°
(20 = 47) + Sy7 =

(S:x:"‘ - Sy") + Sy°
de modo que
(S:z" = Sy°) + Sy°

(z - y") +y° — (Sy" - S:x:") +Sz° =
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De (1) y (3) por el corolario del teorema de induccién tenemos finalmente que

F(°2a)+a=(a® 1 t°) +°m

TEOREMA (Del término caracteristico).- Para toda férmula bésica C se tiene

(L)oo F x[C]l=0—C
[ &) OO - C — x[C]=0
Demostracién:

Por induccién sobre la complejidad de C.
(1) C =a®=b°

De la definicién de x [a® =

b°} y por el lema 1 se tienen

F x[@®=b°=0-—>a"—-b"=0

F x[@®=8°=0—8°~-a®=0

Y aplicando los Lemas 1(1) y 2 se sigue que

a® -~ b°=0— b -
¥ por lo tanto:

(€ 75 5 JR Fx[a® =5 =0 — a® = &°

Ahora, como x [a® = a®

= (a." - a") -+ (u" - a") =0+ 0 = 0, se tiene que

(1.

— x[a®=8")=0

54



(2YC=-A
Del ~(0=0) > 9[0]=0 y +—=(Sz°=0) > ¢J[Sz° = 0 tencmos que
F ~(a®” =0) =+ ¥[a®°] =0
Por H.1. se tiene - x[4] = 0 & A 4. lo que es lo mismo, + —~A — —(x([A] = 0)
de donde se sigue que
- ~A o 9[x[A)} =0
(2.1) oo F —=A x[-A)=0
Detr 9[0]=0— —~ (0 =0) y F9[Sz°% =0 > —(S5z° = 0) sc sigue que
F¥[a®] = 0— ~(a® =0)
Por H.I1 tenemos que b A — x[4] = 0 o, lo que es lo mismo, - = (x [4) = 0) — ~A,
de esto y de lo anterior se sigue que
F O [x[A]] =0— -4
(2.2) e F x[~A}=0-— -4

(3yC=AVEB

Como x [AV B] = x[A] - x[83]. por el Lema 1(2)

Fx[A]=0— x[AVvB]=0

55



Por H.I. tenemos que- A — x{A) =0 y - B - x[B] = 0, y por lo anterior tenemos
A x[{AVB]=0yF B = x{AV B] = 0 de donde se sigue

(3.1) ceevreee. F(AV B) 5 x[AVEB] =0

Del Lema 1 (6) se sigue que
Fx[A]l-x[B] =0 = (x[A]l=0v Xx[B]=0)

Por H.I. tenemos + x[A] = 0 — A y + x[B} = 0 = B, y como por definicién

x[AV B] = x[A} - x[B], se tiene que

(3.2) e x[AVB] =0 (AVE)®

COROLARIO.- - x[A4] = S0 > (A — B), para cualesquiera férmulas bisicas A y B.

Demostracién:
Por ¢l Teorema anterior, tenemos que para toda 6rmula A, - A — x[A] = 0 y por lo tanto

Fx[A] =80— (4 - S0=0)

y como para toda férmula 2, - S0 =0 — B tenemos ¢l resultado deseado. B

3.4 Consistencia de F7F

Durante esta seccién se definiria un concepto de verdad para férmulas cerradas (es decir férmulas
en las que no figuran variables) de F7F que eventualmente terminaria por demostrar la con-

sistencia del sistema. Nétese que el concepto de verdad? definido en lo que sigue solamente

*Y por ende la consitencia del sitema.
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descansa en la decibilidad efectiva del predicado de igualdad, la cual a su vez esti basada en la

existencia y unicidad de formas normales.
Para comenzar recordemos que una férmula es cerrada syss no contiene variables.

DEFINICION (Recursiva de fdrmula verdadera).
(1) Una férmula cerrada a’ = b” es verdadera syss a” y b7 tienen la misma forma normal.
{2) Una férmula cerrada —~A es verdadera syss 4 no lo es.

(3) Una férmula cerrada A V 3 es verdadera syss A es verdadera o B es verdadera.

LEMA. .- Si dos funcionales a” y & tienen la misma forma normal, entonces una férmula

cerrada F [a7) es verdadera syss F [b7] lo cs.
Demostracién: Por induccién sobre la complejidad de F [aT].

(1) Sea Fla] = ¢ (2]) = &°(2]) y F[b7] = (%) = d"(%}) por ¢l teorema de sustitucién
en términos, los funcionales ¢” (::) y o (::) tienen la misma forma normal que los funcionales

c” (21} ¥ d7 (%), y por lo tanto F [a”) es verdadera syss F [b7] lo es.

(2) Sean Fla™|= ~Gla"]y F[b7] = -G [t"] . por H.I. G [a"] es verdadera syss G [67] cs verdadera

¥y por lo tanto F [a”] es verdadera syss F [67] lo es.

(3) Sea Fla"] =G [a’]VvH[a"}y FlbT) = G[b7] v H [b7]. En este caso F [a”] es verdadera syss
G [a] es verdadera o # [a7] es verdadera.. Por H.I. tenemos que lo anterior sucede syss G {67] es

verdadera o H [b7] es verdadera, y esto. por la definicidn de férmula verdadera, se ticne syss

F [b7] es verdadera. 8
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TEOREMA.- Toda férmula cerrada deducible verdadera.

Demostracién: Supongamos C cerrada y " C. Procederemos por induccién sobre n.

Caso base n =0

(1.1) Sea C un axioma (AXg), (AXs), (AX49) 6 (AX,s)

En este caso C es una ecuacién ¢ = d" para la que ¢¥ t>; d7, y por lo tanto C e¢s
verdadera.

(1.2) Sea C una axioma (AXsuc)

Aqui - (Sa® = 0) es verdadera syss Sa® = 0 no lo e¢s. Pero la forma normal de Sa®
es de la forma S6° donde 8 € CNF, y a® ©> b° y por lo tauto trivialmente Sa® y 0

no tienen la misma forma normal.
(1.3) Sea C un axioma (AX_)

C = a” = b — Fla"] — F[b7]. Si a” = b no es verdadera, entonces a partir
de la definicién C es trivialmente verdadera. Si a” = b7 verdadera, por ¢l lema
anterior se sigue que F [a”} es verdadera syss F [67] lo es, y por lo tanto, con basc

en la definicién, de cualquier forma se ticne que C es verdadera.

Paso Inductivo, supongamos cierta la afimacién para toda k <n

{2.1) Sea ™ C = AV B obtcnida por expansién a partir de una férmula cerrada y

deducible A. Por H.1. A es verdadera y, por ende, también C lo es.

(2.2) Sea F™ C obtenida por contraccién de una {6rmula cerrada y deducible Cv C.

Por H.l. C V C es verdadera, de donde se sigue que C es verdadera.
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(2.3) Sea " € = A v (B V D) obtenida por asociatividad de una férmula cerrada y
deducible (AV B)v D. Por H.1. (AvV B} Vv D es verdadera de donde A es verdadera

6 B3 es verdadera 6 D lo es, y por lo tanto C es verdadera.

(2.4) Sea " C mediante un corte. Digamos que F C provino de "' AV B y
2 A v D,y que C = BV D, donde n = max(n;,n2) + 1. Por HI. Av DO
y AV 3 son verdaderas: Si A es verdadera, entonces ~A no lo es, de dande D
es verdadera. Si A no es verdadera, entonces B es verdadera. En cualquicra de los

casos s¢ tiene gque B v D es verdadera.

{2.5) Sea " C obtenida por Induccién. Supongamos que C = F [a®] sc obtuvé por
induccion a partir de " F[0] y F72 F [z°] — F [Sz°], donde n = max (n,,nz) + 1.
Por el teorema de sustitucion para férmulas se sigue que para toda 17t € N tencimmos
que F'* F[N,,] = F [Nmia]. Por L1 tanto F[0] como F [Np] — F [Np4a1] son
formulas verdaderas. Por induccién sobre m cn la metateoria tencmos que F [V, ] es
verdadera para todo numeral N,.. Ahora, como Ia forina normal de a® es un numeral

(pues C es cerrada). a) aplicar el resultado anterior se tiene que C es verdadera. B

Observacion: La conversa del teoroma anterior no necesariamente es cierta, pues

J, (S0)S=85 —S0=0

es una férimula cerrada verdadera y no deducible. Sin embargo, toda ecuacién cerrada verdadera

es deducible en FTF. Esto se sigue del hecho de que toda ccuacién a” = 47 tal que a” > b7 es

deducible en FTF.

COROLARIO.- El sistema F7F cs absolutamente consistente (i.c.

ducible).

Demostracién: La formula S0 = 0 no es verdadera y por el teorema anterior no es deducible

en FTFx. m
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Capitulo 4

INTERPRETACION DE A7 EN
FTF

4.1 El Sistema Formal AP

En esta scccién definiremos un sistema formal AP (Aritmética de Peano) para la aritmética
cldsica en el que varios de los resultados importantes de la teoria de los niimeros pucden ser
formalizados.
4.1.1 Simbolos Primitivos de AP
1.- Un numero numerable de variables libres y de variables acotadas.
2.- Los simbolos 0,8, +,,=,V,-~y V
3.- Parentesis redondos.
4.1.2 Términos y Férmulas de AP
DEFINICION ( de término).
1.- El simbolo 0 es un término.
2.- Toda variable libre es un término.

3.- Si t es un término, entonces St también es un término.
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4.- Si s y t son términos, entonces (s + ¢t} y (s-t) son términos.

5.- Solo son términos aquellas cadenas de simbolos generadas por un nimero finito

de aplicaciones de las cliusulas 1 a 4.

Por brevedad se omitirdn en varias ocasiones los paréntesis exteriores, bajo la convencion de

que - tiene precedencia sobre +. Asi s -t +r denotaa ({s-t) +7r).

Simbolos Sintdcticos:
u,u;, v, ¥ para variables libres

x.x;i, ¥ ¥i para variables acotadas

8,84, 1,8 para términos

DEFINICION ( de férmula).

1.- Si s y t son términos cntonces s = ¢ es una férmula.

2.- 8i A y 3 son formulas, entonces también los son —A y (A vV B).

3.- 8i F [1] es una férimula en la que no figura la variable acotada z, entonces Vz.F [z]
es una férmula.

4.- 86lo son férmulas aquellas cadenas de simmbolos generadas por un nimero finito

de aplicaciones de las cldusulas 1 a 3.

Las formas Nominales se definen en su forma usual’ y se denotaran por lo gencral con la

siguiente tipografia A, B,C, D, €, F, G, H.

4.1.3 Convenciones y Abreviaturas en AP

Ademais de los simbolos del lenguaje introducimos los simmbolos —, A, +*, 3, como abreviaturas:
l- A= B=-AV D3
2- AANB=~(~AV =D

TPara Ia definicién vease al principio del Capitulo 2.
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3-AeB=(A— BYAN(B— A)
4.- 3x = ~Va—

4.1.4 Axiomas Légicos de AP

1.- Axioma Proposicional: AV A

2.- Axioma de Sustitucién: VzF [z] — F[t]
3.- Axioma de Identidad: v = u

4.- Axioma de Igualdad: s = t — F [s] — F[t]

4.1.5 Axiomas Matemaiticos de AP

PA,:—~(Sz=0)

PAz :Sz=Sy—rx=y
PAy:z4+0=2x
PAYy:z2-+Sy=S(z+y)
PAg:z2-0=0
PAg:z-Sy=(z-y)+=x

4.1.6 Reglas de Inferencia de AP
1.- Expansién: Av B de A
2.- Contraccién: A de AV A
3.- Asociativa: (AV B)VC de AV(BVC)
4.- Corte: BVC de AvBy-AVC

5.- V-Introduccién: VzF [z] de F {u], siempre que la variable acotada = no
figure en F{u].

6.- Induccién: F[t] de F(0] y Flu] = F [Su], siempre que la variable libre u
no figure en la forma nominal F.
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4.2 Algunas Convenciones en F7F

Para poder dar una interpretacién de las formulas de AP en FTF, debemos adoptar una serie

de convenciones en la notacién que presentamos en lo que sigue.

4.2.1 Sucesiones de Términos de FT F.

En este capitulo trataremos de omitir ¢l uso de superindices siempre y cuando esto no se preste
a confusiones. Si ¢, y ¢t son términos de F T F, entonces debera entenderse que en la expresién
t1t2 los tipos de los términos t, y t2 encajan correctarnente.

Cambiaremos el uso de los simbolos sintacticos en F7F. De esta forma usaremos a los
simbolos x, 2y, ¥, ¥, 2, &y, w, Wy para denotar sucesiones finitas, posiblemente vacias, de variables

distintas de! sistemma F7 F. De igual forma a,aq, b, bi, ¢, c; denotan W fini bl

mente vacias de términos de F7TF. A veces denotaremos por "x,y” a la concatenacién de las

sucesiones x y ¥ en cse orden. Si a denota a una sucesion de términos aj' T, - @I

¥y b a una sucesién de términos b9, - -, b5, entonces denotarcimmos por a(b) a la sucesién de

términos a1 by -+ - by, ... ,anby - - - b, con tipos T, - -+, T Tespecti Por b dad sk

que b esté denotado con un sélo simbolo esceribiremos ab en lugar de a(b) .
Por a =

b entenderemos una sucesién de ecuaciones ay = by,--- .8y = bn. Obviamente el
nimero de clementos de las sucesiones a y b deberd coincidir y los tipos de a; y de &; deberdan

ser los mismos para toda =€ {1....,n}.

Dadas dos sucesiones de términos a = ai',---,ay y b = 6,---,b, denotamos con

D{c®.a.b] a la sucesién de términos dada por Dy, [¢®,a]*,b7'),---. Ds, [, el . 05). Usando

(D0) y (DS) tenemos que las sucesiones de férmulas:

®=0— D[c’.abl=a y & =Su’— D[.abl=b

son deducibles en F7TF.

DEFINICION (de comparabilidad ).- Sean a = aJ',---,a» y b= 0*.---, 5. Decimos

que la sucesién a es comparable con la sucesién i para toda

ba~Dd)syssn=m y 7 =
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i€ {1,---,n}. En particular se tiene en el caso en que a y b son sucesiones vacfas.

LEMA 1.- Si a y b son dos sucesiones con el mismo niiumero de términos, entonces existe una

sucesién de variables x tal que zab.
Demostracién: Sean a = aj’,-:-,al* y b=56{",---. 85~ . Siz = """ ... 271 Ta0n

entonces por definicién zab. 8@

LEMA 2.- Si dadas k& sucesiones z,,---,Zsx de variables distintas y una sucesién de términos
a, entonces existe una sucesién de términos b que no contiene variables de la sucesién 3, -+, 2
tal que:

Fbxy- -z =a

Demostracién.- Si zp,...,2s, s la sucesiéon de variables y7',---,¥5" y a es la sucesién

ajt,---,alr, entonces definimos una sucesién de términos b como sigue

b= Ay - wiralt, . AT e
¥ como cl lector puede verificar, por el teorema de abstraccidn-A, se tiecne - bz ---zx =a B

4.2.2 Férmulas Generalizadas de F7T F.

Una férmula generalizada es una expresién Vzp ---Vz,3y1 - -- 3ynA. Donde la variables que
figuran en z1,*- -, Zm, ¥1," -, ¥n son todas distintas y A es una féormula de X7 F. Obviamente
una férmula generalizada no es una expresion del sisterna 77 F pero es claro lo que se pretende
decir con ella. Siguiendo las convenciones habituales para sucesiones de variables escribiremaos

expresiones de la forma Vz3yA para denotar a Jas formulas generalizadas de F7F, donde = y

¥ son sucesiones de variables distintas.

Para homogenizar la notacién, por lo general cscribiremos V=3yF [z,y] para denotar una

féormula generalizada, donde F es una forma nominal en la que no figuran variables de las suce-
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siones r e y. Adoptarcmos la convencién de que dos férmulas gencralizadas son 1a misma si sélo
difieren entre ellas por la eleccién de sus variables cuantificndas, Siguiendo estas convenciones
tenemos que dos férmulas generalizadas siempre se pueden escribir como Vzm3wnmF (z, ) y

Vx23y2G [x2, y2}, donde las variables que figuran en la sucesién x1, 2, 11, ¥2 son todas distintas
y no figuran ni en F nien G.

4.3 Interpretacién de AP en FTF.
4.3.1 Fdérmulas de Interpretacion
DEFINICION ( de férmula de interpretacién?).- Para cada formula F del sistema AP se

define una formula generalizada F* (la f6rmula de interpretacién de F) de F7TF como sigue:

1.- Si FF cs una ecuacion

t, entonces F* es la misma ecuacién, donde s y t deben
ser entendidos como tériminos de tipo o.

2.- Si F es una férmula ~4  y  A* es la férmula cuantifi

da VzIyAlr,y], entonces
F* es Vy3z—A[x, 11 (2}, donde y; es una nueva sucesion de variables de los tipos

apropiados.?

3.- Si Fesuna formula AVE  donde A® esVz 3 Az, 1]y B® esVza3y2B [z2.12],
entonces se define F* como VzVaa3y; Jya (A [z, 1] V B [ra, y2]) donde las variables

en la sucesion z,, x2,y1.y2 son todas distintas.

4.- Si F es una férimula Vo F [z], donde la variable acotada z no figura en F, u es
una variable libre que tampoco figura en F y F [u]® estd dada por la férmula de
interpretacién Vz3y Az, v, u] , donde u no figura en la forma nominal A y es distinta

de las variables que figuran en las sucesiones r y ¥, entonces definimos F* como

YuVz3zAlx, y,u].
?Como se schala en ol Capitulo 1, esta vasiante de la interpretacién de Gédel se debe a Shoenficld (1967).
INbétese que en el apartado 2, la el e 1a V1 es ¥ posible como consecuencia del Lema 1
de 1a seccidn 4 2.1.

Aunque no es necesnrio dar una justificacion parn In eleccién de I férmula de (~B)" , esta
pucde ser motivada por el si de

(AE) VzIAyF |z, y] = IzvarF [z, 2({z))
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PROPOSICION.- Si A es una formula de AP sin cuantificadores (a las férmulas sin cuan-

tificadores les llamaremos abiertas), entonces A* A.

Demostracién: Por induccién sobre la complejidad de A

1.- Si A es de la forma s = ¢, entonces por definicién A* A.

2.- Si Acs dela forma B V C, entonces por H.I. que B~ es B y C" es C. Por lo
tanto (BVC) es BVC.

3.- Si A es de la forma — B3, entonces por H.I. B® es B y por lo tanto (—=B)" es =B.
Por lo que para toda férmula abierta A de AP se tiene que A" es A
4.3.2 Validez
DEFINICION (de validez).- Una formula de interpretacién Vz3yF [z, y] se dice que es vdlida
syss existe una sucesién a de términos de F7F, al que F F [z, a) .?

4.4 Consistencia de AP.

En ésta seccién demostraremos que AP es consistente. Primero enunciaremos el Teorema de
Interpretacién y demostraremos la consistencia de AP como un corolario de éste. Después de

probar el corolario se dard la demostracién del Teorema de Interpretacién.

TEOREMA (de Interpretacién).-. Si F es una férmula deducible en AP, entonces su férmula
de interpretacién F* es vilida.

COROLARIO.- El sistema formal AP es consistente, es decir, no existe una férmula A en
AP, tal que A y - A sean ambas deducibles en AP.

“Esta definicién de validez basada en exhibir los abjctos acerca de los cuales se asegura la existencia, es una
de las caracteristicas que hacen de Ia interpretacién de Gédel una herramienta tan apreciada dentro del Ambito
de las matematicas constructivas.
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Demostracién.- Si F = S0 = 0, entonces por el corolario de la pagina 59 (consistencia de
FTF) tenemos que F no es deducible en FTF, y como F* = F, se tienc que F* no cs vilida,
de donde se sigue del teorema anterior que F no puede ser deducible en AP. Supongamos que
existe un férmula A talque AP+ A y AP - —A, en consecuencia en AP se tiene la siguiente
deduccién:

FAVS0=

-por Expansién.
...................... por Expansion.
................. por Corte.

............................... por Contraccién.

1o que es una contradiccidn {ya que F no es deducible), y por lo tanto AP es consistente. B

Demostracién del Teorema de Interpretacién.®

Procedemos por induccién sobre los tecoremas de AP.

I.- Interpretacién de los Axiomas Légicos.

1.1 F es un axioma proposicional —A V A.

Si A® es la formula de interpretacién Vo 3y A (21, 1] . entonces después de un cam-
bio de variables, (=AY es Vy3x-Alza,y2 (x2)) ¥y F* es

Va1 VY231 3z2 (A (21, 1] V ~Alz2, y2 (z2)))
Debemos hallar sucesiones de témninos a y b tales que:
FTF ¢+ Alzr,al vV —~A (b, y2 (b))
Si tomamos a a como Y2 (1) y a b como x,, cntonces
Alzi,alV —Alb ys (b))

es la férmula Alzr w2 (21)] V ~A Lz, vz (71))

*Durante la p: acién se hara refy

alos 1tad 1 1

en la ién 3.3.
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que por el teorema del tercero excluido es deducible en FT F.

1.2 F es un axioma de sustitucién VzF [z] — F (¢}

Si (VxF (z])* es la f6rmula cuantificada VuVx, 3y .A [z1, 11, 4] , entonces (—=VzF [z])*
es

Vy23udz,—A[z1, vz (u, 1) ,u]
¥y Ft]" es
vz3yAlz,y, t]
y por tanto F* es
. VyaVz3u3dz Ay (A=, vz (w, 1) L ul v Alx, . 1))
Debemos hallar sucesiones de términos b y ¢, y un término a° tales que:
(1) ceeeeens —A(b,y2 (a®,b),a°] V A[x,c, 1]

sea deducible en 7T F.

Si tomamos a® como t , b como T y ¢ como y2 (t, ), entonces (1) es la férmula:

—Afx,y2 (t,2) , ] V Alz, y2 (2, x) , ¢}

que por el teorema del tercero excluido es deducible en F7°F.
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1.3 F es un axioma de identidad u = u

Como F es abierta entonces F* es F, y por (= 2}, cs deducible en FT F.

1.4 F e¢s un axioma de igualdad s =t — F [s] = F [t}

Si F {s]° es la formula Vz3yAlx,y,s] vy F{t]® la fé6rmula Vz3y Az, y,t], entonces
~Fs]” es Vyy 3z A (z1, 11 (1), 8] ¥y por lo tanto (Fs] > F(t])® es
Vi Vadz 3y (mAlz,mn (@), )V Alzoy, b))

y en consccuencia F* es

YinVz3Iz 3y (—s = LtV ~ Az, p1 (1) , 5]V Alz, v, t])
Debemos hallar términos a y b tales que
—s =tV ~Ala, 1 (a),s]V. Az, b, )
sea deducible en F7TF, Tomandoa como = y b como y (x) la férmula (1) es
—~s =tV -Alz,yn({=z),slvAalz,y (x).t]

que es un axioma de igualdad y por tanto deducible en FTF.



II.- Interpretacién de los Axiomas Matemditicos.

Si F es un axioma PA,; — PAg, entonces, como F es abierta, F* {que es F') es una férimula

que por los resultados del capitulo anterior (seccién 3.3) es deducible en F7F.

II1.- Interpretacién de las Inferencias de AP.

1 Expansién.- ¥ = A V B obtenida a partir de A.

Si A® es VziyA|(z,y] y B* es V31 B [x1.1], entonces por HI. A* es vélida y

existe una sucesién de términos a tal que:
FTFF Alzx,a]

Ahora, por Expansién en F7 F, si tornamos una sucesién cualquiera de términos b

con los tipos apropiados y tal que 31 ~ b, entonces tenemos
FTFVF Alz,a]l vV B[x1,b]
de donde F* que es VzVz, éyayl (Alz, ¥}V B[x1,11]) . es vdlida.
111.2 Contraccién.- F inferida a partir de F V F.
Si F* cs Vz3yF [z, y), entonces (F Vv F)® que cs
VzVz Iy (F [z, ¥] V F [z1.1])
es valida, y por lo tanto existen sucesiones de términos a y b tales que

FTF v Flz,a] V F[z1,b]
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Sustituyendo x por z; en lo anterior se tiene que
FTF & Flxry,a] vV F(z1.b]
Si definimos una sucesién de términos ¢ por casos como sigue:
¢ = Dix|[F[x1,a]},a,b)
entonces se tiene que F x [F [z1,¢}] = 0 y, por el Teorema del término caracteristico

se infiere que que F F[z1.¢] .

111.3 Asociativa.- F es (AV B)v C, inferidade AV (BVC).

Si A* , B® y C® son las férmulas

Vzi3n Az}
Vz23yz28(z2, y2]

Vr33ysC [z, ua)

resp ivamente, F* es

Yz Vz2Vra 3y 3y23ys ((A{znn} V Blzz.v2]) V Clza, yal)

por H.I. existen sucesiones de términos a, b, y ¢ tales que

FTF+ Alzr,a] v (Blzz,8) VC[za,c])
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que por Asociatividad en F7 F implica que

FTFr (Alzy, el V Blzz, b)) Vv Clza,c]

1114 Corte.- F es BV C, obtenidade AVEB yde ~AVC

Si A* , B* y C* son las fé&rmulas

Vz13y1 A [z, 1]
V2328 [r2,y2)

Va33ysC [z3,v3]

entonces (A V B)° es

VrVra3yi3yz (Alz, y2] V Blzz, i)

Yy (~AVO) es

VyiVz33z Jys (—A [£1, 4] (£1)] V C [#3,43])

Por H.l. existen sucesiones de términos ax,az,b1, y b2 tales que en FTF

(1) eeeenne F Afxy.a1])V Blz2,a2)
[C) Y. = A b, (B1)) V Clza, b2)

por ¢l Lemma 2 podemos encontrar una sucesién de términos ¢ en la que no figuran
variables de la sucesién xy, x2 tal que

(3) v b emaTy = ay
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que por (1) y (3)

4).

b Afzy,exem] - Blx2,az)

Si sustituimos y} por cxz en (2), entonces tenemos que

(5) vurnn F —A [by,cxab;} « C [x3,b3)
y 81 sustituimos z; por b, en (4), se sigue que
{G)....... F Afby, exaby] v Bxz, a2]

Por lo que aplicando Corte a (6) y (5) se obtiene que

+ Bz2,a2] vV C[xa. b3)]

¥ puesto que F* cs

VaaVaaIyz3ys (B [x2. y2! - C [T, y3])

se tiene que F* es valida.

111.5 V-Introduccién.- F es VxF [z}, obtenida de F ‘u} , donde la variable acotada z no figura
en F [u).

Si (F u])® es la férmula
Va3 A [z, w1 u]

entonces F7° es

VuVz; Iy Az, v u)

Pero como debido a que por H.L. Va3 3y1.4 [11. 11. u} es vilida, entonces existe una
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sucesién de términos a, tal que

+ Alzx1,a,u]

¥ por tanto F* es vidlida.

111.6 Induccion.- F es F [t], inferida de F [0] ¥ de F [u] — F [Su]

Si F[0]° es la formula
vr3yAlz,y,0)

entonces por H.1. existe una sucesién de términos a) tal que

(1) ceennine + Alz.a1,0]

Si F[u]® y F[Su]* las férmulas

Vzi3y Az, u]  y Vrz3veAlza, v2,8u]

(F [u] & F [Su])* es la f6rmula

VyiVz23z,3yz (A [z1,¥] (1) , u] = Alzz, ¥2.Su])
Sabemeos por H.1. que existen sucesjiones de términos az y ajz tales que
¢ p— F A[az,4} (az) ,u] — A[z3.a3,Su)

idn & de términos, en los

ar una

Ahora bien, por el lema 2, pod.
que no figuran variables de la sucesién z; tal que




De (1) y (3) se obtiene que

(4) .. + Az, bx,,0}

ahora, sustituyendo x por z; en lo anterior se tiene que
(5) erieen  Afxy, bx,,0]

Tomemos una sucesién de términos d, tales que no figuren en ellos variables de la

sucesién u, ¥}, z1 tal que
+ duyir; = a3

de esto y (2) obteneinos

~ A {az2, v} (a2) ,u) = A [z3,duyfz),Su)

Por el tcorema de recursién simultdnea sabemos que existe una sucesién de términos

£ tal que:

De (5) y (7) se sigue

(9) eeonee  Alzy, f0z1, 0}

Por otro lado sustituyendo ¥} por fu en (6) tenemos

+ Ajaz, fu(az) ., u] — Alzrs.du{fu)z1,Su]

de donde por {8) se sigue que

F Alaz, fu{az),u] — Alz3, f(Su)z), Su)
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Usando de nuevo el lema 2 tomemos una sucesién g de términos en la que no figuren

variables de las sucesiones u y x, tal que
k- guz) = az

por lo que
(11) ...... = Alguzy, fu(gun1) ,u] - Alzy, f(Su)z,,Su]

ahora, al aplicar el Teorema de Induccién a (9) ¥y (11), se obtiene que para todo
término ¢ de tipo o y para cualquier sucesién de variables x tal que x ~ x, se tiene

que
F Az, fex,t]

Finalmente como (F {2])* es una férmula de la forma VzIy Az, y, t], tenemos que

(F{t])° es valida. @
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