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INTRODUCCION.

En 1934, el artista sueco Oscar Reutersvard dibujé nueve cubos en una composicién espacial
imposible (figura A). Esta composicién da origen a lo que en 1958 publicaron L.S. y R. Pen-
rose como su invento llamado marco triangular imposible en el articulo " Objetos imposibles
- un tipo especial de ilusidn dptica” que fué publicado en el British Journal of Psychology.
Desde entonces, los objetos imposibles han sido estudiados desde distintos puntos de vista
tanto por la ciencia como por el arte que en cllos existe, pero jqué es una figura imposible?.

Figura A: Una composicién espacial imposible.

Cuando alguien observa un dibujo en un papel, puede llegar a interpretarlo como la
representacién de un objeto tridimensional. Por ejemplo, la mayoria de las personas que
observen una figura como la que se mmnestra en la figura B,

Figura B | ;Un cubo ?

coincidirfan en concluir gque representa un cubo o una caja; algunos pocos concluirian que
se trata de dos cuadrados unidos por unas lincas diagonales; alguien podria pensar que es un
cuadrado rodeado por figuras irregulares planas o darle alguna otra interpretacién similar.

(5]



Sin embargo, estas iltimas interpretaciones son tan vdlidas como la tridimensional del cubo
o caja. De hecho, el dibujo fué hecho partiendo de dos cuadrados y uniéndolos con lneas
diagonales, de manera que podriamos considerar que esta es la interpretacién correcta, no
obstante, la mayoria de las personas que lo vean seguiran pensando que es un cubo o una
caja.

Figura C: Objeto parcialmente posible,

Esta tendencia de la mente humana a interpretar dibujos como objetos tridimensionales
puede llevarnos a enfrentar problemas muy interesantes. Por ejemplo, la figure C resulta
dificil de interpretar dado que sugiere que representa un objeto tridimensional pero parcce
que el objeto cambia sus propiedades dependiendo de qué parte del objeto se esté observando.
Cubriendo el lado izquierdo parece que se trata de un objeto con dos puntas, mientras
que cubriendo el lado derecho, parece que se trata de un objeto con tres puntas y no con
dos. Viendo completa la figura, se ve un objeto gue cambia entre dos y tres puntas. Esta
contradiceién confunde la mente del obscervador.

Digamos que las figuras imposibles son las representaciones de forinas imnposibles de
construir. Dibujos perfectos de cosas que no existen, pero que “confunden” nuestra mente
entre lo posible, lo parcialmente posible y lo imposible.

Se hard una distincion entre el dibujo que se hace en alpin plano y que consta de un
conjunto de lineas rectas y/o curvas, y el objeto fisico gue representan, Hamando al primero
" figura”, y al segundo simplemente " objeto”. De este modo, podemos decir que una “figura
imposible” es un dibujo que representa un objeto hnposible de constritir en nuestro mundo
pero que, a primera vista, no es claro el por qué de dsra imposibilidad.

Algunos aspectos de interés que motivan of estudio de figuras imposibles se presentan en
psicologia, donde resultaitil estudiar el fendineno de la percepeion de la mente humana ante
las figuras imposibles y las diferentes interpretaciones que cada quien les da; por otro lado,
en informiitica, surge ¢l problema de definir y clasificar cualgquier tipo de figuras imposibles
de manera que un lector 6ptico de un robot gque construya objetos a partir de ciertos planos
pueda facilmente detectar errores en los dischios, etcétera.

En matemadticas, surgen gran cantidad de aspectos a desarrollar ¢n torno o las fignras im-
posibles: la clasificacién de éstas, que tmplica el estudio de sus caracteristicas y propicdades
de las mismas; ol andlisis de las figuras desde diferentes pantos de vista matemiiticos como la
geometria y la topologia: la posible relacion entre una figura imposible y un espacio topologico




donde pueda convertirse en posible, las razones geométricas que originan la imposibilidad de
construirlas en nuestro espacio, etcétera.



1.-Clasificacion de figuras imposibles.

Una figura imposible se pucde definir como un dibujo que representa un objeto "sélido"
imposible de crear en nuestro mundo. Sin embargo, esta es una definicién ambigua dado
que una misma figura puede representar varios tipos de objetos. Por ¢jemplo, cuando una
persona observa la figura 1.1 podria "ver” algo compuesto por tres prismas rectangulares
conectados mutuamente en dngulos rectos, o algo asi como un objeto cuya superficic es
plana y oblicua, o bien algo asi como un objeto cuya superticie curvea, o algo hecho de
alambre. El objeto resulta imposible en los dos primeros casos, y posible en los dos iiltimos.
De modo que la posibilidad o imposibilidad del objeto pareciera depender fundamentalmente
de lo que represente en la mente del que observa una figura imposible.

\

Figura 1.1: Tridngulo imposible (Penrose y Penrose, 1958).

Un ejemplo mis claro de esto se presenta al observar la figura 1.2a. Esta figura fué
propuesta por Huffman como una figura imposible. Efectivamente no representa algiin objeto
delimitado por superficies planas, ya que si fuera la proyeccién de un objeto delimitado por
superficies planas las tres caras laterales (al ser extendidas) deberian tener un punto de
interseccién en comun (ver figura I.2b).




T?
(O] \

Figura 1.2: Objeto imposible propuesto poc Huffinan (1971).

Consecuentemente las tres aristas laterales deberfan coincidir en un punto en comuin al
ser extendidas, pero no es asi. Debe observarse que el objeto se vuelve paosible si movemos
uno de los vértices junto con sus aristas a una posicién adecuada. La imposibilidad del
objeto gradualmente va siendo menos visible conforme el vértice se aproxima a su posicién
correcta.

Por el contrario la figura 1.1 no puede ser corregida cambiando las posiciones de los
vértices. Por lo tanto, diferentes tiguras imposibles pueden tener diferentes tipos de imposi-
bilidad y/o diferentes grados de imposibilidad. Asi gue, antes de estudiar las propicdades
de los objetos que representan las figuras iimposibles, serd necesario encontrar las razones
matematicas que hacen que un objeto imposible sea imposible.

Cowan (1974,1977), Pringle y Cowan (1978), y Térouannc (1980) entre otros, han es-
tudiado las propicdades matematicas de los poliedros imposibles, pero se han concentrado
en los marcos de cuatro lados (como el de la figura 1.8), v sus consideraciones no pueden
generalizarse ficilmente a otros tipos de objetos representados por figuras imposibles.




Sugihara (1982) propone una condicidn necesaria y suficiente para saber si una figira
representa un poliedro posible, y propone ademads 1n esquema matematico para clasificar los
objetos representados por figuras imposibles. Consideraremos el universo de todo tipo de
objetos sélidos delimitados por superficies planas y estudiaremos varios tipos de imposibili-
dades que se advierten al tratar de hacer objetos reales a partir de figuras, y clasificaremos
los objetos imposibles de acuerdo al tipo de imposibilidad que posean.

Analizaremos las figuras desde un punto de vista puramente matemadtico. Inclusive el
concepto de objetos imposibles se define mmaterndticarnente sin hacer referencia a ningtn
fenémeno psicoldgico. Al final del capitinlo, se discutird en forma muy general algunos
problemas psicoldgicos sugeridos por los resultados que vayamos obteniendo.

Figura 1.3: Un marco de cuatro lados.
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1.1.-Figuras etiquetables y no-etiquetables.

Los objetos a considerar son poliedros, esto es, objetos tridimensionales delimitados por
superficies completamente planas. Una proyeccidn ortogonal o perspectiva de un poliedro
sobre un plano es llamada una figura. La proyeccion de una cara, una arista, y un vértice
del poliedro, son llamadas regidn, linea y eruce, respectivamente. Consideraremos como
podemos reconstruir un objeto tridimensional a partir de una figura bidimensional.

Antes que nada, tenemos que distinguir dos tipos de figuras: aquellas en que el observador
ve objetos tridimensionales, y aquellas en que no se ven més que formas hidimensionales.
Con este propésito, ntilizaremos el método de etiquetacion de Huflian.

Huffruan (1971) asignd tres tipos de etiquetas a las lineas de una figura de acuerdo a
sus propiedades fisicas: una linea con el signo de mds (4) representa una arista que forma
una cresta con respecto al 0jo; una linea con el signo de menos (-) representa una arista
que forma un valle, y una linea con una flecha representa una arista que forma la silueta o
el contorno de la figura (la direccién de la flecha se determina de manera que ambas caras
adyacentes a la arista se encuentren a la derecha de la flecha). En la figura 1.4, se muestra
un ejemplo de una figura, gue no representa un poliedro, etiquetada de esta forma.

P

Figura 1.4 Una figura ctiquetable,

Un vértice de un poliedro que pertencce exactamente a tres caras del poliedro es llamado
vértice triedral. En la figura 1.5, se pueden apreciar las cuatro formas basicas en las que
tres superficies planas pueden formar un vértice de un poliedro. La idea aqui es que tres
planos no paralelos entre si. dividen el espacio en ocho subespacios, que a su vez podemos
pensar como "llenos” de algiin material solido o "vacios”; y asi darnos cuenta de gue cualguier
combinacién de estos subespacios "llenos” y/o "vacios” | es equivalente a algnna de las enatro
formas bdsicas de la figura 1.5 (esto sin tomar en cuenta el caso en que los ocho subespacios
estdn vacios, pues no tenemos un poliedro; ni el caso en que los ocho estén llenos, pues el
vértice en cuestion se convierte en un punto interior del sdlido),

11



Figura 1.5: Formas bésicas de “llenar subespacios.

Partiendo de las formas de la figura 1.5, encontramos las doce diferentes formas en que
se pueden etiquetar las aristas adyacentes a un vértice triedral (figura 1.6),

Figura 1.6: Todas las formas de etiquetar un véstice tricdral.

12



a las cuales se agregan cuatro que surgen al considerar los casos en que de las tres aristas
incidentes al vértice, dos sean la representacién de una misma linea de contorno, y la otra
pueda ser etiquetada de cualquiera de las cuatro formas que se muestran en la base de la figurae
1.7.De esta forma, Huffirnan encuentra todos los posibles cruces que se pueden presentar en
figuras de poliedros con vértices triedrales (figura 1.7).

R

R *

Figum 1.7: Lista de Huffiman de cruces posibles (Huffiman, 1971).

Con este método, podemos encontrar la estructura del objeto asignando etiquetas a las
lineas de una figura de manecra que los cruces resultantes sean todos posibles. Cuando no
sea posible encontrar la forma adecuada de etiquetar, concluimos que la figura no representa
poliedro alguno.

13
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Figura 18: Figuras etig y no etiq

La figura /.8a, se puede etiquetar adecuadamente como se muestra en la figura 1.8b.
Mientras que por el contrario, la figura £.8¢ no puede tener una etiquetacion adecuada: si
comenzamos poniendo flechas a las lineas exteriores y continnamos asignanda etignetas a4
las lineas interiores, caemos en inconsistencias en los cruces marcados con ol signo "7 en
la figura 7.84. Con esto en mente, dircmos que la fignra £ 8a es una figura ctiquetable y la
figura /.8c¢ es nna figura no-etiquetable.

En lo que resta del capitulo, consideraremos tinicamente figuras etiquetables.

1.2.-Figuras correctas e incorrectas.

Diremos que una figura representa un objeto imposible si la figura es etiquetable pero no
representa un policdro. En esta scecion consideraremnos un método practico para discriminar
los objetos imposibles du los posibles.

Sean 'y F ol conjunto de vértices v el de caras Jde un poliedro re spectivamente, y sea 2
el conjunto de parejis de vértices y caras tales que (v, f) € Rsiy solo st el vértice 1 € V esta
sobre la cara f & F. Sea T ¢l conjunto formado por las ternas (@, 3.6), dondea €V ,F¢€
VUF yé&e {ATRAS, ADELANTE, PROPIAMENTE ATRAS, PROPIAMENTE
ADELANTE}. De modo que la terna {a, 3, ATRAS) significa que a tiene la misma

14



profundidad que 8 o que puede tener un poco mds, es decir, puede estar atrds; y la terna (a,
B, PROPIAMENTE ATRAS) significa que « estd estrictamente atrds que 4. Lo misma,
pero invertido, cuando hablemos de ADELANTE y PROPIAMENTE ADELANTE.
Diremos que §* = (V, F, R, T) es una estructura espacial asociada a una figura etiquetada.

direccion de observacion.

+

9 objeto.

Figun 1.9: Objeto y su figurs.

Supongamos que tenemos la proyeccién ortogonal de un poliedro definido dentro de un
sistema (r,y, z) de coordenadas cartesianas, en el plano zy como se muestra en la figura
1.9. Sea (z,,y.2,) el punto donde se ubica el vértice v, (1=1,2.....n; donde n es el niimero de
vértices), y sea

a,r+by+z+0,=0
la ecuacion del plano que contiene la cara f, (7=1,2,..m; donde mn es el mimero de caras).
Entonces, si el vértice v, estia sobre la superticie que conticne la cara f,, tenemos que
a,r +b,y, + 2, ¢y =0,

es una ecuacion lineal con variables z,, a,, b,, ¢, (ya que dada la figura, x, ¥ y, son conocidas).
Encontrando la ecuacién correspondiente para cada pareja de vértices y caras (1, f,), donde
f; es alguna de las caras que contiene al vértice v, podemos formar el sisterna de ecuaciones

Aw =0,

donde w es ¢l vector de las variables desconocidas, w = (:,.“:,,a,b;c,...a,,‘b,,,c,,,)T, y Acs
una matriz constante de tamano [R| x (3m +n).

En una figura hay muchos detalles que nos sugieren que algunas partes del objeto que
representan estdn mds cercanas al ojo que otras.

15



)
Figura 1.10: Pistas de distancias.

Consideremos por ejemplo, la figura 1.10a. Como las caras f, y fi tienen una arista
céncava en comiin, el vértice v,, que estd sobre fi, estd mis cercano al ojo que la cara f,
(atin cuando extendamos f;). Esto os, (v, f; PROPIAMENTE ADELANTE) € T. En
este caso tenemos que:

a,T, + by + 2+ > 0.
Podemos obtener designaldades similares para las distintas ternas (v, f,, ATRAS,
0o ADELANTE, o PROPIAMENTE ATRAS, o PROPIAMENTE ADELANTE),
para las cuales ol vértice v, no pertenece a la cara ;0 En la figura £.10h, una linca de con-
torno represent o una relacidn de oclusion que nos dice, por ejemnplo, que ol vértice v, que esta
sobre la cara fi, estd mas cercano al ojo que Ly cara f,, es decir, (v, f,, ADELANTE) € T
En éste caso tonemos que:

ayr, A by + 2, 40, 200

La igualdad se permite dado que f; ¥ fi se pueden tocar en 1,. De este modo obtenemos
un conjunto de desigualdades similares con las gue podemos formar

Bw > 0,

donde B es una matriz constante de tamano |77 x (3m + n), y la desigualdad se debe a que
sus elementos son desigualdades, algnnas de las cuales pueden aceptar la igualdad. Ahora
podemos forimular el siguicnte teorema:

TEORENMA 1: 'na figura etiquetada representa correctamente un poliedro st y solo st
los sistermas de ecuactones Aw = 0 y Bw > 0 tienen soluciones.

Este teorema aporta un método prictico para diseriminar objetos imposibles. Las solu-
ciones de estos sistemas de ecnaciones pueden ser consideradas como las soluciones factibles
de un problema de programacion lineal (Sugihara, 1984).

Aunque los cileulos en que nos basamos para encontrar este teorema parten de la base de
que la figura es la proyeceion ortogonal de un objeto. se puede mostrar que si consideramos
la proyeccién perspectiva legamos a los mismnos resultados (Sugihara 1979). Por lo tanto el
Teorema 1 no depende del tipo de proyeccidn de la que provenga la figura,

16



Considermos por cjemplo la figura 1.11(a). Nos interesa saber, utilizando el Teorema
antes mencionado, si la fignra representa un poliedro o no. Lo primero serd asignar nombres
a los vértices y las caras que forman la tigura (figura 1.11¢b)); después es necesario etiquetar
la figura, por ejemplo, como se muestra en la figura 1.11(c). Para utidizar ¢l Teorema, es
necesario conocer las posiciones de los vértices en el plano zy, asi que supongamos que las
posiciones de los vértices corresponden a los puntos que se muestran en la figura 1.11(d).

VZ

Vs

“ Figura 1.11 : ¢Un tetracdro?

0 1 2 3 4 5 6 [d]

Estoes: vy = (1,1) 1y =(1,5) 1wy =(4,4) vy =(2,3)
Sean las ecuaciones de los planos que contienen las caras fy, f2 y f3 como sigue:

hiaz+by+co+z2=10
frrax+byy+coy+:2=0
fatazr+ by +cy+2=0

Considerando todas las posibles parejas (1, f;) donde v, es un vértice que estd sobre
la superficie que contiene la cara f, (¢ = 1,2,3,4y j = 1,2,3 ) obtenemos las siguicntes

ecuaciones:

17



(m,fi)iay+b+c +2, =0
(vi,fa):aa+bs+c3+21=0
(va, fi):ia1 + 861+ +22=0
(va, fa) rap +8by +c2 + 22 = 0
(va, fa) 1daa+ b+ 2+ 23 =0
(va, f3) idag+ dbs +c3+ 23 =0
(va, 1) 120, +3by +c1 4+ 24 =0
(va, fo) 1 2a2+ 3by+ 2+ 24 =0
(ve, f3) 1203+ 3b3 +c3+ 23 =0

Esto nos permite formar ¢l sistema de matrices Aw = 0, donde

w o= (2, 22, 23, 24, @1, Dy ag, be, o, an, "JJ‘:«)T Yy

1P 000t 11900000O0GC0
1 0 0000 000111
0100151000000
01060000135 14000
A={0 010000441000
001 0000000441
0001231000000
0001 0002314000
0001000000231

Lo siguiente s considerar ¢l conjunto 77 de " profundidades relativas” entre los vértices
del conjunto V' y los clementos de VU F. Esto es:

T = {(vs. /L, PROPIAMENTIE ATRAS), (o), f2, PROPIAMENTE ATRAS),
(2. f5, PROPIAMENTE ATRAS), v, 1. PROPIAMENTE ATRAS),
(zq4. 12, PROPIAMENTE ADELANTE), (ny, 1, PROPIAMENTE ADELANTE)}

Con éste conjunto, generamos las siguientes desigualdades:
(va, i} - —day — tby ~¢) — 23 > 0

(i fo) i —ae — by =21 >0
(va, f3): —a3 — 56y —cy — 20> 0
(v, 04) 1 =2y > —24

(v2004) s =20 > =y

(v3,04) : —23 > —24

Esto nos permite formar el sistema de matrices Bw > 0, donde

W = (21, 22, 23, 20, 41, b1, €1, @2, b2, €2, 83, b3, ¢3) T y

18~



0 0 -10 -4 -4 -1 0 O 0O o0 O 0
-1 0 0 0 O 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
‘B= g ~-1 0 0 O 0o o 0 0 0 -1 -5 -1
-1 0 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 -t 0 1 0 [( o 0 0 o0 O 0
0 0 -11 O [C o o0 0 o 0 0

El sisterna formado por las ecuaciones Aw = 0 y por las inecuaciones Bw > 0 tiene
soluciones. Por ejemplo, podemos verificar facilmente que:

zZ1=4 ay=-3 b =0 ¢ = -1
22=4 =% by=¢ oc3=-%
zz3=4 a3=3 by = -3 c¢3 = —d
24=7

es una solucién del sistema, y de acuerdo con el Teorema 1, la figura etiquetada que se
muestra en la figura 1.11(5), representa un poliedro.

1.3.-Figuras regulares y no-regulares.

Tanto la figura [.12a como la 7. 12b representan correctamente un poliedro, con la diferencia
de que la 1.12a permanece correcta cuando movemos suavemente cualquiera de sus vértices
(junto con las lineas correspondientes) en cnalquicr direceién, mientras que la 1.72b se viuelve
incorrecta si movemos los vértices de manera que al prolongar las lineas 1, 2 y 3 no se tenga
un punto de interseceidn en comin, (Obsérvese que, dado que la cara superior, la derecha y
la izquierda tienen un punto en cormiin en el espacio, las lineas 1, 2 y 3 deben tener un punto
de interseccidn en el plano de la figura para que ésta represente un poliedro correctamente).

Figura I 12 Figuras regulares y no regulares.

Llamaremos regulares a las figuras que permanecen correctas cuando movernos suave-
mente cualquiera de sus vértices, ¥ no-regulares a aquellas que se pueden volver incorrectas
cuando movemnos ligeramente alguno de sus vértices. Formalizaremos éste concepto de la
siguiente manera:

Sean V' y F el conjunto de vértices y ¢l de caras de un poliedro respectivamente, y sea
R el conjunto de parejas de vértices y caras tales que (v, f) € R si y solo si ¢l vértice v € V
esta sobre la cara f € F. Diremos que la terna S = (V, F, R) es una cstructura de incidencias
de un poliedro. Diremos también que una estructura de incidencias S = (V, F, R) es regular
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si, dados los diferentes vértices que generan la matriz constante A, dibujados de manera que
generen las superficies de F, el sistema de ecuaciones lineales Aw = 0 ticne soliuciones tales
que incluyan todas las caras del conjunto F. Una figura con una estructura de incidencias
regular representa una configuracion de supcerficies planas correctamente.  Cabe resaltar
que la definicién de regularidad depende de la ignaldad Aw =0 y no de la desigualdad
Bw > 0, y como consecuencia toda figura regular no necesariamente representa un poliedro
correctamente.

Sea X un subconjunto de Fy sea V(X') el conjunto de los vértices que estdan en al menos
una de las caras de X para todo X € F, y sea R(.X) ¢l conjunto de los elementos de R que
tienen caras en comin con X; esto os

V(X)={v]reV.({r} « X)OR £ 0}
R(X) = RN (V x X).

Teorema 2: Una estructura de incidencias S = (V, I, R) es regular si y sélo si us(X) 2 0
para toda X C F tal que | X| > 2, donde

ps(X) = {V(X)] + 31X - {R(X)]| - 4.

Utilizando éste teorema podemos saber (sin resolver el sistema Aw == 0) cudndo la figura
tiene una estructura de incidencia regular y cudndo no. Si consideramos, por ejemplo, la
estructura de incidencia § = (V, I, R) de la figura 1.12b, tenemos que hay 9 vértices, 1 caras
y 18 pares ordenados distintos de vértice-cara; esto es: |V] = 9;|F| = 4;|R| = 18. Asi que
tenemos que pug(F) = 9+ (3 x 4) - 18 — 4 = —1 y por lo tanto la ligura es no-regular,
mientras que la figura 1.11(b) si es regular pnes:

1)SiN = F,entonces |V| = 4,|X]| = 3,|R] = 9yporlotanto us(F) = 1+ (3x3)-9—-4 =0

i2)Si X = {fi, fo}, entonces [V = 4 [X1 = 2,IR] = 6 v por lo tanto pg(F) = 1+ (3 x
2) -6 —4=0.
)
Lo mismo para los demds X € F y por lo tanto la fiyura 1.11(b) es regnlar.

1.4.-Figuras corregibles e incorregibles.

Otra aproximacion en la clasificacidén de figuras se basa en el criterio de corregibilidad. Se
dice que una figura cs corregible si es correcta o puede ser corregida moviendo ligeramente
los vértices (con sus respectivas lineas), ¢ mncorregible en enalquier otro caso. Un movimiento
ligero de vértices significa que la figura preserva su estructura en términos de la teoria de
graficas y preserva también la propiedad de que un dngulo que se forma entre dos Hneas
adyacentes sea menar o mayor que 7 . Intuitivamente, un movimiento ligero, analizando cada
vértice por separado, equivale a cambiar los dngulos entre las caras adyacentes al vértice o
a cambiar la posicién del ojo sin cambios dristicos en el sentido de que una cara visible se
vuelva invisible o una invisible se vuelva visible,
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La figura 1.2a es una figura corregible porque se vuelve correcta si movemos uno de los
vértices de mancra que lias tres aristas que conectan el tridngulo interior con ¢l tridngulo
exterior tengan un punto en comin {al ser extendidas). Por otro lado, la figura 1.1 es una
figura incorregible ya que los motivos de su imposibilidad no pueden ser solucionados nada
mas por los movimientos de las posiciones de los vértices.

1.5.-Clasificacién.

Hemos considerado las figuras desde cuatro puntos de vista: cuando son o no son ctiquetables
correctas, regulares y corregibles. Combinando estos puntos de vista, obtenemos un esquermna
para la clasificacién de figuras que representan objetos imposibles que se muestra en la figura

1.13.

Las figuras etiguetables son clasificadas de dos maneras. Primero se clasifican en regu-
lares y no-regulares de acuerdo a st sus estructuras de incidencia son regulares o no. Esta
regularidad se evahia ficilinente utilizando el teorema 2. En segundo, las figuras etiquetables
se clasifican en figuras corregibles ¢ ncorreqibles dependiendo de siose pueden corregir con
Por iltimo. las figuras corregibles pueden ser lig-

movimientos ligeros de sus criuces o no.
De manera que las figuras etiquetables

uras correctas o incorrectas de acuerdo al teorema 1.
se dividen en seis categorias. Y como un objeto imposible es representado por una figura
etiquetable e incorrecta. podemos clasificar los objetos imposibles dentro de sélo cuatro

categorias.

figuras etiquetables.

cguls no- n,éuﬁafcs(
correybll:s @
T

correctas,

Figura 1 13 : Clasificacion de figuras ctiquetables

En la figura .13 se presentan ejemplos de figuras gque pertenecen a vada una de estag seis
categorias. Nétese que tanto 1, 2 v 3 tienen una estructura de incidencias regular anngue 2

y 3 no son correctas.

Podemos entender las incorrecciones de osta figura
1.14a). Sca p la interseceion de la cara fi v 1a linea {g {1a posicion de p en la figura plana
puede obtencrse como Ja interseceion de las Hneas {g v {5). Sea L, la recta que pasa por p y
es perpendicular a da tignra plana. Y sean 5. 25025 las coordenadas en  donde la recta L,
corta respectivamente las caras (extendidas) f;. f2 v fy. Recordemos que se supone la figura

sobre el plano ry. v la direceidn positiva del cje » rumbo al observador como se muestra en

2 de la siguiente manera (ver figura



la figura 1.9. Por lo tanto, un valor grande de z implica que el punto estd mas cerca del
ojo. En este caso tenemos que z; > z2 debido a que fy y f> comparten la arista convexa [.
Igualmente tenemos que 2, > z3 debido a que , fo y f3 comparten la arista convexa l3. Por
otra parte se tiene que p estd en las caras (extendidas) f) y fi (ya que p estd sobre iy y g
esta sobre f3), y por lo tanto z; = zj, lo cual es una contradiceién. Entonces, la figura 2
de la figura .12 es una figura incorrecta. En la figura 7.14b se muestra un ejemplo de una
correcién a esta figura. Aqui, p se encuentra por abajo de I3 en el dibujo plano y de aqui
que la arista convexa I3 dé la desigualdad z3 << z3, lo cual no tiene contradiccién alguna.

@

(4

Figura 1.14 : Correccion de {as figuras comregibles de la figura 1.8,

La figura 3 de la figura 1. 13 es mmcorregible debido a que a menos que hagamos cambios
drésticos que incluyan intercambios de partes visibles con invisibles, la figura no puede ser
corregida.

Las figuras 4, 5 y 6 de la figura .13, tienen estructuras de incidencias no-regulares. La
figura 5 no es correcta ya que la cara superior y la frontal deberian tener sélo una linea en
comtn y como podemos ver en la figura I1.14c, las dos lineas que se forman entre estas caras
no son colineales. Sin embargo, puede ser corregida como se muestra por ejemplo en la figura
1.14d. La figura 6 no es correcta ¥ no puede ser corregida debido a que sus incorrecciones se
deben principalinente a desigualdades contradictorias ocasionadus por aristas obstruidas y la
contradiccién no se puede salvar anin cuando las posiciones de los vértices sean ligeramente
modificadas.
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Figura 1.15 : Algunos ejemplos.

(C))

14

La figura [.15 muestra algunos ejemplos que han interesado a los psicélogos. Desde e}
punto de vista matermitico, estas incluyen varias categorias de figuras: Lag figuras (a}), (b),
(£), (8) e (i) son no-regulares e incorregibles; Ins figuras (¢}, (j), (k) y (1) son regulares y
correctas; la figura (d) es no-ctiquetable; la (¢} es una figura regular, incorrecta y corregible;
y la figura (h) es regular e incorregible. [Draper (1978) muestra que la figura (i) se puede
corregir encogicndo el agujero central hasta desaparceerlo (ver figura 1.16). Sin embargo,
esta figura no se considera corregible bajo nnestra definicion, ya que la deformacian de Draper
no preserva la estructura de la tigura en términos de la teoria de griticas, pnes los cruces en
forma de T se unen en uno.

=

Figura 1.16 : Deformacion de Draper (1978),
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2.-Anadlisis de un tipo de figuras imposibles.

Restringiremos ahora nuestro estudio a las figuras con forma de marcos cuadrangulares que
representan objetos tanto posibles corno imposibles. Estas figuras se forman tnicamente
con lineas rectas y cada una de sus cuatro esquinas consideradas por separado representan
poliedros correctamente. Clasificaremos estas figuras para saber cudntas representan objetos
distintos, utilizando la versién de Kangas del método de Cowan que consta de dos criterios
diferentes que se complementan entre si. Partiremos de la construecién de un objeto (o
marco) cuadrangular en R?, y las diferentes figuras con que puede ser representado. Final-
mente compararemos nuestros resultados con los obtenidos por Cowan (1977) junto con un
breve andlisis de sus métodos.

2.1.-Construccién y puntos de vista.

Existen varios criterios equivalentes para la clasificacién de los marcos de cuatro lados. El
que vamos a utilizar, consiste ¢n elasificar primero el tipo de esquinas que pueden aparecer al
dibujar un marco de cuatro lados. Es importante observar que dada la figura de una esquina,
siempre es posible obtener el objeto que ésta representa en nuestro espacio. De manera
que todos los tipos de esquinas posibles a presentarse en nuestro estudio son fdcilmente
identificadas. Para esto comenzamos por construir un marco de cuatro lades en el espacio
Euclidiano (7). Lo primero s tomar un cuadrado en algin plano, por ejemplo el zy, y
luego considerar una vecindud ¢ (plana) alrededor del enadrado obteniendo asi un cuadrado
"engordada” al que Hamaremos andlo y denotarenos por la letra A, Sean @y, Q2, Q7 ¥ Q4
los lados exteriores del anillo, v ¢;, g2, g3 ¥ g4 los interiores. Después escogemos un intervalo
I que cruce ¢l pliano que contienc el anitlo formando un dngulo de 90°, v por iiltimo, tomamos
el producto A x 7 obteniendo asi el marco de cuatro lados posible en /23

Ahora diremos que cualquier pnnto de R3\(A x /) es un punto de vista del objeto, y
distinguimos dos clases de puntos de vi los especiales, que son aquellos en los que al
"ver” el objeto perdemos de vista ambos costados de alguna esquina, es decir, perdemos de
vista tante a {Q.} x [, como a {g.} x [ para alguna i = 1,2,3,4; y los normales, que son
aquéllos que no son especiales.

Los puntos de vista especiales quedan contenidos en los planos "engordados” que generan
cada uno de los lados de A v en el plano "engordado” donde se generd A. Si consideramos
dnicamente los puntos de vista normales, tenemos 7% menos un sélido que divide el espacio ¢n
conjuntos ( componentes) de puntos de vista normales que Hamaremos puntos de vista equiva
lentes, esto es, que desde cnalgquier punto de vista de la componente, vernos exactamente las

mismas partes del objeto.

Observando el objeto desde cada una de estas componentes de puntos de vista equiva
lentes, nos damos cuenta que la figura que representa una esquina puede verse de cuatro
formas diferentes, esto es que de todas las componentes donde observamos una esquina, solo
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obtenemos cuatro figuras diferentes que distingniremos con las letras A, B, C y D (ver fig.
2.1).

3l

el

O
o

Figura 2.1: Tipos de figuras de esquinas.

Clasificadas las esquinas, nos interesa saber ciantos marcos diferentes de cuatro lados
podemos formar, esto es, ciantas palabras de cuatro letras podemos formar con las letras A,
B. Cy D, entendiendo que cada letra representa una esquina que serd coloeada a continuacién
de la otra en el sentido de las manecillas del reloj. Por cjemplo, las palubrias ACBA, A*CB.
BA?C y CBA?, representan el mismo marco (fig. 2.2). Esto lo denotaremos con el sitnbolo
~, de manera que cn este caso podemos decir que A*CB~CBA?, etedtera.

A A

Figura 2.2: Elmarco A’CB.




Una forma de hacer ¢l cileulo de todas estas palabras es la siguiente.

o Para el caso en que las cuatro esquinas sean diferentes, tenemos que un mismo marco
es representado por cuatro palabras, por lo tanto tenemos %’ = 6 casos distintos.

o Con dos esquinas adyacentes iguales y las otras dos distintas, es claro que tenemos
4 -3 -2 = 24 casos distintos.

o Con dos esquinas no adyacentes iguales y las otras dos distintas tenemos 4(;) = 12
casos.
o Con dos esquinas adyacentes iguales y las otras dos también ignales, hay (:) = { casos.
o Con dos no adyacentes ignales y las otras dos también iguales, hay (:,) = 6 casos.
o Con tres esquinas iguales, claramente hay 4 - 3 = 12 casos.
o Con cuatro iguales, hay 4 casos.
En total son 70 figuras distintas las que se pueden formar.

2.2.-La version de Kangas del método de Cowan.

Lo siguiente serd saber si algunas de estas 70 figuras representan un rnismo objeto, para lo
cual emnplearemos dos criterios:

2.2.1.-Proyecciones,

El primero lo lamamos " proyecciones”, debido a gue tomaremaos en cuenta que una figura
que representa un objeto dado puede surgir comeo la proyeccién de dicho objeto sobre algin
plano, asi que si nos fijamos en la proyeccion del objeto sobre dos planos paralelos distintos
que, dado un punto de vista, se consideren uno antes del objeto y otro despuds, la figura
obtenida en amnbos planos resulta equivalente. Considerando una sola esquina como ol objeto
de estudio, escogemos un punto de vista que nos permita verla como del tipo A; es claro que
la proyeccion de esta esquina sobre cualgnier plano paralelo localizado entre ella y el punto
de vista da como resultade una figura del tipo A, luego se observa que la proyeccidn sobre
cualquier plano paralelo posterior al objeto da como resultado una figura del tipo D, por lo
tanto, bajo este criterio, un marco que utilice una esquing del tipo A, s equivalente a uno
que utilice una del tipo D en el Ingar correspondiente. Por cjeruplo, es cluro que las figuras
Aty D? representan ol mismo objoto (ver figura 2.3). Ulilizaremos la letra p para indicar
estas equivalencias, de modo que en el ejemplo basta con decir que A%'pD*.
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A D

A D

A

Figura 2.3: Doa figuras distintas de un mismo objeto.

Considerando de nuevo la esquina sola y los cuatro puntos de vista diferentes que existen,
tenemos que ApD, BpC, CpB y DpA. Ahora podemos aplicar p a cada una de las 70 figuras
de nuestro estudio obteniendo los siguientes resultados:

o 4 esquinas distintas:

ABCD p DCBA
ACBD p DBCA

ABDC p DCAB (Obs.-ABDC ~ DCAB)
ACDB p DBAC (Obs.-ACDB ~ DBAC)

A2BC p D?CB
A?BD p D?CA
A2CB p D?BC

o 2 iguales adyacentes y 2 distintas: ADB p D2AC

A?CD p D?BA
A?DC p D?AD

B?AC p C*DB
B2AD p C?DA
B2CA p C*BD
B?DA p C*AD
BCD p C*BA
BDC p C'AB

ABAC p DCDB

o 2 iguales no adyacentes y 2 distintas] ABAD p DCDA

ACAD p DBDA

BABC p CDCB
BABD p CDCA
BCBD p CBCA
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A;B: P D’C’:
: ’ . A?C? p D*B
o 2 iguales adyacentes y 2 iguales: 4zD? ’;) D?A? (Obs-A2D? ~ D242
B2C? p c?*RB? (Obs.-3202 ~ C"‘Bz)

(AB) p (DC):
2
o 2 iguales no adyacentes y 2 iguales: g:g))z Z ((gi))z (Obs.~(AD)? ~ (DA)?)
(BC)? p (CB)? (Obs.-(BC)* ~ (CB)?)

A'Bp DC |[ BA » C°D
o J iguales: | A3C p DB B3C p C°B
A3D p DA B3D p C3A

. At p DY
o 4 iguales: B4 Z ct

Esto quiere decir que en general, un objeto es representado por dos figuras diferentes (de
las 70), excepto en lus 6 casos en que se hace la observacién de que ambas figuras son en
realidad la misma, lo cual nos da un total de 7%‘9 = 32 clases de equivalencia bajo p, y por
lo tanto, las 70 palabras (figuras) no representan mas de 38 objetos distintos. Esta es sélo
la primera cota.

2.2.2.-Reflexiones

El segundo criterio consiste en tomar en cuenta que una figura al ser reflejada en un espejo
da como resultado algunas veces otra figura distinta que, claramente, representa al mismo
objeto. En la parte superior de la figura 2.4 se presenta un caso en ol que un marco, al ser
reflejado, da como resultado el mismo marco, mientras que en la parte inferior, se presenta
un marco que, al ser reflejado, da como resultado un marco diferente.

Esta equivalencia de figuras bajo la reflerion la denotaremos con la letra *R. Analizando
este fenémeno para cada esquina, tenemos que ARA, BRC, CRB y DRD (fig.2.5).
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Figura 2.4 : El marco C* B? se refleja como B? C2, mientras que A C” se refleja como A B?

A
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B

S

[

N
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Figura 2.5: Las cuatro csquinas y sus reflexiones.
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Luego para saber cudles figuras de nuestro estudio son equivalentes debemos observar
que no basta con hacer las sustituciones correspondientes de esquinas (letras), sino que
hay que considerar que tras esta sustitucion, la figura nueva esta siendo descrita por una
palabra "leida” en el sentido opucesto a las manecillas del reloj, por lo tanto basta con leer
la palabra nueva de derecha a izquierda para tener la palabra adecuada que representa la
figura correspondiente. Por ejemplo, podemos ver en la figurn 2.6 que ABCD R ADBC,
pero si sélo sustituimos ordenadamente las letras de ABCD por las correspondient os bajo la
reflexién, obtenemos la palabra ACBD. que leida de derecha aizquierda dice DBCA, lo cual
concuerda con el resultado (pues DBCA~ADBC).

A 3 c A A &)

a a 8 ) a ) o

a a o D a a
—{

v 2 ¢ \J v v )

A 5 c A A N 9

a a B D a a
—_—

Figura 2.6: Lacasade los espejos.

Observamos que tanto la relacion o como la R son cada una simétricas, y por lo tanto
un mismo objeto cs representado, bajo uste eriterio, por dos figuras diferentes excepto en los
casos en que el reflejo de una figura sea ella misma. De este modo encontramos las siguientes
equivalencias bajo R:
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o 4 esquinas distintas:

ABCD R ADBC
ACBD R ADCB
ABDC R ABDC (Obs.-ABDC ~ ABDC)
ACDB R ACDB (Obs.-ACDB ~ ACDB)

o 2 iguales adyacentes y 2 distintas:

A2BC R AZBC (Obs.- A’BC ~ A?BC)

A?BD R A?DC
A2CB R A2CB (Obs.-A2CB ~ A2CB)
A?DB R AZCD
B?AC R C?BA
B3*AD R C?DA
B*CA R C*AB

B!DA R C*AD
BCD R C*DB
B*DC R C*BD
D?BC R D?BC (Obs.-D?BC ~ D*BC)
D?BA R D?AC
D*CB R D*CB (Obs.-D*CB ~ D*CB)
D?AB R D*CA

o 2 iguales no adyacentes y 2 distintas:

ABAC R ABAC (Obs.-ABAC ~ ABAC)
ABAD ## ACAD
BABC R CBCA
BABD R CACD
BCBD R BCDC
DBDC R DBDC (Obs.-DBDC ~ DBDC)
DBDA R DADC

o 2 jguales adyacentes y 2 iguales:

A2BT R AC?
B2D? R C?D?
BC? R BAC? (Obs.-BC? ~ BC?)
AZD? R A2D? (Obs.-A2D? ~ A2D?)

o 2 iguales no adyacentes y 2 jguales:

(AB)2 R (AC)?
(BD)? R (CD)?
(AD)? R (AD)? (Obs-{AD)? ~ (AD)?)
(BC)? R (BC)? (Obs.-(BC)? ~ (BC)?)
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A’B R A%C
A'D R A°D (Obs.-4°D ~ A°D)
DA R DA (Obs.-D3A ~ D3A)
o 3iguales: | D3B R D3C
B3A R C°A
B3C R C°B
B3D R C°D

A% R A® (Obs.-A* ~ AY)
o 4 iguales: { B* R C*
D4 R D* (Obs.-D* ~ D*%)

Teniendo asi un total de 231 = 27 clases de equivalencia bajo R, y por lo tanto un total
no mayor a 43 objetos distintos, que a pesar de ser una cota superior a la antes obtenida, no
significa que el trabajo sea imitil, ya que para obtener la lista final de las palabras (figuras)
que representan objetos diferentes y saber asi cuantos de estos existen, tomaremos en cuenta
tanto las clases de equivalencia para p como las de 3.

Por ejemplo, las palabras B2CA, B2DC, C2AB y C?BD representan al mismo objeto,
C2AB p B*'DC

que B2CA R C?AB p B*DC R C?BD p B2CA. Esto se puede abreviar asf: N~ R
BCA p C*'BD
(ver figura 2.7), de modo que en la siguiente lista se tienen las 70 palabras, sus equivalencias

y el total de objetos distintos que representan (si alguna palabra es equivalente a si misma
bajo p y/o bajo R, estos simbolos no aparecen).

hN N
c c B B
?)
Figur 2.7 : T
Equivalencias de figuras (caso 26 tabla 1). | D Bt a ¢
R R
B B c c
}_)
c D B A




Lista final de objetos diferentes:

1.— ACDE 2. — (BC)? 3.~ BCT
4. — ABDC 5. — AID? G. ~ (AD)?
7. — AXCB p D°BC 8~ AT, DS 9. — A°BC p D°CB
0. = ABAC p DCDBE |11.— D p D3A 12. — B?AD § C*D4A
13.= BABD 2 CDCA |14 = BC 2 C°B 15 - By 2 Y
(AB)? p (DT)? BABC pCDCB
16. — B2DA § C2AD 17, — R~ R 18. — R~ R
(ACY? p (DB)*? CBCA p BCBD
OYAC p C'DEB AYB p DIC ADB p DPAC
19. — R~ R 20, — R~ R 21. - N ~R
C*BA p BCD AN p DB A2CD p DBA
ATBT p DT B3 p C3D ABCD p DCBA
22. — R~ R 23. — R~ R 24— R~ R
A2C? p D*R? C3A p B*D DBCAp ACBD
ABAD p DCDA BICAp C*BD A*DC p D*AD
25. — R~RN 26, — R~ R 27, —~ RN~R
ACAD p DBDA C*AB p B'DC | A2BD p DICA
TARLA )

De estas 27 representaciones de objetos diferentes, podemos construir solamente 4 (los
correspondientes a los niimeros 1, 2, 7 3 8), teniendo asi un total de 23 objetos tinposibles

diferentes.

2.3.~-El método Cowan.

Por otra parte, Cowan (1974) y Cowan (1977), partiendo de los cnatro tipos de figuras de
esquinas diferentes, define un algoritmo para generar todas las figuras de marcos de cuatro
lados diferentes que s¢ pueden dibujar. Suponiendo que una vez que se escoja la primera
esquina, la segunda (que puede ser cualquiera de las 4 {[fig. £2.8]) se colocard inmediatamente
después en el sentido de Lus manecillas del reloj y asi sucesivamente las siguientes dos (observe
que este método puede utilizarse para generar figuras de cualquier cantidad de esquinas).
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Figura 2.8: Métxlo de discriminacién de Cowan.

Finalmente cuidando de no contabilizar las paosibles rotaciones en el plano de un mismo
marco, se encuentra que hay 70 dibujos diferentes de marcos cuadrangulares.  Antes de
preguntarse cuantos objetos diferentes representan estas 70 figuras, aporta un ingenioso
método para generar una figura posible: observando la figura 2.8, coloca unas flechas entre
las diferentes figuras de las esquinas con la idea de ¢pie, una vez escogida cualquier esquina
con que se desea comenzar, la figura representa un objeto posible si es generada con figuras
que se encuentren signiendo ol sentido de las flechas. Hay que tener en cuenta que la iltima
esquina, debe ser tomada no solo siguiendo una Hecha, sino ademads, de manera que exista
una flecha entre ella y la figura de la esquina inicial. Si en algtin momnento de la construccidn,
uno va en sentido contrario de alguna de las flechas, se genera entonces una figura imposible.
A este tnétodo le llamaremos método de la figura 2.8 de Cowan.

Las "bandas” o "paredes” de enalquiera de los lados que se forman por dos esquinas
respetando las flechas de la figura 2.8, parceen paralelas a la pdgina. Si la direccidn de
cualquier flecha es ignorada, entonces las "paredes” de los lados asi formados adquieren

caracteristicas dignas de ser cuidadosanmente analizadas.
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Figurs 2.9 Diseccién delmarco C*

En la figura 2.9, se presenta la diseecién de la figura C* en el conjunto exhaustivo de
parejas de esquinas con un nuevo lado. Hay dos interpretaciones perceptuales o cognositivas
que se imponen:

(1) Los tres segmentos son completamente puralelos a una musma superficie bidimensional.
En este caso, todos los lados mantivnen su integridad con respecto al plano, pero se aprecian
lados imposibles como si tuvieran un cuarto de giro que en realidad es una ilusién, ya que
un lado real con un cuarto de giro estaria formado por aristas helicoidales.

(2)Los tres segmentos estan a lo largo de las coordenadas carteswenas (x, y, zJ, y se
perciben como incrustadas en tres donensiones. Fn este caso, no hay ilusidn respecto al
cnarto de giro en los lados imposibles, va que estos lados se ven como proyecciones dentro de
la tercera dimension. Sin embargo, cuando se incorporan Jos elementos para formar la Hgura
del marco, la integridad de los elementos con respecto al espacio tridimensional en el que se
supone s¢ encuentran se pierde. Siguiendo, por ejemplo, las cuatro porciones " desbaratadas”
del marco, perceptualmente, «n el sentido de las manecillas del reloj, parcee que nno se va
moviendo continuamente hacia ol interior de la hoja. Repitiendo este ejercicio en la fignura
s encontrard que, tras ina aparente excursion continua hacia el interior de la

del marco
hoja, el nivel del punto de particda mmea fué abandonado.

Cowan husa la organizacion de los diferent es mareos en ciertas propiedades que se pueden
considerar como variables independientes de un experimento perceptual. Partiremos nuevi-
mente de las citatro figuras diferentes de esquinas que hablamos encontrado (figura 2.8).

La primera y la mdis sencilla es Hamada operacion unidad y se describe con la letra .
Cuando utilizamos u. no le hacemos nada a la figura, de manera que permanece sin cambios.
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Cada esquina tiene una inversa. Las esquinas A y D son inversas a si mismas respectiva-
mente, y las esquinas B y C son inversa la una de la otra (fig.2.5). La inversa de una figura
posible o imposible se determina reemplazando cada esquina por su inversa e invirtiendo
el orden de sus elementos (como lo hicimos bajo R).La operacidn inversa de una tigura cs
denotada como operacién i, y cumple con que ti=u (fig.2.6).

Se definen dos operaciones mds: la oy la e. Estas operaciones cumplen con las siguientes
propiedades: vo=u, ee=u, y oe=eco=1i Se puede observar que estas cuatro operaciones con
estas propiedades forman un grupo aditivo. Examinaremos en primer lugar la operacion o,
sin embargo, parece adecnado inchuir nuevamente aqui la figura 2.7 con la intencién de poder
hacer una rdapida comparacion entre las operaciones p y R de Kangas y las operaciones u, i,
oy e de Cowan. Llamaremos a ésta figura la figura 2.7-A.

» No

=}

Figura 2.7-A : Equivalencias de figuras bajo los dos métodos (caso 26 tabla 1)

Para encontrar la inversa, sustituiamos B por C y viceversa, y no haciamos sustituciones
para A y D. Bajo la operacién o, intercambiamos A con D {(y D con A) dejando B y C sin
cambio alguno. Al igual que la operacidn inverso, esta operacién invierte el orden de las

esquinas. El resultado. es el lado opuesto o el anverso de la figura. Por ejemplo, DCDC es
el anverso de ACAC (figura 2.10).
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Figura 2.10: Loa marcos (DCY y (AC)*

Esta equivalencia es considerada solo en forma indirecta por ta versién de Kangas. En
el ejemplo, observe que DCDC R DBDB g ACAC o bien, por el otro lado, DCDC p ABADB
R ACAC (Tabla 1. Niim.17). En ambos casos se concluye que DCDC representa el mismo
objeto que ACAC.

Si aplicamos secuencialinente en cualquier orden las operaciones 1 y o, obtenemos el
equivalente a la operacidn e. Esta transformacion se puede describir asi: tomamos el objeto
y lo volteamos de manera que podamos ver mejor su interior. Esta vielta no se refiere a
cortar un agujero en la superficie y luego sacar el interior de la figura por ¢l agujero como
si fitera una erupcién, sino simplemente intercambiar la mitad de atrds con la de adelante.
Este procedimiento rompe las reglas de la topologia diferencial (Phillips 1966)
resulta 1itil, Cowan decide utilizarlo y dejar & los topclogistas diferenciales que reconcilien

Pero como

estas diferencias.

Como cra de esperarse, las conclusiones son las mismas:
de cuatro lados que se pueden construir con las cuatro figuras diferentes de una esquina,
cada marco representando un objeto, se tiene gue solo existen 27 objetos diferentes. Esta
conclusion es equivalente a decir: El total de figuras diferentes de cuatro lados que se prueden
construir con las cuatro figuras diferentes de esquinas, se pueden clasificar en 27 clases de
equivalencia. La ventaja de expresar de esta ltima forma la clasificacion de los marcos,
es que consideramos todos los factores iinicamente en o] plano. Hablar de los objetos que
representan todas estas figuras es hablar de algunos objetos imposibles de formar en nuestro
universo, y antes de hacer esto, deseariamos encontrar un método atin mejor para clasificar los
marcos, de manera que podamos considerar marcos de tres lados, de cinco, de seis, etcétera

Del total de figuras diferentes

37



(ver figura 2.11, donde adernés se presenta una figura imposible de un solo lado que, al igual
que las de dos lados, no pnede ser dibujada sélo con lineas rectss y por lo tanto no serén
consideradas en nuestro estudio), saber rdpidamente cudntas clases de equivalencia hay para
cada caso, y, lo més importante, saber cudntas de ellas y cudles representan objetos posibles
de construir en nuestro espacio. Cabe aclarar que las esquinas de un marco formado por n
lados (n 2 3) se obtienen partiendo de un poligono de n lados, engorddndolo y levantdndolo
como lo hicimos al principio del capitulo para n = 4. y por lo tanto, las cuatro figuras
diferentes de esquinas que se obtienen. ticnen un dngulo que permite formar los marcos de

n lados adecuadamente.
A c
8]
A
B D

Figure 2.11: Otros cjemnpios.
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Dos conjeturas surgen en torno a estas dos cuestiones (Kangas: Notas de clase). La
primera sirve para distinguir un marco de n lados {n > 3) posible de uno imposible, y
da origen a un teorema que permite hacer dicha distincién y probar la veracidad de la
conjetura. La segunda, pretende encontrar rdpidamente el mimero de objetos diferentes que
representan todos los marcos de n lados. Sin embargo, esta tiltima conjetura no tiene un final
tan afortunado, pues como veremos, Kangas hace unas propuestas basdndose principalmente
en la experiencia y en la intuicidn, y resulta dificil argumentar la idea. No obstante, se hara
mencién de la conjetura, y se mencionard un caso mds, aparte del de cuatro lados que ya

tenemos en la Tabla 1.

2.4.-Una conjetura afortunada.

Tomermnos nuevamente la figura de una esquina, ahora como un conjunto de vértices y aristas,
recordando que estas esquinas formardn un marco al ser colocadas una después de otra en
el sentido de las manecillas del reloj, y pongamos nombre a los vértices iniciales (que serdn
los mismos que los finales de la \iltima esquina con que se forme ¢l marca) y a los finales
(que seran los mismos que los iniciales de a segunda esquina con que se forme el marco).
Consideremos ahora las posibles trayectorias que relacionen un vértice inicial con uno final
y, utilizando el hecho de que siempre existe una trayectoria que une los vértices iniciales
extremos (derecho e izquierdo de acnerdo a la posicidn en gue estdn en la figura 2.8), con los
vértices finales extremos (inferior y superior respectivamente), transforiamos la fignra de
una esquina en la que resulta de alinear respectivamente estos vértices junto con sus aristas

3

correspondientes (ver figura 2.12)

A . » ST 1% 4
5 Y 2 5 D 5
6 sl 1
I R —6
123
8 1 4 123
5 b 2 5
6 3 6
A
123
S g : 5
5
C 5 m—) 25 2
6 3 5 3 6
c D
123
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Por construccidn, tenemos que hay cuatro de estas nuevas figuras diferentes, cada una con
el nombre de la esquina que la origina. Estas figuras las llamaremos carriles, de manera que
ahora contamos con los carriles A, B, C y D, para generar nuevas agrupaciones de carriles
que a su vez llamaremos también carriles.

Cada carril cuenta con tres vértices iniciales y tres finales. Considerando ¢! rectingulo
que contiene estos seis vértices, los lados superior e inferior son parte de la figura como
habiamos visto, y los lados izquierdo y derecho servirdn como auxiliares para definir un
pegado que consiste en hacer cada uno de los puntos del lado derecho en el mismo punto
simétrico, respecto a la vertical que parte el carril en dos partes iguales, del lado izquierdo.
De maners que en la figura 2.12, para cada carril tenemos que los vértices 1 ¥ 4 son en
realidad el mismo vértice bajo este pegado. Lo mismo sucede con los vértices 2y 5, y con 3
y 6.

Ahora caminuaremos por los carriles. Llamamos carril superior al que se forma entre los
vértices iniciales superior y medio (1y 2 en la figura 2.12), y carrd mferior al que se forma
entre los vértices mexdio e inferior (2 y 3 en la figura 2.12). Si comenzamos a caminar por el
carril superior de A, topamos con “pared” a medio camino, y no podemos seguir de frente.
Pero si lo hacemos por el carril inferior, podemos seguir de frente todo el tiempo que asf lo
descernos. Del mismo mndo, si comenzamos a caminar por ¢l carril superior e¢n C, también
topamos con pared a medio camino, v si lo hacemas por el carril inferior, Hegamos hacia
la parte final del rectangulo por la parte superior. lo cual nos lleva inevitablemente a topar
con pared (tras eruzar la linea "de pegado”). Las caracteristicas de B y D son las mismas
que para C y A respectivamente, pero invirtiendo los carriles superiores de las primeras por
los inferiores de las segundas y viceversa. Como cada uno de estos carriles ddsicos tiene una
caracterizacion diferente y 1inica, podemos asociar estas caracteristicas, con las que presenta
un carril formado por dos carriles bdsicos diferentes y obtener asi las siguientes equivalencias
(ver figura 2.13):

1.-CB = A
2-DB =B
3-AC=C
4-BC=D
5-AA = A
6.- DD =D

Del mismo modo, podemos combinar estas seis igualdades para simplificar lo mds posi-
ble cualquier combinacién, de cualquier tamafo, de carriles. Dicho de otra forma, dado
cualquier arreglo, de cualguier tamnano, de letras A, B, C y D, buscaremos, mediante estas
seis ignaldades, reducirla a st minima expresién. Denotando ésta minima expresién de una
figura = por {ME),. formulamos el siguiente teorema:
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Figure 2.13: Equivalencias bésicas.

Teorema 3: Una figura r, formada con n esquinas (n > 3) del ipo A, B, C o D, es
postble st y solo st (ME).= A o bien, (ME),= D.

Recordando un poce la construceidn que hicimos de un marco en R? al principio de este
capitulo, enconframos la base de la demostracién de este teorema, ya que existe una relacion
entre dicha construceién y este teorema: El hecho de que (ME); = A o D es equivalente, en
un marco de cnatro lados, a decir que x contiene un anilo A, totalmente contenido en un
plano, y el resto del objero que representa se encuentra antes o después de dicho plano, pero
1o en ambas partes. De este modo puede construirse el objeto y por lo tanto, es posible.

Generalizar esto es facil. pues el andlo puede ser considerado de n niimero de lados con
n>3.
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Figurs 2.14: El panorama completo: Un marco, su representacidn por cariles Y suminima expresién.

En la figura 2.14 se¢ muestra el marco A*DC, que da origen al ecarril A2DC cuya minima
expresion (ME) 250 = ADC ¥ por Io tanto es un marco imposible de construir en nuestro
espacio Euclidiano.

Otros tres ejemnplos tomados de la figura 2.11:

(M E)apyc = (AD)Y'C
(ME)azcpiy = A
(ME)ps = CS,

lo cual quiere decir que tanto el pentdgono (AD)?C como ¢l hexdgono C® son imposibles,
mientras que ¢l hexdgono A2CD?B es posible.

2.5.-Una conjetura no tan afortunada.

Por lo que respecta al miunero £ de objetos diferentes o mejor dicho, a las & clases de
equivalencia para marcos de n lados con n > 3, Kangas propone que € = 3"~ 1. Para verificar
esto, se puede pensar en hacer una induceion sobre o, distingniendo los casos de n par de los
de n impar, pues ticnen pr(;pimlmh-s diferentes. Fu lo personal, trataria primero el problema
como un problema de coloracidn de teoria de griticas de fa siguiente manera:
Counsiderando cada marco como un cielo en el cual cada vértice equivale a una esqina,
¥ suponiendo que disponemos de cuatro colores para hacer una coloracién por vértices, nos
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interesa saber cudntas coloraciones diferentes podernos formar. Recordemos que un ciclo es
una cadena alternante de vértices y aristas que inicia y termina con un mismo vértice. Fn
este caso, las aristas serin consideradas en el sentido de las manecillas del reloj, y los colores
son los tipos de esquina A, B, C y D. Las coloraciones diferentes serdn aquellas que tengan
diferente orden secuencial de los colores sin importar desde que vértice sc¢ comience a recorrer
el ciclo; si existe un vértice a partir del cual dicha secuencia sea igual & alguna otra antes
considerada, diremos que la coloracidn es equivalente y por lo ranto no se contabilizara.

Aplicamos ahora las sustituciones de p y de R con que empezamos ¢l capitulo, a las
cadenas de letras (colores) que obtuvimos para cada ciclo, y de esta manera encontramos el
nimero total £ de las clases de equivalencia de los marcos de n lados.

En el caso de n = 4, efectivamente se tiene que £ = 27 = 3*-1. Sin cmubargo, para n = 3,
se obtuvo que £ = 10 # ¢

Esto es:

= 8 casos distintos.

o Si las tres esquinas son distintas, tenemos -
o Para dos esquinas iguales y una diferente, hay 4 -3 = 12 casos.
o Finalmente, encontramos -1 casos en los que las tres esquinas son iguales.

En total son 24 figuras diferentes las que se pueden formar.
De acuerdo al criterio de proyeccrones (seceidn 2.2.1), obtenemos los siguientes resultados:

ABC p DCB
ABD p DCA
ACD p DBA
ACB p DBC

o 3 esquinas distintas:

AB p D*C B?A p C2D
o 2 iguales y una distinta: | A%C p D?B B2C p C*B
A®D p DA B?D p C?A

] A? p D?
o 3 iguales: B2 Z P

Esto significa que las 24 figuras diferentes no representan més de 12 objetos distintos.
Esta es sélo la primera cota.
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Aplicando el criterio de reflezidn (seccidn 2.2.2) tenemos:

o 3 esquinas iguales:

o 2 iguales y una distinta:

ABC 1t ABC (Obs.-ABC

ABD R ADC
ACD R ADB

~ ABC)

ACB R ACB (Obs.-ACB ~ ACB)

BCD 1 CDB (Obs.-BCD
CBD R CBD (Obs.-CBD

~ CDB)
~ CBD)

A’B R A’C

BZA R C?A
B*C R C'B
BiD R C?D

D?B R D*C

AZD R A’D (Obs-A*D ~ A2D)

DA R DA (Obs.-D?A ~ D2A)

o 3 iguales:

AP R AD (Obs-AT ~ A')

B*® C?
Dt R D? (Obs.-D?

-~ DY)

Teniendo asi un total de #7F = 8 clases de equivalencia bajo R, y por lo tanto un total
no mayor a 16 objetos dlfcrpmes
Recordemos que la lista final de objetos diferentes se obtiene combinando amhos criterios,
de manera que obtenemos la siguiente lista:

24-8

1.-ABC p DCB | 2.-ACB p DBC
3.-A%D p DA 1.-A% p D3
5-ABD £ ADC| 6-ACD g ADB
7-BC 7 OB | 8.8 7 O°
ATB 5 DC BiR 5 70
9- R~R 10~ R~R
A2C p D?B C2A p B2D

TA

[
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CONCLUSIONES.

Hemos discutido varios tipos de imposibilidades que poseen los objetos imposibles y hemos
establecido un esquemna matematico para clasificar algunos objetos imposibles. Como hemos
tratado las figuras imposibles matematicamente, hemos podido aclarar algunos aspectos de
los objetos impaosibles que no han sido discutidos explicitamente en los estudios psicoldgicos:
la pregunta de cudndo una figura representia un objeto correctamente y cudndo no, carece
de sentido a menos que definamos claramente nuestro objeto de estudio. Hay varios tipos
de imposibilidades ain dentro de un mismo universo de objetos imposibles. Hasta aqui,
nuestros resultados sugieren, por ejemplo. las siguientes direcciones de investigacion:

En primera, es necesario caracterizar el tipo de figuras de acuerdo a la idea de una forma
tridimensional que represente en la mente del que la observa. Este tipo es similar al tipo
de las figuras etiquetables, pero no es ignal. Por ejemplo, la figura 3.2d, es no-etiquetable.
y sin embargo sugiere una forma tridimensional en la mente del que la observa. Por otro
lado, la figura 3. Ia gencralmente no parece representar una forma tridimensional aungue
bien puede representar correctamente un poliedro como el de la igura 316 Metzger (1953)
afirma que los observadores sélo ven lo mds simple de las formas bidimensionales y de las
tridimensionales. Sin enmibargo, ¢l concepto de "lo mas simple” no es claro. Parece que seria
1itil desarrollar un nuevo concepto de alge asi como "localmente etiquetable” para enfrentar

este problema.

@Da %%%

Figura 31: Algunos ejemplos (1.10).

\

@

(Nota: Esta tigura 3.1, es exactamente igual que la figura 1.14 del capitulo 1, y se ha
incluido nuevamente aqni para facilitar su localizacion.)

El segundo problema es gue cdmo le hace un observador para reconocer el tipo de objeto
cuando ve una figura. Dado que las figuras 3.2, & y [ estdn clasificadas como correctas
en nuestro esquema, pero son constderadas como liguras de objetos imposibles por Draper
(1978). Esto se debe a que el tipo de objeto que el observador asume (cuando ve estas
figuras) no es el de los poliedros sino el de los objetos compuestos por prismas rectangulares
mutuamente conectados en angulos rectos.
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Figum 3.2: Figura correcta de un poliedro que puede ser visto como una forma plana.

En tercer lugar, parece posible definir un cdlculo enantitativo de imposibilidades en figuras
corregibles. Las imposihilidades en las figuras corregihles se vuelven gradnalmente invisibles
iones correctas, Por lo tanto, seria interesante

conforme los cruces son llevados a snus pos
encontrar un cileulo cuantitativo de imposibilidades en términos de la percepeidn visual del

ser humano.

Cnarto: dado que los ohjetos inpaosibles se definen generalmente por figuras de las aristas
visibles de los objetos, podemos también considerar cosas imposibles definidas por figuras
con lineas ocultas o con sombras. Ejemplos de esto se mmestran en la igura 8.9, donde las
3.9 no es correcta debido a que las lineas 1

zonas rayadas represertan sombras. La ligura |
y 3 son paralelas y consecuentemente la linea 2 deberfa también ser paralela a ellas, pero no
lo es. En forma similar, la figura 2.9 no es correcta ya que las lineas 1, 2 ¥ 3 son paralelas
y consecuentemente la linea 4 deberfa tambicén ser paralela a ellas, pero no lo es. La figura
2.9¢ es imposihle por que fa sombra que estd sobre la saperficie se prolonga sobre las caras
en direecidon opnesta al espectra de Tuz, Como el midtodo de ctiquetacion de Huffman fue
generalizado para figuras con sombras por Waltz (1975) y para figuras con lineas ocultas
por Sugihara (1078). podemos aplicar miestro esquema para clasificar este tipo de figuras:
las figuras 9.Ja v b son no-regulares, incorrectas y corregibles; la figura 3. .7c es no-regular e

incorregible.

[

Figwa 3.3: Objetos imposibles representados por figuras con lineas ocultas y uno representado por una
figura con sombras.



En quinto lugar, recordemos que la solucién de los problemas de robdtica radica en gran -
medida en el uso adecuado de modelos fundamentalmente geométricos, que se complementan
con descriptores fisicos (densidad, color, reflactancia, entre otros). Estos modelos tienen la
propiedad de ser 1itiles para las diversas actividades del robot en el aspecto de la accidn y
de la percepcién. Gordillo (1994), sefiala que para ¢l desarrollo de las habilidades basicas
de movilidad y percepcidn, ilustradas respectivamente por los problemas de planificacion
de trayectorias libres y el reconocimiento de objetos, se requiere una alta capacidad de

razonamiento que sc traduce en la utilizacion de téenicas de Geometria Computacional e
Inteligencia Artificial.
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