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INTRODUCCION. 

En 1934 1 el artista sueco Osear Reut.ersvard dibujó nueve cubos en una composición espacial 
imposible (figura A). Estn composición rln origen a lo que en 1058 publicaron L.S. y R. Pen­
rose como su invento llamado marco triangular imposible en el artículo" Objetos imposibles 
- un tipo especial de ilusi6n óptica" que fué publicado en el Bntish Joumal of Psychology. 
Desde entonces, los objetos imposible ... ..:::; han sido L'.Studiados de.sde distintos puntos de vista 
tanto por la ciencia como por el arte que en ellos exi:-.tc, pPro ¿qué• c•.s una figura imposible?. 

.. 

A 
Figura A: Una composición espacial imposible. 

Cuando alguien observa un di b11jo en 1111 papel, p11cdc llegar a interpretarlo como la 
representación de un objeto tridi1uensio11al. Por cjcrnplo, la mayoría de las personas que 
observen una figura como la qw_• se 1n1wstra en la figura B. 

coinc-idirían en concluir qnc H'Prl'scnt a un cubo o una caja; algunos pocos concluirían que 
se trata de dos cuadrados unidos por 11nns líneas diugonalcs¡ alguien podría pensar que es un 
cnndrado rodeado por figura .. -; irregnlarP!'> planns o darle alguna otra interpretación similar. 



Sin embargo, estas últimas interpretnciones son tan válidas como la tridimensional del cubo 
o caja. De hecho, el dibujo fué hecho partiendo de dos cuadrados y uniéndolos con líneas 
diagonales, de manera que podríamos considerar que esta es la interpretación correcta, no 
obstante, la mayoría de las personas que lo vean seguiran pensando que es un cubo o una 
caja. 

FigUTa C: Objeto parcialmente posible. 

Esta tcndt.~1wia de la mente hurnana a intcrp1·ctar dibujos cotno objetos tridirriensiona.Jc>s 
puede llevarnos a enfrentar problPmas muy int.errsantf'S. Por f'jen1plo, la Jigur·a e resulta 
dificil de intcrpn~tar <lado q111~ sugiere q11t! H-'pre!-.Pilt.a un objeto tridir11c>11siorml pero pare~<'<' 
que el objeto c:unbia sus propiedades dependiendo dr. qti<~ part1~ del objeto se Pstf~ observando. 
Cubriendo el lado izquierdo parrce que .Sl' t rat.a de un objeto con dos puntas, miP11trn.s 
qun <'llbriendo PI lado dt.·n·dw, parN'e que se trata dt~ un objf't.o con tres pnntas y no con 
dos. Viendo completa la figura, se v1• un objeto que nunbia. entre dcJs y tres µ11nt.ns. Esta. 
contradicdón confumle la rrn~ute del obst·rvador. 

Diglunos que la.s figuras irnposiblPs son la •. <> n•pn·st•ntaciones dP fn1 IIllL'"> imposibles de 
<'onstruir. Dibujos pt>rf('ct.us dt• cus<L'i qtH' 110 C"xist 1·1i. pt~ro que "co11f11ndt'll., nuestra nu•ot.1• 

entre lo posible.>, lo pa.rcialnwntc posible> y lo irnposibh·. 
Se hani una distinción Pntn· t>l dibujo qw· :-;e' l1a.ct-> f'Il algún plall(J .Y q11r• c·or1sta d" llJI 

conjunto de lítH'a.s n·cta:-; yío cun·u..':1, y r_•l objetn físico q1w n 1pn·.spr1t.a11, llamando al primero 
"figura", y al .segundo .simplPnwntl' "obycto". D(~ ,._..,tr modo, podernos dt•cir q11P una "figura 
imposible" PS un dibujo q11t• reprC'~1·11ta un objl't•) irnµo:-.ililv de <"unslr11ir c·11 rn1esl.ro rnun<lo 
pero que, a priml'Hl vista, no es claro t.>! por q11l· <h· t"sra imposibilidad. 

Algunos asp('ctos dt• int1·n··s qw· motivan d t•sf11dio de figur~L-; irnpnsilil('s S(' ¡n(•sPnla11 1·11 
psicología, dondP n'stilt;l út.il estudiar Pi fenú1ueno dt> la ¡wn'f'JJCión ck la rrwntP humana ante 
hL5 figuras irnpos1hlPs y liL'-i <lifen·nt.f'S inf('rpretadonl·s que \ada quien les da; por ot.ro lado, 
en infonrnitiC'a, s11rgP (•l prob!Pma <le ddinir y clasificar cualq11iPr tipo dt> flg11ra.s imposiblt~s 
de manC'ra q110 1111 h·ctor óptico d0 un robot q11t• nmstruya obj(·fus .t part.ir dt• 1·i1•rtos plauo~ 
pueda fácilmente Llct.ectar errore.s eu los <liseúos, ctcét.t~ra. 

En matcrnáti<"n .. s, surge11 gran r·ant.idad d<~ a.':IJW<'l.o:-i a d0sarrollar «11 tor11t1 a la.s fif!,ura.s iru­
posiblcs: la cla.'-iificación de t·~f;L<;, q11e implica l'i est.11di11 dP s11s caractPrÍsl inls y propi,.dadPS 
de las mismas; Pi awili:..;i~ dt• lcL<> figunL-; d! 1sdr> dift?f'l'lllf'..., pnnlos cit.' vi:--ta r11af1•111;'l1j('os cnrnn la 
geometría y la topología; la posible rela('ió11 <·ntrf' 11na tlg-11ra irnposibl<' y 1m Pspado topológkn 
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donde pueda convertirse en posible, las razones geométricas que originan la impo\:'ihilidad de 
construirlas en nuestro espacio, etcétera. 
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!.-Clasificación. de figuras inl.posiblesº 

Una figura. imposiblt_• se puc.J.e definir como un dibujo que n•JJft\<>cmt.a. mt objct.u "sólido" 
imposible de crear f'Il tllH'stro mundo. Sin embargo, P."'ita. es una definición ambigua dudo 
que una misma. figura pue<il' rPpres<•nt.a.r varios tipos dP objetmL Por ejemplo, f'Hnn<lo una 
persona observa la figura 1.1 poclría "ver" algo con1r>1wsto por tres priHmas rectangulares 
conPctados m11tnanwnt.e e11 ií.ngulos rectos, o al~o a. .. sí como un objeto cuya 8Uperticie es 
plana y oblicua., o l.ii1•11 algo a.'-ií co1no 1m objl'tu n1ya :-illpt·rtkil' ntrvea, o ,i.lgo lwdw dt.• 
alambrP. El objeto n·sult a imposiLlt- ('il l()s dos prinwro:-; t:a .. o..;ns, y pusib!P en los dos 1íltirnos. 
De modo f]\lf' la posibilidad o imposibilidatl dPl objc•to parr·<·iera <lepcnder fundamentn.lmentc 
de lo qn~ n!prl'scmh• Pll la. rne11te del q1w nbst>rva lllt<L figura impo!'lihlt•. 

Figura 1.1: Triángulo impo<ible (Penroae y Peruose, !958). 

Un cjetnplo nuí. .. -. claro d<.> p:-;t.o se presenta. al observar la figura 1. 2a. Esta figura fué 
propuesta por I-Iuffmall cumo 11na figura imposible. Efectivamente no representa algtín objeto 
delintitado por supt'rlicies plana .. -.;, ya que si fuera la proyec.dón de un objeto delimitado por 
superficies planas la.s tn~ cara....., lat.Pralf's (al ser exlcn<lidn..<;) deberían tener un punto de 
intersección c:'Il í'On1ú11 (\"C'r jigura l .:!b}. 
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Consecuentemente las tres aristas laterales debt:.·ría.n coincidir NI un punto en común ni 
ser extendidA.S, pero no es así. Debe observarse que el ohjPt.o Sl' vuPlve posible si n10vemos 
uno de los vértices junto con sus aristas a una posición a.d.pcnada. La itnposibilidrul <lel 
objeto gradualmente va siendo n1Cnos vrniblf' confornw PI vc~rtice se a.proxiu1n. a su posición 
correcta. 

Por el cm:trario la figura I. 1 uo p11r~_lr ser cmTPgida cambiando iiL--; po:-.idorn:~ de los 
vértice..'i. Por lo tanto, difPn~utes tig11ra.~; irnposibiL'-'> pul'd('ll ll'rwr difrrt'Utt·.s tipos dt> impo::-;i­
bili<lad y/o diforente8 grados de itnpo.sibilidad. Así q11c, ante . .., dt• l'st.11diar la.s propil·1Ja.de.s 
de los objetos que repret>entan las figura .. s impos1Lll'.s, .S('f<Í 1wn-.scLrio (·11co11t rar la..s razurn:.s 
matctn<-itico.s que hac1·n r¡uc un objeto impoi:iible sC'a imposible. 

Cowan (l!l74,1977). Pringle y Cowan (1078), y Térouanne ( 1980) Pntw otn>K, han l'S­
tudiado la..9 propic'fla.<les n1atc1nática..'i d1" los polil·Jros imprn;ibll-s, pt•ro se han cOtH·cntrado 
en los mu.rc.os de cuatro la.dos (como el de> la figura J. 3), y sus <'r_m~idcradorws no pue<lPn 
generalizarse fáciln1PntP a. otros tipos dP objc·tos repn'scntados por Hg11rn .. <i imposibles 
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Sugihara (1982) propone una condición nC"Cesaria y suficicnt.c pn.ra ~a.ber si una figura 
representa un poliedro posible, y propone adcmá.'i 11n e.."icpwma n1atcmát.ico para clasificar los 
objetos representados por figuras imposibles. ConsiderarPmns Pl universo de todo tipo de 
objetos sólidos delimit.n.dos por s11pertkit>s plaun..<.; y cst udiarcrnos varios tipos de imposibili­
dades que se advierten al t rat.ar de hacer objetos rC'a.les a partir de figura .. -., y du.sifka.rcmos 
los objetos imposibles de acuerdo al tipo de imposibilidad que posean. 

Analizaremos las fignnL.<> desde 11n punto de vista puramente n1atem1itico. Inclusive el 
concepto de objetos imposibles se di..>finc rnatcrnáticarnente sin harer reft•rcncia a ningún 
fenómeno psicológico. Al final del capítulo, se disc11t.iní. en forma muy general alg1mos 
problema<> psicológicos sugeridos por los rf>sultndos que vayarnos oht c-11ie11do. 

Figura 1.3: Un marco de cuatro lado&. 
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1.1.-Figuras etiquetables y no-etiquetables. 

Los objetos a considern.r son poliedro:;, esto es, objetos tridin1enliiona.le3 delirnitudos por 
superficies co1npletamPnte plana .. '). Unu. proyección ortogonal o perspectiva. tle un poliedro 
sobre un plano c>s llan1ada una figHra. La proyección d0 una ca.ra, una arbit.a, y un Vt;rtk<• 
del poliedro, son llainadas rcgtún, lín~a y <T!LC'f', respE't·tiva.nw11tP. Con!iidera.remos cómo 
podernos reconstruir un objeto tri<liuwusional a partir dt> una figura bidinwnsional. 

Ant.(~ que nada, tPrwmo~ que dh;tin~~uir dos tipos de fignrn.s: n.qudln.s en que el observador 
ve objetos tridinwusionalt>ti, y <U111l'll11. .. '-> t'll q111• 1111 s1' \'PH m<l.s q11P fornm .. 'i hidirnension.a.les. 
Con e!-it.e ¡)ropósito, 11tilizan•1nos t~l 1n(~t.o(lo 1lc P.tiq1wtarión dP HufT111an. 

H11ffnm11 (1971) a.-c;ig11ó tres ti])OS lle ctiq11et<Ls a la.s líneas de 1ma fig11ra de a<·ucrdu a 
sus propiPdadcs fí~h ·as: una. lím·a. con el .signo de mú.s l +) rcpn~':icnla. una arú;t a que íonna 
unf\ f'ru ..... ta. l'Oll n·.s¡H"'i_·t.CJ al ojo; una línea cort Pl signo dP tneuns (-) n'prc·.sent.a una. arista 
que fon na 1111 va.lit>, y una. línea con una Hecha fl'f>rl"Scnt a unn. arista qul· forma la silueta o 
el contorno <i<· la figurn (lo. dirección rh_, la fk'{~ha. se det.ennina de manPra que amba..s caras 
ndyncent.cs a la arista. se C'ncuentrcn a ln. derecha. de la flecha.). En la fiyun1. 1.4, se muc~t.ra 
un ejemplo <le 11nn. fip;11ra, 411e no f(•prcsenta 1111 poliL'{lro, etiq11d.a.lla (lf' esta. forr11a.. 

Figunl 1.4: Una figunt etiqucl&ble. 

Un vértice de un poliedro que pertenece? exactiunente a t.res cara.5 del poliedro es llan1ado 
vértice tri.edra[. En la figu1·a 1. 5, se pHNlPn aprC'ciar ln.s cuatro formas básicas en las que 
tres superficies planas puedt·11 forrnar 1111 vértice de un poliedro. Ln. iden. aquí t~ que tres 
planos no paralelos entre si. dividen el P~"->pacio en ocho subespacios, que a su vr"l podt~IHO!i 

pensar como "llenos" de.• algún rnat.t•rial ~úlidü o "vados"; y así <larnos c:1wnt.a dt· q1w c11alq11it>r 
combinac:ión de estos subespacios "llenos" y/n "\·a.dos"', f'.'"> C't}IÚ\'akntP a alguna de las t'llatro 
formas básicas df' la jiguru 1.5 ksto si11 tomar t·11 nlt'uta d c'i\...">0 1•11 q1w los ocho subespal'io~ 
están vacíos, pll('S no tenemos 1111 p()liedro; ni P} ¡·aso en <pH~ los odw 1.!st.611 llenos, pu<'.'> el 
vértice C'll cHP~t ión S(' ('011vi<•rt l' en nn punto int r>rinr dd sólido). 
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Partiendo de las fonna.~ de la figura 1.5, cncont.ratnos las doce diferentes formas en que 
se pueden etiquetar las a.rist.a...-; adyn.ccnlcs a. un vé1tice t.ri(>d.rul (figura J .6), 

Figura 1.6: Todas las formas de etiquetar un vértice triedral. 
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a la.s cuales se agregan cuatro que surgen al considerar los casos en que de las tres aristas 
incidentes al vértice 1 dos sean la representación de una misma línea de contorno, y la otra 
pueda ser etiqueta.da de cualquiera de las cuatro formas que se muestran en la base de la fi9u1u 
J. 7.De esta forma, lluffrnan enc1u~ntra t.odos los posibk.s rrtLCt!.<i rpic se pueden presentar en 
figuras de poliedros con vértices triedrales (fiyura J. 7). 

TTtt 
Pigura 1.7: u.ta de Huffinan de crucea pocbles (Hufliuan.1971). 

Con este rnét.o<lo, podemos encontrar la estructura del objet.o asignando etiquetas a las 
líneas de una figura de manera que los cruces resultantes sean todos posibles. Cuando no 
sea posible encontrar la forma adecua.da de etiquetar, concluimos que la figura no representa 
poliedro alguno. 
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La figura J.8a, se p11t~de et.iq1wtar adPt'Wtda!Ill'JJfe <'OllJO se rnuestra l'CI la figura J.8h. 
f\·fientras que por el <'Olllrariu, la fig11ra J.b'c 110 p11ede tPuer lIJJa etiq111·ta<'ión 11.dPcuada: si 
comenzamos poniendo fh•dm."> a las lírn'a.s PXl<'riorP.s y 1·nr1tim1arnn.-> 11.sig11andn f't,iqr1eta.s a 
las línc>as interiores, caemos ('Il iw;onsisft•rwia.'> f'IJ lus cruces mar<'ados c11ri 1•/ .'.'>igno '?' f!ll 
la figura J.8d. C'oJJ t•.sio ('fl rrH•nt<·, din•mo-. q111• Ja tig11r,t 1 Sa ''S 1ma fi~iira dtqw·tablt' y la 
figura /.Se PS llWl figura 110-ctu¡uctabtc. 

En Jo qu<' n~st a d{·I capíi ulo, 1·0Hs1dcrarernos tinicamf>IJte fig11nL<.; l't.ir¡tH•I ahJ1~<;. 

1.2.-Figuras correctas e incorrectas. 

Diremos CJllP 11na figura rqin·s1•rif a 1m oli}•to intposit)le si la figura t'S t."f.iqw~tabJe pero no 
represP11fa un pnl1t·dro En c.sta S('<·c·iún considt~ran·rnos un rnét.odu pri'i.ctico para dis1;rindnar 
los objetos irnposible~" dt.' Jos posibles. 

Sran V y F t'I 1·nnj1mlu dt> \'t~rtice.s y f'! de 1·ara.s de• 1w poliedro n!S[Jf'd.ivurnente, y sea R 
el conjunro de p,ta~j;L:;; de vt•rrwcs y l'l\r;Ls tale:::; qw• (n, /)E ll ~i y solo si el v6rt.ic'e 11 E V esta 
sobre la <'ara f <=~ F. SPa T t>l eunjnnfn formado por la~-" tcriliL'i (o, /1, /í), donde o E V , f3 E 
V u F y /i E ¡xrn .. \S. AI.lELA0iTE, l'IlOP!Ai\!ENTE AT!lAS, PHOPIAJ\IENTE 
ADELANTE}. De mndn t¡lif' la terna (n 1 /1, AT'RAS) signifka qtH' o t.h•np Ja misrna 

J.j 



profundidad que /3 o que puede tener un poco más, es decir, puede estar atrás¡ y la terna (a, 
/J, PROPIAMENTE AT!lAS) significa que u está estrictamente atrás que /3. Lo mismo, 
pero invertido, cuando hablemos de ADELANTE y PROPIAMENTE ADELANTE. 
Diremos que s· = (V, F, R. T) e8 11na estnJ.ctura espacial asociada a una figura etiquet.adn. 

d~ión de observación. 

& objeto. 

figura. 

FiguR 1.9: Objeto y Al fiBu¡"&. 

Supongamos que tenemos la proyección ortogonal de un poliedro definido dentro de un 
sistema (x, y, z) de roordenada .. '-> rart.(_>:->ianas, f'n el plano xy como se muestra en la figura 
1.9. Sea (x1 ,y1 ,z 1 ) el punto 1Jonrl<! se> 11hica C"! vértice 111 (i=l,2 .... ,n; donde n es el número de 
vértices), y sea 

arr: + hJy + z + <.'1 = O 

la ecuación del plano que contiene In. cara / 1 (J=l,:!, ... ni; dondr~ ni e5 PI nún1cro de ca.ras). 
Entonc<'s, si PI v(•rti('e 111 estA sobn~ In supt:>rliriP flllP rontiene la \ara / 1 , tC'nemos que 

ª1I1 + b1Y1 + z, + C; =O, 

es una ec\laí'ión lineal ron varia.bles .z1 , a1 , bJ, r.; (ya qiw dada la figura, .x, y y, s0n conodda."i). 
Encontrando la t"t~uación corrt:'spondiPnte para ca.da. pn.rl'ja de vért.ú'P.S y caras ( 11., f;), donde 
/ 1 es alguna de las caras que contiene al vért ire tt,, podemos forrnar C'I .sislen1a de ecuaciones 

Aw=O, 

donde w es el VPclor dP la.s variablP.s 1.frsconncida.s. w ~ (..: 1 • ,;11 a 1b1c 1 ... arr1bmcm)T, y A ... es 
una nlat.riz constante de tanw.rlo /RJ x (3m + n). 

En una figura hay muchos detall0s que nos sugieren que algunas partp.s del objeto que 
representan están más cercanas al ojo que otra..<J. 
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Consideremos por ejemplo, la figura l. lOa. Corno las en.ras J, y fk tienen una arista 
cóncava en comtín, el vértice v11 que cstti sobre fk, e!-.t..Í. nub cercru10 n.l ojo que la cara / 1 
{aún cnnndo extendamos / 1 ). Esto es, (,,,,/,,PllOPIAMENTE ADELANTE) E T. En 
este caso tf'nemos que: 

U;X1 + b}y. + z, + ,.) >O. 

Podt'rnos oblC'IH'r rk•.signa\dadf'S similarc·s para la.<.; dü;tiutas ternas (v11 / 1 , ATRAS, 
o ADELANTE, o l'HOI'IAl\!ENTE ATilAS, o PHOPIAMENTE ADELANTE), 
para las cuales l'l n:·rtke 1\ no rwrtl~IH'<'I~ a la (·ara f 1 Eu la. fiqura J. !OIJ, una. línea de con­
torno rC'pr<~~{·nt a una 1 da.<'ir'1n dl· nd11sit'it1 q11f• nr1s din>, por t•jf'!Ilplo, q11e 1·! n'•rticP 111 lpa~ r!i;ta. 
sobre la. cara /1.;, ·~st<i 111ús t crvano al ºJº qlll~ lil 1·a.ra f 1 , 1'8 dt•t·ir, { r·,, f 1 , /'\DELA N'I'E) E T. 
En é·ste nt.'-'n lt'lll'l!lns q11P 

<J.JII + b)y, + z, -+ (') "2: O. 

La igualdad se JH'nniti· dado qlil' f1 y fk se pllf'dc~n toc'.ar en 11
1 • De e.st(• n1o<lo obtenemos 

un conjunto de 1le~igual1ladl'," sinular<·~ <"OH la.s qw· pndemo.-> forrnar 

Bw >0, 

donde B e~ 11na matriz ('onstíuite ciP t a1naf10 ¡TI x (3ni + n), y la desigualdad se debe a que 
sus elcnwntns ~on clesig11aldadPs. :-d~1ma.o.; 1lt> las cuales pueden aceptar la igualdad. Ahora 
podemos formular el sig11n•utp tenrPma: 

TEOREl\IA l · r'na fi.q11m 'tu¡ul'fada T't'/fft~sr:nla cmn:ctamcnlt: un polu~dr·n si y sólo Sl 

los st!!tlemas d!· f'í11ano1t1'S Aw .=.=O !I Bw > O fzr.ncn soiHcwnf;8. 

Est(' tf·on.·rna ap1>rt.a. 1111 1111'~todo práctico parn discriminar objetos irnpo:-:ibles. Las solu­
c-ioncs <le c>~tos ::.istt.'IllilS de et·n.lciont'!l p1wden sC'r consirl(•ra.da ...... con10 la ..... soluciones fact.ibles 
de un probletua ch· programación li1wal (Sugihara, 1984). 

Aunqw.· los l'<Í.i<-uln::; en q11e un:; ba.satnos p<lra cncnnt.rar p~t.e t,eorema. parten <lf~ la base de 
que la tigura t.'S la prnyt•t'ci1'i11 ortn¡..;onal dP 11n ohjl't.o. se puede mostrar q11e si <·onsidern.mo!l 
la proyección pl'rs¡wct iva lll'gamos a !ns n1isrnos resnlta<los (Sngihara 1979). Por lo t.ant.o el 
Teorema 1 no d1~¡w11de dcl tipo de proy(•cdón de la. que provenga. la. figura. 
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Considt'rmos por ejeruplo la figura 1.11 (a). Nos int~resa. saber, 11t.iliza.ndo el Tt'OrPnrn 
antes rnencionado, :·Ü la figura represfmta 1111 poliedro o uo. Lo prirn('ro serú usiµ;nar nomhn•:-; 
a los vf.rtices y la .. '> t'aras qiw fonnan la tigi1ra (figun1 J. J 1 (b)); dc!:ip11{·s t•:-; nt•t't•s1Lrio ct.iq1H•t ar 
la figura, por ejemplo, 1·01110 ~L· muestra en la figura J. J l(c). Para utilizar t•I Tt'<)n•11rn. l's 

necesario conocer las posicione .. -.; de los vt~rtice; en el plano xy, asi qt1t> supongamos q1H· la .. .., 
posidoncs de los vé-rtict•.-; corrC'spondcn n los pnnt.os que se r1111cstran t'Il la figura 1.11 (dj. 

v,~V3 
• 
3 

v, (b) 
~ 

{e} (a) 

Figwa l.11 : ¿Un lctraedro? 

(d) 

Est.oes: "1=(!,l) 1•2=(1,5) 1•0=(4,4) v.1={2,3) 

Sean las Pí'\H\dones de los planos que contienen lns caras f 11 /2 y f3 como sigue: 

/1 : a1.r + b1y + c1 + z =O 
h : a2.r + b,y + e, + z = O 
/J : a3x + b3y + C;i + z = O 

Considerando toda..<> la.s posibles parejas (1•" / 1 ) donde vl es un vértice que está sobre 
la s11perficiC' qlw contiene la cura f 1 ( i = 1.2,3,4 y j = 11 2 1 3) obtenemos las siguientes 
ecuaC'iones: 
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(111.fi): a,+ b, + c 1 + z 1 =O 
(v,,/J): a3+b3 +e,+ z, =O 
(v.,J,): a 1 + 5b1 + c1 + z2 =O 
(112> /,) : U2 + 5b2 + C2 + Z2 = lJ 

(t13.f2) : 4a2 + 4b2 + C2 + Z:i = () 
(113.fJ} : 4a3 + .J/,3 + C3 + Z:i = Ü 

(11,,/,J: 2a1 + Jb1 + c1 + z, =O 
(v4 .J,): 2a2 + Jb2 + c2 + z1 =O 
(114, /J) : 2a3 + J/¡3 + C3 + Z4 = Ü 

Esto nos permit.e formar 1•! süitema de rnatriccs Aw =O, donde 

w = (z-1, .<!:._>, Z:J. Z.1. a¡. b¡. C'¡, (/'_!, b',!, C'.,!, n:i. h-:¡, <':t)T y 

o () o 1 1 o o o o o o 
1 o () o o o o o o o 1 1 1 
o o o 1 f¡ 1 () o () o o o 
o 1 o o o () o 1 5 1 o o o 

A= o o 1 o o o o .¡ .J 1 o o o 
o () 1 o n o () o o o .J ·1 1 
o o o 2 :¡ 1 o o o o o o 
o [) o (} n 1) 2 3 1 l) o o 
o o () () u o o () o 2 3 

Lo siguient.1· es C'Oll!1idt·rar el cnuj11nto 7~ de "profundidades relat.ivas 11 

del conjunto V y los elenwntos de \;UF'. Esto es: 
cut.re Jos vértices 

T = {(•'3 • / 1 , Pll0PL\I\IE01TE AT!lAS). ¡,.,, h, PROPIAMENTE ATRAS), 
("" f.i,PROP!A!\!ENTE AT!l,\S), r• 1 , ''•· PflOl'IAMENTE ATRAS), 
(v 1 . 11,,PHOP!AI\IE:\'TE ADELANTE), (P 1, 1•1 , PllOPIAMENTE ADELANTE)} 

Con éste <'Onj1mto, gezwrazr1os la.s sigiiit.~ntes dcsig11aldadcs: 
(113,/1): -·la, - ·11> 1 - e, - z.1 >O 
(1•¡, J.i.); -(]'2 - !;-'. - j'~ -- .:, > (J 

(1':..> 1 /i}: -cl.i - 5b:¡ - CJ - :'.:.! > (l 

(v¡,IJ.1): -.:¡ > -.:4 
(n,,1·4): -o," -o, 
(V3, ll4); -Z3 > -.:.i 

Esto 11os ¡)('rrnif{' fnrmru- t'I sistema de matrices Bw >O, donde 
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[ ~. o -1 o -4 -4 -1 o o o o o {' l o o o o o o -1 -1 -1 o o 
B= O -1 o o o o o o o o -1 -5 

-1 o o 1 o o o o o o o o 
o -1 o o o o o o o o o 
o o -1 o o o o o o o o 

El sisterna formado por las ecuaciones Aw=O y por las inecuaciones Bw > O tiene 
soluciones. Por ejemplo, podernos verificar facilmente que: 

Z¡ = 4 a¡= -3 b¡ =o C¡ = -1 

Z2 = 4 a2 = ~ b2 = ~ C2 = -~ 
Z3 = 4 a3 = 3 b3 = -.1 C3 = -·1 
Z4 = 7 

es tma solución dd .sistema., y cfo actwr<lo con el Teorema Ii la figura etiquetada que se 
muestra en Ja figura J. l J{b), repn.·.senta 1111 poliedro. 

1.3.-Figuras regulares y no-regulares. 

Tru1t.o la figura J .12a coI110 la 1. J :!b repn'!ientan correctamente un poliedro, con la diferencia 
de que la l.12a pcrr11aJl("('C correcta cuando movemos suavemente cualquiera rie sus vértices 
(junto cou la.s líut>as cnrr('spcmdic>ut t'."i) e11 l'11alq11it·r dirPcc·ión, ruicmtrns que la J. J 2b se vuelve 
incorre('ta si rr10\'P1110.s !ns vért in·s di' rnarn•ra que al prolongar la.<.> lí11t'lt."'.i 1, 2 y 3 no !-:iC tenga 

un puuro dt! i11U·rs1xció11 en t·on11lii. (Obsi;r-v1~.sc quc 1 dado que Ju cara ~uperior, la. derecha y 
la izquierda ticrwn un punt.o í~n l'ormín f'll PI Pspacio, l<L'l línctL'i 1, 2 y 3 deben tener un punto 
de intl'rse<"'l'ión en el plano dP la figura. para q11P é.st.a reprcscntP tm poliedro correctamente). 

,., '" 

Figura 1 12 Figuras regulares y no regulares. 

Llamaremos regulares a l<L'> figura.'> q11<' permanP<'C'Il correctn.s cuando movemos suavo­
ment.e cualquiera de sus \'é-rti<·¡·~, y 1w-1·1·gulan's a aquelln.."i que se pueden volver incorrectas 
cuando movernos ligcramPnte alguno de sus ,_.,;rt.in•s. Formalizarmnos éste concepto de la 
siguiente rnanPra: 

Sean F y F Pl t'Onjunto dt~ vi:·rtic+>:-:; }' el LÍl' C"ara .. -.; de un poliedro respcct.jvament.e, y sea 
R el conjunto de pcueja."> de \'c!rtkPs y canLs talr·.s qw• ( v, f) E R si y solo si el vc'irtice v E V 
esta sobre la cara f E F. Diremos q11e la tpnia. S = ( \/, F, R) es una estructura de incidencias 
de un poliedro. Diremos tarnbit!n q11e 11na cstruct11ra de incidencias S =(V, F, R) es regular 



si, dados los difercntc...>S vértices que generan la rnat.riz l'Onst.nnte A, dibujados de manera q11t> 
generen las superficies de F, el sistema de N't1acioncs linea.le._.., Aw =O t.if'tl<! ¡.;ol11ciones talc•s 
que incluyan todas las caras del conjunto F. Una. figura t'Oll 1111n. t~t.n1ctura. <le inddt·nda.s 
regular representa una configuración de superficies plana..'> correctamente. Ca.be re¡.;altn.r 
que la definición d(! rcg11laridad dP¡wndc dt• la igualdad Á\\-' -=O y nn de la dt>.signahlad 
Bw > O, y con10 c·onsP<~uencia toda fig11ra regular no necc.':iariament.'· rcprcsPnt a 1111 p<Jlic!<lro 
correctruncnte. 

Sea X un subconjunto de F y sea V( ... ,\"") el conjunto de los vértices que están en al menos 
una de la.s caras de.'< para todo)( ~ F, y sea R( ... \) el conjunto de los dernentos de R que 
tienen caras en connín con X; esto C's 

V(X) = {1· l i· E\/,({••} x X)nR ,< ~} 

R(X) = R n (V x X). 

Teorema 2: Una estructura de incidencias S = (V, F, R) es regular si y sólo si µs(X) 2: O 
para toda X e; F tal que 1X1 2: 2 , donde 

µs(X) = IV(X)I + 3 IXI - IR(XJI - 4. 

Ut.iliznndo f...stc t.eoreinn po<len1os saber (sin rPsolvf'r el sistema A,v = O) cuándo In figura 
tiene una estructura de incidencia regular y c1uindo no. Si c.onsideramo::i, por ejernplo, la 
estructura. <lP incidt.·ncia S = (V, F, R) de la figura. l .12b, tenemos que hny D vórticP.s, ·1 <'nrn.s 
y 18 pares ordenados distintos de vc'rtil'f'-Cara; '"f.o'"'' IVI = 9; IFI = ·l; IRI = 18. Así que 
tenemos que ¡1s(F) = 9 + (3 x 4) - 18 - .¡ = -1 y por lo tanto la ligurn es no-rep;ular, 
micnt.r a.s qrn.• la figura 1.11 (b) si es re~ular pues: 

t)Si X= F, <'ntonl'<'S IVI = ·1, IXI = 3, IRI = 9yporlot.anto¡L,<;(F) = ·l+(:lx:Jj-9-4 =O 
y, 

n)Si X ~~ {/1.h}. 1'ntonc-1·s !VI~ ·1. IX1 = 2, IRI = G y por lo t.anto l's(F} = .¡ + (3 x 
2) - G - ·I =O. 

Lo 1nisn10 para los dt!rrnb X i;; F y por lo tanto la jiy11m, 1.11(b1 i's n·gnlar. 

1.4.-Figuras corregibles e incorregibles. 

Otra aproximación Pil la clasificación cfo figuras se ba.sa en el criterio de corregibilidad. Se 
dice que una fig-11ra l'S cmr-cgzMt' si PS <·orrcct.a o puede ser corrPg;ida moviendo ligeramente 
los vértices (con sus n•spt·cti\·a."'i línt'<L'i). (' mcorr·(:gible eu cualquier otro ca.so. Un n10vimicnto 
ligero de vi?rtic('s significa qw· la figura pí('$Cf\"H. su c.st.ructura eu t t~nninos de la teoría de 
gráfica.5 y prt>sc·rva tam\Jk·n la. prupiedacl dP q11e un ;í.ngulo que ~P forma c•utre dos línc-~;1...-; 

adyacentes Sl'a t1H't1nr o ma.yur que 7r I nt ui t ivamt·nt P. u11 rnovimit•ul o ligl'ro, annlizan<lo ca.da 
vértice por sPpara.do, 1'<¡11ivall' a c-ambiar los úng11lns r~utre las cara ... .., adyacentes al vi•rtkc o 
a cambiar la pnsit'ión dd ojn sin c·ambins drústicos Pil el sentido de· que una cara visible se 
vuelva invisible o 11t1a invisiblt: se \'11L'lva vi~ible. 
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La figura l.2a f's tiria figura ('077r:glhfo porque Sf! vueJvt-! corft..-'1'"'ta si n10vcrno~ uno de los 
vértice~ de manera rpw };1..'> ! n's aristJl.'> q1w eonect.an el tri<iz1g11lo int(~rior con t•I triringulo 
exterior t.engan 1111 punto c>n com1ín (al ser ('Xtc.•u<lidns). Por otro lado, Ia fi9nra 1.1 es una 
figura incorn~gzblc ya que los mnt.jvos de su imposihilidad no pueden .ser solucionado~ nada 
más por Jos movimknt.os dr: l<i.<> !JO.sidoues df' los v{·rtices. 

1. 5 .-Clasificación. 

Hen1os considerado las figuras desde cuatro puntos de vista: cuando son o no son etiquet.ables, 
correctas, regulares y corregibles. Combinando estos puntos de vist.a, obtc•rwmos 1111 usquema 
para Ja cla.sificadón d<• figunL'> qm• rc•prf>s0ut an objl~tos imposibles <1uc SP rn1wstra f'll la figura 
J. ]:J. 

Las figura'! etiquet.a!Jles son clasíficada.s de dos IJléUH.!fél.'i. Prim<"'fO sP rl:k">ilic·an cu rtg1l­

lares y no-regulares <le ac11erdo a :.;;i s11.s e!:)t.r11c!.11ras dP ir1cidt>rwia son rPgnlan·s n no. Est.a 
regularidad se eva11ía f;ici!rneutt• 1itilizandn el frvr--.,mu !!. En St•guudo, iiLs tigw·•i."> t·ti<ptetablc:."> 
se da'":iifkan en figuni..-; rorn~qtblcs l' znco17·eg1bl1's dqwudit..~udn dP ~¡ S<' p1wdf>11 corregir ron 
movimi0nt.os ligeros <le sus cr11n•s o no Por 1ílt irnn. la:; figuras cnrTt'gibl(•s p1ieden ser Iig­
uras correctas o mcnnrdas dt·' acuPrdn al frornna J. De maw·ra qui• l<Ls tigziras 11 tiq1ietahlC's 
se dividen en spj:-; caf:('gnría .. c;. '{ ('OIJlO 1111 objl'to irnpn!':lilde t'~" repn•s1·ntado p(Jr uua figura 
et:iquet.u.Lle e iucorrl'f't.a. podemo."i dasific·;u lus f 1hjei n.<; irnprisih!t·s d1·nt rci d<' sólo cuatro 
categoría • .,. 

figuras et1quctJbln 

Figura J 13 Clac;iticac1on de figuras etiquetables 

En }a figura l. JS se pn'.'-it'llt ali <'jC'mplu."i de tigiira.-; q1¡p pertczwcen a 1·ada una de f'Stas seís 
cat.egorÍéL5. Nót.psp q1w ranro 1. :2 y :3 tiPilf!rl 1111n <'.'-'lnwr11ra de incidencias r<>g11Jar a.1mqll<' 2 
y 3 no son corrPc! :i.-;. 

Podemos C'flf('Jllit'r las ÍJi{'Orrt'('t'!Clfl<'-" d(' 1;~t<l tig,11r;L '.2 de la sig1JiC'ntc rnmwra (ver figura 
1.1./a). Seaµ la. inl1'fSt'n'i611 IÍl' la r·ara f¡ y la lírwa lo (la pnsil'iáu <le p ('fl la figura plana 
puede obt.encnw c·nnin la i11lt'rsi>cciém d{~ l:i.....; Hril'as !0 }' l1 ). Sf'a L,, la fl'd<l q11e pasa por fJ y 
f'S pcrpcndic11lar a la hg-11ra plana. Y sro;rn :: 1 • :: 2 .:: 1 !tL'> coordc~nada .. -; t'll :: dnndP la ff'cta LP 

corta respect.intm('JJtP las f'c'll'<L':i (f.'Xtl'ndido..'l) f 1 • h. y f 1. ílf'conh•mns qi1P ¡.;(' suporn· la figura 

sobre> c>l plano .r!I. y la din·<·1·i6n pn:-:iriva del L'je:: nunbo al nh..-«n·adnr cnm~i .-;t~ rrnJPSl.ra ('fl 
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la figura J .9. Por lo tanto, un valor grande de z implica que el punto e..st.á más cerca dr.1 
ojo. En este caso tene1nos que z1 > z2 debido a. que /1 y h con1part.cn la arista convexa l2 . 

Igualmente tenemos que z2 > z3 debido a que , / 2 y /3 comparten ln. aristn convexa l3 • Por 
otra parte se tiene que p está en las caras (extendidas) f¡ y h (yl\ que p .,,;tú sobre 10 y 10 

esta sobre f 3 ), y por lo tanto z1 = z3 , lo cual es una contradicción. Entonces, la figura 2 
de la figura 1.13 es una figura incorrecta. En la figura 1.14b se nnlC'stra un ejemplo de una 
correción a esta figura. Aquí, p se encuentra por abajo <le l3 en el dibujo plano y de aquí 
que la arista convexa [3 dé la desigun.lda<l z2 < z:i, lo cual no tiene contradicción alguna. 

Figura l 14 CorrCCClón de las figuras corregibles de la Qgura 1.8. 

La figura 3 <ll! la figura. /. 1 :J l'S IIH"OrrPgible dPhido a que a menos que haga1nos cambios 
drá..'5ticos que incluyan intcn.:an1liins Lle pa.rt t!!'l visibles f"Oll invisiblP.s, la figura no puede ser 
corregida. 

Las figuras '1, 5 y ti dr· la fi6Tltra. 1.1 S, tiPnen Pst.nwt.urns de incidencias no-regulares. La 
figura 5 no es correcta ya que la l'ara. sup<'rior y la frontal deberían t.Pner sólu una línt·a en 
cormín y con10 podemos ver en la figura. 1.14 e, la'i dos líneas que se fonnan entre estas caras 
no son colincale!;. Sin en1bnrgo, puc<le ser corregida c.01no se n111estra por ejemplo en la figura 
1.14c1. LP. figura G no es correcta y no puede ser corregida debido a que sus incorrecciones se 
dehcn principa.hnent.e a dcsigua.ldn.d(.'ti con! raJictoria.s ocasionadas r)or a.rist ns obstruidas y la. 
contradicción no se p1wdc salva.r aún cuando las posil'inIH'S de los vf'-rt ict'fi sf'rtn lip;Prarnmitc 
modificadas. 
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Fi.gu.ra 1. 1 5 Algunos ejemplos. 

La. figura. 1.15 muestra algunos cjt~mplos que han int.errsarlo a los psicólogos. Desde el 
punt.o de vista rnaterwí.t.icn, t_>$fiL'> i11cl11yt~11 varia .. "i catf•gc1ría.s de figunL.c;: L~guras (a), (b), 
(f), (g) e {i) son w~regnlarPs ,. incorn·~ihl<'s; ll\s figt1ras (e), (j), (k) y (1) son regular"" y 
corrrrta.s: la figura. (d) '-'S nc)-f•tiq1wtablt~: la (e•) ('S 11na figura rC'guln.r, incorrcd.a. y corw~ible; 
y la fig11ra (h) es rPg11lar P i1u·orrt>g1l1lt.:•. [DrapPr (lü78) m11cstra q110 la fig11ra (i) SP p11cdc 
corregir l'ncogicndo d a~HJ('fO ll'!ltrcd !ia ..... ta dl'sap.ll"l'l'<·rlo (ver figHnl 1.16'). Sin embargo, 
l'sta figura no S(' cnnsidf'ra corrf'~!,ilih· h.ijCJ llllt>~1 ra ddiIJi<'ión, ya que la dPforn1aciú11 de Drappr 
no preserva la e~f ntct 11ra d1• la !iv,11ra l'tl t f'Tm111ns dP la h-'nrÍa de gnitkas, p11Ps los ITllf'PS f'll 

forma de T se tlllCH {'11 uno]. 

Figura 1 ló Deformación de Drapcr (1978). 
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2.-Análisis de un tipo de figuras imposibles. 

Restringiremos uhora nuestro estudio a fas figuras con forma de marcos cuadrangulares que 
representan objetos tanto posibles como imposibles. Estas figuras se forman t'micamente 
con líneas rectas y cada una de s11.s cuatro esquinas considerada .. '> por sqmrado representan 
poliedros corn'<:tarneutP. Clasificaremos estas figuras para saber cuánt a .. 'i representan objetos 
distintos, utilizando la versión de l<angas del mét.odo de Cowan guc consta de dos criterios 
diferentes que se complemt.!ntllll ent.rc si. Partiremo!i de la constntcx·.ión de un objeto (o 
marco) cuadrangular cu R3, y la.<> diferentes figuras con que puede ser representado. Final~ 
mente compn.raremos nuestros resultados con los obtenidos por Cow1u1 ( 1977) junto r.on un 
breve análisis de sus métodos. 

2.1.-Construcción y puntos de vista. 

Existen varios criterios t'q11ivale-ntf'B para la cla.sificación de lo.s marcos de cuatro lados. El 
que va.mos a. utilizar, consiste en dR.._-,ificar prin1ero el tipo de esquinas que pueden aparecer al 
dibujar un mar<'o d<~ !'Wl.! ro lados. Es impurt.anf P observar que dada la figura de una esquina, 
siemprP es posihk obt.t·ncr d objPl.O que éM.fl. n'pn·sf'nf.a en nuestro espacio. De manera 
que todos los tipus d1~ 1~q11m;L.<> posibles a pre .. -;enta.rse en nue:-;t.ro e ... <.;tlldio son fáciln1c•ute 
identifica.das. Para p.sfo comt>n:~amos por construir 1m rnn.rco de cuat.ro lados en el espacio 
Euclidiauo (fl·1). Lo primero t'.S tomar un 1·11adrado Pn alb11.'m pl:u10, por Pjemplo el xy, y 
ltwgo cou.si<lt~rar 1111a. \"t·t·i11da.•I 0

• (pJ¡LIJ;t) alre<Jedclf (Jt>l c·11adrado obteniendo a.'iÍ uu cuadrado 
"pngordado" al qw· llaman·nins ,u¡¿l{o y dl~not.arcmos por la letra Ll. Sean Q1 , Q 2, Q.1 y Q., 
Jos lados cxtc>riores dl'! a11ill11, y 1¡1 , 1¡,¡_, l./.J y r¡ ... los itHt•riorcs. Después escogemos un intervalo 
J que cruce d plano que l·o11tit·1w t•I arnlln forrnanJo 11n ;Íug-1tlo de 90", y por ült.imo, tomarnos 
e} producto ,Ó. X f nbf('ll!t'l1d1-¡ iL'iÍ eJ marco rff' \llcttro lados po.sihJC> ('rl fl·1 . 

Ahora dir(•mus q11t' c11rdquil·r puuto d(J fl 3 \(.:'.l. x 1) es un punto d(: vista del olJjcto, y 
distinguin1os Jos cl<L.'tP.s d0 p11nlos de vista: los especiales, quC' son aquellos en lo.'l que nl 
"ver" el objeto JH>r<1crrn1s de vista ambos rostados dt• alguna esquina., es dedr, perdemos de 
vista tanto a. {Q,} x l, como a{(¡,} x I ¡inra. alguna i = 1,2,3,4¡ y Jos nonnalcs, que !:iOll 

aquéllos que no son especiales. 
Los puntos de vista e.spPcia.1~ quedan rontcnidos en los plano~ "f'ngor<lados" que generan 

cada 1mo dP los lados d1• ti y t~n t'l plano "pngordado" donde se gener<Í .ü.. Si consideramos 
únicamente los puntos dP vi!->f d. JJorrnales, tenernos R 3 nwnos un sólido que divide el espacio en 
conjuntos ( compont:ntcs) de punto..., de vista normult>B que lkunnremotJ puntos de t."lsta equiva 
lentes, esto es, que dcsck <"nalquier p11uto dt• vista de Ja comporwnlt>, vemos exactan1cnte las 
ntismas partes dd oh}.'to. 

Observando el objeto desde cada uno de cstns componentes d{~ puntos de vist.a equiva 
lentes, nos damos cuenta q11P Ja fi~11ra qup repre.scnt.a una esquina p1n>de verse de cuatro 
formas diferentes, f'!-ito e::; que de t.oda.s b.s romponentes donde ohservamos 11na. esq11ina, solo 
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obtenemos cuatro figuras difcr0nt.cs que distinguiremos r.ou la.i; letra.'i A, D, C y D (ver fig. 
2.1). 

Figura 2.1: Tipoa de figura> de e."Quffia,. 

Clasificada._., las esquinas, nos interesa saber ¡·úantus marcos diferentes de cuatro ladns 
podemos formar, r>sto C>s, c1íant.a.<; palabra • ., dP t'llatro J.~tr:l..":i podP1nos formar con Ja.._'i Jet.ras i\. 
B. e y O, entendiendo que cada h•t ra r0pre.<.;(>lJta ima l'.';(jllina qlh' !'iL'ni r·ol1wada a contiJllJHí'ÍÓII 

de la otra en el sentirlo de la.'; mmiedllrL'i del reloj. Por C'jcmplo. la . .., palabra.--; ACBA, :\ 2CI3. 
BA2 C y CilA'l. rl'presentan e>l mismo 1111uco (fig. 2.:.!). Esrn ji) dPHotarPfll•¡·.; ('ClfJ f'I símbolo 
....... , dP manPra que en este CéL'>O podemos decir que r\ :?CB.--CJJA2. rrn-'f{'ra. 

A A 

Figwll 2.2: El marco A' CB. 

B e 
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Una forma de hacer el cli.lcuJo de toda.<; ostns palabras n.<> la siguiente. 
o Para el en.so en que las cuatro <~quürns sean diferentes, tenernos que un mismo marco 

es representado por cuatro palabras, por lo tanto tenen1os ~ = 6 casos distintos. 
o Con dm; <~r¡uina.s adyaf'ent es iguales y Ja.-. ot.ra.s dos dist.intas, c.-. da.ro que tcne.mos 

4 · 3 · 2 = 24 casos dbt.int.os. 
o Con dos esquinas no adynceut.es iguak."'> y las otras rlos dist.iur.as t.erwn1os 4· (~) = 12 

casos. 
o Con dos csq11i11a.s ailyac(·r1tc.'-> ig11ult~s y l<L'> otrus dos tarnbién ig11alP.s, ha.y(~)= G cn...,os. 

o Con dos no wly1u·(•nt.í•.-.; ig11ales y la .. -. nt.ras dos ta1nbién iguaJc·s, hay (;) = 6 ca...r..;os. 
o Con trc>-"> PsquiTHL'l igual('s, danLnH.•nt.P hay 4 · J = 12 cnsos. 
o Con C'Uat.ro igualc•..<j, fin.Y 4 casos. 
En total s0n 70 figuras distint<-L'i l<L'i que se pucde11 forn1ar. 

2.2.-La versión de Kangas del rnétodo de Cowan. 

Lo sig11ient.P será sabPr :--;i algunw~ dP Psf n.o; 70 figuras representan un znismo objeto, para lo 
cual empicaremos do.s criterios: 

2.2.1.-Pr·uyecciunt-~s. 

El primero lo llarnamos "proycccwttf'.'i", dl'bitL1 n •;11P t.onmrm11os en c1wnta que una figura 
que representa un objrto dado puede surgir ,•omo la p10yecdón df' dicho oh jeto sobre alg1ín 
plano, lL"Í quP si nos fijamos en la proyp1·cir1n d1•l objt'to sobre· dos planos paralelos distintos 
que, dado un p11nt.o dP visl a, se considPrt'n uno aut.e .... del objC'tu y otro dP.sprn:s, la figura 
obtenida en ambos plarios rcs11lt<l t•q111\•alf•nft 1

• Considí'ranr!n una snla 1•sr¡11ina corno f'/ nbjf't(J 
de est.udio, escogemos un punto de \·ista que nos prrrnita V('rJa romo dd ripo :\: f'S clan• q11c· 
la proyC'cdón de t'sla esquina sohrt' cualquier plano parak·Jo lof'alizado ('ntrc dla y el punto 
de vista da como rf'.'">11ltado una tig11rrl d0l tipo:\. ltH'go -;P obsern¡, que~ Ja proyE·cci«)n snhn· 
cualquier plano paralelo p(JStt•rior al nhjt-lo Ja como n~sulrado llll<l figura di'! tipo D, pnr lo 
tanto, bajo estP crit1·rio, 1111 111an·n 1111t· 111.ili('e una 1:!-iqniua cid tiptJ A, 1·s 1•quivalPnte a 11110 

que utilice una tkl tipo D t'll 1•1 lugar corn'.'->pondi('fHC'. Por cjt·mplo, 1•s r'l<lfO rpH• la.s figuras 
A4 y 0·1 n•pn•spJJfan f'I mis111n o!ijl'fP (\'Pr fi!J1LT'<l .J :1). Ut.ilizarPrno;-, la frtra p para indicar 
est.as eqniva.Jpnc·i;L'i, dt! modo q11e {'Il el ejemplo bast.a con dPdr que A·1p!J'1. 
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A .--------..A 

D 
A "'----------3 A 

Figura 2.3: Dos li¡¡uru di&tintu de un mismo objeto. 

Considerando de m1evo la c.<;qninn. soln y lo.s cuatro punl os de \'is ta diferentes que existen, 
tenemos que .·\pO, 13pC, CpB y Dp..\. Ahora pod('mos aplicar p a cada una de las 70 figuras 
de nuestro eRtudio obt.cniPndo los sig11ienf.t.'.-; n•stdt.ados: 

o 4 e::;-quinn.s dfotintas: 

ABCD p DCBA 
ACBD p DBCA 
ABDC p DCAB (Obs.-ABDC 
ACDB p DBAC (Obs.-ACDB 

A 2 BC p D 2CB 
A2 UD p D 2CA 

o 2 iguales adyacentes y 2 distintl~" 
A2 CB p D 2 BC 
A 2 DU p D 2 AC 
A'CD p D 2 DA 
.-12DC p D'AD 

ABAC p DCDB 
o 2 iguales no adyacentes y 2 dist.intas: ABAD p DCDA 

ACAD p DBDA 
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DCAB) 
DBAC) 

B 2AC P c 2ou 
B 2 AD p C 2 DA 
B 2CA P c 2no 
B'DA pC2AD 
B 2CD p C 213!\ 
n 2oc r> c'AB 

BADC p CDCB 
BABD p COCA 
IlCBD p CBCA 



o 2 iguales adyacentes y 2 iguales: 

A2 B 2 P v 2c 2 

A 2 C 2 P v2 B 2 

A 2 D 2 p D 2 A 2 (Obs.-A2 D 2 

B 2C 2 P C 2 B 2 (Obs.-B2c 2 

o 2 iguales no adyacentes y 2 iguales: 

(AB)2 p (DC)' 
(AC)2 p (DB)2 

(AD)' p (DA)' (Obs.-(AD)2 - (DA)') 
(BC) 2 p (CB) 2 (Obs.-(BC) 2 - (CB)2 ) 

A3 B p D 3C 
o 3 iguales: A3 C p D'B 

A 3 D p D 3 A 

o 4 iguales: 
A 4 p 0 4 

13• P e• 

B 3 A p C 3 D 
B 3 C p C 3 B 
B 3 D p C 3 A 

Esto quiPn' decir que l~ll general, uu objeto C'S reprc> .. sentado por dos figuras diferentes (de 
las 70), cxrept.o en ltJ.s t3 !'a.sos Pll q1w se hace la observación de que ambas figurn..o;; son en 
realidad In. misma, lo cual nos da un tot.al <le 70¡ 6 = 32 da..r;;f'...s de equivalencia ha.jo p, y por 
lo tanto, las 70 palabra.e.; (figuras) no representan más de 38 objetos distintos. Esta C'S r.ólo 
la primera cota. 

2. 2. 2 .-Reflexiones 

El segundo rriterio consiste en tomar en cuenta que una figura al .ser reflejada. en 1u1 espejo 
da como resultado a.l~u1n.s vec~ otra. figura <listint a que, clararne11t.c 1 representa al mismo 
objeto. En la parte superior dt~ la jiymn 2. 4 .se pn•.senta 1111 n~o Pn d que 1111 rnarco, al ser 
reflejado, da como re~"inltndo el mismo marco, mientra .... ..:; que c•n la. part.c· infPrior, se presenta. 
un marco que, al ser reflejado, da corno resultado un marco difPrentP. 

Esta equivalencia de fii:;11ra.s bajo la rrjle:nón la denotaremos con la letra ~?. Analizando 
este fenómeno para cada esquina, tenemos que A31A, 133/C, C31!3 y 0 1110 (fig.2.5). 
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e e a s / ' / "\, 

e D e e 

' / / ' 
Espejo 

A C D A 

' ' / / 

e e B o ' I/ "" / 

figura 2.4 El marco e~ Bise rdlcJa como D1 C 2
, nuentras que A C 1 ~i;: refleja cnmo A B 1 

1 A m=l=fn A 11 · (íl=l=ni C 1 
\' rn=1~1r 11·ITT=l~r1 

Figura 2.5: Las cuatro esquinas y sus reflexiones. 
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Luego para saber cuáles figuras de nuestro estudio son equivalentes debemos observar 
que no basta con hacer las sustituciones correspondientes de c.squina.s (lct.ras), sino que 
hay que considerar que tra .. o;; esta sustitución, In figura nuPva e!'1ta siendo dr-scrita por una 
palabra. "leída" en el sc•nt.ido optu-slo a. las manrt'illa.'1 d1~l n•loj, por lo tanto basta con leer 
la palabra nueva de dered1a a izquierda para tener la palabra adt~t·tmda q1w r('prc~ .. '1l'nta la 
figura correspondiente. Por ejemplo, podemos vt·r eu la fi9un1 2.ó' que ABCD J? .ADBC, 
pero si sólo sustituimos ordenadamc•nt.-• la..':! IL·t.ras di> AI3CD por la .. c.; corrcspondienl l'S bajo la. 
reflexión, obterwmos la palabra AC:BD. q11P lr·ída. dP dt•n 1cha a 1zq11iPrda din• DBCA, lo cual 
concuerda. con d TP~11ltado (pues DBC':\ ......... .:\DBC). 

Figura 2.6: La ca&a de loa espejos. 

Observamos q11P t arito la rPla1·i1'i11 ¡1 couin b li' :-;OJ1 t'a(Lt Hila simt!t.rka .. '"l, y por lo t.nnto 
un mismo objeto lz.i n'pn·.:st_·IJtadu, !iaju t~::-tc cnt(•rJ••, por dos fi~11ra .. "i difercntc•.s excepto en los 
casos en que el rdlejo dP 11na figura SPa ella misma. ÜP f•st l' modo r11contrarr1os la.~ siguientes 
equivalencias bajo l(: 
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o 4 esquinas distintas: 

ABCD !R ADBC 
ACBD !R ADCB 
ABDC !R ABDC (Obs.-ABDC ~ ABDC) 
ACDB !R ACDB (Obs.-ACDB ~ ACDB) 

A 2 BC !R A2 BC (Obs.-A2 BC ~ .42 BC) 
;1 2ao !R A 2 oc 
;12ca 91 ;12cn (Obs.-A 2 CB ~ A 2 CB) 
A 2 DB ~I A2 CD 
B 2 AC !R C 2 BA 
B 2 AD 91 C 2 DA 

o 2 iguales adyacentes y 2 dist.intas: 
B 2CA !R C 2AB 
B 2DA !R C 2 AD 
a 2 co !R c'DB 
B 2 DC !R C"IJD 
D 2 BC !R D 2 !3C (Obs.-D 2 BC ~ D 2 BC) 
D 2 BA ~¡ D 2AC 
D2 CB 31 D 2CB (Obs.-D2CB ~ D 2CB) 
D 2 AB !R D 2CA 

ABAC 'R AUAC (0bs.-Al3AC ~ ABAC) 
Al3AD R ACAD 
l3ABC ~I CBCA 

o 2 iguales no adyacentes y 2 distintas: l3Al3D ~I CACO 

o 2 iguales adyacentes y 2 igualo.s: 

DCBD !R l3CDC 
DBDC 1¡¡ Dl3DC (Obs.-DBDC ~ DBDC) 
DBDA !R DADC 

A 2 8 2 31 A 2C 2 

B 2 D 2 91 C 2 D 2 

B 2C 2 31 B 2C 2 (Obs.-B 2C'2 ~ B 2C 2 ) 

A 2 D 2 !R ,\2D"' (Obs.-A 2 D 2 ~ A 2 D 2 ) 

o 2 iguales no adyacentes y 2 iguales: 

(Al3) 2 !R (AC) 2 

(BD) 2 91 (CD) 2 

(AD)2 !R (AD)' (Obs.-(AD) 2 - (AD) 2 ) 

(BC) 2 !R (BC) 2 (Obs.-(BC) 2 ~ (BC)2 ) 

31 



A 3 B 'R A 3C 
A 3 D 'R A3 D (Obs.-A3 D ~ A 3D) 
D 3 A !R D 3 A (Obs.-D3 A ~ D 3 A) 

o 3 iguales: D 3D 'R D 3C 
B 3 A 'R C 3 A 
B 3 C 'R C 3 D 
B 3 D 'R C 3 D 

o 4 iguales: 
(Obs.-04 ~ 0 4 ) 

Teniendo así un total de 10
; w = 27 clases de equivalencia bajo 9? 1 y por lo tanto un total 

no mayor n 43 objetos dist.intos, que a pesar de ser una cota superior a la antes obtenida, no 
significa que el traba.jo :wa inútil, ya que para obt.enf?f la lista final d0 ln.'5 palabras (figuras) 
que representan objPtos difcrC'r1tes y ~aber n."í ruántos <le psfos exi~ten, tomruPmos en <'Uent.a 
tanto las clases de equiva.Jc·nria para p como las de J"?. 

Por ejemplo, las palabra.<; D2CA, [f1DC, C 2 AB y C 2BD representan al 1nismo ob "et.o, a 

C 2AB p B 2DC 
que 13 2CA 'R C 2 AD p ff'DC 'R C 2 DD p 13 2CA. Esto se puede abrevinr así: 'R ~ 'R 

B2CA pC2BD 

(ver jig?J.nl :J. 7), de modo qut> f'JI la siguicnt<· lista se t ierwn l:L'i 70 pala! >ras. s11Sf..zJWvale1wia.'"i 
y el total de objetos distintos q11t> rc·pn'sent.an (.si alguna palalna t':i Pquivalcnte a sí misma 
bajo p y/o bajo 3?, estos sírnbolo.s no aparecen). 

Figura 2.7: 

Equivalenciu de figuras (caso 26 tabla 1). 

1----1 R R1----i 

•rfr=m• J' e~ e 

CMD Bll1=WA 
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List.n final de objet.os diferentes: 

l. -
4. -
7. -
10. 
13 

16. 

19 -

22. -

25. -

ACDB 
ABDC 
A 2CB p D-BC 
ABAC p DCDEJ 
lJAlJD .:; C.:UC A 

B'AC ¡> C·D/J 
31 ~ >R 

C 2 B . .J p IJ 2CD 
A'B' p IJ•C 

.iJ? ~ 1¡¡ 
A 2C 2 o D' EJ' 
ABAD p DCDA 

R ~ 3? 
.-ICAD p JJBDA 

2. (BC)' 3. B"Ic2 

5. A'D- (j, (ADY' 
8. A4 P LJ4 9. A 2 EJC n D 2CB 
11. A'D p D·1 .·1 12. B 2 AD !'. C 2 DA 
14. B'C _:: C"'B 15. ¡j4 !~ c---;r 

(AB)•p(DC)· BAEJC pCDCB 
17. !)~....., 1? 18. ~I ~ lJI 

( AC'\ 2 p ( D!3) 2 CBCA n BCBD 
.·1 1 B p JJ 3 C A'DB p D 2 AC 

20. - 'R ~· R 21. - 3i'~R 

A·'C n D"'B A 2CD o D 2 BA 
IJ·'A p C"D AIJCD p DCBA 

~J. - ·n ~ >R 2-1. - >J? ~ 111 
C'A p B"D DBCA o AC'BD 
I3 2C:A p C''BD A'DC p D 2 AD 

2G. - iJ? ~ 1? 27. - '11 ~ R 

.. ~--C' AlJ_p_l!_'D!;'_~--- A
2 BL'_gD'~S'.!___ 

J'Alil.A 1 

De estas 27 n•prc~~"utacione:-: dP objPto'-i difrn·ut<:s. podr·mos vu11:::.tr11ir solamentP 4 (los 
cornispondi<·utt·s a los uúnH·ros 1, 2., 7 y 8). lt 111iendo a.'1Í 1rn total dP '.23 objetos imposibles 
diferent.P_..,_ 

2.3.-EI método Cowan. 

Por otra parte, Cowan {197-l) y C'owan (1U77), partit 1ndo de lo~ cuatro t.ipos de figuras de 
esquina..."i diferentes, definP 11n algoritmo para g('nerar todus las figuras de marcos de C'Uatro 

lado~ diferentes que se p1wdPn r:fiUujar. Suponiendo que una vez que se escoja la primera 
esquina, Ja segunda (que p11PdP sf'r cualquiera de las -1 ffig. 2.BJ) se colocará inmediatamente 
dP~">Pll~~s en Pl :-;ent ido de la.s marH~dlla.s del reloj y <L<;Í sucesivamente las siguientos dos (observe 
que este nH~t.odo p11c"tlc 11t.ilLmrse para generar figura."i de c11alq11icr cant.idnd de esquinas). 
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A 

~nr= ín= 
B 

e r1f lrr0 D 

Figun 2.8: Método de~ de Cowan. 

Finalmcut.e n1idando de no contabilizar Ja.~ posihl~s rotadurws en t>l plano dP 11n mismo 
marco. se encuc>ut.ra que hay 70 dibujos difcrentps dP marcos c'Wl.drang11Jares. Antes de 
preguntarse c1nintos objetos difrrentcs rc>prc•st.·11Uu1 e:-;t.a.s 70 fig-nra .. s, aporta 11u in¡.?;enioso 
n1étodo para generar unn figura posible•: obst•rvandu la figura ~.8, l'O!nca 111w.s ll('cha"> entrí! 
las diferentes figura.e; de las ,,_.,qnitHL"> ('ílll la idea dt• qnc, 11l!a \t'Z t'.•wngida cualq11i<•r r~sc¡uina 
con que se dt":-if'a. comeuzar, la figura reprP.St>Jlta 1111 nhjl'fn JJOsihl1• si 1•s gt'nerada con figur:L'i 
que se encuent.rPn si!!;Hiendn "l sl'Illidn 1fo i<L'> fh·dw .. ...;. IJay '!1lt' t.-rwr t'!I n11'nf.a <¡11<' la 1íltima 
Ctiquin;.t, ddw sPr tomada no solo sig11H•11du una fl(•dia. s11J<J ad1•n1<is, dt• !IHUH'ra que Pxist.a 

una ffr·dia t!l)ff(' t•Jla r la fignra dt• la esquina illí('ial. Si l'!l a/g1"ir1 IIIOllH'llfO dP la ('0Jl.'7>lr11cd611. 
uno va Pll :-;1•11t.ido c·onfrario d1· alguua dP la.<; f!cd1a.'>. ~1· g<'rwra Pulo1w1·.s una figora imposible. 
A c..'it.e rnét.odo le llaruan·mo . .., método lfr la figora 2.S dr: Cowan. 

Las "bawla .. "i" o '' pan~tk,'-''' de r·nalqtJiPra df' Jo.s lados que se forman por dos 0..sq11inas 
n.~pctando las flecha.<; de la figura 2.S, pareccIJ paralda.s a la p<ígina. Si la dirección de 
cualquier flecha Ps ignorada, <'nto11ces Ja._<; "pan'ffes" dt' los lados a.sí forma.Jos adquieren 
C'aractf'rístiC'(\.'j digna.'> de :-.Pr ('111dadosament.P <mc.dizad<t.'-i. 
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En la figura 2.9, .Sf' pr0st~nt.a la di~1·1'CiÓIJ dP L:l figura c·1 en el conjunto exhaustivo de 
parejas de c>.squinas con un lllIP\'O lado. Ilny dos inf Prprct.aciones perccptuaJes o coguosit.iva.<; 
que se i1nponen: 

(1) Los tres st·gmcnto:·; son r:umpfrfament<~ ]Jflni/elo5 a una TTllSTTW .'itt.pcrjicic bidirrw1t.'iW1lal. 
En este ca.so, r odos los lados 11iantit·IH'll s11 int1 1gndad con re~p('('to al plano, p(•ro SP aprecian 
lados imposibles cou10 ~i t 11vie1 a11 1111 1·11arto dt> g-iro q11t• en rPalidad l~ una ilusión, ya que 
1111 la<lo real con 1111 c11a( ro d<-' glfo «'.'>taría. formado por aristas lwlicoidah·s. 

(2)Los tres w:gmentos <''ifán a lo ln190 d<· las coonlerwdas cart1-:swrws (x, y, ::.), y st! 
perciben como l1l<T11.:-;tar/a:; 1'7l tn·s rl111u;11~1orte.<:. En este (';Lso, nn l1ay· il11.sión respecto al 
cuarto d(' girn e11 lt)s lados i111p(1sihl<'.". ya qtw estos lados SP Vf'Il l"OfllO proy1'<'<'iurws df'flf.ro df' 
la. f Pn'era di1w·11si1í11. Sin PJllhargo, cllando se incorporan Jns i'IPrw·ntus para formar la figura 
<lPl marco. la i11tl'gridad dí• lo:~ t>lementns c·on n•spt•('fo al ''Spacio t.ndirrwnsional Pil c>l qtll' sp 
.s11po11c· S(' encut·nl ran ~t· picnlL• Sig1tiPndo, pnr ejen1plo, la . ., c\lat.ro porciones'' dí'sbarat ada.s" 
del marco. JH'rn·pt11almr-nt1., "fl el sPnl idn de la.<; rnarwdlla.-; df•l reloj, ¡ian·c·e q11P uno Sl' va 
moviendo ('011ti1111a1t11'lllt' lia1·ia vl int.t'Iinr tk la hoja. Ht~piti1·ndo este PjPfC'icio en la figura. 
del 111arco, se t•rn:o11t.rarti qtw. t ra .. -; una aparPnt.p ex<·11r:·dt'm con! inua hada el interior dP la 
hoja, el nivel dd pnut.o de partida 111mca frn~ abandonado. 

Cowan ha.o;a J;i orgauizal'iLÍ!l dt' !ns dif~·n•fll('.'1 nmrr'ns en c'ierta.'i propif•dade!'> qt1<• :-.e pw>ilf'n 
considerar como \"ariables iJ1dc·¡w11di\'lllt•s 1le wi cxp('riment.o pcrcqit.tial. Partin·rno:-; fllll'\'a­

rnent.<• de Ja .. -; cuatro fig11r;L'-> diftTt•JJfe~ dt• f·sq11ina.'i que habíamos l'llt'Oflf.rado (figuni 2.8). 
La prirnera y Ja rnti...-.; s1·1w11la t·s llamada operación unidad y se dt.•scribe c·on la lr~t.ra u. 

Cuando 11tili~an10s u. nn le ha1 ·1·mns nada a la figura. de manera que pPrm;m0cc sin ca1nbios. 



Cada esquina tiene una inversa. Las esquinas A y D son inversas a si mismas rcspt--ct.iva­
mente, y las esquinas By C son inversa la ttna de la otra (fig.2.5). La inversa de una figura 
posible o imposible se det.Prmina rPCmplazn.ndo cada esquina por su inversa e invirtiendo 
el orden de sus cle1nentos (cmno lo hicimos bajo ~~).La operación inversa de una. figura. es 
denotada C'omo operación i, y cumple con que it=u (fig.2.6). 

Se definen dos operacioue.'i rnás: ln. o y la e. Estas operaciones ctunplcn con las signiPntes 
propiedades: oo=u, ee=u, y oe=co=t. Se p11ede observar que esta..;; cuu.tro operaciones con 
estas propiedades fonna.n 11n grupo aditivo. Ex11n1inarPrnos en prirncr lugar la openu~i6n o, 
sin crnhargo, pa.rt'('e udt>c11ado induir rnwvamC'nt.(~ aquí \a. jig1ffa i. 7 ('011 la intención de poder 
hacer una rápida l'OIIlparaciún Pnt.re las o¡wraciones p y n~ dP Kanµ;as y la .. -; oppradont'.8 u, 1, 
o y e de Cowan. Lla.nrn.rcmns a ésta tigura la figura 2. 7-A. 

cDCPBC]B 
D B A 

u e e 

·1rr~~ripºc ~e 
CMD Blli=bUA 

Figura 2. 7-A EquivaJencias de figuras bajo los dos metodos (caso 26 tabla 1) 

Para enC'ontra.r la invenm. snst.it uíamos n por C y viceversa, y no hacímnos sustituciones 
para A y O. Bajo la opf'nwióu o, intf'rc-tunbian1os A con D (y O con A) dejando 13 y C sin 
cambio alguno. Al igual que la oppración inverso, est.n. operadóu invierte d orden de las 
esquinas. El resultado. t'S Pl lado op1wsto o t•l anverso ch• la figura. Por ljt~n1plo, DCDC es 
el anverso de ACAC (fi!J11ra :!. JO). 
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Esta equivalencia es considl'rad.a sólo en forma indirecta por la \'Crsión <le Kangas. En 
el ejemplo, observe que DCDC ~I DBDB p ACAC o bien, por el otro lado, DC'DC p ABAD 
~ ACAC (Tabla l. NtínJ.17). En mnbos "ª"º"se rnncl11ye 411P DCDC r<'prf'Senta PI mismo 
objeto que ACAC. 

Si aplicamos sec11encia.11nentr. PU ctmlquier orden las opl'rnt'Ú.HlP!-i z y u, obtenernos pf 
equivalente a la operación e. Esta t.ransfonuación se put"'<le dC>.scribir a'iÍ: tornarnos el objeto 
y lo volte-amos de nrn.nern <JllC' podamos ver mejor st1 intPrinr. Esta v11(•Itn. no S(' refiere a 
cortar un agujero en la superficie y luego sa.<'ar d interior d(' la fignra por c·I agujero como 
si fuera una erupción, sino simplPuwnte int.C'rcarnbiar la mitad ck atr;L.., <'OH la rle addanff'. 
Este procedintiento romp~ la ... _<> regla .. -, <i{· la topología difen'1wial (Phillips f!Jfjf¡) I'cro <'OHJfJ 
resulta 1íti1, Cowan ckcide utilizarlo y d('ja.r a !ns lopulo~J:d <L"> difrr1·1wiales <¡'2<' recnnciJiPn 
estas djfercncias. 

Como era de <':'iJH'rarsv, las corwlu.siow·s son i<L'i misril<L": Df'l tnra! rl1· fig11r;L<.; dikn.'ut1.._--; 
de cuatro lados que> se• pueden construir cun l<-L.., ('l!atrn tig11ra .. s dift,.rent<·.s de una PSCJllina, 
cada n1arco rcpn~entando un objeto, !';C tiene qllC' solo existen 27 objetos difr~n·nt,cs. Esta 
conclusión t~ equh·ci.Jcnte a dPcir: El toral de figur<LS difere11tt>..'-i de cuatro lados fllIC' se pnr'tÍPfl 

construir C'Oll las c1rntro figura._.., difPrP11tcs d1· c-~q11i11a.'-:i, s<· p11ed<•n da . ..,ifka.r en 27 da.•ws rk 
equivalencia. La Vf'ntaja de expresar fl<' esta 1'1ltima forma la d1L">ifka.cirJ11 de los marros, 
es que consideran1os todos los fat·ton·B úuicament.<' 1•n t>I plauo. Hablar de los objetos q11P 
representan todas est.as figurn._<; es hablar dP algunos objetos imposiblt~s de forrn:i.r en I111t>:::;t.ro 
universo, y antes de hacer esto, desc1u-ía1nos encontrar un rnétodo aún rnejor para. clasificar los 
marcos, de manera que podamos considerar marros de tn'$ lados, d~ cinco, de seis, etcétera 
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(ver figura 2. J J. donde adernás sn pr~ent.a una figura imposible de un solo lado que, n.J igual 
que lss de dos lados, no puede ser dibujada sólo con líneas rectas y por lo t.ant.o no .serán 
consideradas en nuestro estudio}, saber rápidarnentc c11ánt.a.'i da.ses dt~ e<¡uivalcncia hay para 
cada caso, y, Jo más irnport.nnt.c, saber cuántas de ella.'i y ctuíles representan objetos posibles 
de construir en mwst.ro espado. Cabe aclarar qiw las esquinas de 11n rnarco fornrndo por n 
lados (n ~ 3) se obtienen partiendo de un polígono den lados, cngordán<lolo y Jr~vantándolo 
como lo hidmO:i aJ principio dPl capítulo para n = ·1. y por lo tanto, las cuatro figura.., 
diferentes de esquina."i que se ohtiennI. ti('nen tlll ángulo q11<' permite forruar los urnrcos dt~ 
n lados adecuadamente. 

o 
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Dos conjeturas surgen en torno a cst.as dos cuestiones (Kangas: Notns de clase). La 
primera sirve parn. distinguir un n1arco de n lados (n ;::: 3) posible de uno imposible, y 
da origen a un teorema que perrnitc hacer dicha distinción y probar la veracidad de la 
conjetura. La segunda, pretende encontrar nípidamente el niímero de objetos diferentes que 
representan todos los marcos de> n lados. Sin embargo, esta 1íJtin1a conjetura no tiene un fina) 
tan afortunado, pues como veremos, Kangas ha.<'e tlllll.'i propuestas basándose principn.Jmente 
en la experiencia y en Ja intuición, y resulta difícil argumentar la idea. No obstante, se hnri:i 
mención de Ja conjetura, y se mcncionani un raso rnIL'i, apart.e del de cuatro lados que ya 
tenemos en la Tabla J. 

2.4.-Una conjetura afortunada. 

Tomernos nuevarneutf' Ja figura de una esquina, ahora C'omo un ronjunt.o de \'értices y arista_<;, 
recordando que f•st.a._c; esquina.'> formarcí.n 1m man·o al sr-r roJocada..c.; una cipspués de otra en 
el sentido d(! las maneciJJa.s del reloj, y pongarnos uomhr(> a los vértices inil'iales (que serán 
Jos mismos que los finales de la t'iltima esquina con que se forme(•! marco) y a los finales 
(que serán los misrnos q11r- lo.'i iniciales de la seg-1mda e.squina con quP se forme t•I mareo). 
Consideremos ahora las pnsibh~ trayectoria .. <; qu~· rPJacion('Il 1111 V<~rt.ice i11icial C'OII uno final 
y, utilizando d hecho de que siPmprL' 0xistC' una t.raye<'l.oria <Jllf' Wlf~ los vért.ic<'s iniciale . .., 
extremos (derecho r izq11iPrdo df' 1wut•rdu a Ja pos1cióJJ Pfl q110 t>;<-;t<Ín en Ia}iyuni f.!.S), con los 
vértices finales PXt.rcnw:-; (inft>rior y s11pt•rior rt>spectivanwntr~), transforruarnos Ja figura de 
una esquina Pn la qllf' rl':~ulta dt! alint•ar n•.spt>divamr·nft._• est.os \·{·rtic1·.-, junf(, ('(lfl s11s arist.tL'> 
correspondient1!.s (ver Jiyun1 .!. J.'.!) 

ma· 5 ~ i 1 
1 

1 ~ Bfüi 6 
A 

1 z J 

[TIEj' 1 2 J 

5 ._., i~~ 6 ! !] 

1 z 3 

1 i filEji H~ li il __.. 
1 

e D 

1 z 3 

Figura 2.12: Las cualro caquinao y cl carril que genera cada wu.. 
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Por construcdón, t.rnemos que hay ruatro de '~st.as nuevas figuras diferentes, C'ada una f'Oll 

el no1nbrc de la esquina que la origina. Estas figuras las llamaren1oi:; carrile8, de mcuicra que 
ahora contamos con los carriles A, D, C y D, pnra generar nuevas agrupaciones de carriles 
que a su vc-.t. llamaremos t.ambh~n l'nrriles. 

Cada l'arril c1wnta. c:on trt>.s vt~rt ice~"> inicialf'~"i y trr~s finales. Consid1:-rando ('I rect.iíng11lo 
que contiene estos seis v1'•rt.in~!.-i, los lados snpPrior P inferior son parte de la figura 1·omo 
habíarnos visto, y los lados izquierdo y derPcho servinín como auxiliare .. i.,; para definir un 
pegado que~ r-nnsistP 1•n hacer crnla uno dP Jos puntos dPl lado derPclrn ('11 el misrno punto 
sirnétrku. rC'..sp<·ct.o a la Vl'Tt ical qnP parte el <'nrril en dos pnrt.cs iguales, dt·l lado izquierdo. 
De n1aneru. qul' en la figura. 2.12, para cada. carril tenemos que los vfat ices l y 4 son en 
realidad el mismo vért icr> bnjo este pega.do. Lo rnisrno sucP<le c:on los vértices 2 y 5 .. y con 3 
y 6. 

Ahora <·arn1mtr1·mos por los ca.rrilPs. Llamamos r:<L17i.l supPrwr n.l qllP se forma ent.rC' los 
vé-rt ices iriici<d<·s s11¡wrior y mC'dio ( l y 2 f'n la figura fJ. 12), y caml mftT1or al q1w se forma 
entre los Vl~rtict•s tni"fJio l' infl'rior (2 y 3 l'n la figtun 2.12). Si comcnzcunos a. C'aminar por (11 
carril su1wrior dt• A, tr1paruns con ''pared" a medio camiuo1 y no podl-'InO:i sPg11ir de frente. 
Pl•ro ~¡ lo hacemos por p} carril infc·rior' podemos s1~guir de írent.p todo {'l tiempo que así lo 
de.":lt't:'íllos. D<'l misrnn mndo, :-;i conH·uzamos a carninar por el carril superior en C, también 
topamos con parrd a medio {'amiuo, y si In hacl·mos por el t'arril infr·ricir, ll<•gmnos hacia 
In parte fina.! dPI rc-ct.<ingnlo por la. parte s11pPrior. lo cual nos llc·va inl·vita.hlPmt'Utt.' a topar 
con pared (tra..<-; l'll!Zilí la línea "d(• {H·ga.do"). Las caractPrística.s dP n y D SOII la."i mism<L'i 
que para C )' :\ J"('Sµc-l'li\"allWllfl', JWro i11virtic11do los carriles SUperiOH'S de las prirnt•ra.s por 
los inf Prion!s de las !'..egunda.':i y v in·ver.sa. Como 1·ada 1mo du t'-""' os carrill'S bú.sic~o:-; tiene una 
caracterización diforente y única, potlen1os n .. socia.r t.>st as ca.rac:tt!rÍSt.ic¿u.;, con l<L'> que presenta 
un carril fornrn.do por dos carriles biisicos difr•rentes y ohteuer a.;;í lél.':i sig11ü·nt.es eqnivn.lencia.'i 
(ver fi_qura 2.1 :J): 

l.- CD= A 

2.- DB = B 

3.- AC = C 

4.- BC = D 

5.- AA= A 

6.- DO= D 

Del nlisn10 modo, podemos con1binar esta..;;¡ seis igualdades para simplificar lo rná.s posi­
ble cualquier combinndón, de cualquier tamafto, de carriles. Dicho de otra forma, dado 
cualquier arn.•glo, de c11a.lquier ta1n.-u"'io, de letra .. ., A, B, C y O, hnscaremo:..;, medíantc estas 
seis iguah.ladt.'-<>, rC'ducirla. a s11 1nínima exprC8ión. Üt"'nota.ndo ésta 1nínima expresión de una 
figura x por (J\IEL .. fnr11111larnos PI ~iguientc t.eorcnui: 

·JO 



~~ "--H i 1 
1 

1 i 1 --e El A 

H-" "-H il 1 ~i -1 -
o El B 

~-H H-~ li H 1 
1 --

A e e 

~R g~ il 1 ~ 1 - 1 -B e o 

H 1 i i 1 1 i 
A A A 

~I 1 i ~I li 
n o o 

Teoren1a 3: Una fi_r¡ura .r, /011rrnda ('¡J1L 1! t'.'></1L1r!US (ri -2: :~) df'l f?po A, IJ, e o D. es 
posible sí y solo ,.,t· (,\IE).x= A o fnr11, (AIE)r= D. 

Rt•cordando mi poco la. <'on:-;t r11rTi1ln qni> lucimos de un marco en R3 al principio de este 
capítulo, cncont ramos la. ha. .. '-'P Jp la demo.srración de este teoren1a, ya que existe una relación 
C"ntre dicha constnwcit'Jfl y<~!" ~Por(•ma: El h(•cho cif' que> (~IE).r = A o Des eq11iva.lent.e, en 
un marco d1~ c11atru lado!".>. a d1·1·1r q1ll' x contit·1u: un anillo U, totalmente contenido en un 
plano, y P} n-sto del obj0to qw• rPJH"Pst·nta se encuentra. antes o después de dicho plano, pero 
no en amba.5 partes. De est.P modo puede construirse el objeto y por lo t.m1t.o, es posible. 
Generalizar e:-;t o e·~ fácil. p11t"S el mnllo ptH:<le ser considerado de n mín1ero de lados con 
n .2: 3. 
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Figln 2.14: El panorama completo: Un IUMCO, au repre~cntación poc cani1ca y IU mlnima ex¡xaión_ 

En lafiguTa 2.J.{ se n111Pst.ra d ma.rl·o A 2 DC, q11t' da origen al <'a.rril A 2 DG~ cuya rnínima 
expresión (f\.IE)Ainc = ADC y por Jo t.a11to PS tm ma.n·o imposible de construir en nuestro 
espacio Etlclidiano. 

Otros trP.S f'jt>mplos tomados d(• la fi9ura f!.11: 

(Al E)¡.<n¡'c = (.4D) 2 C 
(,\/ E),FcD'U =A 
(;\1E)c• = C 6

• 

lo cual quiere dPcir q1w tanto el pcnt<Í.gono (AD) 2 C l'OrtlO el hexágono C 6 son imposibles, 
mientra .. <; qta-· d lH'xügn110 A 2C'D 2B r>.s posible. 

2.5.-Una conjetura no tan afortunada. 

Por lo que rt"':'ilH'cta ;d r1Úlll•'fo ~ de lilijetus d1fvrent1·.-; u rnl:'jnr diclin, a. la.<> .; clases de 
equivalencia para 1narcos dt> 11 lad(ls r·on n ?:: 3, Kauga.."' propone que~ = 3 11

-
1. Para verificar 

esto, se puede p1·ns<Lf t•n hacPr 1111a indq,·1·i{H1 ~01,n· n. di~ti11gni1 1 11dn los c:Lc,;ns den par de los 
den in1par, pues tit'Ill'Il pn;pit•dadt· ..... d1fl'H'11h·:-. En ]11 fH'r.o.;nnal, trataría prirn<!ro t>l probh~ma 
como un problema df' 1'nluracic'1n d1• t1•cirí.-i. (lt· gr,iJi(·as d1· la s1g11if_•ntt.• ma1wra: 

Considerando cada rnarco t'umo un ndo 1~n PI cual 1'.ada v1·'rt ice> f"f]Hivale a una esquina, 
y suponiendo que dispont_•mo~ de c11atn1 c·rilnr+•s para hat·1·r una c·olorad6n poi vért.ieP::;, nos 
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interesa saber cw:inta..<; coloraciones <lifcrentr>s podc1nos formar. RC<"orch~znos q11e 1u1 <:zdo <'s 
una cadena alternante de vérticps y arist.a .. i.; que inida y tPnnina <'Oll un mismo vc;rtke. En 
este en.so, las urista .. 'i serán considerada..':> c•n d sentido de las manecilln .. 'i dc>l rP!oj, y los colores 
son los tipos de esquina A, B, C y D. LéL"i colora.dones diforcnt.cs serán nquella..<J que tC'ngan 
diferente orden secuencial de los colores sin importar desde qur> vértkP se cnminnce a rPl'orn·.r 
el ciclo; si existe 1111 vérticP a partir del cual dicha SN'uenda. sPa igual a alguna otra antPs 
considC'rada, dirc~mos que la roloradón es equiva.lent11 y por lo ranto no SP cont.abilizani. 

Aplican1os ahora lcL"i s11st.it11ciones Je> p y de '.R con t¡llP 1•mper;;amos d <'apítuJo, a las 
cadenas de letras (rolon•s) q1w ohtnvirnos para cada ddo, y dt• esta momera c>ncontramos el 
núrnero t.ot.al ~ de las cla.'ll':i ck Pquivalcnda de los marcos de n lados. 

En el ca.<Jo Jp n = ·1, f_•fcdivament.c se tiC'ne que~= 27 = 34- 1. Sin embargo, paran= 3, 
se obtuvo que~= 10 oj: 3:1-1. 

Esto es: 

o Si las tres esquinas son dist inl.:L">, tPnemos 4 ~ ~ = 8 casos dist.intos. 

o Para dos t.•squin<LS iguales y una difPrcnte, hay --1 • 3 = 12 ca'3os. 

o Finalmente, Pncoutramos ·l ca .. "ioS en los q11C' las tres Psquinas son iguales. 

En total Ron 24 figuras diferente,.., Ja_., que 11e pueden fonuar. 
De acuerdo al ('fitc~rio dt• proyt~ccwnt: . .; (o;ecnón 2. 2.1 ), obtenemos los siguientes resultados: 

o 3 esquinas distint fL<i: 

Al3C p DCB 
AIJD p DCA 
ACD p DIJA 
AC11 p Dl3C 

o 2 igual~ y una distinta: .\ 2 C p 0 2 8 0\
2 13pD2 C 

o 3 iguales: 
A 3 p 0 3 

[l3 P C' 

A 2 Dp D'A 

B'A p C 2 D 
B 2C p C 2 B 
B2 D p C2A 

Esto significa que las 2~ figura<; diferentes no representan más de 12 objetos distintos. 
Esta es sólo la prirnera cota. 
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Aplicando el criterio de TY!jle.xión {seccián 2.2.2) tenemos: 

o 3 esquinas iguales: 

ABC 'R Al3C (Obs.-Al3C 
Al3D 'R ADC 
ACD 'R ADl3 
ACl3 'R ACB (Obs.-ACl3 
BCD 'R CDl3 (Obs.-13CD 
CBD 1R CUD (Obs.-C:BD 

A 2 B ~1 A'C 

~ ABC) 

ACB) 
CDB) 
CBD) 

A 2 D 'JI A2 D (Obs.-A2 D - A2 D) 
132 A 'R C 2 A 

o 2 iguales y una distinta: 132 C 1R C 2 13 
B'D 'JI C'D 
D'A 'JI D2 A (Ohs.-D2 A - D2 A) 
D 2 13 11 D'C 

A
3 

3? A
3 

\Obs.-A'.' -- A.') 1 
o 3 iguales: 8 3 'R C 3 

D" 'R D" (Obs.-D 1 
-- D1

) 

Tt;nicndo a.sí un total de ~¡B = 8 da ... 'i1~s de equivalencia bajo ~' y por lo tanto un total 
no mayor a 16 objetos diferPlltl>s. 

Recordemos que la lista final dP ohjPtos diforc•nt.es se obtiene combinando ambos criterios 1 

de manera qHP nbterwn1os la siguicntt~ lisia: 

1.-ABC o DCB 2.-ACB o DBC: 
3.-A 2 D p D2 A 
5.-Al3D !: ADC G.-ACD !: ADB 

8.-13' !: C' 
A'l3 p D'C 13-A p C'D 

9.- 1? ~'JI 10.- 11 ~'JI 
A 2 C p D 2 B C'A p 132 0 

I,\JILA,: 
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CONCLUSIONES. 

Hemos discutido varios tipos de iinposibilidnd~ que poseen los objetos imposibles y he1nos 
establecido un PSquen1a mat em1:itico para. clasificar algunos objetos imposibles. Como hen1os 
tratado las figura.s imposihlPs matcrn;:í.tica.mt>ntP, hemos podido aclarar algunos aspectos de 
los objetos imposihh~ q11t> nn han sido discutidos t~xplícitamcnte en los estudios psicológicos: 
la pregunta. de nuindo una. figura rt·prt>sc·ut a 1111 objt't.o corn:ctmnent.e y cuándo no, carece 
de sentido u. menos que dPfü11u11os daraml'ntt> 11111.•i'.itro objeto de e>t.11dio. Hay varios tipos 
de imposibilidn<lc"!'j aún dPnt ro de nn mi.:mw universo de objetos imposibles. Hasta. aquí, 
nuestros resultados sugicn'n, por Pjt·mplo. la.s s1g11iPnt.e:::; dirPcdoncs de investigación: 

En primera, (~ Ill'<'t:•:·mno ca1 a.ct.('ri1.ar l'l t ipn de Hgura.'j dt-! acuerdo a la. idea. de una forrna. 
tridimensional r¡ue represt'nl.l· l~ll la mu11 P dd q11l' la observa. Este tipo es similar al tipo 
de In..<; figura .. .-.; etiq1wta.bks, pl·ro 110 es ig11al. Por f'jP111plo, la figura S.2d, es no-ctiquetablc. 
y sin embargo sugiPre una fonna t ridimen.sional t>fl la mente del que la observa. Por otro 
lado, la figi1ra S. Ja gr'nl·ralnll'Ilft' no pan•t.·e n•pn•.st>ntn.r una fonna. tridimensional aunque 
bien puede r('prt'sr>nta.r ('ofn'{·tamentP un polic>tlro c01no Pl dt_• la figuta :J.Jb. ~Ictzger (1!153) 
afirma qnt• los nbservadotl':-. s(i\o vvn lu m<b s1mpll' dt> la.s furma . ., bidi1n1'nsionalf's y Jr la .. "i 
tridimensíona.lP.s. Siu t•mharg,o, t•I l'OfH'('tit o dP "lo nt<L'-' simplt.>" nu es dtun. Pan'<'P que sería. 
títil desarrollar un 1me\'O c11m·pptn 1lc• algo il..-;Í c·omo "lot·alrnf'nte t'tiq11l't a.ble'' para l'11frentar 

~·¡;:·~~~~ ~ 
~~lb~~~ 

(&} fh} (1) Ul lk.l (1) 

Figura 3.1: Alguno& ejc:mplo< (LIO). 

(Nota: Esta tigi.1rn. :3.1, es "xactamPntc igual que la figura 1.14 del capítulo 1, y se ha 
incluido nnevru1H·ntt> aq11i para fal'ilitar su lol'alizn.dón.) 

El segundo problen1a ('S q11e c•:llllO le hace un observador para reconocer el tipo de objeto 
cuando ve unu. figura. Dado qut.· las fü;ura .. s :J. :!j, k y l cst.án clasifka.dns como correctas 
en nuestro esquema, pero :;;rm considPrada.s l'orno !igura.s de objetos imposihles por Drapcr 
(1978). Esto se df'bt! a qw.' d tipo dl' ohJPf<J quP PI observador asun1f' (cuando ve estas 
figuras) no es el <lt.• los poliedros sino Pi de los obJeto.s compuestos por prismas rectangulares 
mutuamente conl!<'ta.dos en áng;nlos rt'1:tos. 
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Figura 3.2: Figura oom:cta de wi poliedro que puode ...- vi&to romo wa fuana plana. 

En tercer Jugar, parPt'P posibl1~ dd1nir llll e<ikulo t't1a11t.itativo dt• iruposibiJidades en figura.s 
corregihl0i. L<L'i imposibilidades l'fl la.<; tir,11ra.'i l'orregihles se vuPlveu g-raduulnwntc invisible.s 
conforme los cnl<"'PS son ilf·vados a s115 posicic11H>s 1·nn-('<'fa.o.;. Por lo t.aulo, ~Pría intrre.•mnte 
encontrar 1111 c;í.k11lo c11a.11t it at i\'o dP imposibilidadr-;-.; l'll t úrninos d1~ la per('epdón vis1ml del 
ser humano. 

C'11arlri: d;tdn qw· lo~~ !1IJjf·t11:-- 1111¡111.iilih·s ...,(' d"füH'll gt•neralmL'llft• pnr figura .. "> de i<L"i aristas 

visiblf's dP lns ~ihjPtus, podPtJJr)s f;u11!,j<'·n ('c11i.~itkraz cosa.'l 1mposilil1·.-> dr·fiuida .. 'l por flg11rn..<J 
con Jín,_•as nndta .. .., o con .-..omlira.-.;. Ej1.1mplo:-; d1• t•stu ~i· tIJrn•;..;tran t'll J.~ Jig11ra. :J.S, donde la.s 
ZOWL'> rayada .. 'i n•pn·sentau :-;omhra.s. La Jigura :l.:Ja 110 L'::; corred.a debido a que la.'i líneas 1 
y 3 son parah.,l<L<> y cons<'1.'IH'lltí'fllt'lllP la línf'a ~"! 1lt•IH'ría también ser paralda a P.!las, pl'fO no 
Jo 0.1. En forma similar, la figura .'I .'lh no es l'Ofrcl'ta y:i. qm• la.s línra.c; 1, 2 y ;3 son paraltdns 
y cou~P<'IH•!ll('IlH·nte la línea ·l deh1.._•ria tamhil1n s1'r para.Ida a tdJ;L.-.;, pt•rn nn Jo PS. La figura 
:l .. 'lc t•:-. impnsililt> por q1w la ,<,umbra qllt' c•:-.tú .'>oi)l·f' la s11perfi('iP .-;1} prnln11ga snhre l1L'i canL<:> 
en din•c·cir)n np1wsta cd c~;fJl't'f r0 dC' ltt/.. Cumti el rnL•rodo de Niq11eta('i6u de~ lluffman Ítl<' 

gew•ralizado pata figuras con sombra ..... por \\'a.lb'. ( l<J7S) y para fignras c·on líuea.s O('t1ltas 
por Sugihara ( 1Cl78). podt>1tH1:-; apii~·ar 11ni>titrci 1·:-;q1wma para c·l;:L-;ifkar •'01(• tipo de figuras: 
las fignrcL."i ,J'.,J'11 y h :-inn uo-n·g-nlan>.->, ir11-r1rrt•t·t <L'-' y ,·on-c·1-:')bl1.,:-;; la figura .'I :le es no-regular e 
incorrc·gibh•. 

'"-..-----
1: 11 Ji 

y 
1:1: :1 4 
~: ::-=-=--_;. 

"' 

/''-A 
;ty--~ 

<.,~~/-__; 
(.;) 

Figura 3.3: Objetos impoo¡bles re¡ncsentados por 6gUI11.5 con llneaa oculta. y uno rep=ientado ¡>o< W14 

figura con sornbra5. 
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En quint.o lugar, rPConlc1nos que> la solución de lns problemas de robótica radica en gnLB · 
medida en el uso ndC'-niado de tnodclos fundamentalnll'ntC' geon16t.ricos, que se complementan 
con descriptores físicos (dC'nsidad, color, rcHactancia, entre otros). Estos inodclos ticuen la 
propiedad de ser t'itilcs para la..'> diversns actividaíh"?S d(~\ robot en el aspecto <le la acción y 
de la percepción. Gordillo (1994). sc>ñala que para el clesarro11o de la.s ha.hihd:ulp_.; bá.">icn..s 
de movilidad y percepción, ilust.radn..c;; rcspcctivauwnt.c por los prohl1·ma.s de planifica.dón 
de trayectorias libres y el reconodnliento de oh jeto~, se n•quien~ nna alta capacidad de 
razonamiento qttc se trn.d11cP en la 11tili:uwi6n el<· tf.\·nit·as 'h~ GP011ll 1trí<L Cntnp11t.adonal e 
lntclig<~ncia. Artificial. 
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