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INTRODUCCION

INTRODUCCION

A lo largo dc los affos hemos aprendido que las matemadticas sirven para
tener precision en las cosas. En ese afin de busqueda de la precision hemos
intentado sicmpre ajustar las cosas del mundo rcal a modelos matematicos precisos.
Debido a lo anterior nos hemos alejado de una verdadera representacion del mundo
que nos rodea. es decir. aquellos modelos que hemos utilizado no estin completos
porque siempre queremos tomar todo en forma exacta. descartando la incertidumbre

existente.

Por tanto. existe la necesidad de una teoria en cuyos conceptos se acepte la

incertidumbre (“lo borrose™) como parte ligada a la realidad de las cosas.

En 1965 L. A. Zadeh basindose en la légica multivalente de Lukasiewicz
introduce la nocidén de membresia ponderada. Un e¢lemcnto entonces puede
pertenecer. mis o0 menos. a2 un subconjunto. ¥ de ahi partir a un concepto
fundamental. el de subconjunto borroso. como una generalizacion funcional de la

teoria de conjuntos.

Asi. la teoria borrosa es un paso al acercamiento entre la precision deseada
v la imprecision del mundo real. La tcorin borrosa maneja las matematicas v lo
borroso en forma conjunta. lo que hace quc sc encuentren nuevas lineas de
investigacion en diversos campos. como: la psicologia..sacialogia.. filosofia. ciencias
politicas. economia. lingiiistica. investigacion de operaciones. administracion.

inteligencia artificial..y. atros.

Es interesante obscrvar que a pesar de sus miiltiples aplicaciones, 1a teoria
borrosa es.poco.canocida y. su difusion no ha sido.muy fortuita, perdiéndose asi la
oportunidad de conocer otra forma, y en ocasiones mds adccuada, de resolver los

problcmas que sc.pueden presentar.en algiin. momento.




INTRODUCCION
Por csta razon hemos querido hacer un trabajo que sca lo mas facil de

comprender, de manera que se pueda utilizar como de consulta y que no resulte
tedioso y aburrido tratando de evitar tecnicismos. aunque en ocasioncs esto no sca |
posible. de manera que resulte lo mads sencillo de entender. Con csto quercmos
sentar un precedente que sirva como basc y referencia para trabajos futuros de

quienes quisieran ahondar en este interesantisimo ¥ fascinante campo.

El presente trabajo estd realizado con la finalidad de dar a conocer en
forma general los principios matemadticos de la teoria borrosa. asi como algunas

aplicaciones actuales de esta teoria. Para ello. lo hemos dividido en seis capitulos.

El primer capitulo presenta los antecedentes de la teoria de subconjuntos
borrosos. Damos a conocer algunos anteccdentes que dieron lugar a la teoria
borrosa. como una necesidad para representar 1a realidad.

El capitulo dos nos presenta las nociones bdsicas de la teoria de conjuntos
ordinarios tales como el concepto de conjunto. relacién. funcién. ¥ otras, asi como

sus propiedades y operaciones: y las nociones sobre logica booleana ¥ sus

operaciones. que serin necesarias para poder comprender 1a teoria borrosa.

En el tercer capitulo presentamos el concepto de subconjuntos borrosos.
operaciones v propiedades. y el manegjo dc la funcion dc membresia como parte

fundamental de 1a teoria borrosa.

El capitulo cuatro muestra el concepto de relacién y correspondencia a
partir de la nocidén de subconjuntos borrosos. v las proptedades_gue poscean .las
relaciones.

En el capitulo cinco vemos la 1dgica desde ¢l punto de vista borreso. para
ello basindonos en parte de la 16gica boolecana.

En el capitulo seis se propone una extension de los subconjuntos borrosos

hacia una estrucmx_':i muy general como lo son los reticulados.



. : INTRODUCCION
De este modo nos introducimos poco a poco cn la tcoria borrosa, de.rvnancra
que sc¢ comprendan los conceptos dados en cadn capitulo’ y:asi '\;gl“, algunas
aplicaciones en las que cs posible aplicarlos.
Debido a que este trabajo cs sdlo introductorio. :las 5plicaciorics que
presentamos no cstan complctamente desarrolladas. s6lo sc upiicn 1a Vlédlria borfpsa
en la parte que lo amecerita, dando asi una idea genceral de mnnefa é]uc. en trabajos

futuros. se pueda indagar mads a fondo sobre cada aplicacion.




ANTECEDEMTES

CAPITULO 1

AANIECEDENTES

1.1 LA MATEMATICA Y LA MODELIZACION MATEMATICA

El desconocimicnto de los fendmenos naturales. entre los que hay que
incluir a la naturaleza humana. las relaciones centre los hombres y» sus
organizaciones. han producido las interrogaciones a las que la ciencia trata de
responder con los métodos mas scguros. con los que ofrezca una mayor garantia de

que las respuestas s¢ ajustaran a los hechos obscrvados previamente.

Todo ello es posible debido. en principio. a la especial condicion del
cerebro humano 3 a la posesion del instrumento del lenguaje. Hay que aclarar no
obstante. que los fendmenos gue se dan en nucsira propia nawuraleza y en el mundo
exterior deben ser tal como sean. ¥ ne exactamente como se expresan. se traducen.
se representan. por medio del lenguaje. En este sentido. el lenguaje natural con el
que nos expresamos presenta vacios de precision. por una parte. ¥ exceso de
sobreentendidos. por otra: al margen en que los sentidos ¥ el cerebro no, pueden. por
si solos ¥ sin la ayuda de la experimentacion. traducir la realidad de la mayor parte

de los fenamenos.

A través de los afios el ser humano ha comprendido todo esto. ¥y para
satisfacer su ineludible necesidad de conocer .y comprendcer. ha debido avudarse de
“técnicas™ que precisen y depurcen los procesos para llegar al conocimiento. De ahi
que ¢l estudio de la Logica. como ciencia que intenta comprender como se, produce
el razonamiento. ¥ regular sus leyes para controlar su correccidn e incorreccion. sea

tan antigua como nuestra propia civilizacion.



CAPITULO 1

Tenemos el lenguaje que es una supercstructura cn la que debemos
representar el conocimiento. pero en el cual no podemos confiar totalmente. Una dc
las éenicas de control empleada por el ser humano desde hace mucho tiempo es la
Matematica. sca en la forma de calculos que ayuden al razonamiento, sea con el
establecimicnto  de Afedelos Matemdticos que permitan una explicacion

satisfactoria. hasta un cierto grado, de los fendmenos que.sc estudian.

Para “matematizar™ un problema se precisa de una fase previa de
conocumenlo, de clasificacion de sus componcntes. de la ordcnncxon dc las mismas
v esencmlmeme del establecimiento de variables cuantificables numéricamente.
evaluables o medibles, que permitan volcar sobre el problema los conocimientos. los
resultados. de que la matematica dispone. Esencialmente, un modelo matemuiitico
debe traducirse hoy por hov en ecuaciones, que permiian seguir efectnando medidas.

Para lograrto hay que situarse en una posicion desde la cual se tenga una
visién de los problemas del conocimiento de naturaleza FUNCIONAL. esto cs. la
busqueda de modelos mediante el uso sistematico de los recursos del anilisis

matemadtico.

De esta manera y a partir de una clasificacién mas o menos buena del
conjunto de variables bdsicas dadas por las primeras evaluaciones que parczcan
tener éxito. se llega a un modelo inicial que. de una parte. da las primeras relaciones
entre aquellas clases de variables. generalmente traducidas por ecuaciones, ¥ de otra
parte lleva a la realizaciébn de nuevas mediciones o evaluaciones que. entre otros
puntos. obliguen a rechazar otras que no se correspondan con la experimentacion
verificada. La realizacion de experimentos es esencial. debido a que comporta una

simulacion de los fenémenos a estudiar.

) Tal experimentacion  produce un conocimiento empirico del
comportamiento del fendmeno en condiciones bien conocidas, lo .que conileva a la
perfeccion del modelo. el cual tarde o temprano se volveri obsoleto y, deberd

sustituirse por otro que explique mas o mejor las cosas. Parcce claro que cuantas

6



ANTECEDENTES
mas _cosas .explique el .modelo tanto mejor serd. la. “reslidad™ que con &l nos

representemos, aunque muchas veces un modelo mis simple pucde ser muy

satisfactorio para iniciar el trabajo de investigacion en un area dada.

En conciusidén. sucede que en la “realidad™ sec nos escapa v que sélo tiene
sentido el representaria  .mediante modelos en evolucion y permanentemente
contratados por una cierta via experimental que comporta la *fabricacion de
artefactos de control™_ _sea ésta materinl 0 puramente conceptual.

Pero ademais dec los modelos es necesario ¢l establecimiento. es decir. la
construccion de “ariefactos .de evaluacion™. de comparacién. de medida, etc. Sin
tales artefactos. aparatos. escalas. etc.. generalmente traducidos en numeros (es
decir, que traducen las variables basicas on ciertos niimeros rclativos a cierntos de sus
estados) por comparacién con situaciones iniciales o ideales. es dificilmente
controlable 1a confianza que puede tenerse en .el .modelo y. historicamente. . el

proceso de avance en ¢l dominio del fendmeno se estanca.

Desde el punta de vista filosofica. .el mayor €xito alcanzado hasta.ahora
estd en la modclizacion matematica de los juegos de azar ¥ de todos tos fenémenos
que se producen andlogamente. Su formalizacién. se ha. realizado en el.marco.de.la
tcoria de conjuntos asociada a la logica “clisica™. v el artefacto de evaluacién, es
decir la_prohabilidad

George Boole aplicé el modelo que construye la 16gica aristotélica a la
fundamentacion del. cilculo de 1a probabilidades. de las medidas del azar. Habia
empezado. aunque los artefactos fuesen primitivos. el anilisis matemidtico de los
fenamenos-involucrando. IMPRECISION.

Quedaban por estudiar otros tipos de fendmenos comportando imprecision.
Todo ellp parece romper con el esquema de la 1égica cldsica pero para su andlisis es
preciso utilizar la matematica. que estd fundada en ella.



CAPITULO 1
1.2 COMENTARIOS DE LA LOGICA BOOLEANA Y LA TEORIA

DE CONJUNTOS

Desde Aristoteles a Boole los logicos sc han preocupado del estudio de la
leyes que rigen el pensamiento. tal es la creencia de que todo esta reglamentado. que
se ha dado por descontado que el propio razonamicnto humano sigue unas lcyes
descritas. por los. propios hombres. El estudio de dichas leves esti siguiendo una
evolucién paralela a la del conocimiento. siendo en el siglo pasado cuando las
matemaditicas empezaron a hacer acto de presencin en €.

Posiblemente es uno de los mis prometedores campos de investigacion de
los proximos .ados. . Ademus de la .creencia en la posibilidad de establecer leyes
logicas ¥ de poder efectuar su andlisis matemadtico en base al desarroilo légico de los
ultimos afios.

En ciertos moinentos. puede sefialarse mas o menos cuando en el campo de
las matemiticas. se tropieza. con las. llamadas. paradojas. aparece. propiamente . la
logica matemctica. el estudio de las propicdades v las leyves de los sistemas formales
a que dan origen proposiciones matemdticas.como “"ningtin mimero. racional tiene
cuadrado igual a 2™. asi como el analisis de las deducciones precisas para establecer

su cardcter de verdad: y todo ello con los mismos métodos de las matemiiticas.

1.3 VARIABLE ALEATORIA Y EXPERIMENTOS BOOLEANOS

El cidlculo. de. probabilidades. facilita. al investigador o al ingeniero los
modelos matemaiticos que le permiten solucionar numerosos problemas. En general
cualquier estudio sobre la evolucidon.de caricter aleatorio de un fendmeno. «wos
descubre procesos aleatorios; este fenomeno puecde ser de orden fisico (pluviometria
de una regién. por. ejempla). social. econémico. (cosumo de un producto. por .una
poblacian). cte.

Se cntiende por proceso la evolucion cn el tiempo de un sistema en ¢l que

el azar intervicne continuamente (o al menos. en una serie indefinida de instantes).
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ANTECEDENTES
Un proceso que genera un conjunto de datos ¢s conocido por los estadisticos como

experimento.

En un experimento se genera un conjunto de posibles resultados. a este
conjunto se lc denomina espacio muestral. Un experimento pucde ser el numero de
reservaciones no canceladas para un vuelo. el numero de llegadas a un servicio o la
duracién de un determinado componente. Todos estos son ejemplos de fenémenos
impredeciblecs con un determinado numero de posibles resultados. pero estos

resultados pueden ser finitos o infinitos.

Los experimentos se¢ conciben de mancra que los resultados en un espacio
muestral scan cualitativos o cuantitativos. Algunos gjemplos de resultados
;:ualimlivos son: el lanzamiento de una moneda es “cara” o “cruz™: un producto
manufacturado ¢n una fabrica que pucde cstar “defectuoso™ o no defectuoso™.
Mediante la cuantificacion de los resultados cualitativeos' de un espacio muestral se
puedc estudiar su comportamicnto alcatorio. es dccir. proporcionar una variable

alearoria para relacionar cualquicr resultado de una medida cuantitativa.

La variable aleatoria® es una funcién de probabilidad que se encuentra
definida en un espacio muestral. Esta funcién transforma los resultados del espacio
muesiral en puntos sobre la recta de los reales. es decir. cantidades numéricas. Por

ejemplo: un espacio muestral esti constituido por dos posibles resultados. “cara™ ¥

! Por ejernplo, & espacio muestral que'da una descripcion detaTlada de coda uno de los resultados posibles del
i de una da en 3 i puede escribirse:

S = { HHH, HHT. HTH. THH. HTT. THT. TTH. TTT }

Si lo que interesa es solo ¢l numero de caras que se obtienen. entoncwes se podria asignar un valor numerico
de 0. 1, 2 6 3 a cada uno de los puntos muestrales.

* El término de variable aleatorin es un poco coafuso; la funcién aleatoria seria mis apropiado pues la
variable independiente ¢ un punto ¢n un espacio muestral. es devir, constituye el resultado de un
experimento, .




CAPITULO 1 : .
“eruz”.Sea X(eruz=0) y X(cara=1); -de csta manera se han. transformado los. dos
posxbles resultados det espacio muestral en puntos sobrc la rect:.\.

- El gmn auge que han tenido los estudxos sobre algebras de Boole se ha

'debldo en bucna parte a dos derivaciones: las nphcncxones a'la teoria de circuitos, de

importancia vnnl para el diseiio de’ ordenadores y: las- apllcacxones a la descripcion
de los llamados “sucesos aleatorios™ sobrc lcs cunles se deﬁne la probabilidad.

7 A pan.ii de la observacion de los juegadores dc az::u'. de sus propios jucgos,
a causa de la necesidad de proveer de alguna forma las posibilidades de ganar. de
obtener dn ‘as. etc., se inicié el estudio matematico de las llamadas .leycs del azar.,
que ‘intentaron describirse mediante- leyes estadisticas a partir del concepto de

‘ frecuencia. que lleva directamente a la nocién de probabilidad.

) El razonamiento sobre juegos como el de lanzar un dado ¥ preguntarse
acerca’ de qué numero de puntos se obtendri, lleva a la idea de establecer una
definicién de experiencia al azar. Para realizar una experiencia al azar es algo gue
se efectia en las siguientes condiciones:

~ Existe una descripcién de la experiencia que puede ser de tipo fisico o
conceptual.

Tal descripcion ha de ser reducible a la cleccidén de un subconjunto v uno
sélo, de cierto.conjunto X sobre cuyos elementos. se actia.

Né’ébstame hay que notar que la experiencia en si no interesa sino la
prediccién..acerca de pregunias sobre los resultados de la misma: por ejemplo. en el
caso 1de} dado.  interesan preguntas del tipo (saldrid un numero impar como
resultado?.o. sexiste algnn niimero.que mida la salida de nameros. impares?. .Con
estose- ha llegado al punto crucial. el de la “medida™ en el sentido de
interrogaciones.acerca de los posibles resultados de las experiencias al azar:_para
“ello es preciso conocer la estructura de las variables o magnitudes a medir. que aqui
son nada.menos que preguntas.

10



: . ANTECEDENTES

Pero tengamos en cuenta que rio basta con efectuar una pregunta acerca de
los posibles resultados. sino que se querrd hacer mas de una.

An:'xiogameme. ha dcr‘i.nleresar el no-algo: ¢saldri un namero que no sea
maltiplo de 32, Por consiguiente, hay que aceptar que sobre una experiencia al azar
interesa no solo preguntas, sino mads bien familias razonables de ellas. Por tanto.
cada pregunta ha de traducirse en un subconjunto de un cierto conjunto X. al aplicar
aqui el mismo tipo de razonamiento que ha servido para representar proposiciones o
enunciados afirmativos, resulta que la familia de pregunias se traduce. por su
razonabilidad., en una clase de subconjuntos de X que serd cerrada para uniones.
intersecciones y paso al complementario, por lo que scrd un dlgebra de Boole de
partes. dc X. ¥a que si A-es cualquicra de sus clemcntos al hacerlo también A . {o
son D=Adrndy X=Aud.

De esta manera los resultados de una experiencia al azar sobre los
elementos de un conjunto X se traducen por medio de un idlgebra de Boole de
subconjuntos o de “sucesos” de X. que puede ser como minimo la {O.X] (la menor
dlgebra de Boole de partes de X) o como miaximo P(X) (la mayor dlgebra de Boole
de partes de X). Designaremos dicha algebra por J3. Al par (X.73) se conoce como
“expansion.medible™ o ~experimental boolecano™ v ha sido deducido de acuerdo con
el cilculo proposicional clisico. legindose a una estructura “conjunto-familia de
subconjuntos”.

Entonces reconsideremos el establecimiento de medidas de las preguntas v
pensemos ¢n mecdidas de los subconjuntos que las traducen. Tales medidas seran
aplicaciones .73 — R~ . ¥y nada aparece en contra de quec (@) = O, pero es preciso
que tengan mas propicdades: una de ellas. que aparece de inmediato, es que si
A = B (ambos de 73) entonces es u(d) £ u(B). que traduce el hecho ~“a mas

resultados posibles. mas medida™. Ademads, como V.d € 75 es .4 < .Y resulta que
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#(Y) es’el valor mayor de w. No se aceptan medidas que no sean de R™ v que
#(XD=1.con lo que serd: . . : ol

:73 — [0.1]

‘ Anahcemos el crecimiento de u: para cllo se consn:lemn dos sucesos AyB

de{.ia' wles que. =) B Como A - B B r\A es. -l —_ B e B\ y-comor
(BEd)y~d= (_B A)~d=8nB=0, resulta que B = U (B— ) es la reunion

disjunta de elementos de 73. a causa de la variable del principio de no-contradiccion
entre las preguntas. Visto esto. s¢ requiere una eleccion acerca de si se pretende o no
que la medida 4 sea una valoracién o por lo menos si se pretende que la ‘media de
una reunién disjunta sea la suma de las medidas de. sus componentes. :

Es decir, que se ha visto que los sucesos crecen por yuxtaposicién disjunta.

Esta claro.que. en principio. cabe pensar que el crecimienm de 1a ‘medida sea segun
el maximo. es decir. de la forma ,u(.—l o B) = mnx{p(.—l).,u(B)}. A~B =3, Por

ejemplo. Una urna que contiene 20 bolas numeradas e indistinguibles al tacto. las

" cuales se extraen al azar v sobre los que consideramos sucesos como A= “bolas que
Illevan un nitmero multiplo de 3" = {3. 6. 9. 12, 15. 18}. Tal suceso es reunién dec
los Ay4={6.12_18} vy Ax={3..9..15}.

Parece claro. por la forma de sacar las belas v por su naturaleza. que cada
una tiene la misma probabilidad de salir que las otras y como todas estin juntas en
la urna y las sacamos de una en una. entonces se admite que '/, es la medida de
cada suceso.{ 1.}.. {2}. ... lo que se amplia a que por ejemplo. u(A;) = 3 + '/=0. que.es
la hipétesis de aditividad implicitamente. Con ella

_#(.-Q——:/t(d: [ Az) = ,u(-.-lx) + ,u(A 2) . Notese que no se_nas ocurre
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porque-cllo significaria que la -agreg: ion de el itos de medida no-nula no

aumentaria la medida.
Tales medidas han sido llamadas PROBABILIDADES y se definen. por

tanto, sobre un experimental booleano (X.7) como funciones P:.7 — [0.1] tates que:
2) SiAd B = O,esP(auB) = P(a) +B(B).
b) P(X) = 1. con lo cual sc garantiza que. )
c)P(K)=1—P(A): ya que S ,  -
1=pP(X) = P(Au.:) = P(A)-t-P(K)
& H(@) = 0,ya que K@) =PF(X)

e Si A = B. P(A) < P(B):v:
P(B) = P(A) + P(B - A)= P(A

B (B - A) v de ahi que

Ademas. se trata de valoméiohes reuculado Z3. ya que para A. B de 73

cualquiern. .es .P{AUB) = P(Au(B A)) P(.A) P(_B - .A)de .una -parie. ¥
P(B) = {{B-.A) w(An.B)) = P(B- A) +E(An B).de .otra. .de _donde .resulin
P(AU B) + (A~ B) = P(A) + P(B). cualquiera que sca la. probabilidad P. Por
consiguiente. la modelizacion matematica de las expericncias al azar del tipo lanzar
un dado. lanzar una moneda. extraer bolas de una urna. etc.. nos ha llevado a la
terna (X. 7B. P) o “espacio dc propabilidad”. donde 73 tienc una estructura de
dlgebra de Boole debido al supuesto conocimiento total de los resultados de la
expericncia al azar y donde P es una valoracion ADITIVA del rcticulo 25, debido

precisamente a las caracteristicas de los tipos de problemas que requieren
modclizarse matematicamente con P.
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Ahora consideremos un tipo particular dc algt.bra de, Boole de partes de X,

que se presenta en muchos casos en que 1a observacion lleva a una clasificaciéon de
X en un numcro Fnuo dc panes dstum.as' sean Aj.... A, tales partes. Es
. tamo que flimA,—z sii= j. Si estos A, son los sucesos

Al ) Aizu n=2
mlcmlcs a cons'dcmr‘los det’ txpo A Ao, aodi . donde (iy, ia....i) €s una

n d »,(1. 2, ..., n), se tienc que todos los posibles dan un

vanncmn sin cpeti
algebm de Bool al gébi-:i de Boole es la mis pequefia que contiene a las clases

las probabilidades

o booleano: (X, <7) es posible determinar todas
elemento ._4 ez arbitrario .se  verificara

‘Ax.):.P(Au)+.P(Au)+...+J2(Au)_ .con .lo .que .basta el

=P(Aj<[0l]. 1sisrn. que . verifiquen

l—Pj‘() P_(A:u...uAn) = pi+ p2+...+pn, para conocer la _probabilidad de

cﬁalquxer desT.
Con ello. hay tantas probabilidades sobre (X.2?) como selecciones de »2

nameros 0<.pi<1, de suma uno. p,+p;+... =p,=1. se puede hacer, can.asignaciones

P = P(A) convenientes. Queda de manifiesto como en este sencillo caso de
experimental booleano hay.una gran familia de probabilidades: su eleccidan.en._cada

caso dependeri de las condiciones del probiema.

14
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CAPITULO 2

NOCIONES BASICAS

2.1 TEORIA DE CONJUNTOS
2.1.1 DEFINICION DE CONJUNTO

Un conjunto es una lista. coleccidn. o clase de objctos bien definidos.
objetos que pucden scr cualquicra: nimeros. personas. letras. cic. Estos elementos se
llaman clementos © miembros det conjunto. Los conjuntos se denotan por leiras

mayusculas y los elementos se representan por letras minuasculas. Ejemplos:

A ={1.3.7. 10} Jorma tabular

B = {x|xes par} Sorma de defi.

por comprension
Si un objeto x es elemento de un conjunto 4. es decir. si .4 contiene a x
como uno de sus elementos. se escribe

xed
que puede leerse también “x pertenece a .47 o “x estd en A", Si por el contrario. un
objeto x no es elemento de un conjunto .4. es decir. si .4 no contiene a x entre sus
elementos. se escribe

xed
2.1.2 DEFINICION DE SUBCONJUNTO

Si todo elemento de un conjunto .1 ¢s también elemento de un conjunto B.
entonces sc dice que 1 es un subconjunto de B. En otras palabras. 4 es un

subconjunto de 8 si x e .4 implica x € B. y sec denota esta relacidén como

AdcB 6 B4
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2.1.3 DIAGRAMAS DE VENN-EULER

Los diagramas de Venn-Euler son utilizados para representar griaficamente
de manera sencilla e instructiva las relaciones entre conjuntos.

Ejemplo 2-1. Supéngase A =8 y .4 = 8. Entonces 4 y B se describen con
uno de los diagramas:

(@ ()

Ejemplo 2-2. Sid v B no son comparables se les puede representar por el

diagrama de 1a derecha si son disjuntos o por el de la izquierda
/sinoloson. . S e

16




NOCIONES BASICAS
2.1.4 DIAGRAMAS LINEALES

Otra mancra atil e instructiva para ilustrar las relaciones entre conjuntos es
el empleo de los. Uamados diagramas lincales. Si .4 < B. sc escribe entonces B mas

arriba que .4 ¥ sc les conecta por un scgmento

8

SiAdAcByBcC. se pone -
C
B
R
2.1.5OPERACIONES CONCONJUNTOS

En aritmética se suma. resta y multiplica. es decir. a cada par de nameros
X. ¥ sc le asigna un numcro x+v Hamados suma de N ¢ y. Esias asignaciones se
llaman operaciones de adicién. sustraccion y multipticacion de numeros. En el caso
de conjuntos se definen las operaciones de wnion. interseccion. y diferencia.. es

decir. se van a asignar o a hacer corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos
Av8B.

UNION

La unisén de los conjuntos .4 ¥ B cs el conjunto de todos los elementos que
perienecen a < 028 o a.ambos. Sc denota launion de A vy B pordw B.

17
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Ejemplo 2-4: SeanS={a. b.c, d} yT={f b, d. g }. Entonces -
' SuTr ={abcdfg}
En algunos casos la unién deA yv:B: se denota por . + B y sc llama suma

conjuntista de.d v B .
INTERSECCION

La interseccion de los Con_]un os.d vBesel conJunto de los elementos que
condeA yB por—lﬁB

son comunes a .l v B. Se denota la mters

Ejemplo 2-5: Sean §={ VA bodg 3 Entpncgs

En algunos casos. sobre o eccion de 1 v B se

denota por .18 v se llama producto c

DIFERENCIA
] de 1 1tos que

La diferencia de los con_yuntos 1
pertenecen a1, pero no a 8. Se dénota la dxfercncm deA B porA - 8.

Ejemplo 2-6: Sean S={ a, b, c.d}yT £4 6, dg} Se tiene
. S-T= {a c}

La diferencia de .4 v 8 se denota a veces por /B o bien por .4 ~ 8.

2.1,8-DEFINICION DE FUNCION

Si a cada elemento de un conjunto .1 se le hace corresponder de algun
modo un elemento lnico-de un conjunto 3. se dice que £sa correspoadencia cs.una
Jincion. Denotando esta correspondencia por f; ¥ se escribe

S —>B
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El conjunto A ée llama dominio de 1a l‘unciénjl v B s& Allamn' codominio de

J: Por otra parte. si u ¢ A, el elemento de B que le corresponde a a se llama imagen
de'a vy se denota porf(«a).

Ejemplo 2-7: Sean4d = {a, b, ¢, d } y B = { a, b, ¢ }. Definase una funcién

JSde .4 en B por la correspondencia ffa) = b, f{b) = c. f(c) = ¢, ¥ ftd) = b. Segian esta

definicion. la imagen por ejemplo de # es c.

APLICACIONES, OPERADORES, TRANSFORMACIONES

Sid ¥ B son conjuntos en general. no necesariamente conjunto de nimeros.

se dice por lo comun quc una funcién f'de .4 en B c¢s una aplicacién de 4 en B v la
nowacion

fid—B

se lee entonces /" aplica A -en B". También se puede simbolizar como A —4 %Bo

por el diagrama
s
o o>——E

FUNCIONES INYECTIVAS

Sea f una aplicaciéon de - en 8. Entonces f se dice inyvectiva si elementos
distintos de B corresponden a et 1tos di

de 4. es.decir. si dos elementos de
A tienen imdgenes distintas. /: 4 — B ¢s inycctiva si f(a) =f{a") implica a=a".
Ejemplo 2-8: Sea la funcion f: R-—» R definida por la formula fix) = x? _ fles

una aplicacion inyectiva puesto que los cubos de dos numeros reales distintos son
distintos ellos mismos.

19
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FUNCIONES SOBREYECTIVAS

Sea / una funcién de d en B. El dominio de imdgenes de s£-1) de la funcién
J'es un subconjunto de B, esto es. /{4) = B. Si ) = fB). es decir. si todo elemento
de B es imagen de al menos un elemento de ., se dice emonccs.qué “/ es una

funcidn sobrevecriva de - en B” o /' aplica a 4 sobre 8%,

Ejemplo 2-9: Sead = fa. b.c.d e. SIyB=fA B.CD}

Es una funcidn sobreyectiva ya gue a todo elemento de B recibe al menos

un elemento de 4.

FUNCION-RECIPROCA

Sea f una funcién de 4 en B. En general. /7 * (b puede tener mis de un
elemento o aun ser el conjunto vacio. Ahora bien. si . f: 4 — B  es una funcion
invectiva y sobreyectiva, entonces para cad:.l b‘e B. la reciproca s (b) consta de un’
solo elemento de 4. Se tiene entonces una correspondencm que asigna a cada beB
un elemento tinico de st (b) de .—1 Asx que. j"' es una ﬁ.uu:lon de 8 en Ay se, puede
escribir: i iR

/“ B—»A :

En _este _caso. .cun.udo S .;l — B.es. J.nv:::u\n v_soh:evecuva f ..se l.l:xmn

funcxon recxproca dc f

! La funciény se @ice que a3 biyectivi

20




NOCIONES BASICAS
Ejemplo 2-10: Sea la funcion S 4 = 5 definida por el dingrama

Nétese que [ es inyectiva y’ sobreyectiva.  Por tanto. existe ‘una £ la
funcioén reciproca. | )

B e ) A

2.1.7 RELACIONES

Una relacién 72 consi en lo

1) Un conjunto.{
) Un conjunto 8

3) Un enunciado formal P(x. v) tal que P(a. b) es verdndero o falso
para todo par ordenado (a. b)) de 4 x 8.

Se dice entonces que 5¢ es una relacion entre -l v B vsele denota por
F=(4, BLP(x v .
Ademds. si P(a. b)" es verdadero se escribe - a 7@ bl

2En algunos casos sc liama relacion a la expresion l'(x. ». d.:xndo por sc:“.ado mvpl:e:ulmmlc quc 1as variablcs
X ¢y ticnen por dominios respectivos Ciartos conjimtos A y l! s demr. que F(x',y) es una tuncmn 16gica
dafinida sobre cierto conjunto producto 2 x B.

21
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GRAFOS DE RELA CIONES

Sca.W = (.4 B P(\-.<<)) una rclac:on El conJunto de- los elememos (a, b)

ded x B pa.ra Jos cu.'.\l Pe b)Y es verdad 'ro se lama conjunte .wluaan&? de Ia

: rclacmn 3? E:

d.lVldEJ.\ V. Entonces el con_;unlo solucién es

6.} v P(x. 1) significs

={ .4). 2.6). (3.3, (3.6). (4. }

El diagrama de coordenadas .4 x 8 se muestra el conjunto solucion de Z°.

6 )——

U
i

w

RELACIONES-REFLEXIVAS . e
Sea Z¥ = (1. .4, P(x, ) una relaciéon en un conjunto 4, es decir. sea 7¢ un
subconjunto-de o x 4. Se dice que @-es una-relacion reflexiva, si..ph_m.todo.a =

(a,a)e R

22
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o lo quec s lo mismo. 7€ ¢s reflexiva si todo clemento de 4 esti relacionado consigo

misimo.

Ejemiplo 2-12:Sca l "= { 1, 2, 5,4 } y e = {(/. 1). (-'-"-l). 3, 3)- 7(4 DNy

Esta 72 no cs una relacion reflexiva. va qué ( 2) no pcrlcnccc a 7. Téngase
cn cucnln que todos los pares ordenados («, a) dcbcn pctencccr a7 pnra que K sca

reflexiva.

Ejemplo 2-13: Sca 27 una familia de conjuntos ¥ sea Z% la relaciéon definida
cn 27 por “x ¢s un subconjunto de 3. Esta rclacion-7¢. cs. reflexiva porque todo -
conjunto cs subconjunto de si mismo.

RELACIONES SIMETRICAS

Sea 7% un subconjunto de .4 x .1, ¢s decir. sea 7 una relacion en =1. Se dice

que Z¢ cs una relacion simétrica si
(a. b) e mimplica(h.a) e #
csto c¢s, que si g csti relacionado con b. entonces b csia relacionado con a.

Ejemplo 2-14: Sca 7% la relacién cn los nameros naturales \' que viene
definida por “x divide a . Esta ¢ no ¢s simétrica. pucs si 2 dividea 4. 4 no dlvxdc

a 2. Es decir. (2. 4) e KXpero(4.2) ¢ R,

Ejemplo 2-153:Sea V= { 1, 2, 3y yF®={ (1. I). (l 2). (4.3). (2. 1), (2,2).
(2.3). (3D, (32. (3.3}

Esta 7 s una relacion simétrica. puesto que (2.3)eA y también (3,2)eR.
RELACIONES ANTISIMETRICAS

Una rclacién # cn un conjunto 1. 0 sca un subconjunto de .-l x .1, sc dice

relacion antisimérica si

[
]
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(a.b) & (h ay e lmphcan a = b

o. cn otras palabras. si a= b, cnlonccs pucdc a csv.ar rehcxon.\do con b o

bicn I: rgl.lcu)nndo con a. pero no las dos cosas'

Una relaciéon Fen u ansitiva si

(a. b) e

O sea que si a estd relacionado con’ b _esia relacionado con c. cntonces

a csta relacionado con c.
Ejemplo 2-18: Sca I (a.b) (c,b) (b . (a.c)
Esta rclacion & no cs transitiva. porque (c b) e R: ) (b a) e R lmphca;
(c.a) € F¢

Ejemplo 2-19: Dada.Z7. una famitia de conjuntos. sea la r’elagi n’déﬁn‘i'da

en  por “x cs un subconjunto dc v, Aqui 7 ¢s una relacién transitiva pdi'qué B

Yy B Cimplica A<,

RELACIONES DE EQUIVALENCIA
Una relaciéon % cn un conjunto - es una relacién de uql;ivaléhci'a si

1) 7¢ cs reflexiva. esto ¢s, para toda a € 1. a esti i'claciénzidq

consigo mismo.
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2) R cs simétrica, csto ¢s. si a estd relacionado con b. entonces b

estd relacionado con a. -

3) R cs transitliva, ésto cs s a_cstd
relacionado con c. cntonecs
Ejcmplo 2-20: Sca A :

2.3 3D GG}

R s una relacién de cquivalencia ya que se cumple por ciempio
(1.1). (2.2), (3,3) pertenecen a % . reflexividad
(12). (2.1). (1,3). (3.1) pertenceecn a &Z simetria

(1.2). (2.3), (1,3) perienceen a 77, transitividad

CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

Un orden parcial cn un conjunto -1 es.una relacion ¢ en A

1 reflexiva, es decir. (a. a) € X paratodoa e »,
2) antisimétrica, esto ¢s, (@, b) € R v (b.a) £ J¢ implican a = b.
3) transitiva. ¢s decir (a,b) e =z Vv (b, ©) € Fimplican (a, ¢) € R.

Si una rclamén.?c' n

cfine un orden parcial cn A, entonces (a, b)) e &
sc denota por g :

asbhb

quc se lee “a  antériora®h™

'Ejemiplo 2-21: Sea IV = { @ b, ¢, . ¢ }. El diagrama
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b € -
d : c
define un orden parcial en " de la siguiente manera: x < v si x = V0 si sc pucde ir

de x ay cn cl diagrama yendo en la direccién ascendente indicada,- Noétese que b <
a.d<Sa. ¥y e<se. .

CONJUNTOS TOTALMENTE ORDENADOS

Si cada par de clementos de un conjunto parcialmente. ordenado 4 son
comparables cntonces el orden parcial en ! se llama arden total en':

Entonces un
orden total en un conjunto .1 es un orden parcial en .l mas la'pro'bi"edad -

dado en A constituyen un conjunto totalinente ordenade

Ejemplo 2-22:. Scan'el con_n,ujud P
siguiente diagrama » :

El conjunto cs totalmente ofdénado porquec2 <4 <8 <32,
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2.1.8 ALGEBRA DE CONJUNTOS

Las operaciones de unidén. interscecion y de complemento entre conjuntos
cumplen varia leyes.

LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS

Leyes de idempotencia
Awd=a Adnd=4
Leyes Asociativas
AuvuB)yulC=duwuBwC) ANBYAC=2ANBANC)
Leyes Conmutativas

AwuB=Bud ANB=Bmrnd

Leyes Distributivas R
AUVBACY=H A B)N{AUC) AN{BUCY=(ANBY(LANC)
Leyes de Identidad :

AuS =.;( g
A U=U
. - - Leyves de Complemcate
AU =U" A And =0
Yy =4 Ur=o.,e =U
. Leyes de De Morgan
uBY-=A'~B" (A By =" B
Ejemplo 2-23: Demostrar (A wB8) (1 wB)Y=4d
(HuBHuBY=A (BB Ley distributiva
BB = Ley del complemento
A UB A UBYTA VD Sustitucion
A= 1 Ley de identidad
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Sl B (HOUBY)Y=A

2.2 ALGERRA BOOLEANA

2.2.1._DEFINICION

Sustitucién

Las leyves que sc emplean para definir una estructura matemdtica absiracta
llamada algebra booleana, por_el nombre del George Boole.

Un alpebra booleana es un conjunto B de elementos a, b, ... dotado de dos

operadores binarias llamas swna y. producto, que se d

¥ * tal que:

3]

2)

3)

+

3

Ley Conmutativi:
A.a+b=b+a

Ley Asociativie:

A. (a+bhb)y~c = a~(b+c)
Ley Distributivas

A. a ~ (b*c) = (a-b) *(a~c)
Elemenios Neugros:

A a+~0=a

Complemento:

A a-a =U

2.2.2 TEOREMAS FUNDAMENTALES

Teorema 2.1. Ley de Idempotencias

Teorema 2.2,

DD a+a=a

D a+U=U

an respeciivamente _por -+

B.a*b=b*a
B. (a*b) *c =a *(b*c)

B. a *(b—-c) = (a*b) +~ (a*c)

B.a*lU=a

B.a*a'=U

) a*a=a

) a*0=0
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Teorema 2.3. Ley de involucion:
@ad' ' =a .
Teorema 2.4. H U =0 i) oo=U
Teorema 2.5. Ley de De Morgan:

D (a-b)y =a' *b’ ) (@a*b)y'=a’ ' -b’

2.2.3 DISENOS DE CIRCUITOS

Sean 4. B sendos interruptores eléctricos v sean .4 ¥ A ' interruptores tales
que cuando el uno esta abierto el otro estid cerrado. ¥ viceversa. Dos interruptores. .

¥ B. por cjemplo. sc pueden conectar por un alambre en serie o en paralelo:

- (2 (B)>— -
—2 N

Conexidn ot serie . AAB

=
(B

Conexién en paratelo. Av B

Sean.d A B y .4 v B.la indicacidn de que 4 ¥ B estin en seriec y de que .4 v
B estin en paralelo. respectivamente.

Un circuito conmutador booleano es un dispositivo de alambres e
interruptores que se puede construir mediante combinaciones en serie ¥ en paralelo;

por tanto. se le puede describir con las conectivas A ¥ v.
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Ejcmplo 2-24. ;

El cil;cuilo se puede describir por (4 AB) v (A v OYAB].

..~. ... Se indica ahora por 1 y O respectivamente, que un interruptor esta cerrado

o abi_gno._ Las_ dos tablas siguientes describen ¢l funcionamiento de un circuito en
paralelo .4 v B.

La tabla siguiente muestra la relacion entre un interruptor A v un
interruptor A",

A A
0 1
1 o

El dlgebra de un circuito booleano es un dlgebra booleana. Para averiguar

el funcionamiento de un circuito booleano se construye una tabla de verdad.

30
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El funcionamicnto del circuito anterior se indica en la

siguientc wblade verdad para (1 A B v [ (I v O A B]:
- Bl Cy} a ~ BY) v AT v o) ~ B/
=0 0 4} 0 1 [} 1 . 1 0 0
-0 O 1 0 [¢] 1 (¢} 1 1 1 [¢]
o 1 [¢] [¢] [¢] o] 1 1 1 o 1 1
0 1 1 (Y [¥] (&) 1 1 1 1 1 1
tjoflo]tt [rp v 11} ool otojo
tloj1d1 |1 1 | o liiiarfof e
tj1jo}1 jo ol o:z|lololo]| 1
IS BTN AT U A Coslator [
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CAPITULO 3

SUBCONJUNTOS BORROSOS

3.1 INTRODUCCION

La —borrosidad™ no ¢s un concepto que sc entienda en primera instancia v
por lo tanto exige alguna explicacion. La teoria de los subconjuntos borrosos es un
paso hacia un acercamiento entre la precision de las matemadticas cldsicas y la
imprecision existente en ol mundo real. nacido de la interminabie basqueda del
hombre por lograr una mejor comprension de los procesos mentales v del
conocinvento.

El concepto fundamental. en matematicas. s ¢l del conjunto (una coleccién
de ahjetns). Pero en el .mundo .real sucho. o casi 1a iotalidad. del saber v de la
interrclaciéon de los humanos con el mundo implica construccionces abstractas que no
son “conjunios” estrictamente hablando. sino mas bien “conjuntos borrosas” (o

“subconjuntos borrosos™). es decir clases con limites indeterminados. ¢n las que la

transicion .de k ia a no k 25 muis bica .gradual que brusca.. Qué
significa para un matematico ia palabra borroso (0 sus sinénimos)? Significa que un
1 > es mi > de un subcoaj o sdlo de

inciesta: aueniras que. por
el contrario. 1a matematica nos ensefia que solo hay dos situaciones aceptabies para
un ¢lemenio: pertenecer 0 no pertenecer.a un subconjunto. Toda la légica.formal. la
16gica boolcana. reposa en csta base: pertenecer 0 no pertenecer a un subconjunto de
un conjunio referencia.

Es importantc recalcar que debe dccirse “subconjunto borroso” ¥ no

“conjunto borroso™ debido a que el conjunto de refercncia no £s borroso: 1a teoria de
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CARITULO 3

fos conjuntos ordmanos (hasados‘ en la logica formal) ¢s un caso particular de la
teoria de los subcon;umcs bOrrosos.

La teoria borrosa ¢s una teoria matemiitica. ¥ lo que es llamado borrosidad

| .se tomaerr unnspeclo de.incertidumbre..La borrosu:!ad. esla ambagucd:xd que puede .
encontrarse en’ la definicién de un concepto © el significado de una palabra. Por '_
cjempieo, la mg:enxdumbre en expresionss como “persana vieja”, “temperatura alta™.
o “numero pequeiio” puede ser llamada borrosidad. o :

‘Hasta ahora Ia probabilidad ha sido Ia finica incertidumbre con la’cual han
trabajado las matematicas. La incertidumbre de la probabilidad general'méme'sé
rélaciona -a la-ocurrencia de fendémenos. Vv estia sumbolizada. por el concéplo de
aleatoriedad. Por cjemplo. “lloverd mariana™. “tirar los dados y obtener un tres™
tienen la incertidumbre de ocurrencias fenomenologicas. '

La aleatoriedad y la borrosidad difieren en naturaleza: eso es. son aspectos
diferentes ~de .la_ incertidumbre. Por <jemplo. la. incertidumbre .de 1a -cxpresion
~loveri mafiana” es si sucederi debido a una prediccion hecha antes de que llegue
el “madiana’. pero ésta-se aclarari.por el paso del ticmpo ¥ la llegada del magana.
La incertidumbre en “tirar los dados y obtencr un tres” es también un producto de
adivinar- antes .de la. tirada. v si efectivamente. tiramwos el. dado v probamos. la
proposicion se vuelve cierta. Sin ecmbargo. la incertidumbre encontrada en ~persona
vigja”-0 Ftemperatura alta”. no se pierde con .el paso.del. tiempo o probando.-la
ambigitedad yace en el significado de las palabras, y puesto que ésta s una

caracteristica esencial de las-palabras. sicmpre las acompaiia en alguna manera.

Toda la genie picnsa y transmite sus pensamientos e informacién p;or
medio-de palabras. . Si la probabilidad no fuera conecida.por.la.genie a través de
reportes climadticos, por ejemplo. solo la’ gente que gusta dec los juegos de azar,
aquéllos -que se preparan para exiamenes de ingreso. etc.. tendrian algo que ver.con
ella. Sin embargo. todo ¢l mundo estd involucrado con la borrosidad, y éste s un
tipo de incertidumbre que cualquiera puede entender. Si este tipo de incertidumbre
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SUBCOMJUMTOS BORRCSOS
pudiera scr manegjada con matemiticas y la ingenieria pudicra hacer uso de clla. los
efectos serian inmensurables. Se dice que la diferencia entre las computadoras (las
cuales pueden procesar solamente informacion de dos valores) y la gente. es que esta
altima pucde tratar con la ambigiiedad. pero ahora esta sobresaliente habilidad
humana puede ser expresada por la tcoria borrosa. mancjada sobre computadoras v

aplicada a la ingenieria.

La teoria de los conjuntos borrosos se cxpandid a dreas tales como la
medicién ¥ la l6gica para la teoria de sistcinas. ¥ fuc-desarrollada aunplinmente para
incluir metodologias para aplicaciones tales como modelado. evaluacion.
optimizacion. toma de decisiones. control. diagnostico ¢ infarmacion. También se
han realizado pruebas en varios problemas reales tales como control. inteligencia
artificial. ¥ admiaistracion. vy la tcoria borrosa de hecho ostd sicndo utilizada en
algunas de estas dreas. Las aplicaciones de la teoria de los sistemas borrosos no
estin restringidas 2 su introduccidn directa. v hay plancs para un desarrollo
difundido de los conceptos bdsicos de la teoria borrosa. Ademads. los efectos de la
ambigiicdad cstin reconocidos desde el punto de visia de la dngenicria borresa. v

estc campo estd avanzando activamente €n la incorporacion de estos conceplos.

Ya que la teoria dc los sistemas borrosos esti en <! .punto de inicio para
desarrotlar modelos de¢ pensamicntos ambiguos y» procesos de juicio. se pueden
concebir los siguiemes campos de aplicacion:

1Y La creacion de modelos humanos que pucden ser utilizados para

problemas dc administracion y. sociales.

2) La imitacion dc las habilidades humanas dc alto nivel para el uso en

izacion v-en si de informacion.
3) Desarrollo de interfaces orientadas al usuario. para una mejor

comusicacion enire Jas personas y ias nuiquiaas.

W
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CAPITULO 3

-.4) . Otras aplicaciones socialeS y en inteligencia artificial. (andlisis de
riesgos v prediccion. desarrollo de dispositivos funcionales).

La tabla 3.1 da una visiéon general de los campos de aplicacion de la teoria

de lossistemas borrosos.

Tabla 3.1 Vision General de Aplicaciones de la Teoria de Sistemas Borrosos.

CCampe

Clasificacion

Administracién/
Sociedad

. imtetigencia
Artificial
e Informacion

Ingenieria de Control

1) telos hu

evajuacion

toma de decisiones
organizacion
relaciones humanas

(2) imitacién de las
capacidades
humanas

toma de decisiones
sisternas de apoyo

diagnostico médico
sisternas de apovo

sistemas expartos
bases de datos

wontrol de procesos
operaciones de
entrenamiento
robots

(3) interfaces

salalamientos/publicidad

entrada de voz

humanas eyuipo para letras/figuras
Zu
personas despliegue y
discapacitadas reconocimicnto de
patrones
(4) otros. andlists Jde ricsgos desarrollo de

prediccion de fallas

dispositivos de

(reactores .
ac)
prediceion de terremotos

3.2 COMENTARIOS SOBRE LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS

Como con otros modeclos. hay tanto puntos bucnos como desventajas ¢n los

conjuntos borrosos. Si sc utilizan sin considerar sus desvemtajas o cuando ouo

modclo fuera m:is apropiado. ¢l resultado scri que uno sc dirigira al problema de
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SUBCONJUNTOS BORROSOS
realizar los cilculos y construir ¢l modelo, pero serd incapaz de interpretarlo y no se
cntenderidn los resultados.

" Cuando hacemos uso de los conjuntos borrosos. debemos aclarar los
siguicntes puntos:

(1) ¢ Qué partc del problema la hacemos borroﬁa. ¥ para qué proposito ?
(2) ¢ Qué tipo de modelo borroso utilizaremos ?

Para entender las caracteristicas dc los subconjuntos borrosos y como se
aplican al madelado. es. mejor dividir nuestra forma de pensar en dos categodas.
“modeclos conjunto™ ¥y “borrosidad”. Demos primero un vistazo al problema de
modelar con conjuntos ordinarios . Puesto que los conjuntos son grupos hechos de
constantcs. variables. ¥ funciones del sistema objeto. la expresion cs macroscopica ¥
mds ambigua que los modelos que no estan basados en. agrupamientos. como
cuando sc mwuestra ¢l rango en cl cual un valor numérico existe, pero no €s tan

estricto .como para declarar un valor. Si ¢l estado y limi de un si o sus

entradas. salidas ¥ ecvaluacion csuin expresadas como un conjunto ordinario. €so en
si introduce un-tipo de ambigiedad. En este caso. las “leyves™ del sistema (rclaciones
entrada/salida. limitantes. ctc.) son los “mapeos™ que expresan las relaciones entre
los conjuntos. Cuando las funciones son utilizadas para ¢l mapea. el modelo. se
acerca a ser un modelo matemitico. pero tambic¢n las operaciones logicas son

comunes, v en esie caso.obienemos un modelo de Lipo légico.
A continuacidon viene la conversion a conjuntos borrosos. esto es hecho

mediantela graduacion de los limites de los estados. relaciones. limitantes, y metas

del modelo del sistema hecho con conjuntos ordinarios. Hacer que los limites de los

conjuntos sean vagos tienc un significado compi -dife de la variacion

estadistica. ¥a que se pucde delinear libremente una situacion ambigua utilizando

v el sentido comun. Par

clementos como la subjectividad individual, experiencias.
otro lado. la variacidn estadistica expresa quc proporcion del total de un numero
grandc dalos ¢sti ocupada por un cicrto tipo-dc datos. Por consiguicnite, cuando hay
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CAPITULO 3 2 i
pocos datos. Cuando el numero to(al de dmos csm ocupado o cuando la ocurrcncu

)

) Reahzar modelos devlos senumlentos lmmanos o del lcngua_je.

econocm'uenlo de. pmrones humanos. . juicios. o

3)-. .In-ut:.u' el‘
- entend,muenm en general,
(4) -Convertir informacién- a una forma que la gente -pueda cniender
facilmente.
(5) Comprimir grandes cantidades de informacién.
(6) Realizar modeclos de la psicologia humana o del comportamiento.
(7) Realizar modelos de sistemas sociales.

Una vez que sc ha decidido la meta, surge cl problema de qué parte del
sistema v de qué forma se tomard la .conversién a subconjuntos borrosos. Hay
muchas formas de modelos de sistcmas. muchos de ellos incluyven lo siguiente:
variables_de estado. variables independientes. variables de decision. perturbaciones.
leves de causa y efecto (transicidén). sus valores de verdad. metas. limitantes.
funciones de evaluacién. v varios tipos.dec constantes.

Hay dos métodos para dcsarrollar modelos borrosos: utilizar las leyes de

causa_y.cfecto .y utilizar las leyves de transicion. Las primeras hacen uso de las leyes
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SUBCONJUNTOS BORROSOS
para las operaciones con conjuntos, dc manecra que las reglas para composicion y
razonamiento expresan las relaciones entre las variables en los conjuntos.

El otro método utiliza ecuaciones ordinarias. para expresar relaciones de
causa y cfecto, y los subconjuntos borrosos son utilizados para las variables. En este
caso el significado del modeio en si estd claro. dec manera Que los resultados de Ia
conversion a subconjuntos borrosos es ficil de explicar.

El procedimiento para desarrollar un modelo borroso sigue idealmente un
orden de dos etapas. Los conjuntos y las relaciones l6gicas se establecen primero. v

despucés tiene lugar Ia conversion a subconjuntos borrosos.

3.3 CONCEPTO DE SUBCONJUNTO BORROSO
Una representacion abstracta de un subconjunto borroso de un conjunto .\"

podria asemejarsc a algo parecido a la figura 3.1.
Ay

Fig. 3.1 Subconjunto Borroso A

al conjunto .\ el circulio pumcado

El marco r 1 repri
representa el borde ambiguo de lo que esti fuera o dentro de él ¥ es 4. un

subconjunto borroso de .\". La teoria de los.subconjunios borrosos define el grado al
cual un elemento x del conjunto .\” esta incluido en este subconjunto. La funcién que
da el grado al cual el elemento esid incluido en ¢l subconjunto se Uama suncion de

membresia. El miembro es el elemento x. Por gjemplo. el grado de membresia del

elemento x en cl fdrea .4 esta expresado por
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CAPITULO 3 .

Hog (-Yl)ﬂl. LMy (x;_)=0.8,

e (x_f) =030 'y,_.‘ (x4) = 0.
eic. - p es Ia funCIon de mcmbrcsin
hasta 1. El subxnchcc :

da el grado de membresm. un valor desde cero
N mucsu-a que. s

mente. no podemos asumir la

> proceso no define subconjuntos
borrosos. Una definicién formal seria cor v

DEFINICION Co T

Sea .Y un conjunto, enumerable o no..y x un elemento de .X. Entonces. un

“subconjunto borroso™ .4 de.X es un ci)_ﬁju.nto de pares ordenados:

{le. (N} . VxeX

donde w4, (x) es una “funcién caracteristica de membresia™ que toma sus valores en

un conjunto totalmente ordenado .\/ que indica el “grado™ o “nivel” de membresia.
M se denominard “conjunto de membresin™.

Un conjunto o un subconjunto lo representaremos por medio de letras: A.
X, E, ... . Un subconjunto borroso sc¢ designari par letras debajo de las cuales se

colocard el simbolo ~ . Asi.

d. X E.
rcprcscnm}:‘m subconjuntos borrosos.
Ejemplo 3-1. Sea un conjunto finito:

E:={a b, cdef]
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SUBCONJUNTOS BORROSOS
v el conjunto finito ordenado:

M={0 172, 1%

Entonces.

A =gcalon sl (el 12 (dloy, (el 2. (A10) }

3.4 OPERACIONES DE SUBCONJUNTOS BORROSOS

Puesto que los subconjuntos borrosos estin definidos por la funcion de
membresia debemos emplearla en la definicidén de las operaciones.

INCLUSION
Sean .\ un conjunto ¥ .\/ subconjunto de membresia asociado. -4 y Bdos
subconjuntos borrosos de .\" se dird que . estd incluido en B si:
‘xeX: u, sSuwug

esto se representari por:

Ejemplo 3-1:
= N N N, Ng b MW =0.0 1)
A= oh. e:lo2)n s lo xaln
B =(x 103, c:lon ¢slon oy
Se tiene:

'd < B.pues0.3<04.0<0.2,0=0,0<1.
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Ejemplo 3-2:
Sean 4 C £ Ba E M=[0. 1].
Si
Yxe kE: ,uzd [€5)] =g ).

entonces

IGUALDAD

Sea .\" un conjunto ¥ A/ su conjunto de membresia asociado. 4 v Bdos

subconjuntos borrosos de X se dird que .4 ¥.Bsoniguales.si y solamentesi :

vxeX: Moy (x) = Hpy (x)

V se representara por

COMPLEMENTACION

Sea -Y" un conjunto y .M/ su conjunto de membresia asociado. 4 ¥ Bdos

subconjuntos. borrosos de .\ sc dird que i v Bson complemcntarios si :

vYxel\: Mg (.\.')=l—;143 (x)

¥y se representard por

Ejemplo 3-3:
E = { N, X3, X3. Xa. N5, X6 J. A/=[0. 1]
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A = (x 0.13). (x2 10613 (53103 (xa 10y (xs | 13.-(xa 0.03) 3
B ={ 1087, (x210.39). (xal . ¢l DL xs o) (x610.97) 3

se tiene que:

N |
]
it

INTERSECCION

Sea .\ un conjunto v A/ su conjunto de membresia asociado. ! v Bdos

subconjuntos borrosos de.\" se define la interseccion:

A N8B
como el subconjunto borroso mas grande contenido. a lavez. en 4 y 8. Es decir:
Vxel: Ham~g (X)) =MIN(u, (<), g ().

Ejemplo 3-4:
E={x.% X5 XXs 3. M=1[0,1]"

4 =t¢a l0.2), 207, ca il euloy x5 10.5) 3

B= {0 10.5). (x:10.3), (0 | Di<xelob) . (xs10.5) 3

.'(;

AnEB = { (4 102 ¢ to.3) (] 11 e 1oy L (xs 0513

UNION

Sea .\" un conjunto y M su conjun!oA de membresia asociado, .4 y BZdos

subconjuntos borrosos de .\ se define 1a unidén:

A v B,
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por el subconjunto borroso mds pequeiio que conticne tanto a 4 como a B. Es

decir: 7
VxeX: “aupg ()= MAX(;:___J ). sy (x)).
Ejemplo 3-5:
"Tomando en cuenta los conjuntos del ejemplo (3-4) la unidén queda de la

sigujcnte forma: -
Au8 =t ¢ o (e lon sl D, (015, (xs10.5) 3

SUMA DISYUNTIVA

La suma disyuntiva de dos subconjuntos borrosos se def' ine en tém‘unos de
la uruon < interseccion de la manera SIguleme

4%@%(4o§»42ﬁ§) .

Veamos un ejemplo, en este caso -emplearemos los utilizados en la

interseccién y en la.unién.

Ejemplo 3-6

4= 102y, (\-lo7) (\;ll). (xa10). (xs10.5) 3

= (0 10.5). (21033, (551 D. (10,1, (x5 103y 3
A={(x 10.8), (x:10.3). ¢, 103 (x| 1) 4xs {053 3
={ . [0.5), (2107 (10), (4109, (xs10.5) 3
A8 ={(x [0.2). (2107, (x3]0). (x4 10). (xs10.5) }
AnB = (x 105, (x2]0.3). (x3]0). (xal0. 1. (xs10.5) 3
4©B8 =1 (x 10.5). (x210.7). (x3]0), (xi)o. 1), (s 10.5) 3

:ca

nu:

[}

i

DIFERENCIA
La diferencia se define por la relaéfén:

4-B=4~F
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Considerando los conjuntos del ejemplo (3-6)

1o

AdB =100 102, (x:]0.7. xs10). (] 0y, (xs10.5) 3

Exceplo en casos particulares. tenemos que:

4-8=8-4
3.4.1 OTRAS OPERACIONES CON SUBCONJUNTOS BORROSOS

DISTANCIA DE HAMMING

Consideremos tres subconjuntos borrosos 4. 8, € < .\ .\ finito. ¥ card

X X X3 Xn H

d=[afa]a] Jal ;
=[ZI]Z,’
- [=] e-f

Podemos definir la distancia ZJ(a,.b,) emre a. y 1’J pam todoi= 1,2, ....,n,

e igualmente para (b,.c;) ¥ (a;.c,) como

2": DAane) < i z(a,, b} +Z D(buc)

=1 =1 S =

\/Z D (aien) s/ Z D(a.b. .) *:J Zn: D)
=1

=1
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Considerando el caso en que la funcion de membresia toma sus valores en
AL =[0,1], se tiene que a,, b,. ¢, € [0, 1].7i =1, 2. .... n. Tomando ahora:
Da b= a -b, | . Dbcy=| bi-c, | Da.ey=|a-c |
Se definen dos tipos de distancias:

DISTANCIA DE HAMMING GENERALIZADA O LINEAL

Esta se define por:

dd.Bry=3 lu, - matedl

=1

DISTANCIA EUCLIDIANA O DISTANCIA CUADRATICA

Esta se define por:

-
e(.d. §)=”/£v_: a2y (=) = ag .
=1

La cantidad e’( A4 . 8) se llama “Norma Euclidiana™

A B) = (uy - ug e
=1
DISTANCIA DE HAMMING GENERALIZADA RELATIVA

-
Ad. = =3 luy - ugeal
=1

DISTANCIA EUCLIDIANA RELATIVA

1 < -
ad. B) =\./.‘—, D Gy ) g D)
4 i=1
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Ejemplo 3-7: Sean:

Xy Xz N3 Ng Ns | Xa N7. 7
o2 ofosloslii o] . -

N5 =7 Ng~ X7

=1.74
e(d, By= JL74=1.52

. By=(e(d. BT =132 7 =049

INDICE DE BORROSIDAD

Se pueden considerar. entre otros. dos indices de borrosidad: el “indice
lineal de borrosidad”. definido- a pattir de- la -disiancia -de Hamsming gereralizada
relativa. v el “indice cuadratico de borrosidad™. definido a partir de la distancia

euclidiana relativa.

Se designardn respectivamente por
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2 -— 2~ o .
VO = =d(did) 6 vd)= = D MINCET (o). 85 (60

x=l

¥ A ~
\/Z MINQu™ 4 (). 475 ()

P o

R SRR o
. A)= —=e(d,d o A
n(«) N7y (2, 4y 6 nCd):
El nimcro 2 aparece en el numerador p;ara obtener:
O=sv()=s1 b Osn(A)=s1
pues:

0=8(d.)s1/2 v Ose(d.d)=1/2

EVALUACION DE LA BORROSIDAD MEDIANTE LA ENTROPIA

La entropia de un sistcma mide el nivel de desorden de las componentes
del sistema a partir de las probabilidades de estado. Si un sistema tiene .V estados <.
&2, . O €St0S sOn asociados con .probabilidades 2y, g2, .... pui entorces “la
entropia” del sistema esta definida por

n
H (p1. p2, ... ) ="'z Pilnp;

i=
Es ficil de demostrar que:

H=0 (H min) para pr=1, re{l, 2 ..V}

H=InN_ . “(Hmidx)para “p1=p:=..=py=p=

Si se toma la formula:
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S
P ='1—n— Z p,Inp,
R it =1

H (p:. P:-

cntonces la emropm es una canudad que vnnn entrc O y 1

Ejempilo 3-8 Sea un subconjum.o bon'oso A :

y,(v|)~07 H o4 (x3) = 0.9, ,uA (\-3)=0 My (x_.)—OG Moy (\';)— 0.5,

/-‘41:-"6)=1

Haciendo:
e
Ta D=
Z 2 A(xD)

ciml
T () =7/37 Ty (k)= 9137, Ta (x3) =0, 7 (X9) = 6/37. T (xs) = 5/37,

T (xg) == 10/37

Entonces:

1
H (7. A2y cees T) = -R Ty e InTy (x)

=4 (_llnl_rilni+iln£+_-i_1 S 40,410
In6 \37 37 37 37 37 37 37 37 37 37

=0.89
SUBCONJUNTO ORDINARIO DE NIVEL o
Sea w . e.{0. 1) .se. lamari rsubconjunto osdinario de anivel .o de un
conjunto borroso 1. al subconjunto ordinario:
Ag={x |y =z
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Ejemplo 3-9:  Sea-

B o
a=[es o

. 'x,“u‘x:' ~<
-"o.s=| 3 l 0 I"l

0 - X
L]

X hd N3 Xa X

o= 1 Jo [ 1o 1

3.5 PROPIEDADES DE LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS

Tolo]

Si.d.B.C son subconjuntos borrosos de X, se verifican todas las

propiedades_para los subconjuntos ordinarios a excepcion de dos. Se puede definir
un compiemento unico. pero las propiedades que no sc cumpilen sdélo existen para
1os conjuntos ordinarios.
4B = Bnd
dvB=B8ud

conmutativa
(dABIC = A (BnC)
(AduBIOC = 4U(BUC) i asociativa
dnd =4
dod =4 idempotencia
‘ ANBUCI(ANBIAANEC)
: AABACI(A4wBINAVC) " distributiva
ANS =S donde & es el subconjinto ardinarie-tal que: v,

Avwo = &N\ polx) = 0.
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dAX'= 4 donde .\ es ¢l subconjunto ordinario tal quec v,
Aoy=y € X% py (%) =1 es’decir. el conjunto
referencia. s '
" irivolugion -
=4 : ‘
A8 = 40 B Teoremas de De Morgan -
AU B dn E

3.6 APLICACIONES

BASES DE DATOS

Un cjemplo claro de aplicaciones reales donde los subconjuntos borrosos

pueden ser aplicados lo tenemos en las bases de datos. Muchas de las bases de datos
actuales estin clasificadas de acucrdo a un modelo de como los datos estin vistos
por el usuario. Entre todos los tipos dc bases dec datos emplcados, el modelo

relacional es en el que mejor se pueden aplicar los subconjuntos borrosos.

: En un modelo relacional. 1a base de datos es un grupo de rclaciones. Las
relaciones son esencialmente las mismas como en la teoria de conjuntos. y son
expresadas usualmente en forma de tablas como las de 1a figura 3.2, la cual muesira
una base de datos conformada de tres relaciones: PARTE. PROVEEDOR. v EM
{embargue). En las tablas. los datos en cada renglén estan concctados: por gjemplo.
si miramos al primer renglén de Ia relacion PARTE. nos muestra que el namero de
parte (P#) es Pl1. el nombre de la partie (PNOMBRE) tucrca. de color rgjo. ¢l peso
12, v la localidad de aimacenamiento (CIUDAD) Londres. La linea de elementos
que conforman un renglén se le llama trupl/a. se cscribe con la siguiente notacion
<P1. tuerca. rojo. 12. Londres>. Los nombres dados a las columnas tales como P#.

PNOMBRE, ctc. son llamados arributos. Los elementos de la tabla tales. como. P1.
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tuerca. ctc. son llamados valores de atributo. El conjunto de valores dc atributo de

un atributo es llamada el dominio del atributo.

PARTE

P# | PNOMBRE | COLOR | PESO | CIUDAD
P tuerca rojo 12 Londres
P2 pemo verde 17 Paris
P3 tomillo arul 17 Roma
P4 tornillo rojo 14 Londres
PROVEEDOR
S# SNOMBRE ESTADO | CIUDAD
£l Smith 0 Londres
s2 Jones 10 Paris
s3 Blake 30 Paris

T EM
S# | P¥ | CANT

S1 Pl 3000

st |pz 2000

S1 P3 <000

82 Pl 3000

82 P2 4000

S3 P2 2000

Fig. 3.2 Expresion Tabular de una Base de Datos
Si éscribimos tan sélo el entorno de la base de datos de la figura 3.2,
obtenemos '
- PARTE(P#, PNOMBRE. COLOR. PESO, CIUDAD)
- PROVEEDOR(S#, SNOMBRE, ESTADO, CIUDAD)
EM(S#. P#, ‘CANT) ‘
'Para almacennr rccuperar. y proc sar los datos ambiguos que existen en el
mundo real Ios 'v'modclos de datos unlxzados hasta ahora no han sido los
suﬂcnentcmcnte bucnos. de manera que han 'sido propuestas las bascs de datos

borrosas. Casx todas las bnscs de datos borrosas son extcnsiones de los modclos
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relacionales, pero su fornmulacion difiere de acuerdo al tipo de ambigiicdad que estién
intentando expresar ¥ manipular,

~ Primero. podemos considerar un modelo de datos para relaciones estindar.
cl cual utiliza 1a teoria borrosa cn la condiciones dc recuperacién dec datos para los
queries (peticiones de informacién a la base de datos). Se puede utilizar un método
de proccsamicento para 10s queries borrosos basado en el lenguaje de manipulacion
de datos llamado SQL.

Considercmos un base de datos de empleados como en la figura 3.3.
Podemos considerar en primer lugar el conjunto de valores lingiiisticos borrosos gque
puede ser utilizado para los atributos. Por ejemplo podemos usar

T(EDAD) =_{ vigjo. joven_ muy vizjo. no viejo. nxis 0.menos vicio. ... 3

T(SALARIQO) = { alto. bajo. muy alto. mds o menos alto. ... }

T(EMP-ANQO) = { .reciente. mas o0 menaos reciente. muy, reciente. .. 3.

dondec no podemos realizar queries borrosos para nombres. Los conjuntos T(X)
equivalen a:los conj >s de reft ia v los valores.lingilisticos. borrosos equivalen
a los subconjuntos borrosos. Al hacer esto. estamos ¢n la posibilidad de cscribir los

siguientes queries tos cuales cantienen condiciones borrasas.

EMP

NOMBRE | EDAD SALARIO EMP-ANO
Andersan .[30 =G 000 1974

Browm 30 15 000 1973

Long 25 10 000 1972

Nelson £5 20 000 1950

Smith 25 25000 - <1 1975

Fig. 2.3 Tabla de Empleados
QUERY 1

¢, De la gente. quién cs joven o s¢ emplco recientemente, v cuiles son los

nowmbres de aquellos quienes tienen salarios altos ?

SELECT NOMBRE

h
w
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FROM EMP

WITH ( EDAD = “jbven“ o EMP-ANO = “reciente™ )"
. '¥:SALARIO IR

QUERY 2t

iDela geme. qulen es viejo o se empleo mads 0 menos recientemente ¥ con

salarios muy altos 2

SELECT NONIBRE EDAD' SALARIO
{FROM EMP e i
WITH EDAD - ejo O L
EN!P—-\NO = *“mds o menos reciente”
¥ SALARIO = “muy. alto™ . )

Consideremos el -método para,-procesar el query 1. La primer tupla para la
base de datos EMP, {(Anderson. 30. 20000. 1974); tiene una funcién de membresia
Rijoven(30) para el valor de atributo de EDAD. Puesto que “joven™ esti en T(EDAD).
el método para calcular piwwen(30) se puede obiener a partir de las grificas de la

figura 3.4, en este caso pioven {30) =0.5.

o
f
0.3 A - coao
0 7 + + T + L
0 30 10 20 a0 . aNOS
|t 19
o5 EMPARG.
+ t =~ ~—t J )
1970 1912 1974 119767 1978 ANGS

Fig. 3.4 Griticas de las Funciones de Membresia

h
-



Hecrente( 1974) = 0.6. El sal.mo es 7()0()0 enlo ces p,..,.,(zo 000

En los qucnes se cmplcnn las operncxone

que estin definidas como

v(p or @
El query complctlo ucnc n gra

SUBCONJUNTOS BORROSOS

De Ia mlsmn forma. cl ‘valor dc EMP-ANO cs': 1974. asi que hacemos

(@)
\(‘Y(p)- qu))

mm(ma\(O Q. 6) 05) nnn(O 6. 0.5) =0.5

"'nnd" y “or” en las condiciones.

Esto pucde scr llevado a cabo para las tuplas rcstanlcs Los resultados estin

resumidos cn la tabla 3.2.

Condicién EDAD= .| - - EMP-ANO = SALARIO = “Alto” QUERY
Tupla : “Jowen” : -COMPLETO
{Anderson, 30, 20000, 1974 0.5 e3 0.§ 0.2 03
“Brown, 30. 15000, 1974 0.5 0.6 0 [+
(Long. 25, 40000, 19725 l' o ) 1
+Nelson. S35, 20000.1930) o 0 0.3 o
(Smifh. 25, 25000, 1975 1 03 0.8 0.8

Tabla 3.2 Valores de Verdad para Queries Borrosas
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CAPITULO 4

RELACIONES BORROSAS

4.1 CONCEPTO DE RELACION BORROSA

Una relacion borrosa estd defiaida por P un coajunio producto de n
conjuntos v A/ su conjunto dec membresia: una relacion n-aria borrosa €s un conjunto
borroso de £ que toma sus valores en A/,

Ejemplo 4-1: Sean:

N ={xa.xnx). Ni={an, v 000

yM=[0,1].

La tabla siguiente expresa una relacién 2-arta borrosa:

x| 0o ]as

xs | O+ { o

Una relacién borrosa en G
xeNiyeX: X By

Los simbolos empléndos para lasrelaciones -borrosas son:

L1

Este simbolo representa el maximo ;esi:ecto a un elemento o variable x.

L

Estec simbolo representa ¢l minimo respecto a un elemento o variable x.
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De esta forma sc pucde escribir:

My (x) = v ulx, v) equivale a M (x) = MAX (x, V)
» ¥

R4

s (x)y = A ulxe, v) equivale a 2 (x) = MIN (x. »)
v ~

4.2 OPERACIONES CON RELACIONES BORROSAS
UNION DE DOS RELACIONES

La “unidn” de dos relaciones # yF. es representada por KX F
Z¢+F esuna relacion tal que:
Hrpoz XKW = Ha X V) Vv puy(xV)

Haroz (x, V) = MAX[ M {x. V), oz (x. »1.

Ejemiplo 4-2: Sea las siguientes relaciones

) Va

02 {0

0.1°{ 0.2
Yot

X3 09]09|o09| 1
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INTERSECCION DE DOS RELACIONES . R
Se definc la “interseccion™ de dos relaciones % v.F, representadn por
°~F . por la expresion: » 7
PP (x. )= Hoy (x. ) A u > x.
Hgng (6, 9) = MIN[ 4 (%, ), tig (. Ml
Ejemplo «-3: o

Sean las siguiéntes relaciones

. 0.2:]-0.5
'..r:‘ , ol
i o809 |fe.o°[i 10 il o.7: |0

Calcular @r\.z S

_E’l 1 0 =
x2 . o
X3 - 08
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PRODUCTO ALGEBRAICO DE DOS RELACIONES

Se define cl producto algebraico de dos relaciones 7% v 7. representado
por 7% e 7, medianie la expresion:
Hopez (X V)= pim(x. V) ® pi5(x. ).

En el miembro de la derecha. el simbolo (e) indica el producto numérico. |
Ejemplo 4-4:

Sean las siguientes relaciones

F e vl v Ma F Vo v V3 s
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SUMA ALGEBRAICA DE DOS RELACIONES

Se define la suma algebraica de dos relaciones & y F, representada por
i3 + F . mediante 1a expresion:
Hopzp (X M= pa (X V) T p, ey W) = U e v)e uz(x.v)
donde el simbolo e indica la multiplicacion ordinaria . ¥+ la suma algebraica.

Ejemplo $+-35:

Sean las siguientes relaciones

Vis 2
x1 %1
X2 -l
x3 | 0 .

R il F o Vs R Vi
= Lo on ‘027107
xa 051 0.1 1
x5 . {098 {7091 097} 1
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COMPLEMENTO DE UNA RELACION

El complemento de una relacion % . representado -por -.7_; cs talque:

. Vix.v) e £, x Es:

Hg W) =1- u,:(?gQ;{). B

Ejemplo +4-3:

o m va v

R
s
b4

§

b

- |lo3losfo2] o

= {07)oe6}os] 1

x3 | 0.5 (V] 1 0.7 X= 0.5 1 o 0.3

SUMA DISYUNTIVA DE DOS RELACIONES BORROSAS

Se define la suma disyuntiva como F @ F. mediante la siguiente

expresion:

R

RS F =(T r\?)u(%m Z)

t

Ejemplo +-6:

Calcular X @ Z

x 080900 x.lo9o 04| 0
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= m M2 s Z M v oown
xi-|os| o 1 X3 14 0 joo
X 0.2 10101 X2 0.1| 0.6 1
R~z Vi vz Vs R~F M Vaon ya
x 051 o |0 x o {“ov] 0
x2 0.1.{06 109 010
e F M V= %S
x 0.5 0 0.1
X= 02 106 1091
De manera similar, se define la op ion compl naria:
7B Z=FDZ
=(F U DHA(FoD
Ejemplo +-7:
Tomando en cuenta
e F Ryl >z V3 RD F M V2 V3
x 0.5 0 0.1 xy 0.5 1 0.9
x2 . |0.2] 06} 09 2 08 ] 04 ] 0.1
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RO®ZF ™ v:oova R Sz M vz Vi
X3 0.5 0 0.1 xy 0.5 1 0.9
x2 0.2 106} 09 S 08 jo041 01

4.3 COMPOSICION DE RELACIONES BORROSAS
4.3.1 COMPOSICION MAX-MIN

Sean dos relaciones borrosas que no pertenecen al mismo conjunto de
referencia:

i XxY v RacY=2Z

Se define la “composicion MAX-MIN™ de 2, y R borrosas.

representada por 2 ° 7% . por la expresién:

Hox oz (x.2)= Y -[#9_!“ ("5;;.V) ~ . (.

#’-'z’*; {x.2)= .NL?XlMIN(yA,.._l x. V). ,u,_,: (v. =N}
dondexe X.ve Y.re Z.

El siguiente ¢jemplo muestra la composicion MAX-MIN de dos relaciones
borrosas.

Ejemplo 4-8:

Sean las siguientes relaciones ¥,y =
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x Jor]joz2] o’} 1)o7

xa 031057 0 0.2 1

»s {081 0- 1t |-04]03

v o9 o'fo3{o+

va 0.2 1 0.8 o]

vs log] o lo7] 1

vy 0.4 102103 o

Obtener la composicion MAX-MIN 1 ° 7P, :

Soluciéon: Para obtener los valores de la composicion MAX-MIN. se toma ia
expresién que la define

,u,l,.,_,‘ (x.2)= IV(A?X [l\rfIN(,u,_,‘ x. V). He [$72)))]

El primer valor de la composicién a determinar es (x. =) = ( x,. &) ). Para

ello se toman todos los MIN( " (X1, Vi) » 2z (Vi Z1)) donde i = 1,2, 3.4, 5.
1 . k3 B
MIN( 2y (X1, M) . Mz (M, 51)) = MIN (0.1, 0.9)=0.1
1 =z : o 3 . :
MINQy (oay2) . pe (0= 210) = MIN (0.2.0.2) =0.2°
=1 e U e

MINCuz G 3a) . st (3 £3) = MIN (0,0.8) = 0

(]
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MIN(#? ey w) #z “va -1)) =MIN (1. 0.4 =

MlN(y, (1. ¥s) . g (v;. :.» -MIN (0.7, 0) = 0

= {03 |11 050s:

x5 0.8 |03 )07 [ 1"

Ejemplo 4-9:

Sean dos relaciones borrosas x 7@, v v v F: - . dondex, o = R".
Supongamos:

Ly (L) = ek gy
~1
sy (2= P M S

GG
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Se quiere determinar ahora 2, .» (¥, £). Consideremos dos valores x = a
T2 Ty "

y = —= b dc las variables x ¥y =. En este caso las funciones dc r‘nembresia,amcriorcs

son continuas en ef intervalo [0. «c]: podemos escribir:.

Hz oz (@ 0)= Y [Hg (@A Ha (€

=\ [emtEm g pth=a)t
M ;

La composicion de ¢, ¥ de Z¥a mediante’ la’ operacién mdx-min se
represcnta on la figura +.1:

Puede verse_ficilmente que se tiene

f aen)2 (a~e)?
My o -(a.-é)=-é_t(ﬂ-7£J = e_}[ 2 )

2
e-k(_v—b)
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Temklamy)”

ek w-by

Por . simplicidad ‘se ha. considerado aqui. dos funciones Zai(x. V) ¥
4 =3 (v, =) idénticas. pero ¢l razonamiento seria el mismo para funciones distintas.
Sobreponer uzxifa, V) y gz (v. b) y determinar la curva gz (a. v) Auzx: (v. b) en
funcion de v. Tomar el valor miaximo de la curva. lo cual da la abscisa y la ordenada
de este maximo .en funcién de yv. El problema se complica si 1a abscisa del miximo
no es unica. Es nccesario entonces hacer intervenir consideraciones mas
complicadas.
4.3.2 COMPOSICION MAX-PRODUCTO

En cste caso. el operador A de la composicion MAX-MIN se reempilazard
por el operador (e) para representar el producto: entonces la formula de la
composicidon miix-producto quedara de la forma siguiente:

Hpez (w2 =V [z (x. ) e flé .01

= MAX [( stz (¥, 3) = 215 ¥, )]
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4.3.3 SUBCONJUNTO ORDINARIO DE NIVEL o EN UNA RELACION
BORROSA

Sea a e [0, 1]: sc llama “subconjunto ordinario de nivel o™ de una relacion
borrosa 7¥ < A" xY. al subconjunto ordinario:

Ga= e | ezl

Ejemplo 4-10:

x |03 ]08 L {0

= {0os5] 1] 03]os

Gos = {(x1, ¥2). (X1, ¥3), (X2 v2). (x2, Vi) (X3 1))
Se puede definir el subconjunto ordinario G. de otra forma. con la 'ayudn
de una relacién 7%, tal que:
My, (2. V)= 1si upx.nza

=0 - - <o

Entonces la relacion anterior puede quedar como:

S

&

@
[l
"
3
(=}
-
(=
-
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T e

4.3.4 TEOREMA DE DESCOMPOSICION
Toda composicion borrosa 7% pucde descomponerse en la forma :
R =voaeTt, 0<axsl

donde
M, (X, »M=1_ si Ha x.WV=a

=0 . si M (x,,vj) <o
Y o » &, significa que todos los eléh\entqﬁ de:la rélagiibﬂri ordinaria K, son

multiplicados por c.

Ejemplo 4-11:

03 {osg] 1 o LI PR R -2 S et o e O AR S A
0.5 t o3 |oo|=v i ]
1 |oz2]0.6]07

—_
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4.4 SUBCONIJUNTO BORROSO INDUCIDO POR UNA
APLICACION
Sea una aplicacion' del conjunto .Y en el conjunto X%, representada por:
A CA:
o.también. si x £ X yv.e 1\
vel{x}
Sea u a (x) la funcidn de membresia de! subconjunto borroso .4 < .\i:
entonces. la aplicacién T' induce en .Y un subconjunto borroso 8 < X% cuya funcién

de membresia es:
sy W= ,‘:ﬁr};; {4 ,,LsiC =D,
=0.sir" (v=
Ejemplo'4-12: Sean
Xa = { x, X2 3, Xl X5, X6, X7 )
Xe={vi.va, va.va}
Y una aplicacion I tal que: ' o
T{my={v:t T{x}={v.va}
Hlomy=ind Hxai={mn}
Tl =y 3. Texed = (vl
Ol b= (03 '

Sea también la aplicacién inversa [~':. |

! 1.4 relacién no os necesariamente univoca.
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-

fxaxyxs ), T{va}={x.x 3,

1 I :
1 Xa e C{vay={xz x4

: Y. finatimentec. sea ei subconqué borr6§o iR Cv.\’|l

4= 100 10336 | 0.7; (o5 [ 1) i 032 €8s 1012, (s | 0.9). - | 0,833

Se tiene entonces

g un = (0.7:1:0.2) =1,

Uy ey = L-L'\";‘( 0.3:0.9)=09
“e B ok :

T Mg ew= ALY (0) =0,
\LLY (0.7:0.8) =0.8.

HE

M=

Estos resultados se mucstran en Ia siguiente figura 4.2,

Fig. 4.2 Subconjunto Borroso Inducido por una Aplicacion.

72



RELACIONES BORROSAS
4.5 SUBCONJUNTO BORROSO CONDICIONADO

Un subconjunto borroso #(x) < .\: sc¢ ilama “condicionado en .\7" si su
funcién de membresia depende de x € A como parametro.
La funcién condicional de membresia sc escribird entonces:
Hg (G Ux)dondexe. X7 v ves. )

Esta funcion definc una aplicacién de X, en el conjunto de los'sﬁbconjuntos

borrosos definidos en \:. Asi un subconjunto borroso -4« \}. inducird un
subconjunto borroso 8 < .\: cuya funcidn de membresia sera:
£y )= ALY (MIN[ 4ty o g @n
Ejemplo $-13:

Sea una relacién borrosa # que existe entre

Xy = { xr, X, X5, X, X5, X6 3. V2= (v, Ve, Vs .

i . ¥ definida por:

i P ] V2o M3

o |o3fo7f:0

x|l o 1 ]0s

. |03l a Lo

s |08l oo
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Esta rclacxén Z e\prcsa una funcnon condxcu:mnl de membrcsxa

L (xal 1), (251073, (26003,

1-le corresponde entonces un subconjunto

borroso que .estard dado por wmg(V) =

Calculcmos ,uB (,v,)

MIN[;:, Gl x0. 4y (6] = MIN[0.3.0.5] =
Ml\x[yg(v, I x~). I EN) =1\/II'N[0..__0.”] 0.2,

\/I‘IN[yB [ H x,). uf,(v;)] MI\I[I 0. s1 0.8
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Es dccir.

- g=10110.8). 0= I D, s 0.8}

Otra I‘orma dc represcnl.ar los subcon_junlos borrosos cond.u:xonados consiste .

Ejemplo 4-14:  Sea:

x: 0.8 03|08 03|07

x (02|03 0. ]02|1

«l se pucde presentar cono siguc:
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Solucidn:

Se efectiia la operacion v par_zi todos los elementos de .4 con la columna

w de 521 esto da como resultad

NSRS »
el 0.3
Lo.' B 0.7.
0.2
Ahor:i»sé X enlos elementos ‘de la colwmna

obtenidas es.loy da p .
i 03 v 6.7 v 0.2 = 0.7.
Asi tcnmnnsque ) .
4 : gy =07,

.. Lo mismo se hard em.rc los elementos ‘de 4 ¥ las columnas de 2. lo que
da semo resultado: . T ;
ﬂa(."")—o ,lls()’:)=07 .UB(,"-I)_O" ﬂa("s)=1

Y ﬁnnlmente obtenemos B

g:-(,v, 107) (v~ Io,).(v, !()7) s 10, vs L DI

o bicn

T6
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i R Ro) A2} Vs
B = (0.71 0.3} 0.7 ‘ 0.4 ‘ l]

4.5.1 SUBCONJUNTOS BORROSOS QUE SE CONDICIONAN
SUCESIVAMENTE

Si diinducea A:por Z@..si dainducea s por X ... da.; induce
a A, por Z,. entonces A inducea dapor Kny® Ru.o°....° Fu.
Ejemplo 4-15:  Sean:
Ey= {x1. x2}-

- X1 Xz

Ex= {1, va, v3}.

‘v 1070004 0

.= v l02:4 0] 08
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Solucion:
®a AT T
X1 *2 R owm vz
08] ©
Rz A
M- Va Vi 0.7

4.6 PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BINARIAS . BORROSAS

Se consideran los siguientes conjuntos donde:
£y =£=Ey\/={0,.1}

los cuales se ocupardn de las propiedades de las relaciones borrosas en £ x E.

Ejemiplo 4-16: .Sean:
={4d. 8 C. D, E}.
=0, 1]

l1a tabla o matriz de 1a figura 4.3 representa una relacién en £ x E.
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--—¥ig. 4.3
En seguida se examinardn las principales propiedades de’las relaciones
borrosas. Para representar la funcidén de membresia que define a 1a relacién borrosa.

se utilizard la notacion .y (x, v).

4.6.1 SIMETRIA

Una reiacion binaria borrosa simétrica esta definida por:

Ve € Ex E (ty W =0 = (a9 =

Ejemplo 4-17:

e oo o] os
B |01 | .1 o203 04
(o v Jo2jos|os 1
ploi1fo3fos |07 1 ’
E oo joa4]| 1 1 o
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4.6.2 REFLEXIVIDAD

Esta propicdad estd definida por:

(. e Ex E: My (. xy="1.

Ejemplo +-138:

@ A
A
B |0
0.2 .
D | o]

4.6.3 TRANSITIVIDAD
Esta propiedad en una relacion borrosa se d;ﬁﬁe:
Secan:x, v.- € £, ’
Yx.VW2z)h(x.2)e Ex E:

Hy (D)= .\/L‘A;L\' IMIN (o (X2 WD ./4.__,k(y._j')).|.

Tal relacion también se puede escribir usando otros simbolos:

HrxDZ VI Mz DA @ D]

Donde: v es un simbolo que significa “maximo de”. -
A es un simbolo que significa “minimo de”.
En otro caso la propiedad de transitividad-en las relaciones formales se

defipe_ como:
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Y (x. V). (v, 2).. (—V-—’—EY E:

(r v)e(:\ (v -)eG:(v.:)eG

Lo que lamb|en se escnbu.

La opemcwn /\ (I\«IIN) corresponde al: ™ -

operacnou v (MAX respcc(o a todas las y) corresponde al :esulmdo que sc pund.e

obtcner porla =.

E, Jemplo +4-1 ‘)

Verificar sta sng:.uemc zelncmn:s Lr:msm\n_

% 4.8 ¢ b

Aozl 1 o+ os

-8 [ 0los] 03] o

0
c
S
w
=}

Solucidn:

Areco (A, .;l).

et A) A (. ) =0.2A0.2=0.2.
WA B ARB. A =1 A0=0.

uAld, O Ap(C. A)=0.4A0=0.
HA. DY A D, A)=04A0.1=0.1,
MAX [0.2,0.0,0.1] =0.2.

Gt ) =0.220.2,

HAreo (. B).

HADANA. B)=02A1=0.2,

A, BY A p(B. BY=1 A 0.6 = 0.6.

M, O ANC. BY=04 A1 =04,

WA DY A WD, B)=0.4 A 1=0.4.
MAX [0.2, 0.6, 0.4, 0.4] = 0.6,
et 5y =12 0.6.
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CAPITULO 4

Arco (4. O).

HCH. A A, O) =02 A0.4=0.2.
uEABYA (B, C)=1A03 =023,

2Cd. O) A u(C. O) =0.4 A 0.3 =0.3."

A DYA D, CYy=04 A1 =04,
MAX [0.2, 0.3, 0.3, 0.4] = '
neH. O =0.420+4

Areo (. D).

. A) A u4. D) = 0.2 A 0.4 =025

ued. B) A (B, D)= 1'A'0 =0; ]

HA. O A . DY =04 A0 =05 -

uid, DY A (D, DY =04 A0 1=0.1,

MAX [0.2, 0. 0 ou=d.2. 5 A
(A D)y=04202 :

Arco (B,.—l)

p(B..‘l)A u(-!,A) =0A02= O.
W8 BY AN A)=0.6 AU =0,
WB. O) A W(C. 4)=0.3 A0 =0,
‘W(B. D) A (D, A) =0 A 0.1=0,
MAX [0, 0, 0. 0] =0,

wB. A)y=0=0.

Arco (8, B).
B, ApA.B)Y=0n1=0,

B B) A B, B)=0.6 A0.6=

0.6,

WEB.O)ANC. BY=03A1=03,

"WBIDYA WD, BY=0A1=0,

‘MAX {0,0.6,0.3,0}=

(B, B) = 0.6 2 0.6.

‘idrco (B, ©).-
B AY AP, C) =0 A 0.4 =0,

WB. B) A u(B. C) = 0.6 A 0.3=0.3.

". HB. O AC. OI=03A03=
CMB.D)AuD. O =0A1=0,
MAX [0, 0.3. 0.3, 0] =0.3.
(B, C)=0.320.3.

. dreo (B. D).

WB.A) AN, D)=0A04=0,
(B, B) A W(B.D)=0.6A0=0.
WB, O A uC, D)=0.3A0=0,
WB. DY A (D, DY =0 A01=0,

MAX [0.0,0.0] =
WB. D)y=0z=0.

0.3.



Areo (C, A).

WM. DAPA. A)=0A02=0,

WC. BYyAa B, A)y=1A0=0,

WE. O A WC. 4)=0.3 A0 =0,

WC. DY A (D A)=0 A 0.1 =0,
. MAX [0,0.0,0) =

WC.Ay=0=0.

HAreco (C. B). -

CMC A A A, BY=0A1=0,
WG, B) A 1u(B, B)—LAos—uc‘
woe, C)Ap.(C B)—-U.v/\l=03
WO DYA WD, BY=0A1=0,
MAX [0, 0.6, 0.3, 0] = 0.6.

wC. By=1=0.6.

Arco (C, C).
WC, A A pld, O =0 A0.4=0,
WE. B) A (B, O)= 1 A0.3 =0.3,

WC. O ARC. O=03A03=03

WC, DYAUD, OY=0A1=0,
MAX [0, 0.3, 0.3, 0] = 0.5.
wC, ) =0.3=03.

RELACIONES BORROSAS
~reo (C, D).
. A AWA. DY)Y=0A04=0,
HC, BYAWB.DYy=1A0=0,
H(C. ©) A WC. D) =0.3 A0 =0,
H(C. DY A (D, D)=0.1 A0 =VU.
MAX [0, 0, 0, 0] =0,
wC, D)_= o=0.

vdreo (D).,

w2, A Ap(4..4)-o 1A02=0.1,

p.(D B) A p(B.A)= 1 A0=0,

nD; C)Ap.(C.A)— 1A0=0,

p(D‘ D) ~ p.(D._-l)r= 0.1 A0 1=0.1,
"MAX[0.1,0,0.0.1] =0.1.
"p(D..éx) =0.120.1.

:Arca{D B)
]p(D,A)Ap(A B)—O LAl=0. 1,
DB AMB. B)= 1 A 0.6=10.6.

u(D.C’)Ap.(C By=1A1=1.

(D, D)/\].l(D B)=0.1 A1=0.1,
‘MAX [0.1. 0.6, 1.0.1] =1,

WO, By=1=1.:.



CAPITULO 4

dAreco (D, O). Adreo (D. D).

WD, D APH. CY=0.1 A04=0.1. wD. DA DY=01A04=0.1,
HDO. B)A B, O)=1A03=03. WD, BYAuB. D)Y=1'A0=0.

WD. YA WC.C)=1AA0.3=0.3. HD. OOAWC. DYy=1A0=0.
WD.DYAnD. O)=0.1 Al1=0.1. rDO. D)YAWD. DY=0.1A0,1=0.1.
MAX [0.1.0.3,0.3,0.1] =0.3. MAX [0.1.0.0,0.1] = 0.1,

wD.C)y=1=20.3. WD, D)y=v.120.1.

Por lo tanto la relacién 72 es transitiva.

La operacién definida para la propiedad tmnsiti\'a,éejet‘ectim “renglones
por columnas™. camo scimce.ordinnﬁnmmmm:l.cmﬂ{l’o‘ matricial.’ .

La figura 4.4 indica como proceder pafa obiéner:

v [Cey A XD A -‘fr,)--(-fi;.l;\;‘isj); ;,_T‘i(x.,.| _'A' Xt g f(-r.,. AXap].

S

- X

X3

5 X35

-"‘il":“‘lx‘:’lxIJ ' : I.qu |’xm|

Fig. 4.4



RELACIONES BORROSAS
4.6.4 CLAUSURA TRANSITIVA DE UNA RELACION BINARIA BORROSA

Sca 72 una relacidn borrosa en £ x £, que se define como siguc:

por
H e (x.2)= .\L.‘—.L\' [MIN My {x. v). My (v. N].
donde x, v,z € £.
La expresién anterior puede escribirse también de la siguiente manera:
Hop (x. =)= v [,u‘! @ V) A pre (v D]

La propiedad que define la transitividad también se. puede preseatar de la

manera siguiente:

FOR <R
Sea:
7= 7.
¥ de aqui: a
R e gek, K= 1.2, 3. ...

Y también. evidentemente:

Se llama “clausura’ transitiva™ ‘de’ una relacién binaria borrosa 7. la”

relacidn: : e
BEROR ORI O

Teorema I~ La clausura -transitiva .de una relacién binaria borrosa

cualquicra cs una relacion borrosa transitiva.

»
v




CAPITULO 4 . -
Demostracicn, Se tienen las propicdades siguientes:

(R DR (T = #) <> F estransitiva.
(R= R = (= #) = T° es transitiva;

" El tcorema / da pucs. el medio de construir una relacién transitiva a partir

de una relacion cualquiera.
Teorema II. Sea 7 una relacién borrosa binaria cualquiera. si a partir de

un cierto k se tiene:
Entonces:

Demostracion. Se tiene:

F=R O RoLoRORTTO RO

oo _’}_?:.u... u..?“u ’J?ku 5__?“\)_.

= Fax RO Lo R
Pero se_puede igualmente ver aparecer un fenomeno ciclico tal que:

Zek= &jhl . :g'kﬂ =y _’z?k-l = ‘?hS'; z?bs= o

Ejemplo +-20:

Se da una relacion 5% cualquiera .
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_ Obtener la ¢clausura’

sy,

A

47]ogilos

B RO 0

e les ol =" B 0 o o

8]

0.3 103

0.2

Se puede ver que ged="7

continuar con el proceso.

RELACIONES BORROSAS

% 4 B C
4 |oslos o1
ierlos- 703 0.2

T4l B C

Afes ] i et dilos o8| o

c.losliofoz] " e |los|o03|o02

70 y debido al ‘Teorema // ya no es necesario
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CAPITULO 4

Finalmente

® A B _C

0

5

4 los| v {on

*
o
%
=z
%
(=3
-
L

B 0 0.4 0] [

n W

0.3 0o~} 0.2

03! 03] 02 C o3 josloz

También se puede verificar que %~ < % se cumple.

R

- B C

2 4 B C # 1t 8 C
4 los) t joa A4 {os) 1 {oa 1 losjos|on
Bloloslols slolos]ol= 810l os]o ‘
c {o3]03]o02 c (o3 ]03}02 c jo3josloz l

4.6.5 RELACION DE PREORDEN BORROSA

Una relacion-binaria borrosa que posee las propiedades de reflexividad v de
transitividad es una relacion de preorden borrosa.

Teorema.l Si 2 es transitiva y reflexiva. catonces:
R¥= T, k=1.2.3. ..
Demostracion. Basta recordar la definicion de transitividad y demostrar:
7% = Jv.siseimpoas gue
Y ox: Haylx, xy=1.

Puesto que:
7Z-= X ° 5¢. sitiene
Mo (D)= v Laz ey A s G2
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RELACIONES BORROSAS
El miembro de la derecha de la igualdad anterior contiene dos iérminos
iguales: . .
;),: (x. )~ g (x 5 =f",u,3'(x DA Hyplzi)= ,u, (x.2).
Y sc uene

Hip (X2 r) = ﬁ, (=.2=1 - ' - (reflexividad).

Rccordcmos, que J_'{ es transitiva. es decir:

'j.t',_ (r, i.')' 2v [;lv,? . A Mz o, ‘:)_];7

resulta entonces que ,u, es mayor- ° 1gunl quc lodos los términos ,u, x. WV A

s (v, 2). estO €S el va.lor del nuembro de 1a derccha de y__, (r, =), ¥ se tiene

R.

A 1} o7]os8)os]o0s

B 17 o3] o ]o2

c o ] o7 1 0 0.2

D jos] 1 1oo 1 | oe

E ) o 0 o 1
TFig. 475
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CAPRITULO 4
Solucién:

Primero se verifica Ia transitividad con ayuda de la relacién % < @

Fi= o R

7é A B C D E bid B B [ D E
ot 1 Q7108 10503 A 1 0.7108(05]0.5
B (4] 1 0.3 0 0.2 B 0 1 0.3 0 0.2
C (o] 0.7 1 0 0.2 ° [og o] 0.7 1 o 0.2 =
D 0.6 1 0.9 1 0.6 D 0.6 1 0.9 H 0.6
E 0 0 133 0 1 E 0 0 0 o 1

Fet - B (& D E

g i 071081 05]0.53

B 0 1 0.3 0 0.2

C Q a.7 1 s} (9 1)

D 0.6 1 09 1 0.6

E 0 0 0 Q 1

Entonces la relacion es transitiva.
A continuacién sc verifica la reflexividad. La reflexividad aparece

directamente por la presencia de los . en la diagonal principal.

Por ultimo se verifica que 77~ = ®.

Pl



: . ; RELACIONES BORROSAS

@ A B LC DN CE #* a4 -B ..C D E ‘
AL 07l 08.] 05 05 a o7 o8 o035 0s

P2 R R R0 TR V- DR 2 08 St I 3 R

c o {07 02| = =€ -0 07| Frolo{ea ]

p o6l 1 ool 1 {os D los] 1{o91 1 |06

Elolol oo} Elo]lololo 1

SEMIPREORDEN BORROSO

Una relacién borrosa transitiva pero no reflexiva se llama “semipreorden
borrgsp™. o w.ambién preorden borroso.no reflexivo.
Ejemplo 4-22:

La relaciéon representada en la figura 4.6 es transitiva pero no reflexiva. es
un “semipreorden”.

® 4 B C
A o2 1 o4
B | o los|os
clol 1 los

Fig. 4.6
PREORDEN BORROSO ANTIRREFLEXING
Un caso particular de scmipreorden borroso es en el que:

VxekE: Ha(x.,x)=0
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CAPITULO 4

Sc dice entonces que ¢l preorden es antirreflexivo.

- Ejemplo +-23:

L'a'rel.'.iciérn dc preorden féprcséqladn 4.7 cs antirreflexiva,

4.6.6 RELACION DE SIMILITUD
Una relacién binaria borrosa que es:
« Transitiva.
» Reflexiva.
& Simétrica.

se Hama “relacion de similitud”™ o “relacién de equivalencia borrosa”. Es.
evidentemente un preorden.

Teorema I. Sea ;7 — E < E una relacién de similitud. Sean tres clementos x. v, = &
E. Se establece que:

€= U7 (X.2)= pa(z.x).

A= p (X V)= (V. x),

b= My W, 2= py(z0)
Entonces:

cza=by azb=cy bzc=a.



RELACIONES BORROSAS
Dicho de esia forma. estas tres camtidades 2. b v .. dos.al mcnos son iguales v
1a tercera cs menor que las otras dos.
Demostracién., Se lienc ya. por hipatesis:
czanb.
bzcnhAa.
azb e
Supongamos que sc tiene:
czh>a.
Entoncesczand y bzc naseverifican. peronoa 2 b A c: y si.se toma

que b = a. se verifican las tres rclaciones.

Supongamos que sc.ticne:

eza>b.

Entonces cZa A b .y azb Ac se verifican. pero.no b 2. A a: y.si.se toma

que a = h. se verifican las tres relaciones.
No se puede tenerc.z2 b > a ni c2 a > b. pero, por lo conrrario:
¢ = a= b concuerda.

De 1a 1vi 1 se o ard.que no:se.puede . tener a =2 b > ¢ &

a z c> b. Pero
a =z b > ¢ concuerda,
También se demostrard que no se puede tener b =2 c> a0 b Z a > ¢, pero
b 2 a = c concuerda.
Asi. ¢s necesario que sean iguales dos de los tres valores.

Por consiguicntc las desigualdades quedan como sigue:
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CAPITULO 4

Sia=b: : czanb.
b=cAaa.
a=b/\‘c.

Sih=c:

c=anb.

b=cnhAa.

azbnac.
Sic=a: c=anb,
bzcna.
a=bnc.
Ejemplo 4-24:

Verificar que la siguiente relacion sea retacién de similitud.

z e B (o4 D E

A 1 08 | 0.7 1 0.9
B 0.8 1 07108708
C 107107 1 0.7} 0.7
D 1 08 { 0.7 1 0.9
E 09]081074)09 1

Solucion:

Se puede verificar directamente la reflexividad v la simeuria de la
Para verificar la transitividad. basta calcular 72°.

relacion.
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® 4 B € D E
o 07] 11009
B 07 .08 ) 0%
c o) o] 07
D1 osto7] 1+ ] o9
£ jo9los|o7]o9] 1

Entonces R es transitiva. ya que J':?:C 72, por lo tanto 2 es de similitud.

4.6.7-SUBRELACION DE SIMILITUD EN UN PREORDEN BORROSO

Sea 7¢ — E x £ una relacion de preorden borroso. Si existe un subconjunto

ordinario EicEstalque: W x, ve By gy, vy = u,(w x) los elementos de E,

formaran entre cllos una relacion de similitud que denominarecmos “subrelacion de
similitud™ en ¢l preorden 7% .

Se considera que una subrelacion de similitud es maximal si no ¢s una
subrelacion de similitud de ninguna otra de la misma naturaleza en la relacion
considefadn. Todas las subrelaciones de similitud maximales son disjunias. es decir.
si cada uno de los elementos del conjunto refercncia respectivo. si éste pertenece a
una subretacién maximal de similitud. no pertenece a ninguna otra. Los
subconjuntos originados por tales subrelaciones maximales dc similitud disjuntas
forman lo que se conoce como “clases de similitud™ del preorden.

Ejemplo 4-25:

Sea la relacion



CAPITULO 4

7 oA B ¢c. E F D G
“ 1 {oz2]o2fo2{o2fos] o4
B o2 1 {os]|]oxjoz2]os]os
C 02| 05 1 02 {0203 ) 03
E 0.2 0.2 0.2 1 0.8 a.3 0.3
Flo2]o2}o2]o8} 1 jo3do0s
D |o2]o2}o02]02]02]1 o
G |o2fjoz2foz2|o2]o2fox]

Se puedc verificar que la relacion s un precorden. pero no cs una rclacion

simétrica. Podemos ver que la relacion ¥ pucde descomponerse ¢n  ires
subrclaciones: 72, relativa a {4, B. C, E F}. Z: rclativa a {D}. v 725 relativa a

{G}. Los subconjuntos ordinarios Ay = {{, B. C. £, F}, K: = (D}, A5 = {(G} son
maximales para la propiedad de similitud. De acuerdo a esto la relacion ¥ de
preorden borroso se puede descomponer en las clases de similitud formadas por las

subrelaciones maximales de similitud disjuntas que forman K. K5, v &3,
Ejemplo 4-26: La figura 4.8 representa una reiacién de preorden borrosa.

7z 4 B C D

v

A 1 0.2 0.5

N

B 0.2 1 0. 0.2

C 0.5 02 1 0.5

D {oz2{ov2]o.
Fig. 4.8

[¥]

1
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En esta relacxon enconuamos tres subrclac:ones dc smnlnud R T,
7. pero si blcn son ma_\lmales no son dns_;umas y por um.o. no consutu\en clascs

de similitud. . .

Ry 7®: B [of Ty B D
a1 loa2 8 | 1 [o0~2 B |71 o2
B |o2]| 1 c Joz| 1 b o2

PREORDEN BORROSO REDUCIBLE

Cuando un prcorden borroso sc¢ pucde descomponer en clases de similitud
se¢ denomina “preorden borroso reducible™. Asi. el gjemplo anterior podemos decir
que no es reducible.

Aunn cuando los ejemplos anteriores hacen referencia a un conjunto finito.
la descomposicion cn clases de similitud es valida si ¢l conjunto es infinito. es decir.

las clases pueden ser finitas o no. ¥ su namero finito o infinito.

BUSQUEDA DE SUBRELACIONES DE SIMU ITUD MAXIMALES DE UN
PREORDEN

Cuando se tienen casos simples. al examinar los pares de elementos para
los que sc uene la simetria. se obtienen immediatamenie las subrelaciones de
similitud maximales. que pucden ser disjuntas o no. En casos no tan simples se
dispone de un procedimiento nuis general que se describe a continuacién. » que
posteriormente sc¢ ulilizard para la busqueda de subrelaciones maximales de

similitud.
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CARITULO 4
Algoritmo de Malgrange. En cste algoritmo sc trabaja con una matriz

boolcana asociada a un grafo. de la cual se consideran cicrias submatrices necesarias
para la aplicacion del algoritmo. y son:

“Submatriz compicia™. c¢s una submatriz cuvos clementos son | sin

L J
excepeion.

e “Submatriz principal” o “Submatriz completa maximal™. c¢s una
subm;nn'zxomplem que no estd C ida en ni otra sub iz
compicta.

booi es un conj > de sub rices

e “Cobertura™ de una matriz
compietas que cubren todos los cocficicntes de valor | de esta matriz.
Para iniciar. partamos de una matriz booleana {\1].

b d = f

Aol irjol 1]
)= Blijol1rt]oflolo
c 1t1o0j1i11o0
D I EEREEERE

Scan / el conjunto de renglones y J el conjunto de columnas de una matriz
booleana. Cada submatriz completa se define por la pareja de subconjuntos
ordinarios (/, . J3) con /, < I v Jq = J. Definamos a dos submaltrices completas

cualesquiera de la matriz booleana [\/]:
(A, definida por (/; . /1) ¥y [V/z] definida por (/: . /).
Las operaciones s v = hacen corresponder a las dos submatrices:
AN ] w [\fs] = [\r] definida por la parcja (/; w /= . Jy mJA),

(M1 A [A2]) = [AM°) definida por la pareja (/) ™~ /[~ . Jy o J3).
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RELAGIONES BORROSAS
¥ se demuestra quc son opcraciones internas en ¢l conjunto M/ de submatrices
completas de [A].

Al aplicar dc manera alternada las reglas siguicntes a las submatrices
completas de una cobertura:

C = {[\n]. (ML) .l MG,

hasta donde va no sca posible. nos permite obtener todas las submatrices principales
de 1a matriz {A/] en un numero finito de pasos.

Primera regla. Se suprime toda matriz {A4] contenida en otra submatriz
[Af] de la cobertura C.

Segunda regla. Se afiaden a C las submatrices obtenidas por las
operaciones v m definidas anteriormente ¥ aplicadas a todos los pares de matrices
{AA] v V4] conservadas en la cobertura (excepto si la submatriz completa estd
contenida en una submatriz que figure cn C. lo que evita un proceso infinito).

Veamos un ejempio empleando la matriz {.\f] definida anteriormente.
Calculemos las submatrices principales de 1a matriz booleana [\/].

Fase /. Escojamos la cobertura.

b d e f a c
pa=a [ ] ] pe=s 1] 1]
b o ' b e f

Fase 2. (Segunda regla).

Vamos a calcular las uniones e intersecciones.:

hol:={,B} . A=,
holLi={A.Cy . SinSy={b.d e}

29



CAPITULO 4 .
de donde se obtienc una nucva submatriz:

3

b d

[AVALIRNEN IR I B | 1
—elr

holi= (. D} hnJa= {6

de donde se obtiene una nueva submatriz:’ -~

pr= 2] a
E 'D" B

Lol3={B.C} . J:AJ:
Loli={B. D} . JaJy= {cj}({f
de donde se obtiene una nueva submatriz:
pe= Bl

D

Loli={C.D} . JsJs={b}.

de donde s¢ obtiene una nucva sumbatriz:

MRl= C
D
Todas las intersecciones /i m f; . V i. j. son vacias: por lo tanto. no es
necesario calcular los J; w J,.

Fase 3. (Primera regla). La nueva cobertur: es:
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C =LA - W) -L’LI-;] AMLYLL (&Id (\’lh‘ [Af[ﬂ ..[\Ju]}.

No sc conserva LA;]. ya que csta conlcmda cn [‘\15]

Fase 4. {Scgunda regin). Calcularcmos las umoncs e ml.cxsccmoncs.

L'Uls={4.C}. Jinds = il d ey an [‘\m #
Hhwla={A.D}. S da= 4B 3 fda.(.u..l- e
Nhwl-={A.B.D} . S =D, el
1y uvl,= {A4.CD% L Jr S =400

Esto da una nueva submatriz:

Bal= A |1 ]

Iavwls=%Ad. B . C) . JaJds =30
Lulsa=(A.8.Dy.  JLedi=oll! v
Ity = {B.D} . rAUT=gesl ~da [\L):
1-u13=‘3<:p~ VAP
da (W)
da (M)
: da (LY
"='§b3.  incluida en [\f]:
=hs. aa L
S SAVAR
=.{b3. da VGl
L s = {6}
hORSB,C.DY,. . Srad=0.
hIs=§43, Lo ds=$b,d el Sy, da (A
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hnls=14Y., Jiwds=tb.d, e fl. » . da M)
hnh=0., hek=29. o

Linls=. L=,

Is~1:=§B}y., JxawJr={a.c}, . = C da (Mals
Ianls=@, - lLiIls=2:

LimIs={D}, Jiwds=1ibic.fs;. da (ALY
Lah=1Dy. Jool=ibic sy da [AL]:
Linle= Dy, JiJs=1{bc.fiv . . da (MLl
Limls= (A}, JsSTs=3bld. eify. da (An];

lsmi;= . :

Isnly={Cy. i Ts STy , incluida en [\Ms}:
Is I =D} o e SO = tb.d. ). da M)
LsnIy=(DY . Us She = th, 1. incluida en [Aa]:
I~nfs= (DY, Jrwds={b.c}. incluida en [A]:

Fase 5. (Primera regia). La nueva cobertura es:
C = (MO . BVL=) L (MG MG L MY L LAVA) L VD L VG
{A %3] ha sido climinada porque estd contenida en [ /o).

Fase 6. (Segunda regla). Haciendo el cilcuio de las unioncs ¢
interseccioncs notamos que yva no es posible encontrar submatrices completas que no
sean iguales 0 que no estén contenidas en las submatrices de 1a altima cobertura: por
1o que €sta cobertura da el conjunto de submatrices principales:

b o e J a c
po=t 1[0 ( ] s [0 [0

b e 7 b d e

paro A0 T0]  we- a0 ]0

o}
-
-
-
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5 f c b
[AYAT I I A= B [AYS TN
D] D c
D
Basy da de subrelaci, iassales ol sisnilitad

Una vez que sc ha descrito ¢l algoritmo de Malgrange. podemos ahora
empleario para la busqueda de las. subrelaciones maximales.de similitud.

Tomaremos como cjemplo ¢l grafo ordinario simétrico v reflexivo que a
continuacion se muestra v det cual determinaremos. a panir de la matriz boolcana
asociada. las submatrices principales que forman una cobertura de esta matriz. De

éstas altimas. las gue sean cuadradas darin las subrelaciones buscadas.
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Antes de iniciar. rcordenarcmos la matriz de manera que sc cncuentren sus

clementos cn orden correspondicnte a los renglones (¥ por tanto a las columnas) que

el mayor nd ode 1l's.

a d [ b c ¢

a 1 1 1 1 1 ]

d 1 1 1 1 1 0

ra 1 1 1 1 0 1

b 1 1 1 i 0 0

- c 1 1|ojfo]1}o

e 0 0 1 ] 0 1

Fase 1. Tomarémos la cobertura siguiente:

a d f b

a 1 1 1 a 1% c . Vs e
pal= a1l o= c EIIII] Msl= e II]II
' FAR! 1 1 1
511 1 1 1
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a e

A= d [Msl= g
c e

Fase 2. (Segunda regla).
holbi=tadfb.c] . hnd:={ad.

de donde obtenemos una nueva submatriz:

8
8

a 1 1
d 1 1
wei= |l
b 111
1 1
h~N[L=C.
hvwlhi=fa.d fb.e} , hinJs={3},
de donde se obti una- 4
r .
el ]
al]
w7 1]
sl
L
hnnl3=O, . B !
houli=f{a.df,b.c}, N NJy=,
L ALi={a,dyy TS wJs={a d,f,b.c}.
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dc donde obtencmos una nueva submatriz:

de donde obienemos una nueva submatriz:

106

B £} Vlsﬂ= o e3;

Sl Is={e}, SR S s ={f;e}.

a‘d'/‘ b e

R RS IR EH R I 2

[Mal= d 1 170t 1 1

hols=f{a.d.fib.e}. HeJs=O.

N~Is= (S NUUs=ta. d fib, e}

a

d Feie
sl= fL\in.xl RER

Loly={c, e}. 'J:_r\.l;="6,'
L=, e
Loli=fad el JieJi=fe).
Lely=tey, " o U = a d e
Lols={é ey, R =@

Ji T =0,

S Js = {e}.

LOuls={a.d.c.e.fl.. JinTs=0,
IsIe=O.

Fase 3. (Segunda regla). La nueva cobertura es:
Cc =;{[{W|] SIAL], ALY L [M) L M) L DG L AL
Fase 4, (P;imera regla).

hols={a,d.f,b,c}y. ST nJs={a d}
helg={ad,f.-63. Jiwods={a.d, [, b}

da {Afs)

da AL

da [Ms)
da [\f)

> (ALl . [Mo]3

da {3
da (M,



hwlr={ad f,b, e},
h~L=fa.d. f.b},
howlg={ad,f,b}

NIy =ta.dy
nhUls={a, df, b}
ThnLo={Y3,

Iywrls=ta, d.f.b.c}

L~ fs={c}.

Loh=1{a,d f.b.e.cy. Js s

I, =0,

Loly=t{a dc}.

esto da una nueva submatriz:

L=,
I ls={c, .
Lb=a..

hvwls=tla d f.b.c. e}

L=,

SN de =B,

' RELACIONES BORROSAS

S AL da ),

KOS e d B U da AR,
KA = {ad f,b3 2, o da (A,
: G dl. f; b.'cy i da (M,
Fda Al
Cda' (AL,
da (M),
da [A5],

JrnTs={a.d.ct

a d ¢

a 1 1 1

o= d 41 1 1
e il 1 1

incluida en [Af],

Loli=fa.dfib.ey, Jydr={} da [Vl

Iy, = e} .
howls={a.d e},
.
Liuwlea={f.e}.
esto da una nueva submatriz:

1

Iy~ 13

Sy Js={f e}, da A4,
Sy Js = {3, incluida en [A5G),

JsnJo={f. ¢},
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0%

g lo={a.

2 e

Wnd= s, i

R I I
nly =3,
Lo Is = ta.
Iy~ ls

SJs =f{a.d f b e).

B O = (a. d. S0

357 Jarnds = {a. d},

' l'Js Gde = {a.d. f.b.c}.
7.715 ~J = {a. d}.

Is~To={f}.. Tswdo= {a. d. [.b. ¢},
I fs= {a.rd.jl b. e} . J- ~Js = {f}.
he~Ig=fady, CJhods ={a, d, f b, ch

Louli={a.d fb. e}, JinnJe=4{3

da [\l

* incluida en ().

da [ALL),
da {Alel.

incluida en [AS5).

da {M 1.

da [AMs],
da [\L).

incluida en (M)
da [Me].
da [Ma].
da [M).
da [AS6].
da [MfA].

Cda ML

da [Af:]).




. RELACIOMES BORROSAS
IrnIo=3 . - ta.d. fib. e}, : da [\Ss).
Khoh=ta d . o Jemds=laid.fib}.  incluidaen AL
Ianlo=@. bR :

Fase 5 (Segunda regla); La hueviiiéob:el"lu}:} si

C = {LWh] . [(Me) . M) M, 1A 6] LVl < 1M )5
Se han climinado [Me] .« (M) . (M) . [AG] o incluidas en otras submatrices.

Fase 6. (Primera rcgla). Debido a que ya no es posibie obiener nuevas
matrices. la cobertura C*° es la que da todas las matrices principales:

a d
« d S b all 1
alt 1 141 di1 | ‘
M= d ]t 1 1 1 M= sl 1 (ra)=
AR RER 'EEREE L
6 | 1 1 i c, 1

= a1

a 1 1171 e
hel= 1 1 1 =~ S 1 1
c 1 1 1 e 1 1
! Como se puedc ver. hay tres submatrices cuadradas [M] . Mol . ¥ [Mul:

éstas dan las tres subrelaciones que son no disjuntas. En la figura siguiente se
presentan estas subrelaciones.
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L J
f
[ ]
e
a b < o -« ra a b < B4 e ra
a 1 T 1 1 a 1 1 H
b 13 1 1 1 &
< c 1 1] p
a | S I 1 .11 1 1
@ L 2
Flil Y1 1 s
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L N )

& a

LY
-
-

<

4.6.8 ANTISIMETRIA

Una relacion borrosa se dicc que es “antisimérrica™ si:

V(x.») € Ex Econx=y:

(,u,_, (6, v) = (,u,_, (v. x)) dondec Hey (v, V)= Hey (v.x) =0,

La figura 4.9 da algunos ejemplos de relaciones borrosas antisimétricas.

/R" A B C D E ;?’_.A B C D
A 0 0.3 0 0.9 1 A [ 0 0 0.8
B |o.5]l]08l06}08] 0 B loj o fos] o
cl-o:los| 1 o 1 c jr|oz2]o3|
Dlos| 1oz} 1 |o3 pl1]lojo[1
E o [ o o2}t o
Fig. 4.9 Relaciones B Antigimétricas
Otro ejemplo pucde ser la relacién 7. tal que:
7 (x, V) = e o7 a>b>1,

v también cs antisimétrica.

11




CAPITULO 4

GRAFO ANTISIMETR_ICO ORDINARIO ASOCIADO A UNA RELACION
BORROSA ANTISIMETRICA

A toda relacion borrosa antisimétrica 7¢ se lc asociard un (¥ uno solo)

grafo antisimétrico G ordinario tal que:
V(x.Vv) € Ex E;

Dxs=yvyyv (e ) > Moy xy=(x.weGy (v.x) e G
DVx=yvy Hr(x. V)= (2 0) = O=(x.veGy (.0)e G
Sc tomari (arbitrariamente) para G:

VW e ExE: (v.x)e G
Ejempio 4-27:

Las figuras 4.10 ¥ 4.11 representan los grafos antisiméricos ordinarios
asociados a las relaciones de la figura 4.9.

6,1 8 € D E A
A4{1]jolo}1{1
Bili1fli1l1}(ofo = s
ciojofj1lo]
Dlofl ] 10
E|lofjojolo]f1 D c

Fig. 4.10
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ke

G . D A 8

C 1]lolofo

alofi1{1]o

cli{ol1 |

plifolof Oo chd)
Fig. 4.11

ANTISIMETRIA PERFECTA
Una relacién —antisimétrica perfecta™ es la que:

VvV (x. V) e £ x Econx =)

Moy (x.WV>0= u,(v.x)=0
Ejempio 4-28:°
La figura 4.12 representa una relacion antisimétrica perfecta.

A B C D E F

4] o josloslos} ol o
B 0 jos 0o |06 o} o7
c | o “h1] o6
Do S EAT NG B -
E |40 Coslag-
Floz 7 I R Y

Fig. 4.12



CAPITULO 4
4.6.9 RELACION DE ORDEN BORROSA
Una relacion binaria que cs:
1. Reflexiva
2. Transitiva
3. Antisimétrica

es una rclaciéon dec orden borrosa. S¢ puede cnunciar también ¢sta propiedad de 1a

mancra siguiente: una rclacion de preorden borrosa que es antisimétrica es una
relacion de orden borrosa.

Ejemplo 4-29:

Las figuras 4.13 » 4.14 represenan rclaciones de orden borroso. Se
verifican que son:

» reflexivas

e transitivas
* antisimétricas .
'{?/.A B8 C D

A 1 0.8 ] [+ 2

A B C D

1 ]o8| o8] o8

z
o
B

8 (02| 1 [o1lo:l

o511 [os | 1

clo3zjos| 1’ SO ES | 1

Dl ol of o 17 05 06f06] 1

Fig. 4.13 Lo Fig. 4.14

Teorema. Toda relacién de orden borrosa induce un orden en el conjunto
referencia. por la relacion: ’

Hy(x. )2 Mo . x).

Estc orden sc representa asi: yvzx
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Demostracion. Basuaa considcerar ¢l grafo antisimétrico ordinario asociado a
1a relacion de orden borrosa.

Ejcmplo 4-30:

Las figuras 4.15 y +4.16 representan respectivamente los grafos

antisimétricos ordinarios asociados a las relaciones dc orden borrosas dadas las
figuras 4.13 v 4.14.

%
-]
[}

g_.. D A 8
411 ]l1{ofo
Blofi1}lolo
cl 1]
plojojol Go c
‘ o Fig. 4.15
G LA B. C D A B8
q—‘ RERERE
glolr{o]
clolrirjn
Dioflolol =} c
Fig. 4.18

Relacion Borrosa de Orden Total.

Una relacion borrosa es de orden towal si su grafo ordinario asociado
representa un orden total.

Utilizando la notacién:

vaxst HpX. ) > Hg (V. X).
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En la fipura +4.16 sc represcenta la relacion borrosa de orden 1o0wal. Se tiene
entonces:

DzBzCz
Relacion Borrosa de Orden Parcial.

Una relacidn borrosa ¢s de orden parcial si su grafo ordinario asociado cs
de orden parcial.

En la figura 4.135 sc representa esta relacion. Se ticne:
Bzd=z=C.
D=zC.
Relaciion de Orden no Estricto y Relacion de Orden Estricto.

Una relacion de orden no estricto es aquella que sc puede distinguir por su
transitividad. reflexividad. v antisi

ria ( bién es 11 da “relacion de orden™).
Esta rclacion sc representa por:

vzx

Una relacion de orden estricto es aquella que presenta transitividad.
antirreflexividad. v antisimetria ¢ bié¢n es 1l sl

“relacion de orden no
reflexiva™). Un orden estricto se representa por:

v>x.
Ejemplo 4-31:

La figura 4.17 da un gjemplo de relacion de orden estricto (también es una
relacion de orden perfecto ¥ de orden total).
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4 |ofos8f07{07
B |o 0.6 0.4
clo o |os
D o V] o o

Fig. 4.17
Sec puede verificar que se tienc:
A <B <C<D.
4.6.10 RELACION DE DISIMILITUD
Para definir 1a relacion de disimilitud consideremos una relacidn 72 de

similitud y sus tres propiedadcs:
LY. v (.2 (c.x). & Ex E:

Ha (x.2) = \\{ { My (x. V)Y A My (. 2) L. (ransitividad).
2.Vx.x)e ExE: Moy (x. x) = 1, (reflexividad).
3.V ve ExE: M (B V)= p1 5 (V. XD, (simetria).
En seguida asociemos a ¥ uaa relacién 7 tal que:
Vix.v)e Ex E: Hy (e V) =1 - pa(e )
Como 7% tiene las propiedades dc transitividad. reflexividad y simetria.
por lo tanto. Z? tiene las mismas.
Comencemos por la propiedad de transitividad. Se tiene:

Popze)z vl - pr e mIall - uz 02911
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De acuerdo a los Teor:;nja de Mo;gan: . »
i1 - Hy (x;_v)] /,\7[{ - .u-;(y é)l = 1. *‘é . v LEASS
Asi tendremos lo siguicmvev: - i :
1- Hz (. z v {1- yi(x‘y)v ”E(y':) 1.
o también: .

Hz DS A Laz@EMv .2l

Esta propiedad s¢ & ina transitividad MIN-MAX.

Ahora tomemos la reflexividad. se tendrai:

Hzx.x)=1- y;x(x.x)=l-l='0.

Por altimo. la simetria se ¢ va. Asi. 1o sigui

LY () (v, 2) (. x). € Ex E:

Hz .S AL uglx. V) v uz (v, ) ) Uransitividad MIN-AMAY).

2. vVix.xYe ExE: Hz (x.x)=0, (antirreflexividad).
3.V (x. V) e Ex E: pug(x.y)= uz (. x). (simetria). '

Una relacién binaria que posce las propiedades anteriores se denomina
“relacion de disimilitud™.

Ejemplo $-32:

La figura 4.18 representa una relacion de disimilitud.
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0203|001

0.2:
0.3 35| 0.3
o 03" o1

(LR v I o W R N
(]
[}

o3 o) o

Fig. 4.18
Para verificar que la relacion' tienc transitividad MIN-MAX tomarcmos

algunos pares de elementos.

Areo (1, B) N v : :
B AV U By =0V 0.2=0.2.
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¥ asi sucesivamenie.

La simetria » la antirreflexividad se¢ pucden observar facilmente cn la

figura.

Distancia MIN-MAX entre elementos en una relacion de similitud.

Sea 7 una relacion de similitud. Se llama “distancia MIN-MANX™ cntre

losclementos x v 1. xv € E. B <« E < E:

Sl W) =1 - pre (X W)

Esta definicion respeta los axiomas de 1z nocion de distancia:

No negatividad:

Simetria:

Transitividad MIN-ESTRELLA:
la operacién considerada entre las distancias d(x. v).

dix. x) =0.

Ejemplo 4-33:

dir. vy 2 0.

de. ) = d(v. x).

d(r. =) = d(x, M) * (v, 2). donde * cs

La figura 4.19 reprcsenta una relacién de similitud 72 v la

figura +4.20 representa la relacion de disimilitud asociada a la relacién de similitud.

7 A B c D E

4.1 Josfo7z] v |09

B | 08 1 07]{08]| 08

cloz7{o7} 1.:]07]|07

D 1 |os}o7 ] |09

E-{ovlosg|oz}|oolir
Fig. 4.19

"yl

m o 0 %

i B C D £
o 0.2} 03 o 0.1
0.2 )] 03] 0202
03 | 03 o] 03} 03
(0] 02103 0.1
0.1]102]103]0.1 o
Fig. 4.20
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Se tiene finalmente: ‘
dptd. BY =022,
dp . © =0.3.
L3 Li.DYy=0.
. ete.

4.6.11 RELACION DE SEMEJANZA
Una relacion 72 tal que:
1.Vix.x) e Ex E: Ho (x, x) = | (reflexividad),
V.M e Ex £ Halx. V)= o (3. XY (shnetriay.

s¢ denomina relacion de semejanza.

Ejemplo 4-34:
La figura 4.21 representa una relacion de semejanza.

® A B C D E

A 1 joilos 0.21 0.3 ‘
B lovliudro Los | v}
ciost 0.7

D 7 024031 07 1 0.6
Elos| o |oe [ 1

Fig. 4.21
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DISTANCIA MIN-MAX EN UNA RELACION DE SEMEJANZA

Si 7 es una.relacién de semwianza enlonces # . su clausura transitiva. es

una relacidon de similitnd. Sc puede definir entonces Lo nocion de distancin MIN-

MAX en F porlade 7. Asi:

o v ) = - H [EAON

Ejemplo 4-35:

Considerando la figura 4.21 se ha calculado 1a clausura ransitiva de 72. es

decir {% . La Ggura 4.22 represenia a :_$ . Luaego sc-ha calculado ?-ulque:

Hz e V) =1 - gz (e

el resuitado se indica en 1a figura 4.23.

# A4 B € D E
A 1 {os]os]|o07]|ve
B |los| 1 jos|os] 1
c'los|osl|. 1.]lo7]0s6
D |o7]osfor| 1 |os
E|oe| v joslos]| 1

Fig. 4.22

Se tiene. finalmente:

3 1. B)=
. O=
3 HA.D)y=

4 B8 © D E
4] o loslo2]03|o0s
Blos| o os|os] o
cloz2]os| 0. l03 |04
pilo3 |od 03| 0 |04

CEilo4 0 Lod o4} 0
: Fig. 4.23

0.4.
0.2.

0.3; ... etc.
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CLAUSURA TRANSITIVA “MAX-PRODUCTO” DE UNA RELACION DE
SEMEJANZA

Sea 2 una relacién de semejanza. La distancia que existe entre los

clementos de una reclacién de semejanza sc mide mediante la operacion MAX-
PRODUCTO. es decir. utilizar la siguiente funcion de membresia:
Ho (2. 2) = v [ e x ) e (. 2) 1.

La clausura transitiva MAX-PRODUCTO de una relacion es:

F=F O FoFo.

donde
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5 A

= B C D E P B8 ¢ D E
A 1. ] 03] os [0s6]0336 A 1. |0.336] us |os6l0.336
g2 o3 | 1.]oa2] 06 1 8 jo3s6| 1 |oas2| oe 1
c | os loz} c 1 | o072 032
D | ose |06 07 0.7 1l 06
£ Jo3se | 1] oaz 0.42-|: 0.6 1
7 A B c E
A4 ] 1 Josselos. 0.8 | 0.56 | 0336
B |0336] w1 |os2 Jo0.a2] 06 1
c|osg .02 1 1 .07 | 042
D |e=s6] 06 {07t 1 {06 Dlvse]vs {0o7{ 1 | 06
E |o3s6f 1 ‘foaxfoes | 1 - z-tosse] 1 loxw{os| 1
Fig.4.2¢

4.6.12 RELACION DE DESEMEJANZA

Una relacion ¥ es denominada “relacion de desemejanza’. si cumple con

las siguientes propicdades:

1. =

te.xYe Ex E: Halx. x)= O (antirreslexividad).

2.V (V) € Ex B pp(x 3= py (. x) (simetria).

Eje

mplo $-37:

Lo figura 4.23 muestra una relacion de desemejanza.
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| B c D E

4 0 3409 1] a2

B lo3z) 0o josior] v

cj]ovy]lo3f 0o jos |01

D it jor1los8) o 1

E {oz2] o }oi 1 0
Fig. 4.25

4.6.13 PROPIEDADES REFERENTES ALASEMEIANZA Y ALA
SIMILITUD

TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE UNA RELACION DE SIMILITUD.
Sea & una relacién de similitud ecn £ < E. Entonces ¥ puede

descomponerse bajo la forma

I

70 = wvoet, 0=swsl
- (23

con o > ¢ = W = 74, donde las 77, son relaciones de equivalencia en el sentido
de la teoria de los conjuntos ordinarios v <« e 72, significa que 1odos los slementos de

1a relacidn ordinaria %2, son multiplicados por ct.
Demostracicn.
Primero, Mg X, x) = 1. se sigue que (x. x) = R para w € [0, 1] ¥ asi 7,

tiene la propiedad de reflexividad.

Luecgo. haciendo (x. ) € 7P, .« e [0. 1]. esto implica que ., (x. V) = e y.

por simetrin de 72: p, (v, X) 2 o, Asi. R, tiene 13 propiedad de simetria.
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Por dltimo. ¥ o« € {0 . 1}, suponemos que (x, W) € T, ¥ (v, 2) & TR,
CNIONCES o (X V) < Y Uy O D) Z ol luego por transitividad Hap (xo 2) z cx.‘y asi
R, es transitiva,

Dado que R, cs reflexiva. simétrica v transitiva. es entonces una relacién
de equivalencia. '

El teorema rei:iprocd es igualmente vilido.
Demostracion del reciproco.

7%, no es vacia, (x.'x) eS?\) asi

v xe ‘E, entonces Z¥ es una relacion borrosa reflexiva.
Por otra ;:::n:. cﬁnendosc a 9_? =voae a, s¢ puede cscribir:

ol ‘IAV (;v.;ﬁfe’ E ><E Moy (x. )= \a/ e gy, (xo V).
Es evidente que 1a simetria de cadna 72, implica 1a simetria de 7.

Por ultimo. sca

Ba(e. V=Y e (v, 5) =B
entonces:

(x. V) &€ Raup ¥ (v, 3) € Funp.

Como consecuencia:

(x. 5) € Ronp:
. porque #,.g €S transitiva.

Se sigue que:

Vx.v,ze E: y,,(x.:)za.vAB‘.( ‘

He (5D 2V (g ) A Mg (V2.
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Lo que demuestra la transitividad de ZF. Esta reciproca permite la sintesis

de las relaciones de similitud.

Ejemiplo 4-38:

En la figura 4.26 sc presenta la descomposicion de una relacion de
similitud.

A B8 (o4 D E

1.] 08| 0.7 1 0.9

0.8 1 0.7 08 | 08

0.7 | 0.7 1 07 )] 07 |=v

1 o8 | 07 1 0.9

MmO aw kY

0.9 o8 | 0.7 0.9 1

LU R O Y T 1
1 1.{of 1 1
60]oj1]0ojo
-l el 3
1 t ol 1
1| o
o’ o
o {o-l1

1 o o | 1 1 [} o

0.t 1 cjloje
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Ejemplo 4-38: -

Ahora s¢ muestra un ejemplo 'de. sintesis.. Sean las cuatro relaciones de

equivalencia incluidas st ivamente unas en otras (mostradas cn la figura 4.27).

Se tiene entonces:

ojofi|o oo (1 ]oe
ojojoi} olofof
Fig. .27

GRAFOS TRANSITIVOS DE DISTANCIAS

Cada relacién de similitud presenta grafos transitivos que corresponden a
las distancias MIN-MAX. Algunos cjemplos se muestran enseguida.

Ejemplo 4-39:

La figura 4.28 da un cjemplo de relacion de similitud. En la siguiente
figura se representan los grafos transitivos correspondientes a las diferentes

distancias.



Distancias
iguailesa 01

mobTan e

7 A B
b 0

1_55: ‘0.2

C. 0./8
b [

E. | 01

Distancins inferiores
oiguajes 2 0.2:

- RELACIONES BORROSAS

“ E

i 411 1:

Dismens otz 5 | E

ciu’ o

Dt 1

: £ 1
e c D E
.4 v rfe )
ali e
clolofjr{o]o
blififo] ]|
slv|1tof ]
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Distancias inferiores
o iguales a 0.8:

M0 0w
-~

Fig. 4.29
Ejemplo 4-40;

Sea la clausura transitiva de la relacidén de semejanza. obtener la
descomposicion.

K o 0.4 o2 03 0.4

ced R 1
Distanciag -~ .. { Digancias inferiores
iguales a Oz 5 - Drigunlﬂ 2 0.2: B o
(=5 cl
D Do
B3 KUTE SN EURE HO BN Y Elo
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o X
°
°
°

Distancias inforiores
aiguales 2 0.3:

[ B
°

Distuncias inferiores

v iguales a 0.4 3 t ! ,.l 1 !
< 1 1 1 1 1
D 1 1 1 1 1
Py 1 1 1 1 1
Fig. 4.30

ARBORESCENCIA DE DESCOMPOSICION

En la figura 4.26 se observa que. a medida que « toma los valores 0.7, 0.8,
0.9 ¥y 1. la parnticion del conjunto £ en clases de equivalencia incluye mids y mas
subconjuntos. Esta descomposicion se efcctia de acuerdo a un esquema
arborescente. que se ha representado en la figura 4.31. Tales ecsquemas ordenados se

denominan —arborescencia de descomposicion™.
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Distuncia
MIN-MAX

&

501

Fig. 4.31

Se constata que dos elementos ¥ ¥ v que perienecen a £, pertenecen a la
misma clase en el nivel « si. y solamente si. py (X, V) 2«

Esta arborescencia de descomposicion refleja l1a estructura de la reiacion de
similitud .0 .agrupamientos de los elementos por sus disiancias transitivas. unos
respecto a los otros.

Una arborescencia se pucde representar de diferentes maneras.

1. Se puede utilizar la notacion de lingiistas v escribir secuenciaimente.
siguiendo la arborescencia. por ejemplo el de la figura 4.31.

0.7(0.8(0.9(1 {.4. D}, 1{£}). 0.9(1{8})). 0,8(V.9(L{C}))).
2. Se puede utilizar también la notacion de pila ¥y representar

secuencialmente la arborescencia (de la figura 4.31). con la secuencia:

0.7({BCDE) 0.8(4BDE) 0.9(4 DE) 1(1 D)
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0.9(A DE)Y U(E) O.NADE) 0.8(d BD E) 0.98)

I(B) V.YB)Y VLSHABDE) 0.7(4 BC D E) 1.8(C) 0.9O)
HO) 0.9C) 0.8(O) 0.7 BCDE.
Esta notacion esta asociada a otra. denominada “netacion polaca™.
SELECCION DE MENSAJES MAS TRANSITIVAMENTE CERCANOS

Se puede considerar un subconjunto borroso como un mensaje que es
borroso en lugar de ser binario.

Sea F un conjunto ordinario de subconjuntos borrosos .1, que pertenecen al

mismo conjunto dc referencia £
F={ 43, d2 ol dn 3
Sc propone determinar cudles son los subconjuntos borrosos o mensajes
borrosos mus transitivamente cercanaos.

Se opera de la siguicnte manera (al mismo tiempo sc explicard lo que se
entiende por transitivamente cercano):

1. Paracada par (.. d,). /. /=1,2, ... n secvalta la distancia de
Hamming generalizada relativa 8 (4. d;). 1o que da una relacion de
desemejanza 7.

2. Se toma la clausura transitiva MIN-MAZX. la cual se expresa por:

F=F (R TIC(ESR* T

HEex (X DD = A Lpg e A gy v D))

La relacién . obtenida de las distancias transitivas MIN-MAX:

v

S(du 250
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3. . Sc descompone ll_icgo Z ¥ sc obtienen los subconjuntos ordinarios de

F siguientes:

e :Mecnsajes transitivamente vecinos para los cualcs se tiene:
e ' Mensajes transitivamente vecinos para los cuales se tiene:

)
O0<d(di dj)=oy <ax<...
- Mensajes transitivamente vecinos para los cuales se tiene:
v
O<oy< &(d, dj)=az<az<..

... CIC.

: 4. Construir la arborescencia de la descomposiciéon correspondiente.
Ejemplo 4—41:
: Sea £ un conjunto de referencia finito con card(£) = 7 y los seis

subconjuntos o mensajes A, i=1.2. 3..... 6.
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o v B TN N R y
clausura transitiva MIN-MAX 7, lo cual da las distancias transitivas &.

ZF dr 4.

A,

A4

e

4 s VoA A Ay A ds A

Z 4 = = Z o = e A = 4
o- |02s:} 033 | 034 {028 |o0as 4,] o Jozs}ozs]o3z]o028]0a2
025|:01| 031]032 ] 042’} 0.0 d:]025) 0] ozs}osz]ozs o3
‘o34 o317 01| 0.617] 0147 0.54° d;]o==jo2s| o Ja3z]oi4]o032
o033 {oaz2.josi|-0- -} 0ss] 027 .1.4-032l032-} a3z 0o jeazloz7
038 |oaz | 0.4 064 | 0 .| 054, 4,]0z8 {028 jorsfo32] o {03z
0.34 040 f 053027054 ] o delo3z]osz]o32]027]o3z] o

R Fig. 4.32
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Distancias
transitivas

=0

Distancias
transitivas

£0.25

Distancias
transitivas

£0.28

Distancias
transitivas
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Distancia
Transitiva

MIN-NIAN
=0

[a] ]| o o] g s0.32

Fig. 4.34 Arborescencia de Descomposicion

PROPIEDADES DE LAS PRINCIPALES RELACIONES BORROSAS

T T Simetria | Antiximetria
MAX-MIN MIN-MAX
Preorden ' e
Similitud ' ° v e
Drisimnilitad v 4 <
Semejanza v 4
Desemcjunza . e e
Orden no v I 7
Orden s - J P I ot A - e
estricto . ! g v- S
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4.7 APLICACIONES

DIAGNOSTICO
Dentro de cste tema hablaremos sobre Ia ambigiiedad que acompana al
de como es mangiada esa

diagnostico de fallas y» al diagnéstico médico ¥
sobre

ambigiiedad. Hay varias propucstas v mucha investigacion experimental
métodos para diagndstico que incluyven ambigdedad: de dstos considerarcemos
solamente dos métodos basicos. En primer lugar. hablaremos sobrc casos en los
cuales las relaciones entre los sintomas y las causas estian expresadas en términos de
ecuacioncs borrosas relacionales vy sobre la correspondencia entre el proceso de
diagndstico » la resolucion de problemas inversos involucrando tales relaciones.

Finalmente hablarcmos sobre algunos enfoques por medio de la ingenieria del

conocimiento.

AMBIGUEDAD EN ElL DIAGNOSTICO

Cuando hablamos acerca de fallas o enfermedad queremos decir que una
facilidad o un cuerpo humaneo csii en una condicién que se desvia de la norma.
Diagnostico significa. en el caso de una falla. las caracteristicas de satisfaccion.
sistema. drea. y grado: ¢n el caso de enfermedad. significa caracteristicas como la
parte afectada v el grado y nombre de la enfermedad. En muchos casos. el
diagnéstico estd enlazado a medidas que tracn un regreso a lo normal. eso es. la
reparacion de la falla o el tratamiento de la enfermedad.

Especialmente en las etapas tempranas de una falla o enfermedad. hay
! ob s sok informacién ambigua. con frecuencia

casos en los
sensorial. tal como un ruido extrafio intermitcnte y el olor a quemado. o una ligera

elevacion de la temperatura. En general podemos decir que cntre mas pronto
tratamos de diagnosticar una anormalidad. los indicadores son mis ambiguos. No

importa cuanto diagnostiqucmos. 110 €s comin iener circunstanciss cn las cuales
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debamos hacer algin juicio o prediccion utilizando este tipo de informacion
ambigua.

En contraste con fallas en plantas o fibricas. cl objcto decl diagnéstico
médico es.la . gente. v hay una necesidad de un diagnodstico. preciso basado en la
enorme cantidad del conocimicnto existente. Sin embargo. en casos donde la
diferencia entre lo normal y lo anormal no es clara. tales como en la deteccion
temprana de una enfcrmedad psicolégica. tenemos que tratar con informacion
ambigua.

Resumiendo simplemente. el diagnostico meédico es la realizacion de juicios
acerca de una enfermedad del_paciente utilizando el conocimiento de especialistas.
pero la observacion de los sintomas incluye resultados de pruebas. observacion
directa de la dolencia principal. varios signos del paciente. Ia historia médica .del
paciente, y ademais, las circunstancias del diagnéstico.

Las palabras que usamos concernientes a los sintomas a menudo contiencn
expresiones de frecuencia y probabilidad. tales como “en muchos casos™. “de vez en
cuando™. “al principio™. ¥ “casi”._ En contraste a este tipo dc ambigiiedad lingiiistica
existen circunstancias ambiguas en la observacion de la condicion del paciente. tales
como tener resultados diferentes en distintos laboratorios de la medicién de
concentracion de una sustancia en solucion. o cuando faltan los datos necesarios
para un diagnastico. En aflicciones como las barreras psicoldgicas, v por.encima de
la dificultad de especificar la parte afectada. hay casos en los cuales la frontera entre

lo normal y lo anormal cubre un rango amplio en las primeras etapas.

DIAGNOSTICO UTILIZANDO RELACIONES BORROSAS

En este método consideraremos 1os sintomas. los cuales. son indicadores.de
las anormalidades. como cl resultado dec una cicrta causa, y ¢l diagndstico como un

especificador de esa causa.
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:

Sea el conjunto formado por elememos sintomaticos } = { . Vi, ... Va }e

Ademiis. sea ry la c\prcsmn de 1’ e\xstencm de una conexion entre x;, y V; v su
profundidad. ¥ consndcremos una mamA de m renglones y n columnas, R = {r;}. En

este caso, la rclacxon borrosa csla e. prcsada _por

fo i

lo cual significa que se tienen las operaciones de la ecuacién

vi=\V {xAri J=12 ..n
'

v ¥ A significan miximo ¥ minimo respectivamente.

En general. encontramos x. dado v ¥ la relacidon R, y esto corresponde al
proceso de diagndstico. Especialmente cuando v; v r; son valorcs dentro del
intervaio [0. 1]. este problema es Ilamado ¢/ problema inverso de una ccuacion

relacional borrosa. Antes de continuar con la solucidén. examinemos el significado
de 1a ecuacion y; = VV { x, A r; }. Por simplicidad. consideramos la légica de dos
i

valores: en otras palabras. v ¥ A corresponden a las operaciones booleanas and y or.

Eso es.
Cuando el factor primario i ocurre. x, = 1.

Cuando el sintoma / aparece, y, =1.
Cuando el factor / ocurre v el sintomaj aparece. 7, = 1. -
Cualquier otra circunstancia s cero.
En este caso. podemos escribir
V=5 ¥ r5) 0(Xsy r3) 0 ... 0 (X ¥ Fmy) J=12...n

para el sintoma /. Cuando v; = 1. eso es. cuando el sintoma j aparece, por lo menos
uno de los factores conectados con este elemento ocurre. y del mismo modo. cuando
v; = 0 ninguno de los factores conectados con este clemento ocurre. lo cual puede ser

confirmado con Ja ccuacion anterior.
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En scguida. mostraremos como resolver ¢l problema inverso en el cual
encontramos x; cuando todos 10s 3, ¥ »,; estin dados.
Primero. definiremos las composiciones o ¥ @ .

Defimicion. Dado p. q € [0, 1]

aq sip>q
pog= |[q,1} sip=gq
(=] sip<gq

(0.9 sip>gq
pBqg=1[0,1] sip=gq

En csta definicién la composicién de o es 1a solucién al probiema inverso

“p v q estan dados: encontrar = tal que p A = = ¢". Entonces & indica que no hay

solucion. Usando los simbolos de esta composicion. el algoritmo para la solucién
puede dividirse en tres partes:

(1) Encontrar las matrices U'y U .
U = {w;} = {ryov).
O =& 4} = {ry& +;}.
(2) Encontrar la matriz ¥ = {3},
[ 2 para 3, i € {ilu; =S}
wy =
Lo, para otras i
Donde 3; i significa seleccionar solamente un elemento del renglén /i tal
que p; = & para cada columna ;. En general. puesto que hay muchas maneras
posibles de hacer esta seleccion. podemos encontrar muchos tipos de matriz . Para

distinguirlas. utilizamos el super indice 4. y escribimos I#% = {w/;}.
(3) Para cada 4, calculamos

o= e i=1,2, ..
’
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lo cual da la solucion.

Cuando no existe al menos una ‘solucién para /" en la ecuacién de! punto
(2); significa quc no hay soluc:on que sausfnga la ecuacion original.

El al;.,ontmo amenor puede ‘ser extendido ficilmente para cubrir casos en

los cuales los clemento ch ¥ stan dados por intervalos dentro de {0, 1].

Sean R y v def‘ nidos como

Ejemplo C
[
0s r=( 0.5
1
" (1) Encontrar Uy T
B - -
U-="["1. [os1] =~ -
@ os ~ f{oos
(2) Encontrar iF7.~
1 - 1 -
=g - fosajl. oot = - -
- f{osua A =)
wi =1 Josi]] w1 -
- foos) - os

(3) Encontrar x.

* = (L (03513, [0.0,51y,
#=(1,[0.1],0.5)77 07
= (0,11, 17 [0.0.5D> " T

x!'=({0,1]. 1. 0.5).
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Podemos confirmar que estas cuatro soluciones satisfacen la “ecuacion
relacional borrosa original calculando v = x* °R (k= 1, 2.3, 4). Enel caso de

diagnastico. de estas cuatro soluciones. x* estd excluida, pero x! y x” se juzgan como

que van a ocurrir,

APLICACIONES DE LA INGENIERIA DEL CONOCIMIENTO Y
DIAGNOSTICO

En lo que va del uso de la ingenicria del conocimicnto. desde que
Shortliffe publicé su sistema llamado MYCIN. ei cual tuvo como su objeto el
diagnéstico y tratamicnto de sintomas de infeccion bacterial. en 1976, mis de veinte

sistemas han sido propuestos. de los cuales hay explicaciones sobresalientes.

Hay dos grandes partes de los son llamados sistemas de la ingenicria del
conocimiento. Eso es. existe la coleccion de conocimiento expresado en la forma ~Si
A ENTONCES B". y ¢l mecanismo de inferencia que corresponde para ¢l uso de ese
conocimiento. MYCIN ha sido puesto en uso para el diagnéstico médico y
tratamiento. pero en su desarrollo ha sido enlazado al sistema llamado TEIREISIAS
de R. Davis. ¥ mis adclante. en 1930 W. Van Melle construyé et sistema llamado
EMYCIN, ¢l cual va mas alia del diagnostico médico v puede ser utilizado muy
ampli Si el conocimi o de un experto en cualquier campo puede expresado
de la forma ~“SI A ENTONCES B”. ésic pucde ser utilizado. Debido a que este tipo
de sistema coloca el conocimiento de expertos o la experiencia de gspecialistas en la

memoria de una computadora v lo utiliza. ¢s llamado un sistema experto. v muchos
investigadores han centrado su atencion en taies sistemas.

Hay casos cn los cuales Ia A ¥ la B de “SI A ENTONCES B” son
preposiciones borrosas. y por lo cual la veracidad de “SI A ENTONCES B™ en si
misma no ¢sti compieta. K. P. Adlassing desarrollé un sistema experto llamado
CADIAG (Computer Assisted Medical Diagnosis) en el cual los diagnésticos son
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hechos dejando la ambigiicdad en el sistema. Podemos considerar los siguicntes

cuatro clementos en cste

S: sintomas. indicadores y resuliados de pruebas

D: nombre de la enfermedad o diagnéstico
SC: combinaciones de sintomas

IC: combinacioncs internas.

Diremos que @ significa desconocido o indeterminado. T esti detenminada

por la ecuacién siguiente:
T =[0.1|u.

Cada sintoma S; cstid caracterizado por My, la cual tiene un valor en csta

T, v su tamaiio se entiende como el grado al cual el sintoma aparece. Sin embargo. a

diferencia de las funciones dc membresia normales. ésta toma el valor &; y la
interseccion. union. ¥ complemento de los conjuntos borrosos estin definidas por:

[ min {x, xs} si) s [0, 1]
A A=

Lo siyy =0

[ max {x1. x2}. siX] € [0.:1]

[ si.Y; € [0.1]
Xvaz= 4 :

[ 13 sii =@

| @ sinn=0

[ 1-Xx1 si.X; € [0, 1]

X =4
| @ sii=2

Ademis, podemos considerar

v -

3'70 E

AL

‘4 e

Xz e [0.1]

=

X2€70,1]

=

X e fo. 1]
Y=o

las siguientes relaciones borrosas entre

1 : sinte ifermedad (SD). combinacién de sinloma - enfermedad

((SC)D), sintoma - sintoma (SS) y cnfermedad-enfermedad (DD). La profundidad
de 1a relacion entre cada clemento estd dada a partir e daos lados: Ia frecuencia v la
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fuerza dec confirmacion. Por gjemplo. para hacer SD. escribimos el conocimiento
que relaciona sintoma - enfermedad en la siguiente forma:

SI A ENTONCES B CON (0. O)
A es el término relacionado al sintoma y B es ¢l término relacionado al

diagnédstico. Las expresiones lingiiisticas encontradas en la tabla siguientc pucden

ser empleadas para O y C. pero finalmente las relaciones borrosas son construidas

utilizando nameros representativos.

Valor Lingttistico Valor
(Fuerza de contirmacion m()) Intervalo Representativo

siempre (siempre) {1, 1) 1
casi siempre (casi siempre) | [0.98, 0.99] 0.99
muy frecuente  (muy fuerte) .| [0.83,0.97) 0.9
frecuente (fuerte) i i | (06870821
algunas veces  (medio) - [0:33,/0.67]"
raramente (débil) [0.18, 032)" L0.25
muy rara vez (muy débil) {0.03,0.17]) 0.1
casi nunca (casi nunca) [0.01, 0.02) 0.01
nunca {(nuneca) 0.0) o
4 io (d ido) =] (=]

Si los datos concernientes al paciente estiin dados. todo lo que tenemos que

hacer es realizar la composicion de las relaciones borrosas y los datos borrosos. En

otras palabras, utilizando las reglas composicionales de¢ la inferencia de Zadeh, la

confirmacién o la exclusion de la enfermedad puede ser llevada a cabo.

En cuanto a aplicaciones de diagndstico con conjuntos borrosos. un punto

importante cs cl de como mangjar la ambigiiedad cuc crece con el proceso de
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diagndstico. Debemos buscar en los resultados de la investigacion especializada. en
cada campo. el conocimicnto necesario y 1a logica para el diagnostico.

Existen atn pocos sistemas de ingenieria del conocimiento. v es necesario
desarrollar sistemas expertos borrosos para procesar la ambigiiedad apropiada y
simultineamente con la construccidn de sistemas que se enfoquen en un nivel de
habilidad de doctores especialistas.
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CAPITULO 5

LOGICA BORROSA

5.1 FUNCION CARACTERISTICA DE UN SUBCONJUNTO
BORROSO. VARIABLES BORROSAS.
Sabemos que en el dlgebra binaria de Boole. las variables tales como a. b,
. slo pueden tomar los valores 0 6 1. Asimismo. en la icoria borrosa se tienen
correspondencias con la teoria booleana. ¥ sc refieren no sélo a las funciones

caracteristicas o funciones de membresia booleaga M = (0. 1), sino también a las
borrosas con M = [0, 1].

Sea x un elemento del conjunto referencia £ v . 8.

... subconjuntos
borrosos de este conjunto referencia. Establecemos

a=pq4 (b=ug()..a.b...eM=[0 1L
Se definird las operaciones siguientes para las cantidades a. 4. ..
anh =MIN(a. b).
eavhb=MAX(g. &).
Ex_- =1-a.

a®b =(a nbivian

el

3

Refiriéndonos a las propiedades de los subconjuntos borrosos. podemos
escribir:

]
>
>

i

9
<

™
1

[
<

]

Conmutatividad
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(avhywec =avibved Asociatividad
ana=a
ava =~a ldempotencia

avwbagci=(anbintave) Distributividad

~ E Teoremas de De Morgan generalizados

~b al caso donde M = [0, 1]

VARIABLES BORROSAS. FUNCIONES DE VARIABLES BORROSAS.

Las variables a. 4. ... € [0.]1] se denominaran. en esta teoria. “variables

borrosas”™. Las funciones construidas con la ayuda dJde esias vadables se
denominarian “fiunciones de variables borrosas”™. cumpliendo con la siguicnie
condicion:

Sea /_' (@. &...)una funcién de a. & . ... Para quc esta funcion s¢ pueda

denominar “funcion dc variables borrosas”. es necesario que solo dependa de

variables borrosas ¥ que

0 £ =1
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Teorema. Si f(a, b. ..) contienc solo variables borrosas  y los

operadores (A). (V). ¥ (). entonces la condicion anterior sc satisface.

Demostracion. Es evidente ya que ninguna operacion (A). (V) o (-) con las

vartables g. & . ... € [0. 1] pucde hacer salir el resultado fuera de los limites O y 1.

5.1.1 SIMPLIFICACION DE FUNCIONES DE VARIABLES BORROSAS

Las funciones de variables borrosas. a diferencia de la funciones binarias
booleanas no pueden ser analizadas en iablas de verdad. Tampoco pueden
simplificarse facilmente. debido a 1a ausencia de dos propiedades:

aea=0 v a+a=1
para las cuales las expresiones correspondientes no se satisfacen:
ana =0.cxceptopara g=06 @ = 1.

ava =l exceptopara a=006 a

1.

También a causa de esto. no se les puede descomponer en formas
candnicas (minitérminos y maxitérminos).Sin embargo. empleando anicamente las

demas propiedades. pucde efectuarse util cierto nu 0 de simplificaciones.

Ejemplo 5-1:
Simplifiquese la funcién
f(a.b)y=avianrh)
=anva) De acuerdo a
an(lvb)y=(anlviand)
=aviand)

anl Seginlvp =1
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Asi av (ganb) =g Esto se denomina  “propiedad de ahsorcion”. de
mancra similar sc tiéne que ‘a A ¢ avb)='a.
Ejemplo’'5-2: . > Simplifiquese 1a funcion - o
fla.b.er=(anbrgrIvign(Euellv aviaag)
=(a/\bAc)v(a/\h)v(aAc)v av(b/\c)

Observacion. Toda operacion v puedc rccmplaznrsc por una opemcnon ~Y
reciprocamente. En efecto:

anb=MIN(a,b)
=1-MAX(2.%)
=avb.

Asi. basta utilizar los operadores (A) ¥ (-) o los operadores (v) vy (-) para
representar cualquier funcién de variables borrosas donde intervienen los simbolos
(M), (V) ¥ (). pero la escritura entonces se vuelve mas pesada.
5.1.2 TABLA DE VALORES DE UNA FUNCION DE VARIABLES
BORROSAS

En el estudio de las funcioncs binarias booleanas sc utilizan lo que se
llaman “tablas de verdad’. donde se asignan a las variables booleanas todos los
valores posibles y se obticnen asi los valores de la funcion. En el caso de las
funciones de las variables borrosas tal tabla de verdad no tendria semido. pero
pueden construirse tablas de naturaleza diferente que desempericn un papel similar

Para estudiar una funcion de 1 variable g borrosa. se examing su valor en
los dos casos siguientes:

as E . asa.
Para estudiar una funcién de 2

variables g ¥y b borrosas. se examina su
valor en los 8 casos siguientes:
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valor en los 48 casos

LOGICA BORROSA

aspshbs<a. asbsbs<a.
asysbsg.gsbsgsa.
.b<g=gsh.b=sasash.
b<agsasb.bsa<ash.

Para estudiar una funcién de 3 variables a.5 y ¢ borrosas. se¢ examina su

si sc pr sin e
abccka a
abccba acbbca
akccba a
azccba a
atzcba o
Ghccia 3
abeccha 7
ekccba  Fchd
ZEccba @cbb
bcadck 3
4czach
-
s
2
- <
Zc €
Bz e

1

signo < para ahorrar espacio:

*
i

a

Z
2
[
3
&

o

[
0

e
An1im] R an
n

n;
i

YR Y
it

o) e i i

afmlm;

o

o) i
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CAPITULO &
Ejemplo 5-3:

Enumere todos los valores de 1a funcion:
Lla. bry=(anarviantnby

" el resuliado loda'la tabla de la figura 3.1.

= = = ana | BnbAE

alé{bia a.

e lp |&la a

aléjsla a

ajbltla a ‘a

b5 |lalaid a b fa

tlalels a 14 a

slalzl]e a 5 a

5z |ec|2]| = 3 z
Fig. 5.1

IGUALDAD DE DOS FUNCIONES DE VARIABLES BORROSAS
Podemos decir que dos funciones de variables borrosas j_‘ Ty _/_‘ 2 son

iguales (o idénticas) si producen la misma tabla de valores mediante 1a enumeracién
de todos los casos posibies.
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LOGICA BORROSA
OPERACIONES MIXTAS

Las variables a. &. ... € [0; 1] pueden someterse a otro tipo de

operaciones difercentes a (v), (A) ¥ (=) para formar lo que sc llamardn “fimniciones
mixtas cde variables borrosas™.

Entre cstas opcraciones se incluyen:
Producto: aeh. donde se verifica facilmente que
ael0,1), be[0.1] = agebe [U.1}
Suma: a3+ b =a+b — gep donde la propiedad anterior

también se verifica.
Considerando lo anterior 1a funcion:

Sla.b.ey=(a+adn(h +

ol

dAaa AN c.

es una funcion mixta.

5.2 FORMAS POLINOMIALES

Dadas las propiedades de distributividad. toda funcion f (a.&....) puede
expresarse cn una forma polinomial respecto a A o respecto a v.

Ejemplo 5—4: Sea:
Sla.b.coy=(anrdivianhnc)

Eswua funcion eosia presentada c¢n una forma: polinomial respecto a v (dos

monomios en A conjuntados por v). Se puede transformar a una forma polinomial
resSpecto. 3 A:

L(a.b.ey=(avara(avbian(@veralbvara(avbrin(gved



CAPITILLO S
Ejemipio 5-5: Sea la funcién

Esto por absorcion del tercer término por ¢l scgundo.
Desarrollando se tiene:
S(a.b .e¥=fang)v(B ng)
que da una forma polinamial respecto a.v. en Lanto. que (g V_b_: ) AL c.estiden forma
polinomial respecto a A.
MONOMIO MAXIMAL
Sea una funcién f (a@.4 ....) expresada en forma polinomial respecto a AL

un monomio de esta forma polinomial se llamara “snaximafl” si no ¢s absorbido por
ningun otro monomio de forma palinamial.

5.2.1 FORMA POLINOMIAL REDUCIDA

Cuando una forma polinomial respecto a v .contiene soélo monomios
maximales en A. se denomina “forma polinomial reducida respecto a ™.
Intercambiando v v A se obticne una definicion simétrica que. corresponde a una
“forma polinomial reducida respecto a ~*.

Ejemplo 5-6: . La funcién
fla.b.e)=(anbnrc)v(bng)
se presenta bajo una forma polinomial reducida respecto a v.

Su forma polinomial reducida respecto a A es:

Lla.b.o)=(a@vBEIA(@veln(avBIn(bveda (evEIn(Bve
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LOGICA BORROSA

Teorema. El1 nimero de formas polinomiales reducidas distintas de »

variables borrosas cs finito ¥ c¢ste namero €s una coita supcrior del numcro de
funciones analiticas distintas de » variables borrosas.

5.3 ANALISIS DE UNA FUNCION DE VARIABLES BORROSAS.
METOD O DE MARINOS.

Descompongamos el intervalo M = [0, 1] en m intervalos.unidos cerrados a
fa izquierda y abiertos a la derecha. a excepcion del altimo.

h=low=0.oul, =[on, @ ,... w Im = [ 1, Ot = 1],
dondc

M = (foto = 0. 0t [ ) ([ €10 02 [) U weres U ([ Ot o 10 S = 1]

Busquemos., entonces, las condiciones en las que una funcién de n variables
borrosas
S(aw. @z, an).. @i€l0, 11, i=12 ... n
pertenece a un intervalo .
Ejemplo 5-7: Sea:

Sla.b.e)=(an

il

Yvianbag)
En cuyvas condiciones se tiene:
JS(a.b,e) e esdecir. a1 < f(g,8,¢) S o

El miembro de la derecha de la funcion esta formado por dos términos de
los que se debe tomar el mas grande. Se parte de una primera hipétesis.

Hipdtesis I

0]
>
[l
[\

0
>
[
>
01

lo que implica que:

e S EAE <oy = O-t SMIN(E.E)<ak
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CAPITLLD 5
loqueesigual a .
o1 SMIN(l =g, 1— 8)<ou.

Como g y & no se sitian arbitrariamente el uno rcsj—:éclo al otro, cs

necesario: R el e
l— g Zouw-1 v 1=b Zou_i.

v i 1— @ <oy yoll— b <o
También se puede escribir comb
asl—gau-1 Yy b:Sl—aoy
y a >1—oux v/o l_7_>l—-‘c1.k'

Hiportesis 1T

|
>
1
A
®
>
oo
>
01

esto implica:
U1 S g/\é/\g <oy = a«-.sk\«m\l(a_.é.g)<ak
o lo que es también
ax-1 SMIN(g.5 .1l — ¢) <o
Como a, &4 ¥ ¢ no esuin situados los unos respecto a los ouros es

necesario primero:

Q21 ¥ b 2ok ¥ 1= ¢ 2oy

‘<

a <o Yo b <o Yo l—c¢ <oy

Lo.que también se puede escribir asi:

! En fo que respacta a la cota inferior e, 1. &8 necesario que 1 - w ¥ 1- o -senn, ambos, superiorss o iguales
# o ero en lo que se reficre a a. basta que sSlo una de fa eantidades 1- ¢ 61 - Q sea inlirior o ax.
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g2k ¥ b 2k ¥y €S-y

a <oyx y/o b <ox yo ¢ > 1 —oy
Finalmente, estos resqltadds se pueden reagrupar én das propiedades:

Propiedad 7¥.

asl-guwn y (2<l-oudl Wo (@=oui) ¥ (220w ¥ (g5 1 —awl.

Propiedad 73.
(g >1—c vo.(4 > l—otk)]‘v'[(’a <) ¥o (& <o) ¥ (e >1-al
Para que se sausfaga. O -y = f (a.d.c) s o es necesario v suficiente

que las propnedndcs?i v 7% se satisfagan. A mancra de indicacién para el cnlculo de

fiae

C). para cnenos valores numeéricos. supongamos que:

a =0.55. 4 =0.57. ¢ =0.80.

Se tiene:

Veamos un gjemplo numérice completo.

Ejemplo 5-8: Sea:

fla.b.e)=(anB)v(ane)v &,

v supondremos que {0. 1] se divide en irg:s’v'imén'mlosy: .

[0, 0.2[ . J0.2, 03[, [0.3. 11.
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4

“

158

Analicemos primero el intervalo [0/ 0.2 .

Hipotesis II:

Se tiene entonces

Hipotesis LU:

Se tiene entonces

08<g =1

Analicemos para el intervalo [0.2, 0.3).

Hiportesis I anb > an




<
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LOGICA BORROSA

Hipdtesis IT:

Hipétesis [I1:

Hipotesis I

Hipotesis I1:

Hipotesis 1T

Finalmente, los resultados se pueden reagrupar de la forma siguiente:
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160

a) 0= f(a.b.¢)<02.
Propiedad 73"
Kaz0) y (b<sD] yo [(as )y (cz20) 'vo (s 1)

Propiedad 72

[(a<b.2) Yo (£>08)1 ¥ [(a>o.’3).y/o (e<0.D]'¥ (¢>0.8).

Si se cumplen.lnspmpledades amenores_ entonces se vcnl' ica a.

) Ozsf(ab c)<03

Propiedad T}‘:"

' [(azo") v (bsO )] y/o. (aSOS) v (cz() 2)) v/o (gso.s).

Propl zn'ad .

Propiedad A

a2 03) ¥ (650.7)] vio (<07 v (c20.3)] yfo (c50.7).

Propiedad. 5>

[(as1) ylo (620} ¥y [(a=20.7) y/o (¢=s D] v (¢=20).

Si se las propiedades anteriores se verifican se tiene c.

:
i
i
i
H
i



LOGICA BORROSA

5.4 ESTRUCTURA LOGICA DE UNA FUNCION DE VARIABLES
BORROSAS.

El algebra proposicional en la que intervienen las proposiciones:

¥ representada por (&)
“y/0”  representada por (V)
complemento representado por (=)
siguen las mismas reglas que el dlgebra del Béolc.

Para prescntar la estructura légica de las relaciones que intervienen en una
funcion l6gica utilizaremos los siguientes simbolos:

() esti asociada a (M),
(V) esta asociada a ().
(-) esta asociada a (-).

considerando un intervalo [oy.. 1. ol

Sea j_‘ (g .b....1/) una funcién de las variables borrosas g .5, ...,/ v un

intervalo [ay . 1. wx[. Si xv v son variables de /. utilizaremos los simbolos

siguientes:
Px=(xlx Zou. )
z =(xlest-ou.0),
Fx=(xl g<a.
Pz =(xlx>1-ou.0
Supongamos que [('g.lg. .... 1) esté presentada en forma polinomial

reducida respecto a v. Para obtener la estructura 16gica reducida en el intervalo [ou -

1, |, S€ operard como sigue:
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1..Toda cxpresién de ln rdntia‘ x/xysc rcemplaznr:i por una expresion

Pea .'7" . Asi. por e_;cmplo. una c\'prcsxon como aAb Ac serd reemplazada por

?aATbA.'Pc

2. Los fionomios’ de
monomios en 7> obteni

(@nb A

1a e*(prcsmn log,ica .

7=[(?aA?bA?c)V(9’bL\7c)]A[(?aVPbV7c)A(7bV el

Si f(a.b....1) estd prescntada en forma polinomial respecto a A. las

reglas 1) a 4) anteriores se modifican como sigue:

1. Toda expresion de la forma x v v se reemplazara por una expresion

PxVPyv.
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LOGICA BORROSA
2. Los monomios de f unidos por el simbolo A scran reemplazados por

monomios en 72correspondientes unidos por ¢l simbolo A,
3. Tomar ¢l dual de 2).

4. Unir los resultados de 2) v 3) por medio del simboio a.
Ejemplo 5-9: Sea:

(PpVPAIANPZVP HIA

Fay
(P agaP ) V(P pAaF dIV(P AP d)l

Suponiendo que:

e axl = [0.6:0.8[.

Entonces 57sc escribird como
[(a=0.6 v/o b0 ¥ (=06 v/o dSOH 'y (c<0.4 yio d=0.6)] ¥
(@a<08 vy £>0.2) v/o (<08 ¥y d >0.2) y/o (¢>0.2 ¥y d <0.8)].

Nura.  Si una variables borrosa a toma sus valores en un intervalo:

2 g =[m. a:{ = [0. 1]
; entonces la variable @ =1 -

[is]

tomara sus valores en el intervalo:

Dag=}l-axl-alcfo. 1]
Si g toma sus valores en el intervalo:

P a=10.a {wlas, 11

entonces E tomara sus valores en el intervalo:
D g=101-alwl-a,llL
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CAPITULO 5
5.5 COMPOSICION DE LOS INTERVALOS

Sean:
a EDQ = [a. a={ N b E[)é = [by, ba]
entonces se tiene que el intervalo © g . 4 al que pertenece g g
and e Dg.p=lainbi.an b
De igual manera se obtendra:
avh €eDag.p=laivbiav bl
Ejemplo S;J 0: . Sean:
D g =[06.09yDp =[0.2:0.7]
Se tendri:
Dg-5=[0.620.2,09 ~0.7[
=[0.2.0.7[.
Da.p=[0.6v0.2,09v0.7]
=[0.6.0.9(.
Debido a las propiedades de asociatividad. se tendri por extension; si:

acsDg =lar.a:f. beDp =b1,6:[. ce D ¢ =[c)cal.

entonces:
anbngc €Danprc=lainbirnci.asnb:Acz].
v avbéve € Dgvbve=lavdivecy,avbavesf. .

Cuando se da el caso de variables borrosa.que toman sus valores en el

intervalo complementario. si:

Z g=10, afulas 1],
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LOGICA BORROSA
¥ D h-lO m[ulb-- 11,

se tendran los resuhados sxoulcmcs b
entonces:

entonces:

Ejemplo 5-11: Sevaa determinar el dbmmio ‘dé: -

sabiendo que:

=N-anl-aly Dy =b bol
Entonces tenemos que: : e B

DEab =Hl-aDdAbu(l-a) Absl.  l-a:sb 3

v lea sb,.
= [(l-adAbi.(L-adnbal, ~lea>b 'y L-aysbe
=Yl -adabin(L-a) Abal, ©U-assbiy L-a >bs
= [(1-a:)Ab\.(i:a‘)(\b:[. 17'-"a:>>b‘_'_v'l;->a| > ba.

por lo tanto:

N
i
»
3
|

1 a{ s b2,
1-ai 5bs,

‘ Y—l ﬁ1>b:.

[}
;< Tig

]

lI

v.l-ar >b-
por lotanto:

Danp —]1 ay 1-al. sn
=Tby. V- el

1-a:‘sbx y l-a<bs,
S mar> by V- o S ba,
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[

11 - a.. b2[. si l-axsbh, ¥y 1l-a >b,

[&1. b2l si l-a.>8, v l-a >bo

CASO DE UNA FUNCION DE MEMBRESIA DISCRETA

Supongamos que el intervalo [0. 1] se descompone en diez partes iguales.

esto determina once valores discretos:

M = {0.0.1. 0.2. 0.3. 0.4. 0.5. 0.6. 0.7. 0.8. 0.9, 1}.

Podemos establecer tablas para las principales funciones de variables

borrosas” . las cuales s¢ presentan en la figuea 5.2,

2k 0 0 2 3 4.5 6 T 8 9 1
o Q ] 0 o, 0 0 0 0 0 0 0
1 olajataJata{alajatala
2 olalalalalalalalalala
3 olalzts]|3lasls]sisis]as
) odalat el alalalatalg
s dolalafslals]sfajs].s] s
6 2 A4 .24 > - .5 gl - & < K3
7 qofalaystafslsl] 7] 747
% a4 af2ta{-a}) s{s{7{s]zs].s
9 oftl2]3lalstef 7| s8]0l
1 o{aizisisi=r{eiziziof
S [ T N R e N A T T |
0 o|lajatsjals]elslsloofn
1 ojajal3{4]{s{ol7isi9]9
2 ofala2ls|a]s]e|.vls)s|s
3 otalaislalsislzlr]zls
- ofalafs|ats]elels]esls
K Sladol{slafs] sy s]s]sds
6 o]l ajlafjsja]afalafafals
g Adad2i3|{3{3is|sisis]s
R otalatz2l2f2la]lalalz].2
K s4aj-riafaf-al- el atarlata
1 ofojolojojofotofofo]o

? Estas tablas juegan un papel similar al de las tablas de verdad en f dio dc las

booluvenas,peroen lagar de utilizardi valores para cida varfable. setendrin aqui once valorcs de 0 a 1.
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~feia[ofo]eio|e[e]o (=[] ~Fef=[~[~]~] - - ....-....|
at=|=l=|=l==]=]|=i~ 2| afalola|a|a)aj L ajafalpjaialaia
wlejelea|njaaialaln wlw|n|n|n|nie|on]=|n]s L] wlm|u[nfw]n]n]r
w|m{m|m|m)m}m| || ~|n I8 13 1 L Y R N L3 1 ot ot L L L
eft[2fat e[ t] 4}[n ofefele|o|efateir|unl ° uir|ee]efafo]e
wfalalalalelaltiunla ” vlninlvpainfn]a - w|rjelviialanlaln
1)e[afelefaf[n]t]n]n RIRTRIEA B A R K G Y Y * a|r| el tfaf1]n
nirfnininieialt1ala ntmlmlatmlafalolninfa " wielelv)tfatnin
afn|w|n|nlalnftfain o sl mftfafe]r|a]= L] w|mfefn]timlnin
=|2|ajnin] e i Bed B Bd B K} B 1 K01 A % ~ winlenjtinlde
of~la|n|r}e|n|t|m|a o|¢]=ln[n]|2]afeln|n|2 ° winlafaft{anir
i

-t B L. .
Cemnamtaanm SemfNmtnen e S HptneNua
" k1 (L0
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bl el I B At B2 AT e ] DY 0 K
i el R B R AT A R R £ B
= =tafnn] el o] t]apafa]a
bt Bl I d R 3 BT e B 1 1
2f~lafafnfa)a)t|1f1f[x
nl~lalalnlolalalalalalv
|| a|nfn]e|afaq|e{q] o}
L B EA T CI LY S EY DY N B S
otf~1afs|mimln|nlvn|nfale
=}~]a]a}a]ala[a]al9ia]a
N N -

L el Rl Bal Kl B ed B} Bl K 1 1 6
ey

_w_o..._xdd.;s.ﬂs.sl

~|2fin|e|a]2fn]nf=
LIEIRILI 1 RA R B 1 1 o
slmllnfein|alala]ala
7.1.1.7.5..,.43.4.33....
afelalaf¢|alr| )] 2|x
dalalal et elelwlntvin
M A R MR I BT B
L G R TR R R B3 R EA A U
Afe]ellaftf ] 0| n|u]n]=
ki e R RN R R LR
a...._....w.,@v.sar
- =
emHMtage N Mg~

ol S A M A K
2] Maf ] efn]e[o]
w [t o t] o] efr[rfu]n
[ nf o ]| e[w]e] =]
s.....a._.,.._.;s.s.s.a.
H 1

M N MM LA
tlelel|qfalelnfe|t}a)ai
..,.,..,‘Jns.._......_..f.f._
| nl e nfefn)n|aln
...39.._.,.5.:........_..,...
olsLJ.J«_wJ»_J_u
Yennataanma.
(L]

-

Fig. 5.2
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Veamos algunos ejecmplos de como sc emplean cstas tablas.
Ejemplo 5-12: Sea: s -

S Ca.b)=

0y

Ab.

con e {0.2, 0.3, 0.4, 0.5},

i

b € {0,0.1}W {0.7.0.8.0.9}.

En la figura 5.3 se muestran los dominios (sombreados) de EAQ .

anh e {0.0.1} U {0.5.0.6,0.7. 0.8}

___‘ a8 o 1 23 -4 .5 .6 .7 .8 .9 1

0 o .1 2] .3 .3 .5 G617} .8 9 1

A L 1 2|3} .2]6].7].3 9] .9

T 2 o 21 2 -3 4 ) -6 71 .8 R X

3 4 .1 W2 3 -4 Bl K 7.7 TF 7

- 0 B 2|3 B .3 K2 6 | .o -0 6

P ola ) 2ls3] s st s)is]sis].=

.6 o -1 -2 ) 4 4 = el 4 K ]

.7 o .1 Py 3 3 3 3 3 .3 3 .3

.5 0 B -2 2 2 2 .2 .2 2 3 2

9 L .1 L1 .1 .1 B -1 1 .1 L1 -1

1 [ 1] o 0 O o o 0 0 0 0
Fig. 5.3

Ejemplo 5-13: Sea:

)

(a.b.c)=(anbnrgdv

~

donde a  {0.3, 0.4, 0.5},
b e {0.1, 0.2} U {0.6}.

¢ € {0,0.1} U {0.7, 0.8, 0.9, 1}
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Solucion:

=ank

[

Primero vamos a definir:

v calculemos el dominio de (_I &:pﬂ la'a_nxd;x de la tabla de la figura 5.4 (la cual es la

tmnsbueslé: ala ‘tabla d‘ev la ﬁ'gura' 4.3). en Ia cual se encuentra que:

con la avuda de la tabla de la figura 5.5.¢en la cual se encuentra que:

e=dnac=gnBag €40,0.1} U {0.3.04.0.5}.

Por altimo. calculemos el dominio de:

L =evE=(daglve=(anbnrg)v

con la avuda de Ia wbla de la figura 5.6. se encuentra que:

_{'(g.é.c_‘) e {0,0.1.0.2.03,.04.0.5) v {09, 1}.

thy

Jdoa”E O 1 )3 2 3 sf7 8 9 1
o ofjojlojojolofojololajo

a Tafaladasjafafalafalaloe

2 232j2)2jo2loj2faf{alado

.3 S)s3lspslalsgsisfalalo

- A1 a1 3y ajajaf3lsl2lale

L s s) st sl stsfstafsf2]alo
6 6lolofeloelsdafdslalajo

7 AR NIAFIFE Y ERERREN

.8 31sj sy rle6]lspalsl2jajo

K plo] sy ]l sy s s]2]1]o0

1 1jolsfrlelsfajatazfafo

Fig. 5.4
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~{e] =] ) nf 4[] ¢f x| wf 2] - ~}of =] of 2] o) of &f 2] o
af o =f ol | 2| @] of ] =] 2 2 af = «| « MK L E
w|.of =] nfn of | ) w| . a| af ol af o] [ o e] | =} 2
nfey=] ) o t] o [ n] s s ab o] o o 2| o] of €| =| 2
- Rk
af-o] =| ®| of t[ =] of of ¢ of el 2yt 2] 2] 2| of of v 2|2
alo]| =l | =] 2] o o | | wl e o] af of 2| of 2| | 2| 2
2fof <[ nf | 2} 2} 2+ 2 2] 2| +[q < of of o} of of nf =] =
; a i
e bl I B ] B ] ] I el R I B [ I I ® @
2
HBEEE ol | o of & = »} n| #| &1| =] =} w| @ o
={rel =f = =) == = =1+ =] = =| 2| 2l | 2| 2] 2 2} o] 2f 2
o|e ele of ol ¢f &} 2| o of = =] ] ~] | ~ - -
" A
or "
p :
vomalatalen o - wvfo w|lm ot w]lan @ e
[} »
v ~
—o |e

Fig. 5.8
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5.6 SINTESIS DE UNA FUNCION DE VARIABLES BORROSAS

Examinemos un problema. en el cual tenemos dos variables ¢ v 4. para
construir una funciéon [ (a .4 ) quc tome sus valores en ¢l intervalo Jou .. o f. Pero
la funcion tienc varias soluciones. este caso escojamos una funcién del tipo g b
que tomic sus valores ¢n ¢l intervalo fot . ol

Para esto. es nccesario satisfacer una forma polinomial respecto a V o

respecto a A en lo que refiere a las condiciones de! tipo 72 Para esta’ funcidn .

escojamos la forma polinomial respecto a A.

(FPa)a(@pr)a(@@a V7).

es decir refiriéndose a las convenciones de la estructura 16gica:

1@z ¥ & 2o } ¥V { @ <o yo b <o}

Ahora supongamos que las cotas inferiores o superiores referentes a las
variables a y 4 esuin dadas por los siguientes valores:

{tazw v bzazw} yv {ag<wy yo h <w;}

Se introducirdn entonces los “coeficientes de qjusie” »,; también llantados
“multiplicadores™ de las 1ecnologias; sean:

AN = Oty Azt = Gpad. AIW3 = Gk ¥ Azaii = Q.

e, a,_ @ a
A==t Ap=—El g, =—ft y Ap ==t
[ wa ws . wy

Para construir tecnolégicamente una funcién / (g.4) que tome sus

valore en el intervalo  {ct.i. oy [. cuando las dos variables a y & de las que ella

depende se siticn cn los intervalos de [wy. wa[ v [wy, ws]. se construira un esquema

de principio.
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LOGICA BORROSA
Un esquema de principio emplea los simbolos siguientcs:
dispositivo de ajusie paramétrico para restituir los o) ¥ .
elemento l6gico que realiza el "v” (and).
elemento l6gico que realiza el 7v/o” (or/and).

elemento logico que realiza la negacién (no).
dispositivo que realiza una cota inferior.

dispositivo que realiza una cota superior.

Entonces ¢l esquema de principio del problema S (g@.8)= anbd es:

Engendra cui < £ (a.4)

(S

~rn

*—. Engendra [(g.[g)<ak
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Ejemplo 5-14; . Realizar una sintesis que dé:

ey 2 [ (a.8) <o

utilizando ia funcion: = . -

. L&y o l=—a,_ o 1—ax,_ [ '
: Ap=—E=b 4, = 2l Ay = A=l Ay = EEL
) wy wy ws wy -
] -
@ 5 l-x l—cx @
Ay P T 113:_*_ Ang = —5 .
Wy Ws Wy Wy

: Por lo tanto. se obtendri el esquema de principio de la funcién.
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CIRCUITOS MIXTOS

Para construir un circuito mixto. s¢ utilizaran los primales que serin las
condiciones que dan: .

g = S (a.b.)
v los duales que serdn las condiciones que dan:

flab. I<ou.

Con estas condiciones se puede hacer perfectamente un circuito mixto. sélo
basta ensamblar. mediante un operador tecnolégico AND. un circuito _primal para

oty S _L (a.b....) con uncircuito dual para _{ (a.b....)<oy.

Ejemplo 5-15: Sea:
% S S da.bI=and

v fHa.b.gr)=Canb)v(BAg) <o
Para _/_ 1 se¢ ticnen las siguientes condiciones primales:
FPaarsp.
es decir:
(@ Sl-ouq ¥ b 2o ) )
Para /= se tienen las siguientes condiciones duales:
(P a VPpIA(Fh VPe)
es decir:

(@ <oy y/0 b<ow) ¥ (& >1-cx y/o ¢ <o)
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Agrupando las condicioncs.primales y duales por.medio de la conjundion

"y sc ticne:
(asl-ca ¥ 8 204) Y [(g <ok y/o b<ow) ¥y (& > 1 -ou ¥o. ¢ <op)l)
Y finalmente se obtiene la sintesis del circuito mixto, p_rcs;:nt:_:_dabp la

siguiente figura:

. mediante un ajuste de A -
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5.7 RED DE ELEMENTOS BORROSOS

Es interesante cmplear la representacion de una red como se hace en
algunas teorias donde se puede reducirse a asociaciones en serie y/o paralelo.

ELEMENTO BORROSO DE UNA RED

A toda variable borrosa a < [0. 1] le asociaremos un e€lemento g
represcnuado por ¢l mismo simbolo: v sc construiremos entonces una red que posce
clementos como g .

A la funcion g A b asociaremos una red representada en la figura 5.7. A la
funcién g v b asociaremos una red representada en la figura 5.8. La primera se

denominard red e¢n serie”. la segunda “red en paralelo”. Se definiri. para ambas
redes. una entrada £ ¥ una salida S. Al resultado de 1a operacién efectuada entre los
elementos de 1a red se le lamarad flujo en la red”.

Por ¢jempio. en el caso de 1a red en serie. si @ = 0.7 y & = 0.4, entecos el

flujo serd igual a 0.4. Y en el caso de 1a red en paraielo el flujo sera igual a 0.7.

| ,awl

T =7
E N E s
— s t—A2& F—= o —e

= 5 1

S(a.by=ant 4 &
fla.b)y=avé
Fig. 5.7 Fig. 5.8
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Teorema L A toda funcion analitica de variabies borrosas f‘(g .b,....) se

le puede asociar una “red de elementos borrosos” donde 1a colocacion en serie estd
asociada a 1a operacion A, y la colocacion en paralelo esta aseciada a la operacién v.

Demostracion. A toda funciéon f (a.b&,....) analitica se le puede asociar

por definicién una forma polinomial reducida respecto a A o respecto a.v. Por lo que
s¢ le puedc asociar una rcd a cada una de €llas.

Ejeraplo 5-17:
A la siguiente funcidn presentada en forma polinomial reducida respecto a

Lla.b.e)=(an

1o

Acyvianbivianbaag)

se le asocia la red de la figura 5.9.

E
o— Ja.l

La red correspondiente a’ la
polinomial reducida respecto a'nest :

[(g,é.g’)———'(g/\a)/\‘(q‘(/»bi/\’(.a,_vc“)/\'( \/‘:b"))\(b ve)

 esta representada ‘en 1a figura'5.10.
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ITINERARIO

Sc llama Ttinerario”™ o “camino™ a una ‘secuencia de elementos encontrados

unidos E (entrada) ¥ S (salida), enrla;’t"bgu

] bugde observar un itinerario (a.

¥l

. c)

Un itinerio es “simple™ si contiene solo una vez al elemento x ¥ no mas de

una vez al mismo elemento x. En 1a figura 5.10 contiene un itinerario simple.

ta.a.c.b.8) es un itinerario.

il

{

]

L. bob) es un itinerario simple.

Se considera que un itinerario. respecto a 1a operaciéon A. es conmutativo v
asociativo; el orden en que se encueniran los el os es indi&

ITINERARIO SIMPLE MAXIMAL

Sea 7 el conjunto ordinario de los itinerarios simples de una red: £nlonces.
todo itinerio simplc que no esta contenido en otro itinerio de /. es un itinerario
simple maximal.

PROPIEDAD FUNDAMENTAL

Colocando .en. paralelo todos los itinerarios simples maximales. .se
construye una red cquivalente a3 una forma polinomial reducida respecto a v. Esta

propieduad cs evidente dada 1a forma en cue se construven.
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EJem_plo 5- 13 Consnderemos l1a red de ln ﬁgu.r:x 5 11, que corresponde a

la funcién:

0 Ry

El comunto de itine O : : g
g (a b c). (a a. c). (c)
El conjumo de mncmnos snmples es: v
{(a.b.e) (g-2X L¢3}
El conjunio de itinerarios si.mples amaximales es:
{(a.b.ec)( C )i

A éste le corresponde Ia i‘ormi\ polinomia! feduéida en v:
Slab.g)= (abc)v(c)

r ¥ 1a red simplificadn es (figura 5.12

Fig. 5.12
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Ejemplo 5-19:
En este caso se tendrd algo mads complicado, El conjunto de itinerarios es:

y su red es (figura ‘5.713)5' L

El conjunto de itinerarios simples maximales es:

{((a.b.2). (@.8.2) (b.c.€) (a.g)}

A éste le corresponde la forma polinomial reducida en v:
LCa.b.e)=(anbAg)v(@nbsngIvibngnclviane).

v su red serie-paralelo se muestra en la figura 5.14.
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RED PLANAR

Si en una red no existen entre dos liijleas que se corten una a otra cuando sc¢
dibuja en un plano entre £ y S. se dice que 1a red es “aplicable en un plano™ o
“planar, en caso contrario. se dice que la réd es “76 planar”. Un ejemplo dec una red
planar es la red de la figura 3.11 y de un red no p!anar es la red de la figura 5.13.

Propiedad. Las redes que corresponden a las formas polinomiales en A ©
en \v son planares.

En efecto . a toda forma polinomial en A corresponde una red paralelo-
serie que es planar. y a toda forma polinomial en v corresponde una red serie-

paraielo que es planar.

DUAL DE UNA RED PLANAR
Sea R una red planear. en la cual se pueden definir las caxt;s . B,...,

limitadas por lineas y elementas (ver fig..5.15). En cada una de las caras se colocara
un punto de unién de linecas y se hara lo mismo para la cara definida arriba de £S' y

la definida abajo de £S.
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Se aplica la siguiente rcgla para obtener ¢l dual de una red planar:

Unir mediante una linea cada elemento con ¢l punto de union de
toda cara que le cs adyacente, se forma una nueva red R° que se denomina cl “dual”
de R.

Ejemplo 5-20:
En la figura 3.15 se ha representado con lincas punteadas la red R* dual de

R. Enseguida. en la figura 5.16. s¢ ha representado definitivamente R°.

os

Fig. 5.18
Una red y su dual tiene la propiedad de demostrar que:
(R)Y = R.
es dexir. el dual del dual de una red es esic red
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Fig. 5.16

METODO DE LOS CONTRA-ITINERARIOS.

Sea una red planar R y su dual R°. Se llama ‘contra-itinerario” de R al
itincrio que corresponde a R°. Los itinerarios minimales de R’ darin contra-
itinerarios reducidos minimales de R. v estos ultimos darin una forma polinomial en
A de la funciéon f (g .5 .¢) representada por la red R. A esta forma polinomial en
A se le asociari una red paralelo-seric equivalente a ia red dada.

Ejemplo 5-21:

Sealared R de la figura 5.17 cuyo dual R’ se reproduce en la figura 5.18.
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P m
o

Fig. 5.17

leaf L=t
o—is}—¢ }—o
s 4 ey

Fig. 8.18
Los contra-itinerarios de R’ son los contra-itinerarios de R.
El conjunto de itinerarios de R” (el conjunto de contra-itinerario de R) es:

b.b.a.c). (&.8.3.a.8), (b.b.a.a.ad) (&,b.a.c),

&.8). (8.5.a

-
°r
-

3
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La forma rcducnda en ~ quc corrcsponde a l:1 red para.lnlo—scne (fig. 19) es:

f(a b c)=(avbvc)/\(avavb)/\(bvb)

e}
=1 W
L= ]
o 0 ——os

Fig. 5.19
Por cl método de itinerarios se encontrard. para la forma polinomial en v:

_[ .e)= (g E Ag) (aAb)v(b).m\«nchcomspondxnnzeszncpnm]nlo
estd representada en la figura 5.20. Se puedc verificar. efectuando desarrollos
adecuados . que _/‘(g.é,g)-‘-z(avlzvg)A(ngvg)A(gAE)y Sla.b.e)=

(aABAEIV(aAb v (b). representan la misma funcién,

3 Fl umcr:xno sc puede representar con los mismos simbolos, como (ab,c)y y (n b,c)2, pero s¢ trata de
ios: L.a distincion desaparcce c vpasa..-m.c..xu
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]
]

Fig. 5.20

5.8 APLUCACIONES

CONTROL

Cuando las ideas de 1a logica borrosa son aplicadas al control. se le llama
gencralmente control borroso. El control borroso fuc la primera aplicacion de la
teoria borrosa en llamar la atencion. ¥y es un campo que ha dado grandes pasos. El
control de molinos de cemento. trenes cléctricos. plantas de purificacion de agua. y
otras tareas estin siendo llevadas a cabo actualmente. Aqui nos ceatraremos en las
herramicntas necesarias para llevar a cabo ¢l control borroso v se dara un bosgucjo

del pensamiento detris de ello.

LA FORMA DE LAS REGLAS DE CONTROL BORROSO Y METODOS
DE INFERENCIA

El controi borroso describe el algoritmo para ei control de procesos como
una relacién borrosa entre la informacién sobre !la condicion del proceso a ser
controlado. x ¥ v. ¥ la entrada para ¢! proceso (cantidad de trabajo) =. El algoritmo
de control estid dado en expresiones “'si - entonces”. tales como

Si x es pcquedo y v es grande, entonces =~ es mediano.

Si x es grande v v es mediano. entonces = es grande.
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Estas son llamadas reglas de control borroso. La clausula “si” de las reglas
es llamada antecedenw' Ia cldusula “entonces™ se llama consecuente. En general.

las variables x y v son llamadas emrada.s y=es 1a'salicda: “Pequefio™ ¥ “grande™ son

\alores borrosos parn .v v v (.xlgunas veces llamadns variables borrosas). v estin

expresados por conjuntos borrosos.

Los conrroladores borrosos estin construidos por grupos de estas reglas de
control borroso. v cuando s dada una enteada 1a salida es caleulada por medio de
inferencia burrosa. La inferencia borrosa estd basada cn 1a légica borrosa. pero son
usadps métodos simples por considerar el liempo para los cilculos. La inferencia
para el control borroso ¢s diferente de la interencia borrosa cstandar en la que las
proposiciones (las entradas actuales para el controlador borroso) son comunmente
valércs numeéricos estindar. no valores borrosos. La principal diferencia énu’e lo§
melodos utilizados en drcas tales como las reglas de produccion para la m;.emcm
del conocimicnto y ¢l control borroso es que éste ultimo permite expresiones
borrosas (inferencia de una sola ewapa) mientras que el anterior es casi s'u:fnprc
multi-etapa. '

Por simplicidad. sc utilizari la notacidn H(x) para indicar la funciéon de
membresia al conjunto borroso .1. Las formas tomadas por las reglas de control
borroso estin clasificadas por tres puntos -la forma de los antec;demes ¥
consecuentes. la forma de las variables borrosas. ¥ el método de inferencia.. Del

ultimo punto hablaremos sobre tres de ellos.

Método de Inferencia 1

Existen dos tipo dc variables borrosas. continuas y discretas. I;a figura
siguiente muestra las variables continuas y discretas. las primeras adoptan un tipo
de campana y las discretas un tipo triangular, ambas especifican una variable
borrosa con dos pardimetros: NB. ZO, PS. ctc. indicando significados como Grﬁnc!c
Negativo, Cero y Pequeiio Positivo (Negative Big, Zero, Positive Smail).
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AP BOORON

El ° *

Variables Borrosas Continuas

Esuas beonj »s borrosos. (0 nimcros borrosos) del intervalo [-

P

1, 1]. En el caso del control borroso. el dominio e las variables de entrada v de
salida que puecden tener ya sea valores positivos o negativos. estd comiunmente
estandarizado a {-i. 1}, y para las que p tener sol valores positivos estd
estandarizado a [0. 1]. Debido a esto. podemos usar variables borrosas similares
para todas las variables. La tabla siguiente es un ejempilo de variables borrosas
discretas. Sin embargo. ¢l grado esti expresado por enteros de cero a 10. El dominio
de las variables de entrada v salida es discreto en el rango de los enteros desde -6 a
6. v esti especificada una variable borrosa unica para tres parametros.

Tabla de Variables Borrosas Discretas

6 -5 -4 -3 -2 -1 (] +5 +6
PB o o 7 10
PM 0 o 7 3
Ps 3 4] o
z0 3 10 o] ]
NS 10 3 00
NM i3 o 0o
NB o o 0 Q-
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LOGICA BORROSA
En el método ‘dc inferencia: 1, es comun tener de cinco.a siete variables .
borrosas. Sin embargo. el ajuste de parz'lmeu'os no es necesario, v pueden ser usadas

las variables estindar. Un c_)cmplo de dos’ entradns y una salldn de este método es

como sigue: Fijamos las sxgmenles dos reglas de control

una enlradn v una salldn v podcmos con51demr el caso en'el’c y ”Ae (el cambio
: “del controlador ¥y Au (el

en e durante un muestreo) son elegldos para’ Ia entra

. cambio en el comrol) para 1a satida.

\Ahom sean las entradas x; = x)° y x> = x2°. Primero encontremos la
compaublhdnd para cada una de las condiciones: anteccdemes de las reglas y la
entrada. En general. sea 4(x°) la compatibilidad para el antecedente “x es A™, eso
es. la funcién de membresia de x° para el conjunto borroso 1. Aqui el amecedcme es
bidimensional. de ese modo. sca la compatibilidad

' @ = A4ale®) * Aol i= L2
i es el nimero de la regla. y * es la multiplicacion.

Enseguida. sean los resultados de la inferencia para la i - ésima regla

yveswB;., pero ©,B,(») = w; x Bi(y).

Hay casos donde una operacién min. como en

@iBi(V) = w; A B ().
reemplazn).n.muiu.phcm:xon.

El resultado completo de la inferencia’ v° estd constrmdo a partir de .8, ¥

'B* = @181 028,
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¥ encontrado en términos del cje central de la funcion de membresia de B*. En otras

palabras. tenemos
= IB - (_v)yd_v/’.‘B * (Vv

El proceso de inferencia mostrado antcriormente estad coaformado de tres
los mi os para todos los mdétedas.de inferencia.

pasos. Son esenci
(1) Calcular la compatibilidad para la entrada ¥ antecedentes dc las
reglas.
(2) Encontrar los rcsultados de la inferencia para cada regla.

(3) Enconitrar los resultados cc ictos de la i in como una media
ponderada de los resultados de la inferencia para cada regla con
r >a las ibilidad,

Método de inferencia 2

Este método estd especialmente indicado para las variables que tienen

funci de bresia monotonicas. como se ra cn la sigui figura.

1 iw\vo Nt:gthi
I ,
1

-1 o
. Variables Borrosas M oni

\

Como pucde ser visto. hay soélo dos tipos de wvariables. Positivas y
Negativas. ¥ se utiliza arctan(x) para la funcién de membresia. por lo que hay
algunos cambios consecuentes.

Como cjemplo. considcremos las siguientes dos reglas.
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Sixges ..V .y&- es P, énlbnces ves V.

Sl .\‘, es P > v es N entonces v es' P.t

La compa ibilida dc -

ntcs» para las entradas x;° y x2° s

wa= Py,
El resullado global dc la mferencm esta dado por

o _ @V 0,y
- @y +Wa

tomando la media ponderada de y, y v-. El proceso de inferencia es mostrado en la

figura siguiente.

~

7
~w .
-
x2°

Meétodo de Inferencia 2

Generalmente sc dice que son necesarias menos reglas para este método
que para el primero. ¥ es apropiado cuando hay muchas v:iriaLles de entrada. Sin
embargo. al haber menos variables borrosas. no es un método muy apropiado para
poner ¢l conocimiento de expertos. el cual toma una forma lingiistica. dentro de

una forma légica.
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Método de Inferencia 3

Los antecedentes utilizados en este méiodo se hacen de proposiciones
borrosas. ¥ los consecuentes son ccuaciones rclacionales csuindar de entradas v
salidas. Esto fuec concebido mis bien para el modelado de procesos borrosos que
para cl control borroso.

Las variabies borrosas das en los anteced son. COmMo se muestra en

la figura mis adelante. aquéllas que tiencn funciones de membresia de forma

trapezoidal construida con lineas rectas.

pPequeito mexdiano grande

Varisbie Borrosa Trapezoidal

Consideremos las siguientes dos reglas.

Six; es. 4. xses. s entonces v = fi(x, X3).
Six es. -y, xzes.dzxa. entonces v = _f2(x;. x2).
Sila ibilidad dc los ck para x1° v x> es @; v s, los

resultados de 1a inferencia para cada una de las reglas son calculados directamente a

partir de las ecuaciones ¢scritas en los Elr Itado « pl de la
inferencia es cncontrado usando la siguiente ecuacién., como en el método de

inferencia 2:

@ /10" X )+ oo S0 .x07)
o« + W

Ve =

Aqui. / es usualmente una ecuacion relacional lineal. Si el numero de
reglas es 1. las partes antecedente ya no son neccsarias. s6lo queda la parte
consecuente: asi el resultado es el mismo como tener una expresion lineal. Si hay

mas de una regla, el intervalo de entrada es particionado en subespacios y c¢s
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enconlrada una relncron lineal de entradn/sahdn para cada subespacio: ese grupo nos
da algo rnuv snm.llar a la relacxon no lmeal de entrada/salida global. Este método no

es aproplndo pam xprcsxones hngmsucas pero excede a los otros en capacidad

s en. el método de inferencia 1 no van mds alia de Ia

descnpcton dc relactoncs cu:.mumnvas. Por ejemplo, no hay diferencia en la

T ¥a = PS., entonces v = VAL

entonces v = -G.

reglas que . surgen usando las condiciones (subespacios)

: los’ consecu

Los nmccedentes en las reglas en las tres formas son mas ficiles de
entender cu:mdo son interpretados como particionamientos ambiguos de los espacios
de emrada. eso es. especificadores de subespacios borrosos. mads bien que
déscr_ibciones de condiciones. Hay tantas reglas como particiones hayva. Ademiuis. 1a
compatibilidad de los antecedentes no ¢s otra cosa que el grado al cual 1a entrada
(x1°, x2°) pertenece al subespacio borroso especificado por ei antecedente, eso es. ¢l

valor de membresia.

PLANEACION DE CONTROLADORES BORROSOS

El problema cuando el control borroso va a ser usado cn un proceso actual
es el disefio del controlador. Diserfiar un controlador significa determinar la forma
de las reglas de control ¥ escribirlas concretamente. y el problema puede dividirse
en dos partes. la dcterminacion de los antecedentes y Ia determinacion de los
consecuentes. En lo que concierne a los antecedentes. se tienen que determinar tres

cosas. Primero. es sclcccionada la informaciéon de entrada para x;. x>, etc.. la cual

195



 CAPITULO &

tiene ' que scr usada cn los antecedenics: scgundo. la determinacién dec las

" condiciones, eso es. las particiones borrosas de la entrada: v tercero. la

determinacion de los parimetros para las variables borrosas. Por lo que toca al
consccuente, !a salida es gencralmentc el control de entrada para ¢l proceso. El
unico problcma restante es los parametros borrosos. De alli. ia determinacion de los
consccuentes no es dificil. ¥ el problema complctamente es la determinacion de los

antecedentes. Generamente hablando existen tres métodos discfiados para ésto.

La Experiencia y Conocimiento de Expertos

Este s cl enfoque dc los sistemas expertos. Se pucde decir que el controt
borroso es actualmente el primer cjemplo real de un sistema experto. La experiencia
dc operadorcs calificados ¥ ¢l conocimi de i i en control es expresada
cualitativamenic en palabras. ¥ si éstas son colocadas en formas logicas como regtas

de control borroso. puede ser plancado un controlador.

£1 principal problema cs las particiones borrosas del espacio de entrada. cl
cual debe ser determinado bdasicamente por medio de entrevistas con los operadores
¥y mediante el uso del instinto de los ingenicros de control. Si se utiliza el método de
inferencia L. el cual es apropiado para este tipo de diseflo. no es necesario

se ok iado por los pariametros para las variables borrosas.

P P

Modelos del Operador

La op ion de p »s complicados es o peitada habil por
expertos. pero no es siempre ficil poner el como lo hacen en una forma légica. Por

ejemplo. los expertos no podrian scr capaces dec expresar su trabajo en palabras:
como el conducir un auto. para ¢llo el experto aprende una operaciéon con sus manos
¥ pies, v en consecuencia ¢s imposible exprcsar las habilidades en palabras. Ademis
hay ocasiones en las que no podemos obtener la cooperacion de los operadores por

no estar en el mismo sitio.
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LOGICA BORROSA

Un método de disefio efectivo en estos casos €s un modclo de las funciones

llevadas a cabo’ por el operador. Estd'signiﬁcn hacer un modelo de la relacion de -

entradassalida entre la informacién usada por ¢l operador ¥ su salida funcional.’ Si

una forma *'si - entonces™ como en las reglas de control es elegida para ¢l modelo,”

dste puede ser utilizado como 10 que es. un controlador borroso.. La identificacion

del modelo empiea la entrada y salida del operador.

Modelos Borrosos de los Procesos

En los métodos anteriores se construye un modelo e\peno

controlador borroso. pero este modelo no pucde superar a los e pcnos _Cuando el .

objeto es un proceso sin la ayuda de expertos u operadores‘humanos,‘.se.pene un;:-
método mejor basado en un modelo borroso del proceso, ' para .

controlador dirigido al control de alta calidad.

Aqui un modelo borroso significa describir las c:iractensucas del proceso

usando una forma “si - entonces™ de la misma manera que, ‘en las eglns de comrol

borroso. Una forma de este tipo es llamada una acc:dn del prace.so o reela del
proceso. o sea ¢l modelo borroso siendo un numero dc estas reg,las dcl pmccso
agrupadas conjuntamecnte. Los conceptos de un snsxem:.l de comrol borroso se

muestran en la siguiente figura.

Objeto de Control

Controlador Borroso

————————r
a . —_— > N
Referencia Etror —— Control * {Salida
- ———-
- >
——————rll

Reglas de Control

Caracteristicas del Objeto

Sistema de Control Borroso
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CAPITULO 5

Usando ei método dc inferencia 3. en cl cual el consecuente es una
descripcidon de la relacion de entrada/salida del proceso. nos da una forma det
modelo que es conveniente para los casos en los cuales un sistema multi-variado de
alto orden es el objcto. La identificacion esta dividida ca lo que es el antecedente ¥
el consccuente. pero la identificacion de la conclusidon es escncialmentc la misma
como la identificacién de un modelo lineal. El consccuente para cada regla de
proceso corresponde a los modclos lineales ecmplcados hasta ahora. de esec modo hay
un incremento en la cantidad de cialculos. Por 1o que se refiere a 1a estructura del

anteced deb consid

ar las siguientes dos cosas:

1. Ia seleccian de variables de entrada, es decir, aquecllas variables dc
entrada saliendo de todos los procesos de entrada deben ir en los
antecedentes:

2. las particiones borrosas. un problema similar a la situacién anterior de

partici i del io de entrada.
Hayv dos formas posibles dc ver el diseilo de controladores borrosos a partir
de modelos borrasos: 1! § de reglas de procesos que describen
i parciales del p

e regla de proceso x objeto de control = regla de conurol.

® rcgla de proceso x regla de control = accion de proceso ideal.

La pd es un t10do para encontrar la regla de control que. por
ejemplo. minimice una funcion de ¢valuacion particular, y 1a segunda es un método
que compensa las reglas de proceso (acciones) mediante reglas de control, y busca
traer la mejor accion de proceso posible. La idca comun en ambas es hacer que las
caracteristicas de las expresiones del sistema de control borraso trabajen bien
encontrando una regla de control que corresponda a cada regla de proceso. Puesto
que una regla expresa una accion parcial. 1a regia de control correspondienie es

parcial en naturaleza (en un subcspacio borroso) ¥ hecha condicional por el “si”
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LOGICA BORROSA
CARACTERISTICAS DEL CONTROL BORROSO

El control borroso ticne las siguicntes tres caracteristicas:

1. control lagico:
2. control paralclo (disperso):
3. comrol lingﬂislico

En el pum.o uno. "Iobnco qulerc decir 1a expresion libre de los algoritmos
de control usando 1a l‘orma “si - entonces™. La cldusula “si”, en parucular puede
describir. una ampha vanedad de condiciones utilizando combinaciones 16gicas con
~or™ y "and" El pu.mo dns sxgml'ca que las politicas generales de control pueden ser
hcchns p.lra traba_lar en una manera dispersa por medio de reglas de control. Esto
difiere cu.'_xlimuvnmenm de los métodos de una sola ecuacion cmpleados haswa ahora.
v podriamos decir que ¢s posible la coexistencia del control con logicas diferentes.
En el punto tres se entiende quc es posible ulilizar variables lingiiisticas ambiguas.
espécialmcntc en los antecedentes de 1as rcglas. Para la gente es facil de entender ci
lenguaje cualitativamente. v el conirol empleando didilogo con los operadores cs
posible. Ademais. por medio del uso efectivo de las caracleristicas anteriores. serd
posible usar los “ojos™ cnirenados por la expericncia de los operadores en procesos
de obscrvacidén como entradas cxternas y otras cosas como las condiciones del
proceso. como una informacion efectiva para el control. Entre otras ventajas. los
procedimientos inusuales que sicmpre acomparian las operaciones dc un proceso
rcal pueden ser traidas dentro del algoritmo de control.
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CAPITULO 6

GENERALIZACION DE LA NOCION DE
SUBCONJUNTOS BORROSOS

6.1 INTRODUCCION

En cste capitulo sc vera una gencralizacion de los trabajos de Zadeh
propuesta por J.A. Gogucn. Tal proposicion. a diferencia de 1a teoria desarrollada
por' Zadch cn la que sc toman los valores de la funcién de membresia en un
intervalo totalmente ordenado M={[0. 1]. consistc en escoger tales valores en una

estructura dc orden parcial L. que es mas general. La estructura utilizada mas
habitualmente sera el rcticulado.

Debido a lo anterior. s¢ tendrin entonces “subconjuntos borrosos™ en el
sentido de Zadeh. vy "L-subconjuntos borrosos™ cn el sentido de Goguen.

Para entender mcjor este estudio. s¢ dara mambién un breve repaso a las
nociones sobre 1a tcoria de reticulados.

6.2 OPERACIONES CON LOS CONJUNTOS ORDINARIOS

En el capitulo. dos cfectuamos operaciones con subconjunios ordinarios de
un conjunto referencia: ahora veremos dec nucvo tres de estas operaciones. pero

referidas esta vez no a subconjuntos de un misimo conjunto referencia. sino a
conjuntos distintos o no.
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CAPITULO &
PRODUCTO DE DOS SUBCONJUNTOS

Scan dos conjuntos £, y £x donde x € E;, v € £=; el conjunto de parejas (x.
M) se llamara “producto de £, por £5" o “conjunto producto™ formado por £ con £:.

YV se representard por £, x £Es.

Se tiene:

E, x Ey= E- x By, exccplo si E~ = EI (no co umnvldad)

(E) xE~) = E; = E\ x (E— x E;), (a.soctanwdad)

Ejemplo 6-1:

Esx Ey= .(oc..—l) N (0.. B) je

Si: Ey=ta. b} .

entonces: (Ey x Ex) x Ez = (-( o, a) (A o, b)Y, (4 P a) H B b),

Clte @ (7. 8)  (Broa) o (B b

B.B.a).(B,B.5). (B, 1. ). (B, v. Y.
De igual manera se puede realizar £, < (8= x £j).
Para 7 conjuntos £,. Es. .... E,. se definira:
Eyx Esx ... x E,.
Interviniendo cl orden. se pueden definir. si todos estos conjuntos son diferentes:

n=n(n-1)..,2,1

conjuntos_productos distintos.
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GENERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCOMJUNTOS BORROSOS
SUMA DISYUNTIVA DE DOS CONJUNTOS

Sec definira la suma disyuntiva £, @ £- como el conjunto formado por los

elementos de £, y de £: . con excep<ion de los que pertenecen a lavez a £y v a Es.
Ejemplo 6-2:
Considerando de nuevo los conjuntos del gjemplo 6-1 tenemos que:
E\®E:={4.B, o, B. v}

Lo anterior es resultado de que £ ¥ E: no tienen ningin elcmento ¢n
comiin.

Veamos las propiedades de la suma disyuntiva:
E\SE.=FE.S®E (conmutatividacd).
(E\@E)@E=E © (E: @ E) (asociatividad).

Existe la propicdad de distributividad entre el preducto ¥y la suma
disyuntiva:

Ey < (E2® E3) = (E\ x E2) @ (£ = E3).
(BE\DE) < Es=(E x E3) D(E2x E3).
(distributividad a la izquierda v a ll_a‘ derécha pc;ra D).
Ejempio 6-3: ’ o '

Vamos a considem; dc nuevo los conjuntos del ejemplo 6-1:

Es®@E={ouB.y,a, b}
B x(E@E)= (). (4,P). (1Y) (La). ¢ b)

By B, BY . (B.Y).(B.a) . (B. 8},

Eux B =, )Y (B, (B.B). (B},

B ox By = {4, a); A0): (B o), (B. b)Y,
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(Exx E)@(E) = E) = {(d, ), (4. B). (4, 7. (B, a) (B, B) P

. i (B. D, a),. {1 6). (B, a) 3. b)}
Podemos vcnﬁcar que existe una igualdad entre £) x (Es @ E;) y (E. X E-) @
(Er = E3). : g
Se observnm que la distributividad a la |zqmerd.1 o a la derechn no es

‘verdadera para el producto

: E‘ ® (1:‘~ x E3) = (B © E:) x (B, @ E3)}
B x By = {( @), (o 5.6 a, B, 5, (1, a) (v. b)}
E @ (Exx E3) = {4.B.(c. ﬂ) (N b) (13. 0)‘ (l3 by . (Yv a . (. b} .

EN®E = (4. B.a . 7
FE.$E,={A.B,a;b}.' A v
(B @ E x (B1 @ E) = {(4. )y (- BY . (A @) , (4. B) . (B.A), (B, B),
(B.a).(B. 5, (@) . (o BY . (. @) , (x, B),

B (B By (B @) . (B 6) . (r. ) . (- B).
(. @), (v. &)}

CONJUNTO DE LAS APLICACIONES DE EEN E;
El conjunto de las aplicaciones funcionales (aplicaciones univocas) dc R
en E: se representari por:

.f t . {como una potencia).

! Eqto e 1o mismo que sucede para ¢l producto y la adivion ordinarios con los nimeros:
a(b ~c) ~ab+ ac <
~bec=(a+b)la+c) »
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GEMERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCONJUNTOS BORROSOS
Ejemplo 6-4: Vamos a considerar dc nuevo los conjuntos del ejemplo 6-1 y

utilizaremos las aplicaciones de la figura 6.1

! = .4/ * P’/ - -4% ) - o 4 -
B .B B/B - B ’ £>B B ’
oY

\
R\‘/ e 4 \ Y

o o <t ot

e A =
*f B og

B B B
P v v

Fig. 6.1
Se ve en la figura 6.1 que si:
Ey={d. B} ¥ Ez = {on. B. 3.

entonces: . :
EF — i lar: Blooy . el ler. BIB. ttl e, Bl

tal B . Bloy 1l BBy, (ip . Gl

(in. Bl ein: ‘(Brlk.‘]s‘)‘} R CI I

La cardinalidad de E5' e

card (EEY) (card Eear)
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Para este gjemplo: card (£51 y =3 =9,

Si £, v/o £ ¢s infinito. card ( £5 ) cs infinito.

PRINCIPALES OPERACIONES CON LOS CONJUNTOS

En la wabla 6.1 sc muestran las principales opcraciones que se pueden

rcalizar con conjuntos.

Tabla 6.1 Principales Operaciones con los Conjuntos

E\DE-=E-®E,
E\DUEPEN=(E\DENDEs
E) x (B2 x E) = (£, x F2) < E3
Ey x (Ex@E)N)=(E, x E))® (£, < Ey)
(B DEN % E3=(£, < E3) ©(E:2 < E3)
(&, < E2) = E%s < E,55

(E!E: Y?‘ = 5"

6.3 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL CONJUNTO DE LAS
APLICACIONES DE UN CONJUNTO EN OTRO

Sc represcenta al conjunto de las aplicaciones de £ en L como sigue:
LE
Se cnuncia entonces la propicdad fundamental siguiente: Toda ley interna

®definida en L induce una ley interna * correspondiente en LE.
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GENERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCONJUNTOS BORROSOS -

Ejcmplo 6-5: Consideremos

EF =g{Cle . (Blooy . {(d e
Wip . @ley,

Biny.
13-

ln . Blay= il Blny.

¥ vamos a establecer

A= (etlayilon .
A= ttler . BIBy .
As="{1 1) . (BN}
A= gy, Blws - .
As={Ipy.BIpy
As={1p), Bin: .
A=l Blowy
As={¢tln, Bl
do={ln. Bl
con E=0i1.B} ¥ .L={x B.v}

Consideremos 1a ley interna * definida en L:

*le !Bl
aflplpla
pilv|p]e
TiPla| ¥

y veamos cémo se induce una ley en LE.
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A:® 44

Por cjemplo:

1

=d4.
Se obtienc de esta manera una ley @ para LZ, como sigue:

{Ale) (BIBY* {(A4IB). (BIN}

(CAla*py,EBIp*
{(Alp ., Blwy

Ol | 2]ty

A | As s A7 s oo
A | As As | A [ As ] As | As | A2 [ A2 | A
A= s As A As | s | oAa Az | o2 f A
A3 As e Ao s A oo ol A ~As
A As As 47 s As s A Az e
As Ao s Ar s s En s A2 A
s s Az Ao s s s A2 A A3
A § As s As § oAz | A2 ) oA As | As | ooAr
~As s s A1 A A2 o “da ol Ay
Ao ff As | Aa ] Ao f Az ] A | A3 | s | Ay | A

Ejemplo 6-6:

Sea un conjunto finito:

E = {X1. X2, cooa X}

entonces LZ da el conjunto de subconjuntos (conjunto de subconjuntos

incluyendo a ©).
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GEMERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCONJUNTOS BORROSOS

El operador producto () en L induce al operador m en L% el operador

suma (+) en L induce el operador «w en LF; el operador complementacion en L
induce ¢l operador complementacion en LE,

Las conclusiones anteriores son vilidas para todo £ que tenga la potencia

de los entcros naturales o del continuo.

Ejemplo 6-7: Sea un conjunto finito:

E = {x1. X2, coca Xn}
¥
L=]0, 1}.

entonces LF da el conjunto de subconjuntos borrosos.

El operador A en Z induce el operador ~ en LZ: el operador v en £ induce
w en L% el operador complemeniacién en L induce la complementacién en LE: el

operador producto (#) en L induce (e) LE: el operador ( +) en L induce @ en L.

De nuevo. las conclusiones anteriores también son vilidas cuando £ tiene

la potencia de los enteros naturales o del continuo.

Ejemplo 6-8: Sean:
E=L

L=([0.1].
entonces L- representa al conjunto de todos los nimeros borrosos .Y tales que x &
X <=f0.1). My x)=[0.1].

Es facil demostrar que: si * es la ley de L v es la ley de LF inducido por

*_entonces se tienen las implicaciones formales siguientes:

* es asociativa = ® es asociativa.
* ¢s conmutativa = ® es conmutativa.
* es idempotente = ®es idempotente.

209



" caPiTULO &

ESTRUCTURAS POSIBLES DE L
) Se pueden tencer para L tantas estructuras como s¢ desee: para una

operacién® se tendrd una operacion * en Lf. Se pueden imaginar dos operaciones

*, ¥ *» asociadas: eso induce dos operaciones correspondientes en L. Asi. si existe

una estructura con un opcrador (monoide, grupo, etc) en L. se tendri que verificar
si esta estructura también se encuentra en L, o bien cusl otra estructura es la de L7,
En la teoria dec los subconjuntos borrosos. L tiene la estructura de un
reticulado vectorial distributivo para las operaciones A ¥ v @ este reticulado s ¢l
intervalo [0. 1] de R. el cual induce en £ un reticulado vectorial distributivo para

v . formando ¢l conjunto de los subconjuntos borrosos.

6.4 RETICULADOS

Sea un conjunto ordenado L. Supongamos que para todo conjunto ordinario
Vi X} de L existe un elemento de L. v solamente uno. que constituye una cota
inferior de {.\, .Yj}. y que también existe un clemento de L. y solamente uno. que
cn este caso se dice que L es un “reticulado™

counstituye una cota superior de £\,
o "éonjumo reticulado™.
Se establecera:
para la cota inferior de {-\\..\j} : Xay.
para la cota superior de {.\},.\} H RYR A ¢
La definicion de un reticulado puede expresarsc asi:
VXD VNWielyXjel):
I1Xk=XiaY;, ¥y Xuel,
v ILXG=X,VY; ¥y Xiel,

(cl simbolo 3 ! significa “existe uno. y s6lo uno’).
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GENERALIZACION DE LA NCCION DE SUBCONJUMTOS BORROSOS
Las operacioncs A y V también pueden considerarse como aplicaciones de L
x L en L, que a todo par {\], .\j},.Xj, .\ € L le hacen corresponder ¢l elemento .| &
Xj de una parte y ¢l elemento X V.| de la otra. Se demuestra que. en un reticulado,
se tienen las cuatro propiedades duales siguientes:
sean: A.B.Cel
AAB=8BAad
AVB=BVA conmutatividad,

4ABaO=(HaBacC

A VBIVO)=UVBEYVC © asociatividad.
Aad=4 :
AVA=4 - . 0 idempotencia,

ANAIBY=4
AvVEHaAB =4 - absorcion.
Ejemplo 6-9: En la figura 6.2 se presenta un gjempio de reticulado. En

la misma figura se presenta ¢l diagrama de las cadenas maximales o diagrama de
Hasse.
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Se tiene: -

L={4,.B.C.D.E F}

Se puede verificar que se tiene:

Add =4 .
AaB=A .
AAC=4 .
capD=38 .
EAF=E .
FAF=F .

Examinando el conjunto ordenado de la figura 6.2° se puede escribir.
utilizando 1a nociéon .\ < Xj si.\| precede a .\|:

AXB<DXF.
ASXBXESXF.

Asi este conjunto ordenado posec tres cadenas que se califican como
maximales. va que ninguna estd incluida en otra cadena del conjunto ordenado. El

IS

{.4 ~B<C<XF,

grafo ordinario no orientado que forman las cadenas maximales se llama “diagrama
de las cadenas maximales™ o “diagrama de Hasse™.

6.4.1 TIPOS DE RETICULADOS

RETICULADO MODULAR

Se dice que un reticulado L es “modular” cuando., para tres clementos
cualesquicra .11. .15, .X5 € L. se tiene:

(X1 S\ = (7 V(32453 =((\) V.X2) AX).

donde < representa a la relacion de orden detl reticulado.
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Dc este modo. cl reticulado de 1a figura 6.3 es modular. Podemos verificar
estopara-d. B.y C.

Se tiene:
AsC .

v también. tomando arbitrariamente 58:
AVBAO)=AVdA=4 .
(1VBAC=BaAC=4d

Se verificard igualmente la propiedad (Y; <.Y3) = (X7 V (\: A X3) =
(X} V.X35) A.X3) para las otras tripletas.

Fig. 6.3

RETICULADO DISTRIBUTIVO
Un reticulado L es “distributivo™ cuando satisface las condiciones:
YXi.. XX e L:
NV @RZAX) =1 YA ARG 7.X)) .
A AL VG = (1] AXR) VG ALY

Se puede verificar que estas condiciones se satisfacen por las 20 triplctas
del reticulado de la figura 6.4.



CAPITULO &
Por cjemplo:
BACYE) =BNE=B .

(BACOYV(BAE =1VB3=48

Se demuestra que todo reticulado distributivo ¢s modular.

F
D E
B C
A
Fig. 6.4

Subreticulado. Considecremos un reticulado L v sea 4 — L donde 1 esta
ordenado por ¢l orden inducido. Si VX e . VY e d. \V'AY e .

entonces .4 ¢s un subreticulado de L.

YV Y e Al
Se demuestra que todo subreticulado L° de un reticulado £ distributivo es

distributivo.

RETICULADO COMPLEMENTADO

Si suponcmos que un reticulado L posee un elemento 0 que sea la cota
inferior del reticulado L complemento. ¥ que posce también un elemento U que sea
la cota superior de este mismo reticulado. entonces. se llama “complemento de X" a
un elemento .\], ambos pertenecientes a L. tal que

Ay =0,
Nvanj=U.
Un complemento de .\, se representa por .T, . Este complemento de .X..

cuando existe, no ¢s forzosamente unico.
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GENERALIZACION DE LA NOCIOMN DE SUBCONJUNTOS BORROSOS
En la figura 6.5, 1odos los elementos licnen un complemento:

O0=U.D=BoCod,C=D,B=bD.d=D.U=0.

[74

Fig. 8.5

Se dice quec un reticulado L es “complementado™ cuando:

1. Posee un elemento unico 0 = INF (L) y ﬁn elemento tnico
U= SUP (L.
2. Cada .X; € L posce en L al menos un complemento.

Puede entonces decirse que el reticulado que contiene la figura 6.5 es
complementado.

En un reticulado distributivo. se demuestra que. cuando existe el
complemento de un elemento X, siempre es unico.

RETICULADO DISTRIBUTIVO Y COMPLEMENTADO O “RETICULADO
DE BOOLE” :

Cuando un reticulado es a la vez distributivo y complementado se le llama
“reticulado de Boole™ (reticulado booleano).

En 1a figura 6.6 se muestra un ejemplo de reticulado booleano.
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u
e C
D F
o
. Fig. 6.6

Algunas propiedades de los reticulados booleanos son:
1. Para cada elemento existe un complemento. y sdlo uno.
2. Para cada .X; se tiene:
T)=-x
3. Se verifican las relaciones:
YAY, = X, VX,
T,V7, =T aF,
+. Todo reticulado booleano finito cs isomorfo al reticulado dcl
conjunto de subconjunios de un conjunto para la inclusién. y

reciprocamente.

RETICULADO VECTORIAL
Sean n conjuntos 4. B .... S. cada uno totalmenic ordenado por una relacion
=<: entonces el conjunto producto:
AxBx...xS
es ordenado y forma un reticulado llamado “reticulado veciorial™, v la relacion de

orden es la de dominancia.
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Un gjemplo de reticulado vectorial se puede ver en la figura 6.7, formado
por ¢l producto de los conjuntos:
A= {dy . Hda),

8= {B,, B:. B3}.

C={C\. Cs. C3}.
Es deseable recalcar una propiedad importante: todo reticutado vectorial es
distributivo. pero no complementado. a menos. evidentemente. que este reticulado

vectorial sea un reticulado de Boole.

Fig. 6.7

RETICULADO VECTORIAL LEXICOGRAFICO

Es un reticulado vectorial que se reducc a un orden total. En cste tipo de

reticulado se considera la relaciéon de dominancia siguiente. Una 7 - upla (4, 8, ....

Si) dominard a una n1 - upla (. 8. .... S;) si los » primeros elementos (partiend6 :

arbitrariamente de la izquierda) de las dos # - uplas son iguales, pero el (» + 1)svime
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clemento de la primcra cs superior (para la relacion de orden que le concierne) al

(» + 1)*™™ clemento de la scgunda. obteniéndosc asi un orden total.

Los reticulados de la figura 6.8 son reticulados lexicogrificos.

.o )

(<, B) ’ (B, B, B)
<. A) (B. B, A)
B,C) (B, A, B)
(B, B) (B, A,A)
(B, A) (A.B,B)
(A.O) (A.B. A}
(A.B) (A, A.B)
(ALA)Y (AL ALA)

Fig. 6.8

6.4.2 PRODUCTO DE RETICULADOS

Sean dos rcticulados L, ¥y L, entonces el producto de estos dos conjunto da
un reticulado. Es dccir:

(L1 es un reticuiado ¥ L: es un reticulado) = (L, x L= es un reticulado).
Ejemplo 6-10:  Scan:
Li=4{4.B.C.D. E . F} .
L= {«,B.7,8. e}

teniendo cada uno respectivamente la estructura de reticulado indicada en la figura
6.9
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Ly =

L2 €
! F .
: Fig. 6.9

En el reticulado L, se detectan las cadenas maximales:

! FRE<B<d FE<C=<4 . F<E<D=A
* ¥ en el reticulado Z::
eE<y<BB<a.e<xd<o.

Ahora consideremos dos pargjas (X, Yj)) € Ly x Lz (Y. 1}) domina a

(.X5. .\}) se escribira:
G G = (V1Y)

donde > representa aqui la relacion de orden de dominancia. Asi. L, x L. es
ordenado y se puede constatar que las relaciones de asociatividad. idempotencia y
absorcion se verifican para esta estructura: por {o tanto. es un reticulado.

Para construir el reticuiado

L =L, xLx.

se examinan todas las parejas (.}, .\]). unas respecto a otras. para dcterminar cuidles
son las que dominan a las otras; esto dara las cadenas maximales de L = L) x Lx ¥

permite cspecificar ¢l reticulado producto. Por ejemplo:

(F,e) < (F. ) <(F.PB)<(F, v

219
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(F, )< (E.€) =< ... etc.
Es necesario comparar todas las parejas unas con otras.-Las operaciones

pucden simplificarse considerando las cadenas maximales tanto de Ly como las de
L, unas respecto a otras. '

Un caso particular importante es aquel donde £, y L: son totalmente
ordenados. entonces L = L, x Lz forma un reticulado vectorial.

También sec tiene una propiedad general que si L, ¥ L> son distributivos.
entonces L = L; x Lz ¢s distributivo.

6.4.3 CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO QUE NO FORMA UN
RETICULADO

Es cvidente. todo conjunto parcialmente ordenado no forma un reticulado
(ver figura 6.10).

A 7
E
<G
D F -
A B (o4
Fig. 6.10
Por cjemplo:
Hv/Ilel.
AABel.

Propiedad. Para todo subconjunto ordinario (\. .Xj) de L, la cota superior
de {.X;. .\j} pertencce a L, s¢ dice entonces que L ¢s un “sup-scmirrcticulado™, Si se
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trata de 1a cota inferior. se dice que L es un “inf-semirreticulado”. Un reticulado es a

la vez un inf ¥ un sup-semirreticulado.

En la figura 6.11 se presentan semirreticulados y, como se puede ver, el

conjunto ordenado representado en la figura 6.10 no es ni un inf ni un sup-

semirreticulado. -
D E 1 B D
< H
E
' CF G

Fig. 6.11

6.4.4 ESTRUCTURA DE ANILLO

Consideremos un conjunto ~ dotado de dos leyes internas * y © | tales que,
para todo .\, .\, € F

1. [ FIR 15 Tdi VI A W .\%). asociatividad para *.

Ni"e=e* (=X, existencia de un neutro ¢ para *.
X*X, =X *Yi=e existencia de un simétrico para todo .X%.
X’, =Xi=X* X conmutatividad para *.

2. GoXP oA =X 2\ °.Xy) asociatividad para °.

N
N
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3. (AR RSN & eI v Bl A YRR )] distributividad a la izquierda ¥

a la derecha

AR X)) =GP (A C\) respecto a ™.
Se dice entonces que £ tiene una estructura de anillo. Si 1a ley © es también
conmutativa, se dice entonces que el anillo es conmutativo. . ) ’

Lh figura 6.12 da un ejemplo de estructura de anillo. .1 es el neutro.

A B C D < A B C D
alajslc]p aAlajalala
B|Blc|pja Bj{a|B|c|D
c|{cipjais cjajcjalc
p{pla{B|c pla|pjc|s

Fig. 6.12

RETICULADO DE BOOLE Y ANILLO DE BOOLE

Debido a que el reticulado de Boole es un reticulado distributivo y
complementado, se verifican en €1, para .\;, .}, \} € L:
XA =44a07 . commnuratividad.
XV =Y9v.X .
XA A =AY AN, asociatividad.
KalGat) =(Gax)aXi.
NaXi=.X,. » ) idempotencia.
XivYi=X :

XA VXD =(GAY) VG AND, - ‘distributividad de ¥V respecro

XV (Y AXD =\ VD A v AR, a A, v reciprocamente.

Xia ¥ =0,



XV X =U.
‘Xia0=0."
MVOo=ai]
XAU=X
Xvu=U,
®)=x.
XAY; = X,VX,
XVX, = X,AX,

" Ahora. se puede considerar un conjunto £ y L%Z

GENERALIZACICM DE LA NOCION DE SUBCONJUNTOS BORROSOS

Teorema de De Morgan.

donde L tiene una

estructura de anillo y donde se pueden definir las operaciones @ y O a partir de

*yo,

Entonces. para todo . B, C  LZ | se podra verificar:

L@ B3O c=40 B9 O.
A9 =@ 4=4,
AP A=,

AG® B3=B®@ 1.

49 BC OO=1O m»@ C .

@ BB C=1@ OO0 BR 0.
CO U@ B=(C®.HO (cO 5.

Asi. la estructura de L%

asociatividad para @ .
existencia de un neutro para (<IN

existencia de un simétrico, que es A
mismo.

conmuratividad para ® |
asociatividad para® .
distribiitividad a la izquierda v

a la derecha.

es la de un anillo que se llama “anillo de Boole™. Se
puede demostrar que en este anillo, si £ =

f0, 1}. entonces @ corresponde a la

suma disyuntiva @. vQ@ corresponde a la interseccién M.
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6.5 GENERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCONJUNTO
BORROSO

Para comprender mejor la generalizacion. veamos algunos gjemplos donde
se aptica la generalizacion de 1a nocion de los subconjuntos borrosos.

Ejemplo 6-11: Supongamos que:
L={0,« B.1}, y E={A, B}.

Supongamos también que L tiene la estructura de un reticulado booleano

(es decir, distributivo y complementado), como se muestra en la figura 6.13.

o]

Fig. 6.13

Para las operaciones A y V se tendrin los resultados siguientes para L

[s] [ B 1 v [o] o« B 1
o [ [ o e ] B8]
alo|alola v a|la]p 1]
plofoles sleft|s]n
1 o a | B 1 1 1 1 i 1

Se establecen las siguientes propiedades de LZ :

X1, X2, X3. Vi, V2 vs € (0. B3, 1}
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X =qal=n @l v,

= {(Al

v se tiene que: B

Avone = (Al Tk,

N TXa=Al 5 VBl v V.
Puesto que L tiene la éstructurn dé un reticulado de Boole. se tienen para A
¥ V las propiedades siguientes:
asociatividad.
conmutatividad.

idempotencia.
absorcion.
distributividad respecioa A y respectoa V.
existencia de un complemento.
Ahora examinemos las propiedades, de L%, pam Ay O,
Se puede observar que M es asociativa debido a que A 10 es. lo mismo para
T debido a V. También se¢ puede demostrar f:icilmemé'_ la ‘conmutatividad. Ia
idempotencia y la absorcion. . U : :
Demostremos la distributividad: " - . o
T o ={Al n Vimax), Bl Vo: Ay’

MT o) ={Al 0 VA @ V), Bl v T Al Vet

XN T (X)) =Y 00 NG T XY
Demostremos la complementacion.

Se establece: X, =ual®), @im).
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Se verifica que: A X, ={Ala aF), @lva 7))
= {(alo). (BiO).
De igual mancra: X GX =ualnosln.
Por lo tanto, LF posee la estructura de un reticulado de Boole. como L. Esta

estructura se representa en la figura 6.14.

xy significa
{(Alx). (Bl y)}

Fig. 6.14
Ejemplo 6-12: Sea
L={0, . B..1}., O<a<p3<l v £E={A.B}
En este gjemplo la estructura de L es la de un reticulado con una cadena
unica. figura 6.15. Este reticulado es distributivo pero no complementado (es decir.

cs un reticulado vectorial). Para las operaciones A y V se tienen los resultados dados

por:
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0 a p 1 vV 0 a Bt
o ] o o [+] o -3 <] 1
« o a |l w [ v a {’a o« [- 38 IR
BlO|a]@B B Bl B 3 B ]
1 o « 4] 1 1 1 1 1 1
1
B
[~3
e .
Fig. 6.15

L posee las siguientes propiedades:
asociatividad.
conmutatividad.
idempotencia.
absorcion.
distributividad respecto a A v respecto a V.

Se verifica ficilmente que L posce las mismas propiedades. por lo tanto
también es un reticulado vectorial. En la figura 6.16 se muestra el rcticulado

vectorial.
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00

xy significa
{Alx). (B}

Fig. 6.16
Ejemplo 6-13: Sean
={o.«. B. 1. E={A B}

La estructura de L es la de un inf-semirreticulado, como se muestra ¢n la
figura 6.17. Puesto que es un inf-semirreticulado. sélo se define la operacién de A:

0 « B v

A
o o o o V]

R
©
R
R
R

w
o
]
w
R
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B Y

o
Fig. 6.17

Sc obtienen para L las siguientes propiedades:

Asociatividad para A,
conmutatividad para A.

idempotencia para A,

¥ se ticne por estructura un inf-semirreticulado (figura 6.18).

Fig. 6.18

Ejemplo 6-14: Sean:

L={x, B, v, 3} y E={A B}
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La estructura de¢ L que se muesira en la figura 6.19. no cs un

semirreticulado. Ya quc no tiene cota inferior ni supcrior para algunas. parcjas. Pero.
s¢ puede definir una estructura dc LZ  para la relacién de dominancia. De esta

- mancra se¢ obticne la estructura de la figura 6.20.

v F
o B
Fig. 6.19
r 8 5 86
ay «@d By B3
ac [715) Pex BB
Fig. 6.20

6.5.1 CASO DONDE L TIENE UNA CONFIGURACION DE PREORDEN

Si L tiene una configuracion de precorden ordinario. entonces es posible
encontrar en este conjunto preordenado clascs de equivalencia. v estas clases forman
entre ellas un orden (parcial o total). De esta forma se operard donde ¢l caso de que
L tiene una configuracién de preorden. Por ejemplo:

L= {a B.v.d.n, u v} v E={A.B}

Consideremos que L tenga una configuracidon de preorden como s¢ muestra
en la figura 6.21 (grafo ordinario). De esta configuracion de preorden obtendremos:
cuatro clases de equivalencia (fig. 6.22). cl orden dc cstas clases (fig. 6.23). y las

cadenas maximales de este orden (fig. 6.24)
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Se puede observar que las clases forman un sup-semirreticulado. Para un

empleo inmcediato. se nota que:
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Fig. 6.23

Sz
Ca Cs
Cs

Fig. 6.24
Por comodidad de la escritura. asociaremos una letra a cada clase para
representarla:
as Ca, b e Ca, ce Cs, d e Ca.

El sup-semirreticulado L puede expresarse en la relacion siguiente:

v a b c d
a a -] b d
b b b b b
-] b b < b
d d b b d

La figura 6.25 representa el sup-semirreticulado LZ donde xv cs el
representante de la clase.

8
W
12
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bb

Fig. 6.25

En este sup-semirreticulado existe 16 clases de equivalencias. Asi, la clase

ab es:
Can = {(ct. B). (eV). (¥, B, (7= V). (1. B, (1. S
Y se observa que lps 64 elérxieﬁlos de LZ. se descompone como siguc:

Cop con;iehe‘-& élementos. R
Cpa i 20
Can. o 22 .
Cee’ 4 .

+ Cep S A N

" Cea B g .
Caa B ) = .

- Cap G .
Cac " j ,2’ R .
Cecc LA N = -
Ced e .
Can ey “ i
Caa R R
CBC . N 6 . .
Cea S - O .
Caa el Y N .

Por lo tanto, Lf es un’ preorden ordinario que contienc 16 clases de
equivalencias. ) e

N
W
ke
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6.5.2 CASO DONDE L TIENE UNA ESTRUCTURA DE ANILLO

Para este €aso tenemos quc:

L={e a B.Y}. E=[A. B} ¥
- L] a g ¥d o o a B Y
* L d @ ‘3 4 * o . L] L ]
B b [ 4 a L] a [: b2
T . @ B . k4 L] 3
v|v]|eltale vl el v |B]|a
Se estable que :
A =Aalx), @lva)y
B ={(Alx). By}
donde x), xs. . vr €LV A . Be E:
A*B={(AlxOx). Blw * v}
AcB={(AlxOx). Bl = vy}
Se obtienc para LZ una estructura de anitlo. p das en dos tablas (fig.

6.26 ¥ fig. 6.27). donde se ha utilizado xv para representar {(A x). (B w)}.

En los casos pr dos anterior se pudo demostrar que:

Si L es un preorden ordinario entonces LZ es un preorden ordinario.

Si L es un orden ordinario entonces L5 es un orden ordinario.

Si L es un inf-semirreticulado  entonces LZ es un inf-semirreticulado.
Si L cs un sup-semirrcticulado  entonces LF es un sup-semirreticulado.
Si L es un reticulado entonces L¥ es un reticulado.

Si L es un anillo entonces LZ es un anillo.

Por lo tanto. existe una transferencia de propiedades.
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e _og ol e e _aux _alf o ge B GG By  we ug wf e
ee 51 el e eT-) e afl >V Re g | GG £ hiz-] 75 ] =3 bl
e ) off | e ee 7 3v4 ul o LS Do 83 B Ge sogg =3 il 73
ai -2 ee e 1 ofl o a9 o | 08 B fe | Ba o} oo -3 g
erlee |l eaten| v | e ival conlp, |pelog!os| . ve | v | oop
ae a0 w3 o Le Beg BB B -] zeg L fd iy ee e ef e
2Q o 3l ae. Dy, L] By Re L5 S =3 e e eu el e ee
o} oL e T-3 X743 a8 O e Beg R1) e b1-1 x| e o [-1:2 o
L7~ Qe xer ) ol s Be. B an ha'd 7= g =2f3, e e9 o et
ge. Do L B T3 203 1] ey, ee =373 ei et we f oo | oall 2
Rex aR G fe L2 L] e ve e el -2 ee Ir1ee ol e e
Lt B fie Bo =3 irr e oux e e ee =) ol [+ /4 ) o
B fe B Icit] = g 71 =3 e -1:1 ou | ef o LT AL af
a0 1 g =B e ee | e | e v ge loe ! ap | o | ge | gg Qx
7s3 hia s} LA e Sor 213 & ee >172 (a5 I¥2 PeT-2 Bz BR 1 e
23 i 8, gy 28 oy ee oo [S1L] 1 ge | ooty £3 G- i1 Ocp
Wed e 208, -3 o ee e el ©r e | og )| ot | By e 8a. BE
Fig. 6.26
EL YT B -2 2 PO | ST T LT~ SN T SO L1 L WS LS~ ST SO oy
ee o8 2e 232 22 2 ee aa ee ee 1=1:4 2 22 (2] ae ee
2e o1 21 e ce ez o3 =2 £fe LI 2r &t ee 2.4 ¢ el -2
ee. 203 e a1l eg g1 ey 213 £e, =14 ee =183 ee E-1kd
ee e et 2ur, fa 2 e =22 off ey, 2e E=d aft 1ed
a8 e ce ee e e e e e Be e e =] -
ae oz 20 1 L 14293 Ile { tic e B e ek i3 L=
ae, ofy ee el 9e TXALS Qe 1308 Be. 57 e L] e ks
ee = e eq ) zg o e A3~ 81 ] ther e .2 L Rix
28 ee 2e 2o Lo | Qe ee g ee ae ge 82 3o De
ee -3 efl o fe B 28 20 eft = e B | B B
ee el ae 23 e o ee e ee 20 Re hiis 32 86
ee = eq 2 e 13- ce - o ec | e & 20, Lo,
ee ee ee ee 73 2=} 28 e [i7-3 Re e | Be oe. e <3l 28
ee eq =13 = e ey =0 re fe g | G B t21-3 (11 V1L e,
=1:) e@ ee e 7] 3 e, il ee el ee | e e ~of3 =8 =3
ee & ef o ~e e 3 L2 % file B 8B B Fot- X < AL
Fig. 6.27
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6.5.3 DISTANCIA DE HAMMING GENERALIZADA RELATIVA EN EL
CASO DONDE L ES UN RETICULADO.

En este caso examinaremos la distancia dc Hamming generalizada relativa
donde L es un reticulado ¥ ademis, en una forma mids generalizada. el grafo no
der este caso primero veamos a lo que se llama “distancia

ori do. Para cc
entre dos vértices™ en un grafo no orientado conexo.

La distancia entre dos vértices de un grafo ordinario no orientado conexo es
la longitud dil camino mas corto no orientado (namero de aristas det camino mas
corto). Se representara con 2(X;, X)) la distancia que existe entre X, y X, definida de

esta manera.
Ahora se comprobara si los axiomas referentes a la distancia se verifican.
Sea .Y el conjunto de los vértices del grafo no orientado considerando que:

¥ XX, Xce v
UAX;, X320
(X, X)) = (X, X).
DX, Xi) £ DX X)) + DU X
Ademais
(X, X)) =0.
Esuas condiciones se cumplen para la “la distancia entre dos vértices™. Por
ejemplo. en la figura 6.28 se puede observar un grafo ordinario no orientado conexo.
v en la figura 6.29 sc tiene la matriz de las distancias 2(Xi X;) en este grafo.

Fig. 6.28
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s A B GBS UF NG S H L MAX

Al o ‘3 3. 4

B|1:|o i3 ‘a3 a

et 1. {12 2 2! T3

o | 2|2 AR 2 Fig. 6.29
E {"37]:3" =27 3

Flala 201 4

s|3]a 1) 3

Hl3]3 o1 a3

1| 3]3 1| o 3

Consideremos ahora ¢l caso donde sc tenga un conjunto E cuyvos
subconjuntos ordenados tomen los valores en L. sabiendo que L ¢s un conjunto
ordenado. Sc construird un disgrama de Hassce dcl conjunto ordenado para obtener
un grafo ordenado no orientado: ¢n este grafo no oricntado sc utilizaran la distancia

FAX,.. X,) entre los vértices.
Sca:
£ = X, X X530 X5 Xeo Xl

un conjunto cuya funcion de mcmbresia de los clementos toma sus valores ‘'de un
conjunto ordecnado /.. su diagrama de Hassc csta representado cn la figura 6.30 ¥ su

matriz de distancias (X,. X)) en la figura 6.31.
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Fig. 8.30

o

o

o

ol

[}

]

o

@

Fig. 6.31

Supongamos que consideramos dos subconjuntos

4y BdeE.

x5 Xe

X3

+ EIalelalels]

%
]



GEMERALIZACION DE LA HOCION DE SUBCONJUNTOS SCRROSOS

Xs NG

R

» [GTeTeTaTnTe]

Sc evaluardn primero las distancias D(Xi..-Xj) que ' existen entré “los
“valores™ 0 “vértices del grafo”. esto para cada clemento x, & /. ‘Estas distancias se

deducen de la matriz de distancias (fig. 6.31).

Entonces se tiene

D (D. G) = 2. Da(A.Ey=2" "1 .

e (C.CY=0, D (3. AV =3

Dye (F. H) Dot (1. ©

Estas distancias son presentadas en una misma linea.
X £ X3 Xy X3 X6
21:]e]=<1215]

ro dc las di

i es decir. el mayor de

Alor s¢ determinara el did
los caminos mids cortos que existen entre dos vértices cualesquiera en un grafo

ordinario no oricntado conexo. Por cijemplo. en la matriz de distancias de la tigura
6.29. el diametro ¢s igual a 4 (ver columna MAX). Para este caso. el didgmetro del
grafo de la figura 6.31 ¢s igual a 4. Entonces. las distancias scrin divididas entre 4 v

s- obtendra:

Xy xs X1 X

I 0.5 F’~5T 0 1 1 L‘:;i'):il

a o, 1]

De csta mancra s¢ obticnen 0S quc pert
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Enscguida ‘se determina la- distancia de Hamming gencralizada relativa
cntre .1 v 3 por:

M. BY= ?ll().S QS+ 0+ 1 +0.5+0.75]=0.54
T »

La distancia de Hamming generalizada rclativa entre dos subconjuntos
borrosos dc un mismo conjunto de referencia pucde gencralizarse si se admite que

cada clemento x, € £, donde i = 1. 2. ... 7 pucde ser evaluado segun un criterio que

Ic scra particular o no. De aqui que s¢ de un algoritmo gencral.

ALGORITMO GENERAL
1. Presentar cada criterio bajo la forma de una matriz del camino
mas coro cn un grafo ordinario no oricntado.
2. Considcrar dos subcony borrosos:
Xy X X3 Xn
a=fa]e]e] Ll
v
X Xz X3 Xn
5= [a]es]en ] [r]

donde a; ¥ a’, son las evaluacioncs por posicion para el criterio de x; al
cual corresponderi un diimetro 7.,.
b2y 6’2 son las evaluaciones por posicion para ¢l criterio de x- al

cual corresponderad un diimetro 7.s.

1, ¥ ', son las cvaluaciones por posicion para ¢l criterio de x, al

cual correspondera un diametro 7.,
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3. Calcular las dlslancms Dy, any), b(b,, D e Dh. ')y dl\‘ldll’
cada distancia cmrc cl diamclro. sea - )

Sl play.al oh,.b, i L
B (o any = 220D A(b| b° )——‘-;———).....Aun.ln)=
Z)(I,,. ) ' '
A,
4. Tomar la distancia de Hamming gencralizada relativa:

BCAL BY= 1A (@) + Ai b+ o+ AU ' )

6.6 OPERACIONES CON LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS
GENERALIZADOS

En todo reticulado L. por definicion. a todo par {«. B} se le puede hacer
corresponder un elemento. y so6lo uno. d.c L lamado “cowa inferior de {a. PB}™
(represcntado por « A B). ¥ también se puede hacer corresponder un clemento. y
sélo uno. de L llamado “cota superior de {a. 3} (representado por « V f3). Por
tanto. ¢l conjunto de los clementos de L posce dos leyves internas A ¥ V definidas
para todos los clementos.

Emplcando los rcticulados L. sec puede generalizar lo desarrollado para los
conjuntos A/ de membresia. los cuales cstaban limitados a conjuntos totalmente
ordcnados. Considerando lo anterior. veremaos lo realizado para los conjuntos S
pero ahora sustituidos por un reticulado L.

Sca £ cl conjunto referencia y L un i'clic_uladd v sca o e L. Sabemos que ¢l

conjunto de conjuntos es L% . Un subconjunio borroso . < E o también o & L

seri tal que a cada x € K selc agregar:i‘vunrelcménlo « € L: este elemento o estari

representado por A, (x). De acucerdo con esto. ahora veremos aigunas extensioncs

de las propicdades yva vistas. pero en un gjemplo de reticulado. sicndo vilidas para .
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CAPITULO 6 .
un conjunto dc referencia /2 finito o no. y no importando cuil reticulado L finito o

no.

INCLUSION

Sca =< Ila rclacion de orden del scticulado L: s¢ escribird que .l estd
incluidoen 3 si:

vx el ;'-.4("") = /‘.g(.r;) N
¥ se representara
de=B.
Sc pucde cscribir también: )
(v x e E) : ).d(x,)_-s Aplx)) = (d < B).
Dos subconjuntos borrosos son comparables si
1 L.os valores respectivos, tomados por Ja funciéon de membresia cn el

rcticulado L, son comparablcs.

2) Existc una rclacidn de dominancia cntre los dos subconjuntos
borrosos.

Ejemplo 6-15:
Sea el reticulado conto sec muestra en la figura 6.32 vy £= {1. B. C}:

L

c [
b
a
Fig. 6.32



GEMERALIZACICH DE LA MOCICH DE SUECCHIURTOS B0ORROS0OS
A=l . Blar.loy.
B=tctlr. Bley.iclery:

A v B soncomparables. pues 4 <X o L@ = ¢ .o = cLysetiene:

do .
Sca tambicén:
C=itin.@imn.clay.

Sc ve que ¢ no ¢s comparable con .| pucs ¢ ¥y . que intervienen para ¢ no son
comparabics: tampoco (° ¢s comparable con 3.
Sea también:
D=l Bl ey (Cloy.

D no os comparable con .!: sc ticne 4 < . a =X e. ¢ = h. pero no existe

dominancia cntre /2 v 1.

IGUALDAD
Dos subconjuntos borrosos son igualcs si. v s6lo si.

v K H A x) = Agly).

Tambicn sc pucde escribir como:

(v e F o A x0) = Agxd)

COMPLEMENTACION
En ci caso dc Jos reticulados. no sc trata de la misma compiementacion

> A/ = [o. I]. Para los

idera un conj

empleada por Zadeh cuando se cc
subconjuntos borrosos cn cste ultimo caso sc tcnia:

(B = AV (Ve £ ppglea=1- u x).



CAPITULO 6

Par.x que los rcuculndos scan -.omplcmcmados. hemos vislo que se ticne
quc cumphr quc :

H AN Hplx) =0 ¥ ()Y pe5(x)=

NV =L,

Observacion. Si el reticulado 7 es un  reticulado  distributivo ¥
complecmentado. entonces trabajar con las funciones de membresia de £ cs idéntico
a trabajar con probabilidades. Con lo que se muestra como esta generalizacion
gencraliza tambicn Ia teoria de las probabilidades.

INTERSECCION
La inwerseccion .1 ~ /3 s¢ define en los reticulados por la propicdad:

Vxael 1 A, p)= A ()N Agx).

La interscccion solo pucde tener sentido a condicién de que la relacion de
orden quc define a L sca un inf-scmirrcticulado.



GET ERALIZACION DE LA HQCION DE SUBCONJUNTOS BORROS0OS
Ejcmplo 6-16: Considerando
A=yt . Blar. «ley. ¢ =1Udlln. @iy (lay
s¢ tienc: -
A~ C =wdlban.Blaam (Clexnagy
=il By Blay. (Cl by .
UNION ' )

Sc define la union
Ao B
por la propiedad:

Vxe E: Ap glxX)= A (VY Agta).

La union sélo pucde tener sentido a condicion de que la rciacion de orden
que define a Z. sca un sup-secmirrcticulado.

Ejemplo 6-17: Consideremos:
A=ildlm. Blay Ciai. C =N BIA . (Tl
se tienc:

douC=1dipvp.Blavh ([Cleveny
il et ma@lps .

SUMA DISYUNTIVA

Esta s¢ define a condicion de que L sea un reticulado distributivo ¥
complemenuado. s decir. un reticulado de Boole. Entonces se tendri:

ADB=¢de~ Bro.d mB).
DIFERENCIA

Esta ticne las mismas limitaciones que la suma disyuntiva. por tanto se
tendri:



CAPITULO S
PROPIEDADES DE L YDE L®

Todas las propicdades de 2.7 para —. « y fa complementacion (en ¢l caso de
que exista) se deducen de las de £ para \. V y la complementacion (cuando exisic).
Entonces. como s¢ pucde ver. la generalizacion de la teoria de los subconjuntos
borrosos cn ¢l sentido de Zadceh (A7 = [O. 1)) ¢s aquella donde /. ¢s un rcticuiado

vectorial con:

L= <« Mx . .«0M, con M=o l)i=1.2. ...»n

En cstc caso. si «) € VM. azx € Ma. ...y, € 1/, sc tendria:
(a,.az.....a,,)= [Q JEXY YIS REV SN P I
Orra genceralizacion se refiere al caso donde sc toma:
L=\ xMsx...xAl, con\,=1.2 .. .n.

que tiene la configuracion de un reticulado de Boole.
En ¢l caso cuando no sc introduce 1a nocion dec complementacion se pucde
construir una tcoria dc los subconjuntos borrosos no imponando para qué tipo de

rcticulado.
6.7 CONCEPTO DE CATEGORIA
Considercmos un Conjunio £’ » un conjunto 4.

CORRESPONDENCIA
" es una correspondencia entre £ v £- si se da un grafo ordinario G < £

= E-. el cual constituye ¢l grafo de Ia correspondencia M.
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GENERALIZACION DE LA HTZTION DE SUBCOT JUNTCS BORROSOS
APLICACION

Correspondencia que pam 7 x € £, hace corresponder al menos una x <
Es

SOBREYECCION
Aplicacion tal que toda v € £-  es 1a imagen del al menos una v € £,.
INYECCION

Aplicacion tal que a toda v € £- ¢s la imagen de solo una o ninguna x =
E,.

BIYECCION

Aplicacion que es a la vez inyectiva v sobreyectiva.
FUNCION

Aplicacion tal que a v x & £, corresponde una. y sdlo una. v = £-.
ISOTONIA ENTRE DOS CONJUNTOS ORDENADOS

Una aplicacion I' serd isotona si consenvacl orden. esdecir. si Vv, € £, . %7

eE = xp=(vmelinick vunelix ok = )

MORFISMO ENTRE DOS CONJUNTOS ORDENADOS

Una aplicacion I de un conjunto ordenado £: en un conjunto ordenado £-

que es isotona ¢s un morfismo.

EPIMORFISMO

Es un morfismo cn ¢l cual 1a aplicacion I d¢ £ en £- es sobreyectiva.

247



CAPITULO &
MONOMORFISMO

Es un morfismo cn ¢t cual la aplicacion I" de £, en /£ cs inyectiva.

ISOMORFISMO

Es un morfismo que cs. a la vez. un epimorfisimo y un monomorfismo. Es

decir. tal que la aplicaciéon I es bivectiva,

ENDOMORFISMO ' ,
Un morfismo de un conjunto ordenado £ cen si mismo es lHamado
“endomorfismo™. .

AUTOMORFISMO

Un isomorfismo de £ cn si mismo sc lama “automorfismo™.

DUALIDAD

Dos conjuntos ordcnados /< v £° sc Hlaman “dualcs™ uno respecto det otro.

si sus aplicaciones reciprocas Iy [T son bisectivas v antitonas.

COMPOSICION DE MORFISMOS

Teorema {. Si My ¢s un morfismo de conjuntos estructurados .\'en ¥ v - es
un morfismo dc conjuntos cstructurados } en Z cntonces [N 2 = [ ° I': es un
morfismo de .\"cn Z.

Teorema /[, Si T cs un mortisimo de conjuntos ordenados A" en } vy I; es
un morfismo de conjuntos ordenados } en Z. entonces Ty 2 = I, © I'; es un morfismo

de.\"en Z.
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GE".ERALIZACION DE LA HNOCION DE SUBCOMJUNTOS BORROSOS
CONCEPTO DE CATEGORIA
Una cotegoria €' ¢s un conjunto de objctos il que. ¥ (A M. Ve (Ly ¥ eC.
existe un conjunto de morfisimos de .\"en } que ticnen una propicdad especificada v
representada por MOR(\,. ).
Estos morfismos llamados C-morfismos. tendrin por definicion las
propicdades siguicntcs:
L MORLA. D" MORLY . 1T)=D siysolosi. (WL D=\ 7).
2. SiT € MOR(Y. 1Ny ['x € MOR(Y. ).
entonces s =T:° [, € MOR(LY. 2.
3T T =(2° M) %M =T3° 0 ° I asociatividad
donde Iy € MOR(LY, I). Fa e MOR(}). 2) ¥ I['; & MOR(Z. 1).
4 ExisteN talque M =Ty °r =r-,
donde " € MORLY, Ny I e MOR(Y. ..
Ejenmiplio 6-18: Scan dos conjuntos ordenados £ ¥y F como sc mucstra ¢n
la figura 6.33. Estos dos son dos sup-semirreticulados .\y ¥ V2 que constituiran el
conjunto de objctos de Ia categoria C.

<
o

h /\
a’ b
a
NHEYY N = (R V)
Fig. 6.33

Estos dos sup-semirrcticulados pucden considerarse como dos conjuntos

estructurados para las rclacioncs respectivas ¥ v V- (figura 6.34) que definen a las

cotas supcriorcs de las parcjas de & v las parcjas de £
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7 a b c Voodth -
a | a b ¢ a lat et e
b b b < b [ b [
c ¢ e e <« | e ] e
E=ta b . c} F=ia.b'.c"}
fFig. 6.34

La nocion de morfismo de .\, en .\ . i. j = 1.2 es la aplicacion funcional
isdtona. Los cuatro conjuntos MOR(N, . Ny MORGN] o Voo MOR((N: Vo v
MORU(.V;

\a) sc dan en 1a figura 6.35.

“ngf;’}fffffffffEHIIH

MORCN) \2)

' L/\f\bf-/\ ,,./\Lﬁ{V\LO

'
MOR(N: N\

ret ot et A &3 Qj ~d ~ S
M(l)-;z( N l::- T I s T e

Q/\ @Q (\--/\ AT




GEMERALIZACION DE LA NOC!ICH DE SUBCOMJUMTOS BORRCSOS
La cawcgoria formada por los dos conjuntos estruciurados (N, . \N-} cs wal

que:
1 MORCY, ol = 10,
O MORN L vl =7,
I MOR(V: . Ml =9,
S UMOR(N: L Vo) =9,
- .- La aplicacion idéntica dev\] en si misma es Iy, . ¥ la aplicacidn idéntica a
M ensi misma cs Css. Se tien i Slndy :
rier
CTe® 26
n

Fas® L= 2

Sc observa qué no tod

0s T, s¢’componen con un [, para la lcy de
composicién ordinaria © de relacione:

Ia. tabla siguiente
6.36). y !

da los resultados (figura

[iute & MOR(N. Ny,
‘rj\ w12 € MOR(NY. Na2).
Cixaze € MOR(NR N,
S Tet,3% € MOR(N2. Na).

Ciaw  Thaar-

Ciswin [Co-aas
. Traw { Tiara Civaas
: Tijars B R Ciain Maas
Finaze” | Tisaze | Tozyas )
Cz-aas ] 7 ‘ Disaze [ Fa-uss
Fig. 6.36



CAPITULO 6

6.8 APLICACIONES

TEORIA DE LA CUANTIFICACION

En rminos generales. los métodos de cuantificacion son un medio de
tratar los datos dec mancra semgjante a los juicios y cvaluaciones humanas. los
cuales no esuin dados normalmente ¢n expresiones numdéricas. o ¢n términos de
cantidadcs para poder cnienderlos. En la acwalidad. ¢l reconocimicnto v las
actividades de juicio ¥ evaluacidon que los humanos llevan a cabo estin expresadas
comuinmemte  cn término  cualitativos  linglisticos tales como pesado.
extremadamente ligero. o rapido. Seria mas facil comparar los juicios cualitativos y
aprender la estructura cvaluativa inherente a cllos si pudidramos reemplazar las
expresiones cualitativas con expresiones numéricas. Para lograr esto. utilizamos

mcétodos de cuantificacion que son un tipo de anilisis muluisvariado.

En Japdn. la tcoria de cuantificacion propucsta por Chikio Hayashi en 1950
¢s bicn conocida como un método para la cuantificacion de juicios cualitativos v

evaluaciones. Esta teoria de ificacion ¢ i de cuatro métodos. 1. 11, 11l v IV

Esuwa seric do métodos de cuantificacion hace uso de los valores (i, U] los
cuales indican juicios {si. no}. v ¢l andlisis pucde llevarse a cabo por simpics
métodos 1ales como a recsolver problemas de cigenvalores. El andlisis por
computadora ¢s fiicil en consecuencia. por lo que esios métodos de cuantificacion

son cmpicados para ¢l andlisis de problcmas reales cn numerosas dreas como

Ci ias de la Administracion. Mercadotecnia. Psicologia. Sociologia. Ingenicria. v
Mecdicina.

En cste punto nos centrarcmos en ¢l método de cuantificaciéon 11 1a teoria
de cuantificaciéon borrosa mancjada serd explicada cn iérininos del concepto de

eventos borrosos. usando valores sobre (0. 1] que expresa juicios cualitativos.

¥
]
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3ET.ERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCONJUNTOS BORROSOS
CARACTERISTICAS DE LA TEORIA DE LA CUANTIFICACION
BORROSA
Aqui cxplicaremos ¢l mancjo de los datos y eventos borrosos que
proporcionan la basc para la teoria de 1a cuantificacion borrosa. Pucsto los conjuntos
de mucstras son Hamados comianmente grupos cn analisis multivariado. llamarcmos

a los conjuntos borrosos quc forman las muestras como grupos borrosos.

Consideremos primero un estudio concerniente a las rasuradoras rcalizado
por dos fabricantes de clectrodomésticos. [a compaiiia .! v la compailia /3 para
determinar los factores de compra primarios. Ambas compaiiias especificaron las
caracteristicas. ¢l precio. y la apariencia de su producto. Preguntaron cuwil es ¢l
grado de disposicion para comprar v el grado de observacion (consideracion) de las
caracteristicas. precio vy apariencia. especificados en valores sobre [0. 1], Por
cjemplo. la disposicion del entrevistado o para comprar la rasuradora dec la
compailia .1 fue 0.8, ¥ sus grados de¢ consideracion de las caracteristicas. del precio
de !a aparicncia fucron 0.9, 0.2 v 1.7 respectivamente. En este caso tenemos un
conjunto borroso para la preferencia por la rasuradora de la compaiiia 4. ¥ el valor
de membresia del entrevistado « para ¢ste conjunto borroso es 0.8,

Utilizando este tipo de informacion pucde realizarse un andlisis a panir de
la informacion detallada obtenida Jde 1a gente que respondio al esiudio. ¥ es posible
basar ¢l analisis sobre la rcalidad. Los cventos definidos por cste tipo de conjuntos

borrosos son llamados cventos borrosos.

La probabilidad /(1) del =vento borroso determinado por ci conjuno
borroso .1 sobrc ¢l intervalo n-dimensional RY. esti definida por ¢l grado de

probabilidad /> utilizando la ecuacion:
L= | w(x)aP

= E(uy).

o
n
2
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Donde £(u2,) cs ol valor cspcrado para la funcién de membresia 2.
E.iCl“l?loi Lnr probgbi lidad discrgm
- Pptopt o ptopt o pTy
=30, 102 04027003

estd definida sobre § .\-.. x_. X3 Xy. x,,. En cste chmplo la probabllldad P07 para el
evento borroso

F=0.6/ xy + 1.0/ 302 + 0.5/ 53+ 0.2/ x4
puede ser calculada como siguc:
I’(F)—n 1%0.6+0.2% 1LO+0.4<05+02.<0.2=0.5

Uuh/ando la ccuacion que define a 2(.{). la media borrosa » la varianza

borrosa para la variable x pucde ser calcul.:da como sigue:

ma = m.-n{

. tIr

Pt U

También. cuando sabemos quc ¢l cvento borroso .4 va a ocurrir. la
probabilidad del evento borroso 3. £2(3) es

L YH (.\‘_)th}

—m ), (.\')(IP} .

2By =

L i
VTR {_’R mpOR, ,(vulp} E g .

Ejempio: Cuando la variable v del cjemplo anterior es vy = 6. x> = 2. x3 =

5. x5 =1 yxz = 2. la media borrosa y la varianza borrosa rcsuitan como sigue

lll,,—“—l-‘ﬁx()l x0B6+2x02xLO+5<04x035+1x<02.0.2}
3

=36
o =3.04.

[F]
th
i



GEMNERALIZACION DE LA 14CC:OH DE SUBCONJURTOS BORROSOS
Surgen las siguicntes _rcl:xcionc§ en lo que toca al evento borroso.

B =

hﬁmcsxrul) purix
-El tamaiio ‘del -

Aplicando csta ldca del mnuﬁo dcl 4) a Ia ‘muestra.

podcemos definir la media muestral w2, v la \nrlamn a', como S|guc‘ y

_ 1 LT
TN D {E""’“-‘ F"'m)}

G = \I(A){Y(v’“ —m,) B .\',,)J

pryest

Utilizando estas definiciones. podremos explicar la variacién entre grupos.
la variaciéon dentro de grupos. ¥ la variacion total de los grupos borrosos.

Sca la muestra x,, (cw= ... n ydada . ¥ la funcion de membresia del grupo
borroso .1, (i = 1.... KX) dcefinida por Mg, (X! En este caso. la media total » » 1a
media m, empleando el grupo borroso .l; cstin expresados por las siguicntes
ccuaciones:

n

m = j\l-:{iT-;ud, (x,.,)}

st
r=1 =1

[¥]
Uy
"



CAPITULO B

"t
oNeY )L..,.

Tt g, (X )}'
Aqui tlcnemos quc

Y
= Z NG .

n cnlrc Ios grupos borrosos 3. ¥ la variacion

La variacion loul 7' lax ri

dentro de un grupo borroso E cstan dcﬁmdas como

A_Z(v..‘—m) Ko, (%)

malgsl

Y alx
B = zzgm;,; —m):p_,‘ (X )

w=l =1
n KN
£ = zz Koy =114, )7 1y, (X))

w=1¢=1
respectivamente. Aparece la siguiente relacion:

I'=B+E,

TEORIA DE LA CUANTIFICACION BORROSA il

La Teoria de la Cuantificacion Borrosa 11! cs un método cn ¢l cual es hecha
una clasificacion de patrones. fucron desarrollados  varios  métodos
indcpendicmemcente en diferenics paises. Son conocidos con nombres difcrentes
wales como cexcalamiento dual. andlisis de  correspondencia.  clasificacion  de
patrones. e,

La Tcoria de la Cuantificacion Borrosa ¢s un método en ¢l cual. si la
mucstras son tomadas por cjicmplo de gente joven. pensamaos ¢n ¢slas muestras como

clementos pericnecientes a un conjunto borroso B. “gente joven™. » sc intenta
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GE'IERALIZACION DE LA NOCION DE SUBCOMJUNTOS BORROSOS
clasificar cuantitativamente cada mucstra @ y cada categoria al considerar fos
valores de membresia de este conjunto borroso. En este caso.-la respucsta a cada
catcgoria estd dada como un grado de atribucion. no sobre {0, 1} sino sobrc (0. II: v
determinamos si ¢l patrén de respuesta para cada mucstra difiere. Especialmente
cuando la rcspucsta a las categorias estin dadas por {(). 1}. podcmos pensar cn la
frecuencia de los patronces como un grado de atribucion.

Ejcmplo: En la tabla siguicnte sc encucntran los datos recolectados de la
gente joven sobre las tiendas ¥ marcas que prefieren cuando compran productos. La
clasificacién de patrones fue hecha para aprender sobre ¢l compornanmiento que tiene
al comprar la gente.

Datos sobre las actividades de compra de la gente joven

LUGAR DE COMPRA CONOCIMIENTQ DEL MARCA-NOMBRE DEL
PRODUCTO PRODUCTO

MUESTRA | SUPER TIENDAS TIENCAS NiNGUHNO MUCHO | NO COMPRADOS JUVENTUD
MERCADOS | ESPECIA- | DEPARTA. IMPORTA USUALMENTE

LIZADAS MEMTALES

1 1 1 ¥ 0.2
< 1 1 1 1.0
3 1 1 1 0.8
-+ 1 1 1 0.1
5 1 1 1 1.0
L3 1 1 1 0.8
7 1 1 1 0.8

En estc punto, fue posible captar las actividades como consumidor de la
gente joven considerando ¢l grado de juventud de cada encuestado como sc muestra

en la tabla siguicnte.
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TR IRy ([ SRS
No. m GRUPQ ~ . CATEGORIA-“ |' TOTAL
BORROSO # BRI FF A
L 1 coepn(l)ye

vl b @)

Vi e a(m):

Vi o ety

m, = Tpdot o =1L

L.a wabla unicno? m‘\.ic‘su":'x"h‘na‘généialiincién de los datos mancjados por la
teoria de cuantificacion borrosa 111 El objeto de esta teoria ¢s ¢l de dar un valor
numérico mutuamente cercano a las reacciones scmicjantes de ias muestras. cuando
los valores numéricos reales v., v 1, son asignados a las mucstras o v a las diferentes
categorias /. ¥ al mismo tiempo dar un valor numérico cercano a las catcgorias

semcjantes. Para lograr esto. ¢l cocficiente de correlacion de 1a categoria ¢s utilizado
comeo un indicador.

El tamasio de las reacciones para todas las catcgorias por mucstra o estd
definido como

&
m, = Z Hle) .

LLas muestras con un valor de membresia grande al conjunto borroso B son
cvaluadas altamente en este andlisis. 3 1as que ticnen un vaior bajo no s¢ toman

mucho en consideracién. Como resuitado. la recaccion para todos los datos estd

definida como el producto de los valores de membresia al conjunto borroso 3 v la
ecuacion anterior:

t9
U
*



GENERAUZACION CELA HDCV‘| 1 DE SUBCOMJUNTOS BORROSOS

Zm..,untm

v>ml;

T

Las medias #'y v. las arianzas

vp,(m)pn(m)u j3 } g

=0y F=0 el problema aqui es

Buasindose en ln éondicién de que 7
delcmunar los v v,,\ que maximicen el coeficicnie de con‘clnmon

<

s
2 .2
[~ -

Una diferenciacion parcial de los coeficientes de correlacion 1; ¥ v, nos da

e g E=1 . 0K
Suy .
P K

=0 =l ..n

6\,{ , T - n.
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Si realizamos cstos cilculos!. obtcncmos 1o si\_.-,uicnu::

Z B () (e, = ""‘_Z Hog ()i (o)

=y . Tu ws=1
Z R AT (T, = p—c-i'—vnl,p”(f)\“
IES] . v

Eliminando v, obtenemos

IS S ’
ufu(m)"‘k(“‘ e (e )2y Zuk(ﬂuau)uk W L T
m=] ¢=]1 () . - R ‘ll

Para consolidar lo anl.erior introducimos la notacion siguiente:

1 = Uz

) .
Chu = i (0 () A= 1.
bbby G5 e

e = feul
== (5. e =

Utilizando csto. la cxpresion matricial de 12 ccuacion anierior da por
resultado lo siguicnte:

n
b =T pleug@): k=LK
et
Sy =fbrup i k=1L LK
n
€ = ! Mu‘.(m)p,(m): ki=1...K
bih, GT1 M
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En otras palabras. bajo las condiciones dec # = 0 v v
tencmos que hacer es encontrar los valores miiximos para la ecuacion de cigenvalor.

= 0. todo .lo quec

Adcmids. st sc resuclve basindose on la condicion de que v. es (1/p - o/G) = 1. nos

da
(&
Ve = e {,-4 H-,(T)“,} )

Una vez que analizamos cl cjemplo por medio de la teoria de cuantificaciéon
borrosa IIl. descrita anteriormienic. se muestran en las tablas siguicntes los
resultados obtenidos: los cocficicntes de correlacion para cada eje. el porcentaje de
contribucion acumulado. ¥ los pesos de las catcgorias.

Coeficientes de correlacién y porcentajes de contribucién para el
estudio sobre la compra de la gente joven

COEFICIENTE DE CORRELACION PORCEMTAUJE DE
CONTRIBUCICN ACUMULADO
EJE #1 6.13 50.4%
EJE #2 4.28 83.7%

Pesos de las categorias para la compra de la gente joven

LUGAR DE COMPR2 CONCCIMIENTO MARCA-NOMBRE DEL
DEL PRODUCTO PRODUCTO
SUPER TIENDAS MINGUMO | MUCHO MO CCMPRADOS
MERCADCS | ESPECIALI- IMPORTA | USUALMEMNTE
ZADAS
EJE #1 0.337 -1.404 1.411 1.255 -0.616| 0.311 0.560
EJE #2 0.902 0.408 -0.253 0.503 -436 1.949 -1.286
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CAPITULO 6

La figura mucstra cl arrcglo por catcgoria wilizando los pesos de las
categorias. De esie arreglo. podemos clasificar las mucsiras cnrcuzilro_':'_-‘rupos. El
primer grupo ¢s de aquelios que no tienen conocimicnto del productio » confian en ¢l
prestigio de tas tiendas depantamentales 0 nombres de marca (rupo de’ prestigio).
El scgundo grupo cs de aquellos que compran cn supermercados. sin hacer caso del
producto (ugrupo indiferente). El tercer grupo os de aquellos’ 'Emc compran
principalmente productos de marca en ticndas especializadas  que ‘ticnen amplio
conocimiento acerca de ellos (grupo individual de alia calidad). El cuarto grupo cs
de aqucllos que confian en sus propios conocimicnios de los productos » compraran
productos de marca si son de su preferencia (grupo de conocimienio del prodiucto).
Las muestras 3. 4. v 6 pueden ser clasificadas cnt ¢l grupo 1. las mucstras | y 7 en el

grupo 2. lu muestra 2 cn ¢l grupo 3 ¥ la mwestra 5 en el grupo 4.

Eje # 2
Grupo L4 Grupo
Conocimiento 2.0 ‘e Nada Indiferente
del Producto
1.5¢1
1.0
® Supermercados
Tiendas
Especializadas 0.5 * Sin
. Conocimiento
Ejie # 1
-1.8 -1.0 -0.5 [o] Q.5 1.0 1.5
. * Tiendas
Cran Cantidad -0.51+ Departamentales
de conocimiento
-1.0
Grupo Individuai - Grupo de
de Aita Catidad -1.5 T Productos Prestigio
v de Marca

Distribucién de Categorias en el Estudio de Rasuradoras Eléctricas
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Con': ¢st¢c lrabajo sc¢ preschtan los clementos que conforman a lu'lcon’a.
borrosa ¥ su cstructura; iniciando por las nociones busicas sobre loglca \AconJunlos :

ordinarios que permiten comprender los conocimicntos primordiales. ul.il

definir los conceplos de 10 borroso tales como los subconjuntos borrusos.\r'clacionc's

borrosas. logica borrosa. categoria. cte. Un concepto fundamcmal gs cl de la [‘uncmn

°r:ldo al cunl

de membresia. 1a cual s la base de ¢siad tcoria. ya que dcﬁm. cl
pertenicce. © no una variable borrosa a un subcon_]uluo borr SO..
intervalo [O. 1].

Al operar sobre csic intcrvalo u.nemos una’ aprox macion: mas ccrcana ala

realidad. porque en clla sc presentan: suunc:oncs bon'osa cs decir,  existe

incertidumbre que no pucde scr represcntada por ‘un sn ©° Lm no. una verdad o una
falsedad. un cero o un uno. como se hace en los SchonJumos ordln.lnos ocn la
logica booleana.

Queda claro que sc llaman subconjuntos borrosos ¥ no conjuntos borrosos
porque ¢l conjunto de referencia no ¢s borroso. es siempre.un conjunto ordinario y
son 10s subconjunios cmiplcados en esta teoria los que son borrosos. -

Todas las propicdades de los subconjuntos ordinélrios s¢ encuentran en los

subconjuntos borrosos. excepto .{ M. 1=0 L IR l —:E (donde E es el conjunto
referencia). debido a que ya no sc maneja un dglgebra en el senudo de la teoria dc los
conjuntos ordinarios: la estructura es la de un rcliculado \‘eclqnal.‘

Las aplicaciones sc escogieron de tal modo que concordaran con los temas

preseniados cn cada capitulo. de forma que se. lograra tener una visién real de la
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tecoria borrosa. v que fueran faciles de explicar y comprender mcjor los conceplos
vistos previamente.

Las aplicaciones que se muesiran en cada capitulo. son séfo una pequeiia

parte de 1o que se¢ pucde hacer utilizando 1a tcoria borrosa. Quedan por desarrollar

muchas aplicaciones en muchos campos. y mejorar las ya existentes: en cste sentido,
para quicnes asi lo descen. sc pucden cnfocar sobrc un campo en cspecial de

aplicacion y desarroilar ain mis el trabajo que aqui hemos mostrado de una manera
muy gencral,

A pesar de sus multiples ventajas. la woria borrosa ticne algunas

desventajas. Por gjemplo. si s¢ quicre implememar 1o teoria borrosa en sistcmas con

compuladoras actuales. s¢ nos presenta un problema. ya que al operar la

computadora con scfiales digitales (1. 1) sc ticne que realizar on un principio una
transformacion hacia una forma discreta de la situacion borrosa para que de cste
modo sca posible 3] cl  probl

v como rcsuliado obicnemos un
alargamicnto del proceso de resolucion del mismo. Esto s¢ podri mejorar con ¢l

advenimicnto de computadoras u otros dispositivos mids modcrnos que permitan un

manejo en paraiclo de la informacion. a diferencia del mangjo en forma secuencial
con que SC ¢ cnlas ¢

doras aciuaics.

Se ha investigado bastante sobre la teoria borrosa. pero falta mucho por
hacer aun. sobre 1w0do cn ¢l desarrollo de mctodologias para liegar a una
“borrosificacion™ de las situiaciones reales. debido a que no se tienen reglas bien

definidas que nos lleven a establecer cuindo s¢ debe aplicar 1a weoria borrosa.

Esperamos que al concluir este trabajo s¢ hava logrado despentar cl interés
por descubrir nucvos caminos hacia el mejor cntendimicnto de 1a borrosidad como
otra alternativa para la conccpuualizacién matematica del mundo rcal.
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Categoria.

Conjunto.

Conjunto de membresia.

Distancia de Hamming.

Entropia.

Forma polinomial.

Funcidn de membresia.

Query.

Reticulado.

satL.

Subconjunto.

Ex un conjunto de objetos tales que ¥V (K- Y. X e Cy Y & C.

conjunto de mortismos de N a1 Y que tienen una propiedad especificada
¥ representada por MORCXLY).

Es una lista, coleevion, o cluse de objetos bien detinidos (numeros,

pursonas, lutras, ete.) que se llaman ol o mi del

Es ol conjunto de valores que toma la funcion de membresia en el
intervalo [0, 1]

Se ltina distancia de Hamming entre A ¥ B a la cuntidad

”
amy =D 1 gy - Hg o)

Es unu medida del grado de d d i enun

Es una forma de expresion de una funcién borrosa basada on las

propiedades de distributividad mediante la cual toda funcion borrosa

pucde expresarse «n una seriv de sy a A o resy a
v.

en ¢l sub ] v sedenots

Es ol grado al cual e
por A g (x).

Paticion de informacion a una base de datos.

Es un j rd 16 de elema Que tiene una ¥ solo una cuta

inferior ¥ una y 5610 una cota suparior, que forman una red.

(S Query L

lacion de datos para
procesar los queries, v

Es un ji cuyos id o otro

danotado por - cBoBsA
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Subconjunto borroso.
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Es un j ol cuyos

aun

165 4 T e X

que tivnen un grado o aivel de

ordinariv VL y se danta por
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