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Y alzando la mano cada cual segin su signo,
hicieron al Lucifero, de cola llameante,
para que buscase de un extremo al otro de los

mundos, y regresase pasados cien afios.

Hombre: cuando veas el cometa, sabe que hay otro
que busca, ademas de ti, que tampoco encontrari.

En el pais del tiempo. Lord Dunsany.

A mi familia.
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Introduccién

La teoria de los continuos es la rama de la Topologia que estudia las
propiedades de los espacios topolégicos, que son métricos, compactos y
conexos; este estudio intenta clasificar a dichos objetos. Asi, es normal
que si un conjunto de continuos cumple con una cierta propiedad, se
" le asigne un nombre. Los continuos encadenables, forman uno de estos
conjuntos; el estudio de estos espacios es interesante, ya que poseen
propiedades inherentes al hecho de ser encadenables, tales como la

propiedad del punto fijo, o el poder ser encajados en el plano, entre
muchas otras.

El continuo encadenable mas sencillo que existe es un intervalo cerrado,
pero los ejemplos se pueden ir complicando, como la cerradura de la
grafica de la funcién sen(i), o bien el continuo de Knaster o peor aiin el
pseudoarco; en el libro [5, pAg. 141-142], Hoking y Young, construyen
un continuo encadenable el cual tiene 3 puntos extremos, ademas de ser
indescomponible; 1os continuos de los primeros 4 ejemplos tienen 2,3,1
y 2%¢ puntos extremos respectivamente; como se puede observar, entre
los ejemplos, hay dos continuos que tienen 3 puntos extremos, a pesar
de este hecho, son totalmente distintos, ya que uno es indescomponible
y el otro es descomponible.

De manera natural surge la pregunta: dado un nidmero entero posi-
tivo n, jexistird un continuo encadenable con exactamente n puntos
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extremos?, o bien, dado un nimero entero positivo n, jexistirdn con-
tinuos encadenables uno indescomponible y otro descomponible, tales
que ambos tengan exactamente n puntos extremos?. Julien Doucet en
su articulo Cardinality, completeness, and decomposability of sets of
end points of chainable continua no sélo responde de forma afirmativa
si no que ademas demuestra que existen continuos encadenables con
Ro ¥ 2% puntos extremos, de hecho en el segundo caso el conjunto de
puntos extremos es homeomorfo al conjunto de Cantor. En el caso
infinito numerable demuestra que se pueden construir continuos tales
que el conjunto de puntos extremos sea completo o bien que no lo sea.
Esta tesis se divide en tres capitulos, el primero contiene los conceptos
preliminares, los cuales son la herramienta fundamental para el pos-
terior desarrollo de este trabajo, en el segundo capitulo se construye,
basandose en el articulo de Doucet, un continuo indescomponible con
4 puntos extremos, un continuo descomponible con 5 puntos extremos,
ademas se da un algoritmo para construir continuos indescomponibles
y descomponibles con n puntos extremos, en el tercer capitulo se cons-
truyen ejemplos de continuos indescomponibles y descomponibles con
Ry puntos extremos, ademads que en cada caso se construye un continuo
tal que el conjunto de puntos extremos es completo y otro en el que no
io es. En las construcciones de los casos descomponibles, se ha modi-
ficado la construccién hecha por Doucet ademas se ha simplificado de
manera sustancial la notacién.
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PRELIMINARES

El material que se presenta en este capitulo, se divide en dos partes,
la primera serviri para familiarizarse con algunas propiedades de los
continuos. Una de las partes importantes de esta primera seccién es dar
una caracterizacién de los continuos indescomponibles; la segunda tiene
como objetivo introducir los continuos encadenables, asi como algunas
de sus propiedades mas importantes, las cuales son las herramientas
necesarias para el desarrollo de este trabajo.

1.1. Continuos

Definicién 1.1. Un espacio topolégico X, conexo, métrico, y comn-
pacto, se llama continuo. Un subcontinuo de un espacio es un con-
tinuo contenido en tal espacio.

En la figura 1.1 se muestran ejemplos de continuos, como et intervalo
cerrado [0, 1], al cual se le denotard por I, la circunferencia, la cual se
denotara por S!, el toro, etc.

Definicién 1.2. Un continuo C es irreducible respecto a un
conjunto A, si C contiene a A pero ningin subcontinuo propio de C
contiene a A.

Definicién 1.3. Un continuo C es irreducible entre dos con-
juntos ajenos Ay B,s5iCNAs# 03 CnNB y para todo subcontinuo
propio, D, de C se tiene que DN A=0oque DNB = 0.

El ejemplo (a) de la figura 1.1, es un continuo irreducible entre O y
1; ya que si existiera un subcontinuo que contuviera al {0} y al {1}, por
1
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(a)
(©)
(b)
@

(e)

FIGURA 1.1. Algunos ejemplos de continuos

la conexidad, este subcontinuo deberia de contener a cualquier punto
entre estos dos, entonces contendria a todo I; i.e. no existe ningin
subcontinuo propio de I que contenga al {0} y al {1}.

Teorema 1.1. Sean X un continuo, U € X un abierto de X y
C € U una componente de U, entonces U \U contiene al menos a un
punto limite de C (véase [5, Teorema 2-15}).

Definicién 1.4. Sean X un espacio topolégicoy A y B subconjun-
tos de X. (A|B) es una separaciénde X,siA# 0, B# 0, X = AUB

YyANB=0=ANB. X = A|B denotara que A y B forman una
separacién de X.

Definicién 1.5. Sean X un espacio conexo y p un punto de X. A
p se llama un punto de corte de X si X\ {p} = A|B.

Definicién 1.6. Sean X un espacio topolégico y S un subconjunto
de X. Se dice que S separa a X si X\S = A|B.

Teorema 1.2. Sean X y Y espacios topoldgicos conexos y f
X — Y wuna funcidn continua y suprayectiva.

Sip € Y es punto
de corte entonces f—'(p) separa a X.
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Demostracién. Sean X,Y y f como en el enunciado y p € Y un
punto de corte.
Sea (A|B) una separacién de Y\ {p}, i.e. Y\ {p} = A U B, entonces
Y (Y\p) = f7}(AUB) = f~1(A)U f~1(B). Por otro lado f~'(Y\p) =
X\f~'(p), por lo que tenemos que X\ f~!(p) = f~1(A)U f~1(B), lo cual
es una separacion de X\ f~1(p), ya que f~'(ANB) = f~ (AN f1(B)
y ANB=0.
-

Teorema 1.3. Todo continuo X, tiene al menos dos puntos que
no son de corte (véase [5, Teorema 2-18] ).

Teorema 1.4. Todo continuo X es irreducible respecto al conjunto
de puntos que no son de corte.

Demostracion. Sea X un continuo y supéngase que X no es irre-
ducible respecto a sus puntos que no son de corte.
Sean P = {zr € X | x noespuntodecortede X} y D un sub-
continuo propio de X tal que P C D, por el teorema 1.3 P 3 0.
Sea ¢ € X \ D, entonces g es punto de corte de X por lo tanto
X\{g} = AU B, con A y B abiertos ajenos y no vacios. Como D
es conexo, se tiene que D C A o D C B, supongamos, sin pérdida de
generalidad, que D C A.
Por otro lado B U {q} es un conexo cerrado de X (véase [7, 6.3]), i.e.
es un continuo, por el teorema 1.3 B U {q} tiene al menos dos puntos
que no son de corte; sea go ¥ g uno de estos puntos; ahora A U {q},
también es un continuo y como BU {q} y A U {q} sélo tienen al punto
g en comun, se tiene que [(A U {g}) U (B U {g})]\{q0} es conexo, pero
esto significa que X'\ {go} es conexo. Por lo tanto ¢gg es un punto que
no es de corte y que no esta en P, 1o cual es una contradiccién. Por lo
tanto, X es irreducible respecto al conjunto de puntos que no son de
corte.
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Corolario 1.1. Sea X un continuo, si x € X es un punto de corte
de X y X\{z} = U|V, entonces U y V contienen, cada uno, al menos
un punto que no es de corte.

Demostracion. Por el teorema 1.3 X tiene al menos dos puntos que
no son de corte. Sea £ un punto de corte de X y (U|V') una separacién
de X\{z}, sin perdida de generalidad, supongamos que U no contiene a
ningin punto que no es de corte, si P denota al conjunto de puntos de
X que no son de corte, se tieneque P C V' y P C VU{z}, pero VU {z}
es un subcontinuo propio de X (véase (7, 6.3]), lo cual contradice al
teorema 1.4, por lo tanto U contiene al menos uno de los dos puntos
que no son de corte de X. '

-

Definicién 1.7. Un continuo X es descomponible si existen dos
subcontinuos propios, A y B de X tal que X = AU B, se dird que A y
B forman una descomposicién de X. Un continuo X es indescom-
ponible, si no es descomponible.

Teorema 1.5. Si X es un continuo entonces X contiene un sub-
continuo propio con interior no vacio st y solo st X es descomponible.

Demostracién. Primero se demostrarda que si X contiene un sub-
continuo con interior no vacio entonces X es descomponible.
Sea C un subcontinuo propio de X tal que IntC # (. Si X\C es conexo,
entonces X \ C también lo es y ademais es un subcontinuo propio de X,
ya que hay puntos en el interior de C que no estin en la cerradura de
X\C, entonces X \C y C forman una descomposicién de X. Si X\C
no es conexo, entonces X\C = U|V donde U y V son abiertos ajenos y
no vacios de X. Por otro lado CUU y C UV son subcontinuos propios
de X, (véase [7, 6.3]), y forman una descomposicién de X, por lo tanto
X es descomponible.
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Ahora se demostrard que si X es descomponible entonces X contiene
un subcontinuo con interior no vacio.

Sean C; y C> dos subcontinuos propios de X tales que X = C; U Cq,
como todo compacto en un Hausdorff es cerrado, C,\ C; es abierto no
vacio, por lo tanto el interior de C; es no vacio.

Definicién 1.8. Sean X un continuo y p € X un punto. Se define
la composante de p, x(p), como la unién de los subcontinuos propios
de X que contienen a p.

Calculemos las composantes de I. Sea p € I si p % 1,00 p =1
o p = 0; se tiene que la unién de todos los subcontinuos propios de 7
que contienen a p es igual a I. Si p = 1 entonces la unién de todos los
subcontinuos que contienen al 1 es igual a I\{0}; y si p = O se tiene que
la composante es igual a \{1}. Por lo tanto el niimero de composantes
de I es igual a 3.

Teorema 1.6. Todo continuo descomponible X es la composante
de algin punto p e X.

Demostracidon. Sean X un continuo descomponible y A y B sub-
continuos propios de X tales que X = AU B. Sea p € AN B, entonces
por la definicién, k(p) € X, pero A C x(p) y B C (p), por lo que
AU B =X C x(p). Por lo tanto X = x(p).

Teorema 1.7. Todo punto de un continuo X, es punto linite de
cualquier composante C de X.

Demostracion. Sean C = xk(g) una composante de X, p un punto,
de X, distinto de ¢ y U un abierto de X tal que p € UU. Témese
un abierto, V', de X talque p € V ¢ V < U. Si g € V se tiene
que C NU # @, con lo cual terminaria la demostracién, supongamos,
entonces, que ¢ € V,sea K la componente de X\V que contiene a q,
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como X\V es un abierto, se tiene, por el teorema 1.1, que K "V 3 0,
entonces K NU # @, adem&s como K es un subcontinuo propio de X
vg€e€ K, K CcCyporlotanto CNnU # @, i.e. p es punto limite de C.

Teorema 1.8. Si X es un continuo, entonces toda composante de

X es la unidon de una cantidad numerable de subcontinuos propios de
X .

Demostracion. Sean X un continuo, p un punto de X y x(p) la
composante de p. Témese {U;};ev una base de abiertos numerable de
X\{»p}. Para toda 7« € IN, sea C; la componente de X \U; que contiene
a p, como X \U; es un cerrado de X se tiene que C; es un continuo, por
lo tanto W;ewC; € k(p). Ahora, sea xr € k(p) distinto de p y témese un
continuo D tal que contenga a p y a x, entonces existe un abierto Uj,
tal que U; M D = 0@, pero D C Cj, donde C; es la componente de X \U;
que contiene a p, por lo tanto x(p) C UienwC;.

Teorema 1.9 (Baire). Ningiun espacio métrico completo es la u-
nion numerable de conjuntos densos en ninguna parte (véase {6, 7.3]).

Teorema 1.10. Si X es un continuo indescomponible, entonces X
tiene una cantidad no numerable de composantes.

Demostracion. Obsérvese que, por el teorema 1.5, un continuo es in-
descomponible si y sélo si todos sus subcontinuos tienen interior vacio.
Sea X un continuo indescomponible, como cada punto de X estd en
alguna composante, se tiene que X es la unién de éstas, supongamos
que X tiene a lo mds una cantidad numerable de composantes, i.e.
X = U;iesK; donde cada K; es una composante, pero como cada com-
posante es la unién numerable de subcontinuos propios de X, (Teo-
rema 1.8), entonces X es la unién numerable de subcontinuos propios,
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con interior vacio, lo cual contradice al teorema 1.9, pues todo espacio
métrico compacto es completo (véase [4, pag. 294 Corolario 2.4]), por
lo tanto X no puede contener una cantidad numerable de composantes.

Teorema 1.11. Si X es un continuo indescomponible,

entonces
cualesquiera dos composantes de X son ajenas o coinciden.

Demostracién. Sean p y q dos puntos distintos de X, K, = x(p) vy
K, = x(q) las composantes de p y ¢q. Supongamos que K N K> 7# 0.
Seanr € K1NK, y y € K;; tdmense subcontinuos, C, y C2 de K, y K>,
respectivamente, tales que p,z € C, y q, x € C> entonces, como X es un
continuo indescomponible, CUC> es un subcontinuo propio de X . Sea
C3 un subcontinuo de K5 tal que q,y € Cj;, entonces C; UC2UC3 es un
subcontinuo propio de X que contiene ay y a p, i.e. C;UCUC3 C K,
por lo tanto y € K, lo cual implica que K> € Kj;; la otra contencién
se hace de manera analoga, obteniendo K; = K5, por lo tanto dadas
dos composantes distintas, éstas siempre son ajenas.

Corolario 1.2. Todo continuo X indescomponible contiene un con-

junto no numerable de puntos tal que es irreducible entre cada dos pun-
tos de este conjunto.

Demostracion. Sea X un continuo indescomponible, por los teo-
remas 1.10 y 1.11 , X contiene una cantidad no numerable de com-
posantes, {K;}ica, ajenas entre si . Para cada i € A témese z; € K;,
entonces {z;}ica €s un conjunto no numerable de puntos distintos de
X, sean x; y z; dos elementos distintos de este conjunto, como ambos
estin en composantes ajenas, se tiene que ningin subcontinuo propio,

C, de X contiene a x; y a xj. Por lo tanto X es irreducible entre z; y
x;.
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Teorema 1.12. Sean X un continuo y p;. ps, p3 tres puntos distin-
tos de X. Si X es descomponible entonces X no es irreducible entre p,

¥ p2, entre p1 y pa, o entre p2 ¥ pa.

Demostracion. Sean .\" un continuo descomponible y py, p2 ¥ p3 tres
puntos distintos de .X. Existen dos subcontinuos, A y B, propios de X
tales que X = A B, entonces por el principio de las casillas al menos
dos puntos estan en A4 o en B, por lo tanto .Y no es irreducible entre
estos dos puntos.

-

Teorema 1.13. Sea X un continuo. FEntonces X es indescom-
ponible si y solo st existen tres puntos de X tales que X es irreducible
entre cada dos de estos tres puntos.

Demostracion. Sea X un continuo indescomponible entonces por el
corolario 1.2, existen 3 puntos tales que X es irreducible entre cada dos

de éstos.
Sean p;,p: ¥ ps tres puntos distintos de X tales que X es irreducible

entre cada dos de éstos puntos entonces, por el teorema 1.12, X es

indescomponible.



1.2. CONTINUOS ENCADENABLES
1.2. Continuos Encadenables

Esta seccién tiene como objetivo el introducir el concepto de con-
tinuo encadenable y el de punto extremo de este tipo de continuos,
el cual forma una parte central de este trabajo, a su vez se enun-
ciarian algunas propiedades de los continuos encadenables, tales como
la propiedad del punto fijo. Es importante sefialar que el uso de cade-
nas es una herramienta Gtil en la teoria de continuos, pues el uso de
éstas permite construir ejemplos interesantes de continuos; el primer

ejemplo de un continuo indescomponible que aparece en la literatura,
es un continuo encadenable.

,An}, es un conjunto finito de abiertos de X, tales que

A;MNA; # D siysolosi |i— j| < 1; alos elementos A; de C se les llaman
eslabones.

Definicién 1.9. Sea X un espacio topolégico. Una cadena, C
{A1, Az, ...

Definicién 1.10. Sea C una cadena. Una subcadena de C es una
coleccién de eslabones de C, los cuales, a su vez, forman una cadena.

C(4, k) y C(Aj, Ay) denotan a la subcadena de C que consiste de los
eslabones {Aj, Aji1,..., Ak}

Definicién 1.11. Sea C una cadena, se define la tensién de C
como 7(C) = inf{d(A4;, A)lAj, Ak €C y|j—k|>1}

Definicién 1.12. Sea C una cadena, se dice que la cadena C es
tensa si 7(C) > 0

Definicién 1.13. La malla de una cadena C se define como
malla(C) = sup{diam(A,)|A, € C}

Definicién 1.14. Dada £ > 0, una cadena C se llama e-cadena,
si malla(C) < e.
Definicién 1.15. Sean C = {A,, A2,..., A} ¥

D = {B,, Bs, ..., By} cadenas, D es un refinamiento de C si para toda



10 1. PRELIMINARES

J < k, existe i tal que B; C A;; diremos que D es un refinamiento
propio de C si B; C A,.

Definicién 1.16. Sean X un espacio métrico,
C={Li,La,...,Lx} unacadenaen X,a,b&€ X y 4, B € X. Diremos
queC vadeaabsiae Lyybe LyyqueCvade AaBsiL CAy
Ly C B.

La siguiente definicién sirve para controlar la trayectoria que siguen
los eslabones de las cadenas, ya que no permite que los eslabones vayan
de un lado a otro.

Definicién 1.17. Secan C = {A,,..., A} y D = {B1,..., Bk} ca-
denas, se dice que D va directamente por C si D es un refinamiento
propio de C y si para i < j, se tiene que B;, B; C Ak, para alguna k,
entonces B, C Ax paratodar, talque i < r <j.

Definicién 1.18. Sean C = {4,,..., Ay} y D = {B,,..., Bk} ca~-
denas y £ = {L:,L2,...,L,;} un subconjunto de eslabones de C tal
que L, NL; = @sii#j.

Se dice que D va directamente por C relativamente al conjunto
FE si D es un refinamiento propio de C y existe una sucesién finita de
enteros 1 = Az 1, Az2,..., A2, = k tal que:

1. D(Ba,,, BA,.U“)) va directamente por C;

2. para toda j < t, existe s tal que Bi,, C L,, nétese que ¢ es el

segundo subindice de las lambdas; y

3. toda L, contiene al menos a la cerradura de un B,

Los elementos del conjunto E se llaman anillos, los eslabones de
D de la forma B,,, se llaman pivotes, {D(B.,,, Ba,,,,,)}Z} se lama
sucesiéon de segmentos de la cadena D en C (relativa a el conjunto
E) y D(Bax,;>» Bazgyeyy) se llama un segmento de la sucesion.

Obsérvese que en la definicién 1.18, a diferencia de la definicién
1.17, los refinamientos de las cadenas tienen mas libertad, sin embargo

con los pivotes se pueden controlar.
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En la figura 1.2 se muestra una cadena que va directamente por
otra, relativamente a un conjunto de eslabones, los pivotes y los anillos

estdn resaltados.

Pivotes

FIGURA 1.2. Ejemplo de ir directamente por, relativa-

mente a un conjunto

Definicién 1.19. Un continuo X es encadenable si para toda
g > 0, existe una e-cadena C, tal que X C UC.

En la figura 1.3 se muestran dos continuos encadenables.
Ahora se probardn algunas propiedades, y se enunciaran otras de

los continuos encadenables.

Teorema 1.14. Sea X un continuo y K un subcontinuo de X. Si
X es encadenable entonces K es encadenable.

Demostracion. Sea £ > 0, como X es encadenable, existe una

e-cadena, C = {A;, 42,..., An}, tal que X C UC.

Sea i = min{1,2,...,n} tal que A; N K # 0 y j = max{1,2,...,n}

S S S
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o 1

(a) el intervalo

(b) cerradura de la grafica de la funcion
sen( 1/x ) definida en el intervalo (0, 2/I1) .

FI1GURA 1.3. Algunos continuos encadenables

tal que A; M K # 0, entonces C(K M A;, K N A;) es una e-cadena de
-K; ya que si algin A, con ¢ < p < j no intersecta a K se tiene que

K= (U_{(KNA.))U (Uf;=p+1(K M .Ap)) que es una separacién de K,
lo cual es imposible.

Lema 1.1. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X
una funcidon continua. Si para toda € > 0, existe x € X tal que
d(f(x),x) < £, entonces existe ro € X tal que f(xg) = xo-

Demostracidén. Supdéngase que para toda = en X, f(z) % r, en-
tonces para cada x se tiene que d(f(x),z) > 0; como la funcién distan-
cia es continua y X x X es compacto, el conjunto {d(f(z),x)|lr € X}
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tiene un minimo, sea d* el minimo de este conjunto, obsérvese que

d* > 0 ya que si no fuera asi f tendria un punto fijo.
Sea ¢ = 4

5. entonces para toda x € X d(f(x),z) > &, lo cual
contradice la hipétesis.

Teorema 1.15. Si X es un continuo encadenable, entonces
X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sean f : X — X una funcién continua y € > 0.
Témese C = {C4,Ca,...,Cr} una e-cadena de X y consideremos los
siguientes conjuntos:

A={zrxe X|z e C;y f(x) € C; para algin j < i}

B={ze X|zeC;y f(z) € Cj para algin j > i}

C={xe X|zeC;y f(x) € C; para alguna i}

Lo que se quiere demostrar es que C no es vacio. Supéngase que C = 0,
entonces A #FQy B#0,puesC, C By C, C A.

Sea z € X\ A entonces existe 7 € {1,2,...,n} tal que z € C;, f(z) € C;j
y j > i, tbmese un abierto V tal que f(z) € V < Cj, como f es una
funcién continua existe un abierto U talquex €e U y f(U) C V,sea W
un abierto talquez e W Cc U y W < C;, entonces f(W) C V < Cy,
por lo tanto W M A =0, z.e. A es un cerrado de X. Andlogamente se
prueba que B es cerrado. Como AN B =0y X = AU B, se tiene que
X no es conexo, lo cual es una contradiccién al hecho de que X es un
continuo. Por lo tanto C # 0 con lo cual se cumplen las condiciones

del lema 1.1 i.e. existe un £ € X tal que la distancia de = a su imagen
es menor que ¢; asi que X tiene un punto fijo.

-
Definiciéon 1.20. Sean X un continuo y a,b € X, se dice que X

es encadenable de a a b si dada £ > 0, existe una £-cadena

C={A),A2,..., A} talque X =UC,a€ A, y b€ A,.

T
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Teorema 1.16. Sean X un continuo y a,b € X. Si X es encaden-
able de a a b, entonces X es irreducible entre a y b.

Demostracién. Supéngase que X no es irreducible entre a y b,
entonces existe un subcontinuo propio, K, de X tal que a,b € K.
Sean p € X\ K, e > 0 tal que d(p, K) > € y C = {A1,As,..., A}
una e-cadena de X tal que a € A, y b € A,. Observermos que si
P € Aj, entonces A; MK = 0. Como KNA; # 0y KnNnA, #
? resulta que K C C(A1,A;1) U C(Aj41,An) pero por otro lado
C(A1,A;1)NC(Aj 41, Ay) = 0, y esto significa que K es disconexo, lo
cual contradice el hecho de que K es un continuo.

Por lo tanto X es
irreducible entre a y b.

Definicién 1.21. Sean X un continuo encadenable ¥y p un punto
de X. p es punto extremo de X si para toda £ > 0, existe una
e-cadena C tal que p estai en el primer eslabén de C.

Los continuos que aparecen en la figura 1.3, tienen dos y tres puntos
extremos, respectivamente.

Notacién:

Sea X un continuo, se denotara por PE(X) al conjunto de puntos
extremos de X, o bien por PE cuando no cause confusidn.

Teorema 1.17. Sea X un continuo encadenable. Si p es un punto

extremo de X y K, y K; son dos subcontinuos de X que contienen a
p, entonces K, C K, o Ko C K;.

Demostracién. Sean X un continuo encadenable, p un punto ex-
tremo de X, K, y K, dos subcontinuos de X tales que p estd en ambos.
Supébngase que K}, € Ky v Ko € K,. Sean ¢ € K, tal que g &€ Ko,
reKytalquer € K, y €0 > O tal que g < mx’n{ﬂ—"‘ziﬁ,ﬂ%l}.
Témese C = {L;,L2,...,Ls} una go-cadena tal que p € L,, como la
malla(C) < €p entonces si q € L, y r € L; se tieneque L,N Ky = 0
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y L; N Ky, = 0. Supdngase, sin pérdida de generalidad que s < J;
sea C(Ly,L,) = {Ly,L2,-..,L4,...,L;,..., L,;} la subcadena de C que
cubre a K2, pero como L, N K, = @0 y r € Kz N L; se tiene que
Ko € UC(Ly, L)\L,, i.e. K, es disconexo, lo cual es una contradiccién

pues K, es un continuo. Por lo tanto K; C K> o K2 € K.
-

Lema 1.2. Sean X un continuo y a y b dos puntos de X, su-
pongase, adernds, que eciste una coleccion de cadenas {C'}icy tales
que para toda i € IN, C**! ya directamente por C¢, C' va dea a & y
Hmy_,ocmalla(C?) = 0, entonces K = ﬂ;ew(w) es un arco de a a b.

Demostracion. Por construccién K es encadenable de a a b en-
tonces, por el teorema 1.16, K es irreducible entre a y b, por lo tanto
a y b no son puntos de corte; sea p € K\{a, b}, para cada cadena C* =
{Li, L}, ..., L5, } témense las siguientes subcadenas: R* = {L}, L}, ...,
Li} y &' = {Li,Li,,,...,L5} tales que L} es el eslabén anterior, in-
mediato, al eslabén que contiene a p y que cumple con que p & LY y
L} es el eslabon posterior, inmediato, al eslabén que contiene a p y que
cumple con que p ¢ LI, entonces K N (UienwR') y K N (UienS*) son
abiertos de K tales que su unién es K\ {p} y su interseccién es vacia,
esto es porque cada cadena va directamente por la cadena anterior,
por lo tanto p es un punto de corte de K, i.e K es un arco (véase [5,

teorema 2.27]).
=

Lema 1.3. Sea X un continuo encadenable. Supdngase que:
1. eristen conjuntos abiertos U yV en X tales que UNV =0 y
2. eriste una sucesion de cadenas {C™},ew en X tal que:

(a) ¢ = {L},L},...,L},} vadeU aV,

(b) C™+Y = {LPp+, L+, L., L:\"::l} vade LT a LT,

(c) C™*+! wa directamente por C™, y

(d) lim,,comalla(C™) = 0.

e sds amee
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Sip € Nuew(UC™)\N(T UV), entonces p no es un punto extremo de
X, y se tiene la siguiente inclusidn:

Nmen (GC\ (T U V) C (X\PE(X))

Dermostracion. Sea K = Myenw(UC™), por el lema anterior K es un
arco entre a y b para alguna a € U y para alguna 6 € V'. Toémese
pe K\(TUu¥),sea f: I —» K un homeomorfismo tal que f(0) —a y
f(1) = b, como p esta en el arco K existe una z € I tal que f(x) = p,
ahora, f([0,z]) v f([z,1]) son subcontinuos propios de K y ambos
contienen a p y ninguno estd contenido en el otro entonces, por el
teorema 1.17, p no es punto extremeo.

Para concluir el capitulo, se mencionarian otras propiedades impor-
tantes de los continuos encadenables:

Definicién 1.22. Un continuo X es un triodo si existe un subcon-
tinuo ¥ de X, tal que X\Y es la unién de tres conjuntos mutuamente
separados (véase definicién 1.4).

Definicién 1.23. Un continuo X es atriédico si ningin subcon-
tinuo de X es un triodo.

Teorema 1.18. Si X es un continuo encadenable entonces se tiene
que:

1. La interseccidon de cualesquiera dos subcontinuos de X es conexo
i.e. X es hereditariamente unicoherente.
(Teorema 1.14 y {2, Teorema 9.C.12})

2. X es atriddico. ({7, Teorema 12.4])

3. X es irreducible. ([8, Teorema 3.2])

4. Toda funcidn continua de X en la circunferencia unitaria, S,
es homotdpica a una constante. ([7, 12.47)])
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5. 8 f: X — Y es una funcién continua, suprayectiva y abierta
(o mondtona) entonces Y es encadenable.
([7, Teorema 12.15 y Teorema 12.14 respectivamente))

Corolario 1.3. Si X es un continuo encadenable y localmente co-

nero entonces X es homeomorfo a I.
-
Demostracion. Dado que X es un continuo localmente conexo, se

tiene que X es arco-conexo (ver [5, Teorema 3-17] ). Por el teorema
1.18 (3) X es irreducible asi que existen dos puntos z, y x> en X tales
que ningin subcontinuo propio de X contiene a ambos puntos. Como
X es arco-conexo, existe un arco a en X cuyos extremos son i y Ta.
Por ser X irreducible entre =, y 2 y z,,Z2 € «, se tiene que X = a.
Por lo tanto X es homeomorfo a I.

Corolario 1.4. Si f: I —» Y es una funcidn continua, suprayec-
tiva y abierta (o mondtona) entonces Y es homeomorfo a I.

Demostracion. Por el teorema 1.18 (5) , se tiene que Y es enca-
denable. Como I es localmente conexo, resulta que Y es localmente
conexo. Por el corolario anterior, ¥ es homeomorfo a 7.

[ ]

Jr S

H
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EL CASO FINITO.

En este capitulo se construirin continuos encadenables, tanto descom-
ponibles como indescomponibles, con n puntos extremos. En el caso
descomponible se construird, primero, un continuo con 5 puntos ex-
tremos, esto porque los ejemplos con 0 ([3, pag. 44, fig. 2]), 1, 2 (el
intervalo), 3 y 4 puntos extremos son bastante conocidos y no asi el
de 5 puntos extremos; en las figuras 2.1 y 2.2 se muestran continuos
descomponibles con 1,3 y 4 puntos extremos, respectivamente; en el
caso indescomponible primero se construird un continuo con 4 puntos
extremos, pues los ejemplos con 0 ([3, pag. 44, ejemplo 3.2]), 1, 2 ([3,
pag. 45 ejemplo 3.6]) y 3 ([5, pag. 141-142]) puntos extremos, también,
son bastante conocidos y no asi el de 4 puntos extremos; en la figura
2.3 se muestra un continuo indescomponible con 1 punto extremo; y en
ambos casos se hard una construccién para el caso general y, ademasis
se demostrard la validez de dichas construcciones.

1 pt. extremo

FIGURA 2.1. Continuo descomponible con 1 pt. extremo
19

]
j
i
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WO VN

(a) 3 pts. extremos (b) 4 pts. extremos
FIGURA 2.2. Continuos descomponibles con 3 v 4 pts. extremos

Nota:
Los eslabones de todas las cadenas, en todas las construcciones,
serdn abiertos conexos de IRZ.

1pt. extremo

F1GURrRA 2.3. Continuo indescomponible con 1 pt. extremo

2.1. Continuos Descomponibles

Construcciéon 1. n =5
El método mads natural para construir un continuo encadenable con

5 puntos extremos, es tomar 5 puntos distintos del plano y construir
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una sucesiéon de e-cadenas, tales que el limite de las mallas tienda a
cero, y de tal forma que cada cadena contenga a los 5 puntos, ademas
como Se quiere que los puntos sean puntos extremos entonces las ca-
denas empezaran y terminaran, alternadamente, en cada uno de estos
puntos; pero esta forma de construir el continuo no garantiza que éste
sea descomponible, es por eso que en la siguiente construccién se usa un
sexto punto, auxiliar, el cual va a permitir mayor control sobre ciertos
eslabones de las cadenas, con el fin de que el continuo resultante sea
descomponible, pero, a diferencia de la construccién propuesta unas
lineas arriba, ninguna cadena de esta construccién empezara ni termi-
nari en este punto auxiliar, pues se requiere que no sea punto extremo.

Todas las construcciones de este trabajo, se haran en forma induc-
tiva.

Sea P = {p1, P2, P3, P4, P5, Pe} un conjunto de puntos distintos en el
plano.

1. Sea C* = {L},L},..., L},} una cadena tal que:
(a) C! es tensa.
(b) empieza en p;, termina en pg;
(c) la malla(C') < imin{d(p;,p;)li # j} y todos los puntos
estin en algiin eslabén de la cadena;

Notacién:

En toda cadena C™, a los eslabones que contienen a los
puntos p; se les denotara por L7}

(d) ¢*(L;,, L},) es el primer elemento de la sucesion de seg-
mentos de la cadena C' y p; € C'(L},,L;,) con j # 1,2,
Observaciones:
e El inciso (c) ademas de pedir que la cadena contenga a
todos los puntos del conjunto P, asegura que la cerradura
de los eslabones que contienen a los puntos p; es ajena dos
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2. C%2=
(a)
(b)
O]

(d)
(e)

2. EL CASO FINITO.

a dos. A partir de este momento se sobreentendra que las

cadenas contienen a los puntos pj.

1

El inciso (d) pide que sélo p,, p; estén en C!'(L},

ellos.
{L%,...,L3,} es una cadena tal que:
C? es tensa;

L) ysélo

empieza en p;, termina en ps;

C?(L%,,L%,)) es el primer elemento de la sucesién de seg-

mentos de la cadena C? y p; & C?*(L3,, L3,) con j # 1,2;

C? es un refinamiento propio de C! y, ademds, para todo p;
1.

L3, C Lz y

C? va directamente por C! relativamente al conjunto de

anillos (véase definicién 1.18) {L,‘,‘ ) L,’;z, L},s, L},‘ R L;s, LL}

Nota:

3.c3=
(a)
(b)
()

()
(e
4. C* =
(a)

(b)
(©)

Las cadenas C! y C? siguen el mismo patrén.

En general las cadenas de la forma CS%+! y C5+2 llevaran
el mismo patrén; esto facilitard la descripcién posterior.
{L3,...,L3,} es una cadena tal que:

C3 es tensa;

empieza en p3 y termina en p;;

C3(L3,,L3],) es el iiltimo elemento de la sucesién de seg-
mentos de la cadena C3 y p; & C3(L3,, L3) con j # 1,2;
C3 es un refinamiento propio de C? y, ademas, para todo p;
TG c L v

C?® va directamente por C? relativamente al conjunto de
anillos {L3 , L3, L2 , L2, L2, L%}

{L%{...., L3} es una cadena tal que:

C* es tensa;

empieza en py y termina en pp;

C*(L3,, L},) es el iltimo elemento de la sucesién de seg-

mentos de la cadena C* y p; & C*(L},, L)) con j # 1,2;
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(d) C* es un refinamiento propio de C® y, ademas, para todo p;
TFa 3.
Ly, < Lgsy

(e) C* va directamente por C3 relativamente al conjunto de
amillos {L3 ,L3,, L3, L3,,L3,, L3,}.

5. C® = {L§,...,L3,} es una cadena tal que:

(a) C°® es tensa;

(b) empieza en ps y termina en p,;

(c) C3(L3,,L5)) es el iiltimo elemento de la sucesién de seg-
mentos de la cadena C® y p; & C5(L3,,L3) con j # 1,2;

(d) C® es un refinamiento propio de C*? y, ademds, para todo p;
TS5 4 .
Llsu < LP:" -

(e) C® va directamente por C* relativamente al conjunto de
anillos {L} , L3 , L}, LS, ., Ly, L} }-

6. C5 = {L%,...,LS,} es una cadena tal que:

(a) C® es tensa;

(b) empieza en pg y termina en p,;

(c) C8(L§,,L§,) es el iltimo elemento de la sucesién de seg-
mentos de la cadena C® y p; & C®(L§,, LS ) con j # 1,2;

(d) C® es un refinamiento propio de C® y, ademis, para todo p;
T 5 .
LS, < Ly ; _

(e) C® va directamente por C3 relativamente al conjunto de
anillos {L} ,L3,,L;,, L3, L., Ly, }-

Obsérvese que hay 5 tipos distintos de cadenas, las que em-
piezan en p, y las que empiezan en p; y terminan en p; con
7 # 1,2, algo que es muy importante en esta construccidn, es el
hecho de pedir que C™ (L}, L)) sea un elemento de la sucesién
de segmentos de la cadena C™, ya que esto aunado a la condicién
de que las cadenas vayan directamente por la cadena anterior
relativamente a los eslabones L;’;_‘, permitird construir un arco
entre py y p2, el cual junto con su complemento serdn una des-
composicién del continuo.
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Noétese que todas las cadenas, salvo las 2 primeras, terminan
en p; y justo antes pasan por ps, esto se muestra en la figura 2.4.

FIGURA 2.4. Continuo descomponible con 5 puntos extremos

En general:
7. Sim>6
a) Todas las cadenas de la forma C%+1 y C5%+2 cumplen:
Y
(i) C8*+! y C%%*+2 son tensas;
ii) Ambas empiezan en p, y terminan en ps;
Py
(iii) COk+I(LEk+1, Lok+1) y COF+2(LEE+Z [S5+2) son los pri-
meros elementos de la sucesién de segmentos de las
cadenas CSk+1 y COk+2 respectivamente, ademds, p; &
COk+L(LSk+1 [8%+1) con 7 # 1,2 y p; & COF+2(LE+2,
L§5+2) con j # 1,2;
(iv) C%+! es un refinamiento propio de C% y, ademds, la
cerradura de los eslabones de la forma Lgf'*" estdn
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contenidos en los eslabones de la forma L. La ca-

dena C®**+2 cumple las condiciones equivalentes; y
(v) C8%+1 va directamente por C®% relativamente al con-

junto de anillos {LS*F, LSk, LS*, LS, LS, L5%}. Lo mis-

P12 Tpar
mo sucede con la cadena C®%%+2 respecto a la cadena
C6k+1.
(b) Todas las cadenas de la forma C%+! con 1,2 < ! < 6,
cumplen:

(i) C%**! es tensa;
(ii) Empiezan en p; y terminan en p;

(iii) COR+H(LEE+!, L8%+!) es el iltimo elemento de la sucesién
de segmentos de la cadena C®**! y p; & CS*+I(LEk+!,
L%+) con 7 # 1,2;

(iv) C%+! es un refinamiento propio de C8*+({~1) y ademdis,
la cerradura de los eslabones de la forma LS+ estd
contenida en los eslabones de la forma Lf+¢-Y; 3

(v) C%%+ va directamente por C%*+(-1) relativamente al

conjunto de anillos { LE+U-1  pek+(-1) yBk+(-1)

Lgf*""”,Lﬁ:"""”,Lﬁ:"‘(“”}.

8. 1lim,, ,oomalla(C™) = 0.

Entonces K = M,,en(UC™) es un continuo descomponible con 5
puntos extremos, ver Teorema 2.1.

Construccién 2. n =k

El método a seguir en la construcciéon de este continuo es una ge-
neralizaciéon de la técnica usada en la contruccién anterior, obsérvese
que también se toma un punto mids, del mimero de puntos extremos,
ésto con el objetivo de obtener un continuo descomponible.

Sea P = {p1,p2,P3,--.,Pk>»Pi+1} un conjunto de k + 1 puntos dis-
tintos en el plano.
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1. Sea C! = {L},L},...,L},} una cadena tal que:

(a)
(b)
(<)

(d)

C! es tensa;

Empieza en p,;, termina en pi41;

la malla(C') < Fmin{d(p:, p;)|¢ # F} ¥y todos los puntos
estin en alghin eslabén de la cadena;

C'(Lg,,L},) es el primer elemento de la sucesion de seg-

mentos de la cadena C' y p; € C'(L},,LL,) con j # 1,2.

2. €2 ={L% L%, ...,L3,} es una cadena tal que:

(a)
(b)
(<)

(d)

(e)

C? es tensa;
C? empieza en p, y termina en pg41;

C2(L3,, L2)) es el primer elemento de la sucesién de seg-
mentos de la cadena C? y p; &€ C?>(L2%,L%)) con j # 1,2;
C? es un refinamiento propio de C' y, ademas, para todo p;
L Ly

C2 va directamente por C! relativamente al conjunto de
anillos {L} , L} L}

p2? " Pk+l}'

3. c® ={L3}, L3,...,L3,} es una cadena tal que:

(a
(b)
©
(@
()

C? es tensa;

C® empieza en p; y termina en p,;

C3(L3,,L3)) es el iiltimo elemento de la sucesién de seg-

mentos de la cadena C* y p; € C3(L3,,L}) con j # 1,2;

C? es un refinamiento propio de C? y, ademds, para todo p;

F3- 2.

ng < LP;' Py

C3 va directamente por C? relativamente al conjunto de
B 2

anillos {L2 ,LZ,....L]  }.

Observacién:

Los pasos 4,5,...,k + 1 seran muy parecidos, como se verd
a continuacién, al paso 3.

En general, param = (k+ 1)g+rcon 1 <7 < (k-+1):
4. Las cadenas de la forma C(*:+1)e+1 y Clk+1)q+2

(a)

Clk+1)g+1 y C(k+1)9+2 5op tensas;
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(b) Empiezan en p; y terminan en pg + 1;

(c) Ce+Dat+i(pk+a+i ylk+1la+ly og ¢] primer elemento de la
sucesién de segmentos de la cadena Ck+a+1 y 5. o
Cle+Da+1(plkrDatl | plei1latly o6 5 o£ 1, 2: esto mismo ocu-
rre en las cadenas C(*+19+2 ¢con sus respectivas sucesiones
de segmentos de cadenas;

(d) Ck+1)9+1 eg un refinamiento propio de C**t1)9 y ademads,
para todo pj, L,‘,‘;*'”"'H C L},‘;'H)" esto mismo se pide para
las cadenas de la forma Ck+1)a+2;

(e) CU:+1)+1 vy directamente por C*+1)? relativamente al con-

junto de anillos {LE*V9, L&+ LU&+14Y Lo mismo
sucede con la cadena C(*+1)9+2 regpecto a la cadena
Clk+1)g+1

5. Las cadenas de la forma C*+1)9+r con 1,2 <r < k

(a) C*+V9+r 5on tensas;

(b) Empiezan en p, y terminan en p;;

(c) Ck+la+r(plktiatr g k+llatry o5 o] Gltimo elemento de la
sucesién de segmentos de la cadena C*+1)9+r
p; & CU+Detr(LEFrDerr A0y con j £ 1,2;

(d) C&+1)9+r @5 un refinamiento propio de C*+)a+(r—1) y ade-
mis, para toda p;, Lg,:"'”“" c Lg;‘”"*'('_l); y

(e) C*+1)9+7 ya directamente por C(*+1)e+(—1) relativamente al
conjunto de anillos { LI+~
LEFDa+(r—1) LiE+Da+r—1y

P2 r Ph+1 .

6. limpy—yoomalla(C™) = 0
Entonces K = N(UC™) es un continuo descomponible con k puntos
extremos, ver Teorema 2.1.

Teorema 2.1. - El conjunto K, de la construccién anterior, es un
continuo encadenable descomponible con k puntos extremos.

Demostracién. Por construccién K es encadenable.
Obsérvese que toda cadena que va de un punto a a un punto b, se puede
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pensar como una cadena que va de b a a, simplemente reenumerando
los eslabones. Asi que, por comodidad en la notacién, las subcadenas
de las formas C™(L;}, LTt) v C*(Lp,, L} ) serdn pensadas de la forma
cm (L, L.

Témese la coleccién de subcadenas {C™ (L]}, L7:)}mew y denétese a
cada una de estas subcadenas por D™, por construccidn, se tiene que,
para toda m € IN, D™+! va directamente por D™, D™ vade p, a po y
limm—comalla(D™) = 0; por el lema 1.2 H = Ny (UD™) es un arco
entre p; y po.

Ahora para cada m € IN, tédmense las siguientes subcadenas de C™:
R™ = {LP,LP,...,.L*}y 8™ = {LP, L,,..., LY } tales que LT es
el eslabén anterior, inmediato, al eslabén que contiene a p» (L}) ¥y que
cumple con que p; & L™, y L™ es el eslabén posterior, inmediato, al
eslabén que contiene a p; y que cumple con que p, & L7%, entonces
K N (UR™) y K N (US™) son abiertos de k& tales que su unidn es
K \{p2} y su interseccién es vacia, entonces p; es un punto de corte,
por lo tanto p, no es punto extremo; por otro lado (K N (UR™)) U
{p2} ¥y (K N (US™)) U {p2} forman una descomposicién de K, por lo
tanto K es descomponible. Sea PE el conjunto de puntos extremos
de K'; para cada cadena C™, dendtese por A™ = {L* , L%, ..., L;(‘kﬂ)}
al conjunto de anillos entonces por construccién, para toda m € IN
{P1, D2, - .., Px+1} C UA™ y ya que limy, ,oomalla(C™) = 0 se tiene que
{pP1,P2,-- -, Pe+1} = Nmen(UA™), también, por construccién se tiene,
para j # 2, que p; € PFE, pero, PE C Npen(UA™), esto es porque
Si p € Mmen(UA™); por el lema 1.3 p & PE por contrapuesta se tiene
que PE C Npuen(WA™), como ya se vié que p, No es punto extremo se

tiene que {p1,P3, P4, ..., Pk, Pk+1} = PFE, por lo tanto K tiene & puntos

extremos.



2.2, CONTINUOS INDESCOMPONIBLES 29
2.2. Continuos Indescomponibles

Construcciéon 3. n =4

Gracias a los teoremas 1.13 y 1.16 y las cadenas, se conoce un
continuo encadenable indescomponible con tres puntos extremos (ver
[5, 7, pdg. 142]), modificando la construccién de este continuo y usando
los mismos teoremas, se construird un continuo indescomponible con
cuatro puntos extremos, la técnica consiste en tomar cuatro puntos
distintos en el plano y elegir tres de éstos, entre los cuales se construiran
cadenas que pasen por los cuatro puntos y que empiecen y terminen
entre cada dos de estos tres elegidos, con esto no se quiere decir que
no hay cadena que empiece en el cuarto punto, pues también habra
cadenas que empiecen en este punto y que pasen por todos los demads.

Sea P = {p;,p2, P3, P4} un conjunto de puntos distintos en el plano.

1. Sea C!' = {L1,L},..., L}, } una cadena tal que:
(a) C! es tensa;
(b) empieza en p,, termina en p3; y
(c) la malla(C') < imin{d(p:,p;)|i # 7} y todos los puntos
estin en algiin eslabén de la cadena.
Dendtese con L;‘,j al eslabén que contiene al punto p; para
toda 7 =1,2,3,4.
2. C?2={L3,L3,...,L%,} es una cadena tal que:
(a) C? es tensa;
(b) empieza en p,, termina en p;;
(c) C2? es un refinamiento propio de C!; y
(d) C? va directamente por C! relativamente al conjunto de
anillos {L} , L} , L. ,L} }.
Dendtese con Lf,j al eslabén que contiene al punto p; para
toda j =1,2, 3,4.
3. ¢3 = {L3},L3,...,L3,} es una cadena tal que:
(a) C? es tensa;
(b) empieza en p;, termina en py;
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(c) C3 es un refinamiento propio de C?; v
(d) C3 va directamente por C? relativamente al conjunto de
anillos {L2 ,L%,, L2, L2 }.
Dendtese con Lg] al eslabdn que contiene al punto p; para
toda 7 = 1,2, 3, 4.
4. ¢ = {Lt, L4,. .., L{,} cs una cadena tal que:
(a) C* es tensa;
(b) empieza en p4, termina en p,;
(c) C* es un refinamiento propio de C%; y
(d) C* va directamente por C? relativamente al conjunto de
anillos {L3,,L3,, L3,, L3 }.
Dendtese con L;‘,J al eslabdn que contiene al punto p; para
toda j = 1,2,3,4.

FI1GUrA 2.5. Continuo indescomponible con 4 puntos extremos

Obsérvese que se han construido las cadenas de tal forma que
la primera empieza en p; y termina en ps, la segunda empieza en
P2 ¥y termina en p; y la tercera empieza en p3 ¥ termina en po,
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esto se hard, también, en las siguientes cadenas, es lo que hara
del continuo encadenable de p; ap;,coni %% jei, j € {1,2,3}, de
7
donde, por los teoremas 1.13 y 1.16, se tiene que el continuo es
indescomponible, adema4ds también hay una cadena que empieza
en ps y termina en p,, en general para este tipo de cadena no
importa en qué punto del conjunto {p),p2,p3} termine ya que
s6lo importa que este punto sea punto extremo, se ha elegido p;
por comodidad,
En general, para 4 < m, = 4q + t tenemos: \
5. Las cadenas de la forma C*7+! !
(a) son tensas;
(b) empiezan en p;, terminan en pj;
c) C*9*! son refinamiento propio de C%9; y
prop.
(d) C%*! van directamente por C% relativamente al conjunto
de anillos {L37, L37, L7, L7},
Dendtese con L3?+! al eslabén que contiene al punto p; para
toda 7 = 1,2,3,4.
6. Las cadenas de la forma C%7+2
1]
(a) son tensas; i
(b) empiezan en p,, terminan en p;;
(c) C%9*2 refinan propiamente a C4+1; y :
(d) C%*%2 van directamente por C49t! relativamente al conjunto
de anillos {L39+1, Lig+1, Lia+, Lig+1},
7. Las cadenas de la forma C49+3
(a) son tensas;
(b) empiezan en p;, terminan en p,;
(c) C4%9*3 refinan propiamente a C%+2; y
(d) €49%3 van directamente por C%9+2 relativamente al conjunto
de anillos {L;7%2, Lig+2, L1742, L3942}, i
8. Las cadenas de la forma C49+4
(a) son tensas;
(b) empiezan en p,, terminan en p;;
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(c) €%+ refinan propiamente a C'+3; ¥
(d) C%9*% van directamente por C49+3 relativamente al conjunto
de anillos {LJ9+3, Lig+3, Lig+3, [3a+3},
9. lim,,omalla(C™) = 0.

Entonces K = MN(LUC™) es un continuo encadenable, indescomponi-
ble con 4 puntos extremos, ver Teorema 2.2.

Construcciéon 4. n = k&
Esta construccién es la generalizacién, que se da de manera natural,
a la construccién pasada.
Sea P = {p1,p2,.-.,Pkx} un conjunto de puntos distintos del plano.
1. Sea C' = {L}{,Lj...., L}, } una cadena tal que:
(a) C! es tensa;
. (b) empieza en p,;, termina en p3; y
(c) la malla(C') < imin{d(p:,p;)ii # j} y todos los puntos
estan en algiin eslabén de la cadena.
Nota:
Se denotara por L;,’J‘_ al eslabén, de la cadena C™, que contenga
al punto p;.
2. C2 = {L?,L%,...,L%,} es una cadena tal que:
(a) C? es tensa;
(b) empieza en p,, termina en p;;
(c) C? es un refinamiento propio de C'; y
(d) C? va directamente por C! relativamente al conjunto de

anillos {L; , L} ,..., L3 }.
3. Sea C® = {L3},L3},...,L3},} una cadena tal que:

(a) C® es tensa;

(b) empieza en pj, termina en po;

(c) C? es un refinamiento propio de C%; y

(d) C?® va directamente por C? relativamente al conjunto de

anillos {LZ ,L2 ,...,L2 }.
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para 4 < m < k, C™ es una cadena tal que:
(a) C™ es tensa;
(b) empieza en p,,, termina en p;;
(c) C™ es un refinamiento propio de C™~!; y
(d) €™ va directamente por C™~! relativamente al conjunto de
anillos {L7~!, L, ..., Lm ).
En general, para m > k, m = kq + {:
C*9+1 gon cadenas tales que:
(a) C*¥+! son tensas;
(b) empiezan en p,, terminan en pj;
(¢) C**+! son un refinamiento propio de C*7; y
(d) C*9*! van directamente por C*? relativamente al conjunto
de anillos {LA9, L9, .., Lra).
C*%9+2 son cadenas tales que:
(a) C*9+2 son tensas;
(b) empiezan en p,, terminan en p;;
(c) C*9*2 son un refinamiento propio de C*9+1; y
(d) C*9*2 van directamente por C*9+! relativamente al conjunto
de anillos {Z3+!, LEa+1 . Lke+1}

. C*9*+3 son cadenas tales que:

(a) C*9*3 son tensas; i

(b) empiezan en p;, terminan en p;;

(e) C*9+3 son un refinamiento propio de C*?+2; y

(d) C*3+3 va directamente por C*9+2 relativamente al conjunto

de anillos {LX9+2, LA3+2, . [ka+2),

. Ckett 1 £ 1,2, 3 son cadenas tales que:

(a) C*?*! son tensas;

(b) empiezan en p;, terminan en p;;

(c) C*7t! son un refinamiento propio de C*9+(¢—-1); y

(d) €*?t! van directamente por C¥9+(~1) relativamente al con-
junto de anillos {LEZHE—Y pre+(=1  pket(t=ny

lim,, ,omalla(C™) = 0.
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Teorema 2.2. El conjunto K = M,exn(UC™), en la construccion
anterior, es un continuo encadenable, indescomponible con &k puntos

extremos
Demostracion. K es, por construccién, encadenable.

Sea A™ = {L;},L3:,..., Lt} el conjunto de los eslabones de la
cadena C™ que contienen a los puntos p;, sea PE el conjunto de puntos

extremos de Ky sea A = M,,en(UA™) = {p1,p2,. .-, D&}
Seanp € Ay e > 0, por construccidn existe m tal que malla(C™) <

eype€ L, esto es A C PE, ahora, PE C A, esto es porque si p &€ A4;
por el lema 1.3 p &€ PFE por contrapuesta se tiene que PE C A, entonces
PFE = A y por lo tanto K tiene & puntos extremos.

Por otro lado dada € > O existe m tal que la cadena C™ empieza
en p; y termina en p3, esto es, K es encadenable de p; a p3, y por
el teorema 1.16 es irreducible entre estos dos puntos; esto pasa, de
la misma forma, para las parejas de puntos p2, p1 ¥ P3, P2, ¥y por el

teorema 1.13, K es un continuo indescomponible.
a
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Los ejemplos que se construirdn en este capitulo seran continuos enca-
denables tanto descomponibles como indescomponibles, con una canti-
dad numerable de puntos extremos, ademads, para cada caso, se cons-
truira un ejemplo en el cual el conjunto de puntos extremos es completo
Yy otro en el cual el conjunto de puntos extremos no lo es, para esto se
ocupard el hecho de que cualquier subconjunto cerrado de un espacio
métrico completo es completo, y como los continuos son espacios com-
pletos entonces bastari con que el conjunto de puntos extremos sea

cerrado o bien no lo sea.

Las técnicas a seguir en estas construcciones serdan parecidas a las em-
pleadas en el capitulo anterior; el conjunto de puntos extremos, depen-
diendo del caso, serdn los puntos de la sucesién {(%,0)}.emw U {(0,0)}

o bien sélo los puntos {(1,0)}nemn-
3.1. Continuos Descomponibles

De igual manera que en el capitulo anterior, los eslabones de todas

las construcciones serian abiertos conexos de IRZ.

3.1.1. PFE = PF.

Construccién 5. Sea P = {(1,0) | n € IN} | J{(0,0)}.
Por comodidad se denotard por % al punto (%, 0).
1. ct ={L!,L3i,..., L}, } es una cadena tal que:

(a) C! es tensa.
(b) empieza en 1, i.e. el primer eslabdn contiene al punto (1, 0);

35
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(c) el Gltimo eslabén, L}, es el que contiene al punto (0, 0);

(d) Lj,, cumple con que P\{1,3} € L} , i.e. todo el conjunto
de puntos, P menos el 1, ¥y el % estd contenido en este
eslabdn; y

(e) los eslabones que contienen a 1, §, AA{1, 1} son ajenos entre
sf.
Notacién:

se le denotard con L™(L) y con L™(0) al eslabén que contiene
a mds de un elemento de P. Por ejemplo en el paso anterior el
ultimo eslabdén sdlo contiene al punto 1, por lo que se le denota
por L1(1), al eslabén que sélo contjene al punto 1 se le denota
por Ll(%) y, por ultimo, el eslabén L}, contiene a mas de un
elemento de P, por lo que se le denota por L (0).
2. C¢? = {L%,L%,...,L3,} es una cadena tal que:
(a) C? es tensa;
(b) el primer eslabén de la cadena es L?(0) y es tal que
P\{1, 1} € L?(0), el dltimo
eslabdn es L2(1), i.e. sélo contiene al 1;
(c) C? es un refinamiento propio de C!;
(d) los eslabones L?(1), L2(}), L?(0), tienen interseccién ajena;
(e) C2(L*(%),L?(1)) es el iltimo elemento de la sucesion de
segmentos de la cadena C? y para todo p € {i}2,;, p &
C3(L3*(3), LA (1)) ¥
(f) €2 va directamente por C! relativamente al conjunto de
anillos {L!}(1), L*(3), L*(0)}.

Ya que los dos primeros pasos son muy similares, la figura
3.1 muestra el paso 2 de esta construccién, los anillos y pivotes
estan resaltados, y las demads figuras empezaran en esta cadena.

3. C3 = {L},L3,...,L3,} es una cadena tal que:
(a) C® es tensa;

En cada cadena C™, al eslabdn que sélo contiene al punto 1
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P Ve

FIGURA 3.1. La cadena C?

Y

FIGURA 3.2. Las cadenas C? y C3

(b) el primer eslabén de la cadena es L3(1), el ultimo eslabén
es L3(0), y es tal que P\{1,1,1} c L3(0);

{c) C® es un refinamiento propio de C2;

(d) los eslabones L3(1), L3(3}), L3(3), L3(0) son ajenos;

(e) C3(L3(1),L3(%)) es el primer elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C? y para todo p € {1}32,,. p &
CL*(1), L*F))s ¥

(f) C® va directamente por C2? relativamente al conjunto de
anillos {L?%(1), L2(%), L2(0)}.
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La figura 3.3 muestra el cuarto paso de ésta construccién.

LSRR

XL

/4
Toly m“%);g)
/|

FIGURA 3.3. Las cadenas C2, C? y C*

4. C* = {L},L3,..., L}, } es una cadena tal que:
" (a) C* es tensa;

(b) el primer eslabdn de la cadena es L*(%), el iltimo eslabén
es L%(1); L*(0) es tal que
P\{L, 4,4} € L*(0);

(c) C* es un refinamiento propio de C3;

(d) el conjunto de anillos de C* es {L*(1), L*(2), L*(%). L*(0)},
¥ son ajenos;

(e) C*(LA4(3),L%(1)) es el iiltimo elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C?! y para todo p € {1}2.. » &
CHLA(3), L (L)) y

(f) C* va directamente por C® relativamente al conjunto de
anillos {L3(1), L3(%), L3(%), L3(0)}.

La figura 3.4 muestra el quinto paso de ésta construccién.
5. C® = {L§,L§,...,L],} es una cadena tal que:

(a) C® es tensa;

(b) el primer eslabdn es L3(0), el dltimo eslabdn es L7(1);

(c) C® es un refinamiento propio de C*;

@ P\{1,% 1} c L5(0);
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FIGURA 3.4. Las cadenas C2, C3, C* y C5

(e) los anillosde C% son L3(1), L3(%), L®(}), L?(0); y son ajenos;
(f) C5(L3(L),L5(1)) es el ultimo elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C> y para todo p € {—,‘;}',’f'::,, p &
C3(L5(3), L°(1)): ¥
(g) C°® va directamente por C*% relativamente al conjunto de
anillos {L3(1), L*(%), L*(}), L*(0)}.
Nota:

Para simplificar la notacién, se sobreentenderd que toda ca-

dena C™ cumple con:

C™ es tensa.

C™ es un refinamiento propio de C™—1.

Los eslabones L™(1), L™(L),...,L™(}), L™(0)

son ajenos, esto es, los anillos de la cadena son ajenos; y
En algunos de los pasos, de la construccién, se tendra que
C™(L™ (%), L™(1)) es el iltimo elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C™ y para todo p € {1}32,, p &
Cc™(L™(%),L™(1)), en otros pasos, se tendra que
cm(L™(1), L"‘(%)) es el primer elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C'™ y para todo p € {1}%,, p &
cm(L™(1), L™(3)).
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= {L§,L§,..., L.} es una cadena tal que:
(a) empieza en el eslabén LS(1), termina en el eslabén L%(0);
(b) P\{1, 3,5, §} < L%(0);
(c¢) los anillos de C8 son L®%(1), L%(}), L%(3), L%(%), L5(0); ¥
(d) C® va directamente por C® relativamente al conjunto de
anillos {L5(1), L3(4), L3(4), L5(0)}.
C? ={L{,L3,..., L] } es una cadena tal que:
(a) el primer eslabén es L7(}), el iiltimo eslabén es L7(1);
(b) P\{1,%.5.3} < L7(0);
(c) los anillos de C7 son L7(0), L7(1), L7(}), L7(3); ¥
(d) C7 va directamente por C® relativamente al conjunto de
anillos {L%(1), LG(%), LG(%), LS(%), L5(0)}.
C8 = {L§,18,...,L5,} es una cadena tal que:
(a) el primer eslabén es L8(%), el ultimo eslabdn es L8(1);
" (b) P\{l' 21 31 4} [ Ls(o);
(c) los anillos de C® son L8(1), L8(3), L8(3), L8%(}), LB(0); ¥
(d) C® va directamente por C7 relativamente al conjunto de
anillos {L7(1), L7(}), L7(1), L7(3), L7(0)}.
C®={LY,LY,...,L3,} es una cadena tal que:
(a) el primer eslabén es L?(0), el dltimo eslabdén es L9(1)'
(b) P\{1,,4, 1} C L*(0);
(c) los anillos de C? son L2(1), L2(3), L2(1), L9(3), L°(0); ¥
(d) C? va directamente por C? relativamente al conjunto de
anillos {L8(1), L*(}), L8(3), L*(3), L8(0)}.
Observaciéon
Nétese que por cada conjunto {1, %, . %}, se tiene una co-

leccién de cadenas, tal que la primera empieza en el eslabén que
contiene al 1 y termina en el eslabén que contiene a todos los
elementos de P menos a los primeros n, y las siguientes cade-
nas empiezan en los eslabones que contienen, respectivamente a

i1
3141

.., 1 yalconjunto P\{1,%,..., 1} y terminan en el eslabén
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que contiene al 1, nétese, ademas, que el punto %, juega un pa-
pel muy similar al del punto p, de la construccién 1 y, de igual
forma el hecho de que C™(L™(1), L™(%)) sea un elemento de la
sucesion de segmentos de la cadena C™ permitira que el continuo
sea descomponible. En la figura 3.5 se muestran algunos pasos
a partir de la cadena C?2.

FIGURA 3.5. Continuo Descomponible con |PE| = Rp y
PE =PF

En general, si C™ empezé en el eslabén L™(0), con
P\{1,%,..., %} € L™(0), como se sefialé en la observacién
anterior siempre hay una cadena que empieza en dicho eslabén,
se tiene que:
10. C™*! es una cadena tal que:
(a) empieza en el eslabén L™+!(1) y
termina en el eslabén L™*1(0);
(b) P\{1,3,.... % ;=37} € L™+1(0);
(c) los anillos de C™*+! son
Lm+1(1), L), ..., L+ (), L+t (), L7+ (0);
(d) C™*! va directamente por C™ relativamente al conjunto de
anillos {L™(1), L™(3),...,L™(}), L™(0)}.
11. ¢m+2,cm+3 | C™mtk C™mtk+l gon, cadenas tales que:

(a) empiezan, respectivamente, en el eslabén
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Lm+2(21‘_),Lm+3(_‘li), .. _’Lm+k(k++l),Lm+k+l(o);
y terminan en el eslabén L™+2(1), L™+3(1),..., L™+k+1(1),
Yy

(b) paratoda jtalque m+2<j<m-+k-+1
@) P\{1.3,..-, z- @27} € L7(0), i.e. L7(0) es el eslabén,
de cada cadena, que no contiene a los primeros k -+ 1

puntos;
(ii) los anillos de C? son
Li(1), L(3),-- - (), LP(55). L7 (0); y

(iii) €7 va directamente por C’—! relativamente al conjunto
de anillos
{1 (1), 7743, - - -, A7N(R), PN (), LP1(0) )
12. lim., comalla(C™) = 0.

Entonces K = [N,,enw(LUC™) es un continuo descomponible con
|PE{ =®o y PE = PE, ver Teorema 3.1.

Teorema 3.1. El continuo K, de la construccion anterior, es un
continuo encadenable, descornponible, con una cantidad numerable in-

: Jfinita de puntos ertremos, mds aiun, el conjunto de puntos extremos es
completo.

Demostracién. Por construccién, K es un continuo encadenable.

: Nétese que de igual forma que en el teorema 2.1, se construyé un
arco entre {1} y {1} ; con el mismo argumento tenemos que K es
; descomponible y que {}} no es punto extremo.

' Sean P’ = P \ {1}, para cada cadena C™, A™ = {L™(1), L™(}),
L™(}),...,L™(0)}, el conjunto de anillos de C™ y A = ,,en (L A™).
Para cada m € N, {1,4,...,0} € (LUA™), como la malla de C tiende
a cero, se tiene que {1, %, ...,0} = A; por construccién, P’ C PFE, con
el mismo razonamiento que en la demostracién del teorema 2.1 | se
tiene que PE C A, pero A = P y como {1} no es punto extremo se
tiene que PE C P’, con lo que se obtiene la igualdad; obsérvese que
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por construccidn el cero es punto extremo, por lo tanto el conjunto de
puntos extremos es cerrado y, por ende, completo; i.e. PE = PE'.

3.1.2. PE # PE.

Construccioén 6. En esta construccidén, a diferencia de la anterior,
se obtendra un continuo tal que el conjunto de puntos extremos no es
cerrado, esto es, hay un punto en la cerradura del conjunto de puntos
extremos que no es punto extremo, de donde se tendra que el conjunto
de puntos extremos no serd completo; la técnica para conseguir esto,
sera escogiendo dos puntos distintos p, y p, ¥y construir cadenas tales
que el punto (0, 0) siempre esté en C™(L™(p,), L™(p,)), de tal forma
qQue estos segmentos de la cadena vayan directamente entre ellos, esto
con el fin de utilizar ¢l lema 1.3 y concluir que el punto (0,0) no es
punto extremo.

Sea P = {(1,0) | » € IN}.

Nota:

En esta construccién se usard la notacién de la construccién ante-
rior.

1. €' = {L}, L},...L},} es una cadena tal que:

(a) C! es tensa;

(b) el primer eslabén es L!(1), el iltimo eslabén es L*(});

(c) los anillos de C! son L*(1), L'(%), L*(}), L' (), L*(0), éstos
son ajenos;

(@) P\{1,1,1 1} < L(0);

(e) existen numeros naturales j, k,l < )\, tales que
i<k<lyL(3 = L},L‘(i—) = L}, L'(0) = L} o bien
L*(3) = L}, LM(4) = L}, L*(0) = L} ie.

L'(0) € €} (L}, LD y

(f) CY{L*(1),L*(L)) es el primer elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C! y para toda p € {1}, p &
CH LM (1), L (3)).
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Nota:
Lo que se pide en el inciso (€), es que el eslabén L!(0) sea un
elemento de la subcadena que va de % a %, esto se pedirad en toda

cadena, con el fin de que el punto (0,0) no sea un punto extremo
del continuo.

2. = {L3},L3,-..,L3%,} es una cadena tal que:

(a) C? es tensa;

(b) el primer eslabén es L2(1), el iltimo eslabén es L?(1);

(¢) los anillos de C? son L2(1), L*(%), L2(}). L2(}), L?(0),
son ajenos,

(d) P\{l’ 2 3' 4} < Lz(o)'

(e) existen mimeros naturales j, k,l < A2 tales que
i< k < ly L) = L2, L2(§) = L?,L?*(0) = L2 o

i bien L2(1) = L% L%(%) = ,L2(0) = L% i.e. L%2(0) €

C2(L%,LY);

£) C2(L2(1),L2(%)) es el primer elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C? y para toda p € {1}R;. p &
c2(L2(1), L2 (1))

(g) C? es un refinamiento propio de C!; y

(h) C? va directamente por C' relativamente al conjunto de
anillos de C!.

Ya que los primeros tres pasos de esta construccién son muy
similares, la figura 3.6 muestra la cadena C3. Obsérvese, en la
figura, que el eslabén que contiene al cero es un elemento de la
subcadena que va de {1} a {}}, esto es lo que se pidié en el inciso
(e), ¥ en la siguiente nota se pedird que suceda en toda cadena.

3. €3 = {L3},L3,...,L3,} es una cadena tal que:
(a) C?® es tensa;
(b) el primer eslabén es L3(1), el dltimo eslabén es L3(1);

(c)
(d)

los anillos de C? son L3(1), L3(}), L3(3), L*(3), L*(0),
son a.jenos,

P\{17 3 31 4} < L3(0);
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(e) existen nimeros naturales j, k,! < A3 tales que
Jj<k<lyL33) = L} L3E) = L}, L3(0) = L} o bien
L3(3) = L§, L3() = L3, L3(0) = L} i.e.

L3(0) € C3(L3, L});

(f) C3(L3(3).L3(1)) es el ultimo elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C? y para toda p € {1}, p &
C3L3(), L21));

(g) C3 es un refinamineto propio de C?; y

(h) C?® va directamente por C2? relativamente al conjunto de
anillos de C2.

FIGURA 3.6. La cadena C?

Nota:

Para toda cadena C™ se cumplira:

e La cadena C™ es tensa.

® existen niimeros naturales j, k,! < A, tales que
i<k<lyL™3)= L;-",L"'(%) = L7, L™(0) = L o bien
L™(L) = Ly, L™(3) = L, L™(0) = LY i.e.
L™(0) € C™ (L, LT);

e Los eslabones L™(0), L™(1),...,L™(L) son ajenos. y

e La cadena C™ es un refinamiento propio de C™1.
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(b)
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(d)
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{L},LE,...,L},} es una cadena tal que:

el primer eslabdén es L1(1), el ultimo eslabén es L*(1);

los anillos de C* son L*(1), L*(3), L*(}), L*(%). L*(0);
P\{1,1,%. 1} < L*(0);

CY(L4(1), L*(1)) es el iiltimo elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C* y para todap € {1}132,, p &
CULAL), L)) y

P#1,2, pgCHLY (). L' (3))s ¥

C* va directamente por C® relativamente al conjunto de
anillos de C3.

La figura 3.7 muestra el cuarto paso de ésta construccién.

FIGURA 3.7. Las cadenas C® y C*

5. C3 y C® son cadenas tales que:

(a)
(b)

(©)
(d)

el primer eslabén, respectivamente, es L3(1), L5(1), el ilti-
mo eslabén es L3(}), L8(3);

los anillos de C3 son L3(1), L%(3), L3(%), L%(%), L®(%), L#(0),
los anillos de C% son L8(1), L8(%), Lo(%), L8(%), Lo(1), L8(0);
P\{1,},1,1,1} c £5(0), P\{1,1,%. 1, 4} © L8(0):
C5(L?(1), L5(%)) es el primer elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C® y para toda p € {1}32;,. P &

Bre g
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C3(L%(1), L3(3)), CO(LE(1), L5(})) es el primer elemento de
la sucesién de segmentos de la cadena C® y para toda p €
{1332, P € CO(LO(1). L5(3))s ¥

(e) C® va directamente por C* relativamente al conjunto de
anillos de C* y C® va directamente por C°® relativamente al
conjunto de anillos de CS.

6. C7,C%,C? son cadenas tales que:

(a) el primer eslabén es, respectivamente, L7(1), L8(%), L°(}),
y el idltimo eslabén es L7(1), L3(1), L°%(1);

(b) los anillosde C7 son L7(1), L7(3), L7(3), L7(3). L7(}), L7 (0),
los de C® son L®(1), L8(}), L3(}), L8(3), L(}), L®(0),
los de C® son L°(1), L°(3), L°(}), L%(%), L°(}), L°(0);

(e) P\{1,4.}, 4.8} < L7(0), P\{1,3}.3. 5,3} < L8(0),
PAL L L 5 1) c (o)

(d) para j =7,8,9
CI(L7(%), L7(1)) es el iiltimo elemento de la sucesién de
segmentos de la cadena C’ y para toda p € {1}, p &
CI(L7(3), L7 (1) ¥

(e) C7 va directamente por C’—! relativamente al conjunto de
anillos de C7—1.

Observese que en las cadenas C!,C2,C3,C* el eslabén, respec-
tivo, L*(0) con i = 1,...,4 es tal que P\{1,1,1,%} < L(0), las
cadenas C! y C? empezaron en el eslabén que contiene al punto
{1}, la cadena C® comenzé en el eslabén que contiene al punto
{1}, la cadena C* comenzé en el eslabén que contiene al punto
{%}; nétese que, a diferencia de la construccién anterior, no hay
cadena que haya comenzado en el eslabén L*(0), pues la cadena
C® empez6 con el eslabén que contiene al {1}, esto, como ya se
mencioné al inicio de esta construccién, con el fin de que el 0 no
Sea punto extremo.

En general, si la cadena C™ cumple con que P\{1, 3}, 1l <

ety

L™(0) y C™ comenzé en el eslabén que contiene al punto {1},
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FIGURA 3.8. Continuo Descomponible con |PE| = Rp ¥
PE # PE
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se tendrd, como se vera a continuacién, que el eslabén L™+ (0)
es tal que P\ {1,3},...,%, 733} € L™*+'(0), y una vez que se
haya concluido un ciclo en el cual las cadenas empieza.n en los

eslabones que contienen a cada uno de los puntos 1, 1 Free-

.
? n+l

(menos al 1), empieza otro ciclo pero ahora con un punto mas
(el punto ;13) y asi sucesivamente.
7. las cadenas C™*!, C™+2 son tales que:

(2)
(b)

()
(d)

(e)

el primer eslabén, respectivamente, es L™+!(1), L™+2?(1),
el iltimo eslabén es L™+1(3), L™+2(3);

los anillos de C™*! son

Lm+1(1), Lm+l(’i_))’” Lm+x( ) Lm+1("+l) Lm-f.l(o)’

los de C™*2 son

Lm+2(1) Lm+2( )’ .. -’Lm+2( ) Lm+2(n+l) Lm+2(0);
P\{1,3,..., %, 35} € L™+1(0),

P\{1,1,..., 3, 25} € Zm+2(0);

CmHL(L™+1(1), L™ (1)) es el primer elemento de la su-
cesién de segmentos de la cadena C™*! y para toda p €
{z}s,

P g cm+l (Lm+1 (1)’ rLm+t (%))’

C™+2(L™+2(1), L™*2(1)) es primer elemento de la sucesién
de segmentos de la cadena C™*2 y para toda p € {1},
pECmHIL™Y2(1), L2 (3))s ¥

C™+! va directamente por C™ relativamente al conjunto
de anillos de C™, C™*2 va directamente por C™+! relativa-
mente al conjunto de anillos de ™+,

8. las cadenas C™*3,C™+4, .. . C™+™, C™+"+1 gon tales que:
(a) el primer eslabén, respectivamente, es
Lm+3(L), Lm+a(ly, . LmHn(l), Lmnt1( 1) v el Gltimo
eslabén es
Lm+3(1), L™+4(1), ..., L™+ (1), L™Hn+i(1);
(b) para j = 3,4,...,n,n+ 1, los anillos de C™*J son
LmHi(1), L™%9(3), ..., L™ (L), L™ (), L™+ (0);
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() P\{1.3,.... 5, g} © L™+ (0);

(d) CmHI(L™+7 (1), L™+i(1)) es el iltimo elemento de la su-
cesién de segmentos de la cadena C™+J y para toda p €
(2},
pECTHI(L™(4), L™ (1)) y

(e) C™*J va directamente por C™+7~! relativamente al conjunto
de anillos de C™+7—1,

9. lim,, ,.ocmalla(C™) =0

Entonces el continuo K = [M,,en(LJC™), es un continuo descom-
ponible, con Rg puntos extremos, ademas PFE # PE, ver Teorema 3.2.

Teorema 3.2. E! continuo K de la construccidon anterior, €s un
continuo descomponible, con Ry puntos extremos, ademds PE # PFE

Demostracion. Por construcciéon K es un continuo encadenable, y
de la misma forma que en la construccién anterior el punto ,:—, no es
punto extremo y es descomponible ya que se construyé un arco con
interior no vacio entre 1 y 1. Ahora, por construccién, para toda m &
N, c™(L™(}), L™(3)) va directamente por C™~'(L™~1(1), L™ (1) ¥
L™(0) € C™(L™(}), L™(})) por lo que se tiene que
0 € C™(L™(}), L™(})) ¥ por el lema 1.3, no es punto extremo.

De manera andloga a la demostracién anterior, se prueba que los
puntos {1},:> son los puntos extremos de K, ahora como el 0 es un
punto de acumulacién del conjunto de puntos extremos, se tiene que
éste no es cerrado y, por lo tanto, no es completo.
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3.2. Continuos Indescomponibles

3.2.1. PF = PE.

Construccién 7. Esta construccién, al igual que la construccién

3, se basa en los teoremas 1.13 y 1.16, los cuales permitirdn que el
continuo sea indescomponible.

Sea P = {(1,0) | n € N} | J{(0,0)}.
1. Sea C!' = {L}, L}, ..., L},} una cadena tal que:
(a) C! es tensa;
(b) el primer eslabén es L(1), el iltimo eslabén es L'(}); v
(c) sus amillos son L'(1), L*(3), L*(}), L*(0),
éstos son ajenos y
P\{1, %v %} < L'*(0);
La figura 3.9 muestra el primer paso de ésta construccién.

2 1
M 3 ‘
FIGURA 3.9. La cadena C!
2. €% = {L%,L%,...,L%,} es una cadena tal que:

(a) C? es tensa;

(b) el primer eslabén es L2(}), el Gltimo eslabén es L2(1);
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(c) sus anilles son L2(1), L?(}), L2(}), L2(0),
son ajenos y
P\{1,},1} € L2(0);
(d) C? es un refinamiento propio de C!; y
(e) C? va directamente por C! relativamente a los anillos de C!.
La figura 3.10 muestra el segundo paso de ésta construccién.

RNy, -
& ﬂ‘é;:e:'s‘)m
XX

FIGURA 3.10. Las cadenas C? y C!

3. ¢c%={L3},L},...,L3},} es una cadena tal que:
(a) C3 es tensa;
(b) el primer eslabén es L3(1), el iltimo eslabén es L3(});
(c) sus amillos son L3(1), L3(3), L3(}), L3(0),
son ajenos y
P\{lv 'zlii %} c La(o);
(d) C3 es un refinamiento propio de C?; y
(e) C? va directamente por C? relativamente a los anillos de C2.
4. ¢* = {L{,L3,...,L3,} es una cadena tal que:
(a) C* es tensa;
(b) el primer eslabén es L*(0), el ultimo eslabdén es L*(1);
(c) sus anillos son L4(1), L*(3), L*(}), L*(0),
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son ajenos, y
P\{1,},4} c L*(0);
(d) C* es un refinamiento propio de C3; y
(e) C* va directamente por C? relativamente a los anillos de C3.

Nota:

En toda cadena C™ se cumplira:

e C™ es tensa.

e C™ es un refinamiento propio de C™~ 1! y

e Los anillos son ajenos entre si.

5. C5 = {L%, L3},..., L5, } es una cadena tal que:
(a) el primer eslabén es L®(1), el ultimo eslabén es L3(3);
(b) sus amillos son L3(1), L3(3), L5(3), L®(%), L%(0) y
P\{1,4,3.3} c L%(0); ¥
(¢) C5 va directamente por C* relativamente a los anillos de C4.

Observaciéon:

Nétese que de la misma forma que las dos construcciones
anteriores, se forma un ciclo de encadenamiento de los puntos de
la forma % ¥ que cuando este acaba, se toma el siguiente punto
de esta sucesién, por ejemplo hasta el paso (4) se tomaron los
primeros tres elementos (1,%,1) y en el paso (5) se incuye al
punto 1.

6. C%,C7 son cadenas tales que:
(a) el primer eslabdn, respectivamente, es L%(3), L7(3),
¥ el iltimo eslabén, respectivamente es L%(1), L7(3);
(b) sus anillos son, respectivamente,
LS(1), Ls(%)r Ls(%): LG(%)i Ls(o) Yy
L7(1),L7(%), L7(), L7 (3), L7(0), ademds cumplen:
P\{1,},4 3} € L8(0), P\{1,}, 4.4} c L7(0); y
(c) C® va directamente por C° relativamente a los anillos de C3,
C7 va directamente por C® relativamente a los anillos de C®.
7. C® y C° son cadenas tales que:
(a) el primer eslabén, respectivamente, es L8(1), L°(0),
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el 1iltimo eslabdn, respectivamente, es L3(1), L2(1);
(b) sus anillos, respectivamente, son
L8(1), L8 (4), LA(3), L3(L). L5(0) ¥
L°(1), L°(3), L2(3), L°(}), L°(0), ademds cumplen:
PA\{1,3.4,4) © £8(0), P\{1,4,4.§} © L°(0); ¥
(c) C® va directamente por C7 relativamente a los anillos de C7,
C? va directamente por C¥ relativamente a los anillos de C8.
En general, si C™ empezé en L™(0), con P\{1,4,...,1} C
L™(0) se tiene que:
8. c™m+l cmt+2 Cc™m+3 son cadenas tales que:
(a) su primer eslabén, respectivamente, es
Lm+l(1),Lm+2(%),Lm+3(%),
su tltimo eslabdén, respectivamente, es
Lm+1(%),Lm+2(1)’ Lm+3(%);
(b) los anillos de C™*+! son

L"H'l(l), Lm+1(_21_)’ ey Lm+l(%)’ Lm+l(ﬁ—f)‘ L""+1(O),
los de C™+2 son
Lm+2(1)’ Lm+2(%), eeny Lm+2(%). Lm+2(ri_]_), Lm+2(0)’

los anillos de C™*+3 son
L"‘+3(1), Lm-r-S(%), ey Lm+3(i)’ L"H'a('k-:-_l)’ Lm+3(0); y

(c) cada cadena va directamente por la cadena anterior relati-
vamente a los eslabones de dicha cadena.

Observacién:
Nétese que las cadenas de la forma C™*! van de 1 a i, las

cadenas de la forma C™*%2 van de % a 1 y las cadenas de la forma

C™+3 van de % a %, esto es muy importante ya que por esto el

continuo serd indescomponible.
9. ¢m+4 Cmts | omtk cmtk+l om+k+2 gon cadenas tales que:
(a) su primer eslabén, respectivamente, es
L""’"‘(%), L"‘+5(é), e, Lm+k+l(F-lT~f)v Lm+k+2(0);
su ultimo eslabén, respectivamente, es
Lm+4(1),Lm+5(1), s Lm+k+l(1), Lm+k+2(1);
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Ficura 3.11. Continuo Indescomponible con |[PE| =
Ro y PE = PE
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(b) paratoda j, m+4<j;j<m+k+2

() P\{1,3...-, 2. ;=7} < L7 (0);
(it) los anillosde C¥ serdn L7(1), L7 (%), . .., L7 (), LI (%),
Li0); y
(iii) C7? va directamente por C7~! relativamente a los anillos
de C7-1.

10. lim,, ,omalla(C™) =0

Entonces el continuo K = (), n(LJC™), es un continuo encadena-
ble, indescomponible, con una cantidad infinita numerable de puntos
extremos, mas ain, el conjunto de puntos extremos es completo, ver
Teorema 3.3

Teorema 3.3. El continuo K de la construccon anterior, es un
continuo encadenable, indescomponible, con un nimero infinito nume-
rable de puntos extremos, mds ain, el conjunto de puntos extremos es
cormnpleto.

Demostracion. Por construccién K es encadenable, de la misma
forma que en la demostracion del teorema 3.1 se ve que el conjunto de
puntos extremos es el conjunto P. Como P es cerrado, se tiene que P
es completo. Ahora K, es encadenable de 1 a 1, de 1 a 3, y, también,
de % a }; lo cual demuestra, por los teoremas 1.13 y 1.16, que K es
indescomponible.

-
3.2.2. PE s PE.

Construccién 8. En esta construccién la forma de obtener un
punto en la cerradura de PE que no es punto extremo, se harid de
la misma forma que en la construccién 6.

Sea P = {(,0)|n € IN}.

1. Sea C' = {L},L%,...,L},} una cadena tal que:

(a) C! es tensa;
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(b) el primer eslabdn es L'(1), el iltimo eslabdn es L'(3});

(¢) sus anillos son L'(1),L'(}), L*(}), L'(%), L*(2), L1 (0), la
cerradura de éstos son ajenas entre siy P\{1,3},5, 5.}
L'(0);

(d) existen ntimeros naturales j, k,l < A\ tales que j < k& <
y LY(3) = L}, L'(}) = L}, L' (0) = L} o bien L'(}) = L},
L'(}) = L}; i.e. L'(0) € C'(L}, L}).

La figura 3.12 muestra el primer paso de esta construccidn.

FIGURA 3.12. La cadena C!

2. Sea C? = {L},L3,...,L3},} una cadena tal que:

(a) C? es tensa;

(b) el primer eslabén es L?(1) v el dltimo eslabén es L2%(1);

(¢) sus anillos son L2(1), L2(%), L3(}). L*(3), L?(}), L?(0), sus
cerraduras son ajenas entre si y P\{1,%,3},1,1} < L2(0);

(d) existen nimeros naturales j, k,! < A tales que j < k < [
y L2(3) = L2, L2(}) = L?, L*(0) = L? o bien L?(}) = L2,
L?*(%) = L% i.e. L?(0) € C2(LE, L}); o

(e) para todo nimero natural p < A; existe £ tal que L2 C L};
Y

(f) C2? va directamente por C! relativamente a los anillos de C!.
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La figura 3.13 muestra el segundo paso de la construccién.
£SO
\1‘7&“’1"'“010 PN
.‘Vl‘l’Vdox. "'{' &) '\

\

.
\ A "'ll'. 'e‘." 4%,

FIGURA 3.13. La Cadena C2

{L3,L3,...,L3,} es una cadena tal que:

(a) C3 es tensa;

(b) el primer eslabén es L3(3), el iltimo eslabén es L3(1);

(c) sus anillos son L3(1), L3(3), L3(}), L3(%), L3(}), L3(0), sus
cerraduras son ajenas entre si y P\{1,%,%,%,1} < L3(0);

(d) existen mimeros naturales j, k,{ < A; talesque 7 < k < I
y L3(3) = L3, L3($) = L}, L3(0) = L} o bien L3(3) = L,
L3(3) = L';’; ie. L3(0) € CS(Lg,L,a);

(e) para todo nimero natural p << A; existe £ tal que -L—.?, c LZ;

Yy
(f) C? va directamente por C? relativamente a los anillos de C2.
C* = {L},L4,..., L4} es una cadena tal que:

(a) C* es tensa;

(b) el primer eslabén es L*(1), el iltimo eslabén es L4(});

(c) sus anillos son L*(1), L*(3), L*(3), L*(%), L3 (L), L*(0), sus
cerraduras son ajenas entre si y P\{1,1,3,5. 1} < L*(0);

(d) existen mimeros naturales j, k,l < A; tales que j < k < {
y L3(%) = L3, L*(}) = L}, L*(0) = L} o bien L(1) = L,
Liiy= L,Lz ce. L“((}) € C“(L“, 3
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para todo nimero natural p < A; existe £ tal que 27; < Lg;
Yy
C* va directamente por C2? relativamente a los anillos de C3.
{L{. L5, ..., L5, } es una cadena tal que:

C?3 es tensa; ’

el primer eslab6n es L3(1), el tltimo eslabén es L%(});

sus anillos son L5(1), L5(3), L%(3), L5(}), L3(}), L%(0), sus
cerraduras son ajenas entre si y P\{1,1,3,1,1} < L%(0);
existen niimeros naturales j, k,l < \; talesque 7 < k < {
y L5(3) = L%, L5(%) = L}, L5(0) = L} o bien L3(}) = L%,
L3(5) = Lj; i.e. L%(0) € C3(L3, L});

para todo nimero natural p < A; existe £ tal que L_g c L3

y
C% va directamente por C* relativamente a los anillos de C4.

Nota:
Para simplificar la notacidén, se sobreentendri que toda ca-

dena C™ cumple con

C™ es tensa.

C™ es un refinamiento propio de C™1.

existen mimeros naturales j,k,I << A; talesque j < k < [
y L™(%) =Lp, L™(L) =L, L™(0) = LT o bien L) =
L, L™(3) = L i.e. L™(0) € C™(LT, LT);

6. C%,C7,C® son cadenas tales que:

(a)

(b)

Su primer eslabén, respectivamente, es
L8(1), L7(3), L8(3),

su udltimo eslabén, respectivamente, es

L5(3), L7(1), L*(3);

los anillos de C® son L%(1), L%(}),..., L%(}), L5(0),
los anillos de €7 son L7(1), L7(%),...,L7(}), L7(0),
los anillos de C® son L8(1), L3(%),..., L3(}), L5(0),

ESTA TESIS NO DEBE
SALIR DE LA BIBLIGIEGA
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FIGURA 3.14. Continuo Indescomponible con |[PE| =
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sus cerraduras son ajenas, y

P\{1,%.3.4, 4,4} < L3(0) € L7(0) < L5(0) ¥

(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena

anterior relativamente a los anillos de la cadena anterior.
7. C%,C°,C" son cadenas tales que:

(a) Su primer eslabén, respectivamente, es L%(1),L'°(}),

LY (}), su ultimo eslabodn, respectivamente, es L°(3),
L), L1 (3);

(b) los anillos de C? son L°(1), L°(3),..., L%(}), L?(0), los ani-
llos de C'° son L'°(1), L'°(}), ..., L (L), L'°(0), los anillos
de C'! son L} (1), LY (%), ..., L' (}), L'!(0), sus cerraduras
son ajenas, y P\{1,3,%,%,.%, 3} € L**(0) € L(0) < L°(0)
y

(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena
anterior relativamente a los anillos de dicha cadena.

En general si C™ empieza en el eslabén L™(%) con
P\{1,3,%,..., %} < L™(0) se tiene que:
8. C™+1 Cm+2 C™+3 gon cadenas tales que:

(a) Su primer eslabdn, respectivamente, es L™+1(1), L™+2(1),
L™+3(1), su iltimo eslabén, respectivamente, es Z™+'(}),
Lm+2(1),Lm+3(%);

(b) los anillos de C™*! son L™*(1), L™*!(}),.- -,

L™+Y(L), L™+ (£2), L™*1(0), los anillos de C™+2 son
Lm+2(l), Lm+2(%), ey Lm+2(%), Lm+2(k;+l)’ Lm+2(0)’ los a-
nillos de C™+3 son Llm + 3(1), L™+3(1),. .., Lm+3(]),
L"‘"‘a(F}_—T), L™+3(0), sus cerraduras son ajenas, y
P\{1,%,%,....L, 25} cL™3(0) c L™+2(0) c L™+(0) ¥

(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena
anterior relativamente a los anillos de tal cadena.

9. Cm+4 Ccm+5 | Ccmtk Ccmtk+l 5on cadenas tales que:
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(a) Su primer eslabdn, respectivamente es L7Hi(Ly, Lm+s(l),

cee s LML), Lkl (L), su diltimo eslabdn, respectiva-
mente, es Lm+4(3>' Lm—r;(a)’ . ’Lm+k(3),Lm+k+l(3)’

los anillos de C"“"" son LmHi(1), L™HI(1),.
Lm+a(ly, pm+d( L), £™+1(0), los anillos de C’"‘*“’ son

Lm+5(1)’Lm+5(2)’ ’L'"+5(k)‘Lm+a(k+l)’ Lm+5(0),

los anillos de C™%* son L™+%(1), L™+%(4),.
Lm+k(Ly, L4 (), L™H*(0), los anillos de C""‘“"‘“ son

Lm+k+l(1) Lm+k+l( ) Lm+k+l( )Lm+k+l( )

L’""‘"*'I(O) sus cerradura.s son ajenas, ¥y P\{1,3,%,..
} < Lm+l¢+l(0) o Lm+k R Lm+5(o)c Lm+4(0) y

E' k+l
(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena
anterior relativamente a los anillos de la cadena anterior

.

()

.

10. lim,, ,omalla(C™) =0

Entonces el continuo K = [}, ({JC™), es un continuo encadena-
ble, indescomponible, con una cantidad infinita numerable de puntos

extrermos, ademds PFE # PFE, ver Teorema 3.4

Teorema 3.4. El continuo K de la construccon anterior,
continuo encadenable, indescomponible, con una cantidad infinita nu-

es un

merable de puntos extremos, ademds PE # PFE
Dermnostracion. Por construccién el continuo K es encadenable, co-
mo para toda m € IN L™(0) € C™(L™($), L™(L)) y C¢™(L™(L), L™(}))
va directamente por C™~1(Z™~1(}), L™~ 1(})) se tiene de manera ana-
loga a la demostracidén del teorema 3.2, que el 0 no es punto extremo
v que el conjunto de puntos extremos es P, y como el 0 es punto de
acumulacion de P se tiene que el conjunto de puntos extremos no es
cerrado y, por lo tanto no es completo; ademas, como K es encadenable

la 5, Se tiene, con el mismo argumento de la

1 1
delagz, delagzydesj;
construccién anterior, que A es indescomponible

-
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