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Y alzando la mano cada cual según su signo, 

hicieron al Lucífero, de cola lla.uieante, 

para que buscase de un extremo al otro de los 

mundos, y regresase pasados cien años. 

Hombre: cuando veas el cometa, sabe que hay otro 

que busca, además de ti, que taIDpoco encontrará. 

En el país del tiempo. Lord Dunsany. 

A mi familia. 
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Introducción 

La teoría de los continuos es la rama de la Topología que estudia las 
propiedades de los espacios topológicos, que son métricos, compactos y 
conexos; este estudio intenta clasificar a dichos objetos. Así, es normal 
que si un conjunto de continuos cumple con una cierta propiedad, se 
le asigne un nombre. Los continuos encadenables, forman uno de estos 
conjuntos; el estudio de estos espacios es interesante, ya que poseen 
propiedades inherentes al hecho de ser encadenables, tales como la 
propiedad del punto fijo, o el poder ser encajados en el plano, entre 
muchas otras. 

El continuo encadenable más sencillo que existe es un intervalo cerrado, 
pero los ejemplos se pueden ir complicando, como la cerradura de la 
gráfica de la función sen(~), o bien el continuo de Knaster o peor aún el 
pseudoarco; en el libro [5, pág. 141-142], Hoking y Young, construyen 
un continuo encadenable el cual tiene 3 puntos extremos, además de ser 
indescomponible; los continuos de los primeros 4 ejemplos tienen 2,3,1 
y 2No puntos extremos respectivamente; como se puede observar, entre 
los ejemplos, hay dos continuos que tienen 3 puntos extremos, a pesar 
de este hecho, son totalmente distintos, ya que uno es indescomponible 
y el otro es descomponible. 

De manera natural surge la pregunta: dado un número entero posi
tivo n, ¿existirá un continuo encadenable con exactamente n puntos 
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extremos?, o bien, dado un número entero positivo n, ¿existirán con
tinuos encadenables uno indescomponible y otro descomponible, tales 
que ambos tengan exactamente n puntos extrerr1os?. Julien Doucet en 
su artículo Cardinality, completeness, and decomposability of sets of 
end points of chainable continua no sólo responde de forma afirmativa 
si no que además demuestra que existen continuos encadenables con 
No y 2"0 puntos extremos, de hecho en el segundo caso el conjunto de 
puntos extremos es homeomorfo al conjunto de Cantor. En el caso 
infinito numerable demuestra que se pueden construir continuos tales 
que el conjunto de puntos extremos sea completo o bien que no lo sea. 
Esta tesis se divide en tres capítulos, el primero contiene los conceptos 
preliminares, los cuales son la herramienta fundamental para el pos
terior desarrollo de este trabajo, en el segundo capítulo se construye, 
basándose en el artículo de Doucet, un continuo indescomponible con 

4 puntos extremos, un continuo descomponible con 5 puntos extremos, 
además se da un algoritmo para construir continuos indescomponibles 
y descomponibles con n puntos extremos, en el tercer capítulo se cons
truyen ejemplos de continuos indescomponibles y descomponibles con 
No puntos extremos, además que en cada caso se construye un continuo 
tal que el conjunto de puntos extremos es completo y otro en el que no 
lo es. En las construcciones de los casos descomponibles, se ha modi
ficado la construcción hecha por Doucet además se ha simplificado de 
manera sustancial la notación. 



ÍNDICE 

Agradecimientos 

Introducción 

l. PRELIMINARES 
Continuos 1.1. 

l.2. Continuos Encadenables 

2. EL CASO FINITO. 
2.1. Continuos Descomponibles 

2.2. Continuos Indescomponibles 

3. EL CASO N 0 

3.1. Continuos Descomponibles 

3.2. Continuos Indescomponibles 

BIBLIOGRAFÍA 

vil 

iii 

V 

1 
1 

9 

19 

20 
29 

35 
35 
51 

63 



1 

PRELIMINARES 

El material que se presenta en este capítulo, se divide en dos partes, 
la primera servirá para familiarizarse con algunas propiedades de los 
continuos. Una de las partes importantes de esta primera sección es dar 
una caracterización de los continuos indescomponibles; la segunda tiene 
como objetivo introducir los continuos encadenab!es, así como algunas 
de sus propiedades más importantes, las cuales son las herramientas 
necesarias para el desarrollo de este trabajo. 

1.1. Continuos 

Definición 1.1. Un espacio topológico X, conexo, métrico, y com
pacto, se llama continuo. Un subcontinuo de un espacio es un con

tinuo contenido en tal espacio. 

En la figura 1.1 se muestran ejemplos de continuos, como el intervalo 
cerrado [O, 1], al cual se le denotará por I, la circunferencia, la cual se 

denotará por 8 1 , el toro, etc. 

Definición 1.2. Un continuo e es irreducible respecto a UD 

conjunto A, si C contiene a A pero ningún subcontinuo propio de C 
contiene a A. 

Definición 1.3. Un continuo Ces irreducible entre dos con
juntos ajenos A y B, si C n A =F 0 =F C n B y para todo subcontinuo 

propio, D, de C se tiene que D n A = 0 o que D n B = 0. 

El ejemplo (a) de la figura 1.1, es un continuo irreducible entre O y 

1; ya que si existiera un subcontinuo que contuviera al {O} y al {1}, por 
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o~ 
(e) 

o 
(a) 

(b) 

lWV\J 
(d) 

(e) 

FIGURA 1.1. Algunos ejemplos de continuos 

la con-:xidad, este subcontinuo debería de contener a cualquier punto 
entre estos dos, entonces contendría a todo I; i.e. no existe ningún 
subcontinuo propio de I que contenga al {O} y al {l}. 

Teorema 1.1. Sean X un continuo, U ~ X un abierto de X y 
C ~ U una coTnponente de U, entonces U\ U contiene al menos a un 
punto liTnite de C (véase [5, Teorema 2-15)). 

Definición 1.4. Sean X un espacio topológico y A y B subconjun
tos de X. (A\B) es una separación de X, si A=/= 0, B =/= 0, X= AUB 
y A n B = 0 =A n B. X = A\B denotará que A y B forman una 
separación de X. 

Definición 1.5. Sean X un espacio conexo y p un punto de X. A 

p se llama un punto de corte de X si X\ {p} = A\B. 

Definición 1.6. Sean X un espacio topológico y S un subconjunto 

de X. Se dice que S separa a X si X\S = A\B. 

Teorema 1.2. Sean X y Y espacios topológicos conexos y f : 
X --+ Y una función continua y suprayectiva. Si p E Y es punto 
de corte entonces ¡-1 (p) separa a X. 
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Demostración. Sean X, Y y f como en el enunciado y p E Y un 
punto de corte. 

Sea (AIB) una separación de Y\ {p}, i.e. Y\ {p} = A U B, entonces 
f- 1 (Y\p) = f-'(AUB) = f- 1 (A)uf- 1 (B). Por otro lado f-'(Y\p) = 
xv-1 (p), por lo que tenemos que X\f- 1 (p) = f- 1 (A)uf- 1 (B), lo cual 
es una separación de X\f- 1 (p), ya que ¡-1 (AnB) = ¡-1 (A) nf-'(B) 

y AnB= 0. 

• 
Teorema 1.3. Todo continuo X, tiene al menos dos puntos que 

no son de corte (véase [5, Teorema 2-18]). 

Teorema 1.4. Todo continuo X es irreducible respecto al conjunto 
de puntos que no son de corte. 

Demostración. Sea X un continuo y supóngase que X no es irre
ducible respecto a sus puntos que no son de corte. 
Sean "P = {x E X x no es punto de corte de X} y D un sub-
continuo propio de X tal que "Pe D, por el teorema 1.3 P =F 0. 
Sea q E X\ D, entonces q es punto de corte de X por lo tanto 
X\ { q} = A U B, con A y B abiertos ajenos y no vacíos. Como D 
es conexo, se tiene que De A o De B, supongamos, sin pérdida <le 
generalidad, que D e A. 
Por otro lado BU {q} es un conexo cerrado de X {véase [7, 6.3]), i.e. 
es un continuo, por el teorema 1.3 BU {q} tiene al menos dos puntos 
que no son de corte; sea q0 =F q uno de estos puntos; ahora A U { q}, 
también es un continuo y como BU { q} y A U { q} sólo tienen al punto 

q en común, se tiene que [(A U {q}) U (BU {q})]\{q0 } es conexo, pero 
esto significa que X\ {q0 } es conexo. Por lo tanto q0 es un punto que 

no es de corte y que no está en P, lo cual es una contradicción. Por lo 
tanto, X es irreducible respecto al conjunto de puntos que no son de 

corte. 

• 
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Corolario 1.1. Sea X un continuo, si x E X es un punto de corte 
de X y X\{x} = UIV, entonces U y V contienen, cada uno, al menos 
un punto que no es de corte. 

DeTTiostración. Por el teorema 1.3 X tiene al menos dos puntos que 
no son de corte. Sea x un punto de corte de X y (UIV) una separación 
de X\{x}, sin perdida de generalidad, supongamos que U no contiene a 
ningún punto que no es de corte, si P denota al conjunto de puntos de 
X que no son de corte, se tiene que Pe V y Pe VU{x}, pero VU{x} 
es un subcontinuo propio de X (véase (7, 6.3]), lo cual contradice al 
teorema 1.4, por lo tanto U contiene al rnenos uno de los dos puntos 
que no son de corte de X. 

• 
D-:flnición 1.7. Un continuo X es descomponible si existen dos 

subcontinuos propios, A y B de X tal que X = A U B, se dirá que A y 
B forman una descomposición de X. Un continuo X es indescom
ponible, si no es descomponible. 

Teorema 1.5. Si X es un continuo entonces X contiene un sub
continuo propio con interior no vacío si y sólo si X es descornponible. 

DeTTiostración. Primero se demostrará que si X contiene un sub
continuo con interior no vacío entonces X es descomponible. 
Sea C un subcontinuo propio de X tal que IntC =F 0. Si X\C es conexo, 
entonces X\C también lo es y además es un subcontinuo propio de X, 
ya que hay puntos en el interior de C que no están en la cerradura de 
X\C, entonces X\C y C forman una descomposición de X. Si X\C 
no es conexo, entonces X\C = UIV donde U y V son abiertos ajenos y 
no vacíos de X. Por otro lado Cu U y Cu V son subcontinuos propios 

de X, (véase [7, 6.3)), y forman una descomposición de X, por lo tanto 
X es descomponible. 
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Ahora se demostrará que si X es descomponible entonces X contiene 
un subcontinuo con interior no vacío. 
Sean C1 y C 2 dos subcontinuos propios de X tales que X = C 1 u C 2 , 

como todo compacto en un Hausdorff es cerrado, C 1 \ C 2 es abierto no 
vacío, por lo tanto el interior de C 1 es no vacío. 

• 
Definición 1.8. Sean X un continuo y p E X un punto. Se define 

la composante de p, t<:(p), como la unión de los subcontinuos propios 
de X que contienen a p. 

Calculemos las composantes de I. Sea p E I si p # 1, O o p = 1 
o p = O; se tiene que la unión de todos los subcontinuos propios de I 
que contienen a pes igual a /. Si p = 1 entonces la unión de todos los 
subcontinuos que contienen al 1 es igual a I\{O}; y si p =O se tiene que 
la composante es igual a I\{l}. Por lo tanto el número de composantes 
de I es igual a 3. 

Teorema 1.6. Todo continuo descomponible X es la composante 
de algún punto p E X. 

Demostraci6n. Sean X un continuo descomponible y A y B sub
continuos propios de X tales que X = A U B. Sea p E A n B, entonces 
por la definición, t<:(p) e X, pero A e t<:(p) y B e t<:(p), por lo que 
A U B =X e t<:(p). Por lo tanto X = t<:(p). 

• 
Teorema 1.7. Todo punto de un continuo X, es punto límite de 

cualquier composante C de X. 

Demostraci6n. Sean C = t<:(q) una composante de X, p un punto, 
de .'.\'.", distinto de q y U un abierto de X tal que p E U. Tómese 
un abierto, V, de X tal que p E V e V e U. Si q E V se tiene 
que e n u # 0, con lo cual terminaría la demostración, supongamos, 

entonces, que q '1. 'i7,sea K la componente de X\ V que contiene a q, 
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como X\ V es un abierto, se tiene, por el teorema 1.1, que K n V ,¡: 0, 
entonces K n U 7'= 0, además corno K es un subcontinuo propio de X 
y q E K, K e C y por lo tanto C n U# 0, i.e. pes punto límite de C . 

• 
Teorema 1.8. Si ,'[ es un continuo, entonces toda composante de 

X es la unión de una cantidad numerable de subcontinuos propios de 
X. 

Demostración. Sean ,"'( un continuo, p un punto de X: y t<:(p) la 
composante de p. Tómese {U;};eIN una base de abiertos numerable de 
X\{p}. Para toda i E IN, sea C, la componente de X\U; que contiene 
a p, como X\U; es un cerrado de X se tiene que e, es un continuo, por 
lo tanto U;etNC; e xo(p). Ahora, sea x E K(p) distinto de p y tómese un 
continuo D tal que contenga a p y ax, entonces existe un abierto U;, 
tal que U; n D = 0, pero D e C;, donde C; es la componente de X\U; 
que contiene a p, por lo tanto K(p) e u,etNC;. 

• 
Teorema 1.9 (Baire). Ningún espacio métrico completo es la u

nión numerable de conjuntos densos en ninguna parte (véase [6, 7.3]}. 

Teorema 1.10. Si X es un continuo indescornponible, entonces X 
tiene una cantidad no numerable de composantes. 

Demostración. Obsérvese que, por el teorema 1.5, un continuo es in
descornponible si y sólo si todos sus subcontinuos tienen interior vacío. 

Sea X un continuo indescornponible, como cada punto de X está en 
alguna composante, se tiene que X es la unión de éstas, supongamos 
que X tiene a lo más una cantidad numerable de cornposantes, i.e. 
X= U;eJKi donde cada K; es una composante, pero como cada com
posante es la unión numerable de subcontinuos propios de X, (Teo
rema 1.8), entonces X es la unión numerable de subcontinuos propios, 
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con interior vacío, lo cual contradice al teorema 1.9, pues todo espacio 

métrico compacto es completo (véase [4, pág. 294 Corolario 2.4]), por 

lo tanto X no puede contener una cantidad numerable de cornposantes . 

• 
Teorema 1.11. Si X es un continuo indescom.ponible, entonces 

cualesquiera dos com.posantes de X son ajenas o coinciden. 

Dem.ostración. Sean p y q dos puntos distintos de X, K 1 = t<:(p) y 
K 2 = x:(q) las composantes de p y q. Supongamos que K1 n K2 =F 0. 
Sean x E K 1nK2 y y E K 2; tómense subcontinuos, C1 y C2 de K1 y K2, 
respectivamente, tales que p, x E C 1 y q, x E C 2 entonces, corno X es un 

continuo indescomponible, C 1 U C 2 es un subcontinuo propio de X. Sea 

C 3 un subcontinuo de K 2 tal que q, y E C 3, entonces C 1 UC2 UC3 es un 

subcontinuo propio de X que contiene a y y a p, i.e. C 1 U C 2 U Ca e K, 
por lo t.anto y E Ki. lo cual implica que K 2 e;; K 1 ; la otra contención 

se hace de manera analoga, obteniendo K 1 = K 2 , por lo tanto dadas 

dos composantes distintas, éstas siempre son ajenas. 

• 
Corolario 1.2. Todo continuo X indescom.ponible contiene un con

junto no num.erable de puntos tal que es irreducible entre cada dos pun
tos de este conjunto. 

Dem.ostración. Sea X un continuo indescomponible, por los teo

remas 1.10 y 1.11 , X contiene una cantidad no numerable de corn

posantes, {K;heA. ajenas entre sí . Para cada i E /\ tómese x; E K;, 
entonces {x;heA es un conjunto no numerable de puntos distintos de 

X, sean x; y Xj dos elementos distintos de este conjunto, corno ambos 

están en composantes ajenas, se tiene que ningún subcontinuo propio, 
e, de X contiene a X; y a Xj· Por lo tanto X es irreducible entre X; y 

Xj· 

• 
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Teorema 1.12. Sean.'<" un continuo !J p 1 , p 2 , p 3 tres puntos distin
tos de .'<". Si X es descomponible entonces .Y no es irreducible entre p 1 

Y P21 entre Pt y p3, o entre P2 y p3. 

Demostración. Sean .. \."" un continuo descomponible y p¡,p2 y p 3 tres 

puntos distintos de .Y. Existen dos subcontinuos, A y E, propios de .Y 
tales que .Y= A U E, entonces por el principio de las casillas al 1nenos 

dos puntos están en A o en B. por lo tanto .Y no es irreducible entre 
estos dos puntos. 

• 
Teorema 1.13. Sea X un continuo. Entonces X es indescom

ponible si !J sólo si existen tres puntos de .Y tales que .Y es irreducible 
entre cada dos de estos tres puntos. 

Demostración. Sea ."\'." un continuo indescornponible entonces por el 

corolario 1.2, existen 3 puntos tales que X es irreducible entre cada dos 

de éstos. 
Sean p 1 ,P2 y p 3 tres puntos distintos de .Y tales que .Y es irreducible 

entre cada dos de éstos puntos entonces, por el teorema 1.12, .Y: es 

indescornponible. 

• 

_¡ 
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1.2. Continuos Encadenables 

Esta sección tiene corno objetivo el introducir el concepto de con
tinuo encadenable y el de punto extremo de este tipo de continuos, 
el cual forma una parte central de este trabajo, a su vez se enun
ciarán algunas propiedades de los continuos encadenables, tales corno 
la propiedad del punto fijo. Es importante señalar que el uso de cade
nas es una herramienta útil en la teoría de continuos, pues el uso de 
éstas permite construir ejemplos interesantes de continuos; el primer 
ejemplo de un continuo indescornponible que aparece en la literatura, 

es un continuo encadenable. 

Definición 1.9. Sea X un espacio topológico. Una cadena, C = 

{A1 , A 2 , ••• , An}, es un conjunto finito de abiertos de X, tales que 
A; nA; >F 0 si y sólo si li-j\ $ l; a los elementos A; de C se les llaman 
eslabones. 

Definición 1.10. Sea Cuna cadena. Una subcadena de Ces una 
colección de eslabones de C, los cuales, a su vez, forman una cadena. 
C(j, k) y C(A;, A"') denotan a la subcadena de C que consiste de los 

eslabones {A;, AJ+•• ... , Ak}· 

Definición 1.11. Sea C una cadena, se define la tensión de C 

como r(C) = ínf{d(A;, Ak)\A;, A"' E C y \j - k\ > 1} 

Definición 1.12. Sea C una cadena, se dice que la cadena C es 
tensa si r(C) > O 

Definición 1.13. La malla de una cadena C se define corno 
rnalla(C) = sup{diárn(An)IAn E C} 

Definición 1.14. Dada e > O, una cadena C se llama e-cadena, 
si rnalla(C) <e. 

Definición 1.15. Sean C = {A1 , A 2 , ••• , An} y 

V = {Bi. B 2 , ••• , Bk} cadenas, V es un refinamiento de C si para toda 
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j $ k, existe i tal que B; ~ A;; diremos que V es un refinamiento 
propio de C si B; ~A;. 

Definición 1.16. Sean X un espacio métrico, 

C = {Li. L2, ... , Lk} una cadena en x:, a, b E.\'." y A, Be .Y. Diremos 
que C va de a a b si a E L 1 y b E Lk y que C va de A a E si L 1 e A y 

Lk cB. 

La siguiente definición sirve para controlar la trayectoria que siguen 
los eslabones de las cadenas, ya que no permite que los eslabones vayan 
de un lado a otro. 

Definición 1.17. Sean C = {A 1 , ••• ,An} y V= {B1 , ••• ,Bk} ca
denas, se dice que 'D va directamente por C si V es un refinamiento 
propio de C y si para i < j, se tiene que B;, E; ~ Ak, para alguna k, 

entonc~s Br ~ Ak para toda r, tal que i $ r $ j. 

Definición 1.18. Sean C = {A¡, ... ,An} y V= {B,, ... ,Bk} ca
denas y E = {L1, L2, ... , Lm} un subconjunto de eslabones de C tal 
que L; n L; = 0 si i # j. 

Se dice que V va directamente por C relativamente al conjunto 
E si V es un refinamiento propio de C y existe una sucesión finita de 

enteros 1 = A2, 1 , A2,2, ... , A2,t = k tal que: 

l. 'D(B,.2 J, B,.2,c.;+•l) va directamente por C; 
2. para toda j < t, existe s tal que B,.2 _, e L., nótese que t es el 

segundo subíndice de las lambdas; y 
3. toda L, contiene al menos a la cerradura de un B,..,, 
Los elementos del conjunto E se llaman anillos, los eslabones de 

V de la forma B,.2 _, se llaman pivotes, {V(B,. 2 ,,, B,.2 .u+•,) }j;:,\ se llama 
sucesión de segmentos de la cadena V en C (relativa a el conjunto 

E) y V(B,..,,,B,.,.u+u> se llan1a un segmento de la sucesión. 

Obsérvese que en la definición 1.18, a diferencia de la definición 

1.17, los refinamientos de las cadenas tienen más libertad, sin embargo 

con los pivotes se pueden controlar. 
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En la figura 1.2 se muestra una cadena que va directamente por 
otra, relativamente a un conjunto de eslabones, los pivotes y los anillos 
están resaltados. 

FIGURA 1.2. Ejemplo de ir directamente por, relativa

mente a un conjunto 

Definición 1.19. Un continuo X es encadenable si para toda 

e > O, existe una e-cadena C, tal que X s;;; UC. 

En la figura 1.3 se muestran dos continuos encadenables. 
Ahora se probarán algunas propiedades, y se enunciarán otras de 

los continuos encadenables. 

Teorema 1.14. Sea X un continuo y K un subcontinuo de X. Si 
X es encadenable entonces K es encadenable. 

Demostración. Sea e > O, como X es encadenable, existe una 

e-cadena, C = {Ai. A 2 , ••• , An}, tal que X s;;; UC. 
Sea i = mín{1,2, ... ,n} tal que A, nK # 0 y j = máx{l,2, ... ,n} 
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o 

(a) el intervalo 

(b) cerradura de la gráfica de la funcion 
sen( l/x) definida en el intervalo (0, 2/CT). 

FIGURA 1.3. Algunos continuos encadenables 

tal que A; n K "# 0, entonces C(K n A;, K n A;) es una t:-cadena de 
· K; ya que si algún Ap con i < p < j no intersecta a K se tiene que 

K = (~-;;,!(K n An)) U (u{=p+i(K n An)) que es una separación de K, 
lo cual es imposible. 

• 
Lema 1.1. Sean X un espacio métrico compacto y f : .X ~ ,'\( 

una función continua. Si para toda g > O, existe x E X tal que 
d(f(x),x) <E:, entonces existe x 0 E X tal que f(x 0 ) = x 0 . 

Demostración. Supóngase que para toda x en ,X, f(x) "# x, en
tonces para cada x se tiene que d(f(x), x) >O; como la función distan

cia es continua y X x X es compacto, el conjunto {d(f(x), x)\x E X} 
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tiene un m1n1mo, se& d• el mínimo de este conjunto, obsérvese que 
d• > O ya que si no fuera así f tendría un punto fijo. 

Sea é = 'lf, entonces para toda x E X d(f(x), x) > e:, lo cual 
contradice la hipótesis. 

Teore:rna 1.15. Si X es un continuo encadenable, entonces 
¿'( tiene la propiedad del punto fijo. 

De-mostración. Sean f : X --+ X una función continua y é > O. 

• 

Tómese C = {C1 , C 2 , .•. , Cn} una e:-cadena de X y consideremos los 
siguientes conjuntos: 

A = {x E XI X E e, y f(x) E cj para algún j < i} 
B = {x E XI X E e, y J(x) E cj para algún j > i} 
e= {x E XI X E e, y f(x) E cj para alguna i} 
Lo que se quiere demostrar es que C no es vacío. Supóngase que C = 0, 
entonces A # 0 y B # 0, pues C 1 e B y Cn e A. 
Sea x E X\A entonces existe i E {l, 2, ... , n} tal que x E C;, f(x) E C; 
y j > i, tómese un abierto V tal que f(x) E V e Cj, como f es una 
función continua existe un abierto U tal que x E U y f(U) e V, sea W 
un abierto tal que x E W e U y W e e,, entonces f(W) e V e C;, 
por lo tanto W n A = 0, i.e. A es un cerrado de X. Análogamente se 
prueba que Bes cerrado. Como A n B = 0 y X= A U B, se tiene que 
X no es conexo, lo cual es una contradicción al hecho de que X es un 
continuo. Por lo tanto C =F 0 con lo cual se cumplen las condiciones 
del lema 1.1 i.e. existe un x E X tal que la distancia de x a su imagen 
es menor que e:; así que X tiene un punto fijo. 

• 
Definición 1.20. Sean X un continuo y a, b E X, se dice que X: 

es encadenable de a a b si dada é > O, existe una e:-cadena 

C = {A¡, A2, ... , An} tal que X= UC, a E A 1 y b E An. 
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Teorema 1.16. Sean X un continuo y a, b E X. Si X es encaden
able de a a b, entonces X es irreducible entre a y b. 

Demostración. Supóngase que X no es irreducible entre a y b, 
entonces existe un subcontinuo propio, K, de X tal que a, b E K. 
Sean p E X\K, e> O tal que d(p,K) >e y C = {Ai.A2 , ••• ,A.,} 
una e-cadena de X tal que a E A 1 y b E An. Observemos que si 
p E A 1 , entonces A 1 n K = 0. Como K n A 1 # 0 y K n An # 
0 resulta que K e C(A1 , A;- 1 ) U C(A;+i. A.,) pero por otro lado 
C(A1 , A 1_i) n G(A1+i. A.,) = 0, y esto significa que K es disconexo, lo 
cual contradice el hecho de que K es un continuo. Por lo tanto X es 
irreducible entre a y b. 

• 
Definición 1.21. Sean X un continuo encadenable y p un punto 

de X. p es punto extremo de X si para toda e > O, existe una 
e-cadena e tal que p está en el primer eslabón de e. 

Los continuos que aparecen en la figura 1.3, tienen dos y tres puntos 

extremos, respectivamente. 
Notación: 
Sea X un continuo, se denotará por P E(X) al conjunto de puntos 

extremos de X, o bien por PE cuando no cause confusión. 

Teorema 1.17. Sea X un continuo encadenable. Si p es un punto 
extremo de X y K 1 y K 2 son dos subcontinuos de X que contienen a 
p, entonces K 1 e K 2 o K 2 e Ki-

Demostración. Sean X un continuo encadenable, p un punto ex

tremo de X, K 1 y K 2 dos subcontinuos de X tales que p está en ambos. 
Supóngase que K 1 e;;?; K 2 y K 2 e;;?; K 1 • Sean q E K, tal que q ~ K2, 

r E K 2 tal que r ~ K 1 y e 0 > O tal que e 0 < mín{ d(q{•', d(r2Kd}. 

Tómese C = {L 1 , L 2 , ••• , Lk} una eo-cadena tal que p E Li. como la 

rnalla(C) < eo entonces si q E L, y r E L 1 se tiene que L, n K2 = 0 
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y L.; n K 1 = 0. Supóngase, sin pérdida de generalidad que s < j; 

sea C(L1, L.) = {L1, L2, ... , L., ... , L1, ... , L,} la subcadena de C que 
cubre a K2, pero corno L. n K 2 = 0 y r E K 2 n L 1 se tiene que 
K 2 C UC(L1 , L,) \L., i.e. K 2 es disconexo, lo cual es una contradicción 
pues K2 es un continuo. Por lo tanto K 1 ~ K 2 o K 2 ~ K 1 • 

• 
Lema 1.2. Sean X un continuo y a y b dos puntos de X, su

póngase, además, que existe una colección de cadenas {C'};elN tales 
que para toda i E IN, c•+1 va directamente por C', C' va de a a b y 

líllli-..ooTnalla(C') =O, entonces K = n;e1N(UC') es un arco de a a b. 

Demostración. Por construcción K es encadenable de a a b en
tonces, por el teorema 1.16, K es irreducible entre a y b, por lo tanto 
a y b no son puntos de corte; sea p E K\ {a, b }, para cada cadena C' = 
{LLL~, ... ,Ll.} tómense las siguientes subcadenas: 'R} = {LL L~, ... , 
L~} y S' = {L!, L!+i, ... , Ll.} tales que L~ es el eslabón anterior, in
mediato, al eslabón que contiene a p y que cumple con que p ~ L~ y 

L! es el eslabon posterior, inmediato, al eslabón que contiene a p y que 
cumple con que p ft L~, entonces K n (U;eJN"R-') y K n (U;eJNS') son 
abiertos de K tales que su unión es K\ {p} y su intersección es vacía, 
esto es porque cada cadena va directamente por la cadena anterior, 
por lo tanto pes un punto de corte de K, i.e K es un arco (véase [5, 
teorema 2.27]). 

Lema 1.3. Sea X un continuo encadenable. Supóngase que: 

1. existen conjuntos abiertos U y V en X tales que V n V = 0 y 

2. existe una sucesión de cadenas {C"'}melN en X tal que: 
(a) C 1 = {Lf,L~, ... ,Ll } va de U a V, 
(b) cm+i - {L"'+' L"'+t Lm+i } va de L"'

1 
a L"['_, 

- 1 ' 2 '· • º' Ana+l ........ 

(c) cm+l va directamente por cm, y 

(d) lím.,._,00 malla(Cm) =O. 

• 
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Si p E n,,.eJN(UC"')\(Uu V), entonces p no es un punto extremo de 
X, y se tiene la siguiente inclusión: 

Demostración. Sea I< = n,,.eIN(uCm), por el lema anterior K es un 
arco entre a y b para alguna a E U y para alguna b E V. Tómese 

p E K\(UU F), sea f: I--+ K un homeomorfismo tal que f(O) =a y 

f(l) = b, como p está en el arco I< existe una ;i; E I tal que f(x) = p, 

ahora, f([O, x]) y f([x, l]) son subcontinuos propios de K y ambos 
contienen a p y ninguno está contenido en el otro entonces, por el 
teorema 1.17, p no es punto extremo. 

• 
Para concluir el capítulo, se mencionarán otras propiedades in1por

tantes de los continuos encadenables: 

Definición 1.22. Un continuo X es un triado si existe un subcon
tinuo Y de X, tal que X\Y es la unión de tres conjuntos mutuamente 
separados (véase definición 1.4). 

Definición 1.23. Un continuo X es atriódico si ningún subcon

tinuo de X es un triodo. 

Teorema 1.18. Si X es un continuo encadenable entonces se tiene 

que: 

l. La intersección de cualesquiera dos subcontinuos de X es conexo 
i.e. X es hereditariamente unicoherente. 
(Teorema 1.14 y [2, Teorema 9.C.12]) 

2. X es atriódico. ([7, Teorema 12.4]) 

3. X es irreducible. ([8, Teorema 3.2]) 
4. Toda función continua de .Y en la circunferencia unitaria, S', 

es homotópica a una constante. ([7, 12.47]) 
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5. Si f : X --+ Y es una función continua, suprayectiva y abierta 
(o monótona) entonces Y es encadenable. 
([7, Teorema 12.15 y Teorema 12.14 respectivamente]) 

Corolario 1.3. Si ¿y es un continuo encadenable y localmente co
nexo entonces X es homeomorfo a I. 

Demostración. Dado que ¿y es un continuo localmente conexo, se 
tiene que X es arco-conexo (ver [5, Teorema 3-17] ). Por el teorema 
1.18 (3) X es irreducible así que existen dos puntos x 1 y x 2 en X tales 
que ningún subcontinuo propio de X contiene a ambos puntos. Corno 
X es arco-conexo, existe un arco o en X cuyos extremos son x 1 y x 2 • 

Por ser X irreducible entre x 1 y x 2 y x 1 , x 2 E et, se tiene que X = o. 
Por lo tanto X es homeomorfo a I. 

• 
Corolario 1.4. Si f : I --+ Y es una función continua, suprayec

tíva y abierta (o monótona) entonces Y es homeomorfo a I. 

Demostración. Por el teorema 1.18 (5) , se tiene que Y es enca
denable. Como I es localmente conexo, resulta que Y es localmente 
conexo. Por el corolario anterior, Y es homeomorfo a I. 

• 
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2 

EL CASO FINITO. 

En este capítulo se construirán continuos encadenables, tanto descom
ponibles como indescomponibles, con n puntos extremos. En el caso 
descomponible se construirá, primero, un continuo con 5 puntos ex
tremos, esto porque los ejemplos con O ((3, pág. 44, fig. 2]), 1, 2 (el 
intervalo), 3 y 4 puntos extremos son bastante conocidos y no así el 
de 5 puntos extremos; en las figuras 2.1 y 2.2 se muestran continuos 
descomponibles con 1,3 y 4 puntos extremos, respectivamente; en el 
caso indescomponible primero se construirá un continuo con 4 puntos 
extremos, pues los ejemplos con O ((3, pág. 44, ejemplo 3.2]), 1, 2 ((3, 
pág. 45 ejemplo 3.6]) y 3 ([5, pág. 141-142]) puntos extremos, también, 
son bastante conocidos y no así el de 4 puntos extremos; en la figura 
2.3 se muestra un continuo indescomponible con 1 punto extremo; y en 
ambos casos se hará una construcción para el caso general y, además 
se demostrará la validez de dichas construcciones. 

1 pt. extremo 

FIGURA 2.1. Continuo descomponible con 1 pt. extremo 

19 
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(a) 3 pts. extremos (b) 4 pts. extreD1os 

FIGURA 2.2. Continuos descomponibles con 3 y 4 pts. extre1nos 

Nota: 
Los eslabones de todas las cadenas, en todas las construcciones, 

serán abiertos conexos de ffi.2
• 

1 pt. extremo 

FIGURA 2.3. Continuo indescomponible con 1 pt. extremo 

2.1. Continuos Descomponibles 

Construcción 1. n = 5 
El método más natural para construir un continuo encadenable con 

5 puntos extremos, es tomar 5 puntos distintos del plano y construir 
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una sucesión de e:-cadenas, tales que el límite de las mallas tienda a 
cero, y de tal forma que cada cadena contenga a los 5 puntos, además 
como se quiere que los puntos sean puntos extremos entonces las ca
denas empezarán y terminarán, alternadamente, en cada uno de estos 
puntos; pero esta forma de construir el continuo no garantiza que éste 
sea descomponible, es por eso que en la siguiente construcción se usa un 
sexto punto, auxiliar, el cual va a permitir mayor control sobre ciertos 
eslabones de las cadenas, con el fin de que el continuo resultante sea 
descomponible, pero, a diferencia de la construcción propuesta unas 
líneas arriba, ninguna cadena de esta construcción empezará ni termi
nará en este punto auxiliar, pues se requiere que no sea punto extremo. 

Todas las construcciones de este trabajo, se harán en forma induc
tiva. 

Sea P = {Pi.J>2,p3 ,p4 ,p5 ,p6 } un conjunto de puntos distintos en el 
plano. 

l. Sea e 1 = {LL Li, ... , L}.,} una ·cadena tal que: 
(a) et es tensa. 
(b) empieza en p 1 , termina en P6; 

(c) la malla(e 1 ) < !mín{d(p;,p;)li ,,¡. j} y todos los puntos 
están en algún eslabón de la cadena; 

Notación: 
En toda cadena e"", a los eslabones que contienen a los 

puntos P; se les denotará por L;!; 

(d) et(L~,, L~2 ) es el primer elemento de la suceston de seg

mentos de la cadena e 1 y Pi ~ et (L~,, L~2 ) con j ,,¡. 1, 2. 

Observaciones: 
• El inciso (c) además de pedir que la cadena contenga a 

todos los puntos del conjunto P, asegura que la cerradura 

de los eslabones que contienen a los puntos P; es ajena dos 
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a dos. A partir de este momento se sobreentendrá que las 

cadenas contienen a los puntos PJ· 

• El inciso ( d) pide que sólo p., p 2 estén en C 1 ( L!,, L!.) y sólo 

ellos. 

2. C 2 = {L~, ... , L~,} es una cadena tal que: 

(a) C 2 es tensa; 

(b) empieza en p 1 , termina en p 6 ; 

(c) C2 (L~.,L~,) es el primer elemento de la suces1on de seg

mentos de la cadena C 2 y Pi t¡i C2 (L~,, L~,) con j #' 1, 2; 
(d) C 2 es un refinamiento propio de C 1 y, además, para todo Pi 

L;j e L~j; y 
(e) C 2 va directamente por C 1 relativamente al conjunto de 

anillos (véase definición 1.18) {L!,, L!,, L!., L~4 , L!., L!
6

} 

Nota: 
• Las cadenas C 1 y C 2 siguen el mismo patrón. 
• En general las cadenas de la forma C 6 k+i y C 6 k+2 llevarán 

el mismo patrón; esto facilitará la descripción posterior. 

3. C 3 = {L~, ... , Li3 } es una cadena tal que: 

(a) C 3 es tensa; 

(b) empieza en p3 y termina en P1; 

(c) C 3 (L¡!,,L¡!,) es el último elemento de la sucesión de seg

mentos de la cadena C 3 y PJ t¡i C3 (L;!,, L¡!,) con j #' 1, 2; 

(d) C 3 es un refinamiento propio de C 2 y, además, para todo Pi 

L:,, C L~,; y 

(e) C 3 va directamente por C 2 relativamente al conjunto de 

anillos { L~1 , L:!l, L;3 , L;4 , L~~, L'f,0 }-

4. C 4 = { Lf, ... , L 1.} es una cadena tal que: 

(a) C 4 es tensa; 

(b) empieza en p 4 y termina en p 1; 

(c) C 4 (L:,,L:,) es el último elemento de la suces1on de seg

mentos de la cadena C 4 y P; t¡i C 4 (L:,, L:,) con j #' 1, 2; 
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(d) e 4 es un refinamiento propio de e 3 y, además, para todo Pi 

L:, e L~,; y 
(e) e 4 va directamente por C 3 relativamente al conjunto de 

anillos { L:1 1 L:2 , L:3 , L:,., L;5 , L;0 }. 

5. es= {L~, ... , L~.} es una cadena tal que: 
(a) e 5 es tensa; 
(b) empieza en p 5 y termina en p 1; 
(c) es(L;

2
, L;,> es el último elemento de la sucesión de seg

mentos de la cadena e 5 y Pi <l. es(L;2 , L;,) con j # 1, 2; 
(d) es es un refinamiento propio de C 4 y, además, para todo Pi 

L:, e L:,; 
(e) es va directamente por e 4 relativamente al conjunto de 

anillos { L:1 , L:2 , L::s, L:,., L:a, L:e}. 
6. e6 = {Lt, ... , Lt,} es una cadena tal que: 

(a) e 6 es tensa; 
(b) empieza en P6 y termina en p 1; 
(c) e6 (L:._, L:,) es el último elemento de la suces1on de seg

mentos de la cadena e6 y Pi <l. e 6 (L:2 , L:,> con j =F 1, 2; 
(d) e6 es un refinamiento propio de es y, además, para todo Pi 

L;; e L~1 ; 
(e) e 0 va directamente por es relativamente al conjunto de 

anillos { L;,, L;2 , L~., L~., L;., L;.}. 
Obsérvese que hay 5 tipos distintos de cadenas, las que em

piezan en p 1 y las que empiezan en Pi y terminan en P1 con 
j =F 1, 2, algo que es muy importante en esta construcción, es el 
hecho de pedir que C"'(L~, L~) sea un elemento de la sucesión 
de segmentos de la cadena C"', ya que esto aunado a la condición 
de que las cadenas vayan directamente por la cadena anterior 
relativamente a los eslabones L::;-1, permitirá construir un arco 
entre p 1 y P2, el cual junto con su complemento serán una des
composición del continuo. 
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Nótese que todas las cadenas, salvo las 2 primeras, terminan 

en p 1 y justo antes pasan por p 2 , esto se n1uestra en la figura 2.4. 

FIGURA 2.4. Continuo descomponible con 5 puntos extremos 

En general: 
7. Si m > 6 

(a) Todas las cadenas de la forma C 6k+t y C 6 k+2 cumplen: 
(i) C 6 k+t y C 6 k+2 son tensas; 

(ii) Ambas empiezan en p 1 y terminan en p5; 

(iii) C6k+1 (L:~+ 1 , L:!+ 1 ) y C6k+2 (L:~+2 , L:~+2 ) son los pri
meros elementos de la sucesión de segmentos de las 
cadenas C 6 k+l y C 6 k+2 , respectivamente, además, Pí '[t. 
C 6 k+l (L:~+1, L:~+ 1 ) con j # 1, 2 y P; ~ C6k+2 (L:~+2, 

L:~+2 ) con j # 1, 2; 
(iv) C 6 k+l es un refinamiento propio de C 6 k y, además, la 

cerradura de los eslabones de la forma L:;+• están 
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contenidos en los eslabones de la forma L:~. La ca
dena C 6k+2 curnple las condiciones equivalentes; y 

(v} C 6 k+l va directamente por C 6 k relativamente al con-

junto de anillos {L:~, L:~, L:!, L:~, L:!, L:!}. Lo mis-
mo sucede con la cadena C 6 "'+2 respecto a la cadena 
csk+l. 

(b} Todas las cadenas de la forma C 6 "'+1, con 1, 2 < l :$ 6, 
cumplen: 

(i) C 6k+l es tensa; 

(ii} Empiezan en Pl y terminan en p1; 

(iii) C 6 k+l (L::+•, L:~+1 ) es el último elemento de la sucesión 
de segmentos de la cadena c6k+I y P; ~ C 6 k+l(L::+•, 

L:~+') con j =F 1, 2; 
(iv} C 6k+I es un refinamiento propio de C6k+(l-l) y, además, 

la cerradura de los eslabones de la forma L:~+l está 
contenida en los eslabones de la forma L:~+(l-l); y 

(v} csk+l va directamente por C 6 "'+(l-l) relativwnente al 
conjunto de anillos {L:~+<•- 1 l, L::+<1- 1>, L;!!+<•-1l, 
L!!+<•-1>, L::+<•-1>, L:!+<•-1>}. 

8. lím,,,-+00nialla(C"") = O. 

Entonces K = n,.,.e..,(UC"") es un continuo descomponible con 5 
puntos extremos, ver Teorema 2.1. 

Construcción 2. n = k 

El método a seguir en la construcción de este continuo es una ge
neralización de la técnica usada en la contrucción anterior, obsérvese 
que también se toma un punto más, del número de puntos extremos, 
ésto con el objetivo de obtener un continuo descomponible. 

Sea P = {p1,P2,p3, ... ,pk,Pk+1} un conjunto de k + 1 puntos dis
tintos en el plano. 
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1. Sea C 1 = {Ll, L~, ... , Ll,} una cadena tal que: 
(a) C 1 es tensa; 
(b) Empieza en pi, termina en Pk+i; 

(c) la malla(C1) < ~mín{d(p;,p;)li # j} y todos los puntos 
están en algún eslabón de la cadena; 

(d) C 1 (L!,,L!,) es el primer elemento de la sucesión de seg

mentos de la cadena C 1 y P.i ~ C 1 (L!,, L!,) con j # l, 2. 
2. C 2 = {L~, L~, ... , L'¡,} es una cadena tal que: 

(a) C 2 es tensa; 

(b) C 2 empieza en P1 y termina en Pk+1; 

(c) C 2 (L;,, L~) es el primer elemento de la suces1on de seg

mentos de la cadena C 2 y P.i ~ C 2 (L;,, L;,> con j-# 1, 2; 
(d) C 2 es un refinamiento propio de C 1 y, además, para todo P; 

L~1 e L~,; y 
(e) C 2 va. directamente por C 1 relativamente al conjunto de 

anillos { L!, , L~,. ... , L~>+, } . 
3. C 3 = {Lf, L~, ... , L~3 } es una cadena tal que: 

(a) C 3 es tensa; 
(b) C 3 empieza en p 3 y termina en p 1; 
(c) C 3 (L!,, L;,) es el último elemento de la suces1on de seg

mentos de la cadena C 3 y P.i ~ C 3 
( L;,. L;, ) con j -# 1, 2; 

(d) C 3 es un refinamiento propio de C 2 y, además, para todo P; 

L~1 e L;;; y 
(e) C 3 va. directamente por C 2 relativamente al conjunto de 

anillos {L;,, L;,. ... , L;>+• }. 
Observación: 
Los pasos 4, 5, ... , k + 1 serán muy parecidos, como se verá 

a continuación, al paso 3. 

En general, para== (k + l)q + r con 1 :5 r < (k + 1): 
4. Las cadenas de la forma c<"+t)q+l y c<"+1lq+2 

(a) c<"+1Jq+t y c<k+t)q+2 son tensas; 
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(b) Empiezan en p 1 y terminan en p,. + 1; 
(c) C(l<+l)q+l(L~~+t)q+l, L~~+t)o+t) es el primer elemento de la 

sucesión de segmentos de la cadena C(l<+l)q+l y Pi t/. 
c<1<+l)q+l (L~~+l)q+l, L~+l)q+l) con j =F 1, 2; esto mismo ocu

rre en las cadenas C("+1>•+2 con sus respectivas sucesiones 

de segmentos de cadenas; 
(d) cc"+1Jq+ 1 es un refinamiento propio de c<"+1 >• y, además, 

para todo Pi• L~~+l)q+l e L~~+l)q esto mismo se pide para 
las cadenas de la forma C(l<+l)q+2 ; y 

(e) C(l<+l)q+l va directamente por c<1<+l)q relativamente al con

junto de anillos {L~~+ll•, L~+i>•, ••• , L~~::::)q}. Lo mismo 
sucede con la. cadena. C(l<+l)q+2 respecto a la cadena 
cc1<+1Jq+1. 

5. Las cadenas de la forma. C("+l)q+r con 1, 2 < r :5 k 

(a.) C{lo+l)q+r son tensas; 

(b) Empiezan en Pr y terminan en p 1 ; 

(c) C(lo+l)q+r(L~+l)q+r, L~~+l)q+r) es el último elemento de la 

sucesión de segmentos de la. cadena C(Al+l)q+r y 
Pi t/. C(lo+l)q+r(L~~+l)q+r, L~~+l)q+r) con j =F 1, 2; 

(d) C(lo+l)q+r es un refinamiento propio de C(Al+l)q+{r-l) y, a.de

más, para. toda. p;, L~~+l)q+r e L~~+•Jq+(r- 1>; y 

(e) cco.+iJq+r va directamente por cco.+iJq+(r-1 > relativamente al 
conjunto de anillos {L~~+l)q+(r-l), 
L~~+l)q+(r-1), ••• , L~~::::>•+(r-1) }. 

6. lím.,.-+00nialla(C"') =O 

Entonces K = n(UC"') es un continuo descomponible con k puntos 
extremos, ver Teorema 2.1. 

Teorema 2.1 . . El conjunto K, de la construcción anterior, es un 
continuo encadenable descmnponible con k puntos extremos. 

Demostración. Por construcción K es enca.denable. 
Obsérvese que toda cadena que va de un punto a a un punto b, se puede 
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pensar como una cadena que va de b a a, simplemente reenurnerando 
los eslabones. Así que, por comodidad en la notación, las subcadenas 

de las formas cm(L;!":,L~) y cn(L;:
2
,L;J.) serán pensadas de la forma 

C"'(L;:, L~). 
Tómese la colección de subcadenas {Cm(L;::,L;,)}mEIN y denótese a 
cada una de estas subcadenas por vm, por construcción, se tiene que, 
para toda rn E 1N, V"'+' va directamente por V"', v= va de p 1 a p 2 y 

Iím.,.-+00rnalla(Vm) =O; por el lema 1.2 H = n.,.EJN(UD"') es un arco 

entre p, y P2. 

Ahora para cada m E JN, tómense las siguientes subcadenas de e=: 
'R."'= {Lj", L:¡', _ .. , L;?"} y s= = {L~, L~1 , ••• , LA:,.} tales que L;?" es 
el eslabón anterior, inmediato, al eslabón que contiene a P2 (L~) y que 
cumple con que P2 ~ L~, y L";' es el eslabón posterior, inmediato, al 
eslabón que contiene a P2 y que cumple con que P2 </. L';', entonces 
K n (LJ'R."') y K n (usm) son abiertos de k tales que su unión es 
K\ {P2} y su intersección es vacía, entonces p 2 es un punto de corte, 
por lo tanto P2 no es punto extremo; por otro lado (K n (un.=)) U 
{P2} y (K n (u5=)) U {P2} forman una descomposición de K, por lo 
tanto K es descomponible. Sea PE el conjunto de puntos extremos 

de K; para cada cadena cm., denótese por Arn = {L;:, L~, .. - 'L;:;k+I)} 
al conjunto de anillos entonces por construcción, para toda rn E IN 

{p,,P2, ... ,p.,+1} C UA"' y ya que límm-+oornalla(C"') =O se tiene que 
{Pi.P2, ... ,pk+1} = n,,,EJN(uA=), también, por construcción se tiene, 
para j =¡f 2, que P; E PE, pero, PE C n,,,EJN(UA"'), esto es porque 
si p </. n,,,EJN(UA"'); por el lema 1.3 p </.PE por contrapuesta se tiene 
que PE e n,,,EJN(UA"'), como ya se vió que p 2 no es punto extremo se 
tiene que {p1 ,p3 ,p4 , ••• ,p.,,p.,+ 1 } =PE, por lo tanto K tiene k puntos 
extremos. 

• 
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2.2. Continuos lndescomponibles 

Construcción 3. n = 4 
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Gracias a los teoremas 1.13 y 1.16 y las cadenas, se conoce un 
continuo encadenable indescomponible con tres puntos extremos (ver 
[5, 7, pág. 142]), modificando la construcción de este continuo y usando 
los mismos teoremas, se construirá un continuo indescomponible con 
cuatro puntos extremos, la técnica consiste en tomar cuatro puntos 

distintos en el plano y elegir tres de éstos, entre los cuales se construirán 
cadenas que pasen por los cuatro puntos y que empiecen y terminen 
entre cada dos de estos tres elegidos, con esto no se quiere decir que 
no hay cadena que empiece en el cuarto punto, pues también habrá 
cadenas que empiecen en este punto y que pasen por todos los demás. 

Sea P = {Pi.P2,p3 ,p4 } un conjunto de puntos distintos en el plano. 

l. Sea C 1 = {LL L~, ... , L.l.,} una cadena tal que: 
(a) C 1 es tensa; 
(b) empieza en p 1 , termina en p 3 ; y 
(c) la malla(C1 ) < ~mín{d(p;,pi)li ""'j} y todos los puntos 

están en algún eslabón de la cadena. 
Denótese con L~, al eslabón que contiene al punto Pi para 

toda j = 1, 2, 3, 4. 
2. C 2 = { Li, L~, ... , L'.{2 } es una cadena tal que: 

(a) C 2 es tensa; 

(b) empieza en P2, termina en p 1 ; 

(c) C 2 es un refinamiento propio de C 1 ; y 
(d} C 2 va directamente por C 1 relativamente al conjunto de 

anillos { L~,, L~2 , L~3 , L~.}. 
Denótese con L;, al eslabón que contiene al punto Pi para 

todaj = 1,2,3,4. 

3. C 3 = {L~, L~, ... , L:l,,} es una cadena tal que: 
(a) C 3 es tensa; 

(b) empieza en p 3 , termina en P2; 
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(e) C 3 es un refinamiento propio de C 2 ; y 

(d) C 3 va directamente por C 2 relativamente al conjunto de 

anillos {L~,, L~2 , L~ •• L~, }. 
Denótese con L~, al eslabón que contiene al punto p; para 

toda j = 1, 2, 3, 4. 

4. C 4 = {Lt, L~, ... , L14 } es una cadena tal que: 
(a) C 4 es tensa; 
(b} empieza en p 4 , termina en p 1 ; 

(e) C 4 es un refinarniento propio de C'; y 

(d) C 4 va directamente por C' relativamente al conjunto de 

anillos { L~., L~2 , L~., L~.}. 
Denótese con L;

1 
al eslabón que contiene al punto PJ para 

toda j = 1, 2, 3, 4. 

FIGURA 2.5. Continuo indescomponible con 4 puntos extremos 

Obsérvese que se han construido las cadenas de tal forma que 
la primera en1pieza en p 1 y ter1nina en p 3 , la segunda empieza en 

p 2 y termina en p 1 y la tercera e1npieza en p 3 y termina en p 2 , 
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esto se hará, también, en las siguientes cadenas, es lo que hará 
del continuo encadena ble de p; a Pj, con i # j e i, j E { 1, 2, 3}, de 
donde, por los teoremas 1.13 y 1.16, se tiene que el continuo es 
indescomponible, además también hay una cadena que empieza 
en p4 y termina en PI, en general para este tipo de cadena no 
importa en qué punto del conjunto {p1 ,p2 ,p3 } termine ya que 
sólo importa que este punto sea punto extremo, se ha elegido p 1 

por comodidad, 
En general, para 4 ~ rn, rn = 4q + t tenemos: 

5. Las cadenas de la forma C 4q+I 

(a) son tensas; 
(b) empiezan en p 1 , terminan en p 3 ; 

(c) C 4 q+t son refinamiento propio de C 4 q; y 
(d) c•q+l van directamente por c•q relativamente al conjunto 

de anillos { L:~, L:~, L:~, L::}. 
Denótese con L:J+' al eslabón que contiene al punto Pj para 

toda j = 1, 2, 3, 4. 
6. Las cadenas de la forma c•q+2 

(a) son tensas; 
(b) empiezan en P2. terminan en p 1 ; 

(c) C 4 q+2 refinan propiamente a c•q+t; y 

(d) C 4 q+2 van directamente por C 4 q+l relativamente al conjunto 

de anillos {L:?+ 1 ,L;:+1 ,L:~+1,L::+1}. 

7. Las cadenas de la forma c•q+3 

(a) son tensas; 
(b) empiezan en p 3 , terminan en P2; 
(c) c 4 q+3 refinan propiamente a C 4 q+2 ; y 

(d) c 4 q+3 van directamente por c4 q+2 relativamente al conjunto 

de anillos { L~~+2 , L~~+2 , L;~+2, L;~+2}. 

8. Las cadenas de la forma c•q+4 

(a) son tensas; 
(b) empiezan en p 4 , terminan en p 1 ; 
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(c) c•q+• refinan propiamente a c-•q+3 ; y 

(d) c•q+• van directamente por c•q+a relativamente al conjunto 

de anillos {L~~+3 , L~~+3 , L:~+3 , L;~+ª}. 
9. lím,,.-+00malla(C"') = O. 

Entonces K = n(UC"') es un continuo encadenable, indescomponi

ble con 4 puntos extremos, ver Teorema 2.2. 

Construcción 4. n = k 

Esta construcción es la generalización, que se da de manera natural, 
a la construcción pasada. 

Sea P = {Pi.P» ... ,pk} un conjunto de puntos distintos del plano. 

l. Sea C 1 = {L~, L~ .... , Ll,} una cadena tal que: 

(a) C 1 es tensa; 

(b) empieza en p¡, termina en p 3 ; y 

(c) la malla(C1 ) < ~mín{d(p;,p;)li =F j} y todos los puntos 

están en algún eslabón de la cadena. 

Nota: 
Se denotará por L;!; al eslabón, de la cadena C"', que contenga 

al punto P;-
2. C 2 = {Ly, L~, ... , L¡2 } es una cadena tal que: 

(a) C 2 es tensa; 

(b) empieza en P2, termina en p 1 ; 

(c) C 2 es un refinamiento propio de C 1 ; y 

(d) C 2 va directamente por C 1 relativamente al conjunto de 

anillos { L~,, L~2 , ••• , L~.}. 
3. Sea C 3 = {L~, L~, ... , Lf3 } una cadena tal que: 

(a) C 3 es tensa; 

(b) empieza en p 3 , termina en p 2 ; 

(c) C 3 es un refinamiento propio de C 2 ; y 

(d) C 3 va directamente por C 2 relativamente al conjunto de 

anillos { L~,, L~2 , ••• , L~.}. 
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4. para 4 ::; Tn :::; k, C"' es una cadena tal que: 
(a) C"' es tensa; 
(b) empieza en p,,.., termina en p 1 ; 

(c) C"' es un refinamiento propio de C"'-1; y 
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(d) C"' va directamente por C"'- 1 relativamente al conjunto de 
anillos { L;::- 1 , L~- 1 , ••• , L;:!-1}. 

En general, para m ;:::: k, Tn = kq + l: 
5. Ckq+l son cadenas tales que: 

(a) ckq+l son tensas; 

(b) empiezan en p 1 , terminan en p 3 ; 

(c) C°'q+i son un refinamiento propio de C"q; y 

(d) C"q+l van directamente por C"q relativamente al conjunto 

de anillos {L=~· L::, ... , L:!}. 
6. C"q+2 son cadenas tales que: 

(a) Ckq+2 son tensas; 

(b) empiezan en 112, terminan en p 1 ; 

(c) C°'q+2 son un refinamiento propio de C"q+t; y 
(d) C°'q+2 van directamente por c"q+t relativamente al conjunto 

de anillos {L!~+1 , L!:+1 , ••• , L:i+ 1 }. 

7. Ckq+a son cadenas tales que: 
(a) ckq+3 son tensas; 

(b) empiezan en p 3 , terminan en 112; 

(c) Ckq+a son un refinamiento propio de C"9+2 ; y 

(d) C°'q+3 va directamente por C"9+2 relativamente al conjunto 

de anillos {L:~+2, L=:+2, ... , L:i+2 }. 

8. ckq+l, l :¡, 1, 2, 3 son cadenas tales que: 
(a) C°'q+l son tensas; 

(b) empiezan en P1, terminan en p 1 ; 

(c) Ckq+l son un refinamiento propio de C"q+(t- 1 l; y 
(d) C"q+l van directamente por C"q+(l-l) relativamente al con

junto de anillos {L:~+ct-iJ, L::+ct-iJ, ... , L:z+Cl- 1 l }. 

9. lím,..-+ 00 rnalla(C"') =O. 
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Teorema 2.2. El conjunto K = n..,.EN(UC"'), en la construcción 
anterior, es un continuo encadenable, indescornponible con k puntos 

extremos 

Demostración. K es, por construcción, encadenable. 
Sea A ni = { L;~, L;;:!, ... , L;:t,} el conjunto de los eslabones de Ja 

cadena crn que contienen a los puntos Pi> sea PE el conjunto de puntos 

extremos de K y sea A= nmEJN(uArn) = {p,,p,, ... ,p.,}. 

Sean p E A y e> O, por construcción existe rn tal que rnalla(Crn) ::;: 
e y p EL"{', esto es A e PE, ahora, PE e A, esto es porque si p ft A; 
por el lema 1.3 p ft PE por contrapuesta se tiene que PECA, entonces 

PE = A y por lo tanto K tiene k puntos extren1os. 

Por otro lado dada e > O existe rn tal que la cadena crn empieza 

en p 1 y termina en p 3 , esto es, K es encadenable de P1 a p 3 , y por 

el teorema 1.16 es irreducible entre estos dos puntos; esto pasa, de 

Ja misma forma, para las parejas de puntos p2, P1 y p3, P2, y por el 

teorema 1.13, K es un continuo indescomponible. 

• 
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Los ejemplos que se construirán en este capítulo serán continuos enca
denables tanto descomponibles como indescomponibles, con una canti
dad numerable de puntos extremos, además, para cada caso, se cons
truirá un ejemplo en el cual el conjunto de puntos extremos es completo 
y otro en el cual el conjunto de puntos extremos no lo es, para esto se 

ocupará el hecho de que cualquier subconjunto cerrado de un espacio 
métrico completo es completo, y como los continuos son espacios com
pletos entonces bastará con que el conjunto de puntos extremos sea 
cerrado o bien no lo sea. 

Las técnicas a seguir en estas construcciones serán parecidas a las em
pleadas en el capítulo anterior; el conjunto de puntos extremos, depen

diendo del caso, serán los puntos de la sucesión {(~, O)}neJN U {(O, O}} 
o bien sólo los puntos {(~,O}}nEIN· 

3.l.. Continuos Descomponibles 

De igual manera que en el capítulo anterior, los eslabones de todas 
las construcciones serán abiertos conexos de JR.2 . 

3.l..l.. PE= PE. 

Construcción 5. Sea P ={(!;,O} 1 n E lN}LJ{(O,O)}. 
Por comodidad se denotará por -!; al punto Ck, O). 

l. C 1 = {L¡, L~, ... , Li,} es una cadena tal que: 
(a) C 1 es tensa. 
(b) empieza en 1, i.e. el primer eslabón contiene al punto (1, O); 

35 
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(c) el último eslabón, Ll,, es el que contiene al punto (O, O); 

(d) L1
1

, cumple con que P\{1,!} e Ll,, i.e. todo el conjunto 
de puntos, P menos el 1, y el ~ está contenido en este 
eslabón; y 

(e) los eslabones que contienen a 1, !, P\{l, ! } son ajenos entre 
sí. 

Notación: 
En cada cadena cm, al eslabón que sólo contiene al punto :!;: 

se le denotará con Lm(~) y con Lm(O) al eslabón que contiene 
a más de un elemento de P. Por ejemplo en el paso anterior el 
último eslabón sólo contiene al punto 1, por lo que se le denota 
por L 1 (1), al eslabón que sólo contiene al punto ! se le denota 
por L 1 (!) y, por último, el eslabón L1, contiene a más de un 
'i'lemento de P, por lo que se le denota por L 1 (0). 

2. C 2 = {L~, L~, ... , Lx,} es una cadena tal que: 
(a) C 2 es tensa; 
(b) el primer eslabón de la cadena es L 2 (0) y es tal que 

P\{1,!} e L 2 (0), el último 
eslabón es L 2 (1), i.e. sólo contiene al l; 

{c) C 2 es un refinamiento propio de C 1 ; 

{d) los eslabones L 2(1), L 2(!), L 2 (0), tienen intersección ajena; 
(e) C 2 (L2 (!), L 2 (1)) es el último elemento de la sucesión de 

segrrientos de la cadena C 2 y para todo p E {:!;:}~=ª' p <t 
c2(L2(!), L2(1)); y 

(f) C2 va directamente por C 1 relativamente al conjunto de 

anillos {L1 (1), L 1 (!), L 1 (O)}. 
Ya que los dos primeros pasos son muy similares, la figura 

3.1 muestra el paso 2 de esta construcción, los anillos y pivotes 

estan resaltados, y las demás figuras empezarán en esta cadena. 

3. C 3 = {L~, L~, ... , L~3 } es una cadena tal que: 
(a) C 3 es tensa; 
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• 114 

FIGURA 3.1. La cadena C2 

• 114 

FIGURA 3.2. Las cadenas C 2 y C3 

(b) el primer eslabón de la cadena es L 3 (1), el último eslabón 
es L 3 (0), y es tal que P\{I, ~.He L 3 (0); 

(c) C 3 es un refinamiento propio de C 2 ; 

(d) los eslabones L 3 (1), L3 (~). L 3 (k), L 3 (0) son ajenos; 
(e) C3 (L3 (1), L3 (~)) es el primer elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena C3 y para todo p E {!;}~3 , p ~ 

C3 (L3 (1), L3 (~)); y 

(f) C3 va directamente por C 2 relativamente al conjunto de 
anillos {L2 (1), L2 (~). L 2 (0)}. 
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La figura 3.3 muestra el cuarto paso de ésta construcción. 

o 1/4 

FIGURA 3.3. Las cadenas e 2 , e' y C 4 

4. C 4 = {Lf, L~, ... , Lt} es una cadena tal que: 
· (a) C 4 es tensa; 

(b) el primer eslabón de la cadena es L 4 (k), el último eslabón 
es L 4 (1); L 4 (0) es tal que 

P\{I, 4, He L 4 (0); 
(c) C 4 es un refinamiento propio de e 3 ; 

(d) el conjunto de anillos de C 4 es {L4 (1), L 4 ( 4), L 4 ( ~ ), L 4 (0)}, 
y son ajenos; 

(e) e4(L4 (4), L 4 (1)) es el último elemento de la sucesión de 
segmentos de la cadena C 4 y para todo p E { !; };:"=3 , p <% 
e 4 (L4(4),L4(I)); y 

(f) C 4 va directamente por C 3 relativamente al conjunto de 

anillos {L3 (1), L 3 (4), L 3 (k), L 3 (0)}. 
La figura 3.4 muestra el quinto paso de ésta construcción. 

5. es = {L~, L~, ... , L~.} es una cadena tal que: 
(a) es es tensa; 
(b) el primer eslabón es L·'(O), el último eslabón es L"5 (1); 

(c) e 5 es un refinamiento propio de e·•; 
(d) P\{I, 4, He L 5 (0); 
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o ., .. 
FIGURA 3.4. Las cadenas e 2 , eª, e 4 y es 

(e) los anillos de es son L 5 (1), L5 (~), Ls(i), Ls(O); y son ajenos; 
(f) e 5 (L5 (4), L 5 (1}) es el último elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena C 5 y para todo p E { ~ }::"=3 , p ~ 
es(L5( 4), Ls(l)); y 

(g) es va directamente por C 4 relativamente al conjunto de 

anillos {L4(1), L 4 (4), L4 (~), L 4 (0)}. 
Nota: 
Para simplificar la notación, se sobreentenderá que toda ca-

dena em cumple con: 
• c'f'n es tensa. 
• c-rn es un refinamiento propio de cTn- l. 

• Los eslabones L"'(l), L"'(4), ... , L"'(;t-), L"'(O) 
son ajenos, esto es, los anillos de la cadena son ajenos; y 

• En algunos de los pasos, de la construcción, se tendrá que 
e"'(L"'(~), L"'{l)) es el último elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena C"' y para todo p E {~}::"=3 , p ~ 
e"'(L"'(4),L"'(I)), en otros pasos, se tendrá que 
C"'(L"'{l), L"'(4)) es el primer elemento de la sucesión de 
segmentos de la cadena C"' y para todo p E { ~ }::"=3 , p ~ 

e"'(L"'(l), L"'(~)). 
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6. e 6 = {L~, L~, ... , L~ .. } es una cadena tal que: 
(a) empieza en el eslabón L 6 (1), termina en el eslabón Ls(O); 
(b) P\ {l, ~' k, ;\-} e Ls(O); 
(c) los anillos de es son L 6 (1), L 6 (tJ, Lº(k), L 6 (!), Ls(O); y 
(d) es va directamente por e 5 relativamente al conjunto de 

anillos {L5 (1), L 5 (tJ, L 5 (k). L 5 (0)}. 
7. e 7 = {LI, L~, ... , Ll,} es una cadena tal que: 

(a) el primer eslabón es L 7 (k), el último eslabón es L 7 (1); 

(b) P\ {l, 4-, &, H e L 7 (0); 
(c) los anillos de e 7 son L 7 (0), L 7 (1), L 7 (k), L 7 (;j-); y 
(d) e 7 va directamente por e 6 relativamente al conjunto de 

anillos {L6 (1), L6 (~), L 6 (!), L 6
(;\-), L 6 (0)}. 

8. es= {L~, L~, ... , L~.} es una cadena tal que: 
(a) el primer eslabón es Ls(;j-), el último eslabón es Ls(l); 
{b) P\ {l, 4-, &, ;\-} e Ls(O); 
(c) los anillos de es son Ls(1),L8 (~),L8 (k),Ls(;j-),Ls(o); y 

(d) es va directamente por e 7 relativamente al conjunto de 
anillos {L7 (1), L7 (~), L 7 (!), L 7 (;j-), L 7 (0)}. 

9. C 9 = {LY, L~, ... , L~.} es una cadena tal que: 
(a) el primer eslabón es L 9 (0}, el último eslabón es L 9 (1}; 

(b} P\ {l, 4-, k, ;\-} e L 9 (0}; 
(c) los anillos de e 9 son L 9 (1}, L 9 ( ~}, L 9 ( k» L 9 (;j-), L 9 (0); y 
(d} C 9 va directamente por es relativamente al conjunto de 

anillos {Ls(l}, Ls(4-}, Ls(k}, Ls(;j-), Ls(o)}. 

Observación 
Nótese que por cada conjunto { 1, ~, ... , ;';:}, se tiene una co

lección de cadenas, tal que la primera empieza en el eslabón que 
contiene al 1 y termina en el eslabón que contiene a todos los 
elementos de P menos a los primeros n, y las siguientes cade
nas empiezan en los eslabones que contienen, respectivamente a 

t. ;j-, ... , ;';:y al conjunto P\{l, ~ •... ,;';:}y terminan en el eslabón 
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que contiene al 1, nótese, además, que el punto !, juega un pa
pel muy similar al del punto P2 de la construcción 1 y, de igual 
forma el hecho de que C"'(L"'(l), L"'(!)) sea un elemento de la 
sucesión de segmentos de la cadena C"' permitirá que el continuo 
sea descomponible. En la figura 3.5 se muestran algunos pasos 
a partir de la cadena C 2 • 

FIGURA 3.5. Continuo Descomponible con IPEI = N0 y 
PE=PE 

En general, si C"' empezó en el eslabón L"'(O), con 
P\ {l, !, ... , :l;} e L"'(O), como se señaló en la observación 

anterior siempre hay una cadena que empieza en dicho eslabón, 
se tiene que: 

10. C"'+1 es una cadena tal que: 

(a) empieza en el eslabón L"'+1 (1) y 
termina en el eslabón L"'+1 (0); 

(b) P\ {1, !, ... , :l;, .,!. 1 } e L"'+1 (0); 
(c) los anillos de crn+l son 

L"'+1 (1), L"'+1(!), ... , L"'+1 (:l;), L"'+l(.,!.1 ), L"'+1 (0); y 

(d) C"'+' va directamente por C"' relativamente al conjunto de 
anillos {L"'(l), L"'(!), ... , L"'(Í), L"'(O)}. 

11. ctn+2 ,cm+3 , ... ,cni+k,cFn+k+l son, cadenas tales que: 
(a) empiezan, respectivamente, en el eslabón 
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L"'+2(~), L"'+ª(~), ... , L"'+k( k:1), L'n+k+i (O}; 
y terminan en el eslabón L"'+2 (1), L"'+3 (1), ... , L"'+k+1 (1), 

y 

(b} para toda j tal que m + 2 $ j $ m + k + 1 

(i) P\ {l, ~' ... , :k, k:i} e V(O), i.e. V (O} es el eslabón, 
de cada cadena, que no contiene a los primeros k + 1 
puntos; 

(ii) los anillos de C' son 

V(l}, V(~}, ... ' V(:k), vck:,), V(O}; y 
(iii) cj va directamente por cJ-l relativamente al conjunto 

de anillos 

{V-1(1), v-1 <~> .... , v-1<:k>, v-1ck:1 }, v-1con. 
12. lím,,.__,00malla(C"') =O. 

Entonces K = n.,.eJN(LJC"') es un continuo descomponible con 
IPEI =No y PE= PE, ver Teorema 3.1. 

Teorema 3.1. El continuo K, de la construcción anterior, es un 
continuo encadenable, descornponible, con una cantidad numerable in
finita de puntos extremos, -más aún, el conjunto de puntos extremos es 
completo. 

De-rnostraci.ón. Por construcción, K es un continuo encadenable. 
Nótese que de igual forma que en el teorema 2.1, se construyó un 
arco entre {!} y {l} ; con el mismo argumento tenemos que K es 
descomponible y que { ! } no es punto extremo. 

Sean P' = P \ {!},para cada cadena C"', A"'= {L"'(l), L"'(!}, 

L"'(~), ... , L"'(O)}, el conjunto de anillos de C"' y A= n ... ell'l(LJ A"'). 
Para cada m E :IN", {l, ~' ... ,O} e (LJ A"'}, como la malla de C tiende 
a cero, se tiene que {1, ~' ... ,O}= A; por construcción, P' e PE, con 
el mismo razonamiento que en la demostración del teorema 2.1 , se 
tiene que PE e A, pero A = P y como { ! } no es punto extremo se 
tiene <41ue PE e P', con lo que se obtiene la igualdad; obsérvese que 
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por construcción el cero es punto extremo, por lo tanto el conjunto de 
puntos extremos es cerrado y, por ende, completo; i.e. PE= PE . 

• 
3.1.2. PE# PE. 

Construcción 6. En esta construcción, a diferencia de la anterior, 
se obtendrá un continuo tal que el conjunto de puntos extremos no es 
cerrado, esto es, hay un punto en la cerradura del conjunto de puntos 
extremos que no es punto extremo, de donde se tendrá que el conjunto 
de puntos extremos no será completo; la técnica para conseguir esto, 
será escogiendo dos puntos distintos Pr y p. y construir cadenas tales 
que el punto (O, O) siempre esté en C"'(L"'(Pr), L"'(p.)), de tal forma 
que estos segmentos de la cadena vayan directamente entre ellos, esto 
con el fin de utilizar el lema 1.3 y concluir que el punto (O, O) no es 

punto extremo. 
Sea P = {(;',,O) 1 n E JN"}. 
Nota: 
En esta construcción se usará la notación de la construcción ante

rior. 

l. C 1 = {Ll, L~, ... Ll,} es una cadena tal que: 
(a) C 1 es tensa; 
(b) el primer eslabón es L 1 (1), el último eslabón es L 1 (l); 
(c) los anillos de C 1 son L 1 (1), L'Ct>. L'(k), L'(t), L 1 (0), éstos 

(d) 
(e) 

(f) 

son ajenos; 

P\{1, h i. D e L'(O); 
existen números naturales j, k, l :5 >.1 tales que 

j < k < l y L 1 (l) = L}, L'(i) = L}, L 1 (0) Ll; o bien 
L'(l) = L}, L'(t) = L}, L 1 (0) = Ll; i.e. 
L 1 (0) E C 1 (L},L}); y 

C 1 (L1 (1), L'{t)) es el primer elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena C 1 y para toda p e {;',}~=3 , p <¡l 
C 1 (L 1 (1), L'(t)). 
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Nota: 
Lo que se pide en el inciso (e), es que el eslabón L 1 (0) sea un 

elemento de la subcadena que va de k a t, esto se pedirá en toda 
cadena, con el fin de que el punto (O, O) no sea un punto extremo 
del continuo. 

2. C2 = {L~, L~, ... , L'.i.,} es una cadena tal que: 
(a) C 2 es tensa; 

(b) el primer eslabón es L 2 (1), el último eslabón es L2 (~); 

(c) los anillos de C 2 son L 2 (1), L2 (~), L 2 0), L 2 (t). L 2 (0), 
son ajenos; 

(d) P\ {l, ~' ~. ~} e L 2 (0); 
(e) existen números naturales j, k, l ::5 >.2 tales que 

j < k < l y L 2 (Í) = L_;',L2(;l-) = L'f,L2 (0) = L¡ o 

bien L 2 (Í) = L'f, L 2 (!) = L], L 2 (0) = L¡ i.e. L 2 (0) E 
C2 (L],Ln; 

(f) C 2 (L2 (1), L2 (~)) es el primer elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena C 2 y para toda p E {!,}:.=:"=a• p 't 
C 2 (L2 (1), L2 (~)); 

(g) C 2 es un refinamiento propio de C 1 ; y 

(h) C 2 va directamente por C 1 relativamente al conjunto de 
anillos de C 1 • 

Ya que los primeros tres pasos de esta construcción son muy 
similares, la figura 3.6 muestra la cadena C 3 . Obsérvese, en la 
figura, que el eslabón que contiene al cero es un elemento de la 
subcadena que va de {Í} a{!}, esto es lo que se pidió en el inciso 
(e), y en la siguiente nota se pedirá que suceda en toda cadena. 

3. C3 = {L~, L~, ... , L~,} es una cadena tal que: 
(a) C 3 es tensa; 
(b) el primer eslabón es L3 (~), el último eslabón es L 3 (1); 

(c) los anillos de C 3 son L 3 (1), L3 (~), L 3 (Í), Lª(t), L 3 (0), 
son ajenos; 

(d) P\{1, ~. Í· !} e L 3 (0); 
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(e) existen números naturales j, k, l :::; .>.3 tales que 

j < k < l y L 3 (!) = L~, L 3 (t) = Lr, L 3 (0) L~ o bien 
L 3 (!) = Lr,L3 Ct> = L~,L3 (0) = L~ i.e. 
L 3 (0} E C3 (L~, Lf); 

(f} C3 (L3 (~), L 3 (1}} es el último elemento de la sucesión de 
segmentos de la cadena C 3 y para toda p E {!;}::'=3 , p 'f!_ 

C3 (L3 (~}, L 3 (1)}; 
(g) C 3 es un refinam.ineto propio de C 2 ; y 

(h) C 3 va directamente por C 2 relativamente al conjunto de 
anillos de C 2 • 

FIGURA 3.6. La cadena C 3 

Nota: 
Para toda cadena C"' se cumplirá: 
• La cadena C"' es tensa. 
• existen números naturales j, k, l :::; .>.,,. tales que 

j < k < l y L"'(i) = Lj,L"'(t) = Lf',L"'(O) = L¡:' o bien 

L"'(i) = L'f', L"'(t) = Lj, L"'(O) = L¡:' i.e. 
L"'(O) E C"'(Lj, L'f'); 

• Los eslabones L"'(O}, L"'(l}, ... , L"'(i-) son ajenos. y 

• La cadena C"' es un refinamiento propio de C"'- 1 • 
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4. e 4 = {L1,L~, ... ,Li4 } es una cadena tal que: 
(a) el primer eslabón es L 4 (!J, el último eslabón es L 4 (1); 
(b) los anillos de C 4 son L 4 (1), L 4 (!), L4 (~), L 4 (!), L 4 (0); 

(c) P\ {l, t. t. H e L 4 (O); 
(d) e 4 (L4 (!), L 4 (1)) es el último elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena C 4 y para toda p E { !, } ;:"=3 , p '/. 

e•cL•ctJ,L4 (1)); Y 
p ~ 1, 2, p '/. e•(L4(1), L 4 (!)); Y 

(e) e• va directamente por C 3 relativamente al conjunto de 
anillos de C 3 • 

La figura 3.7 muestra el cuarto paso de ésta construcción. 

o 114 113 112 

FIGURA 3. 7. Las cadenas e 3 y e• 

5. e" y e 6 son cadenas tales que: 
(a) el primer eslabón, respectivamente, es L 5 (1), L 6 (1), el últi

mo eslabón es Ls(t), L 6 (k); 
(b) los anillos de es son L 5 (1), Ls(! ), L 5 (t ), L 5 (! ), L 5 (i' ), Ls(O), 

los anillos de e 6 son L 6 (1), L 6 (! ), L 6 (t), L 6 (!), L 6
( i), L 6 (0); 

(c) P\ {l, !, t.!, i-} e Ls(O), P\ {l, !, t, t. i-} e L 6 (0); 
(d) e 5 (Ls(l),L5 (!)) es el primer elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena es y para toda p E { !; } ;:"=3 , p '/. 
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C 5 (L5 (1), Ls(4)), C 6 (L6 (1), L 6 (4)) es el primer elemento de 
la sucesión de segmentos de la cadena C 6 y para toda p E 
{~}::"=3• P ~ cs(Ls(1),Ls(4)); y 

(e) C 5 va directamente por C 4 relativamente al conjunto de 
anillos de C 4 y C 6 va directamente por es relativamente al 
conjunto de anillos de cs. 

6. C 7 , C 8 , C 9 son cadenas tales que: 
(a) el primer eslabón es, respectivamente, L 7 (k),L8 (t),L9 (k), 

y el último eslabón es L 7 (1), L 8 (1), L 9 (1); 

(b) los anillos de C 7 son L 7 (1), L 7 (4), L 7 (i}, L 7 (t), L 7 (k), L 7 (0), 
los de C 8 son L8(1), L 8 (4), L 8 (k), L 8 (t}, L 8 (k), L 8 (0}, 
los de C 9 son L 9 (1), L 9 (4}, L 9 (i), L 9 (t), L 9 (k), L 9 (0); 

(c) P\{1, 4, k· t. ne L 7 (0), P\{l, 4, k· t. He L 8 (0), 
P\{1, 4, i• t.!} e L 9 (0}; 

(d) para j = 7, 8, 9 
Ci(U(4), U(l)) es el último elemento de la sucesión de 

segmentos de la cadena Ci y para toda p E {~}:;"=3 , p ~ 
Ci(U(4),U(l)); y 

(e) Ci va directamente por Ci- 1 relativamente al conjunto de 
anillos de Ci- 1 • 

Observese que en las cadenas C 1 , C 2 , C3 , C 4 el eslabón, respec

tivo, L'(O) con i = 1, ... , 4 es tal que P\ {l, ~. k, t} C L'(O), las 
cadenas C 1 y C 2 empezaron en el eslabón que contiene al punto 
{ 1}, la cadena C 3 comenzó en el eslabón que contiene al punto 

{i}, la cadena C 4 comenzó en el eslabón que contiene al punto 
{ t}; nótese que, a diferencia de la construcción anterior, no hay 
cadena que haya comenzado en el eslabón L'(O), pues la cadena 
es empezó con el eslabón que contiene al {l}, esto, como ya se 
mencionó al inicio de esta construcción, con el fin de que el O no 
sea punto extremo. 

En general, si la cadena C"' cumple con que P\ {l, 4, ... , ~} e 
L"'(O) y C"' comenzó en el eslabón que contiene al punto {~}, 
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FIGURA 3.8. Continuo Descomponible con IP El = N0 y 

PE~PE 
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se tendrá, como se verá a continuación, que el eslabón L"'+ 1 (O) 
es tal que P \ {l, 4, ... , f;, ,..!. 1 } e L"'+' (O), y una vez que se 
haya concluido un ciclo en el cual las cadenas empiezan en los 
eslabones que contienen a cada uno de los puntos 1, k, ... , n!-i 
(menos al 4), empieza otro ciclo pero ahora con un punto más 

(el punto ,..!.2 ) y así sucesivamente. 
7. las cadenas c.-n+l, C"'+2 son tales que: 

(a) el primer eslabón, respectivamente, es L"'+' (1), L"'+2 (1), 
el último eslabón es L"'+l(i),L"'+20); 

(b) los anillos de C"'+' son 
L'""+l (1), L"'+1 ( 4 ), ... , L"'+1 (!,), L"'+1 ( ,..!.1 ), L"'+' {O), 
los de C"'+2 son 
L"'+2(1), L"'+2(4), ... 'L"'+2(!,), L'ºn+2(,..!.1 ), Lm.+2 (O); 

(c) P\ {l, 4, ... , f;, ,.¡,} e L"'+1 (0), 
P\ {l, 4, ... _, f;, ,.¡,} e L"'+2 (0); 

{d) C"'+l(L"'+l(l},L"'+l(4)) es el primer elemento de la su

cesión de segmentos de la cadena C"'+1 y para toda p E 

{!,}:'=3• 
p ~ C"'+l(L"'+1(1),L"'+1(4)}, 
C"'+2(L"'+2(1), L"'+2(4)) es primer elemento de la sucesión 

de segmentos de la cadena C"'+2 y para toda p E {!,}:'=3 , 

P ~ C"'+2(L"'+2(1}, Lm.+2(4)}; y 

(e) C"'+1 va directamente por C"' relativamente al conjunto 
de anillos de C"', C"'+2 va directamente por cm.+1 relativa

mente al conjunto de anillos de C"'+1 • 

8. las cadenas cni+3 , C"'+4 , ••• cm+n, crn+n+ 1 son tales que: 

(a} el primer eslabón, respectivamente, es 

L"'+3(k), L"'+4 (i), ... , L"'+"(!,), L"'+"+l(,..!. 1 ) y el último 
eslabón es 
L"'+3 (1), L"'+4 (1), ... , L"'+"(l), L"'+n+ 1 (1); 

(b) para j = 3, 4, ... 'n, n + 1, los anillos de cm+j son 

L"'+í(l), L"'+í(4), ... , L"'+í(f;), L"'+í(,..!.1), L"'+í(O); 
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(c) P\ {l, ~ •... , !,, n!.1 } e Lrn+í (O); 
(d) cm+í(L""+í(~),L""+í(l)) es el último elemento de la su

cesión de segmentos de la cadena crn+j y para toda p E 

{~}~31 
p rf. crn+í(Lm+í(~), L""+í(I)); y 

(e) cm+j va directamente por cm+j-l relativamente al conjunto 
de anillos de cm+j-L. 

9. lím,,.,,_,00malla(C"") =O 

Entonces el continuo K = nmelN (LJ C""), es un continuo descom
ponible, con No puntos extremos, además PE o¡é PE, ver Teorema 3.2. 

Teorema 3.2. El continuo K de la construcción anterior, es un 
continuo descomponible, con N 0 puntos extremos, ade'Tnás PE o¡é PE 

Detnostración. Por construcción K es un continuo encadenable, y 

de la misma forma que en la construcción anterior el punto ~ no es 
punto extremo y es descomponible ya que se construyó un arco con 

interior no vacío entre 1 y ~- Ahora, por construcción, para toda m E 
JN, Cm(Lm(k},L""(t)) va directamente por C""-1 (L""-'(k},L""-1(t)) y 
Lm(O) E C""(L""O}, Lm(t)) por lo que se tiene que 
O E cm(L""(k}, L""(t)) y por el lema 1.3, no es punto extremo. 

De manera análoga a la demostración anterior, se prueba que los 
puntos { !; }n;<2 son los puntos extremos de K, ahora como el O es un 
punto de acumulación del conjunto de puntos extremos, se tiene que 
éste no es cerrado y, por lo tanto, no es completo. 

• 
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3.2. Continuos Indescornponibles 

3.2.1. PE= PE. 

51 

Construcción 7. Esta construcción, al igual que la construcción 
3, se basa en los teoremas 1.13 y 1.16, los cuales permitirán que el 
continuo sea indescomponible. 

Sea P = {(!,,O) 1 n E lN} LJ{(O, O)}. 

l. Sea C 1 = {LL L~, ... , L}..} una cadena tal que: 
(a) C 1 es tensa; 
(b) el primer eslabón es L 1 (1), el último eslabón es L 1 (k); y 

(c) sus anillos son L 1 (1), L1 (~), L'(i), L 1 (0), 
éstos son ajenos y 

P\ {1, ~, k} e L'(O); 
La figura 3.9 muestra el primer paso de ésta construcción. 

FIGURA 3.9. La cadena C 1 

2. C 2 = {L~, L~, ... , L~2 } es una cadena tal que: 

(a) C2 es tensa; 
(b) el primer eslabón es L2(~), el último eslabón es L 2 (1); 
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(c) sus anillos son L 2 (1), L 2 (!), L 2 (k), L 2 (0), 

son ajenos y 

P\ {l, !, ! } e L 2 (0); 
(d) C 2 es un refinamiento propio de C 1 ; y 

(e) C 2 va directamente por C 1 relativamente a los anillos de C 1 • 

La figura 3.10 rnuestra el segundo paso de ésta construcción. 

8 

FIGURA 3.10. Las cadenas C 2 y C 1 

3. C 3 = {L~, L~, ... , L~3 } es una cadena tal que: 
(a) C 3 es tensa; 
(b) el primer eslabón es Lª(k), el último eslabón es L 3 0·); 
(c) sus anillos son L 3 (1), Lª(!), Lª(k), L 3 (0), 

son ajenos y 

P\ {l, !. k} e L 3 (0); 
(d) C 3 es un refinamiento propio de C 2 ; y 

(e) C 3 va directamente por C2 relativamente a los anillos de C 2 • 

4. e•= {L1, L~, ... , L1_} es una cadena tal que: 
(a) e• es tensa; 

(b) el primer eslabón es L 4 (0), el último eslabón es L 4 (1); 

(c) sus anillos son L4(1), L 4 (!), L 4 (k), L 4 (0), 



3.2. CONTINUOS INDESCOMPONIBLES 53 

son ajenos, y 

P\ {l, 4, H e L 4 (0); 
(d) e4 es un refinamiento propio de e3 ; y 

(e) e 4 va directamente por e 3 relativamente a los anillos de e 3 • 

Nota.: 
En toda cadena e"' se cumplirá: 
• CFR es tensa. 
• e"' es un refinamiento propio de eon- 1 y 
• Los anillos son ajenos entre sí. 

5. e 5 = {L~, L~, ... , L~.} es una cadena tal que: 
(a) el primer eslabón es L 5 (1}, el último eslabón es Ls(i}; 
{b) sus anillos son Ls{l}, Ls(4}, Ls(3}, Ls{l}, L 5 (0) y 

P\ {1, 4, 3, t} C Ls(O}; y 
(c) es va directamente por e 4 relativamente a los anillos de e 4 • 

Observación: 
Nótese que de la misma forma que las dos construcciones 

anteriores, se forma un ciclo de encadenamiento de los puntos de 
la forma !; y que cuando este acaba, se toma el siguiente punto 
de esta sucesión, por ejemplo hasta el paso ( 4) se tomaron los 
primeros tres elementos (1, !, i> y en el paso (5) se incuye al 

punto l-
6. e6 , e 7 son cadenas tales que: 

(a) el primer eslabón, respectivamente, es L 6 (!), L 7 (i), 
y el último eslabón, respectivamente es L 6 (1}, L7 (~); 

(b} sus anillos son, respectivamente, 

L 6 (1}, L 6 (!), L 6 (i), L 6 (l), L 6 (0) y 

L 7 {1}, L 7 (4), L 7 (3), L 7 (l), L 7 (0), además cumplen: 

P\ {1, 4, 3, H e L 6 (0), P\ {1, 4, 3, H e L 7 (0); y 
(c) e6 va directamente por es relativamente a los anillos de es, 

e7 va directamente por e6 relativamente a los anillos de e 6 • 

7 .. e 8 y e9 son cadenas tales que: 

(a) el primer eslabón, respectivamente, es L 8 (l}, L 9 (0), 
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el último eslabón, respectivamente, es L 8 (l), L 9 (l ); 
(b) sus anillos, respectiva.mente, son 

L 8 (l), L8 (~), LR(t). L 8 (;l-), L8(0) y 

L 9 (l), L9 (~), L 9
( k), L 9

( t), L 9 (0), además cumplen: 

P\ {l, ~. k, t} e L 8 (0), P\ {l, ~. &, t} e L9(0); y 
(c) C 8 va directamente por C 7 relativamente a los anillos de C 7 , 

C 9 va directamente por C 8 relativamente a los anillos de C 8 • 

En general, si C"' empezó en L"'(O), con P\ {l, ~, ... , -l;} e 
L"'(O) se tiene que: 

8. cni+l' cni+2' cni+3 son cadenas tales que: 

(a) su primer eslabón, respectivamente, es 
L"'+ 1 (1), L"'+2 ( ~), L"'+3 (!), 
su último eslabón, respectivamente, es 
L"'+l(k), L"'+2 (l), L"'+3 (~ ); 

(b) los anillos de C"'+ 1 son 
L"'+ 1 (1), L"'+ 1 (~), ••• , L"'+' ( t), L"'+ 1 (k.!. 1 ), L"'+ 1 (O), 
los de C"'+2 son 
L"'+2(1), L'"+2(~), ... 'L"'+2(-l;), L"'+2(k.!.1 ), L"'+2(0), 
los anillos de C"'+3 son 
L"'+3 (1), L"'+3 (~), ••• , L"'+3 (:-l;), L"'+3 ( k.!- 1 ), L"'+3 (0); y 

(c) cada cadena va directamente por la cadena anterior relati
vamente a los eslabones de dicha cadena. 

Observación: 
Nótese que las cadenas de la forma C"'+ 1 van de 1 a !, las 

cadenas de la forma C"'+2 van de ~ a 1 y las cadenas de la forma 
cm+3 van de :} a ~, esto es muy importante ya que por esto el 

continuo será indescomponible. 
9. cf'n+4 ' cm+5 ' ... 'cni+k' cm.+k+l, cm+k+2 son cadenas tales que: 

(a) su primer eslabón, respectivamente, es 
Lm+4(t), Lm+s(k), ... , L"'+k+l(k.!.l ), Lm+k+2(Q); 

su último eslabón, respectivamente, es 
L"'+4(1), L"'+s(l), ... , Lm+k+1 (1), L"'+k+2(1); 
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FIGURA 3.11. Continuo Indescomponible con fPEI 
NoyPE=PE 

·.-.:···.<::'< 
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(b) para toda j, rn + 4::; j ::; m + k + 2 

(i) P\{l, ~' .. - , i, k~I} C L;(O); 
(ii) los anillos de Ci serán V(l), va),. - -, U(i), U(k!i ), 

U(O); y 

(iii) Ci va directamente por Ci-• relativamente a los anillos 
de Ci-•_ 

10. lím,.,._.00rnalla(C"') =O 

Entonces el continuo K = nmEIN cu Cm)' es un continuo encadena
ble, indescomponible, con una cantidad infinita numerable de puntos 
extremos, más aún, el conjunto de puntos extremos es completo, ver 
Teorema 3.3 

Teorema 3.3. El continuo K de la construccón anterior, es un 

contin'!-'o encadenable, indescomponible, con un número infinito nume
rable de puntos extremos, más aún, el conjunto de puntos extremos es 
completo. 

DeTnostración~ Por construcción K es encadenable, de la misma 
forma que en la demostración del teorema 3.1 se ve que el conjunto de 
puntos extremos es el conjunto P. Como P es cerrado, se tiene que P 
es completo. Ahora K, es encadenable de 1 a !· de 1 a ~. y, también, 
de ! a ~; lo cual demuestra, por los teoremas 1.13 y 1.16, que K es 
indescomponible. 

• 
3.2.2. PE# PE. 

Construcción 8. ·En esta construcción la forma de obtener un 

punto en la cerradura de PE que no es punto extremo, se hará de 
la misma forma que en la construcción 6. 

Sea P = {(~, O)ln E JN}. 

l. Sea C 1 = {LL L'f, ... , Ll,} una cadena tal que: 
(a) C 1 es tensa; 
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(b) el primer eslabón es L 1 (1), el último eslabón es L 1 <k ); 
(c) sus anillos son L'(l), L 1 (!), L'(k), L 1 (t), L'(!), L 1 (0), la 

cerradura de éstos son ajenas entre sí y P\{1, !, k, h k} e 

L 1 (0); 
(d) existen números naturales j, k, l < A1 tales que j < k < l 

y L 1 (t) = L), L'(!) = Lj, L'(O) = Lk o bien L 1 (!) = L}, 
L1 (~) = Ll; i.e. L'(O) E C 1 (L},Ll). 

La figura 3.12 muestra el primer paso de esta construcción. 

• 1/5 114 113 IJZ 

FIGURA 3.12. La cadena C 1 

2. Sea C 2 = { L¡, L~, ... , L¡
2

} una cadena tal que: 
(a) C 2 es tensa; 
(b) el primer eslabón es L 2 (!) y el último eslabón es L 2 (1); 
(c) sus anillos son L 2 (1), L 2 (!), L 2 (k), L2 (~), L 2 (k), L 2 (0), sus 

cerraduras son ajenas entre sí y P\ {l, !, k, i, !} C L 2 (0); 
(d) existen números naturales j, k, l < A1 tales que j < k < l 

y L 2 (i) = Lj, L 2 (!) = L'f, L 2 (0) = L~ o bien L 2 (!) = Lj, 
L 2 (t) = L'f; i.e. L2(0) E C2 (Lj, L'f); 

(e) para todo número natural p < A1 existe f; tal que L~ e L~; 
y 

(f) C 2 va directamente por C 1 relativamente a los anillos de C 1 • 
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La figura 3.13 muestra el segundo paso de la construcción. 

• "" 114 113 112 

FIGURA 3.13. La Cadena C 2 

3. C 3 = {L~, L~, ... , L~,} es una cadena tal que: 
· (a) C 3 es tensa; 

(b) el primer eslabón es L 3 (k), el último eslabón es L 3 (!); 
(c) sus anillos son L 3 (1),L3 (!),L3 {i),L3 {t),L3 {k},L3(0), sus 

cerraduras son ajenas entre sí y P\ {l, !, k• t, k} e L 3 {0); 
(d) existen números naturales j, k, l < .>. 1 tales que j < k < l 

y Lª(t) = L~, L 3 (k) = L?, L3(0) = L~ o bien L 3 (k) = L~, 
L 3 (t) = L?; i.e. L 3 (0) E C3 (L~, L?); 

(e) para todo número natural p < .>.1 existe t; tal que L~ e L~; 

y 

( f) C 3 va directamente por C 2 relativamente a los anillos de C 2 • 

4. C 4 = {L1, L~, ... , L1.} es una cadena tal que: 
(a) C 4 es tensa; 

(b) el primer eslabón es L 4 (!), el último eslabón es L 4 (k); 

(c) sus anillos son L 4 (1), L4 (~), L"(k), L 4 (t), L 4 (k), L 4 (0), sus 
cerraduras son ajenas entre sí y P\{l, !, k, h k} C L 4 (0); 

(d) existen números naturales j, k, l < .>. 1 tales que j < k < l 

y L 4 {t) = LJ, L 4 (k) = Lt, L 4 (0) = L't, o bien L 4 (k) = L1, 
L 4 (tY-= Lf.;_-i:e. L~~:e C4 (LJ, Lt); 
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(e) para todo número natural p < At existe e tal que L; e L~; 
y 

{f) e 4 va directamente por C 3 relativamente a los anillos de e 3 • 

5. es= {L'{, L~, ... , L~5 } es una cadena tal que: 
(a) es es tensa; . 

(b) el primer eslabón es Ls(k), el último eslabón es L 5 (!); 
(c) sus anillos son L 5 (1), L 5 (!), Ls(i), Ls(V, L 5 (k>. L 5 (0), sus 

cerraduras son ajenas entre sí y P\ {l, !. -t. t, k} e L 5 (0); 
(d) existen números naturales j, k, l < A 1 tales que j < k < l 

y L 5 (i) = L'j, L 5 (k) = L~, L 5 (0) = L~ o bien Ls(i) = L'j, 
Ls{t) = L~; i.e. L 5(0) E e 5 (L'j, L~); 

(e) para todo número natural p < A1 existe e tal que L~ e L~; 

y 

( f) es va directamente por e 4 relativamente a los anillos de e 4 • 

Nota: 
Para simplificar la notación, se sobreentendrá que toda ca-

dena e"' cumple con 
• cna es tensa. 
• e"' es un refinamiento propio de e--1

• 

• existen números naturales j, k, l < At tales que j < k < l 

y L"'(i) = L'J', L"'(i) = Lj", L"'(O) = L:" o bien L"'(i) = 
L'J', L"'( i) = L?'; i.e. L"'(O) E e"'(L'J', Lj"); 

6. e6 , e 7 , e 8 son cadenas tales que: 
(a) Su primer eslabón, respectivamente, es 

L6(1), L7(!), Ls(i), 
su último eslabón, respectivamente, es 
L&(i), L7(1), Ls(~); 

(b) los anillos de C6 son L 6 (1), L 6 (t), ... , L6(~), L 6 (0), 
los anillos de C 7 son L 7 (1), L 7 (t). ... , L 7 (k). L 7 (0), 
los anillosdeC8 son L 8 (1),L8 (!), ... ,L8 (k),L8 (0), 

TISIS 
DE LA 

NO DEBE 
BIBUOIEGA 



60 3. EL CASO No 

FIGURA 3.14. Continuo Indescornponible con JPEI 

No y PE =;f PE 
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sus cerraduras son ajenas, y 

P\ {l, !, t, t, k, H e L 8 (0) e L 7 (0) e L 6 (0) y 
(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cade.na 

anterior relativamente a los anillos de la cadena anterior. 
7. C 9 ,C10,C11 son cadenas tales que: 

(a) Su primer eslabón, respectivamente, es L 9 (;\-),L10 (k), 
L 11 (k), su último eslabón, respectivamente, es L 9 (t), 
L10(t), Lll(}); 

(b) los anillos de C 9 son L 9 (1),L9 (!), ... , L 9 (k), L 9 (0), los ani
llos de C 1 º son L 10 (1), L 10 (!), ... , L 1º(k), L 10 (0), los anillos 
de C 11 son L 11 {l), L 11 (!), ... , L 11 {k), L 11 {0), sus cerraduras 

son ajenas, y .P'\{l, !, t, ;\-,!,He L 11 (0) e L 10 (0) e L 9 {0) 
y 

(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena 
anterior relativamente a los anillos de dicha. cadena. 

En general si C""' empieza en el eslabón L"'( l) con 
P\{1, !, }, ... , H e L"'(O) se tiene que: 

8. cm+1 , cm+2, C""'+3 son cadenas tales que: 

{a) Su primer eslabón, respectivamente, es L""+ 1 (1), L"'+2(!), 
L"'+3 (t), su último eslabón, respectivamente, es L"'+1 (}), 

L"'+2(1), L"'+ª(!); 
{b) los anillos de cm+t son L"'+1 (1),L"'+'(!), ... , 

L"'+'(t), L"'+1 (,..!. 1 ), L"'+1 (0), los anillos de cm+2 son 
Lm+2(1), Lm+2(!), ... , Lm+2(t), L""'+2(,..!.,), Lm+2(0), los a

nillos de cm+3 son L 1 rn + 3(1), L"'+ª(!), ... , L"'+3 (l), 
L"'+3 (_,..!. 1 ),L"'+3 (0), sus cerraduras son ajenas, y 

P\{l, ~, t, .... Í· ,..!., } CL"'+3 (0) e L"'+2(0) e L"'+l(O) y 
(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena 

anterior relativamente a los anillos de tal cadena. 
9. cYn+4 , cni+S, . .. 'cTn+k' CYn+k+l son cadenas tales que: 
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(a) Su primer eslabón, respectivamente, es L"'+4 (:j·), L"'+5 (k), 
. .. ,Lm+k(i),L"'+k+l(k.!.1 ), su tíltimo eslabón, respectiva
mente, es Lm+4( k>· Lm+5(k), ... 'Lm+k(Í ), Lm+k+I(~ ); 

(b) losani!losdeC"'+4 son L"'+·1(1),L"'+•a), ... , 

L"'+4 (i), L"'+4( k.!.1 ), L"'+4(o), los anillos de cn.+5 son 
Lm+s(l), L"'+s(1J, ... 'Lm+s(i), Lm+s<.,!1 ), L"'+s(O), ... 
los anillos de cm+k son L"'+*(l), L"'+*(~) •... , 
Lm+k(i), Lm+k(_..;_, ), Lm+k(O), los anillos de cm+k+l son 

L"'+k+1(l), L"'+k+1 a), ... , Lm+k+1(t). L"'+*+'(_..;_, ), 

L"'+*+ 1 (0), sus cerraduras son ajenas, y P\{l, ~.t .... , 
t. _..;_ 1 } e L"'+k+• (O) e Lm+k · · · e L"'+5 (0)C Lm+4 (O) y 

(c) Cada una de las cadenas va directamente por la cadena 
anterior relativamente a los anillos de la cadena anterior. 

10 . . lírn.n-oe>malla(C"') = O 

Entonces el continuo K = nmEIN(LJC"'), es un continuo encadena
ble, indescomponible, con una cantidad infinita numerable de puntos 

extremos, además PE"' PE, ver Teorema 3.4 

'.Ieorerna 3.4. El continuo K de la construccón anterior, es un 
continuo encadenable, indescomponible, con una cantidad infinita nu
merable de puntos e:ctremos, además PE"" PE. 

Demostración. Por construcción el continuo K es encadenable, co

mo para toda m E IN Lm(o) E C"'(L"'(:p,L"'(k)) y C"'(L"'(;j-),L"'(k)) 
va directamente por C"'-'(L"'-'(;j-), L"'-'(k)) se tiene de manera aná

loga a la demostración del teorema 3.2, que el O no es punto extremo 
y que el conjunto de puntos extremos es P, y como el O es punto de 
acumulacion de P se tiene que el conjunto de puntos extremos no es 
cerrado y, por lo tanto no es completo; además, corno K es encadenable 

de 1 a ~' de 1 a t y de ~ a :l-, se tiene, con el mismo argumento de Ja 
construcción anterior, que K es indescornponible. 

• 
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