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Resumen 

En este trabajo se presenta un cálculo cuántico relativista a primer orden en 
teoría de pc-rturbacioncs de la. secciclu <lifcrcucia.l del proceso de dispersión 
de una partícula de Dirac por un carupo 1nagnético solcnoidal. 

Se obtuvo que la sección diferencial es simétrica respecto al ángulo de 
dispersión y realizando un análisis de la polarización del haz, se mostró que 
esta simetría. es independiente de un efecto tipo Stcrn-Gcrlach. 

También se obtuvo que la sección diferencial es singular en fi si el flujo 
magnético del solenoide se considera clásico. Este comportamiento de la. 
sección diferencial lleva a implicaciones físicas muy importantes, pues el 
problema clásico está ampliamente estudiado y se sabe que la sección dife­
rencial es finita y asimétrica respecto al ángulo de dispersión. Sin embargo, 
cuantizar el flujo magnético hace que la dependencia. en f"t de la. sección di­
ferencial <lesa.parezca al introducir la longitud de onda. de de Droglic. Este 
cálculo es enteramente compatible con el que realizaron, por otro método, 
Landa.u y Lifshitz (1] para la sección diferencial en el caso cuántico no rela­
tivista. a Ja que le asignan un carácter purarncntc cuántico. 
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I.n.trod ucción 

En este traba.jo se presenta uu c:ilculo cuántico relativista. de la. sección 
difcr<mcial del procrn.;u de dispersión de uua partícula. de Dirac (fcrmión 
relativista) con dos tipos de ca111po u1agnético utilizando t<.•oría de pertur­
baciones. 

Este problorua. surgió cotno un prirncr paso para el estudio de fenómenos 
<le polariza1:i<Ju, priucipahucutc c•I <le autopolarización de haces. 

Una de las motivaciones 1nás irnportantcs fue que Landau y Lifshitz [1] 
resuelven una manifestación del efecto Bohm y Aharonov (2] utilizando la. 
aproximación de Ja. iconal. Calculan la dispersión de una partícula cargada. 
no relativista por el ca1npo 1nagnético de un solenoide. El resultado que 
obtienen <'S que, sorprendentemente, la sección diferencial del proceso es 
singular Pn ñ, lo cual JJcvaría a consecuencias físicas n1uy importantes. 

En c-nut.r::u.;f.p, l'I proccRo d:i..'4ico de la. dispersión de partículas cargadas 
por campos 111agnéticos está. ampliarncute estudiado: se sabe que las partícu­
las dcscrib,~n t.raypr.t.ori;1.c:; rircularc:;;;. hicn 'lcfinida..c;; y <JUC? la .sección difflrcncial 
del proceso l'H finita. 

Rc.sprct.o al co1nport.a1niento singular r.n 1i de la. sección diferencial del 
procc:-;u cnií.nt.ku 110 relat.ivista, Lauda.u y Lifshit~ co1ucntan que es debido 
a efectos purau1cnte cuánticos y no presentan argumento alguno para tan 
importante aseveración. 

En el presente trabajo se realiza un estudio a primer orden en teoría de 
perturbaciones de la dispersión cuántica relativista de partículas cargadas 
por un campo rnagnético solenoidal. Se obtiene que Ja sección diferencial es 
singular en fi en concordancia con lo obtenido por otro método por Landa.u 
y Lifshitz. Realizando un detallado análisis de las cantidades clásicas que 
intervienen en el proceso estudiado, particularmente del flujo magnético, se 
pudo entender y presentar argumentos plausibles para explicar el compor­
tamiento singular en 1i de la sección diferencial. 

A coutinua.cióu se muestra. cómo es que se ha organizado el presente 
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trabajo: 
En el capítulo 1 se presenta el desarrollo matemático para encontrar el 

propagador de la. ecuación de SchrOdinger. Se encuentra. la. forma general de 
la. matriz de dispersión en una serie de Dorn utilizando estados asintóticos 
ele partícula libre. 

En el capítulo 2 se generaliza el estudio realizado en el capítulo anterior 
a.l caso relativista. utilizando la ecuación de Dirac. También se presenta la 
definición de sección diferencial y su forrna pa.ra problcn1as con una sin1ct.ría. 
cilíndrica. 

En el capítulo 3 se presenta el cálculo que Landa.u y Lifshitz [1] llevaron 
a cabo para encontrar la sección diferencial de la dispersión de partículas 
ca.rga<la.s por PI ca.111po 111ap;:ni~t.ico de 1111 solrnoide utiliza .. ndo la. ecuación de 
Schréidinger, es decir, en el caso cuántico no relativista. Canto caso particu­
lar se obtiene la sección diferencial para. ángulos pcqucfios de dispersión. 

En el capítulo 4 se calcula la sección diferencial de la dispersión de 
partículas de Dira.c por un campo magnético uniforme en todo el espacio. 

En el capítulo 5 se encuentra la sección diferencial del proceso de dis­
persión de una partícula de Dirac por un campo magnético solcnoidal. Se 
analizan los casos lí1nitc de C:i,ngulos pequeños de clipersión y de radios 
pequeños del solenoide. Se analiza. la polarización del haz dispersado y 
se obtiene la.. sección diferencial cna..ntiza..ndo el flujo de can1po 1nagnético. 

En el apéndice O se presenta el c,;:íJculo de 1 U¡jlu¡l2 1ncdia.nt.P dos 11uHodoH: 
el "tracliciona.P' con10 lo presentan Djorkcn y Drell [3] y el que presenta 
M.Morcno [4) utilizando una expresión general y co1npacta. para el producto 
de n matrices 1' de Dirac. Se compara la facilidad de cálculo entre estos dos 
métodos. 
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Capítulo 1 

Propagador no relativista 

En este capítulo se rcvisar¿Í. la teoría. de propagadores en la. Mecánica Cuánti­
ca no relativista.. a. partir ele la ecuación <le SchrO<lingcr utilizando el principio 
de Huygens. Así inismo se presentan los conceptos de matriz y amplitud de 
dispersión. Estos tenias :-;e encuentran desarrollados ampliamente en varios 
libros ,Jn tPxt.o dr !vlc•c;í.nir:a Cncí.ntirn.1 en particular, en los libros de Bjorkcn 
y Drell [3] y dn Shiff [5] cu los que sn basó el trata.ulicnto que aquí se presenta.. 

El intcré>R principal en problcn1as de dispersión es conocer cómo se com­
porta. 1111 paq1u•I" dP onda.:-; q11P r••pn•s<•nta. a una pnrt.ícula. f.iC"utpo dr.spnés 
de hal.u•r i11tcr.al"t11ac.lo con .al1;?;tÍ11 potencial. La. teoría. de propngadorcs se 
ba.'-la. t!ll t_•l priucipio de Iluygens, ya. que <~stc se puec.lc aplicar en problc111as 
en <lon<lc la. ecundón diferencial que los caracteriza. es de primer orden en 
el tic111po, co1no lo c>s la. ecuacic>n de Schr(jdinger en donde la combinación 
lineal de soluciones es solución. 

El principio de 1-luygcns establece que si se conoce la. función de onda. 
'l/t(x, t) :== 1/•(x) "11 un dct.rnninado t.icn1po t fijo, entonces se podrá determi­
nar la función (le onda 1f1(x', t') = t/J(x') para cualquier otro ticinpo posterior 
t' .. Al tic1npo t cada. punto del espacio se considera. como una. fuente de ondas 
esféricas 6.t/l que se propagan libremente hacia. el frente de tal forma que la. 
función <le onda 1.,b(x') será proporcional a la función de onda original -t/J(x): 

V'(x') = i j G(x'; x)1f,(x)d3 x; t' >t. {1.1) 

A la. constante <le proporcionalidad G(x', t'; x, t) = G(x', x) se le conoce 
como función de Green .. La ecuación (1 .. 1) se puede escribir de tal forma que 
~cm. v:ilh.la p.a.ra f,o(lo tic•1npo introduciendo la. función c>scalón O(t) definida. 
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como: 

8(t) = g parat<O 
parat>O 

8(t' - t),P(x') = i j G(x';x),P(x)d3 x. (1.2) 

Con esta condición (validéz para todo tiempo) a la función de Green se 
le llama el propagador. 

Supóngase que durante el intervalo de tiempo L!:!.t una partícula. libre re­
presentada por la función de onda cp(x) que satisface la ecuación de SchrOdin­
ger i8,cp = Hocp, interactúa con un potencial V(x1, ti) = V(l). Aplicando 
el principio de Huygens V(l) es fuente de nuevas funciones de onda ,P(l) 
que satisfacen la ecuación de SchrOdinger 

[W,, - Ho] ,P(l) = V(l),P(l) (1.3) 

y que se pueden representar como la. combinación lineal 

,P(l) = cp(l) + A,P(l). (1.4) 

Substituyendo este valor de t/J en la ecuación (1.3) y considerando que <pes 
solución de partícula. libre: 

i8,.ó..,P(l) = [Ho + V(l)] A,P(l) + V(l)cp(l) = H A,P(l) + V(l)cp(l). (1.5) 

En términos de teoría. de perturbaciones 61/J sería. el término pertur­
bativo, de tal forma que H.ó....P < Vcp. Integrando la. ecuación (1.5) en el 
intervalo de tiempo .ó..t1 y considerando que H .ó..,P "" O se obtiene para .ó..,P 
la. siguiente expresión: 

A,P(l) = -iV(l)cp(l).ó..t1. (1.6) 

Para tiempos t' mayores que ti, At/J se propagará libremente, así que si 
Go(x'; x) es el propagador libre, ti.,¡, estará. dada como: 

.ó..,P(x') = i j Go(x'; l)A.P(l)d3 x,. (1.7) 

Lo mismo sucede para cp en cualquier punto x' para. tiempos mayores o 
iguales que t': 

cp(x') = i j Go(x'; x)cp(x)d3 x (1.8) 
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de ta.1 fnr1nac1110 .,¡,(x') sn l>Ut?dc conoc<'r t~u t{~nninos de :c;.oluciones de partícula. 
libre [substituyendo !ns ecuaciones (1.G), (1.7) y (1.8) en la. ecuación (1.4)]: 

1/J(x') <p(x') + A,P(x') 

i J Go(x'; x)<p(x)tl3 x 

+i j Go(x'; l)V"(l)Go(l; x)<p(x)At1d3 x 1d 3 x 

i J (Ga(x'; x) + Go(x'; l)V(l)Go(l; x)At1d3 x1} <p(x)d3 x 

i j G(x'; x)<p(x)cI'a:. (1.9) 

Si el potencial V actúa. durante un número arbitrario de intervalos de 
tiempo 6.t¡ se tendrá que la. solución exacta. 1J1(x') y el propagador exacto 
G(x'; x) se pucdrn expresar cotuo: 

,P(x') <p(:r.') + f: J Gn(x'; i)V(i)<p(i)At;d3 x; 
ii=l 

+ _f: j G 0 (x'; i)V(i)Gu(i;j)V(j)<p(j)At;Atid3 x;d3 x; + ... 
• ,,=1 

(1.10) 

G(x'; x) Ga(x'; x) + f::, j Ga(x'; i)V(i)Go(i; x)At;d3 x; 
•=l 

+ .f: j Ga(x'; i)V(i)Go(i; j)V(j)Go(j; x)A.t;A.t;d3 x;d3 x; + ... 
1,3=1 

(1.11) 

Para. interacciones contínuas en el tiempo del potencial V, las sumas 
se convierten en integrales en el tiempo, de tal forma. que ambas series se 
pueden sumar: 

,P(x') <p(x') + j Ga(x'; l)V(l)<p(l)d"1x, 

+ j G 0 (x'; l)V(l)Ga(l; 2)V(2)<p(2)d4 x 1 d 4
x2 + ... 

<p(x') + j G 0 (x'; l)V(l),P(l)d4 x 1 
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G(x';:z:) Go(x'; x) + j Go(:z:'; l)V(l)Go(l; x)d'1xi 

+ j Go(:z:'; l)V(l)Go(l; 2)V(2)G0 (2; x)d4 x,d4 x 2 + ... 

G 0 (x'; :z:) + j G 0 (x'; l)V(l)G(l; x)d4 :z: 1 • (1.12) 

1.1 Propagador libre 

Para encontrar Ja forma explícita del propagador libre G 0 (x'; x) considérese 
Ja ecuación que define al propagador <'xacto: 

O(t' - t).P'(x') = i f G(:z:'; x)?/J(:z:)rl'x 

1/J(x') satisface la ecuación de Schrodinger [iéJ,, - H(x')] 1/J(:z:') = O. Apli­
cando el operador iéJ,, - H(:r') a Ja ecuación anterior y utilizando que Ja 
deriva.da de la función escalón es una delta de Dirac {J¡O(t) = ó(t): 

ió(t' - t).P(x') = i j [iéJ1, - H(x')] G(x'; x)1/J(x)d3 x. 

Poniendo .P(x', t') = J ó(x' - x).P(x)d3 :z:, se encuentra la ecuación diferencial 
que satisface el propagador exacto: 

[ia,, - H(x')] G(:z:';:z:) = ó(x' - x)ó(t' - t) = 5'1 (x' - :z:). (1.13) 

En el ca.so libre H(x') = Ho(x') = -~y G(x';:z:) = Go(x';x) por lo 
que la ecuación diferencial que satisface el propagador libre es: 

[;a,,+ ~::] Go(x'; x) = 5 4 (:z:' - x). 

Como el hamiltoniano de partícula libre Ha(:x') es invariante ante trasl~ 
clones, el propagador libre será función dC Ja diferencia x' - x: Go(x';z) .=: 
Go(x' - :z:) de tal forma que 

[;a,,+~:: J Go(x' - :z:) = ó 4 (:z:' - x). (1.14) 
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Utilizando la transformada de Fouricr ele G 0 (x' - x) y la. forma integral de 
la exponencial co1nplcja. pnra ó 4 (x' - x): 

[w,, + ~] Go(x' - x) = 

! <l3pdw [w - L] e-;w(t'-•)e;p-(x'-x)G (p w) 
(2rr) 4 2m 0 

• 

! d
3

pdw e-iw(t'-t)eip-(x'-x) 
(2rr) 4 

con lo que se ha obtenido la. cc11aci6n que Ratisface el propagador libre en el 
espacio <le 1110Ult.•ntc>H Gu(l>,L..J): 

Si w =/= ~ entonces 

[w - :.:] Go(p,w) =l. 

Go(p,w) = --
1

- 2-. 

w-~ 

Esta. función no está definida cuando w = ~. A continuación se mostrará 
que la. modificación 

Go(p, w) = lim 
1

2 
..::-to+ w - ~ + ic: 

es consistente con la. condición de frontera Go(x' - x) = O para t' < t. 
Calculando la integral en dw de la. transformada de Fourier de Go(x' - .z) 

haciendo el cambio de va.ria.ble w' = w - ~ se obtiene: 

ya. que 

Go(x' - x) = -i J d3p e•P·(x'-x)e-i~{t'-t) X 
(2rr)3 

! 
dl.ü' e-iw'(t'-t) 

X..::~+ (-2rri) w' + iE 

-i9(t' - t) J d
3

p exp [ip · (x' - x) - i~(t' - t)] 
(2rr)3 2rn 

! 
dt..t.J' e-iw'(t'-t) 

9 (t' - t) = .1!.-CC+ - (2,,.i) w' + iE • 

10 
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La forma integral del propagador libre aún se puede escribir de manera 
equivalente Utilizando soluciones de partícula libre normalizadas 

( ) 
___ l__ -;(Et-p·x) 

'Pp X - (27r)3/2e 

como: 
Go(x' - x) = -ifJ(t' - t) j d 3 pcpp(x')cp¡,(x). (1.16) 

En general, para cualquier ha1niltoniano H cuyas soluciones sean ibn(x) 
ortonorrnales para un 1nis1no tiempo t, el propagador exacto será: 

G(x'; x) = -ifJ(t' - t) L 1,b0 (x')1,1>;;(x). (1.17) 

Esta. forma es conocida como la. representación espectral del propagador. 

1.2 Matriz de dispersión 

En problemas de dispersión interesa la probabilidad de encontrar un estado 
final 1 f} muy lejos del centro dispersor V o mucho tiempo después de 
Ja interacción dado que el estado inicial 1 i) (antes de interactuar con el 
potencial V) provino de una solución de partícula libre cp¡. Después de Ja 
interacción t.p¡ se propagará según el principio de Huygcns como: 

1,b;(x') = i j G(x'; x)cp;(x)d3 x; t' -t -0(). 

El estado final será una. solución de partícula. libre <p J ya. que la partícula 
dispersada. se encontrará fuera. del potencial V. 

La matriz de dispersión SJi o la amplitud de probabilidad de encontrar 
a una partícula después de la dispersión en el estado I f) proveniente de una 
partícula en el estado I i) anterior a la interacción con el centro dispersor V 
será.: 

sf' {cpf 1 .,P;} = J cpj(x'),P;(x')d3 x' 

i j cpj(x')G(x'; x)cp;(x)d3 xd3 x'. 

Utilizando el desarrollo en serie de G ( x'; x) en términos de Ga ( x'; x) [ecuación 
(1.12)] y el hecho de que 

O(t' - t)..P;;,(x) = i j G(x';x),P;;,(x')d3 x' 
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[que se puede obtener fá.ciln1eute de la. ccuac1on (1.17) multiplicando por 
1/l;';(x), integrando en d 3 x' y utilizando la ortonormalidad de las funciones 
tPn(x)] se obtiene para la. n1a.triz de dispersión: 

1.3 

S¡; 8¡; - i j <pj(l)F(l)<p;(l)rl'1x 1 

-i j <pj(l)V(l)Gu(l, 2)F(2)ip;(2)d4 .:z:1d4 .:z:2 - ... 

8¡; - i j <pj(l)V(l),P;(l)<l'1.:z:1. 

Amplitud de dispersión 

La transformada. de Fouricr del propagador exacto es 

1 J . G(x', r; x, O) = 
2

7r G(x'; x; w)e-•wr clw 

(1.18) 

(1.19) 

en donde por conveniencia. se ha. realizado una traslación temporal, de tal 
forma que T = t' - t. 

A continuación se 1nostrará que la elección 

G(x';~;<..>) = lim L Wn(x')..P;:(':") 
e::-to+ " w - Wn + iE 

(1.20) 

con 1/.Jn(x) soluciones estacionarias de la ecuación de SchrOdinger: 

[Ho + 1r - En] ,P = O (1.21) 

es consistente con la. ecuación (1.17) que define al propagador exacto: 
Substitnycu<lo la. ecuación (1.20) en la. ccuaci6n (1.19) e intercambiando 

el orden ele integración se llega. a: 

G(x',r;x,O) 
2

l lim L J e-;wr . dw,Pn(x'),P;:(x) 
7r e::-to+ n W - Wn + tE 

-i E lim -~ J e-iw'~ dw'e-iwn-r,pn(x'),P"(x) 
" e-to+ 27rt. w' + tE " 

en donde se ha hecho el cambio de variable w' = w - Wn. Finalmente, uti­
lizando la forma. integral de la. función escalón se obtiene que el propagador 
exacto está. da.do por 

G(x', r; x, O) = -i9(r) L e-•wnr,pn(x')..P;:(x) 
n 
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que es exacta.mente la ecuac1on (1.17) para el caso en el que tPn(x) sean 
soluciones estacionarias de la. ecuación de SchrOdingcr. 

Si 1~ funciones 1/Jn(x) son soluciones de partícula. libre, tPn(x) = (~~~-¡~, 
la. suma discreta se convierte en una integral en d 3 kn y se obtendría el 
propagador libre Go(x'; x; w) a. partir de la ecuación (1.20): 

Go(x';x;w) 
1 

1 
eikn·(x'-x) 

(2rr) 3 w - Wn + ÍE.d
3

k" 

2rn J eikn·(x'-x) 3 
Ti(2n-)3 k2 - k~ + ÍE d kn 

en donde k 2 = 2 'A""". Si 6 es el ángulo entre k y r =: x' - x y se considera a 
r como el eje polar: 

Go(x';x;w) 
2ni r2w {" ¡oo eiA:nr coso 

r<(2n-)3 lo lo lo k2 - k~ + ÍE k~ sin (}dknd8dcp 

~ [ 00 sin knr k dk 
tr 2 1ir Jo k2 - k~ + iE. " " 

_ 2~r eikn·r. 

Como se mencionó al principio ele la sección 1.2, en problemas de dis­
persión interesa. analizar la función de onda de las partículas dispersadas 
muy lejos del centro dispersor, por lo que considerando el ca.so en el que 
:e' > :e: r y ~ se pueden aproximar como 

r ~ x' - xcos6 

1 1 
;: ~ ;;;· 

Por lo tanto, la ecuación para Go(x'; x; w) para x'-+ ex:> queda como: 

(1.22) 

En general, en los problemas de dispersión estacionarios, con base en 
el principio de Huygens, se busca una solµción exacta.,¡, del problema DlUY 

lejos del centro dispersor (:e-+ oo) en términos de una solución de partícula 
libre cp más una onda esférica saliente c/J: 

.Pn(x) 'Pn(x) + 4>n(x) 

z .::++oo 'Pn(x) + f(O) eiknx. 

"' 
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La función f{B) se conoce con10 atnplitud de dispersión y se relaciona 
con la Hecci{u1 c.lifcrcncin.l en la. forina.: 

clcr = l/(O)i 2 rln 

con tl'f! c•l Plernento de ángulo sólido. Así, el problen1a. principal en los 
procesos dr. <lisprrsión se co11vicrtc en üncontrar explícitamente Pl valor de 
la función /(O). 

Substituyendo la. ecuación (1.23) en la ecuación (1.21) se encuentra. la 
ecuación que satisface <Pn: 

[Ho - E.,]<t>.,(x) = -V"(x)l,",,(x) (1.24) 

ya. que Ja energía. del estado incidente 'Po se supuso la misma. que la energía de 
la. onda dispersada. <Í'n· Esta.suposición se basa. en Ja. aproximación adiabática. 
del potencial V (Ver el libro de Shiff (5)). 

Utilizando que el propagador libre G 0 (x'; x; w) satisface la. ecuación 

[E., - Ho(x'))Gu(x';x;w) = ó 3 (x' - x) 

junto con In. ecuación (1.24) se llega a que <Pn está dada por 

o/•.,(x') = J Gu(x';x;w)V(x)r/'o,(x)cl3 x. 

Sllbstituycndo la ecuación (L22) en esta última y comparando con la. 
ecuación {1.23) fiuahnente se obtiene la. an1plitud de dispersión /(8): 

/(O) 

(1.25) 
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Capítulo 2 

Propagador relativista 

En este capítulo se generalizan las ideas del capítulo anterior al caso rela­
tivista. y se introduce el concepto ele sección diferencial. 

En la. generalización relativista. del propagador, en lugar de la ecuación 
de SchrOdinger, se considera. la ecuación de Dirac: 

[iV - e4 - m] t/J =O (2.1) 

en donde en general 4 = A,..."Y"' con "Y"' matrices de 4X4 dadas en términos 
de las matrices de Pa.uli de 2x2: 

-rº = ( 1 -'?1 ) o 

"Y¡= ( o ~·) -ui 

La. ecuación de Dira.c es una ecuación espinorial de cuatro componentes. 
Dos de sus soluciones corresponden a eigenvalores positivos de la energía 
(espín hacia. arriba y hacia aba.jo) y las otra.s dos a eigenvalores negativos 
de la. energía. (espín hacia. a.rriba. y hacia. a.bajo). 

El propagador rela.tivista., Sp(x', x), se. define en analogía a como se hizo 
en el caso no relativista en la ecuación (1.13): 

[iV - e.tf.. - rn] Sp(x'; x) = ó~(x' - x) (2.2} 

En donde SF(z'; :r) es una matriz de 4X4. 
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Pri111Prn sP analizará PI r.a . .:.o del propaµ:a<lor libre SF(x'~ x) para. poder 
expresar al propaµ;ador <'Xactn <'tl t.<'•rtninos <le Pst.c eon10 s~ hizo Pll el caso 
110 rPla.t.i '\.'ist n .. 

El subíudice F. de Fcyn1nau, significa que la.s soluciones <le energía nega­
tiva. se propagarán de 111ancra. a.delautada y las de energía positiva de 111anera. 
retrasada.. parn tnn1ar «•n curnt.a la. interpretación de agujeros de Dirac. 

2.1 Propagador libre 

La ecuación que satisface el propnp;ador libre relativista es la ecuación (2.2) 
con_.¡.= O: 

[i'Y - 111] Sp(x'; '") = ,)'1 (x' - x), (2.3) 

Corno i'j es invariante ante tra .. ..-;lacioncs, SF será una función que de­
pcucla. s1llo 11<' la. difc-rencin. :i:' - ;1:: Sp(3:';x) ::::::=: Sp(;c' - x). Escribiendo 
Sp(;,; 1 

- .1:) 1•11 '-'spaciu de 111ou1c.•utos ut.ilizan<lo HU transforn1ada e.le Fourier y 
la. rcprcsrntación intrgral de la ~xponcncial cotnplcja para la. función delta 
de Dirac, se consiµ;uc la. Riguientc relación: 

J tlº'p . , ___ [p- 111 ] .,-•p(r -rlSp(¡J) 
(2rr)·I 

J ct•p e-ip(x'-r) 

(2rr)'1 · 

de tal forma que Sp(p) satisface la. ecuación 1natricial: 

[p- m]Sp(¡>) =l. 

J:vlultiplican<lo por [p + 11>] a la izquierda y despejando: 

,S+rn _ 1 , 
Sp(p) = p2 - m2 = f> - m' 

(2.4) 

(2.5) 

Para. conocer SF(JJ) en p 2 = 1n2 , en analogía. con lo que se hizo para el 
caso no relativista, se hará el ca.1nbio de variable m 2 -+ m 2 - ie tomando el 
lín1itc e-+ o+ en la ecuación (2.5), y Re integra.ni en clp0 en la. ecuación (2.4). 
En este paso es hnportantc to111ar en cuenta. la teoría de hoyos de Dirac, en 
donde es pcnnitido tener frecuencias positivas propagándose hacia el futuro 
a_c¡í corno fr<'ctu~ncias ncgativn.s propnµ;á.ndosc hacia. el pasado, de tal forma. 
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que SF(x' - x) "s: 

, J d'ªp e-ip(.r'-r) 

SF(x - :z:) = (2:>r)'' p2 - m2 + ie (p + m) 

J 
dªp eip(x'-x) . 

-i --- [e-•E(t'-t)(E10 - p')' + m)61(t' - t) 
(2tr) 3 2E 

+ eiE(t'-t) (-E10 - p')' + 1n)61(t - t')] . 

Utilizando soluciones normalizadas de partícula libre de la ecuación de 
Di rae 

[en donde r = 1,2,3,4, Eres +1 sir= 1,2 y es -1 sir= 3,4 y u1r(p) 
son los cspinorc-s <¡uc corresponden u. soluciones de partícula. y a.ntipartícula 
con espín hacia arriba (r = 1, 4) y hacia. abajo (r = 2, 3) que satisfacen la 
relación wr(p)~r'(p) = Órr'Er ], el propagador libre SF se puede escribir 
como: 

SF(x' - x) 
2 

-i9(t' - t) j d 3 p L f/Jf,(x')iPf,(x) 
r=l .. 

+i9(t - t') j rl3 p L f/Jf,(x')iPf,(x). 
r=3 

Con esta forma de escribir al propagador Jibre, es claro que soluciones de 
energía positiva se propagan hacia el futuro y soluciones de energía negativa. 
se propagan hacia el pasado, lo cual es fácil de verificar haciendo uso de la 
condición de ortonormalización frl3x1/J~(x)1/Jr•(x) = Órr" Así, si ,¡,C+J y ,¡,C-J 
son soluciones de energía positiva y energía negativa: 

2.2 

9(t' - t),¡,C+l(x') 

9(t - t'),¡,C-l(x') 

i j SF(x' - x),pC+>(x)<l3x 

i j SF(x' - x),pC->(x)d3 x. 

Propagador exacto 

El propagador exacto satisface la ecuación (2.2). Reacomodando términos 
y utilizando la. ecuación (2.3) que satisface el propagador libre se obtiene la 
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siguiente Pcnaciún iutcgral para (~l p1·op•1~ador exacto S}..: 

(i'Y r' - m.) Sp(x'; x) = 6 4 (x' - x) + e4(x')SI'.(x'; x) 

J 6'1(x' - y) [o'1 (y - a:)+ e4(y)SF(y; xJ] rl'1y 

J (i'Yx• - m) Sp(x' - y) [o4 (y - x) + e.'¡[(y)Sp(y; x)] d 4 y 

cuya solución es 

sr,.(:i:'; .1') = Sp(x' - x) +e f rl'1yS¡.(x' - y)4(y)Sp(y; x). (2.6) 

La solución exacta <le algúu probleina <le dispersión, '.P'(x), se puede 
escribir en h!ru1iuos del propagador exacto sp (en analogía con la. eocuación 
(1.1) dC'!l caso 110 r<•la.t.ivisf.a) <'01uo: 

•1'(x) = i J s; . .(x; y)'I!(y)rl'1y (2.7) 

y utilizando sucrsiva1ucntc la ecuación (2.6) co1no: 

'I!(x) = ,P(x) + ie J d 4 ySp(x - y)4(y).P(y) + ... (2.8) 

2.3 Matriz de dispersión 

La matriz de dispersión S¡¡ está dada por el producto interno 

y su interpretación es equivalente a aquella que se tnencionó en el caso no 
relativista en la sección 1.2. Utilizando el adjunto ele la ecuación (2.7) para 
el caso libre, la ortonorrnaJidad entre las funciones de onda libres 1/l y la 
ecuación (2.8), se encuentra la 1natriz de dispersión en una forma. análoga a 
la. ecuación ( 1.18): 

(2.9) 

en donde €f = ±1 dependiendo si el estado final 1/,1¡ es de partícula o de 
anti partícula. 
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Substituyendo la. serie para. '1t¡(y) [ecuación (2.8)] en la ecuación anterior, 
se obtiene una serie para la matriz de dispersión en términos del propagador 
libre SF y de soluciones libres 1/J: 

S¡; c5¡¡ - iee¡ j d 4 yif,¡(y)4(y),P;(y) 

e¡ j cl 4 yd'1xif,¡(y)4(y)Sp(y - x)4(x)t,l•;(x) + ... (2.10) 

2.4 Sección diferencial 

Supcln~a..c;;r. que en <'l oriµ;cn de cierto Rist.cn1a. de rcfcrc11cia. (:r. 1 , x 2 , x 3 ) existe 
un centro <lispct"sor v·. En el pu u to D = (xu1 , .c02 , .1~03 ) He hu. coloca<lo un 
detector a un ángulo (J con respecto al eje x 1 y a un ángulo cp del eje x 3 

de tal manera que subtiende el ángulo sólido dO. El detector servirá para 
analizar la dispersión de pa.rtícula..'5 que inciden n. v· clcsdc una región muy 
lejana en x1 (x1 --+ -oo). 

Figura 1: Dispersión de partículas por V. 

Sea J¡ el flujo de partículas incidentes (Ja es el número de partículas que 
atraviesan la unida.el de área perpendicular a x1 por unidad de tiempo). 



Un nú1ncro <fu <le partículas <lispersadas ser;:ín <lctccta<las en D por 
unidad de ticn1po dentro del ~ingulo Rólido dO. dn será proporcional a J; y 
a. dQ: 

dn = dcr(O, <p, F)J;dfl 

en donde la constante de proporcionalidad se ha denotado por du(fJ, 1.p, ,,..~) y 
se le conoce co1110 FPcción difcr<"ncial. 

Co1110 se verá. a. continuación, la 111atriz de dispersión Sf; está. directa-
111ente relacionada con la. sección diferencial du: 
. Por construcción. ISJ;/ 2 

PS la. proba.bilidacl de transición de un estado 
inicial 1 i) a uno fiual 1 f). 

l Tt.iliz;1.~1do la. n·1o;l:1 d« on1 .1,. p,•nni, qHP dir,. q11P- "Il PI volnrnr.n <i3 pf 

cxistC'u 'c.;';~;¡ P:-itadus tina.k•s, y <'1 flujo iuicia.l de partículas J; = -Tf- = *' 
se obtiene la. densidad de probabilidad de transición de un estado inicial 
1 i} a uno final 1 f) ron rnon1ento PU el intervalo PJ + <i3 pf por partícula 
iucideutc por unidad de 1.ic111pu T y por uuidad de volu111cn V: 

IS .¡2 Vcl3p1 _!__l_ = IS1 ;1 2 
Vd3 p 1 E; 

I• (2,,-)3 J; TV T (2rr)3 p;. (2.11) 

A las cantidades que n1ultiplican a ISJ;/ 2 se les lla1na factores de fase. 
La sección diferencial du es, prccisan1cntc, la probabilidad de transición 

de uu estado inicial con 111omento p¡ a un estado final con momento entre 
PJ + d 3 pf por partícula incidente por unidad de tiempo y por unidad de 
volumen: 

(2.12) 

En proOlen1as con sin1ctría. esférica <i3 pf = p'Jclpftlfl, siendo la. sección 
diferencial por unidad de ~ingulo sólido: 

(2.13) 

En proble1nas que presentan una sin1etría cilíndrica respecto al eje X3: 

d 3 p1 = P1dp1dp13dO y la sección diferencial por unidad de ángulo polar O 
es: 

(2.14) 

Las unidades de la sección dierencial du son las de área, con lo que una 
interpretación más tangible de la sección diferencial viene siendo el área 
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efectiva. que el centro dispersor (ya sean otras partículas o un potencial) 
presenta. a las partículas incidentes. 
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Capítulo 3 

Dispersión de una partícula 
cargada por un campo 
magnético solenoidal: Caso 
no relativista 

En este capítulo se repetirá <lctalladan1cntc el cálculo realizado por Landau 
y Lif.shitz (1) de la sección difcrC>ncial de la dispC"rsicJn de partículas cargadas 
por nl ca.rupo ruagnético de un solenoide en el en.so uo relativista. En su 
cálculo, Landa.11 y Lifshitz utilizan la aproxitnación de la leona] (ver apéndice 
D). 

ConsidérPsc la. Pcuación ele Schrüdinµ;cr con iutP.racciones clcctro1nagné­
tica..91 en la '111<! <•I hatniltoniano es I-I = 2!,. [¡j - ;;.A] 2 . Para el ca.so del 
campo n1ag11ético <le un solenoide, el potencial vectorial A está dado, en 
coordenadas cilíndricas, co1no: 

{ ~rO A(r) = 2~ro. 
~o= .!1Lvo 21rr· 2JT 

parar< ro 

parar> ro 
(3.1) 

en donde se considera al solenoide centrado en el eje X3, de radio ro y con 
flujo magnético <I> constante. O es el ángulo polar, O E (O, 2:ir) y r el radio 
vector, r ;:::: O. En la siguiente figura se rnuestra el sistema de referencia 
utilizado. 
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~-----· 
X1 

Figurn 2: Sistema de referencin utilizado para. D solenoidal. 

Con10 la. c.•lc.!cdón ,\rl potencial vectoria.1 no C"S t'1nica., también es válida 
la transformación A -+ A+ V' f ya que Il = 'V X A y V' x V' f = O. Con esta. 
nor1na. y C"l can1bio <le fa.se c-n la. fu11cic..-S11 ele onda. 1/.1 -+- e~ 1/J, 11/Jf2 permanece 
invariante. Prc-d.satn<."nte el potencial de la. ecuación (3.1} para. r > r 0 es de 
la fortna. A= A'+ V f con A'= O y f = -l;;O. }\.sí, si 1/J c-s solución exacta 

del prohle1na. q111~ ~e a.na.liza, ¡/1c~"' .. t~ t.a.1ubién lo c.•s. 
Por lo tn.nto, si las partículas qne interactuarán con el campo magnético 

del solcuoi<lc Han libres y sus ín1petus se encuentran en la dirección del eje 
x1., la función de onda. que las representa. estará. dada por 

1/1= eik::r1e~. (3.2) 

Comparando esta últiu1a ecuación con la ecuación (D.5} del apéndice B 
resulta que la función F(x} está da.da. con10 

Cie~8) F(x) = cxp 2irhc . 

En una rcg1011 1nuy cercana. al solenoide, la. solución t/J dada por la 
ecuación (3.2} no es válida., puesto que la. presencia. del can1po magnético aún 
puede perturbar a las partículas dispersadas. Esto se refleja. en la falta. de 
pcriodicidn<l ele ln. función F(x) cuando c>l á.n~ulo polar lJ recorre múltiplos 
enteros de 2rr a.l n~dc<lor del origen. Es decir, l~ntrc las regiones x1 > O y 
x1 <O el valor de O difiere en 2rr y Fes discontinua. a menos de que T = n~. 

Con10 \a.H pa.rtíc,1lns dispcrsac:la.R Hcni.n analizadas en una. región leja.na. dC 
donde se encuentra. el ca.tupo n1a.gnético, en tnuy buena. aproxitnación basta. 
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analizar lo que sucede en la dirección x¡ despreciando la dependencia. en x2 

el''! la. sol uci<Jn 1/-'. 
Tornando en cuenta estos dos últiruos hechos, la. función tP de la. ecuación 

(3.2) se puede redefinir por intervalos como: 

{ 

eik.:r1 e;~~ 
,P(x1) = 'k -;•• e' ·.:r1 c2'T.'C 

para x 1 <O 
para. x 1 >O 

de tal forma que al pasar de la región Xt < O a la. región x1 > O, el ángulo 6 
pasa de ser -rr a 7r, con lo que (J difiere en 27r al pasar de una región a otra, 
corno se mencionó parrafos arriba. Con esto, F(x) también se redefine por 
intervalos como: 

F(x) = {e~\:. para x, < O 
e21i'C para x 1 > O 

Substituyendo el vaJor de F en la ecuación para la a111plitud de dispersión 
en el caso de una. simetría cilíndrica (ecuación (D.4)] siendo q la transferencia 
de momento se obtiene: 

f(O) -ia i,~ ,,-;,,%, [e~ - c;-;::1 dx, 

~ fJ- sin c;:c) 
en donde para. calcular la integral se multiplicó por el factor c-iA y finalmente 
se tomó el límite ..\ ~ O. 

La sección diferencial que se busca es 

ya. que q = 2ksin ~ 

du 
d(J 

lf(9)1 2 

~sin2 (e<I>) 
q 2 rr 2ñ.c 

1 sin2 ( e<I>) 
27rksin2 ~ 21ic 
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Figura 3: Esquema. de la aproximación utilizada .. 

Ahnrouov y Dolun [2] calcula.11 ele n1ancra. exacta la. sccc1on diferencial 
del mismo proceso para. el caso en el que el radio del solenoide tiende a cero 
(r·o--)' O) tna.nt.r.nicndo el flujo tnagnético el> constante, obteniendo1 

• 2 ( ~"') clu 1 sin 21iC 

dO 1111 = 2rrsin 2 ~ {3.4) 

la. cual tiene el 1nismo co1nporta111icuto sinusoidal <¡ue la sección diferencial 
nht.<'nida por L:11ula11 y Lifshit.z (Pcu:u:ión (3.3)). 

Si en a.mbos casos (ecuaciones (3.3) y (3.4)] el flujo magnético está cuan­
tizado (ver sección 5.4), es decir 

<I• = ncl•o, <I•o = he, n = O, 1, 2, · · • 
e 

entonces la sección diferencial es nula.: 

clu = 0 dO -

y consecucntc111cntc tiene un lítnitc clásico nulo, al hacer ti~ O. Este límite 
clásico es consistente con el que se obtiene en la. ecuación (3.3) al hacer 
Ti.__.. O manteniendo fijos y co1110 chisicos a e, T, k, O. 

A continuación se obtendrá el lírnite clásico de la sección diferencial de la. 
ecuación (3.3) siguiendo el análisis realizado por Landa.u y Lifshitz, el cual se 
cree que ptn"<la ser la ca.usa de un resultado t.an inesperado y contradictorio 
r.:orno en scguicla. SP- n1ucst.ra: 

Supc'.">nga.::;e <1uc ftc << 1, de tal fo1·111a. q11c sin (ff.'c) ::::::::: ~- Supóngase 
también que se tienen ángulos pequeños de dispersión 9, para. los que la. 

1 En 1·c1Ui<lnJ, Ahn.ronov y Bohn• obtienen uno. dependencia en cos2 ;., pero el sistema 
de rercrcncia que utilizan es tal que el ángulo de dispersión está desplazado en 7t" respecto 
al que aquí se hn. utilizado: BAB = 8 + 7r 
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transferencia. de n10111ento se puede aproxin1a.r co1no q ::::::::: kO. Considerando 
que lik = 1' se obtiene para la sección difcrcucia.l: 

du 1 e2<1>2 l. 

d(J º'"'' = 2rrhc2p 92 · 
(3.5) 

la. cual es singular en el límite ti -+ O. 
Cuando Landau y Lifshitz obtienen la sección diferencial de la ecuación 

(3.5) comentan que la divergencia de la sección diferencial cuando (J -+ 
O (aunque el campo n1agnético se mantenga concentrado en una pequeña 
región del espacio) y la periodicidad con el flujo del can1po magnético, son 
ambos efectos puramente cuánticos, sin dar ninguna justificación de tal a..5e­

vcración. Como se hizo notar antes, este problc111a proviene ele haber omitido 
el carácter cuántico del flujo magnético. En el capítulo 5 se discutirá. en qué 
sentido es que la sección diferencial obtenida es puran1cnte cuántica.. 

()bsérvcse que tomar el IÍ1nitc clásico de la ecnacicín (3.5) al hacer tender 
ñ -+ O 1nanteniendo e, <I>, p, 8 fijos no es adtnisible, ya que ésta es una sección 
diferencial válida. spara O pequeña.. Co1no HC! 111cncionó pá.rrafos arriba, el 
límite clásico, en este mismo sentido, para todo ángulo de dispersión es nulo. 
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Capítulo 4 

de una partícula Dispersión 
de Dirac por un. campo 
magnético uniforme 

Con10 prhncr plantcan1iento del problen1a de dispersión <le una partícula de 
Dirac par 1111 catnpo rnagnético externo se calculará. el caso 1nás sencillo: el 
de un catnpo 111agnético uuiforruc en todo el espacio: Bo = BaXa con B 0 
una constante. El cálculo que aquí se presenta se realizará a primer orden 
en teoría de perturbaciones haciendo uso de estados asintóticos de partícula. 
libre. El plantear el problema. <le esta manera quizá parezca erróneo, pues 
existe Ja. duda de poder utilizar teoría de perturbaciones y más aún, solu­
ciones de partícula libre. Sin embargo, rnás adelante, en el capítulo 5 se 
n1ostrará que ~l resultado aquí obtenido es correcto, en el sentido de que en 
la. dispersión debida a un solenoide de radio r 0 , al tomar el 1í1nite ro -J- oo, 
se recupera el resultado obtenido en C'Stc capítulo. 

Es importante 1ncncionar que en Cruu1odiná1nica. Cuántica (QCD) es 
común utilizar teoría. de perturbaciones junto con estados asintóticos de 
partícula lil>re f'll JlrOIJlernaR <'ll lo.s que <111iz•Í est<" p)antca111icnto sea erróneo, 
coruu SllCPde cu PI pi-ohlcu1a. de los cinarks Jig¿u)os <•n Jos hadroncs. Es por 
eso que es iinportantc entender los resultados que se obtienen al aplicar esta 
teoría y en <>.Stc traba.jo se cstudiaréÍ. uuo de Jos ca.sos que pareciera C"l más 
sencillo para tal efecto, el de un can1po rna.gnético uniforme. 

El potencial vectorial para un campo 1nagnético uniforme en todo el 
espacio rs A = - ~x X Bo que con Ja transformación de norma x = 2.x2X2 
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se puede escribir en una forma 1nás sencilla. con10: 

A= -x2DuX1. (4.1) 

Las partículas se considerarán incidiendo a la región con campo magnético 
en la dirección Xt.. 

Figura 4: Sistema de referencia utilizado para B uniforme. 

Para. un cálculo a. primer orden ele la sección diferencial basta considerar 
tan sólo los dos primeros términos de la. serie (2.10) que determina. a la 
matriz de dispersión: 

S¡¡ = ó¡; - ie J d"yif,¡(Y)4(y),P¡(y) (4.2) 

en donde tP(x) son soluciones de partícula. libre de la ecuación de Dirac con 
momentopy espín s: 

fTi" . 
,P(x) = y :EV"(p, s)e-•P% (4.3) 

norn1alizadas a tener una. sóla partícula. en el volumen V. u(p, s) = u es el 
espinar de una. partícula libre con energía positiva y ;¡, rR <!-l adjunto de 'f/J: 
.¡¡; = ..¡_,t7 o. 

Substituyendo las expresiones de .,P1(x), 1/J¡(x) y del potencial en estudio, 
~(x) = :r2B0 -y 1 , en la ecuación para S1a a. primer orden [ecuación {4.2)) se 
obtiene, en el caso f ":F i: 

iemBo 1 J · ( _ ·) 4 S.1¡ = .../"EiEJV Ü.J"'Y u¡ x2e•z Pr P• d x. 

28 



Las integrales en dxo = dt, dx1, dx3 son proporcionales a una delta de 
Dirac (por un factor de 27r), ya. que en general 

siendo q = Pr - Pi la transferencia. de mo1nento. 
Consultando el apéndice C (ecuación (C.1)], la integral en clx 2 es: 

J x2e-ix2 q 2 dx2 = 2rrió(q2 ). 
q, 

Con c-sto se obtiene para. la. 1natriz de dispersión: 

S¡;= 
erriBo (2rr)"ó4(q) _ 1 

,/EiEJV q, "JI' tt; 

Como 
l2rró(q)j2 = 2rrLó(q) 

entonces: 
IST¡V;l

2 
= (erriBo)2 (2rr)'

1
Ó'

1 
(q) 1- 1 I' 

E¡EJV2 q~ Uj')' 11¡ • 

(4.4) 

Considerando que la magnitud del momento se conserva. {IPJI = jp;I) y 
que p¡dp¡ = E¡dE¡ (pues E 2 - p} = m2) junto con la forma de la sección 
diferencial para un problema con simetría cilíndrica. [ecuación (2.14)]: 

du = 2rr(erriB ) 2 ó(qi)ó(q,) lü - 1 u-1 2 

diJ 0 ¡FJ sin 2 (} 1' ' 
(4.5) 

ya. que 
q2 = (l'J -p¡)2 = ]JJSÍn O= psinO. 

En este caso la. sección diferencial obtenida tiene unidades de inverso de 
longitud, ya que se calculó por unidad de volun1en de campo magnético. 

La ecuación {4.5) es proporcional a. una delta ele Dirac de la. transferencia 
de momento de la. partícula, lo cual significa que las partículas incidentes no 
cambian su momento al interactuar con el campo magnético, siendo que en 
el problema clásico se observa que describen una trayectoria circular. 

Obsérvese que al inicio de esta. sección se supuso que el campo magnético 
ocupa todo el espacio y que para resolver el problema de la. dispersión se 
utilizaron soluciones de partícula libre. Estas condiciones son físicamente 
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cuestionables, ya. que debido a la. preRcncia <lcl ca1npo inagnético, desde un 
principio, las partículas no pueden co1nportn1·se coino libres. 

Otra forn1a <le entender el significado físico de la ecuación (4.5) es reali­
zando un encendido y apagado adiabático del cainpo inagnético. Supóngase 
que el potencial se enciende al ticn1po t 0 ~ ti y que una partícula, ini­
ciahncntc librr, intC"ract1ía con Pl ca.1npo durante el intervalo de tiempo 
tf - t.- .= :::,,.t. Durante PSC" ticrnpo ~t la partícula pudo haber descrito 
un nún1cro .arbitrario <le trayectorias circulares y al apagar el potencial, al 
tiempo t1 1 ol:n::;cn.-ar que el inonu:-nto <le la partícula no cambió o que lo hizo 
completan1e11tr al azar. ''ér la niguientc figura. 

T* o • 
ti ti 

Figurn 5: Encendido y npngndo adiabático del potencial magnético. 

Es iinportante n1cncionar que para poder utilizar teoría. de perturba­
ciones a. primer orden [cortar la serie de la ecuación (2.10) en el segundo 
término] es necPsario iinponer un líinitc de validez. Este consiste en que 
C'"l producto th•l pot.-uda.l por sn a.lcancc :"l'fL finito y u1uy pequeño. En el 
caso aquí <'Htudiatlo el a.lea.ne-e del potencial es infinito, de tal forma. que 
para. podrr hacl~r nn cálculo pertnrba.tivo <le prhncr orden se tendría. que 
pedir que el potencial fuera. nulo. Con esto, el resultado obtenido para la 
dispersión [ecuación (4.5)] resulta obvio, pues las partículas se comportarían 
como librrs. 

Así, la rna.nera inás natural de estudiar la. dispersión de partículas por 
un campo rnagnético externo será. confinando el campo magnético en el 
espacio, en donde sin llegar a contradicciones, será. posible utilizar teoría 
de perturbaciones junto con estados asintóticos de partícula. libre. 

En el siguiente capítulo se estudia el caso para el campo magnético de 
un solenoide. 
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Capítulo 5 

Dispersión de 
cargada por 
magnético 
relativista 

una partícula 
un campo 

solenoidal: Caso 

En este capít.ulo :-.e Pstudia. la dispcr:sióu de una partícula de Dirac por el 
can1po 111aguét.ico du un solenoide ele flujo constante, ya. que es una de los 
problcn1as ~u;ís sencillos en los que es posible utilizar soluciones de partícula 
libre. Se analiza la. polarización del haz y se discute el problema al cuantizar 
PI flujo 111ag:1u;t.ko. 

5.1 Sección dif"erencial 

Considérese un solenoide de largo L y de radio ro << L centrado en el eje 
X3 de cierto sistema de referencia determinado por los vectores x1 1 x2, X3. 
Dentro del solenoide, en r < ro, el campo n1agnético es uniforrne: D = BoX.s 
siendo Bo una constante. Fuera del solenoide, en 1· > ro, el ca.nipa magnético 
es nulo. En Ja siguiente figura se muestra el sistema de referencia a utiJizar. 
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f 

~-----· 
X¡ 

Figura 6: Siste1na de referencia utilizado para B solenoidal. 

El flujo del campo magnético <I> se mantendrá constante: <I> = 1rrfiBo. 
El potencial vectorial A¡ que describe al can1po 1nagnét.ico en el interior 

del solenoide está dado como 

ya que cp = ( - sin <p, cos 'r?) siendo r.p el ángulo polar y r el radio vector. 
Fuera. del solenoide, el potencial vectorial Ae estará dado por 

de tal fornta. que V X Ae =O. 
En coordenadas rectangulares r<.j> = r(- sin r.p, coscp) (-x2, z1) y Vr.p = 

~ = ~ = ";¡¡-;¡ >. De tal forma, el potencial vectorial para el solenoide 

toma. la forma.: 

parar< ro 

parar> ro. 
(5.1) 

Para. hacer un cálculo a primer orden de la sección diferencial del proceso 
de dispersión, se considerarán los dos primeros términos de la. serie para la 
matriz de dispersión con soluciones de partícula. [ecuación (4.2)]: 

(5.2) 
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en donde 

(5.3) 

es solución de partícula libre de la ecuación de Dh·ac. 
El potencial .,.. se pn<-'<lc <•:=;cribir nt.ilbi:au<lo Pl s.Ítnbn)o dr Luvi-Civita en 

tres índices 

como: 

si ijk es una permutación par de 123 
si ijk es una pcr1nutación in1par ele 123 
si alguno de los índices se repite 

.¡. . { ~ para ,. < ro 
$. = A,,')"µ = ;:¡-~ij3X¡'"'(3 o 1 

_¡r r=t+x] para r > ru 
(5.4) 

Substituyendo los valores de ;¡,,, l/.J¡, • .¡.. en la ecuación {5 .. 2) se obtiene, 
para el ca.so f >'6 i: 

s,i = -? iemif!.. t!ij3 [1 ciqr~;d'1 :i: +¡ ciq:r~d'1x] ÜJ')'j1t¡ 
-7rV VEiE/ r<ro 7 u r>ro X; +X .i 

en donde q = JJJ - p¡ es la transferencia de n101ncnto. 
Para ambas integrales, las partes que corresponden n. clx 0 = clt y dxa son 

proporcionales a 27ró(q0 ) y a 27ró(<13) respcctiva1ncut<" .. Con esto se asegura 
que en el proceso <le <lispcrsióu la. energía. se cousC"rva y <1uc la .. --; partículas 
no cambian su mo1nento en la dirección del can1po rnagnético .. 

Pa.ra calcular las integrales en dx 1 y dx 2 se utilizará la siguiente notación, 
en la que los vectores están en el plano x1x2: 

q q1X1 + q2X2 

X x1X1 + x2X2 

q lql 
r !xi 
(J l(q, x) 

d 2 x dx1dX2. 

Consultando el apéndice C [ecuaciones (C.2) y (C.3)]: 

2 rrfrª'!i.. [Jo(qro) _ 2 J, (qro)] 
0 q qro (qro>2 

-2rriq;Jo(qro) 
q 
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cu donde ./,.. es la función dP DPssel de onlen n. 
De ta.1 fonna. .. SP nhtiPllP par;¡ la. tnat.d7. de dispC'rsión sfi con f '::/= i: 

(5.5) 

en donde se ha. iu<lica<lo cual es la coutribuch'111 de dentro <lel solenoide y 
cual la de fuera del solenoide. 

Obsérvese que en la n1atriz de dispersión C"xistc una contribución neta de 
la. parte en <luudc el ca.nipa 1uagnético uo f?S nulo, pues la contribución del 
exterior dr.l solenoidf' <'S anulada de 111nncra exacta por una contribución de 
la. parte intPrior. 

Rc.•cuérde!if~ qnc Pll el capítulo 3 sP trató t.•l caso no n_1lativista de este pro­
blema utilizaudo la. aproxiinaciún <le la. lcoua.L En c.•se tratan1iento tan sólo 
intPrvi11u l;i 11artc- t•xt.t•riur (lc>l S(Jll.'1u1i<1'.•, th,udt• uo hay cau1po ruaµ;:nP.tico, 
rcsulta.u<lo 1111 nílc11lo qun d(_•srl°ih<' Pl c-fr~cto Doluu-Aharouov. 

A contiuuaeiúu sP cakular;i la sPcciúu difPn•ucial del proceso que se ha 
esta.do estudiando en este capítulo. 

Hacioudo uso de la ecuación {4.4) y del hecho de que 

~i13'Ji-Yi = -q2;· 1 + 'J1i 2 ==: Ó = 'lµIµ 

[con lo que se ha redefinido a. q con10 el cuadrivector q = (O, -q2, q¡, O)]: 

ISJ;l
2 

= (4rrem.P)
2 

ó( )ó( ¡1Jt(qro)l
2 ¡- ti .

1
2 

T L3 1r2r&E,EJ qo q3 qs u¡ u. . 

Multiplicando por los factores de fa.se (Ycr ecuación (2.11)] se obtiene 
la sección diferencial por unidad de longitud del solenoide y por unidad de 
ángulo polar O: 

du J (2e1n<I>) 2 !Ji(qro)l 2 
2 

dO = 2 ,,.,.~Ef ó(qu)ó(q:i) ]J;<J'' lüft}u;I PJ<lpfclPJ.· 

Co1110 la. 111<\-<.;.a. e.le la~ .. ~ partículas se considera. constante, de la. relación 
1712 = E 2 - p'.? R<" obtiene PJdPJ = EftlEJ- Utilizando esto y que la. energía 
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se conserva [ó(qo)] se puede integrar en dEf. Utilizando que las partículas no 
cambian su 1nomento en la. dirección del can1po 1nagnético [ó(q3 )] se puede 
realizar la integral en rlpJ.,. Obteniendo para la sección diferencial 

du (2em.<1>)2 IJ1(qrol12¡- Ó ¡2 
el(} = 27rr5 ¡1¡q6 ltf u¡ . (5.6) 

Las unidades de esta. sección diferencial son las de longitud, ya que se cal­
culó por unidad de longitud del solenoide para evitar una sección diferencial 
infinita. 

5.2 Haz inicialmente despolarizado 

En general 

con Pr, P¡ los proyectores de energía y espín: 

p = p + m 1 + -y
5
/;. 

2m 2 

En el apéndice D se encontró que para el caso en el que el cuadrivector 
q sea real (ecuación (D.2)]: 

(1 - SfSi) [q2 (m2 - PfP;) + 2(p¡q){pfq)] 

+2(p;sf)(pfq)(s;q) + 2(pfs;)(p;q)(sfq) 

-(p;sf)(Pfs;)q2 + 2(m2 
- ]Jf]J;)(s;q)(sfq). (5.7) 

Si la polarización del haz incidente se desconoce, se puede asignar la. 
misma probabilidad a. los diferentes estados de polarización, lo que equivale 
a promediar sobre los dos posibles estados s¡ (espín hacia arriba y espín 
hacia. aba.jo) al calcular ¡u,.u,¡ 2 • Si además de esto también se desconoce 
la polarización del haz dispersado, que equivale a sumar sobre todas las 
posibles polarizaciones finales, lüJflu¡j 2 se reduce a: 

(5.8) 

Otro caso interesante es ver si la. interacción con el campo magnético 
polariza al haz inicialmente despolarizado. En este caso se tendrá que con­
siderar la. polarización final BJ y promediar las dos posibles polarizaciones 
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iniciales, quedando para lü¡fiu¡j~ 

(5.!>) 

que <'S iialepPudicntc de la. polariznción final SJ· Con lo que se observa que 
la interacción del haz iniciahncute despolarizado con el ca1npo n1agnético no 
polariza nl haz. 

Co1110 se verán continuación, la seccióu diferencial es simétrica con res­
pecto al áugulo de dispersión. Con esto se concluye que el efecto observado 
cuando se considera la polarización final y se desconoce la inicial no es lo que 
sucede en el cxpcriincnto de Stc-rn-Gerlach 1 , ya. que en este caso, la simetría 
de la srcricln clifrn•nc-in1 110 s<> dPh<' a. q11P PXist.an clo:=- posibles rstados de 
polarizaeitl11. 

Parn ohf.PJlf'C JI t>xplídt.:u11<•11t.r~ <'11 t.i'·nuinos <lo la 111ag11itucl del 111omcnto 
]J y del ;Í.11~1110 c)p f!iSpPr::.i<ºm (},se> 11t.iliz:ini <'l sistc111a. de rcfen•ncia. <-'11 el que el 
11101nc11to ele laR partkula.s incideutPs coiucidc con el del Pjc .r.1. Considerando 
qnc la. u1ag11it11d del 111onieuto y la Puergía se cousc1·Viln, <lcfínase PJ = p¡ = 
]J, EJ = E¡ := E, con lu que Pl n10111euto de las partículas incidentes será 
p¡ = pi: 1. _..\dc-1n:ís 

J>i (E, p, O, O) 

PJ (E,pcosO,psin (},O) 

q (O, -q,, q 1 , O) = (O, -psin (}, -2psin2 ~·O) 

ya que q = PJ -p¡ y 1 - cosB = 2sin2 ~-
De esta. 1naucra 

z1;q 

JIJ<J 

PJl'i 

gq = -(qf + 'lÍ) = --4p2sin2 ~ . 2 

JH/2 = p 2 sin (} • 

pq2 e-ns O - pqi sin O= v2 sin (J ( cosB + 2sin2 ~) 
E 2 - p 2 coso 

1 En el 1!xpcri1nc11Lo de Stcru-Gcrlnch i.;c so111clc11 úto111os de plnt.n provenientes de un 
hamo n un cn1npo rnngnético inhomogénco. En un detector, detrás del campo magnético, 
se obHcrvn que el linz. inicinl se divide en c:lo~. E8tc c-fccto se explica con In existencia 
del 1nomcnto 1110.gnético intrínseco o espín del electrón. El hecho de que el haz de plata 
se divida en dos haces ni interactuar con el campo magnético implica que el electrón de 
valencia tiene dos posibles orientaciones del espín o polarizaciones. 
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y corno ni2 = E2 - p2: 

Con lo que se obtiene para J.'f: 

l\f -Sp2 sin 2 ~ (-2v2 sin2 ~) +4p4 sin 2 8(cos8+2sin2 ~) 

16p4 sin 2 ~· 
Finalmente, para la sección diferencial (ecuación (5.G)] se obtiene: 

en donde 

da = ~ (e<l')2 JJ1 (2]Jsin ~ro) I:.! 
d(J f ro S7Tpª sin4 ~ 

f=g para ~.E±a;'!:a 1 
para ~~a; 

(5.10) 

Ahora se obtendrá la dependencia. en fi y e de la sección diferencial, que 
como se mencionó anteriormente, tiene unidades de longitud L. 

Por un lado, el cociente 2 :;1c = 2 4 :.~c = 2a no tiene unidades. Por 
otro lado, utilizando la relación de inccrtidu1nbrc ele Hcisr~nberg D..x6.p ~ ñ 
resulta que ~ tiene unidades de longitud, esto es [~] =L. Por lo tanto, cli- 2 

deberá ser a.dimensional para que las unidades de la sección diferencial sean 
las de longitud. 

el> es el flujo tnagnético da.do por c:J? = DA. Co1110 D 2 tiene unidades de 
densidad de energía (pues u = ~ J D 2 1LF") y las unidades <le A son las de 
longitud cuadrada (área), entonces la.s unidades de •1> 2 serán las de energía 
por longitud, es decir (4>2

] = EL. Pero co1no se 1ncncionó en el párrafo 
anterior, cf.2 debe ser adirnensional así que dividamos entre el producto ñ.c 
que tiene unidades de energía por longitud para obtener el resultado correcto. 

En conclusión, haciendo las transformaciones 

p -+ 
p 

h 
e2 

e2 
-+ 

Tic 

<1>2 
<J>2 

-+ Tic 
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en la. ucuación (.!j.10) He obtmuh·;í..n la:-. nnidac.lcs correctas para ln. sección 
diferencial: 

(5.11) 

En las siguientes figuras se nl.ucstra el con1porta1nicnto angular de la 
sección diferencia.) C"ll roordC'nadas rcctangula.rcs y polares para dos radios 
1·0 del solenoide. 

r0 = 1 

Unidades arbitrarias 

Coordenadas 
Rectangulares 

Coordenadas 
Polares 

datd0 

1 0 

Figura. 7: Gráfica de la sección diferencial para ro= 1 (unidades 
arbitrarias). 
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r0 = 10 

Unidades arbitrarlas 

Coordenadas 
Rectangulares 

:U . 

dald0 

J\~, 
daid0 

i!. "' e 

Coordenadas 
Polares o~ 

Figura 8: Gráfica de la sección diferencial para ro= 10 (unidades 
arbitrarias). 

Un caso límite interesante es el de ángulos pequeños de dispersión. En 
ese límite 

( 
p º) 2prosin ~ JJroO 

Ji 2hrosin 2 ~ 2ñ ~ 2r1 

con lo que la. ecuación (5.11) se aproxima. a 

dcr \ 1 e2<1>2 
d9 º"'' = f 2.,..c2r,1'1J' · 

(5.12) 

La. ecuación anterior es precisamente la sección diferencial que Landa.u y 
Lifshitz [1] obtuvieron para. el caso de la dispersión no relativista. en el mismo 
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lfrnite ele cl.ng;ulo:-; JH'C(llfHios d<~ clin.pp1·si<'111 [""c>l' capítulo 3 y explícitarnente la. 
ecuación (3.5)]. 

Otro raso lí111itc~ intrn'sant.e <'S <'l dP radios pe<¡nctios del solenoide. En 
este caso 

clu 1 1 e
2

<!>
2 

d(J 1·0«1 = f Srrc2 li]Jsiu 2 ~ • 
(5.13) 

Obsérvc>:->e que en estas dos ülti111as Pxprcsioncs t_•l radio del solenoide y 
la 1nasa de las partículas no jttPga. uinµ;tín papel. 

Corno se 1ncncionó en C'l capítulo 3, .-\haronov ~~ Dohn1 [2] obtienen 

d<T 1 HÍll 2 ( f,i;,) 
d() ..tH = -2rrHill;.i ~ 

para ra<lius tnuy pequcfio:-; rlt•l :--ult•uoidP. Si ~;~e << 1 de tal fonna que 

siu
2 

-- ""' ( c•I•) 
2/ic ( 

eil• )
2 

2hc 

entonces la sccci6n diferencial obtenida por ;\ha.ronov y Dohm es 

rlu 1 ....._. e2q,2 
dO AB .-.....¡ Srrc2 Tt:.z. sin:.?~ 

que tiene la n1is1na forma de la ecuación (5.13). 
Para obtener el límite clásico de la sección diferencial se hará tender ñ a 

cero en la ecuación (5.12). Se sabe que en el caso clásico las partículas des­
criben una t.ra.ycctoria. circular bien definida, pero con10 es fácil de verificar, 
la sección difcrencinl dr la rc11aci{n1 (5.12) divcrµ;c en el límite t1. ~ O con 
]', ~ y c 2 fijos. 

Introduciendo la variable adin1ensio11al 

1' . (} 
x = 2¡;,r0 s1n 2 = 1·orJ 

(pues sin ~ ~).la s(_~cción difcrcucial de In c•r:nación (5.11) toma la forma 

du = 2_ (e<P) 2 
1 

dO rrf 2c 1·0v2sin::s~F(x) 
en donde sa ha definido a. F(x) como 

F(x) 
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Para x ~ oo, es decir, para ii. -1" O tnanteniendo e. ro. p, (}, ~ fijos, el 
comportamiento asintótico de .11 (x) es [7]: 

lim .T1(x)= (2cos(x-
3

7r); 
x-+oo V;;; 2 

con lo que para x -i- oc, F(x) se con1porta con10 

3 
x~s 

2 " ( 32,,.) }_i_.~ F(x) = 7rX2 cos· x -

obteniendo que 
}_i_.~F(x) =0. 

Con esto se muestra que el límite clásico, haciendo fi -J- O con e, p, r 0 , el>, (J 

fijos, de la sección diferencial obtenida es idénticamente cero: 

r clu 
11~ cllJ =O 

y no muestra ninguna singularidad en h co1no se obtiene en el caso de ángulos 
pequeños de dispersión [ecuación (5.12)] y de radios pcqueiios del solenoide 
[ecuación (5.13)]. 

En la. obtención de la ecuación (5.11) no se supuso tia.da sobre la. carga.del 
electrón e ni sobre el flujo magnético <I>, es decir, an1bos se consideraron como 
clásicos. En la siguiente sección se verá que cuantizando rl flujo 1nagnético 
la sección diferencial tampoco es singular en h. 

Como la. función de Desscl de orden uno (J1 ) es una función que oscila 
entre -1 y 1 es fácil corroborar que la. sección diferencial de la ecuación 
(5.11) para radios tnuy grandes del solenoide (r·0 ~ oio) es nula para 8 # O 
mientras que para 8 = O es <liferente de ce-ro y 1uuy grande. Es decir, 
en el límite <le radios grandes del solenoide, la. sección diferencial obtenida 
se comporta corno una delta de Dirac del ángulo de dispersión [ó(O)], o de 
manera equivalente, como una delta. de Dirac de la. transferencia de momento 
[ó(q)). Con ésto se recupera el cálculo presentado en el capítulo anterior, lo 
cual muestra., junto con la. ecuación (5.12) que el cálculo que aquí se presenta 
es correcto en el sentido de que está bien calcula.do. 

5.3 Unidades electromagnéticas 

Durante el desarrollo de este trabajo se ha. seguido la. rnisma. notación uti­
lizada. por Bjorken y Drell [3] en la que la carga. del electrón eBn se relaciona 
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con la del sist~n1a ga.ussiano o cgs , 9 co1110: 

(·i11> ·.? --::¡-;:-- = ('!1 º (5.14) 

Así la. ro11:.:;tn.11tr. de rstructura finn n <'11 las unicla<lcs utiliza.das por Bjorken 
y Drcll cs 

(5.15) 

En f..•I sistc1ua gaussiano la furrz.a. de Loreutz es 

F = ',, (F: +~X n) . ,. 

de tal forrna que las unida.des de can1po eléctrico y n1agnéticoson las rnismas. 
En este sist.r1na las unidades de las c<1ut.idndcs clctromagnéticas fundamen­
tales son: 

[e] statcoulo112b 

(ll] (E]= yuuss. 

En cgs el p<>t.<•ncia.I ,.J{•ct.l'ico Ps l'" = ~ y tiene 1111idadcs de sta.tvolt, por 
lo tanto 

IstaftJolt = Isto.tcnu/0111.b r111- 1 • 

La energía Pléctrica. es U = ''al"' y tiene unicladcs de erg, por lo que 

lc1'.'I = 1.staf<·uultnub 8fatr.•t1/f = l.<ifotroulrnflb2 c1n.-•. (5.10) 

Co1no en cgs el ca.1npo eléctrico e~tá. dado cou10 E= ~ y tiene unidades de 
gauss (según se observó utilizando la. fuerza. <le Lorentz), entonces 

lgau.<is = Istntcou/0111b c111-
2 

con lo que en este sistctna, Ja..5 unidades de flujo rnagnético son las de carga 
eléctrica: 

lgauss crn2 = lstatcoulornb. (5.17) 

Finalmente, utilizando la. ecuación (5.16) se obtiene que las unidades de 
campo u1n~111~tiro f'll <'I si.str1na. g;<111ssia110 :=;on: 

(5.18) 
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5.4 Cuantización del flujo magnético 

Se cuantizará el flujo Jnagnético 11tilizan<lo In. regla <le cuautización de Dohr­
Somrnerfcld2 para. órbitas circula.res, la. cual c-stablcce que: 

f P ·<Ir= uh (5.19) 

siendo n un nú1nero natural n = 1, 2, 3, ... 
En el sistema de unidades gaussiano la substitución 111ínirna es 

P--> P - eg A. 
e 

Substituyendo p por '!fA en la. ecuación (5.19): 

f e: A · dr = 11.h. 

El flujo magnético es por definición: 

<I> = f B · clS = f 'V x A · rlS = f A · clr 

con lo que la ecuación (5.20) se rc<luce a. 

Cg(l>=uh 
e 

obteniendo que el flujo 1nagnético Re cun.ntizn. en la. forina. 

•I• = 11.hc 
Cg 

siendo .Po el flujo magnético elemental 

•l>o = lic = e 0 

Co O' 

Como a-1 = 137 y e9 = 4.8 x io- 10statcoulo1nb: 

<f>o = 41.31S X 10-8 statcoulomb = 41.318 x 10-8 9auss crn2 • 

(5.20) 

Así, en un flujo magnético de un Tesla. por crn2 se tendrán 2.42 X 1010 

líneas de flujo elemental: 

.:¡;. 10"' 
n = 4-o = 41.318 X 10-s = 2.42 X 10•º. 

--,~0-tr_n_fo_r_m_a_d_c_c_u_nn_t_iz_ar_e_l_H_UJ_·o <le cnmpo mngnético es proponiendo n ,Pefol•l como 

eolución Je lo. ccuo.ción de SchrOdiugcr. Pedir invnrinnzn c.lt• formn en In. ecuBCión Je 
SchrOdinger ni introducir el potcncinl del co.1npo 1nngnético fuero. del solenoide en el 
acoplarnicnto mínimo y pedir que In función de ondn sea univnlundn.. es decir t/J(8 = O) = 
t/>(tJ = 2tr) conduce a que el flujo de cnmpo rnngnético se cunnt.izo. en la. forma 4' = nh¡f. 

43 



5.5 La sección diferencial en térrninos del flujo 
rnagnético elcrnenta.l 

Utiliza.u<lo q11P n = T!-1~ la <'f"11ndcí11 (5.11) :-.;<> JHH'd<• rC"m=;,cribir con10: 

y como cJ> = n<I>o = n2rr~ con n = f.!: 

obteniendo para. la sección diferencial 

dcr 2 .¡(2r.)' 1Jt(21f sin ~ru)l
2 

- = 11. ,,. --- ~---,,-----,--,,.--2.-
tf{) f 2t·Gp:1 siu· 1 ~ 

(5.21) 

la. cual, apa.rt.c de sc.~r iudepe11<lientc de la. 1na..:;a. y de la carga de las partículas, 
<~s una. sPcci<"'.u1 difPrm1cia.l de 1111 fenóu1cuo pura111cntc cuántico, pero no sin­
gular <!11 11, a. priuwr orden <'11 f.Pnría. de 1><~1·t.u1·hacioncs, ya que rl flujo 
rnagnético He encuentra cuantizado. 

Para el límite de ángulos pequefios de dispersión, la. sección diferencial 
en términos del flujo clcmcntn.l es: 

dcrl 
tlO O<t:t 

(5.22) 

cuyo límite clá...c;ico, al hacer ft -¡.. O con p, O fijos es idénticamente cero, como 
se demostró al final de la sección 5.2 

Utilizando la longitud de onda de de Droglie 

,\B = !!:_ = 211"~ 
J7 J7 

la. sección diferencial para todo ;ingulo es: 

( ,. º) 12 
4rr >.: sin 2' (5.23) 
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que es independiente de la n1n..•m, y la. ca.r,::?;;<l. de la.s pnrt.ículas y de T1 .• Esta 
1íltima ecuación es tan sólo una fortua <le escribir la ecuación (5.21), pues 
en general, >..B es considerada co1no una cantidad cuántica n1ientras que a. p 
se le considera. corno una. cantidad clásica. 

Introduciendo la variable adimcnsional 

AB 
X=-

1·0 

para medir el radio del solenoide en longitudes de onda de de Broglie de las 
partículas, la ecuación anterior toma la fornta 

du ,,2,.0 1 ( . º) ¡2 

-i9 = 3 . ·I o .Ji 4rr.xs1n? . 
<. 41rfx·su1 2 -

5.6 Haz inicialmente polarizado 

Ahora. se consi<lcrará. que el haz c-st.á. iniciahucntc polarizado. Supóngase 
que la polarización del haz antes de interactuar con el campo magnético es 
s¡ = (so¡, s¡) y que al interactuar con el campo tnagnético el haz cambiará. 
SU polarización a SJ = (soj 1 Sf)• 

Como las condiciones p¡s¡ = PJSJ = O y .~'f = s] = -1 en particular se 
cumplen en el sistema de referencia en reposo, entonces se deben cumplir en 
cualquier otro sistema. de referencia, ya que sp y s 2 son escala.res <le Lorentz. 
Con estas condiciones es posible encontrar Si y SJ en términos de tan sólo 
dos variables, por ejemplo s2 y S3 para. cada ca.so. Para tal fin se utilizará 
el mismo sistema. de referencia elegido anteriormente, en donde 

p¡ (E,p,0,0) 

PJ (E, pcos8,psin O, O). 

Además, supóngase que el cuadrivcctor s se puede escribir por coordenadas 
comos= (s0 , s¡, s2, s 3 ). De la condición ps =O se obtienen so; y so¡: 

so; 

so¡ 

1' 
ES¡¡ 

jj;Cs1¡cosO + s2¡sinO). 

De las condiciones s 2 = -1 es posible encontrar s3 en términos de s1 y s2: 

S~¡ 
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.... ~/ -~ (E,l, - ·"11<J>.!f.fJS.!O - E".!)+ 8]2(1'2 siu2n - E 2)+ 

2p2 s11s2 1si11 OcosO). 

En térrniuos de 1.as coorc.lcnadn ... .., s 1 , s2, s:1 se obtiene para IU1flu¡j 2 : 

p4 . 2 8 [ o 
8 E'J. sin 2 11i-(l + S3JS:Ji + S1JSti cosfJ + s21s2¡ coslJ 

+s1¡82/ siu O - s11~2i sin O) 

+p2 (1 + -":Jf.53¡ + .">z/S2¡cosO +s11s2¡sin 9)]. (5.24) 

Substituyrndo rst.o rn la rruari<'>n (5.G) se obtiene para la sección dife­
rcncia.I 

( ccJ•)2 /.J1(2psin ~ro)J2 
7"o 1Gn-E:.!.¡1'lHiU'1 i X 

X [ui"'"(l + 8:Sj• .. :li + StJ·"'li COR 0 + 82JS2i COS (} 

+s1ts2¡ sin 8 - s11s2¡ sin 8) 

+ p 2 (1 + ·":J/~3i + s21s2¡ cosB + s11s2¡sin 8)] 

que en térn1inos de fi y r t.orua. la. fonna 

dcr li (e<I>)2 jJ1(2T.sin ~ro)j
2 X 

dfJ ro 16rr E 2p3 siu4 ~ 

X (ni2 c2 (1 + s31s3¡ + s11S1i cos (} + s21s2¡ coslJ 

+s1;s21 sin O - s11s2¡ sin O) 

+ p 2 (1 + ·":JJ·":Ji + S2/· .. 2iCOSO + s¡¡S2¡sinOJ]. 

Cuantizando el flujo n1agnético e introduciendo la longitud de onda de 
de Broglic: 

du 
rl8 

. u.
2
>.1 ¡.r, (47r~ sin!!...) 1

2 
X 

4ra(2rrf1E2si11·1 ~ .. \n 2 

X [ rn?c2 (1 + S3/S3i + S1/S1¡ cos (} + S2/S2¡ cos (J 

+s1¡s21 sin O - 81/S2¡ sin O) 

(?,.¡2r,> ] + ..... >.'i, (l+s3¡s3¡+s21s2¡cosfJ+s1fs2¡sinfJ) 

4G 

. (5.25) 



En el ca.so particular en el que la.s polarizaciones inicial y final son pa­
ralelas al movimiento de las partícula..5: 

Si 

SJ 

la sección diferencial es: 

ff. (~, 1, O, o) 
!!... (E.., cos O, sin O, o) 
1n E 

1Gp'1 sin 2 ~ 
2 

dc:r = n2..Xt ,J, (4rr _:·oB sin ~-)12 
dtJ 2rfi(2tr) 3 sin'1 ~ "" 

que en el límite de ángulos pcquelios de dispersión es: 

dul _ 1Gn2 .>..a 
118 04:.l - rrfJ2 · 

En el caso particular en el que las polarizaciones inicial y final son per­
pendiculares al movimiento <le las partículas: 

Si 

SJ 

4111
2 lü1,uil 2 

la. sección diferencial es: 

(O, O, )1 - s~i• S3i) 

(o, - sin 0J1 - s5f' cos8Jl - s5/' S3J) 

8p4 sin 2 ~ [ 1 + s31s3¡ + J1 - s5;Jl - s~1] 

que en el límite de ángulos pequefios de dispersión es 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

En este trabajo se pn•scntó un estudio CtHÍ.utico rcla.tivista. a. pri111er orden en 
teoría de perturbaciones de la. sPccii>Il diferencial del proceso de dispersión de 
una partícula. de Di rae (fennión n•la t.h·ista) por ca.1npos magnéticos externos. 

Co1110 11ri111er acerca.n1k•uto al p1·oblc1ua. sl' ¡>ropuso un can1po magnético 
uniforme en todo el espacio cu la dirección del eje :X3 cuyo potencial vectorial 
se eligió cotno: 

(6.1) 

Utilizando soluciones de partícula libre de la ecuación de Dirac, se obtuvo 
para la. sección diferencial: · 

da 2 .S(qt).5(172) ¡- 1 \' -
10 

= 27r(c1nDo) :J •. , u¡-r u¡ 
t psin ... 0 

(6.2) 

en dondP sP f•liµ;ii> que la~ part.ícul:l.s iucidcntC'H tnviPra.n su n10111cnto sobre 
el e-je X1. 

Cuino se obsnrva., 1•st.a. sección difrrt~llcial c.•s proporcional a. una. delta de 
Dirac c..lc la. transfC"rcucia e.le 11101ncnto en el pi.a.no perpendicular al ca.rnpo 
magnético, lo cual indica. que, en esta aproxirnación, las partículas no cam­
bian su 1norneuto a.l interactuar con el catnpo 1nagnético. Este compor­
tamiento puede deberse al n1al uso de la teoría <le perturbaciones, ya que se 
utilizaron estados asintóticos de partícula libre en un problc1na. que involucra 
estados ligados desde un principio. 

Para. poder utilizar soluciones de partícula libre sin llegar a contradic­
ciones aparentes en la. solución del problema, se confinó al campo magnético 
en el espacio utilizando un solenoide en la dirección del eje X.3 de radio ro y 
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con flujo tnagnético <I> constante, cuyo potencial vectorial es: 

para. 1· < 1·0 

parar> ro 

En este caso, se obtuvo para. la secci<Jn diferencial: 

du _ (2cm•l>) 2 l.l1(r/ro)l
2 ¡- ,1. .¡2 

d(J - 27TT~ }J¡qH ll.j1Jll1 • 

(6.3) 

(G.4) 

Considerando que el haz está. iniciahnentc despolarizado, la. sección di­
ferencial torna. la. fonna 

du = ~ (e'F)2 \Ji(2¡;sin ~rol\
2 

tUJ c 2 ro Srrp:' r.;iu 4 ~ 
(6.5) 

sin importar :si se considera o no la polal"izaci(in final~ lo cual indica. que la 
interacción con el can1po 1nagn6tico no pala.riza. a. las partículas. 

Corno se observa, la sección diferencial obtenida es simétrica respecto al 
ángulo de dispersión O. Se podría esperar cp1e este con1portan1icnto fuera un 
reflejo del cxperi1ncnto de Stcru-Gcda.ch. En ose experiincnto se so1neten 
áto1nos de plata. provenientes de un horno a. un cn.111po n1agnético iuho-
111ogénco. En un detector d0trás del ca.nipa 111a.gnét.ico~ fil? observa. que el 
haz inicial se divide en dos. Este efecto se explica. con la. existencia. del 
momento magnético intrínseco o espín <lcl electrón. El hecho de que el haz 
de plata. se divida. en dos haces al i11tcract11ar con el carnpo 1na.gnético iin­
plica. que el electrón de vnlcncio\. ti(_~JH.! e.los pnsih\PS odPntaciuncs <lcl <•st>Íu o 
polarizaciones. 

En este trabajo se estudió, al orden n1éls bajo en teol"Ía. de pcrturbnciones, 
la. polarización ele las partículas a.1 ser dispersa.das por un campo 1nagnético 
solenoida.l. Se encontró que si el haz está. iuiciahneute despolarizado, al ser 
dispersado por el campo 111agnético, no se polat"iza, es decir, el estado final 
de las partículas es u na 1nczcla. de las dos posibles polarizaciones. 

Por otro lado, en el caso cuántico no. relativista., utilizando la. aproxi­
mación de la. icona.l, Landa.u y Lifshitz [l] obtienen la. sección diferencial 
para. ángulos pequeños de dispersión: 

du 1 e
2 •1>2 

1 - -----
d(J oc: 1 - 2rriic2 ]J 0 2 • 

(6.6) 
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Esta coincide con el línlitc de.~ ángulos pequPÍ1os <le dispersión que se obtuvo 
para el cnso rc.•la.tivista en este trabajo utilizando teoría. <le perturbaciones. 
Como .se observa., 111cdiantc 'los diferentes n1étoclos se llegó al 1nismo resul­
tado cuántico no relativista. Esto confinna. que el cálculo cuántico relativista 
para. t.o(lo :\.11µ;11lu d1• dispe>rsi1)n q•w :->P pn•sPnt.c; t'JI f'Stc t.rnb<ljn P.stá birn cal­
culado. 

La. F-Pc<·il>11 <lifr~rPncial pa1·a olnµ;ulns pequt•üos de dispersión, Pil atnbos 
casos (rPlat.ivist.a y uo rc.•lati\·ist.a) St? co111porta. <'otuu ¡,- 1 . Por lo que el 
tomar el líutitf• clá . ..,,ico (hncien<lu t<~n<ler /1 a cero) 111a11tcniendo tanto el flujo 
magnético el> co1no la. carga. elect.rúnka e constantes, produce una divergencia 
en la. SPcción tlifrrC'ncinl que PS físka111c.•utc c11cstio11ablc. ya que el res11ltado 
clcí....,,ico pst;Í a.111plia11H•nlt~ rst.tuliadu y n•sttlta. ~wr finito. 

Se 1nostré1 que <~l línlitc cl;l.sico de la. sección <lifercncial para. todo ángulo 
de dispersión [Pcnaciún (G.5)] haciP11do /1 -+O con c. •l>, ¡1, ro. 8 fijos. es nulo: 

r <la () 
,,t~Jf[(} = . 

Este línütc ta111bién se obtiene en la. sccci<"n1 diferencial 

<la = 2h sin2 ( e<I>) 
dfJ 1nr Riu ~ (} ' 2.hc 

obtenida. por L<uula.u y Lifshitz p:u·n. t.o(lo ii..np;nlo de dis{>crsión sin realizar 
ninguna. otra. a.proxitnadún (t.:01110 la. de snpouC'r ~-,¡e ~ 1). 

Analizando con cuidado la. fonua. Pu la. c¡ut~ se ton1a el límite clásico, 
se concluyP q111• 1•1 t.01na.r prituero una. aproxilnacióu de iingulos. pequeños 
dr <listu!r~ic"111 y l1u•J.!.n t.0111.ar Pl li111ite c};'i.sico haciendo /,. -+ O inantcnicndo 
e, el>, tJ, ]J, ro fijos, t•:-> r-rr1·,11Po, t>HP!-'> c·f111to :-;p tuost.rf> 1•11 1•ste t.ra.hn.jo, lleva. a 
grandes co11tra.diccio11cs. 

El hc<.·ho tle cuauti?.ar c-1 flujo 111ag;nético c.•n ttll c;.ílculo perturbativo de 
primer orden, da como resultado una sección diferencial que se comporta 
básica.mente corno /i3

, obteniendo que el lítnit.c clásico, nl hacer Ti -+ O con 
p, r 0 , <I>. (} fijos, C"S nulo. Este límite clásico tan1bién se obtiene en la. sección 
diferencial obtenida. por Landa.u y Lifshitz, ya que si <I> = n~, entonces 

( e<I>) sin -- =sin (ntr) =O. 
2Tic 

Así, c.~u Pst.c traba.jo :->e 11111estra. qné tau ilnpurtantc es distinguir entre 
cantidades ffa>icas que ::;un clásicas de las c¡uc son purn.1ncnte cuánticas en el 
tratamiento cln problctnas en la. lvlccáaica Cuántica. 
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Por ot.ra parte. (•l tratar prohle11H1n <>n j\,Iecciuica CuéÍ.ntica que involucran 
estados ligados por medio de esta.dos asintóticos de onda plana·puede llevar 
a. contradicciones físicas de gran itupo1·tnucia. 

En este traba.jo se 111ost.ró 1111 cje11lt>lo de Pllo al tratar la dispersión de 
partículas por un ca.tupo tnagnético nnifonnc en todo <-'l espacio. El problema. 
se resolvió utilizando soluciones de partícula. libre aún cuando se sabía que 
era. un problen1a de estados ligados. Tales estados ligados reciben el nombre 
de órbitas de Landa.u ya. que fueron estudiadas por el 1nis1no autor. Confinar 
el campo 1nagnético en el espacio por 111edio de un solenoide fue la forma en 
la. que en este trabajo se resolvió el problerna arriba. mencionado. 

Un área de la. Física en la. que los estados ligados juegan un papel muy 
importante us la. Cro1noc.lin<.in1ica Cuciutica. (QCD), ya que los mesones y 
ba.riones son un estado liga<lo de 2 y 3 quarks confinados en una. región del 
espacio. Así, una. de las conclusiones <le este traba.jo es que se debe ser muy 
cuidadoso en el tratamiento de problcn1as que involucran estados ligados. 

51 



Apéndice A 

Método WKB 

El método de a.proxhnación \VI.CD da. u na. solución de la ecuación de SchrOdinger 
en términos de una serie de potencias de Ti. 

Si '1,b(x) PS solución de la. ecuación de SchrOdinger 

li2 
ifiDd•(x) = -

2
m V' 2 ,P(x) + V(x),P(x) (A.1) 

el 111éto(lo \VJ(ll si111pl<•uu~ntc propo11e a if'(x) co1uo 

(A.2) 

Substituyendo esta particular elección de 1/J en la ecuación (A.1), se en­
cuentra que J-J?(x) satisface la ecuación diferencial: 

D,l,V + - 1
-(V'IV) 2 +Y - :fi V' 2 1V =O. 

21n ¿1n 
(A.3) 

Suponiendo que 1/J es una solución estacionaria .,P(x) cp(x)e-i~, W 
se puede expresar como lV(x) = S(x) - Et con S(x) dada por la siguiente 
ecuación: 

<,:>(x) = Ae'~. (A.4) 

Substituyendo la nueva forma de lV{x) en la ecuación diferencial (A.3) 
se obtiene la ecuación cliferencia.I que satisface S(x): 

_!._(V'S) 2 - (E- Y) - .i!!:...v2 s =o. 
2rn 2rn 

(A.5) 
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Expandiendo a S en serie de potencias de fi: 

S =So +lis,+ ... (A.6) 

se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales para los dos primeros co­
eficientes de la serie: 

cuyas soluciones son: 

-Sf,2 + 2m(E- V)= O 
iS/j - 2S~S~ = O 

So(x) 

S 1 (x) 

±Ti j k(x')dx' 

i 
2 in k(x) 

en donde k(x) = ,.,-• y'2m(E - V(x)). 

(A.7) 

(A.8) 

La. validez del método \VI...::D in1pouc que S sea una serie decreciente, de 
tal forma que ,~, < 1 o de 111ancra cquiva.Jcntc: 

,,.~: 1=l2~2 I=1::1 ~l. (A.9) 

Por lo tanto, si se conoce ele 1nancra. exacta. a k(x) y se cu1nple la. 
condición determinada. por la ecuación (A.9), será posible dar una solución 
a.proxirna.da. a la. ecuación de SchrOdinger independiente del tiempo dada. por 
las ecuaciones (A.4), (A.6), (A.7) y (A.8). 
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Apéndice B 

Aproximaci6n de la Iconal 

Este 111étodo 11 tiliza. el 1nétodo de a proxitna.ción \Vl-(D expuesto en el apéndice 
anterior. La aproxi111a.rit'>11 d<? la. lconal snponP que el tértnino constante So 
del desarrollo en serie de potencias de Ti que se utiliza en el rnétdo WKB 
[ecuación (.A.G)) ••H t>l tl•rt11i110 clo111i11a.11tl~. Touubi(~u supone que rl problema 
involucra. alta .. ~ Pll< .. rJ..?,Ías, t•s d(~cir, V''"(x) ~ E 11 en t.odo punto x. 

Susbtituycn<lo la.. serie (A .. G) pa.ra. S por :-;úlo el ténnino independiente de 
Ti, So, l"ll la. 1•c·nad{n1 (A.4) S<' oht.iPJH~, pa.ra. la. función de onda c-stacionaria.: 

en donde S 0 , según la ecuación (A .. 5), satisface la ecuación diferencial 

(V'So) 2 = 2m[E,. - V(x)] = h 2 k,. 2 (x). 

(B.1) 

Una solución aproxirna.da. a. esta ecuación diferencial, si se deprecian los 
términos de orden 1n ~: y se hace coincidir a.1 eje X3 con kn, es : 

con v,.. = ~ Esto en la. ecuación (D.1) da. como resultado para. 'f/tn(x): 

(B.2) 

Substituyendo la ecuación (D.2) en la ecuación para. la amplitud de dis­
persión /(O) (vc?r sPrl"híu 1.3) c¡uc Pst.a. e.la.da .. cotno 

f(O) = ~ J e-ikn-xv(x).Pn(x)d3 :c 
2rr1i 
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se obtiene: 

f(O) = 
2
m J V(x) cxp (iqx - -¡¡ i Jrª V(x1, x,. x;)dx;) d 3 x 

rr iv,. -oo 

en donde se ha. impuesto el valor de x 0 3 en -oo para que la. ecuación (B.2) 
sea. una función de onda que se desplace hacia afuera del centro dispersor 
v. 

Para ángulos <le dispersión (} pcqueiios con respecto a (kna)- 1 / 2 con a 
el alcance del potencial V, el producto qx = q 1 x 1 + q2x2 + q3 x 3 se puede 
aproximar corno qx = q1x1 +'J2X2, de tal forma que la amplitud de dispersión, 
integrando en dx3 1 queda como: 

(B.3) 

en doudc la función F(:c3 ) Re- ha. definido t·o1110 

Haciendo la. transformación correcta, In. a1nplitud de dispersión en coor­
denadas cilíndricas es: 

(B.4) 

Si ,P(x) es solución exacta. de la ecuación. de SchrOdinger en un problema. 
de dispersión y se hace la. elección 

(B.5) 

es fácil demostrar que esta función F(x) es exacta.mente la. función F(x) que 
aparece en la expresión de la amplitud de dispersión (ecuación (B.3)]. 

Se partirá. de la. ecuación de Schréidingcr 

(B.6) 

cuya. solución a distancias grandes Ro del origen, en términos de una. función 
de onda. que avanza. hacia. el frente en la dirección k', es 

ikllo V 
·'·( ) 1 e J 2m ·'·( ) -ik'-xd3 
cp X = - 4 7T---¡¡:;;- ~.,_,. X e x. 
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Substituyendo la (~cunción :111t.c>rior en la. ecuación (D.5) se obtiene para 
la función F: 

F( ) <. _,,, F( ) -;k'·x l3 
1 ,ikllo 

1
. -> ¡? 

x = - ~trr---¡¡;;-- ---¡;¡- · x e r. x. (B.7) 

Substituyendo la ecuación (D.5) en la ecuación de SchrOdinger (B.6) re­
sulta que F~ despreciando Pl tl>riniuo PU F", satisface la ecuación diferencial 

ikDF = !!!:vF. 
D: h 

S11hst.it11y,•11d11 ,•:-:t.n 1ílt.ir11n ''JI 1:1 ,.,·11:1d<í11 (n.7): 

Co1uparando esto con la. foru1a asíntótica. e.Je 1./-' <1uc gencrahnente se busca 
en problcruas de dispersión [\"Pr ecuación (1.23)] 

resulta que la an1plitud de dispersión f(fJ) está dada como: 

-ik., J -·¡ + ) [ 1 f(O) = --- e 'q,r, q,n F(x3 = oo) - F(x3 = -oo) dx1dx2 
211" 

que es cxacta.u1cnte la. ecuación (13.3), con Jo que se l1a demostrado que la 
función F(x) <¡uc apa.r<~ce en la ecuación (D.5) es precisamente Ja función 
F(x) c¡uc aparece cu la ecuación (Il.3). 
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Apéndice C 

Cálculo de algunas 
integrales 

C.1 

i.!!_ j e-iq:11:dx 
Dq 

2rri :qó(q). 

Utilizando que la delta. de Dirac es proprocional a. su derivada.: 

..!!...ó(q) = ó(q) 
Dq q 

finahncnte se obtiene 

C.2 

(C.1) 

Siendo q y X vectores de dos dimensiones, e el ángulo entre estos y q 
JqJ,r= JxJ: 
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. Dr¡ D 1· -iqx 1, 
lDr¡¡ Dq f! ' X 

i!?!!_!}_ [,ro [,2"" e-iqrcos01·drd8 
Dq; Dq. u . n 

i~- 2rrJo(r¡r)rclr . é) }."'"º 
r¡ Dr¡ o 

ya c¡uc la fnncicln dn Dess1~l <le nr,l<·n erro L'S 

y 

Con esto: 

1 {'" .lo(Y) = 27r Jo c-i11cosOcl(J 

1 e-iqxx¡d2 x 
r<ro 

2rri~.!!..._ r1•0 .Tu(r¡r)(r¡r)d(qr) 
r¡ Dr¡ lo q 2 

.q; D 1 {qro 
2rri-;¡ Dq q' lo Jo(u)uclu. 

Utilizando la relación entre las funciones de Dcssel de orden O y 1 

se obtiene 

pero 

por lo que 

1 e-iqxx¡<l2x 
r<ro 

2 
.q; D 1 lqro uJ1(u) l 

1r'-q Dq -;:ji o ----;¡;;:--'u 
.r¡; D [ 1 1 ( l) 2n-t-;¡ Dq 'l-,¿ 'I'"o• 1 <11·0 

2,,.i~r3 __ D __ [J• (qro)] 
r¡ 0 D(qro) qro 

2 ,,.;'.!!.,.g [J;(qro) _ J1(qro)] 
q qro (qro)2 

Jf(u) = Jo(u) - J, (u) 
u 

1 -;qx ·cl2 _ 2 -~ 3 [Jo(qro) _ ?J1(qro)] 
r<ro e x. x - rri q ro qro .... (qro)2 . 
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C.3 

pero 

Ír>ro e-iqx x~~;r::;d2x . , 

1 e-iqx.~d2x 
r>ro X¡ +X; 

D D j"" 121'" e-iqrcosO 
i--- rdrd9 

Dq¡ Dq ro o 1· 2 

.q¡ D ? 1"" Jo(qr) l 1---1' ---cr 
q Dq ro r 

2rri2!.r0 --º--1= Jo(qr) d(qr) 
q D(qro) qr0 qr 

.!!.._ 100 Jo( u) du 
ax :r u 

l. 1 [1"" Jo(u) l 1= Jo(u) l ) 1m - ---< u - ---< u 
C-+0 E z+c U :z: U 

lim ~ [-1z+• Jo(u) du -1"" Jo(u) du) 
<-+0 E oo U z U . 11z+• Jo(u) -hm - ---du 

c-+O e :z: u 

_ lim 1 Jo(x + e/2) e 
ie:-t-0 E X + e/2 

_Jo(x) 
X 

Poniendo :r = qr0 en la. ecuación anterior, se obtiene 

1 e-iqx~d2x = -2rri~Jo(qro). 
>ro X¡ +X; q q 
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Apéndice D 

Primero se verá que la cantidad lü1tJu;J 2 se puede expresar en términos de 
la. traza de los operadores de proyección de energía y espín. Definase por 
ahora r = tJ, entonces 

en donde se ha utilizado que 

ü 

[ü1 ru;J[ü1 ru;J' 

nfru;u!rtnj 
ü. 1 I'u 1u!r•-r0 u1 

il1 I'u;u] ,.u,...urt-yºu1 

ü 1 ru1 ü.a-y0 r•-y 0 u.1 
ü¡I'u¡ü¡f'u1 

Ü.fut r of3lti/j Üi¡¡ f".s~u1._ 
Ufc Üfn I' o/J Uip 11;., f'5c: 

Tr[u1ü1ru;u;f'] 
Tr[P1r Pif'] 
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p = .,,;¡ = p + 111. 1 + -.,.r.¡.. 
2111 2 

Como ¡l.4 = ,,,, entonce:-; f' = rt· <"U donde el sí1nbolo • significa tomar el 
conjugado c·on1plPjo. 

D.1 Algebra de Dirac y teoremas de trazas 

El anticon1nutador entre la.s 1natrices 1' de Dirac es: 

en donde g''v son los elc1ncutos de la 111atriz dioagonal g de 4x4: 

Se (h•fi111• 1" c•HIH> 

u 
-1 
o 
() 

u 
o 

-1 
o 

o 
() 

() 

-1 

-y?; = i1º1 •.....,,21":1 

)· 
que anticoruuuta. con cualquier 111a.t.riz <le Dirac, es decir 

{-y5, -y''} = o. 

Algunos tcorernas de trazas que serán titiles más adelante se enuncian a. 
continuación: 

Trl 

Tr-y 5 

Tr[si1si2 ... SÍ2n+.J 
Tr(siJS] 

T1· [¡lJSf-ll] 
Tr[75¡.l] 

Tr[-y 5 ¡1Jl] 
Tr[-y 5 ¡.l}Sf-] 

Tr[-y 5 ¡.lJSf-ll] 

4 

o 
o 
4ab 

4[(ab)(cd) - (ac)(bd) + (ad)(bc)] 
o 
u 
o 
4iEnf3..,óaªbJ3c"'td.s. 

61 



D.2 Primer método para calcular lun7u;!'.! 
En esta. sección se calcula. la. traza. T1·[P1fiP.-d"'] con el 111étodo tradicional, 
co1no lo hacen Djorkcn y Drcll (3]. En n1uchos de los pasos que a. continuación 
se presentan se utilizaron los tcorc1nas <le trazas enunciados en la sección 
anterior y el hecho de que l'iSi = JJJ·""'J =O: 

a 

Tr [m +PI 1+-y
5 f¡

1
¡1n + p¡ 1 + 7

5 /<; ,¡·] 
2ni 2 2ni 2 

16
!,,2 Tr((m + p¡)(l + -y 5 f¡)fi(m + p¡)(l + -y5¡!¡)ff"] 

16
!,,2 Tr(m2 fió" + mfif>;-y5 /;;fi" + mp¡;j-y5 /¡;j" 

+f>1fif>;;j" + m 2 7 5 /;¡fi7 5 /<¡;j" 
+m-r5 háf>;;j" + mP,-y 5 /;¡;jfi" 
+mP,-r 5 /< 1t'liln' ¡(,,¡-] 
-1:..__2 Tr{nt2 rJtL + 11iÍE0 13...,,sq0 JJ?s7q"'.S + 1niea/J-.,,Hl/qf1sfq*.S 
4Tn 
+(p¡<¡)(J>¡r¡") - (J>Jl'i)(r¡q") + (1•1'J")(z•;<J) 

+m2 [(s¡r¡)(s¡r¡") - (s¡s;)(<¡r¡") + (s¡qº)(s¡r¡)] 

+1nie0 13...,.st;Jr/3p7q'"'.s - 1niFu¡h.SJJ/sjq,..q•.S 

-(p1q")[(s¡p;)(r¡s;) + (s¡s;)(r¡v;)] 

+(p,s;)[(s¡r¡)(JJ;r¡") - (s¡v;)(r¡q") + (s¡q"}(J>;q)] 

-(PJl'i)[(s¡q)(s¡r¡") - (s¡s;)(r1r¡") + (s¡q")(s¡q)] 

+(p1q)[(s¡v;)(s;q") + (s1s;)(11;q")]}. 

R.eacomoda.ndo términos finalmente se obtiene 

(1 - s¡s;)[q"q(m.2 
- PJl'i) + (p;q")(p¡q) + (p1q")(p;q)] 

+(p;s¡)[(p¡q)(s¡q") + (p1q")(s¡q) - (q"q)(p¡s;)] 

+(p¡s; )[(v;q" BJ'J) + (p;q)(s¡q")] 

+(=2 
- PJP¡)[(s;q")(s¡q) + (s¡q")(s;q)] 

+imEa;J-,.s(J>; - J>¡)~(s¡ + s¡);lq-,q"~. (D.1) 

Si en particular q = q•, es decir q <-'S real, la ecuación anterior se reduce 
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+2(JJ¡s¡)(JJ¡q)(s¡q) + 2(v¡s¡)(}J¡q)(s¡q) 

-q2 (¡>¡s¡)(]J¡R¡) + 2(m2 
- p¡]>¡)(s¡q)(.•¡q). (D.2) 

D.3 Segundo método para calcular lu¡gu;l 2 

En esta. sección se presenta. el cálculo de Tt·[PJ r P; f'] u tilizaudo el método 
de multiplicación <le n tnatrices i' de Dirac propuesto por ~l. Moreno [4] en 
el que utiliza una. expresión general para cualquier elen1ento del álgebra de 
Dira.c en términos de una base covariantc. 

Definase 

con [A, B] = AD - DA el conmutador entre A y B. 
En términos de las tna.triccs 1, ...,,,..., ')' 5 , ªµV cualquier clen1cnto r del álgebra. 

de Dirac estará. da.do por: 

(D.3) 

en donde los coeficientes de expansión son en general complejos y se trans­
forman como un escalar S, un pseudocscalar P, un vector v;,, un vector-axial 
A,.. y un tensor a.ntisirnétrico de orden dos T,0 ,. 

Definiendo el dual de un tensor de segundo orden co1no 

el producto entre dos elementos del álgcra de Dirac es: 

(s ·p 5 v; a 'A 5 a i T a/3) r1r2 = l + 1 t"Y + taí' + 1 la")"·")" - 2 tn,JCT X 

X ( S2 + iP2")"5 + V2,_.")"µ + iA2µ,"YS"Yµ - 4T210,.Uµv) 

(s1S2 - P,P2 +V,· V'2 +A,· A2 - ~Tla/37713) 

+i (s1P2 + P,S2 +A,· V2 - Vi· A2 + ~T,a13T;13) -y
5 

+ (S1V2a + l'iaS2 + A1aP2 - P1A2a + TiaµVt+ 

+ Vf'T1aµA~ - A~T2µa) "Yª 

+i (P1V2a - V'1cwP2 + S1A2a + AicwS2 -TiaµVt + Vji'2,,,. 
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+ :r1 .. ,,A~ + .4'11 T-i.,,o) 7!"''-r" 

-2 (2\···tn V"-iJJ - 2\Tl~tA-i¡J + 2.·1~:;\~r2t3 + 2.4..1aA213 

+ T10{3S2 + S t T2u:{3 + f'101.~P2 + Pi f'20{3 + 2TtoµT~' ¡3) c:rª/3. 
(D.4) 

Co1no se observó al principio de este apéndice: 

(D.5) 

con r = "Y0rt"Yo y Pr, pi los proyL1Ctores de energía y espín definidos por 

p = ·11.ii. = p + 1n. 1 + "Y5!. 
2111. 2 

f' t.:unbi{-u :w ptu•d1• <"S<"l'ihir •·11 la ha.~1· cova.ria11t<' como 

(D.6) 

en donde 

s s· 
p p• 

V,, v·· ,. 
A,, A" - µ 

T,,,., -T·,,.,,. 
(D.7) 

Dcfinictu.lo 

y utiliza.ndo la. furnia. general para el producto entre dos elementos del 
álgebra <le Dirac en térn1inos de la. hase covariante [ecuación (D .. 4)] y el 
hecho de que el único elemento de la base con traza no nula es la matriz 
identidad 1, la ecuación (D.5) se reduce n.: 

(D.8) 
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Primero se calcularán los coeficientes del proyector P en la base covari­
ante. Obsérvese que el proyector P es un producto del proyector de energía. 
A con el proyector de polarización o espín E: 

P=A~ 

en donde 

A 

con 

\/AJ.•= ~':n_ 

..4.~u = ~~-
Utilizando la ecuación (D.4), el proyector P se puede reescribir como: 

p = AE = !_ + l!e__,,1-" + is,~_,,s_,,µ - i 1 ª /3 µµ 
4 4rn. ' 4i. ' ' 2 4mi E1wa/JP s a 

con lo que 

1 

4 
El!_ 
4m. 
s,. 
4i 

1 o {J 
4rnie,_..,,,of3P s • 

A continuación se encontrará. Pr utilizando <le nuevo la ecuación (D.4) 
y tomando en cuenta que en este trabajo interesa. tomar r = á = q,_,,")'µ: 

q • P .q • S 5 (q,, 1 a {J v) µ 
Ptf 4 m. +•--;¡¡--Y + 4 + 4 rniE1wa{JP S q -Y 

+ · ( 1 afJM v) 5 µ 
i - Sm-i Ea¡J1wE pps&q ")' ")' 

-~ (pµqu - p,,,qµ +..!..e sªq13 ) u"v 
2 4rn. 41TI 4i ,_,,,,.afJ 

S + iP-y5 + V,.-y" + iA,.-y5 -y" - ~T,.vu"v. 
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La ec11:u·i<
0

>ll :int.Pdor <lefine Jos C(><'fiCi<-'ut.cs del dc-snrrollo PU la base co­
variantc para. ca<la. t~r1niuo Prd y l~¡tf• co1no: 

S;=~ 
P.·=~ . .. 

l!i,, = * + ·l~1ieµva.¡3P'fsf q•" 
A¡1, = - 4 :

0 
óf:!,p;pSi6q•" 

T;,w = p;!i:!:.,. - P•:: ·· + ;f¡Eµ.vaJJs'fq•P 

en donde sP ha utiliza.do que • 

con 

y que ]J¡s¡ = PJ·'if =O. 
Calcular Tt"[P¡gP,lf"] se rc<luce a. substituir los coeficientes para. Pr' y 

P¡,. en la ecuación (D.8). Después de un poco de álgebra se encuentra. que 
cada ténnino <'s: 

A¡·A; 

1G~n2 (q"v;)(rll'J) 

llG (q• s;)(qs¡) 

q"q - --;. [(J•¡p;)(s¡s;)(q"q) 
m. 

-(1•1-~;)(s¡p¡)(r¡"q) - (p¡q")(s¡s;)(p;q) + (p¡q")(s¡p;)(s¡q) 

- (p¡p;)(s¡q")(s;q) + (¡J¡s¡)(s¡q")(p¡q)] 

i e a {3 o /3) .u ,. -;;; PfSf - JI¡ S¡ C1wo¡JQ q 

- lGl 2 [(p¡p;)(s¡q)(s;q") - (p¡s;)(s¡q)(p;qº) 
771. 

-(¡•¡q)(s¡p;)(s;q") + (p¡q)(s¡s;)(p;q")] 

1G~u2 [(p¡q")(p;q) - (I'JP;)(q"q)] 

+ 1~ [(s¡q") (s;q) - (s¡s;)(q"q)] 

+ i •U µ ( O f3 a {3) 16mEµvc:./3q q p¡sf-PJS¡. 
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Substituyendo en la. ecuación (D.8) finaln1entc se obtiene: 

4 (s¡S; - P¡P; +V¡. v; +A¡. A; - ~TJ011Ti11) 
(1- s¡s;)[q"q(m.2 

- p¡]J;) + (p;q")(]J¡q) + (p¡q")(p;q)] 

+(v;s¡)[(p¡q)(s;q") + (p¡q")(s;q) - (q"q)(p¡s;)] 

+(¡>¡s;)[(¡>;q")(s¡<J) + (¡>¡q)(s¡<¡")] 

+(m2 
- ¡>JI>;)[(.s¡q")(s¡q) + (s¡q")(.s¡q)] 

+imE1waf3(Pi - JJJ)ª(s¡ + SJ)l3q• ..... ,¡'' 
(D.9) 

que es precisamente la ecuación (D.1) que se obtuvo en la sección anterior 
utilizando el 1nétodo tradicional. 

Corno se pudo apreciar, este segundo 111étodo para calcular lü11iusl2 re­
sultó un poco n1enos enredado que el priincro, pues inientras que en el primer 
método hay que calcular todas la_c; t.ra.zas que aparecen en el cálculo, en este 
segundo método todo se reduce a identificar los coeficientes de la. expansión 
en la base covariente (S, P, l·~., A, .. , T,,...,) y calcular una sun1a de tan sólo cinco 
productos de la forma 
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