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Resumen

En este trabajo se presenta un cilculo cudntico relativista a primer orden en
teoria de perturbaciones de la seccién diferencial del proceso de dispersidén
de una particula de Dirac por un campo magnético solenoidal.

Se obtuvo que la seccién diferencial es simétrica respecto al dngulo de
dispersién y realizando un anilisis de la polarizacién del haz, se mostré que
esta simetria ¢s independiente de un efecto tipo Stern-Gerlach.

También se obtuvo que la seccién diferencial es singular en % si el flujo
magnético del solenoide se considera cldsico. Este comportamiento de la
seccién diferencial lleva a implicaciones fisicas muy importantes, pues el
problema cldsico estd ampliamente cstudiado y se sabe que la seccién dife-
rencial es finita y asimétrica respecto al dngulo de dispersién. Sin embargo,
cuantizar el flujo magnético hace que la dependencia en £ de la seccién di-
ferencial desaparezca al introducir la longitud de onda de de Broglic. Este
cidlculo es enteramente compatible con el que realizaron, por otro método,
Landau y Lifshitz [1] para la seccién diferencial en el caso cudntico no rela-
tivista a la que le asignan un cardcter puramente cudntico.




Introduccion

En este trabajo se presenta un cilculo cudntico relativista de la seccidn
diferencial del proceso de dispersion de una particula de Dirac (fermidn
relativista) con dos tipos de campo magnético utilizando teoria de pertur-
baciones.

Este problema surgid como un primer paso para ¢l estudio de fendmenos
de polarizacion, principalmente ¢l de autopolarizacién de haces.

Una dc las motivaciones mads importantes fue que Landau y Lifshitz [1]
resuelven una manifestacién del efecto Bohm y Aharonov [2] utilizando la
aproximacién de la iconal. Calculan la dispersién de una particula cargada
no relativista por el campo magnético <de un solenoide. El resultado que
obtienen es que, sorprendentemente, la seccién diferencial del proceso es
singular en /i, lo cual llevaria a consecuencias fisicas muy importantes.

En contraste, ¢l proceso clisico de la dispersiéon de particulas cargadas
por campos magnéticos estid ampliamente estudiado: se sabe que las particu-
s circitlares bien «definidas y que la seccidn diferencial

las describen trayectori

del proceso es finita.
Respecto al comportamiento singular en % de la seccién diferencial del

proceso cniantico no relativista, Landau y Lifshitz comentan que es debido
a efectos puramente cuidnticos y no presentan argumento alguno para tan
importante aseveracion.

En cl presente trabajo se realiza un estudio a primer orden en teoria de
perturbaciones de la dispersién cudntica relativista de particulas cargadas
por un campo magnético solencidal. Se obtiene que la seccién diferencial es
singular en % en concordancia con lo obtenido por otro método por Landau
y Lifshitz. Realizando un detallado andilisis de las cantidades cldsicas que
intervienen en el proceso estudiado, particularmente del flujo magnético, se
pudo entender y presentar argumentos plausibles para explicar el compor-
tamiento singular en % de la seccién diferencial.

A continuacién se muestra cémo ecs que se ha organizado el presente
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trabajo:

En el capitulo 1 se presenta cl desarrollo matemaditico para encontrar el
propagador de la ecuacién de Schrddinger. Se encuentra la forma general de
la matriz de dispersién en una serie de Born utilizando estados asintéticos
de particula libre.

En el capitulo 2 se generaliza el estudio realizado en el capitulo anterior
al caso relativista utilizando la ecuacién de Dirac. También se presenta la
definicién de seccidn diferencial y su forma para problemas con una simetria
cilindrica.

En el capitulo 3 se presenta el cidlculo que Landau y Lifshitz [1] llevaron
a cabo para encontrar la seccién diferencial de la dispersion de particulas
cargadas por ¢l campo magnético de un solenoide utilizando la ccuacidn de
Schrédinger, es decir, en el caso cuidntico no relativista. Como caso particu-
lar se obtiene la seccidn diferencial para dngulos pequeiios de dispersidn.

En el capitulo 4 se calcula la seccién diferencial de la dispersién de
particulas de Dirac por un campo magnético uniforme en todo el espacio.

En el capitulo 5 se encuentra la seccién diferencial del proceso de dis-
persién de una particula de Dirac por un campo magnético solenoidal. Se
analizan los casos limite de dngulos pequeiios de dipersién y de radios
pequeiios del solenoide. Se analiza la polarizacién del haz dispersado y
se obtiene la seccidn diferencial cuantizando el flujo de campo magnético.

En el apéndice D se presenta el cilculo de {igdu)? mediante dos métodos:
el "tradicional” como lo presentan Bjorken y Drell [3] ¥ el que presenta
M.Moreno [4] utilizando una expresién general y compacta para ¢l producto
de n matrices v de Dirac. Se compara la facilidad de cdlculo entre estos dos
métodos.



Capitulo 1

Propagador no relativista

En este capitulo se revisard la teorfa de propagadores en la Mecdnica Cudnti-
ca no relativista a partir de la ecuacién de Schrédinger utilizando el principio
de Huygens. Asi mismo se presentan los conceptos de matriz y amplitud de
dispersiéon. Estos temas se encuentran desarrollados ampliamente en varios
libros de texto de Meciiniea Cuintica, en particular, en los libros de Bjorken
v Drell {3] y de Shift [5] en los que se basé el tratamiento que aqui se presenta.

El interés principal en problemas de dispersién es conocer cé6mo se com-
porta un paguete de ondas (e representa oo una particala tiempo después
de haber interactuado con algin potencial. La teorin de propagadores se
basa on el principio de Huygens, ya que éste se puede aplicar en problemas
cn donde la ccuacién diferencial que los caracteriza es de primer orden en
el tiempo, como lo es la ccuacion de Schrédinger en donde la combinacién
lineal de soluciones es solucién.

El principio de Huygens establece que si se conoce la funcién de onda
Yr(x, t) ¥»(a) en un determinndo tiempo ¢ fijo, entonces se podria determi-
nar la funcién de onda ¥ (x’, ¢') = (') para cualquier otro tiempo posterior
t/. Al tiempo t cada punto del espacio se considera como una fuente de ondas
esféricas Ay que se propagan libremente hacia el frente de tal forma que la
funcién de onda ¥(z’) serd proporcional a la funcién de onda original ¥ (=):

(') = i/G(:r’;z):,/:(z)dsz; ¢ > e 1.1)
A la constante de proporcionalidad G(x’, t';x,t) = G(z’, =) se le conoce

como funcién de Green. La ecuacién (1.1) se puede escribir de tal forma que
sea vilida para todo ticmpo introduciendo la funcién cscaldén 6(t) definida
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comao:
_JO parat<O
o(t) = 1 parat>0
0@ — t)y(z) = i/G(:c’;:z:)z/;(a:)d:’z. (1.2)

Con esta condicién (validéz para todo tiempo) a la funcién de Green se
le llama el propagador.

Supdngase que durante el intervalo de tiempo At una particula libre re-
presentada por la funcién de onda () que satisface la ecuacién de Schrédin-
ger iOep = Hoep, interactia con un potencial V' (x3,2:) = V(1). Aplicarndo

el principio de Huygens V(1) es fuente de nuevas funciones de onda (1)
que satisfacen la ecuacién de Schrédinger

(£8r, — Hol%(1) = V(1) (1) (1.3)
y que se pueden representar como la. combinacidn lineal
B(1) = ©(1) + Ap(1). (1.4)

Substituyendo este valor de 1 en la ecuacidn (1.3) y considerando que ¢ es
solucién de particula libre:

B AP(1) = [Ho + V(1] Aup(1) + V(D)e(1) = HAB(1) + V(1)p(1). (1.5)

En términos de teoria de perturbaciones At seria el término pertur-
bativo, de tal forma que HAY & V. Integrando la ecuacién (1.5) en el
intervalo de tiempo At; y considerando que HA ~ 0 se obtiene para Avy

la siguiente expresion:

AP(1) = —iV (1)p(1)Aty. (1.6)

Para tiempos £/ mayores que t;, Aty se propagari libremente, asi que si
Go(z'; =) es el propagador libre, Ay estard dada como:

Ay =i [ Goas AV . (1.7

Lo mismo sucede para ¢» en cualquier punto x’ para tiempos mayores o
iguales que t’:

#(z) =i [ Gola’s 2)e(a)d= (.8)

7



de tal forma que (') se puede conocer en términos de soluciones de particula
libre [substituyendo las ccuaciones (1.6), (1.7) y (1.8) en la ecuacién (1.4)]:

P (x) w(z') + Av(z)
= iqu(w’;:c)cp(a:)rl"a:

+i/Go(a:’; 1)V (1)Go(l; 2)o(z) At d3z, dPx
= if [Golzs ) + Go(=: V(1) Go(1; ) Atid®zy | (2)d=

= i/G(:z:';:z:)cp(:c)(la:z. (1.9)

Si el potencial V actiia durante un ndimero arbitrario de intervalos de

tiempo At; se tendri que la solucién exacta ¥i(z’) y el propagador exacto
G(=x'; ) se pucden expresar como:

W) = e@)+ 3 [ Gola NV e At

i=1

+ i: /G()(wli DV(HGo(i: V(e AN d3z;d?x; + ...

ig=1

(1.10)

G(z'sz) = Gu(:c’;:z:)+ifGo(:z’;i)V(i)Go(i;::)At;d:‘:z.-

=1

+ 35 [ Golas HV(IGolis IV ()Golis 2) Atidstsdmid s + - - -

ig=1

(1.11)
Para interacciones continuas en el tiempo del potencial V, las sumas

se convierten en integrales en el tiempo, de tal forma que ambas series se
pueden sumar:

b)) = e+ [Gal@i VeI s,
+/Go(a:’; DV(1)Goe(1;2)V(2)(2)d z 1ddza - .. .
e(a’) + f Golz'; 1) V(1) (1)diz,

I
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Golz'; ) +fGo(.1:'; DV (1)Gall; z)d*e,
+/Gu(z’; 1)V (1)Go(1; 2)V(2)Go(2; z)d z dTa + - . .
= Gu(z’;z)+/Go(z’; VV)GA; z)d%:. (1.12)

G(x';z) =

1.1 Propagador libre
Para encontrar la forma explicita del propagador libre Ggo(z’; =) considérese
la ecuacién que define al propagador exacto:

(e — (=) = i/G(;c'; z)p(z)dP=
% (x’) satisface la ecuacién de Schrddinger [i3, — H(x')] ¥ (x’') = 0. Apli-
cando el operador i9, — H(z’) a la ecuacién anterior y utilizando que la
derivada de la funcidn escaldn es una delta de Dirac g;ﬂ(t) = §(t):

i5(¢ — £)w(z’) = i/ [i0e — H(z")] G(z'; ) (z)d.

Poniendo ¥ (>, t’) = f§(x’ — x)¥(x)d3z, se encuentra la ecuacién diferencial
que satisface el propagador exacto:

[i8e — H(2")] G(2'; ) = &(x! — x)8(t’ — t) = §'(z’ — ). (1.13)

En el caso libre H(z’) = Ho(z’') = ——Z%’- ¥y G(z';x) = Go(z’;x) por lo
que la ecuacién diferencial que satisface el propagador libre es:

i9, -Y—‘a—' Go(z'; ) = 6%(z’ — z)

e+ o o(z’;x) = -

Como el hamiltoniano de particula libre Ho(z’) es invariante ante trasla-

ciones, el propagador libre serd funcién de la diferencia z’ — z: Go(z’;z) =
Go(z’ — z) de tal forma que

2
[iBy + -év—"f-] Go(z' — z) = 8§%(z’ — z). (1.14)

9



Utilizando la transformada de Fourier de Gpo(2’ — z) y la forma integral de
la exponencial comnpleja para §*(x’ — x):

[10,/ + ZL] Go(z' — ) =

3 2 Lo, . ,
(z-,l:;‘:, [ _ 2Pm] e—iwlt! =) gip-(x "x)Go(p,w)
d3pdw

e )4 e—w(t' =) gip-(x'—x)
T

con lo que se ha obtenido la ecnacidn que satisface el propagador libre en el
espacio de momentos Go(p, w):

[ - é_r_r;] Go(p,w) =
Siw 7% 2:] entonces

1
w— P27

2m

Go(p,w) =

Esta funcién no estd definida cuandow = 57 A continuacién se mostrara
que la modificacién

1
= lim —————
Go(p,w) = _1.0,,_“_ E T e

es consistente con la condicién de frontera Go(x! — ) = 0 para t’ < t.
Calculando la integral en dw de la transformada de Fourier de Go(z’ — )

haciendo ¢l cambio de variable w’ = w — % se obtiene:
d3 ip(x'—x) i P2 et
Go(z' — ) = —i (2”1)’12“:-(: x) g~i B2 (e'—2) o
- e—iw’ (¢'—t)
x c—lvitl;l-* (—2mwi) w4 i€

2
= —igt —t) f z%exp [ip . (x! —x) — i;—:;(t' - t)] (1.15)
ya que

dw! e—w’(t'—t)
e = i —_ —_—
o' — &) = lim, @) o + ic

10



La forma integral del propagador libre ain se puede escribir de manera
equivalente utilizando soluciones de particula libre normalizadas

1 .
el —im-px
wp(x) = (2")3/25 i
COomo:
Golz' — ) = —iB(t' — t) /(lapap,,(:z:’)n,p;,(a:). (1.16)

En general, para cualquier hamiltoniano H cuyas soluciones sean ¥, (z)
ortonormales para un mismo tiempo ¢, ¢l propagador exacto sera:

Gz’ z) = —if(t' — t) D () ¥r(x)- (1.17)

Esta forma es conocida como la representacién espectral del propagador.

1.2 Matriz de dispersion

En problemas de dispersidn interesa la probabilidad de encontrar un estado
final | f) muy lejos del centro dispersor V' o mucho tiempo después de
la interaccién dado que el estado inicial | 7) (antes de interactuar con el
potencial V') provino de una solucién de particula libre ;. Después de la
interaccién ; se propagari segtin el principio de Huygens como:

wi(z’) = ifG(-’L";I)tp,‘(I)dsI; t’ — —oo.

El estado final serdi una solucién de particula libre ¢y ya que la particula

dispersada se encontrari fuera del potencial V.
La matriz de dispersién Sy; o la amplitud de probabilidad de encontrar

a una particula después de la dispersién en el estado | f) proveniente de una
particula en el estado | #) anterior a la interaccién con cl centro dispersor V'

sera:
Sri = (er v = [ @3l
= i [ ¢3(a)G (" 2)pil@)dPwd .
Utilizando el desarrollo en serie de G(a'; =) en términos de Go(z’; x) [ecuacién
(1.12)] y el hecho de que
o ~ ¥ () =i [ G 2)vn (=)’

11



[que se puede obtener ficilmente de la ecuacién (1.17) multiplicando por
Y5 (x), integrando en d®x’ y utilizando la ortonormalidad de las funciones
%n(x)] se obtiene para la matriz de dispersidn:

Sio= Sp—i [ @3V Qe
—i/(p;(l)\’(l)Gu(l,2)\’(2)¢;(2)d":1d“::2 -

= 8- i/t,a;(l)v(l)w;(l)d":zl. (1.18)

1.3 Amplitud de dispersion
La transformada de Fourier del propagador exacto es
1 .

G(x',T3x%,0) = ~2-;/G(X’: xjw)e ™ T duw (1.19)
en donde por conveniencia se ha realizado una traslacién temporal, de tal
formaque T = ¢’ —t.

A continuacién se mostrara que la eleccién

G(x'ixiw) = lim 3 Lnl)¥alx) (1.20)

=0+ S W — wn + 1€

con P, (x) soluciones estacionarias de la ecuacién de Schrédinger:
[Ho+V — E]Jv =0 (1.21)

es consistente con la ecuacidén (1.17) que define al propagador exacto:
Substituyendo la ecuacién (1.20) en la ecuacién (1.19) e intercambiando
el orden de integracidn se llega a:

1. e—iwr e
_2—1r¢l-l:g+ ;/ W — wp + iedw'/)"(x YR ()

e—iw'T

G(x’, T:x,0)

[

= —i lim

! —bwin T r -
" e+t T 2ri w’ 4+ iedu € B ()5 ()

en donde se ha hecho el cambio de variable w’ = w — w,. Finalmente, uti-
lizando la forma integral de la funcién escalén se obtiene que el propagador

exacto esti dado por

G (X', Ti%,0) = —if(r) 3 e nTipn (x) ¥} (%)

12



que es exactamente la ecuacién (1.17) para el caso en el que ¥,(x) sean
soluciones estacionarias de la ecuacién de Schrédinger.

Si las funciones ¥, (x) son soluciones de particula libre, 3, (x) = :;:;"’: N
la suma discreta se convierte en una integral en 43k, y se obtendria el

propagador libre Go(x’; x;w) a partir de la ecuacién (1.20):

‘e ses - 1 ethn - (X'—x) s
Go(x';x5w) = @m) PR k,,
_ _2m ek o

R@r)d ) k2T —kZ +ie”

en donde k? = 2';““". Si @ es el dngulo entre k ¥y r = x’ — x y se considera a
r como el eje polar:

, 2m 2w ~ oo giknrcosd 2 .
Go(x';x;w) = Wﬁ)—a'fo /0 /; T — gz 2 VA sin 0dkndode

m oo sin kK, r
= a2hr ./;; k2 — k2 + ie kndkn
m

ikn-r

= - e
27hr
Como se menciond al principio de la seccién 1.2, en problemas de dis-
persién interesa analizar la funcién de onda de las particulas dispersadas
muy lejos del centro dispersor, por lo que considerando el caso en el que
> xiry % se pueden aproximar como

r~z'— xcosé
1 1
e~
Py

z7
Por lo tanto, la ecuacién para Go(x’; x;w) para z’ — co queda como:

S . _m ikp (£’ —~x cos 0

Go(x'; x;w) = Py i (&'~ con0) (1.22)
En general, en los problemas de dispersién estacionarios, con base en

el principioc de Huygens, se busca una solucién exacta ¥ del problema muy

lejos del centro dispersor (z — oc0) en términos de una solucién de particula

libre ¢ mds una onda esférica saliente ¢:

¥n(x) = Pn(x) + én(x)

z oo pn(x) + @e“‘n*. (1.23)

13



La funcién f(8) se conoce como amplitud de dispersién y se relaciona
con la scccion diferencial en la formas:

do = | f(0)|2d2

con dS? ¢l clemento de dngulo sélido. Asi, el problema principal en los
procesos de dispersion se convierte en encontrar explicitamente cl valor de
1a funcién f(0).

Substituyendo la ecuacién (1.23) en la ecuacién (1.21) se encuentra la
ecuacidn que satisface ¢,:

[Ho — Enln(x) = =V () (x) (1.24)

ya que la cnergia del estado incidente ¢, se supuso la misma que la energia de
la onda dispersada ¢,,. Esta suposicién se basa en la aproximacién adiabaitica
del potencial V' (Ver el libro de Shiff [5]).

Utilizando que el propagador libre Gp(x’; x; w) satisface la ecuacién

[En — Ho(x))Go(X;x3w) = 83 (x’ — x)
junto con la ccuacién (1.24) se llega a que ¢,, estid dada por
P (%) = /G(,(x’;x;w)"(x)t/’,.(x)d:’a:.

Substituyendo la ecuacién (1.22) en esta iiltima y comparando con la
ecuacién (1.23) finalinente se obtiene la amplitud de dispersién f(6):

m —iknzconl 3
s [ e V() ¥n(x)d®z

= 2L;r%/e-""n-"V(:.c):p,.(x)‘f‘z. (1.25)

1(6)
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Capitulo 2

Propagador relativista

En este capitulo se generalizan las ideas del capitulo anterior al caso rela-
tivista y se introduce el concepto de seccién diferencial.

En la generalizacién relativista del propagador, en lugar de la ecuacién
de Schrddinger, se considera la ecuacién de Dirac:

Y —~ed —m]ypp =0 (2.1)

en donde en general £ = A,v* con 7* matrices de 4x4 dadas en términos
de las matrices de Pauli de 2x2:

~=(5 %)
7= 7)

La ecuacién de Dirac es una ecuacién espinorial de cuatro componentes.
Dos de sus soluciones corresponden a eigenvalores positivos de la energia
(espin hacia arriba y hacia abajo) y las otras dos a eigenvalores negativos
de la energia (espin hacia arriba y hacia abajo).

El propagador relativista, Sk (2, z), se define en analogia a como se hizo
en el caso no relativista en la ecuacién (1.13):

Y — ed — m] Sk(z'; ) = 6*(z' — z) (2.2)

En donde Sk (z';z) es una matriz de 4x4.
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Primero se analizard el caso del propagador libre Sp(x’; x) para poder
expresar al propagador exacto en términos de éste como se hizo en el caso
no relativista.,

El subindice F. de Feynman, significa que las soluciones de energia nega-
tiva se propagarin de manera adelantada y las de energia positiva de manera
retrasacdda. para tomar en cuenta la interpretacién de agujeros de Dirac.

2.1 Propagador libre

La ccuacidn que satisface el propagador libre relativista es la ecuacién (2.2
con A = 0:

iV — m] Sp(a’;x) = 8" (a' - x). (2.3)
Como 7Y es invariante ante traslaciones, SF serd una funcién que de-
penda s6lo de la diferencin 2’ — x: Sp(a’;2) = Sp(x’ — ). Escribiendo

Sp(e’ —a) en espacio de momentos utilizando su transformada de Fourier y
la representacién integral de la exponencial compleja para la funcién delta
de Dirac, se¢ consigue la siguiente relacién:

[/ — 1} Sp(a' f (;l"_]))l [ — m]e= Pl —0) Sp(p)

= (—.;%e—i"("'_r) (2.4)

de tal forma que Sr(p) satisface la ecuacién matricial:
#— mlSr(p) =

Multiplicando por [p 4+ m] a la izquierda y despejando:

p+m _ 1 2 2
SFr(p)= 0 — = ——; p? £ m2, 2.
®) p2 — 2 p—m (25)
Para conocer Sp(p) en p? = m?2, en analogia con lo que se hizo para el

caso no relativista, se hard el cambio de variable m?* — m? — ie tomando el

limite € — 0% en la ecuacién (2.5), ¥ se integrari en dpo en la ecuacién (2.4).
En este paso os importante tomar en cuenta la teoria de hoyos de Dirac, en
donde es permitido tener frecuencias positivas propagdndose hacia el futuro
asi como frecuencias negativas propagindose hacia el pasado, de tal forma
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que Sg(z’ — z) es:
dip  e—inl='—z)
(2m)1 p? — 2 4 ie
iy dap eip(x'—x)
(2mr)3 2K
+ eBE =0 (_Fag — p¥ + m)o(t — t)] .

Sp(z’ —z) = #+m)

[e= B¢ =" (B0 — p7 + m)O(E — ©)

Utilizando soluciones normalizadas de particula libre de la ecuacién de

Dirac
Vi) = || Eramgat (P res

[en donde » = 1,2,3,4, ¢, es +1 sir = 1,2 yes —1si r = 3,4 y w'(p)
son los espinores que corresponden a soluciones de particula y antiparticula
con espin hacia arriba (r = 1,4) y hacia abajo (r == 2, 3) que satisfacen la
relacién w”(p)W'' (p) = Seprer ], €l propagador libre Sy se puede escribir
como:

2
Sp(z'—z) = -8 —1) [&®p 3 wE(x)TH(x)
r:l B
+i8(t — ¢) [ &®p 3 wh(x)FH).
r=3

Con esta forma de escribir al propagador libre, es claro que soluciones de
energia positiva se propagan hacia el futuro y soluciones de energia negativa
se propagan hacia el pasado, lo cual es fdcil de verificar haciendo uso de la
condicién de ortonormalizacién [ d2zp}(z) e (z) = 8rrr. Asi, si p(F) y (=)
son soluciones de energia positiva y energia negativa:

ot — )yt (z) = i/S):-(:t' — )P ()P
i/SF(::’ — 2)p () (x)d®x.

[i

ot — )y (=)

2.2 Propagador exacto

El propagador exacto satisface la ecuacién (2.2). Reacomodando términos
¥ utilizando la ecuacién (2.3) que satisface el propagador libre se obtiene la
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siguiente ccuacion integral para el propagador exacto Si:
(iVa — m) SE(z’;z) = §1(z’ — 2) + ed(2')Sk(z'; z)
= [8 =) [0~ 2) + A0Sk 2)] d'y
= [ (Ve = m) Sk(a’ = y) [6' (v — ) + eA(W) Sk (yi 2)] d'y
cuya solucién es
Sp(x'sa) = Sp(z’ — x) + e/(l"ySp-(a:' — ) AW SE(y; x). (2.6)
La solucién exacta de algiin problema de dispersién, ¥(z), se puede
escribir en términos del propagador exacto S} (en analogia con la ecuacién
(1.1) del caso no relativistn) como:
T(z) =i [ Si(a Ty @.7)

y utilizando sucesivamente la ecuacién (2.6) como:

¥(2) = w(@) + ie [ dYSr(z - YA F@) + . .. (2.8)

2.3 Matriz de dispersién

La matriz de dispersién Sy; estd dada por ¢l producto interno

Spi= (s | ¥ = [ &by (=)Ti(=)
¥ su interpretacién es equivalente a aquella que se mencioné en el caso no
relativista en la seccién 1.2. Utilizando el adjunto de la ecuacién (2.7) para
el caso libre, 1o ortonormalidad entre las funciones de onda libres ¢ y la

ecuacién (2.8), se encuentra. la matriz de dispersién en una forma aniloga a
la ecuacién (1.18):

Spi= s —iees [ d'yd () AW)Tily) (2.9)

en donde €y = =1 dependiendo si el estado final ¥, es de particula o de
antiparticula.
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Substituyendo la serie para ¥;(y) [ccuacién (2.8)] en la ecuacién anterior,
se obtiene una serie para la matriz de dispersién en términos del propagador
libre Sfr y de soluciones libres ¥:

Sy = 6y = iees [ d'yds ) AW vily)
— e [ dyd'aB (NAWNSFY - D A@) + ... (2.10)
2.4 Seccion diferencial

Supdngase que en cl origen de cierto sistema de referencia (&, 23, £3) existe
un centro dispersor V. En el punto D = (xo,, Loz £05) ¢ ha colocado un
detector a un angulo @ con respecto al eje z; ¥y a un dngulo ¢ del eje z3
de tal manera que subtiende el dngulo sélido dS2. El detector servirda para

analizar la dispersién de particulas que inciden a V desde una regién muy
lejana en =, (3 — —o0).

X4

Figura 1: Dispersiéon de particulas por V.

Sea J; el flujo de particulas incidentes (J; es el niimero de particulas que
atraviesan la unidad de direa perpendicular a z; por unidad de tiempo).
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Un nidmero dn de particulas dispersadas serdin detectadas en D por
unidad de tiempo dentro del dngulo sélido d€2. dn serd proporcional a J; y
a d2:

dn = do (8, o, V)J;dS2
en donde la constante de proporcionalidad se ha denotado por do (8, o, V) ¥y
se le conoce como =scccidén diferencial.

Como sc verd o continuacién, la matriz de dispersion Sy; estd directa-
mente relacionada con la seccién diferencial deo:

Por construccidn, IS,,I:" es la probabilidad de transicién de un estado

inicial | i) a uno final | f).
mln L repla de oro de Formi, que dice que en el volumen d3p,

—_ tri
Y= &%

existen —2"_—);# estados finales, y ol Hlujo inicial de particulas J; =
se obticne la densidad de probabilidad de transicién de un estado inicial
| i) & uno final | f) con momento en el intervalo py + d®py por particula
incidente por unidad de tiecmpo T" y por unidad de volumen V:

2 Vdipy 1 1 |Spl? Vdips Bi >
1Ssil @Cr)3 LTV = T  (@7)° pi’ (2.11)

A las cantidades que multiplican a |S/;]? se les llama factores de fase.
La seccién diferencial do es, precisamente, la probabilidad de transicién

de un estado inicial con momento p; a un estado final con momento entre

ps + d3py por particula incidente por unidad de tiempo y por unidad de

volumen:

lsl-| VE. o3

@™ T pi
En problemas con simetria esférica d3py

diferencial por unidad de dingulo sdélido:

do _ / IS’V B ,

e} @3 T p: T
En problemas que presentan una simetria cilindrica respecto al eje xj3:

d®py = pydpydpy,df y la seccién diferencial por unidad de dngulo polar 8

(2.12)

do = P

= p:‘;(lp/(lQ, siendo la seccién

(2.13)

dpy.

es:
do 1Sul2V E;
P ./ @m)° T p; P/ PIPs- (2-14)

Las unidades de la seccién dierencial do son las de drea, con lo que una
interpretacién maias tangible de la seccién diferencial viene siendo el irea
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efectiva que el centro dispersor (ya scan otras particulas o un potencial)
presenta a las particulas incidentes.
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Capitulo 3

Dispersiéon de una particula

cargada por un campo
magnético solenoidal: Caso

no relativista

En este capitulo se repetird detalladamente el cdlculo realizado por Landau
y Lifshitz [1] de la scccidn diferencial de la dispersién de particulas cargadas
por ¢l campo magnético de un solenoide en el caso no relativista. En su
cidlculo, Landan y Lifshitz utilizan la aproximacion de la Iconal (ver apéndice
D).
Considérese la ecuacion de Schrodinger (‘(m interacciones electrommagné-
ticas, en la que ol hamiltoniano es H = 3-[p — A]z. Para el caso del
campo magnético de un solenoide, el potencial vcctoria.l A estid dado, en
coordenadas cilindricas, como:

=2 6 ara r < r
P ° (3.1)

A(r) — { 2;7-0

=6 = —V0 para r > ro

en donde se considera al solenoide centrado en ¢l eje x3, de radio r¢ y con
flujo magnético $ constante. @ es el angulo polar, 8 € (0,27) y r el radio

vector, r > 0. En la siguiente figura se muestra el sistema de referencia

utilizado.
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£

e T

Xy

Figura 2: Sistema de referencia utilizado para B solenoidal.

Como la cleccién del potencial vectorial no es iinica, también es vdlida

la transformacion A -+ A+ 9V fyaque B=V X Ay VX Vf=0. Con esta
iet

norma. y ¢!l cambio de fase en la funcidn de onda yfr — e R 1p, W;lz permanece

invariante. Precisamente el potencial de la ecuacién (3.1) para r > rg es de
la forma A = A’ +Vfcon A’=0y f= —.“,_—";(). Asi, si ¥ es solucién exacta
- et ..

del problema que se analiza, Pe3sne también lo es,

Por lo tanto, si las particulas que interactuarin con ¢l campo magnético
del solenocide son libres y sus impetus se encuentran en la direccién del cje
z1, la funcién de onda que las representa cstard dada por

P = eikm1HERE (3.2)
Comparando esta iltima ecuacién con la ecuacién (B.5) del apéndice B
resulta que la funcién F(x) estd dada como

iedd
F(z) = exp (m) .

En una regiéon inuy cercana al solenoide, la solucién ¢ dada por la
ecuacidén (3.2) no es valida, puesto que la presencia del campo magnético atin
puede perturbar a las particulas dispersadas. Esto se refleja en la falta de

periodicidad de 1a funcidén F'(x) cuando el ingulo polar @ recorre miltiplos
enteros de 27 al rededor del origen. Es decir, entre las regiones z; > 0 y
xy < 0 el valor de 0 dificre en 27 y F cs discontinua a menos de que & = nhf.

Como las particulas dispersadas seridn analizadas en una regién lejana de
donde se cncuentra ¢l campo magnético, ¢n muy buena aproximaciéon basta
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analizar lo que sucede en h direccion x; despreciando la dependencia en z2
de la solucién .

Tomando en cuenta estos dos iiltimos hechos, la funciéon ¥ de la ecuacién
(3.2) se puede redefinir por intervalos como:

in®

eikT1 o

parazy <0
-~ —ie®
ekT1 e parax; > 0

P(z1) ={

de tal forma que al pasar de la regién #; < 0 a la regién z; > 0, el dngulo @
pasa de ser —m a w, con lo que @ difiere en 27 al pasar de una regién a otra,
como se menciond parrafos arriba. Con esto, F(x) también se redefine por
intervalos como:

Flz) = ebt paraz; < 0
- mied
e Zhe. parax; > 0

Substituyendo ¢l valor de F en la ecuacién para la amplitud de dispersién
en el caso de una simetria cilindrica [ecuacién (B.4)] siendo g la transferencia

de momento se obtiene:
k e —ic®
1 / e~ | TR — (xzhc] dxy

_ 2_k (e
- sin 2hc

en donde para calcular la integral se multiplicé por el factor ¢~** y finalmente
se tomé el limite A — 0.
La seccién diferencial que se busca es

do

f(6)

_ 2
= lf@l
2k in? ( ed
q'*’7rs 2hc
1 2 e<I>)
= — i 3.3
2rksin?g sin (2hc ( )

= PO
ya que q = 2ksin $
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Q=kr— ki
=)
ke

Figura 3: Esquema de la aproximacién utilizada.

Aharonov y Bohm [2] calculan de nanera exacta la seccién diferencial
del mismo proceso para el caso en el que ¢l radio del solenoide tiende a. cero
(ro0 — 0) manteniendo el lujo magnético & constante, obteniendo!

do| _ sin? (5% 3.4)
Ao | an 27 sin? ¢ °

la cual tienc ¢l mismo comportamicnto sinusoidal que la seccidn diferencial
obtenida por Landau y Lifshitz {ccuncién (3.3)].

Si en ambos casos {ccuaciones (3.3) y (3.4)] el flujo magnético estd cuan-
tizado (ver seccién 5.4), es decir

he
P =nPy, Pog=—, n=0,1,2,---
e

entonces la seccidén diferencial es nula:
do
Z =0
de
y consecucntemente tiene un l{inite cldsico nulo, al hacer i — 0. Este limite
cldsico es consistente con el que se obtiene en la ecuacién (3.3) al hacer
h — 0 manteniendo fijos y como cldsicos a e, $, &, 0.

A continuacién se obtendri el limite cldsico de la seccién diferencial de la
ecuacién (3.3) siguiendo el andlisis realizado por Landau y Lifshitz, el cual se
cree cque pueda ser la causa de un resultado tan inesperado y contradictorio
como cn seguida se muestra:

Supdngase que g-;‘b—c < 1, de tal forma que sin (.ff??) == f,?—c Supéngase
también que se ticnen dngulos pequeiios de dispersién 6, para los que la

'En realidad, Aharonov y Bohm obticnen una dependencia en cos? -;-, pero el sistema
de referencia que utilizan es tal que el angulo de dispersién estd d 1 do en & r
al que aqui se ha utilizado: Gap =60 + 7
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transferencia de momento se puede aproximar como q = k8. Considerando
que Jik = p se obtiene para la seccidn diferencial:

2452
‘;_" == 1 (3.5)
0 loag 2rhc?p 62
la cual es singular en el limite £ — 0.

Cuando Landau y Lifshitz obtienen la seccién difercncial de la ecuacién
(3.5) comentan que la divergencia de la seccién diferencial cuando 6 —
0 (aunque el campo magnético se mantenga concentrado en una pequeiia
regidn del espacio) y la periodicidad con el flujo del campo magnético, son
ambos efectos puramente cudnticos, sin dar ninguna justificacién de tal ase-
veracién. Como se hizo notar antes, este problema proviene de haber omitido
el cardcter cudntico del flujo magnético. En el capitulo 5 se discutird en qué
sentido es que la seccién diferencial obtenida es puramente cudntica.

Obsérvese que tomar el limite clisico de la ccuacién (3.5) al hacer tender
h — 0 manteniendo e, ®, p, 8 fijos no es admisible, ya que ésta es una seccién
diferencial vilida spara @ pequeiia. Como se menciond parrafos arriba, el
limite cldsico, en este mismo sentido, para todo angulo de dispersién es nulo.
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Capitulo 4

Dispersion de una particula
de Dirac por un campo
magnético uniforme

Como primer planteamiento del problema de dispersién de una particula de
Dirac por un campo magndético externo se calculari el caso mas sencillo: el
de un campo magndético uniforme en todo el espacio: Bg = BgXa con By
una constante. El cidlculo que aqui se presenta se realizard a primer orden
en teoria de perturbaciones haciendo uso de estados asintéticos de particula
libre. EIl plantear el problema de esta manera quizi parezca errdéneo, pues
existe la duda de poder utilizar teoria de perturbaciones y mas atn, solu-
ciones de particula libre. Sin embargo, mds adelante, en el capitulo 5 se
mostrari que el resultado aqui obtenido es correcto, en el sentido de que en
la dispersién debida a un solenoide de radio ry, al tomar el limite ro — oo,
se recupera el resultado obtenido en este capitulo.

Es importante mencionar que en Cromodindmica Cudntica (QCD) es
comtin utilizar tcoria de perturbaciones junto con estados asintéticos de
particula libre on problemas en los que quizi este planteamiento sea erréneo,
como sucede en ol problema deo los quarks ligados en los hadrones. Es por
eso que es importante entender los resultados que se obtienen al aplicar esta
teoria y en cste trabajo se estudiari uno de los casos que parcciera el mais
sencillo para tal efecto, ¢l de un campo magnético uniforme.

El potencial vectorial para un campo magnético uniforme en todo el
espacio os A = —%x x Bg ¢ue con la transformacién de norma x = 2z,;Xg
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se puede escribir en una forma mads sencilla como:
A = —x2DBpXy- (4.1)

Las particulas se considerardn incidiendo a la regién con campo magnético
en la direccién X3i.

1.

Figura 4: Sistema de referencia utilizado para B uniforme.

[ =

Para un cdlculo a primer orden de la seccién diferencial basta considerar
tan sélo los dos primeros términos de la serie (2.10) que determina a la
matriz de dispersién:

Spi =85 —ie [ d'yd @) AWIVilw) (a.2)

en donde ¥ (z) son soluciones de particula libre de la ecuacién de Dirac con

momento p y espin s:
¥(=) = \[Hrup, sy (4.3)

normalizadas a tener una séla particula en el volumen V. u(p,s) = u es el
espinor de una partfcula libre con encrgia positiva y P os el adjunto de ¥:
P = Ppty°. _

Substituyendo las expresiones de ¥s(2), ¥i(z) y del potencial en estudio,
A(xz) = z2Bo~', en la ecuacién para Sy; a primer orden [ecuacién (4.2)] se
obtiene, en el caso f # i:

Sy = tem>zo E’?B ’70‘,’17.,—7111..-/zze"’("l_”‘)d“a:.
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Las integrales en dxo = dt, dx,,dxs son proporcionales a una delta de
Dirac (por un factor de 27), ya que en general

/ e= % gy — 275(q)

siendo q = pr — p; la transferencia de momento.
Consultando el apéndice C [ecuacién (C.1)], la integral en dz, es:

/Ige_"”q’(lz'g = 27rié—(ﬂl.
q2
Con esto se obticne para la matriz de dispersién:
_emBo_ (2m)*8%(a) _

Sy = — i w;
s VEEV a2 s

Como
1278 (q)[? = 2w L&(q) (4.9)
entonces: | | ( 2 g
Syi emBg)? (2m)*8M(q) | ., |2
TV — EE,V? PE] |“/" “'| .
Considerando que la magnitud del momento se conserva (|pys| = |pil) ¥

que pydpy = E;dE, (pues E? — p? = m?) junto con la forma de la seccién
diferencial para un problema con simetria cilindrica [ecuacién (2.14)]:

do _ 20(a1)d(az)y. 1. |2
76 = 27 (emBg) m—’u!'r u,l (4.5)

ya que
g2 = (Py — pi)2 = pysin @ = psin 6.

En este caso la seccién diferencial obtenida tiene unidades de inverso de
longitud, ya que se calculé por unidad de volumen de campo magnético.

La ecuacién (4.5) es proporcional a una delta de Dirac de la transferencia
de momento de la particula, lo cual significa que las particulas incidentes no
cambian su momento al interactuar con el campo magnético, siendo que en
el problema cldsico se observa que describen una trayectoria circular.

Obsérvese que al inicio de esta seccién se supuso que el campo magnético
ocupa todo el espacio y que para resolver el problema de la dispersiéon se
utilizaron soluciones de particula libre. Estas condiciones son fisicamente

29



cuestionables, ya que debido a la presencia del campo magnético, desde un
principio, las particulas no pueden comportarse como libres.

Otra forma de entender el significado fisico de la ecuacién (4.5) es reali-
zando un encendido y apagado adiabitico del campo magnético. Supéngase
que el potencial se enciende al tiempo to <« t; ¥y que una particula, ini-
cialmente libre, interactia con el campo durante el intervalo de tiempo
ty —t; = At. Durante esc tiempo At la particula pudo haber descrito
un niimero arbitrario de trayectorias circulares y al apagar el potencial, al
tiempo ¢y, observar quc el momento de la particula no cambid o que lo hizo
completamente al azar. Ver la siguiente figura.

V(1)
4

T QO

t at

tf

Figura 5: Encendido y apagado adiabatico del potencial magnético.

Es importante mencionar que para poder utilizar teoria de perturba-
ciones a primer orden [cortar la serie de la ecuacién (2.10) en el segundo
término] es necesario iimponer un limite de validez. Este consiste en que
el producto del potencial por su alcance sea finito y muy pequeiio. En el
caso aqui cstudiado el alcance del potencial es infinito, de tal forma que
para poder hacer un cdlculo perturbativo de primer orden se tendria que
pedir que el potencial fuera nulo. Con esto, el resultado obtenido para la
dispersién [ecuacién (4.5)] resulta obvio, pues las particulas se comportarian
como libres.

Asi, la manera mis natural de cstudiar la dispersién de particulas por
un campo magnético externo serd confinando el campo magnético en el
espacio, en donde sin llegar a contradicciones, serd posible utilizar teoria
de perturbaciones junto con estados asintéticos de particula libre.

En el siguiente capitulo se estudia el caso para el campo magnético de
un solenoide.
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Capitulo 5

Dispersion de una particula
cargada por un campo
magneético solenoidal:

relativista

Caso

En este capitilo se estudia la dispersion de una particula de Dirac por el
campo magnético de un solenoide de flujo constante, ya que es una de los
problemas miis sencillos en los que es pasible utilizar soluciones de particula
libre. Se analiza la polarizacién del haz y se discute el problema al cuantizar

cl flujo magndtico.

5.1 Seccién diferencial

Considérese un solenoide de largo L y de radio ro <« L centrado en el eje
xg de cierto sistema. de referencia determinado por los vectores x3, X3, X3-
Dentro del solenoide, en r < rg, el campo magnético es uniforme: B = Hoks
siendo Bp una constante. Fuera del solenoide, en r > rg, el campo magnético
es nulo. En la siguiente figura se muestra el sistema de referencia a utilizar.

31



Figura 6: Sistema de referencia utilizado para B solenoidal.

El flujo del campo magnético & se mantendri constante: & = wr2Bo-
El potencial vectorial Aj que describe al campo magnético en el interior
del solenoide estd dado como
1 1, . - - 1 o
A; = —5r x Bg = —;(rr+ zXg) X Bokg = 31~Boc,a

Ya que ¢» = (— sin ¢, cos @) siendo ¢ el Angulo polar y r el radio vector.
Fuera del solenoide, el potencial vectorial Ae estard dado por

L o]
Ae = EV(,Q

de tal forma que V X Ae = 0.

En coordenadas rectangulares ro = r(— sin ¢, cos ) = (—z2,T1) Yy Ve =
L =52f = %5{3_‘—:-‘!-)-. De tal forma, el potencial vectorial para el solenoide
1 2
toma la forma.:
A A= '—-‘7,:,0 (—x2%k1 + z1R2) para r < ro (5.1)
T ) Ae = é%;-‘z_—:_;g'(—xzil + T1X2) parar > ro. ”

Para hacer un cdlculo a primer orden de la seccién diferencial del proceso
de dispersién, se considerarian los dos primeros términos de la serie para la
matriz de dispersién con soluciones de particula [ecuacién (4.2)]:

Spi=bpi — e [ dAyB (DA Bw) 5:2)
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en donde

w(x) = ”EV u(p, s)e™r* (5-3)

es solucién de particula libre de la ecuacién de Dirac.
El potencial A se pucde escribir utilizando ¢l simbolo e Levi-Civita en
tres indices

1 si 17k es una permutacién par de 123
€ije = { —1 si ijk es una permutacién impar de 123
0 si alguno de los indices se repite
como: . <
> = para r < rg
A= A+ = 24:—”(.']'33:;71 { :;l_? para r > rg (5.4)
aT+a?

Substituyendo los valores de ¥y, ¥, A en la ccuacién (5.2) se obtiene,
para el caso f 3 i:

iemP .
Spi = / "” fa: +/ ——d%x| Gpyiu,
1E T eaVEE; P (Jecra e T 2T P sy
en donde g = py — p; es la transferencia de momento.
Para ambas integrales, las partes que corresponden a dro = dt y dxz son

proporcionales a 278(q0) ¥y a 278(¢g3) respectivamente. Con esto se asegura
que cn el proceso de dispersién la cnergia se conscerva y que las particulas
no cambian su momento en la direccién del campo magnético.

Para calcular las integrales en dz,; y dz se utilizara la siguiente notacién,
en la. que los vectores estdn en el plano xj3xa2:

= @Ry + q2R2
= xRy + z2X2
= lal

= |x|

= <£(q,x)

d?z = dzidzs.

v X2

Consultando el apéndice C [ecuaciones (C.2) ¥ (C.3)]:

/‘ e~ %Xz qty = 27ird® [Jo(q"o) _2Jx(qro)]

<ro Cq qro (gro)?
e—iax_Ti g2 - _oni®g,(gr

/>r° ZT+ 22 p o(gro)
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en donde .J,, s Ia funcion de Bessel de orden n.
De tal forma, se obticne para Lv matriz de dispersiéon Sy; con f # i:
- ‘md 5
Sy = w[2:5(qu)][275('/1)]r,»j;,%u,*,"’u,- x
r<ro r>ro
x [Jn(’li‘o) _ QJI ('1"0)] + [__ Jo((l"n)]

] q*ro q

2emd C
= —ﬁ\;%—;?;[ZW‘s(qu)][gﬂﬁ(qzx)]~’: (']"n)fijag—; dgaylu; (5.5)

en donde se ha indicado cual es la contribucion de dentro del solenoide y
cual la de fuera del solenoide.

Obsérvese que en la matriz de dispersion existe una contribucidén neta de
la parte en donde el campo magnético no es nulo, pues la contribucidn del
exterior del solenoide es annlada de mancra exacta por una contribucidén de
la parte interior.

Recuérdese que en el capitulo 3 se traté el caso no relativista de este pro-
blema utilizando la aproximacion de la Iconal. En ese tratamiento tan sélo
intervino la parte exterior del solenoide, donde no hay campo magnético,
resultando un ciileulo que deseribe el efecto Bohm-Aharonov.

A continuacion se calculari la seceién diferencial del proceso que se ha
estado estudiando en este capitulo.

Haciendo uso de la ecuacién (4.4) y del hecho de que

ciiadiv’ = —q2v' + v =4 = gur*®
con lo que se ha redefinido a g como el cuadrivector g = (0, —q2, g1, 0)}:
aQ q
157:1° _ (amem®)?
TLs V32riE,E;
Multiplicando por los factores de fase [ver ecuacién (2.11)] se obtiene

la seccién diferencial por unidad de longitud del solenoide y por unidad de
angulo polar 6:

2
8ta0)5(aa) 12 1 g2,

do (2emP)? |y (qro)l?, 2
= ma(qu)é(q;.)—wi—lumu.l prdpsdpy,-

Como la masa de las particulas se consicdera constante, de la relacién
m2 = E? — p? se obtiene pydpy; = E;dE,. Utilizando esto y que la energia
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se conserva [§(go0)] se puede integrar en dFy. Utilizando que las particulas no
cambian su momento en la direccién del campo magnético [6(ga)] se puede
realizar la integral en dpjy,. Obteniendo para la seccién diferencial :

do _ (2em®)? | Ty (qro)|?, 42
0 = Smr2 ———-—pr |ty gei]®. (5.6)

Las unidades de esta seccién diferencial son las de longitud, ya que se cal-
culé por unidad de longitud del solenoide para evitar una seccién diferencial
infinita.

5.2 Haz inicialmente despolarizado

En general
|Bsfuil® = Tr[PedPid]
con Pg, P; los proyectores de energia y espin:
P — P+ ml+ %%
- 2m 2 )
En el apéndice D se encontré que para el caso en el que el cuadrivector
g sea. real [ecuacién (D.2)]:

am?jasduil® = (1— sysi) [q2(m? — prpi) + 2(pig) (ra)]
+2(piss)(pra) (siq) + 2(pssi)(pia)(ssra)
—(piss)(prsi)a® + 2(m? — prpi)(sia)(srq)-  (5.7)

Si la polarizacién del haz incidente se desconoce, se puede asignar la
misma probabilidad a los diferentes estados de polarizacién, lo que equivale
a promediar sobre los dos posibles estados s; (espin hacia arriba y espin
hacia abajo) al calcular |z, du;|?’. Si ademis de esto también se desconoce
la polarizacién del haz dispersado, que equivale a sumar sobre todas las
posibles polarizaciones finales, |Z du;}? se reduce a:

1
5548 s, [Erduil® = 292 (m? — pypi) + 4(pig)(wra) = M. (5-8)
Otro caso interesante es ver si la interaccién con el campo magnético
polariza al haz inicialmente despolarizado. En este caso se tendrd que con-

siderar la polarizacién final s; y promediar las dos posibles polarizaciones
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iniciales, quedando para |iigdgu;|*

=

o4
=

[

= liigfiuil® = g* (¥ = i) 4+ 2i9) (21 0) (5.9)
que cs independiente de la polarizacién final sy. Con lo que se observa que
la interaccidon del haz inicialmente despolarizado con el campo magnético no
polariza al haz.

Como se verd a continuacion, la secciéon diferencial es simétrica con res-
pecto al dngulo de dispersién. Con esto se concluye que el efecto observado
cuando se considera la polarizacion final y se desconoce la inicial no es lo que
sucede en el experimento de Stern-Gerlach!, ya que en este caso, la simetria
de la seceién diferencinl no =e debhe a que existan dos posibles estados de
polarizacidon.

Para obtener A7 explicitanente en términos de In magnitud del momento
2y deal dingulo de dispersion @, se utiliz: el sistema de referencia en el que el
momento de las particulas incidentes coincide con el del eje xy. Considerando
que la magnitud del momento v la energia se conservan, definase py = p; =

» Ey = E; = E, con lo que ¢l momento de las particulas incidentes serd
pPi = p#,. Ademiis
ri = (£,p,0,0)
rr = (E,pcosé,psind,0)
. . 20
q = (0,—q2,¢4:,0)= (0, —psin @, —2psin? 3,0)
yaqueg=psy —p;iy 1 — cosf = 2sin? %.
De esta manera
7° = qq= —(qf + 43) = —4p?sin? 3
riq = pgz =p*sind .
o
pra = pgzcosd — pqsin@ = p?sin @ (cosB +- 2sin? 5)
vy = E? — pPcosd

'En el experimnento (h: Stern-Gerlach se somclen datomos de platn provenientes de un
horno a un campo i

co inl énco. En un detector, detris del campo magnético,
se observa que el hnz inicial se divide en dos. [Este cfccto se explica con la existencia
dei momento magnético intrinsecco o cspin del clectrén. El hecho de que el haz de plata
se divida en dos haces al interactuar con el campo magnético implica que el electrén de
valencia tiene dos posibles orientaciones del espin o polarizaciones.
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y como m? = E? — p2:

m? — prpi = —2p®sin?

Nl

Con lo que se obtiene para Af:
9 2
M = —8p?sin? 5 (—21;2 sin? ;) + 4pisin? g (cos& + 2sin? g)

= 16p*sin? g—

Finalmente, para la seccidn diferencial [ecuacién (5.6)] se obtiene:

96 = 7 2 (5.10)

ro Srp?sint §

2psin € 2
do _ 1 (eq» 2 |y (2psin §ro)|
2

en donde
f= { 1 para %Et,,—s,,

2 para iS5,

Ahora se obtendra la dependencia en /i y ¢ de la seccidn diferencial, que
como se menciond anteriormente, tiene unidades de longitud L.

Por un lado, el cociente 3%, = 23%; = 2a no tiene unidades. Por
otro lado, utilizando la relacién de incertidumbre de Heisenberg AzAp == A
resulta que % tiene unidades de longitud, esto es [%] = L. Por lo tanto, &2
debera ser adimensional para que las unidades de la seccién diferencial sean
las de longitud.

P es el flujo magnético dado por & = BA. Como B? tienc unidades de
densidad de cnergia (pues u = § fB2dV) y las unidades de A son las de
longitud cuadrada (drea), entonces las unidades de P2 serdn las de energia
por longitud, es decir [®#2?] = EL. Pero como se mencioné en el parrafo
anterior, 2 debe ser adimensional asi que dividamos entre el producto hc
que tiene unidades de energia por longitud para obtener el resultado correcto.

En conclusién, haciendo las transformaciones

r
L
2
2 e
s ==
€ hic
P2

2
lic
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en la ecuacidn (5.10) se obtendrin las nnidades correctas para la seccién
diferencial:

2
doe _1h (e«p 2 |71 (28 sin §ro)|

ro Swptsint §

q6 = 72 (5.11)

En las siguientes figuras se muestra ¢l comportamiento angular de la
seccién diferencial en coordenadas rectangulares y polares para dos radios
1o del solenoide.

ro=1
Unidades arbitrarias

do/de
Coordenadas
Rectangulares
-Pi BT £l 7 ©
2
do/de
Coordenadas
Polares o

Figura 7: Grifica de la seccién diferencial para ro = 1 (unidades
arbitrarias).




=10
Unidades arbitrarias

do/de
Coordenadas
Rectangulares
T TEL B1 7 9
2 2
do/de
2]
Coordenadas
Polares
Figura 8: Grafica de 1a seccién diferencial para rq = 10 (unidades
arbitrarias).

Un caso limite interesante es el de dngulos pequeiios de dispersién. En
ese limite

0
e (2%1‘0 sin __) 2pro sin ~ prof

2h

con lo que la ecuacién (5.11) se aproxima a

d 2562
ol = i.e_d’__ (5.12)
dd g f2wc2hpy?

La ecuacién anterior es precisamente la seccién diferencial que Landau y

Lifshitz [1] obtuvieron para el caso de la dispersién no relativista en el mismo
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limite de dngulos pogueiios de dispersion [ver capitiulo 3 y explicitamente la
ecuacién (3.5)].
Otro raso limite interesante os ol de radios pequeiios del solenoide. En

este caso

do 1 2 P2
a9 = FencthpeinZ @ 5.13
de |,y f8me2hipsin? § ( )

Obsérvese que en estas dos iiltimas expresiones ¢l radio del solenoide y
la masa de las particulas no juega ningiin papel.
Como se mencioné en el capitulo 3, Aharonov ¥y Bohm [2] obtienen
si .l
dea st ( r)
o ein? 0

a0 Ry} T 2xsin? b1

para radios muy pequeiios el solenoide. Si W < 1 de tal forma que

sin? ( C‘I') = (6‘1’)2
s 2hc) T \2hc

entonces la seccién diferencial obtenida por Aharonov y Bohm es

da e?P?
oe =
d6i.p  Swch?sin® ¢

que tiene la misma forma de la ecuacién (5.13).

Para obtener el limite cldsico de la seccién diferencial se hara tender £ a
cero en la ecuacién (5.12). Se sabe que en el caso cldsico las particulas des-
criben una trayectoria circular bien definida, pero como es ficil de verificar,
la scccién diferencial de la ecnacidon (5.12) diverge en el limite # — 0 con
p, Py c? fijos.

Introduciendo la variable adimensional

o
xr = Z%r-n sin 5 = roqg
(pues sin % = 3k), la scecidén diferencial de la ccuacién (5.11) toma la forma

do ed 1
- = —=57F
de 'ff ( ) rop? sin® ,— (=)

en donde sa ha definido a F(z) como

Fz) = L
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Para * — oo, es decir, para it — 0 manteniendo e.ro.p, 8, ® fijos, el
comportamiento asintdtico de .Jy(x) es [7]:

L T () = 2 37, | 3
ILngo.l(a.)—’/;;cos =) J.>>§

con lo que para xr — oo, F(2) se comporta como

. 2 2 37
m_ F = cos® |+ — —
Jim F(2) = Zgeos? (v - 3

obteniendo que
lim F(z)=0.
r—rco

Con esto se muestra que el limite cldsico, haciendo i — QO con e, p,rg, ®, 6
fijos, de la seccién diferencial obtenida es idénticamente cero:

R dao __ 0

o de =
Y no muestra ninguna singularidad en % como se obtiene en el caso de dngulos
pequeiios de dispersién [ecuacién (5.12)] y de radios pequeiios del solenoide
[ecuacién (5.13)].

En la obtencién de la ecuacidn (5.11) no se supuso nada sobre la carga del
electrdn e ni sobre el flujo magnético &, es decir, ambos se consideraron como
clisicos. En la siguiente seccién se verd que cuantizando ¢l flujo mmagnético
la seccién diferencial tampoco es singular en fi.

Como la funcién de Bessel de orden uno (J;) es una funcién que oscila
entre -1 y 1 es ficil corroborar que la seccién diferencial de la ecuacién
(5.11) para radios muy grandes del solenocide (ro — ©©) ecs nula para 8 # 0
mientras que para & = 0 es difcrente de cero y muy grande. Es decir,
en el limite de radios grandes del solenoide, la seccidn diferencial obtenida
se comporta como una delta de Dirac del dngulo de dispersién [§(6)], o de
manera equivalente, como una delta de Dirac de la transferencia de momento
[6(g)]. Con ésto se recupera cl cdilculo presentado en el capitulo anterior, lo
cual muestra, junto con la ecuacidén (5.12) que ¢l cdlculo que aqui se presenta
es correcto en el sentido de que estid bien calculado.

5.3 TUnidades electromagnéticas

Durante el desarrollo de este trabajo se ha seguido la misma notacién uti-
lizada. por Bjorken y Drell [3] en la que la carga del clectrén egp se relaciona
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con la. del sistema gaussiano o cgs ¢, como:

"fin 2
e =0y, (5.14)

Asfi la constante de estructura fina o en las unidades utilizadas por Bjorken
P )

y Drell cs
2 2
Chp _ fy 1
VT Yxhe T he T 1370 (5.15)

En el sistema gaussiano la fuerza de Lorentz cs

Y (n + (X x 13)

de tal forma que las unidades de campo eléctrico y magnético son las mismas.
En este sistema las unidades de las cantidades elctromagnéticas fundamen-

tales son:
[e] = statcoulomd
[B] = [E]=gauss.

.

En cgs cl potencial eléctrico es 17 = %2 y ticne unidades de statvolt, por

lo tanto
1

lstatvolt = lstatcoulomb cm™
La energia cléctrica s U = e,17 y tiecne unidades de erg, por lo que

lerg = lstateoulomb  statvolt = lstateoulomb? et (5.16)

Como en cgs ¢l campo eléctrico estd dado como E = 2% y tiene unidades de
gauss (segiin se observd utilizando la fuerza de Lorentz), entonces
lgauss = lstatcoulomb cm™2

con lo que en este sistema, las unidades de flujo magnético son las de carga

(5.17)

eléctrica:
lgauss em? = lstatcoulomb.

Finalmente, utilizando la ecuacién (5.16) se obtiene que las unidades de
campo magnético en ol sistema gaussiano son:

—3)1/2_ (5.18)

lgauss = (erg cm)/2cm~2 = (erg cm
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5.4 Cuantizacién del flujo magnético

Se cuantizara el flujo mmagnético utilizando la regla de cuantizacién de Bohr-
Sommerfeld? para érbitas circulares, li cunl establece que:

f p-dr = nh (5.19)

siendo 7 un nimero natural n = 1,2,3,...

2,
En el sistema de unidades gaussiano la substitucion minima es

p—)p-—-——A.

Substituyendo p por 52 A en la e¢cuacién (5.19):

f %2 A - dr = nh. (5.20)
El lujo magnético es por definicidn:
<I>=/B-rlS=/VxA-rlS=fAr-rlr
con lo que la ecuacién (5.20) se reduce a
fog — nlh
[ad
obteniendo que el flujo magnético se cuantiza en la forma
P = "h_c = ndPg
€g
siendo ®g el flujo magnético elemental
he €gq

Po = € = Ea
eg 2%

Como a~! = 137 y e, = 4.8 x 10~ !%statcoulomb:
$o = 41.318 x 10~ 8statcoulomb = 41.318 x 10~%gauss cm?2.
Asi, en un flujo magnético de un Tesla por cm? se tendrdn 2.42 x 10'°
lineas de flujo elemental:

n= - = S aTE s To-8 = 242X 10'°.

2Otfra forma de cuantizar el flujo de campo mz\gn(_ ico es proponiendo a ®e'*(®} como
de la ion de Schrdédinger. Pedir invarinnza (e forma en In ecuncién de
Schrédinger nl introducir el potencinl del campo magnético Miecra del solenoide en el
acoplamiento mfnimo y pedir que In funcién de enda sea univaluada, es decir ¢ (8 = 0) =
(8 = 27) conduce a que el flujo de campo magnético se cuantiza en la forma ¢ = n"—‘.
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5.5 La seccién diferencial en términos del flujo
magnético elemental

2
Utilizando qque o = %ff'-} la ccuncidon (5.11) se puede reescribir como:
2 T (22 sin 21 2
do 1 52 Ty (2% sin 51o)
— =" —
3 f e 23p3 sint ¢
y como & = ndy = n27=2 con a =
2
> €, hie
P2 = 112(27)2—’; = n2(27)2—
a x

obteniendo para la seccién diferencial

. 2
do "2,';;(277)2 IJI (2F sin gru)l
o i f 2133 sint 4

(5.21)

la cual, aparte de ser independiente de la masa y de la carga de las particulas,
es una seceion diferencial de un fendémeno puramente cudntico, pero no sin-
gular e¢n 7r, a primer orden en teorfa de perturbaciones, ya que el flujo
magnético se cncuentra cuantizado.

Para el limite de dngulos pequeiios de dispersién, la seccién diferencial
en términos del flujo elemental es:

2,2
do . 8minfn 1 (5.22)
d0 {pg f po?

cuyo limite clidsico, al hacer i — 0 con p, # fijos es idénticamente cero, como
se demostré al final de la seccién 5.2
Utilizando la longitud de onda de de Broglie
h

Ap = — = 2 —

p

la seccidn diferencial para todo dingulo es:

do n? N} AN
{90 T amw frisint ¢ I (4”E sin E) (5-23)
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que es independiente de la masa ¥ la carga de las particulas y de i, Esta
iltima ecuacién es tan sélo una forma de escribir la ecuacién (5.21), pues
en general, Ag es considerada como una cantidad cuintica mientras que a p
se le considera como una cantidad clisica.
Introduciendo la variable adimensional
Ap
=
para medir el radio del solenoide en longitudes de onda de de Broglie de las
particulas, la ecuacién anterior toma la forma

(47r:r: sin -—) l

5.6 Haz inicialmente polarizado

do n?rg
a6 = 41rfz:" sin?

Ahora se considerari que el haz esti inicialmente polarizado. Supdngase
que la polarizacién del haz antes de interactuar con el campo magnético es
s; = (S0i,8;) ¥ que al interactuar con el campo magnético el haz cambiari
su polarizacién a sy = (soy, s¢).

Como las condiciones p;s; = pysy = 0y s? = s} = —1 en particular se
cumplen en el sistema de referencia en reposo, entonces se deben cumplir en
cualquier otro sistema de referencia, ya que sp y sZ son escalares de Lorentz.
Con estas condiciones es posible encontrar s; y sy en términos de tan sélo
dos variables, por ejemplo sz y s3 para cada caso. Para tal fin se utilizard
el mismo sistema de referencia clegido anteriormente, en donde

(#,p,0,0)
(E,pcos@,psind, 0).

Pi
Py

Ademas, supéngase que el cuadrivector s se puede escribir por coordenadas
como s = (sg, 51, 52, 53). De la condicién ps = 0 se obtienen so; ¥ Soy:

S = 2
0i = FSu
4 Y
soy = lE,—(s”cosO—f- s2ysin @),
De las condiciones s? = —1 es posible encontrar s3 en términos de s, y s2:
2

2 — 2 m- 2
s3; = 1-—s3— 5351
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. 1 . N N . . '

3 =5 (E‘z — st P eos? 0 — B2 4 53,07 sin? 8 — E?)4-
21}2s|/s21 sin ¢ cos ()) .

En términos de las coordenadas sy, sz, s3 se obticne para Iﬂjju.-|2.

4 . 0 2
S% sin? 5 [m“(l + sassai + S1751icos 8 + Szp82icos
+S1is275in 0 — &1 p52;sin )

+ p%(1 + sas83i + S2752; cOS 0 + 51757, sin 0)] .

4m? lﬁfﬂuilz
(5.24)
Substituyendo esto en la ecuacion (5.6) se obtiene para la seccidén dife-

rencial
do B 2 ,J, (2psin §ro) ?
a0 = (:) 167 £t sint g x

x [n;"’(l + sugsni + Spgspicos 0 4+ s2p82icos b

+s1is2s5in 0 — sy ss2;8in 6)

4+ p2(1 + sup83; + s2/80; COS O + §) 52, 8in 0)]
que en términos de It y ¢ toma la forma
da h (c-p 2 (J1(2F sin —10)

167 E?p3 sint g

x [nz'c (1 + s3ys3; + S151icos @ + Sz2p82; cosé

+51i8278in @ — s1782;sin @)
-+ ]12(1 + sasS8i b Sa 82 cos @ 4 5182 sin 0)] .

Cuantizando el flujo magnético e introduciendo la longitud de onda de
de Broglic:
do n22y,

7 (47r 7o (1) z
_ = — — . ~ Sin z
a6 4r2(27) E? sin’ ! Y™ )

x |m2e?(1 4 says3; + S1751i COS @ -+ S8 cos 6
S J ’ 4

T
2

+s1i525in 0 — &y p52;5in H)

(2r)2h° .
-+ T (1 + says3; + S2ys2icos @ + sy r82:8in 6)| . (5.25)
B
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En el caso particular en el que las polarizaciones inicial y final son pa-
ralelas al movimiento de las particulas:

s = Z £.1,0, 0)
1n
sy = (E,cosa sin 6, 0)

am? |aygu;|? = 16p'sin? g

(rigen )

que en el limite de dngulos pequeiios de dispersién es:

la seccién diferencial es:
do _ _ n?A}
d6 2ru(‘>7r)~’sm g

do _ 16n2Ap
dl lper 8%

En el caso particular en el que las polarizaciones inicial y final son per-
pendiculares al movimiento de las particulas:

(0,0, V31— 53‘,33;)
sy = (0,—sin0,/1—sg_,,cosa,/l—s?u,sg])
[
am? |nsfu;]? = 8p*sin? 3 [1+ safsai + /1 — s3;\/1 — s§!]

la seccidn diferencial es:

do n22} ro . 2 .
EE:W £ (4#Esm§ [1+“'3’33'+\/1—s~’!-\/1—'531]

que en el limite de dngulos pequeifios de dispersién es

d 8n2\
<« ——n——B—[1+33,sa.+\/1—sgn/l—sgl].

0 |pecr w02
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se presentd un estudio cudntico relativista a primer orden en
teoria de perturbaciones de la scecién diferencial del proceso de dispersidén de
una particula de Dirac (fermnién relativista) por campos magnéticos externos.
Como primer acercamiento al problema se propuso un campo magnético
uniforme en todo el espacio en la direccién del eje X3 cuyo potencial vectorial

se eligidé como:
A = —uwaDBoxy. (6.1)

Utilizando soluciones de particula libre de la ecuacién de Dirac, se obtuvo
para la seccién diferencial:

do _ 271—(,31"3,,)2.6_('“_)697_2_1

— 1 2
P ot 0 ‘u,'y u,‘ (6.2)

en donde se eligio ue las particulas incidentes tuvieran su momento sobre
el eje x.

Como se observa, esta seceidon diferencial os proporcional a una delta de
Dirac de la transferencia de momento en el plano perpendicular al campo
magnético, 1o cual indica que, en esta aproximacién, las particulas no cam-
bian su momento al interactuar con el campo magnético. Este compor-
tamiento puede deberse al mal uso de la teoria de perturbaciones, ya que se
utilizaron estados asintéticos de particula libre en un problema que involucra
estados ligados desde un principio.

Para poder utilizar soluciones de particula libre sin llegar a contradic-
ciones aparentes en la solucién del problema, se confiné al campo magnético
en el espacio utilizando un solenoide en la direccién del eje %3 de radio ro y
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con flujo magnético @ constante, cuyo potencial vectorial es:

A— A = gror ,,,0(

) ) . 6.3
Ae = ?nm(—l'le-*‘zlxz) para r > ro (6-3)

Xy + @1X2) para r < rg

En este caso, se obtuvo para la seccién diferencial:

do (2emP)? |.Jy (yr o)l 12
] Gy pea® litggfusl”. (6.4)

Considerando que el haz cstd inicialmente despolarizado, la seccién di-
ferencial toma la forma

h 53 J1(2F sin §rg)
‘l_"=‘ e)“ "“‘" (6.5)
de Srpt sin? 5

sin importar si se considera o no la polarizaciéon final, lo cual indica que la
interaccién con cl campo magnético no polariza a las particulas.

Como se observa, la seccién diferencial obtenida es simétrica respecto al
dngulo de dispersién 8. Se podria ¢sperar que este comportamiento fuera un
reflejo del experimento de Stern-Gerlach. En ese experimento se someten
dtomos de plata provenientes de un horno a un campo magnético inho-

mogénco. En un detector detris del campo magnético, se observa que el

haz inicial se divide en dos. Este cfecto se explica con la existencia del

momento magnético intrinseco o espin del clectrén. El hecho de que el haz
de plata se divida en dos haces al interactuar con ¢l campo magnético im-
plica que el electrdén de valencia ticne dos posibles orientaciones del espin o
polarizaciones.

En este trabajo se estudid, al orden miis bajo en teoria de perturbaciones,
la polarizacién de las particulas al ser dispersadas por un campo magnético
solenoidal. Se encontré que si el haz estd inicialmente despolarizado, al ser
dispersado por el campo magnético, no se polariza, es decir, cl estado final
de las particulas es una mezcla de las dos posibles polarizaciones.

Por otro lado, en el caso cuidntico no.relativista, utilizando la aproxi-

macién de la iconal, Landau y Lifshitz [1] obticnen la seccién diferencial
para dngulos pequeiios de dispersidn:

do e?2d? 1

dé o1  2mhcip 0z° (6.6)
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Esta coincide con el limite de Angulos pequeiios de dispersién que se obtuve
para el caso relativista en este trabajo utilizando teoria de perturbaciones.
Como sc observa, mediante dos diferentes mdétodos se llegd al mismo resul-
tado cudntico no relativista. Esto confirma que el cdlculo cudntico relativista

para todo ingalo de dispersion que se presentd en este trabajo estid bien cal-
culado.

La seccidn diferencial pars

dngulos pequeiios de dispersidn,

cn ambos
casos (relativista ¥ o relativista) se comporta como h”

Por lo que el
tomar ¢l limite cliasico (haciendo tender 2 a cero) manteniendo tanto el flujo

magnético € como la carga electronica e constantes, produce una divergencia
en la seccion difercncial que es fisicamente cuestionable. y¥a que el resultado
cliasico estii amplinmente estudiado ¥ resulta ser finito.

Se mostrd gque el limite clisico de la seccion diferencial para todo angulo
de dispersion [cenacion (6.5)] haciendo i — 0 con e, P, p, ro. 8 fijos, es nulo:

. do

wShae = 0.

Este limite también se obtiene en la seccidn diferencial

do ‘7h ( ed )

16~ prsinto 2he
obtenida por Landau y Lifshitz para todo dangulo de dispersidn sin realizar
ninguna otra aproximacion (como la de suponer .:T'%:- < 1).

Analizando con cuidado Ia forma en In que se toma el limite cldsico,
se concluye que ¢l tomar primero una aproximacion de dngulos. pequeiios
de dispersion y lnego tomar ol limite clisico hiaciendo i — 0 manteniendo
e, P, 0, p, ry fijos, s orronco, pues como se mMostré en este
grandes contradicciones.

trabajo, lleva a

El hecho e cuantizar el flujo magnético en un cilculo perturbativo de
primer orden, da como resultado una seccién diferencial que se comporta
bisicamente como h3, obteniendo que el limite clisico, al hacer  — 0 con
p, 10, P, 0 fijos, es nulo. Este limite clisico también se obtiene en la seccién
diferencial obtenida por Landau y Lifshitz, ya que si & = n’"’

si ( e® ) sin (n7w) =
n{572) =+

Asi, en este trabajo se muestra gué tan importante es distinguir entre
cantidades fisicas que son cldsicas de las que son puramente cudnticas en el
tratamiento de problemas en la Mecinica Cudntica.

, entonces
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Por otra parte. ¢l tratar problemas en Mecinica Cudntica que involucran
estados ligados por medio de estados asintéticos de onda plana-puede levar
a contradicciones fisicas de gran importancia.

En este trabajo se mostré un cjemplo de cllo al tratar la dispersiéon de
particulas por un campo magnético uniforme en todo el espacio. El problema
se resolvié utilizando soluciones de particula libre ain cuando se sabia que
era un problema de estados ligados. Tales estados ligados reciben el nombre
de drbitas de Landau ya que fucron estudiadas por ¢l inismo autor. Confinar
el campo magnético en el espacio por medio de un solenoide fue la forma en
la que en este trabajo se resolvié el problema arriba mencionado.

Un drea de la Fisica en la que los estados ligados juegan un papel muy
importante es la Cromodinimica Cudntica (QCD), ya que los mesones y
bariones son un estado ligado de 2 y 3 quarks confinados en una regién del
espacio. Asi, una de las conclusiones de este trabajo es que se debe ser muy
cuidadoso en el tratamiento de problemas que involucran estados ligados.
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Apéndice A
Método WKB

El método de aproximaciéon \WKDB da una solucién de la ecuacién de Schrédinger

en términos dc una serie de potencias de /fi.
Si ¥(x) es solucién de la ecuacidn de Schrodinger

" n?
ihd e (x) = —,,—i;v’w(x) + V() (x) (A.1)
el método WKD simplemente propone a #(x) como

P(x) = Ae AL, (A.2)

Substituyendo esta particular eleccién de 3 en la ecuacién (A.l1), se en-~
cuentra que IV (x) satisface la ecuacién diferencial:
ih

g _1_ )2 s W =
W + 2,n(V¥V) + ¥ 27nV W =0. (A.3)

Suponiendo que ¥ es una solucién estacionaria ¥(x) = @(x)e A, W
se puede expresar como W {(x) = S(x) — Et con S(x) dada por la siguiente

ecuacién:
o(x) = At ZFE. (A4)

Substituyendo la nueva forma de W (x) en la ecuacién diferencial (A.3) ;
se obtiene la ecuacidn diferencial que satisface S(x):

S (VS)? — (B~ V) - 5"71;—\725 =o0. (A.5)
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Expandiende a S en serie de potencias de fi:
S=80+hS +... (A.6)

se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales para los dos primeros co-
eficientes de la serie:
—S2+2m(E—V) =0
iS4 — 2558{ =0
cuyas soluciones son:
So(x) = :thf E(x')dz’ (A7)

K

]

Si1(x) In k(x) (A.8)

en donde k(x) = h~'\/Zm[E — V(x)].

La validez del método WIKB impone que S sea una serie decreciente, de
tal forma que ,%%Ll < 1 o de manera equivalente:

1y

%z =

Yk

A2

hSy
Sh

Por lo tanto, si se conoce de manera exacta a k(x) y se cumple la
condicién determinada por la ecuacién (A.9), serd posible dar una solucién
aproximada a la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo dada por
las ecuaciones (A.4), (A.6), (A.7) ¥y (A.8).

< 1. ' (A.9)
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Apéndice B
Aproximacion de la Iconal

Este mdétodo utiliza ol método de aproximacién WILDB expuesto en el apéndice
anterior. La aproximacion de la Iconal supone ¢ue el término constante Sp
del desarrollo en serie de potencias de h que se utiliza en el métdo WKB
[ecuncion (A.G)] es €] término dominante.

Tiwunbién supone que el problema
involucra altas energf:

s, o5 decir, V(x) <« FE,, en todo punto x.
Susbtituyendo la serie (AL.G) para S por sélo el término independiente de
h, So, en la conacidon (A.4) se obtiene, para la funcién de onda estacionaria:

B(x) = o B (B.1)
en donde S, segin la ecuacién (A.5), satisface la ecuacién diferencial
(VS0)? =2m[E,, — V(x)] = h?k,?(x).

Una solucién aptoxim’ula a esta ecuacidn diferencial, si se deprecian los
términos de orden 171. ¥ sc hace coincidir al eje 3 con k,, es :

.
So(x) = hiknzs — —/ P V(wy, w2, zh)dah
v" a3

con v, = ﬁ”—f;“- . Esto en la ccuacién (B.1) da como resultado para ¥, (x):

hv,, JSzqs

i, (3¢) = exp [1/.,,:LJ LY b Vi{z, zg,ra)dza] . (B.2)

Substituyendo la ccuacién (B.2) en la ecuacién para la amplitud de dis-
persion f(0) (ver scecion 1.3) que esta dada como

£0) = 5 [ e N XY (x) () diz
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se obtiene:

: ES
f(8) = —— / V (x) exp [qu DELERY V(z, x2, a:f,)d.rf,] d3z
hu, Joco
en donde se ha impuesto el valor de 203 en —oo para que la ecuacién (B.2)

sea una funcién de onda que se desplace hacia afuera del centro dispersor
V.

Para dngulos de dispersién # pequeiios con respecto a (k.—.a)_‘/2 con a
el alcance del potencial V, el producto gz = qy2;1 + g222 + q3x3 se puede

aproximar como qr = q1%1+¢2Z2, de tal forma que la amplitud de dispersién,
integrando en dxj, queda como:

£0) = zk.. /e—-‘(m:|+qzz~:) [F(z3 = o0) — F(z3 = —oo)ldx,dz, (B.3)

en donde la funcién F(xj) se ha definido como

y x
F(xz3) = exp h.:n f_; V(z1, x2, x3)drs.

Haciendo la transformacidn correcta, la amplitud de dispersién en coor-
denadas cilindricas es:

£0) = _i,/-:—; /e"'"’"‘ [F(za = o) — F(x3 = —oco)}dz. (B.4)

Si ¥(x) es solucién exacta de la ecuacién de Schrédinger en un problema
de dispersién y se hace la eleccién

P(x) = e*73 F(x) (B.5)

es ficil demostrar que esta funcién F(x) es exactamente la funcién F(x) que
aparece en la expresién de la amplitud de dispersién [ecuacién (B.3)]
Se partird de la ecuacién de Schrddinger

=Y (B.6)

cuya solucién a distancias grandes Rg del origen, en términos de una funcién
de onda que avanza hacia el frente en la direccidén k’, cs

(V2 + K)o =

1 etkFo 2mV —i
1/)(")=—;;8R0 L (x)e W X g3y,
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Substituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién (B.5) se obtiene para

la funcién F:

1 efklto 20 ik*

—_ F ~ik’-x .

F(x) i T _/ - F(x)e Bz, (B.7)

Substituyendo la ecuacién (B.5) en la ecuacién de Schrédinger (B.G) re-

sulta que F, despreciando el término en F*” | satisface la ecuacion diferencial
OF _ m

e = — V" F.

5= F.

Substituvendo extoailtime en la ecuacion (3.7):

etk _if o :
F(x) = ST / e~ Fuz ) [P = oo) — F(za = —oo)] dzydzs
o 2m
Comparando ¢sto con la forma asintética de ¥ que generalmente se busca
en problemas de dispersidn [ver ccuacion (1.23)]
; _ SO _ixr,
v(x) = Ton ©

resulta que la. amplitud de dispersién f(8) esta dada como:

_lk" /e‘""”' +9272) [ (25 = co) — F(23 = —o0)] dz1dz2

f(8) =

que es exactamente la ecuacion (B.3), con lo que se ha demostrado que la
funcién £(x) cque aparece en la ecuacidn (B.5) es precisamente la funcién

F(x) que aparcce en la ecuacidén (B.3).
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Apéndice C

Calculo de algunas
integrales

C.1 [ze %%dzx

/:ce_“"'dz = iife_“"dz
aq
= 2”i_0(2«;6(q"

Utilizando que la delta de Dirac es proprocional a su derivada:

2 5(q)

-—3 =

340D p
finalinente se obtiene s

[ zeiodz = 2mi EI”). (c.1)

C.2  [frer e~ iy d%

Siendo q y x vectores de dos dimensiones, 8 el dAngulo entre estos y ¢ =
lal,r = |x|:

/ e~ M pd?z = i2 fe"q"dzz
r<ro Oq;
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= Dq 9 / e=iax gy,

‘Da: Ba
0q 9 27 —iarcos®
10—’].5’—1/ / e rdrdé
= 9 [, .
= p Oq,/ 2rJo(qr)rdr

ya que la funcidn de Bessel de orden cero es

1 [P ivcossd
Jo(y) = 5;_/0 e~veesf g
Yy
ar[ 4
dqi  q
Con esto:
[ emimdtz = omilt 2 / Jolar) (gr)d(ar)
<ro q J0q q
.qi 0 1 rare
= oniBE 2 du.
7rzq Pa Jo(u)udu
Utilizando la relacién entre las funciones de Bessel de orden 0 y 1
__ dlud(w)]
uJo(1) = —

se obticne

/ e~ "V pid?z = 27mi ;20 1 fqrn M
<ro * o

q Jq q* du
= 2#1%’—% [1 qr.,l.(qr")]
. LG a Jl('l"o)]
= 2m 100(‘1"0) [ qro
= oxi%i,3 [Jx (gro) Jx(qf‘o)]
q qro (gro)?
pero ;
() = Jo(u) — 2L
por lo que
/ e~ X 4% = 27i 2,3 [Jo(qu) Jl (qr(;)] -
<ro q qro ~ (gro)
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C.3 f7'>7‘o e""“";:_;%_";?d“'a:

—iax i 2 _ .ii /'m f2’r —Iql‘:oso
[>r° e —~———x? - :r_",'td x 10(” g Lo Jo — rdrdf
. - iﬁ—(’)—gﬂ' ./":o J‘)(q,.)‘lr
; q Oq ,.° r
1 : had Ju(qr)
! = omi [ 2ol g
| rogterar Jon (ar)
‘ pero
=]
.‘7_/ Jo() o, —  tim i[ = Jolw) 4, /°° "_D_(L)du]
6:: x u €e—0 € e u u
+ oo
= lim > [_ e Jol), w— [ J—-——-O(u')du]
e—0 € oy £ u
4+
= —umi [T _—J"(")d
: =0 € J u

1 Jo(z + e/")
es0 € x + €/2

Poniendo z = grg en la ecuacién anterior, se obtiene

—iax_Ti__ g2 o .9 Jolgro) c3
./.>r‘,'E zf +x? - 7“q q (3

|
i
!
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Apéndice D

Calculo de lﬂf;éu;lz

Primero se verd que la cantidad |@isgui]? se puede expresar en términos de
la traza de los operadores de proycecién de energia y espin. Definase por

ahora I' = ¢f, entonces
lasduil? = [aylu;][E,TCu]t
= TL,I"'tz,-u,'-l"'TL}
= diyCuiullt+Ou,
ity TuiulyyOrtylu,
dyCu;iziy Tty Puy

i

It

Il

ﬁ/Fu;ﬁ;f1L/
iy, r‘nﬂ"inﬁi» f‘f‘l“h

uy ity CapttigilisDse
TI‘[u/'E/Fujﬁ.'f‘]
Tr[P TP

Il

fi

en donde se ha utilizado que
o

u
0)2

ufy
1
ot o

it

(r
-

I = 9Tt,°

GO



¥ en donde 1%, I son los proyectores de energin y espin definidos por

P4l 04
2 2 '

P = wuii =

Como v# = v/ cntonces [' == ¢* en donde el simbolo * significa tomar el
conjugado complejo.

D.1 Algebra de Dirac y teoremas de trazas
El anticonmutador entre las matrices 7 de Dirac es:
{7 7"} = Y A vy = 290

en donde g**¥ son los clementos de la matriz dioagonal g de 4x4:

1 V] 0 0

g = o -1 4] 0

: [¢] 0 -1 0 -
0 0 0 -1

Se define 47 como
5 _ 2.3
7® = ity y
que anticonmuta con cualquier matriz de Dirac, ¢s decir
{+® v} =0.

Algunos teoremas de trazas que serdn iitiles mds adelante se enuncian a
continuacién:

Trl = 4
Tr4% = 0
Tridida ...danp] = 0
Tr[dp] = 4dab

Tr(dptd] = 4[(ab)(cd) — (ac)(bd) + (ad)(bc)]
Tr(y"d] = 0
Triv*¢p] = 0
Triv dpfl = 0

Triv dbfd]l = Adicapysa™b?cd’.
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D.2 Primer mdétodo para calcular |G du,|

En esta seccién se calcula la traza Tr[PrdPi4”] con ¢l método tradicional,
como lo hacen Bjorken y Drell [3]. En muchos de los pasos que a continuacién
se presentan se utilizaron los teoremas de trazas enunciados en la seccidn

anterior y el hecho de cue p;si = pysy = 0:
A 1n+z$;1+7°£, m+;6.1+~rﬁ. -
Tr{PsTPT] = Tr [ 3 I’} 5o 5 1

= msz’ [ + B) (1 + Yo £ )b + £ (1 + 75447

= WTT["lzﬂfi' + Py hid” + mprdvShid”
APrdpif” + mAvS gy hid”
+myPh dpid™ + mpySEdd”
+mprrSEdpiv®Fid]

- 4;1.2 {m2qa 4 1nie"g-,5q“p?s;’q -+ uue(,;;.,“)/q
+(pra)(pia™) — (prp)(aq”) + (prq”) (pia)
+m?[(srq) (siq™) — (518.')('1!1‘) + (*-1'1’)(:-'."1)]
+1nie‘.ﬁ.,‘;slq‘3p"’q — i€a,60F ¢Iq Yq~S
—(pra™)(srpi)(gs) + (sr5) (api)]
+(prs)(sra)(wia”) — (sypi)(qa™) + (syq™)(piq)]
—(Prp)(ss9) (siq™) — (sysi)(aa™) + (s7q7)(siq)]
+(pra){(srpi)(siq™) + (sss:) (pig™)]}-

Reacomodando términos finalmente se obtiene
am? ligduil? = (1 — sys)@"a(m® — pypi) + (Pid™) (Pra) + (Pra”) (Pia))
+(2is)(pra) (siq™) + (0sq7) (s:9) — (37 9)(pssi)]
+(prsi)(wia”ssa) + (pig) (sga”)]
+(m? — pypi)(siq™)(ssq) + (5597 ) (siq)]
+imeapys(pi — pr)(si + 1) a7, (D-1)

Si en particular ¢ = gq*, es decir q cs real, la ccuacién anterior se reduce

'1-&

am? la duil® = (1 — sys:)[a?(n? — pypi) + 2(0ia) (19)]
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+2(pisy)(Pra)(siq) + 2(prsi) (piq) (ssq)
—@?(Pisg)(pred) + 2(m? = pypi)(sia)(ssq). (D.2)

D.3 Segundo método para calcular lﬁfyju,-|2

En esta seccién se presenta el cdlculo de Tr[PfI“P.'I—‘] utilizando el método
de multiplicacién de n matrices v de Dirac propuesto por M. Moreno [4] en
el que utiliza una expresién general para cualquier elemento del dlgebra de
Dirac en términos de una base covariante.

Definase

ot = ;[7". *¥]

con [A, B} = AB — BA cl conmutador entre A y B.
En términos de las matrices 1, v#, v5, o#* cualquier clemento I del dlgebra
de Dirac estarid dado por:

=8+ iP7% + Vi + iAoy — S Twa™ (D.3)

en donde los coeficientes de expansién son en general complejos y se trans-
forman como un escalar S, un pseudoescalar P, un vector V/,, un vector-axial
A, y un tensor antisimétrico de orden dos Ty,

Definiendo el dual de un tensor de segundo orden como

= 1
Dy = EfuuoﬂDaB

el producto entre dos elementos del dlgera de Dirac es:
I'iTg = (51 + iP1y° 4+ Via7® + idjay®y™ — %Tla;zo‘aﬁ) x
> (52 + iPyy® + Vo v* + iAg, v y* — %Tz,.,,a‘"’)
= (515 - PP+ Vi Vak Ay Az — 3Ti0pTSP)

+i (slp2 + P S+ Ay Vo~V A+ %TIGBT;"’) 7°
4+ (S1Vaa + V1aS2 + Aol — PiAzq + ThapVE+
+ V' ThauAl — AlToue) v
+i (PiVaa — Via Pz + Si4za + A1aS2 — TiauVi' + V¥ Toua
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4 Tty = AV T 00) 7
i ; —_— _—
-3 (‘2\"1"\’21} — 2WViaaleg + 240 1V28 + 24 1aAd2

+ ThapSz + $1T2ap + TiapP2 + PiTi0p + 2T1auT8 ) 0o,
(D.4)

Como se observé al principio de este apéndice:
iy Cui)? = Tr{Pel'P; T (D.5)
con T = +OT't40 y P¢, P; los proyectores de energia y espin definidos por

p+mnl+ 'y"ﬁ
P =i = e 5

T tambidén se puede eseribir en la base covariante como

I's= S 4 P07 ¢ V! - iy Byt — -;— Lo’ (D.G)
en donde
S = s
P = p
Vi = Vo,
A, = —AT,
e = —T 0.
(D.7)
Definiendo
' P‘.f‘
Ty = P¢elU

¥y utilizando la forma general para el producto entre dos elementos del
dlgebra de Dirac en términos de la base covariante [ecuacién (D.4)] y el
hecho de que cl inico clemento de la base con traza no nula es la matriz
identidad 1, la ecuacién (D.5) se¢ reduce a:

1
lzyTuif? = 4 (S,S.’ — PyFPi 4 Vg - Vi Ay - A — ETJoaT.‘oa) - (D.8)
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Primero se calcularin los coeficientes del proyector P en la base covari-
ante. Obsérvese que el proyector P cs un producto del proyector de energia
A con el proyector de polarizacién o espin I:

P =AZ
en donde

A = éﬂ = Sa + VA,.‘)'“

2m
Z = 1*4'.;’2 = Sz + Ag,
con -
Sa = r?l: i Vap = %
Sg = % i oAg, = 1;‘—;

Utilizando la ecuacién (D.4), cl proyector P se¢ puede reescribir como:

P = AS——+p”‘7“+zs"'y'r“‘—1— 1

4 4m 24mi ;Cmanp” Pt
con lo que
1
Saz = 7
Y
Vass = gm
S
R
1 ]
Tacuw = mﬂwaﬁl’ s

A continuacidén se encontrari PI' utilizando de nuevo la ecuacién (D.4)
y tomando en cuenta que en este trabajo interesa tomar I' = ¢ = q,y*:

_ a-p [/
P = 4m+t4'r+( + 7

+i (— P €opune™? ppssq") ¥

_ % (Pu9v _DPelu , 1 o 13) "
2\ dm " am T Eemwess T )<

—CuvasD” sPq )'Y“

= S4iPy® 4 Vyy® + iAo y* — %T,,.,a'“’.
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La ecuacion anterior define los cocficientes del desarrollo en la base co-
variante para cada término Pgg y Py~ como:

s ;
Sy = Si = g
Py = e " o T T
au .
Vie= %4+ ;-:..-?"'0141’751’1" Vi = 4 + ."..fumnp. Fsfgmv
Afps = == Sirse srs” A = g Sfipipsisa

. Drube Prude 3 3 — Pip? . _ DPie@,, 3 Ry )
Thou = E) omo Ix‘l"‘ﬂﬂ‘ 7 Tifp = At Gt S €ueassT q

en donde se ha utilizado que |

. PTI AT L T L v v 1’ ot e’ L’ sat3l
Cresnngdt = -8 RN S 6,4 — 85 63,

con o
1 '
st =838 - sg'sh
Y qQue p;s; = pysy = 0.
Calcular Tr[Prgl%g"] se reduce a substituir los coeficientes para Ped y
P;g* en la ecuacién (D.8). Después de un poco de dlgebra se encuentra que

cada término es:

1 -y
SyS; ml—z('l riX{qprys)
1, -
— PP 16 (77 asy)

16V, - Vi = q°q— m% prpiX(sysi)(a=a)
—(prsi)(sypi)(aa) — (pya™) (ses:i)(2ia) + (pra™) (sypi) (siq)
- (PJI’-')(SJ‘I')(S."I) + (IJ/S')(SJII‘)(p-'q)]

by (pfs, — p7s) Cwana™
Ar-Ai = mm, [(pspi)(ssa)(sia™) — (prsi)(sra)(Dig”)
—(pra) (sypi)(sia™) + (pra)(sssi) (Pig”)]
—%TlaaT!’B = miﬁl(mq')(p-‘q) — (pypi)(a™a)]
+75l(sra7) (5:0) ~ (575:) (a7 )]

2 -
+ g Srwent™ e (0755 — pFSE).
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Substituyendo en la ecuacién (D.8) finalmente se obtiene:

i

Am2Tr( P4 Pig™] 4 (ssSi—Ppv v Vit Ap-A- %T;apr"’)

(1 — sps)la™q(m® = prpd) + (Pia™ W psa) + (Pra”) (Pig)]
+(pisgYl(pra)(sia™) + (pra™)(siq) — (a°q) (pssi)]
+(prs)lpia™ Y ssa) + @) (spq7))

+(m? = pypd)(sia7) (sra) + (spa™)(siu)]

+imeuap(Pi — pr)=(si + s¢)Pq"g"

(D.9)
que es precisamente la ecuacién (D.1) que se obtuvo en la seccién anterior
utilizando ¢l método tradicional.

Como se pudo apreciar, este segundo método para calcular | gu;|? re-
sulté un poco menos enredado que el primero, pues mientras que en el primer
método hay que calcular todas las trazas que aparecen en el cdlculo, en este
segundo método todo se reduce a identificar los coeficientes de la expansién

en la base covariente (S, P, V7,, A,,, T,,.) ¥y calcular una suma de tan sélo cinco
productos de la forma

S5yS; — PyP; +Vy-Vit+Ay- A — %TJQI;T‘-QE.
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