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INTRODUCCION

Fisica de Ty ici en Espacio Fase y su Apli ion a los Si: Li, '/

Mientras que la fisica hace uso profusamente de la continuidad, este punto de vista

no es exactamente ¢l mas natural para la computadora porque la computadora digital es una

de tr ici que se suceden con los cambios en los niveles de voltaje de una
sefial de reloj. En este trabajo se desarrolla un método para poner la solucién de complicadas

dinamicas en una manera especiaimente natural para el calculo por computadora.

E! espacio fase tiene la imeresante propiedad de convertir en geométricos algunos

ptos fisi Por ejemplo, En el caso de los sistemas lineales conservativos, la
hamil i ( que usual coincide con la energia) es una forma cuadritica cuyo valor
no bia con el tiempo. También las iones del movimi > un sentido

geométrico porque la derivada de esta forma cuadratica (que es lineal) representa una
transformacion lineal. La idea fundamental de este trabajo es definir un grupo con la
propiedad de dejar invariante la hamiltoniana (grupo ortogonal en el espacio fase) con la
propiedad de que la transformacion sea también canénica (grupo simpléctico). Esto resulta
tener t;n significado fisico tr. dental y su dio conduce a aplicaciones graficas y de
comp i6n de una simplicidad impresionante.

El método también tiene algunas implicaciones filosoficas sobre la continuidad. E!

étodo de e iales compl dependi del tiempo requiere que el tiempo sea
continuo mientras que el de la matriz de transicion no requiere esta hipotesis.



Se compara el efecto de multiplicar un vector por un niamero complejo (cambiarlo en
amplitud y fase) en dos dimensiones con el efecto de multiplicar un vector de varias
dimensiones por una matriz de rotacion (giro) y multiplicar por una transformacion cuyo
efecto es una contraccion. Se define el giro simpléctico amortiguado como una

gencralizacion de los nameros lejos a » di ione




CAPITULO 1

CONCEPTOS GENERALES

Este capitulo es un extracto de los capitulos 8 y 9 del libro Mecanica Clasica de H.
Goldstein , segunda edicién (referencia [1])

El capitulo 8 se llama “Ecuaciones de movimiento de Hamilton™ y en la introduccién
habla de que nadie usa las ecuaciones en forma canodnica para resolver problemas reales,

porque se prefiere la formulacion de Lagrange. Pero enfatiza la utilidad de la formulacién

P

en la fund ion de la Mecanica Estadistica y Cuantica asi como en la teoria
de Hamilton-Jacobi.

En este trabajo se pretende mostrar que las ecuaciones candnicas son especialmente

convenientes para la solucién de problemas practicos por medio del calculo electronico o

numérico o para rep la ci atica de i S dos por motores de avance
por pasos.
Tr e ] del dre y E # de Movimiento de Hamilton.

En la formulacién de Lagrange no relativista, un sistema con » grados de libertad
posee n ecuaciones de movimiento de la forma:
d [ d) A
—_—|=—=|-===0 .. {1.1)
dar\ &y, aq,
Como las ecuaciones son de segundo orden, el movimiento del sistema estara
siempre determinado cuando se especifiquen 2m valores iniciales, p.ej. ,las » g, y las

n g, en uninstante particular ¢, o las»# ¢, en dos instantes ¢, y 7, . El estado del

lo rep >s por un punto en el espacio de las configuraciones de n



. -

cuyas coord das son las n coordenadas generalizadas seguimos el
f

movimiento del punto figurativo del sistema en el transcurso del tiempo cuando recorre su

trayectoria en el io de las figuraciones. Fisi desde el punto de vista de

Lagrange, un sistema con 77 grados de libertad independientes es un problema de n variables

independientes g,(7) y ¢, solo es una abreviatura de la derivada de g, respecto al tiempo.

La for lacion de it se basa en una vision fundamentalmente diferente.

Queremos describir el movimi di ect 1 de movimiento de primer orden.

Como el nimero de condiciones iniciales que determinan el movimiento ha de seguir siendo
21, debera haber 272 ecuaciones independicentes de primer orden expresadas en funcién de 2n
variables independientes. Por tanto, las 2n ecuaciones del movimiento describen el

P

comportamiento del punto figurativo del si en un espaci ico cuyas coord

d

son las 2n variables independientes. En una tal duplicacion de nuestro sistema de cantidades
independientes es natural tomarlas de manera que la mitad de ellas sean las 77 coordenadas

generalizadas @, . Segun veremos la formulacién resulta casi simétrica si tomamos para la

otra mitad las idades de i i das o generalizadas p,
AG, 9,0 0)
p =——"1c (1.2)
&,
Las cantidades (g.p) se d i variabl
Sin embargo desde un punto de vista atico, pod >S Pr der que se traten

como variables distintas las ¢ y las ¢. En las ecuaciones de Lagrange (1.1) , la derivada
parcial de L respecto a g, significa una derivada calculada considerando constantes todas las
demis g y todas las ¢. Anialogamente, en las derivadas parciales respecto a ¢, se

la

mantienen constantes todas las q. Tratada estri como pr

tr ion de la for

ion de Lagrange a la de Hamilton corresponde a cambiar las
variables de nuestras funciones mecanicas de (q. ¢.4 a (q.p.¢) , donde p esta relacionada con

g y ¢ mediante las ecuaciones (1.1) y (1.2). El método para conmutar las variables de esta



manera o proporciona la fransformacion de Legendre, planeada precisamente para este tipo

de cambio de variable.

Consideremos una funcion de sélo dos variables _ffx.)) , con lo que la diferencial de f

tendra la forma
df =udc+vdy ... (1.3)

donde
Z e(1.9)

Queremos ahora cambiar a la base de descripcion de x,3 a un nuevo conjunto distinto
de variables «,)» de manera que las cantidades diferenciales se expresen en funciéon de las
diferenciales du y dy. Sea g una funcién de « e y definida por la ecuacion

g=f - ux. ....(1.5)

Entonces, la diferencial de g vendra dada por
dg = df - udhx - xdu

osegun (1.3) ,
dg = vdy - xdu,
que tiene ahora exactamente la forma buscada. Las cantidades x y v son ahora

funciones de « e y dadas por las relaciones

S SR 4
x= al,v— 3" ....(1.6).

que son de hecho las inversas de las ecuaciones ( 1.4 ).

La transformacion de Legendre asi definida se utiliza frecuentemente en
Termodinami Por ejemplo, la Ipia X es funcién de la entropia Sy de la presiéon P con

las propiedades

con lo cual



donde Ty ¥V son la temperatura y el vol respecti La Ipia es util al

considerar procesos isentropicos e isobaricos, si bien a menudo hay que tratar procesos
termodinamica de 7 y P

isotérmicos e isobdricos. En tal caso necesitamos una funcion
solamente. La transformacion de Legendre demuestra que la funcion buscada puede

definirse en la forma

G=X-75
siendo
dG = -SdT + VdP, (LD
donde G es la cc ida funcion de Gibbs, o energia libre cuyas propiedades vienen
dadas corr porla ion (1.7).

La transformacion de (g, §.4 a (q.p.0) solo se diferencia del tipo considerado en las

ecuaciones (1.3) a (1.5) en que hay que transformar mas de una variable. En vez de la

1 nos amos ante una funcion definida en logia con la ion (1.5),

agr

salvo un signo menos:

H(q.p.1)=9q.p, — L(4.9.7) .-(1.8)
(donde se ha empleado el convenio de la suma). Aqui, A recibe el nombre de
I iltoni Considerada funcion de g, p y 7 solamente, la diferencial de /4 viene dada por
H M
dll——dq, + =+ —dt ....(1.9)
a, -
pero segun la ion (1.8) pod bién escribir
A a a
dH = q,dp, + p,dy, — = —dg, —-==dq, - Z=dt.  _.(1.10)
N
Los términos en que figura d, en la ecuacién (1.10) se destruyen a consecuencia de
la definicion de idad de movimi > generalizada y de la ecuacién de Lagrange se
deduce que
=2
@! -
Por tanto la ion (1.10) se red a la forma sencilla




, L
dH =q.dp, - pdq, ——Fdt (11D

Comparando con la expresion (1.9) obtenemos el siguiente conjunto de 2n+/7
relaciones, en logia con las i de (1.6)
4, =%’, ....(1.12a)
—p, =%_ ..... (1.12b)
_ % - fg'_’ ..... (1.13)

Las ecuaciones ( 1.12ab ) son lamadas ecuaciones candnicas de Hamilton;
constituyen el sistema buscado de 21 ecuaciones de movimiento de primer orden que
sustituyen a las ecuaciones de Lagrange.

La primera mitad de las ecuaciones de Hamilton da las ¢, en funcion de las variables
(q.p.1). Por tanto constituyen la inversa de las ecuaciones constitutivas (1.2) que definen las
cantidades de movimiento p, en funcion de {q.4.r). Podemos, pues, decir que no
proporcionan nueva informacion. Por lo que se refiere a resolver problemas mecanicos
mediante las ecuaciones candnicas, el planteamiento es correcto. Pero dentro del marco
hamiltoniano, donde H(g.p.t) es una cierta funcion dada que no importa cémo se ha
obtenido, las dos mitades del sistema de ecuaciones de Hamilton son
- - Lo

P Yy

segunda dice lo mismo para /.

igualmente
ivas. La primera mitad dice como depende ¢ de g ,py ¢y la

Nominalmente, deberemos construir la hamiltoniana para cada problema a través de

la formulacion de Lagrange. El método formal requiere una larga secuencia de pasos:

1. Elegido un si de coordenadas generalizad q,
L(q:.9,.0)

. se construye la lagrangiana



2. Modiante las i

(1.2) se definen las cantidades de movimiento conjugadas
en funcién de q, , 4, y .

3. Se utiliza la ecuacion ( 1.8 ) para formar la hamiltoniana.

4. Se invierten entonces las ecuaciones (1.2)

para obtener las ¢, en funcion de
@q.p.1).

5. Se aplican los resultados del paso anterior para eliminar de / las ¢, de manera que
quede expresada tan solo en funcidn de (q.p.y).

Para un sistema de » grados de libertad, construyamos una matriz columna 57 con
2n elementos tales que

7, =49, en =Py isn. L (1.14)
Anialogamente, la matriz columna 6—;’1— tiene ios elementos
= ===, = ==, isn ... (1.15)
(é'ﬂ . A, on’,.. e,

Por ultimo sea J la matriz cuadrada 27 x 21 compuestas por las matrices 17 x n de
ceros y unidad segun el esquema
[0}
= -..{1.16
o O a1

En donde O es la matriz  n x 7 cuyos elementos son todos ceros y £ es la matriz

unidad

nx n Las iones de movi

o de Hamilton pueden entonces escribirse en
forma compacta de 1a manera siguiente:



;,=J% ..... .17

A este método de presentacion de las ecuaciones del movimiento candnicas el le da

el bre de iones de Hamilton en notacién matricial o simpléctica.! En todo este

trabajo se usa esta representacion de las ecuaciones de movimiento. Para su uso posterior es

con ciertas propiedades de J que son facil comprobabl Las matriz

(no tiene ningin nombre aceptado universal ) es una especie de version 2» x 2n del

producto de /i por la matriz de Pauli o, (ver Goldstein op. cit. ec 4-74) y por tanto, su

cuadrado sera la matriz de 2» x 2n unidad con signo contrario:

JSP==FE (1.18)
Es también ortogonal:

JI=F (1.19)
con lo cual

F=-d=J".

Tambi€én es facil demostrar que el determinante de Jes 1:
o (o] E O
= =d =
de((_E ﬁ) det(_E Z) el(_E E) 1

dets=1. ... (1.21)

Para investigar la dicién ia y i para que una transformacion sea

por lo tanto:

candnica procedemos a partir de las ecuaciones (1.17) e introducimos una nueva variable §

que es una matriz col de 2n el >s ¥ en el caso de transformaciones restringidas
(independi del tiempo). La transformacion se puede escribir en la forma
&=40p. Q1.22)

derivando respecto al tiempo :

'EL i i del gricgo y signil parti prop
para las ecuaciones de Hamnl(un cn donde ¢ sc aparca con una dcrnada apy )] Pcon
una derivada respecto a ¢. H. Weyl introdujo cste término cn 1939 en su libro The Classical Groups.




=4

&, ===y, ij=1 .., 2n
“Tom, M
En notacidén matricial, esta derivada respecto al tiempo podra escribirse
=My L. 1.23)
donde Af es la matriz jacobiana de la transformacidon, cuyos elementos son los
siguientes:
7,
M =2 (1.24)
"o, .
Utilizando las iones de movimi > para 17, la ecuacién (1.23) queda en la
forma
. 24 .
=M= L (1.25)
< on

Ahora bien, mediante 1a transformacion inversa podemos considerar H como funcién

de g y calcular la derivada respecto a 77, en la forma

on, &5, on,
0, en notacion matricial
aH ~
—_—=M= L (1.26)
on A
La combi ion de iones (1.25) y (1.26) lleva de las ecuaciones del
movimiento para un sistema cualquiera de variables & que se transforman

independientemente del tiempo, a partir del sistema candnico 77 :
> o~ EH
S=MIM— .27
a5
Tenemos la ventaja de saber a partir del formalismo generador que el caso de una
transformacion candnica restringida, Ia hamiltoniana antigua expresada en funcién de las
nuevas variables sirve de hamiltoniana nueva:
H

=I5



ion (1.22) sera, pues, candnica si M cumple la

La transfor ion de la

condiciéon
AMMKT=T

Que al ecuacion (1.28) es también condicidn necesaria para una transformacion

canédnica restringida se demuestra directamente con facilidad invirtiendo el orden de los

pasos de la demostracion.

En el caso de que Af sea una matriz ortogonal (en particular un giro lo es)
MM =AM =E ... (1.29)
Por lo que la condiciéon simpléctica implica que Af conmua con J. Lo que se puede ver

multiplicando la condicion simpléctica por M por la derecha y usando la ecuacidn (1.29):

MJI=JM (1.30)
En este itulo se r los fund 1tos tedricos para el resto del presente
trabajo, un tr i mas detallado y con ejemplos se puede encontrar en el libro antes

mencionado.

1



CAPITULO 2

SISTEMAS CON UN SOLO GRADO DE LIBERTAD

2.1 La Matriz de Transicién.

Representaciones Isomaérficas de los Niimeros Complejos

Este trabajo se basa en una generalizacion de el isomorfismo' que existe entre el

plano complejo y el espacio vectorial de las matrices de 2x2 generadas por:

=5 9) y 7=(5 o)

Que cumplen J?* = —E .

El espacio vectorial generado por las matrices de la forma : aE + &J, es isomorfico
con a + ib.
Ello se puede ver facilmente usando la formula para sumar y multiplicar matrices:
@E +b N+ (cE +dNy=(@+)E +(b+d)J
(@E + bJIYcE + dJ)) = (ac — bd)E + (ad + bc).J .
Pero estas son las reglas para sumar y multiplicar los nimeros complejos.
Vemos asi que el espacio vectorial generado por las matrices £ y J es isomorfico con
el plano complejo, esto implica que para efectos de calculo es equivalente operar con un

namero complejo o con una matriz en el espacio vectorial generado por las matrices £y J.

'Uni entre dos inios enteros D y D es una correspondencia uno a unc a — a * de los clementos a de
con los elementos a* de D, que satisface la condiciones: -
@+b)'=a'+b" (ab)"=a'b*

para todos los clementosa y &.

12



En lo que resta de este trabajo usaremos letras mayusculas para denotar matrices

excepto cuando se especifique lo contrario.
El Oscilador Arménico:

Constderemos la ecuacion del oscilador arménico amortiguado:

mi—cx +kx=0 crvrenn(C 2010)

Definimos una variable p de tal forma que:
p=mx.

Entonces la ecuacion se convierte en el siguiente sistema de ecuaciones lineales de

(-5 20

Se escoge este método por poner de manifiesto la relacidon entre resolver un sistema

primer orden:

de ecuaciones diferenciales y la diagonalizacion de una matriz.

- x . PO .
Se buscan soluciones de la forma: ( ) = (?Je" ,s8i sustituimos en el sistema de
¥ 2

G)-05 )&

Pero esta ecuacion es la ecuacion de wvalores propios para la diagonalizacion de la

ecuaciones:

matriz del sistema.

De aqui se puede concluir que para que esta ecuacion tenga soluciones en & el

debe ser cero:
-5
det[_ %

s* —sem™ +km™ =0

determi del

Esto es:

13



cuyas raices son:

s=c/2m=JcF 1am* —k/Im .

se defi _las sigui [, : 1a frecuencia angular natural del oscilador
@, =+Jk/m, el amortiguamiento critico ¢, ocurre cuando e, 12m=Jk/m y el
amorti i > normalizado se define como: y =c¢/¢, , porlotanto: ¢/2m=yw,.
Las raices se pueden expresar co i como:

s, =yo, £ - el
Ahora se sustituyen estos valores de s en la ecuacion de vectores propios, los cuales
estan determinados excepto por una constante de proporcionalidad, la escogemos de tal
manera que &, = 1.
—s, +m'E, =0

Entonces se puede ya escribir la solucion del sistema como:

(e

Aqui vemos que esta manera de resolver la ecuacion (2.1) es equivalente a encontrar

los vectores y valores propios de una matriz.

La Matriz de Tr icién en el fase:

Usando el isomorfismo entre matrices y numeros complejos:
e*! = et = o' £ cos(@ ) +isen(w . 1)) }=
et cos{w 1) —sen(w. 1) 2.2)
sen(ew,f) cos(w 1)
En esta seccion demostraremos que las funciones de la forma ¢* forman un grupo®

que es simplemente isomorfo con el de las matrices de nameros reales generadas por Ey J.

? Un grupo abstracto G cs un sistema de clementos que se pueden i H una binaria
que es asociativa y relativa a la cual G i que sati la ley de i i y con cada ek hay
otra (su i que i laley de i ién (reci i ).

"



Primero veremos que en eft las iales son un grupo; para ello notamos
P Brup
que con s=0 tenemos la funcién identidad ; e° , biand

s por -s se obtiene la inversa

que tiene la misma forma; e~ y también este si de el

1tos esta cerrado bajo la
operacion asociativa de la multiplicacién pues e”e” = et = """ =¢"¢" . Esto muestra

que se cumplen las condiciones que definen a un grupo abstracto.

También las matrices correspondientes (2.2) forman un grupo, ya que evaluando en
s=0 la matriz se reduce a la matriz idéntica £ que juega el papel de identidad y si hacemos

el giro, representado por la matriz, en sentido contrario y cambiamos el signo de o
obtenemos la transformacion inversa que tambié

es de la mi forma (también es un giro
por una exponencial). Por ultimo es facil ver que el sistema de elementos es cerrado bajo la

multiplicacion que es asociativa porque la multiplicacion de matrices lo es. Esto implica que
también es un grupo y hay un isomorfismo simple (ver por ¢j., [4] Cap. 3. sec. 2) entre esos
dos grupos derivados del isomorfismo entre los plejos y el pacio vectorial de las
matrices generadas por Ey J.

L.a siguientes relaciones expresan simbolicamente este isomorfismo:

e,|,(cos(m,l) —scn(w,l))e,‘,(cos(w._.l) —sen(@,0)) _
sen(a@,f)  cos(w,f) sen(w,¢) cos(w,1) )

pRERERY cos(@, + W, —sen(w, +o,)f

—3 elTrmIm N glarran )t
sen(@, +@,) cos(w, +w, M

n gt

=e
Todo esto puede parecer trivial en un sélo grado de libertad, pero adquiere un

significado muy importante cuando se consideran varios grados como se vera en los
siguientes capitulos.

1.0 que esto significa es que estas matrices contienen 1a misma informacién que una
exponencial compleja (es decir las representaciones son isomorficas con funciones

exponenciales) y proporcionan una solucion de las iones del movimi igual




vilida, simplemente es otra representacion. Sin embargo el método para graficar y evaluar
1a solucién se simplifica mucho cuando se usan estas matrices, porque si bien las funciones
continuas del tiempo han sido muy importantes en las soluciones de ecuaciones diferenciales,
el

]

pto de cc

no existe para las computadoras digitales que trabajan con una
sefial de reloj que es lo andlogo a la diferencia entre una rueda y un engrane y también
tienen que trabajar con numeros racionales porque la computadora no puede representar un
namero irvacional.

Prosiguiendo esta logia, esta €s como si vié >s el movimiento con

una luz estroboscépica.

Para ilustrar esta situacion considérese la siguiente matriz:
cos(2x / n) %sen(Z:r /n)
- % sen(27/n) cos(2x/n)

- Es importante subrayar que todas las figuras de este capitulo se obtiene con la
repeticion de la matriz (2.3) sobre las dici iniciales unas veces.

16



40
30-‘

20+

~104

=20+

-30 — —

Grifica 1.
Con =5 y a/b=1/4 se obtiene un pentagono.

La reiteracion de la matriz (2.3) sobre las dici inicial o i que el
punto inicial gire al rededor del perimetro de una elipse con relacion entre ejes a/& con
precision variable. Por ejemplo si, # es un numero entero se obtiene un poligono de »
lados, pero si » es semientero, la elipse se recorre dos veces antes de caer en el mismo
punto de partida al que llega en 2» repeticiones. En las grificas se puede apreciar el efecto
estrob Gpico que consiste en una poligonacién mas o menos burda de una elipse, tomando
una Srecuencia estroboscopica adecuada podemos hacer que la orbita se recorra dos veces

antes de completar un ciclo como en e! pentagrama de la figura 2. En el caso de la estrella de

diez puntas el periodo es miltiplo impropio de un tercio etc..



40

30 1

204

10 4

=204

-30

10 -8 & -4 2 0 2 4 6

Grifica 2.

El pentagrama se obtiene con n=2.5 y b/a=4.



40

30 4

201

-104

-20

-301

~40 T T T T T T T T T

Grifica 3.
Esta figura se obtiene con 72=2.33333 b/a=4.

Otra consecuencia de estos hechos es que cualquier potencia de una de ecstas
matrices también es muy facil de calcular de la siguiente manera:

cos(w) scn(w)))‘ =e“( cos(axx) sen(w.r))

te® —sen(w) cos(w), —sen(ax) cos(ax)

Si en lugar de x pensamos en el tiempo r=NT donde 7 es un periodo suficientemente
pequeilo, obtenemos una solucion que cada vez se aproxima mas a la funcién continua a la

que es isomorfica.
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Como esta relacion es vilida para toda x se puede formar po ia O raiz

de una matriz de este tipo, de una manera muy sencilla, pero en particular se puede suponer

que x es el

po y n al pto de un giro amortiguado (cuando o es

menor que cero) -ver grifica 5. Esto tiene los siguientes desarrollos y aplicaciones:

20



2.2 Aplicaciones y Desarrollos en un Grado de Libertad

En este capitulo se i br i ibl ti iones y lineas de
. .o

ibles de alisi di el grupo de tr formaciones diadas en el
presente trabajo.

Areas y longitudes de arco.
Como una primera aplicacion podemos usar esta transformacion para calcular las

longitudes de arco y las idreas de poligonos regulares. Las formulas para calcular las
fongitudes de arco y areas corresponden a una suma de longitudes de pequefios segmentos

rectilineos, en el caso de Ia longitud de arco dados por 3. (q, —4,.,)* +(P, —p.)° ¥

v/ 2zl‘lq:-| Py
]

P

respectivamente, la suma de las longitudes de pequefios vectores y la

suma de semiareas de pequeiios paralelogramos. Cuando g=xy p=mx

,,4‘1... P.-.l=”2lx.-. p.-.‘=”2
L /] P, x, P,

Xi-1 X
=1/ 2)(x,,,x,,0 —1+P;4:0
P p.| {Gx11%,,0) % (Pyer 2,0

Eno tione di i de angular 7 x p y también se "puede escribir como:
1/2{(x,1.P,.1.0) % (x,.p,.0).
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Aplicaciéon de los Numeros Pitagéricos a los Grupos de Giro:

Las matrices en el campo de los racionales pueden ser ain mas practicas para el

lo por comp dora dado que no hay que calcular senos y cosenos.

Para este objetivo los numeros pitagoricos adquieren un significado muy especial:

Considérense tres numeros enteros que satisfagan a® +5? = ¢?, una solucién muy
conocida de este problemaes: a. b =3, 4 y c=5.

Entonces podemos sustituir en la matriz (2.3) el cos(x) ‘por a/c. y el sen(x) por

b/ c que son nu 08 raci 1 lo cual plifica el calculo y proyecta el grupo de giro

sobre las matrices en el po de los raci 1

Por ejemplo, (4/5 3/5) T t n giro rO | se u T
r ejemplo, _3/s a4ss) Tepresenta un g pel san oS

enteros no es necesario hablar de ® ni de senos y cosenos.
Como es bien sabido las reglas para construir 1os nimeros pitagoricos se expresan

2 2 2 2
m —n m° +n - = .
como a=mnb= ——z—,c = ————2— .donde (m,n)=1,es decir son primos entre si e

impares.
porcj. con: m=1, n=3, a=3,b=4 y c¢c=5

m=1.n=5 a=5bh=12 y c=13
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Sintesis de Fourier.

Consideremos en este breve apartado la siguiente superposicion de transformaciones
del tipo diado en este itulo

A+ A I35+ A415+A7 1744719+ A" /114 A /13

AN N

\4

0.6

0.4 1

Grifica 4.
Aqui se grafica el resultado de iterar 1a superposicion

(S.1) unas 300 veces (A4 es un giro de un grado).

Esta grafica muestra la convergencia en media hacia el valor 7/4 =0.785398.
También se puedi: apreciar €l efecto Gibbs. Por lo tanto, estas transformaciones también

pueden usarse para estudiar cuestiones de convergencia, pero ese no es el objetivo de el
presente trabajo.



El Teorema de Shannon

En este apartado veremos como se puede aplicar la matriz de transicién para dar una
interpretacion muy sencilla e intuitiva para el teorema de Shannon que puede ser muy dificit
de entender en términos de otros conceptos,

Primero es necesario hacer notar que dado cualquier giro que se pueda representar
en una computadora, si es repetido suficientes veces tendra que llegar algin dia a pasar por
tas condiciones iniciales y entonces toda la dinimica se vuelve a repetir ejecutando un
movimiento periddico (probablemente con un periodo bastante largo).

Ejemplos de esto son la matrices que generan al pentagono y al pentagrama. Estas
matrices pasan por las condiciones iniciales después de 5 repeticiones. esto es: satisfacen la
ecuacién: 4* = E . En general para cualquier giro 4” = E para cierta N. Entre todas las
figuras que se obtienen con el giro buscamos siempre una forma canonica que es la figura
mas sencilla que sigue conservando las propiedades de un giro. La forma mas sencilla es
aquella para fa cual 4% = E . Esto es como dar solo el diametro de la orbita (pero esto es
toda la informacién necesaria para trazar un circulo o figura), que es obviamente la forma
mas sencilla de la orbita y , en este caso, la matriz A es un giro de 180 grados.

Notese que cualquier giro se puede obtener de un giro de 180 grados elevandolo a
una potencia adecuada:

cos(x) sen(r)) " _( cos(2x/n) sen(2x/n)
—sen() cos(x), —sen(2x / n) cos(xr/ m)

Considérese ahora una seiflal analdgica que se quiere modular en PCM (codificar

digitalmente); como en el teorema de Shannon, supongamos que ésta se puede desarrollar en

serie de Fourier como una superposicion de oscilaciones de frecuencias que son maltiplos de
una frecuencia fundamental:

Sa, a* (T
T
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donde a, son los coeficientes de Fourier de la seiial.

Por ejemplo en el apartado anterior tenemos una grafica hecha con 300 iteraciones
porque A es un giro de 1 grado pero si se toma un giro de dos grados se obtiene la misma
grafica pero recorrida mas rapido, es decir, solo se tiene que iterar la superposicion (S1)

solo 150 veces para ob casi la mi infor ion. Entonces nos podemos

preguntar que tan grande puede ser el giro A de (S1) sin perder la informacion de la sefial.

La respuesta es aquel giro para el cual la maxima frecuencia es un giro de 180
grados. O sea, en el caso de (S1) (A”)z =A*=FE esto se puede interpretar

geométricamente como el angulo que subtiende un poligono de 26 lados. En otras palabras

se necesita muestrear un minimo de 26 puntos en cada periodo para poder reconstruir la

sefal hasta la frecuencia maxi Estos resultados se repr en la grafica 4B. Todo

esto coincide corr con la teoria de Shannon (hay que muestrear al doble de la
miéxima frecuencia).

t
0.8
0.6 1
0.4
0.2

~0.2
-0.4
~0.6
-0.5

Q 5 10 15 20 25

figura 4b.

Forma canonica de la sefial de la figura 4

Aqui se reitera (S1) con 4 igual a un giro de 360/26 grados 24 veces.

Esto muestra que para obtener la grafica se pucde ahorrar el 90% del tiempo de
calculo si se usa el teorema de Shannon para codificar la informacion analoga en un minimo

de datos digitales.
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La Matriz de Transferencia

Si calculamos la transformada de Laplace de la matriz de tr icion de un
tineal se obtiene la matriz de transferencia:
S+ o w
(e, ) e T T |

(s+0) v+ (s+o) +w?

En esta matriz se encuentra la informacion sobre la respuesta de un sistema lineal
amortiguado a una oscilacion forzada de cualquier frecuencia y/o amortiguamiento (aqui o
y ® son los parametros del osciladory s = o' + iw’ representa los de la oscilacion
forzada).

Por ejemplo, en el caso de una oscilacion forzada de la misma frecuencia que la

frecuencia natural del si y amorti i > cero tanto en el oscilador como en la
vibracion forzada se tiene fisi una resc ia, pero en la siguiente ecuacion tenemos
que esto equivale ati a la funcion delta de Dirac.

o (v —-—w')

o +(w—-w') o? +(w-w’)?
(' —w) o
o+ (w-w') o +(w—-w')*

| I . 1
PO O S
@-wn=o-fe lim -

Aqui vemos que la interpretacion fisica de la matriz ccnduce a resultados
matematicos correctos.

En esta matriz se encuentra la informacién necesaria para construir 1a solucion del
problema de la ecuacion diferencial lineal inhomogénea usando ¢l principio de superposicion

. o

con el médulo y fase >S COTT e con la matriz de transferencia (U1).
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Transf i6n de Lapt

En esta seccion no pretendo dar un algoritmo para calcular transformadas que sea

mas eficiente o mas rapido que los ya exi sino solo esb la posibilidad de lograrlo

con este método.
En esta seccion tratamos los aspectos conceptuales de la transformada de Laplace y

su relacion con el método de el presente trabajo.
N
3 d _ofcos(w) —sen(a@) " i
OVl = 17 . .,( i
1‘:‘ S0 IJ_’.'.?Z{ sen(w) cos(w) f(N)

Esto quiere decir que para cada s debemos efectuar un recorrido multiplicando cada
valor de f por un niimero complejo que le cambia de amplitud y fase que es  exp(-s7) o una
matriz isomorfa aplicada =i’V veces.

Aqui se pone de manifiesto la facilidad con que una computadora digital puede

desarroliar la expresion de 1a derecha, en contraste con la de la izquierda.-

.8
0.6

0s TN
Vi

&
I

-0.8
~-0.8 =5.5513E-17 0.8
0.4 0.4

N

~0.2

Grafica §.
Espiral logaritmica, (Giro Amortiguado).



Rafces Miiltiples

Para estudiar el problema de los transitorios con la teoria en cuestion consideremos
la matriz
A () s A, ()
A = H Tl
A (1) Aczaxzny ().

en donde cada elemento de la matriz es un polinomio en t.

Desarrollando en secrie de Taylor:
A1) = A(O) +4°(0) + 517 A"(O) -+

Como ya hemos visto la matriz 4 representa exponenciales complejas. Como

sabemos cuando se resuelven las ecuaciones lineales y se encuentra una ecuacion secular con

Py 1 d

raices p Por ejemplo. > la multiplicidad es dos, se tienen dos soluciones
tineal s 4

P como exp(-st) y t exp(-st). cuando la multiplicidad es tres a

veces es necesario considerar la solucién r? exp(—sf)todas estas funciones aparecen
poniendo una matriz de polinomios de grado uno, dos etc. Vemos asi que las matrices con
polinomios de primer grado generan todas las soluciones con multiplicidad dos, los de

segundo grado generan las soluciones con multiplicidad tres etc.



CAPITULO 3
GENERALIZACION A VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

3.1 SISTEMAS CON DOS GRADOS DE LIBERTAD

En este capitulo veremos como se generaliza lo dicho en el capitulo anterior para el
caso de dos grados de libertad, se introd los ¢«
transfor ion de L d

ptos de lagrangi hamiltoni

e ecuaci de movi > en forma simpléctica, condicién
simpléctica etc., que se usaran libremente en lo que resta de este trabajo.

SiH nodependede .

Las i del movi > en forma simpléctica son:
(q) = J SHIS q)
yJ S HI?G p.
donde: J= ( E 0) y £ es la matriz idéntica.

Esta matriz J juega el papel de el nimero 7 = +/—1 en los nimeros complejos que

0 1
en el capitulo anterior vimos que se puede representar también como ( 1 0)

En el caso general de que la hamiltoniana sea una forma cuadritica de las
coord das generalizad:

y sus momentos conjugados, las ec
convierten simpl en un si

del movimiento se

de ecuaciones diferenciales lineales cuya solucidn se
obtiene diagonalizando una matriz de coeficientes constantes.

Para ver la simetria que induce la condicion simpléctica sobre una matriz de matrices

(C D, se dian las condiciones para que ésta conmute con J (cf. ec. (1.30)) :
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(& 2% 9-(% AE 3

C D/N-E O -E o/\C D,

donde ABC yD son matricesde nxn,

Esta ecuacion se puede escribir como un sistema de ecuaciones:
-B=C,A=D

A B
y se puede verificar directamente que ( B 4 ) es una matriz de matrices que tiene

simetria simpléctica.
(ta condicién simpléctica se puede comprobar cuando la matriz conmuta con J ver la
ecuacion (1.30)). Es muy sencillo demostrar que los giros simplécticos forman un grupo:

1. La matriz idk idad esta ida en los giros, ésta es un giro alrededor de

cualquier cje con angulo cero y también esta contenida en las matrices simplécticas, pues

con A=FE y B=0 vemos que bié isfE ta dicién simpléctica
2. El producto de dos matrices con simetria simpléctica también tiene simetria
impléctica y el producto de dos giros es también un giro. Por tanto el producto de dos

giros simplécticos también es un giro y también es simpléctico.
En este caso se puede ver de manera directa que el producto de dos
transformaciones simplécticas también lo es:
(A - )(C - J_(AC—BD —AD - B
B AND C AD+BC AC-BD
Esto se puede demostrar en general para transformaciones canénicas (ver por

ejemplo Goldsteinf1] op. cit sec. 9.3 “Método simpléctico para transformaciones
P

fici esta acion que es mas sencilla y directa.

candnicas™). Pero aqui es
También se desprende de este r i > la asociatividad del producto.
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3. La transformacion inversa de cualquier giro es un giro en sentido inverso y
de la misma magnitud. Las matrices con simetria simpléctica no singulares también

forman un grupo abstracto.

Si consideramos matrices ortogonales con simetria simpléctica (es decir la

interseccion del grupo ortogonal con el grupo simpléctico), la transformacion inversa es

simplemente la matriz tr a que bién es un ortogonal y cumple la condicién

simpléctica:
a4 -8B _ ( A B
B a4) \-B C
Notese en este momento que en un solo grado de libertad, todos los giros son

simplécticos.

Las siguientes matrices cumplen la condicion de ser giros con simetria simpléctica:

cos® send o] ] cosd 0 send O

—sen@ cosd o s} o cosE 0 seng| _
[ 0 cow® senff-sens 0 ocms O |7
(o] 0 —semf cosb o —seng 0 cosg

oS o send o amf snd (] o
o cosE O senc|-senf cosf [o] o [
—send O oS O [ 0 cos@ sen6|
o —seng 0 COBE, Q o] —senf cos6,
185 o1 o (' _ -0y o
o H(Se8) | HO-2) ) i O8) _ 10-0)
i ¢ e AR I G.1
2| i(e' D —e'eN) o £/ 4 o
0 "(el("‘) _el(ﬂ-t)) 0 el(ﬂot) +el(ﬂ-t)
Esto muestra que ¢l producto también es un giro es léctico, pero bién lo es:




Attty 2 ee ey

co86 senf [+] o co8d o send O cosax o [o] sena

—sen& cosb [+] o o comS 0O send 0 cosa sena O
o] o cos8 sen@| —senS o cosd o] o —sena oasa [+]
o 0 —s3enf® cosb, (o] —sens O cosS/\—sena o 0 o

COBECOBCX —SENEMNA —WNECOEX —COBESENA
o ~senesna  cscoma —coscsena -senfosa| G.2)
SENECBX COBEENA COBECOBX  —SeNEsena

(e 3 4V~ 4 sencoosa —sencsena (= Tave T-4

Se puede verificar inmediatamente que estas tres matrices conmutan. En el siguiente

capitulo veremos bajo qué condiciones conmutan los giros simplécticos en general,

Como en el capitulo anterior podemos representar estos giros como exponenciales

€ lej Al identifi estos a los con dos frecuencias angulares en la primera y tercera

P

d

fila tenemos un giro para la coord l1yel conjugado, lo cual corresponde a un

giro el plano gq,,p, por un angulo delta por exp(i6);
e '(cos5 19,(0) +sen S 1p, (0))

iy

Q) =€
qa@)=¢ (coss q,(0)+sene 1p, (0))
En las siguientes graficas (6, 7 y 8) se muestran algunas posibles drbitas generadas

por esta transformacion. Estas graficas sc obtienen iterando la matriz unas 1000 veces.
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Grifica 8.

Estas graficas nos dan alguna informacion cualitativa sobre los vectores propios del
sistema (para un sistema conservativo la parte real de los valores propios son todas cero las
partes imaginarias son angulos de giro) . El significado de la parte real de los valores
propios no se puede entender hasta discutir la disipacidon que es el objeto de la préxima

seccién; sin embargo, la parte imaginaria de los valores propios si corresponde con estas

frect ias en la repr i6n en términos de la variable compleja s = o +iw .

De aqui podemos también deducir una condicion r ia y sufici

para que la
Orbita sea cerrada.
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Ello ocurre si existe ¢ diferente de cero, tal que ¢,(#) =q,(0) ¥y q,(1) =q,(0). Esta

diciéon se pued P como
EIEmEN _ o miamBN _ iemOd _ ~i(em 8N _ GH(S-8M | p-H(S-8) (3.
Una condicion suficiente para que esta igualdad se cumpla es
£=5 o&e=-65. ... (3.6)
También es io, por sup que p (D =p(©0) v p,{)=p,(0) pero es

facil comprobar que estas condiciones llevan a Ia misma ecuacion.

Algunas de estas 6rbitas cerradas se muestran a continuacién:

0.8
06

0.4
0.2 /

0.2

0.4
-6
0.8

-1 0.6 -0.2 0.2 0.6 1

Grafica 9. (reiteracion de un giro simpléctico con:@=1,6=5,£&=5 )
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Grafica 10. ( reiteracion de un giro simpléctico con:@=3,5=1,=1)

U: do los Itados del capitulo anterior, es evidente que se puede recorrer una
orbita con diferente nivel de detalle; esto es, en el simil de la luz estroboscopica del capitulo

anterior, podemos recorrer una orbita bajando la frecuencia de esa luz estroboscopica y

b una especie de poli ion de la orbita como se muestra en las figuras 11 y 12. Alli

P " i

el estr P ifi

se en la aproxi 0 ligonal obtenida con una matriz

P

que es la décima potencia de la original.
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Grifica 11, Orbitade 4° (A es un giro simplécticocon: §=3.5=2,£=2)
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Grifica 12. Orbita de A"
6 =30,8 =20,6 =20)

(reiteracion de un giro simpléctico con:

Otra propiedad de estas figuras es que los bucles y las rosas son conjugados en el
sentido de que se pueden generar con la mi matriz grafi d

una orbita (proyeccion del
recorrido en el espacio fase sobre el plano (g,.9:) o una curva de Lissajous (proyeccién del
recorrido sobre el plano (q,.p,)).
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Esta figura muestra una orbita N“mw de la rosa de tres hojas
y su curva de Lissajous conjugada. ysu i da. (forma Snica de
el caracol de Pascal.)
La figura (12) hace p en la sigui pr : icual es el angulo de giro mas

grande con que se puede recorrer la drbita sin perder completamente la forma de la 6rbita?
con ello llegamos a una forma candnica para las orbitas; en el caso de las rosas de »# hojas
esta forma candénica es un haz de segmentos como se muestra en la figura (14). Esto
evidentemente es el caso del teorema de Shannon puesto en el lenguaje de los grupos de giro
simplécticos.

_Estas graficas sirven para mostrar que ¢l método también se puede usar para el
estudio de curvas planas, que no se tratarin mas en el presente trabajo por salirse de los
objetivos.

tver [2] i XIX “G icat ion of A ic Forms.™
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Efe de la Disipacic

Si multiplicamos 1a matriz del giro simpléctico por una cc menor que uno, se
obtiene una transformacion que ya no conserva el valor de la hamiltoniana y el resultado de
multiples aplicaciones tiene el efecto de disminuir este valor exponencialmente como en el

capitulo anterior. Pero se puede iar una disipacion ind di a cada grado de

P P

libertad como cuando se operan dos osciladores en medios de diferente viscosidad.
La matriz que satisface estas condiciones es:

A cosé send
A.e'® cose sens

A.e'? —sends cosd
AqeC —sene cose.

Si ponemos A, =¢ ™, 4, ="'y §=w,,£ =@, esta matriz adquiere una forma

muy sencilla y sugestiva, sustituimos bién, s, = o, +iw\y 5, =0, +iw,
€T @it (e —e”r )
1. e | goaiza i(e™s —goatiwn)
> (e — e o T 4 goiten
(@7 — goimimn) eTv@ 4 pa-ian
e +e* i(e" —e™) 3
le" e +e” i(e® —e™)
2 i(e™ —e") e +en
i(e™ —e™) e’ ve”t )

Adoptando el punto de vista activo tenemos en el tiempo ¢.

e’ +e" i(e” —e™) ‘(4.0 q.(r)

1 e . et + ot . (e —e™) q9:(0) ] _ | 4200
2 (e —e™) e” +e” P (0) 2,1}
e —e%) e + e’ LP:(O) P,



1 veces. Aqui podemos introducir la

Esto expresa la repeticion de la tri o1
siguiente reflexion que en parte motivé este trabajo; Si intr >s una unidad de tiemp
fici pequedia, pod obtener la solucién con tanto detalle como se desee,
necesite o pueda.
una contr ion, o sea, que

Esta matriz es la generalizacion de un giro que cc
€s un giro amortiguado.
Es como la generalizacion del seno y el coseno con angulos complejos, por lo que

P

d »s escribir,

cos(s,) sen(s,)
» cos(s;) sen(s,)
—sen(s,) cos(s;)
—sen(s,) cos(s,
cos(a,) sen(aw,) e
e cos(w,) sen(w,) e
—-sen(w,) cos(w,) e~
-sen(w,) cos(w ), e

Puesta en esta forma son ya obvias todas sus propiedades.

Estas matrices constituyen lo que seria anidlogo al médulo de un numero complejo
ial de / = /=1 veces 1a fase, solo que aqui tenemos dos fases y
iedad de que el producto de dos tales transformaciones tiene

Itiplicado por la expc

dos moddulos, y la prop
el efecto de una transformacion de la misma forma con una disipacion igual al producto de
las disipaciones y un giro simpiéctico con parametros iguales a la suma de los angulos. En el

Itados a » di ione:

siguiente capitulo vamos a generalizar estos r



Por ulti do la fc ion con A os 6,5, sbélo se puede

introducir una disipacion (o, = o, ) para ambos grados de libertad si queremos conservar la

ropiedad cc iva entre la disipacion y el giro.
y
A e cosScosa —sendsena —sendcosa —cosSsena
A e’ —-sendsena cosScosa —cosSsena —senScosa
Ae”* sendcosa cosSsena cosScosa —senSsena
Ae” cosdsena sendcosa —sendsena cosdcosa
Podemos dar una interpretacién a este otro giro simpléctico amorti do como

originado por una degeneracion que ocurre cuando tanto las frecuencias como las

amortig son igual para b grados de libertad, porque entonces las

coordenadas generalizadas con subindices uno y dos se vuelven indistinguibles. En este caso
una permutacion de ambos deja todo invariante excepto que ahora es 1o mismo tomar el giro
con cuslquiera de los dos momentos conjugados. En el caso de una degeneracion tenemos
que ambos momentos se pueden tomar como el momento conjugado de la primera o
segunda coordenada generalizada. En el siguiente capitulo veremos exactamente 1o que pasa

con esta degeneracion en general.
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3.2 SISTEMAS CON N GRADOS DE LIBERTAD

En este capitulo veremos como se puede generalizar todo lo expuesto hasta aqui

para un numero arbitrario de grados de libertad.
do en n grados de libertad se

. La matriz de transicién de un giro pléctico amorti;
puede repr conveni como:
: A COS SEN ]
...... 3.2.1
( A] —-SEN COs. ¢ )
Ae*? cosw,
donde A= .. . COS = .. N
Ae cosa,,
sena,
SEN = .. y A, =e ™
senw,,

Estas matrices de matrices son completamente analogas a la matriz estudiada en el
capitulo 2 que se identifica con el médulo de un nimero complejo multiplicado por una
matriz de cambio de fase. Aqui vemos que todo lo dicho en el capitulo 2 es muy ficil de

generalizar a »2 grados de libertad.

lécti (Giros simplécticos amortiguados)

Esto es el producto de dos matrices simp
y por lo tanto también es simpléctica y es muy ficil verificar que conmutan.

amortiguado en 7 grados de libertad es:

Otra repr ion del giro simplé
cos(s,) sen(s,)
e’ ® cos(s,) sen(s,)
—sen(s,) cos(s,)
—sen(s,,) cos(s, ).
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e +e* e — e

PR

eV —en en +e
7 e e + e”

donde s, = o, +iw,

En este capitulo estudiaremos el efecto de la degeneracion. (en este caso los

argumentos de las funciones trigonométricas son iguales y por eilo escribiremos sélo sen y
cos sin argumento).
Para ello consideramos el caso de 3 grados de libertad. En este caso, ademas de la

matriz principal hay otras tres que bién son giros simp

cos (] o] sen
cos O sen o
cos sen O o
[+] o —sen ¢os
o] —sen o cos
—~sen o o] co!
cos o sen o
cos sen O o
cos [¢] 0 sen
o] —sen o] cos
-sen o 4] cos
o o ~sen co:



cos sen o 4]

cos o] o sen
cos o sen O
—sen o o cos
L] o —sen cos
o —sen o] <o
Todas estus matrices tienen en realidad la mi infor ion y surgen porque los
j dos son indistinguibles; las per que conservan la condicion

simpléctica conmutan con la matriz principal:

cos sen [o] o
cos o sen O
cos ] (] sen
—sen o o cos
o —sen o cos
(o] o —sen <o

Cualquiera de las matrices anteriores es solo una degeneracion de la matriz principal

(Que pasa do las fi ias son i les?

Pcr una parte los grados de libertad se hacen indisti ibles y esto ¢ i que

cualquiera de los momentos conjugados pueda ser el conjugado de una de las coordenadas.
2 lizad por ejemplo, en la primera matriz se abren dos filas y dos columnas en la
matriz del capitulo anterior y se forma un giro sobre esas dos columnas y filas: las unicas

posibilidades sin afectar 1a condicion simpléctica son:
A CcOs S
A cos  sen
A —sen cos
-8 COsS.
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A cos sen

A COS s
A -5 Cos
A/\—sen <o
A cos S
A cos sen
y A -s cos
A, —sen co.
sen 1
donde S = R = SEN 1
sen 1

Aunque el método grifico ya no es tan util como en dos y tres dimensiones debido a
que no se puede graficar una trayectoria de varias dimensiones si se pueden graficar sus
proyecciones como en la geometria descriptiva, por ejemplo, en tres grados de libertad se

puede graficar la proyeccion de la trayectoria en tres dimensiones sobre los planos xy y xz,
por ejemplo.

En general cualquier permutacion simétrica en 7 grados de libertad origina una
transformacion de esta forma.

Pero el numero de matrices que cumplen la condicién simpléctica crece ripidamente

porque el numero de permutaciones simétricas es el nimero de elementos en el conjunto de

matrices que satisfacen la ec. P = E. Estas permutaciones son las que se pueden expresar
en ciclos de un maximo de dos.

Por ejemplo en el caso n=3, (1)(2)(3). (1)(23).(2)(13).(3)(12)
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Estos son en notacion matricial:

1 1 1 1

1 1 1 1

Estas tres ultimas matrices pertenecen a la misma clase de matricms que se pueden

dividir el un ciclo de un simbolo y un ciclo de dos simbolos, o sea: (/)(23), (1,2).(3) y
(13)¢2).

Para cuatro grados de libertad se tienen tres clases de permutaciones: (/)(2)(3)(4).
(1)(2)(34) y (12)(34)

puesto en forma de matrices:

1 1 1
Desde este punto de vista analizamos el caso general.

El nimero de permutaciones de estas caracteristicas en una misma clase' se puede
encontrar con la siguiente formula:  si se divide la permutacion en & ciclos de 1 simbolo y /
ciclos de 2 simbolos; & + 21 = n.

! Ver por cjemplo [4] capitulo 83 “The Symetric Permutation Group and the Algebra of Symetric
Transformations™.
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k12’

Esto muestra que el naimero de matrices en la degeneracion crece bastante rapido.

n(Clase)= n(x) =
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CAPITULO 4

EJEMPLOS Y APLICACIONES EN SISTEMAS FiSICOS REALES

El Péndulo Doble.

La energia cinética de el péndulo doble de la figura, se puede escribir en términos de

los pl para peq amplitudes (en la region de las pequeiias vibraciones)
como:
1 . 1 .
7= Em,x,’ +5m2x§
mientras la energia potencial es:
1 £ 2 1 g 2
U= —5("'- "‘"'z)rxn 3" Z(*z ~x)
De aqui formamos la lagrangiana L =7-U y se toma la transformacion de
L dre para ar la hamil

H=px +px,~L:

donde:
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Py = =mx, EX
2

por lo tanto (al sustituir ¥, por p,):

p P 1 1 2
H = El.”"i-‘-;(m' -1-»12)%1',z +—2—m, {—(x, -x,)
Ahora podemos escribir las del movimi > en forma matricial:
. o o m' 0

bl [ o o m{f ™

X2 | _| _gl&m +m)+mdy  gm, o o (I *=

pl Il Iz 12 pl

P mg g 4 o |\P:

l! 12

El problema se reduce ahora a diagonalizar esta matriz.
Antes de continuar daremos valores numéricos a los datos del problema para

las oper

Supongamos que en el sistema MKS g=/0 y m =5m, =21, =71,=4.

En este caso, la ecuacidn caracteristica es:

A 0 1/5 O
gl © A O w2y o
-15 5§ A o |
5 -5 o a
O sea:
FORMLLIPTINY JEPS
2
cuyas raices son:
A=i\/—ll:t\/4l _ti(2.0859J
2 1.0720.



Estas raices son puramente imaginarias como era de esperarse. Las raices estan
distribuidas simétri

P > acero, porloque #=0.

(L.a condicién que debe satisfacer la ecuacion caracteristica es que las pares
imaginarias de las raices deben ser simétricas respecto a una frecuencia. Esto es el polinomio
caracteristico debe ser una ecuacion en @’ con una posible traslacion del origen a 6. Sila

ecuacidon caracteristica se puede resolver para w®, 8 =0 y con cada raiz, también)
S yendo en la it

de vectores propios:
02 - 1 1
05l & -
2 = I(£1.0720)
-5 s & &7
s -5 $a/ siomo £s
02 1 1
os|l &, N -
= i(+£2.0859)
-15 5 &, ¢ S5
s -5 €4 220059 &

&, =iS(£10720),&, = i2(x10720),

—15+S&, = i(x1.0720)&, = —5(1.0720)*
&, = —(10720)* +3

y
&, = i5(+20859),&, = i2(+2.0859)&,,

—15+ S&, = i(£2.0859)&, = —S(2.0859)°
&, = —(20859)" +3

Por o tanto 1a solucion completa es:
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1 1 1 1

18487 (1 OT0) 18487 ~(1 UT20N —13510 (20 —13510 A2 RO
4 a6 ¢ M -isse I Y+el 104259 *1 ~i104z2s9) )
(1981 ~i(1981 ~i(56361 (56361

donde ¢, =a, +ib, y ¢, =a, +ib,con a,,b .a,yb,; cuatro constantes reales que
de las T P

Esta expresion se puede representar en una gran variedad de formas:

com(107) (209 coa(LO7) o209
185con(LO7) —135coa(209 | _ ~3Scom20m | )| 18sccmior
(536) 2107w | | 104300200y =la.ca.e (536)am(107y | T\ 1030200y
(198) e LOT. ~5643e(209). ~5649n(2.00), (198)sen(LO7),

co(LOTH cos(ZOBE)
| ~L35cosz0sex | | o] 1BSCOLOTY
Sl (s36ysan(ro7y | T “ 1043senz 0860 [ T
—5.64 52086 (L9B)sen(1.07)r.
<o(LOT =107y 0
. o am(200¥ =209
Q+HS309)q e 107y an(L07y +(—135—i(56Dk;| ° +
—an(209 o209,
com(ZOS¥  se(209% o
3 o . (107N sevl(LO7W
A+i(1043)) —san(107x 209 +(—185—i(L9B))c, o

—sen(lOTY  cam(LOTN,

2



A+AE30); (107 (o7
(1351 56N, a2y =20
Q-+
(1351

—sn 107y 107w -
s6%) —aen(209% a(209.
A+A1040); 20 (209
S-Sy, (1070 s (107¢
QA+H10aD);, —s2 (209
(CIBS—i(198) ~s(107 (o7,

Todo esto parece casi trivial pero, como veremos en la siguiente ecuacion; la
dependencia del tiempo se puede absorber en la concepcién activa de la transformacién
canonica y queda solo una matriz de

que, aplicada repetid veces a las
iciones inicial & la 1 del problema fisico y es una representacion
! quival a la sol dada en términos de exponenciales complejas del
tiempo.
6, (1 +(536)) com(107 7100 sn(107/100) had
£,-135-i(564) o209/ 100) =3(209/ WO)
G(1+i(536) — (1077 100) cod(LU7/100)
€135 H5639) — (2097 100) con(209/ 100)
(1 +¢(1043) o209 1 100) (209 / 100) S
G(-185 — {L9%) (L7 / 1K) (077 7 1O0)
&(1+i(1043) — (24P / 100) a(2UB / 100)
G(~1BS ~ (L) —sa(107/ 100y com( 197/ 1

Aqui se muestra la utilidad y simpleza de este método en su expresion explicita. El
papel que juega el numero 100 es proporcional al grado de precision en la graficacion), Por

ejemplo, aqui estamos graficando un giro de 1.072 centésimos de radian y otro de 2.0859

centésimas de radian (los girosen r son d iado viol

). Esto es como variar la
pio que nos permite ver la orbita solo periddicamente en un
instante durante un periodo inversamente proporcional a la frecuencia del estrobo. (mientras
1a frecuencia no sea menor que el doble de la maxi fr

fr ia de un estrob

del probl como en el



de St del capitulo 2). Esto nos permite establecer un compromiso entre la

velocidad de cilculo y los detalles de 1a solucion segin sea necesario.
Esta ultima ecuacion tiene ya la forma que nos es familiar, pero notese que la matriz
de fici no es afe da por el tiempo , solo lo es el giro.

Entonces la solucion se puede expresar como una superposicion de las matrices

estudiadas en este trabajo con unos coeficientes de superposicion en general complejos que

una plitud y una fase.



Si de Circui A ind

Consideremos el circuito de la figura. se usan las cargas en los capacitores como

coordenadas generalizadas y las corrientes en cada bucle como velocidades generalizadas.
Posteriormente, s¢ id una funcion de disi

pacion tipo Raleigh para analizar el efecto
de 1a resistencia.

Cq

-
e

En esta seccion no se id

a el efk de la es el caso de sistemas
conservativos.

La lagrangiana de los circuitos acoplados de 1a figura es:
-1/C, q
-11C,
1 -1/C,
L= 104
z(qhqzvq: 41.9:.49) L M, M,
M12 L2 MZJ ql
Ml! MZ! Ll
P, =

~L =L1 ‘1';+'I'Z,Mn 4.
24, 2
p=L g+ M g+ M, g,
Py =M, q +L;, g:+ M q,
Py=M, q +My g, +L, 4,

]
A



en forma matricial:

P L, M, My\(d,
P =1 M, L. Myl a:
Ps My, My, L, 7

ds

De aqui se puede obtener la matriz inversa, que satisface:

@ L Mg MY
Gz =| M L, M, P2
qs M, M, L,

ta hamiltoniana se puede obtener como:

Y L, M,: M, - I
H=(p,.p:.P )N q: |- L=(P..P2, P M2 L, My P

9 M,y M, L, Py
v/ C
/C,
_1 1/C,
H =5(41.9:.95.7..P:.P5) MYy, (M™Y.
M™M)y (M),
(M), (M),
L.as ecuaciones del movi son:
A WM™y, (MM (MY
q: (M™)y, (M) (M) g
- (M, (MY (MYl a
b, -1/C, Py
b -1/C; P
P -1/C, P
Solucién de las ect del movi

(M-
(M-
(M~

I)I)
‘):l

I)n

4
q2

P
P
P



En una primera aproximacién se encuentran las soluciones estacionarias para
sistemas conservativos; es decir se desprecia el efecto

pativo de la resi it
Se resuelve primero la ecuacion secular de la matriz del sistema para encontrar las
frecuencias naturales:

(M), (M), (M),
) (M), (M), (M),
det| —@ (M-|)|3 (M_l)zs (M), =0
-Ct -w
-C;' -w
~-C;! -
Usando las operaciones el ales de los deter

para reducir a cero la parte
de las primeras tres columnas y ultimas tres filas se simplifica el desarrollo del determinante:

"' CIH M), —w

@ 'CIH(M ™), ~@ CIN(M ),
wdetl - 'CIN(M™T),, -0 'C' (M), ~w - 'CIN (M), =0
— ' (M), ~o G M)y —e ' CHN M Dy -
—CI_I(M_l)n -—? —C."(M").: —C:I(M_‘)x;
det] —C;'(M™),; ~CIH M)y, —oF —C; (M )z =0
-G\ (M), ~C;' (M )y

-G (M), — @
Es conveniente en este momento introducir las constantes: @ ,

=JC (MY, que

son analogas a la raiz de la rigidez del resorte entre la masa en el oscilador arménico del
capitulo 1.

Esta ecuacion se puede escribir como:

2 2
—w}, -~

T —@yy
detf -—w3, w3 -t —w3, =0 e (C2)
@y, @5 —wyy — @



Todo esto es i di plicable al caso de n grados de libertad. Y los

resultados se pueden resumir en el siguiente enunciado:

La i6 lar del si (C1) es equival ala idn caracteristica
de 1a diagonalizacitn de la matriz de las frecuencias naturales por i = v—1 al cuadrado
. ’

Es evidente que esta ecuacidén es una ecuacion de tercer grado en w? .Esto implica
que las soluciones se distribuyen simétricamente alrededor del origen.

Podriamos llamar a las raices de (C2): @, ,w,. ,w,, y proceder a escribir la
solucién tradicional y de alli pasar a su forma de combinaciones lineales de giros
simplécticos, pero este es un caso particular de (C3), por lo cual nos esperaremos hasta

entonces para dar la solucién.

Efectos de la Disipacién:

Después se analiza el efecto de la resistencia eléctrica en los circuitos acoplados:

Cq R4

S

C; R, M5 A, ¢,

Para considerar los efectos de la resistencia eléctrica las iones del movi (]

se deben modificar de la siguiente forma:



-1/C,

cuya ecuacion secular es:

M), MY, M)y, 9,
M) (M) (M), q,
WM™y, (M) (M), s
“R(M™), ~R(M™) -RMMH, [l P
“1/C, _Rz(M_I)lz _Rz(M_l):z "R:(M_‘)u L]
“1/C; —Ry(M™) —Ry(MT),, —R(MT) e,
-s Wy, W, WM™y,
-s (M), M)y, (M),
et -5 Wy, M)y M 4
-C;! "Rl(M‘I)n —-s —R(M™),; —R{(M™),,
-3t R, (M™),; —R(M M)y —s —R(M)y
=G5! —Ry(M™),, —Ry(M™')y, —Ry (M) — s
mediante operaciones clementales sobre el
determinante:
-c SICUM T, STCTU MY, STCTUMTY),,
-c3' sTCMMTYY,, STCH (MY, sTICTN M),
3 —C' sTCI MY, STCTN (MY, sTICTI (MY,
TEGG o SRMMY, -5 —RMTY,  —R(M™,
-c; “R(M™),  —R(MT)y s —Ry(MTY,
-G’ —R)(M-l)u —Ry (M), —“R,(M™"),, -5,

T (G SRXMTYY, 5T
detl ~(CI' +sSRKM™Y),,
—(C5* +SRXM ™),

—(C +sRO(M ),
—(C3' + SR M ™)y, =57
—(C5' +sR WAL,

~(C;' +sROKM ™),
—(C;' +sROKM ™YY, =0
—(C5* +sSRO(M ), — 57

Ahora tendremos seis raices en general complejas, pero como 1o0s coeficientes de esta

ec. de sexto grado son reales, se tiene que las raices estan aparejadas en complejos

conjugados. La parnte reat (3

raices sera una contraccion en el

4,

lasr

fase que i

s9

una pérdida de energia.

son mayores que cero) de estas



Si llamamos s, .5, ,5;.55.5,,5; a las raices de la ecuacion (C3):
La solucién tradicional se escribe:

1 1 1 1 1 1

S & -4 & &a &2
&s é,: &5 &, &5 &
£, AV £/, &7/, £/, &,

También es importante notar que facil es generalizar estas formulas a »7 circuitos
acoplados.

La solucion de este problema se puede obtener ya sea: como sumas y diferencias de
exponenciales complejas en s y s* por vectores propios o con matrices isomorficas con
estas ial lej. que son las matrices del grupo de giro simpléctico

P P

amortiguado como en el ejemplo anterior.



Controlador con 2 Grados de Libertad.

Otra importante aplicacion de este sencillo método se presenta inmediatamente en el
estudio de los mecanismos animados con motores de avance por pasos, porque la cinemaitica
de estos motores se describe muy adecuadamente con las transformaciones estudiadas en
este trabajo. Eso implica que un robot se puede estudiar cinematicamente con un sistema de
coordenadas generalizadas en donde cada coordenada representa la posicién de cada motor
por pasos. Para aclarar estas ideas consideremos el siguiente ejemplo.

Supongamos que se quiere controlar dos motores por pasos en un arreglo
pantogriafico como el que s¢ muestra en la figura Al

para graficar un punto en la posicién
x.3).

P Hegar a bey):

E1 mater 1 esth tile en e origen
y debe moverse On bngulo -0,
El metor 2 se debe mover un
&ngulo de 0,+0,

Las lineas gruesas son los brazos
del pantbgrate.

Figura Al

En lugar de este ejemplo se puede elegir un arreglo azimut y elevacién para apuntar
un telescopio © antena parabodlica, pero se escoge este cjemplo porque ilustra todas las
posibilidades y para mostrar un arreglo con cierta similitud con un brazo de robot.

De la figura Al, tenemos
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=acos@, +acosd,
y=-—aseng, +~asenf,

Con este arreglo podemos alcanzar cualquier punto x.y distante del origen menos
que 2a.

En otras palabras podemos graficar con el pantografo de brazos @ y a cualquier
punto dentro del circulo de radio 2a, como se puede demostrar con la siguiente construccion
geométrica:

Con un compas de radio a trazar desde (x,)) un arco y otro con el mismo radio desde
el origen. estos se deben cortar porque la distancia entre el origen y el punto es menor que
2a. De hecho hay dos puntos simétricos respecto a la linea que une el origen con (x.) ) que
es la posicidon que debe adoptar el segundo motor del pantografo; los radios

d; a4

corresp en la direccion de los brazos del pantografo.

Este problema es equivalente al de trazar un triangulo isosceles de lados a con base
(0.0)-(x.y). Hay dos triangulos simétricos a cada lado de la base.
Sean 6,y 6,+6, {posiciones de los motores por pasos) las coordenadas
generalizadas q, ¥ q,.
x/a=cosq, +cos(q, —q,)
y/a=—senq, +seni{q, —q,)
De aqui resulta evidente que para cambiar la escala basta reducir o aumentar

proporcionalmente al cambio deseado la longitud de los brazos del pantégrafo.

También se puede normali el probl y sin perder generalidad poner a=:1.
La transfor ion (R1) es simpl la superposicion de dos giros con angulos
“q Y d2-4i-
1 1 a™ 1 1 (92-9y)my
(x /a) _ cos;‘ -—sen;I (l) . COSI sen-'—': (I)
y/a sen—l—— ¢:osL o —sen L cos—l— o
m, m, m, m,
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o bien, en el caso normalizado:
1 (@z-q )™

cos+  sen-l- - cos—  sen—L
[5 ) - m, m, (1) + m, e, (l)
” —sen-- cos—L 0; —sen——  cos—1- 0.
m 23 m, m,

Usando estas formulas el brazo siempre puede convertir su posicion a coordenadas
cartesianas con solo contar el nimero de pasos que ha dado.

Comparando su posicion instantanea un autémata puede aproximarse por ensayo y
error hasta el lugar que mas se aproxime a una (x.3) dada dentro de la resolucién del motor
por pasos y dentro del circulo de radio 2.

Tal procedimiento podria ser el que sigue:

Primero notamos que para una posicion fija del motor 2, el motor 1 hace girar al
pantografo completo describiendo un circulo de radio constante. Esto implica que para
llegar a cualquier punto se puede ajustar el motor 2 para obtener un punto con la misma

separacion desde el origen y después ajustar el motor 1 para fijar la fase. Eso se puede lograr

ejecutando los siguientes pasos:

1. Determinar la posicion presente con la matriz de transicion y calcular la distancia

al origen.
2. Comparar esa distancia con la distancia al origen del punto deseado.

3. Ajustar el motor 2 aumentando ¢, si el punto esta mas cerca del origen que el

pantografo o disminuyendo en caso contrario.
4. Comparar las distancias después de cada iteracion hasta que la desigualdad se

invierta.
(aqui queda el motor 2 en su posicion definitiva.)

5. Ajustar el motor 1 con un giro positivo y comparar con la distancia inicial al punto

deseado.
6. Si la comparacion es menor seguir aumentando ¢, hasta que la desigualdad se

invierta.
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7. En caso contrario aplicar giros negativos (disminuyendo ¢,) hasta que la
desigualdad se invierta.
(aqui quedan los dos motores en su posicion definitiva)
fin.

Este procedimiento se puede representar con el siguiente diagrama de flujo:

calcular x®ey®
v t.‘..

Este ejemplo il l1a aplicacion del grupo de giros simpiécticos a la automatizacion
en un caso sencillo con dos grados de libertad. La enorme simplicidad con que se resuelve el

problema del pantografo, resulta realmente impactante.



itivo es io poner un detector de

En la implementacion real de este disp
posicion en la posicion (2,0) para calibrar la posicion que después de un niumero bastante

considerable de iteraciones, es necesario corregirla para neutralizar los errores de calculo

que se van acumulando.
Por ultimo cabe mencionar que una plumilla se puede adaptar en la punta del

pantografo con un resorte para subirla y un relevador para bajarla. Repitiendo la operacion
repetidas veces para diferentes puntos (x.)) se puede realizar cualquier grifica con este

dispositivo.



CONCLUSIONES

Se cubrieron los siguientes OBJETIVOS:

* Definir el concepto de Matriz de Transicién en el Espacio Fase.

* Investigar las propiedades fisicas de estas matrices y su aplicacion al computo de
sistemas lineales.

* Mostrar que la Matriz de Transicién i 1a informacion que la solucion
tradicional en forma de P ial complej (demostrar que la exponencnal
lici del llempo es isomorfica con la matriz de un giro
amortlguado mdependwme del tiempo).

* Resolver algunos problemas reales

En el espacio fase las matrices de 2n x 2n adquieren un significado fisico
muy interesante porque la energia de un sistema es una forma cuadratica de las coordenadas

gencralizadas y sus correspondi mec conj d Yy por tanto una matriz unitaria .
tiene el efecto de una transfor ién de coordenadas que no altera el valor de la energia;
correspondi el determi adquiere el significado fisico de una disipaciéon de

energia. La idea de asociar a las matrices un significado fisico resuita especialmente
fructifera para der si dinamicos lineal

cuya energia e€s una forma cuadratica en
el espacio fase. Vimos que la soluciéon de cualquier

lineal corr de a la

| o

diagonalizacion de una matriz. y sus valores y vectores propios formaran precisamente las
P . -

p vy iones que se repr en el domini
complejas, es decir vibraciones amortiguadas.

> continuo como exponenciales

También es rio i plicif que este método puede reducir los

engorrosos calculos trigonométricos en términos de senos y cosenos a sumas y
multiplicaciones sobre numeros racionales que son

los 1nicos que existen para la
computadora. En el comroladorz de dos grados de libertad del capitulo 4 como vimos, el
movimiento del pantdgrafo se puede describir cinemiticamente con una matriz que
representa la transfo i6n de un

do un motor de avance por pasos avanza un
paso.



Esta matriz (los elementos de esta matriz) se puede bl de

plo 08

d

por
pitagéricos y entonces el calculo de la posicion en el pantografo se reduce
ala sumay {tiplicacion de nu 08 raci les fijos. Esto red considerabl

programacion de un automata con estas caracteristicas.

la

Otro beneficio derivado de este anilisis de los si lineales se

a en
proporcionar al investigador una plataforma alternativa para estudiar los mismos problemas
que se resuelven tradicionalmente con el método de la transfx ion de Lapl en el

capitulo 2 vimos la gran utilidad de este método para obtener una intuicion geométrica del
teorema de Sh que \]

se formula en términos muy abstractos. El

brarse a p en tér de transformaciones puede aclarar algunos tépicos que

son dificiles de entender con la transformacion de Laplace y los otros métodos.

En la concepcion pitagdrica del universo, todo esta hecho de nimeros y el hecho de
poner las soluci de probl fisi

en términos de arreglos numéricos y dar a estos
arreglos una interpretacion fisica es algo que indudablemente nos acerca a este ideal.

&7
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