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INTRODUCCION

Despiies de los resultados de Robinson en 1966 [10] la construccién de
modelos no usuales de una teoria se ha usado con mucho éxito en ramas
de la matemaitica como analisis y topologia, y en general, en areas donde
se usan técnicas de ” aproximacién ”.

Sin embargo , se han hecho pocos intentos de aplicar éstas técnicas ,
conocidas como ” no usuales ” , en dlgebra . Uno de estos intentos fue
realizado por el propio Robinson quien en 1966 publicé un trabajo sobre
anillos de Dedekind y completaciones P-adicas.

Esta tesis estd basada en este articulo y consiste en clarificar y presentar
con un lenguaje mads actual las completaciones P-adicas de un anillo de
Dedekind , donde P es un ideal primo de DD, usando técnicas no usuales.

El seminario de tesis consistié en :

1. Estudiar las técnicas no usuales, fundamentalmente estudiando los
textos de Luxemburg [7] y Davis [2]. Un resimen de lo desarrollado
en este seminario lo presentamos en el capitulo II de esta tesis.

2. Estudiar una introduccién a los anillos de Dedekind, propiedades y
sus completaciones P-ddicas, desde el punto de vista usual el cual
aparece en el capitulo I.

3. La lectura del articulo de Robinson ”Non-standard theory of Dedekind
Rings”, cuyo desarrollo completo aparece en el capitulo ITI.

En la realizacién de esta tesis usamos el siguiente material bibliografico:

Para la teoria bdsica, como Anillos, Ideales, Dominio Entero, etc., se
usaron los textos de {3], (4] y [8].

Lo referente a. Anillos Noetherianos, Ideales fraccionarios, ¥ Anillos de

Dedekind se obtuvo de [5], [6] ¥ [9].
Para la teoria de Nuimeros P-adicos y Valuacién P-adica usamos [1].
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Capitulo 1
TEORIA PREVIA

1.1 anillos

Definicién 1.1.1 Un anillo es un conjunto A junto con dos operaciones
binarias denotadas con + Yy tales que si a,b,c € A se satisfacen
las siguientes condiciones.

asociatividad aditiva. (a+b)+c=a+(b+ c)

Erxiste ec A tal que at+e=e¢+a=a
para toda a € A

identidad aditiva.

inverso aditivo. Para cada a € A eriste y € A tal que

at+y=y+a=e
Conmutatividad aditiva. at+b=b+a

asociatividad multiplicativa. (a-b)-c=a-(b-c)
distributividad. a-b+c)y=a-b+a-c ; (a+b)-c=a-c+b-c
Un anillo que cumple con la condicién de conmutatividad multiplicativa
se le llama ANILLO CONMUTATIVO.

Un anillo A con identidad multiplicativa 1 talque a-1=1-a=a
para todas las a € A es un ANILLO CON UNIDAD.

A lo largo de este trabajo la palabra ” anillo ” significa anillo conmu-
tativo con unidad.




Definicién 1.1.2 Un subconjunto no vacio I de un anillo A es un IDEAL
de A si es un subgrupo aditivo y tal que para cada r € A y cada
yvel,xz-yel

Definicién 1.1.3 Un anillo conmutativo con 1 se llama DOMINIO
ENTERO si para cualesquiera a,b € A , a# 0 y b £ 0 se tiene que
a-b#0.

Definiciéon 1.1.4 Un ideal I de A se llama de tipo finito si existen

a,a2,...,an € I tales que para cualquier x € I , x = zya1 + -+ + Tnay,
donde x1,...,x, € A. En este caso dirernos que ay,...,an generan a I y
lo denotamos por I = {ay,-.-.,an)

Definiciéon 1.1.5 Un anillo A es NOETHERIANO si toda sucesion
creciente Iy € Ipo C -+ C I, C --- de ideales de A se estaciona, es decir,
a partir de cierta k, In=1Ity = --

Ejemplos de anillos Noetherianos.
e Z, Kiz]
e Si A es Noetheriano , A[z] es Noetheriano
e Si A es Noetheriano cualquier cociente es Noetheriano.

Teorema 1.1.1 Sea A un un anillo. Son equivalentes las siguientes
condiciones : ’

i. Todo ideal de A es de tipo finito
ii. A es Noetheriano

iii. Toda familia no vacia S de ideales de A tiene un elemento maximal
(respecto a la inclusion)

Demostracion.
Sea I1 € I, € --- C I, € --- una sucesidn creciente de ideales de A,
y sea N la unién de todos los I;, (5 = 1,2,...),N es un ideal de A y
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por hipétesis es de tipo finito, asi que existen x,---,xr € N tales que
N = (x1,...,Tr)-

Como cada z; pertenece a algin I, entonces x, ..., Ty € Ix para alguna
k=1,2,....Asi que para cada m > k tenemos
{(x1,..., ) €I C N = {x1,-..,Tr)

Obtenemos entonces que I = Ix 3 = -+~
i) — iid)

Seca S una familia no vacia de ideales de A y supongamos que S no tiene
un elemento maximal.

Sea Ip € S. Como Ip no es maximal en S entonces Iy < I, para algin
I, € S. Ansdlogamente, I} no es maximal en S , asi que existe I, € S tal que
I, C I;.

Procediendo inductivamente podemos encontrar una cadena infinita
estrictamente creciente I), € I, C --- C I, - - - de ideales de S, contradiciendo
la hipdtesis (ii).

Por lo tanto S debe tener un elemento maximal.

i) — i)

Sea I un ideal de A y consideremos
8 = {{a,az,...,an) | n € Nya; € I, i =1,...,n}, S es una familia no
vacia de ideales de A, asi que, por hipdtesis , S tiene un maximal , y sea
éste M = (a),...,an).

Afirmamos que M = I, ya que en caso contrario existiria b6 € I tal
que b ¢ M, entonces tendriamos que M = {(a;,...,ar) S {(a1,...,a,,b) con
{ai,...,ar b) €S, y esto contradice el hecho de que Af es maximal en S.

Concluimos entonces que M = I = (aj,...,ar).

<

Definicién 1.1.6 Un ideal P de A es PRIMO si P# (1) y siz-y€ P
entoncesr € P o ye€P

Definicién 1.1.7 Un ideal M de A es MAXIMAL si M # (1) y no eciste
ningtin ideal propio N de A tal que Af C N c (1)



Proposicién 1.1.1 Sea P un ideal del anillo A, entonces
i. A/P es un dominio entero si y sdlo si P es primo.

ii. A/P es campo si y sélo si P es mazimal
Definicién 1.1.8 Sea A un dominio entero y K su campo de cocientes, al
conjunto

B = {a € K | 3 p(x) € Alx], p(x) mdnico, p(a) = 0}
se le llama la CERRADURA ENTERA de A.

Definicién 1.1.9 Un dominio entero A se llama ENTERAMENTE
CERRADO si su cerradura entera es el mismo A.

Sean I, J ideales de un anillo A, definimos el producto I - J como sigue
I-J={Zrabilaicel, beJ,i=1l,...,n n €N}
Proposicién 1.1.2 Si I y .J son ideales de A entonces I - J es tambien un

ideal de A.

Proposicién 1.1.3 Si un ideal primo P de A contiene un producto

Iy - Iy--- I, de tdeales de A entonces contiene a uno de ellos.
Demostracién.
Supongamos que I -- - I, € P pero que ningin I; esta contenido en P.

Luego para cada i podemos elegir a; € I; de tal manera que a; ¢ P.

Por hipétesis tenemos que I,---1, € Py como a;---an € I---I,, ten-
emos que a)---ap € P. Como P es primmo entonces a; € P para alguna
i=1,...,n lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto para alguna j=1,...,n I; c P. <o
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Proposicién 1.1.4 En un anillo Noetheriano , todo ideal contiene un
producto de ideales primos . En un dominio entero Noetheriano todo ideal
no nulo contiene un producto de ideales primos no nulos .

Demostracion.

Demostremos la segunda afirmacién. Sea A un dominio entero y sea ®
la familia de ideales no nulos de A que tienen la propiedad de no contener
un producto de ideales primos no nulos y supongamos que ¥ es no vacia.

Puesto que A es Noetheriano por el Teorema 1.1.1 , ¥ contiene un
elemento maximal M, el ideal AM no puede ser primo , ya que si lo fuera
entonces AM no perteneceria a ®. Asi que existen x,y € A — A tal que
-y € M.

Consideremos los ideales By = M +Ax y Bz = M +Ay de A.

Como MG B1, y MG B2 entonces B, y Bz no pertenecen a ® ya que M
es maximal en ®. :

Deaqui By D P, -P,---F, Yy B DQ:-Q2--:-Q, ,donde
Py,...,P,Q,...Q, son ideales primos no nulos de A y por lo tanto
Py ---Pr-Q1---Q, € B, B € M, lo que contradice que A1 pertenece a &.

Concluimos entonces que ¥ es el conjunto vacio

<

Definicién 1.1.10 Sea A un dominio entero y K su campo de cocientes,
F se llama ideal fraccionario de A si F es un A-submddulo de K y eciste
d€ A, d#O0 talque F cCdlA

Definicién 1.1.11 Un conjunto S junto con una operacidén binaria * se
llama MONOIDE siVa,b,c € S se satisface
Asociatividad. (axb)*rc=a=*=(bxc)

identidad. Jee S talqueaxe=e*xa=a

Ademas si la operacién binaria de S es conmutativa se dice que S es un
MONOIDE CONMUTATIVO.

Los ideales fraccionarios no nulos de A forman un monoide conmutativo
con la multiplicacién cuyo elemento identidad es A.
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1.2 Anillos de Dedekind

DPefinicién 1.2.1 Un anillo D se llama de DEDEKIND si es Noetheriano,
enteramente cerrado y st todo ideal primo no nulo de D es mazimal.

Un ejemplo de anillo de Dedekind es el conjunto de los numeros enteros.

Proposicion 1.2.1 Sea D un enillo de Dedekind que no es campo. Todo
ideal maximal (que en este caso coincide con un primo) de D es invertible
en el monoide de los ideales fraccionarios de D.

Demostracion .

Sea M un ideal maximal de D, tenemos que M 3# (0) ya que D no
es un campo. Sea M’ = {x € K |xzM C D}, donde K es el campo de
cocientes de D.

Claramente A’ es un D-submdédulo de K y ademas M’ € =z~ D para
cualquier elemento x de M, en efecto,

(WeM = yre€ D Vx e M = y & z~1D). Por lo tanto M’ es un ideal
fraccionario de D.

Probaremos que AM’AA1 = D. Por definicién de M’ tenemos que
MMM C D. Ademas como D € M', (puesto que D - M C D), entonces
M=DMcC M'MC D.

Asi que, como M es maximal, tenemos que MM = D, 0 M'M = M.

Mostremos ahora que AM'M = M es imposible.

Supongamos que AM'AM = M, y sea T € AM’, entonces M C M, y
as{ podemos probar ficilmente por induccién que x="AM C M, para todo
niimero natural 7.

Concluimos de lo anterior que D[z] es un ideal fraccionario de D, donde
cualquier elemento d = 0 de M es denominador comitn de todos los z™.

Como D es Noetheriano , D[z} es de tipo finito (ya que D[z] Cd"'D y
d~!'D es un D-médulo isomorfo a D y por lo tanto Noetheriano), y asi x es
entero sobre D. Pero como D es enteramente cerrado (D es de Dedekind)
entonces x € .D.

Obtenemos entonces que M’ = D. Veamos ahora que esto iiltimo no
puede suceder.



Sea a € M,a # 0. Por la proposicién (1.1.4) el ideal Da de D generado
por a contiene un producto Py P, - .- P, de ideales primos no nulos de D.

Sea m el minimo entero positivo tal que Da contiene el producto de n
ideales primos no nulos de D, tenemos entonces M 2 Da 2 P --: Py,

Como M es un ideal primo , entonces por la proposicién 1.1.3 A1 con-
tiene a alguno de los F;, digamos P, pero como P, es primo no nulo,
entonces P) es maximal asi que M = Pj.

Sea B = P,.-- P,. Tenemos que MB C Da C M y por la minimalidad
de n , B¢ Da, por lo que existe b € B tal que b € Da.

Como Mb C {(a), entonces , Mba™! € Dyasi ba ! € M'.

Pero ba~! ¢ D ya que si no, esto implicaria que b € Da. Por lo tanto
no puede ser que M’ = D,

Concluimos entonces que M’ A1 = D.
<

Teorema 1.2.1 Sea D un anillo de Dedekind, IP el conjunto de todos los
ideales primos no nulos de D entonces. Todo ideal fraccionario no nulo F'
de D se expresa, de manera unica como

F=1I prriF)
PeiP

donde vp(F) € Z y vp(F) =0 para casi toda P € IP

Demostracion.

Sea F un ideal fraccionario de D. Como existe d € D — (0) tal que
dF C D, es decir, tal que dF es un ideal entero de D se tiene que
F = (dF) - (Dd)"!, esto nos dice que es suficiente demostrar el teorema
para un ideal entero de D

Consideremos la familia 1 de ideales de ID diferentes de {0} que no
son productos de ideales primos de D y supongamos que 7 es no vacio .
Entonces acepta un elemento maximal M, ya que D es Noetheriano.

Como D es producto de la familia vacia de ideales primos, entonces
MF D.

Consideremos la familia de ideales de D que contienen a M y sea P un
maximal en esta familia.
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Sea P’ el ideal fraccionario inverso de P y como M C P se deduce que
MP' ¢ PP = D como D C P se tiene M C MP’ e incluso MP' £ M
va que si MP’ = MM se tendria que para cualquier x € P/, z M C M,
y asf "M C M para toda n, y como hicimos en la demostracién de la
proposicién 1.2.1, entonces x seria entero sobre D y asi x perteneceria a
D ya que D es enteramente cerrado y por lo tanto P’ = D.

Pero esto tltimo implicaria que D = P P’ = P lo cual es imposible.

Como M es maximalen ¢ y M;MP’ < D, entonces M P’ no pertenece
a 1, por lo tanto AP’ = P, -.. P,, donde cada P, es un ideal primo de D ,
¥ multiplicando por P tendriamos que A1 = P - P, --. P, (recordemos que
P es primo), lo que contradice el hecho de que M € 3. Asi, todo ideal
entero de D es un producto de ideales primos de D

Ahora probemos la unicidad.
Supongamos que tenemos [1peip PP = [Mpeip PVrP), es decir,
Hpeip PP P)—VelP) — D
Silos vp(P)—+/p(P) 7# 0 se separan los exponentes negativos y positivos

¥y obtenemos P,’"---P,f"‘=R‘1"~--}Zf", con P,,R; € IP, a; > 0, 3; >0, y
P, 7# Rjparatodai=1,...,rytodaj=1,...,¢

Py contiene a Rf‘ . R{" y por lo tanto P, contiene a alguno de los R;,
digamos R;, asi que P2 D R, , pero /; es maximal, asi que P, = R; lo
que contradice el hecho de que F; ¢ R; para toda ¢ =1,...,r y para toda
F=1,...,¢t.

Por lo tanto vp(P) = /p(P) para cada P € IP <

Recordemos que en los nimeros enteros, los ideales primos de Z son los
pZ donde p es un primo , asi que cada ideal aZ de Z se descompone como
producto de primos: aZ = (p,Z)*' - - (prZ)* donde a = p{*' - - par

Sea D un anillo de Dedekind y a € D con a 52 0 y consideremos el ideal
{(a) de D generado por a.

Entonces por el Teorema 1.2.1 (a) = pcp PY7(@ donde,

vp(a) = vp({a))

Asi que para cada a € D,a 5 0 y para cada ideal primo P de D ,
queda determinado de manera tnica un entero , a saber vp(a), por lo que
tenemos una funcién vp : D — {0} — 2, para cada ideal primo P de D.

11



Teorema 1.2.2 La funcion vp : D — {0} — Z tiene las
siguientes propiedades

i. vp(a) = 0 para todo a € D — {0}

s

i. vp(a-b) = vp(a) + vp(b)
iii. Va € D — {0} vp(a) =n si y solo si a € P* — Pn+!
Demostracion.

i. En la demostracién del Teorema 1.2.1 probamos que cada ideal distinto
de {0} de D es producto de ideales primos , asi que vp(a) > O.

ii. Como {(a) - {(b) = {(abd) es claro que vpr(a - b) = vp(a) + vp(b).

iii. Si (a) = Pn. P71 ... pra(@ donde P; £ P; # P Vi, j entonces por la
unicidad de la descomposicién {a) ¢ P"+! | asi que
{a) € P"* — P+l

1.3 Enteros P-adicos

Sea D un anillo de Dedekind , y P un ideal primo no nulo de D.

A partir de D y para cada ideal primo P se construye un anillo , el
anillo de los enteros P-Adicos.

Esto es como sigue:

Definicién 1.3.1 Sea {a.} una sucesion de elernentos de D, {a,} se llama
de Cauchy respecto a P si dado n € N existe k € N tal que ar —a, € P™ si
rs =k

Definicién 1.3.2 Sea {a,} una sucesion de elementos de D ya € D, {a,}
converge a a (respecto a P) si dado n € N existe k € N tal que a, —a € P™
sitr = k.

En caso de que a = 0, la sucesién {a,} se llama sucesién nula.

12



Teorema 1.3.1 Si {a,} es una sucesion convergente entonces es una
sucesion de Cauchy.
Demostracién .

Sea {a,} una sucesién que converge a a y sea n € N, entonces existe
k € N tal que (ar —a) € P*sir > k.

Sean r,s = k, tenemos entonces a, —ay = ar —a+a—a, =
(ar —a) — (as —a), y como (a, —a), y (a,— a) pertenecen a P", entonces
(a, — a,) € P" y por lo tanto {a,} es de Cauchy.

<

Sean
Bp = {sucesiones de Cauchy respecto a P},y
Jp = {sucesiones nulas respecto a P}
Definimos en Bp una suma y un producto como sigue. Dadas dos

sucesiones {an}, {bn} € Bp,
{an} + {bn} = {an+ b} ¥ {an} - {bn} = {@n - bu}

Teorema 1.3.2 Si {an} y {bn} son sucesiones de Cauchy respecto a P
entonces {an + b,} y {@n - bn} son sucesiones de Cauchy respecto a P

Demostracién.

Dado n € N existe k; € N tal que a, — a, € P" si
kp € N tal que b, — b, € P*sir,s > ko

Si k& = max {k1,k2} y 7,8 = k , entonces
(ar + b)) — (as + b)) = (ar — a,) + (b — b,) € P*, y asi {an + bn} es una

sucesién de Cauchy.

r,s > k; y existe

Para el producto mostraremos que a, - b, —a,- b, € P*, sir,s > k,
Ay -br—ay-by, = ar-by—a, by+a,-bs—as-b, = a,-(br—by)+(ar—a.) b, € P*. Ya
que como P" es un ideal, tenemos que a,-(b. —b;) € P" y (a,—ay)-by € P".

Por lo tanto a, - b, — a, - by, € P™ y el producto es también una sucesién

de Cauchy. <
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Teorema 1.3.3 (Bp, +,') es un anillo conmutativo conl y Jp es un ideal
de Bp

Demostracion.

Es facil demostrar que Bp es anillo , donde {0}, {1}, las sucesiones
constantes igual a cero e igual a uno respectivamente (y que claramente
son de Cauchy) son el neutro aditivo y multiplicativo respectivamente.

Jp ©€ Bp ya que cada sucesién convergente es de Cauchy , nuevarnente
es facil mostrar que Jp es un subgrupo de Bp.

Ahora, sean {a,} € Bp y {bn} € Jp. Dado n € N existe k € N tal que
b.e€ P*sir >k, y como P" es un ideal de D entonces a.b, € P", si
= k.

Por lo tanto {an}- {bn} = {an-bn} € Jp y de aqui, Jp es un ideal de Bp

<

Pefinicién 1.3.3 El anillo cociente Bp/Jp se llama el anillo de los en-
teros P-adicos.
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Capitulo 2

PRESENTACION DEL MODELO
NO-USUAL

En el seminario de tesis estudiamos la construccién del modelo no-usual.
Como el objetivo de este trabajo es usar las técnicas no-usuales para
obtener ciertos resultados en Anillos de Dedekind, no es nuestra intencién
presentar con todo detalle esta construccién del modelo no-usual.

Sin embargo haremos un resumen de los conceptos y resultados
importantes sin incluir demostraciones. Para mayor detalle ver [2], [7],
bibliografia que fue usada en el seminario.

2.1 UNIVERSO USUAL

Consideremos un conjunto S cuyos elermentos llamaremos individuos y a
los elementos de S no los trabajaremos como conjuntos , es decir, @ € S
¥y expresiones como a € z, con £ € S no son permitidas.
Construiremos una estructura a partir de S en las que aparecen los
onjuntos que se necesitan en las construcciones de la matemadtica usual

(incluyendo relaciones y funciones).
Construimos los conjuntos Sp, S1, So, . .
P(A) denota al conjunto de partes de A.
So=3S5, Si=S8i1UP(Si-1), parai=1,2,....
Definimos & = U2, S;
Cada elemento de S se llamara un individuo de § y cada elemento de

. de la siguiente manera, donde

&S — S se llamars un conjunto de S.
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2.1.1 Propiedades de &
Proposicién 2.1.1 El conjunto S tiene las siguientes propiedades.
1. Para toda = € S se tiene = € S, o bienx C 5.
. Stz € §— 8, entonces P(z) € 5.
. SireS—-S, vy v S x entoncesy € 5.

2

3

4. SeazeS5—S,y zNS = 0. Si y = Uzex 2, entonces y € 5.
5.

. Si ay,az,...,ax € 5‘, entonces {a1,a2,...,ar} € S.
6. St x1,x2,...,Tx € S — S, entonces x1Uz2U,...Uxk € 5.
7 Sixi,T2,-0.,Tn € s, v ademds n > 2, entonces (x1,T2,...,Tn) € S.

Teorema 2.1.1 Si X, Y € § — § entonces X xY € S
Teorema 2.1.2 Si X,Y € §—5,
1. fes.

v f: X — Y es una funcion, entonces

2. Sia € X, entonces f(a) € 5.
8. §i AC X ,entonces f(A) € S.

Teorema 2.1.3 Sean J,V € 5§ — 8, y para cada 5 € J sea X; e v -5,
entonces . .
Z) U X;es, it) I1 x;,es
jeJ FR
2.1.2 Lenguaje

Introduciremos ahora el lenguaje formal L, los simbolos atémicos
del lenguaje L son:

Y.os conectivos. Los simbolos para los conectivos son A ,V , = , <>y
— , qQue respectivamente corresponden a (y , o,implica, si y sdlo si
¥y no ).
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Las variables. Las variables son una sucesién numerable que usualmente
son denotadas por z,y, ..., con o sin indices.

Los cuantificadores. Se tienen dos cuantificadores, el existencial 3, y el
universal V.

Paréntesis. Son simbolos auxiliares que se usan para agrupa.r formulas
como es usual en matemsdticas.

Los predicados basicos. Los predicados bésicos se construyen con los
simbolos € (pertenece a) y con =

(igual a), con un lugar abierto
a la izquierda y derecha de ellos.

Constantes extraldgicas. Es un conjunto de simbolos de los cuales hay
suficientes para ser puestos en correspondencia biunivoca con las en-
tidades de alguna superestructura que nos interese

En nuestro caso el conjunto de constantes estaran en correspondencia
biunivoca con todas las entidades de §, asi que podemos considerar a S el
conjunto de constantes de L, y en este caso nos referiremos a § como la
L — estructura.

La interpretacién del predicado basico € de L en S sera la relacién de

pertenencia de la teoria axiomatica de conjuntos, es decir, a € b si "a es
un elemento de b”.

2.1.3 Foérmulas atémicas

a € b, a =>b, donde los simbolos a y b denotan constantes o variables,
las férmulas bien formadas (f.b.f)se obtienen de las férmulas atémicas al
aplicar sucesivamente los conectivos y cuantificadores.

Los paréntesis se usan para evitar ambigiiedades en la formacién de las
férmulas.

Asipues, si V y W son f.b.f, entonces [V], [VAW] ([vvw], [-V],
V= W}, [V e W], [(V)V], {[{(3z)V], donde = denota una

variable arbitraria y x no aparece en V bajo el signo de un cuantificador,
son f.b.f.
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En [(Vz)V] y [(3z)V], V se llama el alcance del cuantificador en todas
las f.b.f. las cuales pueden ser obtenidas de éstas por aplicaciones repetidas
de conectivos y cuantificadores.

En nuestro estudio consideraremos solo aquellas f.b.f. que tienen la
propiedad de que todos los cuantificadores son de la forma (Vz)[(x € A)...]

y (3zx)[(x € A)...] donde A es una cntidad de S y llamamos a éstas f.b.f.
admisibles.

2.2 UNIVERSO NO-USUAL

Un modelo no-usual de orden superior de 5 es una *L — estructura *(S) en
la cual la L — estructura S es una inimersién propia, y para la cual todas
las proposiciones admisibles de § que son verdaderas en S son verdaderas
tambien en *(5) con una interpretacién adecuada de los simbolos en *(5).

Construiremos ahora un modelo no usual de §
Sea I un conjunto infinito y F un ultrafiltro 6§ — incompleto sobre I y
sea
S"=f{a:I - 5})a esfuncién}
Existe una inmersién natural a — *a de S en 57 dada por *a(i) = a para
toda i € I.

Los predicados béasicos ” =" y ”
siguiente manera :

€ ” de S seran extendidos a S’ de la
Pefinicién 2.2.1 Sean a,be S’

l.a=,b si {it€lla@@)=0b(l)}ecF

2.ac,b si {iclla(i)eb(id}eF

Con esta definicién es claro que para cualesquiera a,b € §

1.a=0ben §siysolosi*a= *ben §7.

2. acben Ssiysolosi*ac *ben S7

18



Proposicién 2.2.1 Para cualesquiera a,b € 5!, tenemos que
1. a=,b o a#, b pero no ambas
2.ac€.b o0 a¢,b pero no ambas

Teorema 2.2.1 (LOS) Sea V una [f.b.f admisible , entonces V' es ver-
dadera si y solo si {i € I |V (i) es verdadera } € F

El siguiente teorema es importante ya que nos permite comprobar que
la pertenencia en S/ se traduce en hacer verdadera la proposicién que

define la funcién:

Teorema 2.2.2 Sea V una f.b.f. admisible y b e S, entonces
ac, {xeb|V(x)}, si y solo siae€, b, y V(a) es verdadera.

La igualdad de conjuntos en §/ se puede dar en términos de la perte-
nencia de la siguiente manera

Proposicién 2.2.2 Sean a,b € §/. a =, b si y solo si para cuealquier
ceSl,ae,ce=be, c

Por similitud denotamos *0 = @. Recordemos ademas que *@(i) = @ para
toda Z € I, asi pues se cumple que *@ € a para cualquicra a € $7 — S.
De ahi que la inmersién de § en S/, tiene las siguientes propiedades.

1. Sia,be S Yy a € b entonces *a € *b
2. Sia,be S y a € bentonces *a € *b
3. Para toda a € S, *{a} = {*a}
4. Siay,...,a, € § — S entonces

‘Way=U *a “(Aa)=N *a
=1 i=1 i=1 i=1

5. *{ai,...,an} = {"a1,...," a,}
6. *(ar,...,an) = a1,...," an)
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D *(ar X ..o xan) = ("ay X ... X *an)

8.
9.

Si a,b € § entonces *(a —b) = *a — b

Si b € S es una relacién binaria, entonces

*(dom b) = (dom *b) *(rangb) = (rang *b)
vy para toda a € S se tiene *(b(a)) = *b("a)

Teorema 2.2.3 Sea V(x) una f.b.f admisible en Scon variable libre = y

sea A = {x € a|V(x)} donde a es una entidad arbitraria de S. Entonces
*A={z € "al|*V(z)}

Teorema 2.2.4 PRINCIPIO DE TRANSFERENCIA. Una proposicion
admisible V en S es verdadera si y solo si *V es verdadera en S'.

Ejemplos.

1.

Si S = (R, +, *) es un anillo entonces ("R, "+, *-) es un anillo donde
*+ra=+ v “lr=-

Veamos una de las propiedades del anillo R y como se traduce a *R,
por ejemplo la existencia del neutro

Sabemos que dzeR VyeR rT+y=y

Asi que por el Principio de Transferencia tenemos que.

Jre R Vy€ "R z +y=vy
De esta manera se pueden verificar las demas propiedades
Si I es un ideal de R entonces *7 es un ideal de *R.

Si P es un ideal primo de R entonces *P es un ideal primo de *R.
Demostracion.

Si P es un ideal primo de R entonces tenemos
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Va,Vb a€ R be R a-be P=—a€ P, o beP

¥ por el Principio de Transferencia

Va,Vb a€ "R be "R a-be *P=—ac€ *P, o be *P

Por lo tanto *# es un ideal primo de *R

4. Si I es un ideal finitamente generado de R entonces *7 es un ideal
finitamente generado de *R.

Demostracién.
Supongamos que I = (aj,...,an), es el ideal generado por ay,...,an
entonces

I={ze R|IMmeEeR,...,.3rn€ R x=r1101+" -+ Than)}

y por el Teorema 2.2.3 tenemos

*I={zre "Ri|3Imn € *R,...,Ir, € "R xz=r7101 "+ -+ "+rna,}
por lo tanto *J = {a,...,a,) en *R.
5. Como concecuencia de este tdltimo resultado tenemos que si  y J son
ideales finitamente generados entonces *(1-.J) = *I-*J y por lo tanto
‘(Iﬂ) pr— (‘I)ﬂ -~
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Capitulo 3

ENTEROS P-ADICOS EN
ANILLOS DE DEDEKIND

Sea D un anillo de Dedekind el cual no es un campo y sea PP un ideal
primo de D distinto de O y de D. Entonces *D es un anillo y *P es un
ideal primo de *D

La valuacién vp : D — {0} — N dada por vp(a) =n, si a € P* — P,
induce la funcién *(vp) : *D — {0} — °N, definida como *(vp)(a) = n si
«a € *P*— *Pn"tl donde n € *N.

Recordemos que, por el principio de transferencia, *vp satisface las
siguientes propiedades.
i. *vp(a) = O para toda a € *D — {0}
ii. *vp(a-b) = *vp(a) + “vp(d)
iii. Va € *D — {0} *vp(a) =n siy solosia€ *P"—* pPnt!
3.1 Resultados Finales
Sean

np = n - pr v AP —_ U -pn
neN ne *N—N

Proposicién 3.1.1 a € up si y solo st *vp(a) = H € *"N—N
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Demostraciéon.
Sea o € pp. No puede ser que *vp(a) € N, ya que si *vp(a) = k € N,

entonces o € *P¥ — *P¥*+1 Y esto nos dirfa que a ¢ *P*+1 por lo tanto
ad pp.
Por otro lado si vp(a) = H € *N — N, entonces o € *P¥, y como

*PH — *P" para toda n € N, entonces & € Mnen " P" = pup.
<

Corolario 3.1.1 pp = A\p

Demostraciéon .
Probamos primero que Ap C pp. Sabemos que
*DD *P'D ...*P" 5 ... *pPH 5 «pH+1 5 .. donden € Ny
H € *N—N, y asi para cada € *N— Ny cadan € N*PH < *P" por lo
que *PH C Npen *P", y de aqui Upe -nn "P7 C Npen *P™.

Probamos ahora que pup C Ap. Por la Proposicién 3.1.1, si o« € up,
entonces vp(a) = H € *N—N, yasia € *PH —*PH+! € Uyeonn "PH = Xp.
<

Proposicién 3.1.2 up es un ideal primo de *D

Demostracioén.
Supongamos que o - 8 € up. Por la proposicién 3.1.1, tenemos que
*vp(a - B) € *N — N. Pero sabemos que *vp(a - 8) = "vp(a) + *vp(B).
Concluimos entonces que “vp(a) € "N — N o *vp(8) € "N — N, y asi
a € pup o BE P
<

De la proposicién 3.1.2 concluimos que Ap = *D/up es un dominio
entero, donde ademds DNup = 0, ¥y por lo tanto tenemos que la restriccién
a DD del morfismo canénico *D - *D/up = Ap es monomorfismo. Asf
que Ap se puede ver como una extensién de D.

Veremos ahora que Ap contiene una copia de los enteros P-adicos.
Mids concretamente si Dp = Bp/Jp es el anillo de los enteros P-adicos,
construirernos un monornorfismo Dp — Ap.
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Si {dn} es una sucesién usual en *Jp tenemos que si H € “N—N entonces
dy € *Pm, para alguna n € *N — N, y por lo tanto dy € pp.

Ahora, si {d.} es una sucesién usual en "Bp, como {d.} es de Cauchy
entonces, d,;, —d, € pp para cualesquieram,n € *N—N. Asiquesid, € up
para alguna n € *N — N, entonces d,,, € up Vm &€ *N —N.

Sean x: Bp — Bp/Jp=Dp y 3 : "D — Ap = *D/up los morfismos
candnicos. Y sea w € "N — N, definimos @ : Bp — *D por ¢({dn}) = du-

Definimos ademas 7w : Dp — Ap de la siguiente manera:

Sea ¢ € Dp, entonces w(c) = ¥ (dy) donde ¢ = x(dn).

La interrelaciéon de las varias funciones estd expresada por el siguiente
diagrama conmutativo

Bp — -2 . *D

X ¥

Dp

Ap

{dn} — «e({dn}) =d.,

X({“Lin}) — 1Jl(fiw)
Veremos que 7 estd bien definida y que es un monomeorfismo.
1. 7 estd bien definida

Sean {dn} y {d,,} en Bp tal que x({d.}) = x({d,.}). Entonces

{dn} — {d,,} = {dn — d,,} € Jp por lo tanto d, — dl, € pp y de aqui
P(dyw — di,) = 0, es decir, ¥ (dw) = ¥(d),) concluimos entonces que
7(x({dn})) = m(x({d. 1))
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2. 7 es un morfismo
Sean cy ¢ , ¢ =x({dn}), < =x({d.})
w(c+ ) = m(x({dn + dr.})) = ¥(dw + dl,)) = ¥(dw) + P(d,) =
w(x({dn})) + m7(x({d.}))

3. 7 es inyectiva
Supongamos que 7(x({dn})) = 0. Entonces %(dw) = O , por lo que
dy, € pup y entonces d, € up Vnn € *N — N por lo tanto
{dn} € Jp y de aqui x({d.}) =0

7, en general, no es suprayectiva. Més adelante daremos un ejemplo de

un anillo para él cual w(Dp) es un subconjunto propio de Ap.

Sin embargo, hay casos en que 7 es suprayectiva como lo muestra el
siguiente resultado.

Propaosicién 3.1.3 Sean D un anillo de Dedekind que no es un campo y
P un ideal primo de D distinto de O y D. Si D/P es finito entonces © es
suprayectiva.
Demostracion.

Sea b € *D. Se cumple uno de los siguientes casos.

1. Para cada 71 € N existe d, € D tal que b=d,, (*P") é

2. Existen € Ntal que b=d (*P") paraalgunade D y
b#zd ("P"*') paratoda d€ D
Caso (1)
Consideremos la sucesion {dn} tal que b=d, (*P") para cada

n € N. {d.} es de Cauchy ya que d,, —dn € P® para cadam € N

con m > ny asi {d,} € Bp, y por lo tanto dym — dy € up para toda
m € *N —N.

Por otro lado b — dn € *"P" para cada n € N y esto implica entonces
que b—d,, € *P™, para algin m € *N— Ny asi b—d,, € up. Por lo tanto

b—dy = (b—dm)+ (dn — duw) € pp
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Concluimos entonces que w(x({d.})) = ¥ (b).

Caso (2)

Este caso no puede darse por lo siguiente. Como D es de Dedekind y
P es un ideal primo de D entonces P es maximal y por lo tanto D/P es
un campo.

Por hipétesis,D/P es finito, afirmamos entonces que P/P"*! también
es finito para cualquier 7:

Sea n =1, P/P?es un D/P espacio vectorial ya que P - P/P2 = 0.
Como P es finitamente generado entonces dimp,p P/ P2 es finita, y de aqui
P/P? es suma directa finita de D/P y como este iltimo es finito entonces
P/P? es finito.

Aplicando induccién sobre n obtenemos el resultado.

Supongamos cierto para n, es decir , P/P™ es finito.

Veremos, ahora, que P/P"*! es finito, P*/P"+! es un D/P espacio
vectorial y como en el caso n = 1, entonces P"/P™+1 es finito. Tenemos
entonces

0 — pP*/P™ — p/P™Y s P/P” — 0
donde los extremos son finitos.
Concluimos entonces que P/P"*! es finito. Pero tenemos que
(D/Pr+l)/(P/P"+) = D/P.
Concluimos entonces que D/P"+! es finito ya que D/Py P/P"*! lo son.
Ahora,sib=d ("P") y b#c¢ (*P"*') para cada c & D, entonces
b—de *"Pryb—de¢g *P*', y como D/P"™*! es finito entonces existen

@y, .-.,ar € D tal que para cada = € D, a; — x € P*+! para alguna
i=1,...,k
Asi que es verdadera la siguiente afirmacién
Ve D3ie {1,2,...,k}, a:i —xz € P!

y usando el Principio de Transferencia tenemos

vre *D3ie{1,2,...,k}, a; —x € *P"*!
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Por lo tanto para x = b — d obtenemos a; — (b — d) € *P"*+! para alguna
i=1,...,k y de aqui tendriamos entonces que

. b=a;+d (P
lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto este caso no puede darse. <

Hemos visto que si D/P es finito entonces 7 es sobre , sin embargo en
general esto no es cierto , como lo veremos en el siguiente ejemplo.

Sea D = C[z] el anillo de polinomios en x con coeficientes en el campo
de los ntimeros complejos, D es un anillo de Dedekind. Sea P = (x) el
ideal primo de D generado por z. Se tiene que D/P == C, y por lo tanto
D/P es infinito.

Como *D = {S;cya;x*| H € *N, a; € *C}, entonces *D/up es isomorfo
al anillo de series de potencias en el sentido usual: 3§2,a,z' donde a; € *D.
Por otro lado w(Dp) contiene tinicamente series de potencias con coefi-
cientes en D , asi que cualquier serie que tenga por lo menos un coeficiente
en *D — D no pertenece a w(Dp) Yy asi 7 no es sobre.
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