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INTRODUCCION

En la valuacion actuarial de un plan de pensiones es necesario considerar un
conjunto de supuestos (ue nos permitan prever la ocurrencia de eventos futuros de
naturaleza incierta. que intervienen directamente en la estimacion del costo de
dichoe plan. Ejemplos de estos eventos pueden ser ¢l fallecimiento o la jubilacion
de un participante de un plan de pensiones

Este conjunto de suposiciones que se consideran en la valuacion del plan
son llamadas hipotesis actuariales v se dividen en dos grandes grupos: buases

ccontomicas v bases biomewricias,

Las bases cconomicas son aquellas que permiten determinar el desarrollio

financicro del plan co funcion al medio ©

condmico en torno a la empre Adgunos

giemplos de este upo de hipotesis son 1a tasa de interés, ta tasa de inflacion. la tasa
de incremento salarial y la

a de mmpuestos,

Por otra parte. las bases biomdétricas. tambien Hamadas bases demograficas,
son aquellas que simven para determinae la pemanencia de un cmpleado on oun
status laboral, A su ves, estas bases bioménicas se subdividen ¢n varias fuerzas o
causas de decremento por las cuales el cmpleado puede dejar de pertenecer at
gprupo para el cual s consutuvoe el plan de pensiones. Asi, cominmmente s
identifican como causas de decremento la mortalidad. la invalidez, la rotacion

(separacion voluntaria o involuntaria de la empresa), v el retiro. Cabe mencionar
que de estas causas de decremento Ta fuerza de rotacion es la mas plausible dentro
de Ia vida activa de tos integrantes del plan. por 1o que su impacto en el costo del
plan de pensiones ex mayor.

En ¢l contexto de las hipotesis actuariales de un plan de pensiones. la base
demografica de rotacion constituye fa fuerza de dectemento imas significativa. Esto
se debe a que. de los decrementos que se consideran en la valuacion del plan,
genevalmente Ia rotacion presenta probabilidades de decremento mayores en



comparacion con las asociadas a las hipotesis de mortalidad ¢ invalidez, durante la
vida activa de los individuos cubicrtos por el plan.

Por la importancia que dicho decremento de rotacion tiene en el contexto
del costo del plan, cabria vsperar un mayor interés por su estudio. Sin embargo, los
wabajos que en  NMeéxico se han  elaborado  sobre pensiones  generalmente
contemplan temas tales como ¢l diseno de un plan de pensiones. los métodos de

financiamiento de estos planes v el analis

is de scensibilidad de las hipdtesis
actuariales. entre owros; no obstante, dificilimente alguno de eltos se enfoca al
estudio de la rotacton per so.

Es por ello que en nuestro pais. ante la carencia de wles estudios, en la
mayoria de las valuaciones de estos planes se utlizan tablas cuva construcceion se
basa en la expertencia de fos Estados Unidos de América. o bien modelos
yva que al no haber tablas con expenencia mexicana para

tabulares “ajustados”,
s especificos de la poblacion sc opta por ajustar fas existentes

sectore

Ante  la sitwacion descrita on el panato precedente. consideramos
conventente que s empresas Gue tienen un nmoero de enipleados tal que el
sustento estadistico resulte factible. cuenten con un estudio que refleje su rotacion

a partir de experiencia propia. Jo que permiting

aunado a una adecuada scleccion
de las demas variables que se involucran en la valuacion, una determinacion de
PAsSivVOs ¥ COSTOS mis proximos a 1o realidad

Asimismio, la esumacion de dichas probabilidades de votacion adqguicre pran
importancia si conside

1mos que ol conpunto de las hipotesis actuanales oy uno de

los clementos que detcrmina ol nnvel de

aportaciones del plan v entie mas
proximas a la realidad resulten ser aquellas hipotess, dicho nivel de aporciones
tenderi a ser el dGpumo

Por todo o expuestol resulta tnrctesante responder 4 laaintennopante: [ Comoe

se puede reflejar adeconadimente. en una tablu, la rotacton de los participantes de
un plan de pensiones? La torma wdonea de respondetia, proposicion basiea de la

presente tesis, es mediante la construccion de un modelo sctuanal de supervivencia
que estitne bas probabihidades de rotacion para los integ
pensiones en particular. Asi

rantes de un plan de
este trabajo pretende ilustrar Ia metodelogia de



estimacion de un modelo tabular de

rotacion, a traves del andlisis estadistico del
comportamiento de dicho fendémeno,

en base a la experiencia real de una empresa
que tiene establecido actualmente un plan de pensiones paras sus empleados

Asimismo. constderamos que Ia construccion de modelos de rotacion debe

ser parte integral de la tormacion profesional del acweario dedicado a la rama de
pensiones

Aaque una estimacion adecuada de estos modelos aumentara el grado
de veracidad de Jos resultados de 1a vatuacion actuarial de los planes de pensiones.

Estas son algunas consideraciones tfundamentales que nos provocaron la

inquietud por el tema, impulsindonos a abordar ¢l problema respecto al cual se
elabora la presente investigacion.

Finalmente, es muy importante citar que ¢l nombre de la empre para la
cual se estimo el modelo de rotacion, el ramo de ta industria al que pertenece, asi

como la informacién de personal que

irvio de base para fa estima

on del modelo
no se revelara en este trabajo por cuestiones de confidencialidad.
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CAPITULO 1

MODEILOS ACTUARIALES DE SUPERVIVENCIA

1.1 INTRODUCCION

de estimar ¢l modelo  actuarial  de

1 este primer capituto, antes
supervivencia de rotacion se estudiara de manera general la naturaleza de los
modelos de supervivencia de un modo conceptual. Asio dado que un modelo de
supervivencia os un tipo especial de distribucion de probabilidad. se abordaran,

entre otros topicos, algunoes conceptos probabilisticos. Finalmente, se citaran los

diferentes tipos de disenios det estudio que se pueden tevar a cabo en la estimacion
de un modelo de supervivencia, enfatizando en aquél que se aplicara en este

trabajo

PERVIVENCIA

1.2 DEFINICION DE MODELO DE

“Uin modelo de supervivenca es una distribucion de probabilidad para una
clase especial de vapable ateatoria™ Algunos ejemplos  de  estas vanables
aleatorias especiales pueden ser: el momento en el que ocurre la muerte de un
individuo con una cicrta enfermedad. o bien, el ticmpo que dura encendido un
foco. En ambos casos. el interds se centta en estudiar el patrédn o modelo de
supervivencia  de las unidades  observadas, como una funcion  del tempo
1

manscurrido a partir de un cierto evento inicial vcuirido en ¢ - O es decir. intere
conocer la probabilidad de que 1a unidad de estudio continae latente a cualquier
tiempo futwro 7 Fata probabilidad se denota por SN

La variable alcatoria que da tugar o esta distribucion se denota por T, y se
define como el tempo en ¢l que ocurre el fracaso de cada unidad de estudio que
existia al tempo 7 - 00 cen el contexto de los cjemplos inictales, el fracaso lo

TDick London, Survned Nfodels crnd Dot Fsimnaiion. 2da. ed L LIRS p 3



constituye la mucrte de la persona enferma o el que se funda el foco). Asi. sucle
Namarse a T “variahlce alearoria del uempo de fracaso™.

Una vez definida la v

riable aleatoria T se reconoce que es posible hablar
de la supervivencia en términos de tracaso, esto es, que la probabilidad de que
cada unidad de observacion continue con vida a un tiempo ¢

es la misma que la
probabilidad de que ¢! tracaso ocurra después del tiempo 7. Formalmente.

Sty = Pr(l -1y

(1.1
Dada la naturaleza de la vanable aleatoria T, resulta claro reconocer
algunas de sus propicdades:
) T no pucde ser nepativa, j.e.
() S0y = 1.
1.2

1) SO es una funcion no creciente, y SC asumira que

i) lim S(ry=0

Hasta abora se ha considerado al dempo. ransceuwrrido desde un evento
inicial ocurrido cn 7 = 0. comuo el dnico factor que determina la supervivencia de
(es por cllo gue se usa N0 pues 1o funcion solo

dependerd del tempod sin embarpo, debe aclararse que dada la naturaleza det

las unidades de estudiol

estudio pucden presenturse ouos {actores que afvcten al patrdon de supervivenct
por cijemplo en losx casos on

a.
los que seowata de estodios de modelos
supervivencia para humanos. especialmente agquéllos que son de interds dir
para los actdarios v que se denominan Modelos ctetariales de

frecuentemente se reconoce que ta probabilidad de fracaso es

de

to

Supemvencra,

A relacionada con la
cdad. v tal fracase pucde wer entendido como Lo muerte. ia rotacion. o invalidez o
el retiro, entte otros. Ast pues

sera la maturaleza del estndio ta que deternine ta
impartancia de la cdad cronologica comparada con fa del tiempo wanscurrido
partir del evento inicial

v



Hasta aqui unicamente se ha hecho reterencia al aspecto conceptual de Ja
funciaon S(7) sin ser especificos en su forma. Dado que se ha referido a T como
sariable aleatoria univariada. podria esperarse que haya distribuciones especificas
clectol stempre ue las probabilidades de supervivence

para dicha variable.
S(7 ). se dan por una funcion nuiematica de 7. se dice que S(7 ) se encuentya en sul

forma parametrica. Se fe da este nombre porque los valores de S(7) dependen de
uno o mais parametros, de fa misma forma en que una distribucion normal depende

de sus parametros g7y v

les de supervivencia no

No obstante. tradicionalmente los modelos actuar
se encuetitran en su forma parametnica, vt que tesulta complejo representar
adecuadamente la forma de fa funcion de supervivencia sugernida por los datos
cmpiricos, por medio de una distribucion parmmétrica. Por ellol aan cuando en

ocasiones han  sido urihizadas  distribuciones como modelos  parametricos  de

supervivencia, la protesion actuarial ba pretfendo uutizar Ios modeios rabulares por
ser mas priacticos. Dichos modelos tabulares consisten en valores numdricos de 1a
funcion de supervivencia paia crertos valores selectos de [a edad -comunmente los
enteros- la cual se denota por v £7ste modelo os entonees una tabla de nameros, de
donde obtiene el nombre de tabular

Asic por cjemplos para cuantificiar v regastrar onoun cuadro fa fuerza de
decremento de rotacion. se outiliza un aodelo tabular que genere

muestre las

tasas de rotacion de una poblacion en particular en una tabla, cuyo objeto es el
reflejar la tisa de totacron que se espera ocurra cada ano a cada edad especifica.
Stn embargo. s1toel modelo tabular presenta vatores de S(3) antcamente
entonces dicho madele no proporciona informacion para cualquicr
Fn este caso. se dice que 2 modelo de supervivencia no se

pucede cubrir dicha carencia al suponer,

para v O 1
alor fraccional de v
especifica en su totabidad. pero se
mediante una hipotests adecuada, o torma de N(v) . (Funcion de Supervivencia

que depende solo de T edadt entre edades enteras adyvacentes. Asic cuando tal

hipotesis es superpuesta al modeto tabular, S(x) estary defimda para toda vy = 0 v

cualquier caleulo que pudiera realizarse a traves de un modcto paramétrico podria



ambién hacerse con el modelo tabular que incluye Ia hipotesis de distribucion

entre edades enteras adyacentes.?

1.2.1 EL MODELO SELECTO

Los modelos actuariales de supervivencia se usan principalmente en las
operaciones relacionadas con scguros v esquemas de pensiones, y tal como se
menciond anteriormente dichos modelos suponen a la supervivencia como una
funcian de Ia edad cronologica de estudio

de modelos actuariales de supervivencia: B)

2y El modelo de supervivencia

ses

Pueden sdentificarse dos clas
vregado. El

El modeclo dec supcrvivencia selecto
modclo iclg to se c(n‘u.tcn/.l porque su funcion de supervivencia depende de mas
de una vari N{7) . que originalmente
estiaba determinado solo por
por otra vartable aleatorta X quoe generara una Funcion de Supers ivencia Bivanada

Sy donde £ose Hama vartable aleatoria prammin v v se depomima varible

. el modelo de supervivencia,
podria también estar influido

ble aleatoria:

¢l tiempo de fracasol T

afeatoria concomitunte !

n el caso partcalar de un modelo de supervivencia de roncion para Jos
parncipantes de un plan de pensiones es posible reconocer diversos factores que
influyen on la determinacion de das tasas de rotacton de Jos empleados. sin
cmbargo, cuando se
Iy [aedad ded trabajador s
renerabmente Ia edad seomancie como vartable primarnia v a
de Ju o variable aleatoria

caseo sclecto comunmmente solo se constderan dos

tragt de an
de estos factores: Fl nempo de servicio o antignedad
del rrabajador. donde

antigitedad  comao varable

conconutante La influencia
amiente stose considera, por cicmplo. gue
10 anos de antigiedad

que da probabilidad

concomitante pucde observiase mas ol
la probabilidad de que un empleadao con
un determimado stitus

30 anos de edad »

permancerea on Taboral es may or
an empleado con la misma cdad pero con un solo ano de

correspondiente
. S(I0 10y Ne 301

antighiedad. s de

Conies ComIBIICAIC e nsan iros Wipotesis e,

Pora o tocma de Non ontre cdandes enteras adva

S aleona concomianie. s cinbargo. dadi L

cxponcnciad ¢ tiperbolicn
VOIICOIILARICS  COMmo saiin

VER onie case solo se plantea i prosencia de i vashl

vodel puablema ol estadio preds nvolucrir antas vnablos

naturale
BUCCS. T



Tal como se menciono. ademas de la edad v la antigiedad del trabajador,
hay otras var

ables que tienen influencia en ¢l modelo de rotacion: " la rotacion
depende en menor medida de ta edad v del sexe del emipleado que de los afios de
servicio rendidos por este en la compania, Ia rama de la industria v su localizacion,
la situacion cconamica. ¢l desempleo v ootros factores que no estan divectamente

relacionados con ¢l vabmador.”:

Por o anterior. se pucde concluir que dado que Tas variables concomitantes
afectan al modelo de supoervivencia, es convemente tomarlas en cuenta, ¢sto pucde
lograrse analificamente por dos vias

1Y Al consttuir un modelo de supervivencia en forma parameétrica. que
introduzea un modelo sencillo que represente adecuasdamente ta influencia de las

variables concomitantes. o bien,

2) Construir an modelo de supervivencia en forma tabular, por medio de
tablas separadas para diferentes valores de fas varmables concomitantes,

Cabe scenalir. que este altimo mdétodo puede aplicarse provechosamente
solo cuando las varables concomitantes pueden definirse en t¢rminos de alpunas
categorias. Un ¢jemplo scrin o construceion de un modelo wbular de rotacion que

considere a la vdad como variable primaria v al sexoe comao var

ble concomitante.
asi dado que ésta uluma pucde dividirse en dos categorias (femenine y masculino)
es postble elaborar table

s separadas para hombres v mujeres, tal como ocurre en

fas tablas de moralidad.

1.2.2 EL MODELO AGREGADOQ

Un modcelo actuarial de supervivencia agregado se refiere al caso particular
en que el evento iniciall (detinida al ticmpoe ¢ = 0). ceincide con ¢l nacimiento de
cada individue para el cual se estudian las probabilidades de supervivencia N(7)

{(Funcion de¢ Supenvivencia del Modelo Agregadoy. En general. siose utiliza la

F KL Heubbek, Furmeen or a8 i Gcbaarnnar

Insrniptiens e onas Trunsachions of the Soacty of Aciuuries,
HOIOSs. ppoios

3



cdades  alcanzadas® resulta claro que v =0 cuando

variable aleatoria X para
¢t = 0, pues ambas variables corren juntas. por lo que es indiferente cual de ellas se
tome como variable primaria. [In consccuencia. la funcion de supervivencia podria
s funciones en este tipo de modelo

ser N(x) o N(#) indistintamente ya que ambs
Y. Al igual que con ¢l modelo selecto, la

son idénticas. pero diferentes de Ntz
funcion de supervivencia cumple con las siguierites propicdades:

v\ 0 S0y -t ¥ ll:l.I:l Stx)~ 0 (1 2a)

En resumen. siempre que la edad cronologica de las unidades para las

cuales se estudian las probabilidades de supervivencia, no sea un factor que afecte
¢n el caso especial de un
O, vy

emento que  afecta la

la supervivencia sucle usarse N(/7) . Por el contrario.

estudio de patrones de supervivencia de personas con edad v oal tiempo 7

wada  se considera como  un

donde la edad ale:
supervivencia se usaria AYFIRS!

Tal conto se menciond anteriormente, las variables aleatorias concomitantes
proporcionan mayvotr mformacion sobre el patron de supervivencis estudiado, no
obstante. por cucstivnes practicas. ¢l modelo de rotacion que se construiri en
capitulos subsecuentes serda un modelo wbular de supervivencia univariado, donde
du interds a la edad. por lo que Ia Funcion

se considerara como varable aleator
de Supervivencia seria Sv).

almente, ¢s importante mencionar que, para los objetivos de este trabajo.

I
de aqui en adelente el fracaso serid entendido como la rotacion, es decir. como el

evento de la separacion yvoluntaria o involuntaria del empleado del status faboral al

que pertenece.

* Se ennende por edad alcansida ol miniero de anos completos que ha vivido una persona, ¢s decir, sin

1omar ¢ cucna mngun tpo de faccion de o,



1.3 DISTRIBUCION DEIL.  TIEMPO FUTURO ESPERADO D
SUPERVIVENCIA

En la scecion 1.2 se definio a T como la variable aleatoria del tiempo de
fracaso ¥ a NS/} como una funcion de esta variable aleatoria (Funcion de
Distribucion de Supervivencia (FDS)). a continuacion se hara referencia a algunos
conceptos probabilisticos relacionados con la variable aleatornia To tales como las
funciones de distribucion acumulativa y de densidad de probabilidades, los dos
primeros momentos de la variable aleatoria y un tipo especial de funcion de

densidad condicional.

1.3.1 FUNCIONES DE DISTRIBUCION ACUNMULATIVA Y DE
DENSIDAD DE PROBABILIDADES

Para la variable aleatoria que resulta de interds en este estudio. y con base
en la Teoria de la Probabilidad, s¢ denonuna Funcian de Distrtbucion Acumulativa
(FDA)Y a la funcion /(7)) que proporciona fa probabilidad de que la variable
aleatoria T asuma valores menores o iguales que un cierto valor 7 | esto es. que el

fracaso no ocurra despues del ticmipo 1. Formalmente,
Frey= D¢l <y (1.3)
Asi, resulta claro que FDA es ¢l complementao de la funcion de

supervivencia
fy=1-Pr(! >1)=1-5N(1) (1.4)

Algunas propicdades de FIDA son
1y 7' =0
i)y £(0)Y=0
(1.5)

ii8) £°(1) es una funcion monétona no decreciente

vy limZ7(ry=1



Ahora bien, si T se define como una variable aleatoria continua, entonces la
Funcion de Densidad de Probabilidades (FDP), /(7). estda dada por la dervivada de
£°(1) . esto es,

o

Suy= wE

. o —d . .
()= —[l=N()]=—F—5(r =0 .
() “,[[ ( )] 7t ) 17"=C (1.6)
Asi mismo. para que /() sea una FDP debe cumplirse que
J'_'/'u Yelt=1 v )20 YT =0 a7

La funcion de  densidad  de probabilidades, Sy, describe el
comportamicnto de la variable aleatoria T, que esta determinado  por las
probabilidades sobre 1a linca real t en donde se define la variable aleatoria T, Asi,
S es la densidad de fracaso al uempo r que relaciona a un punto del tiempo,
por lo que se considera una inedida mmstantanea

Ademas, 7(7) os una densidad no condicional de fracaso al tiempo 7, ya
que esta determinada anicamente por la existencia de Ia unidad de estudio al

tiempo =0,

Por otra parte. de la expresion (1.0) se desprenden las siguientes relaciones:

S AR (1.8)

sty = [T rondy (1.9)

Finalmente. de las expresiones anteriores se reconoce que ££(r) y S() son
probabilidades que relactonan intervalos de tiempoe por lo que se consideran
medidas de intervalo.




1.3.2 LA FUNCIC DE LA TASA DE RIESGO

A diferencia de £(r) que es una funcion de densidad no condicional, pues
solo requiicre Ia existencia de la unidad observada al tiempo 7 = 0, 1a tasa de riesgo
aun tiempo 7 es la densidad condicional de fracaso al tiempo ¢ . Dicha tusa se
denota por A(7) v se dice que es condivional ya que supone la supervivencia de la

unidad de estudio al ticmpo ¢ .

Ademas. dado que Z2(7) es vistia como una funcion de 7. frecuentemente se
le llama Funcion de la Tasa de Riesgo (FTR)Y), misma que ha sido identificada por
C.W, Jordan como La fuerza de mortalidad .-

Abora bien. si la densidad condicional de fracaso al ticmpo ¢, dada la
supervivencia al tempo 7. se multiplica por la probabilidad de obtener la
condicion, es decir, por la probabilidad de supervivencia al tiempo 7 el resultado
es In funcion de densidad no condicional de fracaso al ticmpo 7. Esto es,

Ay SN(r)y= 71} (1.10)
o bien,

(1.11)

—dd .

=S
7 inS(r) (l‘.12)

ahora. para despejar S(/) integramos (1.12) v result

4

J' A3y = —InS(1) (1.13)

©C W Jordan. Life Connngencies, 2dia. od., 1982, p. 13




S(I)=exp{-j’}.(_\-')d_v} (1.14)

La funcion de dismribucion de supervivencia puede expresarse también de Ia

siguiente forma:

Sy = J"_/'(_v)d_r: f"/’.(_w SOy e (1.15)

La diferencia entre las expresiones (1.14) v (1.15) es que en la primera la
1do. por el contrarto, la

FDS se expresa en ténminos del tiempo de vida pa
expresion (1.15) representa a la funcion de supervivencia en términos del tiempo

futuro de vida.

En el caso particular de un modelo actuarial de supervivencia que
ricsgo normalmente se denomina

as. cuando ~c rata doe un modelo

involucra como fracaso a la muerte, la tasa de

fuerza de mortalidad y se denota por g2 Aden
N

selecto S(r:x) 1a FTR se denota por ;/[ e v esta dada por
vl

= Iln‘\'(/:.\') (1.16)

1.3.3 ESPERANZA Y VARIANZA DEL TIFMPO DE FRACASO

Anteriommiente. se hivo referencia a la FDRP y a la FDAL dos funciones de
toda vamable aleatoria. para la varable aleatoria del vempo de fracaso (T). En
dos principales momentos de la

seguida se describiran en forma pencral. los

vartable alentoria 1
1 primer momento de o variable aleatoria del dempo de fracaso definida

en ¢l mtervalo {0 0 estic dado por:

t[7)= [Tera ar (1.17)

HE



o anterior resulta cierto si la integral existe. de lo contrario el primer
momento es indefinido. Integrando por partes esta expresion. se obtiene la formula
alternativa

E{7)= JI:'.\’(z)d/ (1.18)

Ia cual se utiliza frecuentemente para calcular el primer momento de la variable

aleatoria T. pues en general se ohtienen integrales inmediatas al integrar la funcion

de supervivenci

En ¢l contexto actuarial, especificamente para la mortalidad, el primer

momento de la variable aleatoria X se denota por ¢ 0 Asi,

co= B[N = [E oo (1.19)

y se denomina esperanza completa de vida al nacimiento

Asi mismo. para el modelo selecto N(2.x) el valor esperado de la variable
aleatoria T, /:'['/';.\‘]. proporciona el tiempo esperado de vida futura (o esperanza

de vida). para una persona scleccionada a edad v, v se denota por (v‘(\-,
Por otra parte, el segundo momento de T esta dado por
£ - J-”'t:-,/(r):// (1.20)
si esta integral existe, puede caleularse la varianza de T
Varty = £ ] - e[y (1.21)

Ast como en esta seecion se han desairollado  formulas para algunas
funciones  de 7 s¢ pueden  desarrollar  expresiones especificas de

S e, Ay v opara los momentos de T osiose cuenta con formas




particulares de  f(¢). Un cjemplo de es

s formas especificas de Ia FDP es la Ley
de Moivre (1723)7 que fue la primera distribucion de probabilidad continua gue se

sugirié como un modelo para la supervivencia de humanos, cuvoe objetivo cra

simplificar los calculos relacionados con las anualidades contingentes. A esta ley
de mertalidad s¢ lc conoce como Distribucion Uniforme Continua v es una
distribucién de dos parametros, que son los limites del intervalo [u,l’] sobre los

cuales se define la variable aleatoria, asi la FDP se define como:

fy = L para  a=t=h
b~ (1.22)

O otro caso

Para el caso especial de la variable aleatoria del tiempo de fracaso a=0 y
b, suele denotarse por la letra griega . asi que la distribucidn esta definida por

say=-L. O<r<w (1.23)
{1
Entonces,
ciy= | vy = L
Fuy= [ rondv =L (1.24)
(O =1-Fy= [“findy =21
Sy =1-F() _f Sy = 2= 1.25)
_JSey 1
AN =5 " w7 (1.26)
E|1] = J‘u‘;l,mm = % Q.27
Var(T) = E[T°]-{£[7]}? = Ll"z_ (1.28)

7 Ibidd., pp. 20-21.



1.4 DISE? UnIo

Zn ol estudio de un modelo de supervivencia, la naturale

del fenomeno

observado derenmina la fonna en gue se obtendran las observaciones muestrales, es
decir. ¢l diseno del estudio que se seguira, que puede ser de 2 ¢lases: ransversal o
longitudinal: también llamadoes estudios con datos incompletos o estudios con
datos completos respectivamente.

Asi por giemplo, los estudios que resubtan de particular imterds para los
actuartos tradicionalmente involueran disefos del estudio de tipo transversal, en
los cuales las estimaciones del patron de supervivencia se basan on la expetiencia
registrada de un grupo de estudiod previamente definido. Los fracasos de las
unidades de estudio de dicho grupe se observan durante un intervalo de tiempo
generalmente largo: sin embargo, puesto que no se realiza un seguimicnto del
grupo de estudio hasta que éste se extingue. ¢ tamano del nusmo debe ser fo

suficicntemente grande pata que el sustento estadistico seu tactible

En contraste a los esiudios tranaversales de muestras grandes, los estudios

de faboratorio presentan pos o cegular un diseno del estudio de upo Tongitadinal.

donde se tiene un grupo de estadio pequeno. (comparade con el del estudio
transversaly, en un ambiente corrado en el que ox posible ¢ contol de as
condiciones del estudio. En estos estudios ¢ grupo se obsernva hasta que todas sus
unidades han fracasado. por to que tesultan factibles soto cuando el uempo que

transcurre hasta el tracaso es corta -

Aectos dei modelo de

Par To anterror, tesulta intuitivarmente claro que pari
TOTACION (que s¢ constnnrd en este trabajo se segwirda un diseno det esiudio de tipo
uansversal, va ques dada bonataraleza del evento que representa Ia rotacion de los

¥

cempleados de una cmpresas el grupo de estadio que se considerara es grande, no

> Ne entiende porogrupo doeosstisdio sl coignnte sdentitrcabie de g

e

Sonan par tas cnales se pretende
toy ne ano doocdad on b Ciadad de

estimmar o modelo de supan nenone por gpanpla os tusos

Nenieo, o bron los mtcprantes deun plan de pensiones
S cmiburgo, ee Tpo de esindios puedan tennanatse antes de que todas s nindades do estudio falien.
auna fecha detenmmadi testndio frincados o birew, a i bumero determnmado de fracasos (estudio
mreresa en profundizar on el estidio de estos casos pucde refenrse a Bl
cnd Dnada Doy Capililo Gl New York, John Wiley and Sons.

AETES

censuradoy Na el tector
Johnson. R.C et ak N
1IN0
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cerrado, ni extinguible, y por esto tiltimo resulta necesario elegir un periodo de
tiempo durante el cual se realicen las observaciones.



CAPITULO 11

ESTIMACION DE UN MODELO DE SUPERVIVENCIA A PARTIR
DE DATOS COMPLETOS E INCOMPLETOS

2.1 INTRODUCCION

En la estimacion de un modelo de supervivencia pueden identiticarse dos
tipos diferentes de diseio del estudio, diseno con datos completos v con datos
incompletos. La clec

sion de alguno de eilos durante claproceso de estimacion ded
modeio depende. entre otras cosas

. de ta naturaleza del fenomeno estudiado, de las
propias caracteristicas de las unidades observadas y de tas condiciones mismas del
estudio. Asi, dado que la estimacion del modelo esta directamente relacionada con
el tipo de diseno det eswadio untizado.
SNy umportancia

el anatisis de ambos disenos se torma de

En particular, la estimacion del modelo de rotacion que resulta de interds en
ta presente tesis involucta un diseno del estudio con datos incompletos, Por esta
razon, la mavor parte det matenal de este capitulo se entocu al cstudio de ese tipo

de disciio. no obstante. en la siguiente seceion se abordan., aunque de manera
menos exhaustiva, algunos aspectos gencerales del diseno del estudio con datos
completos?

Resulta convemente  aclarar que  en ocastones  los  estudios con datos
completos y con datos incompletos son Hamadoes estudios con datos no tnuncados y

uncadoes respectivamente. sin vmbarpo para fines  de

ste trabujo  se hara
referencia a ellos como estudios con datos completos v con datos incompletos, con
el objeto de evitar una posible contusidn en ¢l momento de definir a los estudios
con  datos  incompletos gque pucden

truncarse,  los  cuales  se
posterionmente

estudiaran

VSt el lector desest profundizar oo ol estudio de b estimacion de los modelos de supervivencia a parur dc
datos campletos. pucde releritse a Efant Johnson. op o




2.2 DISENO DEL ESTUDIO CON DATOS COMPLETOS

Los diseiios del estudio con datos completos se encuentran por lo regular en
trabajos de faboratorio, en los cuales las condiciones bajo las cuales

se realiza ¢l
estudio pueden controlarse. tal como se menciond en la seccion 4. En este tipo
de estudio las unidades inictales del grupo. llamadas cofiorte del grupo, se
manticnen bajo observacion a partiv de un cierto evento inicial e} cual pucde ser
una fecha calendario diferente para cada unidad de

estudio, ¥ se observan durante
el tiempo tuture hasta que todas fallan

En otras palabras, 1a cohorte del grupo. que
es un grupo cerradol seoestudia hasta que se extingue va que i ninguaa de sus
unidades se le permite dejar el cstudio sin haber tracasado. El tiempo ¢
que los i

Wto en
s~ unidades  ocurren. es decirs ¢l tiempo exacto de
decrementos, se repistra v en funaion de la vcunrencia aleatoria de tales 1

casos de L

CICHINSENY
construye la distribucion cmpirica de supervivencia, que constituve un estimador
de la funcion de supervivencia,

En ol ostudio con datos completos la vanable aleatona de interes es el
ticmpo de supervivencia ¢ oa partic del evento nuacial, por ello la edad cronologica
de cada unidad abservada no se considera, v la funcion de supervivencia que se
estima es S A continuacion se muestra un cremplo de ln o estimacion de la
funcion de supervivencia a partir de datos completos

Supongase que se observa una cohotte de s ounide
SOS ocurTen G tempos /£,

des de estmidio cuyor
Lo, respoctivamente, (notese gque

tra

1 observacion
de fas unidades de estudio termina cuando todas las unidades han tracasado). y se
desea estimar la distribucion de supervivenan aplhicable a dichas uwmidades. Una
aprovimacion de o tuncion de supoervivencia pucde ser la proporcion observada de
La supervitenaia de las untdades o cada punto del tiempo 7 (Iistribucion Empirica
de Supervivenciay es decir Ta estimacion de S(r) estaria dada por ¢l ntmero de
SUpervivientes aoun punto especitico del dempo 7 entre el namero total de
unidades de la cohorte de estudio.

2 En ol couteato de baocenia actuanal, ol
decremoento

0 © ternunmion de un status dado es Hamasdo
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donde NV, representa la variable aleatoria del nimero de supervivientes al tiempo t.

st se considera a las unidades que Hegan con vida a un punto

Adicionalmente,
especifico del tiempo ¢, uno de dos eventos ocurrira en el tiempo futuro, la unidad
contintia en el estudio o bien fracasa. por lo que N, es una variable aleatoria
binomial. En consecuencia, la proporcion observada de supervivencia al tiempo 7,
dada por la expresion (2.1) es una proporcion binomial de N, .

Ahora bien, si Ia cohorte de estudio es “grande” podria resultar poco factible el
procedimniento anterior. en vez de ello se puede utilizar una aproximuacion de
agrupacion de fracasos en el proceso de estimacion de la funcion de supervivencia,
iniciandose por dividir ¢! ticmpo continuo en un numevo indefinido de intervalos

fijos de igual fongitud?, tal como se muestra en la siguiente figura

Dado que sc trabajo con datos completos las »r unidades de estudio se

observan hasta que todas fracasan v cada uno de los #7 fracasos cae en uno de los

/1 intervalos, donde /1 os suficientemente grande. de twl forma que la
supcrvivencia al dempo /7 es imposible

Ahora bien, tal comuo se menciono, ana forma de estimar [a funcion S(r7) es
por medio de Ia proporcion cmpirica de supervivencia obscarvada al nempo 7 dada
por la expresion (2.1 por o que s tacal comprobar que para la variable aleatoria
Loosc cumple que N =y N, =0

del ninero de supervivientes al ticmpo 70 N, ,
De igual forma que se ha definido esto vartable aleatoria, es importante destacar

que s, representa su valor reabizado onoun estudio determinado,
3 T

Brmulas para los esiadores o ssmpblican con <) uno de jos intenalos de igual

Ylat notacion v Las
tongitad



Por otra parte, una forina altemativa de estimar la funcién de supervivencia
N(7) es:
~

~ A A
S(DyY=p,-pp,, 2.2)

~
donde p, es la probabilidad de que una unidad latente al tiempo 7 sobreviva al

<h-1.

tiempo i+ 1.con 0=

El valor numérico de S(/) sera el mismo tanto si se utiliza 1a expresion (2.1),
aproximacion directa (no condicional), como si se emplea la férmula (2.2)
aproximacion indirecta (condicional). la demostracion de ¢ésto se omite por
desviarse de los objetivos de la presente tesis,

Finalmente, en estudios en los que no se restringe a un cohoirte inicial o en
los cuales se permite Ia terminacion de observaciones antes de que todas las
unidades fracasen, la aproximacion de la funcién de supervivencia por medio de {a

expresion (2.1) no serd posible. tos casos son llamados de datos incompletos y

serin objeto de estudio en las sipuientes secciones de este capitulo

2.3 DISENO DEL ESTUDIO CON DATOS INCOMPLETOS

Como ya se menciond on la seccion anterior. los estudios con  datos
completos son un caso cspecial de estudios que cumplen con ciertas propiedades,

algunas de ellas son:

1. Todos los micmbios del prupo de estudio estan bajo observacion al
tiempo £ = qunque este ticmpo puede ser para cada unidad de estudio

una fecha calendanio diferente

[S]

Ninguno de los micinbros del prupo saten de te por cualquier otra
causa diferente al evento sobre el cual se estad interesado en estimar el

patron de supervivencia de dicho grupo.



3. El grupo sc observa hasta que se extingue toalimente, es decir, hasta que

todos los miembros dejan de pertenecer a él.

Estas propicdades de los estudios con datos completos hacen que sea dificil
encontrar en la practica estudios actuariates que presenten tales caracteristicas. por
lo que en forma alternativa para éstos suele aplicarse un diseio del estudio con

datos incampletos.

2.3.1 CARACTERISTICAS GENERALES

El actuario se encuentra en la prictica con muchos tipos de estimaciones
que no presentan las propicdades de los datos completos, como en ot seguro de
vida o en los planes de pensiones. Por ciemplo. en el caso particular det seguro de
vida se invelucran grupos grandes de personas sanas, por lo que conservar abierto
un estudio hasta que todas las personas hayvan muerto no es posible: ademas, en
este tipo de estudios no s comun encontrar que las personas que integran ¢l grupo
de estudio scan observadas  desde edad cero. De igual forma. en  algunas

ctuariales pueden involucrar mas de un evento aleatorio a

situaciones los estudios @
los cuales los miembros del grupo de estudio son susceptibies, vy donde la

ocurrencia de tales eventos ¢limina a dichos micmbros

Las consideraciones  precedentes. constituyen  algunos  clementos  que
penniten concluar gque Hevar a cabo un estudio con datos completos para la
caso

cstimacion de un modelo actuarial de supervivencia no resulta facuble, I
pitnlos siguientes no

particular  del modelo de rotacion que se construira en los ¢
s la excepcion. ya que por eremplo los participantes de un plan de pensiones no
s0lo son susceptibles a la separacion del status laboral al que pertencoen, sino que
s¢ o encuentran  expucstos o otros  decrementos  aleatorios (e, mortalidad e
invalidez): ademas. no todos Tos micmbros inician su observacion en un mismo
momento. pues durante el transcurso del tiempo mgresaran nuevos empleados ul

status Iaboral: finalmente. dicho grupo de estudio se considera inextinguible v sus
5 de cero.

miembros ingresan al grupo de emipleados a edades mayor

Por todo lo anterior. Ia estimacion del modelo de rotacion involucrara un

disefio detl estudio con datos incompletos. En este tipo de estudio no se observan



tas unidades hasta que todas fracasan, sino que se elige un periodo de abservacion
durante el cual tos miembros del grupo se analizan. Asi, al establecerse un periodo
predeterminado de observacion puede darse el caso de que existan unidades de
estudio que aun continuen activas, (no han fracasado), a la fecha que se determing
como limite para finalizar ¢l estudio, por consiguiente sus subsccuentes tiempos de
ncia solamente s¢ estimard o

fracaso no se conoceran v la funcion de superviv
partir de los fracasos que hayan sido registrados durante dicho periodo

Por otro lado, en los estadios con datos incompletos el término de la
observacion no necesariamente esta determinado por fa fecha que fue senafada
para finalizar ¢l estudio. en vealidad puede controlarse de diversas formmas, sin

embargo, los esquemas que comiinmente se llevan a la practica son:?

1. La observacion se finaliza en un punto del tiempo  previamente
determinado, por lo que los datos resultantes son Hamados  datos

mruncados.

La observacion termina cuando un ntmero predeterminado de fracasos

3

lha ocurrido. En este caso fos datos son [Tamados datos censurados

Es importante reconocer que en ¢l primer caso los numeros de mucertes son

squemas el tempo de

micntras que en ¢l osepunde
variable alcatorra. Ademids, en ambos casos los

las variables alcatoriz
terminacion del estudio es la
tiempos individuales en que cada fracaso ocurte son variables aleatorias,

Por otra parte, on ocastones se distimgeuce cotre o terminacion plancada o no

ryvacion de unandividuo Ea la terminacion plancada, el iempo

plancada de 1o obs
esperado de salida se conoce anticipadamente para cada individuo, sin embargo. si
ta obscervacion no se continaa duranie ¢l periodo piedeterminado. porque la
s a la

persona sale del grupo v ya no partapa en ¢l por rarvomnes diferente
terminaciaon del estudio. se dice que la persona se "pierde” - su terminacion no ha

stdo planeada -

Elandt Johnson, o i,




Finalmente, debe citarse que para el modelo de rotacion que se estimara se
ha elegido utilizar un diseno del estudio con dates truncados, es decir, la
estimacion del modelo se Hevara a cabo a partir de la experiencia de rotacion del
grupe de estudio que se obtenga durante un periodo de observacion previamente

referencia a todos los

importante hacer notar que sc hard

determinado. Es
"salidas" del cstudio. Asi, la

decrementos aleatorios diferentes de Ia rotacion como
serd un evento aleatorto en el mismo sentido que Ia rotacion lo es, por lo

“salida
que el modelo se desanollara en un ambiente de doble decremento, ya que tanto la

rotacion como la salida serin causas por las cuales un individuo puede abandonar

el grupo de estudio (o status faboral) al que pertencece.
srup i

2.3.2. DEFINICION DE LAS EDADES DE INICIO Y TERMINO DE LA

OBSERVACION

En ¢l caso particular de un estudio con datos truncados, al fTjar una techa en
Ia cual terminara ¢l periodo de obsernvacion, se establece tambidén una edad maxima
a la cual un micmbro on particular del grupo de estudio cesara su observacion. Asi,
se dice que cada micmbro del grupo ttene una edad dJde terminacion fija y adenuis si

pennancee en el grupo a esa edad, el evento de “terminacidn” es un evento cierto
de ocurrir,

En ¢! modelo de rotacion que se estimarad en capitulos posteriores al -dsuno
micmbro del grupo le correspondera el par ordenado de cdades (1, 2,). donde 3y,

cdad al cerrar la

representa la edad al inicio de la obscervacion vz la

observacian, por lo que necesariamente

alida de alpuno de los micmbros del grupo

Ahora bien. st el fraciaso o Ia
ocurre micentras éste soe encuentra dentro del periodo de observacion, esto es, antes
de =,. entonces se dice que fa obscervacion finaliza antes de la edad fija de
terminacion. Ademas, oen ningan caso la observacion podra continuar mas alla de

la edad fija de terminacion,




La informacion basica que se requerira de cada miembro del grupo para
poder obtener el par ordenado (v,.5,) sera:

1) Fechas del periodo de observacion

ii)  Fecha de entrada al grupo bajo observacion
i) F
iv}  Fecha de rotacion o

:cha de nacimiento

ida. donde sea aplicable

233 INTERVALOS DE ESTIMACION

Una vez introducidos los conceptos generales para la estimacion de un
modelo actuarial de supervivencia a parntic de datos incompletos, tanto en la
presente seccion como en el capitulo posterior se sentaran las bases que conduzcan
a estimar la funcion de supervivencia N(v)

Dado que

Sy =P P (2.3)

entonces un estimador directo de S{x) scra

SXY= oo o 2.4)

asi, se buscara cstimar primero po . para poder estimar N(xX). Aunque con
frecuencia s¢ encontrari mas conveniente estimar ¢, . en vez de p, , de las
observaciones obtenidas, la estimacion de 7, se obtendri: como

re=t-g, (2.5)

Abhora bien, una vez elegido el periodo de observacion éste puede dividirse
en intervalos de edades cnteras vy st se conoce la contribucion, si es que hay
alguna, que cada miembro del grupo de estudio hace a cada intervalo (x,.x + 1]

entonces pucde estimarse la probabilidad de que un individuo que se encuentra

[
ta




latente en ¢l grupo bajo estudio a edad v fracase en el wanscurso del siguiente
afo, ¢ es deair, a partir de Ia experiencia de supervivencia -permanencia en el
grupo de estudio en el caso de rotacion- que cada miembro del grupo aporta al
intervato de estimacion (v v+ l]. se construye la probabitidad ¢,

Resulta conveniente aclarar que la notacion del inwirvalo de estimacion
(x.v+ I] se usa para indicar que el fracaso 2 edad v + 1 se asigna a este intervalo.

mientra

s que los fracasos a edad X pertenecen al intervalo anterior (x — l..\’]. Esta
asignacion es algo arbitraria, ya que la alternativa [.\",\‘ + 1) se utiliza con mayor
frecuencia. pero se ha preferido utilizar (v, x + l] debido a que ta existencia en el
grupo a edad x se asume en el concepto de ¢, como "la probabilidad de fracasar
dentro de un afo para una porsona que osta en el grupo a edad X Asi, no es
posible fracasar exactamente a edad ¥ en este intervalo.

Para determinar la experiencia de supervivencia de cada uno de los
miembros del grupo. sec necesita observar como se relaciona el par ardenado
(. 5;). para la i-ésima persona, con e} intervalo (v v + l]

1. Primero nétese que si 2, <.x. entonees ta -dsonag persona no contribuira
al intervalo (x.x + I}. ya que la persona abandono el estudio sin que

haya movimicento dentro del inteinviado de estimacion,

2. Si y; za+ 1. entonces la i-dsrma persona nuevamente no hace ninguna
contribucion a ( v_.x -+ I]

3.8y, =x v Iz

v+ 1. entonces 1a 1-¢sima persona se registra para
estar bajo obscrvacion on ol intervalo entero ((vo.v + l}.

4. Finalmente. tambicn es posible que v 2y, w0+ oque x <z, <o+ 1,
o ambos
Desatendiendo ox casos donde = 20 o 3, Z=as 1. ya que no hay

contribucion alguna. se puede decwr que la -évoma persona cntra al intervalo
(x,x -+ l] a edad v+ 1 v que su edad programada de término de la observacion,

independientemente de Ly causiae se da o edad © -+ 77,0 Entonces. para ¢l i-évimo



miembro del grupo se generarda el nuevo par ovdenado (X -+, x + 42, ), donde
X+ 1 representa fa edad de entrada registrada para la estimacion en (x,x -+ l] Ay

x + a2, la edad de abandono registrada en la estimacion cn el mismo intervalo.

Asi. la experiencia de supervivencia que cada miembro del grupo aportara
al intervalo de estimacion (x,.x + l], se obtendra de alguno de los siguientes cuatro

CasSOS8]

1. Si 3, €x. entonces la r~dsona persona entra a (X, X + l] exactamente a
edad x. asi que m, = 0.

2. Si x<y < x+ 1, entonces 1a entrada a (x,x + l] es a edad x + 71, con
O<my <.

3. Si 5, 2x+ 1, entonces para la /-ésima persona se registra su abandono
de (x,x + I] exactamente a cdad v + 1, asi que », =1.

4. Si x<z <x+]. entonces el registro de abandono de (x,x + l] es a
edad x + 11, con o< n, < |.

3

Notese. sobre todo, que O =, <1 v O <, =1, esto es, m; puede ser cero

pero no uno, mientras que /4, puede ser uno pero no cero.

2.3.4 DECREMENTO UNICO Y DOBLE DECREMENTQ

En la seccion anternior se establecio que. en un estudio con datos truncados,
la  ¢~éxima persona ingresa ab intervalo de estudio (Vv -+ l} a edad x +m,, con
O <1, < 1.y estd programada para abandonar ¢l intervalo a edad x +#4,, con
O<r, =1,

Entonces. ta probabilidad condicronal do supervivencia a edad v + 4, para

e
una persona del grupo quoe ~sc encaentia latente o edad v +mles 20 0y ia



probabilidad condicional de fracaso de un individuo bajo observacion en el
intervalo (x, v+ l]. dada la supervivencia a edad x + 1, es®:

—_ —_ e d
R Nl N T (2.6)

E

tnico. es

a notacion resulta adecuada si se trab

en un ambiente de decremento
decir, aquel ambiente en el cual fos miembros del grupo de estudio estan
un solo evento aleatorio; en otras palabras, la notacion es adecuada s
estudio contempla

sujetos a iel
un individuo puede

tudio involucra mas de
un evento aleatorio es necesatio modificar ta notacion utitizada con el objeto de

exclusivamente una causa por la cual
abandonar ¢l grupo al que pertenece. No obstante. si el e

especificar la probabilidad correspondiente a cada causa por Ia cual los micmbraos
del grupo pucden dejar de perteneeer a éste.

Asi pues, si los miembros del grupo de un cestudio en particular estan
sujetos a dos cventos aleatorios, se dice que ¢l estudio se desarrolla o un ambiente
de doble decremento.” y por lo tanto ox necesano especiticar el evento aleatorio
para el cual | p. representa ta no ocuwirencia de alguno de tos dos eventos antes de
edad v+ 7.

al os el caso del presente wrabajo. en ¢l cual se considaran dos caus
plausibles por las que un individuo puede abandonar su status Iaboral, ¢ la
rotacion y la salida respectivamente (Scecion 2 3.01)
la notacion los simbolos (7)) v (8) para especiti

Por tal motivo, se agreparan a

car a que decremento, (rotacion o

: - . . . e “
salida), se hace reterencia: por lo que o notacion sera 207 v, 20 donde
(A Iz

,p“,(” denota la probabilidad de que los nuembros del grupo no voten
antes de edad x <40 en un maodelo de decremento nnico que
depende exchusinvamente  de la causa particular de  dicho
decrementor y

* Natese que se ha onmutido el subindice 4.y se omutien de aqui on g
priactica al eliminarlo.

© Cuanda existen as de dos eventos alealorios 1 1os (que s
que se tenabaia cn un aanbiente de decrenientos muluples

ante. por resultar 1 notacion mas

i syctox los iniembros del cstudio se dice

4
3



,p‘r("’ denota la probabilidad de que los miembros del grupo no salgan
antes de edad x 47, en un modelo de decremento anico que
depende exclusivamente de la salida. Dcebe recordarse que para
efectos propios, la salida debe ser entendida como ta muerte o la
invalidez de fos miembros del grupo: ya que son las dos anicas
causas diferentes de la rotacion. por lus cuales un individuo deja

de pertencceer a su status laboral

s importante hacer notar que cada una de estas probabilidades tiene su
propio significado ¢n su respectivo ambicnte de decremento tnico, va que ,/7“”’

b a la

representa exactamente ¢l mismo concepto que 20 . salo gue se oagre
notacion el simbolo () para andicar que se estd tratando con anas de un

. . L .
decremento. De igual forma g7 seusa para representar ¢l mismo concepto que

U ¥ suele Hamarsele “prrobabiiodad nera de decremenier o tase imndependienie de

decremento’”.

Por otra parte. s1 tanto b rotacton coma o salida son eventos aleatorios,
entonces tambidn existe fa probabilidad de que un individuo no rote ni tampoco
salga del grupo de estudio antes de edad v+ dado que a edad X se encuentra en

,U9)

el grupo de estudio] tal probabilidad se denota por  pl77,

Ademas, si las probabilidades de rotacion y de salida son esrocdsrcamente

independienices. entonces debe cumplivse
€y )
AT AN WP 2.7

Similar a lo que ocurre en la teoria de decremento Gnico, para dos
decrementos se cumple que

() — ry
wemdaim = V=¥l (2.8)

K
PRl M

[}

= el 2.9

7 Bawers. Newton L et al. _{ctuartal Mathematices, Society of Actuirics. ftasca Illinois, o, edicion 1986,
p. 271




Asi taimbicén en la estimacion se cumple la relacion

(7 = Nig o)
e P = P D) (2.10)
Por otra parte. sean ¢ v ¢tV las probabilidades de rotacion v salida,

respectivamente, antes de la edad x + 1 para un miembro de edad X, en presencia
de omos decrementos.

Los valores de estas probabilidades para ambas causas
(rotacion  y salida) dependen ¢l uno del otro. por lo que se consideran
probabilidades de decremento dependientes, pues ambas causas se combinan en un
mismo ambicate de decremento. Es importante destacar que estas probabilidades
difieren en concepto de g7y gt

La probabilidad de sobrevivir (permanecer en el grupo) de edad x a edad
x+1 es

PR R AR P T A

(211
De forma general, ,,,,,.il“:),u Y n-,,nllf‘_‘:?"' representan las probabilidades de
rotacion vy salida, respectivamente. antes de edad X + 77 para una persona que se

encuentra en el grupo de estudio a edad x +m2, en presencia del otro decremento.
Asi. se tienc

(G} = 1 (o

EEITY A

— _ ry [ 5
memyam = Y oomGe o nomt g o 2.12)

Hasta este momento se ha analizado la teoria basica de la estimacion de g,
en un ambiente de decremento anico y doble decremento, corresponde ahora el
estudio de la metodologia del modelo de supervivencia tabular de rotacion.
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CAPITULO 11l

METODOLOGIA PARA LA ESTIMACION DEL MODELO DE
SUPERVIVENCIA TABULAR

3.1 INTRODUCCION

En el contexto actuarial hay diversos métodos que suelen emplearse en la
estimacion de un modelo de supervivencia, tales como el Método de Momentos, el
Método de Miaxima Verosimilitud y el Método del Producto Limite. Sin embargo.

cabe advertir que no es objeto de estudio del presente trabajo protundizar en el
analisis de dichos mdétodos. En realidad, la mayor parte del material de este
capitulo e¢sta enfocado al estudio de la metodologia correspondiente a la
estimacion de un modelo de supervivencia en forma tabular a partir de datos

incompletos, por medio del Método de Momentos, mismo que pretende ilustrarse.

No obstante. en la seccion final de este capitulo se citaran  algunas
consideraciones referentes a la estimacion de un modelo de supervivencia a través
de 1os otros dos métodos mencionados,

3.2 ESTIMACION DE UN MODELO DE SUPERVIVENCIA A TRAVES
DEL METODO DE MOMENTOS

La base que sustenta la estimacion de un modeto de supervivencia a través
del Mcétodo de Momentos. es el principio estadistico de que of namero esperado de
fracasos que se obscervan en un determinado grupo de estudio, en el intervalo
(x.xv + \]_ debe seripual al namero real ocumidao de fracasos

AST pues, pata estimar un modclo de supervivencta tabular a tras és del este
metodo, ¢s neces

SHIO CHCONTAr UNd exXpresion gque represente el numero esperado
de fracasos en ¢l intervalo (voy + l}_ reualarta con o nhanero real de tracasos y,



finalmente, resolver dicha ecuacion para la estimacion deseada. En el caso
panticular de este mabajo. se desea estitnar la probabilidad de que un individuo que
pertenece a un status laboral se separe (voluntaria o involuntariamente) de dicho

stalus. esto es, que "rote”

UN AMBIENTE DE DECREMENTO UNICO

3.2.1 ESTIMACICO

Una vez obtenida o informacion necesaria para cada individuo, (seccion
2.3.2). durante ¢l periodo de observacion: fecha de nacimiento, fecha en que inicio
su observacion y fecha de rotacion o salida, se procedera a anali
producir el par ordenado (X + p1,. ¥ + 41,) para la i-Ssoma persona que contribuye
-+ I} Asic a partir de dicho

r los datos para

con su experiencia de supervivencia al intervalo (v
par ordenado podra estinntvse la probabilidad condicional de rotacion para ba -
Ssumna personn, mientras ¢sta se encuentra bajo observacidon en un ambiente de
decremento anico, antes de edad v o+ 22,0 dada la supervivencia a edad x -+, Esta
probabilidad condicional se denota por ,, 7, v s agual al nlimero esperado de
individuos que rotan, en ¢l caso de que el grupo bajo observacion sea de tamaiio
uno; pues la persona pucde rotar en el intervalo (vov 4+ l] con probabilidad

el v © bien. permancecer en ¢l grupo con probabilidad ,, .,/ .,
Formalmente, por la definicion de csperanza matematica de una variable
aleatoria se tiene que ¢l nimero esperado de individuos que rotan para un grupo de

estudio de tamano uno es,

1
E(R) = SR, -P(R=0. PR, =0)+1- PR =1)
zR,o=0 .

G.n

= 0. 1 =
L R Ty S

donde R, esla variable aleatoria del nimero de personas que rotan en (x,.x + l] ¥
PP(R,) es la probabilidad de que la variable aleatoria tome los valores de cero o

uno.



Por otra parte. si se considera que el namero total

de personas que
contribuyen con su experiencia de supervivencia

al intervalo (v,.v + l] es ey que
los fracasos (rotacion) de los individuos son

estocasticamente indepeadientes.
entonces ¢l numero esperado de individuos que

rotan estara dado por la suma de
las probabilidades de cada individuo que pertenece al grupo. esto es,

E[RY=3 o lasm, (3.2)
=1

Asi, si igualamos la expresion (3.2) con el namero real observado de

rotaciones, #, , se tienc la ecuacion bdsica de momentos en un ambiente de

decremento unico,

E[R]=3 e, D, =Ty (3.3)
=1

Finalmente, para estimar ¢ se resuelve la ecuacion (3.3), para lo cual
podria utilizarse una hipotesis de Distribucién Unitforme de Fracasos o bien. la
hipotesis de Balducci para edades fraccionadas': no obstante, por conveniencia
algebraica se empleara fa aproxumacion que uvliza /uck London en su obra
Modeloys de Supervivencia’, para encontrar la expresion general del estimador de
momentos, esto es, a traves de la aproximacion

P N A IR R RN -4)

se tiene que,

E(RY=q. S (n, —m,) (3.5)

y resolviendo 1a ecuacion para la estimacion deseada se obtiene,

! Jordan. W._ op. cit. pp. 19-20,
2 op. vit.. p. 1UR,



que

z (21, ~ 1)

representa la forma general del estimador de momentos en un ambiente de

decremento anico.

3.2.1.1 CASOS ESPECIALES

Alpunos casos especiales que se desprenden de la ecuacidén basica de

momentos son:

1.

!\J

Si #1, =0y n, =1 para todas las n, personas que contribuyen al intervalo

{x,x+ l]. entonces se tiene que =¢g, .y la expresiéon (3.3) se

o T s,

convierte en

E[R]=q, -n.=r 3.7)
por lo tanto.
N ,
g, = (3.8)
Iz

Esta expresion es un estimador de proporcion binomial, dado que la variable
aleatoria K. es binomial, por [o que ¢l numero de personas en ¢l grupo de
estudio, #7, . puede estimarse como un niumero de ensayos bernoulli. donde

cada ens

yo se considera independiemte. v la probabilidad de rotacion sobre

un solo ensayo (¢ ) se asume igual paras todos los ensayos

Si n, =1 para todas las personas que contribuyen a (v, ¢+ 1]. pero a1, >0
para algunas de las iz. personas, entonces s¢ tiene que

e e, = g Ay o, ¥ (3.3) se convierte en



”,
E[RI=3. i, Ve, =" (3.9
i=1

De manera analoga, la expresion (3.4) puede expresarse como?®

tem Bewm, = =m))-q, (3.10)
Finalmente, sustituyendo (3.10) en (3.9) se obtiene
- r .
g e 3.11) :
S -m)

3. Si m, =0 para todas las personas que contribuyen a (x,.¢+ l}. pero 7, < 1

para algunas de las »7, personas | entonces se tiene que n—m, Txem =ndx Y

{3.3) se convierte en
ErI=3,q.=r (3.12)

En forma similar la expresion (3.4) se transforma en®
mily = (3.13)
Finalmente, sustituyendo Ja expresionn (3.13) en (3.12) se obtiene el
estimador de momentos
~
g, = (3.14)

3 Notese que on este caso parucular. fa aproximacion propucsti por Dick Loudon cquivale a fa hipotesis
2. la apronsmacion (3.13) se conviente en ta hipdtesis de

de Balducci para edades fraccionadas
4 Nétese que. at igual que en el caso particular
distribucion umforine de fracasos



3.2.1.2 TIEMPO DE EXPOSICION AL RIESGO

Se denomina ticmpo exacto de exposicion al riesgo al periodo de ticmpo (en
afnos), dentro del intervalo (x,.v + l]. sobre el cual el »-éxomre micmbro del prupo de
se dice que la /-

estudio esta potencialmente bajo observacion: en otras palabras,
a la edad x + 2,

dsime persona estd expuesta a fracasar (rotar) de la edad x +
Numéricamente, 7, — 21, represeata ¢l monto de exposicion programada, medido
en unidades afios. coutribuido por la s-éxima persona. Asi el tiempo total de

exposicion de fos miembros del grupo es

”,
Z(ul—m,L (3.15)
P

es decir, el denominador del estimador de momentos (expresion 3.6) representa el

tiempo programado de exposicion total del grupo.

Ahora bien, si un micmbro del grupo de estudio rota mientras se encuentra

bajo observacion, la exposicion programada no se realiza en su totalidad: por lo
L] ¥

que al ticmpo que transcurre desde el inicio de la obscervacion hasta que el fracaso

ocurre se le denominag tiempo exacto de exposician.

CUNAMBIENTE DE DOBLE DECREMENTO

3.2.2 ESTIMACION

Al igual que en la seccion anterior, en donde se trataba ¢l caso de la
estimacion en un ambiente de decremento tnico, se asumird que la informacion
que proporciona ¢l s-dvumer individuo del grupo de estudio que contribuye a
(X, X + l] se ha analizado para producir el par ordenado (v +m,, x + 22, ).

La probabilidad de rotacién para la -ésmmrer persona, en un ambiente de

doble decremento es
Nl (3.16)

oy, D,



y representa también el numero esperado de personas que rotan en un grupo de
estudio de tamaio uno, analogo a lo que se analizo en el caso de un ambiente de

decremento nico.

3.2.2.1 RELACIONES ENTRE LOS MOMENTOS BASICOS

Tal como se comentd en [a secciton 2.3.40 se consideraran dos eventos
aleatorios como las causas de decremente a las que estara expuesto cada miembro
del grupo de estudio, a saber: la rotacidén y la salida. Asi, analogo a la ecuacion de
momentos (3.3) en el caso de decremento anico, ahora se tendra el par de
ecuaciones de momentos

”

Elr] =3, 490, =~ (G.17)
121
y
N = 2 d, = (3.18)

donde S, * es la vartable aleatoria del ndmero de salidas en (x,x + l] por cualquier

causa diferente de la rotacion. v s, denota el niamero real observado de salidas que
sufrio el grupo de estudio en tal intervalo.
Una forma sencilla de resolver (3.17) v (3.18) para la estimacion de las

[ jones
N 1ones

o . ‘ry
probabilidades dependientes de decremento ¢y ¢

analogas a (3.4), a saber

- (, —m) g’ (3.19)

vy ot Darn,

(s) - (&)
PR ) = (1, =m)-q, (3.20)

-, x

% No confundir ecsts variable aleatoria con la funcién de supervivencia S(x).
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lo que produce

Atr)
@, £ 321
o

o, (3.22)

Z(n, - 1)
o

Sin embargo. el objetivo es estimar las probabilidades independientes de

decremento 11“,(") v 1/;(‘)‘ en este caso, de los datos que se obtuvieron en un

ambiente de doble decremento. Para llevar a cabo esto. podrian calcularse las

. . ¢ K . . N - R B )
estimaciones de q‘_” Vo« L producidas por (3.21) y (3.22) y a partir de ¢stas,
estimar r/;‘” v q;' " usando una de las aproximaciones que. a partir de las

relaciones entre las probabilidades dependientes e independientes, se presentan en
el capitulo 141 del libro de Jordan “Life Conungencies
de Bowers “Acrwarial AMathemaries”. Este proceso se ilustran en la seccion 4.4 2,

o en ¢l capitulo 9 del libro

Alternativamente, podrian  calcula las estimaciones de rj;,("’ y gl
directamente de los datos muestrales, expresando directamente
) § ist a o
n o, D, hd [ S (3.23)

en términos de aquétlas, bajo una hipatesis elegida que vendria a sustituir las
aproximaciones preliminares (3.19) v (3.20). Estas aproximaciones normalmente

resultan en ecuaciones que deben resolverse numéricamente para 11;“) y (];.(") tal

como se desarvollarh en la siguicente seccidn,



3.2.2.2 HIPOTESIS DE DISTRIBUCION

A continuacion se citaran dos hipotesis que pueden utilizarse para obtener

la estimacion de las probabilidades independientes de decremento (q:_"') v ([;_(")) a
arti > las abilidades dependiente - decreme: 4 r) (5

partir de las probabilidades dependientes de decremento (", e, D vm, Y r = D, )

en un ambiente de doble decremento. Cabe mencionar que el desarrollo

matematico que conduce a la obtencion de las ecuaciones de momentos se omite

por desviarse de los objetivos de la presente tesis.

@) Distribiecion Uniforme

Si para cada uno de los eventos aleatorios, rotacion y salida, se asume que

tienen una distribucion uniformes sobre (.\‘,x-f—l:' en su praopio ambiente de

decremento unico: puede demostrarse gque

. (“v'l)li,—- . Osm<uzxl (3.24)
V—rr-g"
y también que
il (3.25)
I-wu-qg;

Entonces, a partir de estas  dos relaciones, pueden  obtenerse

matematicamente el par de ecuaciones bastcas de momentos

o .~ : a0
| A U AN G AN 40 I 5
L[lt] brd [l — -q_j""][] — g ~ (3-26)

[ WS T AT R T4

YN "]{l*rn Sy

I-;[.s‘,] =

=(l—ry-i

[ Bl AR AV



cuya complejidad exige su solucion numérica para estimar las probabilidades

independientes de decremento ‘I}“) y q;_‘"’.

b) Distribucicon Exponencial

Al igual que en el caso anterior, si asumimos que los dos eventos aleatorios
a los que estin expucstos todos los miembros del grupo de estudio (1a rotaciéon y la
salida). tienen una distribucion  exponencial., i.e. fuerzas constantes, sobre
(x.x+ l]: entonces. puede demostrarse que

w7 =t (3.28)
Vi) = exp{—(u — 1)} (3.29)
Y
Vot = exp{—(u— )} (3.30)
1o que conduciria a las ecuaciones de momentos
- 2 e " )
E[R =2 —A—s[1-expl=tn, —m )+ 0} =r 33D
Sa e u
__7_[1 — expli—(n, — m Wt + )}] =5, (3.32)

Nuevamente ¢s necesario resolver numeéricamente estas ecuaciones para

287y 24 en terminos de las cuales podrin finalmente estimarse z];(” y q;“".




3.2.2.3 APRONXIMACIONES AL ESTIMADOR DE MOMENTOS

En ocasiones ante la dificultad matematica propia de las ecuaciones (3.26 y
27) o (3.31 v 3.32) se pueden utilizar aproximaciones especificas para el
estimador de momentos: alpunas de éstas son la aproximacion de Hoem y la
aproximacion Actuarial

3.2

Estas aproximaciones se estudian a continuacion asumiendo un ambiente de
doble decremento, ya que ¢l andlisis que resualta siose trabaja en un ambiente de
decremento Onico puede desarrollarse con facilidad en forma analoga a la teoria
expuesta para doble decremento.

a) Aproximacian de Hocm

Esta aprostmacion contempla una edad teorica programada  de  salida,
(decremento en adicion al fracaso), v+ w, en (vLX + I] para la -éxrma persona del

grupo de estudio gque entrd a wl intenvalo a edad x + 2,0 similar a suponer una
edad programada del término de la observacion, a saber 2, = v+ 8,

No obstante, 1a cdad tedrica v+ 1, no e conoce sino hasta el momento en
que la salida se yealiza (se observa), contrario al conocimiento a prros de X + 9,
en la estimacion por el mdtodo de momentos. En otre
personas pa

s palabras. para aquellas
1 las cuales v, -0 siempre que e, este definida, los valores

de w, se
conocen [’ll\l\'l'll!l‘l

En virtud de lo anterior os facit reconocer dos distintos tiempos de
exposicion:

(r, = m,) sioel s=dximee micmbro  del grupo sobrevive a la edad

programada de terminacion (penmmunccee sin rotar y sin salir)

(v, — ) si el s-dstmo miembro del grupo sale del esmdio a edad
X+w, <x+n,



Dado que fa edad ¥ + w1, s6lo se conocera si la persona / sale, entonces si #
rota antes de la edad tedrica v 4w, ésta ho se conocera nunca. Por ello, la
aproximacion de Hoem asume que para aguellos miembros que roten en (x,x + l]
no se detine ef valor de s,

In otras palabras. todos las rotacionces contribuyen con
exposicton 71, — 11, por lo que la estimacion de z]:_” carresponde a la proporcién

del namero de rotaciones con respecto a la exposicion totul del grupo

N, = m)y+ S, —my D (- my)
etan waten criders,

En resumen, todos los micmbros del prupo de estudio tienen una edad
programada de  terminacion X+ 0, al entrar - al intervato {x,x + 1]

independientemente de que fa persona sobreviv
edad x + 1w, solo se conocera si se e

. rote o salpa. Por el contrario, Ia
1o realizar su salida del grupo de estudio,

por lo que su contribucion a la exposicion sera v

— 1, Entonces, para todos los

que roten o permanczean en el grupo hasta el término de Tas observaciones se usan
ios valores de 77,0 csto os. quicn rote o seu un vrander contribuye con exposicion
7, = m,

b)) Aproximacion Actuarial

De las distintas aproximaciones  para estimar ¢, sobre (.\‘,Al‘+|], ta

aproximacion actuarial fue la primera en ser desarrollada, @ mediados del siglo

XIX. Iniciahnente ¢f metodo se planted de una manera intuitiva, en ausencia tanto

del desarrollo cientifico de ta teoria de la estimacion estadistica como de cualquier

tipo de equipo de calculo mecanico o electrénico. con el anico inter de recabar

los datos v calcular La estimacion descada.

La aproximacion acruarial no utiliza ¢l concepto de exposicion programada
(Seccion 3.2.1.2) en vez de cello involucra un tipo de exposicion observada
Hamada exposicion actuarnial, para distinguiria de fa exposicion programada v de la

EXpOsIcion exasia

T Se emiplea este anphicisino por pragimatsma



Bajo el supuesto de que la -ésinia persona entra a (x,x + l] a edad X + i,
Q < m; < |, el método actuarial establece que si para la persona i "se observa” una
edad x + 7, de terminacion, entonces aquélia contribuye con exposicion 7, — .

En otro caso. si la persona es una salida observada a edad x + 1w, donde

necesariamente W, +7 77, contribuye con exposicion w, —m,

Por otra parte, en este método la contribucion de exposicion de un micmbro
que rota se¢ asume como #, = | para todas las rotaciones. Este supucesto sc
contempléd dado que identificar la edad programada de terminacion para una
persona que rota antes de alcanzarla, requeria de un analisis mas extensivo de los
datos.

El punto importante ¢s que la aproximacion actuarial tradicional para
mancjar los datos no identifica ¥ + 12, « preos, por el contrario X + 1, solo se

conoce si la i-
X+ w, se conoce a pasreriors, sélo si la persona 1 es ung

vimre persona es un ender. Tal como la edad programada de salida
salida observada, En et

caso de que 7 rote x + 77, no lega a ser conocida, por lo que se asume que la
exposicion se da hasta edad x + 1. Analogo a la aproximacion de Hoem. en la
cual si la i-ésima persona rota antes de la edad programada de salida x + 3w, esta
a edad

edad no se conoce v por 1o tanto se asume que la exposicion se da has
X+ 21,

En cfecto, si o4, = 1 para ¢l -évono miembio del grupo entonces considerar
su exposicion al fracaso hasta edad v + 1 e¢s correcto: sin embargao. si la rotacion

ad x 4+ 1. dicha constderacion nnplica una “sobre-cestimacion” de

ocurre antes de ed
Ia exposicion a edad v + | cnvez de onicamente a cdad v = 20 No obstante, tal

supuesto fue admitdo por conveniencia prictica al procesar tos datos nnestrales.

Sin embargo, esta aproaimuacion ha sido eriticada por varios autores, siendo
fa principal objecion el que sz, = x =, os la edad que la persona + alcanza
cuando el periodo de observacion se cierra, entonces ¢ acrediar la expostcion
hasta edad v + 1. cuando 2, -2 10 signitica que L -dvong persona os vista como si
contribuyera a la exposicion aun cuando ¢l periodo de observacion ha cerrado. En

fa actualidad cnr estudios a o gran oscela roradmenre computarizados,  ef




ArgIumento pard osta arearca pracica pierde cualquicr mdérito que alguna
Hegeer a tener ™,

3.3 METODOS ALTERNATIVOS PARA LA ESTIMACION

Tal como se menciond en la sceccion inicial de este capitulo, existen
diferentes métodos que podrian aplicarse a la estimacion de las probabilidades de
rotacion, alternativos al método de momentos.

La cleccion de cualquiera de cllos. dependeri en gran medida de la
disposicion de la informacion requerida para levar a cabo la cstimacion. Asi por
cjemplo. el método de Maxima Verosimilitud tiene 1a “ventaja”™ de que el proceso
de estimacion puede Bevarse a cabo incorporando o no las edades exactas de
ocurrencia de los decrementos. Cuando éstas no se incorporan al estudio se dice
que se wrabaja con daros parciales, por el contrario. st estas edades se consideran.
entonces 1a estimacion se

altza con daros ne parciales.

Aunqgue al contemplar en el estudio datos no parciales se pueden detenminar
mejores estimaciones que las que se obtengan por momentos. €s  nnportante
discernir entre es

ta mejor estimacion v L inconveniencia practica asociada a un
procedimiento mas complejo v en muchas ocasiones poco tacuble de llevarse a
cabo ante la deficiencia de fa informacion

Anilogamente, ¢t método del Producto Limite no necesita asumir ninpan
tipo de distribucion para edades fraccionadas, tal como la distribucion uniforme o
Ia exponencial: pero si requiere conocer ¢l orden en ¢l que ocurren las entradas,
salidas y rataciones dentro de un mismo intervalo (x,.v + 1], por lo que aplicar este
metodo en un estudio con muestras grandes implica ¢l conocer 1a edad exacta de
ocurrencia de cada uno de estos eventos para asi determinar el orden en que éstos
ocurricron. Nucvamente la disposicion de la informacion marcara la factibilidad de
este procedimiento.
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Finalmente es conveniente senalar que. no obstante que los principios
estadisticos en los que se fundamenta cada uno de los métodos son distintos. en
algunos casos particulares suclen arrojar los mismos estimadores: por ejemplo. la
estimacion de ¢ tanto por el método de momentos como por ¢l de maxima
verosimilitud deriva en la misma ecuacion siempre v cuando se wrabaje en un
ambicente de decremernto dnico v se considere que todos los miembros del grupo
entran al! intervalo (v, v+ l] exactamente a edad ¥ v su edad programada de

terminacion de la observacion es x + 1.



CAPITULO IV

ASPECTO PRACTICO PARA LA CONSTRUCCION
DEL MODELO TABUILAR DE ROTACION

4.1 INTRODUCCION

En capitulos anteriores se explico la forma de obtener ¢l par ordenado
(V,.5) a partir de los datos basicos descritos en la seecion 2.3.2 y ¢dimno esta
informacion os necesaria para eviaduar los estimadores deseados. Con base en ésto,
el presente capitulo s 1o entfocado o ta aplicacion del mérodo de momentos para
Ia determinacion de las probabilidades de decremento de roracidn. es decir para la
s de momentos, a partir de la construccion de vectore

evaluacion de los estimadore

relacionados con dicha mtornncion

cabo la estimacion, primero se enunciarin distintas alternativas
Y. oast como para las edades de ocurrencia de los
in identificadas

Para Hevar ¢
el uso de las edades (.

pi

alcatortos ovolucrados en el estudio, las cuales s

..y podran ser calculadas sicmpre ue s¢ conozean

eventos
posteriormente como ¢, v
las techas en las que ocurticron dichos cventos.

Finalmente, una ves evaluados los estitnadores sera necesatio convertr las
probabilidades dependientes de decremento a tasas independientes.,
sas para un ambiente de decremento unico. pura i rotacion y

0 €X. s¢

obtendran las 1
salida en forma individual




TERMINACION DE ;. 2,.68, y ¢,

42 ALTERNATIVAS PARA LA DI

Las opciones para determinar las edades v, , =,, 8, ¥ @,, se explicarin en

las siguientes subsccciones:

1. Edades de Asceguramiento

2. Edades Fiscales

3. Edades Reales

La cleccion de alpuna de estas alternativas depende en gran medida del tipo
asi como de ta naturaleza de los datos muestrales. Su uso

de estudio que se realice.
representarid ademas un efecto ditecto en el volumen de los calculos en ¢l proceso

de estimacion de las probabilidades de decremento

tinadores del modelo tabular de rotacion (seccion

En la evaluacion de los es
reso al periodo de

4.4) seran empleadas Tas cdades eates de nacinnento, de ir
cion. asi como  las edades reales relacionadas con los decrementos

observ
aleatorios involucrados on el estudio, a suber, Ta rotacion de un integrante de su

status laboral v 1o sabida de unandividuo por una causa distinta a aquel cvento,

Se ha pretenido ¢l uso de cdades reales en el desarrollo del modelo de
rotacion. dado que se cuenta con Iamtformacion necesaria para consumir el vector
rupa bajo

de edades v, 0 =, 04, v S, para cada uno de Tos andividuos enoel

observacion. a traves de las fechos exactas de nacinmento v abandono del grupo

por alpuno de los decremoentos en estudio

El uso de estas edades exactas permitici conocer con certesa el intervalo de
edad (v, v+ l] al cudl contribuve el ~éxono mdividuo del grupo dada su rotacion

o salida sobre ¢ miamo  Ademas, se llevaran a cabo programis de computo que
haran facubic ¢l muancjo del volumen de intormacion que se generara a partie del

usa de estas edades

No obstante. se ha considerado importante  describin brevemente  las

opeiones de edades de aseguramicento vy edades fiscales con el objeto de ilustrar

que existen formas altemativas para el manejo de las edades mvolucradas en Ia
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estimacion del modelo de supervivencia, ¥ que la eleceion de alguna de ellas, tal
como se menciond. dependera de la naturaleza del estudio, asi como de la
aluacion de los

disponibilidad y manejo de la informacion requerida para la ev

estimadores actuariales.

4.2.1 EDADES DF ASEGURAMIENTO

Esta alternativa de asignacion de edades se usa comiunmente en las compaiias

ase

wadoras, yva que utihiza edades enteras en vez de las edades reales a Ia ocurtencia

del evento en estudio.

cmpleo de edades de aseguramiento resulta comvemente pari las

aseguradoras en ¢l ealculo de las primas de aquellos individuos que no adquieren sus

polizas a edades enteras, esto es, en una techa distinta al dia de su cumpleanos

La institucion de scenros evita el caleulo de las primas a edades fraccionadas al

utilizar la edad entera hipotética a la fecha de emision de la poliza. Ia cual puede estar

dada de acuerdo al altimo cumpleanos o bien por la cdad del cumpleanos mas cercano.
Sin embargo. en ambos casos la edad de aseguramiento implica una fecha de
nacimicnto hipotetica que sustituye a la real v se caleuln de acuerdo a la edad

hipotética de aseguramiento.

Stoaunade a lo anterior se clige un periodo de obsernvacion ue transcuwrra de

aniversano a anversario de las pohzas, el proceso de eshimacion de las probabihidades

de decremento se simplifica considerablemente. dado que se considera una edad entera
A alinicio de la observacion y una cdad entera x + 1, un afo mas tarde. al cerrar

el periodo de observacion.

4.2.2 EDADES FISCALE

La mayor aplicacion de las edades fiscales se cncuentra en estudios que
imolucran a los integrantes de un seguro de prupo. o de un plan de pensiones.

siempre que se involucra una techa de aniversario.



En efecto. en el caso particular de un grupo de individuos que se encuentra
cubierto por un plan de pensiones. existe una fecha de aniversario del plan que
puede ser lamada fecha de valuaciin del plan de pensiones. Esta puede definirse
como la fecha fiscal (fecha T) en la que resulta necesario calcular, entre otros
valores financieros, el valor presente de los bencficios acumulados y et costo
normal del plan bajo algin método de tinanciamiento determinado’: ¢l término ha
sido adoptado para indicar que Ia fecha T es la fecha terminal del ano fiscal de la

empresa que establece ¢l esquemna de pensiones

Asi, una vez introducido el concepto de techa fiscal -techa T- puede

les a

enunciarse  que  tradivionalmente suclen  denominarse como edades  f
aquellas cdades cnreras de tos miembros del grupo en dicha fecha fiscal, fas cuales
rse como  la edad del Olumo cumpleanios o bien la del

puceden determir

cumpleantos muis proxnmao.

Uina vez obtenidas fas cdades fiscales para ¢ gropo de estudio, con base en
Ia fecha T pucde calcutarse una techa hipotetica de nacimiento para cada persona
en el plan a waves de la diferencia entre el ane calendartio de la techa fiscal v la

edad fiscal enteru

ario del plan es la misma fecha para

Bajo Ia condicion de que el anivers

todas las personas (e lo. de encro de cada uno 1

caly ¢l uso de edades tiscales

s del

presenta ventajas sebre ol uso de lax edades exactas en todas aquellas persona
grupo de estudio que alcanzan edades enteras o una misma fecha (aspecto practico

del uso de edades enterasy  Bsto, aunado a I eleceiéon natural de un periodo de

observacion que transcurra desde Ia fecha T oen un cicrto afio a Ia fecha T un afo
despuds. resulta muoy conveniente va que todos los micmbros del plan entran a una
edad entera cuando ol periodo de observacion abre yvo similarmente, tendran

también una edad entera programada de terminacion un ano mas tarde

P Se denomma Métado de Finanaanuento al sistaina ordenado de astgiacion de costos a cadn unidad de
trcmpo




4.2.3 EDADES REALES

En este tercer caso las fechas reales de nacimicnto, de ingreso al grupo, de
salida y de rotacion se wtilizan en el cileulo de los estitmadores de las probabilidades
de decremento para cada uno de los individuos ivolucrados.

En funcion a estas fechas, asi como a las relatvas al inicio y ténmino det
periodo de observacion, se determinan las edades exactas asociadas a sus eventos,
cuya aproximacion puede caleularse en forma sencitla como afos decimales a través
del uso de una tabla de dias del ano, (Ver seccion 4.4.1)

En funcion a las edades decimales se asigna un vector v, a cada uno de los

individuos bajo estudio. que se define como:

v [C )]
donde

¥, representa la edad del individuo at imicio de la observacion

=, es la edad programada al cerrar la observacion

a, es la edad a la que ¢l empleado abandona el grupo por rotacion

o, es Ia edad a fa que el empleado abandona el grupo por salida

De lo anterior resalta claro que si 6, -- 0 entonces ¢} individuo no rotd, y
en forma analoga si ¢, O entonces tampoco saliéd por caus distinta a Ia

rotacion durante el periodo de tiempo que ¢l grupo se encomro bajo observacion.

Posteriormente. en funcion al vector v, se calculan los  vectores de

duracion. los cuales se definiran de aqui en adelante como 1, .y evaluaran la

contribucion de ia -dsima persona ol intervalo (o -+ l]. En otras palabras, el

vector «, . contiene los valores que relacionan las edades del vector v, con el

intervalo (x, v+ I] de acuerdo a la duracion traccional con respecto al mismo.

Este vector se define como:
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donde

m; es la fraccion del intervalo en la que el i-ésime individuo entra al
grupo

n, es la fraccion a la que terminaria su observacion dado que finaliza el
periodo de observacion

>, es la fraccton en la que ¢l individuo rota

A, es la fraccion en b que el individuo sale

No obstante. cabe citar que a pesar de que un micmbro del grupo puede
estar programado para contribuir v un intervalo, bien pucede no hacerlo al no rotar
ni salir en esce intervalo.

Por otra parte. es importante notar gque el namero observado de individuos
que rotan o (vLy + I]_ estara dado por ¢l namero de vectores para los cuales

¥, - 0.

Una vez obtenides los vectores v, v 4, . puede procederse a evaluar los

estimadores buscados.

4.2.4 TECNICA DE AGRUPACIONES

En ocasiones. con el objeto de simplicar ¢l proceso de estimacion de las
probabilidades de decremento. puede aplicarse alguna técnica de agrupacion de

edades.

Esta técnica podria ceasistr en sustituir, para los individuos bajo estudio, sus
edades exactas de ocurrencia de un evento de interds, por una misma edad promedio,
lo cual facilita el uso de una edad disunta para cada uno de los individuos. En otras
palabras, podria remplacarse o conjunto de cdades de ingreso al pertodo de
observacion (v, v+ I]. Y, s por 3, = x - 1020 o cual representa agrupar las edades

de entrada al estudio por una cdad no entera asociada al altimao cumpleafios.



Ouo cjemplo de agrupaciones seria sustituir la edad real de ocurrencia del
cvento por la edad entéra que alcanzaria ¢l individuo en el aio calendano en el cual el
evento ocwire. Esta edad os Mwnada edad calendario) v puede sustituir varias edades

fraccionadas, por lo que se asume que los eventos ocurten en los limites de los

R 2 X . .
intervalos® sobre tos que se s estimaciones, lo cual constituye una alternativa

de cilculo para los vectores v o1, que reduce significativaanente el trabajo de

estimacian.

4.3 EVALUACION DEL MODELO DE ROTACION

4.3.1 CARACTERISTICAS DEL. MODELO ACTUARIAL DE
SUPERVIVENCIA DE ROTACION

De acuerdo a los clementos de la teoria de los modelos actuarniales de
supervivencia que han sido de

critos en los capitulos anteriores, Ins caracteristicas
del modelo de rotacion. objeto de estudio del presente proyvecto, pucden resumirse
en los siguientes puntos:

1. Es un modclo actuarial de supervivencia univariado. cayva variable

aleatoria de interds s la cdad de Tos individuos obscervados

tJ

El modcelo constituye un esquema de tipo tabular, ¢sto es. no definido a
partir de una funcion parametrica relacionada con la variable aleatoria en
estudio (lu cdad). sine detinido a partie de una tabla de probabilidades
puntuales de decremento de rotacion asociadas en forma univoca a cada
una de las cdades onteras entre 15 v 00 anos. Donde, 15 ¢s la edad
minima con que un andividueo pucde unirse al stams laboral v 60
representa la edad maxima a la cual b cmpleado pucde contribuir al

modelo con sn experiencia de rotacion, salida o permancencia en el grupo.

Despues de esta edad =c considera que e} muiembro se jubila oactira por
edad avanzada., por lo gue bajo esta hipotesis a edades mayores de 60

afios ¢l individuo no torma parte del status laboral activo,

< Nolese que bape estas condiciones o esumador do momentos e redoce s sar eeuaadan basicit, caso

espectil A dosarito en Ta sccion 3 2L



3. El modelo presenta un disefio del estudio de tipo transversal, dade que
las unidades bajo observacion seran estudiadas solamente durante un
periodo de tiempo determinado, aun cuando el grupo no se haya
extinguido en su totalidad, testudio con datos incompletos).

El modelo contempla un grupo no cerrado, pues la existencia de nuevos
entrantes al estudio durante ¢l periodo de observacion sera penmnitida y
estudiada.

4.3.2 DEFINICION DFEL INICIO Y TERMINO DEL

PERIODO DE
OBSERVACION

Ahora bien, es necesanio definir las fechas de inicio v término del periodo
de observacion de las unidades en estudio. estas fechas transcurren para ¢l modelo

de rotacion del 1o, de enero de 1990 al 31 de dicicibre de 1999,

Por lo antenior. durante dicho periodo se o res

izara  un  analisis  del
comportamiento de la poblacion de empleados gque se encuentra en un status
laboral al lo. de enero de 19900 asi como de aquellos individuos que se unicron al
grupo durante el transcurso del periodo de obsernvacion

L.a edad en que el i-évomo mdividuo indein su observacion, v, . se caleulara
con base en fa fecha real de nacimiento. la fecha de inicio del periodo de
observacion v la fecha de ingreso al grupo bajo observacion.




1.3.3 DETERMINACION DE L.OS VECTORES v, ¥

.

Sc cuenta con una base de datos de empleados para cada uno de los cinco
anos considerados dentro del periodo de observacion, lo que genera un total de
243,035 observaciones.

deci

. en promedio se estudiaron 48,607 individuos
durante el transcurso de cada afio.

e de datos cuent

La b; con la informacion basica de cada trabajador pa
el caleulo del vector de edades v, - [_\'

£ (,‘)I], cn funcion del cual pueden

construirse los vectores 1, | [nl,, [ »\,] siempre que la contribucion del -

¢ximo individuo al intervalo de estimacion esté definida.

Cabe hacer notar que un individuo del grupo puede contribuir a mas de un
intervalo de edades (x.x + l]_ dependiendo tanto de la edad a la que inicie su

observacion como del namero de ahos que comprenda ¢f pertodo de observacion

Por cjemplo. suponpase gque se o realiza un estudio cuyvo  periodo de
observacion comresponde del 1o, de enero de 1991 al 31 de diciembre de 1993, v se
tience que el -dvimo micmbto del grupo tiene al inicio de la observacion  edad
A, = 35.5 anos. Bsto representa que ¢l individuo esta programado para contribnar a

los intervialos de edades (3536 (36,371 v (37.38]).

Posteriormente. con base en Ia informacion obtenida de fos vectores v,y
u, . para cada edad X de la tabla de rotacion se caleula de manera independiente

cl nimero de vectores para los cuales 37, BRI N - 0. Obwenidndose asi, el
numero real obsemvado tanto de individuos que rotan en el intervalo (x,x + l]

como de individuos que salen en el mismo

Finalmente, tal como se explica en la siguiente s

ceion se cuantifica el
tiempo programado de exposicion para cada intervalo de edad (:(,.\'+l]. en

térnminos de la exposicion que cada individuo experimento durante el mismo.

»



1.3.4 CALCULO DEL TIEMPO DE EXPOSICION PROGRAMADA
Tal coma se establecio en el capitulo tres (seccion 3.2.1.2). las tormulas del
estimador de momentos involucran el tiempo de exposicion programada al riesgo.
Asi. en términos de los valores de tos vectores 1, es facit caleular dicho
tiempo de exposicion para cada una de las edades definidas en el modetlo tabular.

La suma de la exposicion programada para cada uno de los individuos que
on total asociada a dicho

contribuyen al intervalo (.r,.r+l] seria la expos

intervalo, esto es, de acuerdo a Ia formula (3.15)

4

VW DRV AR (21, ~= o, } (4.3)

donde 721, constituye ¢l namere de individuos que contribuyen al intervalo

(x,x+ I].

A partir de este punto. y con base en los elementos técnicos proporcionados

puede procederse a evaluar los estimadores de rotacién.




4.4 CASO PRACTICO
4.4.1 PROBABILIDADES DEPENDIENTES DE DECREMENTO

Para llevar a cabo la estimacion de las probabilidades de rotacion se
realizaron programas de computo que se muestran al final de este estudio, a través
de los cuales se evaluaron los estimadores de momentos.

No obstante, para cfectos de ejemplificar de manera sencilla ¢l conjunto de
pasos a seguir en la aplicacion del método de momentos. para la obtencion del
modelo tabular de rotacion, a continuacion se ilustra dicho proceso considerando
la informacion de scis de los empleados de la base original de datos.

Supoéngase que se tenen los siguientes datos para seis individuos que
pertenecen a un status laboral determinado, v que ¢l periodo de observacion
transcurre del 1o, de enero de 1991 al 1o, de enero de 1993

Individuo Fecha de Fecha de Fecha de Fecha de
Nacimiento Ingreso Roatacion Salida

1 1/05/55 1/01/87 1710792 -
2 3/08/55 10190 - 15/09/91
3 24/12/55 1/01/89 - -
4 30/11/55 1701791 16/03793 -
5 22/06/56 1/01/91 - 14/1 1/90
[ 17/02/56 1/01/01 25/01/92 -

En funcion a la siguiente tabla de dias del aito.



Tabla de Dias del Aifio para Convertir a Fechas Decimales

Dia Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Nov Dic
1 1 32 60 91 121 152 182 213 305 335
2 2 33 ol a2 122 153 183 214 306 336
3 3 34 62 a3 123 154 184 215 307 337
4 4 35 63 94 124 155 185 216 308 338
s s 36 64 95 125 156 186 217 309 339
6 o 37 65 96 126 157 187 218 310 340
7 7 38 e} o7 127 158 188 219 311 341
8 -3 39 67 ag 128 150 189 312 342
9 9 40 68 99 129 160 190 3t3 343
10 10 41 69 100 130 1o} 191 314 344
1t 1 42 70 101 131 162 192 315 345
12 12 a3 71 102 132 163 193 3o 340
13 i3 33 72 103 133 1o 194 37 347
14 14 45 73 104 133 165 105 318 348
15 15 16 74 105 135 160 190 319 349
16 16 47 75 106 136 167 197 320 350
17 17 48 70 107 137 168 198 351
18 18 49 77 108 138 1e9 199 352
19 19 50 78 109 139 170 200 353

20 S1 79 110 1410 171 201 354

2 52 80 m I3 172 202 355

22 83 S1 112 14z 173 203 234 B 356

23 54 82 1A 143 174 2041 238 2066 296 357

24 243 S5 83 (R 144 175 205 230 267 297 358

25 2= So 84 115 1as 170 206 237 268 298 359

26 26 =7 85 1165 306 177 207 238 269 299 K 360

27 R RO 117 147 178 208 239 70 200 331 361
8 59 87 118 148 179 209 240 271 30t 332 362

29 29 838 1o 149 180 210 241 272 302 333 363

30 30 89 120 150 81 211 242 303 334 364

31 31 a0 51 212 243 304 365
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pueden convertirse las fechas en anos decimales. por ejemplo para determinar 1a
fecha de nacimiento decimal del individuo niimero uno. se tomaria que el dia lo.
de mayo corresponde il din niimero 121 del ano para un afo no bisiesto como
1955, por lo que 1a fecha de nacimiento seria.

Fecha Decimal de Nucimiento = 1955 + (121/365) = 1955.3315

en forma aniloga 1a tfecha de rotacion estaria dada por

Fecha Decimal de Rotacién = 1992 + (274/366) = 1992.7486

Dado que. al iniciar el periodo de observacion el individuo 1 ya pertenece al
grupo de observacion, estara programado que permanezca en €l hasta que el
periodo cierte, asi una vez calculados las siguientes fechas

Fecha Decimal de Inicio del P.O. = 1991 + (1/365) = 1991.0027
Fecha Decimal de Término del P.O. = 1994 + (1/365) = 1994.0027
los valores del vector de cdades v = [‘\'l.zl. 4. z,‘n] pucden determinarse.
3= 1991.0027 - 1955.3315 = 35.6712
o = 19940027 - 19553315 ~ 38.6712
Gy = 1992.7486 - 1955.3315 = 37.4171

éo= 0

por lo que,




v o= [ 3507, 3867, 3741, 0]

y puede deducirse que el individuo 1 estara programado para contribuir a los
intervalos de edades (33,36], (36.371. (37.38] ¥ (38.39].

La contribucion al intervalo (35,36} .en términos del vector de duracion
estaria definida por

35.67 - 35 = 0.67, fraccion ded

afo en gque entra al intervalo
1, = 1 dado que esta programado ha permanecer en el grupo hasta edad
38.67, se contempla que permanczea durante todo el intervalo
(35,361
¥, = O pues novota en ¢l intervalo (35.36]
N, =

0 pues no sale en el intervalo (35.36])
por lo que,

s = [ 067 .1.0.0]
siguiendo el mismo procedimiento pueden obtenerse

[T [0.1_()‘0]

ML = {01,041, 0]

Puesto que el individuo rota en el intervalo (37,38], ya no es necesario
calcular el vector (38.39] pues no se encuentra expuesto al ricsgo en tal intervalo.



De la misma manera puede calcularse la informacién para los demas
individuos, la cual seria para los vectores 4, 15

individuo v, =, o, &, - e, ”n, 7. 'S
1 3567 37.12 37.42 0.00 0.67 1.00 0.00 0.00
2 3541 38.41 0.00 36.12 0.41 {.00 0.00 0.00
3 35.02 3802 0.00 0 00 0.02 1.00 0.00 0.00
-3 35.09 38.09 37.29 0 00 .09 1 G0 .00 0 00
5 34.90 37 vo 000 35.82 0.00 1.00 0.00 082
© 34 .87 37 87 3594 0 00 O 00 1.00 0 94 0.00

para los vectores 1, 5,

Individuo v, =, a, &, ”, " >, K,
1 3567 3712 3742 [eyale] 0 00 100 0 00 [eNsle]
2 35 41 38 31 000 3612 00 100 000 01z
3 3502 3R 02 O Qo 0 a0 .00 1.00 0 00 000
4 35.09 38.00 37249 [SRTle] 0.00 1.00 0.00 0.00
s 34 90 37 96 0oV 3582 V.00 .00 0.00 082
[ 34.87 37 87 3504 Q.00 0.00 t.00 [S30e] 0.00
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para los vectores 14 34
Individuo hZ = 23 @, m, n, 7. A,
1 35.67 3712 37.42 0.00 0.00 §.00 0.42 0.00
2 3541 38.41 0.00 36.12 .00 1.00 0.00 0.00
3 35.02 g0z 0.00 0.00 0 00 1 00 0.00 0.00
4 35.09 38 09 3720 000 0,00 1 00 029 0.00
5 34.96 3790 00 3582 0 00 096 0.00 0.00
6 34.87 37 87 35941 0 00 000 087 0.00 0.00
para los vectores 1, iz
Individuo Y = o, P ” 2 7 IS
{ 3567 3712 37 42 000 000 067 O Q0 0 00
2 3541 38441 0.00 36 12 000 031 0 0o 0 o0
3 3502 I8 02 00 000 0 oo G 02 0 00 0 00
4 35.00 38 09 3729 000 [ s18] 0 09 0 0o 0 Lo
5 34.96 37 96 .00 35 R2 O 06 O 06 a.00 0.00
G 3487 37.87 3594 0 Q0 00 087 0 00 000
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De los vectores anteriores pueden calcularse las tasas de decremento tanto
para el evento de rotacion como del de salida, asi

X TPE ‘I(Y” q(rv)
33 1 H 481 021 621
36 Q 1 60U 0.06 017
37 2 3] 583 0 33 0.00
3% (4 O 119 000 .00

4.4.2 TASAS INDEPENDIENTES DE DECREDML

TO

Lina v

z obtenidas las probabilidades dependientes de decremento para cada
edad bajo estudio, se procede a convertitlas a tasas independientes de decremento,
tambidén Damadas rasas ahsoduias o probabilidades netas de decremernto

Cste procodimiento usualmente se fleva a cabo a traves de métodos de
aproximacion a partir de la infonnacion revetada en la tabla de decrementos
muiltiples, es dectr, agquella que mucesira fas probabibidades dependientes.

Las  tormulas  wadicionales pucden

obtenerse o partir del
arpumento. En ouna tabla de

siguiente
decremento anico ¢l nuamera de mndividuos que
alcanzan una cierta edad x . muluplicado por a wsa de decremento a dicha edad.
proporciona ¢l numero de miembros gque fracusan a cdad L e el g, - [o=dd

v ~
Por otre lado, en una tabla de decrementos muitiples s la probabilidad de

Lk 18 . &
decremento 7 se multiplica por /4770 el resultado que se obtiene para D es

mayor al nimero de individuos que fracasan dado que algunos de los 7577 no se

durante todo el ano debido a
acasaron por alguna de las otras causas involucradas en el estudio.

cncuentran eapuestos a la causa de decrementa (&)
que t




Asi. el namero de individuos que dejan el grupo durante el afio por atras
causas esta dado por r/:,./.' - :/:‘ ' . v puede denotarse por L/_:A_k) . 8i se asume que
estos individuos estan expuestos a la causa (k) en promedio la mitad de un aino
antes de fracasar, la disminucion en el namero de individuos expuestos puede
expresarse como (17 -

Bajo ¢ste supuesto la tasa 1[;.”‘ >, multiplicada por el promedio de expuestos
aedad x, li.r) — (s -dUR | arrajaria al valor de ¢ es decir,
g - 1D — Gy dERY = S 4.4)
k)
*) 174
q' = e 4.5)
x I — iy -dR
(€3]
k) s
© - =5 @.6)
— a2y gy
. -k) (&0 (€]
donde g{™* = ¢{"’ — g

En el caso particular del modelo que se pretende estimar en este trabajo
bajo un ambiente de doble decremento, las formulas resultantes para las tasas
absolutas de rotacion y salida serian, respectivamente

Wy

‘s (4.6)

Wy Y
= T e oy 4.7
— s gy

o

o0




Si se aplican estas expresiones a las probabilidades de decremento de
rotacion ilustradas en el caso practico de la seccidn anterior, podria obtenerse por
ejemplo que la tasa absoluta de rotacion para edad 35 estaria dada por

)
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En forma alternativa pucden emplearse otras {érmmulas construidas a partir
de hipotesis matematicas mas tonmales. por cjemplo, puede suponerse que el

namero de fracasos asociados a cada decremento se distribuye uniformemente
sobre el intervalo de edad en estudio’.

4.4.3 TASAS Y PROBABILIDADES

DE DECREMENTO DEL MODELO
TABULAR DE ROTACION

Los resultados obtenidos en ¢l proceso de estimacton del modelo tabular de

rotaciodn a través de la metodologia descrita hasta este momento v obtenidos a

partir de los programas de computo desarvollados para lograr las estimaciones
deseadas son los siguientes: .

' Si el lector se interesa e ¢l estudia de csta alternativa pucde dirigirse a Jordan. op. cir. Capitulo 14,

[}



Probabilidades Dependicntes

Tasas independientes

Edad Rutacion Salida Rotacion Salida Edad
LS 00.000 00 000 00 00V 00.000 15
16 303 338 to BR2 205916 19.865 16
17 234 703 26 ORS 237.867 29.554 17
18 248.547 77.069 258.509 88.006 18
19 201.397 63.509 273.210 74336 19
20 261 900 69 592 271.341 80.078 20
21 243 015 67.233 251 369 76.532 21
22 230.577 72 0691 239273 82.104 22
23 176 185 S7.495 181.400 63 049 23
23 142 518 48293 145,830 51.993 24
25 150.98% 45 043 154 367 48.721 25

163 571 52576 167.987 57 200 26
180.276 65342 186.365 71.815 2
187 028 61.055 192917 67 353 28
162.841 56 159 167 546 61137 29
118 765 42 087 121 318 34 7443 3
125 050 43 690 127 843 1o 6O-Y 31
48.731 117.452 51.693 32
40028 96 198 42 008 33
30919 tat 934 42 01R 34
37.271 97 KRS 39 143 35
36561 110 28RS 38 63 30
37 250 101 286 39 149s 3
38 800 845 37 L3 3
3390 3 O8] 160 418 39
32037 739 33106 30
38 350 109 RIS VRS a1
39 090 425 GO 162 a2
393843 437 20 SRo 43
EIN. & K] 276 S0 500 EE
48 585 290 49 987 435
53 Tex ooz S5 6 B
55 380 S8 jo2 RO 47
T 248 43 043 N0 920 B3
0V 330 73 509 71 UN7 B
©d O07 T 113 67 163 78,6053 30
G2 302 RO 727 63 020 83 327 S|
8210 sS4 984 O 010 (33 -3 52
32534 82 HRO A.3 R2L 85210 53
48 300 70 334 SO {50 72 190 53
37 12¢ 87 474 59 739 Q0040 S5
400693 874031 42 548 B8R B3I 30
234578 Ov 330 S 362 70 303 57
27 O=2 RO 528 38 788 of 2R S8
11 894 Q6973 12 500 97583 59
CO 000 D0_D00 00 000 N0 000 60
Nota

Fodas las cifras se encuentran expresadas en miles



CAPITULO V

GRADUACION DEL MODE

O TABULAR DE ROTACION

5.1 INTRODUCCION

En el capitule anterior se desarrollé ¢l caso prictico para la construccion del
modelo tabular de rotacion, obteniéndose asi una tasa de rotacion  (tasa
independiente) para cada una de las edades entre 15 y 60 afos. Sin embargo. aim
cuando el proceso de estimacion del modelo no ha sido concluido, pueden
puntualizarse dos observaciones en relacion al modeio hasta aqui desarrollado.

1. La tabla de rotacion sc construvo o partir de un  conjunto de
observaciones del fenomeno original gue se pretende estimar, por o que
s6lo proporciona alguna informacion preliminar sobre ¢l modelo

2. Esta estimacion intcial forma una sccuencia irregular de valores o
estimaciones iniciales.

Por lo que es necesario revisa

O ajustar estias estimaciones iniciales con el
objeto de mejorar ¢l modelo v top
estudio.

ar una mejor representacion del fenomeno bajo

Este proceso de revision voajuste se conoce como graduacion, voosernd

gjemplificado on este capitulo como aplicar dicha tecnica a puestra estimacion
inicial. Resulta conveniente aclarar que no se nene por objeto hacer un andlisis
profundo vy detallado de tas téonieas de graduacion, por 1o gue simplemente se
expondran de forma general alpunos conceptos basicos antes de la aplicacion del
meétodo de Whittaker - Flenderson!

' Sicl lector esti anteress
L1 obra de

do on profundisar en of Contvimnento del procesoe de graduicion. pucde consultar
K London Ciretuation Fins revision of estonates. ACTEN Publications, 1985,




5.2 DEFINICION DE GRADUACION

Uno de los temas mas importantes de la ciencia actuarial es Ia construcceion
. rotacion, etc)) a

de modelos de supervivencia (tablas de monalidad, invalide:
partir de los cuales el actuario puede realizar calculos de primas de seguros,
reservas, anualidades, fondos de pensiones, cte.

El primer paso para la construccion de este modelo fue completado en los
cuatro ¢capitulos anteriores de este trabajo. Es decir. se Heve a cabo un estudio

basado en la expenencia de un grupo bajo observacion, que produjo una tabla de

tasas de rotacion para un conjunto de edades especiticas.

Estos datos observados constituyen una representacion inicial de una ley o
paton de rotacion. a partir de los cuales puede iniciarse la segunda fase para la
construccion del modelo, llamada graduacion. Por lo que se emprendera una
revision sistematica de los datos iniciales con la intencion de mejorar el modelo
como una representacion del patron desconocido de rotacion, con respecto a aquél

dado por los datos iniciales por si mismos

El proceso de graduacion ha sido definido por muchos autores. Miller
describe graduncion como

“el proceso de obtencr, o parnr de una serie wrregular de valores
ohservados de wuna variable connnua, una seric regular y suave de valores
e searn consiNtentes con la scrie de valores obscervados en una forma

aeneral -2
o - 3
Segun lo establece London .

Yesta definicion de Miller, define al proceso de graduacion mdas alla Jde la
sion de Crevisar los daros iniciales T en dos pusttos

simple  anstruc

IPOriarices.

SNGler. MU D Flements of Graduation. New York: Actuarial Society of America and American Institute
of Achtarics. 1936 Pigina 2

X
tondou. ap oL p. |

[



Primero, Ailler sugicre gue los valores revisados no deben desviarse
demasicddo  de Jos valores abscrvados originales, Exia consideracion,
referida come capuste. s nnd caradteristuca descable cn el procese de

sracduacicn,

Mas significanve s que la desceripersn do Miller asume clarameeme que la
leyv o patran bajo extadio es suave, regular v contoneag. Y ova que el obpetive

general e el proceso de graduacion es ool rovesar los valores observadaos

para producie wia Cmcior” representacion de lea e o pateain bejo estudie,
la hipotesis de Adler acerca de la natraleza deoral leyv da v sentido de

dircecian mas definedo en ol proceso de revision.

graduacion consiste en

La implicacion de la definicion de Niller, es que la

suavizar los datos observados (estimaciones iniciales) manteniendo cierto grado de

stendo ¢

ajuslc a ellos to técnicamente Correcto, pero no suficiente.

El objetivo real de la graduacion  es el obtener ¢l mas probable

comportamicnto del tenomeno bajo estudio que prevalece en la poblacion. Es

ales que se

decir. hasta este punto anicamente s¢ ticene una seric de tasas inic
obruvicron a partir de un conjunto himitado de observaciones. con las cuales se

deben estinar las tasas reales de rotacion desconocidas. Patonees, con el pioceso

estimar, u obtencer una representacion de la serie de tasas

de graduacion se buse
reales de rotacion, que se oasume dJdicron origen a la osere nregular de o tasas

obscervads

S,

Es importante reconocer que cada valor (asa) observado es realmente una

itente en la poblacion. L.

I desconocido prevale

estumacion del valor

estimacion se obtuvo aplicando ¢l proceso estadistico de estimacion conocido con
el nombre de “Netodo de Momentos™, a las datos de una mucestra obtenida de la

aduacton, s¢ revisara esta estimacion

poblacion bajo estudio. Y por inedio de la

inicial para producir una estimacion royvisada (aungie atan una estimacion) de los

valores que sc¢ interesa conocer,



5.2.1 LA NATURALEZA ESPECIAL DE LA GRADUACION

En este momento podrian surgiv un par de preguntas: Si la secuencia de
estimaciones miciales se obtuvo a traves de un proceso estadistico de estimacian:

JPor qué se quiere realizar una vevision de ellas? (Por qué no se consideran estas
estimaciones iniciales como la “mejor™ estimacion de los valores desconocidos que

se desean estimar?

de los datos por si mismos,

La respuesta radica en Ta natuwale

CCada estimacion pretad os oun clemenro de e clase particidar de
secuencia en fa cual se o sospechia existe ona fierte relacian crire los
elementos dde L secnucncia, Faovisea Jdooeso, a0 todas 1Ay secuenciaes Jde
numeros son candidatas para sraduarse. Nolo o ciertoy upos Jde o dasos son
compatibles para graduarse, a saber aguellas series para las cuales se cree

o
fos do la secuencnt

que cxistern Crelactones cnire fos clermer

Owo  autor que ha escito sobre praduacion,  Elphinstone,  al  tratar
especificamente con tasas de monalidad, tambien justificd la graduacion con la
hipotesis de que existen reluciones entre tasas cobindantes, v que si no se pretende
reflejar tales relaciones, entonces  os Incorrecto aplicar cualquier proceso de
eraduacion: ¢ incluso Elphinstone llego a establecer que b teona de fa praduacion

era la teorin de refaciones entre tasas adyacent

Esta oy la razon por la que es necesario revisar Lo scecuenaia obtemda de
estimaciones inchoes
independientemente de cada uno de Jos otros elementos. es decir. smeoel

In muchos casos cada elemento en la secuencia se obiuno

ywocimiento de la Urelacion entre tasas colindantes™. Y solamente al graduar

rece
estas estimaciones iniciales. se reconocen v reflejan dichas relaciones en las
estimaciones revisadas,

tonar que se estd tratando con el conocimiento (0 quizi

necesario retle
on la creencia) que se tiene sobre la naturaleza de la secuencia en

Ié

simplemente ¢

Yihid pd
TEplunsone. M DOW Nuimeazieny wnd Noae Other Metipods of Ciroduation S Fousdatons o Theore,

TEA 1951 p 18
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considery

cion, ya que tal conocimiento ¢s independiente de

la informacion
contenida en las estimaciones inic

les. En otras palabras, se esta hablando sobr
el conocimiento que se tiene antes de que se obtengan 1

s estimaciones iniciales.
Tal conocimiento o creencia es lo que se coanoce en la teoria de graduacion como
QPINIGN o jreicio a priort.

Esta ophucn a prior es lo que separa a la graduacion de otras formas de
estimacion  estadi

stica. En muchos casos, la estimacion

cstadistica se basa
exclusivamente en los datos

obscrvados por si mismos: v por o tanto. las
estimaciones iniciales permanceen como las finales.

Pero c¢n la graduacion,

las estumaciones finales se basan tanio en las
estimaciones iniciales (datos observadosy como en a opondn @ prior que se tiene
de la sucesion en consideracion

S5.2.2 LA SUAVIDAD

La creencia de que las  tasas

de decremiento forman una serie
(regulan). es sin g

suave
ar o dudas ¢l clemento mas importante de jracio g priori que

mas frecuentemente ban unubizado los actuanos ol praduar estas tasas

Ademas de
esta creencia intuntiva, existe una obvia justificacion practica que apoya cl objetivo
de suavizar tas tasas de decremento

Tal como Milter fe establece.

SR actuario esprcra e sus tablas cie morialidad o para ol ocdlenlo de

prorras, factores Jdeoreservas, ancealidades, v odemas Neooose na nada al

sty que fa mortalidad varion de otra 1orma e regid

TV Cortinndine e,
Irrcgularidades caprichosas on las tablas dv cdad a cdad vuacrrwmpen la
progresipr ordenadia Jdeo promas, cte e cued sericn prconsesiente con ol
serrtide coomnnn va que talos cipras deberiar soror

zonablemenre regudares, v

rerrcderian o desperiar i escepticismo compploramente jusiificahle e

“Nler. op cirLp 6

o7



Esta  peticion de  utilizar algin  criterio de  suavizacion se  coavirtio
historicamente en el elemento dominante de oppiion a pricr: (v algunas veces en el
anico) que se atilizo en la graduacion. De hecho, se hacia 1anto hincapié en ésto
que muchas veces se pensaba que “graduar™ v “suavizar” eran sindnimos.

. hace altamente deseable ta inclusion
ctico) en vl proceso de

Finalmente esa justificacion practu

de algin criterio de suavizacion (ya sca edrico o pri
graduicion: ademas de que constutuye el clemento de juiceor a priorr mas obvio,

Justificable y facil de introducir en dicho proceso

STODOS DE GRADUACION

5.3 CLASIFICACION DE LOS M

luacion pocden agruparse en dos grandes grupo

Los métodos de

I. Meétodos de graduacion que tratan con estimaciones miciales en forma

tabular.

Métodos de graduacion para esnmaciones iniciales obtenidas a través de

una funcion. es decir. en forma paramétrica

Dentro  del primer grupo  pueden mencionarse  algunos metodos  en
particular: como ¢l método de romedion Mdvites Ponderados. et cual fue uno de
los primeros en desarrollarse. Su prancipal ventaja es que constitusy e un método de
tacil uso (conveniencia aritmética) To cudd Ie valid mucha populanidad en los anos
antes de la Hegada de las compuatadoras, sin embaggeo, actuahimente su uso ha

dismmuido

Otro metodo de graduacion utthizado en estimaciones miciales en forma
tabular es ¢l método de W /untaker - Flenderson, el cual fue desarrollado por £ T
Whittaker en 1923 v mas tarde Henderson (1924 v 1925) contribuy o a la teoria de
este metodol ¢ hizo una contrbucion significanva al mostrar comeo la teoria podia

ser puestis en praicticn



Este método se encuentra vigente en la actualidad y s muy utilizado por los
actuarios para la graduacién de tablas de supervivencia {(vida. invalidez, rotacion,
etc.).

Finalmente puede citarse un método de reciente desarrollo, pero que tiene
un futuro muy promisorio: la (Graduacion Bavestana, Esta téenica, que se asegura

sera la que reemplace en popularidad a la de Whittaker - Henderson, permite
incluir experiencia previa al reflejar L interrelacion entre tasas colindantes,

Resulta muy conveniente aclarar que mingan método puede verse como

“mejor” o Ccorrecto” en un sentido aniversal. Sin embargo, en ciertas situaciones
un método en particular puede ser preterido sobre otro. Tal clec

guiada, por ciemplo. por ¢l proposito intencional del modelo. En particular, si la

cion puede estar

caracteristica de suavidad es muy importante para ¢l modelo. entonees no son

recomendables i ¢l método de Promedios Moviles Ponderados ni la graduacion

Bay

JEHIRE

ante en la eleccion del mdétodo es la forma v

Hmport

ctor de intluenci

Otro
extension de las estimaciones (datos) imciales
actuariates de mortalidad donde los datos basicos han sido

U'n gjemplo pucde encontrarse en
muchos estudios
reportados en grupos de edad, v para lo cuoal se ha utihzado con mucha frecuencia

un aproximacion a traves de interpolacion

Tambidn s importante el rango de los datos. Sise tiene una secuencia corta
de téminos. el uso de algunos mdétodos. como el de Promedios Maoviles

Ponderados, puede presentar algunos incopyvenientes

Aunque  algunos  métodos  requieren una cantidad  mayor de  caleulos
numdéricos, 1o que en alguna época representd un factor decisivo en la seleceion del
método. en Ia actualidad. con lo avanzado de las computadoras, esta consideracion

no resulta relevante.
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5.4 DESCRIPCION DEL METODO DE WHITFAKER-HENDERSON

La formula biasica de praduascion del método de Whittaker - Henderson

combina lincalmente la suavidad y el ajuste de la siguiente manera:

A= A+ hS
Donde:

= Ajuste

" .
E wo(ve — )"
'

n—z
2

= Suavidacd = Z (A v,
=1

con lo que se obtiene

7 n=z
M=A+hS=>w (v, —u ) + 3 (&v.)?
=t

=
donde:
x El indice que define la secuencia, en este caso la edad.
n El dltimo indice de la secuencia.
u, Las estimaciones iniciales o valores observados.
Ve Las estimaciones revisadas o valores graduados.
W L.a secuencia de ponderaciones usada en la graduacion.
h Constante de sueavidad.
A7 La z-dsuma diferencia progresiva.”

(5.1

(5.2)

(5.3)

(5.4)

T La diferencia progresiva sobre ¢t intervalo N, (no confundir con la constante de suavidad). se denota por

A, .scdefine coto. A, S (VY= J(y = h) — 1 ()

que cuando A = 1
wnird que i o= 1

En particular. st 4 = L.osewndra Af (v = (v =1 - f(v) . Note

se uliliza
solamiente A enives A, Por sinaphicidad. on el resto de esta no!

Entonces. ta sepgunda diferencia, 3 se defline cono
AT = AlAf ] = Al v e D - fen]e A e = D - 0
R N R R PR E R TR S R a3

= e =2 200 = D - X))
Por 1o tanito L A-carma daference

s
(4 AN .
A 7N = f(r*»'-)"tl'l(\'<~£ L e e R L A A S 2]



Asi, el objetivo radica radica en encontrar aquellos valores graduados v,

para x = 1, 2, .., 12, para los cuales se minimiza el valor de Af .

De la ecuacion (5.4) pucden desprenderse algunas observaciones:

Aunque x representa la edad. de tal forma que el rango de edades ira desde

L.
15 hasta 60 ados. por simplicidad cs preterible hacer referencia a la
secuencia de valores desde 1 hasta 22,

2. El parametro = | que establece ¢l grado del polinomio usado como estandar

de suavidad, generalmente es 2. 3, 0 4

3. La secuuncia de ponderaciones w0 son nameros reales positivos.

!

is retativo que se

4. El parimetro A 0 un numero real posttivo, controla el énfas

le daa -0 v .S enla minimizacion de A7

Por otra parte, es postble demostrar que si se asume que {7, que representa
las variables aleatorias con las que se pretende estimar los valores reales (e, 2

son las realizaciones particulares de (7). es una proporcion binomial insesgada

cntonces.
R . (1~ 1
Par((/! ) = ———— (5.5)
",
donde:
1. La sccuencia de valores reales que seran estimados.
”n El tamano de la muestra de edad v

v

Asi. se acostwmbra utilizar el reciproco de a7 ) aproximandola al usar

secuencia de ponderaciones w o, para calceular la medida

Ve en vez de 7. como lp
de que se ha llevado a cabo el proceso de graduacion. Se enfatiza
v este peso en (3.4) antes de determinar v

de ajuste dfosyruds
la palabra despuds, yva que el aal

complicaria demasiado ¢l proceso de minunizacion de A/




Por lo que para hacer w, independiente de v

» Ppodrian utilizarse las
estimaciones iniciales 1, en vez de v

. es decir

W= o

e . 5.6
(1 — 1) =

Finalmente, antes de analizar ¢l proceso de minimizacion de Af . se

analizaran algunas caracteristicas generales del parametro £

i. Claramente cuando /At =0, AN = 0.
Entonces, yva que 1

cuando 1 =

para  cualquier valor de
no puede ser menor que cero, A es minimizado
0. 1o cual implica que v =1, para toda

X . este seria el
caso de no-gruduacion. Asi, en peneral, cuanto /1 se aproxime a 0. v
Q.

s5€

apraxima v opor lo tanto ¢l ajuste se entatiza sobre la suavidad.

Par el contrario, cuando s¢ establece una 4 muy grande. inherentemente
el proceso de minimizacion enfatiza la suavidad de los datos graduados,
por lo que se restringe v, hacia ¢l polinomio de grado

Una vez analizado cada componente de la fonmula basica de graduacion de
Whittaker - Henderson, se desarrollara ¢l proceso de minimizacion de Af
Claramente A7/ es una funcion de los 27 valores desconocidos

Entonces
las v que munimizan A/ es la solucion de las »

ecuaciones que resultan al
igualar a cero las derivadas parciales de A con respecto a cada v .

Sto es

I5i94 .
—- =0, para »
I

[/ (5.7)

>ara la solucion de (5.7) se replanteara AS

en funcion de vectore
matrices, por lo que se denotaran ¢n negritas a esos elementos,

Sean

u el vector de las estimaciones int

iales. v
el vector de las estimaciones revisadas (valores graduados).

-
3



Usando y para denotar la transpuesta de y, se tiene

w=[n....u] v v=[v.....v]
Sea
wi o
W=
(@] A w,

n

una matriz diagonal de n % 22 que contiene la secuencia de ponderaciones. Sea k,
una matriz especial que conticne los coeficientes binomiales de orden =, que
considera el cambio de sipno. tal que el producto k,v es el vector que contiene

los valores de A7y, Asi. si existen 2 valores de v, tal que Vv es un vector de

1= 1, entonces Kk, tendra una dimension de (1 — ) =~ 2.y K, Vv sera un vector de

(11— 2)~ 1, Para comprender claramente lo anterior, se realizara un ejemplo

numerico:

. entonces

1 o-2 o o 07
o 1 -2 1 0 o
ky =
*lo o 1 -2 1 o
0 0 0 1 -2 1

Para un valor impar de =, por ¢cjemplo = = 3 y 7 = 7, entonces

1 3 -3 1 0 0 o0
0 -1 3 -3 1 0 0
k3=lo o0 -1 3 -3 1 o
0O 0 0 -1 3 -3 1



Resulta evidente que los productos kv y k3v producen los valores

descados de Alv, y A'v_ | respectivamente.
Una vez definidos los elementos v. u, w, y k,, de la funcién A7,

establecida en (5.4), puede ser escrita como
Al =(v—-—uYw(v—-u)+ Ak, v)’k,v (5.8)
={(v—-udw(v-—-—u)+/Ahvi(k',Kk,)v (5.9)

ya que el producto y'y produce [a suma de los cuadrados de los elementos de un

vector columana y .

Entonces. el conjunto de ccuaciones establecido en (5.7) pucede producirse y

representarse a traveés de una ccuacion con vectores v matrices, es decir,

(w + k', kv (5.10)
Si se define una nueva matriz ¢ tal que
c=w+hk' Kk, .10
entonces, (5. 10) puede escribirse como
- CY = wu . (5.12)

La ecuacion (5.12) representa un sistema de ecuaciones de matrices que ¢s
posible resolver mediante cualquier método numérice ®

Es posible demostrar que la matriz € es una matriz no-singular. por lo que
o -1 . L . L. Lo
la matriz inversa de €. (€ ') eniste v es anica. Ast, multiplicando ambos términos

. < . Tt X
de la ecuacion (3.12) por la matriz €| se tiene

® Se da por entendido que ¢l dectar se encueitrn fanulinzado con la utitizacion de metodos numericos
para 1 solucion de este ipo de ecunciones



clevy=c " (wu) (5.13)

(e le)yv = ¢ Y(wu) (5.14)

-
i

ciwu)” (5.15)

lo que significa que se habria encontrado la solucion para el sistema de ecuaciones
representadas por (5.7). v por lo wnto, los valores pgraduados v que se pretenden
estimar.

Finalmente, cabe hacer mencion que la solucion de (5.13) puede ser
encontrada {3

cilmente con las herramicentas computacionales de hoy en dia, a
traves de algun lenguaje computacional como ¢l APLY™, o

con la ayvuda de
cualquier sofhvare que mancje matrices como ENCEL.

5.5 APLICACION PRACTICA DEL METODO DE GRADUACION

Uina vez analizados los conceptos basicos de la graduacion, asi como el
desarrollo matematico del método de Whittaker - Henderson, se procedio a aplicar
dicho método a la tabla de rotacion que se estimo en el capitulo anterior.

El proceso de graduacion se desarrolld bajo los sipuientes supuestos:

1. El valor de = uatilizado fuc tres.

“decir, ¢! polinomio con el que se
estan suavizando los datos es de sepundo grado,

2. Los pesos o ponderaciones w . se obtuvieron a navés de (5.6).

“ Recudrdese que el producto de uha matnz por su inversi. s1oes que estit exaste. da como resultado 1a
matriz identidad.

Si cl lector se encucntra interesado en aplicar esic lenguaje
consultar 1 tesis Comparacion emtre {as Teomeas de
CGradiucion Bavestana, con Fpempflificas innes del At
1995, anexo 1V,

gan proceso de praduncion. pucde
Graduacion de Whittaker-Henderson v la
Gubricla Lambarri Vicquer. ENEP Acatlin




3. La constante de suavizacion se designé como A = 243,035 (la suma de
todas las n2.).

4. Las estimaciones iniciales 1, se tomaron a partir de la Tabla de tasas
independientes de rotacion que se muestra en la scecion 4.4.3, v para
evitar la division entre cero al calcular ¢l peso w5, 1a estimacidn inicial

w5 = 0 se remplazo arbitrariamente por ;5 = 1, = 0305916

Los resultados se presentan en la sigaiente tabla. ademas se graficaron las
estimaciones iniciales 2,y las estimaciones revisadas v para poder hacer una

v

comparacion grafica entre clias.
También es necesario puntualizar que todo ¢l proceso de graduacion se

Hevo a cabo mediante ¢l uso de una hoja de caleulo en ENCEL. por asi resultar
practico.
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Tasas Independientes de Rotacion

T

Edad Iniciales Graduzdas Edad
15 0.000 15
16 305910 e
17 17
18 18
19 19
20 20
21 21
22 22
23 23
24 24
285 154 467 25
26 167 987 26
27 186.365 27
28 102917 28
29 167.536 29
30 121.318 30
31 127 843 31
32 1173452 Rl
33 96.198 33
34 101 934 34
35 Q7.485 35
36 110.285 36
37 101 286 37
38 94.845 38
39 83 051 39
40 86 739 -0
B3 R2.109 41
42 54 425 42
43 ©0.437 33
33 67 276 34
385 56.290 45
36 63.002 3G
47 58 162 47
48 33.045 57 524 38
49 73.599 50 800 By
SO 67 163 O] Q63 =0
s ©s.020 02 0oS st
52 6O 010 61 461 52
53 53 829 58 570 =3
53 S0 150 54331 sS4
55 59 739 48 840 bl
bl 42 545 42010 36
57 25 402 34113 87
58 38.78%8 25320 8
59 12500 15 564 2
&0 O 00 0000




Graduacion de 1a Tabla de Rotacian
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CONCLUSIONES

A o fargo del desarvollo del modelo tabular que se construyo en 1a presente
investigacion, pucde concluirse que la esnmacion de un modelo actuari de
supervivencia a parstir de la experiencia observada de algan decremento de interés
para una poblacion. resulta factible stempre gue se cuente tanto con informacion
que haya sido recopilada confiablemente como con una muestra de estudio tal que
el analisis estadistico sea posible de realizar.

Lo anterior se reflere i ue. €8 necesario que exista an sustento estadistico
que permita asumir ¢l mismo patron de comportamiento del fenomeno en estudio
que presenta la muestra para la poblacion en generat de la empresa. Tal sustento
puede obtenerse a través de dos vias, eligiendo un periodo de obsemvacion amplio
(10 afios o mas) y/o seleccionando una muestra de estudio suficientemente grande.
de tal forma que se evite la carencia de informacion para alguna(s) edad(es) dentro
del rango en estudio

El actuario debe considerar estos requisitos como elementos de juicio a
prior siempre que desee emprender la estimacion del patron de comportamicnto
de un fenomeno aleatorio como lo es la rotacion

Desformunadamente, la realidad en nuestro pais es que dificilmente en la
practica se cumplen dichos requisitos. La mayor parte de las empresas no Hevan
registro de Ia informacion requerida para dicho analists, vy aquélias que han
iniciado este  proceso  do  recopilactdn no  cuentan sun con  registros
computarizados. lo que diticulta considerablemente ¢l proceso de estimmacion.

Sin embargo. en aquellos casos en los que se cuente con estadisticas
confiables puede aftrmarse que ¢l uso de un modelo tabular de rotacion estimado a
partir de la experiencia propia de {a empresa, representa la mejor opcion en cuanto
a las hipotesis actuariales, que se asumen en la valuacion actuarial de los pasivos
contingentes de un plan de pensiones.

Con el objeto de no introducir subjetividad al modelo de rotacion. (pérdida
de precision matemnatica en la valuacion actuarial del plan), si no se cuenta con
informacion suficiente que justifigue ¢l proceso de estimacion, podri entonces
aceptarse que se ajuste algin modelo tabular de rotacién existente. Esto puede
lograrse mediante ¢l conocimiento previo de algunos clementos relacionados con
el comportamiento del fendmeno., los cuales pueden ser proporcionados por




personal de la empresa para la cual se realiza la valuacion. antes de la seleccion de
esta hipotesis.

Por otra parte. en relacion a los resulrados numéricos obtenidos a través de
Ia metodologia descrita en este trabajo puede afirmarse lo siguiente:

El tamafio de la muestra poblacional durante el periodo de observacion
seleccionado permitio la realizacion detl anilisis estadistico.

La estimacion intcial de estas tasas presento en algunos casos un
comportamicnto inconsistente con respecto i aquél que dicho fenémeno presenta
en la realidad. Por lo que. se constderd necesario realizar la revision y ajuste de las
mismas a traves de la téenica de graduacion de Whittaker-Henderson.

Este procedimiento resultd en la obtencion de tasas decrecientes de rotacion
que retlej cion de las nusmas entre edades adyacentes
para Ia mayor parte de las cdades bajo estudio.

n de mejor forma la re

De acucerdo al patrdén de rotacion estimado. sioel promedio de edad de la
poblacion oscilara entre los 25 v 33 aitos (poblacidn joven), s¢ obtendria un
porcentaje de rotacion alrededor del 14%0 para un ano dado. ¢l cual puede
considerarse como una rotacion media o media alta; ahora bien. si el promedio de
edad oscilara entre los 35 y 50 anos (poblacion madura), se obtendria una rotacion
promedio alrededor del 824, 1o que representa una rotacion baja o media

Finalmente, consideramos que los temas tratados en la presente tesis deben
ser familiares al actuario, no obstante ¢n el campo profesional nos encontramos
que pocos de ellos fos dominan. Por lo que creemos que la introduccion de
materias que se relacionen con estos topicos resulta necesaria en el proceso de
formacion académica de los estudiantes de actuaria.
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CONSTRUCCION DEL MODELO TASULAR DE ROUTACION

L4LLLALALLALLOS PROCEDIMIENTOS A LOS CUALES SE HACE REFERENCIA EN ESTE
PRy . . AL AUXILIAR DE LIBRERIAS
LELLbLEAEELLIVE SE ANEY

et procedure to acmdOCTd
do g_secup
do prritemp witn =“ACMOGGe, *TITULO 1=, =TITULO 2=

store ctod(® / / ) to f_corte.f_inic.f_fin

xescape - 12
xfuge = = ( readkey (] = xescape or. readkey!() = xescape+256 ) "
store .F. to w_cac

&6E4RELLLLSELECCICN DE PARAMETROS

do while .not. w_rac

@ 5.5 say "FECHA DE CCRTE PARA EDADES: = ger r_corta
@ 7.5 say "FECHA INICTAL DEL PERIODO DE OBSERVACICN:= get f_imc
4 9.5 say "FECHA FINAL DEL PERICUC DE OBSERVACION: = gmt f£_fin
Tead
if sxtuga

close aata

recurn
endit

do g_okay with “E£s correcto ?°

enddo

do g_info with *Seleccionando dAtos. espere por Zavor®

aele 1

use BASEEMP alias emp ASLLLLDASE DE EMPLEADOS

AL&LLLLSELECTION CE PARTICIPANTES

Aac1) /165 »= 1S and:
- &0

set filter to (f_corte-f_:

(f_cortu-f_naci)/36S
sele 2
use wectuix
zap

sele

45 g_info with "Calculands vectores v ¥ u®
a0 top

store 1 to n

2o while not. eoti)

€ say -PARTICIPANTES PROCESADOS:

2
rene:

soN TEL VESTSR

CEFRUTINE




fepla VZ wieh FECOECI{F_FIMN) - FECDECT {F_NACT)
do case

came causasal - - =
Tepla VT wich O
repla VP with O

came caus.

- ==
Tepla VT with FECT™
repla VP with O

o

I (F_SAL) - FECDECI [F_NACT)

fecdecs (F_SAL] - FECDECI (F_NACT)
o

L466LDETERMINACION DEL NUMERO DE VECYTORES A CONTRIBUIR

do case

&RL&SI EL PARTICIPANTE ROTA
. VP <> O

4o c.

-
case {nT(VY) <> VY and Ant(VP) <» VP
NVAC-int (VP] - int (VY] «}

ase int(VY)

<> VY and tnc(VPl = VP
NVAC=int (VP) - 1nt (VY}
case AT (VY) = VY and  inciVE) «» VB
NVAZaine tVP) - int (VY .1

case tnc(VYl = VY and inciVP) - VP

NVAC» 10T (VP) - LnT (VYD
endca

LLLELSI EL PARTICIPANTE SALE PCR OTRA CAUSA
case VT <> 3
Ao cane

came 1nTIVYS <> VY and it (¥T) <> VT
NVAC=1nt (UT) - 1nc «VY) «3
came INT (VY] <> VY and int (VT = VT
HVACa1nt (VT) - ane (VY]
came inTiVY) - VY and

ATV <> VT
NVAC=AAL (VT) -ane {VY) o2
case 1nc (VY1 ~ VY and int (VT e VT
NVAC=1nz (VT - ane (VY1

endcase
KL&LEST Bl PARTICIPANTE PEREMANECE

case VT = = and

ao came

case anTIVY) <> VY and  3nT VIl «» VZ
NVAC=-1nt (V2] - ine (VY +3
case i1AL(VYl <> VY and 1nciVZI) = VI
NVAC-1nc (VI3 -anz tvY
came inTIVY) = VY and  incVZ) <> VI
WVYAC-2AT (V) - anT (VY) +%

came inmiVY) = VY and inTvZ) o= VZ
MUACeIAT IVI) -0t (VYY)
endcase
endcase

LERAZGINERATION CE LOS VECTCHES UIX

wen a1
WXeanE VYD
40 while wun «e NVAC

ster= zesnoll T




A8 Weewx
witea
alse
WRaVY &K
endrs
Lf WXCUZ AND VI WwXel
WSavZ.ux
elsw
WSa1
endst
4o case
case wI-0
w3eo

case VT>NXed
wIen
andcaae
do caems
e

 VPaQ

wx-a
case WX<VP and VPesWXel !
MRAYPHX

cape VPsWXe1

wK-O

endcase
sole 2
appe blank
repla recno with rec_ne
Tepla UIXX wich WX
Tepla UIXR with WR
repla UIXS with
repla UIXT

ws
with wy
repla UIXX with WK
nele 1
WXaWX Y3
~wnewwne 1
enada
kip
enddo

do G_INFO wiih “Ordenando vectores Uix por edad, esperer
sele 2
index on

sele 1

UIXX ta veciuix

use ewc:imade
zap
sele T

4o G_INFO wirh *Calculands estimadorss, espere pox favor®
go top

45 while .nco. eottd

atore UIXX to WEDAD

atcze 3 ta WRX,EEXI.WSX,BEXK,WLX
.

18.10 say “PROCESANDD EDAD: =
LIXX~RELAD

sty (WEDAD. 2.2}
4o while




LEXI=EEXT+ (UIXS-UIXR}
andsf
18 UIXK <» Q
HSX=WSXel
EEXK=EEXK+ (UTXS-UIXR)
elae
EEXK=EFXK+ (UIXS-UIXR}
endit
=k1p
enddo
sele 3
appe blank
repla ECAD WITH WEDAD
repla RX with WRX
repla EEXJ with me>EEXT
repla OXR with RX/EEXJ
repla SX with WSX
repla CEXK with m-sEEXXK
repla GX& witn SX/EEXK
repla LX with WLX
sele 2

endado

FUNCTION FECTECT

LLLLLLCONVIERTE UNA FECHA A FECHA DECIMAL

PARA WFECHA
RETURN year IMFECHA} « IWFECHA-Ctod {"31/01/%+nubacrideoc (WFECHA) ,7,2) 11 /365



**sProjrama auxiliar de librerkax

procedure g_setup
set date frencn
woc altermate oft
bell ott
carry off
century off
consols on
datered on
deci ta 10
delimiters off
devics to screen
echo otz
emcape off
oxact off
fieids on
heading off
intensity on

print off
=ec princ to

status off
calk org
unique off
axclusive on

* CLOSE FILES
close databases

* INKEY(] VARIASLES
public K Ctrl_Brk, K_Ctrl_Hom. X_down, X_End, X_Enter, K_Esc. K_P1, K_F3

public K_Fé. X_FS, X_Home, X_laft, K_Pgbn., K_PgUp. X_righc. K_space. K_up
X_ctrl_Brk = 3
X_Ctrl_Wom ~ 2%
x_down - 24
K_Ena ~ 11tlversion() = “dBASE Iv-, 2, &)
X_Encer - 13
x_Esc - 27
x_F1 - s
K_F3 - -2
x_Fa - -2
x_Fs - -
K_Home = 1iftversion() - “dBASE IVe. 26, 1)
x_left -3
X_Pgup - 18
x_Pstn - 2
x_rignt - 4
X_space -2
K_up - s

* CURSCR ¢ONTRCL
public set_rursor
sec_cursor - iversion() - "ABASE IV’ .OT. version() = "FoxPro' .or. version() = SAragon)

. MELD
publiz nmdiz_telp

edst _relp - T &4 crnange edit_help €o .F. £o "lock® the help screens



= ERROR TRAPPING
- on error da ERR with arroc(l,message!)

reaturn

procedure g_info

paramecers mes

_texc

® 0,0 clear to 0,79
® 0.0 say mesw_text - *

return

procedure g_alertc

paramecers mess_text .

if sec_cursor

*  mec cursor off
wnaie
?? ehr(7) && beep the spaaker.

® 0.0 clear to 0,79
® 0.0 say mess_text - ..
met console off

wait -t

sec console on

if set_cursor

et curmor on
endie
&« 0,0 clear o 0.7%

return

procedure g_okay

paramecers Quescion, answer

private 1 es, done

® 23,9 clear to 23,79

18 _yes + answer

+ loop arcund until they choose an aption
done - .F.
do wnile .T.
@ 23,0 say guescion » = Si  Ho-
12 1s_yes
@ 23.leniquestion) - 2 pay "Siv
wlaw
@ 23.lentquescion) - 7 may “Ha®
wndif

if done
exic

enair

lagchey = O

do while lastkey = 2
lastkey - inkey (!

enddo

do case



case lasckey - X_Enter

-t
a®e lasckey = X_Esc
defaulr choice

~ use tne
is_yes = answer
exit
came lastkey - K_left .or. laackey = K_right .or. lastkey = K_up
« left. right. up, oF down ArTow
im_yes ~ .not. is_yem
uppar (chr(lasckey)) § *SH°

can
fupper (chr (lasckey) )

im_yes -

done -
octhervise

= noc a valid key; s 10op arcund again uncil they gec it right

- rSey

endcase
enddo
answer ~ is_yes
® 23,0 clear to 33,79

recurn
procedure preitemp

PARAMETER XPROG,XTIT:,XTIT2

CLEAR
® 1.0 TO 22,79 DOUBLE

@ 2,01 SAY XPROG
XLONGTIT~LEN (TRIMIXTITLY)

® 2, {80 (XLONGTIT) } /2 SAY XTIT1
XLONGTIT=LEN (TRIM(XTITZ} )

® 03, (80~ (XLONGTIT} 1 /2 SAY XTIT2
® 4,1 TO 4.78 DOUBLE

procedure preecha

® 2,87 SAY TIME(}
® 3,67 SAY DATE({}
RETURN

.or.

lantkey = K_down
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