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INTRODUCCIÓN 

En la valuación actuaria] <le un plan <le pcnsionc:s es ncccs~trio considerar un 
conjunto de supuestos que nos pcnnitan JWC\ c1· la ocurrencia de eventos futuros de 

naturaleza incierta. que intervienen dírcctarncntc cn la t.:srimadOn del costu de 
dicho plan. Ejcrnplos de c.stns cvcntos pueden set· d fallt:cimicnto o la jubilación 
de un participante de un plan de pensiones 

Est~ conjunto de suposiciones que :-e ctn1:-.1<lt:1 an l.!n la valuación dc.:l plan 

son lla1nadas hipútc~is ~11.;tuanalc._,, y se dn:1dL'n en dos g.ranc..k:-. gTUJH's· ba:-.es 

cconó111icas y hases hinmet1·ica~. 

Las b;l:-.es ccd11()1ni-:a" '->1111 :1quclla...; qu1..· penn1t:..·11 detcnn1n:~r el dc-:.arTnlln 

financicro del plan en f1111i..:il)n al n1edi.) L"Conú1nH.:o en torOL) a la crnpresa .-\.!µuno!'> 

~jcrnp1n.s de este tipo de hipúte~1.-, .-..lHl b tasa de 1nkre'->. la tasa ,fL· inílaeil·~11. ]a ta~a 

de incn:1nento salanal )- la t~t."a d,_· llllfHIL".<.t(1.-... 

Por ol1a parte. la:-. ha:-.c-.. hinn1ctr·ic.t'->. t~unh1L·11 IL.un;:idas basvs dc:rnngs~·tfio...:a~. 

son aquella~ que .-..11-...-cn p;:u;:t deti.:nn1n;u· L1 pennallL'll<....'Ía dL· un enlpk·ado L·n un 

statu~ labural. \ :·ti "\l:L e'.<>ta-.. bast:'-> b1011H."·t1 i.:a . ..; :-.t.: :'>ubd1,·1den .::n •.::1ria:-. fuerzas o 

causa~ dt: dL~cn:1nc11t\1 ppr 1.1~ cuah:~ el cn1pkadn puede Lh:ja1 dt.: JH:rtenecc-r al 

gn1po pa1a el .._·ual ~c cun'-'tlluyo d plan de pcnsiuncs. A:o-1. Ct."llllÚnn1ente :o.e 

idl.'."ntifican Ctlllll"l eaus~1~ de dei.:1:.:1ncntll L:1 111(1rtalidad. la irn:ahdt.:z. la 1otac10..·,n 

(SCpar·a.;)l)I\ "\Oh111t;u·i;:1 ll Íll"\PJUJlt;u·ia d.: la C:llpreSa). y e] ri.:tlll) C~1he lT\L"nCiOn~U­

quc de estas causas de dcc1 e1ncnh"l, la fut:rza de rota-.:il"111 r.:s la 1na~ plausible dentro 

de la vida ai..:ti-.. :1 de In:-. i11ti:µn1ntes del plan. por lo t¡ue -'>ll impacto t.•n c:I costo del 

plan de pcns1011r.:~ t:'."- tna~ l1I 

En i:l conte:\.111 di.." la.e;, hqHHes1:-. ;tctuanalcs de un plan t..h; pen:-,.iunes. la hase 

dc111ng1·úfi.;a de tütaCH)ll ¡,:unstitu;.'c la fw:iza <le dcc1c:1ncnto n1á!-. significativa. Esto 

se cit:b1..· a qut.·. de los dt:c1-emt.:1Hos que se consideran en ln valuación del plan, 

gcncn1lmcntc L1 n"ltaciún presenta probabilidades de dccrcn1cnto 1nayores en 



co1nparación con las a~ociadas a las hipútcsis de n1011alidad e invalidez. durante la 

vida activa de los individuos cuhii.:11.ns por el plan. 

Pcw la i1nportancia que dicho dccrc.:mcnto de rotai.:1ón tiene en el contexto 

del costo del plan. cabría espe1~tr un tnaynr interés por su estudio. Sin e1nbargo. los 
u:ahajos que en !\ 1C:'\.ico se han clahora<lo sobre pensio1u:s generalmente 

contentplan tc1na.s tales corno d discfH.) <le un plan de pensiont:s. los n1étodos de 
financimnicnto de c~tos pl<lth::. y el anúlisi~ <le sensibilidad de la~ hipótesis 
actuarialcs. cntn: otros, no nhst~nlle. difi¡,;iln1c11lc al!-!unn dt: c-11os se enfoca al 

c:studio de la rotaciún per .'L' 

Es por ello que en nuestro país. ante la carencia t_k tale:-. estudio~. en la 
tnayoría de las valuacionL·s de esto.s planes -;e utilizan tablas l.'.uya construcción se 

basa en la experiencia de lo~ Estado~ l_111idl1:-. de Aml:n1.:a. n bien rnoddos 

tabuhncs "ajustndos''· ya que al 11u haber tablas Cl.Hl l!::Xpl..'.111.:nL:1a mi:xicana para 
secto1t.:s cspe~1fíl.'.u:-, de la puhL1...:1l111 -.e 1'¡H.1 pnt a_¡u-..tar la" 1.'Xi-.tcntcs 

r\.nte 1a !"ituacinn de:-.L:11ta en el pú11afo p1t.:...:edentL'. ...:un:-.ide1a1nt.1~ 

convenicnti.:: que la:-. L"tnp1c-..a:-. q111..· llL'll<..'tl t111 11l11111.:1u d..: L"tnpleaJo-.. tal que el 

sustento cstadistict' n~~ulh.: factible . .:uentL"ll <.:<'ll un l.'.~tud10 que n:ill..'je -..u nJtación 

a parti1· di..'.' expe1·i1.:nci.:i. p1·np1a. 1~) que pe11nitira. aunado a una ad·:cuada :-.dt:ci.:ion 

de lns detnús vanahlc~ que ->t: 111vu\u..:ian en la ,a\uaunn. uno.1 dl.'tcn11in•1..:1on .. k· 

pasivos y cosll"" 1nú:-. p1ó:-..i1110-., a la 1e<1lidad 

.\.sin11~n1.,_ la c:-.t11nac11111 d..._· d1..::\l;i:-. pe 11habilid,nl~ . .--.. d..._· 1ntaL-llll\ ~1dqllh.:1e gran 

i1nponan1.:1a -..i l.'.~H1<.ide1a111~·" quv , _ _-l .._-p11¡11ntl) d1.: la-. hqH1lL--.,i-.. ~i...:tu.u1al1.:~ L'.-.. 11nu d'--­

lns clc1nentos que d1.·1cnni11<l .....-! 111,d dL· apl,ItacHHIL''> dd plan :-. e11t1c n1as 

próx.ltnas a la n:al11..bd h.--.ultL·n '-.Lt aqud\:1s hqH,t<:...,1S. d1..:hll nn-cl dc ap1.H·ta..:1011cs 

h.:ndc1·:·t a :-.c1 el 1.'1pt1111u 

Pu1· !\)do l~, c-...pul.·:.tn_ 1..._·...,ult~1 lll!L·1 ;..':-.<111le 1 c-..pPTHir.:1· .1 l:t tntcn pµantc. "( 'ó11ll' 

se pued<:: n.:lle_Fll ~llki.:11ada11h:ntc. L'll un•1 t~dil.i. la 1·,1t.1c1nn tk· h)-; p:u1.tl.'.tpdnte~ dt.! 

un plan de pen:-.1uncs·• 1 a fo11na td•Hh.:a de tl.·~pn11detl:L ¡i1ppu:--icit1n h;1-..1c¡¡ de la 

prc~i.:nti..: tc..:.1~. e~ 111i.:d1antc la .._·u11~tn1~..:iú11 de un nHicldo actua11al de ~upe1-v1 .... encia 
qur.: est11111..-• l;1~ pn•h.thd1dad1.:-.; de 1nta..::io11 p~u-a lP:-. intcµrantes di: un plan de 

pen-..inne:-. en pan1i:ula1 :\~t. este tTahajl' ptctcndc ih1-:.t1a1· la n1ctnd0\ogia de 



c-stimación dt: un modelo tabular dt: n."1tación. a travl!s dd un:.ilisis cstadistico del 
compo1'1~1micnto de didll . .l fenótnL"nn. en hase a 1a experiencia real de una t:111prcsa 
que tic..-n..:- estahlccidn al..:'tua\mcnte ll11 plan de pcn!->Í1.)ncs para ~us c1nplcadus 

.:\sitnisni.o. 1.:n11 ..... id.cra1nn" que la cnnstrucc1ón 1..k 111oddos de rotación <lcbt: 
ser parte integral Je \a fonnac1ún prnfe..;,iona\ del actua1·ic1 dedicado a la ranta de 
pcnsiont:s. ya que: una c~ti1naci1.1n adco1ada ch: c:-.h1s 1111.11.kh1~ auntcntarú. el grado 
de veracidad de los rcsultadc1s de: la valuacilin actuanal c.h: los p\anc.:s de pl!nsioncs. 

Estas son alguna~ CPnsider•H.:iones fundarncntales que nos provocaron la 
inquietud por el tctnu, ilnpulsimdonll~ a ahllrda1· el problema n.:specto al cual si: 
elabora la pr!.!scntc invt..·st1gación. 

Finahncntc. es 1nuy 1111p1.111.antt: citar qw •. · ¡_:\ no111hrl.' di.'. la en1prc.:sa para la 
cual se esti1nó el 1nodclo e.le 1·otnciún. el 1·~11nn de la industria al que pertenece. así 
corno la infon:nación d~ pe1·s1.1nal qw: sirvi,·1 c.k base para la c~ti111ación del moddo 
no se 1-evelara en este trabajo por CtH.:stioncs de confidi.:ncialldad. 



CAPITULO 1 

MODELOS ACTl IARIAU::S JJE SUPERVIVENCIA 

1.1 INTROIHlCCIÓ:" 

En este: pri111e1 capítulo, antes dt..· estimar el 1nodclo actuaria! de 

supen.:iYcncia de n1tac1nn ~l" c:-.111di;u;.1 de rnan..:ra general la naturaleza dt..· los 

1no<lelos de supt.:1·i.·1,·e1H . .-1a de un 1nodo corn.:t:ptual. .'\:-.í. dad(l que un rnoddo de 

supcfYi'\·encr.:t es un tipo e:-.pec1al de úistr ibuciOn de prohahili<lad. se abordarún. 
entre otrns tópicos. algutH)S cnnceptos probabilístico~ Finalr11entc. se citarún los 

difc:n.•ntcs tipu:-. de d!'.:-L'iío:-. del c:...,ludil) que :-.e pueden llevar a C<lho en la estiina<:.:ión 

de un rnodclo dt.: supel'·ivcni:i:i. enfati?ando en aquel que se aplicar~i en este 

tJ ahajn 

1.2 l>EFl:"ICIÚ:" DE .'\IOI>ELO DE Sl'PER'\"l\"E:"CIA 

"l :n mndL"h) de :-.upc.:nivc.:rn.:1a es una d1-..111buc1ón de probabilrd:ul pant una 

i..:lasL" e:-.pei.:1al <h..· vana!ill..· ah:ahlna " 1 ·\lgunns L"_J1;;.·111plo~ de estas \.a11ahles 

;.1leahu·ias ..:~pc..:..:1ales pu·~de11 ~c1 c.:I 1111nnt.:11tn t.'11 d qt11.; oi.:une Ja tnucnc <lL· 

111di\ iduo ¡,:on una c1cn.i t.·11ft:nncdad. o bien_ el ticrnpo qt1t: dtH"a c11cc.:n<li<lo un 

ftil..":o En ;.1111bos ..:aso ...... L"l i111e10'.'> '.'ot: ..:cnt1a :..:n estudiar d p;.11rú11 o nHldL"lll de 

sUJh-'n. ¡,encía d ... · las unidadt.".·; l1bse1vada~. una fun..:iún del t1c111pP 

tl·;;111si.:t11Tido a panu dl' un ciL"IllJ c\etlto 111ic1al dcu1ridn en r o_ 1..._•s dec1L 111terc:-.a 

ennoccr· la p1l1b;.1h1l1dad di.: que la unidad dc c:-.tud1,l cnn111u·1e larentc a l..·ualqu1e1· 
tictnpn futu10 / 1-:< .. ra ¡nobahllid;1d -;e dt:1u1ta pot S1 'l 

La ,-;111:1blc alt:ai.-,1·i;1 que da lugar a esta d1s1ribui..:io11 "L' 'krh:-ita p(ll' T. y se 

define ..:Pino el t1cnlJhl L'n t:I q•ll: .. icurTi.: d fra.:;i:-.o de cada unicb.t.1 de c~tudio que 

e:'l.:Ístia al tiempo r i>. 1 en i..·I cuntc.:'-lll Lk Jos cje1nplns 1niei.--ilt:s. el fn1ca~o lo 

1[)11..l-. l .. \>lldtHl. '-'un·11,:/ \f,,,1,·'· !:N•i .'Ji,-,,· '·•fl'/t<J:/•Jtl 2d.1 cd - l'lSX. p 



con~tituyc la muerte de la persona cnfenna n e\ que ~e funda t:l foco). Asi. sude 
llanuU"sc a T "w.1rú1hh· ah•lJ/flrla del l11..'111pu dt_..f;·,1c.:usr1". 

Una vez definida la variahh: ah:atnria T se n.:conoce qui: es posihk hablar 

de la supcn:iv~ncia en t\!nninus de fracaSl.), c~l\.) es, que la pnÜHlhihdad de que 
cada unidad de observación continúe con vida a un tiempo t es la 1nis1na que la 
probabilidad de que el fracaso ocuna dcspué~ dd ticnlJlll r . Fonnaln1ente. 

Slt l Pr<T · t) ( 1.1) 

Dada la naturah:za de la V<U"iahk aka\(lria T. resulta claro n.:conoce1· 
algunas de sus propiedades: 

i) T nLl puede sc1· ncg.ati'-a. 1.t: .. F 2::': O_ 

11) S(O) = l 

( 1.2) 
111 i .~·( I) cs una funcil.Hl no cn.:cientc. y .sc a~unlir<i que 

I\") )i!1) S<r )= ll 

1 \:1sta nhl)nl si.: ha o...·Pnsilkradll al til.~111po. trans¡,;urric.lo tlcsdt.: un cvcntll 

inicial l.lCun·ido en t n. cumu t.:1 úni..:o factor que detcnnina la supervivencia -dt.: 
las unidnd..:s de 1.::-.ttHlio. (...-~ prn dlo que se u.::;;;.t .<.,,"( t ). put..·s \a función '.->Ó\l.) 

dcpcndt.:ti\ dt"\ tic1npn). -,111 Lºlllba1gu. ll...:ht.: ad:nar..,c que dada \a naturaleza del 

cstudin pu~den prl.!"'.->...-HLll ...,l..' ut1 .._--.,.., fa1..·t1..'rC:-. qui.: ,d'cl...":tt:l\ a\ pat11°ltl de :-.Upt:1·vivt.:th;Ía. 

por c_lctnp\p eu lt~ ..... ..:<t~l,.., 1...·n h's que :-.L· trata de t.::-.tudin-, de llh"'dc\.._,.., de 

supcr\.·1\."enc1a p;H:! hu1na111..1-.._ L'Spec1ahn1..·nt-..: aquclllls que Slln di.: tnten.~~ directo 

pa1.a \o~ ~H.::tua1·iu:-. y que .., .... dL'tll--..111inan \fud.._•f<i.._ .-1("/ltan,1h· .... d ... · .'-... :urt·rvn·cncru. 

frt.:cu...-nk1n.:tHe :-.c 1· .... ·cnn,,c~ que la prohahi.lidad de f1a1..·:1:::.1..1 1.:sta 1c-\acinnada con la 

edad. y t.1\ f1aca:-.n puctk · . ..:r cntt.:nt.hdn cntno la nu11..:rtc. ia ruLtc\<..in. 1.t i11\.alidc:r.. l.' 

el ri.::tlro. cntte ut1 ... 1 .... -\:-.1 pu .... -~ •. sc1á \a natu1alcz.a liL·l ... ~~1u .... 1t ... l la que dctcrnlinc la 

itnp1..l1·tani..:ia de \a edad ct~H\nh\µica ¡__·ú1npa1ada ..:nn la de\ tH:n1pn t1·an;;.cu11·ido a 

panir del ~vr.:tltl.) 1ni<.:1al 



Hasta m¡uí ünicmncntc se ha hecho n:fcrencrn al aspecto conceptual de Ja 
fun~iún ,\'( 1) sin ser espcdficos en su fonna. Dado que se ha referido a T corno 

variable ali:atnria univariada. pt.,dría esperarse que haya distribucic.,ncs específica~ 

p<tra did1a va1 i¡1hlc. En dl.-ct'-L si1..•mp1c que las probabilidades de supervivencia .. 
S(t ). se dan por· una furn.:iún 1nate1natú:a de 1 .. ~e dice que S(t) ~e cncuent1a en ~u 

fom1a parantétrica. Se h.: da e:-.tc nn111hre porque los \ahHes de.: ....... (/) dependen de 

uno o n1ú~ parúntctros. de la rnisrna fonna t:n que una di•aribw.:ión nnnnal c.lcperH.h.: 
de sus par<irnctfos ,11 y rr ~ 

No ohstantt:". t1·acJ1¡,;in11.1ltra:11ti.: In-.; rnndelos a-.:1uan;1lcs de :-.11pi..·r·v1vL·ncia nn 

se encui.:ntrnn en su fon11;1 pa1a1nct11...:a. _v:t que 1 L""ulta l.."Prnplcjo 1cpn .. '.s1,,.·nta1 

adecuadamente hl fi.1nn;1 J1..· la funi.::1ún de supc:n. n.:enc1:1 Sll!!L'' ida pn1· ll)S datos 

empíricos. poi· 1ncdio de un:1 di:--tnliu1..·i.•n paran1etr1c;1. Pu1 ello. ~1un cuando en 
ocasiones han ~ido 11tili/.ada..., d1:-.tnht11..·l\H1c:-. culllP rnodelu:-. para1nctri1...·o~ de 

supcrvivi..~ncia. la prnfc:s1l•n acluanzil ha pr('fcndl) utdi...--ar I1..l:-. m.)dl.'f,)-.; 1al1ula1i..· ..... fh•r 

ser 1nús prilcrico..., f)i1..·ho~ r11odelt1s tabulz1rc.., (:011:-.1:•tL"ll c-11 'alt•tc:-. rHHll1...'ric1...':-. ,fL· la 

función de super,ive1H.:1a pala c1L·f1p.;, \.alurc ..... sek·crn:-. de 1~1 t"da(I -..._·,1nH1111nL·ntc J¡1'.. 

cntc1·0.,.- la cual S(' dL·1101a Jh•t· ' Fste 111dddt> \':-- cflt<H1c1...· . .., una f;¡l)l.1 de nurnet 11s. de 

dondt: nhtiene el lll•nthrc dL· L1h11l:11 

:\Si. pln t.:p:r11pll1, p.11;1 1..:t1~ult1fÍL·:11 ). rey1sr1:1f" 1...·11 ll!I t.:u<1dn1 la fuerza de 

dei.::1en1enrn de n1tau11n. se utdi/a u11 n1udelo t;1bular que !-'.L'llL'J"C ). Hllll..":--trc: la~ 

tasas Lh: 1·ntac1Pn de una pnhlal.."snn t:n panicular en una tabla. t.:U). o objeto es el 

rcllcjar· l:i til~a di._· 1n1:ic1on quL' SL' c~pLra l>l.."tirr·a t..:.:J.da aút' .i L-ada ed;aJ CSJh:crfiL·a. 

S111 L'n1li.t1 l:Ll. :-.1 i.:1 111udL'll1 rabula1 pn:.-;cnta 'alur1...·~. de .\·( _,. J un1can1cnte 

para x <1. f.. enfl111ce...., di.:iid 1nndr.:lo 110 propl1rc1011a 1nfunna...-1ún pa1·a L·ualquict 

valor ft·acc1onaJ de.\ Fn i..·s1r.: ca .... , l. se dice: que el ntoddtl di._· supt:T"\ 1\·i.·11~1a no ~e 
espcc1fit.:"a en ~u ll1tal1dad. pe1n se p11c:dc cubnr· tiich;1 c'lrL"flL'ta al supon<.:r-, 
rnt:diantc una hipútc~-.i~ adei.:u;ub. !:1 t~1n11;:1 di..~ ·''( x J. ! Función Je Supcr\-1Yem:1a 

que depende ">Úft1 <le l:t 1,,.•tL1d1. '-·111n: 1...·dadc.:s entera:-. ad-..acc:nlL'.<. .-\::.í. cuandu tal 
h1potcsJs e-> supeqnH:,ra al n1odcJ,1 tabular .. "i·( x ! c:-.tar-~~ c.kflr11<la p~n--~1 roda x ::..:- O y 

cualquier t:úkulo que pucl1t.:J<l 1eali..-a1·sc a tra'\.1..~s <le un moddtl p¡if"arnétrico podría 



también hacerse con el modelo whular que incluye Ja hipótesis de distribuciún 
entre ~dadcs cntcn1s ady;1ct.~ntcs . .: 

1.2.1 EL ,'\-IODELO SELECTO 

Los rnodclns actuariaJcs de supervivencia se usan pi-incipalmentc en las 
operaciones rclacioriada.<> i:nn "<...~guros y t...'.'>qucn1a~ de p<...~n.siones, y r.al conH1 se: 
1ncncionó arucriorml."nte dichos moddus '>t1ponc11 a Ja supcrvivcr11.:ia corno una 
funcicin de: J;1 edad cronnlúgii.:a de c~rudio 

Pueden identiJít.:ar">e dn~; clases de 11H1ddos acruarialc~ de: supcr•ivent.:i~t: ! ) 

El modelo de .<.,UJK:-1·'\"i\ e1H .. 'i;1 !'">elei.:h, y 2) FI muddo <k .SllJlLT\."Í'\"ellcia a..i;n .. ·g;1do El 

tnoch.:Jo sck-c.::fll se ca1ach:1·i/.a JH1fque su f11111.:i1111 de -...upc::n.·i\ellcl.\ t.Jependc de 111:1s 
de una ,-~1Tiablc ah:~1rona: ;bi. L"I n1nddn de -..upct\."J\t:ni.::ra~ ."i"( t) .. que lH·ig111aTn1ente 

estaba de1enn111adL} ,t'Jll1 pPr el t1ernptJ de fr;1c;1-.,n. T. podri;1 r:1111h1L-11 cst.u infl111do 

por· ntr·a "\::u1ahfL' .:1learnn;i :'\:. qt1L' _l;.!,L'llLT;11<1 u11a f"uni...:11.111 dL' SupLºI\ l\l~1i..:1a H1\;1nada 

S( r:x >. dllJHlc t ->L" Jlar11:1 ,·anaf1Jc alc;1h1n;1 pr 1111:111:1 .'- ' ..,L. ,J. .. -1H'JI111i.1 \ .111:1hlc 

¡iJe.atnna .._-,111i.:11n11r;11lfL" · 

Fn el L·a-...i1 ,-.;1nH .. ·11J:11 dL' u11 Illlhli:lo dL" :-.upe1·"\1\·t:ni...:u de H1t;1C1PJ1 para ¡,,.. 
pan1cip.anrc:-. de un plan de pc11.'1t1nc-" e-.; pos1bh..· 1·L'cunncL'I d1\ er·-..o:-. L11.-·1u1 c:-- que 

influy<...·n t:n /;1 dL'tcn11i11:1c¡¡"1ri de L1.' ra:-.;1!'"> de 1olaL·1<111 de l(h L'n1plco1d(1 . .,. :-.111 

crnhar!-'.ll. i...:11a11d¡1 .'L" 11a1;1 dL' 1111 '--·;i-.11 -..c!v-.·h1 ¡,,;¡111n111111L·nr....· .~nl11 ..,<.... L·1111.-.1dL"ran do:-. 

de estos f;tcl1HL"'-" 1 l l ;1 edad dt..•f 11.dLl.J~tdlH '.'-" 2¡ FI l!L'IJllhl dv '-l'l\"h .. -i(1 (1 ;u1t1~u<...·dad 

del tr:1h:11:1dlir. d1•1ulv ~~L'/ll_·ral1nv111c /;¡ ed.nf '•L 111a11e.1:1 L"••lfH• \.:111;il•lt.· p1i111a11.1) l.1 

a11t1~LH:dad Cl11n11 \;1J"J;1l>le L'P!lClHll1tantL· L:1 zntl1J<..:n-.·1.1 de la -.:inaJlk· aleallir·ia 

co11~u1n1rantL" JHJ<...'"tk· ,lh:-.LT\,tl.'>L" 1ná-. cLt1at11..:nrc s1 .-..e cun-.1dt..Ta. p1ll L"_IL'lllpl11. que 
la proh;1hd1d:1d lk quL' 1Hl cn1p/e~1d1.1 i.:1111 30 :1iH1-.. de L'd;1d _> JO aú.,..:; ck :1nrigliedad 

pe1·n1ant..?..:a en un dt:'t("llllinadtl :-.tatu-... l.1blH~il L'!'- nia:o--u1· quL· la pr1ib;.1hi11da<l 

co1·n.:~JH111d1t:ri1c a lln L'lnplL·adn L-~,n /.1 rn;.-..rna cd;1d pt:ll) i.:1111 un ~o/n ai"h1 de 
<llllÍ!-!uedad_ e-. dcc11 . .'.,-( 3(J. / n' ', _...,.t JO~ l 1 

:: l'.11.1 l.t J,lflll.I .i~· -..:;¡,) ..._!Jl/,: L"d.id.- ... c..·nhr.)'- .H.h.1;.L"ll!L"' ,'l)\\11111!11<.:llh: -.:..- 11<..1:1 rr ... - ... htpt.>l:::--1.-. l11i...·;1J. 

.._-,¡ll>11..:nL·1.1I ,_; l11pc1I~, 1 ! 1,.,, 1 
1 En L"'-.ti.: .... 1-.,> .... ,h, -...:: pJ.111fL-.1 l.1 pn.:-.<.:11L1.1 d1.-· 1111.1 \,111.1hL: .1JL·.11nr1.1 L~otklHll!l.HJI...: ... ,11 ::111b.1rgo. d.1d.1 l.1 

11.lf11r.11L·, -1 d;.·/ ¡11,1b!;.111.1 ,:/ , . ._l lld r" ¡>111.:<l..._· 111\ t.du .. r.1r t.1111.1 ... \ .111:1b: ... .., ..._·,11i...0111ll.1Hlc<o .. :on10 ~can 



Tnl i.:01110 se n1L'oc1onó. adL'n1us lk la t:da<l y la antigüedad <ld l1ahajador. 

hay otras variahh:s qu1...· tienen 1ntlucncia en L'l 1nndcln de nJtaciún: " ... la rota...:ion 

depende en lllL'lllll 1nedida d1....· la edad y dL"l :-.L'XP dd l..'1npkado que de lo:-. atl.1...'s de 

st.·r·vicio 1e11didl'-" poi L.-..tL" L"ll la 1...·01npaú1.1 .. la 1a111a dt: la 111dust1ia y :-.u h'c~di7ai..:iún. 

ln situai:iún ccon(1111i..:a. L·I dc..,L'1nplcu v lllll):-. factlHL':-. que llP c ..... tún d111....·ctan1L"nh: 

rclacionadns con cl uahaJadtH 

Pn1 )p antL·1·inr. :-.e ptlL'dL· CPnclu11 que dadu que la:-. '"ariables co1h.:u1nitantcs 

aÍt .. 'ctan al llllldL'lo dc ..;upen. iv1...'IH .. ·1a .. L'.., ...:01n L'lllcnt1...· tu1narla:-. cn cuenta. t..".·!-.tO puede 

lngnusc a11alit1ca11H.·n1c pl11 d(, ... 'i;l'., 

l) .-"\.l 1...·nnst1u11 un 11h1tkh1 de :-.upe1""\.i'.e11...:1;1 L'll fonna paratnL:t1·ica .. que 

intniduzca un tlll•tkln "L'th:ilh• qut..." 1ep1csL'ntc adccu;1dan1c11h: la in1luc111:.:ia lh: la~ 

variables cnnco111itante~ .. ll bien . 

.2) CPn..,tniu- un llhHll."IP dL' -.upL"t""\. l'-1...'IH..:ta 1..·n fnnna tabula1. pu1 111ellio de 
tablas separadas p~tra Lhfe1 ente:-. '"alnt c~ de las "anahles .._·Ln11..:n1111tantL"S. 

Cahe SL"ftal:11. que L':-.tc ultin10 1nr.:todn pued1...· :iplicar:-.c p1D-..cchosa1nc11tc 

::-óln cuando las va11ahlc:-. cnni.:\11111tantL"" pucdL"n dcfinii se ten 11.:·nnino:-. dt: al!-!.llnas 

categoría~ l ·11 e.1ernpln -=.1..·1 i:1 la ClHIStrucc1ún dL' un IHlH_h:lo 1abula1· d1.: r1...llat..:iún que 

ClHlsidere a la ::dad cu1nu '\.a1·iable ptnnaria y al :-.c'l' ...:un111 \.~ll'iabk cuncornitantc. 

así dado l}UL: é~ta última pl11.:dL' di'"·idir:-.e en du'"i catL"gorias (fe1ncnirHi y rnasculinn) 

es posible clalH·,ra1· tablas :-.epa1·ada~ pa1a ho1nhr1....·:-. y n1u_11...·n.:s .. t~l ...:01110 ocurre en 

las tablas de llHH talidad 

l.::?.::? EL '.\IOl>ELO .'l.<;HEGADO 

l :n tllo(iL·h"' actuaria! dt: :-.upen 1\.encia agrL·gado SL" 1efierc al caso panicular 

c:n que el t..''- cntll inicial.. 1 detinjd,1 al tiL'ntpl• l = O L colncide con t.:! nat.:-imii:ntn t.fr 
cada ind1v1dtw para el c11al SL' ~~tud1a11 las prohahilidnde~ di: supL~n.:i,·eni:w ~"·< I) 

{Funcion de Supcni,cnc1a del \..1oddn Agregado). En gcnc1·al.. si se utiliza la 

-1 ~ lh.-uhh...:h. /111·,,,,,. 

11 1•1xx p p 1•n 



variílhle alcaloria X panl edades nlcanzadas ~ rcsulw daro qui.: X= O cuando 

I =O. pues ambas variabk's corn:njunta..;. poi· lo que t..':-. indifcn.:nrc i.:ual de ellas ::,e 

tome: co1no \'ariahk' p1·ima.-ia. En ~onsccuencía. la función de supcrvivcnci.1 pndf"Ía 
ser . ..,'(x) o S( /) indistintamcn1l'.' ya que arnhas ftnH.:iurtt:s en este tipn de modelo 

son idénticas. pero d1fcrcnfL's de ·''( t:x) ,.\J igual que cn11 el rnnddo sclcdo. la 

función de supervivencia cumple i.:011 las Si!!uicnft..'S prupicdadc~. 

S(lll l11n S(x) - O { 1 :!a) 

En n:surnen. si1.·111pre qu1..' la edad cronológica de las unidades para las 

cunlcs se C!-.tudian las pn1hahilídadcs de supcn:i\·cncia. llP sea un factor que afcde 
la supcn.·ivcncia ~uclc usarse ."I·( I) 1'01· i:I l..'."nntrar·ill. en d ca~n 1..·:-.pc.:ial de un 

estudio dt: patrnnc:-; de supcn i'\cn.:ia de peTson~b cnn edad x al til.'rnpo I ==O. y 

donde la edad :1kan./.ada ~e colhakra cnrno un elcn1L·nto que afecta la 
sup1..·n·i\·c11c1a "-t." us:1nn .\'( t: \") 

Tal 1..'1111H1 ~l.' ntt.:nc1011n anf! . .:'Ttnnnt..·nre. Ja~ '\a1-i:1hle.'> ale:ltln-ias concnn1ira111cs 

proporci1H1a11 111ayo1 in fpnn:11...:1on Sl)hl e d parrun de ~llJH:r·y¡\·erh..:Í;1 estudiado. no 

ob~tanh:. JHlr· cucsthlllt.''> p1·act1c:t-;. el nll•tkll1 dr.: rntac1Un que !->C" Ct..Htstnrirú en 

capitulo!-> suhsecucntc!-> ... er.t 1111 n1Pdt:lcl tahuJar· de supi.:rvivcncia univaríado. donde 

~e i.:011side1·;11"a cnnHl va1 whlt.- ;tlr.:atnr·ia t...ÍL' inter~s a Ja ed.td. poi lo que Ja Funcion 
dt: Supcn·i\-ent..·i:i '>eta S(x) 

Finaln1c.:ntc. e~ irnpnr-rante rlH.!llcinnar que~ pant lu'.'- nh_1etivns dt.• este trabajo. 

de aquí en add.:nte el fl":u.:<.bO :-Ol.'r;·1 entendido co1no la nJtación. es decir. co1no el 

t:vcnto dL: la s1..·pa1aciú11 '-lllun1a11a o involuntaria del ctnpleado dd .status Jahor;:ll al 

qut: pc11enccc. 

-~ Se c1111c11Jc por cd.11.J alc;1n,.;1d.1 .11 11un1cro de ;u)o<¡ c:oruplctos que ha v1v1do una persona. es decir. sin 
10111.ir en c11c11?.1 111n¡..:u11 tipo de fr.ic..:u111 de aiio 



1..3 DISTRllll '('IÚ:-i 

Slll'ER\'l\'E:-iCL\ 
l>EL TIEMPO FlJTlTRO ESPERADO DE 

En la ~L·c1..·ll'll 1.2 :-.t! definiú a T cn1110 Ja variable ah:a[l'r·ia del tiempo th: 
frai.:asn y a .'··;( r) i.:omP unit funcilln d(..- c~ta v¡u-iahlc alL'ato1·ia (Función de 

Distribu..::1ón de Supcrvi'.enc1a ( FDS)). a continuai:iún se harú n.·fi.:r·t~ncia a algunn~ 

con..:cptos probahilí ... rico" n:lacionados con la variable akaflllia T. l<lks ..::umo las 

funciones <le dis11·ihw.:ió11 acurnulativa y de cknsidad dL· ¡nnhahilidades, lus dos 

prirneros Tll<Hlll:ntos d1..• la var·iablc aleatoria y un tipo ...::-.p1..·c1al de funciún de 

densidad co1Hfi..::innal 

1 • .3.1 Fl ·:-;c10:-;Es DE lllSTIUlll 'CIÚ:-; .'-Cl l,'1 l 1LATl\'A 

l>E;-o;SIDAD DE PROH,\lllLIDAllES 

Y DE 

Para la variabk aleatoria que n .. ·~11lta Je 1nte1é:-. en l,_':-.tc c!'>tudio. y con hase 

en la Tcoria de Ja ProbahiliJad. ~L· d•.:nomma Función de- f1iqnbución .-\cun111Jativa 
( FDA.) a la fun..:iún ¡~·( t) quL· propo1..:1ona 1:1 JHnhalnl1dad de que la variable 

alcator·ia T a~un1<1 valores 1111..:nu1c~ n iµualcs que un cierto valor t. esto e;._·s. que el 
fntcaso tlll ocu1Ta dcspLu.:~ del ticr11pp r Fc•nnaJrnenrc. 

/· (/ )= !'1"(/" ._ l) ( 1.3) 

.r\si, resulta clan.l que Ff) .. \ r.:s d i.:<.lrnplcrncnto de Ja función de 
supcn.:ivcncia 

/."(!) = 1 - l'r< /" -. l) = 1 - .'''(!) ( 1.4) 

,·\lgun;.1s ptt.lpit:daJc~ Je FD.-\ :-1.)n 

1J r ?:.O 

11)F(O)=O 

Jii) }·'(!) es una función monótona no decTeciente 
(1.5) 

1v) lim F(I) = 1 



Ahora bien. si T se define con10 una variable: aleator·ia continua. entonces la 
Función de Densidad e.Je Prohahilidades ( FDP) .. /'(/). está dada por la derivada de 
1·-(t) _esto es~ 

((t) = ~ F(I) = ~[1-S(I l] =.-<IS( 1) 
· dr dt dr · 

(L6) 

Así 1nisr110. para que f ( t) sea una FDP <..kbc cumplirse que 

f '1 (/ )di= 1 (<t) 2 O VT ::- O \1.7) 

La funciún Lle dcn:-.t<lad de prnbabilidadc~. _!'( t). describe el 

cornportmniento de la variable.: alt.-~ator·ia T. que esta detcnninado por las 

probabilidades :-.ohtc la lirh.'a 1eal ten dunde SL' define la \·arlahlc aleatoria T A~í . 
.f'(f) es la cknsübd <le fracaSll al tiempo t que relaciona a un punlo dd tiempo. 

por Jo que -"e ..:t111 .... idL"1a u11~1 11H:did;1 1nst;tntan..:a 

.·\.den1.;ls. 1 ( l) {._'~ una Ucn-.1dad nu c11ndicion3l dc fracaso al t1c1npo l. ya 

que está tletenninada úrncamentt.' por la cx1~tcn1.._·ia ck la unidaU de estudio al 

tic1npo I =O 

Por otra parte. de la c.::'\prcs1ún ( 1.6) se dc~prend~n las siguit:ntes rdaciones: 

F(l 1 """""" f.~ f( y)dJ ( L8) 

(1.9) 

Finahnente. de las e:-.. presiones anterion:~ se reconoce que ¡:·( r) y .\"(J) son 

probabilidades que rela..:ionan 1nten·<llos de t1cn1po por lo que se consickran 

rnedidas de intervalo. 

X 



1.3.2 LA Fl !NCIÓN DE LA TASA DE RIESGO 

A. dift::n:ncia de I ( f) que es una función de densidad no condicional. puc.:s 

sólo requiere la C'-IStcncia de la unidad observada al tiempo r =O. la tasa de ric:s!_.!o 

a un tiempo I es la densidad 1..·ondicio11al de fracaso al tic1npo 1 Dicha ta::.a se 
denota pm· ) .. ll) y sc dii:e qui.: es condir.:il1na1 ya que supflllC la supervivcnci;1 de la 

unidad de: cst11din al tiempo l . 

:\.dc1nús. dado que .)_( l) l.!:-. v1<>ta ..:onll1 una funciún di.: t . fr 1.·cucnh.·1111.•ntt: sc 

1e Jlarna Funi.:1ó11 dc la Ta~a de Riesgo ( FTR). 1ni:-.nrn quc ha sido 1dc11titil.'.ada por 

C.\V . .lonlan L"t111H1 la fue1za de 11Hn1al1dad.•· 

Ahora bi1.:n. ~¡ la den~ida<l condicional de fracast1 al tiempo I . l.bda la 

supervivc11t..::ia al ta:mpo r. sc mult1plil:a pur· la probabilidad de obtener la 

condición. es decir. pnr la probabilidad de supcn:i\·cncia al tiempo ! . d 1esultadu 

es la f"unción de densidad no condicional de fra..:a-;o al tic111pn t Esto es. 

o bien. 

/~ ( t ) · . .':( r ) ~= / ( r ) 

,:.(1)= L'! .. l 
S(t) 

Por otra parte, sustituyendo ( l .üJ en la últirna c~prcsión se: tiene que~ 

-d. 
dt ,0..,(/) -d . 

,l.(/)=-.. , .... -= -- In .\(1) 
,\(1) "' 

ahora, para despejar S(t) integramos ( 1. 12) y resulta: 

f ,l.(y)c/v = -lnS( I) 

c. l.'. \V Jordan. /,1¡._. ( ·ont111g.-nnc• .... 2da . .:d .. l 'JX~. p l l 

(l. IU) 

( 1.1 1) 

(l. 12) 

( 1.13) 



S(I) = cxp:-J: -'l(y)a'.v} ( 1.14) 

La función de disrrihución de supervivencia puede cxpn~sarsc también de la 
.siguientt:' fc1nna: 

:-.·(r) = f.' f(y),~1· = f.' ./'Jy; S(y) <~l' 
" ,, 

( 1.15) 

La diferencia entre las cxpn:siont.:-s ( 1. l ..J) y ( 1. 15) e~ que en la prinu:ra la 
FDS se expresa en tCnninos del tiempo de vida pasadn. por el co1Hn:1no. la 
expresión ( 1.15) rcpn:~scnta a Ja funcicin de ~upc1-vivcncia en tt.:nninos del tiempo 
-futuro de vida. 

En d c:1so par1i1..·uJa1 

involucra con10 ti·ac•1:-.o a l.i rnucne. la tasa de ric;-o!_.!n nunnalinente se dennniina 
fuerza de 1nortalidild y se denota por ,u\ .·\dt.-·111~1~. eum1do '-(,,'.' t1·a1a de un rnoddo 

selecto .'i'(t:x) Ja FTR se ckll<'la por p[i}-r' '.\. c::"ta dada pPI 

·111 • ¡-r 
-d 
,/¡ In.''·;! t: r) ( 1.16) 

1.3.3 ESPER~\.:">Z.\. Y '>AIU.\.:">Z.\ DEL TIE~IPO DE FRACASO 

.·\nlL"r-ionnenk. '>t.· hi.--ll 1c..:fL·1ctK1.1 ;1 la FDP ). a la F[).-"\.. dus fun..:.1oncs de 

toda vana ble akatn11a. p;-ir:1 J.i v:1nalile alt:allll'Í:t d ... ~1 llcnljHl de fra¡,,:-aso Cf). En 

seguida ~L" des...:i 1h1r;1n c:n fl1rtna .l..!t.:nt:1;d. los do~ pnncipalcs 1t101ncntos de la 

variahk· .:dt.••1loria J 

El pt 1me1 J11lll11Clltl1 de L.1 "a11ahh: .:lle;lttH·ia dd tiempo dl." frac~Sl) dt:tinida 
en d intL·r\·ald ftl. f 1 e~t;t dadl1 pnf 

lo'(IJ= f'1f(t)dt ( 1.17) 

111 



Lo anlcrior n:sulta cic110 si la integral existe. de Jo contrario el primer 

1notncnto es indefinido. lntcgn1ndo por pa11cs c:-.ta expresión. se obtiene la fónnula 

altc:-rnativa 

Jo[T]= f's(l)d1 ( 1.18) 

la cual se utiliza fn:l.'."ucnt("lllt.:ntc para cakuLu d pri1nt;.>r tnomcnro de la v~U"iahlc 

aleatoria T. puc~ en gt.•tu:ral se ohth:ncn i11tcg1·alc:-. inmediatas al integrar la funl.'."1lln 

de supcn:i vcncia. 

En c:l i:ontcxto actuanal. c:-.pcdficamcntc para la rnortalt<lad. el pritncr 

n101ncnto de la variable aleatoria X ~e <.knnta pnr l' . i\~i. 

( 1.19) 

y se dcno1ni11a cspci-:11ua ccnnpkta de 'ida al nai:11111t.·nto 

Así n1isrno. pan.1 el nit1dd1..1 :-.clccln :...;(¡ __ ,:) el"ª'º' cspt.:rado de la \.a1·iabh: 

aleatoria T. 1:·[r~x]. p1llfhHci1..1na el t11..•mp\1 c:-.p1..·1·aJo de vida futura (o c-.pcTanza 

<le '\-;da). p~ua u11;1 p1..·1·sn11<1 :-.t..'lccc1onada a edad x. y se denota poi ''i ,-, 

Por otra pa11c, el SL"!!lllHlo 111on1i.!nCo de T esta <lado p<.1r 

F[r'J - r· 1' - ! (t)dt ( 1.20) 

sl esta intcgntl i:xistc, puede t.:ak:ular·~c- la-.. anaitza Uc T 

1·ur1 Fl = F[l')- :fo"[T)}' ( 1.21) 

Así t.:nn10 c:n esta ~eo.:t.:ion 

funciones de I . st.~ puct..kn 

se h:111 dcsanollado fónnulas para algunas 

desanollar cxpn:sionl!s especificas de 
.• ... ;(!). !··u). / ( t ). ,...i'~(' > ~ p•u-a los n101nt:'ntl1~ di.: T si si.: cuenta con fr"lnna~ 
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particulan:s de _((/). Un cjcn1p1o de estas forrnas especificas de la FDP es la Ley 

dr.: l\t1oivn: ( 1724)"' que fue la pritm:ra distribución de pn1babilidíid Ct,ntinua qm: se 
sugirió co1no un tnoddo para la supervivencia de humano~. cuyo ohjc."tivo t:ra 
si1nplifica1" los cálculos relacionados con las anualidades cont111gentcs . .:\ esta ley 
de mortalidad se le conoce como Distribución l 'nifonnc Continua v es una 
distribución de dos parátnctros, que son los límit~s del intcn·aln [<1,h] -sobre los 

cuales se defim: la variable akatoria. a.'->Í la FDP .... l.' di:fme como: 

1 
f(l) = --··-­

. h- (/ 

() 

para a S: t ::; h 

otro caso 

( 1.22) 

Para el caso especial de la variable alcatn1·ia del tictnpo <le fracaso a= O y 

h .. suele denotarse por la letra !!•·ic_µa <V. así que la distribución está definida por 

Entonces~ 

7 Jhul .• pp. 20-2 J. 

f (!) = __1__ ,,, o::;:_ {::::.:.: (1) 

-· f' . )d 1 . f· (t) = f (y y = -
o w 

S(t) = 1 - F(l) = I "' w-1 
f()')lÍV=--

, · - ru 

A.(!)= f(t) =-¡ -
S(I) oJ-1 

Jw (<) bl 71 = t._((l)d! = -,, 
u -

12 

(l.23) 

( 1.24) 

( 1.25) 

( 1.26) 

(1.27) 

(1.28) 



IA lllSE:';O DEL ESTlilllO 

En cl estud1n de un rnodi.•lu de sup1..:n:ivencia~ la naturaleza del fcnón1cnn 
obscn:ado <lctc.:11111 na la fi.lnna en que s~~ obtt:ndrán las observaciones nnu:stn1les. es 

dc!'cir. el <liseilo del e:-.t11d10 que :-.e seguirú. que puede :-.er <le 2 cla~cs: tTansvc1·sal o 

lon~itudinal: también l1an1ados estudios con dato~ irH.·omplctns o estt1dios con 

datos coinpletos n:~JH:c1i·v~1111ente 

Así por e_Jernplll. h>:-. estudios que n._·sullan c.h.: panieulat 1nte1é:-. para los 

actu.cu·ios tr~1dicionah11ente i1nlilui.::1an disl."f1n:-. dd esrudil1 de tipo trall'>'·ersa1. c-11 

los cuales las 1..·st1n1acl\Hk'~ del patn111 de -.up..._·1 ,.¡\. l.'lle1a .<-e h;,ba11 L'n la expe1 ieni..:ia 

rt!'gistrada de un !-!n1pn de e:-.tudÍll" pn.:v1a1ne11tt..· t.h:fi111dn. l ns fr<11..·a:-.n:-. de l<•.s 

unidades de r.:!-.tud1u d1..· d1clll1 g1up11 '>L' ohsL·nan du1ant1...· un intL·t-,aJo de tiL'lllJHi 

gcneraltncnte laq!o: .-..111 c111ha1gu. pue.-..t\1 que 1111 -..e 11..·ali/a un '>L"!!lli1111e11tu del 

grupo de cstudin hasta que c-..t1..· SL' ext1np:uc. el t:unanu dd 1111 .. 1110 1..k:hc :-.1..·r 11..1 

~ufici1..·1tten11..·11tc µ.1 ande p.11 .1 que c.:l -..u:-.t:...·nf,1 ·~·-..tad1.-..t1...:'-1 -...t:~1 f,t...:tdde 

En 1...·l1n11a.-..tL· a lu-. e-...u1d111:-. t1;111:--,L·1-...alc-; de· nu1e-..t1.1:-. FlandL·-.;, In.-.. e:-.llld1n..;, 

de.: lahl11atc11·il1 p1ese11ta11 pP: ¡\, fL:'.;...".lllar tlll d1-...ei11> del e:-.t11d1\1 de t1p1) J,)n~1tud111.1l. 

donde se t1enL un _t!:lt1pu d1..· 1..·:-.tudll• pequ ... :hn. (l.·n1npa1.nil' Cl'lfl L'i tkl 1.:.-...tud1u 

n-an.-..vcrsaJ)_ en 1111 ;un\l11.:111e -.:l·n;1d,, 1..·11 l'I que L·:-- pP:-.ibk· el l.·0111101 de las 

cnndiciont.·'-' del 1..·:-.tud1n Ln L':-.t11:-. e:-.1ud1l>:-. el t_:n1pn ...,'--. llh-.._-n. ;1 '1~1:-.!a q11e t,1da:-. :-.u:-. 

unidadc~ han f1a..:a:-.adn. p111 !11 que 1._·-..ulr:in f;11.:tibk·:-- -...pJu c11:111d,1 el liL'lllJHl que 

u·ans1:11nc h;1sta el fraca:-.,1 1..''> <-'Prt'-1 

Pnr il1 :1111,·11 .. r ll''-ti!ta 1ntu1t1\·;in11..·n1 ... · .._·l;1n' qur..· p.ll.l ,·j,·..._1,i-. dt:l lllPdl.'ltl de 

1nt.'.ILll.'Tl que ~L' ...::u11-...u111ra L'I! ..--.11..· t1;1h.1_1t1 -.e :-.L'!_!lllLl llll d1...,ef1u del L·....;udl(J tlL' tipo 

nans,c.:r ... ;d. ~a que. dad:1 l;1 nattJJ.llc.:/a del <...'\.1..·11t1i que i-ep1<-·-..L'nta 1:1 J1lt;1..:llH1 de los 

i:rnpk·ados de.: lllla v111p11..·~;1. l.'I ):!lllp1' de c..·:-.111d10 que ~-:..: ..._.tHJ...:;1de1ar;1 e:-. ~1·;u1de. no 

,., :--:e Cll\H:11dc r"'í '-!íUpt> de: .·-.t::d1<1 ,¡J •''ll¡tl:l!" d.Pl:l,L.t!•:L· ,!.: !''.'.Í~<'ll ¡, p.11.1 L¡<, ~11.11L·, '--'. p:.·t~·nd.: 

...:-.11111.11 ,.¡ lll<'d..:l<l dL' .... 11p..:!> ,, •'llLld_ pur 1.:1..:1HJ'l,t [,, ... Hi!l.>'o ,_¡¡¡¡,· l:L'r"' \lll .1111> d.· ..:U.id,;]] J.¡ ( 'n1d.1d d.: 

'.\..1<.:\.t.•'· "l'!O.:!I ll''> 1111.·;·1.1111.·-. d.· 1111 p!.111 d.· p ... ·11<.1,111._· ... 
' ' <.;;¡11 L·rnh.1r¡_:P. ~··.¡.._· 11po de c·111dtch p11<.·d.·n l\..·1111111.11-..: .irit.:• U..: qu.: 1nd.1-. l.1-. 11:11d.,d..:-. 1.lL· c~lut.111> l.lik:11. 

"·' ~,·;1.11111.1 f.:Lli.1 d..:IL"lllH/1.HJ.1 1.._· ... 111d1" 1n111~.1d1>) ,, h1.·11 .. l \111 lllllH<.:ll• Ú;..'l,.;r1111n.1dc) 1..h..' fr.1..:.l'>OS (<.:<..tud10 

1..:cns111.1do1 ~1 el kct<>r ... ~. 1111>.:r,.; .... 1 ,·11 pr0f11nÚ1/ lf 1.:11 cr c<.111J1u dt: C:'>IO'- '-·•"•'" pl1c1..:c: r..:l..:r1r<.c .1 El.1111 
Johll'-1,111. R ( · ct .11 .-.,,,,.," 1,' \ /r• i· ¡, .in,/: •,,f,1 /,1,ii. ''' ('_ip1111!0 c •. ~C\\ Yorh. John \\'1k:> .1111J S,H\S. 
j•)l'\IJ 

¡; 



ccn·.~.l(Jo. ni extinguible. y por esto últiJno resuha necesario elegir un periodo de 
ticn1po durante el cual se realicen las ohsen.'aciones. 
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CAPITULO lI 

ESTIMACIÓN DE lJN MODELO DE SUPERVIVENCIA A PARTIR 
DE DATOS COMPLETOS E INCOMPLETOS 

2.1 INTROIHlCCIÚ:"i 

En la cstilnaci1.:,n de un moddo de supcrvivcncia pucc.h.·n idcntificarse dos 

tipos dit"'erentcs dc <lisl."fH'I dd estudio. di~L·fln cnn dato~ cntnplctns y con datos 

it11..::01nplctos. La t:kc1..·1ón de alguno de ello.<-. durante cl.pt oc eso de cstiTnación del 

111odclo depende. cntn..' 1.Jt1·as cosas, de la naturaleza dd ft:1Hm1e11u C.:'.->l\ldia<lo. <le las 

propias caractc1ist1i.:a:-. dt: las unida1..ks observadas y de las condic1ones nusnta:-. del 

e~tud10 .. ·\.si. dado que la cstnnacit..'11 del 111utkh' t:.--la J11 cct<1n1...:11tl.'.' rdac1nna<la con 

el tipn de tl1~cfH1 d1...·I c'.->tudi~1 u1d1zaJu. el analisi:-. de ;unbn" d1'.'>c1lll'.-> ... e tnnta d1..~ 

su11H1 111tpl1rtanc1a 

En paniculat. la cc..tin10.11..:1t.Hl del nH1lh:lu d..: tolaci1._)n qu..: 1c-.u\L1 de inten.:s i.:n 

ta p1e~entc tesi~ 11n oluci ,\ un dísl·ún .. lel l''>tudin con d;\ln~ 11ll2n1npletll:--.. l'rn· esta 

1azú11. la 111a:-u1 pat1l..' del 1nate11a\ de l..·.-..tc cap1tull1 :-.r.: ellfoi.:a ~ti c~tud10 J.c e~t: t1pl1 

de di~l'Ü1._1. nu (1b-.,tantl..·. c-n la -.1¡_>:u1cntl..· ~l·ci.::ion ~e abonlan. aunque <lL" rnane'fa 

tnenn~ e~hau~tÍ'\ a .• ilµunu~ ~1:-.pl'l..'\P-. µe11L·rales d1.·I d1<:.l..'!lll del e:-.tudil't c.:un datL)S 

Clllllp\l.."tn:-. 1 

l.ZL·~ulta i.:1,_"ll1\'en1ente .1cl;11.u qur.: Lºll ocasione~ \u~ r.:studi1h c1•11 d:ttos 

co1nph:tt1s y cnn c_l.:110-.. ini.:-ntnplelu~ sun 1la1nalh"l-. c~tudios con datos no tn111cados y 
truncadns 1c-.,pei.::ti .... a111cnte ..... in L·n1haq.._o pani. finL"S <le l.."stc tn:1bajo ~.._. hara 

1cfl"n:nc1a a ...Ih1s i.:utno e-.tudios cun datos .._·n1npli:tos '.\'con e.latos ln1,;1._)n1plctos. ,.;on 

el ob.tL"to de L·vitai· una posible confu~11.:111 en el nll1n\t:ntn Je d(.·fi.111r a los estudios 

con dalllS in~cnnplL.'tl)~ qui.." puc:dcn trun,.;ar~t.:. In~ 1.:uaks se estudiaran 

po~tcriDnncnte 

1 Si d h:c1or 1.k-....::.1 111nfu11d11.11 .:u.:\ .. :~111d10 U.: la ..:~111n;1i.:1 .. 111 de lo" 11a,d.:lo<> de supcrvivcn..:1a ;1 p.1n1T de 
d.llo' cn1npk10 .... pucd..: •clC11r._c .1 r:Linl 1l1hnson. 1J{' < 1t 



2.2 DISEr';O DEL ESTlJDIO CON DATOS C0.\1PLETOS 

Los disl"tlos dd estudio i.::on datos cn111pleto:-. :-.e L'llclli:ntran poi· lo 1·cgulill" en 

trabajo:. dt: lahoratoril.-l. en los ..:uah:s las condiciones bajo las cuales se n.:aliz~ el 

e;:studio pucdi:n controlan~t.:. tal ..:nnH1 se ilh!nl...'.iL'ltlÚ en la sccciún l .4. En este tipo 
de estudio las unidades iniciales del grupo. llan1adas cu/rurt.- dd gn1pí.1, ~t..· 

1nantiencn bajo obscrvaciún a partir de un cieno l"Vc..·nto inicial el cual puede sc1· 
una fecha i.::alendai-io difcn:nte para cada uui<lad de c:-.tudio. y se ohscn.-an durante 

el tiempo ru1un1 ha:-.ta qw: toda~ fallan En otras palabras. Ja C1..1hurtc dd gn1po. que 

es un grupo cc1Tado. se estudta hasta l)lll' ~e 1..·xtill!-!llL" ya que a ning.una de su:-. 

uniJadcs st"' le pl.."nnitl...' lk_Jal el ~·!-.tudio ".>in hahet- fra...:a:-.adn. El t1cllllh' cxai.:ln en 

que los fi·acasos de l<t:-. unídadc-.. \lCUrn.·o. e:".> dc..·cir. L'l tiL·1np1..1 ex~1cto de 
decren1cnto::. se n.:~i~t1a y en h11H:i,)11 dL· la llL.litll.-'tH.:1a .:i\1..·a\\)1-ia de talt..·...; f1ai.:a...,l1-... !->L" 

construye la distúbui.:iún cmp1111.::;:i de :-.llpLT'\. ¡.,, cnc1a. qu1..· CPTl".>lituye un e...,titnador 

de la fun~ión de supe1Yive1H..:1a 

En el estudio ¡,:utt dato:-. L0 n1nplL•lo:-. la variable ;dearona Lle tntt...'TL''> L':-. L"l 

ticn1po de supcrvi"cnc..:i.1 r a pani1- del r.:'\.t.:11tl1 111u.:1:1L por ello l.i edad c111nolúgica 

de cada unidad cih~c1-.,,ada lh' ...,e c~Hl:-.1dL'ra. y l.1 fun..:h1H d1..· .... upcT'-TVL'llO..:la qtH." 

cstin1a es ....... ( r l .-\. cont1nu.1c1nt1 : .. e n1ue~tT;1 un e_1c1npl11 di.: la L'...;t1n1acinn di.! la 

furH.:iún dt: supc1-,ncnc1•1 a p.11t1r d1..· d:itll:> i.:1Hnpli.:11~-.. 

Supong,a~i.: qu1..· ~t..· 11h'-L't'\..1 11n,1 i.:Phtitte de n u111dad1..·:> d,_. L",tt1d10 cuyos 
fnu:a':'.>os ~'ClllTL"ll a t1L·n1)'d" 1 1 .!~. .r., IL'<.pc-i.:ti'-"an1e11tc.:. (nntL'.":-.c qu:.:: la nh->c1·.,,·aciún 

d..:- la~ unid•Hk:-. de e-..n1d10 tcnn1n,1 cuand~' tPdas la~ unid:1t1L's han fiaL·a:-.at..h.l). y se 

dL' ... ca L"• .. ttn1;1r la d1'-.f11h11ch.'1I dt· .... upt..T'-l'\.....'llCt:1 ;:¡plJ..:ahle a dichas u111d~u.k·...;. t ·na 

apro,1111ac1un 1..k· \;1 f11nc1(1n de .,t1pL·1-.,, Í"\.L'llC1a puede '-L'r b pn1purcin11 ohsen.'ada de 

la ~upep •• i-.,,c1h:1a tk l.1 .... 11n1~bd<..·~ .1 cada p1111tt• dr.:I t1en1pn: (l);-..tnbui.:tt1n E1np111ca 
<le SupL~1\.i"\.en1..·1aL e:-. dr.:...::ir. la e'.">tÍ1nacH't1 1.k .'';(/) c-'-.ia1ia d;1da J1(ff L·l 11ú1nern de 

supcn:1'" 1L·nte..; a un punto L'<.pel.-·1fi...::o del tii..:rnp"-' f entre ~¡ nún1er1..) total d~ 

unidad.e~ dL' la ..:c1hon1.: di: e:-.tud1P. 

d..:crc111cn10 

"' 



.'> (1) ~ N, 
n 

(2. 1) 

donde .V, representa la variable.: aleatoria del 11ún1~To de supervivientes al tiempo t. 

Adicionalmente. si se considera a las unidades que llc.·gan con Yida a un punto 
eSJH!CÍfico dd tiernpo I. uno de dos c:ventos ocurTirú en el ticrnpo futunJ, la unidad 
continúa en el estudio o bien fracasa. por lo que .'\'1 es una '\'ariahlc aleatoria 

hinornial. En const:cucncia. la proporción llh!>crvada de ~up1.-·r·vi\.L0 ncia al ticn1po f. 
dada JllW la expresión (2.1) es mm propon;ion binomial de .\', . 

.-\.hnJ'a bien, si Ja cohrn-re de estudio e!-. "gr·andc" pnJda n.:~ultar poco fa..:tiblc el 
proct:dirnicnto antcTior. en vc:z Lle ello se pucde utili:..rm una apro'\.imación de 

agn1pación de fracasos en cJ proceso de estimacinn dt~ la funciún de supcn. ivcni:ta, 
iniciándose por dividir el tiernp(l continuo en un nlHn.._·10 1ndefíni<ll1 dt.· mtc1valos 

fijos de igual longitud'. tal con10 se rnueslla t.:Tl la .;;iguicntc figura 

o 2 t+1 h-1 h 

[)ad<.l que st..· rraba.1a c.:on datos c.:on1pktos las 11 unidade~ de estudio se 

obsc1"'\.·an ha.<-.ta que [l1da..,; fra1:as:in y 1...·ada 11110 de h1s n fraca:-.os cae t.'.'Jl uno dt.• los 

h intervalo.<-.. d(lndL" ¡, t:-. ~ul-11..'.1t:nlt."rnc111e gr;md~, dL" tal fnnna que la 

st1pt.·1"\'1vcncia ;1! 1ien1¡H1 ¡, c.::-. nnpu .... ihlt..· 

.-\ho1a bit.:n. t;d c\l111l1 :-.e 111en.:itHlll. una fnnna de .:'..tiniar· 1<1 fu1H.:iún .\'(r) es 

pcn 111ed10 <le J;t p1l1po1c1n11 Lrnp111ca tk· sup1.·1·\.ncncia ohs1.:Pad~1 al tJc.:n1po / <ladu 

pln la e:xprcsiún (.2 1). p111 111 qui: l':-. focd ._·11mpr•1ba1· que para la variable alcatnri¡L 
dt."I nli11H~10 de :-.11pcf"\.1\.Íl'lll1.':-. al 11c-1npP r . . \'1. :-.L· cu111ple qui.: ,\·1, -= /1 :-. .\'

11 
-- o. 

Dt: iµual rnnna que:-...: h;1 dcfin1dn L" .... Ll '\,;1,JJ:lhlc .ilc<1ftllla. c...; 1111pon.t11tc dt:stac;:u· 
que 11, 1·1.·prc~i.:nta :-.u 'l.'11111 IL':dr.".;Jdll t.'ll 1111 cst11din dclcnninalhi. 

1 1 .1 1101.11..:11111 ' l.1-.. furnn1J.1..., r.11.1 J,h 1._·-..1111i.1.JcJrc-.. -..~· <01111¡>l1ll~-.111 1._,111 ~l u·,o d<..· Je.;; 1111~" ;1Jo<; de 1gu;1J 
ll•11;..:.11ud 

¡ -



Por on·n parte. una fonna alten1ativa de estimar la función de supc1vivencia 
,<.,"(/) es: 

~ ~ 

S(t) = [1,,· p, · ... · p,_, (2.:!) 

donde p, es In probabilidad de qui= una unidad latente: al tien1po i sobreviva al 

tiempo i + 1. con O ::::; i :e h - 1 . 

El valor numérico dt: ·"'"(/)será d 111is1110 tanto si st: utiliza la expresión (2.1). 

aproxitnación directa (no condicional). como si se ctnplca la fónnula (2.2) 
aproxitnación indi1·ecta (cnndicinnal). la dt:n1ostración de ésto se mnite pcn 

desviarse de los ohjetivn~ de la presente tesis. 

Finaln1cnte. en estudios en lt_ls que no se restringe a un cohorte 1ni~ial o en 

los cuales se pennite la tc-rn1inacií..'l11 de ohser··vacioncs antes de que todas las 

unidades fraca~en. la apro."\..i1naci .. :u1 de b función de supcn:i ... ·cni.:ia por 1nedio de la 
expresión (2.1) no será posible. Estos casos son llarnacJos de c.l:Jtos incompletos y 

scrún objeto de c•aud10 en las ~1µ.uientcs ~eccio1H.·5 de r...·ste capitulo 

:?.3 lllSE:'iO DEL ESTl'DIO CO'.'i D .. \.TOS INC"0:\1PLETOS 

(,on10 ya ~e n1en..:1unú ~·n la ~er...:i.::iun antcTilJL Jo_..,, e.<...tudil1.S con dutos 

completos son un ca'-.1) r...·spc..:cial dc e~tudios que ..:urnpkn C('tl t...'.iertas propicdac..ks. 
algunas de c11a" Stltl 

Todns lo~ 1nit.:n1lllos del grupo de c~tud10 e~tún ba_1n ubserYacic..'"111 al 

tie1np\l I = (). ~1u1H1t1e este !1c111po puede ~e1 para cada unidad de cstudi0 

una fecha calenda1 w dift.""rt."nte 

2. ~inguno de l...l~ mil"n1hnl~ dd g.rupo salen ck c..~ste por cualquier otra 

causa Jifen~nh: al evento ~ohn~ d ~u~il sc- cst~l intctcsadu c-n csti1nar el 
patTón de supcTvivcnc1a <lc Jid1n gn1po. 
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3. El grupo se ohst:rva hasta que se extingue tornltnente. es dc::cir. hasta que 

todos los rnicrnbrns dejan <le pc11t'ncccr a CI. 

Estas propicda<lcs de los cstudin"i con dato.; completos hacen que sea dificll 

encontrar en Ja pníctica c~tudio~ actuarialcs que pn~scntcn tales características. por 

lo que en fonna altcniativa par·a éstns ~ul.'h: aplicar·sc un discflo del estudio con 

datos incompletos. 

2.3.1 CAR/\.CTERÍSTIC.·'l.S c;E:"iERALES 

El a..:u1a1·in .-..c cncuernra 1...·11 l•1 p1 :n.:t1ca con rnw.:ho:-. tipos de t.•stirnaciones 

que no pn:sentan l;i:-;. p1 opH:dadcs de ll).., dato<> cnrnplc1os. cotnn c:n el "cguro de 

vida o en los pl:.incs ck pcnSllHlCS Por L·.1ernplo. t.•n el ..:aso particular del seguro de 

vid.a se involucran !!-nipu~ g1·:111JL·..., di.." pc1·~ona~ sana:->, pnr lo que conservar abicno 

un estudio hasta que tPda~ la~ pcr Sllllas hayan rnucrto no es pl)Sibh:. ade1n{1s. en 

este tipo de e:.tt1<1HlS no es conuin crn:ontrar que las persulli.J.S que 1ntcgr·an t:I grupo 

de cstuUio sean ohst:n-'ada:-. dcsdL· i...·Jad i...·ero De igual fonna. en algunas 

situaciones los estudios actu:ffi;tles pueden in\"olucrar rnás de un l..'"\ cnto alL"attlrio a 

los cuales In<. n11c..·1nhn"1s dL•I ~rupn de cst11d1n "iCIJl :--.11:--.L·t:pt1hic:s. y dondL· la 

oct11Tc:t11..:ia de tales cvL"ntos cli1n1na a diclh'S ntit:rnbn)s 

La.<. cnn:->iJt:r;tciont::-. p1 eccdenti.:-:-.. cnnstituyt.·u :1lgunos elc.:rncntns que 

penniren ...-:otu.:ltur que llc:v.u :1 caht1 un c:.ludio t:on Jato~ L'.on1plt.:tos par·a l<.1 

..;stin1;1(·ión de un 111ndl'lo actu:u-ial de ...,upen:i\c11ci;1 no n .. ·:-.ulr:1 foct1hle. El caso 

particular del rnudclll de..• f"lltaciúu que se ClH1'.'>tniirú en lo:- capítulos siguiente:-. no 

t:s la L"'.'..Ccpc1ón. ya que por· e.rernplo lo:. par1icipantcs d<: un plan de pensiones no 

sólo son susccptihks a Ja '.'..L·p~uación dd ~tatus lab(11·.1I al que pt:1lc-neL'.c11. sinu que 

se t.•ncuentran expueslo<.; :i nlnh dc~r~rncntos .11~~11onos {i.e rnortali<lad e 

1nva1idez). adL·rnús. nn lud(l..., lt>:-. tlllL'mhrns inician su observación en un rnisrnu 

nHHnentn. puc.'. dlff.Ultl..' el trans..:tll"so del ta:1npn 1ngn:~~ffán 1n1c' n:--. t:rnpleado~ al 

slalus laboral. fínalmt:nlc:. d1L'.hu !,!1"11pn de .;-.;tudin .SI.! considera 1ne-...tinguible) sus 

111icn1hrns ingresan al grupo Lh: crnplead~)S ::i cdade:--. n1ayLl1t."s dc ccn"1. 

Pl)I tndt) lo antc1inL la t:Stunación del rno<lclo de rotación irn·olucrmú un 

disctlo del L· .... 1ud10 con dato" 1ncPn1plctos. En este tipo de e.<.tu.Jio 111..--. ~e l)bservan 

1•.l 



las unidades hasta t.Jlll.." todas fr;:u .. ·as;in. sino que.! s...: elige un p..:-1-iodo de observación 
duranrc el cual lllS mit:r11hros del grupo se anali/:111. Así. al establecerse un periodo 
prcdctt:nn1nadn de oh~erva1.:iún puede darse el ca~o de que c.xist;.111 unidades de 
c:studio que aún C<lllflnúcn .11.:tn.·a~. (no han fraca~ado). a la fecha que se <letcnni11ó 

con10 linlitc para finali/ar l.'I c.:studio. JHll" c0nsiguicntc su~ subscl.·ucntcs 1iernp1J~ dt: 

fracaso no se co1101..·crún y la función ck· supcrvivcnciu solarncntc se csti111arú a 
partir de los fraca<>llS C]llC hayan s1i..lo rcgistnHlos durante dicho fJL'r-iodo 

Por· otro lado. en hl:'> c~tudio:-. con datos incompletos el ténnino de la 

ohscrvación no ncccsa1·iarnl.·n1c esta dctenninado p1H· la fc-cha quc fue scfialada 

para finalizar el estudio. en realidad puede cnntrolarsL" de diversas funnas, sin 

etnhargo. los esquc111as que conu"ir1n1entc: se llevan a la pn.i~t1ca sun: 1 

1. La observación se finaJi7a en un punto dl.."I tH.:111¡H1 p1c\1a1ncntc 

dctcnninado. por Jo que !ns datos ro_e:-.ul1antc..·s SllTl ilarnadus datos 

truncados. 

2. La ohsc:1-vaciún tenT11n;1 cuaralo un nu11H:1n prc:detenni11;1Uu de fra-.:a~l)S 

ha ncu1Tidl1 En ef..te caso h1~ datpc.. sun ll:un~1dl)S <lato:, (:t:ll'-'ll1-adn.-. 

Es irnportantc n.:con~)...:-c.:r que en el pnrner c:i'.,o lo~. n111nt.:n>:-. de rnucn.:s Sllll 

las variahJes aleatoria!->. mientra~ que en o...·I ~.e~und1) c.-.quen1;; el tiempo de 

tenninación del c:stud1n es ld \·;u·lable all.'atl,na .-\d ... ·111:1:". en .11nhn...., 1,.·¡1_...,0...., IC1s 

tietnpos individualt..•.s en que 1..·dda fr;11.:;i-...l1 ucun e ..... lHl var·i.!hle . .; :dL·:thWl<i.'-. 

Pn1 11t1a p:1rlc. L'll l'1.::t.-..ll111c.-.. :-.L· d1:-.11n.i,.:ut.: enl?t' !.1 tern11n:i. .. ·l\111 planeada o no 

plant:ada de !;1 llh.; ... n ai..:-it.Hl de t111 11H.J1vidlll1 E11 1:1 1L·1n1ina..:il.,ll planeada. el t1c-rnpo 

t:spt..•radn dl· ... ~dida ..., ... ..:l~IHH:e .111t1..:1p.1lLu11cntc p;u-;J ..:ada 111U1viUuo . ..,in e111b:11-go_ s1 

Ja obsc..:rvacilln no :-.l.· ... lHltinúa dlu-an1c el pc1·in<ln p1edctcnninad1..1 .. pl)lque la 

pcrson.'.1 sak· del g1upo y '\a ?lll pani..::1pa t:n t:l. pt1r ta:...otH.::-:. difc:n:ntcs a Ja 

tenninacinn del C!->tudio. ~e Jlcr.: qul· la pcr:-;ona '·l." "pir.:1tk'" - su tl..'n11inació11 nu ha 

sido planeada -

-l El;1ud1 Johu.,011. "/' , u. p 1 :"o 
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Finalmente. <lchc.: citarse que.: para d rnodclo de rotación que se: t:stimani se 

ha elegido utihzar un discrlo del estudio con datos tn1ncados, es decir. la 
estitnación del rnoddo se llt.:vani a cahn ;.1 partir de 101 c.'\.pc.•ricncia c.h: rotaciún del 

grupo de estudio que: se obtenga duraruc un pcr·iodn de obscn·acil-ln prcviarncntc 

detcnninado. Es i1npo11a11tc hacer notar que: se harú n:fcr·cni.:ia a todos ll.)S 
dccJ"ctncntos alt"atorios d1ft:r·cnle~ de la rolaciún corno "salida..;," del estudio. Así, la 

"salida" scrú un c"\·cnto alealnnu en el 1nis1110 sentido que la rotación lo cs. por· lo 

que- el n1oddo se de san l)lla1 a en un arnbicnte de doble dccn.:-111cnto, ya que tanto Ja 

rotación corno Ja salida .<.;cr·úri causas por las cuales un individuo puede ahan<lon;tr 

el gn1po de estudio (n status laboral) ;.d qui.". pencne1....~e 

2.3.2. l>EFl:-.ólCIÓ:-.; DE L'\S EDADES I>E 1-.;1c10 Y TEH.'\llNO DE LA 

OBSEH'\'c'\CIÚ:-; 

En el caso par1icular de un 1....·..,rudio cnn daitlS Ir11n..::1dus. al fijar· una fecha 1....·n 

la cual tenninar·a el penodo de ohserYac1ún. se L"~tabh.'ct.: tarnhién una t:dad múxitna 

a la cual t111 t1llL"t11hnl en pan1..:ular d<..:l gn1pu de c:-.tud10 .._:e .... ;ff(t su ob:-.en:ac1ó11. :\.sí. 

se dice que cada n1iernhru dcl gn1po tiene una ed¡uJ de tcnninac1ún fija y aden1;is si 

pennanece en d grupo a e:-.a i.:d;id, el c.:vent<.' de "tenni11;1~i1.\n" es un evento cieno 

de ll<:llrTir 

En el rnodclo de rotai.:ión que .-;e cst1111arú en 1..:apít11lu!-. p<.lSlerioH.:..., ¡d 1-.. ;suno 

rnicn1hn1 Lle! grupo le 1....·n1·1c..·~pondt:ro"1 el pa1 n1dcnadu de edade .... (y
1
,:

1 
). dnnde ).·, 

n:prcsenta la :..-dad al inicio d1.· la Pb'.">c..T\"acion ::
1 

la edad fija al ccff•ff la 

obserYar..:il'lfl. por Jo que nc1.:c:-.an1u11t .. •rit1..· _i·
1 

-~ ::, • 

:\JH1ra hien. :•1 1 . .-1 fracaStl ll la ~;;iJid;1 de alt~unn de !~)=-- n1ie111hnlS del gnlpo 

ocun·c.- 1nicnrn1s este ~i.: c11cue11tTa de111ro del pc.·r·iodo de obscn. acil.HI. i.:sto es. antes 
de ::{. cntont.:c.<.. .... e dice que la obsc..:Tvaciún finaliz.1 antes de )¡1 edad fija de 

tenninaciún .. -\d~rn:i.:-.. c..·11 11in_µun ca...,n la Pbse1vación pod1ú co11tirn1a1· más allú <le 

Ja edad fija de tl.':rrninactún. 

11 



Ln infonnación húsica que se rcquenn1 de cadn miembro del gn1po para 
poder l"lbtene1· el par 01·dcnado (.\',. =,) será: 

t) Fechas del pc1 indo dt.· nh!'>cn:ación 

11) Fecha de entrada al g1·upo bajo observación 

11i) Fecha de naci1nicnto 
n•) Fecha de roracil~ll o salida. donde sea aplicable 

2.3.3 INTERVALOS l>E ESTl'.\IACIÚ:-1 

l-1na vez introdm::1dus lo .... conceptos generales para la estin1ac1on de un 

rnodelo actuaria) de supen 1'\·cnda a partir de datos inco1npletos. tanto en la 

prc:scnte scci.:ión co1no en c:I capitulo postcrior se sentanín las bases que conduzcan 
n cstitnar la función de supervivencia .'..,.( x) 

Dado que-

(2.3) 

entonces un c:stinl<tdor din:1..:t~1 de .'i"(x) :-.cr~i. 

· Pr-1 (2.4) 

así. se huscarú es[Jrna1· p1·i111crn p, . . para pC"ldc1 estimar ·""'(x). /~unquc con 

frecuencia se cncontntrú 111ús ccn1venientc estitnar e/\- . en vez de p\ . . de las 
ohservaciont.·~ obtenida~. la cstitnacion de p\ se ohtcn<lrú como 

p\. = 1-q, (2.5) 

A.hora bien. una \. ez c-legido d periodo de ... ibs..:n aciün C~tc puede dividirse 

en intcr-valos de edades entera~ y si se L::ono..::t.! la contribución. si es que hay 
alguna. que cada 111iemhn.1 del gn1pn de cstudin hacf• a cnda intcn.:alo ( x,x + l] 

entonces puede cstinHu·se la prohnhilidad de que un individuo que se i:;:11..;ucntn1 



latente en d gn1pn ba.10 estudio a edad x fracase en el tTanscurso del siguiente 
ailo. </\.~es dct:"1r. a panlr de la experiencia de supcn·ivcncia -permanencia en el 

grupo tlt: estudi() t.•n el ca~,, di: rotacion- qt11.: co.u.la 1nic1nbro dd gn1po apcnta al 
intervalo de cstimaciún ( x.x + 1]. se construye la 1nnbabilidad e¡,. 

Rl:sulta coll\. c111cntc adarar qut.: la notacilln del intervalo de estin1ación 
(.\"'.X+ 1) se usa para 11Hlicar que el fracaso a edad x + 1 se asigna a este intc1-valo. 

n1ientras que lt)S fracasos a edad x penenecen al intervalo anterior(:\"" - 1.x]. Esta 

asignación es algo a1·bitraria. ya que la altcnrntiYa [x.x + 1) ~e utiliza con rnayor 

fi·cctu:ncia. pcn> s•: ha preft .. ·1·ido 11tlli.1:ar (x~x + 1) debido a que la c.x1stcn(.'.ia en d 
gn1pn a edad _,. se asun1c en el coni..:cptn de tf t ccnnn "la probabilidad de fJ·acasar 

dentro de un arlo para una pc1·son<1 que i.:~tú L'll el grupo a edad ... Y" .-\si. no e.s 

posible fracasar exactarncnte a edad x en cstt: intt.:1 .. valo 

Para dctcnnin~ts la c:xpcrit:nc1a de ~upen.·i•:t:ncia di.." cada unt' de los 
mien1bros del gn1po. se necesita ohscrva1· cC:Hno se relaciona el par ordenado 
(_i·,.:, ). para la 1-J . .;11napersona. con d intcn:a]o (.-;:,x ""1"" l) 

1. Prinu:n.l nótese que si ::; .S: x. cntnnccs la 1-t··.\·1111L1 persona nn contúbuirñ. 
al intervalo ( x, "\.--+- l]. ~a que la pl'rsona abandonó el estudio sin que 

haya 1nnvi1nfrntn dentrn del in ten alo de cstitn~Kiún. 

2. Si )', 2":: x + 1 ... entonce~ la 1-1..;\1111._.1 per~nna rn1evan1L~nre no hace ninguna 

contribución a lx.x + 1] 

3. Si _V, :::; x ::, ::...'. \- + 1. t:Ilt(.)ni..:c~ la i-0-sima persona se 1cgistra pant 

estar ba_10 ohscn.·al.'."Íon L:tl L'i intel""'.·ah) 1...•ntt:Tn ( x, \"' + tJ. 

-t. Finahncntc. tan1bil:n 1..·~ pnsiblt: que .\: \~ < x +-l. n que x < =, < x + 1. 

n an1ho~ 

_\~ =:: x ~ 1. ya que no hay 

i.::(.)ntt·ihución al!!Ulla. :-.e puede dL'i.:ir que la t-t;, 1111a persona <.:lltra al intervalo 
(X.X+ 1) a edad x + 1111 y que !:->ll edad prot-!ramada de ténnino de la obscn·nción. 

independic11tt.·1111..•111t: d ... - l:i 1...·;u1 .... a. :-.e da a t..:"drtd ."l.- -"f"" 11, Enttlrlces. pa1·a d ,_,:suno 



1nic1nbro del grupo se gcncn\l"Ú el nue' o par on.knado (X + 1111 • x + 111 ). donde 
x + 111, 1-cpresc.:nta la e-dad de cntrada rcgistn1da para la estimación en (X.X+ l] y 

x + 11, la edad de abandono registrada en la estilnaciún en d mi~n10 i11tc1·valo. 

Así. la experiencia de supcn:ivC"ncia que cada 1niemhro del grupo apor-tarú 
al intervalo de estimación ( x,x + 1]. se ohtcndrú de alguno de los siguientes cuatr·o 

casos: 

l. Si )'1 :S:x. t.:-ntonccs la 1-(:\llltct persona entra a (x,x+ l] exactmnentc a 

edad x. así que 111, =O. 

2. Si x <y, < x + 1. entonces la entrada a ( x.x + 1] es a edad x + n1p con 

o< 111, < 1. 

3. Si =, C::: x + 1. cntonc<:s para ta i-és1n1a pc1·sona se registra su abandono 

Je (x.x + 1] cxactarnentc a edad X+ 1. así que 111 = 1. 

4. Si x < =, <X+ 1. entonces el registro de abandono de (x.x + l] es a 
edad x + 11

1 
con o < 111 < 1 

Nótese. sobre todo, ciue O $ m
1 

< l y O < 111 ~ l . esto cs. fil¡ puede ser cero 

pero no uno, mientras que n 1 puede ser· uno pero no cen"l. 

2.3.4 DECRE:\IENTO t':>;ICO Y DOBLE DEC"RE:\IENTO 

En la SL"L"ciún antc1 it'I -..t.: e·,tahlc.·~ill que. i..:11 un estudio ctHl datos truncados. 
la 1-<-;_\·1111a pc:rsona ingn:~a al intcn.:ah~ de cstt1t.l1ll (x .. ~- + 1] a edad x + n11• con 

O.$: 111
1 

< 1. y está prug1arn;1da p:H:1 ah;~11dona1 el 1nh.:n·41J11 a edad x + n,. con 

o< 11, ~ 1. 

Entnrn.:c:s. la pruhaliil1dad ctH1d11.:111nal d ... .- ..,upo..·n.1'\o..:IH.:1;1 a t..•dad .\" + n. para 
una persona del gn1pn qui.: ... t..· o..'nL·110..:11t1 ;1 \;11cnte ;t edad .\ + 111. es Jl-m/Jr-tm· y la 



probabilidad condicic1nal dt: fracaso d..: un individuo bajo observación en el 
intervalo ( x.x + IJ. dada la ~upcrvivencia a edad x + 111. cs..;: 

11-111'/,--.._,,, = l-,,-1nf'x .... 1n (2.6) 

Esta notacil_)ll n:-sulta aLh:cuada si se trah•üa en un a111bicnte de dccn.!n1c11to 

único. es dccii·. aquel amhit:tltc en d i:ual los 1nicrnhros dd gn1pn de estudio están 

sujetos a un sólo evento akato1·io; en otras palabras. la notación es adecuada si el 
estudio contetnpla exclusivan1cntc una causa pnr la cual un individuo puede 
ah.:u1do11ar el gn1po al que per1_cnccc. t'-..1o obstante. si 1d estudio involui:ra 1nús de 

un evento aleatlH·io es nL·ccsa1 in modificar la nntacinn utilizada con d ohjeto de 

especificar· la probabilidad cuncspondicntc a c~Hla causa por la cual los 1nic1nhros 

del gn1po puedl..'.n deja1 de pertenecer a Cstc. 

Así pues. si los micn:üno!> dd gn1pn de un estudio en particuhn estitn 

sujt:tos a dos cvt..·nto:-. ah:atorins, se Lli..:e qu-.: l.:I L":-.tudin :-.L· de:-.arndla L"ll un atnhit...·ntt..• 

de doble d~cn.:lll\:':l\h).'' y pt.1r In tanto L"-. ne...:es<ino L"SpeL·ifi...:ar t:I L"'Vt.:lll\1 ¡\leatnrio 
para el cual 

1 
p\. n:pn:scnta la nll o..:u1Tencia de alguno de ht:-. du:-. e\ ;.:ntu-. ¡1.n!l-·:-. de 

edad.,-+ t. Tal es el ca'o del pn:scntc u-aba.JO. en el ..;u.ti ~e c••n:-.ide1an tln:-. causas 

plausibles por· la~ que un lndinduo puede ,1bandonar :-.u st¡ttuc., lahur~tl. 1 l." .. 1a 

n.)tación y la salida rc~pe..;t1vo.\t11en11.· (Sec¡;:1on 2:; l) Pnt tal tnotl\:n. '.--e a~1:..·!;!.a1·á11 a 
la notación h.'s sitnbolos \r J y ( ') p;ffa l"·.pe¡;:itj..;:;11· a que lk·crcn1entn. (nHactún o 

salida). se hace re1i:n:ncia: po1· lo que la !ll1ta...:il1n ~et:·l 1!\''.
1 

y r/':1
'

1 
.. <h1nlk 

[}'~,.) ' ' 
denota la prohah1l1dad Li.: que lth 1111e111lnl1:-. dd !\n1pn no roten 

antes de edad x -•- r .. en un 111L1d1.:ll) dt.: <l1....·i..:1 t.:nH"ntn únicn que 

dvp1.:11de exclw,j, <HlH.'.Tlle de Ja i:au·•a par11cular de dicho 

dccretnentn. ~ 

~ NOtcsc que se h;1 onulld0 d ~11bi11d1r.:r.: 1. :;. "e 01111t1r;1 d..: .1q111 1.:11 :1dd.1nh.:. por n.:~ultar la nn1ac1ón 1n;·1s 
pr.\ctica al cluninarlo. 

" Cuando <.:'l!OOICn n1a-. de do~ c-..cn1us .1k.Hl.'no-. .1 le>" qnc ... ·-.1;111 .... 11,1.:to:- In"' 11111.:111bros del i:qudao .;.i.: dir.:c 
que se tr-:1bajn en un a111b1cn1c di: d..:r.:1r.:111c11h"I" 11111\t1plc" 



dcnota Ja probabilidad ch: que los miernbros dc.:I grupo no salgan 

antes de edad X+ l. cn un rnodclo de tkcn::1nento Unico que 

depende exclusivamente de la salida. Debe 1·cconlm·sc que para 

e:fectos propios. la salida debe ser cnt~ndida co1nn la muc.:111..: o la 

invalidez th: los 1nicn1bros del grupo; ya que son las dus únicas 

causas diferentes de la rotación. por la~ cualc:-. un indiviJuo dc_ja 

de pe11c11ccc1· a su ...;tatus lahnr·al 

Es itnpo11a11tt: hacer nntar· que cada una de estas pl~lbabilitladt..·!-> t1e111. ... · !">ll 

propio significado en su n:spectivo ambil.."ntc de dcc1en1c11w único. '.'•."a que ,r<r' 
representa exactan1cntc el 111i!">1tll) concc.:phi que d', . ...,(lln que :-.e agrega a la 

notación d sírnbnln (r) p:u·a indicar que :.-.e L"SIÚ ti·atandn \..'.un 1nús Je un 

decre1ne-nto. De igual fonlla 1 c¡~'.,. 1 !">e usa pa1a n.:prt.:!">enta1 el n1i...;rnu concepto que 

1 c¡~. y su1.:le llatnútsele ''¡1rrJf•al•J/rdt1d 1/l'/11 ,¡, .• f,·cn'nh.'lllu o f(H<J n1dep~·nd1t'llfl' de 

c/e(.'re111e11rt1'"7. 

Poi· otra pani.:. s1 ta11h1 !;1 rot:11...·1t.•n i.:1nn1• !a !">ali.Ja ~.(111 t..•\.t:flh1'.-> alr.:ahH·ins. 

entonces tarnhién ....- .... iste la Jll"nhahibdad de que un individuo llll r·ote ni tarnpoco 

salga del µn1po de cstuditl ;tntc-s dt..· edad x +t. dado que a edad .\" ~e encuentra en 

c1 gn1ptl de estudi•l: t¡tl prnbab1lidad se denPta p()t· ¡/'~ :-) 

/\dernás. si las p1obab1lidadt..· ..... de 1otaciún y de salida son L'Slocá.,11c,11nc11/e 

111c.le¡Jt .. •11dll'!1fl'S. cnhu11...·cs dt:hc c111nplir:-.e 

(2.7) 

Sirnilar a lo qur.: o..:unc en la tc:m·ía t..Ic dc:.·crcrncnto único~ para dos 

decrerncntos se cumple que 

(2.8) 

(2.9) 

7 On\,crs. Nc'\,OU L c1 ,11. ... lrtu.irial .\/<11lwHwtl(·.,_ Soc1cty of Acltlarics. ltasca llhnois. la. edición l'JK(1. 
p. 271 
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Así tmnbiCn en la estitnación se cutnple la relación 

C:!. 1 O) 

Por otnt parte. sean '/~,-) y l/~" 1 las probahihdadcs <le rotación y sahda. 

n:spcctivamentc~ antes de la i.:da<l x + 1 para un niic1nbru <le.: edad _\·. c.:n prcscnci¡' 
de on·os lkc1·c1ncntllS. Los valores de estas probabilidades pan1 asnbas causa~ 
(rotación y salida) <lepcndc.:n el uno del otro. por lo que se considc.:nm 
probabilidades de dcc1·c1ncnto dependientes. pues ~unba~ cau'.'>as se co1nhinan en un 
mis1no mnhicntc ck decrcnH:nto E~ imponantc destacar que estas prohahilidadcs 

difieren i:n conccptll de t/:.l•·' y (/:1 ') 

La probabilidad de snhn.:vi,·ir (pt:nnancccr en el grupu) de edad x a edad 

X+ 1 t:S 

(2 11) 

De fonna g.CIH;ral. n -m'í~r}," y n-·m'f~::~,,. I't!prcsentan las probabilidades de 

rotai.:ión y salida. n.:!-.pect1van11.:ntt:. antes de edad x + n para una persona que se 
encuc-ntra en el gn1po de estudio a edad .'\" + 111. en prcscncin. dl.'"1 ot1·0 dec:n:1ncnto. 

Así. se tiene 

(2.12) 

Hasta c..•stc mun1t.:ntu ~i.: ha analizado la teoría básica dt.- la estimaciOn de q x 

en un amblcntc de- dt:cremento úr.ico y doble <lc-crctnento, concspondc ahora el 
estudio de la n1ctodologia del 1nodelo de supervivencia tnbular de rotación. 
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CAPITULO lll 

METODOLOGÍA PARA LA ESTIMACIÓN DEL MODELO DE 
SUPERVIVENCIA TABULAR 

3.1 INTRODUCCIÓN 

En el Cl)Otexto actuari~1l hay diversos tnCtodos que suelen ctnplcarse en la 

estitnación de un n.1oclclo de supervivencia. tales ctnno el rv1étodo de I'Vtomcntos, el 

Método de Milxitna Vi..arosilnilitud y el I'v1étodo del Producto Litnitc. Sin cnlliargo. 

cabe advenir que no es objeto di.." estudio del presente trabajo profundizar en el 

análisis de dichos me-todos_ En rc¡11idad. la n1ayor parte de\ tnatcrial J.e este 

capítulo c.:stá enfocado al estudio de la mctod .. ~logia i.:nnespondicntc a la 

estlnutción t.lc un n1odclo c_h.: supervivencia cn fi.'lnna tabular a po.ntir de datos 
incon1plctos, por- 1ncdi0 del ~1étodo lk !'v1omcntos. tnisn10 que pretende ilustrarse. 

No obstante. cn \a seccin:l final de este ...::apitu\n se citarán algunas 

consideraGioncs 1·cfe1entc~ a la cstinwch~ll de un n1ndeln de ~upcrvlvt:ncia a través 

de \os otros dns 1nétodo . .; nlt:IU::innadn<... 

3.2 ESTl:\1.-\.Clú:-.; l>E \!N 7'H>DELO nE Sl!Pr:RVIVE:"<CIA A TRAVÉS 

DEL 7'1ÉTODO DE :--.IO:>IENTOS 

La hase que ,.,u:,tcnta la t:$tilnacHln de un tnudeln de supcc .... -1 ... en..::.ia a t1·avés 

del :"\.h:todo de :'\.lnmentos. es (.!'l p1inctp1l) estad.istic.1.• de qut.: 1..·l n\unero esperado de 

fn1.ca~os que ..,i.: llhsi.:t,~tn en un dctcn111nad1.) gn1pn de c~tudin. en el intcn.-alo 
(x~ X"+ 1]. debe ..,er q.!ua\ al nútnc1C111..Cal c11.:unid,, lh: fracas~):-. 

:\.:-.i pue~. pa1a c~tuna1 un 1nud1.·lo de -.,upe1·\.1'\enc1;1 tahu\a1 ~tia,..:::. del este 

tnetndu. c..;; nccesa1 lll cncn11t1 a1 una t:'P' c:-.ión que 1 t:p1 l-":--1.-·ntc el nútncro esperado 
de fraca:--.os en •.:\ 1nten:all1 l x, 1.: -~ 1]. t):.!ti.1\a1 \.1 ._::1)11 ~·\ nú1nt.:1n real dt: f1a..:a~os y. 



final111cntc, n::,,olvcr dicha ecuación para la cstirnación deseada. En el caso 

panicular· de e;;:stc tn1bajo. SL" desea estimar In probabilidad de que un individuo que 

pe11c:11ci:e a un status lahornl se sepaft: (voluntaria o involuntananicntc) de dicho 

statu!-.. esto cs. que "rote" 

3.2.1 ESTIMACIÓN E:" l 1 :" A.!\lHIENTE DE UECRE!\lE:"TO l':->ICO 

Una ve/. obtt:nida la 1nfon11ac1ún necesaria para cada 1nd1v1e..luo, (sección 

2.J.2). duranle el pt:rit .. 1do de t1hst.:rvacin11. fecha de nacimiento. ft:cha en que inició 

su obscnn:1i..:i1lll y fedia de Jl1tació11 tl salida. se pnJccdcra a anali7al" lo~ dato:-, pctl"a 
producir el par onlcnado ( x + m,.. \. + 111 ) p~H"a la l-<;.\1!11<( pc..-r.<>1...Hlil que contri huye 

con su cxperit:11c1a de sup1 .. ~T\ ivc11c1a al inten:alo ( x .. -,.· + l] A~i. a partir de dicho 

par ordt:nado poc.ha esti111ai ~c Ja 1nnhahilidad L·o11d1cinnal de rntaci\.)Jl p:H"a la 1-

L~ .... una persona. rnic..-ntras esta se cncui:ntra bajo (lhse1-,,.·ac1ún c..·n un arnbii:ntc de 
dccn.:rncnln ún1i.:~). anle~ de eúaJ x ;- 11

1
• dada la ~upc1\.ivenc1a a cc.L.1d x -t 1111 • E.sta 

probabilidad condicional st: denota p(11· 
/1 

_
111

<1.\ _,,, y e~ 1gu;il ~ti nú1nc.:n) c~pcrado de 

individuos que.: 1 ntan. en t..:1 caso de que el gruptl hajo oh sen. ación sea de tainarlo 
uno; pues l.t p1.:1sona puedl..' 1n1ar en L'I inlen·aln (.t"".X + l] con pnJbabilidad 

n~m'l,·+,,i• o bien_ pennancc1...·r en el !!Tupo con prnhabilid.:td ,,_, .. [\·.,,, 

Fonnahncnte. plH. la dcfiniciún de t:spcran:ra matcn1ática de una variable 

alc:atoria se tiene que cl nú1nc1·(1 c~pcr·a<lo de individuos quc 1·otan para un grupo de: 

estudio de tani;:11l.o uno es. 

1 

/"'(R,.) = 2:1<, · f'(N,.) =O· /,(I<, =O)+ J./'( I« IJ 
U, ,_n 

(3. 1) 

l)-,,_,,;/J,_,.111 + l·,, .. ,,,cf,.+m = ,,_,,,'Íx+n1 

donde R"' es la v~uiable ak-attnia del numero de personas qut: rotan t:n (x,x + l] y 

/>(U,,.) es In probabllidad di..· que la \"ariable aleatoria tome los valores de cero o 

uno. 
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Por otra parte. ~¡ se considera que- el nú111cro total de personas qui.: 
contribuyen con su cxpc1·ic11cia de supervivencia al intervalo (x.x + 1J t.!s '1\. y que 

los fracasos (rotación) dr.: In~ individuos son cstocú~tícanu.~ntc indc-pcndit:ntes. 
entonces el nútncro espc1·ado de individuos que rotan C"stará dado por la su1na de 
las probabilidades de cada individuo que pc11cnece al grupo. esto es. 

hl u< 1 = i '"-"'· 'f »+m, 
(3.2) 

1=1 

Así. si igualmnos la t:xpresión (3.2) con el nú1nl.!ro n:al observado de 
rotaciones. r_\ . • se tiene la ecuación húsica de rnomcntos en un an1bientc de 

decre1nento único. 

n, 

h'[ !?, ) = L '" -m, <f < "'" = r,. 
''"""'¡ 

(3.3) 

Finahncntc. para cstnnar 'Í ..- se rcsuch:e la ecuación (3.Y). para lo cual 

podría utilizarse una hipótesi~ <le Distnhw.:ión L"nifonm: de Fracasos o bien. la 
hipótesis de Balducci para ~dalles fracc1onadas 1: no obstante. poi· conveniencia 

algebraica St! c1nph.:a1ú la ~1p1·oxunación que ut1li;.ra /)h:/.. /.fJ11Ju11 en su obra 
Afode/os de .'··luperPn·encia·', para encontrar la expresión p.cncn1l del cstitnado1· dt: 

1non'lentos. esto cs. a travt:s di.: la aproxin11.u.:1ón 

se tic:ne que. 

¡..._-( J-(~) = q ,. i ( 111 - n11 ) = r,. 

1=1 

y resolviendo la ecuación para la cstin1adón deseada se: obtiene. 

1 Jordan. W .. op. ci1. pp. l 'J-10. 
l up. ni .. p. lH~. 

(3.4) 

(3.5) 



,, 
</, 

__ ,._. __ 
±(11, -111,) 

(3,6) 

' 

que representa la fonna general del estimador de 1no1nentos en un mnbiente de 
decren1ento único. 

3.2.1.1 CASOS ESPECIALES 

Algunos casos espci..:ialcs que se desprenden de Ja ecuación básica de 

n1omentos son: 

1. Si 111
1 

=O y 11
1 

= 1 para todas Jas n,. personas que contribuyen al intervalo 

(x.x+ l]. entonces se tiene que n,-m, lfT+m, = 'lx • y la expresión (3.3) se 

convierte en 

(3.7) 

por lo tanto. 

c¡A <:'."~. (3.8) 

Esta expresión es un cstiinador de proporción bino1nial. dado que la variable 
41lcatoria RT: es binomial. por lo que d nútnero de pcr·sonas en el gn1po de 
estudio. 11

1 
• puedl." cstitnarsc cvnto un núrnero de ensayos hc.:rn0111Ji. donde 

cada ensayo !>t.: ~onsith.·ra independiente. y la pnürnbilidad de rotac1ún ~obre 

un solo cn:sayc• ( t/ \.) ~e a~uznc I!!Ual para todo~ los ensayos 

2. Si 11, = 1 pa1a h .... das las p~rsnnas que cnntribuyt.·11 a ( \·.x + lJ- pero 111
1 

>O 

p~ua alguna~ Je las Jl\. pc1·stni;1s. entonces S(; tiene que 

n,~m.'lt"~m. = 1 _,,,,t/, •m, Y (.:l.J) se conviert..: en 



.E[J?.r] = t 1-ur, qx+m, = r.l:" (3.9) 

'""I 

De manera análoga. la expresión (3.4) puede expresarse corno" 

1-m, C/T+m, =:, (J - 1111) · C/t' (3.10) 

Finalmente. sustituyendo (3. 1 O) en (3. 9) se obtiene 

'/, 

±(1-tn) 

(3.11) 

3. Si 1111 =O para todas la~ personas que ~unt1·ibuycn a (x,x + 1]. pero n, < 1 

para algunas de fas nx personas , entonces se tiene que n,-m, qx+rn, =n, lfx Y 

(3.3) se con";c11c en 

1;[ N . J = -5" </ = r \ ....._, n, r ~· 
(3.12) 

1=1 

En fonna si1nila1· Ia expresión (~.4) ;;.e tran~fonna en4 

(3.13) 

Finahnente. sustituycndo Ja expresión (3.13) en (3.12) se obtiene el 
estilnador de rnomcntos 

(3.14) 

3 Nótese r¡tie en este caso part1..:11J;1r. la apro'\.11nac1on propuesta por D1ck London cqu1'\"alc a la lupótcsis 
de Balducci p.1ra edades fr;1cc1onadas 

4 Nólcsc que. al 1~11.11 quc <!ll el c:1so p.1nicular Z. la apro'-ll\1~1c1ón <' 11) se COll'-Ícrtc en la lupótcsis de 
d15.tnbu1;:1ó11 un1fonnc de fr;ica,.os 

,, 



.3.2.I.2 TIEJ\IPO DE EXPOSICIÓN AL RIESGO 

Se denornina tiL·mpo cxai.:to de exposición al r·iesgll al periodo de tiempo (en 
arlos). dentro dd inte1-valn ( x.x + lJ. sohn.: el i.:ual el ,_,:.,·1111u rnicmbro del gn1pc1 de 

estudio c:stú potcncialn1cntc bajo obsen:aciún: c-n otras palalnas. se di..;e que la 1-

é...-i11u1 persona cstú expuesta a fracasar (rotar) Je la edad x + 111
1 

a Ja edad x + Jl1. 

Nm11édca1nentc. n, - n1
1 

rcp1cscnta el monto de exposición pn.lgnunada, JlH..!'dido 

en unidades años. contrihuido por Ja 1-1.:.,·111u1 persona. Así. t..'I tie1npo total de 

exposición de los tniemhros del gnipo cs 

(3.15) 

es decir. el dcno1ninador del cstirnadnr de 1numcntos (expresión J.fl) n:pn.~scnta el 

rien1po programado de exposición t\llal del gn1pn. 

:-\.hora bien. si un n1ie1nh10 del gnJpn de csn1d10 n)ta mientras se encuentra 

haj() observación. la cxpn:-.i~ . .-ión in-ograinada no '>e realiza en su totalidad: por lo 

qu~ al tictnpo que tr anscurn.: desde el inicio de la obs.crvaciún hasra que el fracaso 

ocurre se le dt:no1nin:1 ticinpo cx:Jcto de e.'\::posicii'1n . 

.3.2.2 ESTIMACIÓN E!'." l,,"ó A!\tlHE'.'<TE DE DOBLE DECHE!\IENTO 

:'\I igual que c:i la ~t-·cción antcr inr. en dont.k st.: tratabd el ca~t> de la 

esti1naciún en un arnbiente de dc1 .. '.TC111entn único, se asun1i1ú que l;-1 infonnación 

que proporciona d 1-'-;s11no indiv1duo <lel gn1po de csludio que contnl>uyc a 
( x .,X + 1 J si.: ha analizado para pn .. ..,duclr- d par ordenado ( x + 1111 • x + 111 ) 

La pn.Jbahilidad t.k rotación para la 1-és11na persona, en un an1hicntc de 

doble dccrcn1cnto C!'> 
( (r) 

n,-111, l'"+rn, (3.16) 
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y representa tarnbién el núrncro esperado de personas que rotan en un grupo de 
estudio <le tamaiio uno. an;l1ogo n lo que se.: analizú en d caso de un ainhicntc de 
decremento único. 

3.2.2.I RELACIONES E;-.;TRE LOS MOME:'>TOS B..\.SICOS 

Tal como se comentó en la scc<.::ión ~.JA. se considerarán dos eventos 
aleatorios con10 las causas de dci.:1·ernento a las que t!Starú expuesto cada tnicmbro 

del grupo de estudio. a saber: la rotaciú11 y la salida . .-\sí. análogo a la ecuación de 
n1omentos (3.3) en el caso de dccremc-nto único. ahora se tendrá el par de 
ecuaciones de momentos 

E[N,) L n, -lft, lJ~'"+'m, rx (3.17) 
1""-l 

y 

!:'[.":, J - L n, -n1, lj~·:'m, -'".'l" (3.18) 
1==1 

donde ,\'x:>- es la variable aleatoria dd número de salidas en (x.x + 1] por cualquier 

causa difcrt:ntc de la rotación. y -'"r denota e] númcr·o real obscn:ado de salidas que 

suírió el grupo de estudio en tal intervalo. 

Una fo1nw seni.:illa ch; 1e-snlvcr t3 17) y (3 18) para la cstin1ación de las 

probabilidades dcpcndil.'."ntes de decrc1nt:nrP l/:.r l y e¡~' 1 ~.e1 i.1 us.H" apn .. J:".:.:nrn~i•..::-itH~5 

análogas a (3.-1.)~ a saber 

(r) 

n,-n1, llx+nr, 

(" 
11,-1n, <f.:~111, 

( 111 - 1111 ) • q_~-r 1 

(n, -1n1 ) • c.1.~-'> 

'.\ No confundir esta \."ariable aJcmorm con la función de supcrvi,·cncia S(.x). 

(3.19) 

(J.20) 



lo c¡ue produce 

±<11, -n1,) 
(3.21) 

~(11,-111,) 
(3.22) 

Sin ernbargo. el objetivo es cstirnar las probabilidades independientes de 

decrctncnto '/.:~,.} y ''-~< '). en r.:stc caso. de Jos <latos que se obttn..-ic1-011 en un 

ambiente de doble dc:crcmt:nto. Para llevar a ~abn esto. podrían calcularse Jas 

csti111aciu11es dc '/:.rl y '-/_~."') pn,<lw.::i<la~ pm· (3 21) y (:i.:!:!) y a par1it" de éstas, 

estin1ar (/~trl y l/:( ..¡ usando una <le las apnl'imaciones qut.:. a p:~i-tir de las 

relaciones entre las probabilidades dependientes e independientes. sr.: presentan en 

el capítulo 14 del libn.) de Jor<lan "!.~/~, ( 'ontu1genc11..·.," n en el capitulo 9 del libro 

de Bov.:ers "Actuanal ,\fathr.:11u.1n,-., ".Este ptoccso ~e ilustro:u1 en la .-.eccil'ln 4 4 2. 

Alternativamente, podrían calcularse las estunacioncs de l/~_cr J y l/.~-t \) 

dirccta1ncnte de los dato-" n1ui;:~t1 a les, L'-'pn.:sandtl t..liredarncntc 

(r> 
n, 1•r, '/,.. .. ,,,, V (3.23) 

en knninos t..lc aqudlas. ha_¡o una hip{ücs1s elegida qur...! vendría a sustituir las 

aproxin10H:ioncs pn:limina1cs (3 J l)) y (J.20). Esta.s <lJHtl'(imacioncs nonnalmcnte 

resultan en ecuaciones que dcbc-n resolverse numCricamentc para '/.:',.) y q;~-' > tal 

cOlnn se dcsanolla!·:·t t:n Ta .,.icuientc sección. 
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3.2.2.2 HIPÓTESIS DE DISTRIBUCIÓN 

/\ continuación se citarún dos hipótesis que pueden utiliz~1rse para obtener 

la estirnación de las probabilidades indcpcndicntcs de decremento (lf~(r) y</~(-')) a 

partir de las probabilidades dependiente~ dt: dccrerncnto ( n, -m, '/.<;},,,, Y n, ~m, c¡~:~l,,,,) 

en un ambiente de doble <lccrcmcnto. Cabe mencionar que el desarrollo 
1nate1nútico que C{lllduct: a la obtcnciún de las ecuaciones de rnomentos se ornitc 
por desviarse de Jl)s Ob.Jctivos de Ja presente tesis. 

u) /Jb;trihuL·i1í11 l .'nifi1rn1e 

Si para cada uno de: los eventos aleatorios. rotación y salida. se asurne que 
tienen una distrihw.;ión u111fonnc" sohrc ( .'\·,x + 1] en su prnpio ambiente de 

dccn:n1cnto único~ puede dcn1ostnusc que 

o~ m< u:.:- 1 (3.24) 

y taznbién que 

,11,'.'.. (3.25) 
1 - 11 q: 

Entonces, a partir de estas dt."lS relaciones. pueden obtenerse 
maternátican1entc el par de ecuaciones básicas de mnrncntos 

(3.26) 

y 

qs.] (3.27) 

~El :asnnur co1110 lupóh...""SIS !;1 d1<;tnb11<..:h111 1111tfr1r111L· de f1.1c;1-o;o<>. es ,1<;11JT11r que: 

'X·"-I =()-/)·i, +/·/,.~I ():;_¡-s.. J 

'" 



cuya co111plejic..lad exige su solución numenca para estimar las probabilidades 

ind.:pendicntes de dccn:rncnto e¡~(,.> y '/~·'». 

h) J>i...-trihueiú11 ¡:._:_,-nonenc:iul 

.~\.1 igual que en el 1.:;.iso antt:rior~ si asumi1nos que los dos eventos aleatorios 
a los que est::in expuestos todos los micrnhros dr.:1 gr·upo de estudio (la rotación y la 
salida)~ tienen una distribución cxponc::nt.:ial. i.c. fuerzas constantes~ sobre 
{x~x + l]: t=ntonccs. puede demostrarse que 

(r) (,.¡ µ,..,, = ,, 

y 

lo que conduciría a las ccu~1cÚ.Hlc!-> de n101ncntllS 

'' li' r) 
E[Ur] = L:---,-.'--,-[l - exp{-(n, - m, )(µ''' + µ<"'l}] = rr 

1=-1J./) +J.1(.) 

" L/ ,¡ 
Ji[:·; ) =) --·-'--~--[1 - ..:x1>-'-(11 - m )(•i<s> + ,,tri l}] = s 

Y' ~ \') (rl l 1 1 I" ~ T 
¡_¡,U +)i 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

Nut=vatncntc es nccesai·io resolver nmnéricmnentc estas ecuaciones para 
¡¡<,. > y ,ul .\), en tcnninns dl! las cuales podrán finahnente estimarse q~<,. > y q~( "). 



3.2.2.3 APROXIl\.lACIONES AL ESTll\.IADOR DE ~!OMENTOS 

En ocasiones ante la dificultad matemñticu propia dt: las t:cuacioncs (~.2(> y 

3.27) o (3.31 y 3.32) se puc-dcn utilizar aproximaciones cs¡Jt:cíficas para el 

estitnador de 1no1ncntos~ algunól~ de ¿stas son la a¡noxitnaciún de l loctn Ja 

ap1·oximación Actuaria! 

Estas aprn~i1nacil'llc:s -..e e:-.tudian a continuación asu1nicndo un an1hicntc de 

doble <lccren1cnto. ya que d anúlisis que n:suha si se trab~üa en un m11biente de 
decrc111cnto único pucdL" dc:-.¡lrf<.lllat·sc cnn facilidad c-n fonna análoga a la teoría 

expuest¡1 pant dohh: dt..·ctcn1entP. 

u) Acro.i;in1uc.:i<ín de Jloe111 

Esta apnr,i.111acilln L"lllltt:rnpla una edad tclnica prog1·¡11nad<1 de salida. 
(decrcn1cnto c11 ~1d1ciún al fTa":aso). x +- u·1 en \X.X+ 1] p;;ua la 1-l;,,,,,," persona del 

grupo de estudio que t.:ntfl.l ¡, ta! inten.·,lln a edad x + 1n1 : ~in1ilar a suponer una 

edad progratnada del tl:nn1nu de la nh~en·a..:iPn. a sabi.:r ::::
1 

~=- \.. + n, 

:--:o 1.."">bstantt:. L1 L'(t1d t:._·py i1...·.i .Y...,.. H·, t1u "t.'. CO!llH:e ..... 1110 hasta el llll1Jnentn en 

qut: la salida se r..:al1/a (~;L· nh:-. ... ·1saL cont1anl1 .d c\)n~1cin11L·ntu a J'r!r>rt de x + 111 

en la cstirnac1ún pl11· t:I nH:hHJu de nHHlh:ntos. Fn ot1a:-. p.llahras. p~ua aqui:llas 
pe1·sonas par·a la:-, cu:11t: ..... H 111 ..:;il'."n1pn: que H'. c'!e definida, IPs '•al~11·es de ·u·, ~e 

conocen a f"1'1"r1nr1 

En '\i11ud de lo ant:..·1·iur· e:. f.:11...·d t•.:conncc1 do:-: di.-.tlntd.-.. t1en1pos <lt: 

exposición: 

(w, -111
1

) 

si el 1-c.;_,unu 1nit.:n1hn1 dL'i ~nljh' :-.ohrcvi'\t.: a la t.:dad 

p1ogra1nada de tt.:nninaci._ni l pt.:nn:mL'...:e .-.in 1utar y sin salil") 

si el 1-(;_,·11110 tnicmbro del grupo sale del estudio a edad 

X+H'1 <X+111 



Dado que la edad x + ·w
1 

sólo se conl1ccra si Ja persona / sale, entonces si / 
nlfn antes dc la edad tcórica x + w,. ~sta no se: conoccni nunca. Por ello. la 

aproxin1ació11 de l loern a~ume que para aquellos 1nienthn.1s que roten en ( x .x + l] 

no se define d valor de.: H'1 . En otras palabras. todos las rotaciones contribuyen cün 

exposición "i - 1111 • por· lo que la estirnación de '/~.,. 1 correspon(h,: a la proporción 

dd nún1ero de n.ltaci<1ncs con respcctn a lri exposición total del grupo 

En n:surncn. 
progr:unaJa de 

todos los r11ie111h1 os ch:! g_n1po de estudio ticnen 
rcrnii11a...:-11)n ,- + 11

1 
al entrar ~11 intcT\'alo 

una edad 
(x,x+ l] 

in<lcpcndicntcn1t:ntc de que la pet~nna sohn:vn·a. rnte ll salga. Por el eontnuio. la 
cJad .\.- + w, st.llo SL' i.:011uccr;"1 si se llega a n::tl1:?a1· su salida dd g:n1po de c~tudio. 
por lo quc su contrih111. ... ·ión a la expl.lSicitin ~crá H"1 -1n1 Entonccs, para todos lns 

que ltltcn o pennant:z..:an en el µ.n1po hasta el ténninn <le las nhscrYacioncs ~e _usan 
lns -..aln1c~ de n,. c:--fl) e-.. quH:n 1ntc () St.::1 un .·11,ÍL'r·cllntnh11)-e cun e~posic-illn 

11
1 

-111
1 

b) .·1pro."\.·ilnacián Actuariul 

De la:-. distint~1s ap1o"X11nac1oncs para estin1ar (/\. sc1hre lX~X + 1). la 

apn1xin1a1.·1ó11 aduana! fue la prinH:ra en ser dt:sant-illa<la. a rnc<lía<los del siglo 

:XIX. l11iciahnt..·ntc: d rneto<hl _.:.e pla11lcl1 de una 1nanc1a intuJIÍ\'a, en ausencia tanto 

del <lesanolh1 ctcntiiíi..:u de la teoría de....· la c~timacinn estadística -.:nmo de cualqui~r 

tipo de t.•quipn di.'." c;"1kul1..l Hll'."Cán1co o clcctrónic""1· c1.H1 el úntco interés de 1ccabar 

los <latu~ :o- calcula1· la t..·::-.tiniai:it.lll tk:-.cada. 

La aprnxi1nac1un acruanal no utiliza cl cotH.:epto de c:'\.posi..::iún prograrnada 

(Sr.!ccion 3 2 1 2 L c:n '\"CZ Ji...· clln inn.-ilucra un tipo de: exposición oh~e1•:a<la 

11atnada '-"'Pº~Killn al..'.tuanal. par.1 c.li:· .. tin!,!uida de la exposición prng1aJna<la y de la 

C'-pos1c1nn i.:xa..::ta 

,., 



Bajo el supuesto de qut: la 1-1..: ... ,1111a persona entra~' (x~-'-- + I] a cda<l x + '"" 
O~ 111¡ < l. d tnt!to<lo actuaria! cstahlc:cc que si para la persona / "se observa" una 

edad X+ 111 de h:nninaciún. entonces aquélla contrihuyc con exposición 11
1 

- 1111 . 

En otTo caso. si la persona es una salida nhscn:ada a edad x + w,. <lon<lc 
nccesariarncnte u·J -- n,. cont11huye cnn c-..:posiciún ~t·, -111

1
• 

Por otra parte. en cstc 1nétodo la contribución dc cxposici1ln dt: un rnicrnhro 
que rota se asunu: con10 111 = l para todas las rotaciones. Este supw.:sto se 

contc1npló <lado que identificar la edad progra1nada dt.! tcnninación para una 

pei-sona que i-ota ante~ <le akanzada. requería de un análisis 111ús extensivo de los 

datos. 

El punto importante L"S que la aproximación actu;;ffial tr·ou..licionnl pan:t 
manejar los dato!:> no identifica X+ 11

1 
u ¡.\rturt. p(n· d ..;nntrario x +- 11

1 
:-.úlo :-.e 

conoce si Ja i-1..•s1111c1 pc1·sona es un cnder. Tal cn1no la t.'dad prugran1ada de salida 
X+ lt·, se conoce a pos1t.•r1or1. sólo si la persona / e~ una salr<la oh:--:en:ada. En d 
caso de que / rote x + 111 no llega a ser conocida. por lo qui..' s~ a~mnc qut: la 

exposición se da hasta edad x + l .-\.núlogo a la aprnxirnaciún de I locn1. en la 

cual si la i-1...•suna persona n1ta ante:. de la cdad prngramada dt..· :.al!da x + tt'1. esta 

edad no se conoce y por lo tanto se a~u1nt: qm.: la •.:xpos1c1011 .'>e da hasta edad 
X+ 11

1
• 

En cfe¡;to. sí n 1 = 1 pa1a l-"I 1-1··.,11111J 111le1nlnn del :;nipn cnto11....:es c1..1ns1<Jcrar 

su exposición al fra.:aso hasta edaU x ...... 1 cs ..;c•nectn: s111 en1bart!º· :,1 la nltai..:ión 

ocurre antl."S de edad .\.· + 1. dicha ..;1..111sidcracici11 1n1pli'.:a una ··:--.Pb1c-e~tin1ac1Llll" de 
Ja expos1..;iún a edad X-+ 1. en \t:Z dt: ún11.:a1nc111e a edad x .... n_. '.'..tl tib~tante. t;tl 

supuesto fue adrniudu ¡H1r 1.'tHl\."t.•111i.:nc1a pr.ú:tic;1 .d plllCt.'~.u· i1..h d,ltl"-· nn11.:~tndes. 

Sin cn1bargn. esta apro'\.in1~1c1ln1 ha é>idn c11t1.:ada p\11 'ª'·íos autore~. ~1cn<lo 
la p1·inc1pal nhjeca111 1..·I qui: -.¡ :::, -7 _\· ~ 11, 1..·~ la edad que la p1 .. :J'. ... l)Il.i / alcanza 

cuando el pc:nudu dL· lih-.ct'\<ll.'.HHl ~e ..;Íena. -::ntt)11..:e~ ...:! a..:1cd1LH" la expus1..:1on 
hasta edad x ..._ l _ ..:u:tndo 11, 1. ~ignifica que t.1 t··~;,u11,1 pet:-».>Ha ..::-. \ i~ta í.'.tHlHl si 

contribuyera a la cxposH..:ion aún cuandll el pcno<h) de obse1·va(...'.1ú11 ha ccrnu.Jo En 
la actualidad ".._·on l..''ltult11,· u ,1..',ran t·,cuh1 ruralrnentc cr1nq"J11/ar1:::0J1n, el 



ar~11111cn10 para '-'·''" arc..·atca rrdcllcll pierde.! c11alq111er r11c.'rito que al~una \•e.= 
l!t.·.~ti a 1t•111.•r'"'S. 

3.3 :"\IÉTOI>OS _.'-LTF:R:-;_.,Tl'\"OS PARA LA ESTl:\IACIÓ:"i 

Tal i;omo se 1nencionó t.'n la sc..:ción inicial <le este capítulo. existen 

difcn:ntes llH.!tudo~ que poddan aplie¡n'>e a la estimación <le las probabiliclddcs de 

nltaciún. ahernati'\ os al 111etodl) de n1(l1nento ..... 

La ch..·ci;ión de cualquit~Ta di.:'" r...·lltlS. depcntkra en g1an tnedida de la 

disptlsic1ún 1..lt: la tnfnnnaciún requerida para llevar a eaho la c~tiinaciún. i\~í por 

cjen1plo. d tnétodo de ~1úxi1na \.'cros11nilitud ticnt: la "ventaja" de que c1 proceso 

de estitnación puede l1t:vars1..• a cabP incorp0rando o no las edades exactas de 

ocun·eneia <le los <lccrcn1entos. Cuando éstas no se incoq"lo1·an al estudio se dice 

que se trahaJa t:on d111ns p.1rc1a/,·s. por el Cll1ltra110. :-.1 e:-. tas t.:dades !'>C con~i<le1·an. 

ento111.:e~ la estirnai.:ión se rcali:;..ra con ,/.,10, nu parc1al.·.,· 

.-\unquc: al contt.•tnplar en d eo.;tu<lio dato!'> rH.l parc1a1r...·s se pue<lt:n dctcnninar 

tncjores e.:stirnac1n11cs que las que se obtengan por n10n1entllS. es i1nportantc 

discernir cntn: esta nH:jor estin1ación y la inc0n'--enicnc1a prilctica asociada a un 

pn..,ceditnil:'nto n1ás cnn1pleJO y 1...·n 1nucha:-. oca~ioncs poco fi.tctihlc de llevarse a 

cahn ante la deficiencia de la infnnnach-lil 

A11úlnga1ncnt\..·, el tnétodo dd Producto Lírnitc no necesita asun1ir ningún 

tipn de di~tt·ihui.:iún pa1a t.•dade~ fr:1cciona<la~. tal cunHl la dist1ibución unifi."lnne o 

la cxponenc1a1: pcr0 ~í requicn: conoct.•r d orden en t'I que ocurren las entradas~ 
salidas y n"'llacioncs <.!entro de un 1nis1no 1ntc1-valo ( x.x + 1]. po1· l0 que aplii:ar este 

tnt!-todo en un cstud10 con muestras grandes ilnplica el conocer la edad exacta de 

or.:::urrcncia tle cada uno de t:stos i.:vcntos para asi dctcnninar el orden ~n que éstos 

ocuniel"l"lll. Nuevmnente la disposición de la 1nfonnación tnan::ara la factibilidad dc­

cste prnccdin11cnto 



Finahncntc es con\'cnientc: scrlalar que. no obstante que los p.-incipios 

estadísticos en los qut: se fundmncnta cada uno de los 111Ctodns :-.011 distintn.-... en 
algunos casos pai1icularcs suelen annjar In~ 1nis1nos estimadores: JHl1· c_jempln. la 

estiJnación de í/,. t~uJto por el método dc 1nt1111entfl~ ClHllo por d de m:ixin1a 

vcn1similitud dcdva en la n1is1na t:L·uaciún siernpre ~ cLJ<llHln :-.!..' traba_p.: cu un 

arnhientc de dccn:rncntn únictl y se CllJtsidcre que ltH.los los 1nie111lnos del g1·upo 

entran al intervalo (x.x + 1] exactamente a ec.Jad x '.': su edad prng,rama<.fa de 

tenninación de la obscn:ación es x + 1 . 

42 



CAPITULO IV 

ASPECTO PRACTICO 1'1\R/\ LA CONSTRUCCIÓN 
DEL MODELO TA Bl IL;\ R DE ROTACIÓN 

-'-1 INTROl>llCCJÚ:-o; 

En capitulo-.. a11Ierioh:'- !->L" e.-...pli\.'.ú Ja fom1a de oblcncT d par 1.)1·dcnado 
()~ .,::, ) a parti1· de ll1s lbto~ hú.-.1co ..... dcscr·itos en Ja sccL:ión 2.J.:!. y cúmo esta 

inCnnnacion L'S ncc• .. ::-.aria p:ua l..'\alLHlI' Jos est11na<lorcs deseados. Con hase en Csro. 

el presente capitultl cst;u·;·1 1..·nfocachl a Ja aplicaci1.1n del 1112-roJn ÜL" nHJlllcnru~ para 

la <lctc..Tn11nac11..H1 dc las p1 nhahilidades de dt.·c1·cn11 .. ~n10 de 1·oració11. es decir p;u-;i la 

cvaluaciún de los t..·:...tirnadorcs de nH1tne1HLls. a partir de la CtHl!'>trttcciún de vcctnn.:s 

1·clacionadn~ con dit..·ha 1nflnn1;1cit1n 

P:u :1 lk\ ;:u· ;1 ..::-;tho 1:1 1...·-.t11naciún. pnn1t:ro "'-' .:11unciara11 d i:-.11111.:1~ alternatl\ a--. 
pant el u.-..l1 d ... · la:-. L·11;1dc.-.. (_l~ ,::

1 
)_ a.-..1 1.:tllTJtl pa1·a la.-.. 1.:dade.-.. de 1H:ur-rencia J~ l1..1s 

r.:\t.:Jlfl)S ¡iJr.:atPno" 111\oltll .. '1;idu" en el e:-.fudin, l;:t:-. ... -uale·, .... r.::·an 1dentÍJi<:adas 
po.-..rer·illl"lllt.:nle ¡;011h1 O. y Ó:.) pud1:1n .-..cr calcuL1das .-..1cTllJHL" que sr.: l..'.l'l107.C~lll 

las fechas t..'Jl las qw: l1c111Ti ... ·n1r1 diclHlS t.."'\ en1n:-.. 

Fin:1l111L"11te_ una \e/ e\aJuadtlS los c.-..tunadon:s '.'>LTÚ n1.:cr.:sa1io coll'd!.-IU- las 

pnlbabilrdadcs dt..·pL·11dicntt· .... de dt:crt:rnento a tasas indcpt.."JH.hc111e.-... e . ...,to C5. se 

ohlend1an 1~1s ta:-.a'> para un :11nlH<..·ntt..· dr.: dccrcm<..•nto únict1_ par¡J l¡t rotaciún y 

salida en tl_1nna ind1V1dual 



4.2 ALTERNATIVAS PARA 1.A DETER:\ll:"iACIÓN DE Y;. =,.O, y ,P, 

Las opcionc-s pa1·a dctt..•nn1nar las edades y,., =,.O, y </J,. se explicanin en 

las siguientes suhsccci1.HH::-.: 

1. Edades c._h.: .·\.<-.t:C!llran1it..~1110 

..., Edades í"is('ales 

.:;. Edades Reah:::-. 

La clccc1nn dt..· al_euna de cstas altcnwtivas depende en gran n1cdida del tipo 

de estudio que Sl." n:aliec. así cnrno de la nat1H"alc?a de los datos 1nucstrales. Su uso 

rcprcst.'ntar:l adenias un cfc1,.-tl' di1cctn t..•n el volurncn <le In~ cúlcuh's en el proct:so 

de cstinw.ciún de la:-. prohahil1dadc~ de dccn:n1cnto 

En la c\.al11ac1n11 ,h,: l\l.'-> 1.·stirnad11n.:~ del 1nod1.:ln tahula1 de rotaciún (sección 
...J..-l) serin1 e111pl.:.1d.1.., J.i..., cdadL·'- IL';ile-. dl· n~1c1r111L'llln. 1..k· IIlf'.f1..'~\1 al pe1·itJth1 de 

ohservaciún. a:-.i cunH1 L1:-. cd:1dt.."-. rt:alt..·s 1clacH.1nadas cnn lt1<..; di:crcn1cntns 

alcatt..ir·io:-. 1n\nluc1ad1.J:-. en :.:1 c:-;iudH1. a :-.:1hcr. J;1 intaciú11 dl" un 111tcµ1·antc Je 

status lahor;tl :-.· L1 :-.al1da de un 1nd1\ 1<lt11.) por una cauo.;;a d1:-.t111ta a ¡_iqucl ·~vi:nt11. 

Se ha prcti.:11d11 ,:J t1:--t1 de L"d:1di::-. rcak·..., en el 1.k:-.atTl1IJu dt-·l IIHHh:lo de.: 

1otacu111. dadll q1Jt.: -..e L·11e11ta .. :1.i11 !:1 1nfnn11a..::1t1n 1H ... 'L'L'~:11·ia pata cl1n:--t1111r· el vi:i:t11r 

de ed:H1L·..:; \ 1 _ :: ... tJ
1 

'\ 15, pa1.l e.ida 11110 dl." lP:. 1t1dl\·idun:-. en el gru¡H1 ha.JU 

t1hst:r'-aCHllL .1 tl<l\t..•-.. de 1;,..., fci.:li:i..., c'\:a...:ta"' di: t1;u.;111111.:nto '." :th;indorll.l del ~·sup1.) 

por alµt111t1 dL• 111-. deL·1c111en1P-. en e-.rud111 

El t1<..o de c.:sl.i.... t..•dadi.:.., t:'<1Cta<.. ¡H.:n1111ir;·1 L'llll1h:e1· .._·un cer·tc/.a el intcn.aln de 

edad (X.X._ ¡J al ..:u;.d ..... -.intnhu:-.e el 1-,:.,.,,,,,, 111tll\iduo JL'l g;rupn dada su rotaci1.n1 

\.l :-.alida .... oh1e t..•! 1111:-.rnn ."\dL'n1.ts. ""--' lk·\.:ll"flt1 ~1 i.:abn ptngr;;una:-. de cún1puto qut..• 

har.:'tn fac11hiL'.' t·I 1nanl'.'_lt} tk·J \.(ilurnen de 111fnr·n1;1i..::.tn qti...: ~'-· ~~enerara a p:inir del 

u:-.o Jt..• <:Sta:-- eJadc:-. 

:....:0 ub:-.tante. ~L" ha con~1deradl' 11np~H1antc dl."si..:1·ibi1 bn:vc..:tnentc.: las 

opciones de t:"dat..ies de a~<."gurarnic1uo y edacks ti'icalcs i.:tHl el objeto cJc ilustnu 

que cxi'-'len fonna:-. altcn1atÍ\.'a~ pan1 el rnane.10 de la~ c.:dadcs 111vuluc1·ada:-. en la 



estimación del ntoddo de supcrvh·cncia. y que la cl~cción de alguna de ellas, tal 

conto se:: 1ncncinnú_ Jependcr·:l de la naturaleza del estudio. así conHl de la 

disponibilidad y nrnm.:Jn de la 111filrmaciún re-querida para la evaluación de los 

cstirnadorc!-. actuaria le~. 

-'.2.1 EDADES DE _.\SE(";l'RA'.'llE;\;TO 

Esta altentatn .. a de :1:.1~nac1ún de edad e:-. :-.e usa curnúnrnentc cn la~ co1npailía:-. 

aseguradma!'->. ~a qu1..· utiliza edades enteras en "c7 de las edades reales a Ja o...:uncncia 

(k·I evento en c:-.tudin 

El .. ·111ph.·t~ d1..· edad .. ·'."> de ascgu1a1111enhl 1e~ulta ,,;(lll'I. cn1cnt1..· para las 

ascguradnras en C"I cúkuln de la.!-> prirna:-. de aqudln:-. 1ndi"idt1PS que nu adq11ier1..·n sus 

pólizas a c-dadcs entera:-.. csto cs. en una fcdrn distinta al dia de ~u cu1nplcaún:-. 

1 .a instltuciún dc :-.c!;lll"o:-. cY1ta d c{tlculo de bs pr·irna:-. a edades fraccionadas al 

utihL...:11· Ja edad cntcnt hipot~t11..~a a la fecha de c1111sh.)n de la pl")Jj~.-a. la cual pucLh.· t.·~tar 

dada de acuerdt1 al u1tirno cun1plcailt):-. \)bien por la cd<.1d del ctunpleaún:-. rnú"> cc1cano. 

Sin crnhargo. en arnhns caso:;, la edad de a~.e!!ununicnto itnplica una fe<..~ha <le 

nacim1cnto l11potetica que ~u"11h1) e a la real y se cakula de acw . .:rdo a la edad 

hipotética de ascguratnienhl 

Si ¡1unado .1 In antcnnr se c:lige un pcnodu di..: oh~en ac1011 qui.! transcurTa de 

ann·ersa111..l a ~ult''t..'J":-.;:u,o di.' la:; pólt.z.;:i_<..., d pn11.::c:-.o de cstnnac1on de l.1s p1obab11idadcs 

di..:: dcc1en1l:11tn ..... e simplific;1 i.::lHl~1d1,:1·ahlc.:1ncnte. d.1dt) que ~e c1n1s1dt.:r;t una c<la<l entera 

.Y a1 inici\) de la ohsen acion ~ una t:daJ entera _,- + 1. un aiio rná~ tarde. al cen-ar 

el pcriPdo dt." llb~cTvaciún 

4.2.2 EDADES FIS("ALES 

La mayor aplicaciún de las edades fiscales se c.:ncuc-ntra en estudios que 

itn olucra11 a los mtcg1·ant..·s de un seguro de grupo. o de un plan de pensiones. 

sic1np1 t.: que se involw .. ·ra una ti: cha de an1versarill. 



En efecto. en el caso panicular de un grupo de individuos que se encuentra 

cubic110 por un plnn dt: pensiones. cxistc una fecha de anivc-rsario del plan que 

puede sc1- llamada ft:-cha de l'tduac¡,í11 del plan de pensiones. Esta puede definirse 

como 1~1 jf.:c:ha j/.\r_:a/ (fecha T) en la que n:!-.ulla ncccsarit.1 calcular. entre otHlS 

valon:s financieros, el valor· prcsc-ntc de los ht:ni:ficios acu111ulados y d costo 

nonnal dd plan ha.in algún 1nétodo de financiamiento dctcr·mi11adl.1 1: el ti'nnino ha 

sido adoptado para indicar que la fccha Tes la fecha knnrnal del afio fiscal de la 

etnpresa que establece l.'! csqtu-·1na de pL"nsioncs 

Así. un¡t '\.CZ int1oducidn el CPJh.:cptn dl..• fci,.:ha fi:-.cal -fecha T- pucdc 

enunciarse que t1·adii,.:u>nal1111..:nte ~udcn dcJHHninar:-.e Clltlltl c<lade~ fiscalc:-. a 
aquellas edades e>rft'ra' de ltl:-. 1n1L•1:1bro:-. Uel gnipn en did1a fL·...::ha fisi.:al. la:-. cuaks 

pueden dt::tt:n11inar:-.L" cl11no la ed¡ul del úl11111u i.:umple¡1f1u-; o h1e11 la l.kl 

ct11nplcafH1s 111:-t:-. p1 l\"\.11llll. 

t :na'\.<.':?. t1htcnida" J;i:-. cdadL·:-. fi,L·.1IL· ... 11;11.1 ci grupu Lle t.::-.ILHJ1n ••• .-ull ha!->e en 

la fr.~cha T puL·de c~d .... ·11la1 se 1111;1 r ... ·dw l11putL·tiea de 11~11.:in11eT1fl) p.:11"a cada PL"f".<.Ona 

en el plan a tr:nc-.. de la d1fer1...·n...::1a i:tlltL' el af1P cakndarin de la fei.:ha fi:-.cal y la 

e-dad fis..:al entera 

Ba_jll la L'n11d1c1 .. ln ,k· que- el a11n .. :r:-.:u i11 del plan e:-. la 111i~tna fl..·1..·ha para 

todas la~ ¡n:1 Sllll~t:-- (e!-! 1 .. ) de c11ert) d1.: i,.:ad~1 :tf1u fisi.::tl l. ;_•J usP de L'dadc:--; fisl..'.'.ales 

presenta vcnta_1a:-. "'-.(~h1 e el u:-.n de l;1s i..:dadc" 1.:"\.:1<.:t;.t:-. en toda:-. :iqut:lla~ per!'.l1nas dt:I 

gn1po de L"~tud1n que :d ... ·:u1~·a11 edade:-; L'llter ;1~ :1 1111a tni:-.111;¡ f1..·.._·ha ( aspe...:tt1 prúct1cn 

dt:l USl..l de edadc<> entr..:r.bl L~h1. aun;sdo a la ekc...:1l1n 11atu1al dL· u11 PL'IÍ~HJP de 

obsen.'acion qlll_. 11·a11s ... ·urr;i desde In tt.·..::h;t r en llll CIL'lt{l af1.tl ;¡ la fC.:ha T llll ailn 

despue:-.. n.:~ulra rnuy ClH1'.·e1111..•nte ya quL" tndo:-. lo'-> 1niccnh1os lk·I plan entran a una 

edad entera cuando .._.¡ per1e.1d-..1 de llhse1-,ac1on abre y. sirnll<HlllCIHe. tendn.ln 

ta1nhien una edad L'nfL·ra p1 O!!r;:unada de tenninae1on un ailn n1as tarde 

1 Se dcn~lllHll.1 '10wdo d.:: F111.11u.;:1.11u11..:111n al ~•~tc.:111.1 ordenado d<..: .1s1;::11ac1ó11 l.k: cos1os a c;1d;1 uuidad de 
trc111po 



4.2.3 EDADES REALES 

En este tcn.:c1· caso las fechas n:alcs de nacnnir.:nto. de in~eso al gnJpo. de 

salida y de rotnción se utilizan en el cúlculo de los estim.:tdl.H"CS de las p1·obabilidades 

de dccrc1nento para cada uno di! los indivi.duos involucrados. 

En función a estas fechas. asi c1..i1nL1 a h1~ t datp,:as al micit..l y tCnnino 1..h:l 

periodo de obscn1aciün. se dl.."11.:nninan las edades exacta:-. asociada::. a su .... eventos, 

cuya ap1·oxirnación puede calcularse en funna sencilla co1no afi.u .... dc1..:irnah:~ a tra\ és 

del uso de una tabla de días di.:1 ai1~1. ( \'c1· ...,ccc1ún --l ~l. J) 

En ftu1ció11 a las edades dcci1nales ...,c a~igna un 't:(.'."tor 1 a cada uno de los: 

individuos bajo cstudiLl. que se ddinc c1.1mo. 

donde 
y, rcpre~cnta la edad di:l 11Hhv1duo al 1nic10 de la observación 

es la ed.:ld progran1~u.Ja al 1.:c1Tar la ob.sc1·...-ación 

es la edad a la que d crnplcado abandona el !!íllpo po1· rotación 

es la edad a la que el empleado ~1handona el grupo por :-.alida 

(4.1) 

De lo antc1-ior fesulta dani que ~i 0
1 

O entonces el individuo no roló, y 

O entonces tan1p1..H..:O !'>alió por causa distinta a la 

rotación durante el pe11tido 1..k uc.:111pn que L"l grupn .... e t:tll.:ontro ha.in ohse1 ..... ación. 

~e c¡dculan lo~ vccton.::-. dt: 

duración. ILlS cuales se detin1r·iu1 de aqu1 en adelante con10 11
1
.x y cvaluarún la 

contribuc1nn de la 1-.'s1n1a persona al 1nh::rvaln (-'-·.x-+- t]. En u11·as palabras. el 

vector· 11 1_, cont1e11e lo!-> ,·ahlre~ que rel.;H.:iu11an la~ cdadc~ del vecto1 v, con c-1 

inten:aln i_ .\. x + 1] de acuerdo a la du1 a...:1011 fraccional con n:spccto al 1nis1no. 

Este vecto1· se define cm110: 

u,_, (4.2) 



donde 
111, es 1n fracción del intervalo en Ja que el 1-L;_.,·11110 individuo cntI"a al 

grupo 
n

1 
es la fracción a la que tenuinaria su obsen:;1ción dado que finaliza el 

penodo de- observación 
r J es la fracción en la qw .. · el ind1\.Íd11u fllla 

,..- , es la fracción en la que d ind1\.1dul1 ~alL· 

~o ohstantt.·. calle c1ta1 que a pe'.-.al de que un n1ic1nhn.1 del gntpn puede 

estar progratnadn pai-.a cn11tnhu11 ;1 un 1nter..,,.·all1. h1cn JHH:dc no hat.:crlo aI no nHar 

ni salir en ese intervalo. 

Por otra pal1e. e:-. 1ttl}lllttante nnt;u que el núntLTO C'bsc1\.·ado de indi\"iduos 

que n1tan cn {.Y .. \+ l]. est.ua dadn pn1· el nurncro de \.cctorcs para los cuales 

}'", o 

L:na vt:z nbt1.:nidos los \.·ecton:s i·, ~ 111 . \ puede procederse a evaluar los 

estimadores hu~cathl~. 

4.2.4 TÉC'."ICA DE AGH.lll'ACIONES 

En oca~iones . .:c1n el oh.icto de sirnplicar el proceo;o de estimación de las 

probabilidades de lkcrt"1nentu. puede aplicarse alguna técnica de agrupación de 

cdade~. 

Esta t~cnica p1..1dna cPnsistir en sustituir. para In:-. iudh·iduos bajo estudin. sus 

edades e'\.actas de ocun-cn..:i:i. de.: un cvcnto de interr.!s. p1..1r una nii.sn1a edad pr-ornt:dio. 

lo cual facilita el u.sn de una edad cf1..,tmta para c1da uno de los in<li\.iduos. En otras 

palah1-a~. (ll)dd¡t 1L·n1pla~·: .. ar~t: el L"\'llJtlllh.l de cda<le~ de 1nI;.n:so al pcnüdu de: 

observación ( x, _\ + 1 J. )·, · .... por .~ ·, \- • 1 2. lo cual rc:pn.!senta agrupar las edades 

de entrada al estud1f1 p1..11· un.1 edad no enh:ra asocia.Ja al últin1c1 cumpleafios. 



Otnl ejemplo dc ag.n.Jpaciones setia sustituir Ja edad real de ocrnTcncia dd 
cvcntn por ht edad cntCra que alcanzaría el indi'\·;duo en c1 arlo calenda1-in en d cual el 

evento ocmTe. Esta edad e:,. llaJnada edad calt:ndario. y puede sustituir ,-ar·ias edades 

frm • .::cionada.s.. prn- lo que !-ie astunc que lo ..... eventos ocuffen en los linlitc!-. de,;- los 

intcn:alos2 sobn: los quc se realizan las cst11nai.::iont:!-., In cual con:c.tituyc una alternativa 
de cálculo pan:l lt.1s n:ctnn:s ,., y 11

1 
,- quL" n.:<lucl.." significativ::uncnte el trabajo de 

estitnacit.in. 

4.3 EVALllACIÚ;-.; I>EL :\lOllELO DE ROTACIÓ;-.; 

4.3.I CARACTERÍSTIC/\S llEL :\10l>F:LO ACTUARIAL DE 

De acuerdo a lo:,. clctncntus d1..· l.1 teoría de los 1nodclo~ actua1 iaks de 

supervivencia quc han sido descritos en h.1:i. capitulos anterillrc~. las características 

del tno<ldo <le rotai.::ion. uh_j1..·tn t.h.~ c~tud1t1 dd pn.":--t:ntc pnJy ectn, pueden n:sumit·sc 

en los siguiente:-- puntns 

1. Es un 1nodch1 actuacial di.: :i.upi.:P.T\"t:01..'1a univariado. cuya '- a1 iable 

aleato1ia t.k intcn:'.'-. e..; la edad de lt1s individlHlS Ph~~ ... T .... <H.h1:,. 

.., El tno<l1..'lll ct1nslituye un t:...,quc1na d<.: lipn tabular.. e;-..t,1 1..·:--. nu definidc1 a 

partir· de una funcii._"1n pa1a111t:tn1..-a relacionada ..:on l;i ..-.1ríahle <deato1ia en 

estudi{1 (la edad) .. s11H~ dt.:finid,1 ;1 p:u111 de 111w tabla dt.- pn1li.1liilidadc:-­

puntuales de dec1c1nt:ntP dL ll•ta...:it>n aso1.-iada~ e11 f11nna tJ!ll\.tlC:I a ..:::ida 

una c..k• }¡1s cdade:i. ent1...·r;1-.: l.'ntre 1""' ~ i.o a:1Ps {)l"111dc. l.'." l.'"- la e<l;i.d 

1nin11na con que un 1nd1 .. 1d110 puede un1i:-.e al stat11s laboral y (,(¡ 

rcprcs1..'nta la t:dad n1a ...... 1m;1 ;1 1:1 ..:ual el •.:n1pleadn plH."dL· \..'.l)fltI"ihuir al 

n1oddn cnn :i.u 1...·.'.pt:1icnc1a dt: Il1tai.:1tltL ~al ida u pen11ani.:n..:1a t-•n t:I l.!:n•plJ 

Despue-> de t:st~1 cd:ili ,...L • ..::nnside1a ~Jlll . .' d n111..·mhto -..e Jtdnla P 1t:"t11a por 

edad avanzada .. por lo que ha_10 c:--t¡1 h1pútc~1-> a t:dad~·s 1nay~u e~ de- 60 

años i.:1 1ndiY1dull nu funna pat1e dt.:I :--tatu~ lahor·al actn n. 

~ No1..:-.<! qu..:: h.1)1' ._·..,¡.¡-. ._,11!!.11 .. :¡¡,11._·, ._.¡ <.:-.i1r11;1d<.'r d<.: lll<'llH."111<''- "'-" rcdti~-:..· ;, ·.11 <..'C11,1,;1(111 h.1-.1c.1 • 

..:-.pcc1al A dc:..cri1<' l.11 J.1 o;~·.:..:u'n ~ 2 1 J 

~,, 



3. El tnoddo presenta un disct\o del estudio de tipo transversal, dad0 que 

las unidades bajo ohscr-vaci1.·>11 serán estudiadas solatncntc durante un 

periodo de.: ticn1po 1..ktcnninado. aún cuando ~l grupo no st: haya 

extinguido en su totahdad. (estudio -.:on dato~ irn.:otnpletos). 

4. El n1odclo l.'.l'lltc1npla un g.n1po 111.l ce1-radl1. put.:s la existencia <le nuevos 

cnn·antcs al estudio durante c:I p<!riodo de obscn;aciún será pcnnitida y 
estudiada. 

-1.3.2 l>EFINICIÓN DEL 1:-ólCIO Y TtR'\.llNO l>EL PERIOl>O DE 

OBSERV.-.. CIÓ'.'ó 

r\.IH-,1·:1 hit.:n. e-. 111..:..:c!'-.ann ddlnit la~ ft:i.:has de inicio y t0nnino del periodo 

de observación de la~ unidades t:n estudill. c:-.tas fechas ttanscuncn pata el rnoddo 

de rotaci1.'n dt:l lu 1.k l.'.'llt:lll dl..' Iq1>0 ~1l .; l de di..:1e1nh1l.' dl." lll(}.\. 

Por In antcTÜ'L duratJti..· did1u periodtl se n.:ali::-arú un anúhsis del 

con1porta1nicntn dl." la poblac1un de c1nplco.u.in'.:-> quL" se L"ncucntr·a en un status 

laboral al 1 o. dt: i..·nenl dl." \ l'llJO. asi ..:n11ll.J Je aquello~ inclivtduns que se unicn)ll al 

~rupo duranlt..: el t1 an_-.curso del pcri ... ,dn de \lb~t.:T""\. aciun 

La edad en qut: el 1-l;,11no 1ndiY1duo ini..:1a su ub;o;er"'\.·aciún. y,. se cakulará 

con hase en la fecha real lll." nai.::in1h.·nto. la ÍL"..:ha de inicio del periodo de 

obscn.-ación y la fecha ck tngre~n al gn1pn bajD ohscrvactnn. 

50 



.i.3.3 DETEl{,'\llNACIÓ:"i DE LOS VECTORES v, Y u,_, 

Se cu~nta con una base: Lk dato~ de ctnph.:adns para cada uno <le los cinco 
aiios considerado~ dcntn.) del pe1·iodo de nbservaciOn. lo que gcnen1 un total de 

2.tJ.035 nhsc.:1-vacioncs_ E~ decir. en pron1c-dio se estudiaron ·tS.607 individuos 

durante c.:1 ti·ans~urs.o de cada afio 

La base de datos 1..·ucnta con la infnnnaciún b:..l~ica de cada trabajador p:..ua 

d cálculo dc:l vector de: edades \•1 (Y, =, 0
1 

r,.'1
1
]. en función del cual ¡n11.:dcn 

constn1it·se lo~ \.ei.:ll1n.:s 111_, (n11 n, .'', ... 1] !>Í'-."n1p1c.: que la cl1ntrihuciún del 1-

,:.,.imo individuo al intcn .. ·alo dl'.' cstimacit.111 e:-.tl: dctini<la 

Cahc hai.·cr nc•ta1· que un individuo <ld g.1upn pw.:d<: cnntribuu a 111ús de un 

intervalo de edades ( x ~ .'l' -+ tl. depcndu.:ndo tanto de la edad a la que tnicíe su 

obsc1·vacil.Hl i.:01110 d1..·I nún1c1u d1.: itlúh qu~ ..:ornprcnda el pettlldo de nbscr'\aciún 

Plll" c_jc.:1npln. '.--t1pún.l!.1sc.: qu1..· •,e realiza un e:.tudao cuyo periodo dt: 

ohsc1·'\ aCJl.)ll ctJtTc.:spnndc del 1 o. dt: i:nt.·-i-n l.h." 1 'll) l al _-, 1 <le dic1t.·rnb1 e de 19'lJ, y ~t:: 

tit.~nc..· que..· el 1-l•,·11110 1111c1nln n tk·l gn1pn tiene al 1111,,;10 de la t)hse1·vacilH1 edad 
Y, = >5.5 a1-H)S. F'.--tn n . .-pn ... ~c.:nta que- d individuo esto:"t prngrarnadn para contnln11r a 

los intc1·vah)s d~ edadc~ (35 .. "'.i<,]. {3(,_37]) l37.::18). 

Pc1stcrinnni....·nt1.:. con hasv en la infonnaó1_'in \.Jhti:nida dt.· ltlS vccton.:s \', y 

11 1 ,. para cada t:dad .Y de la tabl;:1 de rutac1ún se cah.-ula de 1nanc1·a indt:pen<licnte 

el nútnt.·10 de '\ectore'.-- pa1a In~ • .:u;dc'-> :·· 
1 

o._. A.""
1 

O ()btenlt:ndose así. d 

niun1..Tn real oh~cn:ado tantn dL'." 1nd1viduo::. qw.: nHan t:n el int1.:rva1o (x,x + 1] 

con10 de individuos que sakn en el misn1n 

Finahncntt:. tal cn111u '>l.! t:xplica en la sigtucnk scccion st: cuantifica el 

tic1npo programado de e"'\:pnsiciún para cada intervalo de edad l-'-- ~ x + l]. en 

ténninns de la cxp1.1~i~ll'n qui: 1..ada individuo t:"\.perimentó durante d núsrno. 



4.3.4 CALCULO DEL TIEMPO DE EXPOSICIÓ;-.; l'IH)GRA/\IAI>.·' 

Tal comll se cstabk·ciú en d capítulo tn:~ (~t..'cciún > . .:::!. 1.::! ). las fórmulas del 

estimador de mo111entos irn:nlui.:nm d tretnpo Üt..' exposicil.lll pn1gn:unada al rie'.-Jgn. 

Así. en tCnninns de los vafofcs de Jos ,·ecture:- "'·' e" fúcil cak11la1 dicho 

tietnpo de exposición p<tra (..'.ada una de las edades definida~ ~.-n el nllH1clo tabular. 

La sutna de la exposictón progn11nada para cada uno de los individuos que 
contribuyen al intervalo (x.x + IJ ~crú la exposi..:1tln 101.al asociada a dicho 

intervalo. esto cs. de acucn.lo ;1 la fonnula ( :;. l .:S) 

r ,,-. !'. "">!.....(11, -111,) (4.3) 
i'-1 

dónde /1 :r constituye el núrnern de indn i1..hJt.'1'.-. que t.:lmtribuyen al intervalo 

(x.x+I]. 

A partir de cstC punto. y con has..: en los dcrnentos técnicos proporcionados 
puede procederse a evalu•u· l<lS estimadores de rotación. 



-1.-1 CASO PRACTICO 

-IA.I l'ROBABILIDAL>ES DEPENDIENTES DE DECREMENTO 

Pant llevar a cabo la estimación de 1as probabilidades de rotación se 
1calizan'ln programas de cómputo que se 1nucstran al final de este estudio. a travCs 
de los cualt:s se evaluaron los cstirnadorc.s de 1no1ncntos. 

No obstante. para efectos de cjcrnplificar· de manera ~cncilla el conjunto de 

pasos a seguir en la aplicación del 1ndodo de 111omentos. para Ja. nhtcnción dd 

1110<.lelo tabular· de rotación. a continuación ~e ih1stta dichn proceso considerando 

la infon11ación de sl..'is de los cmpkados de la base onginal de datos. 

Supóngase que se tienen lns sigu1cnti:s datos para seis individuos que 

pertenecen a un status laboral t.ktcn111nado, y que el pcrindo de obscr"·ación 

tn.1nscurrc <ld lo. de cncn.., de 1')91 al lo. tk cnt.:rn dt: J<.)lJ-! 

Individuo Fecha de Ft..:cha ck Fc-dia de 
Nacimiento Ingreso Rora..:iln1 

1/05/55 1/0l/S7 1/10.'9.2 

2 3108/55 l/Ol1'JO 

·' 2..t/12!55 !()J/8q 

-1 .:.0,111155 'OJ/91 t( ... 103.193 

5 22/06/5(, J/OJ/ql 

6 17/02/56 1/01/01 25/01/92 

En función a la siguit:ntc.~ tabla de dias del atlo. 

l·echa de 
Salida 

15/09/91 

14/11/')0 



l>ia 

1 

2 
3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 
23 

24 
25 

26 
27 

28 

29 

.30 

31 

Ene 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

lb 

17 

18 

19 

20 

21 

2·+ 

27 

::!9 

~o 

31 

Tabla de Días del Afio para Convertir a Fechas Decimales 

Feb 

J2 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

4'.! 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

4•) 

50 

51 

i\lar 

60 

bl 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

6'> 

70 

71 

72 

74 

7<, 

7C. 

77 

n 
7<> 

80 

81 

8:'. 

8] 

90 

Abr r\1ay 

91 121 

92 122 

C)J 123 

94 124 

95 125 

96 126 

97 l:!.7 

qg 128 

C}9 129 

100 DO 

101 13 1 

l02 1J2 

103 111 

104 134 

10:" 1J5 

106 Ut> 

107 lJ7 

108 138 

lü'J l l'l 

110 1-10 

111 141 

11:. 1-12 

11 > 1-13 

114 144 

11:" 1-15 

] lh l4b 

117 147 

118 148 

11'> 

120 

149 

15ll 

151 

.Jun 

IS2 

153 

1.54 

155 

l5b 

157 

158 

l5C1 

160 

l(l 1 

102 

16J 

1 (l-~ 

165 

J(l7 

lb8 

\bl/ 

170 

171 

172 

17.\ 

174 

175 

176 

177 

178 

179 

180 

181 

.Jul 

182 

183 

184 

185 

18h 

1~7 

188 

ISl1 

190 

191 

19:. 

lqJ 

1•)4 

l 95 

196 

197 

198 

19') 

:200 

201 

20] 

20·-1 

205 

.2,{)(i 

207 

208 
20() 

'.!10 

'.!11 

AJ!:,O 

213 

214 

215 

2ló 

:217 

218 

219 

220 

224 

231) 

2)1 

235 

2.1b 

Sep 

:!60 

261 

267 

270 

::71 

272 

Oct Nov 

274 305 

275 306 

::!76 307 

277 308 

27q :no 
280 -' 11 

2~"1 J 1:2 

2K2 31:1 

28J 314 

28-i 115 

:Xt1 J17 

287 3 18 

288 31'-J 

28 1) 1:0 

290 321 

296 :127 

2117 328 

:!.99 J::>O 

300 3J 1 

JOl 332 

302 

J03 

304 

333 

334 

Die 

335 

336 

337 

338 

339 

340 

341 

342 

343 

344 

345 

34b 

347 

348 

~49 

350 

351 

352 

353 

354 

355 

356 

357 

358 

J59 

360 

:lól 

362 

363 

J&4 

365 



pueden convct1irsc las fechas en ai\os t.kcirnalc!-.. poi· cji.::mpln pan\ detennina1· la 

fecha de nacimiento dccin1al dd individuo nú1ncro uno. se tomaría que el día lo. 

de 1nayo co1Tcspondc al día número 121 del año para un aüo no bisiesto co1no 

1955_ por lo que la fecha de nacin1icnto sería. 

Fecha Dccirnal de Nacin1u:nh1 .- 1'>55 .... ( 121/365) = 1955.3315 

en fonna a.n::íloga la fecha de n.1tación estaría dada por 

Fecha Decirnal de Rotación 1992 ...... (274/366) ::"'-' 1992.7486 

Dado que. al inióar d pedodo de observación el individuo l ya pt!rtenece al 
gn1po de ohscrvaciém. cstarú programado que permanezca en él hasta que d 
periodo cit!nc. así una \. cz calculados las siguit:ntcs fechas 

Ft:cha Dccinrnl di.! Inicio del P.O. 1991...,. (l/365) ;-_- 1991.0027 

Fecha Dccin1al de Ténnino dc.!1 P.t) . .:..: 1994 -..- ( 1/365) ---=- 1994.0027 

los valores del vector de edades \• 1 ~ [Y1 . .=1. 0 1 ~->1] pueden determinarse. 

y 1 1991.0027-1955.3315= 35.6712 

=1 199-1..0027 - 1955.33 15 - 38.6712 

0 1 1992.7-1.86- 1955.::;315 -~~ 37.4171 

~. o 

por lo que. 



"• ~ [ 35.ú7. 38.67, 37.41. o 1 

y puede deducirse que d individuu 1 estarú programado para contribuit- a los 
intervalos de edades (35 . .36]. (36.~7], (37.38] y (38.39]. 

La conn·ibución al intervalo (35.36} .en tCnninos del vector de duración 

estaría definida por 

1n
1 

35.67 - 35 .,..-- 0.<17. frncciún del ail.o en que cntn1 al intervalo 

11
1 

l dado que cstú progra111ado ha pcnnam:cc1 en c1 g.n1po hasta edad 

38.67, se contc1npla que pcnnanczca llnntntc todo el intcrvalo 

(35.36] 
y 

1 
O pues no 1·ota en el intcr .. :aln (35.36) 

K 1 O pues nn sale en el intervalo (~5.36] 

por lo que. 

u .. ,,~. [ 0.67 1. o.o] 

siguiendo el n1isrno proccdilniento pueden obtenerse 

"1."' [o. . o. o l 

"1. '7 [ o . . ll.41 . o l 

Puesto que el individuo rota en el intervalo (37,38], ya no es necesario 

calcular el vector (38.J9] pues no ~e encuentra expuesto ul riesgo en tal intervalo. 



De la rnisma 1nanera puede calcularse la información para los demás 
individuos. la cual seria para los vectores U1.JS 

Individuo Y, = (} </>, m, n, Y, K 

J5 67 37.12 .17 42 o 00 o 67 1 00 0.00 o 00 

2 JS.41 38.41 o 00 36 12 o 41 1.00 0.00 0.00 

3 35.02 38 O:! oºº o 00 0.02 1.00 o 00 000 

4 35.09 .18 09 37 :;_9 o 00 o 09 1 00 o 00 o 00 

5 34 96 J7 CJ{) o 00 .lS 82 0.00 1 00 o 00 o 8:? 

6 .14 87 37 87 35 94 o (){J o 00 1 00 o q4 o 00 

para los vectores "1. '" 

Individuo '" = o ~'" 111, ,, y ,.,-

35 67 37 12 37 42 o 00 o 00 1 00 o uo o no 

2 35 41 38 41 (l ()(1 3r) 12 o(){) 1 00 {) 00 o l'.2 

·' 35 O:! 38 0'.2 O tlO o on O Oü 1 00 o 00 o 00 

4 35 09 38 oq 37 :!ll o uo o 00 1 ou o 00 o 00 

5 34 9t) 37 lJ6 l)()l) 35 X'.2 0.üO 1 un o 00 o 82 

6 34.87 37 87 35 l)-.1 o 00 o 00 1 00 o 00 o 00 



par01 los vectores u, .• ., 

individuo Y. = o </>. 111, "· Y. ... -
JS.67 37 12 37.4::!. o 00 º·ºº 1.00 0.4:? 0.00 

2 3S 41 38.41 o 00 36.J::!. oºº 1 00 0.00 0.00 

J.5.0::2 38 02 o 00 oºº o no 1 00 o 00 o 00 

4 35.09 38 09 37 :!0 oºº º·ºº 1 00 o 29 000 

s 34.96 37 l}() () 00 J,s x2 o 00 () 9(1 u 00 oºº 
6 .J4.87 37 87 3:=; 9-l o (10 o 00 O X7 o ou 0.00 

para los vectores 11,. •8 

lndiv1dun y = /j ;; 111 y ,..-

3:" (-./ 37 12 ~7 42 o(!() OíH1 O n7 (1 no o {10 

2 35 41 .~8 .i 1 () ºº 36 12 oºº o 41 o 00 u 00 

35 o: 38 02 o {)t) o 00 o un (¡ 02 o 00 o 00 

4 35 on JX 09 37 '._!'} o 00 (J (H) (_) ()•) 0 llO O llO 

J4.0ü 37 IJ(l o no .1<. ~:.! () OiJ () ()(, 000 o uo 

ú 34 87 37 87 35 q4 o(){) o 00 o 87 O llO 000 



De los vectores ante1·ion:s pueden cu1cu1a1·sc las tasas de decrc1ncnto tanto 
para el evento de n.llación conHl dd de salida. así 

X r_,. -'"x T.P.E t/~r) q~~·) 

:.:. 4"1 o 21 o 21 

Jh " h ()0 o ()0 o 1 7 

'37 () S.M3 o 34 U.00 

J8 ll " 1 '" ººº º·ºº 

-IA.2 TASAS INDEPE:-.-DIENTES DE DECRE:'\lENTO 

Una vez ohh..•nidas las p1nhah1lidadl..~~ dcpctH.licntcs de dccren1cnto para cada 

edad bajo cstudto. se procede a cnn,·erti1L.1!-. a ta~a~ 11ulcpendientcs di: decren1ento. 
t:nnbi~·n l\:unada.-.. /d'd' ,,,,,,.,/111.,, 1 • !''"Pf>n)1Jlu.lr1d,·., fll'hJ•.; ,¡l. decre1T1cnto 

Fstc pt l.lCcdinucntn u.-..ualincnh.: ~e lle\ a a caho a tntv(.'s <le 1nCtodc1s dt..· 

aproxi1nac1on a parti1 d1..~ l;1 111t-.._)nnac1ún re,cl:idn en la tahla de t.lecn.~ml.."ntos 

tnúltiph::-.. e~ dc..:::ii. ~H¡udla que- 11\l1c~tra la.;, p1ohahil1dadc<-. (k•pe1h.hcntc ...... 

Las ft.·H·nntlas tr~1d1CHlnah:.., puL"licll nbt..:11e1.·,e ~l pani1 dd ~iguicnte 

aq,.'.ulncntn Fn \IO;.t tahl~1 di.: <le1..·rL·1ncntn úni. .. ·u t.·I 11ún1l:1L1 de 1ndivtdlll'~ que 

alcanzan una i...::ii:tta l...'da .. i x. rnultq1lic:1Jo por l:J. tasa dL: t.h:cn.:tni:nto a (.hL:ha l.'"da.J. 
propon::1011a t..•l 1n1111e1P di.: •nit.·inlno~ quL· ft<!i...:::t~an a i..·dad .'..l.." g .. 1/.. !, = ,/, 

Pl11 ntrL~ lad{,_ l.'"11 nn;\ tabla de dc..:1en1l.'"ntu~ multipk'.-> ~.1 la \)rubab1liJad dt..' 

de..:::n:nlentn •/~·.J.. l -.....; 1nult1plic¡, P'-'t /~ .'). d n.:~tt\t;1d1.1 que se ohticnc parad~,:. 1 i:s 

1n~1yor al nún1ern J..: 1ndi,iLluu'.-> que úacas~1n d~1dn qu\_. ali;.unn:-. de \llS /~ ·' 
1

• no se 

i.::ni.::uentran e7'.pul.."st•l"' a la c:H1sa Lh:: dcc1 cn1cnh.l ( k) durante {(1d,1 el af10 l.h.•bido a 

que ft·acasan .. )n plH" alguna 1.k• la:-. otras cau~as 11n nlucrada~ t:n el ..::~tudi .. l. 

5'J 



Asi. el nú1ncro de individuos que dejan el grupo durante el año por otras 

cm1sas esta d:u.lo por d!_Ti - cl!J.. l. y puede denotarse por d.!.-kl. Si se asurne que 

estos individuos c:stún expuestos a la causa (k) en promedio la 1nitad de un ailo 

antes de fracas.cu. la disminución en el núrncro de individUllS expuestos puede 
expresarse con10 ( 11 n · d!.-k 1 . 

Bajo este supuesto la ta"a q_;.(I..). multiplicada pnr el pnnnt:dio de expuestos 

a c:dad x. l!.n - <11 :!l · d~_-1.. >.arrojada al valor de d!kJ. es decir. 

(4.4) 

cJ.!.") 
(4.5) 

/~TI - (1 t ~) -d_~-1.) 

}- (l /2} ·C/~ k) 
(4.6) 

En c1 caso pai-tictilar lkl modelo que se pn:tt:ndc cstitnar t:n este trabajo 
bajo un mnbientc de doble decrc1ncntn. las fúnnulas resultantes para las tasas 
absolutas de rotación y salida serian. respectivamente 

1- (1 l:!J 
,,, 

</, 

_ __!Ís_" __ _ 
1 - (1 / 2) .,,e;> 

úO 

(4.6) 

(4.7) 



Si se nphcan estas expresiones a las probnbilidadcs de dccre1ncnto de 
rotación ilustradas en el caso práctico de la sección anterio1·. pod.-ia obtenerse por 
ejentplo que ln tas~t absoluta de rotación para edad ~5 i:sta.r-ía dada poi· 

0.21 
0.23 

En fonna altt:rnaliva pueden c1nple;:u~e otn1s fónnulas constnlidas a partir 
de hipótesis n1atc1núticas tnús fonnalcs. por CJcmplo, puede !:>Upuncrsc qw: el 

nUmcro de fracasos asoi:iad.os a cada dccrclncnto se distTihuye unifonnetncnte 
sobre cl intervalo de edad en estudio 1 

4.4.3 TASAS Y PROll/'1HLIOADF.S llE DECREMENTO DEL MODELO 

TAIUiL.·'R DE ltOTACIÓN 

Los n:sultados ohtcn.u.lns en d pnKcso dt: estin1ac1ón dc:l n1ode10 tabular de 

rotación a travCs de la rnetodnlogia descrita hasta cstC' momento y übtenidos a 

parti1· de lo:-. prog.1 an1as de con1puto dcsatTollados pm·a log1·~u- la~ c~tin1aciones 

dt'.'scadas. son \~l~ :-.ii;.uic1itcs. 

'Si el lector se 1n\crcs.:.a cu el cstt1dia de cr.ta alter1mth.O\ puede dirigirse a Jord;in. op. cil. Cüpitulo l.$. 

"' 



Prnhahilidadcs Dl.'pc11di1.•ntes Tasas lndepl"ndienh."s 

Ednd RotaC"iÍ)ll Salid:1 Rot~tC"ión Salida Edad 

IS ou ij(){) {)() oou Uü üUU 00.000 IS 
16 301 J.l8 lb 8S2 J05.CJJ6 19.865 16 
17 234 7b4 :!C. 085 217.867 29 554 17 
18 248.547 77 069 :!58 509 88.006 18 
l'J 264 397 64 5ülJ 273 ::!10 74 336 19 
20 261 l)()() ''" ~e):: 271 341 80.078 20 
21 24-1 01 :'i h7 233 :'.!51 4(ll) 7b.532 21 
~~ 2-10 :'iTi 72 (,'-) 1 2-19 27-1 82.164 22 
:?.:; 176 18:'i 57 4'>5 181 400 6.1 04') :?.1 
24 1..t:::! 315 4X :'.')4 14.S.83b ;il l)l)~ 2·~ 
2S 150 98X 4S 0..t.1 154 467 48 7'21 2S 
:::!b 163 571 :"2 57<' lb7 '>87 57 2b0 26 
:27 i80.27t' b5 .142 186 _,(J5 71.81 s 27 
28 187 028 61 05.S 192 l.}) 7 <>7 _-;..;;J 28 
29 162 841 56 "" )(17 54<1 '" 1-'7 2lJ 

30 118 76.S 42 087 l::?.I 318 -14 744 30 
31 125 050 43 69() 127 84J -loúll-l 3 l 
32 114.590 4X.7J 1 117.45::?. :il 6')3 32 
33 94 27~ 40 025 (}(, llJ8 42 oo.::. n 
~4 l1') Xl"J•l ><J 9j•) 101 9:.1-1. -t:. 01~ ~-· ):'i "" 6hX ·" 271 '17 48'." 1•l 14,, 35 
36 10~ 2tl() 3h "'ül 110 ::~:<:; _>R t.°' 1 Jb 
37 

l}l) ·'ºº .17 2SO IUI 2Xh -;q JllS 37 
38 l)_1 14.1 •5 SC1() <¡.¡ 84°' 17 t.4.1 ]8 
39 x::. 4~5 .>-l q 1 b 8.1 <l51 36 418 ]ll 

40 X:" J:Sn :l::. 1117 XI:> 719 '' ·lbt• •. H) 

41 xo 53.:; 38 JSO s:: J(J'> i•J t¡-:;;n 41 
42 :SJ 361 _,q {)•.l(l q 425 -In \1'2 ·C 
43 :'i9 247 1<) J8-l (J{_J 4 ,,. .in 'Xt• .n 
44 o:'i b3J -l¡.; X-l 1 ,,7 -::".76 :"O SOi .¡.¡ 
4:S 54 •)::::. 48 S85 '" ::.l)lJ --l'I <lS";" 4:'> 
46 '" _1t"1S :"-' -:'ft4 (,J no::. S:'i-H>---l •H1 
47 .;;(l 'i:"'2 5:" '.Sr• SS !t<:! :'°-(, ()'J7 -17 
48 -11 _;3q 7.¡ ::.-18 .i:_:; (l.¡-; xu 92u ·lS 
49 71 O---l4 {•lJ 4.10 73 ')'lll 71 qs; .JlJ 
:SO {1-i l1l)-:' 7b 1 ¡ ~ ()7 l (1J 7S t•"'·-+ 50 
:-1 (-'.::! ·-Hl2 so 727 65 02h SJ 327 '1 
:'i2 ~s 2 \{¡ :'i'I •1sq {,(.) OIU '" 7X8 ': 
:'i.1 "'2 :'i:'i---l 82 98\f 5-l g::.q SS :::_ ¡q 'iJ 
:'i·l --is ·''l() 70 4-l--l :;n l:"h :::. l ()() '."·l 
:":S -:;; 7 l 2t~ S7 47-l ¿:;q 73q •)()(J-l(J 55 
:"h --in<,.-,_; X7 o_-; 1 42 -;45 88 :-;_::s :"<• 
57 24 :S7S (1•) -l-l() ::.:=; . .i(1: 70 _:;q.1 :'i7 
:"S .~ 7 o:=:-: S(J :'"-2S .18 7S8 "I ::.1x :S8 
~q 1 1 89-l 9ú_c¡73 12 :'"-00 <J7 ¿:;.:;3 :'ilJ 
(--.() ()(• nnn í"ll) fl()(l nn nno flO (l(Hl "'' 

Nota Todas 1a~ cifras se encuentran expresadas c-n miles 

(1~ 



CAPITULO V 

GRADUACIÓN DEL MODELO TABULAR DE ROTACIÓN 

5.1 INTROOllCCIÓN 

En el capitulo antt:dor· ~e dcsan-olló el caso pníctico para la construcción del 
n1odclo tabular de rotaciOn, ohteniéndose así una tasa de rotación (tasa 
independiente) para cada una de las edades entre 15 y 60 afios. Sin em.bargo. aún 
cuando el proceso de estimación del 1nodclo no ha sido concluido, pueden 
puntualizarse dos obsctva..:ioncs en relación al 1nodc10 hasta aquí desarrollado. 

l. La tabla de rotación se construyó a pnrtir de un conjunto de 
observaciones del fcnómt:no üriginal que se pretende cstillliff, por h." que 
sólo prop1.....,rciona alguna infonnaciún pn:liniinar s0hn: el tnodcln 

2. Esta csti1nación inii.:tal fonna una o:;ccucnc1a irn_~!,!ula1· de \:alon.:s o 

estimaciones iniciales. 

Pcn lo que es necesario 1i..-visa1- u a.111:-.tar c~ra-., .._·st11nac11..H1cs iniciales con el 
objeto de n1ejor<u el 11H.1dclo :- logra1· una mejor 1ep1e~entac1on dd fcnútncno bajo 

estudio. 

Este procc~ll di.: rt:Vl:-.tl'111 y a_iu~tr..: ~l· ...::u1111cc ..::c•nH1 graduac1úu. y st:r;·1 

~jctnphfica<lo .._·n este capitul\1 cn1nn aplicar dicha tccnica .:1 nuestnt cst11nación 

inicial. Resulta convcnit.:ntc acla1ar qur..: no se ucnc pc..,r nb_1etl1 hacer un anúhsi'-' 

profundo y detallado .._h_· Ja-., tt..:\.'llÍ...::.:t:- de g1adua..::1t1n. put Id qut.: ~in1pkn11.:ntc ~e 

t:Xpondrún de fonna _gl·tic.·ral al~unu" cunccptn~ bi1~icn:-. ante~ ch.: la aplicacíón del 

n1étodn de \\.hittakc.:1 - i- lend1..·r-.,nn 1 

' S1 el k.:tor c:--ta 111t~rc:--:1d" .. .-n p1~dn11d1.·.1r en .. .-! <.::01n...._·11111cnlo del llll".:c-~o de ~r.1d11;u;ic.Hl. pu.:::d.: consul1ar 
l.1 obr.1 de D;..:k Lo!Jdun < ir.¡,f,,,,fl• •11 ,· ¡,,. r.--·1 q•1fl "' •"•!111t<1f,:• .•\.CTE:X P11blu;:1t1ons. J 985 



~.:?DEFINICIÓN DE GRAl>lJ .... CIÓN 

Uno de: los tt:n1.as 1nÚ!-. in1port:111t-:s de la cic:ncia actum·ial es la construcciún 

de modcJos de- supcn.'ivcncia (tablas de mortalidad, invalidez. rotación. etc.) a 

par1i.- de los cuales t:I actua1·io puede n:;tlÍ/.iU cúlculos de p1·i1nas de seguros, 
reservas, unua11dadcs. fondos de pensiones. etc. 

El pr·itncr paso para la constn11.;ción dt: este rnodclo fur.: cornplctado en lns 

cuatro cnpituJ~)s antc1 iotc!'. de c:-.tc traba.10 Es decir. sc: lle\-0 a caho un c.=studio 

bnsadn en la cxpc11i.:ncia de un !,!n1pn bajo observación. quc: p1odu.10 una tabla de 

tasas de nnacil111 pan1 un ccn1.11u1to de edades c..,reciticas. 

Estos datos oh.scn:ado~ constituyen una n:pn:<>cntación inicial de una ley o 

pat1 ún de rotación. a partir de lus cuah:s pucclt: inü::iars~ la segunda fase para la 

constn1cciún del 111odclo, llmnada graduación Pcn· lo que se empn:nderú una 

revisión sistemútic~t de los dalos iniciales con la intcnciún de UH."jonu el tnodclo 

corno una 1·cprcscntación del patrón Jcsconncido de n.1raciún. C•ll1 n:spcctn a aqud 
dado p01· lns datos iniciales por sí rni'.">mn:-. 

El proceso de graduación ha sido definido por rnuclws autores. ~filler 

dcsc1·ihe gradu~ción cn1n<l 

··et proceso d._• ohtencr, a ¡•ar11r de una n•r1e 1rreR11lar ele l"alorcs 

nh.,·c1"\·culo.\ de 11110 1·aru1hh· cnnt1111u1, una serte rt..'Rllfar y Sllll\'C de ,·alnrc!\" 

t/111.' sct..111 co11q,·tcnh'' con la .\cr1e <.le \'a/ores oh ... er1·ados <!11 una ./iJrtnu 
general··: 

Según lo establece Londnn '. 

"esta dt..'.fi11u..·ui11 de ,\/11/er. ,A:/ine al proc:esf1 de ;;raduacuin más allá de la 

si111ple 111str11cc1f)n de "re1·1.wir los Jatos inicialt!...... en Ju... punto.o; 

11nr1Jrtanf<-·s. 

~ :0..1111.:r. :-...1 D 1··J,·111<·11h "/ < irod1111t1or1 Ne,., Yorl.:: Ac1u.:innl Soc1c1:-.· of Atucric.:t and Antccic1n lnstitulc 
ofA1:111.1ncc;. J•J-11. l•ag111.1 .:! 

'Londo11 "/' ,,, . p 1 



l'ritncro, Aldler \'U).!iere </lit.' los \'a/ores ret•1sculos 110 deben dl'.\·\·1arse 

cle11u.1siado ele /os t•a/orcs oh.\L!r\·aclo.\ ortg111alcs. F\la c1111s1deracNÍ11, 

rí;/t..•r1c.1a <:011111 a¡ttslc. e.\ 1111a caraL tcrís11ca ,-/1.'.\1.:ah/c en el ¡Jrocl'.HJ d,• 

;..:raíltull·uí11 

1\4ás st;..:11~/ica/J\'u t'-' r¡11<· la dc.H'rtpctrin ele ,\/1/h:r as1111h' ! lare1111.._•11fl' t/111.' la 

!t..:v u pc11rrí11 ha¡o l'.,/11,/Jo l'.\ s1tat·,-. regular y cu11t11111t1 }'.\·a t/llL' el oh¡ern·o 

).!L'Jlt..•ral t.'11 el proc.:C.\o '''-' ,-.;r.1clru1L·1r)11 L'S el r .. ·1·1sar lo.\ ,·.1/nre\ 11/1\l''""'ulo.\ 

para ¡1rtul11c1r una "111L'/or .. rcprcst•111uc·uJ11 d,• la f,:i· 11 f'lllrri11 lilf¡u csttuhn. 

la luprÍb...'.\"/S d,• ,\Jdl<'r 1/l"t'rl·a .le la 11a/11ral<':a .Je 1,¡/ h•y .la un .\cltlrclu c/l· 

c.hr1.•cc11i11 11/Ú.\ d .. ~/intdo l'll ,.¡ rro1.. .._•su,¡,. rt'\'1'"/(ilt 

La irnplicaciún de la <.k·fini..:i.in de \1ilh:1. '-'" que la ~1.radu~1L'Jun ..:on:-.iste l.!n 

suavizar los datos ohst.:1-,.·adn:-. (L":-,.l11nacin11es 1111cialcs) 111anreniendP L'icno g:nnh1 de 

ajuste a t::llt.1s~ siendu L·stu tecn1c;uncntl' ..:onectn. pe11l no sufit;1entt: 

El ohjt:tJ"\ ll real tk la ¿!raduaL'Hlll el L'lhtct1l•1 el 111:1:-. probable 

COmJlLH·tatrticntu dd ft.:Jh'Jlll1.'TH1 ha_lll L"-.lltdhl quL· plL"\alcce C:ll la Jh)h}ai.:ioll. ['.:<; 

decir. hasta este punt(1 u1111.::an1c-nte _..,c.: tic.:nt· 

obtuvic.:r<.•n a pa1tu- de l!TI ClH1¡11n1n 111nitad1) de- oh:-.erva..:ione". con las cuales SL" 

deben c .... t11nar l.ts l<ha'-> rcak·:-,. dc rt'Jtai..:znn Lk'>co1Hi..:ida~ i:nto11ces. cnn el p1occso 

de graduaca10 S(:" h11:-.c1 c.'·.t1111ar. u nhte111.. .. -i- una 1 cprL·scnta..;io11 de la scril.! 1.h: tasas 

reales Je tntac1t1n. qu.._· -..t' a--.u1ne d1eto11 Pr1gen a la '"''--'fil: i1Tcµula1 dt· ta'.-oas 

oh~cn. ;idas. 

E:.. in11H1t1:anle IL'C111111cL·1- qu<-· cada ·.-ahic (l¡\~a) nb:..cl""\ado -..:-.-.. rL·alrncrnc una 

estimación dt:I \.alor (ta'-.a) IL'<tl de:-.('.onu..:ido pt-e"\·alccú:ntc en la p1..lblaciún. La 

cstirnaciú11 st.· nbtu\.·n aplicando el proct.'"-l'I estadí..;ti(,.·1l de e:-.Cln1aeión ctH1ocidu con 

~1 nonthr'-· de '"\.1c.:tndn de \.J,)n1cnh1..;''. a lo". da!t.'~ de una 11H1e~tra ohtenida Je la 

poblai.::ión ha.J\l estudio Y por uu:d10 de la graduac1ú11. se rev1sarú esta estimación 

inicial para prod111:11 una estirn;n.:1011 r~Tl\~hf,, (aunque aun una estirnación) dl."' los 

valores que :-.e interesa Cllrtoccr 

fo.'\ 



5.2.I LA NATURALEZA ESPECIAL DE LA GR!\1>11!\CIÓN 

En este nll1n1cnto podria11 Slll"gi1 un par de pn:gunt<.t~: Si la s~cuencia de 

estimaciones inicialc:-. SC' obtu\"o a travt'.·s de un pn_H .. ·csn cst<.1distico de cstirnación: 

¿Por qué se quiere realizar una n.:vi:-.iún de t:llas? ;,Por qué no sL consideran estas 

estimaciones iniciales c:on10 la ··mejor .. c~tln1aciú11 <le lt1~ valores desconocidos que 

st::" desean t!'stimar? 

La n:spucsta ra<lica L'tl 1~1 natu1 a!t.:za de lo~ dato--. por :-.1 1111srnu:.., 

"(·,u/u , .... ·tu11<1,·1tin 1111c11J/ e.' u11 L'IL·!!IL'JJ/u ¡/L· 1111.1 t·f,1sc f'urllcular ,/e 

.\l'C..:llL'llL'lcl t'JI fu ,·ual ,·e ""''·'fJ1·,i1,1 l..'\'l'h' u1u1 fitL'rr.• n:/u,·uí11 L'tl/rl..' fu ... 

c/cltll..'11/0\' :IL· /,¡ .\('("fh'flL'l<I. 1:'11 ,.,,,,_¡ ,/L' L'\/rl, JlrJ 10,/...1s /,7, ,.L'L'IHºllClUS .le 

11tín1cro.\ son ct1ndu/al<J\ ¡1(1ra gr,ulu.ir'•' .'-;,;/u cll'r/,n flI'º·' .le ''ª'"·' son 

L"CUllf'llllh/t•\· rara graduar.\t', CI ,uhcr <ltflh'f/<J' .. \l'rh'S {Jara tus CUOtt'.\ ú' Cr('e 

lflL<.: c..'X/.\lt."N ··,..·/ac1unL·, ,·n1rc /u.\ L·h·n1et:.'<" el<' tu \L'L"lit'll<"hl 

l>tro autn1 qta.· h:1 c~1.:11ttl ~uhrv !-!raduacít.111. Flph1n:,ftHll: .. :11 tratar 

c.specificarncnte i:n11 t~sa~ de 111ortal1dad, ta111hit:11 _¡u,.,tdfcP la !;!.taduaci{111 con la 

hipoh .. •sis de q11e e-...1<.,tcn n:lacio11es entre tasas cnltndantes. y que ~¡ nn SL' pn:tt:nde 

rcflc:..iar tales r·clacil1rH .. º"· c..·t1ll11Ke:-: c..·-.. 1nc..·.irTLi:tu apliLar •.:ualqu1t. .. T pro...:e<>O dt" 

g..n1Ju;.1c1ó11. e ini.:lu::-.l.., J-.lpli111:-.1lu1L" llego a c~table1.:cr· que la lc.:1111.1 de la g1aduaciún 

c.:n.1 Ja leor-ia de J;1s 1t.:l•n:i(111c<> <...'lllrc..· t;1sas ad)-aci.:ntc..·~.""' 

Est;1 e~ !~1 ra.n1n por l.1 <)lle L"~ 1H.:ce-..;11·il) IL"\."1:-.a1 la :-.c...·Luc..·11...:1a obtenida th: 

est1111a...:ip11e~ inn:ia!e-.. En 111u...:hn:-. ::a ... n:-. i.:ada clcn1e11ll) c..:n Lt -.,e<...t1Clli:i:1 se ()htU'\tl 

11H.h.-pe11dit:ntcn1L·ntc t..!c cada unn dt: In-. (ltTu:-. t::le1ncnlPs. c..·s de¡,;lf"" :-.In el 

1·cctH1oci1nicn10 de la .. 1L'lac1l)n entre tasa .... colindanri.:s·· Y <..dlaincntc al gradua1· 

esta:-. e~ti1nai:innes in1..::iak-s. se..· reconocen '."-" r·cflcjan dicha~ rclac1011c.., cn la~ 

estirnacinne~ n.•v1~ada<;.. 

Es nccc:-.a110 n.~tlcx1on;u qut: si.: cstú ~ratando con c:I conoc11nicnto (n quizit 

sirnpkmcnte cnn la crceni:ia) que se tiene sobre la nahll""alcza ck In :-.ccucncia en 

.,,,,,, p..i 

Elpl!HP-..h>1n.: '\.1 [) \\ '11111,.111:1< 11 ¡¡11,f '·•t•/c" rir}J,.,· \f,·¡ft,"I• ••f r,,,,J11,lf1•"1 lit,· ¡.,,1111d.zt101/• ••/ Jh""''.l .. 
T"F-\. t•J'i 1 .. p l X 



consideración. ya qut: tal conocimiento es independiente <le la infonnació11 
contcnidn en las c:stirnacioncs inicialc.s. En otras palabras. se está hublando snb1·c 

el conocirnicnto que se ticnc antes de que: se obtengan las estnnaciom.:s iniciaks. 

Tal conocitnicnto n cn:c..~111.;i;t es lo que se cnnocc en la teoría de g.n1duación corno 

op11111ín o /11/(.'/IJ a pr1on. 

Esta o¡u1111j11 "prron es lo l¡tle s1.:para a la graduación de otras fonnas de 

estin1ación estadistiC<l. r_-;:11 111ucho:-. ca:-.os. la c~timaciú11 L'Stadistica se basa 

exclusivnn1cntc c:n los d<ttos obscn a dos pn1· si 1nis1110-.: y poi· lo tanto_ las 

estimaciont!'s inicialc~ pcnnancccn c1.)11H1 la!-> linale!'>. 

Pen .. -, en la graduat":túo. las c..,ti1naciL'llCS finales se basan tanto en las 

estim.acionl!s iniciah.''> (datns nh~en:adn~} cotnP en la up1111rin u rriur1 que !->C tiene 

de la succ~ión en ..:onsideL1.:1lH1 

La crcc111..:1a dt: qut.: la~ ta.,.as d~· dcc1en1L1Ho fonnan una serie ~uave 

(regular). e-. s111 lu~ar .1 dtH.l~b 1.:l dcn11.:11tn 111{1~ itnportante de ¡t11o..·1u a prrun que 

1nás fn:cucnte1ncnte han t1til1.-· .• ,d,1 lo~ ai.:tuarll1-., al g1aduar e~ta-. ta:.a:=; -\.de1n~·1s de 

esta cn:en..::ia 111tu1tt'\a. C'dstt.: una 1.1ln ia _¡uq1ficac1ún pn.1ct1ca que apnya el objetivo 

de suavizar las ta:-.a.-.. di: 1,.h.·i.:n.:111cntll T:d \..'.'Ulllf' '.tilh.:1 l(~ e:..table .... -c. 

··¡:·/ tJC/111.lrzu L''/'•'rt1 11,,.,,. \/1\ f,¡/,/u.\ .i\· ntnrhrl1'/'1,f ¡1,1r<1 1,.·/ 1,.'(llt..'U/o ./e 

¡)runo.' . .f<.11.·1.ir,., ,/" ,..,,,·r1·.1, .inu,1/1,l.r.J,· .... \' ,¡,,,,,ª' .\.'u '<' :.:.,1nu ocula uf 

o.,un11r •/tll' la !f111rf,//1,/¡¡,/ \·11r/.1 ,/l· ofr,: Tof'nt.r '/ti•' r1.,.·gu.lt1r i ,·u11/1t111anh'll/1'. 

!rrv.'>::1t!t11-1,/,1d,·, 1.,.·dr1·1,-/1"''1' ,.,, lo~ ruf./<.1, ¡/,· e.fu./ ,, l'<.iud 111h'rr1on¡Jcn la 

H'11!11.ln c<•1111Í11 .\ <1 1/tll' tu/L·, L'tfr,n ,/,·heriun H'r ru=o11ah/L·11tt..'flh' l"t',~ularl'.'· .\ 

Íl'/1tleri<Jl111 ,ft'\rt•rfl.lf' 1111 l 0 \L 0 L'/~flL l.\11/() L r>!Jtjlft'fil1'h'J;f¡_' /lt~iJfi(·<¡}>/L' ,.f, 

'' l\.hllcr. or c1t p (, 

c.7 



Esta perición de utilizar algún criterio de suavización se convirtió 

histódcamentc en el cfc1nc11to don1inautc.: de 01711111)11 a pruw1 (y algunas veces en cJ 

único) que se utilizó en la !!nu.Juac:iún. De hecho. se hacía tanto hincapié en c!sto 

q1u .. - tnuchas veces se pensaba que ··graduar" y .. suavizar" eran sinóni1nos. 

Finahncnrc esa .1ust1ticación prúctica. hace altamente de'>cahl1.: la inclusión 

de algún c1-itt:1·io de -..u:n:i/acinn 1 ya se<\ tcú1·ico n pro'ictico) cn cl proceso de 

graduo1ción: adcrn<ls de que ClHIStIIU'.\"L" el cft:1ncntl1 de ¡1111..·111 a prton rnás obvio. 

justificahli: y fr1cil de mtruducir en dicho prni.:c~o 

5.3 CLASIFIC.,CIÚN DE LOS .'\1Í:TODOS l>E GRAl>l ACIÓN 

1. i\1étodo~ di: g1adu;tc1l'll qu~ tr;1t.in i.:n11 c'>tunaciun1.:s 1111ciah:s en fonna 

tabular 

.., '.\.1étodos de graduac1ú11 par.i L'~l11nac1011es in1c1alc.;; oh1en1das a tta\.és dc­

una funciún. l.:!'> decir. en forn1a pararnétnca 

Dcntn-i dt>I p11011.~r grupo pueden meni:1c•na1:-L' alguno:-. n1etotios en 

particular: cn!lh.l el n1étodo de ¡•,.,1,,11'.lu" .\/,ín/L·, !'u11,/"n1</1n. el ct1al fue uno de 

los p1·i1ncn1<> L"Il desarrollai-.<.e. Su pnni.:1pal "cnta.1a i.: ... quL· c1•11q11u_\ e un rr1ctndn de 

t~'icil U'º (ennn.:nienc1a ar·it1n~t1t.:.tJ !11 ..::t1;·11 l.: \alil1 11111..::h.t pt1puland¡uf cn !11~ a1los 

antes de la lh~!-!ada de la~ CPn1p1tt<1d1)1a ..... -..1n c1nh;u~·11. ;1,_'t11.i11ne11tc -.u IJ!'>o ha 

dis1n111u1do 

()tro nH::Todu de gradua....:1P11 iilil1...-ad1) t.•n e:-.tun~1e1onL·:-. 1111o...:1ale:-. en fonna 

tabular es el 1nétl1i.Jp Jt.: tt·;,1110/....cr - f/01dcr,u11_ el cual f11L' 1...k.-..;u.-nlladn ppr· F T 

\\'hittakc1·cn l'J.::!3 y tllÚ'- tarde Ilc11dL·t~1111 ( 1'>2.J :- Jl).251 cn11Tribu~l1 a la teoría de 

este llH.'todo. e h1..'"o una .._·,1r111 d1uc1un ~l!!IllÍÍC<HI\ a •d 1nostrar· eo11H1 la lt:t"1ria podía 

se1· puesta en pni...:tii:il 



Este tnétorlo se encuentra vigente en la actualidad y es muy utilizado por· los 

actuarios para Ja graduación de tahlns de supcn'Ívencia (vida. invnlidcz. rotación. 

etc.). 

Finahncntc puede citarse un 1n0tudn de n:cicnh.: dcsanollo. pero que tiene 

un futuro nHJy prornisor·io: la ( irad11,_71.·11in Naye.,1a11a. E!>la tcenica. que se..· asegura 

será la que n;:cmplac1...· en populat idad a la tic.: \\'hittak.1..·r - • lender.<.on. pennitc 

incluir c~pcricncia pn:'\·ia al rctlc.:.Ftr la intL"JTt."iaciún eutn: tasas cDlindantes 

Rc.:sult~t mu~ cn11v1..·rlientc.: ~H.:lar·ar· que ningún 1111.!tndo puede n:1·st.! eornn 

"tn~_jtn'" n ··i.::on1..·c1u·· c.:n un scntidu un1,er~a1 Sin c111ha1g:o. en c1er-tas s1tu:..icionc.."s 

un 1nét1..)do en pani1...·ular puede .;.er p1cferidn ~nhrc 011·0. Tal elección pu1.:de r..:,..tar· 

guiada. por e_Jemplo. por d propu~ito 1ntcncional del nioddo. En paf1icular. si la 

caracter·ístrc...·a de ~ua'\ 1dad c~ n111:- in1pof1;111tc p~ua el nHH..lelli. 1.:nt,111ccs lll) ">l'l1 

rccon1cndahh:s rn el rnt.'.·fl..ldn de Pn1111cdio..,; \.h'n·ilc.<. Pondt.•1ados 11i la graduac1ún 

Baycsian.a 

Otro f-;1ctor Lh: intluencia irnponantt.:- t.."11 la clc..·1:ción del 1netodo LC"S la fonna y 

cxtensilHl de las e~ti111a1:11 .. )ncs (datnsl 1111..:ialc~ l 'n t.:ien1plo puede encontrarse cn 

1nuchos e~tudios actua1·iak~ de 1nn11alidad donde lo~ dato"> hú~icos han :-.ido 

reportados en grupos de t.•dad. ~ para lo cual se ha utilt.L;Hlo con llllH:ha frecuencia 

un n.1H"oxin1aciún a tr;.1'\ c~ de in1c1·polación 

Ta1nhii.:n es 11np1...lrt~!ntc el ran.::~u dl: lo~ dalL1S. Si se tiene.: una ~c...·ctwnc1a co11a 

de ténnino ..... el u:-.u de alt!UllPS rnétLldll'.> .. L:l)tlh) el de Pron1ed1os \.tóvik·s 

Ponde1ados, pui.:dL· pr·c.;;1..·11tar alF\lflll~ incun'\en1cnte~ 

Aunque algun():-. rnCtodns requict·L·n una ~antidad 1nayo1· di: ciilcu1os 
numt.!ric~..,s. lc1 que en alguna 1..•poca n . .:pn:sc.."ntó un factor dccisi'\. n en la selección del 

111étodo. en la actualidad. Ctlll lo avan?ad~) dt."' las L'Otnput;1do1·a~. esta consideración 

no resulta rekvantt:. 



SA Dt:SCRIPCIÓ:" DEL '.\1¡'.:TODO DE ._VlllTL-.KER-llENDERSON 

La fúnnula hú-.i1..:a de grndu~1~1ú11 <lcl mCtodo de \\"hinaker - Hcndcrson 
co111bina lincahncntc la ~ua' lllad ~ el ajuste de la sig.uil.!ntc llHlllCt"a: 

Donde: 

y 

.\f ~ .-l +hS 

A= A.1uste = L \.1' ... (v ... - u\.)'~ 
T=I 

: .. ; = ,...,·uavulad = 
1

~ ( 6.= \' ... ) 2 

.r~I 

con Jo que se obtiene 

donde: 

M =A+ hS = ± wx(''x - l4x )
2 + hnf (.ó.=vT) 2 

X 

n 

" !';.= 

X"-'I r=I 

El indice quc: define la secuencia .. en este caso la edad. 
El últin10 indice de In secuencia. 
Las cstitnaciones iniciales o valores observados. 

Las estimaciones revisadas o valores graduados. 

La secuencia de ponderaciones usada en la graduación. 

Constante de suavidad. 

La =-<..;sunu diferencia progrcstva. 7 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

La d1fi:rc11c1a progn.;~l\,J !'ohrc el 1ntcr.alo h. (n" .:.,nfu11d1r c.on la cons1antc d.: sua .. 1d;id). se denota por 
ti..,. se define como .'\.re,-)"" f l \" •. hl - f ( \ l 

En part1cul.1r. SI /¡ ~ 1. !'.C ll.:mlra :\f (' 1 - ¡ ( ,. - !) -· J t T) Note~~-= c¡11:.! cuando h ~ 1. :e.e Ul!fu .. a 
solantcntc t.i. en' CI". t.i.. Por ... 1111phc.1d.11J . .:n d rc'ltO d..: 0:-.t.1 nola ~e a<;um1r;I. que h -" 1 

Entonce~. Ja s.:gunda d1fc.:rc11L1a .• \ ..,¡; <.kfinc ..::01110 
tJ,'f(Xl ~- ..'l..[..'l../(\")J=- .''.[/"\'\." • 1)- f(l:)l-- ."J./(\ ... 1)-.\f(T} 

! t ( i;-.. ~) - / ( r ....- ll} •· l / ( T-+ !) - f ( T)1 

Por lo 1.11110 \.1 J.-,·qm,i d1f .. ·11:11c;1:1 .. -~ 

.\.' /(\")--' .'{T ,._J.)--(~ j f{ '\;-o·.l.. - \J • ;,~)_i·(~· ..-- J.. - ::!)..- +{-ll"./(T) 
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Así. el objetivo radica raJica en encontrar aquellos valm·cs graduados \'x, 

para x = J .. 2 ....• 11 ~ para los cuales se rninimiza el valor d..: A/. 

De la ecuación (5.-J.) pueden dcspr·cndersc algunas observaciones: 

1. Aunque x representa la t..•dad. de tal forma CJlh! el nmgo de edades i.-á desde 

15 hasta (,(} mios. por simplil.:idad es pretCriblc hacer referencia a la 
secuencia de valores desde 1 hasw 11 

2. El parámetro =. que e~tahlcct.: el gnulo dd polinomio usado corno estándar 

de.: suavi<lad. gencraln1enh: cs 2. ~- n 4 

3. La secuencia de pPtllfc1·<t..:hHle:-. ll ~ son núrnero~ reales positivos. 

4. El par~únetn' h. un nún1L·rn 1eal pu~1tivo, ce>ntn1la t.•I énfa:->is relativo que se 

le da a ..t y .'-: en la rnin11n1;,~a ... ·iún de .\/. 

Por otra pan1..·. es pn~1hlt.• dt:II1LlSt1·ar que si se asurne que f; t". que rcp1·ese1ua 

las variables alcatu1·ias con la~ que -.e inctende cstirn~u los valores reales (i.c .• 11.t: 

son las realizaciones pa11.icularc'.'> de (:, L es una p1·npon..:ió11 hinornial inscsgada 

entonces. 

(5.5) 

donde: 
t l. La secuencia de valor·es realc!-. que serán cslÍ!nados. 

n, El tamarlo de Ja n1uestra de edad x 

r\s1. se acnsturnlna utiliLar· el 1 ec1proco de l "ur{ { /, ) . aproxitnúndola al u ..... ar 

vx en "\ez de I,. conll1 la sc..:uencia de pondcr·ac1011c:::-. u·r· par·a calcular la 1nedida 

de ajuste dL·spuc..:.\. de que se ha lkvac.k) a cabo t.:! proceso de gi·aduación Se cníatiza 
la palah.-a d .. · ... p1h'.'· ya qut..· el utilizar t::-.tc peso t.:n ( 5 .. i) ~nte!> Lle detcnninar l'x 

co1nplicaf"ia demasiado t.:I p1·nct.."....,o de mi1111ni7.ación de ;\ I 
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Pur lo que pan1 hacer w.\· independiente de \.'x podTían utilizarse las 

esti1n;1cioncs iniciales ul. en vez <le \' ,- • es Lkci1· 

~~\ 
11,(l - u,.)· 

(5.6) 

Finulrnente. antes de analizo.u- el proceso de nlini1nización de 1\-I. se 

analizm·án alguna~ caractcr·ístii:as generales t.kl parámetro h : 

1. C1anunentc: cuando h = n. h: ... ; -= O. para cualquier valor de ,..._;. 

Ent1..H1ccs, ya quc .-1 no put:dl..'" ser· rncnor que ct:n), ¡\/ es minini.izado 
cuando .-1 ""'" O. hl .;ual implica que \",_. =u.,. para toda x. este sería el 

caso de lll)-gradu~h..:Íl.Hl . .-\si. en !_!t.:iH.'t ~11. cuantn h se apro:i...iill}-' a O. \'\. se 

apn.rl\.1n1an1 :1 u.- . y fhll" lo tanto el a_juste ~e cnfati.l"a ~;oh1 e la !->Uavidad . 

....,. Pnr el contnu-io .. cuandn St; e:-.tahkce una /: 1nuy grande. inhercntcrnentc 

t.•l procesn de 1n1nnnizac1ún cnfatiL.a la suavidad de- los datos graduados. 
por lo que se rt:stringe ,. \ hacia el polinomio de grado ::. - 1 

Una vez analizado \..'.ada componente de la frlnnula bá!'-ica de gtaduación de 

\Vhittakcr - 1--lcnder~on. se desannllara c:I proce~o de nlinirnización dt.: :\! 

Claran1ente .\ I es una func1ún dt.· lo'."- /1 valores desconocidos \'". Entonces 

las. l'T que 1111nitni.?.an .\ I es la sohH.::iOn de las n c1,;uac1oncs que rcsultan al 

igualar a 1.:ero la~ de-rivadas pan:ialcs t..h.~ :\! con respecto a cada v.,. Esto r:s 

'"Z =O parar= 1, 2, 
'"''r • 

, 11 (5.7) 

Para la solución de (5.71 se: n:plantearú ,\/ en f'unción de vectores y 
1nat1·ict:.s. poi· lo que se denotaran en negritas a esos clerncnh.-,s. 

Sean 
u el vector de las c:st1macinnes ini..::iales. y 

'\.' el vector· de las cstunacioncs. revisada~ (valores graduados)_ 



Usando y para denotar la transpuesta de y~ se tiene 

u'= [111 •...• u,,] y v'= [v1 , .... vn] 

Sea 

rw· 
W=lÜ ] 

una 1natriz diagonal de n :-... /1 que contiene la secuencia 1..k ponderaciones. St:n k., 

una 111an·iz especial que contiene Jns coeficientes hinonl'iaks <lt: orden =, que 
considera el camhio de signo. tal que el producto k,v es el vei.:::tor que contiene 

los valores de :~=v, ·\.sí. si c'isten /1 valores de r'<". tal que v es un vector de 

n x l. entonces k.,_ tendrú una din1cnsión de (.n - .::) >-- n. y k,_v será un vector de 

(11 - .::) x 1. Para co1npn:n<lcr claran1..:nh: h-1 antc1·ior, se n:alizarú un ejc111plo 

nun1éric .. _,; 

Si .:: = 2 y /1 = 6, entonces 

k, =[ ~ - o 
o 

2 () o o 1 
-2 () ~ \ () -2 

() () -2 1 J 

Para un valor impar de =. por ejemplo .:: = 3 y n = 7 . entonces 

[' 3 - ·' o o 

~] k3 = ~ - 1 3 -3 1 o 
o - 1 3 -3 

o o - 1 3 -3 



Resulta evidente que los productos k 2 v y k 3 v producen los valores 

deseados de C:..2 vx y ~-'v T". 1·!!spectiva111ente. 

Una vez definidos los dementas v. u~ w. y kz ~ de Ja función M .. 

establecida en (5.4). puede ser escrita con10 

1\1 =(V - u)'w(v - u)+ h(k,v)'k,v (5.8) 

= (v - u)'w(v - u)+ hv'(k', k,)v (5.9) 

ya que el producto .Y )' produce la surna dr.: lus 1.:uadrados de Jos elementos de un 
vector cohunna y . 

Entonces. el con_junlo de c:cu~11.:ionc:" c:-.lahkcidn en ( 5.7) pw.:dc producirse y 

rcprcsc:ntrirse a trav&s d~ una c:cuac1ón Cl1n vc:L·ton.:~ y n1atriccs. es decir. 

(,\-. + hk'.1: k;,;)v =\.\'U (5.10) 

Si se define una nueva inatriz e. tal que 

(5.11) 

entonces. (5. 1 O) puede escribirse con10 

CV ="°''U. (5.12) 

La ecuación (5.12) n.!prt:scnta un sistema de ecuaciones de 1natrices que es 
posible resolver mediante cualquier rnétodo uumérico. K 

Es posiblr.: dr.:tnostrar que Ja matnz e es una matriz no-smgular. por lo que 

la matriz inversa de e. (e~ 1 
). e.,isti.: y t:S única . .-\si. 1nultiplicando ainbos h!nninos 

de la ecuación ( 5. J 2) por Ja mat1·iz c- 1
• ~e tiene 

.. Se da ptH c111cnd1dt1 quL· el lcL·11..1r ... e c11cuc111r:1 f.11n1l1;ir1.1..1do .:-ou J.1 11t1llJ'_;IC1011 de n1c1odus 11un1cncos 
par:1 la ... ol11c1011 de es1..:: tipo de C(.."u;1c1onc<> 



(5.13) 

(5.14) 

V= C-l('\\'U)
01 

(5.15) 

lo que significa que se habrú encontrado la solución para el sistcrna de ecuaciones 
representadas por (5.7). y ptlt· lo tanto, los valores ~raduados \'\ que se pretenden 

csti1nar. 

Finalni.cntc. cabe hacc1· 11H:ni..:1ón que la solución Lk' (5. l:í) puede ser 

encontrada fúciln1cntc con las hc1Tanlit.:nin.s cornputaóonales de hoy en día. a 
travCs <le algún lenguaje cnrnputa\..·innal cnnH' el con la ayudn de 

5.5 APLICACIÓN PR·,Cl'IC.-' DEL :\lf~TODO DE <;RADl?ACIÓN 

l :na vez analizados lo:-- ct1occph)s hástcos de la gntduación. asl como el 
desan-ollo tnatcmútico dd mL:-tndtl de \\'hittaker - l lt:nderson, se procedió a aplicar 

dicho n1étodo a la tahla l.k 1·01aclún que ~t.: c!->tltnú en el capítulo ante1ior. 

El proceso de l!raduac1ón se desanollci bajo los :-.1guicntcs supuestos: 

l. El valor Je ::; utiltzadn fue tres. Es· dc~ir, el polinotnio con el que se 

cstú.11 suavizando los datos cs. dL· scgundn f!.t-;:Hlo . 

..., Los pcSl)S o ponJc1·acioncs \1" \ se obtuvieron a t1 avt!s <le (5.6 ). 

" Recuérdese que el producto 1.k u11:1 rnatnf'" por !'u 111ver~•- '-I es que cst.1 C'-l~tc. tia co1no resultado la 
matri;;o: 1<lcnt1dad. 

1" Si el lector se cncuc11tra 1ntcrcs.1do en :iphcar c~1e lcn!;H.1JC a algún procc~o de graduación. puede 
consultar la 1c . .-.1s <·,,,,,pu,."' 1011 ._•ntr,• /,,_, T<'c111C r" .11• e i1·ndu1u t<•n de ll "h11tnJ.. .. ·r-llrruh•r,011 y la 
Cirarluoc1áll Uo~<''"'"'1 , ,,,1 l·¡c111rl1ri, '" l'>llL'' dd /\.,;t Ci.1hncla Li111b.11·n \.';L•quc/. ENEP A<::1tl~ln 

l'J•>~- anexo IV 
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3. La cunstunte de suavización se designó co1no h = 243~035 (la suma de 
todas las 11 ,. ). 

-t. Las cstimaciones iniciales 11,. se tomaron a pa11ir de la Tabla de tasas 

independientes de rotación que se n1ut..~stra en la sccciún 4A.J. y para 
evitar la división cntn.~ cen"' al calcular el pe~o w 15 , la cstiinación inicial 

1115 =O se n.~rnpJazú arbitrariamente por· 1115 = 11 11 , = 0.]05916. 

Los r-esuJtadns se pi·t..~scntan en b :-.1guicntt.: tabla. adcrnás se graficaron las 
esti111aciones iniciales u,. y las cstinrni.:iot11.:s n.:visadas l',. pant poder· hace-r una 

con1paración gni.fica entre clJas 

Tarnbién es neccsar·io puntualizar quL" todn el pn1ce:-.o de graduaci0n se 
llevó a cabo rnediantt: t.:1 u.:-.1..1 dt: una hl)ja J.c cak:ulo cn EXCEL. por a~i rc:-.uJtar· 

práctico. 

76 



"rasas lndepcndit.-rltcs de Rot;tción 

To1,¡¡;1s Tas;1s 

Ednd lnil'"ialt."s (;rHduo1das F:dnd 

15 o 000 257.482 15 
16 30.5 916 275_068 16 
17 237 867 284.450 17 
18 258_509 28.5 602 18 
19 273.210 278.369 19 
20 271.341 262. 723 20 
21 251.469 239.632 21 .,., 2Jl) 273 212 183 22 
2J 181.400 186 OJ 1 23 
24 14.5 8)6 168 487 :?4 
2.5 154 467 163 520 25 
26 167.987 167 802 2fl 
27 JSll Jr ... ~ 173.091 27 
28 192 917 171 .33(J 2R 
29 167.546 1.59.649 :?9 
30 J 21 .318 141.927 30 
31 127 84J 124 833 J 1 
32 1 17 452 l J 1.438 ·'-
33 96 JC)8 103 1 'º 33 
34 'º' QJ._J 10() :!74 34 
35 97.4SS J00.872 35 
36 l 10.285 101 952 Jb 
37 'º' 286 100 535 37 
38 9-1 s..;s 9(l 063 38 
39 8.1 951 8lJ.·.J~4 39 
40 86 7]9 81 (l:Sl .. HJ 
41 82.109 73 ltl0 41 
42 54 -ns 65 :S>r_) 42 
43 (JÜ.437 '" 1 IX 43 
44 67 276 59 2ü-l 44 
45 56 200 58 '.235 45 
46 (lJ 002 57 425 ·l(1 
47 58 Jú:? "' 87() 47 
48 43 0-l.5 57 524 48 
4'J 73.:S'Jí~ :S() xoo ·-l') 

"'º {"l-:" 163 '" q6_• <o 
<;1 (--.:' ff2(l '-'2 (_){)_-; :'I 
.5:! "º º'º (>I ·.Jü l 52 
SJ 54 82<} 58 570 53 
54 50 156 54 .1.3 l :"4 
55 _c:,q 731) 48 840 55 
><> .e 545 ..;:; 016 56 
57 ~5" 4{l~ -'·l 1 1] ,7 
58 38 7S~ ~5 32(._l 5S 
59 12 500 I' 3o4 5<") 

''º () l l(tll 11 onri (,f) 
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Gradu:ación de la Tabla de Rotacibn 
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0.000 ~~~~~~~--~--~~~~~~~~~~~~~------~ 
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CONCLUSIONES 

i\ h." largo del 1.h:san"nllo dd llltHk•ln tahula1· que ~e cn11stn1yó en la pn:s1..·nte 
investigación. pui.:de ..:om..:lui1-~1..· que la cs11111ación de un nltHklo ai.:tuarial lk 
supervivencia a pa1-i.ir· de la i.:x¡><...·1 ii.:ncia nhscn'ada de.." algU.n decn:mcnto d..: inti.:n.!s 
para una pohlai.:iún. n:~ulta factible s1crnprc que se cuente tanto con infornHtt..:ión 
que haya sido n.:¡,;opilada confiah!t:n11..·nte <...:1.HllO ..:::011 una 1nucstra de i:studio tal que 
el anülisis estadí~tico sea pci.-.ihlc de n:alizaL 

Lo ant('rÍ1.lr st: rl."fie1c a que. es n<..•i.:es~u·in que 1..·xista un sustento estadístico 
que pennita asu1111r d 1nis1no patrón de cotnportanlicnti._1 del fc._•núrncno en cstudin 
que pn:scnta la rnuestra JHffa la pohlacH"n1 en general de la l."n1pn:-.a. Tal sustento 
ptH:Cft.! 1..1btCJlt..'l '.'.'>C 3. tra\. Cs dt.: dllS \."Í:t<;, el1giendll llll peri<1d1.1 tk Ob!->L"f'·y¡¡cjllli amplio 
( l O aiios o n1as) \<Cl selt:..:i.:1nnando una rnucstra dt: C!'>tudio -.uficientc:mt.=ntc t.!randc. 
de tal fonna que .se evite b c;uencia <le infonnacil>n para alguna(s) cdad{cs)~dcntro 
del rango en cstudin 

El actuario <lchc cnn:>idcrar csh.1s n:qui:..;itos cotno elcrncntos de juicio o 
pnon. sit:rnprc que: dest:c: en1pn.:ndcr Ja estiinación dc..·1 pau·ún de compo1·tan1icnto 
dt: un fcnón1c..·1u1 alc:ah.)rio corno h1 es la n .. 1tac1ón 

Dcsfnrtunadarnentt:, la realidad en nm.:stn) país es que dificiln"lt:ntc en la 
práctica se curnpkn dichos n:quisiws. La 1nayor panc de la~ cmp1csas nu llcv,¡ut 
registro de b infonnación requerida para d1cho ;.u131isis, y aquéllas que han 
iniciado este proceso Uc recoptlacion no cu~ntan ;3,Ún con registros 
computarizados. lo que dificulta considc:rabh:rncntc el proceso de estimación. 

Sin embargo. en aquellos casos en los que se cuente con t!Stadísticas 
confiables puede afin11arsc que el us:o de un 1n0Jclo tabular de: rotación c~tiniado a 
pan:ir de la cxpcdencia propia de la etnpresa. n:prcscnta la mejor opción en cumuo 
a las hipótesis actuarialcs. que se asunten en la valuación actu::irial Je Jos pasivc.1s 
contingentes de un plan de pensiones. 

Con t.:I objeto de no introducir subjctividaJ al rnodcJo de rotación. (pt=n.Jida 
de precisión matcm{1tica en Ja "aluación actuaria} del plan). si no se cue;:nta con 
información suficiente que ju~tifiquc el pr-occso de cstirnaciún. podrit entonce~ 
aceptarst:: que se ajuste algún rnoddo tabular de rotación exi~tentc. Esto puede 
lograrse 111cdiante el conocirnit:'nto previo dt: alguno~ cle1ncntos relacionados con 
el componamicnto del frnótncno. los cuales pueden ~er p1·oporcionados por 

• ..! ... 



personal dt: la c1np1t.:sa pan.1 la cual se realiza la valuación. antes de la selección de 
t!'sta hipótesis_ 

Por otra parte. en relación a Jos rcsulrn.dos nurnéricos obtenidos a través de 
la metodología de-scrita t."ll cstc ttaha_jo puc<.lt.: afinnm·sc- Jo siguiente: 

El tarnaiio de la muc~tra poblacional durante el periodo de observación 
seleccionado pcnnitió la n._•;lliz:Khin dd anúh.;;is estadístico. 

La estiJnac1ón inicial di: cslas rasa~ prc~cntú en alJ;!unos casos un 
compo11mniento i1H.:onsistt:ntc cor1 ri.:~pcL:to a aqut!-1 quc did10 fcnón1cno presenta 
en la 1·ealidad. Por lo quc. se ..._·unsidcró rn.:ct:sario 1calizar la r·evisiún y ajuste de las 
misn1as a través dc la tL~cni •. :a de graduación de \Vhittakcr-1-lt:ndetson. 

Este proccd11n1cnt{l n:sultú en la obtcnc1on de tnsas dccn:ctcntes de rotación 
que reflejan de 1nejor fonna la n:lacwn de las n11'.-.rnas cntn: edades adyacentes 
para la mayoi- pa:-tc Lk· las L·clad~·<.; bajo estudie· 

De acuL"rdo al patn.\u de nitación r.:~ti1nado. ~i 1..·I pr1..11nc<l10 de edad de la 
pnblaciún O!-o,,:ilara entn.: lo~ .25 y 3-l afJos (población joven). ~e obte1uhía un 
porct!ntajc de rot;H.:iún alrededor del 14° .. pma un ailn Jado. L"l i..:ual puede 
cons1dcrarsc con10 una rotación inedia\) tncdta alta~ ahora hien. !'>I el prn1nedio de 
edad oscilara entre los 35 y :')0 a1l1..ls (poblac1ún madura). ~e obtcnd1-ía una rotaL'.1Ón 
pro111cdio ali·edt."'."dor del Xº"· lo que :-cp1c~cnta una rotación baja o n1cdia 

Finahnente. consi<lc-ntn10:-. que los tetnas tratados en la presente tesis deben 
ser farn1liares al actuario. no obstante en el campo profesional nos cnr..:ontra1nos 
que pocos de ellos los donlinan. Por lo que crct..·1nos que la introducción de 
rnateTias que se rdacioncn con estos tópicos rc~uha necesaria en eJ pro1..~eso de 
fonn~ción acadC1nica dl.." lo~ estudiantes de actuaría. 



ANEXOS 



••••• • •• • • • ••••••*CCNSTRUC:CION DE:.L HOOELO TAStn..AR DE ROTACION 

46..&..&.41.lolo4""4LOS PROCEDIMIENTOS A LOS CUAl..L:S SE IU'l.Cl: REFERENCIA EN ESTE 

44"441.""'"-..r."FROC:RAMA. Ao-10000. CORRESO:lt:DCN AL PROGl't.AMA AUXILIAR OE I.IBllER:Z:AS 

".r,.r,¡,..r,.r,44.r,4.r,,.r.Q~ SE ANEY·•. 

•et proc:.,.du.r .. to •cmOOCJ 

do g_atrtup 

do prtlt.t.-mp Wl.t?l "'A01:Hl0"'. "'T!TIJLO 1-. ·Ttr..r..o 2• 

atore c:tod1• / / •i <:o i::_cor<:.,.!_inJ..c,f'._!i.n 

do wh~l.,. not .,_,.,.e 

-FCCHA DI': CCR-:-t: O'ARA E:::lAOES. .. 9trt 1'_c:ortt1 

a 7, S •ay •Fi;:CHA INICIA:.. DE:L PERIODO DE OBSERVACICN: • get t_ln:a.c: 

.. ~- s $.&y -FEC"HA f"INA!.. O.EL PERICOO DE ODSERVACICN: <;Jet t'_f'i.n 

i! lO.>Cfuqa 

do 9_1nfo ""lth. •sel<!'cc:&.on.ando d.ato• ... ap.,.re por !avor• 

uaO!' BJ...SELMP al.1.-a t!r'np 

SO!'t !ilter to 1t_corttr·f_r:ac1!/.l6S 

!f_cori:.e-!_n .. c1I /J6S 

o;ay •plJ'i.TICIPANTCS ;>ROC:CSAOOS, "'•atr fn.1111 

>.~o.ó.._..;o:~:Eh.AC!CN ::"E!. ;.•i::=-:-=R 

.... ,. .. 1~ ... :·;:::-:-::::-: ,r_::::::-F"t:=:-¡:.:: ;:-_ . ...:;..c:1 



repla vz w:i.1:.h nCOECIIF_l"Ull-FECOEC:l:IF_NA:'ll 

ca•o c•u•a•al - " " 

repl.a VT .. :i.th o 

r•pla VP w:i.c.n o 
e••• c•u•a•a l - '"R" 

'l"epl.a VT .. J..c.h FECT'-.;C:tcF_SAl.i-FECOECIIF_MACt:I 

'l"epl.a VP •:LC.h O 

C••• cau•a•al. - "O .. 

'l"epl.a VP w:Lth fecdec:L IF _SALl -FECDEC:t IF_NAC'l) 

¡,¡,¡,¡,SI EL PJ'l.RTICIPl..HTE ROT" 

e:••• V? "'> o 

case J..nt tVYl "''" '.rY and int !VPI "" VP 

c:•se >.nt:. IVYJ .,, VY and int:. (VPJ 

H'o.',..C•i.'"' tVZl · i.nt:. lV"tl •l. 

i::••e ;.nt:. ¡;,-¡, - \!'i .o.nd. ~n:: 1vz1 

NVJl>.C•>nt: \V'Z.l 



C:a•e "IX«VT ..,.nd v-r ..... 1'f1( .. 1. 

do e:••• 

a¡:rpe bl•n.k 

r .. plA r•c:f\c, .. u:.h -i-•c:_no 

repla Ul.XX -i.ch i.rx 

oi-epl .. UIXl'I. WJ.Ch WJl 

r-epl,., U1.X.S ... 1.ch ws 

repla Utx.: ... ,.ch W.:J 

r•p!a U1XK wU;.h Wll:: 

... 1 .. t 

do G_tNICC '"'1.t..h ~ordenando "ec:tc,re• u.a."" por •da.es, ••~rw· 

do .. h-.::.~ ne~. eot\1 

at<>:-e UlX.."<.. te. wt~A::l 

1../~ ~ ... :.Y·l 

:! ·.::x.; , • ::> 



EEXK.,EEXK• IUl"XS·Ul".XRl 

•ks.p 

app• blAnl<. 

r .. pla EL.'AD WlTII WEO>.:l 

.-orpl• RX wu:h W1UC 

r .. pla ECX.J "'1t.h m•>EEX.J" 

roepla OXl't Wl.t.h RX/EEX.J" 

repla SX w1t.h WSX 

repl.s L:EXK .. ~t.n .... ,.¡:;EXK 

r"'pl.l CXS w~";h SX/EE.J(K 

ro!lpl.a t...x w~t.h Wt.X 

RETURN year 1WFECHA.I • IWFCC'ltA•.,tod 1 ·01101/•••u.b•r;rtdte>C IMFEOUU .'7.::u 11 /365 



prnc•dure g_ • .,t up 

••t. 0.t• f!re!'OCh 

•ec alCcl'T\at .. ott 

... e bell ott' 

••t carry of!t: 

•et cencury ot't 

aec console on 

•et. ::' .. 1,.. .... d on 

••t dec:i. to !.O 

••t d•lim:i.ter• of!t' 

••t echo Off 

••t:. ••Cape ot:t 

••C axact oft: 

••t t:i.elds on 

••C hesd1n9 off' 

aet .int.ena:i.ty on 

••t.. pri.nt.. ot:t' 

•ec princ to 

aec aafety ot't' 

•et.. acoreboArd off 

•eC •t..Bt.US Ot'f 

••t t..alk ott 
••C \.Lni.qu• off 

••t ••Clu•:i.ve on 

• C'LOSJ;: FILES 

c1oae dst•ba•e• 

• l?fJCEY(l VM.IASt.ES 

pu.t>l.ic K_Ctrl_Brk, K_Ccrl_Hom. JC_down. JC_E:nd. IC_Enter, K_E.sc. lt_F1, JC_F:I 

public K_F4. K_FS, JC_Ho ...... K_l•ft., K_P9Dn. IC_PgVp. K_r19ht.. K_•psc•. K_up 

IC_Ctrl_Brk - 3 

K_Ctrl_norn ... .:9 

K_End - 1:a.f(vers1onll - •d.JlASc tv•, :l, 6J 

K_Cac 

K_F1 

K_F3 

< F4 

IC_FS 

K_H~ 

JC_l .. tt 

K_?<;JUp 

K_Ps;Cn 

K_r:.ght 

Jt_apace 

K_'-'P 

- :i.1ttvers1cnll .. •d.BA.Sc IV". 41&, l.} 

OJiU;;CR cc::-:-Rc:. 
publ1c: 11et_:ur,.or 

set <:ur9or • ;vers:i.onO - 'dBJ'ISC IV' ,or. vara1on0 .. •Fo:.:F:ro' .or. verai.onll .. •Ara90•) 

r." cru,ng.,. .,.d1t_nelp t..o .F. CQ •locic.• the help •creen• 



'"' ERROR 'nlAPPU-IO 

en error do EJlR •t.th errorll ,-eaage{) 

parametcr• "'"'••_texc. 

• o. O el.car to o, 1'9 

• O. O ••Y mos•_text 

procedure 9_Rl.ert: 

p.are .... eero rne•e_eext 

i.f •ee_cursor 

••e c\.u;-eor ol't 

• o. o clear to 0,79 

• a. o ••Y '"""••_t:,.xt: 
••t c:on•ol.e ot' t 

i.I' ••t_c:-ur .. or 

'"' ••t eur.,or on 

pr-oc:edure g_okay 

pr.ivaee 1•_ye11, don"' 

• 23,0 clcer t:o ::>.79 

1e_ye11 • •na .. .,.r 

do •hil• .-:. 

• .:::>. len(qi.;c•t.ionl 2 u.ay "Sl." 

,. .2J.lcnlque:1c.1on! 7 ••y "~lo" 

endi! 

laael\ey - o 

do wt.i.l.e l.aetk.,y .. o 

la•elo<.ey - :1.nlo<.eyll 



• l•t'C, rl.ght. up, ar down •rrow 

i•_y•• - . noc. l.•_ye• 
C••• upp8:r/ch.rfl.••CkeyJ 1 S 'SH' 

J.•_ye• ... fupp ... rlchrll.••tkeyJI - ·s·1 

d.ons - • T. 

-.na-r - l•-Y•• 
• 23, O e.lear to :;?3. 79 

proc:edure prt ltemp 

P~Jl XPROG,XTITl,XTIT2 

e l.O TO 22. 79 OOUPL.E 

• 2, 03 SAY XPROG 

.lCLCICTIT-t.EN !T'!lI1"1 IXTITl.) ) 

• 2, feO• fXLQ..NGTJ:Tl J/2 S.11.Y XTIT.l 

XLCHCTrT-LCN'ITRIHflCTIT21 J 

• OJ, CIO· !XLOHG':'ITl J /2 SAY XTIT2 

e 4 • 1 TO 4. 78 oot.."BLE 

• 2,67 SAY TJ:l'mft 

• l,67 SAY :::urri.TE(I 
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