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Abatract 

We announce and develop the conjecture "Efficient Causal 
Princip1e". 

As a consequence of this conj ecture we arri ve to the 
Saddle Point Theorem and to the Optimizer Theorem. We 
mention sorne applications. 

Using the Principle we connect to the boundary conditions 
of an hyperbolic n-dimensional problem and we find the 
General Integral Equation of the hyperbolic inverse 
problems. 

We also formulate a general theorem M-B # 2 that involve 
the ll equivalent conditions of the Hann-Banach Theorem. 

The Radon Transform is used to simplify the inverse problem 
of the n-dimensional wave propagator. 

We also attack the electric inverse problem as elliptic 
inverse problems. 

It is announced, at theorem M-B # l, a solution to a 
parabolic inverse problem, the fractal characterization of 
the diffusion coefficient in a Fourier space. 

Finally we attack the inverse problem for drift coefficient 
of an stochastic differential equation. 
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l. INTRODUCCION 

En este trabajo se presenta y enuncia el principio que denominarnos Principio de 
Ca.u.solidad Eficiente. y su interrelación con los Problem.a..!I Inversos; as{ como las 
principales consecuencias que de elloe se derivan. 

Dicho principio sintetiza la Ul6a amplia y variad& experiencia en la produc
ción de resultados esenciales para la descripción y análisis de los muy diversos 
fenómenos y leyes de la naturaleza; aspiramos a completar su enunciado para in
cluir resultadas algebraicos y geométricos. adem68 de los analiticos que aquí se 
muestran. 

El trabajo con las propiedades de los conos en el Análisis Funcional y en es-
pecial con el lema de sepa.ración de Dubovitskü-Milyutin y la generalización del 
concepto de funcional de Lagrange. nos condujo a intuir y buscar la existencia de 
un principio causal general a partir del cual se pudieran obtener Tesultados torales 
para las leyes naturales. Si consider&.1:noa que ésta se concreta. y realiza. en el 
Teorema del Punto Silla de Hurwicz, i.ninediatamente se puede saltar al principio 
buscado y enunciarlo. [54}, [39}. 

El nombre lo bemoe tomado de Max Planck., quien consideraba que la "causa 
eflicieoa" opera desde situaciones presentes hacia las futuras y hace que éstas 
a.parezcan determinadas por las primeras y la "causa finallis,. la cual, por el con
trario, hace que IBS últimas sean las premisas desde las cuales puede deducirse la 
posible evolución de loe pr~ que condue<!n a ellaa. [S7J. 

Siguiendo a Engl y en vista de que en la regularización de Tijonov se susti
tuye un operador no invertible por una familia de operadores invertibles y muy 
cercanOB al original, lo que permite resolver un problema directo. De otra parte, 
con la discretización el operador original se reemplaza por una colecciOn cercana 
y numerable de operadores, cuya inversión. Tesuelve ta.inbién un pl'oblema. directo 
aproximado. Por tao.to, se quiere establecer la relación entre l&. discretización y la 
regularización de Tijonov. [62J, [27}. • 

Para. ello, se estudia en loa espacioe de energía, un operador autoadjunto y posi
tivo, se define una forma biline.al y se obtiene la versi.On débil o variacional del oper
ador. Luego se considera la proyección sobre loa subespaci0& finit.cH:iimensionales, 
se detine una furicional de La.grange y se demuestra que la. solución del método del 
elemento &nito es la mejor aproximación; finahnente, se demuestra. que la regular
ización de Tijonov es una generalización del método del elemento finito en espacios 
de Hilbert. 

Muchos probleinas inversos pueden ser convertidos a un problema inverso pa.ra 
el propagador de ondas u operador de D'Ala.mbert.. Este se puede formular como 
una transformación del operador no perturbado a uno perturbado, la que hemos 
denominado Kirchhoff-Liouville, posteriormente se t.ransfonna. este operador per
turbado hasta convertirlo en un operador integral, del tipo perturbación compacta 
de la unidad, el cual puede invertirse y cuya solución nos produce lo que llaxnamos 
la .sornbn:a¡ final.mente, con el operador derivada sobre la sombra se halla la per
turbación buscada. [53}, [9}, ¡s¡, [15], ¡1s¡, [20}, [29}, [34}, [64}. 

Pero debemos precisai" que es con el principio de causalidad eficiente, que se 
sustentan las condiciones de frontera apropiadas para que el operador de D'Alarn
bert perturbado devenga un operador integral, con lo que obtenemoa lo que hemos 
llainado la Ecuación Integrul Generql. 

En fonna inás explícita, se muestra que el principio de causalidad eficiente, 
a través de la ecuación de continuidad, determina lea condiciones de frontera del 
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operador propagador de ondas, cuya S<>lución nos conduce a la ecuación integral 
general de los problemas inversos. (58), (9), (37). 

Se plantea un problema hlperbólico mixto para la amplitud de onda del campo 
u y el potencial q, luego se consideran los dos problemas de contorno de los crunpos 
característicos -que llamamos izquierdo y derecho- los cuales resultan linealmente 
independientes y con soporte en el cono no-causal; se expresa el campo u como 
combinación lineal de los campos característicos y se determinan sus coeficientes 
de las relaciones que se infieren a partir de las condiciones de contorno de los 
CADJpos característicos y de su expansión como onda viajera y sombra. (58). 

Nuevainente se usa esta expansión y se obtiene en el interior del cono no-causal 
la ecuación buscada, si se fijan formas particulares de las condiciones de contorno 
se halla la ecuación de ~farchenko y luego, la de Gelfand-l.evitan lineal, Krein y 
Gopinath-Sondhi. 

En otros términos, el principio de causalidad. eficiente determ.ina el núcleo del 
operador integral, cuya inversión resuelve un proble1na directo y, con la acción de 
la derivada sobre esta solución, se resuelve el problema inverso. 

Dentro de la corriente actual y mundial de vincular las matemáticas con prolr 
lemas del sector productivo, en este trabajo se presenta un estudio explorador 
no destructivo de dispositivos eléctricos, tales como los transformadores, para es
tablecer su estado de operación y en consecuencia decidir su permanencia o retiro 
del servicio. 

Orientados por del principio de causalidad eficiente y con el uso de formas difer
enciales, se define un progr&llla variacional que conduce a establecer las conocidas 
leyes del campo electromagnético¡ luego, centrando el interés en la divergencia del 
C&lllpo del desplaza.ttúento eléctrico, se formula el problema inverso recurriendo a 
las coordenadas cilíndricas y a las simetrías del fenómeno. [53), [l]. 

Posteriormente se usa la transformada de Laplace, su analiticidad. y la ex
pa.rudón en serie para proponer una ecuación cuya solución perm.ite deterIDinar 
el coeficiente de la permitividad eléctrica a partir de un esce,¡uuio de mediciones 
realizadas en el exterior de los dispositivos. 

Se obtiene una expresión explicita para el coeficiente de interés con validez 
local. Pueden extenderse en forma inmediata loe resultados a otras áreas impor
tantes, como es el caso de loa fenómenos magnéticos y difusivos. 

En el vínculo citado se estudian también las propiedades del suelo culth.-able 
en el contexto de loe Problemas lnverso8. Con este propósito se deducen las 
ecuaciones que gobiernan el avance del agua en un canal de riego en coordenadas 
intrínsecas, el fenómeno de la infiltración del agua en un medio poroso como el 
suelo, y se precisa la conexión entre el tirante en la superficie y la condición de 
contorno para la infiltración. (32), [57), [50). 

Se estudia de manera particular el fenómeno de la absorción del agua, es de
cir cuando la infiltración ocurre en ausencia de gradientes gravitacionales, y se 
plantean tres tipos de problemas inversos: i) inyectivo, ii) cuasilineal-inyectivo, y 
üi) lineal. 

El prinlero, así llantado porque se asume que la función humedad es inyectiva lo 
que permite definir una función inversa izquierda, se usa el teorema de la función 
inversa y la transformación de Boltzmann. 

En el segundo caso se supone que el operador depende de la función humedad 
y por tanto resulta cua.silineal, ahora el coeficiente de d.ifusividad compuesto con 
la hUJDedad resulta en un nuevo coeficiente no lineal y dependiente del tiempo, 
se plantea el problema inverso, se hace una translación en la variable temporal, 
se aplica la transformada de Laplace y sus teoremas de convolución, transforma
ción de la integral, derivada de la transformada y de corrimiento.Se obtiene una 
función analítica en el semiplano bordeado por su abscisa de convergencia, la cual 
puede expandirse en una serie de Taylor, ésta última a su vez puede invertirse. 
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Finah:nente se establece la relación entre la d.ifusividad y la función de los datos. 
[56]. 

El tercero lo llamamos lineal porque se asume que el coeficiente de transmi
sividad no depende de la variable a integrar y entonces el operador resulta lineal, 
se aplica la transformación de Kirchhoff para obtener una ecuación de difusión 
standard, t&1Dbién la transformación de Laplace y el desarrollo en serie de Taylor. 
[56), [73]. 

El resultado de los problemas lineal y cuasilineal es una ecuación integral de 
Fred.holln de primera especie que tiene a la clifusividad. hidráulica como argumento, 
a la función de loa datoe como fuente o inbomogeneidad, y por su núcleo es una 
integral de Laplace; para invertir este operador se tienen por lo menos tres op
ciones: primera, la regularización de Tijonov (Ap. 1); segunda, la transformación 
de la integral de La.place en una serie de Taylor seguida de su inversión; tercera, el 
método de Post y Widder, basado en la aoaliticidad que produce la transformada 
de Laplace, el teorema de la convergencia monótona y las sucesiones de Dirac. 

Para el desarrollo de ésta última, se usa análisis no-standard para caracterizar 
la estructura y la derivad.a fractal, y se demuestra la naturaleza fractal del coe
ficiente de difusión, la resolución resulta determinada por los datos del problema 
inverso. [63), [65], [68). 

Puesto que para ciertos ca.sos de interés el problema resulta ºmal planteado" 
(ill-po&ed), es conveniente introducir el proceso de regularización de Tijonov; a 
partir del principio de causalidad eficiente en su versión Khun-Tucker se encuen
tran la solución para dato& perturbados y los operadores de Tijonov. 

Para la primera opcion cita.da, con el cálculo operacional y los sistemas singu
lares para operadores compactos en espacios de Hilbert. se obtiene una expansión 
para las soluciones perturbadas, la cual se aplica a la d.ifusividad hidráulica. 

Para hallar el segundo coeficiente del operador de Fokker-Planck, coeficiente 
de arrastre o convectivo 1 se plantea lo que hemos denominado Problema Inverso 
Eatocd.stico. Partilnos de la definición de los procesos de difusión, su ecuación 
diferencial, luego su operador asociado llamado el generador i.nfin..itesimal de la 
difusión y este concepto se extiende al de operador característico. 

Dado el carácter covariante de las leyes de la naturaleza, se define el coeficiente 
de difusión como un campo tensorial dos veces contravariantc y su expresión lo
cal; se define también el coeficiente convectivo como UD campo vectorial una vez 
contravariante y su ley de transform.ación, luego se define el campo vectorial con
travariante de la corriente de probabilidad, finalmente la forma covariaote del 
generador infinitesiJ:nal del proceso de difusión resulta ser un operador divergencia 
covariante. En el caso unidiuiensional esto conduce a la posibilidad de considerar 
al coeficiente de difusión como una constante positiva. 

Ahora se puede introducir un potencial que conduzca. a la única extensión 
cerrada auto.adjunta del operador Fokker-Planck, transformarlo en un operador 
de Schrodinger y formar una ecuación de Ricatti, cuya solución nos resuelve el 
problema inverso. [67], [72]. 

Para completar nuestra prcsentacjón en el Apéndice 1 se abunda en el tema de 
la regularización, se define el inverso generalizado de ~foore-Penrose, se utilizan 
los Teoremas de Norma ~línima y de la Proyección de los espacios de Hilbert para 
establecer la unicidad de la solución de mejor aproxi.macjón que viene dada por el 
inverso generalizado para datos exactos, se establecen las cotas para la. distancia 
entre las soluciones perturbadas y el inverso generalizado para concluir que el 
parámetro de regularización debe tender a cero más lentauiente que el cuadrado 
del error en loe datos. [27), [36], [81], [6], [35]. 

En el Apéndice 2, se revisan algunos aspectos del niét.odo de Scattering inverso 
en el dom.inio del tiempo. Se inicia considerando el método de propagación de 
singularidadt!B, para obtener la ecuación de transporte y para su aplicación a 
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la función de influencia causal, que produce su expansión en pulso viajero agudo 
concentrad.o más la sombra, y la expansión en serie de la propia sombra en términos 
de las distribuciones de Heaviside y sus sucesivas antiderivadas; ahora es posible 
de la ecuación de transporte obtener el potencial de la derivada de la sombra • 

Posteriormente se define la función de Riemann, se obtiene su expansión como 
ondas viajeras más sombra y su caracterización como solución de un problema 
de contorno hiperbólico con condiciones de Cauchy, para finalmente representarla 
como un operador propagador de las condiciones iniciales en el espaci~tiempo. 

A continuación se define la función de influencia ne?causal a partir de su ex
pansión como ondas viajeras más sombra, se obtienen las condiciones de contorno 
para la sombra y nuevamente se halla el potencial de la derivada de la sombra. 

Ahora, propagando los datos iniciales, estudimnos la transformada Povzner
Levita.n inversa que, como perturbación compacta de la identidad, convierte la 
condición inicial horizontal en la condición de frontera ·vertical, y puede usarse para 
hallar la ecuación Gelfand-Levitan no-lineal. Luego, convolucionando la función 
de in.fluencia no-causal con la condición de frontera, se obtiene la transformada 
inversa tam.bién co010 perturbación compacta de la identidad.. 

Posteriormente se estudia el Teorema de Gelfand-Levitan, que permite obtener 
el potencial en un operador de Schrodinger, a partir de su función espectral. Fi
nal=ente, se esboza el reciproco de este importante teorema. [89], [4], [48]. 

En el Apéndice 3 se definen las soluciones y funciones Jost y se obtienen sus rep
resentaciones integrales, basados en su independencia lineal se forman las combina
ciones lineales entre ellas y sus conjugadas complejas, dando lugar a la definición de 
los respectivos coeficientes de reftexión y transmisión, a través de los WTonsk.ianos 
de las soluciones Jost; de las cuales resultan las relaciones entre los coeficientes, 
que expresan ciertas propiedades físicas del sistema. 

Usando las representaciones integrales de las funciones Jost es posible obtener 
las· respectivas representaciones para los coeficientes, que nos penniten estudiar 
sus comportamientos asintóticos. Con estos coeficientes se conforma la matriz de 
scattering o dispersión. 

Para potenciales integrables de orden de creciin.iento cero, se extiende el coefi
ciente de transmisión analiticam.ente al semipla.no superior perforado en el origen 
y se encuentra que tiene sus polos simples en el semieje imaginario positivo y 
en cantidad finita. Por las relaciones que se establecen entre sus coeficientes, la 
matriz de dispersión tiene sólo un coeficiente independiente y por las relaciones 
Kramers-Kr()nig, este coeficiente determina la matriz. 

Como corolario se obtiene el Teorema de Levinson sobre el núm.ero de estados 
ligados. Para potenciales integrables de pril:ner orden de crecimiento, se puede 
hallar la resolución de la identidad o la familia espectral de proyectores de su 
correspondiente operador de Schrodinger. 

La condición necesaria y suficiente para que los valores propios sean integrales 
del m.ovim.iento es que el potencial evolucione en el tiempo como solución de la 
ecuación de Korteweg-de Vries, luego se puede estudiar la evolución de los datos 
de dispersión, definir la transformada espectral y el ciclo esencial del método del 
Scattering inverso para la solución de ecuaciones diferenciales no lineales. [5], (40), 
(47], [34]. 

Según el Teorema de Palcy-Wiener, las funciones cuadrado integrables a lo 
largo del eje real pueden representarse como transformadas de Fourier de cierta 
función cuadrado integrable en el sem.ieje real; éste es el caso, para la diferencia 
entre las funciones .Jost y la UIÜdad, cuando los potenciales son de primer orden 
de crecimiento. El núcleo de esta representación integral se le llama Transformada 
LeviD, y a una translación se le conoce como Transformada Levin de la solución 
Jost o la sombra. 

De la ecuación diferencial que satisface la función .Jost se establece la corre-
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spondiente ecuación diferencial para la sombra y la obtención del potencial a partir 
de la derivada de la sombra. Este proceso se puede generalizar refiriéndolo, no al 
potencial nulo del caso libre de dispersión, sino a algún potencial conocido y el 
resultado se conoce como Transformada Levin Generalizada. 

La transforma.da Levin generalizada, la resolución de la identidad para oper
adores c.on potenciales de segundo orden de crecimiento, y la independencia lineal 
de las soluciones Jost, permiten obtener una ecuación integral que conduce a la 
ecuación de Marchenko. Por tan.to, la transforma.da espectral determina el núcleo 
y fuente de la ecuación de Marchen.ka, y la solución de ésta determina el potencial 
buscado, éste es el ciclo esencial del método del Scattering inverso. [52}, [10}. 

En el Apéndice 4 se considera el operador de Schrodinger en el selllieje real 
positivo, partiendo el semieje en una colección de intervalos cerrados y resolviendo 
en ellos el problema de valores propios se halla la colección de las funciones propias 
y las constantes de normalización. Con estas constantes se define una colección 
de funciones de variación acota.da y de acuerdo con el teorema de selección de 
Helly se extrae una subsucesión convergente a una función t&lDbién de variación 
a.cotada. 

De otra parte, con las funcione& propias se define una transformada de Fourier 
generalizada para funciones de cuadrado integrable en cada intervalo cerrado, se 
obtiene la identidad de Parseval y el teorema de expansión o de inversión, éste 
permite definir la familia de proyectores, hallar la función espectral y la resolución 
de la identidad. 

Se define el operador dESplazaaúento generalizado y se destaca su propiedad 
de simetría, que permite intercambiar las variables espaciales y temporales en el 
operador de Schrod.inger, para obtener un operador propagador de ondás. Con 
la función de ruemann se halla la solución al problema de Goursat, de la cual 
se obtiene final.mente la transformada Povzner-Levita.n, cuyo núcleo es la sombra 
no-causal. 

Con la transformada Povzner-Levitan en el semieje, la resolución de la iden
tidad y la descomposición de la función espectral, se halla la ecuación Gelfa.nd
Levitan lineal, la ecuación diferencial para la sombra y su conocida relación con 
el potencial. Finahnente, para el problema inverso, se da la ecuación integral de 
Celfand-Levitan y el operador de Schrodinger y se hallan el potencial en ténninos 
de la sombra y las condiciones de frontera. [24}, [38}, [42}, [66}. 

Estimamos que nuestro aporte consiste: 

En el capitulo 2: 

l. Enunciar el Principio de Causalidad Eficiente, 

2. Concebir la realización de este principio como Teorema del Punto Silla, 

3. Delinear una demostración del teorema anterior, 

4. Formular el Teorema M-B # 2 1 , que de una manera nueva y global, renormal
i.2.a los once teoremas equivalentes al Teorema de Hahn-Ba.nacb, considerado 
ampliamente uno de los pilares del Análisis F\incional. 

5. Formular una interpretación Lagrangiana al ~rema de Ha.lm-Banacb, 

6. Demostrar la relación entre la regularización de Tijonov y el Método del 
Elemento Finito de Galerkin. 

l El no1nbre correaponde a •- •igt .. de la. autorem: Mercado y Brambila. 
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En el capitulo 3: 

l. Obtener la Ecuación Integral General basándonos en un problema hiper
bólico general y en su descomposición a través de los c.anipoe característiC06. 

2. Dar sustento a las condiciones de frontera por medio de la Ecuación de 
Continuidad y de acuerdo con el Principio de Causalidad. Eficiente. 

3. Extender los resultados para incluir la ecuación de Krein y la de Gopinah
Sondhi. 

En el capitulo 4: 

l. Reducir el problema inverso para el propagador de ondas de dimensión n a 
unidimensional, al escoger un hiperplano apropiado para aplicar la transfor
mada de RAdon. 

2. Concebir la solución del problema inverso como una transformación de oper
adores. En particular para el problema del propagador de ondas, resolverlo 
como la trao.sfonnación de un operador no-perturbado en uno perturbado, 
para posteriormente hallar la perturbación la cual contiene el coeficiente que 
se busca. 

3. Con la orientación del principio de causalidad eficiente definir una funcional 
lagrangiana en base a formas diferenciales para obtener las ecuaciones de 
Maxwell. 

4. Plantear y resolver el problema inverso de tipo eléctrico. 

16 

En el capitulo 5: 

l. La formulación del Teorema M-B #1 

2. La solución del problema inverso cuasilineal para el coeficiente de difusión. 
como segundo coeficiente del operador de Fokker-Planclc. 

3. La caracterización fractal del coeficiente de difusión en el espacio de Fourier. 

4. La formulación en coordenadas intrínsecas de los procesos de avance e infil
tración en irrigación. 

5. Obtener los operadores de regularización de Tijonov del principio de causal
idad eficiente, a uavés de la definición de una funcional lagrangiana apropi
ada. 

En el capitulo 6: 

Plantear y resolver el problema inverso para el coeficiente de arrastre de 
una ecuación diferencial estocástica.. En el método se recurre al operador 
Fokker-Planck. 
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Yougrau W., MandelstraJD S. [87J, Morí, M. [62J. 
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Brambila P. F. [7J, Ghosh Roy D. N. [3-IJ, Habashy T. M. (37J, .Chadan K., 

Sabatier P. C. [14], Bruckstein A. M., Levy B.C., Kailath [8J, Mercado E. J. R. 
[58J, Suzulti T. [78J. 
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Torres del C. G. F. [82), Coen S. [18J, Abraham. R. [lJ, Deans S. R. [21J, 
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En el capitulo 5: 
Risken H. (72J, Oksendal B. [67J. 
En el Apéndice 1: 
Engl H. W. [27], Tijonov A. N. [81J, Glasko V. B [36J. Banks H. T., Kun.ish 

K. [6J. 
En el Apéndice 2: 
Zauderer E. (89J, Burridge R. (9], Calogero F. Degasperis A. [lOJ, Deift P., 

Trubowitz E. (22J, Drazin P. G. [24J, Ghosh R.oy Dilip N. [34J, Mercado E. J. R. 
[58], Santosa F., Schwetlick H. (75J. 

En el Apéndice 3: 
Eckhaus W., van Harten A. [26J, Ghosh R.oy Dilip N. (34J, Aktosun T. [4J, 

Levinson N. (47], Paley R.E.A., Wiener N. [68J, Marchenko V. A. [52J, Novikov S., 
Manakov S.V., Pitaevskil L. P., Zakharov V. E. (66]. 

En el Apéndice 4: 
Brambila P. F [7], Levitan B. M., Gasyn>ov M. G. (48J, Ghosh Roy Dilip N. 

(34J, Aktosun T. (4J, Symes W. [BOJ. 
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2. CAPITULO 2 

2.1 PRINCIPIO QE CAUSALIDAD EFICIENTE 

El objetivo principal de este capítulo es enunciar el Principio de Causalidad 
Eficiente y obtener su realización como Teorema del Punto Silla. Posteriormente se 
ilustra su eficacia obteniendo la ecuación de continuidad, los resultados esenciales 
del Método del Elemento Finito de Galerkin y su relación con la regularización de 
Tijonov; todos ellos de especial llnportancia en muy diversas aplicaciones. 

Para iniciar, se recuerda que en la mecánica (1) cuando se trata de fuerzas 
conservativas se define una funcional llamada Lagrangiano definida en el haz tan
gente T /../ de la variedad del espacio de configuración A-/, esta funcional combina 
en forma aditiva una funcional convexa llrunada. energía cinética. T con una lineal 
denominada. energía potencial V definida en la variedad A! 

TM ~ IR 
r1 
AI ~ IR 

donde r es la proyección C 00 del haz vectorial sobre su sección cero: la variedad 
/111, en tanto que la funcional L se define por: 

L = T- r·v 
se generaliza esta funcional a una que se define en el producto cartesiano de un 
conjunto convexo de un espacio vectorial, con el cono dual positivo de otro c..c;pncio 
vectorial topológico, la. cual será llamada funcional de Lagrange. Con la orientación 
del principio de causalidad eficiente, se define un programa variacional apropiado 
y se llega a la existencia de un punto silla de la funcional de Lagrangc (39}. 

En la. sección 2 se enuncia el Teorema de Hahn-Banach de acuerdo a nuestra 
formulación lagrangiana [54}. Luego en la sección 3 se enuncia y demuestra el 
teorema del punto silla, tornando como hipótesis el teorema anterior [54}. 

En la sección 4 se demuestra. la condición de Khun-'nlck.er para la existencia de 
extremo condicional (35}. Después se definen los espacios de energía, se obtiene la 
ecuación de continuidad o de conservación de In corriente de probabilidad, la cual 
es el contenido de la ecuación Fokker-Planck; a continuación se revisan ideas muy 
generales 5<>brc el mótodo del elemento finito y se lo relaciona con la regularización 
de Tijonov. 

En la subsección ( 4.1.2) se aplicará este res:ultado para obtener la condición de 
extremo para una funcional integral de la cual pueden obtenerse las ecuaciones de 
?\:laxwell. entre inuchas otras posibilidades. dentro de las cuales se encuentran por 
supuesto, las ecuaciones de Lagrange de la !vlecán.ica {54). 

Finalmente es posible demostrar el teorema de Hahn-Banach a partir del teo
rema del Punto Silla, con lo que se puede obtener su mutua equivalencia. (39). 

En. el presente capítulo estimamos que nuestro aporte consiste en: 

l. Enunciar el Principio de Causalidad Eficiente, 
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2. Concebir la realización de este principio como Teorema del Punto Silla, 

3. Delinear una demostración del teorema anterior, 

4. Formular el Teorema !\I-B # 2 1 , que de una manera nueva y global, renor
maliza los once teoremas equivalentes al Teorema de Hnhn-Banach, consid
erado a.Illpliamente uno de los pilares del Análisis Funcional. 

5. Formular una interpretación Lagrangin.na al Teorema de Hahn-Banach, 

6. Demostrar la relación entre la regularización de Tijonov y el 1\-Iétodo del 
Elemento Finito de Galerkin. 

2.1.1 PRINCIPIO DE CAUSALIDAD EFICIENTE 

Al observar que los más diversos e importantes fenómenos de la naturaleza se ol:r 
tienen de alguna condición extrema!, algunos de rnaximalidad, otros minimalidad 
o bien de estacionareidad, consideramos con criterio filosófico natural que puede 
formularse la siguiente conjetura: 

Las leyes de la naturaleza devienen efecto de una causa 
que se realiza en forma eficiente. 
En consecuencia las podernos obtener, entre otras, como solu
ción de un prograJTia vnriacional definido por una funcional 
lagra.ngiana apropiada. 

Es de anotar que en este principio se incluyen los fenómenos no lineales a 
través de la aplicación Dirichlet-Neumann definida en la subsección {4.1.2) y la 
conocida caracterización de las funcionales convexas semicontinuas inferiorrnente 
como supremo de funcionales afines continuas (54}. 

Aplicaremos este principio para obtener el Teorema del Pnnto Silla a partir 
del Teorema de Hah.n-Banach, el cual enunciB.Dlos como existencia. de la extensión 
positiva de una funcional lagrangiana. 

Análogamente, al definir funcionales lagrangianas apropiadas podernos obtener 
otros nueve teoremas importantes del Análisis Funcional que resultan equivalentes 
al Teorema de Hahn-Banach. 

2.1.2 TEOREMA M-B # 2 

La Funcional de Lagrange es un elaborado objetó matemático en la cual se 
consideran los siguientes elementos: 

1 El 11on1brc corr~poudc n. lns toigln.~ <le HUH autores: ?..ll:rcado y Brn.mhiln. 
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A : un subconjunto convexo del espacio vectorial X. 
Q• : el dual del cono positivo del espacio vectorial topológico Y, 
f : una funcional convexa definida en el subconjunto A, 
S: una aplicación convexa con dominio en A y recorrido en Y, 

y puede considerarse el caso en donde X sea un espacio vectorial topológico. 
La Funcional de Lagrange L se define por: 

A xQ" e X X y• .!:. 
(a,1/J) 

IR 
L (a, 1/J) = f (a) + (S (a), 1/J} 

Por su imagen geométrica decimos que una dirección esta dada por una fun
cional lineal, decimos que un sistema de desigualdades con solución es Tna.ximal 
cuando al agregarle otra desigualdad el sistema final resulta sin solución, y lla
mamos positivos a los números no-negativos. 

Nuestra afirmación es la. siguiente: 

Bajo la condición de un sistema de desigualdades maxirnal, existe 
alguna dirección a lo largo de la cual la Funcional de Lagrange es 

positiva. 

Visto en el marco de las propiedades de la Funcional de Lngrange, nuestro 
teorema renormaliza los siguientes once teoremas del Análisis Funcional [39}, en 
donde pueden encontrarse diferentes condiciones que llamamos "apropiadas", en 
el sentido de que en ellos, se cumple la condición del sistema de desigÚaldades 
1na.ximal. 

Surge por tanto la pregunta ¿Se podrán especificar de otras formas diferentes 
las llamadas condiciones ''apropiadas"?, de ser así ¿cúal sería otra forma?. 

l. Si se cwnplen las dos desigualdades siguientes: 

3 ao E A: -S (ao) E intQ 

"aeA:-S(a)EQ, f(a)-f(p)~O, 

la última de las cuales equivale n decir que el punto p E A resuelve el prograxna 
convexo: 

min{f(n): -S(a) E Q} = f(p). 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la funcional y la aplicación 
convexa satisfacen: 

f(p) = º· S(p) =O. 

Entonces existe alguna funcional 'P E Q• tal que: 

L (a, <,o} 2: O, -vae A. 

Este resultado se conoce co1no Teorema del Punto Silla de Hurwicz, porque el 
par (p, cp) puede hacerse un punto silla de la funcional de Lagrange. 

2. Si se cumplen las dos desigualdades: 

3 a 0 E A : -S (ao) E intQ 

y 

"aeA:-S(a}eQ, f(a)~O. 
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Entonces puede asegurarse la existencia de alguna funcional <.p E Q• tal que: 

L (a,9) 2!: O, ""'a e A. 

Esta conclusión se conoce como Teorema de Farkas-AiinkowsJ..-i, por un resul
tado clásico análogo en matrices. 

a. Si se satisfacen las desigualdades 

-T(a) E intQ 

i'la1EA: (-T(a1).-S(at)) E(intQ,intR), 

en donde Tes otra aplicación convexa con dominio en X y recorrido en Y, Z es 
otro espacio vectorial topológico con cono positivo R y S la aplicación convexa 
con dontinio en X y recorrido en z. 

X,p ~ Z,n 

Entonces existen las funcionales y se satisface la condición de positividad de la 
funcional de Lagra.nge: 

3,¡, E Q", 
L(a,<p,1/J) = 

3 <p E Rº, 
(1/JoT)(a)+ "'"" º· (S (a), 'P) 

Resultado conocido como Teorema de Thy. 

4. Si se cwnple la condición débil 

-S (aa) E intQ, 

va E A. 

en donde (aa)a: es una red en el conjunto A, con conjunto dirigido D,entonces, 
existe alguna funcional <P a largo de la cual la funcional de Lagrange es positiva: 

3'P E Q", L(a,<p) = g(a) + (S(a),<p) 2!: O va E A, 

en donde la funcional convexa es: 

g(a) = f(a) - -y, 3'1': -eio <"Y< v', 

y v' es el valor débil que se define sobre las soluciones débiles S.D. por: 

v' J.~J.li~igf / (aa) 

ntientras que el valor dual se define como: 

v" = sup inf L(a,1/J). 
ueQ-aEA 

Resultado conocido como Teorema de Golstein, porque de Ja positividad de la 
funcional de Lagrange se deduce que el valor débil v' no supera el '"-alar dual. En 
tanto que la desigualdad. opuesta se obtiene en for:ma directa. 

5. Sin pérdida de generalidad se asume que: 

3ao E A: -S(ao) = ao =O E coryA 
Y= spanA = affA 

como/ es convexa. también lo es como función del parámetro esca.lar sen f(sx). 
Además es continuamente diferenciable respecto del misn10 paránletro, Jo cual 
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equivale a que su deri'vada es monocreciente, y es acotada inferiormente. Por lo 
tanto, puede concluirse que existe alguna funcional cp llEUnada subdiferencial, tal 
que: 

3'P E y• 
L (a, 'P) 
g(a) 

L (a, 'P) 2: O, 
g (a) + (S (a) , <p) 
f(a) - f (O). 

va E A, 

Éste es el Teore17la de la Subdi/erencial, después de una extensión lineal de cp 
a todo el espacio X. 

6. Se asuzne, sin pérdida de generalidad, que: 

3 ao E A: -S(ao) = ao =O E coryA 
Y= spanA = affA 

ahora la funcional convexa es l~ funcional de ?vlinkowski asociada al conjunto A, 
y se define por: 

la cual satisface 

entonces si: 

puede concluirse que 

3'P E y• 
L (a, 'P) 
g(a) 
T(a) 

f(x)=fA(x)=inf {t>O}, 
:z::EtA 

O~ f (x) < oo, 
O< f (a)< oo, 

x 1 rt coryA, 

VxeX, 
..,.ªE corA, 

Xi EY, 

L(a,<.p) >O, va E coryA 
g (a)+ (T (a), 'P), 
f(a)-f(x1) 
S(a)-S(x 1 ). 

A cp se le conoce como funcional soporte y al resultado como Teore77la del 
Soporte. El caso cuando x 1 ~ Y es también válido y más o menos inmediato. 

7. Si se asume sin pérdida de generalidad. que 

O E corA 0\1! B 

en donde A y B son conjuntos convexos que cumplen 

corAnB=0, 

y se toma como funcional la de ~fin.kowski asociada al conjunto A, 

/A(x)=inf {t>O}, 
.:rEtA. 

y como espacio Y al mismo X, entonces se concluye que 

3 <p E X" L (x, 'P) 2: O, VxeX. 

A la funcional c.p se le llruna funcional separante y al resultado Teore111a de 
Separación. 

8. Suponemos que se cumple la condición 

KnK1=0, 

en donde K es un cono convexo abierto con vértice en O y K1 un cono convexo 
con vértice también en O. 
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Sin pérdida de generalidad puede aswnirse que 

O E corK= K 

y se toma A = X = Y, la funcional de l\.linko'\vski asociada al cono K, y la 
aplicación convexa del cambio de signo S(x) = -x. 

Entonces. se concluye la existencia de alguna funcional c.p. a lo largo de la cual 
la funcional de Lagrange es positiva: 

3 <," E K• L (k,<p);::: O, "keK. 

Resultado conocido como Teorema de Dubovitskii~kfilyutin.. 

9.. Se asume que 
corP "'0 Pc;;¡x. 

en donde P es el cono positivo del espacio X . 
Sin pérd.ida de generalidad puede asumirse que 

O e corP, 

se toma como funcional la de ~linkowski asociada al cono K , y A = X = Y • 
Entonces existe alguna funcional t.p, a lo largo de la cual la funcional de La

grange es positiva: 

L (x,<p);::: O, '1x EX. 

Resultado conocido como Teorema de Existencia de Pu.ncionales Positivas. 

1.0 .. Supongamos que 
<f'1JPn.M;::;:: 0, 

en donde P es el cono positivo del espacio X, k/ un subespacio de X que intercepta 
al corP, 'l't llll& funcional lineal en Af, que es positiva. en P. Se define el subespacio 
Y = A, la funcional convexa / con dominio en Y y la aplicación convexa S por 

y 
f(y) 

S(y) 

span {P,Al} 

m~i~EAf <f'i (m) 
-y, 

entonces se concluye la existencia de una extensión positiva cp de <f'i tal que: 

L(y,<,");:::O "ye Y. 

Resultado conocido como Teorema de Krein~Rutman, después de la extensión 
lineal de i.p al espacio X. 

l.l. .. Suponemos que se cumple la condición: 

Li (m, <pi) ;::: O, VTTl E .A/ 

en donde .Al es un subespacio vectorial del espacio X, y:: 1 una funcional lineal en 
.AI, f la funcional convexa defuúda en A= X. S(x) = -.i· ~·s la aplicación convexa 
y L 1 se define por: 
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L,: Jl,f X JI,[• 
Li (m,<," 1 ) 

IR 
f(m) + (S(m),<p1 ) 
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entonces existe una extensión positiva. 

L: x x x· 
L (x,<p) 
L (x, <r>)Lux {.,.,} 

2::0 
=L1 

IR 

"'x E X 3 <p E X". 

Resultado conocido como Teorema de Hahn-Banach. 
No presentaremos aquí demostraciones detalladas de esta secuencia de teore

mas, solrunente delinearemos una demostración que cierra esta secuencia. Porque 
esta.IIlos interesados en poner en primer plano el Teorema del Punto Silla, en vista 
de la orientación que le daremos hacia las aplicaciones. 

2.1.3 TEOREMA DEL PUNTO SILLA DE HURWICZ 

Se enuncia y demuestra el teorema del punto silla en el cual se conjugan una 
condición de maximalidad de las funcionales lineales, con la de m.inimalidad en los 
puntos de un convexo; este resultado es especialmente importante porque puede 
orientarse en forma directa a las aplicaciones, donde se revela el carácter esencial 
del principio de causalidad eficiente. 

_ Se denotará por Q el cono positivo de un espacio vectorial topológico Y, por 
Q• el cono dual positivo y por R el cono positivo de los reales lR~ 

Sea X un espacio lineal, A un subconjunto convexo y Y un espacio lineal 
topológico preordenado con cono positivo Q. Sea el par varincional (A,/) con 
función objetivo convexa: 

f:A-IR, 

la aplicación convexa: 
S:A-Y 

y el progr8.I11a: 
min{f (a) : S (a) :SO}. 

Si p es solución del progriuna y en el sistema S (a) < O, a e A existe algún 
a, E A : -S (a 1 ) E intQ: 

entonces existe (p, cp) E A x Q•, punto silla de la funcional de Lagrange: 

en el sentido: 

L:A X Q" -IR 
L(a,<,") = f(a) + (S(a),<,"), 

L(p,,P) :S L(p,<,") :S L(a,<,:>), V(a,,P) E Ax Q". 

Recíproca.mente, si Y es localmente convexo, Q es cerrado en Y, y para algún 
p e A, existe i.p E Q• tal que {p, ip) es punto silla de la funcional lagrangiana L, 
entonces, 

pes solución del programa convexo min {/(a) : S (a) :S O}. 
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Se demuestra que la condición del punto silla es necesaria: 
Si p es solución del programa entonces: 

f (p) :S f (a), 'Va: S (a) :SO, 

como -S (a1) e intQ, y existe r 1 e intR se define el subespacio generado por esta 
pareja de elementos en Y x JR: 

N = Span {(-S (at), ri)} 
F1:N-JR 

Fi (y, r) = F1 (<> (-S (a1), r1)) = <>, 

evaluando la funcional F 1 en (-S (a1) , r1) se halla que F 1 ;6 O, ya que: 

F1 ((-S (a1), ri)) = l 

y además que es una funcional positiva en Q x R: F 1 E (Q x R)• n N•. 
Se define el subespacio de Y x 1R generado por el cono positivo Q x R y el 

subespacio N, pero en tanto que el cono Q x R tiene interior no vacío, éste genera 
todo el espacio lineal Y x ./R., luego: 

Y x 1R = Span { Q x R, N} , 

se define ahora en Y x IR nna funcional convexa, a partir de la funcional lineal F 1 : 

G (z) = •S~N F1 (y), 

como F1 E (Q x R)• n N• ésta resulta monótona y entonces la funcional lineal 
esta mayorada por la funcional convexa en el subesp3cio N: 

F, (z) :S inf.o;;ueN F, (y) = G (z)l•EN. 
F, :S GJN, 

se aplica el teorema de Hahn-Banach y se obtiene F nna extensión de F 1 desde el 
subespacio N al espacio Y x JR, manteniéndose la rnayoración por G 

F:YxJR-JR 
FIN=F1 
F:SG. 

Pero además la funcional F resulta positiva en el cono Q x R, porque si (y, r) e 
QxR,como(-S(a1) ,r1) E int(Q x R) = cor(Q x R) entonces!; (-S(ai) ,r1) E 
cor(Q x R), 'Vn ~ l, luego si (y,r) ;6 -kC-S(ai),r1), existe algún número posi
tivo 6 que depende de (y, r), de tal manera que desplazándose un pequeño trayecto 
alrededor de (-S (a¡), r 1 ) se mantiene dentro del conjunto convexo Q x R.: 

_!. (-S(a1) ,ri) + ..\6(y,r) E Q x R, 'V>, E (-1, l), 
n 

ahora dado 6 > O cualquiera que sea un entero positivo que lo supere - n > 6 -
puede escribirse: 

(-S(ai) ,ri) + ..\6 (y, r) E Q x R, 'V..\ E (-1, l), 
n 

al fijar..\= ~. aplicar la funcional FIN= F 1 E (Q x R)": 

~F(-(y,r)) :S G(- (y,r)) :S F1 (-S~a¡) ,rt) 

26 

36 > O, 'Vn ~ l, 
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y tomar el lfmite cuando n tiende a. infinito, se encuentra: 

final.mente se tiene que: 

FE (Q x R)", 

F E (Q x R)" n y• 
FIN =F¡. 

En el espacio producto Y x 1R con cono positivo Q x R las funciona.les se 
describen por la suma de funciona.les laterales tP E Q• y -y e R• con "Y 2: O: 

F(y,r) = F(y,0) +F(O,r) = l/J(y) +-y(r) = ,P(y) +'J'r, 

dado que existe algún punto (-S(ai),r1) E int(QxR), existe entonces una 
vecindad de este pWltO dentro del cono Q x R. Considérese el conjunto convexo, 
con g (a) = f (a) - f (p): 

H = {(y, r) : 3a E A : (y - S (a), r - g (a)) E Q x R}, 

este conjunto tiene interior no vacío porque (O, O) ~intB, y como (O, O) E Q x R 
entonces existe una red (-*, ~) E Q x R que converge a (O, O), luego: 

'v'(a E A, n :?!: l): ( (~ + S (a)) - S(a), (~ + g (a)) - g (a)) E Q x R, 

entonces se halla que: 

'v'(a E A,n > 1): (:!!. +S(a), .:_ +g(aJ) EH, 
- n n 

Juego al evaluar con la funcional F: 

'v'(a E A,n :?!: 1): F(* +S(a),~ +g(a)) :?!: O 
1"1(*+S(a))+'J'(-;i+g(a)):?!:O, 

tomar el lfrnite con n: 

Va E A: l"i (S(a)) + -yg(a) 2: O, 

cüvidir por "Y > O, denotar c.p = :tc,o1 y usar la notación simétrica se encuentra: 

Va e A: (S(a) ,\P) + f(a) -f(p) 2: O, 

y dado que -S (p) E Q, finalmente se tiene que: 

31" E Q" : f (p) + (S (p), \P) S f (p) S f (a)+ (S (a), \P), Va E A; 

además: 

entonces: 

o bien: 

Vl/> E Q" : f (p) + (S (p) , .P) S f (p), 

sup L(p,,P) S f(p), 
weQ· 

sup (S (p) , .P) :5 O; 
"'eQ· 

y dado que la funcional cero esta en el cono dual Q•, este supremo se alcanza en 
ella, y se obtiene: 

3<,:> E Q": (S(p), ,P} S (S(p), <P), 'v',P E Q", 
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En conclusión se ha logrado el resultado: (p, cp) es un punto silla para la función 
de Lagrange L, es decir: 

3 (p, <P) E A x Q" : L (p, 1/.•) $ L (p, <P) $ L (a, <P), 'V (a, 1/J) E A x Q". 

En base a la dlferenciabilidad de las funcionales y a las características de las 
funcionales en espacios de Hilbert, puede especializarse la condición del punto silla 
para una funcional soporte de cierto convexo, como lo muestra el siguiente teorema 
optimizador, el cual desempeña un papel muy importante en muchas de nuestras 
aplicaciones. 

2.1.4 TEOREMA OPTIMIZADOR 

Sea ahora X un espacio de Ba.nach, f una funcional convexa diferenciable: 

/:X-IR, 

S, una. colección de ñ.incionales tB.Illbién d.iferenciables: 

S;:X-IR, 

A¡ el conjunto de los argumentos que producen imágenes que no superan el cero 
bajo S¡, con i e {1, k}, A; los conjuntos de anulación de las funcionales S;, con 
j e { k + 1, n}, S la aplicación convexa definida. en la intersección de todos los 
conjuntos A¡ a través de las funcionales s, y con iinágenes en el espacio /Rn: 

A;= {a E X: S;(a) $O} i E {l, k} 
A;={aeX:S;(a)=O} jE{k+l,n} 

S: A = n A, - IR" 
i=l 

S (a) = (S;) (a) = (S; (a)),. 

Sea además el programa variacional: 

min {!(a) : a E A, S (a) $O}, 

si se asume que el interior de A es no vacío: intA =¡/= 0, y se denota por Q• el cono 
dual positivo de /Rn, entonces resulta que: 

p E A es un minim.izador = 3A E JFi,R n Q" : >-\., • .LS(p) 

y que d/p + AdSp es una funcional soporte para el conjunto A en el punto p: 

(dfp + J.dSp) (p) $ (dfp + >.dSp) (a), 'Va E A. 

Si además A es un cono simétrico: 

dfp(a) + >.dSp(a) =O, 'Va E A. (2.1) 

De acuerdo con el Teorema del punto silla, se sabe que p e A es un m.inim.izador, 
si y sólo si, existe alg\ln (p. r.p) E A x Qª que es punto silla de la funcional de 
Lagrange: 

L: A x Q" - IR, L(a, 1/J) =/(a) + (S(a), 1/J), 

28 CAPITULO 2 



lo cual significa que se cumple la desigualdad: 

L(p, t/J) S L(p, <,:>) S L(a, <P), V(a, t/J) E Ax Q" 

como las funcionales c.p, lb e Q• siendo Q e IR"', existen ..\,y e Q que las definen: 

cp(·) = (· • ..\) 

.P(·) = (·,y), 

ast que la función de Lagrange queda: 

L(a, t/J) = L(a, y) =/(a) + (S(a), y) =/(a) +y· S(a) 

y la condición de punto silla es:- V(a,y) E Ax Q -

J(p) +y· S(p) S J(p) + ..\S(p) S f(a) + ..\ · S(a), 

como pe A y ...\ e Q, entonces ..\ · S(p) S O, pero además: 

f(p) +Y· S(p) S f(p) + >. · S(p), V(a, y) E A x Q 

~ · S(p) S ..\·S(p), Vn 2: l,3y E Q 

..\. S(p) =o, 
luego la condición de punto silla se reduce a: 

f(p) +y· S(p) S f(p) S /(a)+..\· S(a), V(a, y) E Ax Q. 

Ahora bien, ya que existe a E intA, sea~ E (O, 1), entonces existe U una vecindad 
de O tal que a+ U e A, luego para todo a E i.i +U, por la convexidad de A, se 
obtiene que a - p es una dirección factible para A en el punto p: 

(1 - .:)p+ <:a= p +.:(a-p) E A, 

de la condición de punto silla: 

f(p) S f(p+<:(a-p)) +..\-S(p+.:(a-p)) 
S f(p) + ..\ · S(p) + dfp(<:(a -p)) + ..\ · dSp(i<(a -p)) + rp(<:(a - p)), 

luego: 

O S dfp(a - p) + ..\ · dSp(a - p) + rp(•(: - p)) 

dfp(P) + ..\ · dSp(p) S dfp(a) + ..\ · dSp(a), 

de donde dfp + ..\ · dSp es u.na funcional soporte para A en p. Para el caso del cono 
simétrico, o cuando se suprime la restricción de pertenencia a un conjunto Ao, se 
obtiene finalmente la condición de Khun-'I\Jckcr: 

dfp + ..\ · dSp = D. 

Se ha obtenido a partir del principio de causalidad eficiente un instrumento 
supremamente útil en las aplicaciones: La condició.ti de extremo condicional de 
Khun-'IUcker. 
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2.1.5 LOS ESPACIOS DE ENERGIA 

Se definen los espacios de energía a través de una forma bilineal coercitiva. Se 
define luego una funcional Lagrangiana y en base al principio de causalidad efi
ciente se obtiene la ecuación de continuidad. En particular se enuncia la ecuación 
de Fokker-Planck. 

De otro lado, en términos de operadores se bosqueja el ?i.létodo del Elemento 
Finito de Galerkin y con la orientación del principio de causalidad eficiente se 
define una funcional lagrangiana para demostrar que la solución de este método 
puede encontrarse de la regularización de Tijonov. 

Sea el espacio de las funciones infinitamente d.ifcrenciables con soporte com
pacto X= C{j° (lRn). Considérese el problema hiperbólico de Cauchy dado por el 
propagador de ondas o D'Alanlbertiano, con datos iniciales en el espacio X: 

D~u = (8¿' - (6 + q)) u= O x E IR" 
u (x, O) = uo (x) E C{J"' (IR") t E IR 

ü (x, O) = u 1 (x) E C{J"' (lR") , 

donde el potencial q se toma, de acuerdo con [3, Acef /J. de la forma: 

q(x) = ~ <.p ELª (lR") 
/3 = 2 - '.; s > n > 2. 

En el espacio producto X x X se define la forma bilineal 

a (v, w) = ((vo, vi), (wo, w,))ª 
= J ((vi, wi) + (V'vo, 'Vwo) + q (va, wo)) dx. 

JR" 

Puede demostrarse la conservación de la energía en el sentido: 

Eq (t) = Eq (O) 

y definirse la norma energía: 

Eq (t) (v) = llvll~ =a (v, v). 

(2.2) 

Se completa el espacio producto con respecto a la norma energía y se obtiene el 
espacio de energía Ha.. Este es un espacio de Hilbert y la forma bilineal a :resulta 
coercitiva en el sentido de: 

(u, v)ª =a (u, v), 
a (v, v) 2: -y llvll~, 

llulla = vfa(u,u), 
3-y > O, V'v E Ha. 

Además es posible demostrar la equivalencia de los espacios de energía perturbado 
-(q o¡6 0)-, y no perturbado -(q = 0)-(3]. 

ECUACION DE CONTINUIDAD 

Sea un can1po vectorial d.iferenciable Xk~ en el espacio X, y Lx la derivada 
de Lie con respecto a dicho campo. Con base en la forma bilineal a se define la 
funcional lagrangiana L: 

L(u) =a((I-Lx)u,u) 
=a(u-Xk~u8u) = (u,u)ª - (X ~u,u)a, 
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derivando se tiene: 

dL 

el principio de causalidad eficiente, en su forma de condición de extremo incondi
cional produce: 

< •·ª ) (•ª ) du, X axk u - u a + X l}xk u+ u 1 du a = O, 

de donde resulta: 
Xk~u+u=O 
X._ =-X•, 

combinando estos resultados se halla: 

~(x•u,u) 

fi.nahnente se obtiene la divergencia nula: 

a~• (x•u,u) =O; 

(2.3) 

si se nUlllera con el índice k desde O hasta n - 1, para relacionar la primera 
coordenada con el tiempo y el resto con las coordenadas espaciales, y se definen 
las magnitudes: 

p = ¿ (Xºu,u) 
J• = (x•u,u), k ~ 1, 

se observa que la divergencia nula es la ecuación de continuidad: 

. J a 
div =7JiP• 

Análoga.niente, si T es cualquier operador del grupo que deje invariante las 
relaciones .(2.3) , se obtienen las ecuaciones: 

x• -¡f. Tu +Tu = O 
-¡f. '(x•ru, u) = o 

y si T.,. es el generador infinitesiznal de este operador respecto de algún pará.Inetro1 

la divergencia nula se traduce en la igualdad: 

a~• (x•r.u, u) =O, 

ahora redefiniendo las magnitudes: 

p = ¿ (XºT.u, u) 
Jk = (x•r.u, u). k ~ 1, 

se obtiene nueVB1Dente la ecuación de continuidad. 
En particular, cuando p sea la densidad de probabilidad de una variable aleatc> 

ria y J la corriente de probabilidad de la misma ira.riable: 

J(x,t) = (b(x,t)- !D(:r:,t)) p(x,t), 
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la ecuación de continuidad produce la ecuación Fokker-Planck: 

fitp = -l=J 
= Lpp p, 

donde el operador Fokker-Planck queda definido por: 

Este operador juega un papel primordial en todos los procesos de la naturaleza que 
combinan los procesos difusivos con los convectivos y será retomado en el capítulo 
(6) para estudiar algunas de sus propiedades. 

METODO DEL ELEMENTO FINITO DE GALERKIN 

Con el método del elemento finito de Galerkin se resuelve, entre otros, el siguiente 
problema directo: 

Sean una abierto acotado en JRn, cuya frontera an es una variedad (n - 1) -dimensional 
de clase cr, r ;::: 1, ( luego en particular en cada punto de la frontera a.d.rnite, en 
alguna vecindad, una representación como bipersuperficie de Lipschitz). Sea T un 
operador autoadjunto positivo, definido en el subespacio Xo de las condiciones de 
frontera homogéneas de un espacio de Hilbert X, sea B un operador afín definido 
en Xo y tP una fuente en el dual XQ: 

Tu= 1/J en f!, 
Bu=O en 8!1. 

Se obtiene la versión débil haciendo el producto interno con cualquier función en 
el subespacio de las condiciones de frontera X 0 : 

(Tu, v} = (1/J, v}, 

como el operador Tes positivo, tiene su raíz cuadrad.a autoadjunta VT luego: 

(../Tu, ..J'i'v) = (1/J, v} , 

entonces se define la forma bilineal: 

a(u,v} = (..fiu,V'.f'v), 

para que la versión débil quede: 

a (u, v} = (,P, v} 

y obtener su versión proyectada en el subespacio finitc>d.imensional de las condi
ciones de frontera: 

se desarrolla Un con coeficientes ªJ y V con coeficientes b1;, en ténninos de las 
funciones base tP j : 

32 CAPITULO 2 



se obtiene con V = <P; de acuerdo al método de Galerk.in, ~l siguiente sistema de 
ecuaciones algebraicas cuya solución determina el vector a y por tanto la solución 
aproximada un: 

Ka='1' 

K = ( ../T<t>, • ../T<t>;) . 
En X como espacio de energía Ha se considera la ga.Jlla de sus subespacios 

finito-dimensionales, a los cuales, en tanto que subespacios cerrados de un espacio 
de Hilbert, se les puede aplicar el Teorema de la Proyección para descomponer el 
espacio total en el subespacio finito-dimensional y su complemento ortogonal; sea 
Kn el subespacio generado por las 4'a de dimensión n - 1 y Pn la correspondiente 
proyección sobre él, luego: 

Ha= KnEDKi!
Pn: Ha --Kn 
Kn = span (</>,), 

si u es la solución exacta del problema considerado y Un la solución aproximada 
hallad.a por el método del elemento finito se puede demostrar que el error u - Un 

es ortogonal a v, Vv E Kn: 

u - Pn (u) ..L.v e Kn 
Pn(u) =un 

y por tanto que la solución del método del elemento finito es la mejor aproximación, 
en el sentido de ser la solución de nún..imos cuadrados de norma mínima. 

De otra parte, se puede definir la funcional de Lagrange siguiente: 

L = llPn (v)ll~ + >. llTPn (v) - 1/JI\~ 

derivando se tiene: 

dLu (h) = 2 (Pnu, h) + 2>. (T Pnu - 1/J, Th) 
= 2 (un, h) + 2>. (T• (Tun - 1/J), h) 
= 2.\((T•T+<><I)un -T•.p,h), "'= ,>..- 1

, 

por tanto la solución Un que se halla por el método del elemento finito, se obtiene 
como la regularización de Tijonov del operador T : 

Un= (T•T + <><I)- 1 T•.p 

concluinlos que la regularización de Tijonov engloba al método del elemento finito 
y éste a su vez engloba el de diferencias finitas; con lo que llegarnos a una gener
alización natural de la idea de Kepler de sistemas regulares que están contenidos 
a su vez en sistemas cada vez más regulares. 
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3. CAPITULO 3 

3.1 ECUAQON INTEGRAL GENERAL 

El objetivo del capítulo es mostrar que el principio de causalidad eficiente, a través 
de la ecuación de continuidad, determina las condiciones de frontera del operador 
propagador de ondas, cuya solución nos conduce a la ecuación integral general de 
los proble1nas inversos. 

Siguiendo a [7. Brambila), se toma el camino que a continuación se traza. Se 
plantea un problema hiperbólico mLxto para la amplitud de onda del campo u y 
el potencial q, luego se consideran los dos problemas de contorno de los campos 
característicos, los cuales resultan linealmente independientes y con soporte en el 
cono no-causal; se expresa el ca.rnpo u co1no co1nbinación lineal de los campos 
característicos y se determinan sus coeficientes de las relaciones que se infieren 
a partir de las condiciones de contorno de los campos característicos y de su 
expansión como ondas viajeras¡ nuevumente se usa ésta expansión y se obtiene en el 
interior del cono no--causal la ecuación buscada, si se imponen fonnas particulares 
a las condiciones de contorno se halla la ecuación de ?\.Iarchenko y luego con otras 
condiciones, la ecuación de Gelfand-Le,·itan lineal. [58), [37), [34). 

Estimamos que en este capítulo nuestro aporte es el siguiente: 

l. Obtener la Ecuación Integral General basándonos e·n un problema hiper
bólico general y en su descomposición a través de los clUllpos característicos. 

2. Dar sustento a las condiciones de frontera por 111cdio de la. Ecuación de 
Continuidad y de acuerdo con el Principio de Ca.usn.lidad Eficiente. 

3. Extender los resultados para incluir la. ecuación de l{rein y la de Gopinah
Sondhi. 

3.1.l ECUACION INTEGRAL GENERAL 

Considérese la ecuación de onda: 

D~u (x, t, O) = ü - ~u+ qu =O 
t E Dl. .r E lR"-, O E S"- 1 

con las condiciones de contorno: 
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u (O, t, O)= 6 (t) + R(t) 
u'(O, t, O) = -Ó(t) + r(t) 
R,r E C{i°, 

(3.l) 

(3.2) 
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q dado pGr l3. AceffJ y la condición de q~ietu~ para t < O, que expresa el principio 
_de ca~u.lidad _en el senti~o .~e que :la :pertur:bación no puede adelantar al frente de 
onda·: ' · · · - · 

u(x, t, 6) = O, x·6 > t, (3.3) 

además R(t) representa el campo reflejado y su gradiente en la interfase. de acuerdo 
a la ecuacidn de continuidad, es la derivada respecto del tiempo de cierto campo 
r(t). 

Se considera ahora los campos caracterlsticos en los problemas hiper
bólicos de contorno de tipo mbc:to: 

l. el campo derecho: 

2. el crunpo izquierdo: 

D~u1 = 0 
u¡ (0, t, 6) = 6 (t) 

u', (O, t, 6) = -6 (t) 

D~u2 = 0 
U2(0,t,6) =6(t) 

u2 (O, t, 6) = i; (t) , 

(3.4) 

(3.5) 

los cuales pueden interpretarse como un par de pulsos agudos concentrados u110 
viajando hacia la derecha y el otro hacia la izquierda. 

Se puede mostrar pasando con la transfonnada de Fourier del donúnio del 
tiempo a su variable conjugada - la frecuencia w -, que los campos característicos 
{u&),, i E D son linealmente independientes cuando el número de onda no es nulo 
- k = ~ =¡t. O - y estos caillpos tienen soporte en el cono no causal - { Jtl ~ x · 8}-. 

En base a la independencia lineal, el ca1npo u puede representarse como su
perposición lineal de los crunpos característicos - (u¡)

1
, i E 1,2 -, con A y S como 

los coeficientes de la combinación lineal: 

u(x,t,6) =(A* u 1 + S* u2)(x,t,6), (3.6) 

+~ +~ 

u(.r,t,6) = _l dt'A(t - t') u 1 (.r,t',6) + _l dt'S(t - t')u2 (x,t',6). (3.7) 

Al usar las condiciones de contorno para tt y la expansión de los campos carac
terísticos etJ. pulso concentrado y sombra :(8.27) 

u 1 (.r,t,6) = 6(x · 6 - t) + K 1 (.r,t,6) 
u2 (.z:, t, 6) = 6 (x · 6 + t) + K 2 (x, t. 6), 

(3.8) 

emplear el soporte de lns son1bras I<, en el cono no causal y la sin1ctría (8.28): 

K, (.z:.t,6) = K2 (x, -t,6) (3.9) 

y luego evaluar en el origen el campo u en (3.7) se halla: 

u (O, t, 6) = +f= dt'.4. (t - t') (.5 (t') + K 1 (O, t', 6)) + 
+= 

+ f dt' S (t - t') (6 (t') + K2 (O. t', 6)) (3.10) 

= A(t) + S(t) + f= dt' (A(t- t') +S(t +t'))K1 (0,t',8), 
-= 
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entonces se consigue la primera ecuación entre los coeficientes de la combinación 
lineal: 

(A+ S) (t) = (6 + R) (t). (3.11) 

De otra parte, si se deriva el campo u en (3. 7) : 

+~ +~ 

u' (x, t, 8) = _¿ dt' A (t - t') u; (x, t', 8) + _¿ dt' S (t - t') v.2 (x, t', 8) (3.12) 

y luego se evalúa en el origen se tiene: 

+~ +~ 

u' (O, t, 8) = 1 dt' A (t - t') ( -6(t')) + _¿ dt' S (t - t') i; (t') (3.13) 

u' (O, t, 8) = _¿= dt'(-A (t - t') + S (t - t'))i; (t'), (3.14) 

a continuación se evahl.a con cualquier función de prueba y se hace uso de la 
integración por partes para obtener la otra ecuación entre los coeficientes de la 
combinación lineal: 

(A - S) (t) = (6 - r) (t) (3.15) 

finalmente, combinando (3.11) y (3.15) como ecuaciones simultáneas se halla: 

A(t) = {6 + ! (R- r)) (t) = (6 + D) (t) 
S (t) = 2 (R + r) (t) 

entonces el campo u se expresa: 

+= 
v.(x,t,8) _¿ dt' (6 (t - t') + D (t - t')) u 1 (x,t',8) + 

+= 
+ 1 dt'S(t-t')u2(x,t',8) 

se emplea la propiedad de evaluación de la delta de Dirac: 

+= 
v.(x,t,8) u1 (x, t, 8) + _¿ dt' D (t - t') u1 (x, t', 8) + 

+= 
+ j dt'S(t-t')u2(x,t',8), 

-= 
se sustituyen las expansiones de los ca.tnpos característicos: 

+= 
u (x, t, 8) = 6 (x · 8 - t) + K 1 (x, t, 8) + J dt' D (t - t'). 

-= 
+= 

(3.16) 

(6 (x · 8 - t') + K, (x, t', 8)) + J dt' S (t - t') (6 (x · 8 + t') + K2 (x, t', 8)), 
-= 

nuevaJDente se usan las propiedades del delta de Dirac: 

u (x, t, 8) = 6 (x • 8 - t) + Ki (x, t, 8) + D (t - x · 8) + S (t + x · 8) + 
+= 

+ _[, dt'(D (t - t') + S (t + t'))K 1 (x, t', 8) , !ti < x · 8. (3.17) 
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y finalinente se obtiene la Ecuación Integral General., en el interior del cono 
no causal - {ftf < x · 6} -: 

0 = K1 (x, t) + D (t - X· 6) + S (t + x • 6) + 
+~ 

+ f dt'(D(t-t')+S(t+t'))K1(x,t',6), ftf <x·6, 
-~ 

a la cual se le puede dar la forma funcional de operadores: 

(I+ N)K, = -K,, ftl <X. 6 
N=D+S 

(3.18) 

la solución de esta ecuación integral general resulta particularmente útil para 
establecer el vínculo entre el potencial buscado y la sombra, en los diferentes 
problcDJas que pueden ser transformados en problemas inversos del operador de 
SchrOd.inger. 

ECUACION DE MARCHENKO 

Como condiciones de contorno (3.2) se escogen los dos campos iguales: 

r(t) =R(t), 

luego de las ecuaciones (3.16) resulta que, su diferencia D y su suma S son: 

D=O 
S=R, 

por tanto se obtiene la ecuación integral: 

(I+R)K1 =K1, 

o bien en notación explicita en el cono no causal y escogiendo la dirección 9 = 
(1,0, ... ,O) con x = x1: 

+z 

K1 (x,t) +R(x,t) + i dt' R(t + t') K 1 (x, t') =O, ftf < x, 

esta es la conocida ecuación de Afarchenko, donde el núcleo se determina por el 
caznpo reflejado y cuya solución es la sombra en el cono no causal. 

ECUACION GELFAND-LEVITAN 

Las condiciones de contorno (3.2) se fijan escogiendo nulo el campo r: 

r =O, 

luego la diferencia y swna serán la mitad del campo reflejado: 

D = ~R = S, O :S t < x, 
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entonces se encuentra la ecuación integral: 

K 1 (x,t) + !R(t-x) + !R(t+x) 
+= 

+ J,, dt' (!R(t-t') + !R(t +t')) K1 (x,t') =0, 

y al descomponer la integral para ubicarla en el semieje positivo, se hallan las dos 
ecuaciones: 

K 1 (x, ±t) + -!R (±t + x) 
+= 

+ J dt' (!R (±t - t') + !R(±t + t')) (K1 (x, t') + K 1 (x, -t')) =O, 
o 

si se denota la sombra por: 

K (x, t) = K1 (x, t) + K 1 (x, -t) 

y se su.man las dos ecuaciones integrales se obtiene: 

K(x,t) + !R(x-t) +-!R(x+t) 
+= 

+ f dt' {!R(it - t'I) + !R(t + t')) K (x,t') =O, 
o 

la cual es la ecuación integral de Gelfand-Levitan lineal. 

ECUACION DE KREIN 

Se fijan las condiciones de contorno escogiendo en (3.2): 

r(t) = -R(t), 

entonces las funciones diferencia y suma quedan: 

D (t) =} (R - r) (t) = R (t) 
S (t) = 2 (R + r) (t) =O. 

Se halla la ecuación integral: 

+= 
K1 (x,t) + R(t- x) + l dt'R(t-t')K1 (x,t') =O, iti < x, 

y por la condición de quietud o principio de causalidad: 

+= 
K1 (x,t) + R(t - x) + l dt' R(it -t'i) K1 (x,t') =O, !ti< x, 

y se ha obtenido la ecuación integral de Krein. 
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ECUACION DE GOPINATH-SONDHI 

Finahnente se fijan las condiciones de frontera de la forma siguiente: 

R (t) = sgn (t) + ~H (t) 
r (t) = -R (t) , 

donde H es una función conocida y sgn es la función signo. Luego las funciones 
swna y diferencia ahora resultan: 

D (t) = sgn (t) + !H (t) 
S(t) =O. 

La ecuación integral general produce entonces: 

Ki (x, t) + sgn (t - x) + ~H (t - :r) + 
+: 

+ J:. dt' (sgn (t - t') + ~H (t - t')) Ki (x, t') =O, ltl < x 

y por el principio de causalidad: 

+: 

Ki (:r, t) + ~ l dt'h (lt - t'I) K, (x, t') = 1, !ti < :r, 

donde la función h se obtiene de H. Esta es la ecuación integral de Gopinath
Sondhi. 
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4. CAPITULO 4 

4.1 EL PROPAGADOR DE ONQAS 

El presente capítulo tiene como objetivo aplicar el principio de causalidad eficiente 
definiendo una funcional lagrangiana apropiada para Ia.s ecuaciones de 1\.'1nxv.oell y 
posteriormente, resolver el problema inverso de tipo eléctrico. 

Este problema surge de Ja necesidad de un estudio explorador no destructivo 
de dispositivos eléctricos, con10 es el caso de los transformadores, para establecer 
su estado de operación y en consecuencia contar con elementos para decid.ir su 
permanencia o retiro del servicio. (53J. 

En la sección 1 se inicia con el plantea.nüento del problema inverso n-dimensional 
para el propagador de ondas y su posterior reducción a una colección unidimen
sionnl a través de la transformada de Radon. [7], [21]. 

En la sección 2 con el uso de formas diferenciales se define un progrruna vnria
cional que conduce a establecer las conocidas leyes del crunpo electromagnético 
y se destaca la divergencia del campo del desplaza.miento eléctrico. Porque esta 
característica es suficientemente representativa de muchos fenómenos de la natu
raleza que se presentan como flujos a través de superficies de cwnpos vectoriales 
que se derivan de algún potencial. en otras palabras: flujos con potencial. (Ij. {45j, 
[86], [82], [79). 

En la sección 3 se formula el problema inverso eléctrico con el uso de las 
coordenadas cilíndricas y de las simetrías del fenómeno. 

En la sección 4 se aplica la transformada de Laplace, su aualiticidad y la 
expansión en serie para proponer una ecuación cuya solución perntitc determinar 
el coeficiente de la pernútividad eléctrica a partir de un escenario de mediciones 
realizadas en el exterior de los dispositivos. Se obtiene una expresión explicita 
para el coeficiente de interés con validez local. 

Estos resultados pueden extenderse con relativa facilidad a otras áreas impor
tantes como es el caso de los fenómenos magnéticos y difusivos. 

En la última subsección, se considera el problema inverso del perfil del índice 
de refracción para un medio material heterogéneo en donde sus características 
eléctricas y magnéticas varían en el espacio. Se aplica la transformada de Ra.don 
y la transformación Kirchhoff-Liouville. [58), [IS]. 

En este capítulo consideramos que nuestro aporte es: 

l. Reducir el proble1na inverso para el propagador de ondas de dimensión na 
uIÚdimensional, al escoger un hiperplano apropiado para aplicar la tra.nsfor-
1nada de R.a.don. 

2. Concebir la solución del problema inverso como una transformación de oper
adores. En particular para el problema del propagador de ondas, resolverlo 
como la transformación de un operador ncrperturbaclo en uno perturbado, 
para posteriormente hallar la perturbación la cual contiene el coeficiente que 
se busca. 
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3. Con la orientación del principio de causalidad eficiente definir una funcional 
lagrangiana en ba.se a formas diferenciales para obtener las ecuaciones de 
Maxwell. 

4. Plantear y resolver el problema inverso de tipo eléctrico. 

4.1.l EL PROPAGADOR DE ONDAS 

Se desea hallar la velocidad de propagación de las: ondas en un medio material 
heterogéneo, con frontera en forma de sem.iespacio en el espacio de dhnensión n. 

Se considera el operador n-dhnensional de la propagación de las: ondas sin 
perturbación y con función fuente f: 

o 2u= (t:l.-~ol)u=f 
xEJR", te.Di... (4.1) 

Se toma en cuenta el hiperplano que pasa por el origen, tiene vector normal 
ep y forma un ángulo (} con el eje t del tiempo; en tanto que el sentl-espacio 
tiene la dirección del eje .r1 como vector normal interior. Ahora se recurre a la 
transformada de R.adon: 

'R.f (p, ep) = j f (x) 5 (p - x · ep) dx, (4.2) 
JR-

se denota el campo transformado por v, la función fuente transformada por j, la 
coordenada x 1 = x y se obtiene una colección de las versiones unidimensionales 
del problema, para.metrizadas por el ángulo 8: 

02 csin2 
(J 1 ) "" -ax2 v + ~ - a2 a¡v =f. (4.3) 

Este resultado se aplicará al problema inverso del perfil del índice de refracción al 
final del capítulo. 

4.1.2 ECUACIONES DE MAXWELL 

Para plantear el problema en W1 contexto suficientemente amplio se obtienen las: 
leyes generales que rigen los fenómenos electromagnéticos. Con ése .fin se formula 
el siguiente programa variacional: 

Sea A = (A.¡).¡ el covector potencial del campo electromagnético F = (Fak)u,: 
de tal manera que: 

F=dA (4.4) 

con J se denota el covector de fuentes y se define la funcional: 

L(F,A) = (F,G) +4,,.(A,J) (4.5) 
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esta funcional en coordenadas adopta la forma: 

L =.l. (F'kG;k + 4rrA;J') dt /\ dx /\ dy /\ dz. 

Luego, la condición de Khun-'lbcker para extremo incondicional produce: 

.l. ddA /\" G + F /\ d"G + 411"dA /\" J =.l. F /\ (d"G + 471"" J) = 0, 

por lo tanto se halla la relación: 

d"G = -4rrº J, 

posteriomente con las expresiones del campo electromagnético: 

F = d(<i>,A) = dtl\E-B 
G=dtl\D-H 
J = pdt - J;.dx•, 

se obtiene el par de ecuaciones: 

V·D = 4rrp 
V' x H = 4rrJ + ~' 

en tanto que de la ecuación (4.4} resulta las otras dos ecuaciones: 

donde las constitutivas son: 

VxE=-DJ!
V·B=O, 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

A continuación la ecuación de Laplace-Poisson en ausencia de cargas libres se 
convierte en: 

V·D=O, (4.12) 

si además el fenómeno para el caxnpo Bes estacionario, de (4.10) se infiere que el 
campo E es irrotacional y por tanto puede derivarse de un potencial escalar V: 

E=-VV, (4.13) 

finalmente la ecuación de Laplace-Poisson queda: 

V· (<VV) =O. (4.14) 

Esta ecuación tiene la forma explícita de flujo de un cB.IIlpo proporcional a un gra
diente y da lugar a la generalización conocida como aplicación Dirichlct-Neutnann, 
que aplica una función fuente definida en una frontera en una funcional definida 
en la misma frontera. Sea V., i e ll, 2) soluciones de los problemas de Dirichlet no 
homogéneos en una región acotada y regular n·dimensional !l: 
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div(<VV.) =O 
V.lan = ¡,, 
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se define la forma bHineal: 

J J av. 
a (!1, h) = 0V'V1 · V'V2 = • an l/2, 

n an 

esta aplica la función fuente del problema de Dirichlet /1 en la funcional lineal 
definida por la integral: 

a(-.h) = j A.(-) V2 
an 

A. (Ji)=•~, 
donde Ae: es la aplicación Dirichlet-Neumann. 

4.1.3 PROBLEMA ELECTRICO 

Se quiere proponer un sistema de medición lo suficientemente realista que conduzca 
a encontrar el coeficiente ~ . 

Como lo requiere las aplicaciones se a.swne como información apriori la simetría 
local respecto de un eje, sea óste el eje z. En coordenadas cilíndricas el gradiente 
es: 

v = ( h,a~.), 
se conforma la ecuación (4.14): 

la cual queda: 

.!!.... cE~V) + .!_~ (·.!.~v) + .!!.... (o!!....v) = Q. 
8r ar r ª"' r ª"' 8z az 

Por la simetría respecto del ángulo azimutal c.p se llega a: 

de manera más explicita: 

.!f:....v+ 8 2 V- _8lno8V _ 8lno8V 
8r2 8z2 - ar ar az az , 

donde se obseri.-n. otra simetría - la de intercrunbiar r por z -. Considérese entonces 
que el coeficiente depende sólo de r, y sea /3 =-~,luego el problema inverso 
resulta de tipo elíptico y se plantea de la forma siguiente: hallar el coeficiente /3 
en la ecuación diferencial: 

44 

EP a2 av 
8r2 V + 8z2 V = f3 8r . (4.15) 
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4.1.4 SOLUCION DEL PROBLEMA ELECTRICO 

Se calcula la transformada de La.place de la ecuación (4.15) con respecto a la 
variable z, con variable conjugadas, luego esta ecuación se transforma en: 

a2 - 2 -,, _ aV 
ar2 V + s V - {3 8r . (4.16) 

Por ser V una transformada de La.place es analitica con respecto a s y ad.ntlte. 
una expansión en serie de potencias de s: 

(4.17) 

se sustituye en la ecuación diferencial (4.16) y se representa por acentos de puntos 
las derivadas con respecto a r: 

~ 

¿sn (iin +n(n- l)vn -f3vn) =0, 
o 

se analizan los coeficientes de las respectivas potencias de s: 

n =O, Vo - f3Vo =O => vo = j e 13dr, 

n = 1, ii1 - {3V 1 =O=> v 1 = j ei3dr, 

n ~ 2, 'Ün - /JÜn + n (n - 1) Vn =O. 

(4.18) 

Para detenni.nar una estrategia de datos se expande V respecto de la variable s : 

~ 

V = E s"v,... = vo + sv1 + s 2v2 + · · · , 
n-o 

luego se evalúa en cero y sólo permanece el ténn.ino t..•o: 

V\ = Vo, 
a=O 

Ahora se relacionan las ecuaciones (4.19) y (4.18) para obtener: 

C (V)l,~o = Vo = J e 13dr, 

(4.19) 

(4.20) 

esta ecuación en principio permite encontrar el coeficiente /3, para ello se realizan 
las operaciones con.,.-enientes y se obtiene el resultado principal: 

e (r) = e- f In il'r!.C[Vll.-a). (4.21) 

que da el coeficiente de permitividad eléctrica en función de los datos y es válido 
en una vecindad n. 
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PERFIL DEL INDICE DE REFRACCION 

Se plantea y resuelve el problema in'\·erso unidimensional de la determinación del 
perfil del indice de refracción en un 1ned.io material heterogéneo en forma de senú
espacio. Se supone que la permeabilidad y la perntltividad varían espacialmente 
con la profundidad. Se usa la transformada de Radon y se sigue a (18, Coen]. 

Las ecuaciones de l\Iaxwell en ausencia de fuentes son: 

divD =O 
rotH = ~ªlf. 

divB =O 
rotE = -!;o¡f, 

y combinadas con las ecuaciones constitutivas quedan: 

luego: 

diveE = O divµH = O 
rotH=~í!f¡f rotE=-~~. 

rotrotE = f¡Vµ x rotE -15-~E 
rotrotE = 'V (V · E) - AE 

así que para el campo eléctrico se halla; 

µe 8 2 1 
-AE+ 'V(V ·E)+ c2 at2 E =µVµ x rotE. 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

Se escoge una determinada polarización con el campo mágnetico en el plano 
de propagación (x, y) y el campo eléctrico perpendicular a él, entonces sólo E~ es 
diferente de cero: 

(4.26) 

se calcula la transformada de Radon del campo E11:, en el plano (t,y/c) a Jo largo 
de la recta que pasa por el origen y es perpendicular al vector unitario (cos 8, sin 8), 
y se obtiene: 

8 2 
- csin2 

(} µ~) 8 2 
- 1 dµ a -

ax2E.+ ~-c2 at2E•=µ_dxaxE., ( 4 •27) 

con la transformación de Kirchhoff se define la profundidad aparente s por: 

s(x) = j µ(x)dx, 

ldµa- a2 - 2 a2 -
µdxaxE,11f. = 8x2 E,11f. -µ as2E=., 

luego: 

por tanto se halla la ecuación de ondas: 

a•- i ( -2)a2 -
éJs2 E11: - c2µ2 µE - Slll (} at2 E11: =o, 

donde Ja velocidad de fase se escribe: 
eµ 

v = .JµE - sin2 8' 

y el indice de refracción aparente resulta: 

e ../µe-sin2 8 
71(s,9) =:;; = µ 
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(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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Se realiza la transformación de Kirchhoff-Liouville, definiendo la nueva profun
didad aparente e: 

ecs,8) = j 71Cs,8)ds 

y el nuevo campo E: 

E Ce. ksin 8, t) = .,/71Cs,8)E. Cs, ksin8, t), 

ahora se encuentra la ecuación de onda: 

lbE- ;}rl?E=q(.;,O)E 
qCe,8) = -j;;~,fií. 

C4.33) 

C4.34) 

C4.35) 

Se especifican las condiciones de contorno partiendo del caso libre de dispersión: 

1 éJ2 
q ce,8) = .,fií ae ,fií =o=> 7/ = cte = 1, C4.36) 

en la interfase e = o = s se tiene el caso de la onda plana para E.:: 
E Cs ksin8 t)/ = e•k'1•¡ = 1 

z ' ' a=O •=O 

Para el gradiente del campO se halla: 

E' ce ksin8 t)I = ikr¡e'k"•I = ik 
z • • .s=O a=O ' 

luego: 
ECO,ksin8,t) =l. 

La relación del potencial con la sombra produce: 

1 éJ2 
q ce. 8) = ,fií ae ,fií = 2K ce. e>'. 

con el cambio de variable: 
di; 1 
di;' = .,/ii' 

se consigue: 

léJ2 ª( éJ) 
../ii ai;2 ,fií = ae' .fii ae' .fii • 

luego: 
.,/Ti -;Jb .,/Ti = 2K (e', e') 

K (e',O) =O, 

éJ 
ae.fii = 2K(e.e), 

se regresa a la variable .;: 

entonces el índice de re.fracción aparente se representa por: 

.fii = i +j_( K (e.e") cJ.;". 
,faO -( 

y volviendo a la variable x: 
¡• ds' 

x = Ío µ(s')' 
se obtiene el índice de refracción T/ (x) en función de Ja profundidad x. 

C4.37) 

C4.38) 

C4.39) 

C4.40) 

C4.41) 

C4.42) 

C4.43) 

(4.44) 

C4.45) 

C4.46) 

En principio se ha obtenido el perfil del índice de refracción. Aunque de otra 
parte, debe recordarse que el análisis anterior es válido hasta tanto no se presente 
el fenómeno de reflexión total. 
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5. CAPITULO 5 

5,1 PROBLEMA INVERSO EN IRRIGACION 

El objetivo principal del presente capítulo es el estudio de las propiedades del suelo 
cultivable en el contexto matemático de los Problemas Inversos. Este trabajo se 
sitúa dentro de la corriente actual y mundial de vincular las matemáticas con 
problemas del sector productivo, como en el caso que nos ocupa lo es el riego en 
la agricultura. 

Con este propósito se deducen las ecuaciones que gobiernan el avance del agua 
en un canal de riego en coordenadas intrínsecas, el fenómeno de la in.filtración del 
agua en un medio poroso como el suelo, precisando la conexión entre el tirante en 
la superficie y la condición de contorno para la infiltración, [l], [50], [32], [41], 

Se estudia de manera particular el fenómeno de la absorción del agua, es de
cir cuando la infiltración ocurre en ausencia de gradientes gravitacionn.les, y se 
plantean tres tipos de problemas inversos: i) inyectivo, ii) cuasilineal-inyectivo, 
y iii) lineal. Las soluciones a estos problemas se describen en la sección (5.1.6). 
Se obtiene la difusividad hidráulica como argUillento en una ecuación integral de 
primera especie y a la función de los datos como imagen. Para invertir este op
erador se recurre a la regularización de Tjjonov del capítulo (7) y al operador de 
Post y Widdcr, [32], [73], [57], [33]. 

Se analiza la solución que se obtiene del problema inverso del coeficiente de 
difusión por el método de Post y \Vidder. Se usa análisis no-standard y geometría 
fractal para concluir en la naturaleza fractal del coeficiente de difusión. Donde los 
datos del problema inverso determinan la resolución, [63], [65], [68], [85]. 

Con el cálculo operacional y Jos sistemas singulares para operadores compactos 
en espacios de Hilbert se obtiene una expansión para las soluciones perturbadas, 
la cual se aplica a la difusividad hidráulica, [27], 

Estimamos que nuestro aporte en este capítulo es el siguiente: 

l. La formulación del Teorema ~l-B #1 

2. La caracterización fractal del coeficiente de difusión en el espacio de Fourier. 

3. La solución del problema inverso cuasilineal-inyectivo para el coeficiente de 
difusión, como segundo coeficiente del operador de Fokker-Planck. 

4. La formulación en coordenadas intrínsecas de los procesos de avance e infil
tración en irrigación. 

5. Obtener los operadores de regularización de Tijonov del principio de causal
idad eficicnte9 a través de Ja definición de una funcional Jagrangiana apropi
ada. 
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5.1.l PROCESO DE AVANCE 

CINEMATICA 

Cuando el agua invade una región compacta n~ la cinemática de una partícula que 
en el instante t = O ocupa la posición x E n, se describe por la trayectoria : 

<Pt(X) = 't"(X, t), <Po(x) = x 

y por la ""elocidad como generador infinitesimal del flujo unipararnétrico <Pt: 

CONTINUIDAD 
La masa se describe por la densido.d Pt(x) = p(:x, t), de tal manera que en cada 
subregión n. se tiene: 

dm(f!1 , t) = p,dV, 

donde V es la forma volumen. Después de un intervalo de tiempo t la región 
presenta la forma 'Pt(01), y la masa: 

1 p,dV = { p 0 dV - {' { qdVdt, 
..,,,(ni) Jn, Jo Jcp,(fh> 

donde q es el flujo de infiltración: 

~ 1 p,dV = 1 -qdV, 
dt ..,,(ni) ..,,,(n1) 

(5.1) 

con el c8.Illbio de variable se tiene: 

fe.p;(p,dV) = <p:(-qdV). 

Por la incompresibilidad del agua, para el caso de uno. melga o canal rectangular 
de ancho b y altura de agua h se halla: 

fe.p;(p,dV) = .ft<P;(p0 bhdl). 

La derivada de Lie con respecto a la velocidad Lv. permite escribir el cambio de 
masa por unidad de densidad y unidad de ancho como: 

d 8h 8h 
;Jt'P;(hdl) = <P;(Lv(hdl) + 8t di)= .p;((Lvh)dl + hLvdl + at dl) 

.ft..,;(MI) = <p;((v[h] + h divv +:)di), 

finalmente se encuentra: 

div(hv) + : = -q. {5.2) 
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Para un canal de forma no rectangular, la altura debe sustituirse por el área de la 
sección transversal A: 

div(Av) + °a~ = -q, 

núentras en el caso general se obtiene: 

div(p,v) + ":;: = -q, 

o alternativamente: 

p divv + 1i:;, = -q, 

debe observarse que la densidad p está reemplazada por el tirante o altura h, o 
bien por el área A. 

DINAMICA 

La dináln.ica viene dada por la Segunda Ley de Newton. El momentum de la 
subregión 'Pt (íli) es: 

!!._ { p v dV. 
dt }t.p,(Oa) 

Se agrupan las interacciones sobre la subregión <,::'t(fl 1 ) en fuerzas de cuerpo y 
esfuerzos. Si C representa la densidad de las primeras, las fuerzas de cuerpo se 
obtienen como: 

r p r dV. 
j<r>1(0i) 

La introducción del tensor de Cauchy u pennite obtener los esfuerzos corno: 

f 17· n dA. 
Íat.p1 (n1) 

De donde se deduce el balance de momentUID siguiente: 

- p v dV = p f dV + 17· n dA. d1 ¡ .l -
dt ..p1 (0a) <r>,(Oa) a..,,,,(01) 

(5.3) 

El cambio de momcntum por unidad de densidad. y por unidad de ancho, para 
el caso de Ja melga es: 

d • 8(hv) 
;¡¡_'P;(h v di) = 'Pt (Lv(hvdl) + ---¡¡¡:-dl) 

8h 8v 
= <p;({Lv(h)vdl + hLvdl + ( 8t )vdl} + hLvvdl + h 8t dl), (5.4) 

se sustituye la ecuación de continuidad (5.2) en el primer corchete: 

= <p;(-qvdl + h{Lvv + ~; }~l) 

Dv 
= <p;({-qv + h Dt }dl); (5.5) 
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Como cambio de momenturn este resultado se mantiene incluso si hay inter
cambio de partículas con velocidad inicial nula. La velocidad relativa de tales 
partículas es u= O - v, y el resultado anterior se escribe: 

9;({-q (-u)+ h~:}dl); (5.6) 

cuando éste no es el caso, la velocidad relativa se escribe u= v 9 -v, y queda inclu
ida. en el balance de momentt.rm, la cantidad de momentun que ha intercambiado 
el sistema 

<Pe({-q (-u)+ hi~ }dl), 
U =Vq-V• 

Las fuerzas de esfuerzos se transforman con el Teorema de Stoke (Gauss) y el 
cambio de variable: 

f a-. ñ dA = f 'f';(diva- dV). 
la..,,<n,> Ín1 

Cuando los gradientes de deformación son nulos, la ley de deformación se reduce 
a la condición de presión hidrostática: 

<T = -p(6;;) diva-= -Vp, (5.7) 

para el caso del canal rectangular, la presión con la. altura se describe por: 

p(h) = pg(h - z), O<z<h, (5.8) 

'Vp = pg'Vh, 

y para toda la sección: 
'Vp = gh'Vh. (5.9) 

En cuanto a. las fuerzas de cuerpo, se con.sidera la inclinación del canal de 
pendiente Sz y la fuerza de fricción de las paredes expresada como una pendiente 
de fricción S f : 

pf = ghSz - ghSf = gh(Sz - Sf ). 

Al regresar a la ecuación de movimiento (5.3): 

{ 9;((-q (-u) + h ~v )dl) = { <P;(-gh'Vhdl) + { 9;(gh(Sz - Sf )dl), 
Jn, t Ín, Ín1 

y suprimir el crunbio de variable y la integral: 

Dv 
-q (-u)+ h Dt = -gh'Vzh +gh(Sz - Sf), 

finalmente resulta que el movimiento del agua en el canal se rige por la ecuación 
propuesta por Barré de Saint-Venant (1890): 

av a ah q at +vaxv+gax =g(Sz-Sf)+¡;(-u), (5.10) 

en tanto que para el canal no rectangular debe reemplazarse el tirante h por la 
sección transversal A. 
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5.1.2 PROCESO DE INFILTRACION 

El movitn.iento del agua en el suelo se modela por la Ley de Darcy que se enuncia. 
de la forma siguiente: el volumen de agua q que fluye por unidad de tiempo y por 
unidad de área transversal es proporcional al antigradiente de la suma del potencial. 
de presión ,P(B) y del potencial gravitacional, siendo éste último proporcional a la 
coordenada espacial z orientad.a positivainente hacia abajo: 

q = K(O)(-'\lH). H = 1/J(O)-z (5.11) 

donde 8 es la hwnedad igual al volwnen de agua por unidad de volumen de suelo 
y K(O) es Ja conductividad hidráulica. 

Si una subregión elemental de la subrcgión n en el instante t = O tiene la 
cantidad de agua 9odV, y en el instante tuna subregión elemental de la subregión 
"Pt(!l} tiene la cantidad 9edV. La conservación de la masa. permite escribir: 

1 O, dV = f Oo dV 
o,;ot(O) Ín 

d 
dt'f'i(O, dV) =O 

;f¡,,,;co, dV) = <Pi(Lv(Ot dV) + 8:,_• dV) = 'f'i((LvO,)dV + O,LvdV + 8:t' dV) 

finalmente: 

;f¡.,,;(e, dV) = 'f'i((v[O,] +o, divv + ~~)dV) 

div(O,v) + 8:,_• = O, 

80 
V·q=-8t" (5.12) 

Se define la capacidad específica (Rlchards, J931) como Ja derivada de la 
hUIDedad con respecto a. la presión del agua: 

dO 
C(t/I) = d,¡,' 

y Ja difusividad hidráulica (Childs, y Collis-George, 1950): 

dl/J K(O) 
D(O) = K(O) dO = C(O). 

Al combinar la ley de Oarcy y la conservación de la masa se obtiene: 

80 dK80 
8t = V· (D(0)'\70) - do 8 z, 

y para el caso unidimensional vertical resulta: 

80 = .!!_ (D(O) 80) dK 88 
8t 8z 8z - do 8z · 
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En el caso unidimensional horizontal no hay contribución del potencial grav
itacional y por tanto no hay componente convectiva y el fenó1neno se conoce como 
absorción: 

ao = .!!_ (neo)ªº). at ax ax (5.14) 

Alternativa.Dlente la ecuación de RJchards puede formularse en términos de la 
presión del agua l/,J: 

C(l/J)~~ = :,, [K(l/J)~~] - ~r:,~~· 
de tal manera que al ser evaluada en la superficie del suelo - z = O -, la presión 
del agua es igual a la altura o tirante h proporcionado por la ecuación de Barré 
de Saint-Venant: 

1"(0, t) =h. 

5.1.3 INVERSION 

El objetivo de la inversión es estudiar los coeficientes de la ecuación diferencial. 
En el presente sección se aborda el coeficiente de difusividad. Se considCran tres 
casos a los que les denominamos: inyectivo, cuasilineal-inyectivo y lineaL 

5.1.4 INYECTIVO 

Se asutne la inyectividad de B(x. t) como función de x, se denota la inversa por la 
izquierda como x(8, t), se hace separación de variables y se obtiene a x en función 
de la variable de .P(IJ): 

x(IJ, t) = .P(IJ)../t .P (IJ.) =O y .P (80 ) - oo, 

sujeta a las condiciones: 

inicial: IJ (x, O) = 1]0 =cte. 
de frontera: 8 (O, t) = Ba =cte. y 8 (oo, t) = 8 0 = cte. 

Se considera a la función humedad 8 definida implícitamente a través de la 
función x(6', t), y con el teorema de la función implícita se baila la relación: 

( ao) - - (W,.)o 
at z - (~), • 

luego la ecuación de continuidad se transforma en la ecuación de la absorción: 

l!3: + a (_l:lli>l_) - O tJt fjiJ 8%7liiJ -
(5.15) 
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de donde puede obtenerse el coeficiente de difusividad (69]: 

D(9) = -~<1>'(9) fº <t> dB. 
loo 

(5.16) 

Se observa que al aparecer la derivada de los datos - <P'(O) -, D(8) no depende 
continuamente de los datos y el problema inverso resulta "mal planteado" en el 
sentido de Hada.niard, puesto que no se satisface la tercera de las tres condiciones 
siguientes: 1) existencia de la. solución, 2) unicidad de ésta y 3) dependencia 
continua de los datos. 

5.1.5 CUASILINEAL-INYECTIVO 

Ahora la ecuación de continuidad se transforma en : 

CM>:= lz CD(9) *> 
C~>. = - CU>. lz (veo> e~>.) 

Cl?.>. =-le ( vcoi csh). 
La transformación de Kirchhoff: 

8 

µ(9) = j D C9) dB, 

º• 
permite escribir la ecuación de la manera siguiente: 

(ªx)=-D(9).!!...( l) 
8t o 8µ (~). ' 

se denota .D (µ (9)) = D (9 (x, y, t)) 

8x D (µ) 8 (ªX) 
8t = (~f 8µ 8µ ' 

y además se denota 

B(µ) = (~f_ 
D(µ) 

(5.17) 

(5.18) 

Se plantea el problema inverso siguiente: determinar el coeficiente de difusión: 

B (µ) ~ = ~x + ó(µ - µº,y,t) µ, µº E JR.n y ~ O 
(5.19) 

x(µ, y, t <O,µº) =O (x' + hx)(µ, O, t, µ 0 ) =O. 

Sea. X = v la. transformada de Laplace de x con respecto a t, con variable 
conjugadas, definida por: 

v(µ, y, s, µº) = x(µ, y, t, µº) = Ío~ x(µ, y, t, µº) exp(-st)dt, 
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con sus teoremas: de convolución 

Tbf(t) =f(t-b) 

(f•g) (t) =1 f(t-l)g(l)dt 
o 

C ((f • g) (t)) (s) = C (f) (s) ·C (g) (s), 

la transformada de la integral: 

c. (í f(l)d0 (s) = .;cf (t), 

y la derivada de la transformada 

:::nc.f (t) =e ((-t)n f (t)). n 2: l, 

la ecuación de difusión (5.14) se convierte en: 

rc(B(µ,t))~ =Ax+ó(µ-µ 0 ,y,t-l) 

J re (B (µ, t)) i!Tdt = J Axdt + J ó(µ - µ 0 , y, t - l)dt 
o o o 

' 
B (µ, t) • ~: =Aj xdt + ó(µ - µ 0

, y, t) 
o 

se aplica la transformada de Laplace [73): 

B- (s :i:(µ,y,s,µº)-x(µ,y,O,µº)) = ~A:i:+ó(µ-µº,y) 

y se obtiene la ecuación elíptica: 

(B)° s 2 v =Av+ só(µ - µº,y), 

puesto que v es anal!tica, en el semiespacio bordeado por la abscisa de convergen
cia, puede expresarse como una serie de potencias de s: 

v(µ,y,s,µ 0 ) = Lªn Vn(µ,y,µº) 
o 

después se agrupan las sucesivas potencias de s, para la potencia cero la solución 
es identfca.inente cero: 

A vo=O (vó + hvo)lu=O =O, 

para la potencia 1 de s: 

A v 1 -ó(µ -µº,y)= O (v; + hvi)lu=O =O, 
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se asumen las condiciones para la existencia de la transformada de Fourier y ésta 
se calcula con variable l = µ - µ 0 y conjugada k: 

w 1 (k, y) = j v 1 (l, y) exp(ik. l)dl, 

JR• 

para obtener: 
(w; + hwi)lu=O =O 

y por el método de la. función de Green se establece la solución: 

y;::: o. 

Para la potencia 2 de s: 

~v2 - .B Vt =O, (v2 + hv,,)Ju=O =O, 

se aplica la transformada de Fourier con : 

B (o, y)= j B(l + µ 0 , y,µº) exp(i"'. (l + µº))dµº 
n• 

w:z(a,y,k) = j v2(1+µ 0 ,y,µ0 )exp(ik·l+io.·µ.°)dldµ 0 

E'" 

wfl - JkJ2 w:z = B(o, y)w1 (k - o, y) 

(5.20) 

y nuevamente con la función de Green se establece la. solución para O S y' S y: 

w2(a, y, k)(h - JkJ)(h - Jk - aJ) = 

= J(cos hy - ¡i¡ sin hy) exp(-(Jk - oJ + JkJ)y')B(o, y')dy' 
o 

en la serie se observa; 

a2vl o o 
8s2 u=O,•=O = 2v,,(x, O, x ) = 2/(x, x ), 

y en donde se define la función de los datos f(x, xº). Pero además para la deriva.da 
de la transformada se tiene 

.C[(-t)2xJj = a2vl 
11=0,•=0 8s2 11=0,a=O 

por tanto la ecuación de los datos se formula como: 

.C[t2 x) lu=O,•=O = 2/(x, x 0
), 

al evaluar en y= O: 

tu:z(<>, O, k) = f V2(l + µ 0 , O,µº) exp(ik · l +fo· µº)dldµº 
E'" 

= f f(l + µ 0 , µº) exp(ik · l + i<> · µº)dldµº = f(a, k) 
o 
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1 !~ -
w2(a, O, k) = (h _ lkl)(h _ lk _al) exp(-(lk - al + lkl)y')B(a, y')dy'. 

o 

Por lo tanto la transformada de Fourier de los datos resulta ser una integral de 
Laplace de la transformada de Fourier de la difusión: 

g (a, r) = j(a, k)(h - lkl)(h - lk - al) 

= J exp(-ry')B(o,y')dy', r = lk - al+ lkl. (5.22) 
o 

5.1.6 SOLUCION 

Para una solución se considera la ecuación integral de Fredhlom de primera 
especie, con núcleo exp (-rY) y fuente g (a, r) : 

g (a, r) = J exp(-ry)B(a, ii)dy, r = lk - al+ lkl, 
o 

con base en la analiticidad se deriva sucesivamente: 

(5.23) 

se observa que la sucesión de Dirac 6n (Y)-(5.24)-, converge al delta de Dirac 
6 Cii - y') [68]: 

6n(ii) = (5.24) 

en tanto que la integral toma el valor: 

!~ -n ( n -) d- n! 
Y exp -y;y Y= (.!!.)n+l 

o ~ 

y de acuerdo con el teorema de la convergencia monótona, se obtiene la solución 
de Post y "\Vidder [85]: 

Í1 (o, y') = lim ----g(n) a, ~ ( l)
n ( ) (yn,)"+1 

n-oo n! y' 
(5.25) 
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5.1.7 FRACTALES 

Para definir un proceso de fractalización puede tomarse como parad.iguia el con
junto de Cantor o la curva von Koch. Se inicia con un elemento de medida V 0 
como estado cero. Se sigue con p elementos de medida ~ como estado uno. Se 
escala el estado anterior y se obtiene p 2 elementos de medida ~ como estado 2, y 
así sucesivamente. En tanto que, en el caso de dimensión topo°)ógica arbitraria, el 
proceso de escala.miento se hace con qD-r y resulta [65), [63): 

Estado No. de elementos Medida l\ledida. total 
Fo 1 Va lVo 
F, p 

* P;/H':¡: 
F, p2 (qº;l' p2 (q;-;)' 

(5.26) 

Fn pn (q%';)" p" (q~;) .. 

se enfatiza que al estado n-ésimo le corresponde la medida: 

si se escribe p de la forma: 

p = qDJ • Df = ffi-i, (5.27) 

la medida del n-ésimo estado puede representarse por: 

(5.28) 

y a D¡ se le lla.m.a dimensión fractal, a DT dimensión topol6gica y a q-" la 
resolución. 

La relación 5.27 puede verse como p elementos de medida ! , o bien como p 

contracciones, todas con factores de contracción iguales a ! [30] 

p (1)º' 'E - = 1 
¡,,,,.¡ q 

por tanto, esta relación se generaliza a p contracciones con factores de contracción 
e, E (O, 1) 

conocida como relación de ~lornn {60]. 
De acuerdo a los conceptos del análisis no-standard, un fractal se define como 

la parte standard del conjunto no- standard, obtenido durante la etapa w-ésima. 
del proceso de fractalización en donde el infinitésimo (q-w)DT se ha reiterado la 
infinidad de veces (q'"')D': 

F= st(F~) 
F...., = Fo (q-w)DT-Df. (5.29) 
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De otra parte, por semejanza con Ja deriva.da de una potencia, Ja derivada 
fractal se define por el proceso en donde el infinitésimo (q- ...... )D-r-l se repite el 
nÜinero de veces (q""")D.1- 1, luego: 

siendo: 
Fo = F° = j FC1l, 

al reiterar este proceso se obtiene: 

p!:,""'> = p(rn) (q-....,)D-r-D.t 
pCrn-1) = J p(m), 771 2=:: l. 

Un fractal autosimilar puede construirse según el esquema [59J 

(1) /(n) 
(-l)n (n + 1) a~n) ;; . pdp, 

(5.30) 

(5.31) 

el cual en forma más explicita se da por 

p L ~ L ~ (!i:~;, 2 • 

.! .!!.. 21 .!!.. 31 ~ q ;¡r ;¡r q T 

p· .! e¡..? !<! 1 ~ 1 
q 1 • ;¡r 1 • q;o:;:T. 

Se obtiene un desarrollo ulterior permitiendo que en cada etapa del proceso de 
fractalización Ja resolución vaya cambiando seglln el esquema: 

( 1) /(n) 
(-I)n (n + 1) 8_\::> ;¡;; · PndPn· 

En la solución de Post y Widder se denota Pn = fir· De acuerdo con la 
definición de limite, para cual 
quier e > O, existe algtln N entero, tal que para cualquier n entero suficientemente 
grande -(n 2: N)-puede escribirse: 

.fJ ("',y') "" <-~r u<n> ("', Pn) (pnr+ 1 

(-l)n (n + 1) g!n) (°',Pn) (n.!.l)l (pn)n+l 

(-lr (n + 1) gin) (°',Pn) ¡<n) PndPn. 

donde el símbolo :::::: significa que los dos términos difieren en algún in.fin.itésimo. 
En conclusión, de acuerdo con el análisis n~standard, la solución de Post y 

Widder permite a.firmar la naturaleza fractal del coeficiente de difusión, en su 
versión transformada de Fourier. 

Además, los datos del problema inverso determinan la resolución en el proceso 
de fractalización. 

TEOREMA M-B # 1 1 

1. La transformada de Fourier del coeficiente de difusión se repre
senta por un proceso de percolación de Cantor generalizado: 

b = !irn (-l)n (n + 1) a<nJ (..!..) f (nJ PndPn 
n-oo Qn 

--,-C-o-,-,~-p-o_n_d_e_n_l•-.,.-.-;g-1-~-d-e_l_o_• -.. -uto"'" Me rendo y DrnmbUn. 
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en donde aCn) es la enésima derivación sucesiva, J(n) la enésima inte
gración sucesiva, -;J;: es la probabilidad de paso del proceso de perco
lación, qn se asocia al hipervolumen en el proceso de Cantor y viene 
determinada por la función de los datos en el problema inverso. Final
mente, Pn es el número de elementos -;J;: en el proceso de fractalización 
de Cantor y se le asocia a la masa. (Aquí D tiene unidades físicas de 
seg/mt2 ). 

Este enwiciado tiene validez wtlversal, en el sentido de que el co
eficiente de difusión es un tensor métrico dos veces contravnriante y 
determina wi tensor de curva.tura de Riemann. 

2. Lo mismo puede decirse para el coeficiente aµ del producto de la con
ductividad eléctrica y la permeabilidad magnética, en la propagación de ondas 
electromagnéticas en un medio plano conductor. Por lo tanto, la percolación en 
Wl cuadrado puede modelarse por redes eléctricas. 

a. Algo análogo puede enunciarse para el coeficiente f;, el inverso de la viscosi
dad cinemática, para las ecuaciones de Navier-Stokes cuando el gradiente de pre
sión es pequeño comparado con la fricción interna, como es el caso del movimiento 
de un fiuido viscoso entre dos planos paralelos, uno de ellos fijo y el otro móvil. 

4. Puede hacerse un enunciado semejante para el inverso del coeficiente de 
difusión térmica. 

5. Resultado semejante puede fonnularse para el coeficiente consolidación de 
los suelos. 

6. La densidad de una distribución de probabilidad absolutamente continua, 
de una variable aleatoria no-negativa, se representa por un proceso similar en 
donde qn viene detenn.inada por la transformada de Laplace de la distribución. 

7. Dentro de la teoría del grupo de renormalización, las dos dinlensiones 
anómalas se determinan por: 

~ -{ Du-Dr 
u. - 1 - .!2x. 

Du 

si 
si 

s=q 
s=p 

en donde Fn es el enésimo estado de fractalización. Dff, Dr y 6. son las 
dimensiones de Hausdorff, topológicas y anómala respectivamente. 

El análisis fractal anterior permite descomponer la dependencia del coeficiente 
.f:J(a,y) y representarlo por una potencia en y, que debe reflejar los datos y por 
tanto la dimensión fractal 

B(0<,y) = B(o,s)y-~, 

se aplica la transformada inversa de Fourier para despejar B (5.20) 

fJ (<>, yJ = j fJ(l + µ 0 , y, µºJ exp(i °'. (t + µºJJdµº ,, .. 
- y-~ J B(l+µ 0 ,y,µ0

) = ( 2 7r)" B(o,s)exp(-io· (l+µº))do, ,, .. 
ahora se aplica la transformada de Laplace inversa, con µ = l + µ 0 : 

y-~ Re¡•+•~¡ 
B(µ,y,µ 0 ,t) = n+l B(o,s)exp(-io·µ)doexp(st)ds 

(27r) i 
Rea-•OC;)fin 

(5.32) 
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B( )= (~)2 
µ D(µ) 

y~(~)' 
D (µ) = ----n=•"•+.,....,<m:-::-----.>...-"--''------------

(2w)'..+1; R••.[_<m J.. B (e:>, s) exp(-i °' · µ)dc:>exp (st) ds 

se regresa a la variable original 9 (5.18) 

D(8) = D(µ), 

se obtiene que D debe satisfacer la relación 

"f ( 8r) ~ 
D (8) = y 7HJ , 

( 
n .. +•~ )! 

( 2 w¡'..+I; J. J B (a, s) exp(-ict · µ (8))daexp (st) ds 
Re•-•oo JR.n 

al denotar por h el inverso del denominador 

Rea+ioo 

n+l . j j B (et, s) exp(-i et·µ (8))dc:> · 
( 2 7r) Z Rea-i0t0 fin 

· exp(st) ds 

la. cual puede modificarse al denotar s =is', s' = s~ +is2, B(o,is') = G(a,s'), y 
6 la transformada. inversa de Fourier en JR."+ 1 

h-3 (8,t) 

h(O,t) = 

i•~+oo 
(2":••+1 J J B(c:>,is')exp(-io·µ(8))de>· 

ia~-oo El" 

· cxp (is~t - s2t) ds' 
+~ 

exp(-s2t) ¡2"}.+1 _.[,J.. C(c:>,s')-

. exp(-i (<> · µ (8) - sí t))dads'1 

exp Us2t) 6 (8, t¡-! 

la relaci~n finahn.ente para el coeficiente de difusión será: 

D(O) = h(8,t)y"f e::)~ 

En el fenómeno de la consolidación de los suelos, la razón del volumen de vacíos 
al volumen total de sólidos más vacíos, se conoce como porosidad y se denotará 
por t/J. Con a,, se representa el coeficiente de compresibilidad que se define por 
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sea '"Yiu el peso específico del agua, Ka la conductividad hidráulica saturada y Cv el 
coeficiente de consolidación. La ecuación que rige el fenómeno de la consolidación 
de los suelos se represP.nta por (61) 

Cv =ti ~ª1 ...,.., 
c!;;lt.P=lz,1P. 

Tanto para el fenómeno de la consolidación, como para el de la infiltración se 
plantea el problema inverso cuasilineal-inyectivo. 

5.1.8 LINEAL 

Para un acuífero sea l/J la presión o carga hidráulica, T el coeficiente de transrni
sividad, µ el coeficiente de ahnacena.nliento y q la función fuente o recarga. La 
ecuación que rige el flujo no-estacionario en un acuífero confinado, heterogéneo e 
isotrópico es [77J 

ª"' µBt =V. (T'V',P) + q. 

Se plantea ahora la determinación de la transnllsividad con un medio het
erogéneo en donde ésta dependa sólo de las coordenadas espaciales. Con una 
transformación de Kirchhoff _ ¡z dx' 

x= Jo T' 
la ecuación de los acuíferos puede dársele la forma: 

a,¡, , 
µTi!ft ='V' l/J = L::.,P. 

Se plantea el problema inverso siguiente: Determinar el coeficiente E : 

ª"' o E(x)i!ft=.t>.,¡,+6(x-x0 ,y,t) x,x eIR.n y<!O 

l/J(x,y,t < O,.r0 ) =O (t/J' + h.P)(x, O, t, x 0 ) =O. 

Por un método análogo al anterior se encuentra que la transformada de Fourier 
de los datos es una integral de Laplace de la transformada de Fourier de la trans
misividad [73]: 

g(o,r) 

con la solución 

= ](e,,, k)(h - lkJ)(h - Jk - oJ) 
= Jexp(-ry')E(o,y')dy', 

o 

E (x, y, x 0 , t) = y-'"h (x, t) 
Res+Sc:.o 

r = Jk - oJ + JkJ. (5.33) 

h (x, t) = ( 2 w)~•Ti.¡ Re/~ •• c:.oJ..• E(a,s)exp(-ia · x)dae..xp(st)ds 

ia;+oo 

= c2 w:"+I f f E(o,is')exp(-io · x)do· 
i.s~-oo El. .. 

· exp (is~t - s~t) ds~ 
= e-a;t E (x, t). 

Por tanto, el coeficiente buscado debe satisfacer la relación 

E (x, y, x 0 , t) = y-~e-•~• E (x, t). 
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5.1.9 LA REGULARIZACION DE TIJONOV 

De acuerdo al principio de causalidad eficiente se busca definir una funcional la
grangiana apropiada cuyo programa variacional conduzca a los operadores de Ti
jonov. 

Se consideran los espacios de Hilbert X y Y, el operador con1pacto K definido 
entre ellos, se designa con Y6 la colección de datos obtenidos por medición, se 
define por F las diferencias de sus distancias cuadráticas hasta las imágenes por 
K con el error cuadrático en Jos datos: 

F(a) = /IKa - Y•Jl2 - ó 2 

y por f las normas cuadrátic8.s de los argumentos: 

f(a) = lfalf2
, 

como estas funcionales son convexas y diferenciables la condición Khun-Tucker 
produce: 

dfp(a) + >.dFp(a) = 2(p, a) + 2>.(Kp - Y•· Ka) =O 

((>.K" K + I)p - >.K"y,, a) =O, 

por lo tanto con ..\-1 =a, llamad.o en este contexto parámetro de regularización, 
se obtiene la solución p de F(p) =O, conocida como principio de discrepancia de 
~lorozov y la colección de operadores de regularización de Tijonov: 

(od+KºK)- 1 K"y• =p=x~. 

5.1.10 SOLUCION REGULARIZADA 

La segunda solución se obtiene con base en la regularización de Tijonov. 
Sea (an; un, vn) un sistellla singular del operador compacto K y G una función 

continua. Con fundamento en el cálculo operacional se tiene: 

G(K"K)(·) = f:cca~)(·,un)un, 
1 

Juego para Ja función G(>.) = (<> + >.)- 1 se halla: 

(aI + K" K)-1 = f:--
1
- 2-(-, Un)Un, 

1 a+r.Tn 

entonces la expansión para la d.ifusividad será: 
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6. CAPITULO 6 

61 PROBLEMA INYEBSO ESTOCAST!CO 

Como problema inverso se plantea deternúnar el coeficiente de arrastre de una 
ecuación diferencial estocástica. 

Para ello se define un proceso de difusión, su generador infinitesitnal y el op
erador característico. 

En concordancia con el principio de relatividad, se define el coeficiente de 
difusión en forma tensorial y se halla su expresión local. Se encuentra tanlbién 
la ley de transformación del determinante de la matriz del coeficiente de difusión, 
con lo cual es posible definir el escalar adecuado. 

Se introduce tensorialmente el coeficiente de arrastre y el modificado. 
Posteriormente, se considera la densidad o corriente de probabilidad y entonces 

es posible definir la divergencia covariante apropiada. Al final se consigue la forma 
cova.riante del operador de Fokker-Planck. 

Los conceptos desarrollados se aplican al caso unidimensional. Se define una 
transformación de coordenadas y se halla la forma particular de la ley de trans
formación para el coeficiente de arrastre, lo mismo que para las funciones y el 
operador de Fokkcr-Pla.nck. Se genera.liza a los rayos en el ca.so multid.imcnsionaL 

Siguiendo a (72}, cuando se considera la solución estacionaria puede introducirse 
un potencial y hallar su efecto sobre la representación de-la corriente de probabil
idad. Finalmente se logra una representación del operador de Fokkcr-Planck del 
cual es posible inferir un operador autoadjunto. 

En este capítulo estimamos que nuestro aporte es: 

• Plantear y resolver el problema inverso para el coeficiente de arrastre de 
una ecuación diferencial estocástica. En el método se recurre al operador 
Fokker-Planck. 
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6.1.1 PROCESO DE DIFUSION 

Un proceso de difusión es un proceso estocástico: 

....!!....., IRn [O,oo) x n 
(s,w) X (s,w) =X, (w), 

que satisface una ecuación diferencial de la forma: 

dX, 
x, 

b (X,) ds + CT (X.) dB.; 
x, 

s 2: t 

donde B. es un movhn..iento Bro\vniano rn-dimensional y los coeficientes: 

IFl" mnxrn, 

satisfacen las condiciones: 

lb (x)I + l<T (x)I :S 
lb (x) - b (y)I + l<T (x) - « (y)I :S 

e, (1 + lxl); 
C2lx-yl; 

lul2 =E 1,,.,, 12 

x, y e JR.". 

A una difusión X t se le asocia un operador diferencial parcial de segundo orden 
L, llamado el generador infinitesimal de la difusión Xt y es definido por: 

(Lf) (x) =p~ Exlr<x: )1-f(r); X E JRR 

J: JRR -JR, 

se denota su dominio por "DL (x) y en el caso de que exista. el lín1ite para todo x, 
por "DL. Se sabe que cuando fes dos veces continuamente diferenciable en IR.", 
acotada, con primera y segunda derivada acotada: entonces f esta en el dominio 
"DL y se representa por: 

éJ l T éJ2 JE Co2 (JRn). LJ (x) =7 b, (x) Ox, J + 2 ,~ (uu ).,, (x) éJx,Dx;; J; 

El concepto de generador se puede generalizar al de Operador Característico; 
cuando se considera la colección de abiertos U que decrecen al punto x y se define 
el Primer Tiempo de Salida de U para el proceso Xe como: 

ru = inf {t >O: X, ,l:U}, 

se denota el do:m.inio por V A y éste es igual al conjunto de funciones para las 
cuales el siguiente límite e..x.iste para toda x: · 

.AJ (x) = u¡: .<[T.,[ 
{ 

lim E-" Íf~'<,., )!-/(:) 

O si Ex [ru] = oo, 'IU 3 x. 

Se sabe que las funciones dos veces continuamente diferenciables están incluidas en 
el dominio de definición del operador característico y que en este dominio coincide 
con el operador característico L: 
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Entonces se tiene definido lo que es un proceso de difusión y su operador generador 
infinitesimal, que nos conducirá al operador de Fokker-Planck. 

6.1.2 COVARIANZA 

La representación del operador L no es covariante como se requiere en las aplica
ciones a fenómenos físicos~ por tanto es necesario determinar su forma covariante. 
Se formulan de forma tensorial los distintos elementos que corúon:nan el operador 
de Fokker-Planck, con el objetivo de hacerlo invariante por transformaciones de 
coordenadas. 

Se define el coeficiente de difusión como un tensor dos veces contravariante en 
un punto P. E U~ luego es una aplicación bilineal: 

D : r; (U) X r; (U) - IR, 

si 'Pi.'P2 ET• (U) son dos covectores se evalúa el tensor D: 

Dp (.P1.'P2) = Dp ( ~'P; (~ )P ctxi).) 
= 'Pt (~)p'P2 (~)pDP (dx~,dx~), 

al identificar el dual de Tº (U) con T (U) se tiene: 

luego: 

Dp (.,o,, .,o2) = Dp (dx~. dxf,) ( 8~,) p ® ( 8~;) P (.p,, 'P2). 

y la expresión local del campo tensorial dos veces contravariante sobre U resulta: 

Dp = D;/ ( 8~•) P ® ( 8~i) P. 

Se asume que la matriz de difusión D'ii es definida positiva y se obtiene su 
deternúnante: 

det = det (D'i) , 

se halla su ley de transformación bajo cambios de coordenadas~ a partir de la 
transformación de la matriz de difusión: 

en consecuencia, la ley de transformación del determinante sera: 

( &t) = det (D'iiOZ"' 0~-) 71z-1i"J 

det (ª%"' )2 
det D'ii 7f%'" 

de< • J. d t ( Br" ) JT• Q = e 7iF ~ 
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entonces puede definirse el escalar ~/, el cual debe ser in'\-a.riante bajo cambios 
de coordenadas, como lo ~eq~~.~~.~-~ ~oncepto de escalar: 

.j(de't)j = .j(det)Jaf = fjiJaf = ../detf. 

Se halla también un coeficiente de deriva o arrastre contravariante: 
.lJ 

a=a'axi' 

que se transforma como: 

iik = a' (_!!..._) .Z."'· 
ax• ' 

se define el coeficiente de arrastre modificado: 

a"=b'-~~ Dij 
8x;~· 

debido a los siguientes cálculos: 

¿¡k = aitfz.xk 

b'~-~~~~ 
bi* - ~±ilfr~Ja~~ 

iBZ'" ~ lJ 8.?'"B.r"" D•' ~e 8 Br'") B.r'" o•' 
b ~ - det7J"F'1f%7'~ ~ + det B?-ozr 7i;;r '\)"d;t 

b'*- ~,fr.,:J".:.. + ~('*'*) J:¡~ det det. 

(b'*+~(s'!'.~:.) Ji;)-~bjk. 
se concluye que el coeficiente a es contrava.riante si y solo si: 

• a.z.k r-:= ( a2 .z."' ) n•; -, 
b 8x" + ydet 8x"8x' ~ =b. 

Se define el vector contra.variante (densidad de) corriente de probabilidad, a partir 
del coeficiente a y la contracción del de difusión con vectores básicos contravn.ri-
antes: 

y la divergencia resulta: 
. ../dCt 8 (·) 

di.v = detaxi ~· 

porque al aplicarla sobre la corriente de probabilidad, se obtiene un escalar: 

divJ = .vdet~~ 
~~~~J· 
~~Jd~,· 

finalmente, la forma covariantc del operador de Fokker-Planck será: 

L =divJ 
= .vdetk,~ (a'(·) - n•;,&- (-)). 

Por tanto puede usarse en formulaciones intrínsecas y adaptarlo a cualquier sistema 
de coordenadas. 
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CASO UNIDIMENSIONAL 

El caso unidimensional es particularmente importante por la utilidad y versatilidad 
de los resultados. 

Se realiza un cambio de coordenadas que transforma al coeficiente de difusión 
en una. constante: 

y(x) =] ~dx, (6.1) 

%o 

por la condición contra.variante del coeficiente de arrastre, se encuentra su ley de 
transformación: 

en tanto la función (densidad de probabilidad) f se transforma como: 

y el operador adopta la forma: 

L divJ 

~b '7~-;, (a:' o_ .B•i~,.(·)) 
= a t c-b, "d° a D" C a ) V VD; "'Tc - V det"IJ'z, :;;J.;'t - 1Jii 

~ (¡;• - .../Cl;;-5c - el;¡) 
P/¡¡-C~. 

Por tanto sin pérdida. de generalidad puede considerarse el coeficiente de difusión 
constante en el caso unidimensional, y a lo largo de rayos en el caso multi
di.mensional. 

6.1.3 EL OPERADOR AUTOADJUNTO ASOCIADO 

Para la. solución del problema inverso es importante transformar el operador 
Fokker-Planck. Se quiere obtener un operador de Schrodinger, con el fin de aplicar 
los resultados de la subsección (4.1.1). 

Se introduce el potencial ~. como resultado de considerar la solución esta
cionaria de la ecuación Fokker-Pla.nck: 

a a (ª l:f2 ) éJtp(x,t)=- 0 xJ=- axb'(x)+
0

x 2 a(x) p(x,t)=O, 

cuya solución es: 

p = cte ~ef t;i-cil = cte e-4>. ,,. 
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En con.secuencia, se define el potencial por: 

<I>(x)=ln<T(x)-j~g~dX, 
=· 

la corriente de probabilidad ahora. puede representarse por: 

-ae-4>-/% e"' p 
-u(*p+/;¡p) 
(b1 

- uff:c) p; 

J (x, t) 

por tanto el operador Fokker-Planck resulta.: 

L1 = !!_ae-4.> .!!_e.;. 
ax ax ' 

del cual se logra el operador autoadjunto: 

en efecto: 

(p, L,g) 

L2 = e<1>L1; 

j' pe..,L1 gdx 

J pe4> ªz (ue-• ~e4ig) dx 
- J Cffepe4>) (ue-4'/;¡e..,g) dx - pe"' J2 1~' 
+Ju,; (ae-"' (/¡:pe"')) e"'gdx +ge"' J,¡;~ - pe"' hl~~ 
{L2p,g) +ge• J1\~~ - pe• J21~!, 

(6.2) 

las condiciones de frontera se escogen sobre la base de: i) la reflexión total, se 
presenta por ejemplo cuando el potencial crece al infinito y entonces la corriente 
de probabilidad se anula. ii) la absorbencia total, se observa entre otros cuando 
el potencial decrece a menos infinito y entonces e.;. p se anula. 
Cuando se fijan las condiciones de frontera. apropiadas el operador L 2 resulta 
simétrico y entonces tiene una tl.n.ica extensión cerrada autoadjunta.1 que se con
tinuará. denotando por L-i; tanibién será autoa.djunto el operador L3 definido por: 

Se factoriza. el operador La en un producto de dos operadores mutua.mente 
adjuntos: 

La= e, .!!_ae-•.2_e'1'e_,_ 
ax ax 

=e-!~._füe--! ·.J<Ye_,.~e,. = L.L., 
ax ax 

donde se definen los nuevos operadores: 

L 4 = -e'! ::x ._füe-,., 

Ls = ._füe- '! ::x e!. 

Con el potencial <l> -(6.2)- se le da a los operadores i..4 y L 5 otra forma explícita: 
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por tanto: 

a 1 1 (du ') Ls = .,/éi- + -- - - b ax 2 ..;e; cJ.x ' 

análogamente: 

L4 =_.!!_...¡e;+.!:__!:__ (du -b'). ax 2 ...¡e; dx 

Entonces el operador L3 asUIDe la forma: 

L3=-L4Ls=- --,/éi+---r= --b .,/éi-+-- --b ( a 1 1 (du ')) ( a 1 1 (da ')) 
ax 2 ver dx ax 2 ..;e; dx 

L3 =.!!....u.!!....+.!:. cFu - .!:. db' - .!:...!:. (da - b')2 
ax ax 2 dx2 2 dx 4 u dx 

donde se observa en el primer término la característica. general de muchos fenó
menos naturales: ser la divergencia de un campo proporcional a un gradiente. 
Después se conjunta los últimos tres swnandos en el tértnino genérico de un po
tencial q : 

y el potencial queda definido por: 

q = _.!:. cFu + .!:_ db1 
+ ....!:._ (da _ b') 2 

2dx2 2 dx 4u dx 

De acuerdo con la transformación de coordenadas que penn..ite obtener el coefi
ciente de difusión constante -(6.1)- se obtiene: 

donde el potencial ahora es: 

Al usar la transformación: 

</> = - j b 1dx 

y el potencial <l> -(6.2) -: 

<l> = lnu-jz ~d:r = '.!!. +cte, 
u u 

la ecuación para el potencial q -(6.3)- queda: 

1 ( ')2 1 .. 
q = .¡,,. </> - 2<1> ' 

(6.3) 

(6.4) 

en conclusión, si a t;ra.vés del problema. inverso se halla el potencial q. se puede 
entonces determinar el potencial</> resolviendo la ecuación de Rlcatti (6.4) • 

A manera de conclusión se observa que de un.a parte, después de la formulación 
de la relatividad de Einstein. es reconocida la necesidad de enunciar las leyes físicas 
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en forma covariante, para garantizar su validez en cualquier sistema inercial de 
referencia. El coeficiente de difusión también se ha caracterizado en este capítulo 
como un tensor dos veces contravariante y en tal caso su matriz define una inétrica 
del espacio-tieinpo, en tanto que su matriz inversa determina el tensor métrico 
cova.riante. 

Como se sabe si el tensor de curvatura se anula, el espacio es euclidiano en 
cuanto a su métrica. En forma global, éste es el caso en una dimensión, en tanto 
que en dimensiones superiores solamente se logra este resultado en forma local. 
Por tanto, a lo largo de cada rayo con una transformación apropiada en el espacio 
de configuración, el coefici0nr1~ de difusión puede siempre ser convertido en una 
constante positiva.. 

De otra parte en la subsección (5.1.7) demostrarnos la naturaleza fractal del 
coeficiente de di.fusión. Finalmente, combinando esas afirmaciones, destacrunos la 
naturaleza dual - fractal y covariante- del coeficiente de difusión, el primero en el 
espacio de Fourier, el segundo en el espacio de configuración. 
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7. APENDICE 1 

7,1 REGULARIZAC!ON 

En este apéndice siguiendo a Engls se revisan los conceptos de inverso generalizado 
de Moorc-Penrose, se demuestra que para datos exactos este inverso generalizado 
es la mejor aprox.llnación y taxnbién es único. 

En el capítulo (5) se aplicó el principio de causalidad eficiente para hallar la 
colección de operadores de Tijonov y se obtuvo: 

x~ = (oI + K" K)- 1 K"y• = U(a, T)KºY•· 

Esta colección depende de dos objetos que se denominan: el paránletro de 
regularización - et:-, y el operador el cual en este contexto se denotará por T. 

Esta colección tiene tres propiedades básicas que se estudian en la sección 
dos. La pri.ulera, los operadores de Tijonov aproximan al inverso del operador T, 
cuando el pará.nletro de regularización es pequeño. La segunda, en la norma los 
operadores de Tijonov no superan al inverso del operador T, en alguna vecindad 
del primer valor propio de T. La tercera, la colección es continua con respecto n1 
parámetro a. 

Posteriormente se demuestra que la solución de Tijonov es muy cercana al 
inverso generalizado si se aswnen datos exactos. Pero aún , para datos perturbados 
esta solución puede considerarse un estimador del inverso generalizado. 

Finalmente se estudia la convergencia relativa entre el error en los datos y 
el parámetro de regularización para concluir que la convergencia del error debe 
dominar la del parámetro, o de forma específica.: el cuadrado del error debe tender 
a cero más rápido que el parámetro. [27), [81), {36], [6). 

7.1-1 INVERSO GENERALIZADO 

Sea .)( es un espacio de Hilbert y K un operador compacto definido en él. 
Como todo operador compacto es continuo, y estos últimos tienen su ml.cleo 

cerrado, se aplica el Teorema de la Proyección para obtener la descomposición: 

X= N(K) © N(K)-"-, 

sea la restricción de K al complemento ortogonal de su núcleo N(K): 

K = KIN(K)~ : N(K)-"- - R(K), 

esta restricción f< resulta inyectiva lo que pernúte definir su inverso izquierdo: 
.K-1 en el donú.n.io R(K) y extenderlo lineal.mente hasta su complemento ortogonal 
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R(K).l. y será denotado K+: 

K+ : D(K+) = R(K) EEl R(K).i. - N(K).i., (7.1) 

K+ resulta bien definido, su núcleo es el complemento ortogonal del rango de 
K, y su rango es el complemento ortogonal del núcleo de K: 

N(K+) = R(K).i., R(K+) = N(K).i.. 

Si P es el proyector sobre el núcleo de K y Q sobre la cerradura del rango de 
K, pueden establecerse las siguientes correlaciones con el operador K: 

• l. KK+ = Q\v(I<+). 

• 2. K+ K = I - P . 

• 3. KK+K=K . 

• 4. grk- 1 = {(Kx,x): X E X} nY X N(K).J.. 

Por la propiedad 4. el grafo de K+ es cerrado en Y x X, y de acuerdo con el 
teorema del Grafo Cerrado: 

K+ es acotado# R(K) es cerrado; 

pero en el caso de K compacto : 

R(K) es cerrado <=> la. dimensión del rango de K es finita, 

es decir, cuando K es compacto y la dimensión de su rango es in.finita, K+ resulta 
no acotado, densamente definido y con grafo cerrado. 

A continuación se prueba que K+y es la única. solución de mínimos cuadrados 
de norma núnima de K:x =y, también conocida como mejor aproximación. 

Para cada dato exacto y E D(K+) se tiene que las soluciones de mínimos 
cuadrados son las preimagenes de K de las proyecciones verticales Q sobre el 
rango de K: 

K- 1 (Qy) = {x E X : x = min{\\Kz - y\\, z E X}, (7.2) 

como Q es un proyector ortogonal también es proyector métrico. Sea u E K- 1 (Qy) 
entonces: 

\\Ku - y\\ = i!Qy - YI\ S \\Kx - y\\, 
y u es mínimo cuadrado. 

Por el contrario, si x es un núnimo cuadrado: 

\\Qy - Y\\ S l\Kx - y\\ = inf{\\u - y\\ : u E R(K)} = l\Qy - YI\. 

y x es una. preimagen por K de la imagen de y por Q - x E K- 1 (Qy) -. 
De otra parte, K- 1 (Qy) por ser un subespncio lineal cerrado, contiene un 

elemento de norma mínima sea éste: X, luego X E N(K)J.. y 

x = (I - P)x = K+ KJ: = K+Qy = K+ K K+y = K+y. (7.3) 

En resumen, el inverso genera.liza.do de l\.toore-Pcnrose - K+y - coincide con la 
mejor aproximación, cuando se aswne que los datos son exactos. 

El resultado anterior se reforrnula diciendo que Kx - y esta en el núcleo de K
el dual del operador K: 

{xEX: x=min{l\Kz-y\I, zEX}=K"Kx=K"y, 

porque: x = inin{llKz - y\I. z E X} si y sólo si, Kx es el elemento más cercano a 
y en R(K). lo cual tiene las siguientes equivalencias : 

= Kx - y E R(K).i_ = N(K") = K"(Kx - y)= O<=> K" Kx = K"y, 

y se tiene el resultado propuesto. 
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7.1.2 OPERADORES DE TIJONOV 

De la regularización de Tijonov: 

se denota: 
U(o, K" K)K"y• = x~ 

y la colección de operadores de regularización satisfacen: 

l. ~o U(o, -") = :\: 

2. 1-"U(o,-")I $1, 'o'(o,Á) E ((O,+oo) x [-<,<TI+•] 

3. U{o,-) es continua. (a trozos), para cada et • 

A partir de estas tres hipótesis, obtenemos los siguientes resultados: 

L-Con datos exactos, el l.únite de las soluciones es el inverso gen
eralizado de 1\-loore-Penrose: 

lim X 0 =K+y, 
o-o 

2.-La diferencia entre las soluciones para datos exactos y datos per
turbados se acota por el supremo de los operadores de Tijonov: 

llxo - x~ll 2 $ 62 C sup IU(o, -")l . 
.\E(O,cr~) 

3.-Si se astlln.e información a priori en el sentido de que el inverso 
generalizado debe estar en la imagen reiterada : 

la distancia entre la solución para datos e..xactos y el inverso general
izado es del orden de la cota w(a, v) : 

la cual debe satisfacer la condición: 

'iÁ E [O,o-'¡]. 

4.-La distancia entre las soluciones para datos perturbados y el 
inverso generalizado se acota por la función w y el supremo de los 
operadores de Tijonov: 

llK+y - x~ll $ w(o,v) + 6(C sup IU(o, -")!)! . .. 
5.-El parámetro de regularización o debe tender a cero de tal man

era que el inverso del supremo del operador de Tijonov pernúta la 
convergencia a cero del error t5 en los datos : · 

6 2 sup IU(o, -")I - O . 
.\ 6-0 

REGULARIZACION 

(7.4) 

(7.5} 
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En la afirmación l. se necesita hallar la distancia entre la solución para datos 
exactos y el inverso generalizado. De la solución (7.4) : 

como K+y es la solución de K• Kx = K•y de norma mínima : 

.!f~o llU(a,K"K)K"y -K+yll 2 =.!f~o llU(a,K"K)K"Kx-xll 2
, 

de acuerdo al cálculo operacional: 

a~+<I! 
lim llU(a, K" K)K" Kx - xll 2 = lim 11 ¡ (U(a, .ll).ll - l)dE,.xll2 
a-o a-o -<I! 

¡
o-~+e 

=J!~o -• (U(a, .ll).ll - 1)2 lldE,.xl!2, 

por el Teorema de la Convergencia Acotada: 

{ o "',.,º { o 
= J d llE.>.xll 2 )\=O = llP(x)ll2 =O, 

porque si: 
x = K+y => x E N(K).L = R(K+) => P(x) =O, 

y se tiene el resultado esperado : 

2. Se busca la distancia entre las soluciones para datos exactos y para los 
perturbados: 

llxa - x!ll 2 = {xQ - x~,xQ - x~}, 

de acuerdo con la solución (7.4) : 

Se puede formular un cálculo operacional análogo para el operador autoadjunto 
K K• , con proyectores F"' , proyección Q, y con la propiedad de intercrunbio : 

U(a, K" K)K" = K"U(a, K K"), 

luego al aplicar esta propiedad de intercambio : 

de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definición de operador adjunto: 
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De otra parte: 

al sustituir las soluciones : 

llK(x0 - x!)JJ 2 = (KU(o, K" K)K"(y - Y6), K(x0 - x!)). 

por la propiedad de intercambio: 

JJK(x0 - x!)IJ2 = (KK"U(o, KK")(y - Y6), K(xa - x!)). 

y la desigualdad de Cauchy: 

IJK(xa - x!)li 2 :5 llKK"U(<>, KK")JJ.ll(Y - Y6)//.//K(xa - x!)li, 

por tanto al sim.pli.fic.ar: 

llK(xa - x!)li :5 llKK"U(o,KK")ll.lf(y - Y•)ll. 

Además, del cálculo operacional y dado que Q proyecta sobre N(K") = R(K).J.. 
y R(K) = Span{v;}: 

llKK"U(o,KK")xll 2 = f<vU(o,v)) 2 dllFuxl/2, 

llKK"U(o,KK")xll 2 :5 j C 2 d//Fuxl/2 = C 2 (11Qxl/2 + f: /(x,v,)/ 2
), 

i=l 

llK K"U(o, K K")x/12 = C 2 (1/Qxll 2 + ll(I - Q)x/12) = C 2
, 

entonces final.mente : 

llxa - x!ll 2 :5 Có sup /U(o, .>.)Jó 
..\E[O,cr~J 

IJxa-x!ll:5ó(C sup /U(o,.>.)I)~ • 
..\e[O,a~J 

y se consigue una estimación para la distancia entre la.s soluciones. 

3. Se quiere estimar la distancia entre la solución para datos exactos y el 
inverso generalizado cuando se cuenta con información apriori : 

llxa - J<+yll 2 = llU(<>, K" K)K"y - K+y112, 

con el uso de la información apriori - K+y E R((K• K)u), 3v > O-: 

J/x0 - K+y/12 = IJU(o,K" K)K"K(K" K)uz - (K"K)uz/12, 

por el cálculo operacional : 

REGULARIZACION 

ESTA 
SALtR 

79 

nf'I ~mtr 
E'?.i.FHEGA 



por la condición para la cota w : 

por tanto la función w acota el estimado: 

4. Ahora se puede calcular el error total para el estimador x! del inverso 
generalizado -K+y-: 

llK+y - x~ll :S w(o, v) + 6(C sup IU(<>, >.)l)t. 
-' 

5. Por tanto el parámetro de regulariznc!óa debe escogerse de tal forma que: 

62 sup IU(o, >.)I - O • 
..\e(o,o-~J 6-o 

Para la regularización de Tijonov se tiene que su norma: es: 

entonces el supremo es: 

1 
IU(o, >-)1=1

0 
+ >. I' 

sup IU(<>, >-)1 = .!., 
..\E(O,o~J Q 

luego la estimación aswne la forma: 

{j 
llx~ - K+yll :S w(a,' 1 + fo; 

pero además la condición para la función w es: 

(7.6) 

y finahnente se acota de la forma siguiente. dependiendo del parámetro v : 
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8. APENDICE 2 

8,1 SCATTEBING INVERSO EN EL TIEMPO 

Se resalta la eficiencia del método de Scattering inverso cuando éste se plantea en 
el dominio del tiempo y se usa en conjunción con el método de propagación de 
singularidades. Para ello se estudia: 

l. La función de Riemann que con sustento causal permite describir 
la solución del problema hiperbólico (8.1), como propagación de los 
datos iniciales en el espacio-tiempo. 

2. La función de influencia no-causal con que se obtiene la solución 
del problema hiperbólico (8.1) convolucionando los datos de frontera. 

3. La· transformada Povzner-Levitan que permite pasar de los datos 
de frontera a los datos iniciales y recfprocarnente con la inversa. 

8.1.1 LA FUNCION DE RIEMANN 

Sea el problema de contorno hiperbólico: 

ü- u" +qu 
(-u' +hu) (0, t) 
u(x,O) 
ú(x,O) 

=O 
=O 
= ua(x) 
=iio(x), 

X E m.+, 
he JR. 

t E lR. 

(8.1) 

donde se indica con las primas la derivada con respecto a la 1 ~ variable y con los 
puntos la derivada con resp&:to a la segunda. 

Los frentes de onda en óptica geométrica son la.s curvas de nivel S (x, t) =cte de 
la.s soluciones S (.r, t) de la ecuación eiconal ('V'S)2 = r¡2 • Considérese la sucesión de 
distribuciones (P.i).i con argumentos en los frentes de onda y sujeta a las relaciones 
de recurrencia: 

PJ = P,_,, j 2:: 1, (8.2) 

la solución del problema (8.1) se representa por la serie formal: 
~ 

u =L VjPj (S). (8.3) 
J=O 

que al sustituir en la ecuación diferencial (8.1), produce las relaciones entre las 
sucesiones de los coeficientes del desarrollo (v;).i y las de las distribuciones (P,)1 : 

o= (-2v¡s' + 2;,,s + (s - s") v,) p,_,+ 
+ (-vJ'-1 + ii;-1 + qvj-1) Pj-1 + Vj ( 5 2 - s 12) PJ'' 

(8.4) 
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por tanto se halla la ecuación característica: 

8 2 -s.-z =o, 
y la de transporte, donde se astunc que v_ 1 =O: 

2 . s· 2 'S' (s·· s") " .. Vj - vj + - Vj = vj-1 - Vj-1 - QVj-lt j;::: o. 

En el caso unidimensional el frente de onda tiene la forma: 

S(x,t) = t-f(x) = cte, 

luego la de la ecuación característica será: 

5 2 - S" = 1 - ( - f'¡2 = O, 

resultando la eiconal con T/ = 1 : 

(f')2 = 1, 

para x;:: O, se asume que/'= +1 y en consecuencia: 

f(x) = x +etc, 

si se absorbe la constante en el origen del tiempo, el frente de onda queda: 

S(x,t)=t-x, 

y al final la ecuación de transporte resulta: 

2vj = vQ - qvo = -q, 

8.1.2 FUNCION DE INFLUENCIA CAUSAL 

Se denotará por G (x, t) la solución del problema de contorno hiperbólico: 

G-G"+qG 
(-G'+hG)(O,t) 
G(x,o-) 

=O 
= ó'(t) 
=O, 

(8.5) 

(8.6) 

(8.7) 

(8.8) 

(8.9) 

(8.10) 

(8.11) 

(8.12) 

(8.13) 

donde 6' (t) es la carga impulsiva en x = O. Se expresa la solución por la serie 
formal: 

G(x,t) = 'f:,v,Pj (S) = voPo + 'f:,v,P, (S), (8.14) 
o 1 

y con S = t - x, de la condición de contorno resulta: 

G' (x, t) = Pó + f; vjP, (S) + f; v,PJ (S) 
1 1 

= Pó + f: vjP.; (S) - v,P,_, (S), 
1 . 

(8.15)_ 

por tanto debe escogerse: 
Pó (S)l~=o = -6' (t), (8.16) 
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entonces la función de influencia causal finalmente quedará: 

donde: 

G (x,t) = /5 (t - x) + Ev;P; (S) 
1 

= /5 (t - x) - K (x, t), 

-K (x, t) =E v;P; (t - x) 
1 

= v 1 H (t - x) + f: v:; <•-~l' H (t - x) 
2 J 

(8.17) 

(8.18) 

y se ha logrado expandir a G como onda progresiva. concentrada más la sombra 
K(x,t). 

Para la sombra cerca de la característica t = x y por arriba t - x+, se obtiene: 

K (x,x+) = -v1 (x) H (t - x) - Ev; «-:;f1' H (t - x)I 
2 t=z+ 

= -v1 (x) 

y de la ecuación de transporte para j = 1: 

2v~ = -q(x), 

resulta la relación entre la sombra causal y el potencial: 

K (x, x+) = ~ J q (x') dx' +cte. 
o 

Se calcula la constante de la. condición de contorno para j = 1 : 

por tanto: 

-vó (0) +V¡ (O) + hvo (0) = 0 - h = -v¡ (0) , 

K(x,x+) 

K(o,o+¡ 

= ~ f q (x') dx' + h, 
o 

= h, 

de la condición de quietud- G (x, t < O) = 0-, se obtiene: 

15 (t - x) - K (x, t < O) =O, x ;=::: O, t <O, 

que es la correspondiente condición de quietud para la sombra: 

K(x,t <O)= O. 

(8.19) 

(8.20) 

(8.21) 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

Se tiene definida la función de influencia causal en el cono: {x ~O, t ~ x}, 
ahora se simetriza definiendo la función de Riemann en los dos conos: 

{x ;=:::O, t ;=::: x}, {x ;=::: O, t :5 -x} , 

como: 
R(x, t) = G(x, t) + G (x, -t), 

luego su expansión como onda viajera será: 

R(x,t) = 15(x -t) +15(x+t)-K(x,ltll, 

donde se observa que R es simétrica en el tiempo: 

R(x,t) = R(x, -t), 

SCATTERING INVERSO EN EL TIEMPO 

(8.25) 
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además como la función de influencia causal G satisface la ecuación hiperbólica: 

D~G =0, 

la cual es invariante por inversión del tiempo, entonces R también la satisface: 

D~R =O, 

en cuanto a la condición de contorno, por ser independiente del tiempo es invari
ante por inversión del tiempo, luego R también comparte esta invarianza: 

(-R: + hR) (O, t) =O. 

así Inismo, para la condición inicial de la velocidad: 

R(x,t) = 6' (t - x) + 6'(t +x) -k(x, !ti), 

en t = O se logra: 

R(x,O) = -6'(x) +6' (+x)-k(x,0) =O, 

en tanto para la condición irúcial de la posición se llega a: 

R(x,O) = 6(-x) + 6(+x) - K (x,O) = 26(x), 

y para origenes del espacio y del tiempo arbitrarios: 

R(.r,to)=O, 
R (x, to) = 26 (x - xo), 

por tanto en forma equivalente podemos definir la función de ruemann como la 
solución del problema de contorno hiperbólico con condiciones de Cauchy: 

o;R = 0, x E JR+, t E Dl. 
(-R' + hR) (O,t) =O, h E IR 
R (x, to; xo, to) = 26 (x - xo) 
k (x, to; xo. to) = O, 

luego, en tanto función de x es una aplicación de orden C'" a valor distribución 
con soporte compacto del tipo: 

IR X JR+ X IR _!!_.. 
(t, xo, to) 

E:'(m+) 
R (., t; xo,to), 

como función de t también es de orden C"" y a valor distribución del tipo: 

IR X m.+ X IR _!!_. 
(x,xo, to) 

V' (IR+) 
R (.r, ·; xo,lo). 

En general para el problema de contorno lúperbólico con condiciones iniciales: 

D~u = ü - u" + qu 
(-u' +hu) (O, t) 
u (.r,O) 
ü(x,O) 

=0 
=0 
= uo (:r) 
= Vo (.r), 

X E JR.+, 
hEDl 

t E IR 

se concibe a la función de Riemann como un semigrupo propagador de las condi
ciones iniciales en el espacio-tiempo: 

( ~~~:g) = (ncx,t;xo,to), ( ~~~:~? ) ) = J dxon(x,t;xo,to)-( ~~~:~? ) , 
o 
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por tanto la solución se expresa por: 

u (:r, t) = l dxo ( R (x, t; :ro, to).¡ R (x, t; :ro, t') dt') ( ~~ ~~~~ ) . (8.26) 

8.1.3 LA FUNCION NO-CAUSAL 

Se define la función de influencia no--causal Gi., con soporte en el cono entre las 
dos características, a través de su expansión como onda viajera: 

G 1 (x, t) = ti (x - t) +ti (x + t) + Ki (x, t), \t\ :5 x E JR+, 

con condiciones de contorno: 

(-G~ + hG1) (O,t) =O 
G1 (O, t) = 2ti (t), 

para que G 1 satisfaga la ecuación hiperbólica se requiere: 

D~Kt (x,t) = -q(ó (x - t) + ti(x + t)), 

(8.27) 

la condición de frontera de tipo Dirichlet no homogénea de G 1 se convierte -para 
la sombra.- en: 

G 1 (O, t) = 2ti (t) 
= ti(-t) +ti(+t) +K1 (O,t), 

la. cual es la condición Dirichlet homogénea: 

K1 (O,t) =O, 

de la condición de frontera de tipo Robin para G1: 

O = (-G~ + hG1) (O,t) 
= -ti' (-t) - ti' (t) - Kí (O, t) + hK, (O, t) + 2M (t), 

resulta la condición de frontera Neumann no-homogénea: 

Kí (O, t) = 2M (t). 

La sombra tiene discontinuidades sobre las características t = ±x, en tanto 
que en el interior del cono no-causal: {\ti S x}, satisface la ecuación homogénea: 

D~Kt (x,t) =O, \t\ < x, 

sobre la característica x = +t, puede representarse la sombra. de la forma: 

K1 (x, t) = H (x - t) Ko (x, t), 

entonces: 
= -q (ó (x - t) +ti (x + t)) 

= -26 (.ko + Kó) + H (D~Ko), 
por tanto: 

D~Ko =O, 
2{.ko+Kó) =q, 
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en el limite por la.izquierda x - t- de la caracter/stica x =+t. se tiene: 

k +K'I _ dKo(x,x-) _ .! ( ) 
o o :z:=t- - dx - 2q .r • 

lográndose la ralación entre la sombra nc:rcausal y el potencial: 

Ki (x,.r-) = ~ J q (x') d.r' + cte, 
o 

la constante se puede determinar de la condición de frontera Neu.rnann de la som
bra: 

Kí 
Kí (O, t) 

= (HKo)' 
= .S(t) Ko(O,t) 

= .S(x- t)Ko + H(x- t)Kó 
= 2M(t), 

luego en el sentido de distribuciones: 

Ko (O, O) = 2h = Ki (O, O) = cte; 

en la característica inferior se obtienen resultados similares que conducen a la 
simetría en t, tanto de la sombra como de la función de influencia no-causal: 

K 1 (x, t) = K 1 (x, -t), 
G1 (x, t) = G, (x, -t). 

8.1.4 TRANSFORMADA POVZNER-LEVITAN 

(8.28) 

Se aplican las funciones de influencia para establecer las transformadas Povzner
Levitan directa e inversa que convierten la condición de frontera definida en el eje 
vertical, en la condición inicial definida en el eje horizontal y lo reciproco para Ja 
inversa. 

TRANSFORMADA INVERSA 

Considérese el problema de contorno hiperbólico con datos de Cauchy: 

D~u = 0 
(-u'+hu)(O,t) =0 
u (.r,0) = uo (x, >.) 
u(x,O)=O. 

x e JR+, t e JR, 
h E JR, 

>. E IR., 

se separan las variables: 

U (x, t) = UQ (x, >.) COS ,/Xt, UQ E c~+l (JR+), 

donde uo es la función propia del problema de contorno: 
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u(J - quo = -..\tto, X E .JR.+, ..\ E JR. 
uo (O,>.) = 1, 
u!, (O,>.)= h. 

(8.29) 

(8.30) 

(8.31) 
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y el coseno, la función propia del problema auxiliar "libre" de dispersión: 

así que: 

y"= -Ay, 
y(O,>.) =l. 
y' (O,.>.) = O; 

u (x, O) = uo (x, .>.) 
u (O, t) = cos v'Xt, 

al propagar los datos iniciales se obtiene: 

u(x,t) = 1 dxoR(x,t;xo,O)u(xo.O), 
o 

entonces para la condición de contorno queda: 

u (O, t) = J dxoR(O, t; xo,O) u (xo.O) 
o 

= J dxo (6 (t - xa) + 6 (t + xo) - K (xo, t)) u (:ro.O) 
o 

=u (t, O) - J dxaK (xo, t) u (xo.O) 
o 

y en notación de operadores: 

u(O,t) = (I+K)u(t,O). 

Se aplica al problema (8.33) : 

cos ../Xt = (I + K) uo (t, >.) 

= uo (t, -") - J dxoK (xo, t) uo (xo, -"l. 
o 

TRANSFORMADA DIRECTA 

(8.32) 

(8.33) 

(8.34) 

Al considerar ahora la función de in8uencia no-causal G 1 (x, t) convolucionada con 
la condición de frontera, se logra: 

u (x, t) = ~G1 (x, t) • u (O, t) 

- +Joo T G1 (z,t) U (O t') dt' 
- -oo +t 2 ' 

=:[a, ( z;•-t') u (O, t') dt', 

se evalua en el origen del tiempo: 

u(x,O) zc,(z:i-")u(O,t')dt' 

= J: Ga <;·t') u (0, t') dt' 

+z 
= f G, (x,t)u(O,t')dt' 

-% 
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y se usa la expansión en onda viajera y sombra (S.27) : 

+z 
u(x,O) = J (ó(x-t')+ó(x+t')+K1 (x,t'))u(O,t')dt' 

o 
+= 

=u (O, x) + f Ki(x, t') u (O, t') dt', 
o 

se aplica al problema de contorno dado en (8.33): 

+z 

uo (x, A) = cos ../Xx + J K, (x, t') cos ,/Át'dt' 
o 

y en símbolo de operadores: 

u 0 (x, A)= (I + Ki) cos ../Xx. 

8.1.5 ECUACION GELFAND-LEVITAN NO-LINEAL 

Se usa la transformada Povzner-Levitan inversa aplicad.a a la función de ruemann 
desplazada, para obtener la ecuación Gelfand-Levitan ncrlineal. 

En X = o, se realiza el translado de la función de ruema.nn en un intervalo 
determinado ±T y se define: 

donde: 

R (xo, t) 
R(xo,t;T) 
R(O, t; T) 

= R(O, t; x 0 , O) 
= tR(xo,t - T) + ~R(x0 , t + T) 
= 2R (O, t - T) + ~R (O, t + T) 
=ó(t -T) +ó(t +T) + F(t,T), 

F (t, T) = -~K (O, lt -TI) - ~K (O, lt +TI) 

y se observa la simetría de F con respecto a los argumentos (t, T). 
Si se denota por: 

f(t) = -K(O,¡tl), 

entonces: 
F (t, T) = ~ f (t - T) + ~ f (t + T) . 

En el intervalo- O < t < T-, la transformada (8.34) produce: 

donde: 

R(O,t;T) = (I+K)R(t,O;T) 

= R(t,O;T) -Í K(x',t)R(x',O;T)dx', 
o 

R(t,O;T) = tR(t,-T) + ~R(t,+T) 
= 2ó(t-T) + ~ó(t+T)- ~K(t,¡-TI)+ 
+~ó (t - T) + ~ó (t + T) - ~K (t, ¡TI) 
= ó (t - T) + ó (t + T) - K (t, T) 
= -K(t,T). 

(8.35) 
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De otra parte en la integral se tiene: O < x :S t < T 

-Í K(x',t)R(x',O;T)dx' = Í K(x',t)K(x',T)dx', 
o o 

y según la definición en O < t < T: 

R(O,t;T) = 6 (t -T) + 6(t +T) + F(t,T) 
= F(t,T), 

por tanto la transformada Povzner-Levitan inversa produce la ecuación Gelfand
Levitan ncrlineal: 

F(t,T) = -K(t,T) + Í K(x',t)K(x',T)dx', 
o 

(8.36) 

ésta puede simetrizarse teniendo en cuenta que F (t, T) es simétrica en sus argu
mentos y que el soporte de la sombra K (x, t) está en el cono causal superior, o 
sea que: 

K(x,t) EO, si O :S t :S x, 

su forma simétrica es: 

tAT 

F(t, T) = -K (t,T) - K(T,t) + f K(:r',t) K (x', T) dx'. 
o 

8.1.6 TEOREMA DE GELFAND-LEVITAN 

Se estudia la determ..inación de W1 operador de Sturm-Liouville a partir de su 
función espectral. 

Considérese la. función: 
u: IR -- IR, 

que satisface las tres condiciones siguientes: 

a) la función es monocreciente, 
b) se cumple la relación de Pa.rseva.l, en el sentido de: si g es 

cuadrado integrable en el semieje, con soporte compacto y con trans
formada de Fourier coseno 9c talque: 

+~ 

/ jg<j 2 drr (..\) =O= g (t) =O, c.d .. 

-~ 

e) Se descompone c:r en Ja forma: 

( { 
p(..\); 

u ..\) = p(..\) + ~v'X; (8.37) 
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y se define la función: 

F (t, O) = +f= cos ,/Xtdp (>.) E H~-;1 • 1 (JR+) 

F(O.O) = -h, 

con existencia acotada en cada intervalo acotado y con m+ 1 derivadas locahnente 
integrables en el semieje. 

Resulta que las tres condiciones a), b) y e), son necesarias y suficientes para 
que a sea la función espectral del problema de contorno en el semieje: 

-t/J" + q (x) t/J = ->.t/J; 
(t/J' + hl/J) (O,>.) =O 

DEMOSTRACION 

O:Sx<oo 
h E .IR 
q E H;:'.;~ (JR+). 

Dado que la suficiencia de la condición resuelve el problema inverso, ésta se expone 
exhaustivamente. 

Sea a la función que satisface las tres condiciones a), b), y e). Para iniciar se 
forma el núcleo: 

F(t,T) = ¡=cos../Xtcos../XTdp(>.), 

-= 

se anal.iza la ecuación Gelfand-Levitan lineal : 

(I+F)K. = -F, O ST< t, 

para ello se considera la ecuación integral homogénea asociada: 

(l + F) K. = O, O S T < t, 

y se supone que existe alguna solución de ella distinta de la trivial: 

3g oF O,/ (I + F) g = O, O S T < t, 

se forma el producto: 

(g, (I + F)g) 

y se sustituye la ecuación Gelfand-Levitan no-lineal (8.36): 

(g,(I+F)g) = 

= Íg2 (T)dT 
o 

= Íg2 (T)dT 
o 

f g 2 (T) dT + Í dtÍ dTg(t)g (T) F(t,T} 
o o o 
+ ÍdtÍ dTg (t)g (T) · 

· (-K

0
(t, T) - K (T,t) + '[T K (x',t)K (x',T) dx') 

- Í dtÍ dTg (t)g (T} K + Ídt Í dTg(t) g (T} K+ 
o o o o 

+ Í dt Í crTg (t) g (T) t¡T K (x', t) K (x', T) dx'. 
o o o 

(8.38) 

(8.39) 
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Pero de otro lado: 

Í (g(x')-Í K(x',t)g(t)dt)
2 

dx' = 
O z' 

Ídx'g2 -Í dx'2g j dtK(x',t)g(t) + 
O O z' 

+ j dx' j dtK (x', t) g (t) j dt' K (x', t') g (t') 
O O z' 

= jdx'g2 + j dtÍdTg(t)g (T) (-K(t,T)) 
o o o 

+ÍdT jdtg(T)g(t) (-K(T,t)) 
o o 

+ j dt j dt' tJt' K (x', t) K (x', t') dx', 
o o o 

por tanto: 

z ( z )2 
j g(x')-jK(x',t)g(t)dt dx'=(g,(I+F)g), 
O z' 

así que: 

(g,(I+ F)g) =O<* g(x') - j K(x',t)g(t)dt =O =g =O, 

z' 

en donde se ha usado la causalidad, en el sentido de que la sombra. K sea nula en 
el cono no-causal {!ti < x}: 

K (x, t) =O, O ::S: x' ::S: t ::S: x. 

Otra forma es: 

=> 

o 
o 

= (I+ F)g 
2 ' = g (T) + g (T) f dsF (s, T) g (s) 

o 
t 2 t t 

= f dTg(T) + f dTg(T) f dsF(s, T)g(s), 
o o o 

que al sustitur el núcleo F (t, T) dado en la ecuación (8.38) : 

t t t +co 

O= f dTg (T)
2 + f dTg (T) f dsg (s) f dp (..\) cos v'Xscos v'XT 

o o o -oo 

y al emplear la descomposición dada en la condición b): 

O = j dTg (T) 2 + 
o 

+ Í dTg (T) Í dsg (s) +f~ d<7 (..\) · 
o o -oo 

· ( cos v'Xs cos v'XT - J: d ( ~ v'X) cos v'Xs cos v'XT) 

= Í dTg(T) 2 + j dTg(T) j dsg(s) li(s -T) + 
o o o 
t t +co 

+ J dTg (T) J dsg (s) J d<7 (..\) cos v'Xs cos v'XT, 
o o -oo 
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se logra el resulta.do -de acuerdo con la misma condición b)-: 

O =_¿~da(..\)([¡º (..\))2 =>- g (t) =O, c.d. 

luego la ecuación Gelfand-Levitan lineal (8.39) tiene solución única Ka para cada 
t fijo. As! mismo, dado que en las ecuaciones integrales de Volterra la solución 
tiene el mismo orden de d.iferenciabilidad que el núcleo y la inhomogeneidad, Jos 
cuales en el caso presente poseen derivadas continuas hasta del orden m + 1; se 
concluye que K. posee también orden de diferenciabilidad 171 + l. 

Si se toma la transformada de Fourier del problema: 

-w" + q (x) w = -..\lb; 
(w' + h..P) (O,..\)= O 

O:S"x<oo 
h E IR 
q E n;::;; (JR+), 

se obtiene el problenia de contorno hiperbólico con datos iniciales: 

D~u=O 
(-u'+ hu) (O, t) =O 
u (x, O) = ua (x, ..\) 
ü(x,O) =O, 

entonces resulta el problema hiperbólico: 

o:u = ü - u" + qu = O 
(-u'+ hu) (O, t) =O 

X E IR+,t E IR, 
h E IR, 
..\E IR, 

X E .JR+, 
h E IR, 

t E IR 

se usa el mótodo de propagación de singularidades para obtener: 

K(x,x+) = ~jq(x')dx'+h, 
o 

K(O,o+)=h, 

según lo cual el potencial se determina por la derivada de la sombra: 

q(x) = 2 dK(x,x+) 
dx 

y el potencial posee orden de difcrenciabilidad 1n, as! que: 

mientras que el núcleo y la sombra en el origen resultan el uno el opuesto del otro: 

F(O,O) = -K (0,0) = -h, 

luego en conclusión, se ha determinado el operador de Schrlldinger en el problema: 
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-,¡," + q (x) lb = -.>.w; 
(..P' + hw) (O,..\)= O 

O:S'x<oo 
h E IR . 
q E H,;::;~ (IR+). 
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NECESIDAD DE LAS TRES CONDICIONES 
Con el propósito de completar la demostración del Teorema de Gelfand-Levitan, 
se esboza la necesidad de las tres condiciones a), b) y e). 

Sea el problema de contorno del operador de SchrOd.inger: 

-,¡," +q(x),P = ->.,P; 
(.P' + h,P) (O,>.)= O 

os;x<oo 
h E lR 
q e HL!;~ (JR+), 

se plantea el mismo problema para cada intervalo finito, complementado con la 
condición de contorno en cada extremo: 

(-,P' + hb1/.>) (b, >.) = 0 hb E JR, X E [0, b) ; 

la solución del cual determina la sucesión de valores propios (>.nb)n• la de las 
funciones propias (t.bnb)n = (1/.J (x, >.nb))n y las constantes de normalización: 

1 
Dnb = ll,¡,nbll2' 

se define la función monocreciente: 

; >.<o 

;>.=O 
;>. >0 

y se obtiene una fantllia (ub)b de funciones de variación acotada, uniformemente 
acotadas; y de acuerdo con el Teorema de selección de Helly, se extrae la subsuce
sión (obk, ), convergente, cuyo límite también es una función de variación acotada: 

(7 (.X) = .~~ O'bk, (.X) . 

Para cada función de cuadrado integrable en [O, b] se define la transformada de 
Fourier generalizada: 

j (.X) = (f (x), ,¡, (x, >.))dz = f f (x) 1/.> (x, >.) dx, / E L 2 [O, b] , 
o 

puede demostrarse la igualdad de Parseval: 

11/ (x) ll~z = lli (>.) 11:, 
establecer el Teorema de Expansión -con convergencia absoluta y uniforme en cada 
intervalo finito de x-: 

+= -
/(x) = J /(>.),P(x,>.)da(.X), 

-= 
se define entonces la frunilia espectral de proyectores: 

E (.X)/ (x) = J j (.X) ,P (x, >.) du (>.), 
-= 

luego se sustituye la transformada de Fourier: 

E(>.)/ (x) = )=da(>.) ({ / (x') ,P (x', .X) dx') ,P (x, .X) 
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y dado que el proyector en oo es la identidad: 

E (oo) f (x) = I f (x) = f (x) 

se obtiene la resolución de la identidad para el operador de SchrlXlinger consider
ado: 

6 (x - x') = I ,¡, (x, .>.) ,¡, (x', .>.)da(.>.) . 

Si se aplica la transformada de Fourier al problema: 

-,P" + q (x) ,¡, = -.>.t/J; 
(t/J' + ht/J) (O,.>.)= O 

0:5x<oo 
h E IR 
q E HL~: (JR+). 

resulta. el problema de contorno: 

D~u=O 
(-u!+ hu) (O,t) =O 
u(x,O) = t/J(.ro,.>.) 
ü(x,0)=0, 

X E JR+,t E JR., 
h E IR, 
). E JR, 

cuya solución en términos del propagador de ruemann es -de acuerdo con - (8.26) 
-: 

u (x, t) = J dxoR (x, t; xo, O) t/J (xo, .>.), 
o 

entonces: 
+oo 

+= = J da(.>.) t/J (y,.>.). 
J.,., da(.>.),¡, (y,.>.) u (x, t) -oo 

· J dxoR (x, t; xo •• O) t/J (xo, .>.) 
o 

= j dxo +T da C.>.>"' (y,.>.¡. 
o -oo 

·t/J (xo, ..>.) R (x, t; xo, O) 

y al usar la resolución de la identidad: 

+= J da(.>.) t/J (y,.>.) u (x, t) = J dxo6 (xo - y) R(x, t; xo,O) 
o -= 

= R(x,t;y,O) 

y con la separación de variables: 

u (x, t) = t/J (x, .>.) cos v'>.t, t/J E c~+1 (JR+), 
t/J" - qt/J = -.>.t/J, X E JR+ • .>. E IR 
t/J (O,.>.)= 1, 
,¡,'(O,.>.)= h. 

y"= -)t.y, 
y (O,.>.)= 1, 
y' (O,.>.)= O; 

se logra la siguiente representación de la función de ruemann: 

R(x,t;y,O) = I da(.>.)t/J(y,.>.)t/J(x,.>.)cosv'>.t 

+= 
R (x, t; y, to) = J.,., da(.>.),¡, (y,.>.) t/J (x, .>.) cos v'>. (t - to), 
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luego. se evalua en el origen: 

R (O, t; O, O) = I dcr (.X) cos v'>.t. 

Posteriormente, de la notación para el opuesto de la sombra en el origen (8.35) 

f (t) = -K (O, !ti), 

de la expansión de la función de Rleman.n como onda viajera y sombra (8.25): 

R(x,t) = é(x - t) +é(x+t) -K(x, ¡ti) 

y de la. conocida. propiedad de la delta de Dirac, para la resolución de la identidad 
del operador libre de dispersión: 

8(t) =-/; I dv'>.cosv'>.t, 

se tiene: 
f (t) = R (O, t; O, O) - 28 (t); 

y al apelar a la descomposición de la función espectral dada en (8.37} : 

{ 
p(.X); 

cr (.X)= p (.X)+~../).; 

se logra la relación: 

+~ +~ 

f (t) = J= dcr (.X) cos v'>.t - * J~ d../).cos v'>.t 

+= 
= J dp (.X) cos v'>.t, 

-= 
luego esta relación para el núcleo se convierte en: 

F(t,T) = ~f(t-T) + ~f(t+T) 
+= ) = J= dp (.X) ( cos ../). (t - T) + cos ../). (t + T) 

+= 
= J= dp(.X)cosv'>.tcos../).T. 

entonces, fi.11ahnente resulta la representación buscada para el núcleo evaluado en 
el origen: 

+= 
F (t, O) = J= dp (.X) cos ..f>.t. 
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9. APENDICE 3 

9.1 METQDO DE MARCHENKO 

Se considera un problema de valores propios para el operador de Schrtxlinger en 
el eje real con condiciones asintóticas, se definen las soluciones y funciones Jost. 
A partir del Wronskiano de estas soluciones Jost, se introducen los coeficientes de 
transmisión y de reflexión. 

Se encuentran relaciones entre ellos y se deducen algunas de sus propiedades 
analíticas. Se define la matriz de dispersión y se demuestra que uno solo de los 
coeficientes puede detertn.inarla. 

A través de la función de Green se halla la resolución espectral del operador 
de Schrodinger. Se define la transformada espectral y se resalta la relación entre 
la evolución del potencial y la ecuación de Korteweg-de Vries. 

Con fundaJDento en el teorema de Paley-Wiener se introduce la transformada 
Levin, que luego de una translación se convierte en la sombra. Y con un par de 
potenciales se generaliza. 

En este contexto se tiene la posibilidad de deducir la ecuación de l\.larchenko, 
que desempeña un papel esencial en el método de Scattering inverso. Al estruc
turar la resolución de la identidad, la independencia lineal de las soluciones Jost 
y la transformada Levin gcncrnliznda, se infiere la ecuación de ~larchenko. 

9.1.1 SOLUCIONES JOST 

Se estudia la ecuación de Sch.rodinger: 

Lu = (D2 - q) u = -,\u, x E IR, ,\ = k 2 E C , 

se establecen condiciones asintóticas, en lugar de condiciones en el origen: 

u - e±ikz si x - ±oo, 

se usa el método de ,:ariación de paránletros para obtener la solución Jost tP: 

t,!>(x, k) = e+ikz + 1~ senk e:' -x) q (x') t,!>dx'. 
z 

la cual se propaga como onda plana hacia la derecha en la región asintótica donde 
x - +oo. De ella se obtiene la función Jost: 

e (x, k) = "'(:r, k) e-•kz. 

luego, la función Jost se representa por: 

e = 1 + 100 

senk (x' - x) qid.%' 
z k 

APENDICE 3 97 



y se comprueba que satisface la ecuación diferencial: 

i" + 2iki' - qi = O, 

con las condiciones asintóticas: 

f(x,k) 1 
si x - +oo. 

e' (x,k) o 
Si se trata a qi como fuente en la ecuación diferencial, puede obtenerse la 

representación: 

e(x, k) 1 + (F+ •e) (x) 
1 + Ízoo q (x') ee-2•.lr~1.¡z'>-tdx' 
1 + Í:oo q (x') ee-1.k(=-z') •• m.k(:-z') dx'. 

Resultados análogos se consiguen para una onda plana hacia la izquierda en la 
región asintótica x - -oo, que dan lugar a la soluci6n Jost <I> y la función Jost r: 

r(x,k) = 1'(.r,k)e+•kz. 

9.1.2 COEFICIENTES DE S 

Resulta que cuando k E IR\ {O}, las soluciones Jost <P y t/J son linealmente inde
pendientes y constituyen una ba.se para el espacio de soluciones del problema de 
Schrodinger. 

Entonces puede escribirse el complejo conjugado de cada una de ellas como 
combinación lineal de las soluciones Jost: 

o bien 

o bien T,P = 1j; + R+•/J, 

donde los coeficientes se definen a partir del \Vronskiano de las soluciones Jost: 

t (k) = iv(q,, .Pl 
+ 2ik . 

Posteriormente se deducen algunas relaciones entre los coeficientes: 

t+ = t_ = t, 

y del \Vronskiano para la solución Jost izquierda y su conjugada compleja: 

W(.;>,~) = 2ik. 

se halla otra relación entre coeficientes, dad.a por: 

98 APENDICE 3 



luego se encuentra t8.lilbién que: 

t(k) = t(-k), 

T± (k) = T± (-k). 

Análoga.mente, redefiniendo los coeficientes como coeficientes de transnüsión T y 
de reftexión R: 

T= 1. 
D. -& 

4L-±; - t' 

pueden reescribirse las relaciones entre coeficientes como: 

ITl2 + IR±l2 

R_'f'+R+T 
T(k) 
%(k) 

=1 
=0 
=T(-k) 
= 14(-k). 

Si se hace uso de las representaciones integrales para las funciones Jost: 

l= 1 + F+ •e 
pueden hallarse las repre:;entaciones correspondientes para el coeficiente de trans
misión: 

y el de reflexión: 

t=-Tl =1-.,1k/_~ q(x')l±(x',k)dx' 
-t -oo 

14 = ....!_ ¡_~ q (x') e"' (x' k) e"'2 ib' dx' 
T 2ik -oo ' ' 

estas resultan indispensables para estudiar los comportamientos asintóti 
cos de los coeficientes. 

Estos coeficientes, a su vez constituyen las entradas de la llrunada Matriz de 
Dispersión, siempre que el potencio.! sea de primer orden de crecimiento - q e 
LI (JR), k E IR - {O} -en el sentido de: 

J., (1 + lxl~) lql dx < oo, con m <!O. 

o bien de segundo orden de crecimiento -q E L~ (Dl.) -, donde se requiere la ·con
tinuidad en k = O-. 
Esta matriz se define por: 

S(k) = ( ~ 
se sabe además que cuando el potencial es de orden de crechn..iento nulo -q E Ll, (.Dl.) 
- es posible entonces, extender la función coeficiente t+ (k) al semiplano superior 
complejo con la exclusión del origen: C+ - {O}. · 

Porque la función coeficiente t( k) es analítica en el sentlplano superior per
forado en el origen: C + - {O}, sus ceros son aislados y no pueden estar ubicados 
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en el eje real, con la única posible excepción del origen k =O. Por truito sus ceros 
están en el serniplano superior I71lk > O y además, es posible establecer que el co
eficiente t (k) tiene como máximo un número finito de ceros y que están acotados 
superior e inferiormente. En consecuencia se tiene que: 

. /lt.V /12 D-' 
t (ikj) = - ir_ Cik;) = - ;e: ,-, O. 

En resUIUen, el coeficiente t (k) tiene en los puntos ik,;, sobre el seitl.Íeje imaginario 
positivo, sus ceros simples. Entonces el coeficiente de transmisión T también tiene 
allí sus polos simples y en ntlmero finito. 

9.1.3 LA MATRIZ DE DISPERSION S 

Puede probarse que la matriz de dispersión tiene solo un coeficiente independiente 
y que el conochn..iento de uno de los coeficientes determina toda Ja matriz. 

Supóngase que se conoce el coeficiente de reflexión R+. Juego de la relación: 

/T/ 2 + IR~f = 1 

se halla el módulo del coeficiente de transmisión ITJ. Posteriormente al hacer uso 
de las relaciones Kramer-KrOnig o relaciones de dispersión, es posible encontrar el 
argumento del coeficiente de transmisión - arg T -, a través de Ja fórmula: 

N 
arg T(k) = 2¿arctan k; -.!.j__~ log}T"(x)ldk', 

l k 7r -oo k - k 

a continuación de Ja relación: 

R-T + J4T =O, 

puede encontrarse el coeficiente de reflexión izquierdo: 

R_ = _R:':.T 
T 

y con ello se habrá determinado toda la. matriz S. 
Un corolario que se obtiene de inrnecilato es el conocido Teorema de Lcvin.son, 

acerca del ntinlero de los estados ligados o ntlmcro de valores propios N: 

arg T (o+) - arg T (o-) = 2Ntr. 

9.1.4 LA RESOLUCION DE LA IDENTIDAD 
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Si el potencial q es de primer orden de crecizn.ient~ Lf (Dl) - y L es un operador 
lineal, simétrico, definido en un subespacio denso en un espacio de Hilbert, el 
operador tiene entonces una única clausura y ésta no varia su operador adjunto: 

DL 
< Lu,v > 

(L)" 

y 
< u,Lv > 

L". 

Si G (x. x'; ..\) denota la función de Green para el operador: 

(-LJ.. G = (L +)o.I)G = 6(x- x'), 

ésta resulta ser: 

{ 

.w(x,k)<t>(t',k) 
' 2kt(k) 

G(x,x';k) = 
.</> (x, k) ,¡_, (:r', k) 
' 2kt(k) 

x' $x 

x' ~ x, 

con k E C + \ {O} y t (k) # O. 
Entonces puede inferirse la resolución de la identidad para el operador L : 

1 ¡_~ N 
6 (x - x') = 

4
rr _ t;~dk + L D+;W;; (x) w;; (x'), 

oc j=l 

con la notación: 
t;T = (<f>/t, ,¡_,/t) · 

9.1.5 EL PROBLEMA ISOESPECTRAL 

Si el potencial q en la ecuación de SchrOd.inger evoluciona de acuerdo con al
gún paránietro como el tiempo t. ?'Bajo qué condiciones los valores propios per
manecen invariantes o integrales del movimiento?. 

Resulta que la condición suficiente y necesaria para que los valores propios 
sean invariantes es que el potencial evolucione como solución de la ecuación de 
Korteweg-de Vries: 

..\= O ~i.¡ -Gqq' + q'" = O. 

Se estudia a continuación la evolución de los datos de dispersión y se halla que: 

t = t(k, O) = cte o bien T(k) = T(k, O) = cte, 

el coeficiente de transmisión permanece constante, en tanto que el de reflexión 
izquierda decae exponencialmente: 

r_ = r_(k,O)e-B•k
3

T o bien R-(k, T) = R._(k,O)e-8 ik
3
r, 

así mismo las constantes de normalización decaen en forma exponential: 

D+;; (r) = D+; (O) e-B<k'r' 

mientras que el de reflexión derecha crece exponencialntente: 

R+ (k,r) = R+ (k,0) e+Bik'r. 
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9.1.6 LA TRANSFORMADA ESPECTRAL 

Cuando se conoce el potencial q puede resolverse el problema de valores propios 
del operador de Schr~d.inger: 

Lu = (D2 
- q (x, t)) u= ->.u, 

que consiste en hallar los valores propios k = ikj, kj > O, j E 1, iV, las constantes 
de normalización D+; = llW;ll-2 

y el coeficiente de reflexión R+{k). El conjunto 
de ellos se llaman datos espectrales y constituyen la. imagen de la transformada 
espectral: 

S± (q (x, t)] = {R± (k), k E IR; D±i• k = ik;, k; > O,j E 1, N}. 

Se dice entonces resuelto el problema directo. 
Por el contrario, en el problema inverso se parte de los datos de dispersión. y 

se halla el potencial q(x, t): 

q(x, t) - S (q (x, t)]. 

El resultado es el esquema: 

Transf. espectral en t = O 
S (q(x,0)] q(x, O) erob DirectQ 

Evolución 
temporal en 
el espacio :x l Evolución temporal 

de los datos de 
dispersión en el espacio k 

q(x, t) 
Prob. Espect. Inv. 
Ecuación de 
1'1archenko 

Transf. espectral en t > O 
S(q(x,t)]. 

9.1.7 LA TRANSFORMADA LEVIN 

Cuando el potencial q es de primer orden de crecimiento- q E L~ (IR)-, para la 
función Jost t, puede establecerse la analiticidad de i - 1 en el semi plano superior 
k E e+ y su integrabilidad cuadrática a lo largo del eje real: 

sup J. l(t - 1) (x. k)I dk, < oo. 
k"1>0 IR 

Por tanto i - 1 es una función de Hardy de orden 2 y del Teorema de Paley
\Viener, este tipo de funciones tienen su representación como transformadas de 
Fourier de alguna función de cuadrado integrable, es decir: 

H 2 ± = (L-, (IR±)) - , 

luego existirá B+(x, y) E L2(.zn+) tal que: 

l - 1 = (B+) - = .l,~ B+ (x, y) e;""dy 

102 APENOICE 3 



y a B+(x,y) se le Ua.xna transformada Levin de la función Jost f(x,k). 
Algunas de sus propiedades son: 

• La continuidad en x E IR en y E JR+, y su anula.miento en y - oo. 

• e (x, k) es una distribución temperada como función de x; en consecuencia 
así son su derivada e' y su transformada de Fourier l' - . Entonces se logra la 
relación: 

"' ·' B 
e (x, y) = ./21i' (x, y). 

• La función ( B' - 2 Í3) (x, y) es absoluta.mente continua en x y y. Por lo 

que la ecuación diferencial para la transformada Levin será: ( 2B' - 2 Í3)' = 
q (x) B (x,y) ,y E JR+. 

• Al definir K (x, y) = B (x, y - x) se encuentra la transformada de Levin para 
la solución Jost ,P y su ecuación diferencial: 

K"- J<-qK=O. y> x. 

relacionada con el potencial a través de: 

q = -2K(x,x)' = -2(K'(x,x)+ k (x,x)) 

y sujeta a la. condición asintótica: 

K(x,y) - O 

K(x,y)-0. 
si y - +oo 

9.1.8 TRANSFORMADA LEVIN "GENERALIZADA" 

Sean ahora dos potenciales: ~ (x); j E "1,2. Considérese 1J;Í como las soluciones 
Jost de los problemas de Schrod.inger: 

,¡r" + (k2 - qJ (x)) ,¡? (x, k) =O, ;j E T,2, 

con las condiciones asintóticas: 

e-ikztJ? (x, k) - 1 si x - OC>. 

Sea K(x, x') solución de la ecuación diferencial: 

K"- .k - (q1 (x) - q 2 (x)) K(x,x') =O; x S x', 

bajo las condiciones: 

K(x,x+) 
K(x,±oo) 
K(x,x') 
K real. 

= K (x,x) 
=K (x,±oo) 
=0 y 
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= ~ f:~ (q' - q2) (y) dy 
=O . 

fz00 K (x,x') eikz' dx' =O; X 00 <X ~x', 
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Resulta entonces que K es la solución única del problema hiperbólico de Gour
sat en el senúplano x' > x. También es el kernel de la representación de una de 
las soluciones Jost en términos de la otra-: 

,µ 1 = ,µ 2 + ¡= K (x, x') ,¡,2 (x', k) dx' 

y a este núcleo se le denomina Transformada Levin Generalizada. 

9.1.9 ECUACION INTEGRAL DE MARCHENKO 

De la resolución de la identidad: 

6 (x - x') = 4
1 ¡_= f.7dk + L D+jt/Jj (x) Wj (x')' eT = (t· !f) 

7T" -oc j 

y de la independencia lineal de las soluciones Jost: 

tP = tfij + r+1/J ó T<P = fij + 14.P, 
se obtiene: 

6 (x - x') = 4 ',. J~ ~ (x, k) + 14, (k) t/J (x, k)) t/J (x', k) dk+ 
+ L:, D+jtPj (x) tPj(x ), 

se escribe primero para j = 2 : 

2~ ¡: dk (fij2 
(x, k) + 14.P2 (x, k)) ,¡,; (x, k)' 

luego para j = 1 y se restan estas expresiones para llegar a: 

¡: ;~ ,¡,2 (x, k) (R! (k) - R¡).p' (x, k) 

N 1 N~ 

= L D!,.PJ (x') .PJ (x) - L D!,.PJ (x) .Pj (x') - K 2 (x, x'); x < x', 
J=l J=l 

con la transformada Levin se sustituye t/J2 en términos de t/J 1 y se logra: 

K 2 (x, x') + J:::'~ ~ltl' (x, k) t/J1 (x', k) (Ri - R~) + 
+ L:j'.=1 D!,.P} (x) 1/J} (x') - L:j,.:, D¡,.pj (x) 1/J) (x') + 
+ fz dx" K 2 (.:r. x") fl (.:r', x") =o. 

ahora se denota: 

n(x,x') f:::°~ ~lt> 1 (x,k) t/J 1 (x',k) (R! -R~) + 
+ L:;-'~1 D~,w; (x) ?Pj (x') - Ef~1 ni,l!J~ (x) 1,!J~ (x'). 

luego: 

K 2 (x, x') + n (x, x') + ¡= dx" K 2 (x, x") n (x', x") =O. 
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Si se hace q 1 = O y q2 = q se consigue: 

O (x,x') =O (x + x') = 1= dk e•k(z+z')R+ (k) + 'Í:D+;e-k,(z+z') 
-oo 2Tr :j=l 

y finalmente se deduce: 

K (x,x') + O(x + x') + ¡ 00 

dx"K (x,x") !l(x + x") =O, x < x', 

que es la ecuación integral de ?i..larchenko para potenciales de segundo orden de 
crecimiento - q E L~(Dl) -. 

En síntesis cuando se conoce la transformada espectral S [q (x, t)] para algún t, 
se determina n (.:r + x') como ntlcleo y término fuente de la ecuación integral. La. 
solución K (x, x') de esta ecuación integral es la sombra. o transformada Levin de 
la solución Jost 1/,1 (x, k). El potencial q, finalmente, se recupera. de la. expresión: 

i ¡= K(x,x) = 2 z q(y)dy 

q (x) = -2K (x, x)'. 
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10. APENDICE 4 

101 EL METODO GELFAND-LE\(!TAN 

Considérese la ecuación de SchrOd.inger en JR+: 

Lu = (D2 - q) u (x, >-) = ->-u (x, >-), x 2: O, 

con una condición de contorno regular en el origen: 

Ra (O) u= u (O,.'-) coso+ u.' (O,>-) sino= O. 

Para cada b E IR.+, con x E [O, b] y la condición R13 (b) = O se resuelve el 
problema de valores propios, donde se detertnina la. colección numerable de ellos
(Anb)n-- · Se define entonces la. función: 

-EDnb; A< O 
>-=O. 

-">º 
y se obtiene una fam.iUa {u&)& de funciones de variación a.cotada, uniformemente 
acotadas. De acuerdo con el Teorema. de selección de Helly, puede extraerse una 
subsucesión convergente cuyo línúte tatnbién es de variación acotada: 

a(>.) = .~~ O"&ki· 

A cada. función f E Lz (O. b} se le hace corresponder "'La T'ra.nsforrnada de 
Fourier Generalizada", definida. por: 

,.. ¡~ 

f (>-) =< f (x), u (x, >-) >:= fo f (x) u (x, >-) dx, (10.1) 

a continuación se deduce la igualdad de Parseval: 

111 <xi 112 =11.r <"'ilC · 
y para cada f e L2 {O, oo}, se puede establecer el Teorema de Expansión: 

¡=,.. 
f (x) = -~ f (>-)u (x, >-)da(>-) 

donde la convergencia es absoluta y uniforme en x en cada intervalo finito. 
Se define entonces la fanúlia espectral de proyectores: 

¡
~ ,.. 

E(.\) f (x) = -= f (>-)u (x, >-) du (>-) 

y se encuentra la función espectral: 

_ { "' :)~u;i O < A < oo 
da(>-)- E;D;6(.'-->-;)d>- -oo<>-<O, 
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con: 
U(>.) 
U1 (>.) 
U2 (>.) 

U1 (>.)2 + U2 (>.)2 

sin C>-/;J0~ sin kx'q(:r')u(x'.>.)dx' 
- coz n + /;: J0

00 cos kx' q (x') u (x', A) d:J:' 

y del Teorema de Expansión, se logra la resolución de la identidad: 

ó (x - x') ........ u,(z)u,~:') lc~ e ') e , ') d>. 
~i IJµ,IJ + o u X,A u :z: ,- w.\L;;iu:. 

J:::C, u (x, >.)u (x', >.) tfq (>.). 

10.1.1 OPERADOR DESPLAZAMIENTO 

Considérese la sucesión de funciones: 

t" 
Zn (t) = n! ; Zo(O) = 1 y Zn(O) =O, n 2: 1, 

y sea el operador lineal D = ~, luego la serie: 

oo oo tn L Zn(t)D(n)(x)f(x) = L -,f(n) (x) = f (x + t) = •-tf (x), 
o o n. 

define un operador desplazamiento generalizado, que en este caso se reduce a la 
translación por t; sin embargo, en el caso general convierte una función f(x), en 
otra de dos variables u(x, t). 

u(x,t) = T(x,t)f(x). 

Entre otras, este operador tiene las propiedades de: linealidad, asociatividad, 
conunutatividad, continuidad, acota.miento, simetría, etc.; ahora es importante en 
particular la si..uJ.etr!a: 

T(x, t)f(x) = T(t, x)f(x). 

El operador transpuesto se define por: 

~ 

Tº(x, t) = L Zn(x)DCn>(t). 
o 

Se tiene entonces la autoadjuntividad y: 

D(t)T(x, t) = D(x)Tº(x, t), 

luego: 
D(x)T(x,t)f(x) = D(t)T(x,t)J(x). 

Usando como operador lineal D(x), el operador L(x) = D 2 - q(x) se halla: 

L(x)T(x, t)f(x) = L(t)T(x, t)f(x). 

Considérese la solución Riemann del problema de Cauchy: 

u"(x, t) - q 1 (x)u(x, t) = ü(x, t) - q2 (x)u(x, t). 
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bajo las condiciones iniciales: 

u(x, O) = f(x) y ú (x, O) = g(x), x E IR, t E JR.+, 

con qi. continuamente diferenciable en 1R. La función de Riemann R(x, t; x', t') es 
dos veces continu8.IIlente diferenciable y satisface el problema de Goursat: 

K' - q, (x)R =R -q2(x)R, 

bajo las condiciones en las características: 

R(x, t; x', t') \ x+t = x'+t' 
x-t=x'-t' 

= l; 

dicha solución se escribe: 

u(x,t) = f(z'+t')+f(z'-t') + 
' 2, ( ) +~J;:!:,~ dx g(x)R(x,O;x',t')-f(x)R(x,O;x',t') , 

de la cual, se destacan dos casos especiales ÍJnportantes: 

h = O; u(x, O) f(x) 
y Wo = OR - /(x") R (x", O, x, t) 

u'(x,O) O 

h = oo u(:r,O) O 
y W~(x, t, x") = J(x")R(x", O;x,t) - OÍl 

u'(x, O) f(x), 

siendo el caso general: 

u(x, t)J,=o = T(x, t)f(x)J,=o = f(x) 

y 

~T (a, t) f (x) - hT (x, t) f (xil.=O =O, 

para la cual, la solución del problema de Cauchy resulta ser: 

T(x,t) f (x) = f (x + t); f (x - t) + 4 ¡z+t f (x") Wi. (x,t,x")dx". 
1~-t 

donde: 
iv,. = W 0 + hW~. 

Considérese el problema de Cauchy con datos en su forma general: 

u (O, k; h) = 1 y u' (O, k; h) = h, 

con la solución de Riemann se halla: 

u(x, k; h) = (I + Ki.) coskx 
= cos kx + J; Kh (x, x') cos kx'dx', 

donde el núcleo de la integral es: 

K,. = h + K(x, x') + K (x, -x') + h lz K (x, t") - K (x, -t") dt", 
t" 
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en tanto: 
K(x,x') = -~ ( R' (x',O; O,x) + k (x',O;O,x)), 

y en el caso h = O, se obtiene la trasformada Poi.""Zner-Levitan en el semieje: 

u (x. k; O) = cos kx + f; Ko (x, x') cos kx'd:r:' 
= (I + Ko) cos kx. 

10.1.2 ECUACION GELFAND-LEVITAN 

Sea u (x, k) la solución del problema de Schrtkl.inger en JR+, bajo las condiciones 
h = O. Su expresión como transformada Povzner-Levitan es: 

u (x, k) = (I + K) cos kx. 

De la resolución de la identidad: 

6(x - x') = ¡_: u(x,k)u(x',k)drr(k), 

para x' < x se tiene: 

6(x-x')=0= ¡_:u(x,k)u(x',k)da(k), 

que expresa la ortogonalidad de u (x, k) y u (x', k) y de la relación: 

u(x',k) =(I+K)coskx', 

se concluye trunbién la ortogonalidad de coskx' y u (x, k) con peso cr (k) para 
x' < x, lo que se escribe como: 

¡_:u (x. k) cos kx'dn (k) =O, x' < x, 

luego: ¡_: ((I + I<) coskx) coskx'da (k) =O. 

Para el caso libre de dispersión (q =O) se tiene: 

dao t-") = d>. , d>. = ~.- d (,i. 1 12 ), 
;r..\1/2(sin20:+~} = n-,\t/2 ,. 

o sea que: 

dao (k) = ~dk, 
7r 

al separar la función espectral en: 
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se consigue: ¡_: ((I + K) cos kx) cos kx' (duo (k) + dp (A)) = O; 

en consecuencia: 

J:::"= Icos kxcoskx'dua (k) + 
11 
o 

+ J~ K cos kx cos kx'duo (k) + 
11 

K(x,x') 

finalmente se encuentra que: 

J:::"= I cos kx cos kx'dp (A) 
11 

F(x,x') 

J:::"=Kcoskxcoskx'dp(A) =0 
11 

fo% K (x, x") F (x', x") dx", 

F(x, x') + K(x, x') +lo% 1-C(x, x")F(x', x")dx" =O, 

o bien en notación de operadores: 

x' <x, 

(I+F)K =-F. (10.2) 

Esta es la ecuación de Gelfand-Levitan, donde K es la incógnita de la ecuación 
integra.! en tanto que se conoce F, el término fuente y kernel de la ecuación. 

De acuerdo con el Teorema Alternativa de Fredhohn, la condición suficiente 
y necesaria. para que la ecuación integral (10.2) tenga solución única es que la 
correspondiente homogénea posea como solución única la solución trivial: 

(I + F)K =O ==o- K =:O. 

Sea el problema de contorno: 

cuya solución es: 

u" (x, k) + k 2 u (x, k) 
u(O,k) 
u' (O, k) 
h=O, 

q(x)u 
1 
o 

o=~. 

u(x, k) = (/ + K) cos kx, .:r:' $ x; 

en con.secuencia, al sustituir en la ecuación diferencial y usar integración por 
partes se deduce la ecuación diferencial para el núcleo de la transformada. Povzner
Levitan: 

K"-if:=qK, 

donde: 
q(x) = 2*K (x,x), y ~ (x,O) =O 

y se recupera el potencial q(x) como la derivada de la tra.nsforn1nda Po,rzner
Levitan en el semieje. 

De otra parte, el problema de Gelfand-Levitan inverso es: 

z" - qo(x)z = -..\z; 
z'(O) - hoz(O) = O, 

entonces de la ecuación (I + F)K = -F se halla: 

K"- k + (qo (x') - qa (x)) K (x,x') = ( 2:;,,K (x,x)) K(x,x') 
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y con: 
u (x, t) = (I + K)z(:c, k), 

se encuentra: 
u" -qu = -Au, 

donde 
q(:c) = 90 (:e)+ 2K(x, x)', 

y debe satisfacerse la condición de frontera Robin: 

u' (O, k) - hu (O,k) =O, y h = K(O, O)+ ho. 

10.1.3 GENERALIZACIONES 

l. Se pueden estudiar en forma similar, otra ecuaciones como las del tipo de 
Sturm-Liouville: 

(au')' + h 2 hu = Qu, 

con las condiciones asintóticas: 

a(x) 
h(x) 
Q(x) 

1 
1 si x- ±oo 
1, 

donde a, h, Q son funciones reales. 
Con el cambio de variables 

se transforma en: 

donde el potencial es: 

y V= Fahu= ~. 
"' 

cf2v -;¡¡¡ + k 2 v = q(y)v, 

q(y) = 2 _ ...!...~ (a~w) 
h hwdy dy 

y puede asUIDirse que 1 - a e L 1 , a',Q, h - a E Lf y a y h son acotadas positivas 
(Aktosun, 1993). 

2. Es posible también abordar ecuaciones del tipo 

a (x) u"+ /3 (x) u'+ k 2 '"'1u =e (x) u, x e ./R, 

porque con el factor integrante: 
1 •!t 
"jjefu , 

se transforman en una de tipo Sturrn-Liouville, con las correspondencias: 
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3. Un caso particularmente interesante lo constituye el problema espectral 
inverso para una ecuación diferencial de 2do. orden en su forma de impedancia: 

(au')' + k 2 au = O, 

que se obtiene del caso l. con las correspondencias: Q = O y h = a, luego: 

1 
w= Ja 

y el potencial se escribe: 
1 et' 

q (y)= Ja dy2 Ja, 
por tanto, se encuentra la ecuación: 

v" +k2 v = qv. 

Sujeto a condiciones de frontera del tipo Dirichlet v(O) = v(l) =O o del tipo 
Neumann v(O) =O v'(l) =O. 

Este problema fue estudiado entre otros por: 

• Rundell y Sacks en 1992. 

• Colernan y ~lcLanghlin en el 93, cuando la impedancia tiene dcri'\.-ada inte
grable. 

• Chen - Rokhlin en el 92, en la forma del problema espectral inverso de la 
ecuación de Hehnholtz en una dimensión. 

4. En el 91 Habashy estudia las ecuaciones Gelfand-Lcvitan y la ecuación 
I\ilarchenko de una forma generalizada, pasando el problema al doIDinio del tietnpo. 

5. En el 92. Grebert del I.l.1\ol.A.S. estudia el problema resuelto en 1972 por 
Frolov, acerca de la transformada espectral inversa para el operador de Dirac. 

d 
H = B dx + mL + q(x), x E IR 

B= ( -

q(x) = 

o 
1 

( 
P1 
P2 

o) 

P2 ) , P• E LJ (IR) • 
P1 

por el método de la Fórmula de Trazos de Deift-Trubowitz (1987). 
6. El problema. espectral inverso puede estudiarse desde el punto de vista del 

problema de Riemann-Hilbert, donde se dan las condiciones para factoriznr una 
función inatricial en >... E JR., de fortn.a tal que, w1 factor se continua analíticamente 
al senúcspacio superior- e+ -. y el otro lo hace al inferior - e- -. 

Se basa en observar que las soluciones Jost pueden conjuntarse para represen
tarlas en forma de matriz: 

ésta puede transfonnarse en una factorización: G = G+G-; y luego puede obten
erse el potencial. 
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10.l.4 COTAS V ASINTOTICAS 

Se quiere determinar las cotas para l, l - 1, l', para luego inferir la e.xistencia de 
la deriva.da respecto de la segunda '\.'a.dable de la función Jost - i -, y finalmente 
poder concluir que la función de Jost menos la nnidad -l - 1- es una función de 
Hardy de orden dos. 

Se considera un potencial q de primer orden de crecimiento -q E L 1 (fil)- y se 
denota: 

13(x)= f!q(x')ldx'. 

Se parte de la representacion integral de la función Jost: 

l = 1 + F+ • ql 

y se usan las series de Neumann para las aproximaciones sucesh"aS, con el objeto 
de determinar la cota: 

lll :5 e"-\P, k E C'+ - {O}. 

De otra parte cuando se comienza desde: 

se obtiene: 

zo = F+ • ql 
F+ = e:.i•;,"i-t • 

ll - ll < ¡3 (x) ~ 
- lkl e ' kEC'+-{O}. 

Cuando se quiere incluir el cero del plano k y su vecindad, puede usarse el 
proceso de iteración y la estimación: /F+I ~ lx' - xi, para encontrar: 

lll :5 e~(z) 

-y (x) = J (x' - x) !q (x')I dx' 
z 

y al iniciar con : lº = F+ * ql, se llega al estimado: 

después se redefine l de tal manera que: 

h - l 
• - K(l+Ov(-x)) 

y luego de un proceso de iteración se logra: 

lll :5 K, (l +O V (-x)) 
K, (1 +!xi)-

Con estos resultados se estima l - 1 : 

ll - ll :5 K3 (1 +O V (-x)) 1 (1 + lx'I) lq (x')I dx', Vx E IR, 
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para concluir en: 

ll - 1 I s; cte i1+ . , 
{ 

l+Ovfk-¡z> 
cte 'i'+TkT , 

JkJ-0 
JkJ r-o. 

en tanto que en la vecindad de k = O para l' se produce: 

Jl'J S K l(l + Jx'J) lq(x')ldx' S etc< oo. 

Al estudiar la analiticidad de la función l, se asume que q es de crecintlento de 
orden dos: -q E L~ (IR)-, y se hallan las cotas: 

Jil S cte (1 - x (O V (-x))) e">(z). 

Posteriormente se logra: 

JiJ S etc ( 1 + lxl
2

) , 'tx. 

Debido a que estas cotn.s son uniformes en k, los iterados de i convergen unifor
mente en k , por tanto existe i , y en consecuencia l es analítica en C + y continua 
hasta C+-

Finahnentc, l - 1 también es analítica en C +• continua hasta C + y ·por tanto 
es una función de Hardy de orden dos -l - 1 E H 2 +-. 

ASINTOTICAS 

En el límite de las ondas cortns -lkl - oo-, puede usarse la representación de la 
función Jost: 

l = 1 + F+ • ql 

y la iteración: 
l = 1 + F+ • q (1 + F+ • ql) 

para obtenerse: 

l = 1 + 2!k l q(x')dx' +O (:2 ). 

De la representación integral del coeficiente de transmisión : 

t = :f, = 1 - 2~k l qldx', 
-~ 

se halla el comportan1iento asintótico: 

t = - = 1 - --,--Q ( -oo) + O -1 1 ( 1 ) 
T 2ik k2 kEC+-

En tanto que para el coeficiente de reflexión se encuentra : 

R+(k) =O (i), k- oo, cC+, q E Lj 
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y además: 

T(k)=1+0G)· 

lo que se interpreta como el fenómeno de la transmisión total en el límite de las 
ondas cortas. 

En cambio, si se lleva la iteración hasta segundo orden en 1/k, de: 

1 = 1 + F+ * q(l + F+ • ql), 

se encuentra: 

!~ ( ') , , (Q (x))
2 

( 1) 
l = 1 + ;z: q X F+dx + 2 2ik +o k2 

1 1 (Q(-00))2 ( 1) T=l+2ikQ(-oo)+¡¡ ~ +o k2 

en particular estos estimados se requieren para deducir la fórmula de trazas. 
De la representación integral para l - 1 como transformada de Fourier de la 

transformada Levin: 

1 = 1 + J B(x, y)e'"lldy, 
o 

con la doble iteración y la transforma.da inversa de Fourier se obtiene la repre
sentación integral de B : 

11 

B(x,y)=~Q(x+~)+~f dy' f dx'q(x')B(x'.y'). 

O r+~ 

Luego iniciando el proceso de iteración desde: 

Bº (x, y)= ~Q ( x + ~), 

se obtiene la cota para la transformada Levin: 

/B/ S ~¡3 (X+~) e"Y(r) 

y trunbién para sus normas: 

l/B (x, ·)//= S ,6 (x) e-Y<r>, Vx E IR, 

l/B(x,·)/1 1 S"Y(x)c"'Cr>, VxEIR. 

De otro lado para las derh·adas se encuentra: 

/B' (x, y)/ S ~ Jq ( x + ~) J + 3 ( x-,- D ¡3 (x) e-,<r>, x E IR, y E IR+ 

y para la derivada respecto de la segunda variable se tiene: 

J.á(x,y)J S ~ lq (x + ~)J + ~.6(x+ ~).6(x)e"'(r), x E IR, y E IR+. 

se concluye que para cada y las funciones B (x, y) y 2ÍJ (x, y) - B' (x, y) son ab
soluta.niente continuas en x y en cada semi·linea a lo largo x son absolutamente 
continuas en In variable y. 
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