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Abstract

We announce and develop the conjecture “Efficient Causal

Principle”.
As a consequence of this conjecture we arrive to the
Saddle Point Theorem and to the Optimizer Theorem. We

mention some applications.
Using the Principle we connect to the boundary conditions

of an hyperbolic n-dimensional problem and we find the
General Integral Egquation of the hyperbolic inverse

problems.

We also formulate a general theorem M-B # 2 that involve
the 11 equivalent conditions of the Hann-Banach Theorem.

The Radon Transform is used to simplify the inverse problem
of the n-dimensional wave propagator.

We also attack the electric inverse problem as elliptic
inverse problems.
It is announced, at theocrem M-B # 1, a solution to a

parabolic inverse problem, the fractal characterizatijion of
the diffusion coefficient in a Fourier space.

Finally we attack the inverse problem for drift coefficient
of an stochastic differential equation.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se presenta y enuncia el principio que denominamos Principio de
Causalidad Eficiente. y su interrelacién con los Problemas Inversos; asf como las
principales consecuencias que de ellos se derivan

Dicho principio sintetiza la més amplia y variada experiencia en la produc-
cién de resultados esenciales para la descripcidn y anslisis de loa muy diversos
fendmenos y leyes de la naturaleza; aspiramos a completar su enunciado para in-
cluir resultados algebraicos y geométricos, ademAs de los analiticos que aquf se
muestran.

El trabajo con las propiedades de los conos en el Analisis Funcional y en es-

pecial con el lema de separacidn de Dubovitskii-Milyutin y la generalizacién del
concepto de funcional de Lagrange, nose condujo a intuir y buscar la existencia de
un principio causal general a partir del cual se pudieran obtener resultados torales
para las leyes naturales. Si consideramos que ésta se concreta y realiza en el
Teorema del Punto Silla de Hurwicz, inmediatamente se puede saltar al principio
buscado y enunciarlo. [54}, [39].

El nombre lo hemm tomado de Max Planck, quien consideraba que la “causa
effici it iones pr

hacia las futuras y hace que éstas
aparezcan determmadns por las primeras y la “causa finallis” la cual, por el con-
trario, hace que las iltimas sean las premisas desde las cuales puede deducirse la
posible evolucién de los procesos que conducen a ellas. [B7].

Siguiendo a Engl y en vista de que en la regularizacion de Tijonov se susti-
tuye un operador no invertible por una familia de operadores invertibles y muy
cercanos al original, lo que permite resolver un problema directo. De otra parte,
con 1a discretizacién el operador original se reemplaza por una coleccién cercana
y numerable de operadores, cuya inversién resuelve también un problema directo
apraximado. Por tanto, se quiere establecer la relacién entre ln discretizacién y la
regularizacién de Tijonov. {62}, {27].

Para ello, se estudia en los espacios de energfa, un operador autoadjunto y posi-
tivo, se define una forma bili l y se obti la versi débil o variacional del oper-
ador. Luego se considera la proyeccién sobre los subespacios finito-dimensionales,
se define una funcional de Lagrange y se demuestra que la solucién del método del
elemento finito es la mejor aproximacién; finalmente, se demuestra que la regular-
izacién de Tijonov es una generalizacién del método del elemento finito en espacios
de Hilbert.

Much

Pre inversos pued

ser convertidos a un problema inverso para
el propagador de ondas u operador de D’Alambert. Este se puede formular como

una transformacién del operador no perturbado a uno perturbado, ia que hemos
denominado Kirchhoff-Liouville, posteriormente se transforma este operador per-
turbado hasta convertirlo en un operador integral, del tipo perturbacién compacta
de la unidad, el cual puede invertirse y cuya solucién nos produce lo que llamamos
la sornbru; finalmente, con el o

perador derivada sobre la sombra se halla la per-
turbacién buscada. [53.]. {9}, i8], (15}, [18], {20}, (29], (34}, (64]

Pero debemos precisar que es con el principio de causalidad eficiente, que se
sustentan las condiciones de frontera apropiadas para que el operador de D'Alam-

bert perturbado devenga un operador integral, con lo que obtenemos lo que hemos
Uamado la Ecuacison Inlegvul General.

En forma mas 3¢ se ra que el principio de causalidad eficiente,
a través de la iéon de inuidad, determina las condiciones de frontera del
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operador propagador de ondas, cuya solucién nos conduce a la ecuacién integral
general de los problemas inversos. [58], (9], [37].

Se plantea un problema hiperbélico mixto para la amplitud de onda del campo
u y el potencial g, luego se consideran los dos problemas de contorno de los campos
caracterf{sticos -que llamamos izquierdo y derecho- los cuales resultan linealmente
independientes y con soporte en el cono no-causal; se expresa el campo u como
combinacién lineal de los campos caracteristicos y se determinan sus coeficientes
de las relaciones que se infieren a partir de las condiciones de contorno de los
campos caracterfsticos y de su expansién como onda viajera y sombra. [58).

Nuevamente se usa esta expansion y se obtiene en el interior del cono no-causal
1a ecuacién buscada, si se fijan formas particulares de las condiciones de contorno
se halla la ecuacién de Marchenko y luego, la de Gelfand-Levitan lineal, Krein y
Gopinath-Sondhi.

En otros términos, el principio de causalidad eficiente determina el nicleo del
operador integral, cuya inversién resuelve un problema directo y, con la accién de
la derivada sobre esta solucién, se resuelve el problema inverso.

Dentro de la corriente actual y mundial de vincular las matemdticas con prob-
lemas del sector productivo, en este trabajo se presenta un estudio explorador
no destructivo de dispositivos eléctricos, tales como los transformadores, para es-
tablecer su estado de operacién y en consecuencia decidir su permanencia o retiro
del servicio.

Orientados por del principio de causalidad eficiente y con el uso de formas difer-
enciales, se define un programa variacional que conduce a establecer las conocidas
leyes del campo electromagnético; luego, centrando el interés en la divergencia del
campo del desplazamiento eléctrico, se fortnula el problema inverso recurriendo a
las coordenadas cilindricas y a las simetrfas del fenémeno. [53], [1].

Posteriormente se usa la transformada de Laplace, su analiticidad y la ex-
pansién en serie para proponer una ecuacién cuya solucién permite determinar
el coeficiente de la permitividad eléctrica a partir de un escepnario de mediciones
realizadas en el exterior de los dispositivos.

Se obtiene una expresién explicita para el coeficiente de interés con validez
local. Pueden extenderse en forma inmediata los resultados a otras dreas impor-
tantes, como es el caso de los fen6menos magnéticos y difusivos.

En el vinculo citado se estudian también las propiedades del suelo cultivable
en el contexto de loa Problemas Inversos. Con este propdsito se deducen las
ecuaciones que gobiernan el avance del agua en un canal de riego en coordenadas
intr{nsecas, el fendmeno de la infiltracién del agua en un medio poroso como el
suelo, y se precisa la conexién entre el tirante en la superficie y la condicién de
contorno para la infiltracién. [32], [57], [50).

Se estudia de manera particular el fendmeno de la absorcién del agua, es de-
cir cuando la infiltracién ocurre en ausencia de gradientes gravitacionales, y se
plantean tres tipos de problemas inversos: i) inyectivo, ii) cuasilineal-inyectivo, y
iii) lineal.

El primero, asf lamado porque se asume que la funcién humedad es inyectiva lo
que permite definir una funcién inversa izquierda, se usa el teorema de la funcién
inversa y la transformacién de Bolt

En el segundo caso se supone que el operador depende de la funcién humedad
y por tanto resulta cuasilineal, ahora el coeficiente de difusividad compuesto con
la humedad resulta en un nuevo coeficiente no lineal y dependiente del tiempo,
se plantea el problema inverso, se hace una translacién en la variable temporal,
se aplica la tr da de Lapl ¥y sus teoremas de convolucién, transforma-
cién de la integral, derivada de la transformada y de corrimiento.Se obtiene una
funcién analftica en el semiplano bordeado por su abscisa de convergencia, la cual
puede expandirse en una serie de Taylor, ésta iltima a su vez puede invertirse.

12 INTRODUCCION



Finalmente se establece la relacién entre la difusividad y la funcién de los datos.

El tercero lo lamamos lineal porque se asume que el coeficiente de transmi-
sividad no depende de la variable a integrar y entonces el operador resulta lineal,
se aplica la transformacién de Kirchhoff para obtener una ecuacién de difusién
standard, también la transformacién de Laplace y el desarrollo en serie de Taylor.
56], [73].

El resultado de los problemas lineal y cuasilineal es una ecuacién integral de
Fredholm de primera especie que tiene a la difusividad hidrdulica como argumento,
a la funcién de los datos como fuente o inhomogeneidad, y por su micleo es una
integral de Laplace; para invertir este operador se tienen por lo menos tres op-
ciones: primera, la regularizacién de Tijonov (Ap. 1); segunda, la transformacién
de la integral de Laplace en una serie de Taylor seguida de su inversién; tercera, el
método de Post y Widder, basado en la analiticidad que produce la transformada
de Laplace, el teorema de la convergencia monétona y las sucesiones de Dirac.

Para el desarrolio de ésta iltima, se usa andlisis no-standard para caracterizar
la estructura y la derivada fractal, y se demuestra la naturaleza fractal del coe-
ficiente de difusién, la resolucion resulta determinada por los datos del problema
inverso. [63], [65], [68].

Puesto que para ciertos casos de interés el problema resulta “mal planteado”
{(ill-posed), es conveniente introducir el proceso de regularizacién de Tijonov; a
partir del principio de causalidad eficiente en su versién Khun-Tucker se encuen-
tran la solucién para datos perturbados y los operadores de Tijonov.

Para la primera opcion citada, con el cdlculo operacional y los sistemas singu-
lares para operadores compactos en espacios de Hilbert se obtiene una expansién
para las soluciones perturbadas, la cual se aplica a la difusividad hidraulica.

Para hallar el segundo coeficiente del operador de Fokker-Planck, coeficiente
de arrastre o convectivo, se plantea lo que hemos denominado Problema Inverso
Estocdstico. Partimos de la definicién de los procesos de difusién, su ecuacién
diferencial, luego su operador asociado llamado el generador infinitesimal de la
difusién y este concepto se extiende al de operador caracterfstico.

Dado el cardcter covariante de las leyes de la naturaleza, se define el coeficiente
de difusién como un campo tensorial dos veces contravariante y su expresién lo-
cal; se define también el coeficiente convectivo como un campo vectorial una vez
contravariante y su ley de transformacion, luego se define el campo vectorial con-
travariante de la corriente de probabilidad, finalmente la forma covariante del
generador infinitesimal del proceso de difusién resulta ser un operador divergencia
covariante. En el caso unidimensional esto conduce a la posibilidad de considerar
al coeficiente de difusién como una constante positiva.

Ahora se puede introducir un potencial que conduzca a la unica extensién
cerrada autoadjunta del operador Fokker-Planck, transformarlo en un operador
de Schradinger y formar una ecuacién de Ricatti, cuya solucién nos resuelve el
problema inverso. [67], {72].

Para completar nuestra presentacién en el Apéndice 1 se abunda en el tema de
la regularizacién, se define el inverso generalizado de Moore-Penrose, se utilizan
los Teoremas de Norma Mfnima y de la Proyeccién de los espacios de Hilbert para
establecer la unicidad de la solucién de mejor aproximacién que viene dada por el
inverso generalizado para datos exactos, se establecen las cotas para la distancia
entre las soluciones perturbadas y el inverso generalizado para concluir que e}l
pardmetro de regularizacion debe tender a cero m4ds lentamente que el cuadrado
del error en los datos. [27], [36], [81], [6], [35]).

En el Apéndice 2, se revisan algunos aspectos del método de Scattering inverso
en el dominio del tiempo. Se inicia considerando el método de propagacién de
singularidades, para obtener la ecuacién de transporte y para su aplicacién a

INTRODUCCION 13



la funcién de influencia causal, que produce su expansién en pulso viajero agudo
concentrado mas la sombra, y la expansion en serie de la propia sombra en términos
de las distribuciones de Heaviside y sus sucesivas antiderivadas; ahora es posible
de la ecuacién de transporte obtener el potencial de la derivada de la sombra .

Posteriormente se define la funcién de Riemann, se obtiene su expansién como
ondas viajeras mds sombra y su caracterizacién como solucién de un problema
de contorno hiperbélico con condiciones de Cauchy, para finalmente representarla
como un operador propagador de las condiciones iniciales en el espacio-tiempo.

A continuacién se define la funcién de influencia no-causal a partir de su ex-
pansién como ondas viajeras mas sombra, se obtienen las condiciones de contorno
para la sombra y nuevamente se halla el potencial de la derivada de 1a sombra.

Ahora, propagando los datos iniciales, estudiamos la transformada Povzner-
Levitan inversa que, como perturbacién compacta de la identidad, convierte la
condicién inicial horizontal en la condicién de frontera vertical, y puede usarse para
hallar la ecuacién Gelfand-Levitan no-lineal. Luego, convolucionando la funcién
de influencia no-causal con la condicién de frontera, se obtiene la transformada
inversa también como perturbacién compacta de la identidad.

Posteriormente se estudia el Teorema de Gelfand-Levitan, que permite obtener
el potencial en un operador de Schridinger, a partir de su funcién espectral. Fi-
nalmente, se esboza el recfproco de este importante teorema. (89], (4], [48].

En el Apéndice 3 se definen las soluciones y funciones Jost y se obtienen sus rep-
resentaciones integrales, basados en su independencia lineal se forman las combina-
ciones lineales entre ellas y sus conjugadas complejas, dando lugar ala definicién de
los respectivos coeficientes de reflexiéon y transmisién, a través de los wronskianos
de las soluciones Jost; de las cuales resultan las relaciones entre los coeficientes,
que expresan ciertas propiedades ffsicas del sistema.

Usando las representaciones integrales de las funciones Jost es posible obtener
las respectivas representaciones para los coeficientes, que nos permiten estudiar
sus comportamientos asintéticos. Con estos coeficientes se conforma la matriz de
scattering o dispersion.

Para potenciales integrables de orden de crecimiento cero, se extiende el coefi-
ciente de transmisién analfticamente al semiplano superior perforado en el origen
y se encuentra que tiene sus polos simples en el semieje imaginario positivo y
en cantidad finita. Por las relaciones que se establecen entre sus coeficientes, la
matriz de dispersién tiene s6lo un coeficiente independiente y por las relaciones
Kramers-Kronig, este coeficiente determina la matriz.

Como corolario se obtiene el Teorema de Levinson sobre el numero de estados
ligados. Para potenciales integrables de primer orden de crecimiento, se puede
hallar la resolucién de la identidad o la familia espectral de proyectores de su
correspondiente operador de Schridinger.

La condicién ia y suficiente para que los valores propios sean integrales
del movimiento es que el potencial evolucione en el tiempo como solucién de la
ecuacion de Korteweg-de Vries, luego se puede estudiar la evolucién de los datos
de dispersion, definir la transformada espectral y el ciclo esencial del meétodo del
Scattering inverso para la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales. [5], [40],
[a7), [34].

Segun el Teorema de Paley-Wiener, las funciones cuadrado integrables a lo
largo del eje real pueden representarse como transformadas de Fourier de cierta
funcién cuadrado integrable en el semieje real; éste es el caso, para la diferencia
entre las funciones Jost y la unidad, cuando los potenciales son de primer orden
de crecimiento. El niicleo de esta representacién integral se le lama Transformada
Levin, y a una translacién se le conoce como Transformada Levin de la solucién
Jost o la sombra.

De la ecuacién diferencial que satisface la funcién Jost se establece la corre-
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spondiente ecuacion diferencial para la sombra y la obtencién del potencial a partir
de la derivada de la sombra. Este proceso se puede generalizar refiriéndolo, no al
potencial nulo del caso libre de dispersién, sino a algun potencial conocido y el
resultado se conoce como Transformada Levin Generalizada.

La transformada Levin generalizada, la resolucién de la identidad para oper-
adores con potenciales de segundo orden de crecimiento, y la independencia lineal
de las soluciones Jost, permiten obtener una ecuacién integral que conduce a la
ecuacién de Marchenko. Por tanto, la transformada espectral determina el nicleo
y fuente de 1a ecuacién de Marchenko, y la solucién de ésta determina el potencial
buscado, éste es el ciclo esencial del método del Scattering inverso. {52}, {10].

En el Apéndice 4 se considera el operador de Schrodinger en el semieje real
positivo, partiendo el semieje en una coleccién de intervalos cerrados y resolviendo
en ellos el problema de valores propios se halla la coleccién de las funciones propias
y las constantes de normalizacién. Con estas constantes se define una coleccién
de funciones de variacién acotada y de acuerdo con el teorema de seleccién de
Helly se extrae una subsucesién convergente a una funcién también de variacion
acotada.

De otra parte, con las funciones propias se define una transformada de Fourier
generalizada para funciones de cuadrado integrable en cada intervalo cerrado, se
obtiene la identidad de Parseval y el teorema de expansién o de inversién, éste
permite definir la familia de proyectores, hallar la funcién espectral y la resolucién
de 1a identidad.

Se define el operador desplazamiento generalizado y se destaca su propiedad
de simetrfa, que permite intercambiar las variables espaciales y temporales en el
operador de Schrédinger, para obtener un operador propagador de ondas. Con
la funcnén de memmm se halla la solucién al problema de Goursat, de la cual

se la tr: f da Pavzner-Levitan, cuyo nicleo es la sombra
no-causal.

Con la transformada Povzner-Levitan en el semieje, la resolucién de la iden-
tidad y la descomposicién de la funcién espectral, se halla la ecuacién Gelfand-
Levitan lineal, la ion difer ial para la sombra y su conocida relacién con
el potencial. Finalmente, para el problema inverso, se da la ecuacién integral de
Gelfand-Levitan y el operador de Schrodinger y se hallan el potencial en términos
de la sombra y las condiciones de frontera. [24), [38], {42], {66].

Estimamos que nuestro aporte consiste:

En el capftulo 2:

1. Enunciar el Principio de Causalidad Eficiente,

Concebir la realizacién de este principio como Teorema del Punto Silla,
3. Delinear una demostracién del teorema anterior,
. Formular el Teorema M-B # 2!, que de una manera nueva y global, renormal-

iza los once teoremas equivalentes al Teorema de Hahn-Banach, considerado
ampliamente uno de los pilares del Andlisis Funcional.

5.

Formular una interpretacién Lagrangiana al Teorema de Hahn-Banach,
6.

Demostrar la relacién entre la regularizacion de Tijonov y el Método del
Elemento Finito de Galerkin.

! El noinbre corresponde a 1as siglas de los autores: Mercado y Brambila.
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En el capftulo 3:

1. Obtener la Ecuacién Integral General basandonos en un problema hiper-
bélico general y en su descomposicién a través de los campos caracteristicos.

2. Dar sustento a las condiciones de frontera por medio de la Ecuacién de
Continuidad y de acuerdo con el Principio de Causalidad Eficiente.

3. Extender los resultados para incluir la ecuacién de Krein y la de Gopinah-
Sondhi.

En el capftulo 4:

1. Reducir el problema inverso para el propagador de ondas de dimensién n a
unidimensional, al escoger un hiperplano apropiado para aplicar la transfor-
mada de Radon.

2. Concebir la solucién del problema inverso como una transformacion de oper-
adores. En particular para el problema del propagador de ondas, resolverio
como la transformacién de un operador no-perturbado en uno perturbado,
para posteriormente hallar la perturbacién la cual conti el coefici
se busca.

que

3. Con la orientacién del principio de causalidad eficiente definir una funcional
lagrangiana en base a formas diferenciales para obtener las ecuaciones de
Maxwell.

4. Plantear y resolver el problema inverso de tipo eléctrico.

En el capftulo 5:

1. La formulacién del Teorema M-B #1

2. La solucién del problema inverso cuasilineal para el coeficiente de difusién,
como segundo coeficiente del operador de Fokker-Planck.

3. La caracterizacién fractal del coeficiente de difusién en el espacio de Fourier.

4. La formulacién en coordenadas intrinsecas de los procesos de avance e infil-
tracién en irrigacién.

5. Obtener los operadores de regularizacién de Tijonov del principio de causal-

idad eficiente, a través de la definicién de una funcional lagrangiana apropi-
ada.

En el capftulo 6:

e Plantear y resolver el problema inverso para el coeficiente de arrastre de
una ecuacién diferencial estocastica. En el método se recurre al operador
Fokker-Planck.
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Los nexoe entre los temas expuestos y las referencias seguidas son:

En el capftulo 1:

Dubovitskii A. Ja. and Milyutin A, A. [25], Girsanov 1. V. [35], Holmes R. B.
{39]), Mercado E. J. R., Brambila P. F., Fuentes R. C. {54], [55], Newton R. G. [64],
Yougrau W., Mandelstram S. (87}, Mori, M. [62].

En el capftulo 2:

Brambila P. F. [7], Ghosh Roy D. N. [34], Habashy T. M. [37], .Chadan K.,
Sabatier P. C. [14], Bruckstein A. M., Levy B.C., Kailath {8}, Mercado E. J. R.
(58], Suzuki T. [78].

En el capftulo 3:

Torres del C. G. F. [82], Coen S. [18], Abraham. R. {1}, Deans S. R. [21],
Mercado E. J. R., Brambila P. F., Fuentes R. C. [53], Kobe D. [45], Rakesh [70],
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: En el capftulo 4:
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En el Apéndice 1:

E]ngl H. W. [27], Tijonov A. N. [81], Glasko V. B [36]. Banks H. T., Kunish
K. [6]-

En el Apéndice 2:

Zauderer E. (89), Burridge R. [9], Calogero F. Degasperis A. (10}, Deift P.,
Trubowitz E. {22, Drazin P. G. [24], Ghosh Roy Dilip N. [34], Mercado E. J. R.
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En el Apéndice 3:
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[34], Aktosun T. [4], Symes W. [80].
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2. CAPITULO 2

21 PRINCIPIO DE CAUSALIDAD EFICIENTE

El objetivo principal de este capftulo es enunciar el Principio de Causalidad
Eficiente y obtener su realizacién como Teorema del Punto Silla. Posteriormente se
ilustra su eficacia obteniendo la ecuacién de continuidad, los resultados esenciales
del Método del Elemento Finito de Galerkin y su relacién con la regularizacién de
Tijonov; todos ellos de especial importancia en muy diversas aplicaciones.

Para iniciar, se recuerda que en la mecdnica [1] cuando se trata de fuerzas
conservativas se define una funcional llamada Lagrangiano definida en el haz tan-
gente TAS de la variedad del espacio de configuracién M, esta funcional combina
en forma aditiva una funcional convexa llamada energfa cinética T° con una lineal
denominada energia potencial V' definida en la variedad A

TAr 2L
T1
M Y. R

donde T es la proyeccién C™ del haz vectorial sobre su seccién cero: la variedad
M, en tanto que la funcional L se define por:

L=T-71"V

se generaliza esta funcional a una que se define en el producto cartesiano de un
conjunto convexo de un espacio vectorial, con el cono dual positivo de otro espacio
vectorial topolégico, 1a cual serd llamada funcional de Lagrange. Con la orientacién
del principio de causalidad eficiente, se define un programa variacional apropiado
¥y se llega a la existencia de un punto silla de la funcional de Lagrange [39].

En la seccién 2 se enuncia el Teorema de Hahn-Banach de acuerdo a nuestra
formulacién lagrangiana [54]. Luego en la seccién 3 se enuncia y demuestra el
teorema del punto silla, tomando como hipétesis el teorema anterior [54].

En la seccién 4 se demuestra la condicién de Khun-Tucker para la existencia de
extremo condicional [35]. Después se definen los espacios de energfa, se obtiene la
ecuacidn de continuidad o de conservacién de la corriente de probabilidad, la cual
es el contenido de la ecuacién Fokker-Planck; a continuacién se revisan ideas muy
generales sobre el método del elemento finito y se lo relaciona con la regularizacién
de Tijonov.

En la subseccién (4.1.2) se aplicara este resultado para obtener la condicién de
extremo para una funcional integral de la cual pueden obtenerse las ecuaciones de
Maxwell, entre muchas otras posibilidades, dentro de las cuales se encuentran por
supuesto, las ecuaciones de Lagrange de la Mecénica [54].

Finalmente es posible demostrar el teorema de Hahn-Banach a partir del teo-
rema del Punto Silla, con lo que se puede obtener su mutua equivalencia [39].

En el presente capftulo estimamos que nuestro aporte consiste en:

1. Enunciar el Principio de Causalidad Eficiente,
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2. Concebir la realizacién de cste principio como Teorema del Punto Silla,
3. Delinear una demostracién del teorema anterior,

4. Formular el Teorema M-B # 2 !, que de una manera nueva y global, renor-
maliza los once teoremas equivalentes al Teorema de Hahn-Banach, consid-
erado ampliamente uno de los pilares del Andlisis Funcional.

5. Formular una interpretacién Lagrangiana al Teorema de Hahn-Banach,

6. Demostrar la relacién entre la regularizacién de Tijonov y el Método del
Elemento Finito de Galerkin.

2.1.1 PRINCIPIO DE CAUSALIDAD EFICIENTE

Al observar que los mds diversos e importantes fenémenos de la naturaleza se ob-
tienen de alguna condicién extremal, algunos de maximalidad, otros minimalidad
o bien de estacionareidad, consideramos con criterio filoséfico natural que puede
formularse la siguiente conjetura:

Las leyes de la naturaleza devienen efecto de una causa
que se realiza en forma eficiente.
En consecuencia las podemos obtener, entre otras, como solu-
cién de un programa variacional definido por una funcional
lagrangiana apropiada.

Es de anotar que en este principio se incluyen los fenémenos no lineales a
través de la aplicacion Dirichlet-Neumann definida en la subseccién (4.1.2) y la
conocida caracterizacioén de las funcionales convexas semicontinuas inferiormente
como supremo de funcionales afines continuas [54].

Aplicaremos este principio para obtener el Teorema del Punto Silla a partir
del Teorema de Hahn-Banach, el cual enunciamos como existencia de la extensién
positiva de una funcional lagrangiana.

Andlogamente, al definir funcionales lagrangianas apropiadas podemos obtener
otros nueve teoremas importantes del Andlisis Funcional que resultan eqmva.lentes
al Teorema de Hahn-Banach.

2.1.2 TEOREMA M-B # 2

La Funcional de Lagrange es un elaborado objeto matemidtico en la cual se
consideran los siguientes elementos:

! El nombre corresponde a las siglas de sus autores: Mercado y Brambila.
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A : un subconjunto convexo del espacio vectorial X,

Q" : el dual del cono positivo del espacio vectorial topolégico Y,
f : una funcional convexa definida en el subconjunto A,

S : una aplicacién convexa con dominio en A y recorridoen Y,

¥ puede considerarse el caso en donde X sea un espacio vectorial topolégico.
La Funcional de Lagrange L se define por:

AxQ cXxyYy" & R
(a,¥) —  L(a,¥) = f(a)+(S(a),¥)
Por su imagen geomeétrica decimos que una direccidn esta dada por una fun-

cional lineal, decimos que un sistema de desigualdades con solucién es marimal

cuando al agregarle otra desigualdad el sistema final resulta sin solucién, y lla-
mamos positivos a los niimeros no-negativos.
Nuestra afirmacién es la siguiente:

Bajo la condicién de un sistema de desigualdades maximal, existe
alguna direccién a lo largo de la cual la Funcional de Lagrange es
positiva.

Visto en el marco de las propiedades de la Funcional de Lagrange, nuestro
teorema renormaliza los siguientes once teoremas del Anadlisis Funcional {39}, en
donde pueden encontrarse diferentes condiciones que llamamos “apropiadas”, en
el sentido de que en ellos, se cumple la condicién del sistema de desigualdades
maximal.

Surge por tanto la pregunta ;Se podrdn especificar de otras formas diferentes
las llamadas condiciones “apropiadas”?, de ser asf jcial serfa otra forma?.

1. Si se cumplen las dos desigualdades siguientes:

3ap € A: —S (ao) € intQ

a€A:~-S@)eQ, f(a)—f(p)=0,

la iltima de las cuales equivale a decir que el punto p € A resuelve el programa
convexo:

min{f(a): —S(a) € Q} = f(p)-

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la funcional y la aplicacién
convexa satisfacen: .

fp) =0, S(p)=0.
Entonces existe alguna funcional € Q* tal que:
L(a,v) 20, Ya € A.
Este resultado se conoce como Teorema del Punto Silla de Hurwicz, porque el
par (p,) puede hacerse un punto silla de la funcional de Lagrange.

2. Sise cumplen las dos desigualdades:

g A: =S (ag) € int@Q

Yae A: —S(a)€Q, fla)=0.
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Entonces puede asegurarse la existencia de alguna funcional ¢ € Q" tal que:
L(a,¢) 20, Ya € A.
Esta conclusién se conoce como Teorema de Farkas-AMinkowski, por un resul-

tado cldsico andlogo en matrices.
3. Si se satisfacen las desigualdades

Tage A: —T (a) € intQ

Aay € A: (—T(ar),—~S(a1)) € (intQ,intR),
en donde T es otra aplicacién convexa con dominio en X y recorrido en Y, Z es
otro espacio vectorial topolégico con cono positivo R y S la aplicacién convexa
con dominio en X y recorrido en Z.
X, L Yo X = Zng
Entonces existen las funcionales y se satisface la condicién de positividad de la
funcional de Lagrange:
Iy eqQ, %o € R, ¥ #£0,
La,p,¥)= (@oT)(a)+ (S(a),») =0 Va € A.
Resultado conocido como Teorerna de Tuy.
4. Si se cumple la condicién débil
F(@a)a €A : —S(aa) € intQ,
en donde (a,)a es una red en el conjunto A, con conjunto dirigido .D,entonces,
existe alguna funcional ¢ a largo de la cual la funcional de Lagrange es positiva:

TpeQ", L(a,p)= g(a)+(S(a),p) = O Ya € A,

en donde la funcional convexa es:
gla)= f(a)~-", Fy: —o<y<,

¥ v’ es el valor débil que se define sobre las soluciones débiles S.D. por:

P -

Vo= inflimigt /(e
mientras que el valor dual se define como:
- = inf L (a,¥).
Vgl e

Resultado conocido como Teorema de Golstein, porque de la positividad de la
funcional de Lagrange se deduce que el valor débil v/ no supera el valor dual. En
tanto que la desigualdad opuesta se obtiene en forma directa.

5. Sin pérdida de generalidad se asume que:

g€ A: ~S(ag) =ap =0 € coryA
Y =spanA =affA
como f es convexa, también lo es como funcién del pardametro escalar s en f(sx).
Ademsds es continuamente diferenciable respecto del mismo pardmetro, lo cual
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equivale a que su derivada es monocreciente, y es acotada inferiormente. Por lo
tanto, puede concluirse que existe alguna funcional  llamada subdiferencial, tal
que:

3, ey L (a,p) =0, Ya € A,
L(a,w) = g(a)+(S(a).»)
g(a) = f(a)—Sf(0).

Este es el Teorema de la Subdiferencial, después de una extensién lineal de
a todo el espacio X.
8. Se asume, sin pérdida de generalidad, que:

g0 A: —S(ag) =ao=0 € coryA
Y = spandA =affA

ahora la funcional convexa es 1a funcional de Minkowski asociada al conjunto A,

y se define por:
S (x) = fa (=) =inf {t > O},

la cual satisface

0 < f(x) < oo, vYre X,
0 < f(a) < oo, Ya € corA,
entonces si:
x1 € cory A, xz €Y,
puede concluirse que -
3peyY* : La,w) >0, Ya € corv A
La,p) = g(a)+(T(a),¥),
g (a) = f(a)— f(x1)
T (a) = S(a)—-S5(x1)-

A  se le conoce como funcional soporte y al resultado como Teorema del
Soporte. El caso cuando z; ¢ Y es también vilido y més o menos inmediato.

7. Si se asume sin pérdida de generalidad que
0 € corA 0¢ B
en donde A y B son conjuntos convexos que cumplen
corANB =0,
y se toma como funcional la de Minkowski asociada al conjunto A4,
fa(x) =]nf {t >0},
y como espacio Y al mismo X, entonces se concluye que
3pe X* : L(z,p») =0, Yre X.

A la funcional ¢ se le llama funcional separante y al resultado Teorema de
Separacion.
8. Suponemos que se cumple la condicién

KnNnK, =0,

en donde K es un cono convexo abierto con vértice en 0 y K; un cono convexo
con vértice también en O.
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Sin pérdida de generalidad puede asumirse que
0 € corK =K

¥ se toma A = X = Y, la funcional de Minkowski asociada al cono K, y la
aplicacién convexa del cambio de signo S(z) = —=.

Entonces, se concluye la existencia de alguna funcional o, a lo largo de la cual
la funcional de Lagrange es positiva:

3pe K* : L(k,)=0, Yie K.

Resultado conocido como Teorerna de Dubovitskii-Milyutin,

9. Se asume que
corP # 0
P g X,

en donde P es el cono positivo del espacio X .
Sin pérdida de generalidad puede asumirse que

Q € corP,

se toma como funcional la de Minkowski asociada alcono X ,y A=X =Y .
Entonces existe alguna funcional ¢, a lo largo de la cual la funcional de La-
grange es positiva: .

3o P* : L(xz,) =0, Yre X.

Resultado conocido como Teorerna de Existencia de Funcionales Positivas.
10. Supongamos que
w1lprar 20,

en donde P es el cono positivo del espacio X, M un subespacio de X que intercepta
al cor P, ¢; una funcional lineal en Af, que es positiva en . Se define el subespacio
Y = A, la funcional convexa f con dominio en Y y la aplicacién convexa S por

Y = span {P,Af}
fly) = mzinf 1 (m)
Sy) = -

entonces se concluye la existencia de una extensién positiva @ de ¢, tal que:
L(y.) =0 Yyev.

Resultado conocido como Teoremna de Krein-Rutman, después de la extensién
lineal de  al espacio X.
11. Suponemos que se cumple la condicién:

Ly (m,y,) 20, Yme M e, € M*

en donde Af es un subespacio vectorial del espacio X, ;-, una funcional lineal en
Af, f la funcional convexa definida en A = X, S(z) = —. ¢s la aplicacién convexa
y L3 se define por:

Ly: M x M* — IR

Ly (m. ) = F(m) +(S(m).e1)
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entonces existe una extensién positiva

L:X xX*~ — r
L(x.p) =0
Lz, @Marxgey = L1 YreX 3peX-.

Resultado conocido como Teorema de Hahn-Banach.

No presentaremos aquf demostraciones detalladas de esta secuencia de teore-
mas, solamente delinearemos una demostracién que cierra esta secuencia. Porque
estamos interesados en poner en primer plano el Teorema del Punto Silla, en vista
de la orientacién que le daremos hacia las aplicaciones.

2.1.3 TEOREMA DEL PUNTO SILLA DE HURWICZ

Se enuncia y demuestra el teorema del punto silla en el cual se conjugan una
condicién de maximalidad de las funcionales lineales, con la de minimalidad en los
puntos de un convexo; este resultado es especialmente importante porque puede
orientarse en forma directa a las aplicaciones, donde se revela el caradcter esencial
del principio de causalidad eficiente.

. Se denotard por Q el cono positivo de un espacio vectorial topolégico Y, por
Q" el cono dual positive y por R el cono positivo de los reales R.

Sea X un espacio lineal, A un subconjunto convexo y Y un espacio lineal
topolégico preordenado con cono positive Q. Sea el par variacional (A, f) con
funcién objetivo convexa:

f:A— IR,

la aplicacién convexa:
S:A—Y

¥y el programa:
min{f (a) : §(a) < 0}.
Si p es solucién del programa y en el sistema S(a) < 0,a € A existe algin
a) € A: —S(a,) €intQ:
entonces existe (p,p) € A x Q°, punto silla de la funcional de Lagrange:

L:AxQ" — IR
La,p) = f(a)+(S(a).e),
en el sentido:
Lp,¥)SL(p.p)< L(a,p), V(a¥)EAxQ.
Reciprocamente, si Y es localmente convexo, Q es cerrado en Y, y para algiin
P € A, existe o € Q" tal que (p, ) es punto silla de la funcional lagrangiana L,

entonces,

p es solucién del programa convexo min {f (a) : S (a) < 0}.
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Se demuestra que la condicién del punto silla es necesarija:
Si p es solucién del programa entonces:
fP) < f(a), Va:5(a)=0,
como —S (a1) € intQ, y existe r; € intR se define el subespacio generado por esta
pareja de elementos en Y x IR:

N = Span{( S(al) ™)}
: N

JR—

F 2
Ry, r)=F (cx( 5(“1) T1)) = a,
evaluando la funcional [, en (—S (a1),71) se halla que F; # 0, ya que:
F((—S(a1),m)) =1

y adema4ds que es una funcional positivaen Q x R: F1 € (Q x R)" N N~,

Se define el subespacio de Y x IR generado por el cono positivo Q@ x R y el
subespacio /V, pero en tanto que el cono Q x R tiene interior no vacfo, éste genera
todo el espacio lineal Y x IR, luego:

Y x IR = Span {Q x R,N},
se define ahora en Y x /R una funcional convexa, a partir de la funcional lineal F3j:

G(2) = inf Fi(),
como Fy € (Q x R)" N N* ésta resulta monétona y entonces la funcional lineal
esta mayorada por la funcional convexa en i subespacio V:

Fi(2) = infrgyenv FL () = G (2)len_
F < Gy

se aplica el teorema de Hahn-Banach y se obtiene F' una extensién de F; desde el
subespacio NV al espacio Y x IR, manteniéndose la mayoracién por G

F:YxIR— IR
Fln=F
F<G.
Pero ademads la funcional F resulta positiva en el cono Q x R, porquesi (y,7) €
Qx R, como (-5 (a1),r) € int (Q x R) = cor (@ x R) entonces L (—S(a1).,m1) €
cor(Q x R),Vn = 1, luego si (y,7) # L (—S(a1),r1), existe alg\x.n numero posi-

tivo § que depende de (y, ), de tal manera que desplazdndose un pequeiio trayecto
alrededor de (—S (a,), ;) se mantiene dentro del conjunto convexo Q x R:

%(—-S(ax).rl) + X6 (y.T)EQRX R, Vre(—1,1),

ahora dado 6§ > 0O cualquiera que sea un entero positivo que lo supere - n > § -
puede escribirse:

8@ L s e@x R VA (-1,

al fijar A = }, aplicar la funcional Fly = F; € (@ x R)":

P~ sG(-wm < -F—‘(—_-Sff—‘)ﬂl 36>0,Yn21,
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¥ tomar el lfmite cuando n tiende a infinito, se encuentra:
Fe(QxA),

finalmente se tiene que:
Fe(@xR)" nYy=-
Fln = Fi.

En el espacio producto ¥ x IR con cono positivo @ x R las funcionales se

describen por la suma de funcionales laterales ¥y € Q* y vy € R* con v > O:
F(y,r)=F 0+ F@Or)=v@)+v()=¢{ +,
dado que existe algiin punto (—S(ap),r1) € int(Q x R), existe entonces una
vecindad de este punto dentro del cono Q x R. Considérese el conjunto convexo,
con g(a) = f(a) — f(P):
B={(y,r):3ac A:(y—S(a),r—g(a)) € Q x R},

este conjunto tiene interior no vacfo porque (0,0) &intB, y como (0,0) € Q x R
entonces existe una red (£, Z) € Q x R que converge a (0, 0), luego:

vaeeanz1): ((2+5@)~5@.(Z+9@)—9() xR,
entonces se halla que:
Y(aeAn=1): (% +S(a),£+g(a)) e B,

luego al evaluar con la funcional F:

Viee A,n=>1): F(%+5(a),Z
P (E+S5@)+v(5+a(a

+g(a)) 20
)) =0,
tomar el lfmite con n:
Va € A: ¢, (S(a)) + vg(a) =0,
dividir por v > 0, denotar = %tp, ¥ usar la notacién simétrica se encuentra:
Va € A:(S(a),p)+ f(a)—-F(»)=20,

y dado que —8 (p) € Q, finalmente se tiene que:

B3pe: fP+(SPE)w <SW < @)+ (S(a),v), VaeA;
ademais:
Vo EQT: Sf@+(SE) .Y f(p),
entonces:
sup L(p,¥) < f(p),
weQ-
o bien:
sup (S(p),v) < 0;
veQ

y dado que la funcional cero esta en el cono dual Q*, este supremo se alcanza en
ella, y se obtiene:
FJpeQ™: (S, YS(SEP).¥), Yve,
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En conclusién se ha logrado el resultado: (P, ) es un punto silla para la funcién
de Lagrange L, es decir:

AP EAXQ : Lp¥) 2L(pe) <Lay), Viav)eAadxQr.

En base a la diferenciabilidad de las funcionales y a las caracteristicas de las
funcionales en espacios de Hilbert, puede especializarse la condicién del punto silla
para una funcional soporte de cierto convexo, como lo muestra el siguiente teorema

optimizador, €l cual desempefia un papel muy importante en muchas de nuestras
aplicaciones.

2.1.4 TEOREMA OPTIMIZADOR

Sea ahora X un espacio de Banach, f una funcional convexa diferenciable:
' f:X — R,
S; una coleccién de funcionales también diferenciables:
Si: X — IR,

A; el conjunto de los argumentos que producen imdgenes que no superan el cero
bajo Si, con i € {1,k}, A; los conjuntos de anulacién de las funcionales Sj, con
j € {k+1,n}, S la aplicacién convexa definida en la interseccién de todos los
conjuntos A; a través de las funcionales S; y con imdgenes en el espacio IR™:

Ai={a€ X :85(a) <0} i€ {1,k}
Aj={ae X:S,—(an) =0} je{k+1,n}
S:A=( A — R"
5 (a) = (5:) (@) = (S (@)); -
Sea ademss el programa variacional:
min {f (a) :a € A, §(a) <0},

si se asume que el interior de A es no vacfo: intA # 0, y se denota por Q~ el cono
dual positivo de IR™, entonces resulta que:

P € Aes un minimizador < 3IA € R"NQ* : Agp.LS(p)
¥y que df, + AdSp es una funcional soporte para el conjunto A en el punto p:
(dfp + AdS,) (P) < (dfp + AdSp) (a), Va € A.
Si ademsds A es un cono simétrico:
dfp(a) + AdSp(a) = 0, Va € A. (2.1)
De acuerdo con el Teorema del punto silla, se sabe que p € A es un minimizador,
si y sélo si, existe algin (»,9) € A x Q° que es punto silla de la funcional de
Lagrange:
L:AxQ" — R, L(a,¥)=f(a)+(S(a),¥),
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lo cual significa que se cumple la desigualdad:
Lp, ) < L(p,w) < L(a,v), V(a,¥) € AxXxQ" ;
como las funcionales o, ¥ € Q" siendo Q < IR", existen A,y € Q que las definen:
e() = ()
¥() = (vd
asf que la funcién de Lagrange queda:
L(a,¥) = L{a,y) = f(a) + (S(a),y) = f(a) +y- S(a)
¥ la condicién de punto silla es:- V(a,y) € A x Q -
f(p) +v-5p) < f(p) + AS(p) < f(a) + A - S(a),
comop€E€ Ay A € Q, entonces A - S(p) < 0, pero ademds:
fP)+y-SP) < fP)+A-S@), Viey)€eAxQ
2.5 =2-S@), vnzlIeQ
A-S(@) =0,
luego la condicién de punto silla se reduce a:
f(p)+y-S@P) <5P) < fla)+A-S(a), V(e y)e AxQ.
Ahora bien, ya que existe & € intA, sea £ € (0, 1), entonces existe U una vecindad
de O tal que @ + U C A, luego para todo a € @ + U, por la convexidad de A, se
obtiene que a — p es una direccién factible para 4 en el punto p:
(1—e)p+eca=p-+cla—p) € A,
de la cond.iciég de punto silla:

fP) < fle+e(a—p)) +A-S(p+e(e—p))
< f(p) + A - S(p) + dfp(e(a —p)) + A - dSp(s(a — p)) +rp(e(a — p)),

luego:
0 < dfp(a—p)+ A -dSp(a —p)+ ﬁ(t:;p))‘
dfp(p) + A - dSp(p) < dfp(a) + A - dSp(a),

de donde dfp + A - dS;, es una funcional soporte para A en p. Para el caso del cono
simeétrico, o cuando se suprime la restriccién de pertenencia a un conjunto Ay, se
obtiene finalmente la condicién de Khun-Tucker:

dfy +A-dSp =0.

Se ha obtenido a partir del principio de causalidad eficiente un instrumento
supremarnente 1itil en las aplicaciones: La condicién de extremo condicional de

Khun-Tucker.
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2.1.5 LOS ESPACIOS DE ENERGIA

Se definen los espacios de energfa a través de una forma bilineal coercitiva. Se
define luego una funcional Lagrangiana y en base al principio de causalidad efi-
ciente se obtiene la ecuacién de continuidad. En particular se enuncia la ecuacién
de Fokker-Planck.

De otro lado, en términos de operadores se bosqueja el Método del Elemento
Finito de Galerkin y con la orientacién del principio de causalidad eficiente se
define una funcional lagrangiana para demostrar que la solucién de este método
puede encontrarse de la regularizaciéon de Tijonov.

Sea el espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte com-
pacto X = C§° (IR™). Considérese el problema hiperbélico de Cauchy dado por el
propagador de ondas o D'Alambertiano, con datos iniciales en el espacio X:

02y = (8 —(A+q))u=0 =ze€R"
u(x,0) = up (x) € C§° (IR") te R
w(x,0) = u, () € C§g° (R"),

donde el potencial g se toma, de acuerdo con [3, Acef f], de la forma:
a(z) = EH  p e L (RY)
B=2-2 s>n>2,
En el espacio producto X x X se define la forma bilineal
a (v, w) = {(vo, 1), (wo, w1)),
= [ ((vi,w1) + (Vvo, Vwo) + g (vo, wo)) da.
A
Puede demostrarse la conservacion de la energfa en el sentido:
Ey (t) = E4(0) (2.2)
y definirse la norma energfa:
Eq () (v) = lIvllZ = a(v,v).
Se completa el espacio producto con respecto a la norma energfa y se obtiene el

espacio de energfa H,;. Este es un espacio de Hilbert y la forma bilineal a resulta
coercitiva en el sentido de:

({u,v), =a(u,v), |lull,= Va(u,u),
a(v,v) Z¥lIvll:, 3v>0,Yve€ Ha.

Ademas es posible demostrar la equivalencia de los espacios de energfa perturbado
-(g # 0)-, y no perturbado -{g = 0)-[3].

ECUACION DE CONTINUIDAD

Sea un campo vectorial diferenciable X“ﬁp en el espacio X, y Lx la derivada
de Lie con respecto a dicho campo. Con base en la forma bilineal a se define la
funcional lagrangiana L:

L (u) a((f — Lx)u,u)
a(u—X "a—i—ru. )
(uu)g — (XFp2zu,u),,

[
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derivando se tiene:

dL = (du, u)u+(u du), — (X z2du,u), — (X*32,du)
= — 32 (X*du,u), +(du u+X"rp,-u) + (u— X"Bal.-u du),,

el principio de causalidad eficiente, en su forma de condicién de extremo incondi-

cional produce:
du, x4 20— + (x* =0
’ Bxk a B3x* a '

de donde resulta: "
X +u=0
x.,?; % (2.3)

combinando estos resultados se halla:
52 (X *u,u) —(X uu)+(X"u,§‘9; )
= (X —éru +u,u—

finalmente se obtiene la divergencia nula:

B;z“ (X"u,u) =0;

si se numera con el fndice k& desde O hasta n — 1, para relacionar la primera
coordenada con el tiempo y el resto con las coordenadas espaciales, y se definen
las magnitudes:

= 1 (X%, u)

=Xy, k=1,

se observa que la divergencia nula es la ecuacién de continuidad:

a
divy =%~

Andlogamente, si T es cualquier operador del grupo que deje invariante las
relaciones (2.3), se obtienen las ecuaciones:

Xk g2 Tu +Tu=0
3%; (X"Tu,u) =0

y si T, es el generador infinitesimal de este operador respecto de algiin pardmetro,
la divergencia nula se traduce en la igualdad:

oo (X*Tou,u) =0,
ahora redefiniendo las magnitudes:

p =L (X°T,u,u)
Jk = (X"T,u u), k=1,

se obtiene nuevamente la ecuacién de continuidad.

En particular, cuando p sea la densidad de probabilidad de una variable aleato-
ria y J la corriente de probabilidad de la misma variable:

J(x,t) = (b (z,t) — a—BID (x, t)) p(z,t),
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la ecuacién de continuidad produce la ecuacién Fokker-Planck:

a =
& =—F=J
= Lrp p,

donde el operador Fokker-Planck queda definido por:

a 82
Lpp = —gz—b—}— -B?D.

Este operador juega un papel primordial en todos los procesos de la naturaleza que
combinan los procesos difusivos con los convectivos y serd retomado en el capftulo
(6) para estudiar algunas de sus propiedades.

METODO DEL ELEMENTO FINITO DE GALERKIN

Con el método del elemento finito de Galerkin se resuelve, entre otros, el siguiente
problema directo:

Sea Q una abierto acotado en IR™, cuya frontera 352 es una variedad (n — 1) —dimensional
de clase C7, 7 = 1, ( luego en particular en cada punto de la frontera admite, en
alguna vecindad, una representacién como hipersuperficie de Lipschitz). Sea T un
operador autoadjunto positivo, definido en el subespacio Xy de las condiciones de
frontera homogéneas de un espacio de Hilbert X, sea B un operador afin definido
en Xgp y ¥ una fuente en el dual X§:

Tu=1yY en,
Bu=0 en 89.

Se obtiene la versién débil haciendo el producto interno con cualquier funcién en
el subespacio de las condiciones de frontera Xg:

(Tu,v) = (P, v),
como el operador T es positivo, tiene su rafz cuadrada autoadjunta VT luego:
(\/Tu. \/Tu) = (¥, v),
entonces se define la forma bilineal:
a(u,v) = (\/fl_‘u. \/Tv) N
para que la versién débil quede:
a(u,v) = (&,v)

y obtener su versién proyectada en el subespacio finito-dimensional de las condi-
ciones de frontera:

a(un, ) = (¥, 5);
se desarrolla u,. con coeficientes a; y ¥ con coeficientes bx, en términos de las
funciones base ¢, :
> ay @,

3 bio;

Un
v
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se obtiene con ¥ = ¢J- de acuerdo al método de Galerkin, el siguiente sistema de
ecuaciones algebralcas cuya solucién determina el vector a y por tanto la solucién
aproximada un:
Ka =W
K = (VT VTo;) .

En X como espacio de energia H, se considera la gama de sus subespacios
finito-dimensionales, a los cuales, en tanto que subespacios cerrados de un espacio
de Hilbert, se les puede aplicar el Teorema de la Proyeccién para descomponer el
espacio total en el subespacio finito-dimensional y su complemento ortogonal; sea
K, el subespacio generado por las ¢; de dimensién n — 1 y P, la correspondiente
proyeccién sobre &1, luego:

H, =K. ® Ky
Pn: Hy — Kn
K, = span (¢5),
si u es la solucién exacta del problema considerado y u, la solucién aproximada

hallada por el método del elemento finito se puede demostrar que el error u — un
es ortogonal a v, Vv € K.t

u— P, (u)lve Kn
P, (u) =un

¥ por tanto que la solucién del método del elemento finito es la mejor aproximacién,
en el sentido de ser la solucién de mfnimos cuadrados de norma mifnima.
De otra parte, se puede definir la funcional de Lagrange siguiente:

L ={Pa (W3 +2ITP. (v) — ¥li3
derivando se tiene:
dL, (h) = 2{Pnu,h) +2X(T Pau — ¥, Th)
= 2 (tn, h) + 2A(T* (Tun — ¥), h)
=2A((T*T +al)un — T Y, h), a=r"1,

por tanto la solucién u,, que se halla por el método del elemento finito, se obtiene
como la regularizacion de Tijonov del operador T :
up = (T*T+al) ' Ty

concluimos que la regularizaciéon de Tijonov engloba al método del elemento finito
y éste a su vez engloba el de diferencias finitas; con lo que llegamos a una gener-

alizacién natural de la idea de Kepler de sistemas regulares que estan contenidos
a su vez en sistemas cada vez mas regulares.
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3. CAPITULO 3

31 ECUACION INTEGRAL GENERAL

El objetivo del capftulo es mostrar que el principio de causalidad eficiente, a traveés
de la ecuacién de continuidad, determina las condiciones de frontera del operador
propagador de ondas, cuya solucién nos conduce a la ecuacién integral general de
los problemas inversos.

Siguiendo a {7, Brambila], se toma el camino que a continuacién se traza. Se
plantea un problema hiperbolico mixto para la amplitud de onda del campo u y
el potencial g, luego se consideran los dos problemas de contorno de los campos
caracterfsticos, los cuales resultan lincalmente independientes y con soporte en el
cono no-causal; se expresa el campo u como combinacién lineal de los campos
caracterfsticos y se determinan sus coeficientes de las relaciones que se infieren
a partir de las condiciones de contorno de los campos caracterfsticos y de su
expansién como ondas viajeras; nuevamente se usa ésta expansién y se obtiene en el
interior del cono no-causal la ecuacién buscada, si se imponen formas particulares
a las condiciones de contorno se halla la ecuacién de Marchenko y luego con otras
condiciones, la ecuacién de Gelfand-Levitan lineal. [58], {37], [34].

Estimamos que en este capitulo nuestro aporte es el siguiente:

1. Obtener la Ecuacién Integral General basdandonos ¢n un problema hiper-
bolico general y en su descomposicién a través de los campos caracterfsticos.

2. Dar sustento a las condiciones de frontera por medio de la Ecuacién de
Continuidad y de acuerdo con el Principio de Causalidad Eficiente.

@«

Extender los resultados para incluir la ecuacién de Krein y la de Gopinah-
Sondhi.

3.1.1 ECUACION INTEGRAL GENERAL

Considérese la ecuacién de onda:

DEu(I,t,B):ﬁ—Au-f-qu:O

teR. relR™, 6 S™? (3.1)
con las condiciones de contorno:
u(0,t,8) = 6 (t) + R(t)
u'(0,¢,8) = —&(t) + 7(¢) (3.2)

R, € C§°,
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g dado por (3, Aceff] ¥ la condicién de quietud para t < 0, que expresa el principio
de causalidad en el sentido de que-la perturbacién no puede adelantar al frente de

onda b - Ser ce aue: erturbacion
u(x,t,0) =0, z-0>1, 3.3)

ademads R(t) representa el campo reflejado y su gradiente en la interfase, de acuerdo
a la ecuacidn de continuidad, es la derivada respecto del tiempo de cierto campo

r(t).

Se considera ahora los campos caracteristicos en los problemas hiper-
bélicos de contorno de tipe mixto:

1. el campo derecho:

OZu; =0
u, (0,¢,8) = §(t) (3.4)
u} (0.¢,8) = —6(¢)

2. el campo izquierdo:

O2uz; =0
up (0,¢,60) = 6(t) (3.5)

ub (0,¢,0) = 6(t),

los cuales pueden interpretarse como un par de pulsos agudos concentrados uno
viajando hacia la derecha y el otro hacia la izquierda.

Se puede mostrar pasando con la transformada de Fourier del dominio del
tiempo a su variable conjugada - la frecuencia w -, que los campos caracterfsticos
(ui);, i € T, 2 son linealmente independientes cuando el numero de onda no es nulo
- k=% 3 0 - y estos campos tienen soporte en el cono no causal - {jt| < x.6}-.

En base a la independencia lineal, el campo u puede representarse como su-
perposicion lineal de los campos caracterfsticos - (u;),, i € 1,2 -, con A y § como
los coeficientes de la combinacién lineal:

u(x,t,8) =(A»u + 5= u2)(xt0), {3.6)
+oo oo
u(x,t,0) = / At A(E — t') us (&, ) 0) + / 'S (¢ — t')uz (z.t,8) . (3.7)

—oo

Al usar las condiciones de contorno para u y la expansién de los campos carac-
terfsticos en pulso concentrado y sombra :(8.27)

uy (2,8,8) =6 (-8 —t) + Ky (x,t,0)

wa (£.6.8) = 6 (x - 0 + 1) + K (,t. ), (3.8)
emplear el soporte de las sombras K; en el cono no causal y la simetrfa (8.28):
Ky(r.t,8) = Ka(x, —t,0) (3.9)
» luego evaluar en el origen el campo u en (3.7) se halla:
4o
u(0,t,8) = [ dtrA(t —t)(S(')+ K, (0,¢,8)) +
=
+ [ d'S(t — ') (5 (") + K2(0.¢',6)) (3.10)
—oo

A() + S(t) + Tfmdt' (At —-t)+S(t+t')) Ky (0, t,0),
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entonces se consigue la primera ecuacién entre los coeficientes de la combinacion
lineal:

(A+S8)(t)=(6+ R)(t). (3.11)
De otra parte, si se deriva el campo u en (3.7) :

o0 +o0
u' (z,t,0) = / dt'A(t —t')uj (=, t',0) + / dt’'S (t — t'yuh (xz, t’,0) (3.12)
oo —oo

y luego se evaliia en el origen se tiene:

ey +o0
u’ (0,t,0) = / dr’ A (e — ¢y (~5)) + / ar's (¢ — 'y 5 (¢) (3.13)
w' (0,4.6) = f dt'(—A(t— ) + S (t—')NEE), (3.14)

a continuacion se evalia con cualquier funcién de prueba y se hace uso de la

integracién por partes para obtener la otra ecuacién entre los coeficientes de la
combinacién lineal:

(A-85)@®)=(6—7)() (3.15)
finalmente, combinando (3.11) y (3.15) como ecuaciones simultdneas se halla:

A = (54 2 (R—1) (8) = (6 + D) (&)
s =l@wring ) (3.16)

entonces el campo u se expresa:
“+oo

u(z,t,0) = /dz'(6(t—t’)+D(t—t’))ul(::,t',o)+

2
+o0

+ f dt'S (t — t') uz (z.t,0)
R

se emplea la propiedad de evaluacién de la delta de Dirac:
+oo
u(x,t,80) = uy(=x,t,0)+ / dt'D(t —t')u; (z,t',8) +

—oo
400
-+ / dt'S (¢t — ') uz (x,t',8),
—oo
se sustituyen las expansiones de los campos caracter{sticos:
“+oo
u(x,t,0) =6(x-0—1t)+ K (x,t,0)+ [ dt/!D(t—t')-
—oo
+o0
bz 0—t'Y+ Ky (x,t',8)) + [ dt/S(t—¢t)(5(x-0+ ') + Ka(x,1,0)),
—oo
nuevamente se usan las propiedades del delta de Dirac:

u(z,t,0)=86(x-0—t)+ K1(x,¢,0)+D(t—x-6)+S(t+x-6)+
+oo
+ f de'(D(e~t) + S+ DK (2,¢.6), ltl<z-0. (317
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y finalmente se obtiene la Ecuacién Integral General, en el interior del cono
no causal - {|t| < x -6} -:
O=FK(z,t) + D@t —z-0)+S(t+x-6)+

+ T dt (Dt —t)+SE+N K (2.t°.6), |t]<z-6, (3.18)

a la cual se le puede dar la forma funcional de operadores:

T+NYK, =—~K, |tf<zx-0
N=D+5 :

la solucién de esta ecuacion integral general resulta particularmente 1itil para
establecer el vinculo entre el potencial buscado y la sombra, en los diferentes
problemas que pueden ser transformados en problemas inversos del operador de

Schrodinger.

ECUACION DE MARCHENKO

Como condiciones de contorno (3.2) se escogen los dos campos iguales:

r()=R(),
luego de las ecuaciones (3.16) resulta que, su diferencia D y su suma § son:
D=0
S=R,

por tanto se obtiene la ecuacién integral:

I +R)Ky = K,
o bien en notacién explfcita en el cono no causal y escogiendo la direccién 6 =
(1,0,...,0) con x = x;:

+z
K (z:.t)+R(z.t)+/dt'R(t+t’)K1 (z.¢)=0, |t|<az,
2.

esta es la conocida ecuacidn de AMarchenko, donde el micleo se determina por el
campo reflejado y cuya solucién es la sombra en el cono no causal.

ECUACION GELFAND-LEVITAN

Las condiciones de contorno (3.2) se fijan escogiendo nulo el campo r:
r=0,
luego la diferencia y suma serdn la mitad del campo reflejado:

D=%R=s, o<t <z,
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entonces se encuentra la ecuacién integral:
Ki(z,t)+ 3R(t—z)+ IR(t+x)
+=
+ fdt' (JR(E—t)+ IR+ 1)) Kh(z,t') =0,
==

y al descomponer la integral para ubicarla en el semieje positivo, se hallan las dos
ecuaciones:

Ky (x,kt) + 3 R(%t + )
+ Zxdz' (JR(xt —t') + FR(2t+ ")) (K (=, ') + K1 (z,—t")) =0,
si se denota la sombra por:
K (z,t) = K1 (=, t) + K (z, —t)
vy se suman las dos ecuaciones integrales se obtiene:
K (x,t) + 3R(z—t)+ iR (z +¢)

+ T ar GRUE—D + JRE+ ) K (=) =0,

1a cual es la ecuacién integral de Gelfand-Levitan lineal.

ECUACION DE KREIN

Se fijan las condiciones de contorno escogiendo en (3.2):
() = —R(t),
entonces las funciones diferencia y suma quedan:

D()y=3(R—7)(t) = R()
S =L (R+7)(t)=0.

Se halla la ecuacién integral:

+x

Ky(z,t)+ R(t — x) + fdz’R(c —t)K;(z,t') =0, |t|<a=,
¥ por la condicién de quietud o principio de causalidad:
+z
Ki(z.8) + R(¢ — x) + / dR(t— ) K1 (2, t') =0, jt| <

y se ha obtenido la ecuacién integral de Krein.
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ECUACION DE GOPINATH-SONDHI

Finalmente se fijan las condiciones de frontera de la forma siguiente:

R(t) =sgn(t) + IH(t)
r(t) = —R(t),

donde H es una funcién conocida y sgn es la funcién signo. Luego las funciones
suma y diferencia ahora resultan:

D (t) =sgn(t) + 3 H (t)
S(t)y=0.

La ecuacién integral general produce entonces:
Ky (x,t) +sgn(t —x) + §H (t — =) +
“+z
+ [ dt' (sgn(t —t )+ IH(t~t)) K, (z,t') =0, |tl<zx
==

¥ por el principio de causalidad:
+z
Kz, t)+ 1 /dt’h(lt — VDK (zt) =1, |t] <=z,
e

donde la funcién . se obtiene de H. Esta es la ecuacion integral de Gopinath-
Sondhi.
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4. CAPITULO 4

41 CEL PROPAGADORDE ONDAS =~~~

El presente capftulo tiene como objetivo aplicar el principio de causalidad eficiente
definiendo una funcional lagrangiana apropiada para las ecuaciones de Maxwell y
posteriormente, resolver el problema inverso de tipo eléctrico.

Este problema surge de la necesidad de un estudio explorador no destructivo
de dispositivos eléctricos, como es el caso de los transformadores, para establecer
su estado de operacién y en consecuencia contar con elementos para decidir su
permanencia o retiro del servicio. [53].

En la seccién 1 se inicia con el planteamiento del problema inverso n-dimensional
para el propagador de ondas y su posterior reduccién a una coleccién unidimen-
sional a través de la transformada de Radon. [7], [21].

En la seccién 2 con el uso de formas diferenciales se define un programa varia-
cional que conduce a establecer las conocidas leyes del campo electromagnético
¥ se destaca la divergencia del campo del desplazamiento eléctrico. Porque esta
caracterfstica es suficientemente representativa de muchos fenémenos de la natu-
raleza que se presentan como flujos a través de superficies de campos vectoriales
que se derivan de algin potencial, en otras palabras: flujos con potencial. {1}, [45],
[86], [82], [79].

En la seccién 3 se formula el problema inverso eléctrico con el uso de las
coordenadas cilfndricas y de las simetrfas del fenémeno.

En la seccién 4 se aplica la transformada de Laplace, su analiticidad y la
expansién en serie para proponer una ecuacién cuya solucién permite determinar
el coeficiente de la permitividad eléctrica a partir de un escenario de mediciones
realizadas en el exterior de los dispositivos. Se obtiene una expresién explfcita
para el coeficiente de interés con validez local.

Estos resultados pueden extenderse con relativa facilidad a otras dreas impor-
tantes como es el caso de los fendmenos magnéticos y difusivos.

En la ultima subseccién, se considera el problema inverso del perfil del fndice
de refraccién para un medio material heterogéneo en donde sus caracterfsticas
eléctricas y magnéticas varfan en el espacio. Se aplica la transformada de Radon
¥y la transformacién Kirchhoff-Liouville. {58], [18].

En este capftulo consideramos que nuestro aporte es:

1. Reducir el problema inverso para el propagador de ondas de dimensién n a
unidimensional, al escoger un hiperplano apropiado para aplicar la transfor-
mada de Radon.

Concebir la solucién del problema inverso como una transformacién de oper-
adores. En particular para el problema del propagador de ondas, resolverlo
como la transformacidn de un operador no-perturbado en uno perturbado,
para posteriormente hallar la perturbacion la cual contiene el coeficiente que

se busca.
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3. Con la orientacién del principio de causalidad eficiente definir una funcional
lagrangiana en base a formas diferenciales para obtener las ecuaciones de

4. Plantear y resolver el problema inverso de tipo eléctrico.

4.1.1 EL PROPAGADOR DE ONDAS

Se desea hallar la velocidad de propagacién de las ondas en un medio material
heterogéneo, con frontera en forma de semiespacio en el espacio de dimensién n.
Se considera el operador n-dimensional de la propagacién de las ondas sin

perturbacién y con funcién fuente f:

%y = (A—;‘yaz)‘u=f
ze Fn, te R (1)

Se toma en cuenta el hiperplano que pasa por el origen, tiene vector normal
ep y forma un dngulo @ con el eje t del tiempo; en tanto que el semi-espacio
tiene la direccién del eje x; como vector normal interior. Ahora se recurre a la

transformada de Radon:
Rf@e) = [f@E@—z-e)dz, (4.2)
=48

se denota el campo transformado por v, la funcién fuente transformada por f, la
coordenada xr; = = y se obtiene una coleccién de las versiones unidimensionales

del problema, parametrizadas por el dngulo 8:
32 sin? @ 1 =
v+ (B -5 )erv=1 (4.3)

c2

Este resultado se aplicard al problema inverso del perfil del tndice de refraccién al
final del capftulo.

4.1.2 ECUACIONES DE MAXWELL

Para plantear el problema en un contexto suficientemente amplio se obtienen las
leyes generales que rigen los fenémenos electromagnéticos. Con ¢ése fin se formula

el siguiente programa variacional:
Sea A = (A;); el covector potencial del campo electromagnético F = (Fix)

de tal manera que:
F=dA (4.4)
con J se denota el covector de fuentes y se define la funcional:
L(F, A) = (FG)+4mr (A, J) (4.5)
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L=/F/\'G+47r/A/\‘J,
f7) o

esta funcional en coordenadas adopta la forma:
L= A (F*Gu + 4w AT ) dt Adz Ady A d=. (4.6)
Luego, la condicién de Khun-Tucker para extremo incondicional produce:
[)ddA/\'G+F/\d‘G+4rrdA/\'J=AF/\(d'G+47r'J) =o,
por lo tanto se halla la relacién:
d"G = —4n*J, (4.7)

posteriomente con las expresiones del campo electromagnético:

F=d(¢,A)=dtAE~-B
G=dtAD-H (4.8)
J = pdt — Jidz*,
se obtiene el par de ecuaciones:
V-D=d4mp
V x H = 4xJ + 22, (4.9)

en tanto que de la ecuacién (4.4) resulta las otras dos ecuaciones:

VxE=-%
v-B= 0?5'2 (4.10
donde las constitutivas son:
D=¢
H=18. (4.11)
"

A continuacién la ecuacién de Laplace-Poisson en ausencia de cargas libres se

convierte en:
v-D =0, (-4.12)

si ademaés el fenémeno para el campo B es estacionario, de (4.10) se infiere que el
campo E es irrotacional y por tanto puede derivarse de un potencial escalar V:

E=-vVV, (4.13)

finalmente la ecuacién de Laplace-Poisson queda:
V- (eVV) =0. (4.14)

Esta ecuacién tiene la forma explicita de flujo de un campo proporcional a un gra-
diente y da lugar a la generalizacién conocida como aplicacién Dirichlet-Neumann,
que aplica una funcién fuente definida en una frontera en una funcional definida
en la misma frontera. Sea V;, i € [1, 2] soluciones de los problemas de Dirichlet no
homogéneos en una regién acotada y regular n-dimensional €2:

div(eVV;) =0
Vilea = fi
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se define la forma bilineal:

Vi
a(fi.f2)= | eV - VVa = [ ¢
[ /

dn Ve,

esta aplica la funcién fuente del problema de Dirichlet f; en la funcional lineal
definida por la integral:
a.f)= [AO)Va
an
A (f1) = eG4,

donde A, es la aplicacién Dirichlet-Neumann.

4.1.3 PROBLEMA ELECTRICO

Se quiere proponer un sistema de medicién lo suficientemente realista que conduzca

a encontrar el coeficiente € .
Como lo requiere las aplicaciones se asume como informacioén apriori la simetrfa
local respecto de un eje, sea ¢ste el eje z. En coordenadas cilindricas el gradiente

2 19 6
v = (h—) (ar rop’ 82

se conforma la ecuacién (4.14):

8 10 )
157 755" 3) ((3r raaa )V)—o

a
2(4) 15 () + & () o

Por la simetrfa respecto del angulo azimutal ¢ se llega a:

a a o ;]
7@50*555@—Q

de manera mis explicita:

es :

la cual queda:

32 ARV i 82 V__alneav 8[115_3_V
arz 922 ar or Iz 8=z’

donde se observa otra simetrfa - la de intercambiar r por z -. Considérese entonces
que el coeficiente depende s6lo de r, y sea 8 = —-6—55',_—5, luego el problema inverso
resulta de tipo elfptico y se plantea de la forma siguiente: hallar el coeficiente G
en la ecuacién diferencial:

82 52 v
=V =V =05 (4.15)
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4.1.4 SOLUCION DEL PROBLEMA ELECTRICO

Se calcula la transformada de Laplace de la ecuacién (4.15) con respecto a la
variable z, con variable conjugada s, luego esta ecuacién se transforma en:
o2
or2

_ _ av
2 "o
V42V =05 (4.16)

Por ser V una transformada de Laplace es analitica con respecto a s y admite,
una expansién en serie de potencias de s:

V= is"vn ), (4.17)
°

se sustituye en la ecuacion diferencial (4.16) y se representa por acentos

de puntos
las derivadas con respecto a r:

oo
D" (Ha +n(n — 1) va — Bin) =0,
°
se analizan los coeficientes de las respectivas potencias de s:

n=0, i}o—ﬁizo=0=vo=/ead1",

n=1, i —Fi =0=uv = / e dF, (4.18)

n=2, th—Bin+n(n—1)v,=0.
Para determinar una estrategia de datos se expande V respecto de la variable s :
~ oo
V=Zs"v,,=‘uo+svl+32u2+...,
n=0

luego se evalua en cero y sélo permanece el término vg:

Vl = vo, (4.19)

Ahora se relacionan las ecuaciones (4.19) y (4.18) para obtener:

LMyao =vo = / e’dr, (4.20)

esta ecuacién en principio permite encontrar el coeficiente 3, para ello se realizan
las operaciones convenientes y se obtiene el resultado principal:

e (r) = e= J 0 FEWano.

(4.21)
que da el coeficiente de permitividad eléctrica en funcion de los datos y es valido
en una vecindad Q.
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PERFIL DEL INDICE DE REFRACCION

Se plantea y resuelve el problema inverso unidimensional de la determinacién del
perfil del Indice de refraccién en un medio material heterogéneo en forma de semi-
espacio. Se supone que la permeabilidad y la permitividad varfan espacialmente
con la profundidad. Se usa la transformada de Radon y se sigue a [18, Coen).
Las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes son:
divD =0 divB =0 (4.22)

rotH = 182 rotE=-1282,

¥ combinadas con las ecuaciones constitutivas quedan:

diveE =0 divuH =0 (4.23)
rotH = L%E rotE=—:l:-§s‘L’.l <

L

luego:
< &

|
rotrotE = LVu x rotE — 4§ FE (4.24)
rotrotE =V (V- FE) — AE

as{ que para el campo eléctrico se halla:

caB+v(v. B+ B 2E g 1y tE. 4.25

+ V (V- =52 —'u,uxro. (4.25)

Se escoge una determinada polarizacién con el campo mégnetico en el plano

de propagacién (z,y) y el campo eléctrico perpendicular a él, entonces sélo E, es
diferente de cero: 52 ldu &

He _1ldu

Az By — ol = et (4.26)

se calcula la transformada de Radon del campo E;, en el plano (¢,y/c) a lo largo

de la recta que pasa por el origen y es perpendicular al vector unitario (cos 8, sin 8),

¥ se obtiene: 2 -
82 _ sin?28 ue\ 82 _ 1duy & =
bt (YT ) gl = L B (.27)
con la transformacién de Kirchhoff se define la profundidad aparente s por:
s(x) = /u(i) dz, (4.28)
luego: . 2
ldu 8 -, _ 02 -~ 2 9% =
ndz L = 522 E, —p D32 £, (4.29)
por tanto se halla la ecuacién de ondas:
32 - 1 .2 82 =
FE, -z (1€ —sin® 6) wE, =0, (4.30)

donde la velocidad de fase se escribe:
cH (4.31)

Vo ————e,
Ve — sinZ @

¥ el fndice de refraccién aparente resulta:

— si o
7(s,8) = % = ._“_‘#i. (4.32)

46 CAPITULO 4




Se realiza la transformacién de Kirchhoff-Liouville, definiendo la nueva profun-
didad aparente £:

£(s,8) = / n(5,8)ds (4.33)
¥ el nuevo campo E:
E(€,ksinb,t) = /77 (s,B) E: (s, ksin8,t), (4.34)
ahora se encuentra la ecuacién de onda:
SmE—-%kS5E=q(50)F (4.35)

a(£,0)= 2587
Se especifican las condiciones de contorno partiendo del caso libre de dispersién:

2
q($,6)='%§a$—2\/r_1=0=>n=cte=l, (4.36)

en la interfase £ = 0 = s se tiene el caso de la onda plana para £.:

Ey(s,ksing,e)| _ = ek _ =1

(4.37)
E(£,ksinb,t)|eeo = /71 (5,0)Ex (5, ksing, :), b =1
Para el gradiente del campo se halla:
EL (6. ksing,0)| _ = ikme'ne|,_, = ik, . (4.38)
luego:
E(0,ksiné,t) = 1. (4.39)
La relacién del potencial con la sombra produce:
1 82 .
10) = —= = 2K (£,£)", 4.4
9(£,0) \/77652‘/5 £.8) (4.40)
con el cambio de variable:
& -1, (4.41)
& =7
se consigue: -
1 & 24 g
2 2 =2 = s 4.42
sV = o (Vg V) (4.42)
luego:
Vg VT = 2K (€. €) (4.43)
K (E',O) =0, :
se regresa a la variable &: 5
a—ex/ﬁ=°K(E,E). (4.44)
entonces el fndice de refraccion aparente se representa por:
V7 /‘ N
——— =1+ K (g, » 4.45
e [ K (&g (4.45)
y volviendo a la variable z:
_/' ds’ (4.46)
=) m2GY )

se obtiene el fndice de refraccién 7 (zr) en funcién de la profundidad x.
En principio se ha obtenido el perfil del ndice de refraccién. Aunque de otra
parte, debe recordarse que el andlisis anterior es vilido hasta tanto no se presente

el fenémeno de reflexién total.
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5. CAPITULO 5

2.1 PROBLEMA INVERSQ EN IRRIGACION

El objetivo principal del presente capftulo es el estudio de las propiedades del suelo
cultivable en el contexto matem4itico de los Problemas Inversos. Este trabajo se
sitia dentro de la corriente actual y mundial de vincular las matemsidticas con
problemas del sector productivo, como en el caso que nos ocupa lo es el riego en
la agricultura.

Con este propésito se deducen las ecuaciones que gobiernan el avance del agua
en un canal de riego en coordenadas intrinsecas, el fenémeno de la infiltracion del
agua en un medio poroso como el suelo, precisando la conexién entre el tirante en
la superficie y la condicién de contorno para la infiltracién. [1}, [50), [32], [41].

Se estudia de manera particular el fenémeno de la absorcién del agua, es de-
cir cuando la infiltracién ocurre en ausencia de gradientes gravitacionales, y se
plantean tres tipos de problemas inversos: i) inyectivo, ii) cuasilineal-inyectivo,
y iii) lineal. Las soluciones a estos problemas se describen en la seccién (5.1.6).
Se abtiene la difusividad hidrdulica como argumento en una ecuacién integral de
primera especie y a la funcién de los datos como imagen. Para invertir este op-
erador se recurre a la regularizacién de Tijonov del capftulo (7) y al operador de
Post y Widder. [32), [73], (57], [33].

Se analiza la solucién que se obtiene del problema inverso del coeficiente de
difusién por el método de Post y Widder. Se usa andlisis no-standard y geometrfa
fractal para concluir en la naturaleza fractal del coeficiente de difusién. Donde los
datos del problema inverso determinan la resolucién. [63], (65], [68], (85].

Con el cdlculo operacional y los sistemas singulares para operadores compactos
en espacios de Hilbert se obtiene una expansién para las soluciones perturbadas,
la cual se aplica a la difusividad hidrdulica. [27)].

Estimamos que nuestro aporte en este capftulo es el siguiente:

1. La formulacién del Teorema M-B #1
La caracterizacién fractal del coeficiente de difusién en el espacio de Fourier.

3. La solucién del problema inverso cuasilineal-inyectivo para el coeficiente de
difusién, como segundo coeficiente del operador de Fokker-Planck.

La formulacién en coordenadas intrfnsecas de los procesos de avance e infil-

4.
tracién en irrigacién.

5. Obtener los operadores de regularizacion de Tijonov del principio de causal-
idad eficicnte, a través de la definicién de una funcional lagrangiana apropi-
ada.
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5.1.1 PROCESO DE AVANCE

CINEMATICA

Cuando el agua invade una regién compacta §2, la cinemaitica de una partfcula que
en el instante t = 0 ocupa la posicién = € 2, se describe por la trayectoria :

we(x) = w(x, ), vol(z) ==
y por la velocidad como generador infinitesimal del flujo uniparameétrico ¢,:

22D _ vl ).

CONTINUIDAD

La masa se describe por la densidad p,(z) = p(z,t), de tal manera que en cada
subregion ) se tiene:

dm(€,t) = pdV,

donde V es la forma volumen. Después de un intervalo de tiempo ¢ la regién
presenta la forma ,(€2;), y la masa:

t
/ podV = / podV — / / qdVdt,
¥ (fh) ™ 0 J ()

donde g es el flujo de infiltracién:

d
) eav=[  -qav, 5:1)
we (1) e ($1)
con el cambio de variable se tiene:
d
e P (pedV) = pi(—qdV).

Por la incompresibilidad del agua, para el caso de una melga o canal rectangular
de ancho b y altura de agua A se halla:

d d
2t (PdV) = 0l (pobhdl).

La derivada de Lie con respecto a la velocidad L., permite escribir el cambio de
masa por unidad de densidad y unidad de ancho como:

d . . Oh . Bh
ZPE(hal) = @i (Ly(hal) + Zodl) = o7 (Lvh)dl + hLydl + Zrdl)

Seei(hal) = Gi Ik + & dive + T2yan),

finalmente se encuentra: an
div(hv) + =% (5.2)
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Para un canal de forma no rectangular, la altura debe sustituirse por el drea de la
seccién transversal A:

8A
di - = —q,
iv(Av) + T q
mientras en el caso general se obtiene:
: 3
div(p,v) + -8—/: = -q,
o alternativamente: D
. s _ _
p divv -+ D — 9

debe observarse que la densidad p estd reemplazada por el tirante o altura A, o
bien por el drea A.

DINAMICA

La dindmica viene dada por la Segunda Ley de Newton. El momentum de la
subregion ¢,(£2;) es:
d

—_- pvdV.
dt Jo.(s11)

Se agrupan las interacciones sobre la subregién ¢, (€2;) en fuerzas de cuerpo y
esfuerzos. Si f representa la densidad de las primeras, las fuerzas de cuerpo se

obtienen como:
/ pfdV.
e (1)

La introduccidn del tensor de Cauchy o permite obtener los esfuerzos como:

/ o n dA.
S (1)

De donde se deduce el balance de momentum siguiente:
4 pvdv = / pFdV + o n dA. (5.3)
dt Jo ) ERCN) By (1)

El cambio de momentum por unidad de densidad y por unidad de ancho, para
el caso de la melga es:

d . - Ahv
i) (h v dl) = g (Ly(hvdl) + %dl)

= WU Lu(R)vdl + hLydl + (%)vdl} + hLyvdl + h%d!), (5.4)

se sustituye la ecuacién de continuidad (5.2) en el primer corchete:

= pi(—gqvdl + h{L,v + %—:}d!)

= il—av + A DT }dl); (5.5)
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Como cambio de momentum este resultado se mantiene incluso si hay inter-
cambio de partfculas con velocidad inicial nula. La velocidad relativa de tales
partfculas es u = 0 — v, y el resultado anterior se escribe:

er({— q(—u)+h }dl) (5.6)

cuando éste no es el caso, la velocidad relativa se escribe u = v, — v, y queda inclu-
ida en el balance de momentum, la cantidad de momentun que ha intercambiado

el sistema
Pz ({—q (—u) + rB¥}aD),
u=v,— V.

Las fuerzas de esfuerzos se transforman con el Teorema de Stoke (Gauss) y el

cambio de variable:
/ o-ndA= / e (diver dV).
B (1) E23)

Cuando los gradientes de deformacién son nulos, la ley de deformacién se reduce
a la condicién de presién hidrostética:

o = —p(6i5) diver = —Vp, 5.7)

para el caso del canal rectangular, la presién con la altura se describe por:

p(h) = pg(h — 2), 0O<z<h, (5.8)
Vp == pgVh,
¥y para toda la seccién: -
Vp = ghVh. (5.9)

En cuanto a las fuerzas de cuerpo, se considera la inclinacién del canal de
pendiente S: y la fuerza de friccién de las paredes expresada como una pendiente
de friccién Sy :

pf = ghSz — ghSys = gh(Sz — Sy).

Al regresar a la ecuacién de movimiento (5.3):
L eitaw +nZhan = [ wi-onvhan + [ cions. —Span,
y suprimir el cambio de variable y la integral:

Dv
—q(—u)+ hﬁ = —ghV:h + gh(Sz — Sy),

finalmente resulta que el movimiento del agua en el canal se rige por la ecuacién
propuesta por Barré de Saint-Venant (1890):

dv o Bh q
5t Vszv 957 —g(S,—S!)-*-,—l(—u), (5.10)

en tanto que para el canal no rectangular debe reemplazarse el tirante A por la
seccién transversal A.
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5.1.2 PROCESO DE INFILTRACION

El movimiento del agua en el suelo se modela por la Ley de Darcy que se enuncia
de la forma siguiente: el volumen de agua ¢ que fluye por unidad de tiempo y por
unidad de drea transversal es proporcional al antigradiente de la suma del potencial
de presién 1(6) y del potencial gravitacional, siendo éste 1ltimo proporcional a la
coordenada espacial z orientada positivamente hacia abajo:

q = K(0)(—VH), H = ¢(0) — =z (5.11)
donde 8 es la humedad igual al volumen de agua por unidad de volumen de suelo
y K(8) es la conductividad hidrdulica.

Si una subregién elemental de la subregién 2 en el instante ¢ = 0O tiene la

cantidad de agua 6odV, y en el instante ¢ una subregién elemental de la subregién
. (§2) tiene la cantidad 6:dV. La conservacién de la masa permite escribir:

f 6, dV = / 80 aV
e (02) o)

a .

e Pe(6e dV) =0

d d
E«p:(a, dV) = i (Lo (8e dV') + -aao—;dV) = @7 ((Ly6:)dV + 6. L. dV + %{-dv)

d . . ., 86
FPi(8e dV) = LI ((VIB.] + 6, divv + L)dV)
. 36
div(6,v) + 7‘ =0,
finalmente:
a8
Voa=-%. (5.12)

Se define la capacidad especffica (Richards, 1931) como la derivada de la
humedad con respecto a la presién del agua:

d8
C(vw) = Fr
¥ la difusividad hidrdulica (Childs, y Collis-George, 1950):
ey d¥ _ K(8)
D) = KO = Ty
Al combinar la ley de Darcy y la conservacion de la masa se obtiene:
96 dK 36
T =V (DO — G55
¥ para el caso unidimensional vertical resulta:
a0 a 38 dK 868
ot = Bz (D(")a) irrre © (513)
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En el caso unidimensional horizontal no hay contribucién del potencial grav-
itacional ¥ por tanto no hay componente convectiva y el fenémeno se conoce como

absorcicn :
a8 __
o= (D( )6 ) (5.14)

Alternativamente la ecuacién de R.lcha.rds puede formularse en términos de la
presién del agua yw:
Y a Ay dK Oy
Y ——me = —— — —_————
c@) ot oz [K(w) Bz] dy 8=z’
de tal manera que al ser evaluada en la superficie del suelo - 2 = 0 -, la presién
del agua es igual a la altura o tirante A proporcionado por la ecuacién de Barré

de Saint-Venant:
Y (0,t) = h.

5.1.3 INVERSION

El objetivo de la inversién es estudiar los coeficientes de la ecuacidn diferencial.
En el presente seccién se aborda el coeficiente de difusividad. Se consideran tres
casos a los que les denominamos: inyectivo, cuasilineal-inyectivo y lineal.

5.1.4 INYECTIVO

Se asume la inyectividad de 8(z,t) como funcidn de z, se denota la inversa por la
izquierda como z(8,t), se hace separacién de variables y se obtiene a = en funcién

de la variable de ¢(0):

z(6,t) = S(O)VE : H(0.)=0 y @(6.) — oo,
sujeta a las condiciones:
inicial: 6 (x,0) = 8, = cte.

de frontera: &(0,t) =6, =cte. y 8 (o0,t) = 6, = cte.

Se considera a la funcién humedad 6 definida implicitamente a través de la
funcién x(6,t), y con el teorema de la funcién implfcita se halla la relacién:

( ) _{%)s
’
3.
luego la ecuacién de continuidad se transforma en la ecuacién de la absorcién:
%+ 5 (£%) =0
IS a D8 _
Ev i (o'(a)&c) =0,

(5.15)
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de donde puede obtenerse el coeficiente de difusividad (69}:

o
D(8) = —-%4:'(0) /D @ db. (5.16)

Se observa que al aparecer la derivada de los datos - ¢'(8) -, D(€) no depende
continuarnente de los datos y el problema inverso resulta “mal planteado™ en el
sentido de Hadamard, puesto que no se satisface la tercera de las tres condiciones

siguientes: 1) existencia de la solucién, 2) unicidad de ésta y 3) dependencia
continua de los datos.

5.1.5 CUASILINEAL-INYECTIVO

Ahora la ecuacién de continuidad se transforma en :
(.= D65
o=~ 3. & (PO &)

(5.17)
(35)o=—35 (D(e) zg‘;x) .
La transformacion de Kirchhoff:
o
n(6) = [ D(8)db, (5.18)
/

permite escribir la ecuacién de la manera siguiente:

2} 2

se denota D (u(8)) = D (0 (x,y,t))

o=
ot

I
o]
5
QJl ©
N
|$
g

y ademsds se denota

Se plantea el problema inverso siguiente: determinar el coeficiente de difusién:
B(p) % =Ax + 6(p — 10, y,¢) ppPe R y >0

(5.19)
z(p.y,t <0, u%) =0 (=" + hz)(p,0,¢, 4% = 0.

Sea £ = v la transformada de Laplace de x con respecto a ¢, con variable
conjugada s, definida por:
oo
v, yy 3, 4%) = E(p w0 t, 1) = /; 2(p, v, 8, 1°) exp(—st)dt,
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con sus teoremas: de convolucién

Tof (2) A &)
(f=9)(2) =.°ff(t—t7.9(t7¢i?
LU(f*=g) @) (2) = L(Sf)(s)-L(g) (),

la transformada de la integral:

c ( / fmdz‘) (d=1cre.
o

¥ la derivada de la transformada
o .
TRLFO == F ), n=1,
la ecuacién de difusién (5.14) se convierte en:

Te(B(1,t) §E = Ar+ 5w —pCy,t —0)

z t 13
STe(B(1,2)) §5df = [Axdl+ [ 6(u—~p®, y,t — DdE
o o [+]

t
By« 2= A [zdft6(u =00 0)
o

se aplica la transformada de Laplace [73]:
B oz

. &_>- =a (jzdt‘)--f- (6 — 1%, v, )"

B (s #(t, 5, 1% —z (6, 4,0,u°%)) = LAz +S(u—pu0y)
¥y se obtiene la ecuacién elfptica:

(B) s2v=0 v+s6(u—u’y),
puesto que v es analftica, en el semiespacio bordeado por la abscisa de convergen-
cia, puede expresarse como una serie de potencias de s:
oo
v(,y, 5,10 = D" valp v, 6°)
o
es identfcamente cero:

después se agrupan las sucesivas potencias de s, para la potencia cero la solucién

A vg=0 (vg + hvo)ly—0 =0,
para la potencia 1 de s:

Av —6(p—p%y)=0 (vi + A1)y =0,
56
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se asumen las condiciones para la existencia de la transformada de Fourier y ésta
se calcula con variable { = 4 — ° y conjugada &:

Wik, y) = / v1(l, y) exp(ik - L)dl,
A

para obtener:
wy — [k[Pwy = 6(y) (wi + hw)|yq =0

y por el método de la funcién de Green se establece la solucién:
1
3 = —— —|k > 0.
wi(k, ) P exp(—I[k| ¥), y=0
Para la potencia 2 de s:
Avy -~ Buv, =0, (v2 + hwv2)|,_o =0,
se aplica la transformada de Fourier con :

Blaw) = [ BU+u0 v w0 explia (1 +u0)du® (5.20)
A

wo(a,y, k) = / va(l + u%, y, u®) exp(ik - I +ia - p0)dldp®
e

wf — |k[2we = B(a, y)wi(k — o) (wh + hw2)|,_q =0
y nuevamente con la funcién de Green se establece la solucién para 0 € y' < u:

wa(a v, k) (b — [k)(A — [k — al) =
= J(cos hy — g sin hy) exp(=(Ik — al + KDy Bl )y’

en la serie se observa:
3%v

557 = 2v2(z,0,x%) = 2f(x,z%),

y=0,s=0

y en donde se define la funcién de los datos f(z, z°). Pero adema4s para la derivada
de la transformada se tiene

8%v
—t)2 =
£it=9 I]L,=o..=o ds2

¥=0,3=0
por tanto la ecuacién de los datos se formula como:

LPz),_g .m0 = 2f(=, z°), (5.21)
al evaluar en y = 0:
wa(a,0,k) = [ va(l + 4,0, u%) exp(ik - 1 + ia - u0)didu®
Fin

= Tf(l + 140, 1%) exp(Ek - L +ice - p0)Adu® = f(a, k)
°
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wa(e,0, %) = e =TE =T o/exp(—(lk — ol + kDY) Bley)dy'.

Por lo tanto la transformada de Fourier de los datos resulta ser una integral de
Laplace de la transformada de Fourier de la difusién:

g, 1) = Za(a, k)(h— |k|)(h — |k — al])
= [ exp(—ry)B(a, y')dy’, r = |k — a| + |k|. (5.22)
o

5.1.6 SOLUCION
Para una solucién se considera la ecuacién integral de Fredhlom de primera
especie, con micleo exp (—r7) y fuente g (a,T) :
oo .
g(ayr) = {eXP(—rﬂ)B(a.ﬂ)dg. T = |k —al+ |k,
con base en la analiticidad se deriva sucesivamente:
oo
n (n) n_ [ n 22N Ble 5)d
(-1)"¢ )= [ 7 ep{—57) Blai)dy (5.23)
°

se observa que la sucesién de Dirac 6, (7)-(5.24)-, converge al delta de Dirac
5(g —v') [68]:

(i) = o————F— — 5(F — ), (5.24)

en tanto que la integral toma el valor:
a ]
_ n_ - n!
/yu exp (———,y) dj = ——%7
y n
4 )

y de acuerdo con el teorema de la convergencia monétona, se obtiene la solucién
de Post y Widder [85]:

B(a,y') = lm (—_-nl!lg"" (a. -;i,) (3)"“ . (5.25)
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5.1.7 FRACTALES

Para definir un proceso de fractalizacién puede tomarse como paradigma el con-
junto de Cantor o la curva von Koch. Se inicia con un elemento de medida Vp
como estado cero. Se sigue con p elementos de medida %‘1 como estado uno. Se
escala el estado anterior y se obtiene p? elementos de medida & como estado 2, y
asf sucesivamente. En tanto que, en el caso de dimensién topolégica arbitraria, el
proceso de escalamiento se hace con gP7 y resulta [65], [63]:

Estado No. de elementos Medida Medida total
1

Fo Vo 1o
£ T p s poi-
E 2 Vi 2 v
2 P @ery PEeryT (5.26)
Fa

#" @hr P
se enfatiza que al estado n-ésimo le corresponde la medida:

Ve = PGy :

si se escribe p de la forma:

p=4qP/, D;={32, (5.27)

la medida del n-ésimo estado puede representarse por:

Va = Vo (@)?* (g=")°7 (5.28)

y a Dy se le llama dimensidn fractal, a Dr dimensién topoldgica y a q—" la
resolucion.

La relacién 5.27 puede verse como p elementos de medida %

contracciones, todas con factores de contraccién iguales a 1 {30]

» Dy
1
>G) =
=1 q
por tanto, esta relaciodn se generaliza a p contracciones con factores de contraccién

e € (0,1)
»
D@ =1
i=1
conocida como relacién de Moran {60].

De acuerdo a los conceptos del andlisis no-standard, un fractal se define como
la parte standard del conjunto no- standard, obtenido durante la etapa w-ésima
del proceso de fractalizacién en donde el infinitésimo (q“")DT se ha reiterado la
infinidad de veces (g=)P’:

, © bien como p

F = st (F,
F, = Fg, (;')_U)DT—D, . (5.29)
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De otra parte, por semejanza con la derivada de una potencia, la derivada
fractal se define por el proceso en donde el infinitésimo (¢g—~)?7~! se repite el
numero de veces (g«)2’/ ™!, luego:

F,", = (q—u)Dr—l (qu)DJ—l = /) (q—u)Dr—-Dl , (5.30)

siendo:

Fo=F°= / O,
al reiterar este proceso se obtiene:

) = pom) (q—w)DT_DI
p‘?m—l) = fFM™, m>1. (5.31)

Un fractal autosimilar puede construirse segiin el esquema [59]

=n"(n+10f () [ pap,

el cual en forma ma4s explicita se da por

I a s 3 1
L4 —8’ 2T _a’ 3 A T
1 2! 3 n41)t
H = & - L‘,.T\L
L1 22 . 2. ... el 1
p-3 - B-kx — BE.x T FRFT-

Se obtiene un desarrollo ulterior permitiendo que en cada etapa del proceso de
fractalizacién la resolucién vaya cambiando segin el esquema:

n 1 (n)
1" (n+ 1) 857 (q—) / Pndpn.
"

n

En la solucién de Post y Widder se denota p, = o De acuerdo con la

definicién de lfmite, para cual
quier € > 0, existe algin /N entero, tal que para cualquier n entero suficientemente

grande -(n > IN)-puede escribirse:
Bay)= S9™ (@, pa) (pa)""! .
()™ (1 + 1) 9 (o, pn) Ty )™
(=)™ (n+ 1) g (., pn) S prdpa,
donde el sfmbolo == significa que los dos términos difieren en algun infinitésimo.
En conclusién, de acuerdo con el anédlisis no-standard, la solucién de Post y
‘Widder permite afirmar la naturaleza fractal del coeficiente de difusidén, en su

version transformada de Fourier.
Ademads, los datos del problema inverso determinan la resolucién en el proceso

de fractalizacién.
TEOREMA M-B # 1!

1. La transformada de Fourier del coeficiente de difusion se repre-
senta por un proceso de percolacién de Cantor generalizado:

A . n o (1N [
D = lim_ (-1)*(n+1)8 = / PndpPn

! Corresponde n las siglas de los autores Mercado y Brambila.
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en donde 8(") es la enésima derivacion sucesiva, [ la enésima inte-
gracion sucesiva, 5’: es la probabilidad de paso del proceso de perco-
lacién, gn se asocia al hipervolumen en el proceso de Cantor y viene
determinada por la funcién de los datos en el problema inverso. Final-
mente, p,, es el nimero de elementos # en el proceso de fractalizacién
de Cantor y se le asocia a la masa. (Aquf D tiene unidades ffsicas de
seg/mt2).

Este enunciado tiene validez universal, en el sentido de que el co-
eficiente de difusién es un tensor métrico dos veces contravariante y
determina un tensor de curvatura de Riemann.

2. Lo mismo puede decirse para el coeficiente op del producto de la con-
ductividad eléctrica y la permeabilidad magnética, en la propagacién de ondas
electromagnéticas en un medio plano conductor. Por lo tanto, la percolacién en
un cuadrado puede modelarse por redes eléctricas.

3. Algo andlogo puede enunciarse para el coeficiente é, el inverso de la viscosi-
dad cinematica, para las ecuaciones de Navier-Stokes cuando el gradiente de pre-
sién es pequefio comparado con la friccién interna, como es el caso del movimiento
de un fluido viscoso entre dos planos paralelos, uno de ellos fijo y el otro mévil.

4. Puede hacerse un enunciado semejante para el inverso del coeficiente de
difusion térmica.

5. Resultado semejante puede formularse para el coeficiente consolidacién de
los suelos.

6. La densidad de una distribucién de probabilidad absolutamente continua,
de una variable aleatoria no-negativa, se representa por un proceso similar en
donde g,, viene determinada por la transformada de Laplace de la distribucion.

7. Dentro de la teorfa del grupo de renormalizacién, las dos dimensiones

andmalas se determinan por:

dF, Dy —Dr si s=g¢q
— = =&, F,, 6. = "
din (L2 -8 si s=p

en donde F,, es el enésimo estado de fractalizacién, Dy, Dr y 6, son las
dimensiones de Hausdorff, topolégicas y anémala respectivamente.

_ El analisis fractal anterior permite descomponer la dependencia del coeficiente
B (a,y) y representarlo por una potencia en y, que debe reflejar los datos y por
tanto la dimensién fractal

B(a,y) = B(a,s)y™™,
se aplica la transformada inversa de Fourier para despejar B (5.20)

Baw) = [ BU+ Oy u®) explia- (1 + u))dp®
A

Bl + u°, y, u°) = (g%,;, / B (a, s)exp(—ia - ({ + 1°))da,
e

ahora se aplica la transformada de Laplace inversa, con u = { 4+ u%:

Re s4ico
/ B (a,s)exp(—ia- u)daexp(st)ds (5.32)

Res—ico R™

—m

B (u,y,1°%1) = W
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2

(8)

B =
(n) F5X )
2
_ v (8=
D (p) = Re s+ico ( = M
W,—‘, n ) J B(a,s)exp(—ia-u)daexp(st)ds
e s—ico R™
se regresa a la variable original 6 (5.18)
9z _ Bxdp __ B_:r_
560 T Budd a,uD(g)

D(@6)=D),
se obtiene que D debe satisfacer la relacion
v¥ (35)*
Reast+ioo

D) = I
W,—'. I J B(a,s)exp(~ia- u(8))daexp (st) ds)

Re a—ioo R"
al denotar por A el inverso del denominador

Re s+ioco

h3(8,t) = e B (a, ) exp(—i a - 2 (8))dcx -
(27?) 1R¢ a—ioco R
-exp(st)ds -

la cual puede modificarse al denotar s = is’, 8’ = s{ + ish, B(«,is’) = C(a,5'), ¥y
€ la transformada inversa de Fourier en R"+!
ish+oo

n3@n = @y, J_ L B i) em(—ia:u@)da

-exp (is|t — sht)ds’
+oco
exp (—sht) u—wgm_-‘{;'{:_ C(a,s’)-
-exp(—i (a - 1 (8) — sit))dads)
h(0,t) = exp (Ls4t) C(0,1)" 3}

la relacién finalmente para el coeficiente de difusién sera:

ax\ 1
D(8)=h(,t)yT 55) .

En el fené6meno de la consolidacién de los suelos, la razén del volumen de vacfos

al volumen total de sélidos mas vacfos, se conoce como porosidad y se denotard
por ¢. Con a, se representa el coeficiente de compresibilidad que se define por

— 1 deo __ di

v = gley s = 4

e= 2,
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sea 7,, el peso especffico del agua, K, la conductividad hidrdulica saturada y C, el
coeficiente de consolidacién. La ecuacién que rige el fenémeno de la consolidacién
de los suelos se representa por [61)

_ 5
Cv = m=oigpve
co 5V = Fm -
Tanto para el fenémeno de la consolidacién, como para el de la infiltracién se
plantea el problema inverso cuasilineal-inyectivo.

5.1.8 LINEAL

Para un acuifero sea i la presién o carga hidrdulica, T el coeficiente de transmi-
sividad, u el coeficiente de almacenamiento y ¢ la funcién fuente o recarga. La
ecuacién que rige el flujo no-estacionario en un acuffero confinado, heterogéneo e
isotrépico es (77|

a

a—'f = V. (TVY) +q.

Se plantea ahora la determinacién de la transmisividad con un medio het-

erogéneo en donde ésta dependa sélo de las coordenadas espaciales. Con una
transformacion de Kirchhoff

_ T dII .
==, T
la ecuacién de los acufferos puede ddrsele la formas:
% _ o2 /) ==
yrv 5 = v = AY.

Se plantea el problema inverso siguiente: Determinar el coeficiente E :

E(z)%:A¢+6(x—z°,y.t) z, %€ R" y =0

Y(z,¥,t <0,x%) =0 @ + h)(=,0,¢,2%) = 0.

Por un método andlogo al anterior se encuentra que la transformada de Fourier
de los datos es una integral de Laplace de la transformada de Fourier de la trans-
misividad [73):

gla,r) = fla,k)(h — k) (h -tk —al)
iy "nE Yo (5.33)
= [exp(—ry)E(a,y)dy’, r =k — al + |k].
o
con la solucién
E (x,y,2%¢t) =y ""h(z,t)

Res+ico
@ J | E(«,s)exp(—ia- x)daexp(st)ds
Res—ico R®
iah+o0
= ————'r(z,,;u- Kl J E(a,is’)exp(—io - z)da-
i35 —co R™
-exp (is}t — sht) ds}
=e~ "2t E(z,t).
Por tanto, el coeficiente buscado debe satisfacer la relacién

E(z,y,a%¢) = y~me—*tE (x,t).

h(z,t)
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519 LA REGULARIZACION DE TIJONOV

De acuerdo al principio de causalidad eficiente se busca definir una funcional la-~
grangiana apropiada cuyo programa variacional conduzca a los operadores de Ti-

Jjonov.

Se consideran los espacios de Hilbert X y Y, el operador compacto X definido
entre ellos, se designa con ys la coleccién de datos obtenidos por medicién, se
define por F las diferencias de sus distancias cuadrdticas hasta las imsdgenes por
K con el error cuadritico en los datos:

F(a) = [|Ka — ysl)* — 6%
y por f las normas cuadrsticas de los argumentos:
f(a) = llal®,
como estas funcionales son convexas y diferenciables la condicién Khun-Tucker

produce:
dfp(a) + AdFp(a) = 2(p,a) + 2AM(Kp —ys,Ka) =0

((AK"K +1I)p— AK"ys,a) =0,
por lo tanto con A~ = a, llamado en este contexto pardmetro de regularizacién,
se obtiene la solucién p de F(p) = 0, conocida como principio de discrepancia de
Morozov y la coleccion de operadores de regularizacion de Tijonov:

(af + K*K)Y 'K ys =p=ux§.

5.1.10 SOLUCION REGULARIZADA

La segunda solucion se obtiene con base en la regularizacién de Tijonov.
Sea (0'n; un, Un) un sistema singular del operador compacto K y G una funcién

continua. Con fundamento en el cdlculo operacional se tiene:
oo
G(KK)() =D G(e?) (- un)un,
1

luego para la funcién G(A) = (a + A)~! se halla:
1

oo
-zoy—=1 _ 5
(al + K*K) = El Py (s un)un,

entonces la expansién para la difusividad sera:
oo

Df = (af + K K)T K" f5s = 3 o225 (fs, vnduin. (5:34)
T z
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6. CAPITULO 6

6.1 PROBLEMA INVERSQ ESTOCASTICO

Como problema inverso se plantea determinar el coeficiente de arrastre de una
ecuacién diferencial estocistica.

Para ello se define un proceso de difusién, su generador infinitesimal y el op-
erador caracterfstico.

En concordancia con el principio de relatividad, se define el coeficiente de
difusién en forma tensorial y se halla su expresién local. Se encuentra también
la ley de transformacion del determinante de la matriz del coeficiente de difusién,
con lo cual es posible definir el escalar adecuado.

Se introduce tensorialmente el coeficiente de arrastre y el modificado.

Posteriormente, se considera la densidad o corriente de probabilidad y entonces
es posible definir la divergencia covariante apropiada. Al final se consigue la forma
covariante del operador de Fokker-Planck.

Los conceptos desarrollados se aplican al caso unidimensional. Se define una
transformacién de coordenadas y se halla la forma particular de la ley de trans-
formacién para el coeficiente de arrastre, lo mismo que para las funciones y el
operador de Fokker-Planck. Se generaliza a los rayos en el caso multidimensional.

Siguiendo a [72}, cuando se considera la solucién estacionaria puede introducirse
un potencial y hallar su efecto sobre la representacién de-la corriente de probabil-
idad. Finalmente se logra una representacién del operador de Fokker-Planck del
cual es posible inferir un operador autoadjunto.

En este capftulo estimamos que nuestro aporte es:

e Plantear y resolver el problema inverso para el coeficiente de arrastre de

una ecuacién diferencial estocdstica. En el método se recurre al operador
Fokker-Planck.
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6.1.1 PROCESO DE DIFUSION

Un proceso de difusién es un proceso estocdstico:
[0,00) x 2 X, m"
(s,w) — X (sw) =X, (w),
que satisface una ecuacién diferencial de la forma:

dX, = b(X,)ds+o(X,)dB,; s>t
X = x,

donde B, es un movimiento Browniano m-dimensional y los coeficientes:

b: IR® — R"

o: IR — R"X™,
satisfacen las condiciones:
[6 ()] + lo (=)} S aQ+lz); ol = Sloy)?
o) —bW)+lo(x)—c () < Ca2lz—yl; z,y € R".

A una difusién X, se le asocia un operador diferencial parcial de segundo orden
L, lamado el generador infinitesimal de la difusion X, y es definido por:
(Lf) (=) =lim EN/X L) p e RM
f: R — IR,
se denota su dominio por Dy (x) ¥y en el caso de que exista el lfmite para todo =,
por D. Se sabe que cuando f es dos veces continuamente diferenciable en IR™,

acotada, con primera y segunda derivada acotada: entonces f esta en el dominio
D, y se representa por:

2
Lf@) =T bi@) oS + 5 5 (007)e, () goge /i £ € CEURY).

El concepto de generador se puede generalizar al de Operador Caractertstico;
cuando se considera la coleccién de abiertos U que decrecen al punto x y se define
el Primer Tiempo de Salida de U para el proceso X, como:

Ty =inf {t > 0: X, LU},

se denota el dominio por D4 y éste es igual al conjunto de funciones para las
cuales el siguiente lfmite existe para toda z:-

. EN[(Xe, H-1(x)
Af@@y =4 bm <
0 si EX|[ry] =oco,vU 3 z.
Se sabe que las funciones dos veces continuamente diferenciables estan incluidas en

el dominio de definicién del operador caracterfstico y que en este dominio coincide
con el operador caracterfstico L:

C2c D,
Af=Lf.
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Entonces se tiene definido lo que es un proceso de difusién y su operador generador
infinitesimal, que nos conducira al operador de Fokker-Planck.

6.1.2 COVARIANZA

La representacién del operador L no es covariante como se requiere en las aplica-
ciones a fenémenos ffsicos, por tanto es necesario determinar su forma covariante.
Se formulan de forma tensorial los distintos elementos que conforman el operador
de Fokker-Planck, con el objetivo de hacerlo invariante por transformaciones de
coordenadas.

Se define el coeficiente de difusidn como un tensor dos veces contravariante en
un punto p € U, luego es una aplicacién bilineal:

D:T; (U) x T3 (U) — R,
si 0, wp € T* (U) son dos covectores se evalia el tensor D :
Dy (v1,92) =Dp (gsa. (%), 9=3),)
=1 (F), w2 (w) D, (dx, dzd)
al identificar el dual de T™* () con T (U) se tiene:

o (), = (), o0

i i 3 [d
Dy (@1, w2) = Dp (dx},dx]) (ﬁ), ® (E), (P1.p2)
¥y la expresion local del campo tensorial dos veces contravariante sobre U resulta:
i 2 a
= D g —_
A CORICOHR

Se asume que la matriz de difusién D/ es definida positiva y se obtiene su
determinante:

luego:

det = det (D),

se halla su ley de transformacién bajo cambios de coordenadas, a partir de la
transformacién de la matriz de difusion:

(D" (a—r) ® (327)) (az*,az")
DiigEs

Dkr

3;:

en consecuencia, la ley de transformacioén del determinante sera:

(det) = der (D e85
det (42+) det DY
Sk J.,_de:(dz,),
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entonces puede definirse el escalar vdetf, el cual debe ser invariante bajo cambios
de coordenadas, como lo requiere el concepto de escalar: | [ T

,/(dec)j_,/(de: Jaf_\/a.].,f Vdetf.

Se halla también un coeficiente de deriva o arrastre contravariante:

a=at

2.
8z’

: a c
=k i 5.
g =a (3 i)z: H

se define el coeficiente de arrastre modificado:

que se transforma como:

6 D"J'
a’ — Vdet—
\/de
debido a los siguientes cdlculos:
ak = ai2;z*
i D a8__ D' 5k
b &I — Vdetz2; A=
b.-ai" dot-L 2_2i~ j DY ait
B+ Ja Dz Bz7 °7,ﬂr

bi82s \/Eréry_ih 7’31.+\/dec (r-rr) 3;7701
54g2% — Gy 3__7__'_ /_(35’;;5——) D
( $ g2 + Vd (m) D") v e‘EL D”

se concluye que el coeficiente a es contravariante si y solo si:

[~ a2 zx D‘J 7
b‘——— det .
+ ¢ (61“6:1 \ /de
Se define el vector contravariante (densidad de) corriente de probabilidad, a partir
del coeficiente a y la contraccién del de difusién con vectores basicos contravari-
antes: P

J=a—D-lan

y la divergencia resulta:

div = Vdet— 8 \/:T
porque al aplicarla sobre la corriente de probabxhdad. se obtiene un escalar:
divJ = v/det FT

det

Ndee _8_ 3z .J:

Ju_Bz" Iz%
Vdet 32 7_
finalmente, la forma covariante del operador de Fokker-Planck serd:
L = divJ
= V@etgk iz (a' () — DY () -

Por tanto puede usarse en formulaciones intrinsecas y adaptarlo a cualquier sistema
de coordenadas.
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CASO UNIDIMENSIONAL

El caso unidimensional es particularmente importante por la utilidad y versatilidad
de los resultados.

Se realiza un cambio de coordenadas que transforma al coeficiente de difusién

en una constante: -
C -
v = [\ Saz, 6.1)
o

por la condicién contravariante del coeficiente de arrastre, se encuentra su ley de

transformacién:
L + Videt = bt
Ve (&%) /=
bi2% 4 Bo = b
5‘=\/fb‘—§ Se.
en tanto la funcién (densidad de probabilidad) f se transforma como:

5 J, -1 _ [
P pa—%p— rold
¥ el operador adopta la forma:
L = aivd
= VaetZ = (& () - DY ()
= VCJe (¥ - Vs BL - oF)
= 2 (p_JEd S _cb
= £FE-VCHEFZ-F)
= 8 _ -2
By BT

Por tanto sin pérdida de generalidad puede considerarse el coeficiente de difusién

constante en el caso unidimensional, y a lo largo de rayos en el caso multi-
dimensional.

6.1.3 EL OPERADOR AUTOADJUNTO ASOCIADO

Para la solucién del problema inverso es importante transformar el operador

Fokker-Planck. Se quiere obtener un operador de Schrodinger, con el fin de aplicar
los resultados de la subseccién (4.1.1).

Se introduce el potencial &, como resultado de considerar la solucién esta-
cionaria de la ecuacién Fokker-Planck:

Lrn=-2s= - (&P @+ 3 a(x)) (z.6) =0,
cuya solucién es:

1 1 -
p = cte ;ef%df =cte e~ %,
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En consecuencia, se define el potencial por:

*@=mo@- [Z ((:)) dz, ©.2)

Zo

la corriente de probabilidad ahora puede representarse por:

J(xz,t) —oe~® 2 ebp
—a (32 + &0)
@' —a ) e
por tanto el operador Fokker-Planck resulta:
R - RSy - S
In = x oe a;ce ’
del cual se logra el operador autoadjunto:

i

Lp =e%Ly;
en efecto:

=2

(P, L2g} J pe®Ligdz
)

pe"’—él: (oe=® Ze®g) dx

- I (E;pe"‘) (ce~®£e®g) dz — pe® le:;
+ [ 4 (ce™® (zar:pe°)) e¥gdzx + ge?® iz — pe® 2|22
(L2p,g) + ge¥ T1|2? — pe® Jp|3?

ET

e

las condiciones de frontera se escogen sobre la base de: i) la reflexién total, se

presenta por ejemplo cuando el potencial crece al infinito y entonces la corriente
de probabilidad se anula. ii) la absorbencia total, se observa entre otros cuando
el potencial decrece a menos infinito y entonces e®p se anula,

Cuando se fijan las condiciones de frontera apropiadas el operador L resulta

simeétrico y entonces tiene una tinica extensién cerrada autoadjunta, que se con-

tinuara denotando por L;; también serd autoadjunto el operador L3 definido por:
Lz = e¥ Lie™ 2.

Se factoriza el operador L3z en un producto de dos operadores mutuamente
adjuntos:
La=et 2 oot ptomn
ox ar
=32 oot . ot P % L
ax oz ’
donde se definen los nuevos operadores:
=¥ 2 J5e-%
L, e3 52 Voe T,
= -39 2
Ls = J/oe e,
3z
Con el potencial & -(6.2)- se le da a los operadores L y Ls otra forma explfcita:
Lsp = Joe—%no+is P;‘-dza_a_e-} Ino—% f %‘dip
x
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1 1 do 1 bt a
—(5%?&—5%*\/55;) P

por tanto:

Ls = Vo (——b‘)

_ 2 11 fdo
ro=-2 +2f(__b).

Entonces el operador L3 asume la forma:

Ly=—LaLs=— (—-—\/' (—— - b‘)) (\/E% (—— - b‘))

1
o= a2 4 L 1 11 (g2 _u)7,

andlogamente:

8z Oz 2 dx? 2 dx

donde se observa en el primer término la caracterfstica general de muchos fens-
menos naturales: ser la divergencia de un campo proporcional a un gradiente,

Después se conjunta los dltimos tres sumandos en el término genérico de un po-
tencial q :

a a
L= 5:7%z "9
y el potencial queda definido por: )

1d%s _ 1db? 1
1T=-"3a@= "3da 46(——")

De acuerdo con la transformacién de coordenadas que permite obtener el coefi-
ciente de difusién constante -(6.1)- se obtiene:

d?
La=ogm= -
donde el potencial ahora es:
1 db? 1 142
=37 * 3 ) (6-3)

Al usar la transformacién:

y el potencial ® -(6.2) -:

=
1
®=lna—/e—di=2+cte,
o o

la ecuacién para el potencial g -(6.3)- queda:

1,

q———(d>) -39, (6.4
en conclusién, si a través del problema inverso se halla el potencial ¢, se puede
entonces determinar el potencial ¢ resolviendo la ecuacién de Ricatti (6.4)

A manera de conclusién se observa que de una parte, después de la formulacién
de la relatividad de Einstein, es reconocida la necesidad de enunciar las leyes fisicas
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en forma covariante, para garantizar su validez en cualquier sistema inercial de
referencia. El coeficiente de difusién también se ha caracterizado en este capftulo
como un tensor dos veces contravariante y en tal caso su matriz define una meétrica
del espacio-tiempo, en tanto que su matriz inversa determina el tensor métrico
covariante.

Como se sabe si el tensor de curvatura se anula, el espacio es euclidiano en
cuanto a su meétrica. En forma global, éste es el caso en una dimensién, en tanto
que en dimensiones superiores solamente se logra este resultado en forma local.
Por tanto, a lo largo de cada rayo con una transformacién apropiada en el espacio
de configuracién, el coeficiente de difusién puede siempre ser convertido en una
constante positiva.

De otra parte en la subseccién (5.1.7) demostramos la naturaleza fractal del
coeficiente de difusién. Finalmente, combinando esas afirmaciones, destacamos la
naturaleza dual - fractal y covariante- del coeficiente de difusién, el primero en el
espacio de Fourier, el segundo en el espacio de configuracién.
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7. APENDICE 1

Z.1__REGULARIZACION

En este apéndice siguiendo a Engls se revisan los conceptos de inverso generalizado
de Moore-Penrose, se demuestra que para datos exactos este inverso generalizado
es la mejor aproximacién y también es unico.

En el capftulo (5) se aplicé el principio de causalidad eficiente para hallar la
coleccién de operadores de Tijonov y se obtuvo:

b =(al + K" K) 'K ys = U(a, T)K"ys.

Esta coleccién depende de dos objetos que se denominan: el parametro de
regularizacién - a -, y el operador el cual en este contexto se denotard por 7T'.

Esta coleccién tiene tres propiedades bdsicas que se estudian en la seccién
dos. La primera, los operadores de Tijonov aproximan al inverso del operador T,
cuando el parimetro de regularizacion es pequeiio. La segunda, en la norma los
operadores de Tijonov no superan al inverso del operador T, en alguna vecindad
del primer valor propio de T". La tercera, la coleccion es continua con respecto al
parametro a.

Posteriormente se demuestra que la solucién de Tijonov es muy cercana al
inverso generalizado si se asumen datos exactos. Pero aiin , para datos perturbados
esta solucién puede considerarse un estimador del inverso generalizado.

Finalmente se estudia la convergencia relativa entre el error en los datos y
el pardmetro de regularizacién para concluir que la convergencia del error debe
dominar la del parametro, o de forma especffica: el cuadrado del error debe tender
a cero m4s rdapido que el pardmetro. [27], [81]}, [36], [6].

7.1.1 INVERSO GENERALIZADO

Sea X es un espacio de Hilbert y K un operador compacto definido en él.
Como todo operador compacto es continuo, y estos ultimos tienen su nieleo
cerrado, se aplica el Teorema de la Proyeccién para obtener la descomposicién:
X = N(K)® N(K)*,
sea la restriccién de K al complemento ortogonal de su micleo N (K):
K = Klnuos 2 N(K)Y*Y — R(K),

esta restriccion K resulta inyectiva lo que permite definir su inverso izquierdo:
K ~—1 en el dominio R(K) y extenderlo linealmente hasta su complemento ortogonal
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R(K)* y sera denotado K+:
K+ : D(K*) = R(K) ®@ R(K)* — N(K)*, K+ = extRK—1. (7-1)
K+ resulta bien definido, su niicleo es el complemento ortogonal del rango de
K, y su rango es el complemento ortogonal del niicleo de K:
N(K*)y = R(K)1, R(K*)= N(K)*.

Si P es el proyector sobre el micleo de K y Q sobre la cerradura del rango de
K, pueden establecerse las siguientes correlaciones con el operador K:

e 1. KK+ = Qlpuc+).

e 2. Kt K=I—-P.

3. KK*K=K.

e 4. grK~' = {(Kx,x): r€ X}NY x N(K)* .

Por la propiedad 4. el grafo de K+ es cerrado en Y x X, y de acuerdo con el
teorema del Grafo Cerrado:

K™ es acotado ¢ R(K) es cerrado;
pero en el caso de K compacto :

R(K) es cerrado <> la dimensién del rango de K es finita,
es decir, cuando K es compacto y la dimensién de su rango es infinita, K+ resulta
no acotado, densamente definido y con grafo cerrado.
A continuacién se prueba que K+y es la unica solucién de mfnimos cuadrados
de norma minima de K = y, también conocida como mejor aproximacién.
Para cada dato exacto y € D(K*) se tiene que las soluciones de minimos
cuadrados son las preimagenes de K de las proyecciones verticales @ sobre el

rango de K:
K ' Qy)={re X : r=min{||Kz—yl|l, z& X}, (7.2)

como Q es un proyector ortogonal también es proyector métrico. Seau € K~ 1(Qy)
entonces:

WKy —yll =1Quw — yll = IK=z — vll,
y u es munimo cuadrado.
Por el contrario, si £ es un mfnimo cuadrado:

IQy — yll < IKx —yll = inf{llu —yll : v € R(K)} = ||Qu —vll,
y * es una preimagen por K de la imagen dey por Q - x € K~1(Qy) -.
De otra parte, K~ !(Qy) por ser un subespacio lineal cerrado, contiene un
elemento de norma minima sea éste: &, luego & € N(K)+ y
E=(I-Pi=K*'Ki=K*'Qy=K*KK%Yy=K%*y. (7.3)
En resumen, el inverso generalizado de Moore-Penrose - K+y - coincide con la
mejor aproximacion, cuando se asume que los datos son exactos.

El resultado anterior se reformula diciendo que Kx — y esta en el nucleo de K=
el dual del operador A

{reX : z=min{||Kz—yl|, z€ X} & K Kx = K"y,

porque: T = min{||Kz —y|l, = € X} si y s6lo si, Kz es el elemento m4s cercano a
v en R(K), lo cual tiene las siguientes equivalencias :

@ Kr—-ye RIK): = N(K*) < K*(Kxz—y) =0« K"Kz = K"y,
¥y se tiene el resultado propuesto.
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7.1.2 OPERADORES DE TIJONOV

De la regularizacién de Tijonov:
(ol + K*K)“1K*ys; = z§,

se denota :
U, K*K)K~ys = &,

v la coleccién de operadores de regularizacién satisfacen:
1. ‘PE})U(Q,/\) =1.
2. [AU(a, A)| <1, V(a,A) € ((0, +00) x [—€,02 +¢] .
3. U{«a, ) es continua (a trozos), para cada o .

A partir de estas tres hipStesis, obtenemos los siguientes resultados:

1.-Con datos exactos, el limite de las soluciones es el inverso gen-

eralizado de Moore-Penrose:

alir% za = Kty, Vy € D(K™).

2.-La diferencia entre las soluciones para datos exactos y datos per-

turbados se acota por el supremo de los operadores de Tijonov:

llxa = 2511* < 6°C sup_ |U(a, M)l
o3

A€l0,03

3.-5i se asume informacién a priori en el sentido de que el inverso

generalizado debe estar en la imagen reiterada :

K+y e R(K-K)*), 3v>0,

la distancia entre la solucién para datos exactos y el inverso general-

izado es del orden de la cota w{a, ) :
llza — K*yll = O(w(a, v)),
la cual debe satisfacer la condicion:

AYI1 = AU (a, M) € w(a, v), VA € [0,0%].

4.-La distancia entre las soluciones para datos perturbados y el
inverso generalizado se acota por la funcién w y el supremo de los

operadores de Tijonov:

IEK*y — z81] < w(a, v) + 6(C sup [U(a, M) 3.
Y

5.-El pardmetro de regularizacién a debe tender a cero de tal man-
era que el inverso del supremo del operador de Tijonov permita la

convergencia a cero del error § en los datos :

2
& 5|;p U (e, A)| i 0.

REGULARIZACION
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En la afirmacién 1. se necesita hallar la distancia entre la solucién para datos
~exactos y el inverso generalizado. De la solucién (7.4) :

lim |lza — K*yl|? =lim {[U(a, KTK)K"y — K*+ylf3,
como K +y es la solucién de K" Kz = K"y de norma mifnima :
lim, [|U (o, K" K) K"y — K*y||? =lim, |IU (e, K"K) K"Kz — z||?,

de acuerdo al cdlculo operacional:

o] +e
Ajn}) lU(a, K*K)K*K=x — z]|% =lin:‘|)||/ ! (U(a, M)X — 1)dExrx|{2
— a— e

) af+e
—lim / (U(a, M)A — 1)3[|dErz]|?,

por el Teorema de la Convergencia Acotada:

ai+e
= [T lim We A~ DAl Erzl?
e

={ o A#O ={ 0 —o R
JdllExz|’A=0 P~

porque si :
r=K%ty =z &€ N(K)* = R(K*) = P(z) =0,

¥ se tiene el resultado esperado :
m ||za — +yl12 = 0.
3 llza — Kyl 0.

2. Se busca la distancia entre las soluciones para datos exactos y para los
perturbados:

l1Za — 25| = {(Ta — =5, Ta — 25),

de acuerdo con la solucién (7.4) :

lIza — 28|12 = (za — =5, U(a, K*K)K"y — U (o, K" K) K*y5)

llxa — x5 |1? = (za — 25, U(e, K" K)K*(y — ys))-

Se puede formular un cdlculo operacional andlogo para el operador autoadjunto
K K= , con proyectores F,, , proyeccién Q, y con la propiedad de intercambio :

Ula, K" K)K* = K~U(a, KK*),
luego al aplicar esta propiedad de intercambio :
llza — z5|1* = (za — =&, K"U(a, KK*)(y — vs)),
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de operador adjunto:
Hza — 28I < |K (za — 2)IIIU (e, KK )11y = wsl-
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De otra parte:
& (za — 28I = (K (za — 25), K(za — 23)),

al sustituir las soluciones :

NE (za — zE)? = (KU (o, K*K)K*(y — y5), K(za — z5)),
por la propiedad de intercambio:

K (za — 212 = (KK*U(a, KK") (¥ — ¥5), K(za — z8)),
y la desigualdad de Cauchy:

1K (xa — 28I < IKKU(e, KK (¥ — vl 1K (za — =5)I,
por tanto al simplificar:
K (a ~ z8))| < WK KU (e, KE)I(v — ws)il-

Ademds, del cdlculo operacional y dado que @ proyecta sobre N(KX*) = R(K)+
y R(K) = Span{v;}:

KK U(a, KK*)z||®> = /(uU(a. v))2dll F.=|)?,

KK Ua, KKzl < [ CPallFxl? = c*(iQall® + S0 Kz v,
i=1

KK U(a, KK*)x|I? = C*(lIQz|)” + (I ~ Q)=||*) = C?,

entonces finalmente :
Nza —xi{? < C6 sup [U(e,A)|6
A€gl0,07)

llza —2L|l £ 6(C  sup_ [U(a, MY,
Agl0.07]
¥y se consigue una estimacién para la distancia entre las soluciones.

3. Se quiere estimar la distancia entre la solucién para datos exactos y el
inverso generalizado cuando se cuenta con informacién apriori :
lliza — K*yl? = [lU(a, K*K) K"y — Ky|l?,
con el uso de la informacidén apriori - K+*y € R((A*K)¥), 3v > 0-:
llza ~ K*yli® = ||U(a, K"K)K K (K" K)"2 — (K K)*z|?,
por el cdlculo operacional :
llza — K*yl? = Il [ (e ARz — ())dBIR,

l|%a — K*y|l? = /szu — AU(a, A)[2d|| Exzlf?,
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por la condicién para la cota w :

e — K+yl? < / w? (o, v)dl| Eazlf?

por tanto la funcién w acota el estimado:
Nzl — K*yl] < w(av).

4. Ahora se puede calcular el error total para el estimador x5 del inverso
generalizado -K *y-:
Ky — 2f |l < llza — K*pll + 6(C sup U (a, M,

1K *y — 28] < wla, ») + 6(C sup [U (e, BSIPER

5. Por tanto el pardmetro de regularizac:sn debe escogerse de tal forma que:

82 sup (U(a,A)| —O0.
A€[0.07} §—0

Para la regularizacién de Tijonov se tiene que su norma es:

U (e ) = I 1,

entonces el supremo es:
sup lU(a, A= l
Agl0,e o’

luego la estimacién asume la forma:

1z — KHy|l < wle, > + \/i_; (7.6)

pero adems4s la condicién para la funcién w es:

A¥(1 — AU(a, A)) = A + 5 = w(a. ),

y finalmente se acota de la forma siguiente, dependiendo del pardmetro v :

ola¥)0<v<l
supw(en ) = { 5a) w2 1.
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8. APENDICE 2

81 OSCATTERING INVERSQ EN EL TIEMPO

Se resalta la eficiencia del método de Scattering inverso cuando éste se plantea en
el dominio del tiempo y se usa en conjuncién con el método de propagacién de
singularidades. Para ello se estudia:
1. La funcién de Riemann que con sustento causal permite describir
la solucién del problema hiperbélico (8.1), como propagacién de los
datos iniciales en el espacio-tiempo.
2. La funcién de influencia no-causal con que se obtiene la solucién
del problema hiperbdlico (8.1) convolucionandoe los datos de frontera.
3. La transformada Povzner-Levitan que permite pasar de los datos
de frontera a los datos iniciales y recfprocamente con la inversa.

8.1.1 LA FUNCION DE RIEMANN

Sea el problema de contorno hiperbélico:

Dgu.= i —u” +qu =0 relRY, te R
(—u’ + hu)(0,t) =0 helR (8.1)
u(x,0) = up (=) .
i (z,0) = vo (),

donde se indica con las primas la derivada con respecto a la 12 variable ¥y con los
puntos la derivada con respecto a la segunda.

Los frentes de onda en éptica geométrica son las curvas de nivel S (z,t) =cte de
las soluciones S (x, t) de la ecuacién eiconal (V.‘S‘)2 = 72. Considérese la sucesién de
distribuciones (P_i)j con argumentos en los frentes de onda y sujeta a las relaciones

de recurrencia:

Pl=P,_,, i=>1, (8.2)
la solucién del problema (8.1) se representa por la serie formal:
oo
u=3"uF;(S), (8.3)
1=0

que al sustituir en la ecuacién diferencial (8.1), produce las relaciones entre las
sucesiones de los coeficientes del desarrollo (v;); v las de las distribuciones (£5);:
0= (-20j5"+20;,5+ (§~5") v;) Pima+

i 8.4
+ (—vfy + Vim1 +quia) P + v (52 - s'2) Py, S
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por tanto se halla la ecuacién caracterfstica:

§2 — 8572 =0, (8.5)
¥ la de transporte, donde se asume que v_; = 0:
20,8 — 2058 + (§ = ") v; = vf_y — V51 —qUs—1, G20 (8.6)
En el caso unidimensional el frente de onda tiene la forma:
S (z,t) =t — f(x) = cte, (8.7)
luego la de la ecuacion caracterfstica sers:
$2_5%2=1—(-f) =0, (8.8)
resultando la eiconal conn=1:
(=1, (8.9)
para x > 0, se asume que f’ = +1 y en consecuencia:
f(x) = = + cte, (8.10)

si se absorbe la constante en el origen del tiempo, el frente de onda queda:
Sz, t) =t — =, (8.11)
¥ al final la ecuacién de transporte resulta:

2v; = vg — quo = —gq, (8.12)

8.1.2 FUNCION DE INFLUENCIA CAUSAL

Se denotard por G (z, t) la solucién del problema de contorno hiperbélico:

& — G" +qG =0
(—G’' +hG) (0,t) =&(¢) (8.13)
G (x,07) =0,
donde &’ (t) es la carga impulsiva en = 0. Se expresa la solucién por la serie
formal: co oo
G(z,t) =3 v, P(S) =wPo+ 3 _v;Pi(5), (8.14)
0 T

¥ con § =t — x, de la condicién de contorno resulta:
o oo
G’ (z,t) = P+ 3" v, P (S)+ o v; P{(S)
& 1 (8.15)
=P+ ;U_;Pj (8) —v; P (S),
por tanto debe escogerse:
Fy(S)lzmo = =6 (2), (8.16)
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entonces la funcién de influencia causal finalmente quedar4:

G (= t) =5(t—z)+§u,-pj(5) 17
=6(t —zx)— K (=,t),
donde: o
—K (z,t) =3 viPi(t—=x)
1 oo 8.18
=u1H(t—x)+>;ujL‘:J,ﬂiH(t—z) ( )

y se ha logrado expandir a G como onda progresiva concentrada mas la sombra
K (x,t).

Para la sombra cerca de la caracterfstica t = x y por arriba ¢ — ¥, se obtiene:

K(z,z%) =—n (@ H(@E-—z) - Sov, CSH (¢ - x)
2 t=x+ (8-19)
= —vy (x)
y de la ecuacién de transporte para j = 1:
2v] = —q(x), (8.20)
resulta la relacién entre la sombra causal y el potencial:
K (z,z%) = % /q(z:') dz’ + cte. (8.21)
o
Se calcula la constante de la condicién de contorno para j =1 :
—v5(0) + 21 (0) + hvo (0) =0 <= h = —v, (0), (8.22)
por tanto:
+) =41 Ydz! + h
K@z =3}fa@E)d +h ©.23)
K(0,0%) =h,

de la condicién de quietud- G (x,t < 0) = 0-, se obtiene:
§(t—xr)— K(x,t <0)=0, x=2>0,t<0, (8.24)
que es la correspondiente condicién de quietud para la sombra:
K (x,t <0)=0.

Se tiene definida la funcién de influencia causal en el cono: {x = 0,t > z},
ahora se simetriza definiendo la funcién de Riemann en los dos conos:

{zz0,t2x},{z=20,t < —z},
como:
R(x,t) =G (x,t) + G(z,-t),
luego su expansién como onda viajera sera:
Rz, ty=6(x—t)+6(x+t)— K (z,t]), (8.25)
donde se observa que R es simétrica en el tiempo: ’

R(x,t) = R(z, —t),
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ademds como la funcién de influencia causal G satisface la ecuacién hiperbdlica:
20 —
0;G =0,
la cual es invariante por inversién del tiempo, entonces R también la satisface:
2p
OzRrR =0,

en cuanto a la condicién de contorno, por ser independiente del tiempo es invari-
ante por inversién del tiempo, luego R también comparte esta invarianza:

(—R' + hR)(0,t) =0,

asf mismo, para la condicién inicial de la velocidad:

R(z,2) =8 (t—z)+ 8 (t+z)~ K (z,[t]),
en t = O se logra:

R(x,0) = =& (x) + & (+7) — K (2,0) =0,
en tanto para la condicién inicial de la posicién se llega a:

R(x,0) =6(—x)+6(+x) — K (z,0) =28(x),

y para origenes del espacio y del tiempo arbitrarios:

R(z,to) =0,

R (x,to) = 26 (z — o),
por tanto en forma equivalente podemos definir la funcién de Riemann como la
solucién del problema de contorno hiperbélico con condiciones de Cauchy:

oZR =0, ze R, te R
(SR +hR)(0,¢) =0, hem -
R(x,to; xo,to) = 26 (z — z0)

R(x,toixo.to) = 0,

luego, en tanto funcién de = es una aplicacién de orden C™ a valor distribucién
con soporte compacto del tipo:

MmxR+=xR L. g UR")
(t, xo.to) — R(-,t;xTo,to),
como funcién de ¢t también es de orden C™ y a valor distribucién del tipo:
RxR+*=xR L. D R")
(z, o, ta) — R(z,-;Zo,to)-

En general para el problema de contorno hiperbdélico con condiciones iniciales:

O%2u= it —u” +qu =0 relRt, telR
(—u’ + hu)(0,t) =0 helr
u (x,0) = up (x)
i (x,0) = vo (),

se concibe a la funcién de Riemann como un semigrupo propagador de las condi-
ciones iniciales en el espacio-tiempo:

( v=y ) = <R (Ivt;l‘o,to)y( uo {zo) )> = 7dzovz(z.z;zo.zo)-( uolzo) ),
R o
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por tanto la solucién se expresa por:

oo ¢t
u(x,t) = /d.ra (R (=, t; xo, to) .fR(z, t; xo, t') dt’) ( o (o) (8.26)
o to

vo (xza) .

8.1.3 LA FUNCION NO-CAUSAL

Se define la funcién de influencia no-causal G;, con soporte en el cono entre las
dos caracterfsticas, a través de su expansién como onda viajera:

Gi(x.t) =6(x —t) +6(z+t)+ K1 (z.t), |t|<ze R+, (8.27)

con condiciones de contorno:

(-G1 + hG1) (0,t) =0
G1(0,t) =256(t),

para que G satisfaga la ecuacién hiperbélica se requiere:

O2K; (x,t) = —q(8(x —t) + 6 (z + 1)),
la condicién de frontera de tipo Dirichlet no homogénea de G, se convierte -para
la sombra- en:

G, (0,t) =26(¢)

= 6 (—t) + 6 (1) + K, (0,1),
la cual es la condicién Dirichlet homogénea:
K, (0,t) =0,
de la condicién de frontera de tipo Robin para Gi:
0 (—G4 + hG1) (0,t)

—& (—t) — 6 (t) — K{(0,t) + hK; (0,t) + 2RE (L),

resulta la condicién de frontera Neumann no-homogénea:

i

K{(0.t) =2hr5(t).

La sombra tiene discontinuidades sobre las caracterfsticas ¢t = #x, en tanto
que en el interior del cono no-causal: {|t| < x}, satisface la ecuacién homogénea:

D3K| (z,t) =0, |t|<zx,
sobre la caracterfstica z = +t, puede representarse la sombra de la forma:
K (x,t) = H (x — t) Ko (x,t),
entonces:
02K, (x.t) = —q(6(z —t) +5(z +1))
—26 (Ko + Kb) + H (O3Ko) ,

por tanto:
O2Ko =0,
2 (Ko + K&) =gq,
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en el limite por la.izquierda x — ¢~ de la caracterfstica & = +¢. se tiene:
- dKq (x,x7)
Ko + K’I =01 1 ,
° Of e~ dr 29 =

logrdndose la ralacién entre la sombra no-causal y el potencial:
=
Ky (z,x7) =3 /q (z’) dz’ + cte,
o

la constante se puede determinar de la condicién de frontera Neumann de la som-
bra: K = (HKp) =6(x—t)Ko+ H(xz—t) K}
K7(0,t) =6(t) Ko(0,t) =2h6(2),
luego en el sentido de distribuciones:
{0 (0,0) = 2h = K, (0,0) = cte;

en la caracterfstica inferior se obtienen resultados similares que conducen a la
imetrfa en ¢, tanto de la sombra como de la funcién de influencia no-causal:

K (z,8) = K (2, =),
PR oAl i g (8-28)

8.1.4 TRANSFORMADA POVZNER-LEVITAN

Se aplican las funciones de influencia para establecer las transformacdas Povzner-
Levitan directa e inversa que convierten la condicién de frontera definida en el eje
vertical, en la condicién inicial definida en el eje horizontal y lo recfproco para la

inversa.

TRANSFORMADA INVERSA

Considérese el problema de contorno hiperbdlico con datos de Cauchy:
02 =0 z e R te R, (8.29)
(—w + hu)(0,t) =0 helR,
u (x,0) = ug (x, A) A€ R,
% (x,0) =0,

se separan las variables:
u (z,t) = ug (x, A)cos VAL, ug € C™H (RY), (8.30)

donde ug es la funcién propia del problema de contorno:

uf —quo = —Aug, T € R* A€ R (8.31)
ug (0, A) =1,
ub (0,A) = A.
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y el coseno, la funcién propia del problema auxiliar “libre” de dispersién:

v =Xy,
y (0,2 =1, (8.32)
vy (0, A) =0;

asf que:
u (z,0) = up (x, A)
© (0, £) = cos V/At,

al propagar los datos iniciales se obtiene:

(8.33)

u(z,t) = /droR(x.t;zo.O)u(zo.O) f
o

entonces para la condicién de contorno queda:
u(©,) = [dzoR(0.t:z0,0)u (x0,0)
= :fdzo (6 (¢ — x0) + 6 (t + o) — K (o, t)) u (x0,0)
=u(t,0) — :fodz'oK (xo,t) u (T0,0)
¥ en notacién de operadores:
u(0,t) = (I + K)u(t,0). (8.34)
Se aplica al problema (8.33) :

cos VAt = (I + K) ug (£, ) -
= ug (¢, A) — bfd:roK (zo,t) uo (x0, A) -

TRANSFORMADA DIRECTA

Al considerar ahora la funcién de influencia no-causal G, (z, t) convolucionada con
la condicién de frontera, se logra:

u (x,t) _—%'Gx (z,t) = u(0,¢t)
Fa ELED o (0, t) dt’

o
S
oo .

=f 9_‘_(1;_“_1“(&:'),1:1,
oo

se evalua en el origen del tiempo:

w(z,0) = f Sxz=), (0,¢) ar’

+ .
= J Sz, (0,0 ar
=S

I

+zx
I G (z.t)u(0,t)de’
e
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y se usa la expansién en onda viajera y sombra (8.27) :

- u(z,0) = ;]:(5 (z~¢) +6(x +t') + K1 (;. #3) (0, ') dt!
=u(0,z)+ :_]'"KI (z,t) w (0,¢) dt’,

se aplica al problema de contorno dado en (8.33):

+x
ug (z,A) = cos VAx + / K (z,t")cos V't
°

¥y en sfmbolo de operadores:
up (z,A) = (I + K1) cos VAzx.

8.1.5 ECUACION GELFAND-LEVITAN NO-LINEAL

Se usa la transformada Povzner-Levitan inversa aplicada a la funcién de Riemann
desplazada, para obtener la ecuacion Gelfand-Levitan no-lineal.
En x = 0, se realiza el translado de la funcién de Riemann en un intervalo

determinado =T y se define:

R (xo,t) = R(0,t;70,0) -
R(zo,t;T) =%R(ro.t—T)+%R(zo.t+T)
R(0,t;T) =ZR(0,t~T)+ 3R(0,t+7T)

=5(t—T)+6(+T)+ F(,T),
donde:
F(t,T)=—3K(O,t—T|) — 3K (0,[t+ T}
¥y se observa la simetrfa de £ con respecto a los argumentos (¢, T).

Si se denota por:

f(e) = —K(0,]t]), (8.35)
entonces:
F,T)=3r@¢-T)+350¢+T).

En el intervalo- 0 < ¢t < 7T, la transformada (8.34) produce:

R(0.t;T) = (I +K)R(t.0;T)
2

= R(t,0;T) — [ K (', ¢t) R(=',0; T) d=’,
]

donde:
R(t,=T) + LR (¢, +T)

1

150t T) + L6(t+ T) — LB (6. [—-T1) +
26 —T)+ 36(t+ T) — SK (¢,|T))
S(t—-T)+6(t+T)— K(t,T)

— K@, T).

R(t,0:T)

[ |
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De otra parte en la integral se tiene: O s z <t < T
t z
—/K(:z:’.t)R(:t’.O; Tydz' =fK(:z:'.t)K(a:’. T) dz*,
° °

¥ segun la definicibtnen O <t < T:
RO T) =6(—-T)+6@+T)+F@,.T)
= F(¢,T),
por tanto la transformada Povzner-Levitan inversa produce la ecuacién Gelfand-
Levitan no-lineal:

T
F@T)=—K(@¢T)+ fK(:l:',t)K(;c'. T)dz’, (8.36)
o

ésta puede simetrizarse teniendo en cuenta que F (¢,T°) es simétrica en sus argu-
mentos y que el soporte de la sombra X (x,t) esta en el cono causal superior, o
sea que:
K(z,t)=0 si0O<t<az
su forma simétrica es:

tAT

F(t.T)=—K(¢,T)—K(Tt)+ /K(.z:’,t)K(r’,T)dz:'.
[*)

8.1.6 TEOREMA DE GELFAND-LEVITAN

Se estudia la determinacién de un operador de Sturm-Liouville a partir de su

funcién espectral.
Considérese la funcion:
o: R— IR,

que satisface las tres condiciones siguientes:

a) la funcién es monocreciente,

b) se cumple la relacién de Parseval, en el sentido de: si g es
cuadrado integrable en el semieje, con soporte compacto y con trans-
formada de Fourier coseno g° talque:

+oo
[ 1P da ) =0 9 () =0, ca-
—oo
¢) Se descompone o en la forma:

(A); A<O
"(")z{ PN 2VE Aso0 (8:37)
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¥ se define la funcién:
+oco 1
F(t,0) = [ cosVAtdp(\) € H{ ! (RY)
—oo
F(0.0) =—h,
con existencia acotada en cada intervalo acotado y con m -+ 1 derivadas localmente
integrables en el semieje.
Resulta que las tres condiciones a), b) y c), son necesarias y suficientes para
que o sea la funcién espectral del problema de contorno en el semieje:
-’ gz =—=AY; O0<z <o0
(¥ + hy) (0,2) =0 helR
q € H (RY).
DEMOSTRACION
Dado que la suficiencia de la condicién resuelve el problema inverso, ésta se expone
exhaustivamente.
Sea o la funcién que satisface las tres condiciones a), b), y c). Para iniciar se

forma el nucleo:
“+oa

F(t.T) = / cos Vit cos VATdp (A, . (8.38)

s —oa

se analiza la ecuacién Gelfand-Levitan lineal :
I+ FYK,=—F, 0<T«<t, (8.39)
para ello se considera la ecuacién integral homogénea asociada:
(I+F)K,=0, 0<T«<ct,
¥ se supone que existe alguna solucién de ella distinta de la trivial:
g #0,/ (U+F)g=0, 0<T«<t,

se forma el producto:
{9, ({ + F)g)

¥ se sustituye la ecuacién Gelfand-Levitan no-lineal (8.36):
@.U+F)g) = [o*(TdT + [ dt[aTo ()9 (T) F (. T)
=({’92(T)d’r +ufdtIdTg(t)g(T)-
N-rem K@+ T K@ KT d.':’)
[3)
=°fgz(T)dT —zdtdeg(t)g(T)K-i-ofdtodeg(t)g(T)K+

+ Of dt Of dTg () g (T) | K (=',t) K (& T) dx'.
o
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Pero de otro lado:
f 9 (=) _zfx(x'.t)g(t) dt)zd:’ =
ofd'r’gz _ J dz”_)gzj" dtK (z',t) g (t) +
+ [ dx' [dtK (=, 8) g (¢) f d' K (=',) g (¢')
= [d='o® + [dt [dTg (1) 9 (T) (—K (5, TY)
+IaT [ dtg (T) 9(0) (- K (T.6))

S, 5 .

+fdefde [ K(z'.0) K (2, t') da’,

por tanto:

x x 2
/(g(z')—/x(z',z)gmdc) dz' = (g,(I + F) g},
] z*

asf que:
(g.(I+ F)g) =0+ g(z) -—/K(I'.t)g(t)dt=0®g=0,

en donde se ha usado la causalidad, en el sentido de que la sombra K sea nula en
el cono no-causal {|t} < x}:

K(z,t) =0, 0<z' <t<zx.
Otra forma es:
0 =(I+F)g
= 0 =9@)+9(@) [dsF (5 T)g ()

t z z
= [dT9(T)? + [ dTg(T) [dsF (5, T) g (s).
que al sustitur el nucleo F (¢, T) dado en la ecuacién (8.38) :
t z [ “+oo
0= /dTg (1)? +/dTg (T)/dsg (s) / dp (A) cos VAscos VAT
° ° ° —oo
y al emplear la descomposicién dada en la condicién b):
[
0 = [dTg(T)’*+
2 : +oo
+ [dTg(T) [dsg(s) [ do(A)-
[+ o —_—
+
. (cos VAscos VAT — _]?cd (—;";\/X) cos Vs cos \/XT)
—oo
e t z
= [dTg(T)? + [dTg(T) fdsg(s)6(s —T) +
[2) o [i]

+ JdTo(T) [ dsg(s) [ do (A) cos v/Xs cos VAT,
o o —_—_
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se logra el resultado -de acuerdo con la misma condicién b)-:
+oo
o= [doe ) =g@® =0, cd
—oo

luego la ecuacién Gelfand-Levitan lineal (8.39) tiene solucién tnica X, para cada
t fijo. Asf mismo, dado que en las ecuaciones integrales de Volterra la solucién
tiene el mismo orden de diferenciabilidad que el micleo y la inhomogeneidad, los
cuales en el caso presente poseen derivadas continuas hasta del orden m + 1; se
concluye que K, posee también orden de diferenciabilidad m + 1.

Si se toma la transformada de Fourier del probiema:

— ¢ +g(x)Yy=—-AY; O0<zr<oo
(¥ + h) (0,A) =0 he R
9 € H: (RY),
se obtiene el problema de contorno hiperbélico con datos iniciales:

D$u=0 e Rt te IR,
(—u' + hu)(0,t) =0 he R,

u (z,0) = uo (z, A) A€ iR,

% (x,0) =0,

entonces resulta el problema hiperbdlico:

2u=i—~u’'+qu=0 ze€lR", telR
(—u’' + hu) (0,¢) =0 h e R,

se usa el método de propagacién de singularidades para obtener:
=
K(z,z*) =1 [q(z')dz’ + h,
o
K (0,0%) =h,
segun lo cual el potencial se determina por la derivada de la sombra:

2y = 22 )

¥ el potencial posee orden de diferenciabilidad n, asf que:
2(z) € HEG (RY),
mientras que el nicleo y la sombra en el origen resultan el uno el opuesto del otro:
£(0,0) = —K (0,0) = —~h,
luego en conclusién, se ha determinado el operador de Schrodinger en el problema:
— ¥ +q(T)w=—-AY; O0<x<oo

(¥ + hy) (0,2) =0 he R
g€ Hiy (R*).
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NECESIDAD DE LAS TRES CONDICIONES
Con el propésito de completar la demostracion del Teorema de Gelfand-Levitan,
se esboza la necesidad de las tres condiciones a), b) y ¢).

Sea el problema de contorno del operador de Schrédinger:

-y’ +g(@)Y=—-AY; 0Lz <o
(' + hy) (0,A) =0 helR
g€ Hi: (RY),

se plantea el mismo problema para cada intervalo finito, complementado con la
condicién de contorno en cada extremo:

(—v' + hot) (B,A) =0 hse€ IR,z €[0,b];

la solucién del cual determina la sucesién de valores propios (Aps),, la de las
funciones propias (¥,5),, = (¥ (%, Ans)),, ¥ las constantes de normalizacién:

1

Dnp = ——,
" I¥nsit®

se define la funcién monocreciente:
— > Dne ;2 <0

A<i =0
op(A)=4¢ O A=
Dy ;A>0
o<i e

y se obtiene una familia (o4), de funciones de variacién acotada, uniformemente
acotadas; y de acuerdo con el Teorema de seleccién de Helly, se extrae la subsuce-
sion (osk, ); convergente, cuyo limite también es una funcién de variacién acotada:

o (N) =lim ooe, (N).

Para cada funcién de cuadrado integrable en [0, b] se define la transformada de
Fourier generalizada:

FO) = (@) (= A = cZ".f(:f) Y(z, ) dz, feL?[0,],
puede demostrarse la igualdad de Parseval:

If @3 = [|F ]

establecer el Teorema de Expansién -con convergencia absoluta y uniforme en cada
intervalo finito de x-:

r@="Tine@ndw,
se define entonces la familia espectral de proyectores:
ENS@ = [ NS E oW,
luego se sustituye la transformada de Fourier:

EMf@ = ] o (TrervEne)ve
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¥y dado que el proyector en oo es la identidad:

E(o0) f(x) = If(x) = f(x)
se obtiene la resolucién de la identidad para el operador de Schrédinger consider-
ado: oo
S(z—x')= [ w(z, ¥ (=, AN)do(N).
—oo
Si se aplica la transformada de Fourier al problema:
—p” +g(z)Pp=—AY; 0<x <00
(W + hy)(0,0) =0 he R
q € HIgl (IR™),
resulta el problema de contorno:
O2u =0 z € R", t € R, . 1
(—v + hu)(0,t) =0 h€ R,
u {(x,0) = ¥ (x0, ) re R
a (z,0) = 0,

»

cuya solucién en términos del propagador de Riemann es -de acuerdo con - (8.26)

w(z,t) = j dwoR (%, t: 70, 0) ¥ (zo, A), ;
° ;
entonces:
e = Tdovwn-
_J;:d"()‘)W(y,z\)u(:c,t) —oo

oo

- J dzoR(zx, t; x0,0) ¥ (0, A)
[}

f dzo f do (M) ¥ (v, A)-
' (:r:o, A) R(r t; 70,0)

y al usar la resolucién de la identidad:

Tdo v @ Nu ) =T dzos (o —v) R(,t:70,0)
= R(z.t;%,0)

y con la separacién de variables:

u(:z:.t)— (x.,\)cosv": Y € C™H (IRY),
Y=—-A¢, z€IR* A€ R
w(o A)——l
1w (0,2) = h.

¥y’ (0, A) =0;

se logra la siguiente representacién de la funcién de Riemann:

R(z.t:1,0) = [ do (3% A)w(z,A)cos VAL

4oo
R(x,t;y,to) J doe (N vy, N (z A)cos VA (L - to),
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luego, se evalua en el origen:
“+oo
R(0,t;0,0) = [ do())cos VAt
oo

Posteriormente, de la notacién para el opuesto de la sombra en el origen (8.35)
f(t) = —K(0.]t}),

de la expansién de la funcién de Riemann como onda viajera y sombra (8.25):

R(z,t) =6(x —t) +6(z+¢t) — K(x|t])

y de la conocida propiedad de la delta de Dirac, para la resolucién de la identidad
del operador libre de dispersién:

5(t)y=1% +j.'°d\/3:cos Ve,

se tiene:
f(t) = R(0,¢0,0) —26();

y al apelar a la descomposicién de la funcién espectral dada en (8.37) :

_J (M) A<O0
"(’\)—{p(«\)+%\/i; Azo0

se logra la relacion:
“+oo +oo
f(t) = [ do(NcosvVAt— 2 [ dvXcos VAt
—oo —oo
+oa
= [ dp(X)cos VAt,
—oo
luego esta relacién para el nucleo se convierte en:

F@.T) =3f(e—T)+3f(¢+T)
I dp(N) (cos\/X(t—T)+cos\/:\'(t+T))

>
f°° dp (X) cos VAt cos VAT.
—oo

I

entonces, finalmente resulta la representacién buscada para el niicleo evaluado en
el origen:

F(£.0)= [ dp(A)cos Vat.
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21 METODOQ DE MARCHENIKOQ

Se considera un problema de valores propios para el operador de Schrodinger en
el eje real con condiciones asintéticas, se definen las soluciones y funciones Jost.
A partir del Wronskiano de estas soluciones Jost, se introducen los coeficientes de
transmision y de reflexién.

Se encuentran relaciones entre ellos y se deducen algunas de sus propiedades
analfticas. Se define la matriz de dispersion y se demuestra que uno solo de los
coeficientes puede determinarla.

A través de la funcién de Green se halla la resolucién espectral del operador
de Schrodinger. Se define la transformada espectral y se resalta la relacién entre
1a evolucién del potencial y la ecuacién de Korteweg-de Vries.

Con fundamento en el teorema de Paley-Wiener se introduce la transformada
Levin, que luego de una translacién se convierte en la sombra. Y con un par de
potenciales se generaliza.

En este contexto se tiene la posibilidad de deducir la ecuacién de I\Iarchenko.
que desempeiia un papel esencial en el método de Scattering inverso. Al estruc-
turar la resolucién de la identidad, la independencia lineal de las soluciones Jost
vy la transformada Levin generalizada, se infiere la ecuacion de Marchenko.

9.1.1 SOLUCIONES JOST

Se estudia la ecuacién de Schrodinger:
Lu= (D% - q)u = —Au, relRA=k*>eC,
se establecen condiciones asintéticas, en lugar de condiciones en el origen:
u — e¥¥*T 5i g — too0,

se usa el método de variacién de parametros para obtener la solucidn Jost ¥:

oo ,_
w(x, k) = evikT 4 / senk(z’ — z) (: z) q (') wdx',
=

la cual se propaga como onda plana hacia la derecha en la regién asint6tica donde
x — +o00o. De ella se obtiene la funcién Jost:

e(x, k) = ¥ (z, k) e==,

luego, la funcién Jost se representa por:

oo ot
=1+ f senk(z' =) pyn
A %
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¥ se comprueba que satisface la ecuacién diferencial:
&' + 2ike’ — g€ =0,
con las condiciones asintéticas:
€(x, k) — 1
si x — +oo.
& (x,k) — O

Si se trata a g€ como fuente en la ecuacién diferencial, puede obtenerse la
representacién:

E(x, k) = 1+ (Fy »€)(x) )
= 1+ [Cq(z) et N1 g0
= 1+ [Zg(a’) e tklz—=)zmnklzmsl) 4o

Resultados andlogos se consiguen para una onda plana hacia la izquierda en la
regidén asintética r — —oo, que dan lugar a la solucién Jost ¢ y la funcion Jost r:

r(z, k) = ¢ (z, k) eti¥=,

9.1.2 COEFICIENTES DE S

Resulta que cuando k& € IR\ {0}, las soluciones Jost ¢ y % son linealmente inde-
pendientes y constituyen una base para el espacio de soluciones del problema de
Schrodinger.

Entonces puede escribirse el complejo conjugado de cada una de ellas como
combinacién lineal de las soluciones Jost:

w=t_@+r_0 o bien Ty =0+ R_¢

S=t b+ o bien Tp =90+ Ry ¥,
donde los coeficientes se definen a partir del Wronskiano de las soluciones Jost:

W, v)
27k

ty (k) =
Posteriormente se deducen algunas relaciones entre los coeficientes:
te =t =t,
y del Wronskiano para la solucién Jost izquierda y su conjugada compleja:
W, @) = 2ik.
se halla otra relacién entre coeficientes, dada por:

2 2
1=t|* — |r+]
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luego se encuentra también que:

1= — -2,
F(k) = £ (~k),

TE () = v (k).

Andlogamente, redefiniendo los coeficientes como coeficientes de transmisién T" y
de reflexién R: T 1

Ry =%z,
pueden reescribirse las relaciones entre coeficientes como:
ITE + [R«[? =1
R.T+RT =0
T (k) =T (~k)
Hy (k) = R (—kK).
Si se hace uso de las representaciones integrales para las funciones Jost:
€=1+4 F_»¢

pueden hallarse las representaciones correspondientes para el coeficiente de trans-

misién: 1 1 oo
-1y 1 , , g .
. t T 1 5k _wq(z:)e._t (x', k) dzx'

y el de reflexiéon:

Ry _ 1 had ’ v 1N L FRikz’ gt
= =5 9@ e (= k)
estas resultan indispensables para estudiar los comportamientos asintéti

cos de los coeficientes.
Estos coeficientes, a su vez constituyen las entradas de la llamada Matriz de

Dispersion, siempre que el potencial sea de primer orden de crecimiento - g €
L} (IR),k € IR — {0} -en el sentido de:

/ 1+ |z|™)]qldxr < oo, con m = 0.
r

o bien de segundo orden de crecimiento -g € L} (IR) -, donde se requiere la con-

tinuidad en k& = O-.
T R_
S(k) = .
Ry T

Esta matriz se define por:
se sabe ademads que cuando el potencial es de orden de crecimiento nulo -g € L{ (IR)
- es posible entonces, extender la funcién coeficiente ¢,. (k) al semiplano superior
complejo con la exclusién del origen: €, — {0}. N

Porque la funcién coeficiente ¢(&) es analftica en el semiplano superior per-
forado en el origen: €, — {0}, sus ceros son aislados y no pueden estar ubicados
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en el eje real, con la tinica posible excepcitén del origen & = 0. Por tauto sus ceros
estdn en el semiplano superior /mk > 0 y udemds, es posible establecer que el co-
eficiente ¢ (k) tiene como madximo un niimero finito de ceros ¥ que estdn acotados
superior e inferiormente. En consecuencia se tiene que:
2 —
; IEA] D3
ikj) = ——2L _ =

¢ (ik7) ) zC+_, # 0.
En resumen, el coeficiente ¢ (&) tiene en los pu.ntos ik;, sobre el semieje imaginario
positivo, sus ceros simples. Entonces el coeficiente de transmisién 7" también tiene
allf sus polos simples y en nitmero finito.

9.1.3 LA MATRIZ DE DISPERSION S

Puede probarse que la matriz de dispersién tiene solo un coeficiente independiente
¥ que el conocimiento de uno de los coeficientes determina toda la matriz.
Supdéngase que se conoce el coeficiente de reflexién R.., luego de la relacién:

1T + Ry > =
se halla el médulo del coeficiente de transmisién |T7|.
de las relaciones Kramer-Krénig o relaciones de dispersién, es posible encontrar el
argumento del coeficiente de transmisién - arg T -, a través de la férmula:

YA =1

Posteriormente al hacer uso

arg T (k) = Z: a.rcta.n

a continuacién de la relacién:
R.T+R,T=0,
puede encontrarse el coeficiente de reflexién izquierdo:

R.T
T

R_ = —

v con ello se habrd determinado toda la matriz S.
Un corolario que se obtiene de inmediato es el conocido Teorema de Levinson,
acerca del nimero de los estados ligados o nimero de valores propios V:

arg T (0*) —arg T (0~) = 2Nm.

9.1.4 LA RESOLUCION DE LA IDENTIDAD
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Si el potencial g es de primer orden de crecimiento- L} (IR) - y L es un operador
lineal, simétrico, definido en un subespacio denso en un espacio de Hilbert, el
operador tiene entonces una tinica clausura y ésta no varia su operador adjunto:

Dy £, v
< Lu,v > = < u,Lv >
()" = L-.

8Si G (x,z’; A) denota la funcién de Green para el operador:
(~L)\G=(L+ANG =6z —2z),

ésta resulta ser:

Wz k)P (¢, k) ’
ey T =T

Gz, ' k) =
RICAINAC )]

! >
2kt(k) =T

con ke ©4\ {0} yt(k) #0.
Entonces puede inferirse la resolucién de la identidad para el operador L :

. 1 < Tz o .
sz = g [ &7k + 3 Dy (D w; @),
—~oo =1

con la notacién:

&T = (p/t,w/t) -

9.1.5 EL PROBLEMA ISOESPECTRAL

Si el potencial ¢ en la ecuacién de Schrédinger evoluciona de acuerdo con al-
guin pardmetro como el tiempo t. ?*Bajo qué condiciones los valores propios per-
manecen invariantes o integrales del movimiento?.

Resulta que la condicién suficiente y necesaria para que los valores propios
sean invariantes es que el potencial evolucione como solucién de la ecuacién de
Korteweg-de Vries: R

A=0<9 ~Gqq' + g’ =0.
Se estudia a continuacién la evolucion de los datos de dispersién y se halla que:
t = t(k,0) = cte o bien T(k) = T(k,0) = cte,
el coeficiente de transmisién permanece constante, en tanto que el de reflexién
izquierda decae exponencialmente:
r— = r_(k,0)e"%*’" o bien R_(k, T) = R_(k,0)e8*"7,
asf mismo las constantes de normalizacién decacn en forma exponential:
Doj (T) = Dy; (0) e~ 87,
mientras que el de reflexién derecha crece exponencialmente:

Ry (k,7T) = Ry (k,0) e+8ik'r
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9.1.6 LA TRANSFORMADA ESPECTRAL

Cuando se conoce el potencial g puede resolverse el problema de valores propios
del operador de Schrédinger:

Lu= (D?—qg(x,t))u=—Au,

que consiste en hallar los valores propios k = ik;, k; > 0, j € 1, IV, las constantes

de normalizacion D, ; = ||d)j||_2 y el coeficiente de reflexién R (k). El conjunto
de ellos se llaman datos espectrales y constituyen la imagen de la transformada
espectral:

Silg(z,t)) = {Re (k) k€ IRy Dyj, k = ikj, k; >0, € 1, N}.

Se dice entonces resuelto el problema directo.
Por el contrario, en el problema inverso se parte de los datos de dispersién y
se halla el potencial g(x, t):

q(x.t) — Sig(x.t)].

El resultado es el esquema:

" Transf. espectralent =0
B tob. Directg
«=0) B 51q(=,0)]
Evolucién Evolucién temporal
temporal en I de los datos de
el espacio ¢ dispersién en el espacio &

Prob. Espect. Inv.
q(x,t) Ecuacién de
Marchenko Slat=. 0l

Transf. espectralen ¢t > 0

9.1.7 LA TRANSFORMADA LEVIN

Cuando el potencial g es de primer orden de crecimiento- ¢ € L} (iR)-, para la
funcién Jost €, puede establecerse la analiticidad de € — 1 en el semiplano superior
k € € y su integrabilidad cuadritica a lo largo del eje real:

sup 1(€ — 1) (z,k)| dk1 < oo.
k>0 m

Por tanto £ — 1 es una funcién de Hardy de orden 2 y del Teorema de Paley-
Wiener, este tipo de funciones tienen su representacién como transformadas de
Fourier de alguna funcién de cuadrado integrable, es decir:

H?** = (L2 (R¥)) ",
luego existirda By (r,y) € L2(IR+) tal que:

o .
e—1=(B8" = [T B @y ety
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y a B, (x,v) se le lama transformada Levin de la funcién Jost € (x, k).
Algunas de sus propiedades son:

e La continuidad en x € IR, en ¥ € IR*, y su anulamiento en y — oco.
vy

® ¢(x,k) es una distribucién temperada como funcién de z; en consecuencia
asf son su derivada ¢ y su transformada de Fourier ¢’~. Entonces se logra la
relacién: ,

FaY

B
Wor (=.v).

e La funcién (B’ —2 B) (x,y) es absolutamente continua en = y y. Por lo

¢ (z) =

que la ecuacién diferencial para la transformada Levin sera: (ZB' -2 B), =
q(z) B(=x,y),y € R*.

e Al definir K (z,y) = B (x,y — ) se encuentra la transformada de Levin para
la solucién Jost i y su ecuacién diferencial:

K"— K —gqK =0, y>uz,
relacionada con el potencial a través de:
g = —2K(z,x) = —2(K'(z, )+ K (z,7))
¥ sujeta a la condicién asintética:

K(z,y) —0
si y — +oo
K (z,y) — 0.

9.1.8 TRANSFORMADA LEVIN “GENERALIZADA"

Sean ahora dos potenciales: ¢7 (z); 7 € T, 2. Considérese 7 como las soluciones
Jost de los problemas de Schrodinger:

Wt (k-7 (2) ¥ (2 k) =0, FeT3,
con las condiciones asintéticas:
e~tkryd (2, k) — 1 si T — oco.
Sea K'(x,x') solucién de la ecuacién diferencial:
K'— K —(¢'(z) - ¢*(z)) K (z,2) =0; =z=<a,

bajo las condiciones:

K (z,z%) =K (z.z) =3/ (" —g?) (v)dy

K (z,xo0) =K (z,+0) =0 )

K (z,x") =0 vy J3° K (z, ') e*= dz’ = 0; Too < T <,
K real.
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Resulta entonces que KX es la solucién tnica del problema hiperbdlico de Gour-
sat en el semiplano ' > x. También es el kernel de la representacién de una de
las soluciones Jost en términos de la otra:

! =y?+ /mK(z,z') w2 (z’, k)dz’

v a este nicleo se le denomina Transformada Levin Generalizada.

9.1.9 ECUACION INTEGRAL DE MARCHENKO

De la resolucién de la identidad:
sz—z) = [ €k + 3 Do, (@0 ). 67 = (2,2
47 J— oo = +I3%5 £ . Pl

¥ de la independencia lineal de las soluciones Jost:
Pp=tP+r w6 Tep=y+ R, v,
se obtiene:

b(z—a')= g% [0, (@ (z. k) + Re (k) W (x, k) ¥ (=, k) dk+
+Z_,- Dy, (x) ('),

se escribe primero para 7 =2
L7 (F @8 + Rav? (2,8) W* (= k)
27 Jooo f ’ . »
luego para j = 1 y se restan estas expresiones para llegar a:

S BE k) (RE () = RV (2.8

Fadd N2

= 3_D3,45 @i (2) - 3 DEF (o) ) (o) — K (=, 2) i z < 2,
F=1 Jj=1

con la transformada Levin se sustituye 1?2 en términos de ¥! y se logra:

K2 (z,2') + [22, Skt (=, k) ¥t (2, k) (RE. — RLY) +

—co

2 ;
+3°0, DI ul (z) v (=) — SN, DLl (=) w) (=) +
+ [T dx" K2 (2, x") Q (=, =) =0,
ahora se denota:
Qz.z) = [, gy (2. k)W (&, &) (RE — RL) +

R e
+ L Di,ul () v (=) — 05, DL,v) (=) v (),
luego:

-
K2 (x,x')+Q(z,z')+/ dz" K2 (z,2") Q (', =) = 0.
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Si se hace g! = 0 y g% = ¢ se consigue:

N
eik(=+=')R+ k) + ZD_He—k,(:-;-z')

F=1

oo
Qz, ') =Q(z+x') = ‘—21;

—ca

y finalmente se deduce:
=
K (z,z") + Q(x+x) + / dz" K (z,z")}Q(z+ x2") =0, = < ',
x

que es la ecuacién integral de Marchenko para potenciales de segundo orden de
crecimiento - ¢ € LA(JR) -.

En sintesis cuando se conoce la transformada espectral S [q (a, t)] para algun ¢,
se determina © (x + z’) como ntcleo y término fuente de la ecuacién integral. La

solucién K (z,z’) de esta ecuacién integral es la sombra o transformada Levin de
la solucién Jost ¥ (x, k). El potencial g, finalmente, se recupera de la expresién:

K (z,x) =% wq(y)dy

q(x) = —2K (z,x) .
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10. APENDICE 4

101 EL METODO GQELFAND-LEVITAN

Considérese la ecuacién de Schrédinger en IR*:
Lu= (D?-q)u(z,A\) = ~-du(z,A), ==0,
con una condicién de contorno regular en el origen:
Ra(Q)u=u(0,\)cosa+u' (0, )sina =0.
Para cada b € IR*, con = € [0,4] y la condicién Rg(b) = O se resuelve el

problema de valores propios, donde se determina la coleccién numerable de ellos-
(Ans),,.- Se define entonces la funcién:

— S acamp<o lu (@ Ane)l™2 = — 3 Dnp; A<O
o (N) = 0 o
+ ocanbza Pro )

y se obtiene una familia (o), de funciones de variacién acotada, uniformemente
acotadas. De acuerdo con el Teorema de seleccién de Helly, puede extraerse una
subsucesién convergente cuyo limite también es de variacién acotada:
o (X)) = Um opki-
i—oo

A cada funcién f € L2 [0,b] se le hace corresponder “La Transformada de
Fourier Generalizada”, definida por:

F) =< f@,u(z ) >== /:o F () u(z, A) d=, (10.1)

a continuacién se deduce la igualdad de Parseval:

A 2
ir e = |7 ool
y para cada f € L2 [0, cc], se puede establecer el Teorema de Erpansidn:
r@= [ fMu@ N

donde la convergencia es absoluta y uniforme en x en cada intervalo finito.
Se define entonces la familia espectral de proyectores:

A A
EW) f(x) = / F (N u(x, Nydo(A)
—eo
y se encuentra la funcién espectral:
4
— EA/AUE O< A< oo
do (N { zf,—DjG(/\—A,-)d«\ —c0 <A <O,
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con:

U@ = U (AN +U2(0)?
Ui1(A) = sin a— £ [5° sin kz'q(z’)u(z’, \) dz’
Ua(A) = —=2pa 1 [ coskr'q(x’')u(z’,\)dz’

¥y del Teorema de Expansién, se logra la resolucién de la identidad:

5o, 2= 4 peoy (2 Ay u(a, A) sxBipr

1]ss51)

S u(x, A) u(z’, A)do (N).

S(z—=x")

i

10.1.1 OPERADOR DESPLAZAMIENTO

Considérese la sucesién de funciones:

e
Za(®) =577  Zo(0) =1y Za(0) =0, n =1,

y sea el operador lineal D = a";. luego la serie:
oo o0 t"l
32 ZaOD N ) (@) =D o FE) = S 1) = T_of (=),
) ) °

define un operador desplazamiento generalizado, que en este caso se reduce a la
translacién por ¢; sin embargo, en el caso general convierte una funcién f(x), en

otra de dos variables u(x,¢).
u{x,t) = T(x,t) f(x).

Entre otras, este operador tiene las propiedades de: linealidad, asociatividad,
commutatividad, continuidad, acotamiento, simetrfa, etc.; ahora es importante en
particular la simetrfa:

T(x,t)f(z) = T(¢, ) f(=z).
El operador transpuesto se define por:

T*(z,t) = iz,.(z)o('ﬂ(z).
o

Se tiene entonces la autoadjuntividad y:

D(t)T(x.t) = D(x)T"(x, t),

luego:
D(z)T(z,t) f(z) = D)YT (=, ) f(x)-

Usando como operador lineal D(x), el operador L({x) = D? — g(x) se halla:
L(x)T(z,t) f(x) = L(&)T (=, t) f(z).
Considérese la solucién Riemann del problema de Cauchy:

u’(z, t) — q1(D)u(x, t) = iz, t) — g2(z)u(z, ),
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bajo las condiciones iniciales:

u(z,0) = f(z) ¥y i (x,0) =9g(z), x € R, t € R",

con g° continuamente diferenciable en IR. La funcién de Riemann R(z, ¢; z’,t’) es

dos veces continuamente diferenciable y satisface el problema de Goursat:

R' — q(z)R =R —q2(x)R,

bajo las condiciones en las caracterfsticas:

R t; 't =1;
(SAEALPY IRPU R
x—t=x —t
dicha solucién se escribe:
et e
u(z, ) = S(="+t 2-;1(: ¢ 2+
+3 [Z2 dz (9=)R(z, 0: ", ') — f(z) R (=.0:2,¢))

de la cual, se destacan dos casos especiales importantes:

h=0; u(z,0) = f(=)
y Wo =0R — f(z") R (z"”,0,x,t)
u'(x,0) =
h=o0c u(x,00) = O

y Woo(x, t,2"’) = f(z")R(z",0;z,t) — OR
uw'(z,0) = [f(z),

siendo el caso general:

u(Z,t)ma = Tz, ) f(xHemo = f(x)

)
2 r(a, - , =o,
5T () £ (@) — hT (=, ) f(:)l‘=0 0

para la cual, la solucién del problema de Cauchy resulta ser:

TEosf@=1Ex0-JE-0 1 fh:‘j (") Wh (£, z") dz”.
-

donde: ’
Wi = Wp + hWe,.

Considérese el problema de Cauchy con datos en su forma general:

u(0,k;h) =1y u (0,k;i R} =h,
con la solucién de Riemann se halla:
u(zx,k;h) = (I + Kp)coskz
= coskz + [§ Kn{(z,z')cos kz'dx’,

donde el nmicleo de la integral es:

-
Kn = h+ K(z,z') + K (z,—=') + h / K (z,t") — K (x, —t") dt”,
..
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en tanto: )
K(z,z')=—3 (R' (=',0;0, )+ R (a:’.O;O,.r)) ,

¥ en el caso h = 0, se obtiene la trasformada Povzner-Levitan en el semieje:

u(z,k;0) =coskzr+ f5 Ko(x,z’)coskx’'ds’
= (I + Kp) cos kx.

10.1.2 ECUACION GELFAND-LEVITAN

Sea u (x, k) la solucién del problema de Schrédinger en IR*, bajo las condiciones
h = 0. Su expresién como transformada Povzner-Levitan es:

u(x, k) = + K)cos kzx.
De la resolucién de la identidad:
oo
5(z — ') = / u(z, k) u (', k) der (k) ,
—oo
para x’ < x se tiene:
oo
§(x—z')=0= / u (z, k) u (2, k) do (k) ,
—oo
que expresa la ortogonalidad de u (x,k) y u(z2',k) y de la relacién:
u(z’, k) = (I + K)cos kz’,

se concluye también la ortogonalidad de coskx’ y u{(x,k) con peso o (k) para
x’ < x, lo que se escribe como:

oo
/ u(x, k) coskx'’dr (k) =0, z=' <ux,
—oo

luego:
oo
/ (({ + K) coskx) coskx'do (k) = 0.

Para el caso libre de dispersién (g = 0) se tiene:

_ dX _dax 2 1/2
doo (A) = V] (sin® o + =252 1) N VR Tl“d (/\ )'

o sea que:
dog (k) = Zdk,
w

al separar la funcién espectral en:

ar oy = { dop T de)

(=X

110 APENDICE 4




se consigue:

/w (I + K) cos kx) cos k' (doo (k) +dp(N)) = 0;

—o0

en consecuencia:
oo, [coskxcoskx'doo (k) + [°o, Icoskzcoskz’dp(N)

F(z,z)

+ 22, K coskzcos kx'dog (k) + [Z2 K coskzcoskz'dp(A) =0

1
K (z,x') Jo K (z,z") F (=, z'*) dz”,
finalmente se encuentra que:
=
F(z,z') + K(z,x’') + / K(z,zx")F(z',z")dz’”’ = 0, ' < x,
(]

o bien en notacién de operadores:
({+ F)K = —F. (10.2)
Esta es la ecuacidén de Gelfand-Levitan, donde K es la incégnita de la ecuacién
integral en tanto que se conoce F, el término fuente y kernel de la ecuacién.
De acuerdo con el Teorema Alternativa de Fredholm, la condicién suficiente
¥y necesaria para que la ecuacién integral (10.2) tenga solucién unica es que la
correspondiente homogénea posea como solucién unica la solucién trivial:

U+ F)K =0+ K =0.

Sea el problema de contorno:

u” (z, k) + KPu(xz, k) = q(x)u
u (0, k) = 1
u' (0, k) = )

h =0, a =%,

cuya solucién es:
u(x, k) = (I + K)coskx, £ < x;

en consecuencia, al sustituir en la ecuacién diferencial y usar integracion por
partes se deduce la ecuacién diferencial para el nticleo de la transformada Povzner-
Levitan: B

K"—- K=gqK,
donde: -
9(z) =2£ K (z.z), v §E(z,0)=0
¥ se recupera el potencial g(xr) como la derivada de la transformada Povzner-

Levitan en el semieje.
De otra parte, el problema de Gelfand-Levitan inverso es:

2" — go(z)z = —Az;
2'(0) — hoz(0) =0,
entonces de la ecuacién (I + F)K = —F se halla:

K= & +(20(z) — g0 (<) K (2.5 = (242 K (=.2)) K (2, 2")

EL METODO GELFAND-LEVITAN 11



¥ con:
u (x,t) = (I + K)z(z, k),

se encuentra:
v’ — qu = ~Ju,

donde
a(z) = qo (z) + 2K (=, =)',

¥ debe satisfacerse la condicién de frontera Robin:

uw (0,k) — hu(0,k) =0, y h = K(0,0)+ ho.

10.1.3 GENERALIZACIONES

1. Se pueden estudiar en forma similar, otra ecuaciones como las del tipo de

Sturm-Liouville:
(au’)’ + h2hu = Qu,

con las condiciones asintéticas:

a(x) — 1
A(x) — 1 si z-— Foo
Q=) — 1,
donde a, &2, Q son funciones reales.
Con el cambio de variables
z
y=f ﬁ ¥ v=\/ahu=£,
[ a w

se transforma en:
Py 2
o TR =q(y)v,
dy
donde el potencial es:

1
1) = h hwdy (
y puede asumirse que 1 —a € L', a/,Q, h —a € L} y a y h son acotadas positivas

(Aktosun, 1993).
2. Es posible también abordar ecuaciones del tipo

a(zx)u” + B (x)u’ + k?yu = e(z)u, x € IR,

porque con el factor integrante:

1 j'ﬂ
—elo ™,
g

se transforman en una de tipo Sturm-Liouville, con las correspondencias:
eld 3

73
€5

I

o~>a
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3. Un caso particularmente interesante lo constituye el problema espectral
inverso para una ecuacién diferencial de 2do. orden en su forma de impedancia:

(av') + k2au = 0,
que se obtiene del caso 1. con las correspondencias: Q =0 y A = a, luego:

w =

S

vy el potencial se escribe:
W) = —= £ Va,
Va dy?
por tanto, se encuentra la ecuacién:
v+ kv = qu.

Sujeto a condiciones de frontera del tipo Dirichlet v(0) = v(1) = O o del tipo
Neumann v(0) = 0 v/(1) = 0.
Este problema fue estudiado entre otros por:

e Rundell y Sacks en 1992.

e Coleman y McLanghlin en el 93, cuando la impedancia tiene derivada inte-
grable.

e Chen - Rokhlin en el 92, en la forma del problema espectral inverso de ia
ecuacién de Helmholtz en una dimensién.

4. En el 91 Habashy estudia las ecuaciones Gelfand-Levitan y la ecuaciéun
Marchenko de una forma generalizada, pasando el problema al dominio del tiempo.

5. En el 92, Grebert del LI.M.A.S. estudia el problema resuclto en 1972 por
Frolov, acerca de la transformada espectral inversa para el operador de Dirac.

d
H=Ba—;+mL+q(x).xeR

01 1 0
B=(— 1 0)"‘:"3:(0 - 1)

— P P2 . 1
q(x) = ( Pz — pr W pi € Ly (R),
por el método de la Férmula de Trazos de Deift-Trubowitz (1987).

6. El problema espectral inverso puede estudiarse desde el punto de vista del
problema de Riemann-Hilbert, donde se dan las condiciones para factorizar una
funcién matricial en A € IR., de forma tal que, un factor se continua analfticamente
al semiespacio superior- CV -, y el otro lo hace al inferior - €~ -.

Se basa en observar que las soluciones Jost pueden conjuntarse para represen-
tarlas en forma de matriz:

=@ (L )

ésta puede transformarse en una factorizacién:

G = G4+G—; y luego puede obten-
erse el potencial.
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10.1.4 COTAS Y ASINTOTICAS

Se quiere determinar las cotas para [, [ — 1, !, para luego inferir la existencia de
la derivada respecto de la segunda variable de la funcién Jost - { -, y finalmente
poder concluir que la funcién de Jost menos la unidad - — 1- es una funcién de

Hardy de orden dos.
Se considera un potencial g de primer orden de crecimiento -g € L} ({R)- y se

denota:

8@ = [la@)ds.

Se parte de la representacion integral de la funcién Jost:
l=1+F_ =gl

¥ se usan las series de Neumann para las aproxirnaciones sucesivas, con el objeto
de determinar la cota:
il i
[l < e, keCy—{0}.
De otra parte cuando se comienza desde:
9= F,_«ql
edike g

Fo = f0gms

se obtiene:

-1 =< B,fj)ei'tﬂ. ke Cy— {0}-

Cuando se quiere incluir el cero del plano & y su vecindad, puede usarse el
proceso de iteracién y la estimacién: |F | < |z’ — x|, para encontrar:

[t < ev®
y(z) = [ (=’ — x)lq (=) dz’

y al iniciar con : {® = F| = q1, se llega al estimado:
[l —1] < v(x)e"=),

después se redefine ! de tal manera que:

4

= Farovi—a)

y luego de un proceso de iteracién se logra:

= K(1+0V(—x))
K2 (1 +[z|).

Con estos resultados se estima [ — 1 :

~1<Ks(1L+0v (—1))/(1 +[z']) lg (=) d=’', vz € IR,

114 APENDICE 4



para concluir en:

u-ll-{ eLES, 1K —0

cte—m {k| /0,
en tanto que en la vecindad de & = O para ¢’ se produce:
oo
W< K/(l +12]) lg ()| d=’ < cte < co.
E2
Al estudiar la analiticidad de la funcién I, se asume que g es de crecimiento de
orden dos: -g € L} (IR)-, y se hallan las cotas:
Ill < cte(l — z(0V (—x))) e*(=),
Posteriormente se logra:
ll'l < cte (1 + [J:|2) N
Debido a que estas cotas son uniformes en £, los iterados de i convergen unifor-
mente en k , por tanto existe [ , y en consecuencia ! es analftica en €, y continua
hasta €, .

Finalmente, { — 1 también es analftica en €., continua hasta € .. y -por tanto
es una funcién de Hardy de orden dos - — 1 € H2+.,

ASINTOTICAS

En el limite de las ondas cortas -|k| — oo-, puede usarse la representacién de la
funcién Jost:
l=1+ F, =ql

v la iteracidn:
=14+ Fp»q(l + Fy =ql)

! = kj (.t’)d;t'—f—O(I_li) .

De la representacién integral del coeficiente de transmision :

1
= e— = —_———— ’
t—T 1 Zik/qld.t,
—oo

para obtenerse:

1 1
t—T—l—mQ(—oo)+O(,T2—) ., keCTq.
En tanto que para el coeficiente de reflexién se encuentra :

&(k)=0(%), k— oo, €y, gL}
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y adermds:
1

T (k)= 1+O(E)'

lo que se interpreta como el fenémeno de la transmisién total en el Iimite de las

ondas cortas.
En cambio, si se lleva la iteracién hasta segundo orden en 1/k , de :

=1+ F,=q(l+ F,=ql),
T Q@\? 1
T
l=l+/Q(I,)F+dx’+%(—2T) +O(F2-)
4

T_1+,,sz( o0) + % (Q(21:o))"'+o(,:_2)

en particular estos estimados se requieren para deducir la férmula de trazas.
De la representacién integral para { — 1 como transformada de Fourier de la

transformada Levin:

se encuentra:

o
=1+ /B(:c. v)etvdy,
[i]

con la doble iteracién y la transformada inversa de Fourier se obtiene la repre-
sentacién integral de B :

By =3Q(=+%)+1 fdy / dz'q (=) B(=".¥").
PRRVEA
Luego iniciando el proceso de iteracién desde:
o =1 Y
Bz, y)=3Q(z+3).
se obtiene la cota para la transformada Levin:
1 EAPRIC]
Bl<4o(z+%)e
y también para sus normas:
B (z, )l € B(x)e™' D, Ve R,
NB(z. ) S v(x)e®), vze R
De otro lado para las derivadas se encuentra:
1B @wistla(z+Z)|+3(=+5)8@e®, ze R yer"
y para la derivada respecto de la segunda variable se tiene:
|B@w|sila(=+4)|+38(z+%)s@ e, ze R yeR*.

se concluye que para cada y las funciones B (xr,y) y 28 (z,y) — B’ (x,y) son ab-
solutamente continuas en x y en cada semi-lfnea a lo largo x son absolutamente
continuas en la variable y.
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