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Figura 0. Una boa digiriendo un elefante...
o la traza de un vértice en un 3-ciclo...
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Capitulo 1

Introduccién

Nuestro trabajo aborda el tema de la tensién en hipergrificas
regulares, co Ppto que ap: por primera vez a principios de
los 90 (ver [2]) ¥ que « ituye una g lizacion al de
la definicién de conexidad para gréficas.

Diremos que una hipergrifica es regular si todas sus hiper-
aristas tienen la misma cardinalidad, si esta cardinalidad es k,
llamaremos a la hipergrifica una k — grd fica.

Una k-grifica es tensa si para cualquier coloracién de sus
vértices utilizando k colores, existe al menos una hiperarista he-
terocromiética (donde se utilizan todos los colores). Como se
puede obeervar, para k = 2, estamos en presencia de una de las
caracterizaciones de conexidad para las grificas usuales.

El problema que nos interesa es el estudio de loe 3 — drboles
(3-grificas tensas minimales, en el sentido de que si quitamos
una terna, dej de ser ). Una vez mis, para k = 2, un
2-Arbol es un drbol en el sentido usual. Es interesante observar
que a diferencia de los &rboles en gréfi » Que ti el mi >
tamaiio (nimero de aristas) para un mimero fijo de vértices,
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en el caso de los 3-drboles (K = 3) no ti pre el >
tamaiio.

En (2] se da una cota inferior para el nimero minimo de
ternas en un 3-arbol de orden n (®,) y se conjetura que siempre
se alcanza. Ahi se demuestra que &, > [ 2"—‘;—’1] y podemoas
encontrar un elegante método para construir una familia infinita
de 3-drboles minimos (alcanzan la cota) para todo primo p, tal
que el nimero de vértices es n = (p — 1)/2.

De aqui que nos preguntemos si realmente la conjetura es
cierta para todo n. Para continuar, es importante conocer que
la traza de un vértice v en una 3-gréfica es la grifica Tv(v) =
(V \\ {v}.FE), donde {z,y} € FE, si y sdlo si {v,z,y} es una
terna en la 3-grifica. La primera obeservacion es que si existe un
3-drbol minimo y n = 0, 2(mod 3), entonces la traza de todos los
vértices son Arboles, 8i n = 1{mod 3) una de las trazas contiene

un ciclo y el resto drbol Si ¢ id os el caso particular en
que los Arboles son cadenas, entonces a la 3-gréfica la llamaremos
3 — cad ¥ repr la inmersién de una grifica completa en

una superficie con frontera, donde todos los vértices yacen sobre
la frontera (caso n = 0,2(mod 3)) en otro caso, cuando una de
las trazas es un ciclo, todos los vértices yacen sobre la frontera,
excepto uno y denominaremos a la 3-grifica casi 3 —cadena. En
el Capitulo 2 se abordarid este tema con detalle.

Contando con esta interpretacién topolégica de las 3-cadenas,
es natural que analicemos con detalle los trabajos de Ringel,
White y otros (ver [7]), sobre el mimero cromitico de una su-
perficie cerrada S, definido como: x(S) =vc1;;ca’§ x(G) , donde el
maiximo se toma sobre el miimero cromiético de todas las posi-
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bles grificas que pueden ser dibujad -obre la superficie S. La
solucién de este problema i te en encontrar el
méximo n tal que la gréfica completa K, puede ser dibujada en
la superficie § ( S distinta de la esfera). Es interesante obeer-
VII' que para el caso en que la superficie cerrada es una esfera,
en p ia del Problema de los Cuatro Colores, que
establece originalmente que son suficientes 4 colores para col-
orear los “paises” de cualqui pa sobre la esfera de manera
que paises con frontera comin (distinta de un punto) estin colo-
readoe de diferente color. En la terminologia adoptada anterior-
, el probl consiste en probar que el nimero cromatico

de Ia esfera es 4.

No es dificil observar que si tomamos la inmersién de una
grifica completa K, ;; en una superficie cerrada y le extraemos
un vértice y todas las ternas que lo conti ob 8 una 3-
cadena, es decir, tenemos una 3-grifica candidata a ser 3- drbol
minimo (aqui las ternas son los tridangulos determinados por la
triangulacién de la superficie).

Esto realmente es sorprendente, a primera vista podriamos
pensar que hemos dado un gran paso para probar la conje-
tura antes mencionada, ya que tenemos un buen niimero de
3-grificas candidatas a 3-drboles y podriamos investigar su com-
portamiento con respecto a la tensién.

Desafortunadamente, probar tension para k& > 3 parece ser
un problema dificil, es necesario conocer muy bien la estructura
de la k-grifica para atacar este problema con éxito.

Hasta el momento no sabemoe si son tensas o no estas 3-
grificas candidatas a ser 3-Arboles minimos.
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Antes de pasar al resultado principal de nuestro trabajo, ce-
rramos el Capitulo 2 haciendo una exposicién de Jos resultados
desarrollados en [3]. donde e con-tmyen familias infinitas de 3-
grificas t y not 3 de grificas
completas en superficies cerradas y con frontera.

Finalmente, en el Capitulo 3 exp un meétodo para
construir 3-drboles minimaos para n = 3, 4(mod 8).

Paraelcason =3 (mod 6). los 3-arbol btenid d
ser interpretados como inmersiones de grificas completu en su-
perficies no orientables con frontera, de manera que todo vértice
Yace sobre Ia frontera (ver [3]). Se caracterizan las superficies

btenidas de do al ni o de P de la frontera.
Ocurre que paran = 3,15 (mod 18) la frontera es conexa, por
lo que se puede obtener un 3-ciclo tenso (ver {[3]) pegando un
cono de triféngulos con centro en un nuevo vértice. Seria intere-
sante investigar si las 3-grificas obtenidas son isomorfas o no a
las correspondientes en {7] (ver Capftulo 2, Seccién 2.2).

E- interesante observar que las 3-cadenas obtenidas son ex-
t n ales de sist de ternas de Steiner construidos
utili do el método de Skol (ver [1]).

La solucién para el caso n = 4(mod 6) sec obtiene mediante
Aqui

una construcciéon topolégica a partir del caso anterior.
todos los vértices, excepto uno, yacen sobre la frontera (conexa)
de una superficie no orientable.

Como se puede ver, la conjetura que nos motivé este trabajo
no se ha probado totalmente. Sabemos que para n = 0(mod 6)
es cierta. Los casos n = 1(mod6) y n = 2(mod 3) constituyen
el préximo reto. jMucha suerte al que los ataque!

5



Capitulo 2

De la tensién en hipergraficas a
las triangulaciones de
superficies

En este capitulo se dan los primeros resultados sobre tensién
(ver [2]). A partir del problema de construir 3-dirboles minimos
nos introducimos de a natural en el estudio del nimero
cromitico de superficies (ver (7]) y hacemos énfasis en los resul-
tados sobre tensién que estin estrech te relaci dos con el
tema mencionado anteriormente.

2.1 Tensién en hipergriaficas

En esta secciéon vamos a ver con detalle el concepto de tensién
en hipergrificas y los primeros resultados obtenidos en esta linea
de trabajo. En la exposicién nos apoyaremos fundamentalmente
en [2].

Introduci os el cc pto de o heterocromitico de
una hipergréifica, inspirado en la inconexién aciclica libre de
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tridngulos dirigidos, en tornecs.

Entenderemos por una ¢ — coloracidn de una hipergrifica
H = (V, E), una funciéa sobreyectiva de V' a un conjunto de car-
dinalidad ¢. Una t — coloracidn f separa a la hip ista a € E
¢i las imdgenes por f de los vértices de a son distintas dos a dos.
Diremos que f es heterocromdtica si f sep alguna hip ista
de H. El niimero heterocromitico de H, denotado por he(H),
es el miximo ¢ para el cual existe una (t-1)-coloracién que no es
heterocromitica.

Nétese que Ac(H) < n + 1 donde n denota el nimero de
vértices de H. Por otra parte, suponiendo que E 3 @, se tiene
que hc(H) > mt’n (lal a € E) ¥ Ac(H) es el minimo nimero
¢t para el que ién de H es heterocromiitica.
Nétese que si H’ e' una -ublnpergt‘ﬁca generadora de H, en-
tonces Ac(H') > hc(H).

Una k — gra[tca es una hapergriﬁca donde todas sus hiper-
aristas ti te k vért Nét que para k = 2
estamos hablando de las grificas J Clar te, para una
gréfica G, Ac(G) = c+ 1, donde c es el ni o de ¢« t
conexas de G. Luego, G es conexa si y 8élo si hc(G) =

Diremos que una k-grifica s tensa si y sdlo si hc(H) = k. En
una k-grifica tensa, siempre hay una hiperarista heterocromaiti-
ca para cualquier k-coloracién.

Una k-grifica tensa H = (V,FE) es un k — drbol si para
cualquier hiperarista o € F, lak-gréfica H \ a = (V, E \ {a})
no es tensa.

Como se puede observar, para 2-gréficas, la definicién anterior
caracteriza a los drboles, que P i i

ti el > n L]




de aristas si fij el de vérti Curi te, para
k > 3, esto no ocurre, k-drboles definid bre el mi con-
junto de vértices pueden diferir en su tamaiio (i.e. su nmimero

de hiperaristas), por ejemplo, los 3-drboles sobre 6 vértices con
conjuntos de hiperaristas

{ {1,2,3},{1,2,4}.{1,2,5},{1,3,4},{1,3,6},
{1,4,5},{1,4,6},{2,3,5},(2.3,6},{2,5,6}

{1,2,3},{1,3,4}, {1,4,5},{1,5,6},
{2.4,6},.(2,5,6},(2,3,5}, {3,4,6}

Sea H = (V, E) una k-grifica y X un subconjunto no vacio

de V. Definimos 1a traza de X como la (k—1)-gréfica Trc(X) =
(V \ X, Ex) donde

Ex = {{v1,v2,...,va_1} €S V\X |3z € X, {v),v2,...,%_1,x} € E}
y el esqueleto de H es la (k-1)-grifica R(H) = (V, S) donde
S = {{vi,v2,..., 061} SV | Iz € V,{vy,vs,...,001,2} € E}

Lema Bdésico 2.1 ( Arocha, Bracho y Neumann-Lara)
G = (V, FE) es una k-grdfica tensa si y sdlo si para todo subcon-
Jjunto no vacfo X de V, Trg(X) es una (k — 1)-grdfica tensa.

Prueba (—%) Supongamos que existe un conjunto no vacio
X de V tal que Trg(X) no es tensa, entonces existe f : V' \
X — {1,...,k — 1} que no es una col i6n h >matica de




Tre(X). Si coloreamos los vértices de X con el color k obtene-
mos una k — coloracidén de G que no es heterocromitica, luego
G Do es tensa.

(e==) Supongamos que G no es ¢t ¥ que tro caso no
es trivial, i.e. |V| = n > k, entonces existe una k — coloracién
f:V 2 {1,...,k} que no es heterocromitica.

Sea X = f£-Y(k), Ia restriccién de £ a V\ X no puede
ser una coloracién heterocromética de Trg(X), luego Trg(X) no
es tensa. j=]

Sea p : V — V' una funcién sobreyectiva del conjunto de
vértices V de la k-gréfica H = (V,E) en el conjunto V'. La
k-gréfica H' = (V’, E’) con

E = {{v],....,vi} | {va,....,us} € E, p(vy) =0}, i =1,...,k}
es llamada el cociente de H por p, y es denotada por H/p.

Proposicién 2.3 Cocientes de k-grdficas tensas son tensos.

Prusba Si f es una coloracién de H/p, entonces f o p
es una coloracién de H. Como H es tensa, existe una arista
{v1,v2,..., s} separada por f o p, luego {p(wn1), p(v2), ..., P(vs)}
es separada por f. o

Graham y Lovész [5] definen un k — bosque como la k-grifica
tal que cualquiera de sus hiperaristas es separada por alguna co-
loracién que no separa a ninguna otra hiperarista. Claramente
una k-grafica es un k-arbol si y sélo si e- un k-bosque tenso. En
[5), Lovisz demo-tré queelt i imo de un k-bosque con
n vértices es ({7}).




Haremos énfasis en el estudio del tamafio minimo (#2) de un
k-érbol con n vértices. Es fécil cbservar que sSlo para & = 2
k-drboles y k-érboles minimos coinciden, son los irboles usuales
(con @3 =n —1).

Corolaric 2.3 #2 < #%,,.

Prueba Resulta inmediato de tomar un k-£rbol minimal con
n 4+ 1 vértices, identificar dos vértices y aplicar Proposicién 2.2.
a

Para v € V denotaremos por Val(v) el nimero de aristas en
Tv(v).
Proposicidn 2.4 2 > (n/k)e2-L.

Prueba Sea H = (V, E) un 3-frbol minimal sobre el con-
junto de vértices V', donde |V| = n. Por el Lema Bésico 2.1, para
cualquier v € V, la traza Tr(v) es tensa. Luego, Val(v) > #2%-1
y

k| Ef E Val(v) = nel"}

&l = (n/k)ﬂ-n
o} = (n/k)8k"}

Corolario 2.5 ® > [ }(0)]-
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Prueba Iterando la cota de la Propasicién 2.4 se tiene que:

o > ()0::} DGEE) e
= (DGE=D) - (::: =) e

Como @2 = n — 1, se tiene que:

et = ) "'1 ("""*’3)(1. k+1)
2 (F2D). (okr) (rokey) 2
[(2) ==l

A partir de lhora vuno- a ocuparnos del caso particular k= 3
¥y por simplici ®, =9,

Proposicién 2.6 [252] < @. < (*39).

Prueba Cc ia directa de la Proposicién anterior y

la cota superior dada por Lovész para k-érboles con n vértices.
a

L

v

o

Conjetura 2.7 &, = ['—'Q‘,_—Z)-] .

Esta conjetura fue establecida por primera vez en {2}, en dicho
trabajo se muestra la primera familia infinita de 3-grificas tensas

que Ia i Y que pr posteriormente.
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De acuerdo al Lema Bisico 2.1, esta conjetura establece que
para todo 3-frbol minimo, la traza de todo vértice es un drbol
{(casoce n = 0, 2(mod 3)) o una de las trazsas coatiene un ciclo y
el resto son érboles (caso n = 1(mod 3)).

Ejemplos de 3-érbol fni no i rfos de orden 8: con-
sideremos las 3-gréificas H, y Hi, cuyo conjunto de vértices es
Zs con conjuntas de hiperaristas respectivamente:

{0,1,3},{0,1,4},{0,2,7},{0,3,7},

B, =] {0.4,5},{0.5.6},{1,2,4},{1,2,5},
1 {1,5,6},{1,6,7},(2,3,5),(2,3,8},
{2,6,7},{3.4,6},{3,4,7} ,{4,5,7}

y
{0,1, 4}, {0, 2,5}.{o0,3,5}, {0,3,6},

Es= {0,3.7).(0.4.5}.{1.2, 5},{1,3.6}
{1,4,6}.(1.4,7}.(1,5,6},{2,3,6},
{2.,4,7}.{2,5.7}.{2,6,7} . {3,4,7}

Fu [, truidos de a tal que la funcién (£ - z+1)

es un automorfismo. Las trazas de 0 son, respectivamente los
drboles T} y T: de la Figura 1. Luego, son no isomorfos, y por
su simetria no es dificil comprobar que H; y Hz son tensas.

T, . ;

.—.—.—.—.—H
¢ S e 2

1 4 ¢ 1
Figura 1. La traza de O en H, y H:
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2.1.1 Una familia infinita de 3-drboles minimos

Denotemos por p un nimero primo y Z, = {0,1,...,p— 1} el
con p el t Sea Z; = Z, \ {0} el grupo multi-
lu:.tlvode z,.

Proposicidéa 3.8 Para lguier 3-col ion de 23, iste una
lucidn de la ion x + y = = con colores distintos.

Prueba Supongamos que la Proposicion es falsa. Entoaces
existe una particién * = {A, B,C} de Z} en bloques no vacios
tal que:

(C+B)nA=0 (»)

(A+C)NnB=20

Nétese que si la particién » = {A, B,C) satisface (=) en-
tonces para todo z en Z;, zx = {zA,zB,zC} es también una
particién que satisfi (.) Pod , sin pérdida de
generalidad que |A| < |B| y |A| icy. 'si ¢ A, por la ob-
servacién anterior, para cunlqmer a € A, la nueva particién
a~'x = {a'A,a"'B,a~'C} tiene a 1 en el bloque menor. Luego,
podemos asumir que 1 estd en A. Sea t el mayor niimero tal que
{1,....,t} © A. Se tiene que t > 1 y podemos suponer que ¢ + 1
pertenece a B.

Afirmacién: Si c € C entonces {c - 1, c—2.. Lc—t) G A

Para ver esto, sea C = {ci<cz< ...} y h € {1,....,¢}. Si
c; — h € B, entonces ¢c; = (c; — h) + h, que contradice (=). Esto
prueb. Ia Afirmacién para ¢; ya que ¢; > t y por definicién,
es el menor elemento en C. Supongamos que la Afirmacién es

{(A+B)nc=.}
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verdadera hasta cierto ¢;—;. Sic; — A € C, entonces ¢; = c; + b,
pu'-.lgun) < l.Cornoz =t+1—-h € {1,..t¢t}, tenemos
hipd de i idnquec; —z=ci—-hA—(t+1—-R)=
i~ (t+1) € A.Perot+1 € B,luego (ci—(t+1))+(t+1) = c;,
qne contradice (+). De -qui que c; — A € A, con lo que queda
strada 1a Afir

Por la Afirmacién, la funciéa £ : C — A tal que f(c) =c—1,
Ve € C es una inyeccién de C en A pero no es biyeccién, ya que
1 € A pero 2 ¢ C, lo cual contradice el hecho de que A es el
bloque mis pequeiio de la particién. =]

Nétese que la Proposicién 2.8 no puede ser genetahuda di-
rectamente para 4-coloraciones. Por ej: lo, si e la

4—colol'u:|6n {{1}.{—1}, A, B} donde B = Z‘ N (AU {1,-1})

A= {2,5.,6,9,10,....,p — 4,p — 3}, si p = 1(mod 4)

- {2,3,8,7,...,p—5,p— 4}, si p = 3(mod 4)
entonces se tiene que A = —B, luego z + y = 2 no tiene
solucién, con x € A y y € B. De aqui que la ecuacién z +y +
z = w no tiene solucién con colores distintos. Nétese que la

Proposicién 2.8 es en cierto sentido, la versién anti-Ramsey del
Teorema de Schur (ver [4]).

Denotemos por B, = (Z}, E) la 3-gréfica cuyas hiperaristas
son las ternas {z,y, z} tales que z + y = z. Por la Proposicién
2.8, B, es tensa. Sea G un subgrupo de Z} y sea nat: Z; — Z3/G
1a £ 16 6nica que ia & cada el to de Z; su clase en
el cociente Z;/G. Denotemos por B, /G el cociente de B, por nat.
Por 1a Proposicién 2.2, B,/G es tensa. No es dificil comprobar
que el grupo de automorfismos de B, /G es tr itivo en vérti
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Sea £, = (V,, E;) = B,/ {1, -1} . Entonces V {l. ...‘l-;—l}.
Lema 2.9 Para todo vértice x de £,, Tr(z) es una cadena.

Prueba Analicemos la traza de 1 en B5,. En la ecuacién
T4+y=2z,lo8scamcs z =1 y y = 1 son simétricos.

Si £ = 1, entonces (y.z) son aristas en Tv(1) de la forma:
{#,i+1},i=2,...,p—1( una cad de orden p — 2).

Si z = 1, entonces {z,y} son aristas en T¥(1l) de la forma:
{s,—i+1},i=2,....(p—1)/2.

En la Figura 2 se muestra la forma de 7¥(1).

»~2 1
z._.<1;—° -
er T3 2
2

Figura 2. Latraza de 1 en B,,.

Como los vértices de £, son los pares: [z] = {z, -z}, xz =
w(p—1)/2, Tr([1]) es la cadena:

(D) : (2] [3) ... [(p—3)/2] ((»p—~1)/2]

Nétese que para todo v, v € Z3, 3a € Z; tal que v; = avy,
entonces la funcién py, ., : Z; — Z, definida como p,, ,(v) = av,
Vv € Z; es un automorfismo de 5, ya que si {z,y,z)} es tal que
T4y = z,entonces a(z+y) = art+ay = az,i.e. {ar,ay,az}es
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- una terna en B5,. Ademiés p,, ., (V1) = vy, ind di te de
céimo se hayan escogido v, y vs, lue‘oelgrupode‘utoumtﬂ-m
de 5, es transitivo en vértices, de aquf que 7¥(1) es isomorfa a
Tr(v), Yv € Z;. Luego, en £, todas las trazas son isomorfas
(propiedad heredada de manera natural de 8,) y son cadenas,
ya que 7r([1]) es cadena en C,. a

Teorema 2.10 £, es un 3-drbol minimo.

Prueba Sean = (p—1)/2, y denotemos por w el nimero de
ternas en £,. Por el Lema 2.9, Val(v) = n — 2 para todo vértice
de £,. Luego

3w = 2 Val(v) = n(n - 2)
vEV,
_n(n-—2)
- 3

Por la Propasicién 2.6, 0,. 2 [2&"—_’4 y del hecho de que C,,
es tensa se sigue direc! 1tado d

Covolario 2.11 Si 2n + 1 es un ni v primo, 2. P, =

2.2 Triangulaciones de superficies cerradas
En la seccién anterior 13 08 cOmo cc uir una familia
infinita de 3-irbol ini (la familia C,), pero ain estamos
lejos de saber si la Conjetura 2.7 es cierta o no.




Nuestro trabajo estd dirigido a demostrar la validez de esta
conjetura, i.e. ¥, = [2‘%——”-] para n = 3,4(mod 6). Lo primero
que se nos ocurre es ver si existen 3-gréficas conocidas con el
nimero de ternas d do (ain do no
comportan con ctoalat i6n).

P

Hay una familia especial de 3-grificas que cumplen con este
requisito, aquellas donde la traza de todo vértice es un Aarbol.
Si la 3-grifica es de orden n, por cada vértice se cuentan n — 2
ternas (una por cada arista de la traza, que es un Arbol) y como
cada terna la estamos contando tres veces (dada una terna, una
vez por cada vértice de la misma) obtenemos el nimero de ternas
deseado: '—‘-"‘,—"1 En particular, si todas las trazas son cadenas,
llamaremos a la 3-grifica, 3 — cadena. Como se puede observar,
las £, son 3-cadenas.

P cémo se

Sucede que las 3-cadenas tienen una interpretacién topolégica
clara. Si ponemos “tela” en sus ternas (vistas comq discos u
homeasnorfos a estos), cualquier punto tiene una vecindad ho-
meomorfa a un disco o a un semidisco. Es decir, la 3-grdafica re-
presenta una triangulaciéon de una superficie con frontera donde
la frontera esti determinada por aquellas aristas que aparecen
solamente en una terna. Més alin, la 3-grifica representa una in-
mersién de una griafica completa en una superficie con frontera,
‘donde inmersién se refiere a que la grafica estd bien encajada
o dibujada sobre la superficie, es decir, sus aristas no se inter-
sectan.

Esta interpretacién de las 3-cadenas nos conduce inmediata-
mente a revisar los trabajos de Ringel, White y otroe (ver {7])
sobre el nimero cromitico (x(S)) de una superficie cerrada S,
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definido como: x(S) '365: x(G) , donde el méximo se toma
sobre el mimero crom&lco de todas las pasibles griéficas que

p ser dibujad bre la superficie S. La solucién de este
problema consist ial t en encontrar el méximo n tal
que la grifica 1 K, puede ser dibujada en la superficie

S ( S distinta de la esfera). Es interesante observar que para el
caso en que la superficie cerrada es una esfera, estamos en pre-
ia del Probl de los Cuat Colores, que establece origi-
nalmente que son suficientes 4 colores para colorear los “paises”
de cualquier mapa sobre la esfera de manera que paises con fron-
tera comin (distinta de un punto) estin coloreados de diferente
color. En la terminologia adoptada anteriormente, el problema
consiste en probar que el nimero cromético de la esfera es 4.

Diremos que una 3-grifica es un 3 — ciclo si la traza de todo
vértice es un ciclo. No es dificil comprobar que el conjunto de
ternas determinado por los tridngulos de una inmersién de una
grifica completa en una superficie cerrada es un 3-ciclo. Si en
un 3-ciclo extraemos un vértice y todas las ternas que lo con-
tienen, obtenemos una 3-cadena, o sea, 3-grificas candidatas a
ser tensas minimas. Es por esto que los métodos para cons-
truir inmersiones de grificas pletas en superficies cerradas
ocuparon nuestro interés y vamos a exponer algunos de estos
métodos. Para mayor informacién ver [7] que trata el tema con
gran detalle.

Antes de mostrar una de las técnicas mas utilizadas en [7]
(Método de las grdficas de voltaje) para construir 3-ciclos, con-
viene introducir algunos conceptos.

Sea C = {Cy,C),...,Cnh-1} un conjunto de ciclos de orden
n — 1 tales que en C; no se repiten elementos y j ¢ C; Vi € Z,,.
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No es dificil comprobar que para que esta familia represente la
inmersién de K, en cierta superficie cerrada, de manera que la
traza de 5 sea Cj, V5 € Z,, es que se satisfaga la Regla de los
tridngulos o brevemente Regla A.

Regla A: Si en la traza del vértice i se tiene la arista {j, k}
entonces en la traza del vértice k se tiene la arista {i,5} y en la
traxs de j, la arista {i, &k} .

Rotacidn de una gréfica: Consiste en tomar cada uno de

los vértices de una griafica y darle un orden ciclico a las aristas
incidentes a cada uno de ellos.

Vasmnos a considerar solamente las dos formas naturales de
ordenar a las aristas que inciden a un vértice: en el sentido
de las manecillas del reloj y en la direccién contraria. Para
representar la primera forma de ordenacién, el vértice serda un

circulo sombreado (o) y para representar el orden contrario, el
vértice seré un circulo sin sombrear (o).

1 2

< 3
Figura 3. Rotacién de una grifica

Por ejemplo, en la grifica de la Figura 3 se tiene la siguiente
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0. 12 34
1. 4 0 2
2. 031
3. 20 4
4. 3 01

C id

cerrados (circuitos) en la grifica, de-
terminados por una rotacién de ella. Cuando recorremos un arco
en el mismo sentido de su orientacién tc al el to de
Z, como aparece, en caso contrario tomamos a su inverso adi-
tivo. En la Figura 3 tenemos el camino cerrado 120340. Nétese
que la condicién para terminar de recorrer un circuito es nlcan
zar el vértice inicial y que dicho circuito puede ¢
cerrados (en este caso 034 ).

Nuestro objetivo construir un 3-ciclo de orden n, donde Z,,
cti bre las tr. ,» es decir , es suficiente conocer cémo es la
traza de un vértice para poder reconstruir la traza de cualquier
otro vértice. Si conocemos la traza del vértice i, construimoe la
traza del vértice 7 sumando a cada uno de los elementos de la
traza de i, (7 — i)(mod n). Por ejemplo, si para n = 5 tenemos
que la traza del vértice 2 es 1403 entonces la traza del 4 serd
3120 (resultado de sumar 4 — 2 = 2 a cada vértice de la traza
de 2, médulo 5).

Gréfica de voltaje de Z,,: Es una grifica dirigida y con
cierta rotacién, donde a cada arista se le asocia un elemento de
Z,, (distinto de cero) que se denominari corriente de la arista.

Arco final: Arista incidente a un vértice de valencia 1.

Unhwemo- grificas de voltaje que deben cumplir las si-

s mdad
gui prop
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P1. La gréfica de voltaje tiene vértices de valencia 3,26 1.

P2. Si un vértice P es de valencia 2, ent uno de los
arcas incidentes a P es un arco final. La corriente del otro arco
fluye hacia P y debe duplicar la corriente del arco final. (Ver
Figura 4)

P3. La rotacién de la gréfica ind n solo circui
P4. Cada elemento de-dc 1 > (3] de z.. ap ct t.
una vez la corri de

arista de la grifica.

PS. En cada vértice de valencis tres, 1a suma de los voltajes
que entran es igual a la suma de los voltajes que salen. (Esta
propiedad justifica el nombre de las gréficas que vamos a utilizar,
por su similitud con las Leyes de Flujo de Kirchoff)

PO8. Cada elemento de orden dos en el grupo, es corriente de
un arco final donde uno de sus extremos es un vértice de grado
tres.

P7. Se admite la p de aristas especiales llamadas
“arcos de ruptura” que plen las sigui condici

i) Un arco de ruptura esti dividido por su punto medio en

dos iarcos (este punto medio no se considera un vértice de
Ia grifica).

ii) Los de rup a ti
las demds aristas.

iii) Ambos semiarcos estidn orientados hacia su punto medio
o en direccién opuesta.

cierta corriente, al igual que



20

Figura 4. Un vértice de valencia dos

Para construir un circuito en una griéfica de voltaje hay que
tener cuidado al recorrer arcos especiales. Al llegar a un arco fi-
nal, si su corriente es de orden dos, no se repitirid el elemento, lo
considerar 1 te una vez. Al pasar por el punto medio
de un arco de ruptura hay que “multiplicar nuestra conducta
por —1” , es decir, si se alcanza un vértice de tipo e actuamos
como si fuera de tipo o, si el arco tiena corriente a y lo estamos
recorriendo en la misma direccién en que esti orientado, escribi-
mos —a en vez de a. Al pasar por el punto medio de un arco de
ruptura por segunda vez, nos comportamos normalmente.

{Cémo construiremos un 3-ciclo que cumpla la Regla A a
partir de una gréfica de voltaje que satisfaga estas propiedades?

La traza del 0 estard determinada por el circuito inducido por
la rotacion de la grafica. Por P3 el circuito no contiene circuitos
més pequeiios, luego la traza del 0 es un ciclo que contiene a
todaas las aristas de la grifica, dos veces, una por cada direccién.
Por P4 el ciclo contiene a todos los el tos de Z,, \ {0} . Por
ejemplo, en la Figura 5 se tiene una grifica de voltaje de Z; que
cumple P1, P3y P4 . LatrazadelOes: 1 3 2 —-1 -3 -2
donde —i denota el inverso aditivo de s en Z7, Vi € Z7\ {0} . Dada
1a traza del O, obtenemos la traza de i adicionando i (médulo 7)
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a cada elemento de la traza de 0, sin cambiar el orden en que
estén dispuestos en dicha traza.

Figura 5. Una gréfica de voltaje de Z;

Veamos que se cumple la Regla A. Supongamos que en la
traza de i tenemos la arista {j, £}, entonces en la traza de O
tenemos las aristas {5 — i, & — i} v {— (k — i), A}, supongamos
que dichas aristas estin asociadas a un vértice de valencia tres.
Adicionando k,(mddulo n) tenemos en la traza de &k la arista
{$,A+&k}, por PS h = (j —i)+ (i — k), luego j = k + h. De
aqui que en la traza de & aparece la arista {4, 7} . Nétese que por
P6, se obtiene el mismo Itado, independient de que
el elemento & — i sea o no de orden dos.

Adicionando j = k + A(modn) a la arista {—h,i — j} en la
traza de O, se tiene la arista {k,1} en la traza de j. De aqui que la
Regla A se satisfi « do recorr Ia grifica de voltaje por
vértices de grado tres y uno (estos iltimos iados a el
de orden dos en Z,,).

Para un vértice de valencia dos (ver Figura 4), en el siguiente
esquema se observan las ternas involucradas en la construccién.

V@) .. 26 b —b —2b ..
Tv@®) .. . 26 0 —b ..
Tr(—b) ... b 0 —26 . ..
v (2b) ... . . b 0 ..
Tv(—2b) ... 0 —b . R
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Se pued probar ficil que esta parte de la 3-grifica
satisface 1a Regla A.

Hemos visto de g 1 cd »e uyen 3-cicl
utilizando grificas de voltaje. Ve una solucién ingeniosa del

caso donde n = 4(mod 12), utili do el tod tes expuesto.

2.2.1 Caso n = 4(mod 12)

C id la siguiente griafica de voltaje de Z,¢. N6tese que hay
3 arcos de ruptura.

Figura 6.

La traza del O queda determinada por el inico circuito de la
griafica como sigue:

4 10 6 12 11 3 2 9 7 141 5 8 13 15.

Para generalizar este ejemplo para n = 12s + 4, s > 1, conside-
remos la gréfica de voltaje de la Figura 8, la Figura 7 muestra el
ejemplo s = 2. El semiarco de la derecha con la corriente 2s+1 y
el semiarco de la izquierda con la misma corriente forman parte
de un mismo arco de rup a. Clar te se le P1, no es
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diffcil comprobar que cada uno de los elementos 1,2, ...,85+2 es
usado exactamente una vesz, el iltimo de ellos en un arco final
(satisfaciendose P4 y P6). PS5 se satisface en cada vértice de
grado tres. En todos los vértices de grado dos se cumple P2.
También se puede comprobar la validez de P3, y de P7 en cada
uno de los arcos de ruptura. Luego la 3-gréfica que se obtiene a
partir de esta grifica de voltaje es un 3-ciclo.

e
” 2 ” 10
2 . 6 s nﬂ
s _ 3 _ » _ 1 _ [ s
Figura 7.
Ei2eee
ool - Y] -2
2 . . - | o2
cesen
2sel 2s-2 o3 2s-3 2 L 27 2802
Figura 8.

Demostremos que la superficie cerrada donde estd encajada
la grifica completa es no orientable. Para ello consideremos la
siguiente parte de las trazas de la 3-grifica:

Ir(0) 45 8542 48+2 Ba+4+4 ... 2 654+3 6s+1 12542
™(2) 48 +2 B8s+ 4 .- . 6s+3 1]
Tr{4s +2) . [\] 8o+ 4 2 .- . . .



Siled 1a orientacién (0, 2,65 + 3) ala terna {0,2,6s + 3},
las orientaciones de {0,483 + 2,85 + 4} y {2,458 + 2,85 + 4} que-
dan determinadas como (0,45 + 2,85 +4) ¥ (2,45 + 2,88 + 4)
respectivamente. De aqui que, independient te de céSmo
orientemos la traza de 4s + 2, alguna de las orientaciones de
estas dos \ltimas ternas no va a estar bien determinada. Luego
1a superficie cerrada obtenida es no orientable.

2.2.2 Caso n = 10 (mod 12)

Para resolver este caso nos apoyaremos en algunos resultados
que no demostraremos. Para méis detalles vérse [7].

Proposicién 2.12 Kg puede ser dibujado en una superficie ce-
rrada no orientable.

Proposicién 2.13 Si eziste una sinmersion de K3,,2 en una su-
perficie cerrada no orientable, entonces existe una inmersion de
Kyev2 en una superficie cerrada no orientable.

Proposicién 2.14 Para todo entero no negativo t eziste una
inmersion de Ki12¢ en una superficie cerrada no orientable.

Proposicién 2.15 Eriste una inmersion de Kj2,,10 en una su-
perficie cerrada no orientable, para todo entero s > 1.

Prueba (Induccién sobre s)

Por la Proposicién 2.12, K¢ puede ser dibujado sobre una
superficie cerrada no orientable y por la Proposicién 2.13, para
t = 2, existe una inmersién de K)o en una superficie cerrada no
orientable. Luego la Proposicién 2.15 es cierta para s = 0.



Dado s > 0, supong que existen i i de Kizere

¥ Ki3,+10 en superficies cerradas no ori bles para todo entero
positivo menor que 3.
Por la Proposicién 2.14 do s es impar y por hipétesis de

induccién cuando s es par, existe una inmersién de Keoi0 €n una
superficie cerrada no orientable. Apllcando 1a Proposicién 2.13
para t = 3s + 2 obt la i da de K,2,410 €n
una superficie cerrada no orientable. o

Los casos analizados (n = 4, 10(mod 12)) no fueron toma-
dos al azar. A partir de ellos, podemos struir 3-cad
sobre superficies no orientables con frontera conexa, para n =
3(mod 6), mediante el método ant ionado de extraer un
vértice y todas las ternas que lo poscen. Desafor d e,
no sabemos cémo se comportan estas 3-grificas con respecto a
la tensién. En el Capitulo 3 vamos a mostrar un método para
construir 3-cad t sobre superficies no orientables para
n = 3(mod 6).

2.3 Superficies trianguladas tensas y no ten-
sas

En esta seccién trataremos de manera exitosa el problema de
cémo construir inmersiones de graficas completas en superficies,
co iendo el ¢ portamiento de las 3-grificas correspondientes
con respecto a la tensién. Vamos a ver algunos de 1os resultados
desarrollados en {2] y (3].
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3.3.1 Método de acoplamiento

Sea H = (V, E) una 3-cadena. La frontera de H (denotada por
OH) ew la grifica 8H = (V, E') donde {u,v} € E’ si y sdlo i
v es un vértice de grado 1 en la cadena Try(u) o equivalente-
mente, si la pareja {u, v} ap te en una terna de
H. Por definicién H es regular de grado dos, es decir una unién
disjunta de ciclos.

Sean Ho = (Vo,Eo) y Hi = (W, E,) dos 3-cadenas y 6 :
OH; — 3Hp un isomorfismo de grdficas (esto implica que Ho ¥y
H) tienen el mismo orden). Supongamos que le damos cierta
orientaciéon a cada uno de los ciclos de 8H;, a la digriafica co-
rrespondiente la denotaremos por 8H; = ( Vo,

Definicién: El acopl ento de Hy y Hy a través de 0 es
la 3-grifica H = HoOeHy = (V, E) cuyo conjunto de vértices es
V = VouV; (Ia unién disjunta de Vj y V2) y las ternas definidas
por:

(c1) {u,v,w} € Eo = {u,v,w} € E _
(c2) {z,v.z} € E\. = {6(z),v,z},(z,0(v), 2} . {z,1.0(2)} € E
(3) (,v) € Ei = {8(=).0().v} . {=, 4.0} € E

Para una 3-cadena H, el acoplamiento de H es HOH =

H<wH, donde id es la funcidn identidad en 8H con determinada
orientacién.

Por ej lo, el acoplami

2 P

to de un tridngulo determina el 3-

ciclo correspondiente a una inmersién de Kg en el plano proyec-
tivo.

En lo adelante, usaremos las letras u,v y w para denotar
vértices en Ho y las letras z,y y z para denotar vértices en H,;.
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También abrevi Tra, (8 = 0,1) y Tvg por Tr; y Tr,
respectivamente.
Lema 2.18 H = HqOpH, es un 3-ciclo.

Prueba Debemos probar que la traza de todo vértice en 7r
es un ciclo.

Casol. u € V. De (cl) se tiene una inclusién canénica
Hg «— H que induce una inclusién de la subcadena Tro(u) en
Tr(u).

Sea £ = 87'(u). Por (c2) tenemos la inclusién de la subcadena
Ir (z) en Tr(u). Luego Tr(u) contiene dos subcadenas disjun-
tas, cuya unién contiene a todos los vértices, excepto r, que por
el momento no sabemos cémo esti relacionado con el resto de
los vértices.

La orientacién de aﬁl nos induce un orden natural en cada
ciclo de dH, y en 3H,, a través de 6. Dado un vértice z, z—

denotara el el to que le ant de y =+ el que le precede, en
OH,. Asi que (z~,z) y (z,z*) son las iinicas aristas en E] que
contienen a . Nétese que 2~ y ¥ (u— = 6(z™) y u* = 6(z*))

son los vértices de grado 1 en T (z) (Tro(u)).

Luego, las tres posibles ocurrencias de u en la parte derecha
de (c3): {u~,u,z},{z7,z,u} y {u,u*,z*} nos dan las aristas
que completan el ciclo Tr(u) (ver Figura 9).
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Figura 9.

Caso 2. T € Vi. Claramente, en Tr(xr) no aparecen aristas
de (cl). Por (c2) para toda arista {y, z} € T, (x) .puecen las
aristas {0(y).z} ¥ {v,6(2)} en T¥(z), que ind dos
disjuntas que no contienen a z y u (ver Figura 10).

Por (c3) se obtienen tres ternas que determinan que Tr(z)

sea un ciclo: {7, z,u},{u,v",z} y {u,u*,xz} (ver Figura 10).
a
T
e . e e y z . e . l’
0t
_ N X
s o«»n ) -
Figura 10.
Definamos una familia infinita de rfici

P trianguladas apli-
cando iterativamente el método de acoplamiento sobre las 3-
cadenas obtenidas en la subseccién 2.1.1 (£,).

Familia de ficies pri

»

iteradas. Sea p un nimero
primoy Cpo = £p,19Lp, -1, donde £y, .1 = £,p. Porel Lema 2.16,
Cp.0 €8 un 3-ciclo de orden p— 1

Para iterar sobre k, tomemos la 3-cadena:

Lou=Cpx— =

donde r es un vértice de Cp i (1a resta indica extraer el vértice y
todas las ternas que lo contienen) y luego construimos el 3-ciclo:
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c”‘. = LCpaCLlpa

En principio, el vértice que se vaya a extraer y la orienta-
cién que se le asigne a la frontera, para realizar el acoplamiento,
afecta la clase de isomorfismo de la superficie prima iterada. Es
decir, si se selecrionan vértices a extraer distintos y/o orienta-
ci de la frontera difer se podrian obtener hipergrifi
no isomorfas.

Definicién: Diremos que un nimero primo p es conexo si,
en Z;3, {2*},., es transversal a Ia particién {[z]}¥;"? o equiva-
lentemente, si el subgrupo generado por 2 en Z; actia transiti-
vamente sobre £,.

Ndétese que la familia de 3-ciclas {C,+} puede ser extendida
para k = -1 do p es c De hecho, para cualquier
p, las componentes de 9L, se corresponden con las Srbitas del
subgrupo (2) C Z; que actiia sobre £{”). De aquf que cuando
Ia frontera de £, es (i.e. do p es o) podemos
agregar un nuevo vértice, el conjunto de ternas determinado por
dicho vértice y las aristas originales de Ia frontera, con lo que se
obtiene el 3-ciclo Cp,1 para iniciar el proceso de iteracién. Pos-
teriosmente veremos como en el caso de que &€, no sea conexa
existe una familia infinita de 3-ciclos no tensos.

Lema 2.17 SidH, =, 3H, no es coneza, entonces H = HoOeH,

no es tensa.

Prueba Nétese que 7r(Vi) = 8H,, para ver eato observe
que las unicas ternas que tienen exactamente un vértice de V)
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se obtienen a partir del primer grupo de ternas de (c3). Por el
Lema Bésico 2.1, H es no tensa si alguna de sus trazas no es
conexa. Como‘uunnousorﬁ.modegriﬁcudeb”.enaﬂo.
T¥ (Vi) = SHo no es conexa, luego H no es tensa.

Teorema 32.18 Sean Ho y H, 3-cadenas tzmu con frontera
conezea. Entoncca, para todo uomorﬁ:mo @ : OHy — OHo y
lquier or tacion de OH,, H = HoCOeH, es tensa.

Prueba Consideremos una 3-coloracién arbitraria de H con
los colores rojo, verde y azul. Si los tres colores aparecen en
Vo, Hg es t. , existe una terna heterocromitica. Como
Ho — H, H es tensa.

Supongamos que uno de los colores, el azul por ejemplo, no
aparece en V. Si Tr(X) es conexa, donde X es el subconjunto
de vértices de V; coloreados de azul, clararmnente existe una terna
hetorocromitica en H. Luego, demostraremos que 7v(X) es
conexa, YX € V; __n_l_ootra.ndo una subgrifica generadora conexa
de 7¥(X). Como T¥(V;) = &Hp es conexa por hipStesis, vamos
a suponer que X 3 V.

Sea U = 6(X) y consideremos la subgrifica de TV-(X ) in-
ducida por U a la que denotaremos por Gg = (U (X ).
Como las iinicas aristas de esta grifica provienen de la primera
parte de (c3), se tiene que Go = (U : OHo) . Es decir, es una
subgrifica propia de un ciclo dirigido (8?0) o equivalentemente,
Go es la unién de cadenas dirigidas (algunas de ellas podrian
tener longitud O, i.e., constar de un solo vértice).

Por otra parte, consideremos la grifica G, con conjunto de
vértices V — X — U, con dos aristas {6(y).z} ¥y {v.6(z)} . para
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toda arista {y, z} € Tr i (X). Por la segunda y tercera parte de
(c2), claramente G, es una subgréfica de Tr(X).

Como Hy es tenaa, por el Lema Béaico 2.1, 7Tr (X)) es conexa.
Luego, por construccién G, es do Tvi(X)
sea una grifica bipartita, en cuyo caso G, tlene dos componentes

conexas. Nétese que en ese caso, T y 6(x) estin en componentes
distintas, para todo vértice x en G,.

Finalmente, sea G la unién de Gg y G a la que le agregamos

las aristas que aparecen en Tr(X) por (c3). G es una subgrifica
generadora de Tv(X), debemos probar que es conexa.

Sea u = 6(x) un vértice en Go que es el vértice inicial de una
de sus U do la notacién del Lema 2.16, sea u™
el vértice que le precede au en m. nétese que por la forma en
que se ha seleccionado u, 4~ € G, luego z— = 8(u~) € G,. Por

(c3) tenemow las siguientes aristas en G : {u—,u} {z~,u} (ver
Figura 11).

De aqui que las dos ponble- eomponcnm de G, se conectan
a través de u y la comp da en Go (una cadena, por
construccidn) esté conectada a G, por su vértice inicial. Como
esto se cumple para cualquier componente de Gg, hemos de-

mostrado que G es conexa. Luego, Tr(X) es conexa y el Teo-
rema queda demostrado. [ ]




Figura 11.

Covsolario 2.19 Sea H una 3-cadena. Entonces las siguientes
afir ? son eguivalentes:

(a) H y OH son tensas.

(b) HOH es tensa.

Prueba (a==b) Teorema 2.18.

(b=+a) Por el Lema 2.17, OH ecs tensa (o conexa) y H es
t ya que cl  ©Xi una funcién cociente FOH — H
(ver Propasicién 2.2). a

Toeorema 23.20 Ezristen 3-ciclos tensos de orden (p+1)/2 y p—1,
pare todo primo conezo p.

Prueba Como £, = £, ; es tensa, al igual que su frontera,
para primos conexos, se tiene que Cpo (de orden p — 1) es tensa
por el Corolario 2.19. Por otra parte, C, —1 (de orden (p—1)/2+

1=(p+1)/2) e= porque se obti de agregar un vértice
(aquf la frontera seria
=]

a una 3-cad t con fi P
Ia traza del nuevo vértice).




Teorema 3.21 E. 3-ciclos no ¢ de orden 2*(p—3)+2
(v por tanto, - no ¢ de orden 2%(p — 3) + 1, pare
todo primo no conezo p y k > O.

Prueba Para primos no conexos, del Lema 2.17 se tiene que

Cpo DO &8 t. Si ex un vértice de un 3-ciclo no tenso,
b una 3-cad no t Por este hecho y el Corolario
2.19 luf ind i te que Lpa y Cpx Para & > O, son
no tensos. [=]

Finalmente, obeérvese que si pudieramos agregarle al Coro-
lario 2.19 un tercer punto (c) (HOH) — x es tensa para algnin
vértice  en HOH, entonces una prueba inductiva similar a Ia
del Teorema 2.21 podria ser utilizsada para hacer mis fuerte el
Teorema 2.20. Esto requeriria de una seleccién correcta de los
vértices a extraer en el proceso de iteracién.

Veamos cémo se comportan los 3-ciclos obtenidos mediante

el Método de acopl iento, con respecto a la orientabilidad.
Independi ‘-decémoneanlus— o que.e pl
H = HoOsH) es no orientable. De hecho, para terna

{=,v.z} en H,, el camino simplicial z, y, z,  invierte .u orienta-
cién en H. Para demostrar esto, veamnos la traza de z. (Figura
10).




[ @ ]
Figura 12.

Si {zx,y,6(z)} tiene la orientacién (z,y,6(z)), entonces como
Tv(zx) esti localmente orientada, 1a terna {z, o(v), z} tlene la o
rientacién (x, z,o(y)) Ent. el mi arg en
v ¥ 2z, determi opuestas a {#(z),y,z}. Esto lo
podemos ver en la Flgura 12 donde se presentan las tres ternas
en H que se obtienen a partir de {z,y,z} en H;. Resulta un
probl abierto saber si existen o no 3-cicl i bles t




Capitulo 3

3-Arboles minimos

En este capitul un método para construir 3-

dérboles minimos de orden n, con n = 3,4(mod8). Para n =

3(mod 6) se parte de un sistema de ternas de Steiner, en el otro

CAS0 proponemaos uns st topolégica a partir del an-

terior. Se describen las rficies ob id. con cto al
i > de P tes de h frontera y la onenubllld-d

3.1 Caso n= 3(modé6).

Consideremos el grupo abeliano Zj; & Z,, sus elementos serdn
los vértices de nuestras 3-grificas. Luego, los vértices son pares
ordenados (a, x). Escribiremos az para denotar al vértice (a, ).
Sélo consideraremos el caso en que ¢t es impar, luego
n=|Z3DPZJ]=3t=3 (mod 6).

Nétese que usar a para d tar en el tode Z3y xS
¥ para denotar elementos de Z,. El simbolo + d ard la
en el grupo indicado: Z3, Z; 6 Z3 D Z,.

Si e = {v;,v2,v3} es una terna de vértices y v es un vértice
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entonces ¢ + v = {v; + v,v3 + v,v3 + v}. Si F es un conjunto
de ternas entonces F + v es {f + v|f € F}. Diremos que un
conjunto de ternas F es cervado si para todo v € Z3DZ, se tiene
que F=F +4v.

Consid los siguientes conjuntos de ternas:
A}l = {{0z,1z,2z} |z € Z,},

si={{omow (e 230} 2520} Y
at={{amow. (e + 22220} 252y ).

Como ¢t es impar, A y A? estin bien definidos. Sea A =
Al U A U A}, consideremos la 3-gréifica Gy = {Z3® Z,, A}.
Introduzcamos alguna terminologia. Para todo z € Z,, lla-
& al conjunto de vértices {0z, 1z,2z}. En una
columna tenemos un orden ciclico natural inducido por el orden
0<1<2<0enZs. Por otro lado para todo a € Zj, al con-
junto de vértices {a0,al,...,(a,t — 1)} lo llamaremos fila. En
una fila se tiene un orden ciclico natural inducido por el orden
0<l<2<..<t—1«<0deZ, Estaestructura toroidal de
Za®d Z, (ver Figura 13) nos permite hablar de la siguiente (pre-
via) columna o fila. NGtese que el conjunto A} es el conjunto de
columnas.




Figura 13. El toro Z:» Z,

Proposicién 3.1 Los conjuntos A} ,Al y A} son cervados.

Prueba Sea e = {0x,1z,2z} € Al yv = ay € Zs D Z,,
entonces
e+v={(a.z+¥),(a+1,z+y).(a+2,7)} € Al

luego A} es cerrado. A
Sea ¢ = {az,ay,(a+1,%¥)} € Al yv = bz € Z,D Z,,
entonces
r+y
etv=(@+bz+a)a+by+:)(atb+1,> +z)
Como
T4y _ x4y 2z _zr+y+2z (z+z)+(y+2)
2 tEs—3 tT = 2 = 2
Haciendo
c = a+b
w = 4z
r = y+2



se tiene que:

etv= {ao.cr, (c+ l.w;')} € Af

Andlogamente, se comprueba que A es cerrado. o

Sea Aut(G,) el grupo de automorfismos de G,. .
Proposicidén 3.3 Aul(G,) es ¢ itivo en vérti

Prueba Sean v),vy; € Z3 ® Z,. Demostremos que la funcién

Puan : Z3 DLy —» Z3 D Z, definida como: py, (V) = v+
(v2 — v1), Vv € Z3 D Z; es un automorfismo de G;.

Claramente p,,., e8 una biyeccién de Z3 & Z; en sf mismo,

pues es una “rotacién” de este, ademiés manda ternas en ternas
¥a que

Pun(e) = e+ (v2—w) € A, Ve € A
pues por la Proposicién 3.1, A es cerrado. Luego py, ., €Aut(G))
y manda al vértice v; a vz, y se obtiene el resultado deseado. OO
Proposicién 3.3 AinA] =@, Vi # ;.

Prueba Evidentemente, Al N (A7 U AY) = 0 ya que A} es el
idnico que contiene ternas con los tres vértices en la misma fila.
Por lo que sélo nos quedaria bar que A7NAY=0.

1

Sea e = {00,01,(1,})} € A?. Como &1 =1 # !B-'ttl =1,

entonces e ¢ A}. Luego, por la Proposicién 3.1, A2Nn A3 =0. 0



Proposicién 3.4 El nimero de ternas en G, es ﬂ'—'{—’l

Prueba No es dificil comprobar que |A}| = t, |A?| = |A}| =
3(;). Por la Proposicién 3.3, se tiene que:

3 .
|-'L-Jn A;I = |a}| + |al| +|a].

Luego,

'_l:j‘A';l —t+3t(t—1)= 3'(3;— 2 _ "("3-2)-

[=)

Proposicién 3.5 S, = (V, A} U A}) es un sistema de ternas de
Steiner (STS).

Prueba De la demostracién de la Proposiciéon 3.4 sabemos
que |A}U A =t + 3()) = 434U que es el nimero de ternas
requeridas para un STS de orden n = 3t.

Veamos que todo par de elementos en V, aparece exactamente

en una terna de S;. Esencialmente hay tres tipos de parcjas en
V.

Si {v),v2} estan en la misma columna, claramente hay ex-
actamente una terna de A} que los contiene y no aparece en
ninguna terna de A2. Si {v;,va2} estin en la misma fila, hay
exactamente una terna de A? que los contiene y no aparece en
ninguna terna de A}. Si se encuentran en filas y columnas distin-
tas, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v; = ax
y v2 = (a + 1,y). v1 y vz aparecen en una terna de S, si y silo
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8i existe un elemento vy = az tal que #}* = y(mod t) y hay un
o

inico z que isf; esta congruencia.

Es importante observar que S, fue construido utilizando el
método de Skolem (ver {1]).

Proposicién 3.6 Un par de vértices cualesquiera estd contenid.
en una o dos aristas de G,.

Prueba Por la Proposicién 3.5 S; es un STS, luego un par
de vértices cualquiera aparece en al menos una terna de G, por
la Proposicién 3.3 es suficiente probar que para cualquier par de
vértices {u,v}, existe Af, i € {1,2,3} tal que {u,v} no forma
terna en A!l. Si {u,v} estin en la misma columna, entonces no
pertenecen a A7 ya que S; es un STS y {u, v} estd en una terna
de A}, de otra manera {u,v} no forma terna en A}. =}

Teorema 3.7 G, es una 3-grdfica tensa.

Este Teorema es uno de los resultados mos smportantes en
este trabajo y serd d trado posterior

Teorema 3.8 Para todo t , G; es una 3-cadena.

Prueba Sea v un vértice de G;. Por el Teorema 3.7 y el
Lema Bésico 2.1, la traza Trg,(v) es una griafica conexa. Por
la Proposicién 3.2 y un argumento de conteo simple Trg,(v) no
tiene ciclos. Por la Proposicién 3.6 tiene que ser una cadena. O

Analicemos con més detalle 1a traza de un vértice, la del
00 por ejemplo. Por definicidn es la grifica con conjunto de
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vértices Z3 B Z, \ {00} y conjunto de aristas que es la unién de
los conjuntos siguientes:

A}(00) = {{10,20}},
a100) = {{oz, (1.5)} {2z 2. —m} 1z ez} ¥
A2(00) = {{o:, (1, == ‘)} A2z (2, ~z— 1)} |z e z.}
Nétese que la traza de 00 restringida a la fila 2 es la cadena

0,-1,1,-2,2,-3,...
en la que se omitié la primera coordenada (igual a 2) de cada
vértice. Luego, por la Proposicién 3.2 h probado que:

Proposicidon 3.9 La traza de un vértice en la fila i, restringida
a la filai — 1 es una cadena.

Proposicién 3.10 Una pareja de vértices estd en la frontera de
G, 85 y sdlo si es de la forma: {v,v+(1,1/2))}. Las componentes
conezas de la frontera son las clases 3D Z,/ ((1,1/2)). Sit =
O (mod 3) Aay 3 componentes, de otra manera la frontera es

conexa.

Prueba Noétese que el vértice (1,1/2) tiene valencia 1 en la
traza de 00. Por la Proposicién 3.2 se tiene que en Trg,(v) el
vértice v + (1,1/2) es de grado 1 Vv € Z3 & Z,, luego la arista
{v.o+ (1, 1/2)} aparece en la frontera de G . De aquf que las
compc cc de la frontera d determinadas por

las cla.-a ZspZ,/((1,1/2)) . Como les generador de Zy y 1/2
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es generador de Z, » si ¢t = 0 (mod 3) hay 3 componentes, de
otra a la fi cs o

P ad trar el imp te Teorema 3.7.

Prueb. Supongamos que no. es cierto. Sea {R,V, A} una
3 — coloracién propia de Zy & Z; que no dej. ternas heterocro-
miiticas en G,. Usaremos la notacién a : ... R.. para denotar
que en la fila a el x-ésimo vértice estd en R (estd coloreado de
rojo).

El “tridngulo” de colores tiene dos orientaciones: R —» V —
A > RSO6R«V « A «— R. Veamos que el orden ciclico
en una fila heterocromatica es compatible con una de estas dos
orientaciones de los colores. Supongamos que tenemos la colo-
racién

a: .. 'l’l Y 30} L U
y denotemos por © al vértice (a + 1, 22§+2) |

Como las ternas {az,(a,y+1),0}, {ay,(a,x+1),0} ¥y
{(a.:l: + 1), (a.y + 1),0)} estan en G, (ver Figura 14) entonces
independi te del color de ©, aparecera una terna hetero-
cromaidtica. Luego podemos hablar de la orientacién de una fila
heterocromiética, en el sentido anterior.

-yl 22

Figura 14. Las filas tienen orientacién

444



Pod Y e
x ue

Sea a una fila b dtica. d
cualquier color (digamos R ) sparece en la siguiente fila. Sin
pérdida de generalidad, tenemos Ia coloracién

a: ... k h ﬁ'zl

y denotemos por © al vértice (a + 1, Z§*!) . Como {az,ay, O}
y {az,(a,y + 1), 0} son ternas en G, (ver Figura 15), © tiene
que ser R. Por tanto si una fila es heterocromitica, la que le
sigue también lo es.

apel ar y

e
Figura 15. Caso de fila heterocromética

Si todas las filas son monocromiéticas, toda terna en A} estd
coloreads con los tres colores, lo cual es imposible.

Si una fila es bicromitica, por la Proposicién 3.9, ningin
vértice de la siguiente fila puede estar coloreado con el tercer
color.

Supong que existe una fila bicromética a , digamos rojo-
verde. En la fila a + 1 no hay vértices azules, por la observacion
anterior. Si a + 1 es una fila rojo-verde, entonces la fila a + 2
notlenevértnee- les y esto tradice el hecho de que la co-

ién sea propi Luego, pod: que la filaag +1
es monocromiitica roja y que la fila a + 2 tiene vértices azules.
Si la fila @ + 2 es monocromitica azul, alguna terna de A} es

L _J




h Ati (imposible). Si la fila ¢ + 2 es bicromitica,
ind di

te de como se escoja €l segundo color, el tercer
color aparecerd en la fila siguiente (fila a ), Jo cual es imposible.

Por tanto la fila a +2 es het ftica y habi; visto
ior te, todas las filas tienen que ser heterocromiticas.
Como hay tres filas y dos orientaci pod

que
hay una fila (digamos 1a 0) tal que la que le sigue tiene la. misma
orientacién.

Si la fila 0 no tiene dos vértices consecutivos con el mismo
color, entonces t = 0(mod 3) y tendriamos la siguiente coloracién

o:hvaik . RVA.
Como {10,00, (0, —1)} y {10,01,(0, —1)} son ternas en G, el

wvértice 10 tiene que estar coloreado de azul y por la similitud de
los vértices (Proposicién 3.2) t 1a coloracién

:AkVA L ARV

Por el mismo argumento, la fila 2 tiene la siguiente coloracién

2:Vakv .. VAR
por lo que cualquier terna en A} es heterocromitica
De aqui que en la fila O hay un vértice Oy tal que (0,y+ 1) es

del mismo color y (0,y — 1) es de un color diferente. En dicho
caso tenemos la coloracién

o: RV .. VATA .
Denotemos por © el vértice (1, Z3¥#) . Como las ternas
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{(0,z +1),(0,y + 1), + 01} ,{0x, (0,¥ + 1),0 + 01},
{0z,(0,y — 1),0} y {0x,0y,0}

4n en G, ent © es rojo y el vértice © + 01 es azul. Esto
coantradice el hecho de que las filas O y 1 tienen la misma orien-
tacién (ver Figura 16). o

Figura 16. La contradiccién

3.2 Caso n= 4(mod6)

Sea M una 3-cadena de n vértices. Por un argumento de conteo
sencillo n no puede ser congr con 1(mod 3). Por los trabajos
de Ringel, Young y otros (ver [7]) sabemos que para n congruente
0, 2(mod 3) hay 3-cadenas con n vértices.

Cuando n = 1(mod 3), la cota inferior para el nimero de
ternas en una 3-gréifica tensa es 2"‘—',9*—' Esta cota puede ser
alcanzada por una 3-grifica donde Ia traza de un vértice es un
ciclo y la de cualquier otro vértice es una cadena. A estas 3-
grificas las llamaremos casi 3 — cadenas.

Sea M una 3-cadena con n vértices y n = O(mod 3). Si M
tiene 3 ternas disjuntas sin aristas en la frontera y la frontera
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de Af es conexa, entonces hay una manera sencilla de obtener
una casi 3-cadena M con n + 1 vértices, pegandole un cono de
ternas con centro en un nuevo vértice, a la frontera de M (ver
Figura 17) y extrayendo el conjunto de ternas disjuntas. Es
interesante observar que no se conoce si el hecho de que A sea

tensa conduzca a que M lo sea.

Figura 17. Pegar un cono a la frontera

Nuestro propésito es generalizar este método de construccnén
para el caso en que la frontera de Af no sea conexa.

Primeramente, vamos a extraer de A/ un conjunto T de 3
ternas disjuntas que no tienen aristas en la frontera de Af, obte-
niendo una 3-grifica M’.Nétese que M’ ya no es superficie, pero
su l-esqueleto sigue siendo una grafica completa. Denotemos
por SM’ la grafica frontera de M’ es decir, la grdfica cuyas
aristas son las parejas de vértices de M’ que pertenecen exacta-
mente a una terna de AM’.

Por construccién, a cada vértice de SM’ inciden 2 aristas
de la frontera de M y dos aristas de una de las ternas de T
. Luego, &M’ es una grafica 4-regular. Deseamos encontrar
un ciclo hamiltoniano H en AM’, pero no cualquiera, uno que
satisfaga la siguiente condicidén: si v es un vértice del ciclo H y
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n*mlavéttncuadywen&u.ven H , entonces v— y vt

no estin en la mi P de la gréfica Tvag(v).

Si OM’ pasee un ciclo hamiltoniano con estas propiedades, en-

tonces pegando un cono de ternas con centro en un nuevo vértice,

a H, obtenemos una 3-grifica M y Ia siguiente Propasicién se
satisface.

Proposicidn 3.11 M cs una casi 3-cadena

Prueba Sea a el nuevo vértice, la traza de a es el ciclo H.
Sea v cualquier otro vértice en M. L(- vértices v~ y v* son

extremos de las dos cad que Ia deven M.
Como estén unidos por la aristas {a,v™ }y{a v*}, entonces la
trazs de v es una cadena. o

El conj A} de todas las col es un conjunto de ternas

disjuntas en G; Que no tiene aristas en la frontera. Sea G} =
{ZsDZ;, A Al}, sea H la unién sobre todos los r € Z, de las
cadenas

2z +0x =1z —+ (2, +1/2)

. Como 1/2 es un generador de Z,, H es un ciclo hamiltoniano,
ademda {2x,0z} y {0z, 1z} son parejas contenidas en ternas de
A} y por la Proposicién 3.10, el par {1z,(2,z + 1/2)} es una
arista de 1a frontera de G,. Luego H es un ciclo hamiltoniano en
8G%. Dy t que H ple con la propiedad establecida
anteriormente.

Proposicion 3.12 Para todo vértice v, los vértices v— y vt
definidos por la subcadena de H: v= — v — v* estdn en distin-
tas A de la traza de v en G.
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Prueba Por las Proposiciones 3.2, 3.9 y 3.10 se tiene que la
traza de los vértices Oz, 1z y 2z, z € Z; en G son de la forma:
vOz): (1, z+1/2) ... 1z » 2z ... (2, —1/2)
Tv(lz) : (2,x+1/2) ... 22 = Oz ... (0,z —1/2)
Ir(2x): (0, z+1/2) ... Oz » 1z ... (1,2 —1/2)
donde «» entre dos vértices significa que no hay arista entre
ellos. Luego, Ia traza de cualquier vértice en G} son dos cadenas
(resultado de extraer A} a G: ). Nétese que Z, tiene una accién
natural sobre H al adicionar (0,1/2). En H hay tres tipos de
bead de fio tres:
2z - 0x — 1x,
Oz = 1z = (2,z+1/2) y
1z = (2,2 +1/2) = (0, z + 1/2)

que son las que tienen como vértice central & un vértice de la fila
0, uno de la fila 1 y uno de la fila 2, resp Se pued
comprobar en el diagrama anterior que los vértices 2z y 1z estdin
en cadenas distintas de la traza de Oz en G}, analogamente se
ple esta propiedad para los vértices Oz y (2, x + 1/2) en la
traza de 1z y para los vértices 1z y (0,z + 1/2) en la traza de
(2,z+1/2). [=]

Corolario 3.13 G, ¢s una casi 3-cadena con frontera coneza

Prueba Que G, ¢s una casi 3-cad es cc ia di-
recta de la Ptoponcnén anterior. Ve que su fr » es
Cl , 8G; es el conjunto de aristas H en 8G)

que no esti en H. En 8G hay seis tipos de aristas, tres aso-
ciados a las ternas de A} que son: {2z,0r},{0z,1x) € H y
{1z,22} € H y tres tipos de aristas asociados a la frontera
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de G, que son: {1x,(2,x+1/2)} € Hy {(2,=—1/2),0z} ,
{0z, (1,2 +1/2)} € H. Luego, H es la unién sobre todos los
x € Z; de las cadenas

(2,z—-1/2) 20x = (1, z+1/2) = (2,2 4+ 1/2).
Nétese que H es un ciclo hamiltoniano por las mismas rasones
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Figura 18. La gréfica frontera 8G%
Teorema 3.14 Gies una 3-grdfica tensa

Prueba La basedelad tracién es la prueba del Tec
3.7. Sea a el nuevo vértice en G,;. Nuevamente, sea {R,V, A}
una 3-col S ropia de Zs & Z; U a que no tiene ternas he-
terocromiiticas en G. .

Si ningnin vértice distinto de a esté coloreado de rojo, en-
tonces a tiene que estar coloreado de rojo. Luego alguna arista
{v,v'} de H es bicolor y la terna {v,a, v’} es heterocromstica,
de aqui que la cok ién es propi enZ:QZ-

Nuevamente, las filas h fticas t orientaciéa ya
que las ternas de A} no aparecen en la prueba de esta parte del
Teorema 3.7. Por el mismo argumento, si una fila es heterocro-
miitica, la que le sigue también lo es.
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Si todas las filas son Ati en la subead de H

20 — 00 —» 10 — (2,1/2)

aparece lquier bicol i6n posible de una arista por lo que
ind di te del color que se le dé a o, tendremos una
terna heterocromética.

Nétese que la Proposicién 3.9 bién se satisface en G,. De

aqui que si una fila es bicolor, la que le sigue no esti coloreada
con e} tercer color.

Sea a una fila bicoloreada rojo-verde. N pod
suponer que la fila a + 1 es monocromitica roja y la ﬁln a+2
tiene vértices azules. La fila a + 2 no puede ser bicolor ya que el
tercer color apareceria en la fila . Supongamos que la filaa + 2
es monocromitica azul. Sea v en vértice azul en la fila a y sea
v™ —» v = v* — v*"* una subcadena en H que contiene a v.
Nétese que v— y v** son azules y que v* es rojo, de aqui que
independient del color de o se tendria una terna hetero-
cromiitica. Luego, la fila a + 2 es heterocromitica y por tanto
todas las filas son heterocromaiticas.

Podemos suponer que las filas 0 y 1 ti la mi orient
cién. Si la fila O no tiene dos vértices consecutivos con el mismo
color, entonces como en la prueba del Teorema 3.7, podemos
concluir que los vértices en Zjy @ Z, estin coloreados de la si-
guiente forma:




¥y t = 0(mod 3). De aquf que {00, 10}, {01,11} y {02,12} son
aristas rojo-asul, verde-rojo y axul-verde mpectwumente en H
Yy alguna de ellas forma con o una
El caso en que la fila O tiene dos vértices consecutivos coa el
mismo color se d tra de la mi que en el Teorema
3.7. a

3.3 Sobre la orientabilidad

Veamos como se comportan las superficies obtenid con res-
pecto a la orientabilidad.

Proposicién 3.185 Las superficies G, y G, son no orientables.

Prueba De hecho, para lquier trio de el tos distintos
enZ, z,yy z, el camino simplicial, Ox,0y,0z,0x invierte su o-
rientacién en G, y G,. Para ver esto, observemos la traza de Oz
en G, y G; en Ia Figura 19, donde se puede notar cé estin
ordenadas las primeras coordenadas de los vértices en la traza
de Oz en G,.

Figura 19. La forma de la traza de Oz en G,



Esta estructura de la traza de Or en G se deduce de la
Proposicién 3.9 y del hecho de que S; = (V,A} U A?) es un
STS (Proposicién 3.5). Como sélo extraemos una terna de A}
en G, para obtener la traza de Oz en G, esta traza tiene la
misma estructura que la traza correspondiente en G,. De aqui
que si a la terna {0z,0y, (1, 2}¥)} € A? se le da la orientacién
(ox,0y. (1, £;’-‘)) , entonces la terna {0z,0z, (1, =$2)} tiene la o-

" rientacién (0z, 0z, (1, 24%)) , ya que Oz es localmente orientable

(también lo es la traza de Oz). Utilizando el mismo argumento
basado en Oy y 0Oz, obtenemos orientaciones opuestas para la

terna {Oy, 0:,(1,‘-}5)} € AL
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