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INTRODUCCIÓN 

El propósito de este trabajo es el desarrollar un programa de computadora 

para la visualización y manipulación de la gráfica de líneas de la grD.fica 

completa en seis vértices (LK6 ) en su relación al hexagrama místico de 

Pascal (HM). 

En la primera parte expondremos la construcción en el espacio del 

hexagrama dada por L. Cremona. Conservaremos su notación. ya que esta 

nos facilitará el conteo de los elementos del hexagrama. así como la 

implementación del programa. 

En Ja segunda parte trataremos de dar una construcción algorítmica del caso 

plano. y se implementa en un programa de computadora que dibuja las 

sesenta rectas de Pascal y las colorea de acuerdo al teorema de 

de:;..;omposición de Veronese. 

La tercera parte trata de la relación del hexagrama con LKr. v se da el 

modelo de la gráfica a implementar. 

En la última parte se da una descripción di;:I hexagrama en términos de un 

triple sistema de Steincr. Se justifica combinatoriamente la parametrización 

de los diferentes elementos del hexagrama. 

Este trabajo esta basado en la tesis doctoral del profesor Rodolfo San 

Agustín Chi (ver [2]). y en el articulo de L. Crcmona Cvcr [ 1] 1. 



l. UNA INTRODUCCIÓN A LAS CONFIGURACIONES 

PROYECTIVAS PLANAS V AL HEXAGRAMA MÍSTICO. 

1.1 ALGUNAS PROPIEDADES DEL ESPACIO PltOlºE:CTHºO. 

CERRADOS ALGEllRAICOS. 

1.1.J El esp9ciO proyectivo P' 
Comenzaremos por dar algunas propiedades del espacio proyectivo de 

cualquier dimensión. 

La entidad básica del espacio proyecth•o es el vector de coordenadas 

homogéneas (x0 • • ••• Xr)• definido como un conjunto ordenado de r+ 1 

nUmeros pertenecientes a un campo. no todos cero. y cuyas razones son Jo 

que realmente interesa. 

Cada uno de estos puntos pertenece a una y sólo una clase de coordenadas; y 

los diferentes representantes de cada clase se relacionan unos a otros por el 

grupo de transformaciones lineales homogéneas no singulares de la forma 

siguiente: 

P.YJ ""'a¡oXo + 0¡1X1 + ... + a¡,.Xr (i- O. -··· r). 

donde pes un factor de proporcionalidad y Ju1JI ;e O. 

Se sigue pues. que cualquier representación de coordenadas queda 

completamente determinada por : 



i) el simplejo f"undamental. y 

ii) su punto unilario. 

siendo Jos r+I punlos constituyentes A 0 • ••••• ../., Jos cuales tendrán por 

coordenadas ( I .O.O •...• O). (0. J .O •...• O) •...• (O.O.O ....• J ). y el Ultimo punto 

seria U cuyas coordenadas son ( 1.1.1 •...• 1 ). 

LL.L.L Espacios 11•~6!.S 

El conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una simple ecuación 

lineal 

aoxo + a 1x 1 + ... + a,..;-c, = O ( ll 

lo llamaremos hiperplano 1
• Lo denotaremos por S,. 1 o por [r-1 ]: y 

llamaremos a a 0 • a.,. .... a, las coordenadas del hip~rpJano. Aqui vemos que 

para toda transt'"ormación lineal homogénea de un punto .T, existe una 

transt'"ormación lineal homoa:énea asociada de un hiperplano u,. Esto quiere 

decir que con el espacio r-dimensionaJ de puntos existe un espacio 

proyectivo r-dimensional de hiperplanos: e intercambiando punto por 

hipcrplano tenemos el principio de dualidad para P'. 

T*lore•• l. Existe un único hiperplano conteniendo r puntos en posición 

general. 

D6!•o•lr11cló•. 

' En la J ireniruni clásica en tnaJes se le Uama prtlrH!!. 



Si los r puntos tienen coordenadas (x01 • x 11 ••••• x, 1 ) ••••• (Xur- ·'°Ir• •..•. T,,). 

entonces existe un único conjunto de razones a 0 :u 1 : ••• :a, las cuales 

satisfacen las ecuaciones siguientes: 

ct0 xo 1 + ª1-'"11 .._ · 

• 
Dualmente tenemos 

Teore,..a 11. En general. r hiperplanos se intcrsectan en un único punto. 

DeMostración. 

Pues r ecuaciones simultáneas de la forma ( 1) tendrá una solución única 

x 0 :x 1 : ••• :x,. • 

Para espacios de dimensión baja tenemos Ja siguiente definición 

Definición. A Ja totalidad de puntos comunes a dos hiperplanos le 

llamaremos ~·ubespacio común?. y lo denotaremos por s,.;J. o [r-2]. 

Si A-0. B=O son las ecuaciones de dos hiperplanos. entonces su subespacio 

común pertenece a todo hiperplano de el haz 

A+ "),_B =O. (3) 

Se sigue entonces que 

Teore,..a 111. Existe 

posición general. 

único subespacio común que pase por r-1 puntos en 

:: Llanu~do .secundum en la litcrarura clásica. 
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DeMostración. 

Si al hiperplano ( l) se le hace pasar por r-1 puntos en posición general sus 

coeficientes estarán sujetos a r-1 condiciones linealmente ind~p~ndientes. 

Entonces deberíamos escribir a ( l) en la forma A+'} ... B=O. donde .-1 y B son 

formas lineales fijas y ¡._ es un parámetro arbitrario. y los hiperplunos .4=0 y 

B=O pasan por los puntos dados. El secundum buscado es la base de tal haz . 

• 
Definición. A la totalidad de puntos comunes a r·k hiperplnnos linealmente 

independientes (OSk<r) le llamaremos espacio k-dimcnsional S1.. 

simplemente [k]. 

Un caso análogo al teorema /// seria 

Teore•o IV. Existe un único Sk que contiene a k+ l puntos en posición 

general.• 

Como casos particulares tenemos: 

Un espacio [ 1 ]. llamado recta. está determinado únicamente por dos puntos 

dados. 

Un espacio (::?]. llamado plano queda determinado de manera Unica por tres 

puntos no colineales. 

T~orewsa V. Si un hiperplano contiene a k+ 1 puntos en posición general de 

un [k]. entonces coincide con [k]. 

o~ ... ostració•. 

Los k+l puntos imponen k-1 condiciones independientes al hiperplano que 

los contiene. y la ecuación de tal hiperplano se puede: reducir entonces a la 

forma 
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donde los ecuaciones A 1=0 (i"""-t, •••• r-lc) representan r-lc hiperplanos en 

posición general, que contienen a los puntos dados. Desde que estos se 

intcrscctan en el único [.t] definido por los puntos dados. todo hiperplano 

por esos puntos debe contener el mismo [k]. • 

Corolario. Cualquier [h] que contenga le+/ puntos en posición general en (k] 

(h>k) contiene a todo [le]. 

De1No:slracióft. 

El espacio [h] es común a r-h hiperplanos. cada uno de los cuales contiene a 

le+ t puntos en posición general de [.t). • 

.1 .. 1 • .1.2 lnleneccioNes(#!Wd) y •1doftes OolN) de ~pacios 

Dados dos o más espacios. quisiéramos conocer el espacio de mayor 

dimensión común a ellos, es decir la intersección de estos espacios (mee/). 

O quisiéramos encontrar el espacio de dimensión mínima que los contiene. 

llamado join. 

Teore1N• VI. Dos espacios [h] y [k] en posición general se intcrsectan en un 

espacio [h+k-r] (h+k~r). 

De,.,oslración. 

Esto se sigue de la definición de los espacios involucrados: 

Por [h] y [k] pasan respectivamente r-h y r-k hiperplanos linealmente 

independientes. El conjunto completo d~ esos 2r-h-k hiperplanos linealmente 



independientes. tienen en común un espacio (h+lc-r]. siempre y cuando h+k

r~O. • 

Corol•rio. Un espacio [lc] y un espacio [r-lc] se interscctan en general en un 

punto.• 

Coroltario. En general. dados n espacios [ki]. [k2 ] ••••• [lcnJ se intersectarán 

en un espacio [lc 1+k2 + ... +kn-(n- l )r] ( ~k, <::=: (n - l)r). 

D~•oslr•ciá11. 

Esto último se obtiene aplicando el teorema VI n-l veces.• 

En lo concerniente al join de dos espacios. tenemos: 

T~ore,..a VII. Dos espacios [h] y [k] (h+A:Sr-2) están en general en un 

espacio [h+k+l]. 

De,.,oslracián. 

Si tomamos h+ l puntos en posición general en [h) y A:+ 1 puntos en [k]. con 

la misma propiedad, podremos generar con ellos un espacio [h+k+l] único, 

siempre y cuando h+/c+lsr-1; y. por el teorema v. este espacio contendrá 

completamente a ambos espacios. • 

Corolario. Si los espacios tienen un espacio [s] en común. entonces estos 

están contenidos en un espacio [h+/c-s] 3
• 

Es decir di,.. <A ,B> - di,.. A + 11l1N B - di• AriB- I. 

> A este espacio se le denomina el espacio base del conjunto de hipcrplanos considerados. 



9 

Tomemos .v+) puntos de los h+ 1 puntos que están en [s]; entonces seria 

suficiente tomar otros lc-s puntos en (le) para definir un espacio (ll+A--s] el 

cual contendrá a (h] y a [k). • 

Observemos que la totalidad de espacios [.t] de un [s] forman una lauice 

geométrica. ya que los espacios [ 1] Jos llamamos puntos. a los (:::?) rectas. a 

los [3] planos •. etc. es decir. los espacios [le] de un [.<r) están en 

correspondencia con los elementos de nuestra geometría. 

1.1..2 Colineaciones y co~lacioll~ de P' 

Introduciremos el concepto de transrormación lineal el espacio 

proyectivo. ese es un tema de suma importancia en el estudio de la 

geometrfa proyectiva. Expresaremos el álgebra de tales transf"ormacioncs en 

notación matricial. 

Por ejemplo el punto de coordenadas (.r0 • .r 1 ••••• .r,.) será representado por Ja 

matriz columna 

{] 
y el hipcrplano cuya ecuación es 

(1) 
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será representado por la matriz renglón 

I = (10 .1,, ...• 1,). 

De tal forma que Ja ecuación del hiperplano se puede escribir entonces como 

sigue: 

lx =O (2) 

Si A-(ars) es una matriz cuadrada de r+ 1 xr+l. entonce:; Ax es la matriz 

columna. cuyas entradas son las r+ 1 formas lineales 

(i=O •... ,r) 

en x. Un producto escalar .r1.A!x' es una forma bilineal 

en las entradas de x y .r'. y .r1A.r es la forma cuadrática 

D~fl11lcld11. Si x e y representan puntos de dos espacios r-dimensionales l: y 

l:'. y si .A· es cualquier matriz cuadrada no singular de orden r+ 1. entonces a 

la transCormación lineal definida por la ecuación 
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y=A:r (3) 

la llamaremos colíneación del: en l:•. 

A cualquier punto :r de l: le corresponde único punto >. de l:•; e 

inversamente. ya que A es no singular. podemos escribir 

(4) 

lo que muestra que la inversa de una colineación es una colineación. 

Si el punto x describe a el hipcrplano I cuya ecuación es (2). entonces. por 

(4). el punto correspondiente y de l:' describe a el hiperplano m cuya 

ecuación es IA" 1y=O: de esta manera la correspondencia entre m y /de l: y l:" 

esta dada por la ecuación: 

(6) 

e inversamente, 

1-mA (o / 1-A 1m'). (7) 

De aquí que una colineación entre dos espacios proyectivos puede ser 

pensada como una trnnsf"ormación lineal de hiperplanos en hiperplnnos. 

De hecho, si l pasa por el punto fijo :r de l:, entonces 
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o-Jx=mAx=1ny. 

de esta forma m pasa por el punto correspondiente y del:'; y viceversa . 

.J • .J.2 • .J ProdMctOS Ú coli~io#ees. 

Si suponemos que los espacios ¿· y l: son el mismo. obtendremos una 

colincación de l: en si mismo. La transformación T(x)=Ax llevara el punto x 

en algún otro punto y. y Ja transformación iterada. representada por 

=-T(y)-T'(x). (8) 

llevará el punto y en otro punto:. En general z será diferente de :e e y. 

Sin embargo es posible que. para alguna transformación T. = siempre 

coincida con x; a tales transformaciones les llamaremos involuciones. 

Teorem11 VIII. El producto finito de colineaciones es una colineación. 

De•oslr•ció11. 

Esto se sigue del hecho de que si y-Ax y z=By. entonces z=BAx. y la matriz 

cuadrada BA teniendo por determinante IBllAI.• 

J.J.2.2 Correlacio,,es.. 

Con la notación anterior tenemos Ja siguiente 

Definición. Si x es un punto de l:. y m es 

transformación 

hiperplano de I:•. entonces la 

(9) 

define una correlación entre I: y I:º; en otras palabras. una transformación 

lineal entre los puntos de I: y los hiperplanos de I:". 



Directamente de (9) obtenemos la transformación inversa 

x=A.- 1 m 1 • 
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( 10) 

Supongamos que x describe al hiperplano cuya ecuación es lx=O. Entonces 

x 1 /1=0~ por (9) obtenemos que m(A 1
)-

1 
/

1 =0. Esta relación muestra que todos 

los hiperplanos de l:~ correspondientes a los puntos de I pasan por el punto y 

definido por 

( 1 1} 

Se dice entonces que este punto corresponde a /. Como un caso especial de 

correlación tenemos a la dualidad. cada vez que conozcamos la imagen de 

cada punto. 

Asumiremos ahora que los espacios l: y l:" coinciden. Si x· 

punto del hiperplano correspondiente al punto x tendríamos que 

x'A'x·=o. 
Ja cual es una relación bilineal entre las coordenadas de 

Transponiendo el producto de Ja izquierda obtenemos 

(x.) 1Ax=O~ 

cualquier 

(15} 

y X' 

(16) 

que quiere decir por ( 1 1 ). que x esta en el hiperplano correspondiente ax· en 

:E. 

Si el punto x pertenece a su hipcrplano correspondiente~ entonces 

x
1
Ax""' ~a,..x,.x .. =O. (17) 

EJ lugar geométrico de Jos puntos que satisfacen esta propiedad es una 

cuádrica. que llamaremos la primera cuádrica coincidente Q 1 de la 

correlación. 
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Sabernos que a cada cuádrica se le corresponde una matriz cuadrada 

simétrica .11. es decir cada cuádrica es la primera de una correlación. siempre· 

y cuando IAl:FO. 

De la misma manera. la colección de hiperplanos I que pasan por sus puntos 

correspondientes T(I) o T- 1
(/) tiene por ecuación 

/A" 11'-°'2:,b_l.I. =O. (18) 

Esto de nuevo define una cuádrica que llamaremos la segunda L"uádrica 

coincidente Q 2 de Ja correlación. 

Observemos que Q 1 y Q 2 son duales. Ahora bien dadas Q 1 y Q,: cuádricas. 

entonces suponiendo que sus matrices asociadas son no singulares. entonces 

serán la primera y la segunda cuádricas coincidentes de la correlación cuya 

matriz sea N~ 1 • donde N es la matriz asociada a Q 2 y N la matriz asociada a 

Q,. 

Fijémonos ahora en Ja colincación T 2 

x• -T2 (.r)-T(.rtAt)=(A 1
)" 1 Ax. (19) 

Esto. colineación tendrá por rnatriz a (A 1
)-

1A. La transformación inversa (T2
)-

1 

tendrá por matriz a A" 1A 1
• la cual es idéntica a la matriz de (T" 1

)
2

• 

Se dice que la transformación T 2 es involutiva si la colineación T 2 es 

simplemente la transf'ormación idéntica px·-x. donde p es un ese.alar. Esto 

implica que si un punto x· esta en el hipcrplano T(.r). entonces .r esta en el 

hiperplano T(.r·). 



Si Tes involutiva. tendríamos 

(A!ª)-IA.=p/ 

donde I es una matriz unitaria. Así 

A-pA 1
, 

es decir 

Dn'""'POrs (para todos r y s) 

(20) 

Supongamos que ars es distinto de cero para algún par de indices. digamos. 

el par r 0 • so. 

Si r 0 -s0 entonces p-1. 

Si r 0 •s0 • entonces a...,. .. tampoco es nulo; de esta forma. además de a....., =a4 .,,. 

tenemos tarnbién la relación ª- =pa'"'. 

Combinando esto obtenemos que p 2 =1. que es válido para ambos casos. 

Si p-1 • tenemos que On"""'Osr: la matriz A es simétrica. y Q 1 y Q 2 coinciden. 

Es decir Q 1-Q2=Q. Entonces diremos que la correlación T es una polaridad 

que rclacion.a a un punto(polo) con su polar con respecto a la cuádrica Q. 

Si p=-1. tendríamos que an=-as"" y an=O: la matriz A es antisimétrica .. y 

entonces Q 1 y Q2 no existen ya que la condición 

La"x,x. =0 

se satisface idénticamente. 

Este tipo de correlación, en la cual cada punto pertenece a su polar .. la 

llamaremos polaridad nula. Y como el determinante de una matriz 

antisimétrica de nxn se anula cuando n es impar. una polaridad nula en 

cualquier espacio de dimensión par es necesariamente singular (degenerada). 

• Una matrlz.4 de nXn es antisim~uica si A1'-..A1. Sabemos que det(A)-0 paran impar. 
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1.1.3 Varicd ..... aJaebraiCIUl. ltipe .... perllcle9. 

Hasta aquf hemos considerado solo aquellas variedades que 

representadas por una o más ecuaciones lineales; ahora discutiremos algunos 

aspectos de las variedades no lineales. 

Defi•lción. Una variedad (o hipersuperficie) en [r] es el lugar geométrico de 

puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de la forma 

F(xo.X1 ••••• x,)-0 

donde Fes un polinomio. 

Si Fes de grado n. se dice que la variedad (o hipersupcrficie) es de grado n 

y la denotaremos por v:_1 • Si F es de grado dos. la variedad es llamada 

cuadrática. etc. 

De aquí en adelante F sera un polinomio homogéneo a menos de que se 

indique lo contrario . 

.1 .. .1 • .3.J 'Varled•de~ polan!S.. 

Una propiedad fundamental de una variedad se expresa en el siguiente 

teorema: 

Teore,.,a X. Una recta arbitraria intersecta a v;_1 en n puntos. 

De,..oslrac/ón. 

Sean P y Q puntos cuyas coordenadas son (x0 ,x 1 ...... .r,) y (y0 .y1 • .•• ,y,) 

respectivamente. Entonces un punto sobre la recta PQ tiene coordenadas 

(x0 +A.y0 ....... x,+A.y,) para alguna A. .. y este punto pertenece a v:_1 si 

F(x0 +A.yo.····x,+A.y,)-O. (2) 
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Esta es una ecuación de grado n en A. por Jo cual Ja recta PQ intersect•rá a 

v;_, en n puntos.• 

DesarroJlando (2) como una ecuación en A. en la forma 

F(x)+ J..L:J.. .. F(x)+~A.2 A.: .. F(x)+···+A.'"F(y) =O. 

donde F(."C)iillF(x0 .x 1 •••••• "C,). ~ ... es el operador dif"erenciaJ 

a a a 
Yo Oxo +y, ax, +···+y,. éJx,. . 

(3) 

Si P pertenece a V,."_ 1 entonces F(x)=O. y así una de las raíces de e 3) es cero. 

Si Ja recta PQ es tangente a v;_, en P. entonces una segunda raiz de (3) debe 

ser cero. es decir 

aF aF aF 
li.,..F(x) -Yo Oxo +y, ar, +···+y,. éJx, =O. (4) 

Si suponemos que las y 1 son ahora las coordenadas obtenemos el siguiente 

Teo'e"'a XI. Si P es un punto genérico de una v;_,. entonces el lugar 

geométrico de las rectas tangentes a v;_ 1 en P es un hiperespacio.• 

Deflnició•. Al hiperespacio del teorema anterior le Jlamarcmos hiperespacio 

tangente a V~"_, en P. 

Defi11ició11. Un caso particular sucede cuando todas las parciales se anulan 

en un punto P. es entonces cuando diremos que P es un punto singular 

de V;_,. 

Si ahora fijamos el punto Q en (4). siendo ahora fas coordenadas las X;. 

Entonces la ecuación representara una hipersuperficie de orden n-1 .. la cual 

llamaremos la primer polar de Q con respecto a v;:. 1 ; y cualquier punto P de 



v;... 1 que pertenezca a esta polar es tal que la recta PQ tiene dos de 

intersecciones con v;_, coincidentes en P. 
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Regresando a (3) observamos que esta ecuación tendrá una tercera raiz igual 

a cero si 

( e a )' 6.2_..F(:c)= Yo axº +···+y,.éJx,. F(:c)=O. (5) 

En este caso la recta PQ tendrá tres puntos de contacto con v;_1 en P. 

D~fi11lción. Decimos que un punto P de v;_, tiene multiplicidad k. siempre y 

cuando toda recta por P intersectará a la superficie fuera de P en n-k puntos. 

Si (:c¡) es tal punto P. entonces por (3) las expresiones 

F(x).t:;._..F(:c).6.2.F(:c).·· ·.A"'.- 1 F(.-c) 

se anulan para cualquier punto (J.';)•Q: para que esto suceda sabemos que una 

condición necesaria y suficiente (debido a la homogeneidad de las 

ecuaciones} es que todas las derivadas parciales de orden k-1 se anulen en P. 

Análogamente para un punto P de multiplicidad k en V definimos: 

Drfi11lclón. El cono tangente por P en V es la variedad algebraica definida 

por 

1 .. 1.4 Coaoa. 

D'fl11lclón. Toda variedad en S, la cual es generada por un hiperespacio 

variable Sh ... 1 sobre un hipcrespacio fijo Sh la llamaremos un Sh-cono de S,. 
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Para generar un Sh-cono,. procederemos en general uniendo un hiperespacio 

fijo Sh a todo punto de una variedad Vk (k:sr-h-2): los [h+ 1] generan un Sh

cono que denotaremos por Sh(Vk.)• y llamaremos vértice a Sh y a Vk su 

directriz. y Jos [h+ 1) sus generadores. 

En general Sh(Vi,.) tendrá dimensión h+lc+J; es decir. si lc=r ... lr-2. Sh(V1.;) es un 

sh-cono (o hipersuperficie cónica). 

T~or~"'ª XV .. Si Sh no intersecta a Va.. entonces el orden de Sh( Vi..) es igual al 

orden de v.,.. 
o, .... ,,.ció•. 
Sea Vai: una variedad de orden n, entonces un Sr·k arbitrario la intcrsecta en n 

puntos. Como Sh( V.,) tiene dimensión h+lc+ 1. su orden es el número de 

puntos en Jos cuales intersccta a un espacio n. de dimensión r-h-lc-1; en 

otras palabras. su orden es el número de sus generadores que intersectan a 

dicho espacio. Un generador de St1C V") intersectará a n si y sólo si este esta 

contenido en el espacio n• de dimensión r-lc que une a n con S"'; lo que 

indica que este debe ser uno de los n generadores que unen Sh a las n 

intersecciones de n· con v". ninguna de tales intersecciones pertenezca a sh. 
pues. por hipótesis. Sh no intersecta a v ... Así entonces. Sh( v .. > tiene orden n . 

• 
1 .. 1..5 La cc•acióa de ••• aupcrficic cúbica .. ....-.. rerericl• a •• pe•laedro. 
T'º''••(Sy/v,.$1,r). La ecuación de una superficie cúbica genérica (lisa o 

nodal) ScP3 se puede escribir de una y sólo una manera en la forma 

siauiente: 

-·------·~--· ------·----····------------·"---------------·--·· ---·~ ~------·------·-···-· 



donde {z¡} son cinco formas lineales cuatro a cuatro linealmente 

independientes y que satisfacen la relación: 

(21) 

y {A 1h-o. ···"son constantes no nulas determinadas excepto por un factor .. y 

que satisfacen la condición: 

si y solo si S es singular. 

:t-1-=0 ... ,¡¡:; 

D~,,.0Slr•Ci6• (#1~1 C~•lilfa y 1Jar4elli /14/). 

(22) 

Primer caso: S es una superficie cúbica lisa de ecuación (20) con las 

hipótesis sobre las z 1 y las A 1 • 

Como S es lisa (no singular) tenemos que (22) es distinta de cero. 

La superficie H .. Hessiana de S es una cuártica con diez puntos dobles Q 1 .. 

Q 2 ...... Q 10 (a saber .. intersecciones de las ternas de (Z;""'O}) y pasa por las 

diez rectas {z,=zj=O} .. OSl<jS4. 

Observemos que por cada Q, pasan exactamente tres rectas del conjunto 

:Q1Qk} .. k"""; .. contenidas en H. Por lo que el pentaedro es único. teniendo sus 

vértices en los puntos dobles de H y sus aristas .. totalmente contenidas en H. 

Siendo sus caras los cinco planos {z 1-0}. 

Ahora bien si S tiene otra representación de la forma: 

~ ... y:=º 
con las mismas propiedades anteriores .. vemos que .. calculando el Hessiano 

de s .. excepto por una permutación de los indices. (.= 1=01 coincide con 

{y1-0}. Ahora bien .. la independencia lineal de los :l implica que µ 1-;.i.. 
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excepto por un factor de proporcionalidad común. Con Jo que el pentaedro 

queda determinado de manera única por S. 

Segundo caso: Ses singular. 

Obs4tl'V•ció11. S satisface ( 22 ). 

De•ostr•ció11. 

En efecto sea S como en las hipótesis del teorema,, entonces 

as , , 
&o - 3l,;,.r0 -3l,.(-JC0 -x, -X2 -.r:¡) 

as . , 
&¡ = 3A,xj -3A._(-x0 -x1 -x2 -X:¡) 

=. = 3').,.ri -JA,.(-Xo -.r, -JC:r -.r.J)2 

=. =3~ .. }-J).,.(-.r0 -.r1 -X:i -..r3 )
2 

Como suponemos a S singular estas parciales se anularán en algún punto. 

por lo que 

y tomando raíces 

Ao.rg =~(-.ro -..r1 -.r, -xJ)2 

A,xf = A..C-..ro -..r, -.r2 -x:1)2 

A.z.ri ='°.(-.ro -xi -.r2 -xJ) 2 

A,.rf =).,.(-.ro -.ir, -.r2 -.rJ) 2 
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(23) 

y sumando las igualdades anteriores obtenemos 

,...( 1 1 1 1 ) 
x0 +x1 +x2 +x:t=..¡~l.JA:+ J-:;;;+ ,JA;+ .JA; (-x0 -x1 -.JC2 -.JC3 ) 

con to que 

como esperábamos. 

Observemos que: 

1 1 1 1 1 
"A=--:¡;:;--:¡r;--;p:;- .,µ; 

i) La cúbica genérica de la forma (20) con las ~1 satisfaciendo (22) tiene 

único punto doble pues el sistema (23) tiene solución única x 0 :.:c 1 :x2 :x3 • 

y 

ii) La Hcssiana de S en este caso tendrá once puntos dobles Q 1 ••••• Q 10 • Q. 

donde Q es el nodo de s. que por su definición estará en H. 



Observemos También que si OA. -.o ninguna de las rectas tQQ6 ) estará 

contenida en H. y por tanto concluimos la existencia de un único pentaedro 

con sus vértices en Q 1 ••••• Q 10 con las mismas propiedades del anterior.• 

Observac;ón. Sea S una superficie cúbica con un solo nodo. sea O dicho 

punto. entonces hay exactamente seis rectas totalmente contenidas en S y 

concurrentes en O. Estas rectas constituyen la intersección completa de S y 

su cono tangente en O. 

o~•astr•ción. 

Sea S:(F-0) dicha superficie. Y escribamos a F como en el teorema anterior. 

Haciendo 0=(0.0.0.1 ). entonces et cono tangente a Sen O se escribe como: 

Queremos encontrar una recta l que pase por O y esté contenida en S. es 

decir queremos que: 

F(l:(O + µP)) • O. (24) 

Expandiendo (24) en serie de Taylor alrededor de O (como en (3)). 

observamos que tanto F( 0)=0 (al estar O en S) y F"(O)=O (al ser S singular 

en O). por lo que el primer término distinto de cero en la serie es el término 

de grado dos. por lo que FCO + µP) se reduce a 

F(O + µP)-~ µ 'd',F!O) 

y entonces F se anula si P está en el cono tangente a Sen O. 



En dado caso la recta I estará contenida en dicho cono y en S. Ahora bien. 

supongamos que /:(x 2 -x3-0) y escribamos a F como: 

Donde A. B. C. D, E. G e K[xz.x3 ] y ."f. B. C de grado uno. D y E de grado 

dos y G de grado tres. 

Consideraremos la ecuación anterior como una cuádrica variable. y tomando 

en cuenta sus casos degenerados. es decir, cuando el determinante 

.6.(x2.x3)= -IACG+BDE-AE2 -B 1 G-CD 1 =0 

se anula. El cual es una ecuación de grado cinco en x 2 y x 3 • 

Ahora bien, cualquier plano por l. está dado por n:(µ.r 2 =ax3 ). Si µ~O. 

podemos suponerla como µ.-J y entonces n:(.r2 -axJ>· 

Así, la restricción de S al plano 7t (en coordenadas homogéneas (x 0 .x¡.x 3 )) 

está dada por 

donde 

Q(..r0 ,..r1 ,..r_,) = A(a .l)x: + B(a. .l)x0 x 1 + C(a .l)x: + D(,a. ,l)x0 + E(a. .l).r1 + G(a. .I) 

Entonces .6.(x2.x:i) es una ecuación de grado cinco en a. Así cada raíz a 

determina un plano del haz mencionado. 



Ahora bien. cada uno de estos cinco planos intersecta al cono tangente 

otra recta r la cual estará contenida en S (primera parte). Por esto L\(x2 .x3 ) 

no tiene" rnices repetidas. 

Así entonces. SJ. = lur"-'r·. Observemos que /. /" y r· no puC"den ser 

concurrentes. pues dicho cono no contiene ningún plano. pues O es un nodo. 

Con esto queda demostrada la observación.• 

Una configuración es un arreglo de I rectas y p puntos en un plano 

proyectivo de tal manera que 

(i) Cada punto es incidente con exactamente A rectas y 

(ii) cada recta es incid~nte con exactamente 1t puntos del arreglo. 

Tal sistema se puede indicar mediante la matriz(: ~). 
Para la cual. por (i) y (ii). pA.=nl. 

Por ejemplo. consideremos cuatro re'!tas en posición general en un plano 

proyectivo. y sus seis puntos de intersección al tomarlas por pares. Su 

símbolo seria entonces 

Por otro lado. dado un polígono cerrado de n lados. este constituirá una 

configuración del tipo n~. 



En el caso en que p=I. tendremos como consecuencia que n=A de donde el 

símbolo PJ>. bastará para denotar a tal configuración. 

Un ejemplo clásico de este tipo de configuraciones es la configuración de 

Desargues: la cual es una del tipo 10 3 y se construye de acuerdo al siguiente 

teorema: 

Teore1Wo(Des•r111u~s). Si dos triángulos se encuentran en perspectiva desde 

un punto. entonces las intersecciones de los pares de lados correspondientes 

de tales triángulos están alineados. 

DelWO•lr•ció•. 

Expondremos una demostración en In versión espacial del teorema. sin 

embargo es posible demostrarlo para el caso plano. 

Sea O el centro de perspectiva de los triángulos ABC y A"B"C'. sea/ Ja recta 

de intersección de los planos 1t 1 y n 2 determinados por los tri<ingulos ABC y 

A"B"C' respectivamente. 

Las rectas AB. AC y BC (intersecciones de los planos OAB. OAC y OBC con 

n 1 ) se proyectan desde O en las rectas A"B". A"C' y B"C' (intersecciones de 

los planos OAB-OA'B', y ooc-oo·c· con 

respectivamente. Sean P. Q y R los puntos de intersección de las rectas AB. 

AC y BC respectivamente con Ja recta /. común a los planos n 1 y n 2 • y sean 

p•. Q" y R' las intersecciones de sus imágenes bajo la proyección desde O 

con l. Aquí vemos inmediatamente que P=P·. Q=Q· y R=R". por Jo que el 

teorema es cierto. 

Considerando entonces los diez puntos O. A. B. C. A". B". e·. P. Q. R y las 

diez rectas OA. OB. OC. AB. AC. BC. A"B" .. A"C". BºC'. l. obtenemos una 

configuración de rectas del tipo mencionado. pues por construcción por cada 

punto pasan tres rectas y en cada recta inciden tres puntos. Ver figura 1. 
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El símbolo PJ. no determina a una sola configuración. Por ejemplo las figuras 

2a y 2b dan algunos ejemplos de dif"crentcs configuraciones de tipos 9 3 y 103 

respectivamente (ver Bokowski-Sturmf"els (6] y R. San Agustín [4]). 

Por ejemplo. una propiedad característica de la configuración de Desargues 

es la siguiente: 

.rro11osició11. El conjunto de puntos no vecinos de cada punto de Ja 

configuración pertenecen a una misma recta de dicha configuración.• 

Por ejemplo. al quitar el punto O en la figura 1 junto con sus ,·ecinos. los 

puntos A. Aº. B. s·. C y e·. solamente quedará de nuestra configuración la 

recta PQR. la cual pertenecía a la configuración. Podemos proceder por 

inspección con los otros dos ejemplos de configuraciones t OJ de la figura 

2b. y observaremos que esta propiedad no se mantiene. al menos para alguno 

de sus puntos. Así pues a la configuración de Desargues la denotaremos por 

( 10.Jl 1 o simplemente por D. 

Podemos extender el concepto de configuración como sigue: 

D'fi•lció11. Un elemento de dimensión i es fuertemente incidente con un 

elemento de dimensión j si uno contiene al otro. 

D'fi•icló11. Una configuración C en P' es un sistema que consta de n 00 

puntos. n 11 recias y. en general. n 11 subespacios lineales de P" de dimensión l 

tales que cada uno de sus elemen1os de dimensión i es fuertemente incidenle 

con exactamente niJ elemen1os de dimensión J. 



(b) 

F••rai 2. (•) Confipncloncs 9,. (b) Configu.--:ioncs to,. 



P 1Jmn y Pi.;.Jmn• es decir cada terna de rectas así tomadas es coplanar. y las 

únicas quince posibilidades están listadas en Ja tabla 1. Los planos 

determinados por cada terna de rectas son tangentes a la superficie en Jos 

tres puntos de intersección determinados por ellas. de aqui que sean 

llamados tritannente.\·. • 

12.3./.56 12.35.46 12.36.45 

13.2-l.S6 13.25.46 13.26.-15 

14.23.56 14.25.36 14.26.35 

15.23.-16 15.24.36 15.26.34 

J 6. 23. -15 16.24.35 16.25.34 

T•bl• l. Los quince pl•nos lritanacntes a :t. 

Observemos que. según Ja tabla 1. en cada recta r inciden tres de los quince 

planos T. En otras palabras la superficie :.J contiene quince triángulos T
7

• 

cuyos vértices son todos distintos de O. y cada recta es lado común a tres 

triángulos "t. 

11. Diremos que dos triángulos "t forman un par. cuando no tienen un lado en 

común. Cada triángulo pertenece a ocho pares. Tenemos entonces que el 

15-8 
número de pares es -

2
- = 60. Los planos de dos triángulos de un par se 

intersectan en una recta. que llamaremos recra de Pascal• .. la cual intersccta 

a Ja superficie :J en tres puntos P. en los cuales los tres lados de un 

triángulo se interscctan con los lados del otro. Esto es. la recta común a los 

planos 12 . .34.S6. J3.2S.-16 que forman un par. intersecta a la superficie en 

los puntos (12.-16). (3-1.25) y (13 . .56). 

1 Usaremos la palabra triMaulo para referimos a la tema de rectas que definen al mismo plano T. 

• Por las razones que veremos adelanle. 



Not•cifJ• .. (Coexetcr) Una configuración C en P' con parámetros {nu} 

denota mediante la matriz 

1.3 co ... truccfón - _.,,,..,,,. ••flco. 

Expondremos aquí 1a construcción dada por L. Cremona (ver [ 1 ]). tratando 

de conservar su notación. 

l. Sea :J una superficie cúbica nodal, con nodo en el punto O y consideremos 

las seis rectas contenidas en la superficie que pasan por o·. 

Denotémoslas por J, 2, .J, 4. 5, y 6. Los quince planos que determinan estas 

rectas tomadas de dos en dos intersectan a la superficie :J en una tercer 

recta. Obtenemos así otras quince rectas r (distintas de las anteriores). que 

denotaremos por 12. J.J. 14. IS .. 16. 23 • ...• S6. De tal forma que las rectas 

1. 2 y 12 son coplanarcs6
• 

06s~r.,•cl611. Las quince rectas r son coplanares por ternas en quince planos 

-.; que son los planos tritangentes de la superficie :l (ver tabla l ). 

De•ostracló11. 

Consideremos primero el par de rectas ij y k/ de tal manera que , : i.j,k,I} \-4 

y supongamos que no son coplanarcs. Sea I la transversal a ij y kl que pasa 

por O. Entonces 1 intcrsecta a ij en P y a kl en Q. lo cual contradice la 

definición de O. Lo cual implica que P=Q. Ahora bien, cada terna de rectas 

ij. kl. lm tal que l{i,j,k,/,m.n}l-6. concurren por pares en los puntos P,11.1. 

" Estas seis rectas son la intenección completa de I• supeñicie y su cono tangente en U. 
• Seaún esta notación, un• de las rectas/, 2 • ••.• 6 se lntcrsecta con alauna de las rectas /:Z. 13 •. .• 56 si 
tienen alaún Indice en común. lnvenamcn1c, dos de las rectas 12. I J • ...• 56 estan en un mismo plano si no 
existe entre ellas un indice en común. Ver demostración. 
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P 1Jmn y Purnn• es decir cada terna de rectas así tomadas es coplanar. y las 

únicas quince posibilidades están listadas en Ja tabla 1. Los planos 

determinados por cada terna de rectas son tangentes a la superficie en los 

tres puntos de intersección determinados por ellas. de aqui que sean 

llamados tritannentes. • 

12.3-1.56 12.35 . ./6 12.36 . ./5 

J .J. 2./. 56 13.25 . ./6 13 . .26. 45 

14.23.56 /./.25.36 /./.26.35 

15.23 . ./6 15.2./.36 15.26.34 

16.23 . ./5 16.24.35 16.25.3./ 

T•bl• 1. Los quince planos lr1lanscn1cs a :l. 

Observemos que. según Ja tabla 1. en cada recta r inciden tres de Jos quince 

planos -r. En otras palabras la superficie ::J: contiene quince triángulos T
7

• 

cuyos vértices son todos distintos de O. y cada recta es lado común a tres 

triángulos T. 

11. Diremos que dos triángulos -r forman un par. cuando no tienen un lado en 

común. Cada triángulo pertenece a ocho pares. Tenemos entonces que el 

numero de pares es 
15

;
8 = 60. Los planos de dos triángulos de un par 

interscctan en una recta. que llamaremos recta de Pascal•,. Ja cual intersccta 

a la superficie ::J en tres puntos P. en Jos cuales Jos tres lados de un 

triángulo se intcrscctan con los lados del otro. Esto es,. la recta comUn a los 

planos 12.34.56,. 13.25.-16 que forman un par,. intersecta a la superficie en 

los puntos (J:!.-16). (3../.25) y (13.56). 



Las sesenta rectas determinadas por los pares de triángulos -r de esta manera 

son las sesenta rectas de Pascal. 

111. Puesto que cada plano tritangente pertenece a ocho pares. cada plano 

contiene ocho rectas de Pascal. Vale decir pues. que las sesenta rectas de 

Pascal se distribuyen ocho a ocho en los quince planos tritangentes. Por 

cada recta de Pascal pasan dos planos tritangcntes. 

IV. En un punto P concurren dos rectas r. por ejemplo 12 y ../l'J. por esto. 

además del plano J 2 . ../6 . .35 determinado por estas dos rectas. concurren en P 

otros dos planos tri tangentes que contienen a la recta 12 (que son. según la 

tabla 1. 12.3../ . .56 y 12 . .36.4.S). y otros dos planos que contienen a la recta 46 

(que son. según la tabla l. 1.3.25.46 y 15.23.-16). Con los dos planos por 12 

junto con los dos planos por 46 podemos formar cuatro pares i:-: por lo cual 

en cada punto P concurren cuatro rectas de Pascal. 

El número de puntos P es pues ~- 3 
= 45; aunque esto ya lo sabíamos pues 

son los vértices de los quince triángulos de los planos tritangentes. Estando 

cada recta r contenida en tres planos tritangentes. interscctará a otras seis 

rectas r. De donde cada una de las quince rectas r contiene a seis puntos P. 

V. Las tres parejas de rectas r (por ejemplo J 2.-16. 3.J.:!5. J J . .56) 

concurrentes en tres puntos P de una recta de Pascal (intersección de los 

planos 12.34.56 y 1.3.25.46) nos dan tres triángulos -r. cuyos terceros lados 

(.35. 16 y 2.J respectivamente) son coplanares. formando un nue"·o triángulo 

't'. Se tiene as( un triedro formado por tres triángulos T (12.J.J.56. 13.25.-16 y 

16.2.J.35) y observamos que las nueve rectas r que los forman de distribuyen 



en otros tres triángulos T (12 . .35.46. /6.25 . .34 y 1.3.24.56) constituyendo 

nuevo triedro. Este par de triedros son un par de triedros conjugados .. o 

triedros de Steiner9 conjugados. 

Los vértices de dos triedros conjugados se llamarán punto.o,; de Steiner 

{conjugados uno del otro respecto de cierta cónica). 

Cada par T determina dos triedros conjugados; y cada triedrO esta formado 

por tres pares T, as{ el número de triedros es 6: = 20 .. conjugados dos a dos. 

Las aristas de estos triedros son las sesenta rectas de Pascal del Hexagrama 

Místico. 

Observamos que cada recta de Pascal es arista de un (y solo uno) triedro. es 

decir contiene un solo punto de Steiner. Y como cada triedro contiene tres 

aristas. entonces en cada punto de Steiner concurren tres rectas de Pascal. 

J'I Para tres planos T que Corman uno de estos triedros. los otros doce planos 

tritangentes se distribuyen de la siguiente manera: 

l ª tres planos forman el triedro conjugado. 

2ª nueve planos. cada uno de los cuales contiene una y solo una de las 

nueve rectas r situadas en el triedro propuesto. Se sigue de aqui que las seis 

rectas r no situadas en el triedro propuesto. no determinan a dos triángulos 

T,. sino que Corman un hexágono torcido (no plano). 

Un plano que sea cara de un triedro entra en dos de los tres pares T 

pertenecientes al triedro. Ahora bien,. un plano es común a ocho pares; con 

• Al c:oajun10 de tres planos tritan&enles se le llama Tri~o de Steil'W:r. 
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lo que un plano trit•n•ente pertenece a cuatro triedros distintos. entonces 

contiene a cuatro puntos de Stciner. Dos de cada uno de estos puntos no 

pueden ser conjugados. pues dos triedros conjugados no pueden tener ningún 

plano en común. 

VII Aquí tenemos otros triedros. que llamaremos de segunda especie. En 

efecto, tómese un par T: los planos que lo forman contienen seis rectas r 

(por ejemplo 12 . .34.56. J..J.25.46): las otras nueve rectas r se pueden 

combinar. de una sola manera, en tres triángulos (14.26.35. 15.24.36. 

16.2.3.4.S) formando otro triedro. cuyas aristas son tres rectas de Pascal 

(todas ellas distintas de la dada por el par dado T). A cuyo vértice de 

concurrencia 11a·maremos punto de Kir/cman. 

VIII Dado un par de planos tritangentes (por ejemplo 14.26 . .15. 15.24 . .16). 

los otros trece planos ~ se pueden clasificar de la siguiente manera: 

1° el plano 16.25 . .34 que con el par dado forma un triedro de primera 

especie. 

2° los tres planos 14.25 . .16. 15.26 . .14 y 16.24 . .15 que forman el triedro de 

primera especie. conjugado al anterior. 

3° los seis planos 1-1.2.J.56. 26./.J.45 • .15.12.46. 15.23-16. ~-1.l.J.56 y 

.16. 12.45 que contienen a una de las seis rectas r del par. 

4° los tres planos J2 . .J4.S6 .. 1.J.25.46, 16.2.J.45. cada uno de los cuales 

forma con un plano del par dado un nuevo par 't. Cualquiera de estos tres 

planos cons.tituye. junto con el par dado. un triedro de segunda especie. Un 

par "t entra. por tanto. en tres triedros de sea;unda especie; inversamente. un 

triedro contiene a tres pares. de esta forma et número de triedros de segunda 

especie es 
60

; 
3 

- 60. 



Considerando nuevamente que un par 't" tiene tres triedros de segunda 

especie. se sigue que cada recta de Pascal contiene tres puntos de Kirkman. 

y en un punto de Kirkman (vértice de un triedro de segunda especie) 

concurren tres rectas de Pascal 10
• 

IX. Los sesenta triedros de segunda especie. es decir los sesenta puntos de 

Kirkman. se corresponden univocamente 11 a los sesenta pares "t' (según la 

construcción VII). es decir a las sesenta rectas de Pascal: en cuanto que las 

quince rectas r se separan (en sesenta formas distintas) en dos grupos. uno 

de nueve rectas situadas en los tres planos de un triedro de segunda especie: 

el otro de seis rectas. que yacen en Jos dos planos del par 't" correspondiente. 

De muchas maneras se puede asf asignar cinco planos "t que contengan las 

quince rectas r de la superficie :J. Las quince rectas r constituyen la 

intersección completa de una superficie de tercer grado con una de quinto; 

pero nueve de esas rectas están en un triedro. quedando así las otras seis en 

una superficie de segundo grado. Ahora bien. o esta superficie es un 

hiperboloide. o es el sistema de dos planos. El primer caso de verifica 

cuando el triedro que forman las nueve rectas es de primera especie y el otro 

cuando el triedro es de segunda: 

- Los tres planos tritangentes 12 . .34.56. J.3.25.-16 y 16.24 . .35 constituyen 

triedro de primera especie. y las seis rectas restantes 1-1. 15. 23 • .:6. 36 y .J5 

se pueden agrupar en dos conjuntos: 

'14.15.45} y 

(23.26.36}. 

'ºCon eslo tenemos que las se-sen.ta rectas d~ Pascal y los sesenta puntos de Kirkman constiru~ en una 
confiauraci6n del tipo 60,. 
11 En este contexto la llamaremos correspondencia de Hessc. y la escudia.-emos mas adelante en :'! 



Cada uno de esros conjuntos (o clases de rectas) tienen la propiedad de que 

cada par de recras de uno se interscctan. y cada recta de uno no intersecta a 

ninguna del otro. es decir. estas seis rectas definen un hiperboloide (ver D. 

Hilbert[??]). 

- Si ahora tornamos un triedro de segunda especie. las seis rectas restantes 

se distribuyen en dos planos -r. que f'orman un par. Este es el par 

correspondiente al punto de Kirkman de partida segün la correspondencia de 

Hesse. 

Con esto también se '\·erif'ica que solo hay veinte triedros de primera especie 

(conjugados dos a dos) y sesenta de segunda especie. no habiendo otros 

triedros tangentes a la superficie :.1 en nueve rectas 12. 13 •. . 

X. Un par de triedros conjugados de primera especie determina un 

hiperboloide que intersecta a .::J en seis rectas con las propiedades antes 

mencionadas. Los diez hiperboloides son entonces (indicados por las rectas 

que contienen): 

( 12. J .1. 2.1). ( -15.46.56). 

( J 2. J-1.2-1}. (.15 . .16.56}. 

( J 2. J 5. 25}. (.1-1 . .16. -16}. 

{ 12. 16.26). (.1-1 . .15.-15 }. 

{ /.1. 14 . .14). (25.26.56}. 

( / .1. 15 . .15). (2-1.26. -16 J. 

{ J .1. 16 . .16). (2-1.25. -151. 

{/.t. 15. -15). ( 2.1. 26 . .16). 

( J.t.16.46). {2.1.25 . .15). 

{ 15. 16.56). (2.1.24 . .1-IJ. 



.'t(T. Los tres planos de un triedro de segunda especie y los dos planos del par 

correspondiente constituyen un pentaedro .. en el cual tres caras cualesquiera 

forman un triedro de segunda especie. que corresponde al par de las caras 

restantes: de hecho. este par contiene seis rectas. y las otras tres caras 

contienen a las nueve restantes. Con lo que los diez vérti.::es del pentaedro 

son diez puntos de Kirkman. y las diez rectas correspondientes son las 

aristas de tal pentaedro. 

Cada punto de Kirkman determina a un pentaedro: y como cada pentaedro 

tiene diez vértices. tenemos que el número de pentaedros es ~ = 6. 

De esta manera obtenemos el siguiente resultado: 

Teo,e,..•(G. Ve,o•e.se). Los sesenta puntos de Kirkman y las sesenta rectas 

de Pascal se distribuyen en seis grupos. cada uno formado por diez puntos y 

las correspondientes diez rectas.• 

G. Veronese llamo en un principio a estos seis grupos figura . .¡. ahora 

sabemos que cada una de estas figuras es una configuración de Desargues 

como veremos mas adelante. 

XII. Cada cara de un pentaedro combinada con las otras cuatro nos da cuatro 

pares "t": pero como sabemos. cada plano tritangente entra en ocho pares. por 

lo que cada cara de un pentaedro pertenece a dos pentaedros. en otras 

palabras. dos pentaedros siempre tienen un plano en común. 

XIII. Si ahora proyectamos desde el punto O los puntos y las rectas hasta 

aquí obtenidos en un plano arbitrario, las rectas /, 2. 3. -l. 5. 6 se proyectan 

en seis puntos situados en una cónica; los sesenta pares de triángulos dan 

los sesenta hexágonos inscritos que se pueden f"ormar con estos seis puntos; 

y las sesenta rectas de Pascal. los sesenta puntos de Kirkman y los veinte 



puntos de Steiner. nos dan las rectas y los puntos igualmente denominados 

en ta teoría plana del Hexagrama Místico. Cada una de tas seis figuras del 

teorema anterior s.: pro)'ecta en una configuración de rectas del tipo 10 3 : 

En efecto. en cada punto inciden tres rectas de Pascal. y l!n cada recta 

inciden tres puntos de Kirkman. Obsérvese que si quitamos de un pentaedro 

un par 't. la figura que obtenemos es el triedro correspondiente de segunda 

especie. pues este triedro y et par correspondiente no tienen ninguna recta r 

en común. Análogamente. toda vez que quitemos un triedro de segunda 

especie de un pentaedro obtendremos el par 't correspondiente. Esta es una 

propiedad característica de una configuración de Oesargues (ver R. San 

Agustin [2)). 

XIV. Indiquemos los seis pentaedros con los números romanos L 11 •...• VI. 

Et plano I.ll será el plano tritangente común a los pentaedros t y 11; la recta 

de Pascal l(II.111) será arista del pentaedro l intersección de los planos 1.11 y 

1.111: el punto de Kirkman l(ll.lll.IV) será el vértice del pentaedro l en el 

cual concurren los planos I.ll. l.111. I.IV. 

Dos planos tritangentes de un par pertenecen siempre a un mismo pentaedro. 

Asi por ejemplo los planos 1.11 y 1.111. cuyos símbolos tienen el índice 

común l. forman un par perteneciente al pentaedro l. Pero por ejemplo los 

planos I.ll y 111.IV no forman un par. si no que se intersectan en una de las 

rectas r de la superficie. Se deduce pues que un pentaedro contiene a las 

quince rectas r. De aquí que los seis pentaedros inducen a una notación para 

los quince planos tritangentes y de las quince rectas r análoga a la inducida 

por las seis rectas por el punto O determinadas por la superficie y su cono 

tangente. 



XV .. Como cada recia de Pascal contiene un sólo punto de Stein~r cada ritcta 

concurrente en uno de estos puntos perlenecerá a tres peniaedros distintos. 

Es decir. los tres planos tritangentes que forman un triedro de primera 

especie pertenecen a tres pentaedros distinlos. Como vimos. un par de 

triedros conjugados de primera especie contienen a las mismas nueve rectas 

r. Resulta pues que dos rectas de Pascal. aristas de dos triedros conjugados. 

no pueden estar en un mismo pentaedro. 

Como consecuencia de lo anterior. las seis rectas de Pascal. aristas de dos 

triedros conjugados. pertenecen a seis pentaedros distintos. Es decir. un 

punto de Steiner es común a tres pentaedros distinlos. y su conjugado 

pertenece a los otros tres. 

XVI .. Ya que las diez rectas de Pascal de un pentaedro concurren por ternas 

en los diez puntos de Kirkman del pentaedro .. dos de ellas no pueden tener 

un punto P en común. es decir cada pentaedro contiene a treinta puntos P 

distintos. Y las cuatro rectas de Pascal concurrentes en un punto P 

pertenecen a cuauo pentaedros distintos. 

XVII. Cada plano tritangente contiene a cuatro puntos de Steiner. es decir 

dos pentaedros tienen en común a cuatro puntos de Steiner. Los cuatro 

puntos conjugados a los anteriores no los podemos tomar en algún otro par 

de pentaedros. 

Siguiendo con la notación establecida por los pentaedros.. el punto de 

Steiner común a tres pentaedros se podrá indicar por los índices de los 

pentaedros que lo determinan. Por ejemplo el punto de Steiner común a los 

pentaedros l .. JI .. 111 se le indicará con el simbolo 1.U.lll .. y el símbolo de su 



conjugado será entonces IV.V.VI. Los dos pentaedros l. JI tienen en común a 

los puntos de Steiner l.ll.IU. 1.11.IV. 1.11.V y 1.11.Vl. siendo sus conjugados 

los puntos IV.V.VI. 111.V.VI. 111.IV.VI Y 111.IV.V respectivamente 1 ~. 

Esta notación pone en evidencia por ejemplo que el par l.U. l.lll debe estar 

asociado ni plano 11.111 para determinar un triedro de primera especie; 

mientras que junto con los planos l.IV. l.V Y I.VI da Jos tres triedros de 

segunda especie a los cuales entra el par propuesto. 

}//('VIII. Consideremos los cuatro puntos de Steiner contenidos en algún plano 

tritangente. por ejemplo. en el plano J.11 • por Jos cuales pasan las cuatro 

rectas de Pascal: 111(1:11). IV(l.11). V(l:ll) y Vl(l.JI). Dos de estas rectas se 

intersectnn; en efecto, los planos 11.111. 11.IV y J.IV se interscctan en una 

recta de F; así también Jos planos 11.111 y I.IV tienen una recta r en común 

que yace en el mismo plano V.VI; por lo que los cuatro planos l.Jll y 11.111. 

I.IV y U.IV -el primer y segundo par se intersectan en las re;:ctas de pascal 

Jll(l:ll) y IV(l:U) respectivamente- tienen un punto en común: el cual es un 

punto P. ya que es común a dos rectas r situadas en el plano tritangente 

V.VI. 

Ya que las cuatro rectas de Pascal mencionadas anteriormente se intersectan 

dos a dos. estas son coplanares. A este plano Jo llamaremos plano d~ 

P/Ucker. y Jo indicaremos con el símbolo J.11. Los cuatro puntos de Steiner 

de los cuales parten las rectas de Pascal anteriores están contenidos en el 

plano tritangente l.Jl y también en el plano de Plückcr 1.11. por lo que estos 

cuatro puntos son colineales. A esta recta Ja llamaremos rectu de Steiner

Pllickcr o simplemente recta de Steiner o simplemente recta d<! Plücker. Y 

•: Si al slmbolo de dos pun1os de S1einer conjusados se Je sustituye por su número arábig:o en la fonna 
( 123X4!56). vemos claramen1e que esta nolación desisna al hiperboloide ( 12.1 J .23 )(45.46.56). 



Ja indicaremos con el mismo símbolo del plano tritangente o del plano de 

Plücker a los cuales pertenece. 

XIX .. De esta manera a los quince planos tritangcntes se les corresponden los 

quince planos de Plücker .. que contienen .. cada uno. a cuatro rectas de Pascal~ 

y les corresponden también las quince rectas de Plilcker. cada una de las 

cuales contendrá a los cuatro puntos de Steiner correspondientes. La recta de 

PIUcker 1.11 contiene a los cuatro puntos de Steiner 1.11.111. 1.11.IV. 1.11.V y 

1.11. VI. Inversamente. en el punto de Steiner 1.11.111 concurren las rectas de 

Plücker 11.111. 111.I y l.11. es decir. por cada punto de Steiner inciden tres 

rectas de P1Ucker 11
• 

XX. Hemos mostrado que un plano de Plücker contiene a cuatro rectas de 

Pascal. y que estas rectas de Pascal se intersectan dos a dos en seis puntos 

P. Por un punto P pasan dos planos de Plücker; por ejemplo. el punto P 

intersección de las rectas comunes a los planos l.IIL 11.IV y V.VI con la 

recta común los planos l.IV. 11.111 y V.VI estará contenida en los planos de 

PIOcker 1.11 y JU.IV. En un punto P concurren cuatro rectas de Pascal y de 

los seis planos que estas determinan. cuatro son tritangentes. y los otros dos 

son planos de Plücker. 

XXI. Dos rectas de Plilcker se intersectan en un punto de Steiner si sus 

s(mbolos tienen algún indice en común; por ejemplo las recta de PIOcker 1.11 

y 1.111 concurren en el punto de Steiner 1.11.111. De aqui se sigue que las 

cinco rectas de PIOcker 1.11. 1.lll~ 1.IV. l.V y 1.VI se intersectan por pares. es 

u Con csco, las quince rectas de Pluckcr y los veinte puntos de Slciner constituyen la cnl1.fi~11rución o/e,,,.orro. 
del tipo: 

(20 J) 
l4 15 



decir están contenidas en un mismo plano. indicado por l. formando así 

pentágono completo cuyos diez vértices son todos puntos de Steiner. De esta 

manera los veinte puntos de Steiner se distribuyen diez a dic:-z y las quince 

rectas de Plücker cinco a cinco en seis planos. En resumen: los veinte puntos 

de Steiner son los vértices (conjugados dos a dos) y las quince rectas de 

Plücker son las aristas de un hexaedro completo. cuyas caras podemos 

denotar por los símbolos 1.11. 111. JV. V y VI. en relación a los seis 

pentaedros. 

XXII. Consideremos ahora al punto de Kirkman en el cual concurren los tres 

planos 1.IV. ti.IV y 111.IV en el pentaedro IV. Este triedro está en 

perspectiva con el triedro formado por los planos I.V. JI.\: y 111.V. ya que 

sus aristas correspondientes se intersectan en tres puntos P: en efecto. por 

ejemplo las rectas de Pascal IV(l.11) y V(l.11) están en el plano de PIOcker 

1.11. Los tres puntos P así obtenidos son los vértices de un triángulo inscrito 

en el primer triedro teniendo por lados las rectas de Pascal lf I '".V). ll(IV. V) 

y Jll(IV.V). las cuales es_tán contenidas en el plano de Plücker IV.V. 

Análogamente, intersectando el primer pentaedro con los planos 1. VI. JI. VI 

y 111. VI. obtenemos un segundo triánaulo inscrito. siendo sus lados las 

rectas de Pascal l(IV.VI). IJ(IV.VI) y Ill(IV.VI). pero contenido en el plano 

de PlUcker IV.VI. Como estos dos triángulos están en perspecti,·a. sus lados 

correspondientes concurren en tres puntos colineales. esta recta es pues la 

intersección de Jos planos de Plücker IV.V y IV.VI. y pasa por el punto de 

Steiner IV. V. VI ya que este está contenido en ambos planos. Estarán 

alineados pues. los puntos en Jos cuales las rectas de Pascal de Ja primera 

terna intersectan a las de la segunda. vale decir pues que Jos puntos de las 

tres ternas de planos l(IV.V.VI). Jf(IV.V.VJ) y lll(IV.V.VIJ. los cuales son 

tres puntos de Kirkman. pertenecientes a los pentaedros l. 11 y 111 y 



correspondientes a lo. rectas Je Pascal 1(11.111)~ Jl(Jll.I) y IIl<LII) que 

concurren en el punto de Stciner 1.11.111. Es decir: a las tres rectas de Pascal 

concurrentes en un punto de Steincr le corresponden tres puntos de Kirkman 

alinea.dos en una recta. que pasa por el punto de Steiner conjugado al de 

partida. Llamaremos a esta recta recta de Cayley-Salmon o simplemente 

rer..·ta de Cay/ey. 

Cna recta de Cayley y un punto de Steiner serü.n llamados currcspondit:nt~s 

y se indicarlin con el mismo simbolo siempre y cuando tal recta contenga a 

IC"s tres puntos de Kirkman correspondientes a las tres rectas de Pascal de tal 

punto. Una recta de Cayley pasa por el punto de Steincr conjugado a aquel al 

cual es correspondiente. Hay pues veinte rectas de Cayley. 

Diremos que una recta de Cayley pertenece a aquellos pentaedros a los 

cuales pertenece el punto de Steiner correspondiente. 

XXIII .. Del razonamiento anterior deducimos que los puntos de Kirkman de 

una recta de Caylcy pertenecen a tres pentaedros distintos~ y que los 

pentaedros a los cuales pertenece el punto de Steiner correspondiente son 

los tres restantes. 

XXIV. Vimos que la recta de Cayley 1.11.111 pasa por et punto de Stciner 

IV.V.VI y está contenida en los planos de PIUcker IV.V y IV.VI. Si 

cambiamos los símbolos IV y V en el razonamiento del paso XXII. habremos 

probado que tal recta de Cayley pertenecerá también al plano de Plilcker 

V .VI. Y como el plano de Plücker V. VI contiene a la recta de Cayley 1.11.111. 

contendrá a las rectas 1.11.IV. 1.111.IV y 11.111.IV. Con lo que: 



Las veinte rectas de Cayley se distribuyen cuatro a cuatro en los quince 

planos de Plücker; y por cada una de estas rectas pasan tres de estos planos. 

XXV. Consideremos de nuevo a los pentaedros 1 y 11. su planos no comunes 

1.111. I.IV. l.V. 1.VI 

11.111. 11.IV. 11.V. 11.VI 

forman dos tetraedros que están en perspectiva: 

correspondientes se intersectarán en las rectas de Pascal 

111(1.11). IV(l.11). V(l.11) y Vl(l.11) 

efecto sus caras 

las cuales están contenidas en el plano de plücker 1.11. Con lo que los pares 

de vértices correspondientes están alineados con un mismo punto. Pero la 

recta que une los dos vértices (puntos de Kirkman) 

l(IV.V.V[). ll(IV.V.VI) 

pasará también por el punto de Kirkman lll(IV.V.VI) (vértice del pentaedro 

111) y por el punto de Steiner IV.V.VJ. es decir. esta será la recta de Cayley 

1.11.111; y análogamente las otras tres rectas concurrentes serán las rectas de 

Cayley 1.11.IV~ I.11.V y 1.11.VI; y estas cuatro rectas de Cayley pasan por 

Jos cuatro puntos de Steiner IV.V.VI. IIl.V.VI. 111.IV.VI y 111.IV.V 

conjugados a aquellos alineados en la recta de PlOcker 1.11. Como los cuatro 

puntos de Steiner comunes a dos pentaedros están en una linea recta tenemos 

que: 

Las cuatro rectas de Cayley comunes a dos pentaedros son concurrentes. 

A este punto lo llamaremos punto de Sa/mon y lo indicaremos con el 

símbolo 1.11. 

XXVI. El punto de Salman [.[[ es el centro de perspectiva común a tres 

tetraedros: dos f"ormados por los planos tritangentes 

1.111. I.IV. I.V. IVI 



11.111. 11.IV. 11.V. 11.VI 

no comunes a los pentaedros 1 y 11; el tercero formado por los puntos de 

Steiner conjugados a Jos cuatro de la recta de Plücker 1.11. que es el formado 

con los planos 111. IV. V y VI del hexaedro cuyos vértices son los veinte 

puntos de Steiner. Las caras del primer y tercer triedro se intersectan en las 

rectas de Plilcker l.lll. I.IV. I.V y I.VI. por lo que el plano de hom-..-,,Jogia es 

el plano 1 del hexaedro. De manera similar. la cara 11 del hexaedro es el 

plano de homologin del segundo y tercer tetraedro. En cuanto que respecto 

al primer y segundo triedro. ya habfnmos visto que su plano de homologin es 

el plano de Plilcker 1.11. 

XXVII. Como In recta de Cayley 1.11.111. que contiene dos vCrtices de los 

pentaedros 1 y 11. pasará también por un vértice del pentaedro 111. de esta 

n1anera. esto recta contendrá tres centros de perspectiva. vale d~cir los tres 

puntos de Salmon 1.11. 1.111 y II.111. Entonces~ los puntos de Salmon. quince 

en total~ estarán alineados tres a tres en las veinte rectas de Cayley ·"'. 

XXVIII. Como se ha visto. las veinte rectas de Cayley son conjugadas por 

pares. si cuatro de ellas. por ejemplo 

1.11.111. 1.11.IV. 1.11.V y 1.11.VI 

un punto de Salmon. en este 

respectivamente por los cuatro puntos de Steiner 

IV.V.VI. 111.V.VI. 111.IV.VI y 111.IY.V 

el 1.11. pasarán 

•• Con esto. las veinte rectas de Caylcy y los quince puntos de Salman constuuycn la ,·onji¡;:11ro.:r6'J lngle.sa. 
del tipo: 

(15 4) 
l3 20 



vértices de un tetraedro. los correspondientes cuatro conj ugaJ.os están 

entonces en el plano de Plücker 1.11. los cuales estarán alineados ..:n la recta 

de PIUcker Lll. 

XXIX. El plano de PIUcker 1.11 contiene un cuadrilátero completo cuyos 

lados son las cuatro rectas de Cayley IV.V.VI. 111.V.VI. 111.IV.YI y 111.lV.V 

(sus cuatro conjugadas concurren en el punto de Saln1on 1.11). cuyos vértices 

son los puntos de Salmon 111.IV. 111.V. 111.VJ. IV.V. IV.VI~ Y.YI. por los 

cuales pasan otros pares de rectas de Cayley. Por ejemplo en el punto 111.IV. 

comUn a las recta de Cayley 111.IV.V y 111.IV.VI. pasarñn las r.:ctas 111.JV.I 

y In 111.IV .11; etc. Estas doce rectas de Cayley son conjugadas dos a dos. por 

ejemplo 111.IV.l y V.VI.11 son conjugadas. así como 111.IV.II ~ \".Vl.I. Con 

esto. podemos decir que dos rectas conjugadas pasan por vértices opuestos 

del cuadrilátero. 

Y como el plano de PlUcker contiene a los seis puntos de Salman anteriores. 

por ejemplo en el punto de Salman I.11. pasarán los seis planos de Plücker 

111.IV. 111.V. 111.Vt. IV.'\,·" y el V.VI. por lo que: 

Los quince planos de Plücker pasan tres a tres por las veinte rectas de 

Caylcy. y seis a seis por los puntos de Salman. 

XXX. Los planos de Plücker se corresponden a los puntos de Salman; un 

plano de PIUcker. por ejemplo el t.11. contiene los seis puntos d..: Salman que 

son los correspondientes a los seis planos de Plücker que pasan por el punto 

de Salmon l.IJ. Y la recta de Cayley que contiene tres puntos de Salmon es 

conjugada a aquella por la cual pasan los tres planos de Plilcker 

correspondientes a tales puntos. 



XX.-'<I. En un punto de Salman. por ejemplo el 1.11. convergen seis planos de 

PIOcker. cuyas rectas de Plilcker que contienen serán las seis ari~aas del 

tetraedro formado por las caras 111. IV. V y VI del hexaedro. Dichos planos 

de PIOckcr son pues los planos proyectantes de las aristas de dicho tetraedro. 

XXXII. A Jos cuatro puntos de Steiner alineados en una recta de Plilcker. 

por ejemplo la 1.11. les corresponden las cuatro rectas de Cayley 

concurrentes en el punto de Salman l.Il. asi a los diez puntos de Steiner 

situados en un plano -por ejemplo en la cara 1 del hexaedro- les 

corresponden diez rectas de Cayley. que concurren dos a dos en 1._ ... s, cinco 

puntos de Salman -1.11. 1.111. 1.IV. l.V y l.Vl- correspondientes a los cinco 

planos de PIUcker cuyas rectas de Plilcker pertenecen al plano J del 

hexaedro. Es decir: a los diez puntos de Steiner situados en una cara del 

hexaedro les corresponden las aristas de un pentñgono completo 4 rectas de 

Cayley). cuyos cinco vértices son los cinco puntos de Salman. si..~ndo sus 

diez caras los diez planos de Plücker. 

De manera análoga se ve que los diez puntos de Salman restantes. las otras 

diez rectas de Cnyley (conjugadas a las anteriores) y los otros cinco planos 

de PIOcker son los vértices. las aristas y las caras de un pentaedro: el cual. 

en este sentido. es el correspondiente al pent3g.ono. Los v¿rtices del 

pentaedro están situados en las aristas del pentágono. y las caras. de este 

pasan por las aristas de dicho pentágono. 

Cada cara del hexaedro determina a un pentágono y a un pentaedro. 

XXXIII. El plano tritnngente 1.11 contiene tres rectas de la superficie :l. las 

cuales están dadas por los pares de planos tritangcntcs: 

lll.IV. V.VI 

III.V. IV.VI 



111. VI. IV. V 

Estas tres rectas forman un triángulo. por cuyos vértices P. p· 

tambh~n. respectivamente. los planos: 

p 

p· 

p .. 

111.V 

111. VI 

111.IV 

tambi¿n las rectas de Pascal 

p 

p· 

r· 

lll(V.VI) 

lll(IV. VI) 

lll(IV.V) 

111. VI 

111.IV 

111. V 

IV(V.VI) 

IV(lll. V) 

IV(llI. VI) 

IV.V 

IV.V 

IV.VI 

V(lll.IV) 

V(IV.VIJ 

V(l!I. VI) 

p- pasan 

IV.VI 

V.V[ 

V.VI 

\"le IJJ.IV) 

\ºlflll.V) 

\º!<IV.V) 

Estas doce rectas (que son las correspondientes a los doce puntos de 

Kirkman situados en el plano de Plücker 1.11). las podemos tomar de tres en 

tres. de tal manera que pasen por los puntos de Steiner 

IV.V.VI. 111.V.VI. 111.IV.VI y 111.lV.V 

y por Jos cuatro puntos de Kirkrnan 

lll(IV.V.VI). IV(lll.V.VI), V(lll.IV.VI) y VI(lll.IV.\º• 

pertem:cientes a los pentaedros 111. IV. V y VI respectivamente. y 

correspondientes a las cuatro rectas de Pascal que pertenecen al plano de 

Plückcr J.11. Los cuatro puntos de Steincr y los cuatro puntos de Kirkman 

están alineados en las cuatro rectas de Cayley que concurren en el punto de 

Sa.lmon 1.11. Con lo que_ estas cuatro rectas contienen los vértk.:-s de cuatro 
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tctrnedros en perspectiva . ..-ale decir los dos del paso XXV. formados de los 

planos no comunes a los pentaedros 1 y JI; el tercero con vértices en Jos 

puntos de Steiner conjugados a los cuatro alineados en la recta de PlUcker 

1.11: el cuarto cuyos vertices son los puntos de Kirkman pertenecientes a los 

cuatro pentaedros lll. IV. V y VI. 

Considerando el tercer y cuarto tetraedro. vemos que. de las dicciseis rectas 

posibles que unen sus vértices. cuatro son rectas de Cayley concurrentes en 

el punto de Salman 1.11. mientras que las otras doce .. son las rectas de Pascal 

que concurren cuatro a cuarro en los tres vértices P. P'" y p- del triángulo 

1.11. Con Jo que: 

El tetraedro cuyos vértices son lo puntos de Steiner. conjugados a aquellos 

alineados en la recta de Plilckcr 1.11 y el tetraedro cuyos vCrlices son los 

puntos de Kirkman correspondientes a las cuatro rectas de Pascal contenidas 

en el plano de Plückcr I.11. tienen cuatro centros de perspecth·a: a saber. el 

punto de Salmon I.11 y los vértices del triángulo 1.11. 

XXXIV. Con los seis planos de PIOckcr que pasan por el punto de Salman 

1.11 se pueden formar los tres pares 

111.IV y V.VI 

111.V y IV.VI 

111.VI y IV.V 

de caras opuestas del cuadrilátero completo f"ormado de las cuatro rectas de 

Cayley concurrentes en el punto dado. 

Fijémonos en el primero de estos seis planos. Este contendrá a la recta de 

CayJcy l.JJ.V en Ja cual están el punto de Stcincr 111.IV.VI )' el punto de 

Kirkman Vl(IIJ.IV.V). y contiene también a la recta de Caylcy 1.11.VI que 



pasa por el punto de Steiner Uf.IV. V y por el punto de Kirkmnn 

\."tlII.IV.Vl). Uniendo el primer punto de Steiner con el segundo punto de 

Krikman. y el segundo de Steiner con el primero de Kil'"kman. antes 

c1...,nsiderados. estas rectas concurrirán pues. en un vértice del triángulo 1.11. 

Por este mismo punto pasarán las rectas obtenidas anó.logarnente del plano 

de PIUcker V .VI. opuesto al considerado anteriormente. Con esto: 

Las rectas diagonales del cuadrilátero completo formado por las rectas de 

Cayley que concurren en el punto de Salmon l.JJ pasan por los "értices dc:l 

tri:ing.ulo J.11. 

X."'XV .. Podemos afirmar ya que la intersección de dos planos de Plücker o 

contiene un punto de Salmon. o que contiene a tres. En el primer caso (por 

ejemplo los planos IIl.IV y V.VI) contendrá también a un punto P; en el 

segundo la intersección será una recta de Cayley ( por ejemplo los planos 

111.JV y 111. V) . 

. 't:XXVI. Un plano de PIOcker. por ejemplo el 1.11. contiene cuatro rectas de 

Cayley y seis puntos de Salmon. conjugados dos a dos (vértices opuestos del 

cuadrilátero formado de las rectas de Cayley). Por el punto de Salmon 111.IV 

pasan las dos rectas de Cayley 1.111.IV y 11.111.IV -distintas a las dos 

contenidas en el plano considerado-. conjugadas a las dos 11.'V.\."I y l.V.VI 

que pasan por el punto de Salmon V. VI. Con lo que las trazas de los planos 

de PIUcker por el punto de Salman 1.11 en el plano de Plilcker 1.11 pasarán 

P'-... r Jos puntos de Salman de este plano (y ademas por los puntos P. vértices 

del cuadrilátero formado por las cuatro rectas de Pascal); es decir: 

Las cuatro rectas de Cayley de un plano de PIUcker y las cuatro rectas de 

Cayley concurrentes en el punto de Salmon correspondiente. forman un 



cuadrilátero y un cuadrángulo tales que las caras del segundo pasan por los 

vércices del primero. Aunque esto Jo habíamos visto ya en el punro XXXII. 

XXXYll. El plano tritangente 1.11 es intersecu1do por los otros cuatro planos 

del pentaedro l en cuatro rectas de Pascal. por las cuales pasan 

respectivamente. Jos planos de PIOcker U.lll. ll.IV. ll.V y 11.VI los cuales 

determinan un tetraedro. cuyos vértices son Jos puntos de Salmon 1.111. I.IV. 

l.V y I.VI. situados en las cuatro rectas de Ca~oley correspondientes al punto 

de Salmon l.II. Asf el mismo plano tritangente es intersectado por los cuatro 

planos restantes del pentaedro U en cuatro rectas de Pascal. por las cuales 

pasan los planos de PIOcker l.Ill. l.IV. l.\." y l.VI. constituyendo otro 

tetraedro. cuyos vértices serán Jos puntos de Salmon 11.111. 11.I'\". JI.V y 

11.VI. alineados con los anteriores en las cuatro rectas de Cayley que 

concurren en el punto de Salman l.II. Los planos correspondientes de este 

par de tetraedros se intersectaran en las rectas de Caylcy IV.V.VI. 111.V.VI. 

llI.IV.VI y IIJ.IV.V conjugadas a las anteriores. Con lo que el plano de 

homología de Jos dos tetraedros es el plano de PIOcker I.ll. 

XXXVIII. Un plano de Plücker pues. contiene cuatro rectas de Pascal. cuatro 

rectas de Cayley. doce puntos de Kirkman y cuatro puntos de Sreiner. Estos 

dieciséis puntos son la intersección de las primeras cuatro rectas con las 

segundas; pero Jos cuatro puntos de Steiner se encuentran alineados. con Jo 

que Jos doce puntos de Kirkman situados en este plano se encuentran en una 

curva de tercer orden. 

XXXIX. Considerando la rraza de Jos quince planos tritangentes en el plano 

de Plücker I.11. ocho de estos se reducen a las cuatro rectas de Pascal 

Ill(J.11). IV(J.11). V(l.II y Vl(l.IJ) contenidas en el plano propuesto; otra 
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consiste en la recta de Plücker l.11; las otras seis contienen dos a dos a los 

doce puntos de Kirkman. En efecto los puntos de Kirkman 111(1.11.IV) y 

IV(l.U.111) yacen en el plano 111.IV; etc. 

Estas seis rectas son la traza de los seis planos tritangentes: 

111.IV y V. VI 

111.V y IV.VI 

111.VI y IV.V 

que pasan dos a dos por las rectas comunes a la superficie :'.\ y al plano 

tritnngente 1.11. Las seis rectas f"ormnn tres pares concurrentes en los tres 

puntos en que la recta de Plilcker l.It es interscctada por los lados del 

triángulo l.IL 

XL. Veamos ahora la traza de Jos quince planos de Plücker sobre un plano 

tritangcnte. por ejemplo el l.IL Uno de ellos pasa por la recta de Plücker 

I.11. Otros ocho, vale decir 

1.111 y 11.111 

!.IV y 11.IV 

I.V y 11.V 

l.VI y 11.VI 

forman cuatro pares. dando las ocho rectas de Pascal situadas en el plano 

tritangentc. y se intersectan por pares. en las rectas de Cayley IV.V.VI. 

111.V.VJ. 111.IV.VI y 111.IV.V del plano de Plücker 1.11. Los seis restantes 

son Jos que concurren en el punto de Salman I.II. pero sus trazas son los 

lados de un cuadrángulo completo teniendo sus puntos diagonales en los 

vértices del triángulo I.11. ya que estos vértices son la traza de las rectas 



diagonales del cuadrilátero formado por las cua1ro rectas de Cayley 

concurrentes en el punto de Salmon 1.11. 

Cualesquiera de estos seis planos, por ejemplo el 111.IV. contiene a cuatro 

rectas de Pascal - 1(111.IV. 11(111.(V). V(lll.[V) y Vl(lll.IV) - y doce puntos 

de Kirkman. dos de los cuales - I(ll.111.IV y II(l.111.IV> - están tambii:!n en el 

plano tritangente 1.11. Con esto Las seis rectas contienen a los v¿.rticcs 

correspondientes de dos cuadriláteros formados por las rectas de Pascal en el 

plano tritangente 1.11 - vale decir. las rectas que contienen a Jos puntos de 

Kirkman: 

1(11.111.IV) y 11(1.III.IV). 

1(11.111. V) y 11(1.111. V). 

1(11.111.VI) y 11(1.111.VI). 

1(11.IV.V) y 11(1.IV.VJ. 

1(11.IV.VI) y 11(1.IV.VI), 

1(11.V.VI) y 11(1.V.VI). 

son las trazas de los seis planos de Plilcker que pasan por el punto de 

Salmon I.11. 

J.4 EL TEOREMA DE DESCOMPOSICIÓN DE VERONESE 

En esta sección trataremos de resumir las propiedades del hexagrama. ya 

estudiadas en la sección anterior. en su versión plana. Lo anterior nos 

servirá para establecer mas adelante su relación con K,. y LK6 • El teorema de 

descomposición es el que nos dará la parametrización del hexa¡;rama. Ja cual 

trataremos de implementar en el siguiente capitulo y Ja extenderemos 

después a LKto. 



Para demostrar el teorema de Pascal haremos uso del siguiente resultado: 

Teore1na. Si A=O. B=O. e-o y D=O son las ecuaciones de los lados 

consecutivos de un cuadrilátero. entonces una cónica circunscrit.;;i a dicho 

cuadrilátero tendrá una ecuación de la forma 'AAC+µBD=O. donde ;. y µ son 

constantes no ambas nulas. 

Demo.stración. 

Para constantes cualesquiera A y µ no ambas nulas. AAC-J.tBD es una 

función cuadrátic.:J., )' por consiguiente AAC+µBD=O será Ja ecuación de una 

cónica. Ja cual por definición pasará por Jos cuatro vertices del cu,;¡drilátero. 

Y ya que podemos determinar la razón de las constantes A y µ .Je tal forma 

que Ja cónica pase por un quinto punto dado. deducimos que la ecuación de 

una cónica que circunscriba a tal cuadrilátero tendrá una ecuación de la. 

forma considerada.• 

Teore111a J.L( Pascal). Si los vértices de un hexágono se encuentran sobre 

una cónica. entonces las intersecciones de pares de lados opuestos están 

alineadas. 

De1nostració11. 

Sea C Ja cónica que circunscribe al hexágono ahcdef. la cual en particular 

circunscribe al cuadrilátero abcd lo cual implica que por el teorema anterior 

C: Aab.cd-µefad=O 

Análogamente. al circunscribir C también al cuadrilátero de.fa. 

C: A. ºde.fa~µcf.ad=O 

Así .. 

A.ab. cd·A • de.fa-µ(hc·c.'.f>.ad 

Al igualar a cero la expresión anterior. esta representa a una cónka tal que 



( t) Pasa por los puntos (ah.de). (cd,fa). a y d. de acuerdo a los términos del 

lado izquierdo de la igualdad 

y (2) Es reducible: 

Siendo una de sus componentes la recta ad=O y Ja otra. que es la recta be~ 

ef=O. pasa por los puntos (ah.de). (cd,fa) y (be.e/). todo esto de a..:uerdo al 

término del lado derecho de la misma igualdad.• 

DefiNición .1.2. La recta del teorema anterior se llama recta de P:iscal del 

hexágono abcclef. Y a los puntos de intersección de lados opuestos los 

llamaremos puntos íundamentales. 

Observación ./.J. Dada una cónica y un hexágono inscrito v '1rdenado 

cfclicamente entonces hay exactamente 60 rectas de Pascal. 

Definición. Llamaremos lado fundamental a la recta que une ti! Jos de los 

seis puntos del hexágono propuesto. Hay un total de 1 5 lados íunJamentales. 

Cabe mencionar aquí que estos quince lados fundamentales son Ja 

intersección de un plano genérico con Jos quince planos tritangenles de la 

construcción de Cremona de la sección anterior. En este sentido podemos 

referirnos a un lado fundamental como cierto plano tritangente a una 

superficie cúbica nodal. 

Teore•a .1.4 (Kirlt•an). Las rectas de Pascal de los hex;igonos obcclef. 

abdcfe y afcbde tienen un punto en común. 

Dc-oatración. 

Pues las ecuaciones. segtin el teorema de Pascal. de las rectas de Pascal 

asociadas a dichos hexágonos son 



cle-ab=O. fc-cle=O y cf-ah=O 

respectivamernte. Y al sumarlas obtenemos que 

(de-ab )+( f"c-de)-( cf-ab )=O. 

es decir tales rectas son concurrentes.• 

Definición 1.S. El punto del teorema anterior se llama punto de Kirkman. 

Vn punto de Kirkman pues. es Ja proyección de un triedro de segunda 

t'."~pecie en un plano genérico. 

Obse,vación 1.6. Existen exactamente 60 puntos de Kirkman. • 

Observación l. 7. Las rectas de Pascal concurren por ternas en los puntos de 

Kirkman y en cada recta de Pascal inciden tres puntos de Kirkman. Aqul 

encontramos Ja primera relación entre Jos puntos de Kirkman y las rectas de 

Pascal. pues tenemos una configuración del tipo 60 .. Podemos también 

establecer una correspondencia uno a uno entre las rectas de Pascal y Jos 

puntos de Kirkman: 

í Recta de Pascal} .....-. {Punto de Kirlcman J • 

Teo,e1na .J.11 (Steiner). Las rectas de Pascal de Jos hexágonos uhcd~f. hefc.·da 

y fcbeda tienen un punto en común. 

De1Nost,ación. 

De nuevo. por el teorema de Pascal. las rectas asociadas a dichos hexAgonos 

tendrán por ecuaciones a hc-ef=O. ef-da-0 y a ch-da=O respectivamente. 

Y como 

(bc-efJ+(cf-da)-(cb-cla)=O. 

tales rectas tendrán un punto en común. • 



D~fl•lción .1.9. Al punto del teorema anterior se le llama Punto de Steiner. 

Observación 1.10. Existen exactamente 20 puntos de Steiner. • 

Teorema de desc0Mposició11 de Vero11esse 1.11. La configuración de puntos 

de Kirkman y rectas de Pascal del hexagrama místico se descompone en seis 

configuraciones de Desargues. 

De1Rostración. 

La correspondencia de la observación 1.1 O asocia a cada recta de Pascal a 

un punto de Kirkman K(a) y a cada punto de Kirkman las tres rectas que 

concurren en el. 

Repitiendo este procedimiento en las rectas así obtenidas obtenemos nueve 

rectas distintas de ex que con ella suman diez. Estas rectas concurren por 

ternas en los puntos de Kirkman y en cada recta inciden tres de estos puntos. 

tenemos pues una configuración de puntos y rectas del tipo 1 O, 

Observemos primeramente que. seg Un la observación 1 .1 O. las tres rectas de 

Pascal de K(a) son todas distintas entre si y además distintas de a. Por otro 

lado a y las rectas de K(a) no tienen ningU.n punto de Kirkman en común. es 

decir los puntos y las rectas arriba obtenidas satisfacen la propiedad 

combinatoria caracterfstica de una configuración de Dcsargues(R. San 

Agustfn y H. Cárdenas) que la diferencian de las otras del tipo 103(ver J. 

Bokowski y B. Sturmfels [6]). 



2. Una construcción aleorftmica del Hea••n1m• Místico .. 

Trataremos de dar un algoritmo susceptible de implementar tal que nos 

permita construir el hexagrama y además la identificación de cada elemento 

construido. 

Describiremos primeramente como es que se puede construir cada una de las 

componentes arguesianas del teorema de descomposición de Veronese. 

Haremos uso de las propiedades combinatorias de cada componente. asi 

como de la correspondencia de Hesse. Esto nos permitirá generar las seis 

componentes arguesianas. y por lo tanto las sesenta rectas de Pascal. para 

alguna cónica y hexágono fijos. 

De aquí en adelante J. 2. 3. -l. 5 y 6 denotarán los vértices del hexágono 

inscrito. y los quince lados fundamentales se denotarán con los símbolos 12. 

J.J. l./. 15 • ... 

2.1 Co,.strucción de UllO CDIWpDlfelfle .,. .. es-.. "-48 .,,.., de SUS l"f!CIOS. 
Sea p-[a.b.c.d,e,.IJ la recta de Pascal asociada al hexágono abcdef. En esta 

recta concurren otras seis rectas de Pascal en los tres puntos de Kirkman 

incidentes con p. a saber 

K 1 - (p.[a.e.dJ.cJ].[a.b.d.cJ.eJ}. K 2 - {p.[a.b.eJ.d.cJ.[a.c.h.c.dJ]} 

y K 3 -{p.[a.hJ.e.c.dJ.[u.d,e.c,hJ] l 

Oc esta forma obtenemos seis rectas de la componente. aplicando ahora Ja 

correspondencia de Hesse a la recta p. obtenemos el punto de Kirkman 

--·-~ ... ___ ..._.__.._ __ , __ ...,. _____________ ~-~---------·---------- -



obteniendo otras tres rectas que sumadas con las otras siete nos dan \as diez 

rectas de Pascal de una componente de HM. 

De manera similar dada una recta de Pascal podemos encontrar las otras dos 

rectas que concurren en et punto de Steiner que esta contiene. y las tres 

correspondientes que concurren en el punto conjugado a este. Esto se 

obtiene directamente de la construcción \ .3. 

Aplicando la construcción 2. 1 a cada una de estas rectas. obtenemos las seis 

componentes arguesianas del hexaarama. pues cada recta pertenece a una 

componente distinta. 

El resultado de lo anterior son las sesenta rectas de Pascal. distribuidas de 

diez en diez. en cada componente. Nos conviene entonces escribir cada 

componente en términos de sus sintemas como sigue: 

D, D, o, º• D, º• 
12.:N.56 12.34.56 J 2.36.45 J 2. 35.46 12.35.46 12.36.45 

13.25.46 13.26.45 13.25.46 /3.:Z4.56 13.26.45 13.24.56 

14.26.35 /4.25.36 14.23.56 /4.25.36 l.J.23.56 14.26.35 

J 5.24.36 15.23.46 15.26.34 /5.26.34 15.24.36 15.23.46 

16.23.45 16.2-1.35 16.24.35 /6.23.45 /6.25.34 /6.25.34 



Notemos que Ja notación anterior corresponde a Ja notación de Cremona par.u 

Jos quince planos tritangentes. y cada D 1(columnas) asf pensada corresponde 

a un pentaedro de la misma construcción. Aunque esto era de esperarse ya 

que dichos sintemas corresponden a Ja proyección de Jos quince planos 

tritangentes de la construcción 1.3 desde el nodo en nuestro plano. 

Así pues. una vez establecida esta notación. es fiicil determinar a cada 

elemento del hexagrama de acuerdo a la construcción de Cremonn. De hecho 

podemos terminar la construcción de los elementos restantes del hexagrama 

no construidos en la sección J .4. 

El problema de implementar un programa que nos permita visualizar y 

destacar a cada elemento esta resuelto. pues según la construcción 1 .3 basta 

determinar el it!lemento (sintema en este caso) comün a dos D;. Y esto. por el 

tamai'lo(que permanece constante) de Jos conjuntos involucrados no resulta 

de mayor problema computacional. 

La implementación de este programa está en el apéndice. 

3. RELACIÓN DEL HEXAGRAMA MfSTICO CON LK,;. 

Antes que nada recordemos algunas definiciones básicas de la teoría de 

gráficas: 

Deflnicidn. Una gráfica G consiste de un conjunto no vacio de objetos 

llamados vértices junto con un conjunto de objetos llamados aristas no 

teniendo estos conjuntos ningún elemento en común. 



Definición. Para cada arista están asociados dos y sólo dos vértices 

llamados sus extremos. 

Definición. El grado de 1•értice es el número de aristas que tienen como 

alguno de sus extremos a dicho vértice. 

Definición. Una sllbRrúfh·a H de una gráfica G es una gráfica contenida en 

G. Esto cs. Jos vértices y aristas de H son vértices y aristas de G. y una 

arista de H tiene los mismos extremos que en la gráfica G. 

Definición. Una restricción de Ges una subgráfica de G que inclu)'c a todos 

los vértices de G. 

Definición. Una gráfica G se dice regular de orden n si todo vCrticc de G 

tiene grado n. 

Definición. Un n-factor de una gráfica G es una restricción de G regular de 

orden n. 

Definición. Una 1-factorización de una gráfica G se llama pt.~rft.•cta si la 

unión de dos de sus 1-factores ajenos (por aristas) constitutivos es conexa. 

Notación. El símbolo [ ... r denotará al complemento de la gráfica[ ... ]. 

Definición. S(K6 ) y SCLK6 ) denotarán al la retícula de subgráficas 

generadoras sin vértices aislados de K 6 y LK6 respectivamente. con la unión 

conjuntista ai..Jh-: avb de dos elementos dcsempeilando el papel del supremo 

y la intersección anb-:ar.h como el ínfimo de dichos elementos. 



Estudiaremos primeramente algunas propiedades carncteristicns de la gráfica 

Kb. y del grupo sim¿uico en seis elementos o Stt. Con esto. relacionaremos 

(R. San Agustin [:]. pag. 59) de dos maneras distintas o. los dementos de 

HM con ciertas subgraficas de K 6 • respetando. en cada caso. la estructura 

jerárquica de HM en el sentido siguiente: 

Construiremos una representación fiel 

con las dos propiedades siguientes: 

l. <l> es un antihomomorfismo; es decir. los puntos de un cierto nivel de HM estarán 

asociados con el ínfimo de las gráficas asociadas a las rectas en el nivel anterior que los 

definen y. amilogamente. las rectas de un cierto nivel de HM estarán asociados con el 

supremo de las gráficas asociadas a los puntos en el nivel anterior que las definen y 

2. Es biyectiva al actuar en clases. 

Es decir. asocia a clases distintas de elementos de S(K6 ) a clases distintas de elementos de 

HM y es biyectiva. una ,.-ez que se le restringe a cada una de estas clases. 

3.1 AUTOMORFIS~IOS EXTERIORES DES~ TEOREMA DE FACTORIZACIÓN 
DEK6' 

Definición. Si Pes un subgrupo de G y si Xes la familia de conjugados de P 

en G. entonces existe un homomorfismo p:G---.S, definido. para ueG. por 



Este homomorfismo tiene kernel íl...caN(P)a- 1 donde X(P1 el 

normalizador de P en G. Llamaremos a p la reprc.•!u!11tu,·ián d,.• G los 

conjugado.,· de P. 

Lenta ..1.1. Un sub.grupo K de S" de orden J 20 es igual a su normaJi:zador: 

K=N(K); A. tiene exactamente seis conjugados. 

Dentosrración. Si K tiene le conjugados. entonces k::s;6 pues 

Si k=6 no hay nada que probar. Supongamos k<6. La representación de S..,. en 

los conjugados de K da un homomorf1smo p:s,.-sa. y ker(p>s;.\.<KJ. El 

núcleo o kernel de p es un sub.grupo normal por Jo que o es ~ J:. A. .. o Stt• 

pues son Jos únicos subgrupos normales de S 6 • Si ker(p)=: J:. entonces Si.. 

tiene un subgrupo (im(p)) con 6! elementos; Jo cual es absurdo cuando k<6. 

Si ker(p)=A 6 , entonces .l\/(K)=A 6 • y K es normal en A 6 , contradiciendo la 

simplicidad de A 6 • Si ker(p)=S 6 • entonces K es normal en S". pero esto es 

imposible. pues 5 6 no tiene subgrupos normales de orden 120. • 

Definición. Un sub.grupo K de Sx es transitivo si. para todo par de 

elementos x.yeX, existe una permutación ere K tal que a(x)=y. 

Observación. Si p:G---+Sx es Ja representación de Gen Jos conjugados de 

un subgrupo P de G. entonces im(p) es un subgrupo transitivo de S,. • 



Le"'a 3.2. Si K es un subgrupo transitivo de S,, de orden 120. enh.-.n~es K no 

contiene una transposición. 

Demast,ación. 

Antes que nada. K contiene un elemento de orden S. el cual debe ser un 5-

ciclo. digamos. a.=z( 12345). Si la transposición Ui>e K. entonct.!'s por ser K 

transitivo implica Ja existencia de pe K tal que J3(j)=6. Por lo que 

Jl<Ul Jl" 1 -(/6J 

para alguna /(1~6). Conjugando (~6) con las potencias de a. obtenoi::omos que K 

contiene las transposiciones ( 16). (26). (36). (46) y la (56). Pero sabemos 

que estas transposiciones generan a todo S 6 • • 

Teo,ema (HiJ/de,). Existe un automorfismo exterior de Sr.. 

De1nost,ación(G. Janus:; y J. Rotman / 12/). 

Empezaremos mostrando que S,, contiene un subgrupo transitivo K de orden 

120. 

Un S-subgrupo de Sylow P de s, tiene 6 clases de conjugados (por los 

teoremas de Sylow). La representación p de s,. en los conjugados de P da un 

homomorfismo p:s,--.s,,. el cual es uno a uno. asi ker(p)f;;.\.-( P1 y ademas 

es distinto de A, o s,. Por lo que K=im(p} es un subgrupo transitivo de S 6 

de orden 120. 

Ahora bien sea 4t:S 6-S6 la representación en los conjugados de K. Aquí. 

análogamente al argumento anterior. vemos que lb es uno a uno ~ sobre por 



lo que cpeAut(Sb). Si 4» fuera un automorfismo interior. entonces 4-( 12) seria 

una transposición (fijando cuatro símbolos). y entonces ( 1:!) normaliza a 

~xactamentc cuatro conjugados de K. Si a.es .. y tt::!)a.Ka: 1 (1:?1= a.Ka." 1
• 

entonces a: 1 (12la. estaria en N(K). Pero por el lema 3.1. A:=N(K) y K 

contiene la transposición a.· 1(12)cz.. Jo cual contradice el lema 3.::!. Por lo que 

o es un automorfismo exterior.• 

Teorema de factorización de K 6 • Hay exactamente seis 1-fnctorizacioncs de 

K 6 • todas ellas isomorfas entre si. Dos 1-factores ajenos cualesquiera están 

contenidos en una única de estas factorizaciones. 

Dewrostracidn (cf. Camcron y van Lint [ 15]. p. 81 ). 

(i) Unicidad. Observemos que cada 1-fuctorización de K 6 es perfecta: esto 

es. la unión de dos 1-factores ajenos siempre constituye un hexágono (figura 

3). Y un tercer 1-factor ajeno a estos dos consistirá. o bien de las tres 

diagonales principales del hexágono mencionado o bien. de una de dichas 

diagonales y dos diagonales secundarias del hexágono mencionado. Así. la 

única posibilidad para los otros dos 1-factorcs que completarían una 1-

factorización es que sean del segundo de estos tipos. 

(ii) Existencia. Ya que se pueden elegir 15x8 pares de 1-facton:s ajenos y. 

por otra parte. cualquier 1-factorización contiene a 5x4 de tales pares. habrñ 

exactamente 
1:~ 1 -factorizacioncs de K 6 .• 

Notación. 6 1 • ---· 6 6 serán dichas 1-factorizaciones de Kto-

.J.2 REPRESENTACIONES DE HM EN K. Y EN LK• 

Podemos ahora establecer el homomorfismo 
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Ftauni 3. La unión de dos 1-factores ajenos es un hexágono. 



mencionado anteriormente. 

Definición .. 

el>: {sintemas}--+S(K6 ) 

:ab.ed,e.f} ---+fah,cd.edj 

Veremos cómo se extic:nde la definición anterior: 

Fonnulemos pues. la primera correspondencia; es decir. la que asocia a cada hexágono. 

digamos el abcdef. Ja subgnifica de K6 f"ormada con los lados de dicho hexágono: [ah. be. 

cd. de. ej:faJ. As(, tenemos Ja relación definida en HM a nivel de rectas de Pascal como: 

tl>:abcclef---+ [ub. be. cd. de. ef. faJ 

la cual denotaremos con el símbolo «l> .. lrcdrf· 

Esta asignación extiende la definición de tt>. como homomorfismo. n nivel de sintemas 

como sigue: 

Ya que los lados de cada hexágono se pueden descomponer en dos temas de: lados alternos 

y cada una de estas ternas constituye un 1-füctor de K 6 • la gráfica tt>abcJrf es entonces 

Obsen>ació11. La asignación anterior es una asignación biyectiva entre las sesenta rectas de 

Pascal y Jos sesenta hexágonos de Kt.-

Ahora bien .. consideremos la gráfica 
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Ja cual es el complemento del hexágono acebfd. o sea. una gráfica producto de tipo K 3 K 2 

Así. tenemos que. si K es el punto de Kirlanan donde concurren las rectas de Pascal abcdej; 

abdcfe y afebde .. entonces 

<J>,. o- [ac. ce. eh, bf.fd. da]" 

Observemos también que el complemento de una gr.ifica del tipo <l>._ es un hcxilgono. 

De esta manera.. tornemos seis lados fundamentales de HM que formen un hexágono. 

Entonces los nueve lados fimdamentnles restantes determinan a tres hexoigonos cuyas rectas 

de Pascal asociadas concUrTCn en un punto de KirkmWl. Con esto. la correspondencia de 

Hesse se puede expresar en 1enninos de estas subgr.ifica."i y sus complementos respectivos. 

Sea D; una de las componentes de HM. Sus puntos y sus rectas detenninan una ciena 

subgráfica de ~. la cual en principio. seria toda la gráfica K 6 • Por otra pane. en vista del 

teorema de f"actorización. "·emos que hay una única l ·factorización que contiene a las 

gráficas asociadas a los pw11tos y rectas de D;. sea A; dicha 1-factorización. 

Así tenemos que 

ct>:D;--+.ó., 

Observemos que la unión de dos hexágonos asociados n dos rectas de Pascal concurrentes 

en un punto de Stciner es ta1 que su complemento es un par de triángulos ajenos .:n vCrticcs; 

es decir. se trata de una gráfica del tipo K3.3~ de donde: 

et».,.,:= [ac, ce. ea, hd, c!t:fhr 



•• 
si las recias de Pascal ahcd'"~~ ab.?t(·J y adefcd concurren en un punlo de S1eincr. 

Oh.t:ervaciOn- Rcciprocamcmc. 1.._-.memos seis lados fundamentales de HM que tOrmcn dos 

triángulos ajenos en vértices. En1onces. los nueve lados tUndamentales restantes Connan tres 

hcxñgonos 1 ~ cuyas rectas de Pa.-ieaJ concurren en un pun10 de Sleincr.• 

Por otra parte. recordemos que tres figuras cualesquiera. digrunos D 1• D 2 y D_, comparten un 

único punto de Steiner ._\"t y reciproca.mente. por Jo que tatnbiCn se ocurre usodar a cnda 

punto de Steiner alguna gráfica rdacionada con .& 1 • .6. 2 y .:\J. 

Proposición. <t>._,=v1;j>( .1.,r. ..l., L 

Demostración. 

'V (i,j). ~¡1""'1~1 es un 1-factor de K.,.. 

Por otra parte. dos cualesquiera de las parejas f i.j) y (k.I) siempre comparten 

un índice. por Jo que 

es un hex.Ugono por el teorema de f"acrorización.• 

Consideremos ahora la relación siguiente: 

Dicha relación se puede ver a nh,•cl de gráficas como la recomposición de los sintemas que 

integran n <l1s1 de Ja única fonna posible (de acuerdo con el paso XXII de la construcción 

1.3). 

"Para esto hay dos posibilidades. las cuales c:onesponden a puntos de S1einer conjugados. 
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Con esto tenemos que 

lo cual es una gráfica 2K3 ; es decir. 

<1>., := [ab. be. ca. di.:. d~.ld} 

si e es la recta de Cayley definida por los puntos K 1• A.":· K 3 y s1•. 

Así pues 

Proposición. La correspondencia de rectas de Cayley y puntos de Steincr se da. como en el 

caso anterior. por la asociación entre una gráfica 2K~ y su gráfica complementaria.• 

Consideremos ahora el supremo de las gráficas asociadas a los cuatro puntos de Steincr de 

una recta de Plücker. Ya que dichas gráficas son complementos de ciertas gr.iticas de tipo 

2K3 y por la definición de <l> a este nivel. la gráfica que buscamos seria el complemento de 

la unión de dichas subgráficas; a saber. el 1-f"actor (af.be.cd]. es decir: 

<t>,.1 :- [a_t:be.cd] 

Finalmente. para conocer el valor de <l> en los puntos de Salman S: 

1. FijCmonos primcratnente en las rectas de Cayley que dctinirian a uno de dichos puntos. 

2. Fij¿monos también en sus cuatro puntos de Steiner correspondientes. 

3. Mediante <t>,1 obtenemos las gráficas 2K3 correspondientes: 
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[ud.dc.•.ea.hc.c/.jh].[ah.hd.da.c.·e~f.rcJ y [ac.·.cc!.eu.hd..df,/h]. 

4. Finalmente. la gn.ifica requerida c.I>s debe ser la unión de dichas 2K h l<"t cual es una 

gníflca tripartita del tipo A-:!.:!:: a ~~r: 

et><; := fah.bc.i..-u.de.ef.íd.hd.da.ceJ<-·.4.·a,fh] 

ObservaciOn. La Ultima gnifica es. precisamente. el complemento del 1-factor í"t:ht>.cd] por 

lo que nuevamente. la correspondencia entre puntos Je Salmon y rectas de PIOcker está 

dada por complementación de sul:ogr.:ificas de K,.. 

En resumen: 

HM S(K6 ) 

punto de Salman K:!2.2 

recta Je C"uyle."· 
recta de Pluc/cer 

punto de K1rlanan 
punto de Sleiner 
recta de Pascal c. 

1-factorización 

Ahora extenderemos esta relación mediante el empleo de un automorfisrno exterior de 5 6 a 

otras subgráficas de K 6 y a cienas subgráficas de LK6 • 

La desventaja aparente de esta extensión es que depende del nutornortismo exterior l!> 

empleado. es necesario pues conocerlo en términos de pcnnutaciones de S,.. 
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Específicamente, si fijarnos un automorfisrno exterior Je S,.. w. la acción inducida por este 

automorfismo en K 6 se extiende a una acción w• en StK,. •· Asi. componiendo a <11 con ol• 

obtendremos el morfismo deseado: 

Bastará conocer la acción del mortismo anterior en los :>internas parta saher con10 esta 

definido en el resto de los elementos del hexagrama. 

Nos delimitaremos en dar una descripción cuulitutiva de esta acción en las subgnificas de 

Kt. que nos interesan. 

Lema. Un automorfismo exterior de S 6 intercambia transposiciones con productos triples <le 

transposiciones ajenas. 

Demostración. 

Basta observar que dichos automortismos cambian la longitud de las descomposiciones. • 

Por ejemplo, w:(ab)+--+(hc)(de)ifa). 

Es decir. Ja acción w• intercambiará aristas con 1-factorcs en K,.. 

Entonces (l)•ocI>pt"""(arista). 

Además. el intercambio mencionado es tal que: 

L1!!1n& Las aristas I y m comparten un vértice si y solo si co•(I) y lll•(m) forman un 

hexágono. 

~1WOstr•ci6n. Observemos que la única manera de que dos 1 ·factores no formen un 

hcxó.gono es que tengan una arista en común. Así. si (hi) y {jk) fuesen las tmnsposiciones 



asociadas a Jas arist..1..." I y m. aJ conjugar m(hi) y ro(jk). ob1encmos de nuevo a e:>4hiJ~ es 

decir. cu( hi) y cu{ik) conmutan y de aquí que (hi) y (j/c) también conrnurcn. 

Equivulcnternentc. 

Esto último indica que Ja asociación anterior se extiende a las rectas de pascal como: 

Tenemos también que: 

CJ>•a«1>,.;.=(tcma de aristas con un extremo en común) 

ya que la gráfica el>,,. consto de tres 1-factores taJcs que detcnninun por pares a tres 

hexágonos y cuyo complemento son e.Jos J -factores que también determinan un hex.3.gono. 

Ol>s~ció11. Estos cinco 1-f'actores constihJyen una 1-f'actorización de las seis posibles en 

K 6 • Esta situación vuelve a ser análoga a aqueJla de Jos cinco planos tritangentcs de un 

pentaedro de Ja consuucción 1 .3. 

En cuanto a los puntos de Steincr. tenemos que. para cada uno de estos puntos St. la gráfica 

asociada ct-s1 consta de tres 1-ractores 1a.lcs que dctcnninan por pares a h't!'s hexágonos ~· las 

aristas de su complemento constituyen una gráfica 2K,."por Jo que no contiene ni un solo !

factor. 

Es decir. los tres 1-factorcs mencionados pertenecen a tres J-factorizaciones distintas de K,. .. 

de donde 
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Ol*ac!ts.=K1. 

Le,,,.._ El complemento de un 1--factor se constituye, de dos maneras distintas. con cuatro t

ractores los cuales. en cada caso, forman seis hexágonos al tomarlos por pares. • 

Asi. para S un punto de Salmon. 

0>•od>5 -(dos conjuntos de cuatro aristas concurrentes). 

Ya que cada componente del hexagrama es una configuración de Desargues. la cual tiene 

por grupo de automorfismos a S 5 (ver sección 4.2). es natural <R. San Agustín) considerar 

las subgráficas de K 6 isomorfas a K,. Hay de dos tipos: 

1. Aquellas cuyas aristas son todas las que pasan por un vértice de K 6 y 

2. Sus gráficas complementarias. 

Estas últimas son.. las subgráficas completas determinadas por cinco vértices fijos de entre 

los seis vértices de ~- Pero un automorfismo exterior de S 6 • en'-'ia a una factorización de K 6 

a una de las subgráficas de K 6 del tipo ( 1 ). por lo que tenemos: 

m•o(J)""' (1-factoriz.ación) ,__,. (subgráfica de~ de tipo (1 )) . 

.1 • .1 VISUALIZACIÓN Y MANll'UL4CIÓN DE: LIC• 
Antes que nada echemos Wl vistaz.o a la gráfica completa en seis vértices K ... Denotaremos 

sus vértices por 1. 2. 3. 4. 5 y 6 entonces sus quince arisias esta.nin denotadas por los pares 

ordenados: 
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(l . .2J f2 .. 3' r3...IJ (-1.5) (5.6) 

(/.3) f::!.-IJ f.3.5) (./.6J 

0.-1) f:! . .51 13.6) 

(/.5J t2,6J 

(/.t'J) 

Fijémonos en el conjunto de aristas que pasan por un vértice. diganl.OS el vértice 1 (Í.L'. t:l 

conjunto de pares en los cuales aparc..--cc en alguna de sus entradas el númc.:ro /). Este 

subconjunto de aristas fonnan una subgr.ifica G, de K.,. Construiremos la gr.ifica de líneas 

de esta subgráfica: 

Observrunos que G 1 tiene cinco aristas que toma.Ja.. ... de dos en dos dan diez pares de aristas. 

por lo t.:i.nto de acuerdo con la definición de gnifica de lineas. L(G 1) tendrá cinco vCnices y 

diez aristas y en cada vértice en L(G 1 ) inciden cuatro aristas en L(G,} pues cada arista de G 1 

es incidente con las otras cuatro en G,. Entonces L(G 1) ;:;:: K.,. Apli..:am.lt.") este procedimiento 

a cada uno de los vértices de K,. obtenemos G;?. G'J. ü~. G'!> y G,. es decir las scs~nta aristas y 

los quince vCrtices d!i:: L~: 

Notación: D, = L(G,) 

Podemos observar que 

D, ('""\O, =v;
1 

(l./) 

para 1 S i < i :S 6. que es precisamente el vCrticc corrr.spondientc a la arista (J_j) en K., . De 

aqui que cndn vértice (quince en total) en LK. sea de grado ocho. 
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Cada par de D; companen un vénice. Ahora bien si toman1os unu temn de D,. obtenemos 

tres vértices de LK6 • Estos tres vértices están concclUdos por tres aristas (um1 por cada D,). 

derenninando una gnifica isomorfa a K 3 • Tenemos pues la asociación 

------~ subgrúfic:a i ... 01nor/ú a K~. 

Si ahora coloreamos las aristas de L.K~ de tal tOrma que si una arista penenecc a D, 

enlonces tiene color i, tendriamos seis colores distintos Uc aristas. y por /. /. Jos vCrtices de 

LK6 cstartln bicoJorcados. Y 1.2 sení entonces un triángulo tricolor en aristas. 

De esta manera tenemos que LKo. asi coloread~ contiene veinte tritlngulos tricolores ( J 20 J 

6) y sesenta triángulos monocromáticos (diez por cada color). 

Podemos entonces establecer una correspondencia entre las aristas de LK,, ~ Jos triángulos 

monocromáticos de /. 3: 

uri.••tu t...•n LK .. +-------+ 1riángulo n1onocromállco (/ ../) 

La col"respondencin J . ./ serin en este contexto In cotTespondencin de Hessc:. 

Cada vénice en LK., esta dctenninndo por la intersección de dos D, que de ahora en 

adclnnle les Uamarcmosfiguras por razones que veremos adelante. Asi pues. cnda venict'" 

queda delerminado por la intersección de dos figuras y cadn figura queda deremiinada por 

su color. 

De esta manera el vértice a. h se obliene de intersectar las figuras de colores u y h Por olm 

pane Jos triángulos de /. 2 están dados por temas de figuras, asi el triángulo u. h. e es 

delenninado por Ja tema de figuras con colores u. h y e respectivamente. 



Describiremos la vecindad peeforada de un vértice v en LK.: 

- En v inciden ocho aristas de dos colores distintos. y exactamente cuatro aristas de cada 

uno de es1os colores. pues como dijimos. v queda dclCrtllinado por la intersección de dos 

figuras. 

- Estas dos figuras son totalinentc ajenas excepto por v. Es decir dicho vénice es un p11nto 

de corte de la gráfica que resulta de la unión de las dosfigurcu que detenninan a '""· 

Entonces la vecindad prñorada de .., es una gráfica no conexa de la fonna A::.~· 

Ahora bien. cada arista en LK. queda dcterm.inada por su color y por sus extremos, esto cs. 

la arista a. b. e es la que tiene color a y sus extremos son los vértices dctenninados por la 

intersección de la figura de color u con las figuras de color by e n:spcctivamenre f/.5). 

Y el triútgulo monocromático a. b, e es la gráfica complementarla de J . .S del mismo color. 

Aquf. la correspondencia J .4 está dada expUcitamcnle por 

arista a. b. e-------• triángulo monocromático u. h. , .. 

Cada triángulo tricolor es la intersección de tres fiauras. ya que cada par de figuras 

comparten un vértice. Al tomarlas por p¡ues obtenemos los vértices del lriángulo. y las 

aristas serán pues. las que unen estos véniccs en LK6 • 

También. cada triángulo tricolor puede ser puesto en correspondencia con el triángulo 

tricolor en colores complementarios. 
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En resUJllen la gráfica LK6 tiene: 

- Sesenta aristas. divididas en seis gn.¡pos de diez aristas cada uno. 

- Ochenta triángulos: sesenta monocromáticos. y veinte tricolores. 

- Los triángulos monocr-omáticos están en correspondencia con las aristas de LK,,. 

- En cada vC:rtice inciden ocho aristas de dos color-es (cuatro de cada uno). 

3.3.1 IMPLEMENTACION 

Necesitamos ahora dar un modelo de LK6 susceptible de ser implementado en un programa 

de computadora. Tomaremos el modelo tridimensional de R. San Agustín. el cual se puede 

construir de la siguiente manera: 

Tomemos los vértices y las aristas de un icosaedro. y tomemos otros tres puntos casi 

arbitrariamente en su interior. Uniendo cada uno de estos puntos con cada vértice de dos 

subconjuntos de cuatro (vértices) pertenecientes al icosaedro y completando con las aristas 

faltantes para hacer una gráfica 8-regular. obtenemos un modelo tridimensional de LKr..- El 

siguiente paso es dar las coordenadas tridimensionales de los quince vénices de nuestro 

modelo. 

Podemos suponer que el icosaedro esta inscrito en una esfera de radio uno. y que uno de sus 

vértices tiene coordenadas V0 - (O. o. /}.as( los demás vértices quedan determinados por la 

acción de rotaciones de quintos de vuelta en V0 • alternando en cada caso el eje de rotación. 

Los tres vértices restantes se eligen casi al azar en el interior del icosaedro. 

Hasta aqui y:t tenemos los quince vCrtices de nuestra gnifica V0 • •••• 1 ·,_.. que podemos 

agrupar de cinco en cinco en varias fo1TJ1as distintas. una de ellas seria por ejemplo 



s 1= : Vi1o v.. r__.. 1"1:! 1 
S:!= {V,.. 1·1 . 1:ot· V 11 • V 1:?: 
s.l= r r~. 1~. 1·1 ... 1·.,. 1·1,: 

S 4= ~ Vi>- V:!. I"-'. 1·1.1·"13 : 

S~- l V¡. 1·:!· I~,. 1·rn· i·14 : 

s1o= : rJ. V4 • 1·11 • 1~). v1 .. J 

Sea D, la gráfica completa inducida por S 1• con color i en aristas. 

Así. vemos que. cada par D, . D, compane un vértice. y Jos otros puntos discutidos 

nnterionncntc se pueden verificar fácilmente. Cada figura es entonces un D,. 

Discutimos ya como es que cada eJen1en10. o subgráfica de LKr, puede ser determinada por 

operaciones simples sobre los conjuntos D,. Esto sin duda simplifica en gran medida la 

implementación de un paquete que permita la visuali7..ación y lo manipulación total del 

objeto en cuestión. Las relaciones combinatorias impuestas por los conjuntos D,. 

paramelrizan en una forma simple o cada uno de los elementos dcstac:.idos anteriormente 

(ver tabla 1 ). 

Parámetros 

u. b \'értice 

f. a, b ar is tu 

f. a, h triUnKulo monocronuitit.·r, 

a. h. e rruinKulo trico!t1r 

a. h, e par de tricingulo.,· tricolorc.•• 

u. b 1·ec1ndad perjúrada d .... · ,. 

f 
T•bl• 1 Paramc1r1zoc1ón de los elcmcn1os de LI\..,. 

fST~ 
SAi.iR 

TESIS 
¡:'[ !.A 

NO !JEBE 
BmUOTECA 
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Básicamente el problema de manipulación se reduce a detcnninar el vértice comU.n u dos 

Di. y esto. por el tamaño de los conjuntos no resulta ma~or problema computacional. 

Por ejemplo. la rutina en lenguaje ·e· que nos permite "isualiz.ar una arista en particular de 

LK6 • es: 

.·lrlSIU(f b. <." / 

1111.1: h ..... 

mtd. e. 

d - comli,,t IY, Vb J. 

e: - comúnf Vf. Ve): 

t,.•o/orfjJ: 

"10\'C:(dJ. 

drun"{t!'J; 

Recordemos que la arista .f. h. e era de color f. y de extn:mos los vértices comunes a las 

figuras de colores_t: by f. e respectivamente. 

Se tiene ya este paquete implementado. para ello se utilizo el lenguaje ·e· gnu. las 

bibliotecas de graficación VOGLE ( Very Ordinary Graphics Librar)' ' de distribución 

gratuita. y el lenguaje TCL-TK para el diseño de la interfase para el usuario. El ambiente 

XI 1 es requerido para la versión actual. Se está preparando una versión para MS·DOS y 

otra para MS-WINDOWS. es por eso que se pcnso en usar las bibliotecas VOGLE. pues 

estas permiten la portabilidad de software de graficación desde una PC hasta una Silicon 

Graphics. 

Este objeto que acabamos de describir esta relacionado con el estudio de las relaciones de 

incidencia de las sesenta rt.!l'las de Pascal o Hcxagrama .\,/istic.:o de Pu.''-'"'· de hecho esta 



relación fue la que motivó en gran medida este trabajo. De aquí que este objeto sea 

también. una representación de cicnas fantilias de subgrupos del grupo simétrico S 6 ( ver R. 

San Agustín [:?]l. 

3.3.2 OBSERVACIONES 

Vimos que cada vértice queda detcnninado por la intersección de dos figuras. dig.wnos la de 

color a y la e.le color h. Aqui podríamos asociar a cada vt!rticc el par ordenado (a.b). sin 

embargo. podemos dar otro etiquetado. que esta también implicito en la relación de LK6 y el 

Hcxagrama Místico. 

Ya vimos que cada uutomorfismo exterior de S 6 intercambia una transposición por un 

producto de tres transposiciones ajenas. Así pues. podernos considerar un vértice de LK6 no 

como una pareja ordenada.., sino corno la transposición (ub). Los cá.lculos cstan en la tabla 2. 

(12) (J:z)(.16)(45) (2.1) (15)(2.1)(46) (35) (J.1)(25)(.16) 

(1.1) (16)(24)(.15) (24) (14)(26)(.15) (36) (/ 3)(26)(45) 

(14) (l.1)(25)(46) (25) (13)(24)(56) (45) (16)(23)(-15) 

(15) (15)(26)(.14) (26) (16)(25)(.14) (46) (15)(2-1)(36) 

(16) (1#)(23)(56) (34) (J 2)(34)(56) (56) (/ 2)(.15)(-16) 

Tabla 2 Acción de un au1omorfismo c1ucr1or en los vl!rttccs de LK.,. 

Pero este etiquetado depende del automorfismo exterior utilizado, por lo que no resulta 

totalmente invariante. Sabemos que dos automorfismos exteriores difieren por un 

automorfismo interior. lo cual podrfa salvarlo. 
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3.3.3 RELACIÓN DEL HEXAGRAMA MiSTICO CON LK6 

Resumiremos la correspondencia entre los elementos del hexagrama mistico y las 

subgráficus de LK6 • basándonos en el trabajo de R. San Agustín (ver [2]). en la siguiente 

tabla. 

H*!Xagrama mistico 

recta de Pascal 

recta de P/ticker 

punto de Kirkman 

punto de S1einer 

recta de Cayley 

punto de Salman 

figura 

urista 

triángulo monocromático 

triúngulo tricolor 

par de triángulos tricolores 

en colores comp/enwnturios 

vecindad pcrfiJrada de un i·érrice 

K, 

T•hl• 3 Correspondencia encre los elementos del hcxagram11 mlsuco y lns subgraflcas de LK6 • 

4. PARAMETRIZACIÓN DE HM 

En esta sección trataremos de dar una brt:ve descripción combinatoria del 

bexagrama pero ahora en términos de disei\os combinatorios que a 

continuación se definen. 

4.1 SISTEMASDESTEJNER YDISE!flOSCOMIJlNATORIOS 

Defiltició11. Un disci'lo es una estructura de incidencia S"'"(P.B.I) donde 



(i) Pes un conjunto. cuyos elementos llamaremos puntos; 

(li) B es un conjunto. cuyos elementos llamaremos bloques; 

(iii) I es una relación de incidencia entre P y B (i.c. lt;;;;,PxB). 

Si (p.B)el. entonces diremos que el bloque By el punto p son incidentes. 

Puede darse el caso en que si 8 1 y B 2 son dos bloques distintos estos sean 

incidentes con el mismo subconjunto de puntos de P. en tal caso diremos 

que 8 1 y 8 2 son bloques repetidos. En caso contrario diremos que el diseño 

es simple. 

Definición. Un t-disei\o o /-diseño de bloques en v puntos con tamaf\o de 

bloque k y con indice ) •• es una estructura de incidencia D:::z(P.B.I) tal que 

(i) (Pf-v. 

(ii) IBI =k para todo Be B 

(iii) para cualquier conjunto T de t puntos. existen exactamente A bloques 

incidentes con todos los puntos de T. 

Como vemos todos los bloques tienen el mismo tamaño y cada /-subconjunto 

del conjunto de puntos esta contenido en el mismo número de bloques. Aquí 

usaremos las dos notaciones para este tipo de estructuras. escribiremos 

s,.,(r.k.v) o bien r-(v.k.A.). 

Definición. Un sistema de Sreincr S(t.k.v) es un r-diseño con A.=1. y 

omitiremos el subíndice en el símbolo. Y un sistema de Steiner con k-3 lo 

llamaremos sistema triple de Sreiner. 
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4.2 LA CONFIGUJlACIÓN DE DESA•GUES 

Un ejemplo de diseño combinatorio es la configuración de Dcsargues. siendo 

sus bloques sus rectas y sus diez puntos constituirán el conjunto P. 

En este caso v= 1 O y k=3, 

Si partimos de cinco puntos. P 1 ••••• Pf.. en posición general en P 3• y 

consideramos las diez rectas y Jos diez planos que ellos determinan y luego 

consideramos Ja intersección de la figura obtenida con un plano genérico 

obtenemos: 

- Diez puntos: intersección de las rectas determinadas por los pares P 1PJ; l'#j 

con el plano. 

- Diez rectas: intersecciones de los planos determinados por las ternas 

P 1PJP1c con el plano. 

- El diseño residua/16 de cada punto es una recta. 

Observamos que esta intersección es una configuración de Desarg:ucs. en [3) 

se demuestra que el recíproco también es cierto. 

En general sean n puntos en posición general. consideremos las (;) rectas y 

los (;J planos. Sea n un plano genérico respecto de la figura anterior. 

1 ~ Entenderemos como diseno residual o c:/u:re residuo de un punto P como el conjunto de bloques no 
incidentes con Jos bloques que contienen a P. 



•• 
Entonces In configuración de puntos y rectas obtenidas es del tipo 

((;) n-2] 
C=l 3 (;) . 

Y es llamada C·configuruciún de Cayley y se denota simplemente pc.."'lr 

Cay(n). Así pues. la configuración de Desargues es del tipo Cay(5). 

También a este tipo de configuraciones se les llama configuraciones 

combinatorias ya que. por construcción. tienen por grupo de automorfismos 

a Sn. 

4 . .J HM COMO UN SISTEMA DE STEINER 

Por la construcción 1 .3 tenemos que cada terna de componentes arguesianas 

comparte un único punto de Steiner. Lo que nos permite dcfinir(R. San 

Agustín [2]) un sistema de Steiner S(3.3.6) {o bien. un 1-disef\o 3-(6.3.1 •> 
dado por Ja pareja (X.B). donde 

X;= C componentes arguesianns de HM} = ~D1 } i• 1 . 6 

y B:= {ternas de elementos de XJ. 

Vimos en la construcción 1.3 que los seis pentaedros inducen una notación 

para los distintos elementos del hexagrama. En resumen: 



{puntos de Steiner} --+{D¡. Dj• D,.,J---.(i.j.k) 

(rectas de PJOcker} -+ {D1.Dj} --:r(i~i) 

{puntos de Salman} --+ {D 1.D1 } --+(i,j) 

Ahora bien sea Sel punto de Steiner contenido en la recta de Pascal p. Sea 

D 1 la componente a la cual pertenece p. Entonces podemos asociar: 

y mediante Ja correspondencia de Hesse: 

{puntos de Kirkman}~{D;. Ds.,. DJ;--+(i.j.k) 

Así pues. cada elemento del hexagrama es parnmetrizado por medio de fas 

componentes del teorema de descomposición de Veronese. Así pues. hemos 

descrito algunas propiedades del sistema S(3.3.6) descrito en la sección 

anterior. 



Apéndicce 

' "., 1 •• .... 11 - 1 ... t ....... " '1 11 1 ~ ti 11" 1 1 ' 

"" .. 1 _. .... ¡ F-a. 1 

.......... ._,.., -...delll:lllet- ............. ~ 
.,-~ .. º-r ¡- ¡- ~ .. ~.: r ---1 - "-

E j:::r r ~ r r ""., r 
"' r "' r "' r : ) RO l . e: 'r •: 1 ~ -1 .... 1¡ 

~· ! ..., l :u! ..o 1 :!1:1 1 l'º 1 $0f- ... ""' 

Fisura 4. Salida del Prosram• e inlel'fase psa el usuario. 
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lnrplementaciones: 

Aquf presentamos el código fuente tanto del algoritmo .:?.::!: como del 

programa para visualizar y manipular a LK6 • AJ final se presenta el código 

de la interface para el usuario. Los primeros dos programas requieren de las 

bibliotecas de gruficación VOGLE. las cuales se distribuyen de manera 

gratuita a través de la red internet. La interface para el usuario requiere de 

las bibliotecas Tcl/Tk tambit!n de distribución gratuita en el mismo medio. 

El ambiente X 11 es requerido para la eJecución de estos prog.ran1as. 

Implementación del algoritmo 2.2: 

#íncludc <vogle.h> 
#include <s1dio.h> 
Pinclude <math.h> 

typedcfint• sigma: 
inl nplanes: 
noa1 hx[9].hy{9J; 
floa1 escala; 

inicia() 
1 

noat n.h: 
inl i.but: 
Ooat v[2): 
short val; 

prcfsizc(-180.480); 
vinit("Xll"); 
nplancs-getdcpth(); 
window(-1.0, 1.0, -1.0, 1.0, -1.0, 1.0); 

color(BLACK): 
clear(): 

escala- 100.0; 
ortho2(-escala.cscala, -escala, escala J: 

color(WHITE); 
movc2(-100.0,IOO.OJ; 

for<a--100.o:a.-:-100.o;a ... •.l I>: 
b-0.01 •a•a; 
dmw2(a.b): 
l 

• s(n) genera los seis primeros elementos de S., • 
sigmas(n) 
inr n: 

sigma uu,penn: 
int cr, i-1. j.r, s. nn, rlt. opa; 
uu-(int•)malloc((n+ 1 )•sizeof{int)); 
penn-(int• )malloc((n+ 1 )•sizeoflint)): 
for o-o:j<(n+ 1 ); J++) 

1 
permUJ-j; 
uuUJ-0; 

l 

while(i) 
1 

cr-0; 

foro-o; j<-n; j++) 

uuOJ-0; 
if (cr--6) break; 
cr++; 
recta_pascal(pcnn); 
dcsargucZ(penn.cr): 

i•n-1: 
while (penn{i)>penn[i+l )> 

i-; 
j-n: 
while(pcnnl iJ;:.pennUJ> 
j-: 

nn-penn[iJ: 
penn[i)-pcnnUJ; 
pennUJ-nn; 



,_,,, 
s-i+l: 

while (r>s) 
1 
nn-penn(s]; 
penn(sJ-penn[..-): 
perm[r)-nn: 

s++: 

sigma 
muhiplica(fiji) 
sigma fiji: 
1 
int i: 
sigma prod: 
prod-{int•)malloc(7•sizeof(in1)): 
f'or (i• I :i<-6;i++) 
prod(i]•ji(fi{iJl: 
retum prod: 
1 

:• se generan las seis co1nponcntcs argucsianas 
desargucZ(fi,nc) 
sigmafi; 
int ne: 
1 
inti; 
sigmaji,xi; 
ji-(int•)malloc(7•siz.cof(inl)): 
xi-{int•)malloc(7•sizeof{int)}; 
color( ne); 
ji[l J•l:ji[2]- :?:ji[J]- 6; 
ji[4J- 5; ji{S]- J:ji(6]- 4: 
rorti-1 :i<-4:i++) 
{ 
xi-multiplica(ji.fi); 
recta_pascal{xi); 
fi-xi: 

ji[ l ]• I ;ji[2]-5:ji[3]-2: ji(4]-4; ji[S)•fi; ji(6]-J: 
f"or(i-1 ;i<-4;i++) 
1 
xi•multiplica(ji.fi); 
r-ecta_pascal{xi): 
fi-xi; 
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ji{ 1 ]• I: ji(2)-4: ji[JJ-S: ji(4 ]""J. ji(S]-2: ji[6]-6: 
for(i-1 :i<-4:i--) 
1 
:ic;i•mulciplica(ji.fi ); 
rccta_pascal(xil: 
fi•xi: 

ji( 11-1: ji(:?.J-5: ji[JJ-3: ji{4 ]-6: ji[!i]-2: ji[6]-4; 
forfi-1 :i<-2:1--> 

1 
xi-multiplica(Ji.ti); 
rectu_pascal(xil: 
fi-xl; 

1 

ji[ 1 J-1; ji(.2)-3; ji{3]-:?; ji[4 J-S: ji[S )•4: ji(6J-6: 
for(i-1 ;j<m:?.;j++} 

1 
xi-multiplicaüi,fi); 
recta_pascal(xi): 
n-xi; 

1 
1 

1• coordenndns del hexágono•; 
"'en ices() 
{ 
hx( 1)--100.0; hx[2]--70.0; hx.(3)--30.0: 

hx.(4)-SO.O; hx(SJ••m.o: hx.[6)-120.0; 
hy[ 11-100.0; hy(2J-49.0; hy{3 )•Q.0; 

hy[4J-25.0;hy[5]'"'81.0;hy[6)"" 14.S.O; 
1 

float pcndicntc(x l,y l ,x2.y2J 
flont x.l.yl.x2.y:?; 

1 
naat dx.dy.pcnd; 
dx • x:?-xl; 
dy-y2-yl; 
if (dx--0) rclum 999999.0; 

clsc 
1 
pcnd- dy I dx ; 
rclum pcnd: 

1 



rccta("<l.yl .x2.y2) 
lloa1 x l .y l .x2.y2: 

' float m.y.b: 
tloa1 v(:?]; 
m=pendicnte(xl.} l .x.2.~:?I: 
b"""l-m•xl: 
m~"·c2(-escala.(m•-cscala)-b): 
drnw2(cscala.(m•escala)+b); 

recta._poscal(fil 
~igrna fi; 

tloa1 m l .m2.bl .b:::?.px.p)·.qx.qy.rx,ry,m,b: 
int i; 
i-0; 
ml-
penJicnte(hxlfil 11],hy[fi[ l l).hx[fi[2)l.hy[fi[2Jl): 
m:?-
pendientc(hx{fi[4Jl.hy[fi[4)],hx[fi[S]l,hy[fi[S]l): 
bl• hy[fi[IJ]-ml•hx(fi[IJ]; 
b2- hy(fi[4)]-m2•hx[fi[4)): 
irtml-m2) 

px.-999999.0; 
P:!- -999999.0; 

··~ f 
px•(b2-bl )/(m l-m2): 
py-(m 1•b2-m2•b1)l(m1-m2): 

ml-
pcndiente(hx[fi[2]],hy[fil2)].hx[fi[3]].hy[fi[3]]); 
m2-
pendicnlc(hx[fi[S]],hy[filSJ],hx[fi[6]].hylfi[6]]); 
bl- hy(fil21l-m 1 •hxffi(2)): 
b2- hy[fi[S]]-m2•hx[fi[SJ): 
if(ml--m2) 

f 
qx•999999.0: 
qy-999999.0: 
l 

··~ f 
qx•(b2-bl )/(mt-m2); 

qy-(m 1•b2-m2•b1)'(m1-m.2); 
i++: 

ml-
pendientc(h't[ fi[ 3 )}.h~ (fi[3 ]J.hx{ li{-& )1.h:!-·[fi[4 )1): 
m2-
pcndicnte(h:oo:;[fil 111.h:!-(fi[ 11).h:-..f lll6]).hy[fi(6]1l: 
bt- hy(fi(JJ)-m l •h:-..[ti(3l); 
b2- hy[fi(l })-m2•h,(fi[ l l): 
if(m1--m2) 

l 
rx-999999.0; 
ry-999999.0: 

l 

l 
clsc 

rx-(b2-bl J (ml-m2); 
ry•(ml •b2-m2•bl) tm l-m2): 

i++; 

if(i-3) 
rectn{px.py.qx.q~ ); 

if(i--2) 
l 
if(px•-999999.01 
rccta(qx,qy,..,...~ J: 
if(qx-•999999.0) 
rccta(px.py.n..~ 1: 
if(rx••999999 01 
recta(px.py .qx.q~: J; 

l 
1• puntos fundamcntalc!> • 
circlc(px,py, 1.0J: 

circle(qx.qy. l .OJ: 
círclc(n..r).1.0): 

controla() 
l 
char ch; 
scanf{ .. o/os ... &ch); , 
1• se puede entrar un hexágono cualquiera y su 
color y se dibuja la recta de PaKal 
correspondiente:•· 

especial() 



int ""·i,co; 
sigma ji; 
ji-( int• )mal loe( 7•sizcof( int)): 
ji[IJ•I: 
~hilc(ji(IJ) 

1 
for (Wi• I ;wi'--6:wi-•) 
e 
scanf(*'o/..d ... &.jJ(wi]): 

1 
scanf("o/ad".&.co): 
coloi-(co): 
rccra_pascalUi>: 

1•programa:•1 
main() 
1 
vcnices(): 
inicia(): 
color( RED); 
5(6); 

colortYELLOW); 
especiar{): 
1 

., 

Programa para visualizar y manipular a LK6 : 

•includc <sldio.h> exir( O): 
i;includc <voglc.h> 
tJ.include <fcntl.h> 
#includc <unistd.h> 
#includc <sys/types.h> 
#includc <sys/stat.h> 

#dcflnc TRANS 0.06 
int numobj.tipobj[ 100)(4).disponiblc: 
mainO 
( 

char dcvicc[ 10), •p.mybuf{BUFSIZJ: 
noat ~.y. tdir -TRANS; 
int but, nplancs.nbytes; 
int i. n. co[60],a.b.c.infd,sino, 

indicc,indice2: 
char buf[I01fl28],cam: 
int tiobj[IOOJ; 

unlinkC'bandcra''}; 
sino-1: 

prefposition(SO. 50): 
prefsizc(600, 400); 
vinit( .. XI I"); 
nplancs - gctdcpth(); 
window(-1.0.t .0.-1.0.l .O,-J .0.1.0): 
window(-1.0. J.0, -1.0, 1.0, -1.0, 1.0); 
vicwpon(- l .0.0.75,-1.0, l .O); 
lookal(O.O. O.O. 2.1, O.O. O.O, O.O. O.O): 
ICXlsize(O. Is. 0.3); 

backfacc( 1 ); 

iflbackbuffer() <'. O) t 
vexi1(}; 

objetos(): 
disponiblc•O: 
numobj-0: 

while({bu1 ""'sloc:a1or(&:x. &:y))!- -1-' 1 ; 
pushma1rix( J: 

·•roca de acuerdo a la 
posición del cursor: • 

ro1a1e( 1 :!O.O • x. ·~ · 1: 
roHUe( 1:!0.0. y. 0"\:"1: 
color( BLACK): 
clcar(); 
color( RED}; 
•I Dibuja In figura. 

complc1a:• · 
mo\le-(0.780. 0.80. 0.01. 
iflsino->0) 

drawshapc( 1 t; 
callobj(O): 

for( i-0:1<--numobj.i-) 
callobj(i): 

if(nplanes -· 1) 
drawshapt:(OJ: 

popmalri:id ): 
swapbuffcr.;;( ); 

infd-opcn("bandcra".0_ RDONLY): 
disponiblc-numobj: 
iflinfd!--1) 

( 

nby1cs-O; 
whilc(nbytcs~-01 



nbytcs-read(infd,&ca.ra. I ); 

printfi"D/c•d ",but}; 

switch (bu1) 
1 

case 1 :1•pascat•1 
nbytcs=O: 

whilc(nbytes--0) 

nbytcs-rcad( infd,&cam., I ); 
a~ cara-48; 

nbytcs-o: 
whilc(nbytes--0) 

nbyccs•rcad(infd,&cara.. I ); 
b• cara-48; 

nbytes-0; 
whilc(nbytes-0) 

nbytes-rcad(infd.&cara. l ): 
c-cnra-48; 

tipobj[disponible][O]• l; 

tipobj[disponiblc]( 1 ]-a; 

tipobj[disponiblc][2]•b; 

tipobj(disponiblc][3]•c; 

closc(infd); 

makcobj(numobj); 
pascal(a-1,b-l,c-1 ); 
closeobj(); 

numobj++: 
disponible-numobj; 

printf{"'o/od ... disponible); 
unlink("bandcra"); 

break; 

case 2:/•kirit.man•/ 
nbytcs-0; 

whilctnbytcs-0) 

nbytcs-read( infd.&:cam... I ): 
a- cam-48; 

nbytcs-0; 
~hilc{nbytes---0) 

nbytes-rcadf infd.&:carn.1 ): 
b"" cam-48: 

nby¡es-O: 
~·hilc(nbytcs=-0) 

nbytcs-rcad(infd.&cnra, I ); 
c-cara-48; 

clos&:"(infd); 

makcobj(numobj); 
printfi"pasc pase "); 

tipobj[disponiblc)[0]-2; 

tipobj[disponiblc]( I ]-a: 

tipobj[disponible)[2]-b: 

1ipobj(disponiblc)J3)-c; 

kirkman( a- l .b- l ,c-1 ); 
closcol"oj(}: 

numobj++; 
disponiblc-numobj; 

printf{"'o/.d ",disponible); 
unlink("bandera"): 

1-oreak: 

case 3:••stciner•/ 
nbytcs-o: 

whilc{nbytcs-O) 

nbytcs-read(infd,&cara, I ); 
a= cara-48: 

nbytcs-0; 
whilc(nbytcs-0) 

nbytes-rcad(infd.&cara.1 ); 
b- cara-48; 

nbytes-o; 
whilc(nbytcs--0) 



nbytes-read(infd.&cara., 1 l: 
c-cans-48; 

tipobj[disponiblel[0]-3; 

tipobj[disponibh:l( l ]•11; 

tipobj(disponibleJ[2]-b: 

tipobj[disponible][J]•c; 

close(infd); 

makeobj(numobj); 
steiner(a-1.b- l.c-1 ); 
closeobj(); 

numobj++; 
disponible-numobj; 

printf("o/od .. ,disponible); 
unlink("bandera"): 

break; 

case S:/•salmon•/ 
nbytes-O; 

while(nbytes--0) 

nbytes-read( infd.&cnra, I ); 
a- cara-48; 

nbytes-o: 
while(nbytes-0) 

nbytcs•rcad(infd,&carn.1 ); 

tipobj(disponibleUOJ-6; 

tipobj[disponible][ 1 ]-a; 

tipobj[disponible][2]-b; 

tipobj[disponiblc][3]-c:; 

b• cura-48; 
close(infd); 

makeobj(numobj); 
salmon(a-1,b-1); 
closeobj(); 

numobj++; 
disponibh:-numobj; 

printf{"%d ".disponible); 
unlink("bundera"); 

break; 

cm.e 4; • pluckcr• / 
nbytes-0; 

whilc(nbytcs=-0) 

nbytes-rend(in íd..&:c1na. l ): 
a- cara-48; 

nbytcs"*O; 
"" hiletnbytes--0) 

nbytes--read( infd.&cura.1 ); 

tipobj[disponiblc){O]-S: 

tipobj{disponible)( 1 ]-a: 

tipobj(disponiblell2J•b; 

tipobj(disponiblc][J)-c; 

b- cara-48; 
close(infd): 

makeohjtnumobj): 
pluckcr(a-1.b- I ): 
cloi;eobj(); 

numobj++: 
disponible-numobj; 

p.-in1f{"o/od ".disponible); 
unlink("bandcra"): 

break; 

case 6: •cayley•/ 
nbytes-0; 

while(nbytes--0) 

nbytes-rcad( infd.&cara. l ); 
a- cara-48: 

nbytes-0: 
while(nbytes-0) 

nbytcs-.-ead( infd.&carn.1 ): 
b- cara-48; 

nbytes•O~ 

""''hile(nby1es-""'O) 



nl:t~1:cs-read1 infd.&caru.1 )~ 
c=cara-48. 

upobJ(disponible)[0)=4; 

tipobj[dispon1hlc][ l ) .. a: 

tipobjfdisponiblc)[::!J•b; 

tipc>t-j[ disponihle ]13 J-c: 

closc(infd); 

mukeobJtnumohj): 
ca~ le:!- (a-1.b- l .c- I ); 
clo:.eobj(): 

numob1----: 
disponiblc-numobj; 

printf("''!Od ... disponible}: 
unlink("bandcrn .. ); 

break; 

case 7:1•figura•1 
nbytcs-0; 

while(nbytes-0) 

nb,ytes-rcad(infd.&:cara. I ): 

tipobj[disponible]{0} ... 7; 

tipobj(disponible)[ 1 J-a: 

tipobj(disponiblc](2]•b; 

tipobj(disponible)[l]-c; 

a= cara-48; 
close(infd); 

milkcobj(numobj); 
desru-gucs(a-1 ); 
closeobj(); 

numobj++~ 
disponible-numobj; 

printf{"o/od ".disponible); 
unlink("bandera .. ): 

break; 

case B: /•Quitar un objC1o•/ 
nbytes•O; 

nbytcs-rcad(infd.&:cant..1 ): 
a- cara-48: 

delob1la1: 
illa~umot-j1 

1 
numobr•'numohj-1: 

tipobjfa](OJ=O; 
tipobjfa)( l ]-O: 
tipohj[aJ[:?J~o: 

1ipobJ[aJl3)=0:: 
el~ 

' 

•• 

for(indice-a:indice<=numobj-1 ;indic~) 

1 
makcobj(md1ceJ; 

callobj(indice-+ 1 ); closcobj( ); 

for(indice2- I ;mdice:'.!<-3:indi(;c:?-~ J 

1ipobj[indice)(indice2J-tipobj( indice+ 1 J[indicc2); 

' tipobj[numobj-1JI1 )""O: 
tipobjfnumobj-1 ](:'.!J-0; 
tipobj(numobj-1 ][3)=0: 
disponiblc-numobj-1: 
numobJ-; 
1.•eis.c• 

close<infd); 
unlink(wbandcrn"): 
break: 

defaull: closc(infd); unlink("bandera"): 

tt•casc• · 
cl05C(infd):J 1•¡r1 

t- Translaciones de la figura. La tecla z 
corn:sponde al Zoom. La tecla ·- • cambia la 
dirección de la trasladón: •r 

swilch (but - chcckkcy()) ( 

casc-ºy': 

uanslatc(tdir. o.O. O.O); 
break~ 

translate(O.O. tdir. O.O): 



vexHO: 

ca.se 'z': 
break; 

tnlnslale(O,O. O.O. tdir)~ 
break: 

1dir--ldir: 
break; 

ca.se 27: 1• Ese •1 
case 'q': 

defouh: 

vexi1(): 
exil(O): 

1• Coordenadas tridimensionales de los quince 
vl!rticcs de la grárica: • / 

stalic floot :"l:YZ(ISJPJ - 1 

,, 

(0.000000. 0.000000. 1.0J, 
{0.809017. -0.587785, 0.500000}. 
{0.809017. 0.587785, 0.500000}, 
f-0.309017. 0.9S 1057, 0.5000001, 
(-1.000000. 0.000000. 0.500000}, 
{-0.309017. -0.951057. 0.500000}. 
{ 1.000000. 0.000000, -0.500000). 
{0.309017. 0.951057, -0.500000}, 
{-0.80t;l017. 0.587785, -0.500000). 
{-0.809017. -0.587785, -0.500000}. 
{0.309017. -0.951057, -0.500000J, 
[0.000000. 0.000000. -1.000000}. 
{0.500000. 0.300000. 0.000000}, 
(-0.300000. 0.300000. 0.000000}. 
{0.000000. 0.000000. 0.500000} 

1• Canl!O del icosaedro:•/ 
static int nconf20J[J) - { 

f l. 2. J:. 
f l. 3 . .¡¡_ 
(l. 4. 5}. 
{l. s. 6J. 
fl. 6. 2f. 
(2. 7. 3J. 

,, 

P.B,4J. 
{4. 9, SI. 
{S. 10. 6). 
{6. 11.21. 
17. s. 3), 
{8, 9, 4). 
{9. Jo. 51. 
110. 11. 6). 
f 11. 7.2). 
17. 12. 81. 
{8. 12. 9}. 
{9. 12. JOJ. 
110. 12. 11:. 
111. 12. 71 

1• Descomposición en K, 's 
slntic int figurnl6J(S)-{ 

(O,l.4,5.12}. 
16,7.8.11.121. 
{5.9,10,11.IJ}. 
{0,2,J,7,IJJ. 
fl,2.6,J0,14}. 
{3,4.8.9,141 ,, 

int comun{a.b) 
in1 a.b; 
1 
intj,i; 
for(i-O;i<-4:i++) 
1 
for(j=Oj<-4j++) 
if{figura(a)fiJ--ngura[b)[j]) 
1 

1 

retum figura[a)[i): 
break: 
1 

colo( e} 
in1c; 

1 
switch(c) 
: 
case O:color(REO); 

break: 
case 1 :color(GREEN): 

break; 
case 2: color(BLUE): 



brcnk: 
.:use J:color(VELLOW); 

br-eak; 
case 4:colol"(WHITE); 

break: 
case S:color{MAGENTA); 

break; 

desargues( f) 
inl f; 

int ij: 
for(i-O:i<-4;i++) 
illi!-0 

for(j-i+ 1 J<-Sj++) 
iflj!-f) 
kirkman(f.ij); 

pluckcr(a.b) 
int a.b; 
1 
intpl,i; 
pl-comun(a.b); 
point(xyz(pl][OJ,xyz[plJ( 1 ].xyz[pl)(2]); 

for(i-O;i<-S;i+-+) 
( 
if(i!-a && i!-b) 

s1eincr(a.b,i); 

stciner(a.b,c) 
int a,b,c: 
( 
int d.c,f: 
d-comun(a.b): 
e-c.ofnun(a,c); 
f-comun(c,b); 

colO{a); 
move(xyz[d){O],xyz[d]( 1 ).xyzf dJ{:?]); 
draw(xyz[c][O),xyz[c]( 1 ).xyz{cJ(2]): 
colo( e); 
draw(xyz[f](OJ.xyz{f][ 1 ),xyz(f][2]): 
colo(b); 
draw(xyz(d)[O],xyz[ d)[ 1 ),xyz(d][2)); 

) 

saJmon(a.b) 

inta.b; 
( 
inl pl,ij,vl.v2: 

colo( a); 
pl-comunta.b): 
for(i-O:i<-4:i•..-) 
( 

for(j-0:.¡<-4J++) 

1 
vl-figu111{a)(iJ: 
if{vl!-pl) 
move(xyz(v 1][O).xyz{v1JI1].xyzfv1 ){2]); 

v2•figura[aJ(jJ: 
if{v2!-pl) 
drawCxyz( ~~no:;.:...} z(" ~JI 1 J.A> z{ ""=u=n. 
) 
) 
t•segundo K4•! 

colo(b): 
for(i-O:i<-4:i+-+) 
( 
iflfigura{b]li)!-pl) 

( 

for(j-O;j<::"""4j++J 
( 

V l-figu1'111{bJ(iJ~ 
if{vl!-pl) 

move(xyz(vl ]lOJ.xyzfvl J[ 1J.xyzfv1 )[2)); 

v2-figura{b]UJ; 
iÍ(v2!-pl) 

dnw(xyz(v2Jl0J,xyzfv2J[ 1 J.xyz{v2](2)); 

l 
) 
/•cJoseobj();•t 

) 

caylcy(a,b,c) 
int a.b.c; 
( 
int d{J],ij.ga; 
gg-1: 

steincr(a,b.c); 

96 



j-0: 
for(i-O:i<-S;i++) 

l 
ifti!-a &. i!-b &. i!-c) 

1 

l 

dUJ-i; 
j++: 

1 

stcincr(d[O],d[ 1 ],d(2]); 
1 

pascal(f.a.b) 
int f.a.b; 
t 
int cl,c2; 
e 1-comun(f.a ); 
c2-comun(f.b): 
colo(n; 
move(xyz[c 1](O),xyz(c1)[1J,xyz[c1 ][2]); 
draw(xyz(c2JlOJ,xyz( c2J[ 1 ].xyz[c2]12]): 
1 

kirkman(f.a.b) 
int f,a,b; 

l 
int iJ,cl,c2.d[3]: 
e 1-comun(f.a): 
c2-comun(f.b); 
colo< O: 

j•O; 
foT(i-O;i<-4;i+-+) 

l 
iftfigum[fl[iJ!-c2 &.&. figur.i[fl(i]!-cl) 

1 
d[jJ-i; 
j++: 
l 

l 
move(xyz[figura[f][d[O]))(O],xyz[figum[f](d(O]))( 
1 ].xyz[figura[fl[d[0]))(2]); 

for(j-l;j<-2;j+-<-) 

draw(xyz(figura[f][d(j]])(O],xyz[flgura[f][dülJI[ l) 
,xyz[figura[fl[dUJ]][2)); 

draw(xyz[flgura[f](d[OJ])(O].xyz[figura[f](d[O]]J( 
1 ].xyz(figura[f](d[0]]](2]); 
l 

drawshapc(fill) 

inl fill: 

In• 
obje1os(): 

1 

1• Se dibujan las sesenta aris1as componen1e a 
componen1e: •1 

objc1os() 
1 
coloT(CYAN): 
move(xyz(4](0).xyz(4]1 I ].:>.)z[4Jl:?:J); 
draw(xyz( 1JIO].xyz{1 Jll ).xyz( l ){2)); 
mo\'e{xyz(4)[0].x>z(-1 Jll ).'ll)Z{-1](2Jl: 
draw(xyz[l2][0].X>z[ 12]( 1).xyz(1:?:1[2J); 
mo\'e(xyz( 1)(O],xyz[1)[1].:it.:)zf1 )[2]); 
drnw(,,.yz( 12](0].:o.yz[ 12){1].'->Z(12)(2)); 
dmw(xyz(O](O].xyz[O][ 1 ).xyz(0)[2]): 
move(xyzfS){O).x:i,o~[SJ( l J •. <1:)r.[SJ(2)); 
draw(xyz[ 12][0].x)z[ 12][ 1).:o.yz(12)[2]); 

poin1(xyzf 12)[0].x)z( 121( 1).'ll)Z(12)[21>: 

move(xyz( l JIO).xyz[ J JI 11.x>zf 1 )(2J): 
drnw(xyz(SltO).x)"z[5)[ l ).x}zfSJ[:!:)l: 
drnw(xyz(4J(O].xyz(4)[ l ).xyz(4)[2)): 
draw(xyz[OJ[O].xyz[OJI l ).:o.)·z[OJ[2)): 
drnw(xyz[S}(O].x)•Z(S Jl l ).xyz(S)[2]); 
draw(xyz[O](O).X)'Z(OJ( 1 J.xyz(OJ(2] ); 
draw(xyz[ 1)[OJ.xyz(1](1).xyz[1 )(2)): 

mo\'c(xyz(6]{0].xyz[6]( 1 ].xyz(6J[2]); 
draw(xyz[8](0}.xyz[8]( 1 ).X)Z[8](2]): 
mo ... e(xyz{6JIO].xyz(6)[ 1 f •. ,)oz[6}(2]1: 
draw(,,.yz( 12)[0).xyz[ 121[ 1).X)Z(12J[2]); 
draw(xyz[8][0J.x>z(8J( 1).xyz(8)[2)1: 
mo\'c(xyz( 11J[O).x)z[11)[1].ll.)Z(11 ][2]): 
draw(xyz( 12][0].xyz( 1211l),.'-)-·z(12)[2]); 
draw(xyz(7](0],xyz(7J[ 1 ].xyz(7)[2]); 
mo\'c(xyz[6)[0).xyz(6]( 1 ].Jo;)"Z(6)[2]); 
draw(xyz[7l[O).xyz(7}[ 1 ).'l:YZ[7]12)1: 
draw(xyz[8](0].xyz(8][ 1 j,,,.yz(8}(2)): 
draw(xyz[l l](O],xyz[l l)(I ].,,.yz(l 1112]); 
draw(xyz(7)[0),xyz[7]( 1 ],Kyz[7)[2) ); 
draw(xyz[ 11J(OJ.xyz[11](1].xyz[11 }[2]); 
draw(xyz(6J(O].xyz[6]( 1 ].ll.yz(6][2]); 

mon(xyz(S](O],xyz[SJ[ l ).xyz[S][2}): 
draw(xyz[ 11)[O].xyz[11Jl1J.xyz{11 ](2)): 
draw(xyz[ 13 ][O],,,.yz[ 13JI1J.xyz(13 }[2)); 
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draw(xyz(5}(0).xyz(.5]( 1 ),xyz(.5 )[2)); 
move(xyz( IO](O).xyz( 1O)[1],xyz(10)(2)): 
draw(xyz[ J 3](0),xyz( 13 ]( l J,xyz( 13 )(2)): 
draw(xyz(9J[O].xyz(9]( 1 ),xyz(9)(2J): 
point(xyz( 1J)(OJ.xyz(13)[1],xyz[13 )(::?})~ 
move(xyz( 11)[OJ,xyz(11](1J,xyz(11 J[2)): 
dra"'•Cxyz(9J(O).xyz(9)( 1 ),xyz[9](2)); 
draw(xyz( 10)(0),'.ll)'z( 101( 1],xyz(10)(2J>: 
draw('ll;)'z(l l)(OJ.xyz(l I )(1),xyz[l1)(2)): 
dniw(xyz( 10)(0).xyz( 10)(1J,xyz(10)(2)): 
draw(xyzUJ(O).•yz(.5)( 1 ),xyz(5)[2)): 
draw(xy2(9)(0),x)·z(9)( 1 ).xyz(9)[2)): 

movc(xyz(Ol[OJ.xyz(O)( 1 ),xyz(0)(2J); 
draw(xyz(7)10J,xyz[7J[ 1 ),xy;t(7)(2)): 
dnlw(xyz( 1J)(OJ,xyz(13 )( 1J,xyz(13 J(2J): 
draw(xyz(OJ(O),xyz(O)[ 1 ),xyz(OJ(2)}: 
mo111e(xyz(J JIO).xyz(J )( 1 ),xyz(J )(2J): 
draw(xyz( 13J(O).xyz(13)( 1),xyz(131(21>: 
draw{xyz(2J(O).xyz(2J[ l ),xyz(2)(2)): 
move(xyz(OJ[O),Kyz(OJ( 1 ),xyz(OJ[2J): 
draW(xyz(J)(O].xyz(l J( 1 ).xyz(J H2J); 
draw(xyz{2J(O),xyz(2J[ 1 ),xyzf2)[2)): 
draw(xyZ(O)(O).xyz(OJ( 1 ).xyz(O)(l)): 
draw(xyz(2J(O).xyz(2)[ 1 ],xyz(2)[2)); 
draw(•yz(7J(O).xyzf7)[ 1 J.xyz(7)(2)); 
draw(xyz(J J(O].x)z(l J( 1 ).xy.q3 )[2)); 

move(xyz( IOJ[OJ.xyz( 10)( 1 ].xyz(IOJ[2J>; 
draW(xyz(2J(OJ.xyz(2J( 1 ],xyz{2J[2)): 
dr.w(xyz( 14)(0J,xyz( 14)( 1],xyz(14)(2)): 

Interface con el usuario: 

=!•usr-llocal/bintwish -r 
.:OPO 
•181196 
SC'l noms ( lipo 1 
set an:h "an;:h" 
set bandera "bandera"' 
global tk_ ver.o ion noms arch 
frame .opo -relief raised -bd 3 

listbox .opo.a -yscn>ll ".opo.sy set"" -relief sunken -setarid 1 
scrollbar .apo.sy -command ".opo.a yview"" -reliefsunken 
pack .opo.a -side top -expand 1 -nll both -padx l .2m 
pack .opo -nll x 
pack .opo.a -sidc left 
pack .opo.sy ·in .opo -side left ·fill bo1h 

írame .letrero -relicísunken -bd 2 

draw(xyz( 1 O][O) ,xyz( 1O)[1] ,x,.·z[ 1 O )(2)1~ 
move(xyz( 1)[O).xyz(1][1 ).xyz( J J(:::?J •: 
draw(xyz( 14)[0),xyz( 14)( 1J.xyz(14)(:::?) ): 
draw(xyz(6J(O).xyz(6J( 1 ].xyz(6J[:::?]l: 
move(xyz(:::?J[O).xyz[2J( 1 ).xyz(:?J[:::?]): 
draw(xyz(61(0).xyz(6J[ 1 ].xyz(6J(:?J): 
draw(xyzf 10)(0).xyz( 10)( 1J.x~·z(10)(:) 1: 
draw(xyz(I J(O).xyz( 1)[l].X)'Z(1 JPJ ,~ 
draw(xyz(2)(0).xyz(2J[ 1 J.xyz(2J(2) ); 
moYe(xyz(6J(Of.x)•z(6)( 1 ).x,.·z(6)(2]): 
draw(xyz( 1J[O).xyz(1)(1J,xyz(1 )(:?JI: 

move(xyz(9HOJ.xyz(9)( 1 ).xyz('9)(2J ,: 
draw(•yz(l)(O).xyz(JJ( I ).xyz(l)(:::?]): 
draw(xyz(l4J(O).xyz( 141( l ].x)'zf 14)(:?) 1; 
draw(xyz(9J[O).xyz(9)(t).xyz(CJJ[:?Jl: 
draw(xyz( 4J(O).xyz(4)[ 1 ).xyz(4 J[.2J ): 
dra•(xyz( 14)(0),xyz( 14)( 1).xyz(14)(~) 1; 

4raw(xyz[8J(O).xyz(8J( 1 ),xyz(8)[2J): 
move(xyz(l HOJ.xyz(J )( 1 J.xyz(3 )(:? J t: 
draw(xyz(4ffO).xyz(4)( 1).xyzf4 )(:?J •: 
draw(xyz(8ffO).x)'z(8)( 1 ).xyz(8)(2)): 
dnw(xyz(l)(O),xyz(J )( 1 ).x,. z(l )(:::?) ); 
move(xyz(9J(O).xyz(9)[ 1 J.xyz(9J(:?J ): 
4raw(xyz(8)(0),xyz(8J( 1 ),xyz(SJ(:?) ): 
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h1bcl .lctrcro.1 -tcxt "'Visualizacion y manipulacion de LK.6 vcrsion 1.0 1996" -anchor• 
pack .lctrcro.1 -sidc top -cxpand 1 -till both 
pack .letrero -in .opo -sidc top 

frame .boton 
bunon .botan.ca -tcxt Salir -anchor s -command "destroy . " 
bunon .boton.bo -te:ioi;t Quitar -anchor s -command ( 

set fd (open Sbandcra "w"] 
puts -noncwline Sfd "8" 
set sel (.opa.a cursclcction) 
puts -noncwlinc Sfd $sel 

.upo.a dclclc Sscl} 
button .boton.ok -text Fondo -anchor s -command t 

puts -noncwline Sfd " 
closc Sfd 

set fü [open Sbandern 'ºw"J 
puts -noncwlinc Sfd "9" 
puts -nonewlinc Sfd " " 
do!.C Sfd 

#pack .Is -fill x 
#pack .Is.a -sidc left 

1 

#pack .ls.sy -in .Is -side h:fi -fill both 
pack .botan.ca .bo1on.bo .botan.o~ -c,,.pand 1 -side lcft -ipadx 2rn -ipady .3m 
pack .boton -in .opo -side le!\ 

frame .pascal -rclief raisecJ -bd J 
label .pascnl.le1rcro -tcxt -Recta de Pascal:" -anchor w 
pack .pascal.letrero -side top -expand 1 -fill bo1h 

Jabel .pascal.t -1cxt 'ºFigura "-anchor w 
cntry .pascal.t.flgura -width 1 -n:licfsunkcn -bd 2 -tcxtvnriablc pa 
pack .pascal.1.figura -sidc right -padx 2 -pady ::'.! 
pack .pascal.t -sidc 1op -cxpand 1 -fHI hoth 

label .pascal.lb -1cxt "a." -anchor" 
cntry .pascal.tb.b -width 1 -rcliefsunkcn -bd 2 -tcxtvariablc pb 
pack .pascal.tb.b -sidc ri¡;ht -padx 2 -pady 2 
pack .pascal.lb -side top -expand 1 -fill both 

label .pascal.te -tcxt "b:" -anchor w 
cntry .pascal.te.e -width 1 -rclicf sunkcn -bd 2 -tcxt\lariablc pe 
pack .pascal.te.e -sidc right •padx 2 -pady 2 
pack .pa.o¡cal.tc -sidc top -cxpand 1 -fill both 

bunon .pascal.ok -tcxt SI -anchor s -command (.opo.a inscrt cnd "Recta de Pascal (Spa.Spb.Spc)" 
set f"d (open $bandera "w") 
puts -noncwlinc Sfd "1-
puts -nonewlinc Sfd Spa 



puls -noncwline Sfd 5pb 
puts -nonewlinc Sfd Spc 
puts -noncwlinc Sfd .... 
clase Sfd} 

bunon .pasc:al.li •leXt NO -anchor s -command { set pa .... 
set pb .. .. 
set pe .... l 

pack .pascaLok .pascal.li -side lcft -ipadx 2m -ipady .3m 

pack .pas.cal -stde lcft 

f.-.mc .kirtunan -relicf raised -bd 3 

lllbcl .kirtunmn.I~ -tcxt "'Punto de Kirtunmn: .. -anchor w 
pack .ldrkman.lctrero -side top -cxpmtd 1 -fill bolh 

labcl .kirkman.t -1ext .. Fiaura .. -.nchcw w 
cntry .kiriunan.1.a-width 1 -rclicfsunkcn -bd l -tcx1"w¡able ka 
pack .kirkman.1.a -side riah• -padx 2 -pady l 
pack .kirkman.t •side lop -cxpand 1 -fill bolh 

labcl .kirkman.tb -lcxt "a:'" --anchor w 
cn1ry .kirkman.tb.b -widdt l -relicfsunken -bd l -tcxtvariablc kb 
pack .kirkman.tb.b -•iclc righl -f>*lx 2 -pad)' 2 
p11ck .kirkman.tb -sidc top -cxpand 1 -fill both 

labcl .kirkinan.tc -lext '"b: .. -anchor w 
enuy .kirkman.tc.c -width 1 -relicfsunken -bd l -textv•iablc kc 
pack .kiOOnan.tc.c -side riaht -padx l -pady ::? 
pack .kirkman.1c -sidc top -cxpand l -fill both 

button .kirkman.ok -lext SI -anchor s -command C .opo.a inscn end "Punto de Kirkman (Ska.Skb.Skc)"" 

set fd (open $bandera .. w .. } 
puts -noncwline $fd "'2 .. 
puts -noncwline Sfd Ska 
puts -noncwlinc Sfd Skb 
puts -noncwlinc Sfd Skc 
puts -nonewline Sfd .... 
closc $fd) 

button .kirkman.li -texl NO -anchor s -command 1 set ka .... 
sel kb .. .. 
set kc .... l 

pack .kirkman.ok .kirkman.li -sidc lcft -ipadx :?m -ipady .)m 

pack .kirkman -side left 

fmmc .steincr -relicf raised -bd 3 
label .stcmer.lelrero -h:xt "Pun10 de Stciner:" -anchor w 



pack .steiner.lctn:ru -side top -e:otpand 1 -fill both 

label .stciner.tn -te:"o.t "n: .. -anchor w 
cnlry .stcincr.ta.n -width 1 -reliefsunken -bd 2 -textvnriable sa 
pack .stcincr.ta.a -side right •pndJt 2 -pad)· 2 
pock .stcincr.ta -side 1op -cxpand 1 -f'ill both 

lobcl .steiner.tb -le:"o.t .. b:" -nnchor w 
cntry .steiner.tb.b -width 1 -rclief sunken -bd 2 -tcxtvariablc sb 
pack .steincr.tb.b -side right -padx 2 -pad)':? 
pack .stciner.tb ·side top -cxpand 1 -f'ill bo1h 

lnbcl .stciner.tc -1cxt "e: .. -anchor w 
cntry .stciner.tc.c -width 1 -rclicf sunken -bd ~ -1cxtvnrinblc se 
pack .stciner.lc.c -sidc right -padx 2 -pady:? 
pack .s1cincr.tc -side top -cxpand J -till both 

bunon .stciner.1..ll.. -1ext SI -anchor s -command {.opo.a insen end "Punto de Steincr ($sa,$sb.Ssc)" 

set fd [open Sbandcra "w"} 
pu1s -nonewlinc Sfd "3"' 
puts -noncwlinc Sfd Ssa 
puts -noncwline Sfd Ssb 
puts -noncwlinc Sfd Ssc 
puts -noncwlinc Sfd •• " 
closc SfdJ 

bunon .stcincr.li -tcxt NO -anchor s -command ( set sa "" 
set sb .. .. 
set se .... J 

pack .stcincr.ok .steincr.li -side lcft: -ipadx :?m -ipady .3m 

pack .stcincr -sidc lcft 

frnmc .pluckcr -relicf raised -bd 3 
label .plucker.letrcro -tcxt "Recta de Pluckcr" -anchor w 
pack .pluckcr.lctrcro -sidc top -cxpand 1 -fill bolh 

labcl .pluckcr.t -tcxt .. a:" -anchor w 
cntry .pluckcr.t.a -width 1 -n:lief sunkcn -bd 2 -1cxtvariable Pa 
pack .pluckcr.t.11 -side right -pad"' 2 -pady 2 
pack .pluckcr.t -sidc top -cxpand 1 ·fill bOlh 

labcl .pluckcr.tb -tcxt "b:" -anchor w 
cntry .pluckcr.tb.b -width 1 -rclicfsunkcn -bd 2-tcxtvariablc Pb 
pack .pluckcr.tb b -sidc righ1 -padx 2 -pady 2 
pack .pluckcr.1b -sidc top -cxpand 1 -fill bodt 

butlon .plucker.ok -tcxt SI -anchor s -command (.opa.a inscrt cnd "Recta de Plucker (SPa.SPbJ" 



~l'd(open....__.-.... 1 ..... .._ ..... .,.. ... .. 
,..... • .,.... ..... lil ... 
,_. ·nonewllllC Sfi:t SPb 
..--no.ewl"-Sfd"""" 
clo9eSfiU 

buaon .plucker.li -tcXI NO --.ctior s -<omnund {set Pa .... 
.eaPIJ'"'") 

PM*. -~-- .plllCbl'.li-•ide left -.-m 2m _......,. .Jm 

predi. ........ -sW. Id: 

&-. .ceyley ...... .,.,. .......... 3 
'-bel .c.yley.letren> -1ext •a.eta de C~ley· -mnchcw w 
...... ceyley.leawo -•ide,. ....... 1 -fill bodll 

.... l .c:myley.t .-.1 •a:• .......... v..· 
etllr)' .caylsy.t.a -w...._ 1 --relief ...-en -bd 2 ·le•IV•ialtk' ca 
s-dl. ..c9)tley.La •SW. ...... _,.a 2 -pi9111y 2 
pecte. .C8)<ley.1-sW. .......... 1 ·fiff .... 

..... • cayley.cb ..... ""b:"" -...:bar •. 
enuy .cayllly.lb.b -widl:h 1 -reliaC~ -bd 2 -taxtv..,. cb 
s-ck .cayley.111.b -side ............... 2 ......,, 2 
peck .ceyllry.tb -•ide top -ex...,d J -fill ~ 

label .cayley.1e -tcx1 ""e:"" -.w:hor w 
enb')' .cayley.rc.c -width 1 -relic(sunkcn ..W 2 -1~le ce 
s-dl. .cayley.IC.c •sicM riafll: ·f*b' 2 -pady 2 
.-ck .cayley.tic -sidm IOp ~ 1 -fill llodt 

bunon .eayley.ok -1ex1 SI -anchor s ~rnaad (.opo.a in.-n end '"lltlela dE C.yley (Sca.Scb.SCC1"" 

set fd (open $banclsra ---1 
puts ·llOIWWline Srd ""6'" 
pUts ·rlOfteWline Sfil Sea 
pUtS -nonewline Sfd Scb 
..-S ....-..wlirw Srd Scc 
puts -nonewline Sfd .. '" 
cao.e Sfdl 

bunon .cayley.li -1ex1 NO -mnchor s -comrnand ( set ca""" 
SCI Cb .... 

set ce -- 1 
pack .cayley.ok .e11yley.li -side left: -ipadx 2m -ip.dy .3m 

,,.clt .e11yley -side left 



&ame .salmon -reliefraised -bd J 
label .s.lmon.letrcro -1ext "Punto de S.lmon .. -.nchor w 
pack .s.bnon.letrero -side top -cxpa.nd 1 -fill bolh 

Jabc:I .salmon.t -lext '"a: .. -anchor w 
cntry .salmon.t.a -width 1 -relicfsunken -bd 2 -tcxtvariablc Sa 
pack .salmon.t.a -side right -padx.:? -pady 2 
pack .salmon.t -sidc lop -expand 1 -fiJJ borh 

label .salmon.tb -rexl .. b:" -anchor w 
cntty .s.lmon.tb.b ·widrh J -relicfsunkcn -bd 2 -tcxtvariablc Sb 
pack .salmon.tb.b -side righl •padx 2 -pady 2 
pack .salman.lb -side top -cxpand 1 -fill bo1h 

bunon .salmon.ok -text SI -anchor s -command l .opo.a inscn end "Punto de Salmon ($Sa,SSb)'" 

SCI fd (open $bandera .. w"J 
pub -noncwlinc Sfd "5" 
puts -noncwlinc Sfd SS. 
pub -nonewlinc Sfd SSb 
puts -noncwl ine Sfd " " 
clase Sfd) 

bunon .salmon.li -text NO -anchor s -command f set Sa "" 
sctSb"") 

pack .salmon.ok .salmon.li -sidc lcft-ipadx 2m -i~y .3m 

pack .salmon -side left 

trame .fiaura -reJicfraised -bd J 
label .fJaura.Jetn:ro -text 00Figura "-anchor w 
J)*:k .figura.letrero •side top -cxpand 1 -fill both 

labcl .ngura.t -rcxl "Figura .. -anchor w 
cntry .fJpra.t.a -width J -relief sunkcn -bd 2 •tcxrvar:iable fa 
pack .figura.t.a -side right -p.dx 2 -pady 2 
pack .naura.t -side top -cxpand J -nll bodt 

bunon .fiaura.ok -rext SI ...nc:hor • -cornmand (.opo.a insert end "'Figura (Sfil)'" 

set fd [open $bandera ""w 00
) 

puts -nonewlinc Sfd ..., .. 
pulS -nonewline Sfd Sía 
puts -noncwlinc Sfd " .. 
close SfdJ 

button .fiaura.Ji -cext NO -mnchor s -cornmand ( .tet fa "" ) 
pack .fi¡iura.ok .fiaur-.li -•lde lcft -ipadx 2m -ipady .Jm 



pack .figura -sidc left 
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