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INTRODUCCION

El propésito de este trabajo es el desarrollar un programa de computadora
para la visualizacién y manipulacién de Ia grafica de lineas de la grafica
completa en seis vértices (LKg) en su relacion al hexagrama mistico de
Pascal (HM).

En la primera parte expondremos la construccion en el espacio del
hexagrama dada por L. Cremona. Conservaremos su notacién. ya que esta
nos facilitarda el conteo de los clementos del hexagrama., asi como la

implementacién del programa.

En la segunda parte trataremos de dar una construccién algoritmica del caso
plano. y se implementa en un programa de computadora que dibuja las
sesenta rectas de Pascal y las colorea de acuerdo al teorema de

descomposicién de Veronese.

La tercera parte trata de la relacién del hexagrama con LK, y se¢ da el

modelo de la grafica a implementar.

En la ultima parte se da una descripcién del hexagrama en términos de un
triple sistema de Steiner. Se justifica combinatoriamente la parametrizacién

de tos diferentes elementos del hexagrama.

Este trabajo esta basado en la tesis doctoral del profesor Rodolfo San

Agustin Chi (ver [2]). ¥ en el articulo de L. Cremona (ver [1]).



1. UNA INTRODUCCION A LAS CONFIGURACIONES
PROYECTIVAS PLANAS Y AL HEXAGRAMA MisTICO.

1.7 ALGUNAS PROPIEDADES DEL ESPACIO PROYECTIVO.
CERRADOS ALGEBRAICOS.

1.1.1 El espacio proyectivo P©

Comenzaremos por dar algunas propiedades del espacio proyectivo de

cualquier dimensién.

La entidad basica del espacio proyectivo es el vector de coordenadas

homogéneas (x3. .... x,). definido como un conjunto ordenado de r+1
numeros pertenecientes a un campo, no todos cero, ¥ cuyas razones son lo

qQue recalmente interesa.

Cada uno de estos puntos pertencce a una y sdlo una clase de coordenadas; y
tos diferentes representantes de cada clase se relacionan unos a otros por el

grupo de transformaciones linecales homogéneas no singulares de la forma

siguiente:

Py = QijoXo + @y x; + ... + ayx, (i=0.....7),

donde p es un factor de proporcionalidad y |a;| = O.

Se¢ sigue pues, que cualquier representacién de coordenadas queda

complectamente determinada por




i) el simplejo fundamental, y
ii) su punto unitario.
A, los cuales tendran por

puntos constituyentes Ag. ...
. 0), ... (0.0.0. .... 1). ¥ el Gdltimo punto

s 1)

siendo los r+1
coordenadas (1.0.0. ..., 0). (0.1.0. ..
seria U cuyas coordenadas son (1,1,1,

1.1.1.1 Espacios lineales

El conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una simple ecuacion

lineal

agXe +ayx; + ... +ax,=0 [8%]
lo llamaremos hiperplano'. Lo denotaremos por S,., o por ([r-1): ¥
lHlamaremos a ag. @, .... a, las coordenadas del hiperplano. Aqui vemos que
para toda transformacién existe una
transformacién lineal homogénea asociada de un hiperplano a,. Esto quiere
de puntos existe un espacio

e intercambiando punto por

lincal homogéneca de un punto

espacio r-dimensional

decir que con el
de hiperplanos:

proyectivo r-dimensional
hiperplano tenemos el principio de dualidad para P°.

Feorema I. Existe un unico hiperplano conteniendo r puntos en posicién

gencral.
Demostracicn.

* En la literatura clasica en ingles se le llama prime.



Si los r puntos tienen coordenadas (Xgp. Xqjo +oon Xppde covn (Kape Xppn oven Xgpdo

entonces cxiste un Gnico conjunto de razones agida, las cuales

satisfacen las ecuaciones siguientes:

UoXap & A Xy = ... *a.X,

doXg, + @ Xg, + ...+ G X, =0
-
Dualmente tenemos

Teorema II. En general, r hiperplanos se intersectan en un anico punto.
Demostracidn.
Pues r ccuaciones simultineas de la forma (1) tendra una solucién unica

XgiX)i.-.ix,- @

Para espacios de dimension baja tenemos la siguiente definicion
Definicion. A la totalidad de puntos comunes a dos hiperplanos le

N L
llamaremos subespacio comiun”, y o denotaremos por S,.; o [r-2].

Si 4=0. B=0 son las ccuaciones de dos hiperplanos. entonces su subespacio

comin pertencce a todo hiperplano de ¢l haz
A+ AB =0. 3)
Sc sigue entonces quc

Teorema III. Existe un Gnico subespacio comiin que pase por r-1 puntos en

posicién gencral.

* Llamado secundum cn Ia literatura clasica.



i

Demostracion.

Si al hiperplano (1) se le hacc pasar por r-1 puntos en posicion general sus
coeficientes estarin sujetos a r-1 condiciones linealmente independientes.
Entonces deberiamos escribir a (1) en la forma 4+2.8=0, donde 4 ¥ B son
formas lineales fijas y 4 es un parametro arbitrario. ¥ los hiperplanos 4=0 ¥
B=0 pasan por los puntos dados. El sccundum buscado es la base de tal haz.
-

Definicidn. A la totalidad de puntos comunes a r-k hiperplanos linealmente
independientes (0<k<r) le Illamaremos espacio &4-dimensional S, o
simplemente [k].

Un caso analogo al teorema //f seria

Teorema IV. Existe un anico S, que contienec a k+1 puntos en posicién
gencral. B

Como casos particularcs tenemos:

Un espacio [1]. llamado recta, estad determinado Ginicamente por dos puntos
dados.

Un espacio [2]. llamado plano queda determinado de manera unica por tres
puntos no colinecales.

Teorema V. Si un hiperplano contiene a k+| puntos en posicién general de
un [k]. entonces coincide con [k].

Demostracion.

Los k+1 puntos imponen k~1 condiciones independientes al hiperplano que

los contiene. ¥ la ecuacién de tal hiperplano se¢ puede reducir entonces a la
forma




Ay + Apdy + o+ A A, =0,

donde Ias ecuaciones 4;=0 (i=1, ..., r-k) represecntan r-k hiperplanos en
posicién general, que contienen a los puntos dados. Desde que cstos se
intersectan en el unico [4) definido por los puntos dados, todo hiperplano

por esos puntos debe contener el mismo [£]. @

Corolario. Cualquier [A#] que contenga k+/7 puntos cn posicién general en [k]
(h>k) contiene a todo [£].

Demostracidn.

El espacio [#] es comun a r-4 hiperplanos, cada uno de los cuales contienc a

k+1 puntos en posicién gencral de [k]. @

1.1.1.2 I 7 » Goin) de espacios

Dados dos o mds espacios, quisiédramos conocer ¢l espacio de mayor
dimensién comuan a ellos, es decir la inrerseccién dec estos espacios (meer).
O quisiéramos encontrar el espacio de dimensién minima quec los contiene,

llamado join.

Teorema VI. Dos espacios [A] y [k] en posicién general se intersectan en un
espacio [hA+k-r] (h+kzr).

Demostracion.

Esto se sigue de la definicién de los espacios involucrados:

Por [k#] y [k) pasan respectivamente r-hA y r-k hiperplanos lincalmente

independientes. El conjunto completo de e€sos 2r-s#-k hiperplanos linealmente




independientes, ticnen en comun un espacio [h+4k-r], siempre y cuando hA-+4-

r=0.m

Corolario. Un espacio [k] y un espacio [r-k} se intersectan en general en un

punto. &

Corolario. En general, dados n espacios [k;], [k;]. .... [4k,) se intersectaran
en un espacio [k, +kx+...+ko,-(n-1)r] (ik, =(n—1r).
=

Demostracion.
Esto iltimo se obtiene aplicando ¢l tcorema ¥/ n-1 veces. @

En lo concerniente al join de dos espacios, tenemos:

Teorema VII. Dos espacios [A] y [k] (h+k<r-2) estdn en general en un
espacio [h+k+1].

Demostracion.

Si tomamos A+l puntos en posicién general en [4#) y A+ puntos en [k], con
la misma propiedad, podremos generar con ecllos un espacio [A+4k+1] thnico,
siempre y cuando A+k+1s<r-1; y, por el teorema V, este espacio contendra

completamente a ambos espacios. @
Corolario. Si los espacios tienen un espacio [s] en comun, entonces estos

estan contenidos en un espacio [A+k-5]°.
Es decir dim <A.,8> = dim A + dim B - dim AB-1.

Demostracion.

* A este espacio sc le inacl io base del



°

Tomemos s+1 puntos de los A+1 puntos que estian en [s]; cntonces seria
suficiente tomar otros k-s puntos en {&] para definir un espacio [A+&-s5] el

cual contendra a (Al y a [k]. ®

Observemos que la totalidad de espacios [&] de un [s] forman una lattice
geométrica, ya que los espacios [1] los Illamamos puntos, a los [2] rectas. a
los [3] planos, etc. es decir, los cspacios [k] de un [s5] estéan cn

correspondencia con los elementos de nuestra geometria.

1.1.2 Caoli i ¥ corr de P

de transformacidén lincal en ¢l espacio

Introduciremos el concepto
estudio de la

proyectiva, ese es un tema de suma importancia en el

geometria proyectiva. Expresarcmos el &lgebra de tales transformaciones en

notacién matricial.
Por ejemplo ¢l punto de coordenadas (x5, x,;, ..., X;) sera representado por la

matriz columna

¥ cl hiperplano cuya ecuacién es

(1)

Iyxy + I x, 4+l x, =0



sera representado por la matriz renglén

I= 1,,.1......1,).

De tal forma que la ecuacién del hiperplano se puede escribir entonces como

sigue:
Ix =0 2)

Si A=(a,s) es una matriz cuadrada de r+1xr+1, entonces Ax es la matriz

columna, cuyas entradas son las r+1 formas lineales
= ‘lV_:a,,x, (i=0,...,r)
en x. Un producto escalar x'4x" es una forma bilineal
2a.xx,
—
en las entradas de x y x’. y x'Ax es la forma cuadritica

Za.xx,.
ra

Defimicidn. Si x ¢ y representan puntos de dos espacios r-dimensionales T y
E°, ¥ si A e¢s cualquicr matriz cuadrada no singular de orden r+1. entonces a

la transformacién lineal definida por la ecuacion




y=Ax 3

la llamaremos colineacién de £ en X7,

A cualquier punto x de X le corresponde un inico punto ) de X°; e

inversamente, ya Que A es no singular, podemos escribir
x=A"'y, 4
1o que muestra que la inversa de una colineacién es una colineacién.

Si el punto x describe a el hiperplano / cuya ecuacién es (2). entonces, por

(4). el punto correspondiente » de X' describe a el hiperplano m cuya

ecuacién es lA"y=0: de esta manera la correspondenciaentre my /de T y =°

esta dada por la ecuacién:
m=lA" (o m'=(4"")"1"); )
e inversamente,

I=md (o I'=4'm"). (7)

De aqui que una colineacién entre dos espacios proyectivos puede ser

pensada como una transformacién lineal de hiperplanos en hiperplanos.

De hecho, si 7/ pasa por el punto fijo x de X, entonces



O=I!x=mAx=my,

de esta forma m pasa por el punto correspondiente y de £°; y viceversa.

1.1.2.1 Prod, de i i

Si suponemos que los espacios £° y I son el mismo, obtendremos una

colineacién de T en si mismo. La transformaciéon T(x)=4x llevara el punto x

en algtin otro punto 3. v la transformacién iterada, representada por
==T()=T(x). (8)

llevara el punto y en otro punto =. En general z sera diferente de x ¢ ».

Sin embargo es posible que, para alguna transformaciéon T. = siempre

coincida con x; a tales transformaciones les llamaremos involuciones.

Teorema VIII. El producto finito de colinecaciones es una colineacion.
Demostracion.
Esto se sigue del hecho de que si y=A4x y z=By, entonces z=84x, y la matriz

cuadrada BA teniendo por determinante |Bl|A|.@

1.1.2.2 Correlaciones.

Con la notacion anterior tenemos la siguiente
Definicién, Si x ¢cs un punto de £, ¥y m es un hiperplano de I£°, entonces lia
transformacién

m'=4x (0 m=x'4"). %)
define una corrclacién entre T y T°; en otras palabras, una transformacién

lineal entre los puntos de % y los hiperplanos de &°.



Directamente de (9) obtenemos la transformacién inversa

x=d"'m'. (10)
Supongamos que x describe al hiperplano cuya ecuacion es /x=0. Entonces
x'I'=0: por (9) obtencmos que m(4')'/'=0. Esta relacién muestra que todos
los hiperplanos de £ correspondicntes a los puntos de / pasan por el punto y
definido por

=y an
Se dice entonces que este punto corresponde a /. Como un caso especial de
correlaciéon tenemos a la dualidad, cada vez que conozcamos la imagen de

cada punto.

1.1.2.3 Las cuddricas coincidentes.

Asumiremos ahora que los espacios £ y X’ coinciden. Si x° es cualquier
punto del hiperplano correspondiente al punto x tendriamos que

x'a'x"=0, (15)
la cual es una relacién bilineal entre las coordenadas de x y x.
Transponiendo el producto de la izquierda obtenemos

(x")'4x=0, (16)
que Quiere decir por (11), Que x esta en ¢l hiperplano correspondiente a x" en

z.

Si el punto x pertencce a su hiperplano correspondiente, entonces

x'Ax= Zanx,x, =0. a7n
E! lugar gecométrico de los puntos que satisfacen esta propiedad es una
cuadrica, que llamaremos la primera cuddrica coincidente Q; de Ia

correlacion.



Sabemos que a cada cuadrica se le corresponde una matriz cuadrada
simétrica 4. cs decir cada cuéadrica es la primera de una correlaciéon. siempre
y cuando {A]=+0.

De la misma manera, la coleccién de hiperplanos / que pasan por sus puntos
correspondientes T(/) o T (/) ticne por ecuacion

1A' =3 b 11 =0. (18)
Esto de nuecvo define una cuadrica que llamaremos la segunda cuddrica

coincidente OQ; de la correlacién.

Observemos que @, ¥ ; son duales. Ahora bien dadas @, y (. cuadricas.
entonces suponiendo que sus matrices asociadas son no singulares. entonces
seran la primera y la scgunda cuiddricas coincidentes de la correlacion cuya
matriz sea NAC', donde N es la matriz asociada a Q> y N la matriz asociada a

Q..

1.1.2.4 Polaridades.

Fijémonos ahora en la colineacién T?
x'-Tz(x)=T(xtAt)=(A')'le. a9
Esta colincacién tendra por matriz a (A')"A. La transformacién inversa (T?)™'

tendra por matriz a 4°' 4", la cual es idéntica a la matriz de (T "2,

Se¢ dice que la transformacién T? es involutiva si la colineacién T? es
simplcmente la transformacién idéntica px"=x, donde p ¢s un escalar. Esto
implica que si un punto x° esta en el hiperplano T(x), entonces x esta en el

hiperplano T(x").



8i T es involutiva, tendriamos
(A 'la=p1s
donde 7 es una matriz unitaria. Asi
A=pA", (20)
es decir
a,,=pa,; (para todos r y s)
Supongamos que a,, e¢s distinto de cero para algan par de indices. digamos.

el par rg. sq.

Si ro=sg entonces p=1.
Si ro=so, entonces a,, tampoco es nulo; de esta forma, ademas de a_,=a .
tenemos también la relacion a,, =pa,, .

Combinando esto obtenemos que p?=1, que es vilido para ambos casos.

Si p=1, tenemos que a,,=a,,: la matriz 4 es simétrica, y @, y Q> coinciden.
Es decir O=0,=0. Entonces diremos que la correlacién T es una polaridad
que relacion_a a un punto(polo) con su polar con respecto a la cuddrica Q.
Si p=-1, tendriamos que a,,~-a,,, ¥ a,,~=0: la matriz 4 es antisimétrica® y
entonces O, y @, no existen ya que la condicién

Za,,x,x, =0
se satisface idénticamente.
Este tipo de correlacién, en la cual cada punto pertenece a su polar. la
Hamaremos polaridad nula. Y como ¢l determinante de una matriz
antisimétrica de nxn se anula cuande 7 es impar, una polaridad nula en

cualquier espacio de dimensién par ¢s necesariamente singular (degenerada).

* Una matriz 4 de nXnes i ica si A'=-A. que det(4)=0 para » impar.




1.1.3 Varicdades algebraicas. Hipersuperficies.

Hasta aqui hemos considerado solo aquellas variedades que son
representadas por una o mas ecuaciones lineales: ahora discutiremos algunos

aspectos de las variedades no lineales.

Definicion. Una variedad (o hipersuperficie) en [r] es el lugar geométrico de

puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién de la forma
F(x0.X)4e000x,)=0

donde F es un polinomio.

Si F es de grado n, se dice que la variedad (o hipersuperficie) s de grado n

y la denotaremos por V/,. Si F ¢s de grado dos, la variedad es llamada

cuadratica, etc.

De aqui en adelante F sera un polinomio homogéneo a menos de que se

indique lo contrario.

1.1.3.1 Variedades polares.

Una propiedad fundamental de una variedad se expresa en ¢l siguiente

teorema:

Teorema X. Una recta arbitraria intersecta a V| en n puntos.

Demostracidn.

Sean P y { puntos cuyas coordenadas Son (Xo,Xj,--.»X¢) ¥ (FaVie---o )

respectivamente. Entonces un punto sobre la recta PQ tiene coordenadas

(Xo+AYgs....X,+Ay,) para alguna A, y este punto pertenece a VI, si
F(xo+tAYg,.... X+ Ap,)=0, 2)



17

Esta es una ecuacién de grado n en A por lo cual la recta PQ intersectara a

V,., en n puntos.®@

Desarrollando (2) como una ecuacién en A en la forma
1 2
F(x)+M,F(x)+512A;F(x)+---+xr(_y) =0, 3
donde F(x)=F(xg.x),..-.%,). A, es el operador diferencial
__6 + _6 oo __6
Yo Oxg pdl ox, g o,
Si P pertenece a V], entonces F(x)=0, y asi una de las raices de (3) es cero.
Si la recta PO es tangente a V/, en P, entonces una segunda raiz de (3) debe
ser cero, es decir
OF OF IF
a, F(x) -yog;+y.ja:*~~-+y,ax—’=0- 1)
Si suponemos que las y; son ahora las coordenadas obtenemos el siguiente
entonces el lugar

Teorema XI. Si P es un punto genérico de una V/,,

geométrico de las rectas tangentes a V2, en P es un hiperespacio.®
Definiciom. Al hiperespacio del teorema anterior le llamaremos hiperespacio
tangente a V., en P,

Definicion. Un caso particular sucede cuando todas las parciales sc¢ anulan
en un punto P, es cntonces cuando diremos que P es un punto singular
de V.

Si ahora fijamos el punto @ en (4), siendo ahora las coordenadas las x;.

Entonces la ecuacidn represcntara una hipersuperficie de orden n-1, la cual

llamaremos la primer polar de O con respecto a V.,; y cualquier punto P de



V], qQue pertenezca a esta polar es tal que la recta PQ tiene dos de sus

intersecciones con V7, coincidentes en P.

Regresando a (3) observamos que esta ecuacién tendrd una tercera raiz igual
a cero si

* riny=( o Lren a_] -
A‘F(x)_(y°6xn+ Y o, F(x)=0. (s)

En este caso la recta PQ tendra tres puntos de contacto con V) [ en P.

Defimnicién. Decimos que un punto P de V., tienec multiplicidad k. siempre y

cuando toda recta por P intersectara a la superficie fuera de P en n-k puntos.

Si (x;) es tal punto P, entonces por (3) las expresiones
F(x).5,F(x). &% F(x).---, A F(x)
se anulan para cualquier punto (3;)=Q; para que esto suceda sabemos que una

condicidn necesaria y suficiente (debido a la homogeneidad de las

ecuaciones) es que todas las derivadas parciales de orden k-1 se anulen en P.
Analogamente para un punto P de multiplicidad ¥ en V definimos:
Definicion. El cono tangente por P en V es la variedad algebraica definida

por

T, =T P xt =

1.1.4 Conos.

Definicion. Toda variedad en S, la cual es generada por un hiperespacio

variable S,., sobre un hiperespacio fijo S, la llamaremeos un Sy-cono de S,.




Para generar un Sp-cono, procederemos en general uniendo un hiperespacio
fijo S, a todo punto de una variedad ¥V, (k<r-A-2): los [A+1] generan un S;-
cono que denotaremos por Sp(Vy), y llamaremos vértice a S, y a ¥, su

directriz, y los [h+1] sus generadores,

En gencral §,(¥y) tendra dimension A+k+/; es decir, si k=r-h-2. S, (V) es un

Sy-cono (o hipersuperficie cénica).

Teorema XV. Si S, no intersecta a ¥, entonces ¢l orden de §,(¥,) es igual al
orden de V.

Demostracidon.
Sea ¥, una variedad de orden n, entonces un S, arbitrario la intersecta en n

puntos. Como S,(¥y) tiene dimensién A+4k+1, su orden es el numero de
puntos en los cuales intersecta a un espacio IT, de dimensién r-k#-k-1; en
otras palabras, su orden es el numero de sus generadores que intersectan a
dicho espacio. Un genecrador de S,(V,) intersectara a I si y sélo si este esta
contenido en el espacio IT° de dimensién r-k que une a I1 con S,: lo que
indica que este debe ser uno de los » generadores que unen S, a las »
intersecciones de IT° con ¥,, ninguna de tales intersecciones pertenezca a S,
pues, por hipdtesis, S, no intersecta a V. Asi entonces. S,(¥,) tiene orden n.

1.1.5 La ccuacién de uma superficic ciibica genérica referids a ua pentaedro.
Teorema(Sylvester). La ecuacién de una superficie cubica genérica (lisa o

nodal) S<P? sec uede escribir de una y sélo una mancra en ta forma
4

siguiente:




gl.z,’ =0

(20)
son cinco formas

donde {z;} lineales cuatro a

independientes y que satisfacen la relacion:

2:. =0 z1)
pry

¥ (A}ieo + Son constantes no nulas determinadas excepto por un factor, y
que satisfacen la condicion:

cuatro linealmente

22)
si y solo si § es singular.

Demostracion (del Centina y Bardelli {14]).
Primer caso:

S es una superficie cabica lisa de ecuacién (20) con las
hipodtesis sobre las z; y las A;.

Como § es lisa (no singular) tenemos que (22) es distinta de cero.

La superficie H, Hessiana de § es una cuirtica con diez puntos dobles

[2I

Q3. .... Qo (a saber, intersecciones de las ternas de {z,=0}) y pasa por las
diez rectas {z,=z;=0}, 0si<j<4.

Observemos que por cada @; pasan cxactamente tres rcctas del conjunto
1OQk}. k=i, contenidas en H. Por 1o que ¢l pentaedro es unico. teniendo sus

vértices en los puntos dobles de H y sus aristas, totalmente contenidas en H.
Siendo sus caras los cinco planos {z;=0}.

Ahora bien si S tiene otra representacién de la forma:

2 np =0

con las mismas propiedades anteriores, vemos que, calculando el Hessiano
de S, excepto por una permutacién de los indices. (z;=0) coincide con
{¥=0}. Ahora bien, la independencia lincal de los

z; implica que p;=2a,;,
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excepto por un factor de proporcionalidad coman. Con lo que ¢l pentaedro

queda determinado de manera inica por §.

Segundo caso: § es singular.

Observacion. S satisface (22).

Demostracion.

En efecto sea § como en las hipdtesis del teorema, entonces

= 32,00 — 33X, (—x, — X, —x, — ;)

ax,
as N
ar, = 30— — e —xy —-x;)?

as
B = Ihexl — 3N (X — Xy =Xy =)
2
as »
Fx, =3t = IA (oo — oy~ — )
Como suponcmos a § singular estas parciales sc¢ anularan en algun punto.

por lo que

Ao = Ay (=, — X, =3 —,)°
A X = A (g =~y =Xy =)
A xy = A (=X, — X —x; —X,;)?

Ax] = A (—xp ~ Xy —xy ~ )¢

y tomando raices
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*o =:/—T(_"'n -, =Xy = X3)

* =7f'(—-'o—xl —x; —X3)

X, == (—Xy — X, — X, —X)
L v o ' 2 x

x5 =Ti.=(_x° -, — X, —X,)
¥y sumando las igualdades anteriores obtenemos

X+ X + X, + Xy =Jl—.-[—‘/l—z+—\/l——:+—\/—lf-+ﬁ)(—x,—x, -, —X3)

con lo que

como esperidbamos.

Observemos que:

23)

i) La cubica genérica de la farma (20) con las 2, satisfaciendo (22) tiene un

unico punto doble pues el sistema (23) tiene solucién Gnica xy:x,:x2:x;3.

y

ii) La Hessiana de § en este caso tendra once puntos dobles Q,.

donde O es el nodo de §, que por su definicién estard en H.

seer o O-

i
|
i
|
|
i
1
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Observemos También que si Ill, # 0 ninguna de las rectas {QQ;) ecstara
contenida en H, y por tanto concluimos la existencia de un uanico pentaedro
con sus vértices en @. .... Qo con las mismas propiedades del anterior.@

Observacién. Sea S una superficie cibica con un solo nodo. sea O dicho
punto, entonces hay exactamente seis rectas totalmente contenidas en S y

concurrentes en O. Estas rectas constituyen la interseccién completa de S v
su cono tangente en Q.

Dewmiostracion.

Sea S:(F=0) dicha superficie. Y escribamos a F como en ¢l teorema anterior.

Haciendo 0=(0,0.0,1), entonces el cono tangente a S en () se escribe como:
Zzi.u.p'.u-':-‘; =0

Queremos encontrar una recta / que pase por O y esté contenida en S. es
decir queremos que:

F(l: (O + uP)) m 0. 24)
Expandiendo (24) en serie de Taylor alrededor de O (como en (3)).
observamos que tanto F(O)=0 (al estar O en §) y F (0O)=0 (al ser § singular
en O), por lo que ¢l primer término distinto de cero en la serie es el término
de grado dos, por lo que F(O + pP) se reduce a

F(O + pP)-% n2al Fo)

¥ entonces F sc anula si P esta en el cono tangente a S en O.
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En dado caso la recta / estara contenida en dicho cono ¥y en S. Ahora bien.

supongamos que /:(xy=x,;=0) y escribamos a £ como:
F: Ax} + Bx,x, +Cx} + Dxy + Ex, + G

Donde 4. 8. C, D, E, G € K[x3,x3] y 4, 8B, C de grado uno, D y £ de grado
dos y G de grado tres.

Consideraremos la ecuacién anterior como una cuddrica variable. y tomando
en cuenta sus casos degenerados, es decir, cuando el determinante

A(x3,x3)= JACG+BDE-AE’-B°G-CD?*=0

se anula. E] cual es una ecuacién de grado cinco en xz y x;3.

Ahora bien, cualquier plano por /, esti dado por w:(Mx;~ax;). Si p=0.

podemos suponeria como u=1 y entonces n:(xz=ax;).

Asi, la restriccién de S al plano n (en coordenadas homogéneas (xg,X;,X3))

esta dada por
Fl, = x,0(x0.x;.X,)
donde
O(xo.x,.x,) = Al 1)x} + B(a 1)x,x, + C(a 1)x] + Dl Dx, + E(a Dx, + Glee 1)

Entonces A(x;.x;) s una eccuacién de grado cinco en «a. Asi cada raiz a

determina un plano del haz mencionado.
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Ahora bien, cada uno de estos cinco planos intersecta al cono tangente en
otra recta I° la cual estara contenida en S (primera parte). Por esto A(xa.x3)

no tiene raices repetidas.

Asi entonces, S|, = oI/, Observemos que /. I° y I” no pueden ser
concurrentes, pues dicho cono no conticne ningtin plano, pues O es un nodo.

Con esto queda demostrada la observacién. @

1.2 Config '/ proy P

Una configuracién es un arreglo de / rectas y p puntos en un plano
proyectiva de tal manera que
(i) Cada punto e¢s incidente con exactamente A rectas y

(ii) cada recta es incidente con exactamente © puntos del arreglo.
. . . 7 !

Tal sistema se puede indicar mediante la matriz A

Para la cual, por (i) y (ii), pA=nl.

Por cjemplo. consideremos cuatro rectas en posicién general en un plano

provectivo, y sus secis puntos de interseccién al tomarlas por pares. Su

3

Por otro lado. dado un poligono cerrado de n lados, este constituirid una

simbolo seria entonces

configuracion del tipo #,.
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En cl caso en que p=/, tendremos como consecuencia que =i de donde el

simbolo p, bastara para denotar a tal configuracidn,

Un ejemplo cldasico de este tipo de configuraciones es la configuracién de
Desargues: la cual es una del tipo 10; ¥ se construye de acuerdo al siguiente
teorema:

Teorema(Desargues). Si dos tridngulos se encuentran en perspectiva desde
un punto, entonces las intersecciones de los pares de lados correspondientes
de tales tridangulos estan ailineados.
Demostracion.

Expondremos una demostracién en la version espacial del teorema. sin
embargo es posible demostrarlo para el caso plano.

Sea O el centro de perspectiva de los tridngulos ABC y 4°B°C’, sea !/ la recta
de interseccidén de los planos n, y n; determinados por los triangulos 4BC y
A'B°C’ respectivamente.

Las rectas 4B, AC y BC (intersecciones de los planos O48, O4C y OBC con
m,;) se proyectan desde O en las rectas 4’8", A°C' y B°C’ (intersecciones dec
les planos OAB=0A"B", OAC=0A4"C" Yy OBC=0B"C" con M)
respectivamente. Scan P, Q y R los puntos de interseccién de las rectas 48,
AC y BC respectivamente con la recta /. comun a los planos n, y m;. ¥ sean
P, O y R’ las intersecciones de sus imidgenes bajo la proyeccién desde O
con /. Aqui vemos inmediatamente gque P=pP°, O=0" y R=R", por lo que el
teorema es cierto.

Considerando entonces los diez puntos O. A. B, C, A", B*, C". P. Q. R y las
diez rectas OA4, OB, OC, AB, AC, BC. 4°B°. A°C’, B°C’. I, obtenemos una
configuracidn de rectas del tipo mencionado. pues por construccién por cada

punto pasan tres rectas y en cada recta inciden tres puntos. Ver figura 1.
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El simbolo p, no determina a una sola configuracién. Por ejemplo las figuras
2a y 2b dan algunos ejemplos de diferentes configuraciones de tipos 9; y 10,

respectivamente (ver Bokowski-Sturmfels [6] y R. San Agustin [4]).

Por cjempio. una propiedad caracteristica de la configuraciéon de Desargues

es la siguiente:
Proposicion. El conjunto de puntos
configuracién pertenecen a una misma recta de dicha configuracion. @

no vecinos de cada punto de la

Por cjemplo, al quitar el punto O en la figura 1 junto con sus vecinos, los
puntos 4. 4°. 8. B". C y C’°, solamente quedard de nuestra configuracién la
recta POR, la cual pertenecia a la configuracién. Podemos proceder por
inspeccién con los otros dos cjemplos de configuraciones 10; de la figura
2b. y observaremos que esta propiedad no se mantiene, al menos para alguno

de sus puntos. Asi pues a la configuracién de Desargues la denotaremos por

(103), o simplemente por D.

pto de configuracién como sigue:
fuertemente incidente con un

Pod ext o el
Defimicidon. Un clemento de dimensién i es

elemento de dimensién j si uno contiene al otro.

Definicién. Una configuracién C en P' es un sistema que consta de ngo
puntos, n,, rectas y, en general, n;; subespacios lineales de P’ de dimensién #

tales que cada uno de sus elementos de dimension 7 ¢s fuertemente incidente

con exactamente n;;, elementos de dimensién ;.




% £

i Figura 2. (a) C 9,.(b) C
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Pijmn ¥ Piima- €8 decir cada terna de rectas asi tomadas es coplanar, y las
unicas quince posibilidades estan listadas en la tabla 1. Los planos
determinados por cada terna de rectas son tangentes a la superficie en los
tres puntos de interseccién dcterminados por cllas. de aqui que sean

llamados rritangentes. @

12.34.56 12.35.46 12.36.45
13.24.56 13.25.46 13.26.45
14.23.56 14.25.36 14.26.35
15.23.46 15.24.36 15.26.34
16.23.45 16.24.35 16.25.34
Tebla . Los quince planos tritangenies a 3.

Observemos que, segin la tabla 1, en cada recta » inciden tres de los quince
planos . En otras palabras la superficie 3 contiene quince tridngulos <7,
cuyos vértices son todos distintos de O, y cada recta es lado comun a tres

triangulos <.

If. Diremos que dos triangulos Tt forman wn par, cuando no tienen un lado en
comun. Cada tridngulo pertenece a ocho pares. Tenemos entonces que el

15-8
> =60. Los planos de dos triangulos de un par se

nimero de pares cs
intersectan en una recta. que llamaremos recra de Pascal®, la cual intersecta
a la superficic 3 en tres puntos P, en los cuales los tres lados de un
tridngulo se intersectan con los lados del otro. Esto es, la recta comun a los
planos /2.34.56, 13.25.46 que forman un par, intersecta a la superficie en
los puntos (/2.46), (34.25) v (13.56).

7 Usaremos la palabra tritngulo para referimos a la terma de rectas que definen al misme plano t.
.
Por las ue
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Notacién. (Coexeter) Una configuracién € en P’ con parametros {n,;} sc
denota mediante la matriz

().

1.3 C ion del » Mistico.

Expondremos aqui la construccién dada por L. Cremona (ver [1]). tratando
de conservar su notacién.

I. Sea 3 una superficie cubica nodal, con nodo en el punto O y consideremos

las seis rectas contenidas en la superficie Que pasan por O*.

Denotémoslas por /7, 2, 3, 4, 5, y 6. Los quince planos que determinan c¢stas
rectas tomadas de dos en dos intersectan a la superficie 3 e¢en una tercer
recta. Obtenemos asi otras quince rectas r (distintas de las anteriores), que
denotaremos por /2, 13, 14, 15, 16, 23,

1.2y 12 son coplanaresb.

... , 56. De tal forma que las rectas

Observacidon. Las quince rectas » son coplanares por ternas en quince planos
T que son los planos tritangentes de la superficie 3 (ver tabla 1).
Demostracidn.

Consideremos primero cl par de rectas ij y k/ de tal manera que  {ij. k {}|=4
¥y supongamos que no son coplanares. Sea / la transversal a if ¥y k/ que pasa
por O. Entonces / intersecta a ij en P y a k! en . lo cual contradice la
definicion de O. Lo cual implica que P=Q. Ahora bien, cada terna de rectas

i/, ki, Im ral que |{i,j. k 1.m n}|=6, concurren por pares en los puntos P,j.

* Estas seis rectas son la interseccion completa de ta superficie y su cono tangente en Q.
. Gn €sta notacion, una de las rectas /, 2. ..., 6 se intersecta con alguna de las rectas /2. /3. ... . 56si
tienen algan indice en comun. Inversamente, dos de las rectas 12, /3.

.. + 36 €512 en un Mismo plano si no
existe entre ellas un indice en comuin. Ver demostracion.
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Pijma ¥ Primn. €5 decir cada terna de rectas asi tomadas es coplanar, y las
unicas quince posibilidades estdn listadas en la tabla 1. Los planos
determinados por cada terna de rectas son tangentes a la superficie en los
tres puntos de¢ interseccion determinados por cllas. de aqui gque sean

llamados tritangentes. @

12.34.56 12.35.46 12.36.45
13.24.56 13.25.46 13.26.45
14.23.56 14.25.36 14.26.35
15.23.46 15.24.36 15.26.34
16.23.45 16.24.35 16.25.34
Tabis 1. Los qUINCE planos tritangenics a 9.

Observemos que, segtn la tabla 1, en cada recta r inciden tres de los quince
planos ¥. En otras palabras la superficie 3 contiene quince triangulos <7,
cuyos vértices son todos distintos de O, y cada recta es lado comiin a tres

tridngulos t.

I1. Diremos que dos tridngulos t forman un par, cuando no tienen un lado en
comin. Cada tridngulo pertenece a ocho pares. Tenemos entonces que el
15-8
2
intersectan en una recta, que llamaremos recta de Pascal®, la cual intersecta

numero de pares es =60. Los planos de dos tridangulos de un par se

a la superficic 3 en tres puntos P, en los cuales los tres lados de un
tridangulo se intersectan con los lados dcl otro. Esto es, la recta comun a los
planos 72.34.56, 13.25.46 que forman un par, intersccta a la superficie en

los puntos (/2.46). (3+4.25) y (13.56).

7 Usaretnos la palabra tridngulo para referirnos a la terna de rectas que definen al mismo plano t.
* Porlas que
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Las sesenta rectas determinadas por los pares de tridngulos T de esta manera
son las sesenta rectas de Pascal.

III. Puesto que cada plano tritangente pertenece a ocho pares. cada plano
contiene ocho rectas de Pascal. Vale decir pues, que las sesenta rectas de
Pascal se distribuyen ocho a ocho en los quince planos tritangentes.

Por
cada recta de Pascal pasan dos planos tritangentes.

I¥V. En un punto P concurren dos rectas r, por ejemplo /2 y 46, por esto,
ademas del plano /2.46.35 determinado por ¢stas dos rectas. concurren en £
otros dos planos tritangentes que contienen a la recta /2 (que son. segun la
tabla 1, /2.34.56 y 12.36.45), y otros dos planos que contienen a la recta 46
(que son. segun la tabla 1, /3.25. 46 y 15.23.46). Con los dos planos por /2

junto con los dos planos por 46 podemos formar cuatro pares t: por lo cual
en cada punto P concurren cuatro rectas de Pascal.

El nimero de puntos P es pues

= 45; aunque esto ya lo sabiamos pues
son los vértices de los quince triangulos de los planos tritangentes. Estando
cada recta r contenida en tres planos tritangentes, intersectard a otras seis

rectas r. De donde cada una de las quince rectas r contiene a seis puntos P.

V. Las tres parejas de rectas r (por ejemplo [12.46. 34.25. 13.56)
concurrentes cn tres puntos P de una recta de Pascal (interseccion de los
planos 12.34.56 y 13.25.46) nos dan tres tridngulos t. cuyos terceros lados
(35, 16 y 24 respectivamente) son coplanares, formando un nuevo triangulo
<. Se tiene asi un triedro formado por tres triangulos v (/2.34.56. 13.25.46 y

16.24.35) y observamos quc las nueve rectas r que los forman de distribuyen
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en otros tres tridngulos t (/2.35.46, 16.25.34 y 13.24.56) constituyendo un
nuevo triedro. Este par de triedros son un par de triedros conjugados, o

triedros de Steiner® conjugados.

Los vértices de dos triedros conjugados se llamaran punros de Srteiner

(conjugados uno del otro respecto de cierta cénica).

Cada par 1 determina dos triedros conjugados; y cada triedro esta formado
60
por tres pares t, asf ¢l nimero de triedros es T=20' conjugados dos a dos.

Las aristas de estos triedros son las sesenta rectas de Pascal del Hexagrama

Mistico.

Observamos que cada recta de Pascal ¢s arista de un (y solo uno) triedro, es
decir contiene un solo punto dc Steiner. Y como cada triedro contiene tres

aristas, entonces en cada punto de Steiner concurren tres rectas de Pascal.

¥7 Para tres planos T que forman uno de estos triedros, los otros doce planos
tritangentes se distribuyen de la siguiente manera:

1° tres planos forman ¢l triedro conjugado.

2° nueve planos, cada uno de los cuales conticne una y solo una de las
nueve rectas 7 situadas en ¢l triedro propuesto. Se sigue de aqui que las seis
rectas r no situadas en cl triedro propuesto, no determinan a dos tridngulos

T, sino que forman un hexdgono torcido (no plano).

Un plano que sca cara de un triedro entra en dos de los tres pares ©

pertenecientes al triedro. Ahora bien, un plano es comun a ocho pares; con

* Al conjunto de tres planos tritangentes se le llama Triedro de Steiner.
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lo que un plano tritangente pertencce a cuatro triedros distintos. entonces
contiene a cuatro puntos de Steiner. Dos de cada uno de estos puntos no
pueden ser conjugados, pues dos triedros conjugados no pueden tener ningan

plano en comun.

VII Aqui tenemos otros triedros, que llamaremos de segunda especic. En
efecto, témese un par t: los planos que lo forman contienen seis rectas r
(por ejemplo 72.34.56. 13.25.46): las otras nucve rectas r se pueden
combinar, de una sola manera, en tres tridngulos (/4.26.35. 15.24.36,
16.23.45) formando otro triedro, cuyas aristas son tres rectas de Pascal
(todas ellas distintas de la dada por el par dado t). A cuyo vértice de

concurrencia llamaremos punro de Kirkman.

VIII Dado un par de planos tritangentes (por ejemplo /4.26.35. 15.24.36),
ios otros trece planos t se pueden clasificar de la siguiente manera:

1° el plano 16.25.34 que con cl par dado forma un triedro de primera
especiec.

2° los tres planos /4.25.36, 15.26.34 y 16.24.35 que forman el triedro de
primera especie, conjugado al anterior.

3° los seis planos /4.23.56, 26.13.45, 35.12.46, 15.2346, 2+4.13.56 y
36.12.45 que contienen a una de las seis rectas » del par.

4° los tres planos /2.34.56, 13.25.46, 16.23.45, cada uno de los cuales
forma con un plano del par dado un nuevo par t. Cualquiera de estos tres

planos constituye, junto con ¢l par dado, un triedro de segunda especie. Un

par t entra, por tanto, en tres triedros de segunda pecie: inver un

triedro contiene a tres pares, de esta forma el nimero de triedros de segunda

"3 _ 0.

especie es
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Counsiderando nuevamecnte que un par t tiene tres triedros de scegunda
especie, se siguc que cada recta de Pascal contiene tres puntos de Kirkman.
y en un punto de Kirkman (vértice de un triedro de segunda especie)

concurren tres rectas de Pascal'®,

IX. Los sesenta triedros de segunda cspecie, es decir los sesenta puntos de
Kirkman, se corresponden univocamente'' a los sesenta pares t (segun la
construccién VI, es decir a las sesenta rectas de Pascal: en cuanto que las
quince rectas r se separan (en sesenta formas distintas) en dos grupos, uno
de nueve rectas situadas en los tres planos de un triedro de segunda especie:

el otro de seis rectas, que yacen en los dos planos del par Tt correspondiente.

De muchas maneras se puede asi asignar cinco planos t que conteangan las
quince rectas r de la superficie 3. Las quince rectas r constituyen la
interseccion completa de una superficie de tercer grado con una de quinto;
pero nueve dc esas rectas estin en un triedro, quedando asi las otras seis en
una superficie de segundo grado. Ahora bien, o esta superficie es un
hiperboloide, o es el sistema de dos planos. El primer caso de verifica
cuando el triedro que forman las nueve rectas es de primera especic ¥y el otro
cuando ¢l triedro es de segunda:
- Los tres planos tritangentes /2. 34.56, 13.25.46 y 16.2+4.33 constituyen un
triedro de primera especie, ¥y las seis rectas restantes /4, 15, 23. 26. 36 y 45
se pucden agrupar en dos conjuntos:

{14.15.45) ¥

{23.26.36}.

'°Con esto tenemos que las sesenta rectas de Pascal y los sesenta puntos de Kirkman constinuyen una
configuracion del tipo 60,.
' En este Ia ia de Hesse, y la estudiaremos mas adelante cn 27
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Cada uno de estos conjuntos (o clases de rectas) tienen la propiecdad de que
cada par de rectas de uno se intersectan, y cada recta de uno no intersecta a

ninguna del otro, es decir. estas scis rectas definen un hiperboloide (ver D.

Hilbert[?7)).

- Si ahora tomamos un triedro de segunda especic. las seis rectas restantes
se distribuyen en dos planos 1, que forman un par. Este es el par

correspondiente al punto de Kirkman de partida segun la correspondencia de

Hesse.

Con esto también se verifica que solo hay veinte triedros de primera especie
(conjugados dos a dos) y sesenta de segunda especie, no habiendo otros

triedros tangentes a la superficie 3 en nueve rectas /2, /3, ...

X. Un par de triedros conjugados de primera especie determina un
hiperboloide que intersecta a 3 en seis rectas con las propiedades antes
mencionadas. Los diez hiperboloides son entonces (indicados por las rectas
que contienen):

{12.13.23} .{+5.46.56}.

{12.14.24}.{35.36.56},

{(12.15.25}.{34.36.46}.

{12.16.26}).{3+.35.45},

{13.74.34}.{25.26.56).

{(73.15.35}.{24.26.46}.

{13.16.36}.{24.25.45).

{14.15.45).{23.26.36}.

{(14.16.46}.{23.25.35).

(15.76.56).(23.24.34).
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XI. LLos tres planos de un triedro de segunda especie y los dos planos de! par
correspondiente constituyven un pentaedro, en ¢l cual tres caras cualesquicra
forman un triedro de segunda especie., que corresponde al par de las caras
restantes: de hecho, este par contiene seis rectas. y las otras tres caras
contienen a las nueve restantes. Con lo que los diez vértices del pentaedro
son diez puntos de Kirkman, y las diez rectas correspondientes son las
aristas de tal pentaedro.

Cada punto de Kirkman determina a un pentaedro: y como cada pentaedro

f N B - 60
tiecne diez vértices. tenemos que el namero de pentacdros s 0=

De esta manera obtenemos el siguiente resultado:

Teorema(G. Veromese). Los sesenta puntos de Kirkman » las sesenta rectas
de Pascal se distribuyen en seis grupos, cada uno formado por diez puntos y
las correspondientes diez rectas. @

G. Veronese llamo en un principio a estos seis grupos fignras, ahora
sabemos Qque cada una de estas figuras es una configuracion de Desargues

como veremos mas adelante.

XII. Cada cara de un pentacdro combinada con las otras cuatro nos da cuatro
pares T: pero como sabemos. cada plano tritangente entra en ocho pares, por
lo que cada cara de un pentaecdro pertenece a dos pentaedros. en otras

palabras, dos pentaedros siempre tienen un plano en comun.

X7III. Si ahora proyectamos desde el punto O los puntos ¥ las rectas hasta
aqui obtenidos en un plano arbitrario, las rectas /. 2, 3. 4. 5. 6 se proyectan
en secis puntos situados en una coénica; los sesenta pares de triangulos dan
los sesenta hexdgonos inscritos que se pucden formar con estos seis puntos:

y las sesenta rectas de Pascal, los sesenta puntos de Kirkman y fos veinte
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puntos de Steiner, nos dan las rectas y los puntos igualmente denominados
en la teoria plana del Hexagrama Mistico. Cada una de las seis figuras del
teorema anterior se proyecta en una configuracidn de rectas del tipo 10;5:

En efecto. en cada punto inciden tres rectas de Pascal. ¥ en cada recta
inciden tres puntos de Kirkman. Obsérvese que si quitamos de un pentaedro
un par t. la figura que obtencmos es el triedro correspondiente de segunda
especie. pues este triedro y ¢l par correspondicnte no tienen ninguna recta r
en comun. Andlogamente, toda vez que quitemos un triedro de segunda
especie de un pentaedro obtendremos el par ¥ correspondiente. Esta es una

propiedad caracteristica de una configuracion de Desargues (ver R. San
Agustin [2]).

XIV. Indiquemos los seis pentaedros con los numeros romanos 1. 11, ..., VI
El plano LIl sera el plano tritangente comun a los pentaedros 1 y 1I; la recta
de Pascal I(11.111) sera arista del pentaedro | interseccién de fos planos I.I1 y
1.1II: el punto de Kirkman I(ILIILIV) serd el vértice del pentaedro I en el
cual concurren los planos 1.11, L.I1I, L.IV.

Dos planos tritangentes de un par pertenecen siempfre a un mismo pentaedro.
Asi por ejemplo los planos I1.I1 y I.IIl, cuyos simbolos tienen ¢l indice
comuan I, forman un par perteneciente al pentaedro . Pero por ejemplo los
planos 111 y IIL.IV no forman un par. si no que se¢ intersectan en una de las
rectas r de la superficie. Se deduce pues que un pentaedro contiene a las
quince rectas r. De aqui que los seis pentaedros inducen a una notacién para
los quince planos tritangentes y de las quince rectas » analoga a la inducida

por las seis rectas por el punto ( determinadas por la superficie ¥ su cono
tangente,
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XV. Como cada recta de Pascal contiene un sélo punto de Siciner cada recta
concurrente en uno de estos puntos pertenecera a tres pentaedros distintos.
Es decir. los tres planos tritangentes que forman un triedro de primera
especie pertencecen a tres pentaedros distintos. Como vimos. un par de
triedros conjugados de primera especie contienen a las mismas nueve recuas
7. Resulta pues que dos rectas de Pascal, aristas de dos triedros conjugados,

no pucden estar en un mismo pentaedro.

Como consecuencia de lo anterior, las seis rectas de Pascal. aristas de dos
triedros conjugados. pertenecen a scis pentaedros distintos. Es decir. un
punto de Steiner es comién a tres pentaedros distintos. y su conjugado

pertenece a los otros tres.

X¥VI. Ya que las diez rectas de Pascal dc un pentaedro concurren por ternas
en los diez puntos de Kirkman de! pentaedro. dos de ellas no pueden tener
un punto P en comun. es decir cada pentaedro contiene a treinta puntos P

distintos. Y las cuatro rectas de Pascal concurrentes en un punto P

pert a cuatro p dros distintos.

XVrl. Cada plano tritangente contiene a cuatro puntos de Steiner. es decir
dos pentaedros tienen en comin a cuatro puntos de Steiner. Los cuatro
puntos conjugados a los anteriores no los podemos tomar en algan otro par

de pentacdros.

Siguiendo con la notacién establecida por los pentaedros., el punto de
Steiner comuan a tres pentacdros s¢ podra indicar por los indices de los
pentaedros que lo determinan. Por ejemplo el punto de Steiner coman a los

pentaedros I, 11, 1l se le indicara con el simbolo L.I1.I{1, y ¢! simbolo de su
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conjugado serd entonces IV.V.VI. Los dos pentaedros [. Il tienen ¢n comiGn a
los puntos de Steiner LILIIL, I.ILIV, LLIL.V y LIL. VI, siendo sus conjugados
los puntos IV.V. VL. I1I.V.VL, IIL.LIV.VI Y HI.IV.V respectivamente'?.

Esta notacién pone en evidencia por ejemplo que e! par I.II. [.1I] debe estar
II.111 para determinar un triedro de primera especie:
1.V Y 1.VI da los tres triedros de

asociado al plano
mientras que junto con los planos [.IV.,

segunda especie a los cuales entra el par propuesto.

XWVIrl. Consideremos los cuatro puntos de Steiner contenidos en algan plano
tritangente, por ejemplo. en el plano I.11 , por los cuales pasan las cuatro
rectas de Pascal: III(I:I1). IV(L.II), V{I:I1) ¥ VI(1.1]1). Dos de estas rectas se
intersectan; en efecto, los planos IL.III, II.IV y 1.1V se intersectan en una
recta de F; asi también los planos IL.III y 1.IV tienen una recta r en comun
que yace en el mismo plano V.VI; por lo que los cuatro planos L.III y IL.IIL,
I.IV y .1V -el primer y scgundo par se intersectan c¢n las rectas de pascal
IHICI:I) y EV(I:II) respectivamente- tienen un punto cn comun: ¢l cual es un
punto P, ya que es comun a dos rectas r situadas en el plano tritangente

V.VI,

Ya que las cuatro rectas de Pascal mencionadas anteriormente se intersectan
dos a dos. estas son coplanares. A este plano lo llamarcmos plano de
Plucker, y lo indicaremos con el simbolo I.II. Los cuatro puntos de Steiner
de los cuales parten las rectas de Pascal anteriores estin contenidos en el
plano tritangente [.Il y también en el plano de Plicker I.II. por lo que estos
cuatro puntos son colineales. A esta recta la llamaremos recta de Steiner-

Pliicker o simplemente recta de Steiner o simplemente recta dv¢ Pliucker. Y

** Si al simbolo de dos punitos de Steiner arabigo en la forma
(123)(456), vemos claramente que csta notacién deu'n- il hlperbolotde (|" 13.2345.46.56).
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la indicaremos con ¢l mismo simbolo del plano tritangente o dei plano de

Pliicker a los cuales pertenece.

XIX. De esta manera a los quince planos tritangentes se les corresponden los
quince planos de Plitcker. que contienen. cada uno. a cuatro rectas de Pascal;
¥ les corresponden también las quince rectas de Plilcker, cada una de las
cuales contendra a los cuatro puntos de Steiner correspondientes. La recta de
Plicker 1.1l contiene a los cuatro puntos de Steiner [.ILIII, LILIV. LILV y
L.LII.VI1. Inversamente, en ¢l punto de Steiner I.11.1I]1 concurren las rectas de
Plilcker II.ITE, III.I y L.ILk. es decir, por cada punto de Steiner inciden tres

rectas de Plicker'?,

XX. Hemos mostrado que un plano de Plidcker contiene a cuatro rectas dec
Pascal. y que estas rectas de Pascal se intersectan dos a dos ¢n séis puntos
P. Por un punto P pasan dos planos de Plicker; por ejemplo. el punto P
interseccién de las rectas comunes a los planos [.III. II.IV ¥ V.VI con la
recta comun los planos 1.1V, IL.II1 ¥y V.VI estard contenida en los planos de
Placker I.IT1 y IIL.IV. En un punto & concurren cuatro rectas de Pascal y de
los scis planos que estas determinan, cuatro son tritangentes. y los otros dos

son planos de Plucker.

XXJ. Dos rectas de Plilicker sc intersectan en un punto de Steiner si sus
simbolos tienen algiin indice en comun; por cjemplo las recta de Plicker L.II
v LIIl concurren en ¢l punto de Steiner I.IL.IIL. De aqui se sigue que las

cinco rectas de Plucker L.IL. I.I1I, LIV, I.V y L.VI se intersectan por pares, es

'* Con esto, las quince rectas de Plucker y los veinte puntos de Steiner ituyen la

del tipo:
20 3 )
4 15
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decir estan contenidas en un mismo plano, indicado por I. formando asi un
pentigono completo cuyos diez vértices son todos puntos de Steiner. De esta
manera los veinte puntos de Steiner se distribuyen diez a diez » las quince
rectas de Plicker cinco a cinco en seis planos. En resumen: {os veinte puntos
de Steiner son los vértices (conjugados dos a dos) y las quince rectas de
Plucker son las aristas de un hexaedro completo. cuyvas caras podemos
denotar por los simbolos I[.1I, III, IV. V v VI. en relacién a los seis

pentaedros.

XXII. Consideremos ahora al punto de Kirkman en el cual concurren los tres
planos LIV, ILIV y LIV en et pentacdro [V, Este triedro esta en
perspectiva con el triedro formado por los planos 1.V, II.\V » 1II.V, ya que
sus aristas correspondientes se intersectan en tres puntos £: en efecto, por
ejemplo las rectas de Pascal IV(I.I1) y V(L.II) estan en el plano de Pidcker
I.1I. Los tres puntos P asi obtenidos son los vértices de un triingulo inscrito
en el primer triedro teniendo por lados las rectas de Pascal HIV.V) 1IUV.V)
y III(IV.V). las cuales estan contenidas en el plano de Plucker IV.V.
Anidlogamente, intersectando el primer pentaedro con los planos 1.VI, I1.VI
v I1II.VI. obtenemos un segundo triangulo inscrito, siendo sus lados las
rectas de Pascal I(IV.VI). II(IV.VI]) y III(IV.VI), pero contenido en e} plano
de Plucker IV.VI. Como estos dos tridngulos estdn en perspectiva. sus lados
correspondientes concurren en tres puntos colincales, esta recta es pues la
interseccidn de los planos de Pllicker IV.V y IV.VI. y pasa por ¢! punto de
Steiner [V.V.VI ya que este esta contenido en ambos planos. Estaran
alineados pues, los puntos en los cuales las rectas de¢ Pascal dc la primera
terna intersectan a las de la segunda. vale decir pues que los puntos de las
tres ternas de planos I(IV.V.VI), HIV.V.VI) y HI(IV.V.V]). los cuales son

tres puntos de Kirkman. pertenecientes a los pentaedros I. II y IH y
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correspondientes a la rectas de Pascal I(11.111), II(I1L.I) » IIN(I.II) que
concurren en el punto de Steiner I.ILIII. Es decir: a las tres rectas de Pascal
concurrentes en un punto de Steiner le corresponden tres puntos de Kirkman
alineados en una recta. que pasa por el punto de Steiner conjugado al de
partida. Llamaremos a esta recta recta de Cayley-Salmon o simplemente
recita de Cayley .

Una recta de Cayley » un punto de Steiner seran llamados correspondientes
v se indicardn con el mismo simbolo siempre y cuando tal recta contenga a
tos tres puntos de Kirkman correspondientes a las tres rectas de Pascal de tal
punto. Una recta de Cayley pasa por el punto de Steincr conjugado a aquel al

cual es correspondiente. Hay pucs veinte rectas de Cayley.

Diremos que una recta de Cayley pertcnece a aquellos pentaedros a los
cuales pertenece el punto de Steiner correspondiente.

XXIII. Del razonamiento anterior deducimos que los puntos de Kirkman de
una recta de Cayley pertenecen a tres pentacdros distintos, ¥ que los
pentacdros a los cuales pertenece el punto de Steiner correspondiente son
los tres restantes.

XXIV. Vimos quc la recta de Cayley LIL.11I pasa por el punto de Steiner
IV.V.VI y estd contenida en los planos de Plucker IV.V y 1V .VIL. Si
cambiamos los simbolos [V y V en el razonamicnto del paso XXII. habremos
probado que tal recta de Caylcy pertenccera también al plano de Plicker
V.VI. Y como el plano de Plitcker V.VI contiene a Ila recta de Cayley LIL.IILL
contendra a las rectas [.I1.1V, LI1L.IV y IL.I1L.IV. Con lo que:
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Las veinte rectas de Cayley se distribuyen cuatro a cuatro en los quince

planos de Plucker; y por cada una de estas rectas pasan tres dec estos planos.

XXV¥. Consideremos de nuevo a los pentaedros I y Il. su planos no comunes
LI LIV LV, LVI
ILIIL, FLIV, DLV, 1. VI
forman dos tetracdros que estan c¢n perspectiva: en efecto sus caras
correspondientes se intersectaran en las rectas de Pascal
IIICIIN), IV(ILID), V(I.I1) y VI(L.ID
las cuales estan contenidas en el plano de plticker I.Il. Con lo que los pares
de vértices correspondientes estan alineados con un mismo punto. Pero la
recta que une los dos vértices (puntos de Kirkman)
Iav.v.vn., H(av.v.vnp
pasard también por el punto de Kirkman III(IV.V.VI) (vértice del pentaedro
I11) y por el punto de Steiner IV.V . VI, es decir, esta sera Ia recta de Cayley
1.I1.I1]; y anilogamente las otras tres rectas concurrentes seran las rectas de
Cayley LIIIV, [.I1.V y L.IL.VI; » estas cuatro rectas de Cayley pasan por
los cuatro puntos de Steiner IV.V.VI, IIIL.V.VI. IILIV.VI y IILIV.V
conjugados a aqucllos alineados en la recta de Placker I.II. Como los cuatro
puntos de Steiner comunes a dos pentaedros estin e¢n una linea recta tenemos
que:
Las cuatro rectas de Cayley comunes a dos pentaedros son concurrentes.
A este punto lo !lamaremos punro de Salmon y lo indicarecmos con el

simbolo L.II.

XXVI. El punto de Salmon [.II es ¢l centro de perspectiva coman a tres

tetraedros: dos formados por los planos tritangentes
LI LIV, LV, IVI]
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TI.IEE, [LIV, IL.V, I1.VI

no comunes a los pentaedros I y II; el tercero formado por los puntos de
Steiner conjugados a los cuatro de la recta de Plicker .11, que es ¢l formado
con los planos III. IV, V v VI del hexaedro cuyos vértices son los veinte
puntos de Steiner. Las caras del primer y tercer triedro se intersectan en las
rectas de Pliicker 1.111. 1.IV. 1.V y I.VI, por lo que el plano de homologia es
el plano 1 del hexaedro. De manera similar, la cara II del hexaedro es el
plano de homologia de!l segundo y tercer tetraedro. En cuanto gque respecto
al primer y segundo triedro. ya habfamos visto que su plano de homotogia es
el plano de Plicker [.11.

XXWVII. Como la recta de Cayley I.IL.LII1I. que contiene dos vértices de los
pentaedros I y Il, pasara también por un vértice del pentaedro itl. de esta
manera, esta recta contendra tres centros de perspectiva, vale decir los tres
puntos de Salmon L.II. L.1IT1 y IL.III. Entonces, los puntos de Saimon. quince

4 . . i3
en total, estardin alineados tres a tres en las veinte rectas de Cayley

XXWVIIF. Como se ha visto. las veinte rectas de Cayley son conjugadas por
pares, si cuatro de ellas. por ejemplo

LILIML, LILIV, LILV y LIL.VI
concurren en un punto de Salmon. en este caso c¢l [(.II. pasardn
respectivamente por los cuatro puntos de Steiner

IV.V.VI, HI.V.VL IILIV.V] y HLIV.V

** Con esto, las veinte rectas de Cayley y los quince puntos de Salmon constituyen la configuracicn wnglesa.

del tipo:
15 4 )
3 20
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vértices de un tetraedro. los correspondientes cuatro conjugados estan
entonces en el plano de Pliicker I.II. los cuales estaran alineados en la recta
de Plucker L.II.

XXIX. El plano de Plucker l.Il contiene un cuadrilatero completo cuvos
lados son las cuatro rectas de Cayley IV.V.VI, [IL.V. VI IILIV.\VT v TILIV.V
(sus cuatro conjugadas concurren en el punto de Salmon [.11). cuyos vértices
son los puntos de Salmon LIV, IIL.V, HLVI, IV.V, IV.VI v V..\'1, por los
cuales pasan otros pares de rectas de Cayley. Por ejemplo en ¢l punto [IL.1V.
coman a las recta de Cayley III.IV.V y IILIV.VI, pasardn las rectas [I1.IV.1
¥ la lLIL.IV.II; etc. Estas doce rectas de Cayley son conjugadas dos a dos. por
ejemplo II1.1V.l y V.VI.II son conjugadas, asi como IIL.IV.Il ¥ V.VIL.I. Con
esto. podemos decir que dos rectas conjugadas pasan por vértices opuestos
del cuadrilatero.

Y como el plano de Pliicker contiene a los seis puntos de Salmon anteriores,
por ejemplo en el punto de Salmon I.1I, pasardn los seis planos de Plicker
LIV, LV, 1L VL IV.V y el V.VI, por lo que:

Los quince planos de Plicker pasan tres a tres por las veinte rectas de

Cayley, y seis a scis por los puntos de Salmon.

XXX. Los planos de Pliicker se corresponden a los puntos de Salmon: un
plano de Plicker, por ejemplo el I.I1, contiene los seis puntos de Salmon que
son los correspondientes a los seis planos de Plitcker gue pasan por el punto
de Salmon .11, Y la recta de Cayley que contiene tres puntos de Salmon es
conjugada a aquella por la cual pasan los tres planos de Plicker
correspondientes a tales puntos.
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XXX{. En un punto de Salmon. por ejemplo el I.Il. convergen seis planos de
Pliucker. cuyas rectas de Pllicker que contienen seran las seis aristas del
tetraedro formado por las caras III. IV, V y VI del hexaedro. Dichos planos

de Plucker son pues los planos proyectantes de las aristas de dicho tetraedro.

XXXII. A los cuatro puntos de Steiner alineados ¢n una recta de Plicker.
por ejemplo la 1.1, les corresponden las cuatro rectas de Cayley
concurrentes ¢n el punto de Salmon [.1I, asi a los diez puntos de Steiner
situados en un plano -por cjemplo en la cara | del hexaedro- les
corresponden diez rectas de Cayley, que concurren dos a dos en los cinco
puntos de Salmon -I.II, I.1Il. I.IV, 1.V y 1.VI- correspondientes a los cinco
planos de Plicker cuyas rectas de Plicker pertenecen al plano 1 del
hexaedro. Es decir: a los diez puntos de Steiner situados en una cara detl
hexaedro les corresponden las aristas de un pentagono completo (rectas de
Cayley), cuyos cinco vértices son los cinco puntos de Salmon. siendo sus
diez caras los diez planos de Plicker.

De manera aniloga se ve que los diez puntos de Salmon restantes. las otras
diez recias de Cayley (conjugadas a las anteriores) ¥y los otros cinco planos
de Plicker son los vértices, las aristas y las caras de un pentaedro: el cual.
en este sentido, es el correspondiente al pentigono. Leos vértices del
pentaedro estin situados en las aristas del pentigono. y las caras de este
pasan por las aristas de dicho pentagono.

Cada cara del hexaedro determina a un pentigono ¥ a un pentaedro.

XXXIII. El plano tritangente 1.1l contiene tres rectas de la superficie 3. las
cuales estdn dadas por los pares de planos tritangentes:

HI.IV, V.V1

HI.V, 1V.VI]
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HI.VI, IV.V
Estas tres rectas forman un triangulo, por cuyos vértices P. P° y P pasan

también. respectivamente, los planos:

P I1I.vV Ir.vt 1v.v IvV.VI
P 111.VI HIIv 1v.v A 4 ¢
P I11.1v 1. v 1v.vi V.Vl

también las rectas de Pascal

P HI(v.vD v(v.vl V(IIL.IV) VICAIILIV)
P II(IV.VI) IV(ILV) V(IV.VI) VI V)
P nrav.v) IV(III.VI) viilLvn VHIV.V)

Estas doce rectas (que son las correspondientes a los doce puntos de
Kirkman situados en el plano de Pliicker I.1I). las podemos tomar de tres en

tres. de tal manera que pasen por los puntos de Steiner

IV.V.VI, HI.V.VLL IIL.IV. VI y [ILIV.V
¥ por los cuatro puntos de Kirkman
IHHIAV. V.V, IV(IIL.V.VD), VUILIV.VI) y VI(IIL.IV.\
pertenecientes a los pentaedros III. IV, V y VI respectivamente. ¥
correspondientes a las cuatro rectas de Pascal que pertenecen al plano de
Placker I.11. Los cuatro puntos de Steiner y los cuatro puntos de Kirkman

estan alincados en las cuatro rectas de Cayley que concurren ¢n ¢l punto de

Salmon 1.11. Con lo que. estas cuatro rectas contienen los vértices de cuatro
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tetraedros en perspectiva. vale decir los dos del paso XXV. formados de los
planos no comunes a los pentaedros I » II: ¢l tercero con vértices en los
puntos de Steiner conjugados a los cuatro alineados en la recta de Plicker
1.11: el cuarto cuyos vértices son los puntos de Kirkman pertenccientes a los
cuatro pentaedros HI. IV. V v VI.

Considerando ¢l tercer y cuarto tetraedro. vemos que. de las dieciséis rectas
posibles Que unen sus vértices. cuatro son rectas de Cayley concurrentes en
el punto de Salmon I.II. mientras que las otras doce, son las rectas de¢ Pascal
que concurren cuatro a cuatro en los tres vértices P, P’ y £7 del triangulo
1.I1. Con lo que:

El tetraedro cuyos vértices son lo puntos de Steiner. conjugados a aquellos
alineados en la recta de Placker LIl y el tetraedro cuyos vértices son los
puntos de Kirkman correspondientes a las cuatro rectas de Pascal contenidas
en el plano de Pltucker I.11. tienen cuatro centros de perspectiva: a saber. el

punto de Salmon L.II y los vértices del triangulo 1.11.

XXXIV. Con los scis planos de Plucker que pasan por ¢l punto de Salmon

I.11 se pueden formar los tres pares

HLIV y V.VI
HLV y IV.VI
HL.VIy IV.V

de caras opuestas del cuadrildtero completo formado de las cuatro rectas de
Cayley concurrentes en cl punto dado.

Fijémonos cn el primero de cstos secis planos. Este contendra a la recta de
Cayley 1.I11.V en la cual estin el punto de Steciner IILLIV.VI] y ¢l punto de
Kirkman VI(II1.IV.V). ¥ conticne también a la recta de Cayley 1.11.V]I que



pasa por el punto de Steiner I[IILIV.V ¥ por ¢l punte de Kirkman
NI IV.VI). Uniendo el primer punto de Steiner con el segundo punto de
Krikman. y el! segundo de Steiner con el primero de Kirkman. antes
considerados. estas rectas concurrirdn pues. en un vértice del triangulo L.1I.
Por este mismo punto pasardn las rectas obtenidas analogamente del plano
de Plicker V.VI, opuesto al considerado anteriormente. Con esto:

Las rectas diagonales del cuadrilatero completo formado por las rectas de
Cayley que concurren en ¢l punto de Salmon 1.1l pasan por los vértices del

tridangulo I.11.

XNXNXV. Podemos afirmar ya que la interseccion de dos planos de Plucker o
contiene un punto de Salmon, o que contiene a tres. En el primer caso (por
ejemplo los planos II1.IV y V.VI) contendra también a un punto P: en el
segundo la interseccién serd una recta de Cayley ( por cjemplo los planos
HI.IV y I111.V).

XXXVI. Un plano de Plicker. por ejemplo el [.1l. contiecne cuatro rectas de
Cayley y seis puntos de Salmon, conjugados dos a dos (vértices opuestos del
cuadrilatero formado de las rectas de Cayley). Por el punto de Salmon IILIV
pasan las dos rectas de Cayley I[.1I1.IV y ILIII.IV -distintas a las dos
contenidas en ¢l plano considerado-, conjugadas a las dos [I.V.VI v 1.V.VI
que pasan por el punto de Salmon V.VI. Con lo que las trazas de los planos
de Plucker por el punto de Salmon I.II en ¢l plano de Plicker I.I1 pasaran
por los puntos de Salmon de este plano (v ademas por los puntos . vértices
del cuadrilatero formado por las cuatro rectas de Pascal): es decir:

Las cuatro rectas de Cayley de un plano de Plicker y las cuatro rectas de

Cayley concurrentes en el punto de Salmon correspondiente. forman un
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cuadrildtero y un cuadrangulo tales que las caras del! segundo pasan por los

vértices del primero. Aunque esto lo habiamos visto ya en el punto XXXII.

XXXWVII. El plano tritangente I.Il es interseciado por los otros cuatro planos
del pentaedro I en cuairo rectas de Pascal. por las cuales pasan
respectivamente, los planos de Plicker ILIII ILIV, II.V y IL.VI los cuales
determinan un tetraedro. cuyos vértices son los puntos de Salmon I.ITI. I.1V,
1.V ¥ I.VI, situados en las cuatro rectas de Cayley correspondientes al punto
de Salmon L.I1. Asi el mismo plano tritangente es intersectado por los cuatro
planos restantes del pentaedro Il en cuatro rectas de Pascal, por las cuales
I.v » L.VI, constituyendo otro

los planos de Pilacker 1.III, LIV,
LIV, ILV y

cuyos vértices seran los puntos de Salmon II.III.
los anteriores en las cuatro rectas de Cayley que

pasan
tetraedro.

II.VI. alineados con
concurren en el punto de Salmon 1.I1. Los planos correspondientes de este
par de tetracdros sec intersectaran en las rectas de Cayley IV.V.VI. III.V.V],
HI.IV.VI y IILIV.V conjugadas a las anteriores. Con lo que ¢! plano de

homologia de los dos tetraedros es el plano de Plicker I.11.

XXXVIII. Un plano de Plicker pues, contiene cuatro rectas de Pascal. cuatro
rectas de Cayley, doce puntos de Kirkman y cuatro puntos de Steiner. Estos
dieciséis puntos son la interseccién de las primeras cuatro rectas con las
segundas; pero los cuatro puntos de Steiner se encuentran alineados, con lo

que los doce puntos de Kirkman situados en este plano se encuentran en una

curva de tercer orden.

XXXZX. Considerando la traza de los quince planos tritangentes en el plano

de Plicker I.1lI, ocho de estos se reducen a las cuatro rectas de Pascal

HICLIT). IV(LID), V(.11 y VI(I.I1) contenidas en el plano propuesto; otra
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consiste en la recta de Plucker 1.II; las otras seis contienen dos a dos a los
doce puntos de Kirkman. En efecto los puntos de Kirkman ITI(I.I1.IV) y
IV(1.11.111) yacen en e! plano I1L.IV; etc.
Estas seis rectas son la traza de los seis planos tritangentes:

HI1.IVy V.V]

HI.V y IV.VI

HI.VI y I1V.V
que pasan dos a dos por las rectas comunes a la superficie 3 y» al plano
tritangente I.I1I. Las seis rectas forman tres pares concurrentes en los tres
puntos en que la recta de Pliicker 1.I1 es intersectada por los lados del

triangulo L.II.

XL. Veamos ahora la traza de los quince planos de Pliucker sobre un plano
tritangente, por ejemplo el I.II. Uno de ellos pasa por la recta de Pliucker

I.1I. Otros ocho, vale decir

LI y IL.IMI
LIV y IL.IV
LV yII.V
LVIy ILVI

forman cuatro parcs, dando las ocho rectas de Pascal situadas en el plano
tritangente, y se intersectan por pares, en las rectas de Cayley IV.V.VI,
HILV.VI. IILIV.VI y HHI.LIV.V del plano de Plicker 1.II. Los seis restantes
son los que concurren en el punto de Salmon 1.1I, pero sus trazas son los
lados de un cuadrdngulo completo teniendo sus puntos diagonales en los

vértices del tridngulo I.1I, ya que estos vértices son la traza de las rectas
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diagonales del cuadrildtero formado por las cuatro rectas de Cayley
concurrentes en el punto de Salmon I.I1.

Cualesquiera de estos seis planos, por cjemplo el III.IV. contiene a cuatro
rectas de Pascal - I(IIL.IV, IICIIL.IV), VAIHI.IV) y VI(III.LIV) - y doce puntos
de Kirkman, dos de los cuales - I(ILIIL.IV y II(I.II1.IV) - estan también en el
plano tritangente [.II. Con esto Las seis rectas contienen a Jos vértices
correspondientes de dos cuadrilateros formados por las rectas de Pascal en el
plano tritangente I.IlI - vale decir, las rectas que contienen a los puntos de

Kirkman:

IULIILIV) y HLIELIV),
I(ILIIL. V) y TI(1.EI1.V),
IQLILVD y (1L V),
I(1LIV.V) y IL.IV.V),
IALIV.VD) y 1I(1.1V.VD),
I(ILV.VD) y II(I.V.VD),

son las trazas de los seis planos de Pldcker que pasan por el punto de

Salmon I.11.

1.4 EL TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE VERONESE

En esta seccién trataremos de resumir las propiedades del hexagrama, ya
estudiadas en la seccién anterior, en su versién plana. Lo anterior nos
servira para establccer mas adelante su relacidén con K, y LK. El teorema de
descomposicién es el Que nos dard ia paramctrizacién del hexagrama. la cual
trataremos de implementar en el siguicnte capitulo y la extenderemos

despuds a LK.
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Para demostrar ¢! teorema de Pascal haremos uso del siguiente resultado:
Teorema. Si A=0, B=0, C=0 y D=0 son las ecuaciones de¢ los lados
consecutivos de un cuadrildtero. entonces una conica circunscrita a dicho
cuadrildtero tendra una ecuacion de la forma AAC+uB8D=0, donde 7. v p son
constantes no ambas nulas.

Demostracion.

Para constantes cualesquiera A y p no ambas nulas. AA4C-pw8D es una
funcién cuadratica, y por consiguiente A4C+uB0=0 sera la ecuacidon de una
cénica, la cual por definicion pasara por los cuatro vértices del cuadrilatero,
Y yva que podemos determinar la razén de las constantes A y pu de tal forma
que la cénica pase por un quinto punto dado. deducimos que la ecuacién de
una cénica que circunscriba a tal cuadrilitero tendra una ecuacion de la

forma considerada.m®

Teorema I.1(¢ Pascal ). Si los vértices de un hexagono se encuentran sobre
una cénica. entonces las intersecciones de pares de lados opuestos estan
alincadas.

Demostracion.
Sea C la conica que circunscribe al hexagono abcdef. la cual en particular

circunscribe al cuadrildtero abecd lo cual implica que por ¢l teorema anterior
C: Aab.cd-pef.ad=0
Analogamente. al circunscribir C también al cuadrilatero defa.
C: A'de.fa~-pef.ad=0
Asi,
Aab.cd-Ade fa=u(bc-eN.ad

Al igualar a cero la expresién anterior, esta representa a una c¢énica tal que
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(1) Pasa por los puntos (ab.de). (cd.fa), a y d. de acuerdo a los términos del
lado izquierdo de la igualdad

¥ (2) Es reducible:

Siendo una de¢ sus componentes la recta ad=0 y la otra. quc es la recta bc-
e¢/=0. pasa por los puntos (ab.de), (cd. fa) y (bc.ef). todo esto de acuerdo al

término del lado derecho de la misma igualdad.®@

Defimicion 1.2. La recta del teorema anterior se !llama recta de Pascal del
hexagono abcdesf. Y a los puntos de intersecciéon de lados opuestos los

llamaremos puntos fundamentales.

Observacidn 1.3. Dada una cénica y un hexsdgono inscrito » ordenado

ciclicamente entonces hay exactamente 60 rectas de Pascal.

Definicion. Llamaremos lado fundamental a la recta que une 2 dos de los
seis puntos del hexdgono propuesto. Hay un total de 15 lados fundamentales.
Cabe mencionar aqui que estos quince lados fundamentales son la
intersecciéon de un plano genérico con los quince planos tritangentes de la
construccion de Cremona de la secciéon anterior. En este sentido podemos
referirnos a un lado fundamental como cierto plano tritangente a una

superficie cubica nodal.

Teorema 1.4 (Kirkman). Las rectas de Pascal de los hexagonos abcdef,
abdcfe y afcbde tienen un punto en comun.

Demostracién.

Pues las ecuaciones, segun el teorema de Pascal, de las rectas de Pascal

asociadas a dichos hexidgonos son
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de-ab=0. fc-de=0 y cf-ab=0
respectivamernte. Y al sumarlas obtenemos que
(de-ab)+(fe-de)-(cf-ab)=0.

es decir tales rectas son concurrentes. @

Definicion 1.5. El punto del teorema anterior se llama punto de Kirkman.

Un punto de Kirkman pues, ¢s la proyeccién de un triedro de segunda

especie en un plano genérico.

Observacion 1.6. Existen exactamente 60 puntos de Kirkman. &
Observacidon I.7. Las rectas de Pascal concurren por ternas en los puntos de
Kirkman y en cada recta de Pascal inciden tres puntos de Kirkman. Aquf

encontramos la primera relacién entre los puntos de Kirkman y» las rectas de
Podemos también

Pascal. pues tenemos una configuracién del tipo 60. .
establecer una correspondencia uno a uno entre las rectas de Pascal y los

puntos de Kirkman:
{Recra de Pascal} «—>» {Punto de Kirkmar}®

Teorema 1.8 (Steiner). Las rectas de Pascal de los hexagonos ubcede/. befcda

Y fcbeda tienen un punto en comun.

Demostracion.
De nuevo. por el teorema de Pascal, las rectas asociadas a dichos hexagonos

tendrdn por ecuaciones a bc-e/=0, ef-da=0 y a cb-da=0 respectivamente.

Y como
(bec-efN+(ef-da)-(cb-da)=0.

tales rectas tendrdn un punto en comun. @
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Definicidn 1.9. Al punto del teorema anterior se le llama Punro de Steiner.
Observacidn I.10. Existen exactamente 20 puntos de Steiner. @

Teorema de descomposicion de Veromesse 1.11. La configuracién de puntos
de Kirkman y rectas de Pascal del hexagrama mistico se descompone en seis
configuraciones de Desargues.

Demostracidn.

La correspondencia de la observacion 1.10 asocia a cada recta de Pascal «
un punto de Kirkman K(a«) vy a cada punto de Kirkman las tres rectas que
concurren en el.

Repitiendo este procedimiento en las rectas asi obtenidas obtenecmos nueve
rectas distintas de @ que con eclla suman diez. Estas rectas concurren por
ternas en los puntos de Kirkman y en cada recta inciden tres de estos puntos,

tenemos pues una configuracion de puntos y rectas del tipo 10.

Observemos primeramente que. segun la observacién 1.10, las tres rectas de
Pascal de K(a) son todas distintas entre si y ademas distintas de «. Por otro
lado a y las rectas de K(a) no tienen ningan punto de Kirkman en comun. es
decir los puntos y las rectas arriba obtenidas satisfacen la propiedad
combinatoria caracteristica de una configuracién de Desargues(R. San
Agustin y H. Cardenas) que la diferencian de las otras del tipo 10;(ver J.
Bokowski y B. Sturmfels [6]).
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2. Una algoritmica del Hexagrama Mistico.

Trataremos de dar un algoritmo susceptible de implementar tal que nos

permita construir el hexagrama y ademas la identificacion de cada elemento

construido.

Describiremos primeramente como es que se puede construir cada una de las

componentes arguesianas del teorema de descomposicion de Veronese.

Haremos uso de las propiedades combinatorias de cada componente. asi
como de la correspondencia de Hesse. Esto nos permitira generar las seis
componentes arguesianas, y por lo tanto las sesenta rectas de Pascal, para

alguna cénica y hexdagono fijos.

De aqui en adelante /, 2, 3. 4. 5 y 6 denotaran los vértices de! hexagono

inscrito, y los quince lados fundamentales se denotaran con los simbolos 72,

13, 14,15, ...

2.1 Cc ion de una p de dada una de sus rectas.
Sea p=[a.b,c.d,e /] la recta de Pascal asociada al hexagono abcdef. En esta

recta concurren otras seis rectas de Pascal en los tres puntos de Kirkman

incidentes con p. a saber

Ki={p.[a.e.dSf.cS).[a,b,d.c.f.e]}. Ky={p.la.b.e/.d.c).[a.c.h.c.d.f]}
y K3={p.la.b S, e.c.d]).la.d,e.c,b f]}

De esta forma obtencmos scis rectas de la componente, aplicando ahora la

correspondencia de Hesse a la recta p, obtenemos e! punto de Kirkman




{la.c.e,b.f.d).{a.c f.d,b.el.la.d.b.f.c.e]}

obteniendo otras tres rectas que sumadas con las otras siete nos dan las diez
rectas de Pascal de una componente de HM.

2.2 Generando las seis componentes.

De manera similar dada una recia de Pascal podemos encontrar las otras dos

rectas que concurren en ¢l punto de Steiner que esta contiene. y las tres
correspondientes que concurren en el punto conjugado a este.

Esto se
obtiene directamente de la construceién 1.3.

Aplicando la construccién 2.1 a cada una de estas rectas, obtenemos las seis

componentes argucsianas de!l hexagrama, pues cada recta pertenece a una
componente distinta.

El resultado de lo anterior son las sesenta rectas de Pascal, distribuidas de

diez en diez en cada componente. Nos conviene entonces escribir cada
componente en términos de sus sintemas como sigue:

D, D, Dy D, Dy D,
12.34.56 12.34.56 12.36.45 12.35.46 12.35.46 12.36.45
13.25.46 13.26.45 13.25.46 13.24.56 13.26.35 13.24.56
14.26.35 14.25.36 14.23.56 14.25.36 14.23.56 14.26.35
15.24.36 15.23.46 15.26.34 15.26.34 15.24.36 15.23.46
16.23.45 16.24.35 J 16.24.35 16.23.45 16.25.34 16.25. 34
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Notemos que la notacién anterior carresponde a la notacién de Cremona para
los quince planos tritangentes, y cada D(columnas) asi pensada corresponde
a un pentaedro de la misma construcciéon. Aunque esto era de esperarse ya
dichos sintemas corresponden a la proveccion de los quince planos

que
tritangentes de la construccién 1.3 desde el nodo en nuestro plano.

Asi pues. una vez ecstablecida esta notacidon. es facil determinar a cada
elemento del hexagrama de acuerdo a la construccion de Cremona. De hecho

podemos terminar la construccién de los clementos restantes del hexagrama
no construidos en la seccioén 1.4,

El problema de implementar un programa que nos permita visualizar y
destacar a cada elemento esta resuelto, pues seghn la construccion 1.3 basta
determinar el ¢elemento (sintema en este case) comun a dos D;. Y esto. por el

tamafo(que permanece constante) de los conjuntos involucrados no resulta

de mayor problema computacional.

La implementacidn de este programa estd en el apéndice.

3. RELACION DEL HEXAGRAMA MISTICO CON LK,.

Antes que nada recordemos algunas definiciones basicas de la teorfa de

grificas:

Definicion. Una grdfica G consiste de un conjunto no vacio de objetos

llamados vérfices junto con un conjunto de objetos [lamados aristas no

teniendo estos conjuntos ningin elemento en comun.




61

Definicion. Para cada arista estan asociados dos y soélo dos vértices

Ilamados sus extremos.

Definicidn. El grado de un vértice es el nimero dec aristas que ticnen como

alguno de sus extremos a dicho vértice.

Definicion. Una subgrafica H de una grafica G es una grafica contenida en
¢. Esto ¢s. los vértices y aristas de /A son vértices y aristas de G. ¥ una
arista de / tiene los mismos extremos que en la grafica G.

Definicion. Una restriccion de G es una subgrafica de G que incluye a todos

los vértices de G.

Definicion. Una grafica G se dice regular de orden 7 si todo vértice de G

tiene grado 7.
Defimicion. Un n-facror de una grifica G es una restricciéon de G regular de
orden .

Definicion, Una 1-factorizacién de una grifica G se llama perfecra si la

unién de dos de sus l-factores ajenos (por aristas) constitutivos es conexa.

Nortacion. El simbolo [...]" denotara al complemento de la grafica {

Definicidn. S(Ks) y S(LK,) denotarin al la reticula de subgraficas
generadoras sin vértices aislados de K, y LK, respectivamente. con la union
conjuntista aub=: avbd de dos elementos desempeilando el papel del supremo

¥ la interseccién amnb=:anb como el infimo de dichos elementos.



Estudiaremos primeramente algunas propiedades caracteristicas de la grafica
Kes. y del grupo simedirico en seis elementos o §,. Con ¢sto. relacionaremos
(R. San Agustin [2]. pag. 59) de dos maneras distintas a los elementos de
HM con ciertas subgrificas de K4, respetando. en cada caso. la estructura
jerarquica de HM en ¢l sentido siguiente:

Construiremos una representacion fiel
@: HM ——— S(K¢)

con las dos propiedades siguientes:

1. @ es un antihomomeorfismo; es decir, los puntos de un cierto nivel de HM estaran
asociados con ¢l infimo de las grificas asociadas a las rectas en ¢l nivel anterior que los
definen y. analogamente. las rectas de un cierto nivel de HM estaran asociados con el

supremo de las grificas asociadas a los puntos en el nivel anterior que las definen »
2. Es biyectiva al actuar en clases.

Es decir, asocia a clases distintas de elementos de S(X,) a clases distintas de elementos de

HM y es biyectiva una vez que se le restringe a cada una de estas clases.,

3.1 AUTOMORFISMOS EXTERIORES DE S, TEOREMA DE FACTORIZACION
DE K,

Definicidn. Si P es un subgrupo de G y si X es la familia de conjugados de P

en G. entonces existe un homomeorfismo p:G——S\ definido. para ue G, por

p(a):ng"—»ung"u“'.
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Este homomorfismo tiene kernel Q.GnN(P)a" donde A(P) es el

normalizador de P en G. Llamaremos a p la representacion de G en los
conjugados de P.

Lema 3.1. Un subgrupo K de S, de orden 120 es igual a su normalizador:

K=N(K): A tiene exactamente seis conjugados.
Demosrracion. Si K tiene 4 conjugados, entonces £<6 pues
k=[Sq:N(K)] S[Se:K]=61/120=6.

Si k=6 no hay nada que probar. Supongamos k<6. La representacion de S, en

los conjugados de K da un homomorfismo p:S,——»S, y ker(p)g\Nt(K). E!
{11. AL o S,.

nicleo o kernel de p es un subgrupo normal por lo que o es
pues son los unicos subgrupos normales de S,. Si ker(p)={1}. entonces S
tiene un subgrupo (im(p)) con 6! elementos; lo cual es absurdo cuando &<6.
Si ker(p)=A,, entonces N(K)=A,. ¥ K es normal en A, contradiciendo la

simplicidad de A,. Si ker(p)=S,. entonces K es normal en S,. pero esto es

imposible. pues S, no tiene subgrupos normales de orden 120. @

transitivo si. para todo par de

Definicion. Un subgrupo K de Sy es
elementos x.ye.X, existe una permutacién ocekK tal que o(x)=y.

Observacidn. Si p:G——>Sy es la representacién de G en los conjugados de

un subgrupo 2 de G, entonces im(p) es un subgrupo transitivode S,. ®
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Lema 3.2. Si K es un subgrupo transitivo de S, de orden 120. entonces X no

contiene una transposicién.

Demostracidn,
Antes que nada. X contiene un elemento de orden 5. el cual debe ser un 5-
ciclo, digamos., a=(12345). Si la transposicién (i/)e K. entonces por ser X

transitivo implica la existencia de Be X tal que B(/)=6. Por lo que
By Bl=1s6)

para alguna /(/#6). Conjugando (/6) con las potencias de a obtenemos que K
contiene las transposiciones (16), (26), (36), (46) » la (56). Pero sabemos

que estas transposiciones generan a todo S,. @
Teorema (Halder). Existe un automorfismo exterior de S,.

Demostracion(G. Janusz y J. Rotman [12]).
Empezaremos mostrando que S, contiene un subgrupo transitivo A de orden

120.

Un 35-subgrupo de Sylow # de S; tiene 6 clases de conjugados (por los
teoremas de Sylow). La representacién p de S5 en los conjugados de £ da un
homomorfismo p:S;——»S,, ¢l cual es uno a uno. asi ker(p)gN(£1 v ademas
es distinto de Aj; o S;. Por lo que K=im(p) es un subgrupo transitivo de S,

de orden 120.

Ahora bien sea ¢:S,—>S, la representacién en los conjugados de K. Aqui.,

analogamente al argumento anterior, vemos que ¢ e¢s uno a uno » sobre por
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lo que deAut(S,). Si ¢ fuera un automorfismo interior. entonces &(12) seria
una transposicion (fijando cuatro simbolos),

¥ entonces (12) normaliza a
exactamente

cuatro conjugados de K. Si aeS, y (12)aKa'(12)= aKa™'.
entonces o« '(12)a estaria en N(K). Pero por el lema 3.1. K=MK) y K

contiene la transposicion a’'(12)a. o cual contradice el lema 3.2. Por o que
6 es un automorfismo exterior. @

Teorema de factorizacion de K,. Hay exactamente seis l-factorizaciones de

K., todas ellas isomorfas entre si. Dos 1-factores ajenos cualesquiera estian
contenidos en una Gnica de estas factorizaciones.

Demostracion (cf. Cameron y van Lint [15], p. 81).

(i) Unicidad. Observemos que cada l-factorizacion de K, es perfecta: esto
es, la unién de dos l-factores ajenos siempre constituye un hexagono (figura
3). Y un tercer l-factor ajeno a estos dos consistiri. o bien de las tres
diagonales principales del hexagono mencionado o bien, de una de dichas
diagonales y dos diagonales secundarias del hexdgono mencionado. Asi. la
unica posibilidad para los otros dos l-factores que completarian una 1-
factorizacion es que sean del segundo de estos tipos.

(ii) Existencia. Ya que se¢ pucden clegir 15x8 pares de 1-factores ajenos y,.

por otra parte. cualquier 1-factorizacién contiene a 5x4 de tales pares. habra

120 . N
exactamente o 1-factorizaciones de K,. B

Notacidn. A, .... A, seran dichas l-factorizaciones de K,

3.2 REPRESENTACIONES DE HM EN K, YEN LK,

Pod ahora bl

el homomorfismo



1 2
so/’ .\.3
*—e
5 4
1 2 1 2
6 3 6 3

Figura 3. L.a union de dos |1-factores ajenos es un hexagono.
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©:HM—» S(K)

s d

anterior

Definicion.
@: {sintemas} ——» S(Ky)

{ab.cd.¢fy —[ab.cd.ed]

Veremos c6mo se extiende la definicion anterior:
Formulemos pucs. la primera correspondencia: es decir, la que asocia a cada hexagono.
digamos el abcde/. 1a subgrifica de K, formada con los lados de dicho hexdgono: [ab. be.

cd. de. ef. fa}. Asi, tenemos la relacion definida en HM a nivel de rectas de Pascal como:
©:abcdef —» [ab, be, cd. de, ef fa)]

l1a cual denotaremos con el simbolo @4y
Esta asignacién extiende la definicién de @, como homomorfismo, a nivel de sintemas

como sigue:

Ya que los lados de cada hexa se pueden d poner en dos ternas de lados alternos

¥ cada una de estas ternas constituye un 1-factor de K, la grafica @, .., €5 entonces
Piabcden ¥ Proc.desar

Observacidon. La asignacion anterior es una asignacién biyectiva entre las sesenta rectas de

Pascal v los sesenta hexagonos de K,.

Ahora bien. consideremos la grafica
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(Puncaer) v (Pupacte) V (Parcnge)

lacual es el pl del bexai &fd, o sea, una grafica producto de tipo K3 K>
Asi, tenemos que, si K es ¢! punro de Kirkman donde concurren las rectas de Pascal abcdef.
bde b
Y
@y = {ac. ce. eb. bf fd. da)”
Observemos ién que et pl de una grafica del tipo @y es un hexagono.

De esta manecra, tomemos scis lados fundamentales de HM que formen un hexagono.
Entonces los nueve lados fundamentales restantes determinan a tres hexagonos cuyas rectas

de Pascal asociadas concurren en un punto de Kirkman. Con esto. la correspondencia de

Hesse se puede expresar en térmi de cstas subgraficas y sus I respectivos.

Sea D; una de las componentes de HM. Sus puntos y sus rectas determinan una cierna
subgrafica de &, la cual en principio, seria toda la grifica K,. Por otra parte. en vista del

de f 6 4 que hay una unica 1-factori i que i a las

alos p ¥ rectas de D,. sea A, dicha 1-factorizacion.

Asi tenemos que

D:D,— A
Observemos que la unién de dos hexagonos asociados a dos rectas de Pascal concurrentes
en un punto de Steiner es tal que su complemento es un par de tridangulos ajenos en vértices:

es decir, se trata de una grifica del tipo X 3, de donde:

@y, := [ac, ce, ea, bd, df. fb]”



a9

si las rectas de Pascal abedef. abercd y adefcd concurren en un punto de Steiner.

Observacidn. Reciprocamente. tomemos seis lados fundamentales de HM que formen dos

triingulos ajenos en vértices. Entonces, los nueve lados tundamentales restantes forman tres

5 s .
hcxagonos' cuyas rectas de Pascal concurren en un punio de Steiner.@

Por otra parte. recordemos que tres figuras cualesquiera. digamos D, D, y £, comparten un
anico punto de Steiner St y reciprocamente, por lo que también se ocurre asociar a cada

it 1 grafica relaci dacon A, Ay v A;.

punto de S

Proposicion. Dg=v;;( Ay~ A
Demostracidn.

Y (i), A;MA; es un l-factor de K.

Por otra parte. dos cualesquiera de las parejas (i /) y (4./) siempre comparten
un indice. por lo que

(AN A)V(ANAY)
es un hexidgono por cl teorema de factorizacién. @

Consideremos ahora la relacion siguiente:

Sre—>» (K, K3, K3} «——>Sr

icién de Jos si que

Dicha relacién se puede ver a nivel de grificas como la
integran a P, de la vinica forma posible (de acuerdo con el paso XXII de lu construccion

1.3).

a puntos de Steiner conjugados.

ili las cuales

'* Para esto hay dos
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Con esto tenemos que

@) @ )~ @I @, )=ab.be.cade.of . fd ).

lo cual es una grafica 2K;; es decir,

= [ab. be. ca. de. of. 14}
si ¢ es la recta de Cayley definida por los puntos K,  AL.. K3y Sr°.

Asi pues

Proposicion. La correspondencia de rectas de Cayley » puntos de Steiner se da. como en el

caso anterior, por la asociacién entre una griafica 2A; v su griafica complementaria.®®

Consideremos ahora el supremo de las grificas asociadas a los cuatro puntos de Steiner de
una recta de Plucker. Ya que dichas grificas son complementos de ciertas graticas de tipo
2K, y por la definicién de @ a este nivel, la graficaque b

seria el compl de
1a unidn de dichas subgraficas; a saber, el 1-factor [af.be.cd], es decir:

@, = [afbe.cd)

F para el valor de @ en los puntos de Salmon S:

1. Fijémonos primeramente en las rectas de Cayley que definirian a uno de dichos puntos.

2. Fijémonos también en sus cuatro p de S corr ondi

3. Mediante @, obtenemos las graficas 2K, correspondicentes:
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[ad.de.ea.be.ct bl lab.bd.dace efifc] v [ac.co.cabd df fb].

4. Finalmente. la prafica requerida g debe ser la unién de dichas 2K;:. lo cual es una
grafica tripartita del tipo A > a saber:

@ 1= [ub.bo.cade.efifd.bd.da.ce feo.cafb)

Observacion. La Gltima grifica es. pr

e, el pl del 1-factor [af.be.cd] por
lo que nuevamente. la correspondencia entre puntos de Salmon y rectas de Plilcker esta
dada por complementacion de subgraficas de Kg.

En resumen:

HM S(Ke)
punio Jde Salmon Koao
recta de Caviley 2K;
recta de Plucker 3K,
punto de Kirkman KKy
punto de Steiner K55
recta de Pascal Cy
Sigura 1 -factorizaciéon
Ahora deremos esta relacio diante el pl dc un rfismo exterior de Sg a

otras subgrificas de X, y a cieras subgrificas de LK.

La desventaja aparente de esta ién es que d

lead

P del fismo exterior o

es io pues jo en términos de permutaciones de S,
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Especifi si fij un fismo exterior de S,,. @. la accion inducida por este
automorfismo en K, se extiende a una accion w* en StX.1. Asi. componiendo a @ con »*

obtendremos el morfismo descado:
@*o® : HM——S(K,)

Bastara conocer la accién del morfismo anterior en los sintemas parta saber como esta

definido en el resto de los elementos del hexagrama.

Nos delimitaremos en dar una descripcion cualitativa de esta accion en las subgrdficas de

K que nos interesan.

Lema. Un automorfismo exterior de S, intercambia transposiciones con productos triples de

transposiciones ajenas.

Demostracion.

rfismos

Basta observar que la longitud de las descomposiciones. B

Por ejemplo, w:(ab)«——» (bc)(de)(fa).

Es decir, la accién w* intercambiara aristas con 1-factores en A,.

Entonces w*o®y=(arista).

Ad as, el i bi i do es tal que:
Lemas. l.as aristas / y m comparten un vértice si y solo si w*(/) y w*(m) forman un

hexidgono.

D idn. Obser que la tGnica manera de que dos l-factores no formen un

hexigono cs que tengan una arista en comun. Asi, si (#i) ¥ (k) fuesen las transposiciones
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asociadas a las aristas / y' m, al conjugar w(#) y w(k). obtenemos de nuevo a (ki) es

decir, w(/2i) y m{yjk) conmutan vy de aqui que (4i) y (k) también conmuten,

Equivalentemente,

thi) (jk)=om
Esto altimo indica que la asociacién anterior se extiende a las rectas de pascal como:
w*o®,=(par conexo de aristas)
Tenemos tambidén que:
w ey =(terna de aristas con un extremo en comun)

ya que la grafica @y consta de tres l-factores tales que determinan por pares a tres
hexagonos y cuyo complemento son dos l-factores que también determinan un hexagono.

izacion de las seis posibles en

Observacion. Estos cinco | ituyen una 1

K,. Esta situacién vuelve a ser andloga a aguella de los cinco planos tritangentes de un

pentaedro de la construccién 1.3,

que, para cada uno de ¢stos puntos S, la grafica

En alos de S
asociada @y, consta de tres 1-factores tales que determinan por pares a tres hexagonos y las

una grifica 2K;. por lo que no conticne ni un solo 1-

aristas de su cc 1y

factor.

Es decir, los tres 1-fi i dos per a tres 1-factorizaciones distintas de K.

de donde
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@*a®g =K}

Lema. E} 1 de un k-fact

se ituye, de dos di con cuatro 1-
factores los cuales, en cada caso, forrnan seis hexagonos al tomarlos por pares. @

Asi. para S un punto de Salmon,

w*o®g=(dos conjuntos de cuatro aristas concurtentes).

Ya que cada componente del hexagrama ¢s una configuracion de Desargues. la cual tiene

por grupo de automorfismos a Sy (ver seccion 4.2), es natural (R. San Agustin) considerar
las subgrafi de Kq i

rfas a K¢. Hay de dos tipos:
1. Aquellas cuyas aristas son todas las que pasan por un vértice de K, y
2. Sus grificas complementarias.

Estas ultimas son. las subgraficas pl d i por cinco vértices fijos de entre
1os seis vértices de K. Pero un automorfismo exterior de Sq. envia a una tactorizacion de K

a una de las subgraficas de K, del tipo (1), por lo que tenemos:

©*o® = (1-factorizacién) ——» (

bgrafica de K, de tipo (1).

3.3 VISUALIZACION ¥ MANIPULACION DE LK,

Antes quc nada echemos un vistazo a la grifica completa en seis vértices K,. Denotaremos
sus vérticespor 1. 2. 3. 4. 5y 6 sus qui aristas an d das por los pares
ordenados:
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(1.2) (231 13.4) (4.3) (5.6)
(1.3) (245 ¢3.5) (4.60

(1.4 2.5, 13.6)

(1.3 2.6

(1.6)

Fijémonos en cl conjunto de aristas que pasan por un veértice. digamos el vértice 1 (ie. el
conjunto de pares ¢n los cuales aparece en alguna de sus cntradas el namero 7). Este
subconjunto de aristas forman una subgrafica G, de K,. Construiremos la grifica de lincas
de esta subgrafica:

i Observamos que G, tiene cinco aristas que tomadas de dos en dos dan diez pares de aristas,
N por lo tanto de acuerdo con la definicion de grifica de lineas, L(G,) tendrd cinco vértices y
diez aristas y en cada vértice en L(G,) inciden cuatro aristas en L(G,) pues cada arista de G,

es incidente con las otras cuatro en G,. Entonces L(G))

K,. Aplicando este procedimiento
a cada uno de los vértices de K, obtenemos G, G, G,. G; y G, es decir las sesanta aristas y
los quince vértices de LA,:

Notacién: D, = L(G))

Podemos observar que

. D, D, =, 1.n

0 para 1 € i <j s 6. que es preci el veértice correspondi a la arista {(i.j) en K, . De

aqui que cada vértice (quince en 10tal) en LK, sea de grado ocho.
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Cada par de D; comparten un vértice. Ahora bien si tomamos una terna de D,. obtenemos

tres vértices de LK. Estos tres vértices estan coneciados por tres aristas (una por cada D,).

determinando una grifica isomorfa a K. Tenemos pues la asocia
1.2

Dy, Dy ) ———————————> subgrdfica isomorfi a K.

Si ahora coloreamos las aristas de LA, de tal torma que si una arista pertenece a D,
entonces tiene color /, tendriamos seis colores distintos de aristas, » por /. /. los vértices de

LK, estardn bicolorecados. Y /.2 sera entonces un tridngulo tricolor en aristas.
De esta manera tenemos que LK., asi coloreada, contiene veinte tridngulos tricolores (/20 /
6) ¥y sesenta tridngulos monocromiticos (diez por cada color).

5 bl una Corr: 1cia entre las aristas de LK, » los tridngulos

Pod:
monocromaiticos de /.3 :

id /e i 4.4

arista en LK,

La correspondencia /.7 seria en este contexto la correspondencia de Hesse.
Cada vértice en LK, esta determinado por la interseccion de dos D, que de ahora en

adclante les llamaremos figuras por razones que veremos adelante. Asi pues. cada vértice
i6n de dos figuras y cada figura Queda determinada por

queda d inado por la inter

su color.

De esta mancra el vértice a.b se obtiene de intersectar las figuras de colores « ¥ b Por otra
parte los tridngulos de /.2 estan dados por ternas de figuras, asi el triangulo a. b, ¢ es

determinado por la terna de figuras con colores a, b ¥ ¢ respectivamente.
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Describi la indad perforada de un vértice ven LK

- En v inciden ocho aristas de dos cok disti y cuatro aristas de cada
uno de estos colores, pues como dijimos, v queda deter do por la i i6n de dos
Jiguras.,

- Estas dos fig! son ajenas pto por v. Es decir dicho vértice es un punto

de corte de la grifica que resulta de la unién de las dos figuras que determinan a v.
Entonces la vecindad perforada de v es una grifica 7o conexa de la forma K ..

Ahora bien, cada arista en LK, queda determinada por su color y por sus extremos, esto ©s,
1a arista a. 4. < cs la que tiene color g y sus extremos son los vértices determinados por la

interseccion de ia figura de color a con las figuras de color & y ¢ respectivamente ¢/.5).

Y el trig 1 icoa. b, cesla l ia de 1.5 del mi color.

g! p

Aqui, la correspondencia /.4 estd dada explicitamente por

a b oc.

arista a, b, ¢ tridng

Cada tri. 1 icolor es la i i6n de tres fig ya que cada par de figuras

comparten un vértice. Al tomarlas por pares obtenemos los vértices del triingulo, y las
aristas serin pues, las que unen cstos vértices en LK.

Tambi cada trid icolor puede ser p en corresp ia con el tri

tricolor en
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En resumen la grifica LK ticne:

- Sesenta aristas. divididas en seis grupos de diez aristas cada uno.

- Oct triangulos: m ati y veinte tricolores.

d

- Los triangulos iticos estan en corr con las aristas de LK.

- En cada vértice inciden ocho aristas de dos colores (cuatro de cada uno).

3.3.1 IMPLEMENTACION

Necesitamos ahora dar un delo de LK, ptible de ser impl do en un pr

de computadora. Tomaremos el modelo tridimensional de R. San Agustin. ¢l cual se puede

construir de la siguiente mancra:

Tomemos los vértices y las aristas de un icosaedro. y tomemos otros tres puntos casi

arbitrariamente en su interior. Uniendo cada uno de estos puntos con cada vértice de dos

D B 1 o

subconjuntos de cuatro (vértices) per al dro y co & con las aristas

faltantes para hacer una grifica 8-regular, obtenemos un modelo tridimensional de LX,. El

siguiente paso es dar las coord tri de los i vértices de nuestro

modelo.

Podemos suponer que el icosaedro esta inscrito en una esfera de radio uno. ¥ que uno de sus
vértices tiene coordenadas Vo= (0, 0, /), ast los demas vértices quedan determinados por la
accién de rotaciones de quintos de vuelta en ¥, alternando en cada caso el e¢je de rotacion.

Los tres vértices restantes se eligen casi al azar en el interior del icosaedro.

Hasta aqui ya tenemos Jos quince vértices de nuestra grafica V. ... . F'y. que podemos

agrupar de cinco en cinco en varias formas distintas, una de ellas seria por cjemplo
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Sy= e b1 g
Sy={ VoI5 Iy Iy i d
(e Fo Bha B B

Sq= 1 Vo ¥ 1

Fis

Sem P T B Fie b

Se= 18 Py T 1o, Vg

Sea D; la grafica completa inducida por S;. con color i en aristas.

Asi. vemos que. cada par O, . D, comparte un vértice. y los otros puntos discutidos

anteriormente se pueden verificar facilmente. Cada figura es entonces un D,.

Discutimos ya como es que cada elemento, o subgrifica de LK, puede ser determinada por
operaciones simples sobre los conjuntos D;,. Esto sin duda simplifica en gran medida la
implementacion de un paquete que permita la visualizacion y la manipulacién total det
objeto en cuestion. Las relaciones combinatorias impuestas por los conjuntos D,
parametrizan en una forma simple a cada uno de los elementos destacados anteriormente

(ver tabla 1).

Parametros Elemento de LK,
a. b vérrice
fab arista
fab trigangulo monocrometiceo
a b.oc rricngula tricolor
a b .c par de riangidos ricolores
a. b vecindad perforada de v
Vi Sigura
T Paramctrizacion de los elementos de LA,

ESTA TESIS XK@ BEBE
SALIR L€ LA BiBLIBTECA

)

5.



R0

Raci d

el probl de ipulacion se a determinar el vértice comun a dos

Di. y esto. por el tamaiio de los conjuntos no resulta may or problema computacional.

Por ejemplo. la rutina en lenguaje “C* que nos permite visualizar una arista en particular de
LK,. es:

Aristar f b. ¢ s

it fo b o

7
inrd, e:

o = comint V. Vb ):
e = comuint Vf Ve )
colort f ).
movel d :
draw( e );

H

Recordemos que la arista f; 6. ¢ era de color £, y de extremos los vértices comunes a las

figuras de colores £, & y /. ¢ respectivamente.

Se tiene ya este paquete implementado. para cllo se utilizo el lenguaje "C” gnu. las
bibliotecas de graficacion VOGLE ( Very Ordinary Graphics Library ) de distribucion
gratuita. ¥ el lenguaje TCL-TK para el disefio de la interfase para ¢l usuario. El ambiente
X111 es requerido para la version actual. Se esta preparando una version para MS-DOS y
otra para MS-WINDOWS, es por eso que se penso en usar las bibliotecas VOGLE. pucs
estas permiten la portabilidad de software de graficacion desde una PC hasta una Silicon

Graphics.

Este objeto que acabamos de describir esta relacionado con el cstudio de las relaciones de

incidencia de las sesenta recras de Pascal o Hexagrama Mistica de Pascal. de hecho esta



relucién fue la que motive en gran medida este trabajo. De aqui que c¢ste objeto sea
bi una rep! i6n de cicras famili

San Agustin [2]).

de subgrupos del grupo simétrico S, ( ver R.

3.3.2 OBSERVACIONES

Vimos que cada vértice queda determinado por la inter i6

de dos figuras. digamos la de
color ¢ ¥y la de color 5. Aqui podriamos asociar a cada vértice el par ordenado (a.b). sin
embargo. podemos dar otro ctiq do, quc esta bié

implicito en la relacion de LK, y el
Hexagrama Mistico.

Ya vimos que cada automorfismo exterior de S, inter bi.

una posicion por un
producto de tres transposiciones ajenas. Asi pues, podemos coasiderar un vénice de LK, no

como una parcja ordenada, sino como la transposicion (ab). Los calculos estin en la tabla 2.

(12) [ (13)(36)(45) (23) [(15)(23)(46) 35) |(19)(25)(36)
13) | (16)(24)(35) (24) | (14)(26)(35) (36) 1(13)(26)(45)
(14) 1(13)(25)(46) (25) [(13)(24)(56) (45) Y(16)(23)(43)
a5 [(152ecH 126) [ (16)(25)(34) @6 (T332 D367
(16) | (19)(23)(56) (34) 1 (12)(34)(56) (56) 1(12)(33)(36)

Tabla 2 Accidn de un automorfismo exterior en 10s vértices de LA,

Pero este etiquetado depende del automorfismo exterior utilizado, por o que no resulta

totalmente invariante. Sabemos que dos automorfismos exteriores ditieren por un

automorfismo interior, lo cual podria satvarlo.




3.3.3 RELACION DEL HEXAGRAMA MISTICO CON LK,

R i la corr d: ia entre los el del h mistico y las

subgriaficas de LK. basindonos en el trabajo de R. San Agustin (ver [2]). en la siguiente

tabla.

Hexagrama mistico LK,

recta de Pascal arista

recta de Pliicker vértice

punto de Kirkman trigngulo monacromatico
punto de Steiner tridngudo tricolor
recta de Cayley par de tridngulos tricolores

en colores complementurios
punto de Salmon vecindad perforada de wn virrice
Sigura Ky
Tabla 3 C ia entre los del mistico y las subgrafi de LK.

4. PARAMETRIZACION DE HM

En esta scccién trataremos de dar una breve descripcion combinatoria del
hexagrama pero ahora en términos de disefios combinatorios que a

continuacién se definen.

4.1 SISTEMAS DE STEINER Y DISENOS COMBINATORIOS

Definmicidn. Un disefio es una estructura de incidencia $S=(£.8.7) donde
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(i) P es un conjunto, cuyos elementos llamaremos puntos;
(ii) B es un conjunto. cuyos elementos l[lamaremos bloques;

(iii) I es una relacién de incidencia entre Py B (i.ec. IGPx<B).

Si (p.BYel. entonces diremos que el bloque B y el punto p son incidentes.

Pucede darse el caso en que si 8, y B; son dos bloques distintos estos sean
incidentes con el mismo subconjunto de puntos de P, en tal caso diremos
que B, y B; son bloques repetidos. En caso contrario diremos que ¢l diseiio

es simple.

Definicion. Un r-diseflo o r-diseflo de bloques en v puntos con tamafio de
bloque &£ y con indice A, es una estructura de incidencia D=(P.B.I) tal que

" 1Pl =v,

(i) |Bl =k para todo Be B

(iif) para cualquier conjunto 7 de 7z puntos. existen exactamente A bloques

incidentes con todos los puntos de 7.

Como vemos todos los bloques tienen e}l mismo tamaifio y cada r-subconjunto
del conjunto de puntos esta contenido en el mismo niumero de bloques. Aqui
usaremos las dos notaciones para este tipo de estructuras. escribiremos

S,(¢.k.v) o0 bien r-(v,k,A).

Definicion. Un sistema de Srteiner S(1,k.v) es un r-diseilo con A=1. y
omitiremos ¢l subindice cn el simbolo. Y un sistema de Steiner con &=3 lo

Hlamaremos sistema triple de Steiner.
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4.2 LA CONFIGURACION DE DESARGUES

Un ejemplo dec disefio combinatorio es la configuracién de Desargues, siendo

sus bloques sus rectas y sus diez puntos constituirin el conjunto P.

En este caso v=10 y &=3.

Si partimos de cinco puntos, P,....P:. en posicién general en P, Y

consideramos las diez rectas y los diez planos que cllos determinan y luego

consideramos la interseccién de la figura obtenida con un plano genérico

obtenemos:

- Diez puntos: interseccién de las rectas determinadas por los pares PP i=/

con el plano.

- Diez rectas: intersccciones de los planos determinados por las ternas

P PyPy con el plano.
- El diseflo residual’® de cada punto es una recta.

Observamos que esta interseccién es una configuracion de Desargues. en [3]

se demuestra que el reciproco también es cierto.

En general sean »# puntos en posicién general, consideremos las [_’) rectas y

”
los (3] planos. Sea IT un plano genérico respecto de la figura anterior.

% Entenderemos como disefio residual o cluse residuo de un punto P como el canjunto de bloques no
inci con fos bl que i ap.




Entonces la configuracién de puntos y rectas obtcenidas es del tipo

o [B) -
> ()

Y es llamada C-configuracion de Cayley y se denota simplemente por

Cay(n). Asi pues, la configuracion de Desargues es del tipo Cay(5).

También a este tipo de configuraciones se les llama configuraciones
combinatorias ya que, por construccion, tienen por grupo de automorfismos

as,.

4.3 HM COMO UN SISTEMA DE STEINER

Por la construccidén 1.3 tenemos que cada terna de componentes arguesianas
comparte un unico punto de Steiner. Lo que nos permite definir(R. San
Agustin [2]) un sistema de Steiner $(3.3.6) (o bien. un ¢-disefio 3-(6.3.1))
dado por la pareja (X,B). donde

X:={componentes arguesianas de HM}={D;} .|  «
y B:={ternas de elementos de X}.
4.4 UNA PARAMETRIZACION DE HM

Vimos en la construccién 1.3 que los seis pentaedros inducen una notaciéon

para los distintos elementos del hexagrama. En resumen:
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{puntos de Steiner} ——{(D;, D;. D, }———(iJ.k)
{rectas de Plucker} —» {(D,.D;} ——»(iJ)

{puntos de Salmon} —— {D,.D;) —— (i)

Ahora bien sea S el punto de Steiner contenido en la recta de Pascal p. Sca
D, la componente a la cual pertenece p. Entonces podemos asociar:

{p}——{D;, D;. D} ———(i.j.k).

vy mediante la correspondencia de Hesse:
{puntos de Kirkman}-—— {D;, Dy. D,} ———> (i j.k)

Asi pues, cada elemento del hexagrama es parametrizado por medio de las
componentes del teorema de descomposicién de Veronese. Asi pues, hemos
descrito algunas propiedades del sistema §(3.3.6) descrito en la seccién

anterior.



a7

Apéndice.

FOCIL G WS (1 2}
Tuste an SeBnem (1.2)

T R e e o,

T IR D SRR R

V_‘I‘ym- LG Ve 1.

Pm: Lot e Prames o | Pl stes Py e ] [ -

L= r T o
o e : . iz ol r
- il e r < r';_,m ] sl ey
51 wo | g1 | wos | 1 | no | 58 f oo {

Figura 4. Salida del programa c interfase para ef usuario,
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Implementaciones:

Aqui presentamos ¢l cddigo fuente tanto del algoritmo 2.2 como del

programa para visualizar y manipular a LK,. Al final se presenta el codigo
de la interface para el usuario. L.os primeros dos programas requieren de las

bibliotecas de graficacién VOGLE. las cuales se distribuyen de manera

gratuita a través de la red internet. La interface para el usuario requiere de
las bibliotecas Tcl/Tk también de distribucién gratuita en el
El ambiente X 11 es requerido para

mismo medio.

1a ejecucion de e¢stos programas.

Implementacidn del algoritmo 2.2:

#include <vogle.h>
#include <stdio.h>

* s(n) genera los scis primeros clementos de S, *
#include <math.h>

sigma s(n)

intn;

typedef int* sigma; {

int nplanes: sigma uu,perm:

float hx[9).hy{9): int cr, i=1. j.r, s. rm, rlt, opa;

float escala; uu=(int*)malloc((n+i)*sizeof{int)):
perm=(int*)malloc((n+ ) )*sizeof(int));

iniciaQ) for (j=0: j<(n+1): j++)
t
foat a.b: perm(j)
int i.but; uufj]=0;
floar v[2): 4
short  val; cr=0;
prefsize(480.480)
vinit("X £1); while(i)
nplanes=getdepth(): (

window(-}.0, 1.0.-1.0, 1.0, -1.0, 1.0): for (j=0: j<=n: j++)
uufj]=0:
color(BLACK): if (cr==6) break:
clear(). cr++y
recta_pascal{perm);
escala= 100.0; desargucz(perm.cr):
ortho2(-escala.escala, -escala, escala ): i=n-1:
while (perm{i}>perm[i+1])
color( WHITE); i
move2(-100.0,100.0); =n;
for (a = -100.0; & <=100.0;: a += .11 ¢ while(perm[i]>perm(i])
b=0.01*a%a; d
draw2(a.b): rm=pe il:
H perm(il=permUlil:
permli}=rm;
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rm=perm(s];
perm(si=perm[r):
perm[ri=rm:
et
s+
3
}
)
sig
ﬂlulllpllcl(rJl)
sigma fij
L
inti;

sigma prod:
prod=(int® )Ymalloc(7*sizeof(in1)):

for (i=1:i<=6;i++)

prodli]=ji{fili]]:

retum prod:

H

* se las seis i B
desarguez(fi.nc)

sigma fi;

intnc;

gma j 3
Jjim(int*)malloc(7*sizeoRint)):
xi=(int*)malloc(7*sizeof(int));
color(nc):

Jilt]=t
Jifa]= s
for(i=tii<=d:i++)

{
xi=multiplica(ji.fi):
vecta_pascal(xi):
fi=xi:

Jif1}=1 i[31=2: ji[4]=4: Ji[5]=6: ji(6]=3:
for(i= | i<=4.i++)

]

xi=multiplica(ji.fi);

recta_pascal(xi):

fi=xi;

H

J'[ll'l'Jl("]"' J-l31-5 Jif4)=3: ji(5)=2: jil6]=6:
for(i=1:i<=d:
{

xu-muluplncnu fi)

JU31=3: ji[4]=6: ji{8]=2: ji[6]=4:

t
xi=multiplica(ji.fi):
recta_pascal(xi):
fi=xi;

}

Jif1)=1:ji[2]=3: J-I3]-2.J-[41-5 Jils)=a: jif6]=6:
for(i=l:i<=2:i++

xi=multiplicaGji
recta_pascal(xi):
fimxiz

3

}

/% coordenadas del hexagono */
vertices()

hx[1}=-100.0; hx{2]=-70.0: hx[3])=-30.0:
hx[4]=50.0: hx{5}~90.0; hx[6]=120.0:
by[!]=100.0; hy[2]=49.0: hy{3]=9.
hy[4]=25.0:hy{5]=81.0:hy(6]=144.0:
4

float pendiente(x 1,y 1,x2.y2)
float x1.y1.x2.y2:

{
float dx.dy | pend
dx = x2-
dy = y2-y
if (dx==0) retum 999999.0;
else
t
pend=dy / dx :
return pend:
)
H



recta{x1.y1.x
floar x1.y1.x.
¢

float m,y.b;

float v(2];

m=pendiente(x 1.3 1.x2.3 3%
bey l-mex!:
move2(-escala.(m*-escala)-b):
draw2(escala.(m*escala)+b):

recta_pascal(fi)
sigma fi;
.

!’lu t mi.m2.bl.b2,px.py.gx.qy.rX,ry,m,b;

pendiente(hx[fi{1}1.hyl6[1 1.6x[HL2]1Lhy[R[21]1;
ma=
pendiente(hxfi{4]1.hy[fi[4])hx[FI51Lhy(6[51):
b= hy(fi{1])-m1*hx(fi[1]];

b2= hy[fi[4]}-m2*hxIfi[4]};

if (m l==m2)

Px=999999.0:
Py =999999.0;

elsc

H
px=(b2-b1)/(mi-m2):
pv-(ml'bZ-mz‘bl Y(mi.m2)

mi=
Ptﬂdieﬂle(hXIﬁ[2]l.hy[ﬁ[2]]'hn[ﬁﬂ]].hy[ﬁﬂll):

pzndlenle(hx[ﬁ[i]] hy[£i[5]]bx[£i6]].hylfi[61)):
bi= hy[fi[2}]-m I *hx{fi{2]):
b= hy{fi{5]}-m2*hx{ fi[S}):
if (M L =em2)
!
qx=999999.0:
qy=999999.0:
L]

clse

t
qx=(b2-b1)(m1-m2).

Qy=(m1*b2-m2*bl¥(mi-m2y
e

}
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mi=
pendiente(hx[fi[3]].hy [G[3)).hx[4]).hy [H{S]]):

m2=

pendiente(hx[fi[11].hy (6] 13].hx[6{61]hy[f[6]D:

bl= hy[fi[3]}-m | "hx{n[3]):
b2= hy{fi[1])-m2*hx[fi[1]}:
if (mi==m2)

t
X=999999.0;
ry=999999.0:

else
(
x=(b2-b1) (m1-m2):
ry=(m1°b2-m2*b1) (m I-m2);
[

}

if (i==3)
recta(px.py.qx.qQs }:

if (i==2)
{

if (pXx==999999.0)
recta(qx,qy.,™\.n
if (qx==999999 0)
recta(px.py.ON.Iy )2
if (rx==999999.0)
recta(px.py.Gx.qy):
}

/* puntos fundamentales *
circle(px,py.}.0)
circle(gx.qy.1.0)
circle(ra.ry.1.0):

H

controla()

{

char ch;

scanf(” Yes™.&ch):

)

/* se puede entrar un hexagono cualquiera y su
color y se dibuja la recta de Pascal
correspondiente:*

especial()



H
int wi.co: ¥
sigma ji:
Ji=(int*)malloc(7*sizeoflint)); /*programa:*/
Jitip=t: main()
while Gi(1]) t
! vertices():
for (wi=].wi<=6:wi~+) inicia().
t color{RED);
scanfl"%d".&ji[{wi]): 5(6)
! colorl YELLOWY):
scanf{"%d".&co). especial():
color(co); H
recta_pascal(ji):

Programa para visualizar y manipular a LKg:

=include <stdio.h>
sinclude <vogle.h>

#include <fcntl.h> objetos():

#Hinclude <unistd.h> disponible=0:

#include <sys/types.h> numobj=0:

#include <sys/stat.h> while({but = slocator{&~. &y)) 1= 441
pushmatrix():

sdefine TRANS 0.06 /*rota d¢ acucrdo a la

int j.tipobj[ 100)[4] posicién del cursor: *

main() rotate( 120.0 * x.

char  device[10], *p.mybufl{BUFSIZ);
float X, y. tdir = TRANS;
int but, nplanes.nbytes;
int i. n. co[60],a.,b.c.infd.sino,
ndice,indice2:
char  buf[10][128],cara;
int  tiobj[100];
unlink(“bandera™
sino=1:
prefposition(50. 50):
prefsize(600. 400);
vinit("X11™);
nplanes = getdepth():
window(-1.0.1.0.-1.0.1.0,-1.0.1.0).
window(-1.0, 1.0, -1.0, 1.0, -1.0, 1.0);
viewport(-1.0.0.75.-1.0,1.0;
lookat(0.0, 0.0. 2.1, 0.0, 0.0, 0.0.0.0),
textsize(0.15, 0.3);
backface(1).

if (backbufTer() < 0) {
vexi();

exiy0):

rotate(120.0 * y.

color(BLACK):

clear();

color(RED);

*/ Dibuja la figura
completa:®’

move(0.780, 0.80. 0.0).

if{sino~0)
drawshape(}
callobj(0):
for(i=0;i<=numobj.i——)
callobj(i):

if(nplancs == |}

drawshape(0):

popmatrix():
swapbuffers():

infd=open(“bandera™.O_RDONLY):

disponible=numobj:

if{infa: 3]
{

nbytes=0;
while(nbytes==0)
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nbytes=read(infd.&cara.1);
but=cara-48;
printf("%d *,but);
switch (but)
case 1:/*pascal®/
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbytes~read(infd,&carn,

a= cara-48;
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara, |);
b= cara-48;
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara.1);
c=cara-48;
close(infd);
makeobj(numobj):

pascal(a-1.b-.c-
closeobj():

tipobj[disponible]{0]=1;
tipobj[disponible](1]=a:
tipobjldisponible}{2]=b;
tipobj[disponible]{3]=c:
numobj++;
disponible=numobj;
printf("%d ~.disponible):
unlink("bandera™);
break;
case 2:/*kirkman®/
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara.1):
a= cara-48;
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbyteswread{infd. &carn.1):
b= cara-38:
nbyies=0:
while(nbytcs==0)

nbytes=read(infd.&cara, 1):
c=cara-48;
close(infd);

makeobj{numobj);
printf{"pase pase "),
kirkman{a-1.b-1.c-1):

clascohiO:
tipobj[disponible][0}=2:
tipobjfdisponible](1]~a: .
tipobj[disponible][2]=b:
tipobj{disponible][3]~c:

numobj++:

dispanible~numobsj;
printfl"%d " disponible);
unlink("bandera”):

break:

case 3:/*steiner*/
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara, 1)
a= cara-48:
Abytes=0:
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd_&cara. l ):
b= cara-48;
nbytes=0;
while(nbytes==0)




nbytes=read(infd.&cara,1);

c=cara-48;
close(infd):
makeobj(numob;);
steiner(a-1.b-1,c-1);
closcobj();
tipobj{disponible}{0]=3;

tipobj[disponible]( { }=a:
tipobj{disponible}[2]=b:
tipobj{disponible][3}~c:

numobj++;

disponible=numobj;
primf("%d = disponible);
unlink("bandera”):

break;

case 5:/*salmon®/
nbytes=0:
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara,{);

a= cara-48;
nbytes=0;
while(nbytes==0)

nbytes~read(infd,&cara.1);
b~ cara-48;

close(infd);

makeobj{numobj):

salmon(a-1,b-1);

closeobj():
tipobj[disponible]{0}=6;
tipobj[disponible][1]=a;
tipobj[disponible]{2]=b:
tipobj{disponible](3]=c:

numobj++;

disponible=numobj:
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printf{"%d ~.disponible);
unlink("bandera™):
break:
case 4: *plucker®/
nbytes=0:
while(nbytes==0)

nbyles=read(infd.&cara,1);

a= cara-48;
nbytes=0;
while{abytes==0)

nbytes=read(infd.&cara.1);
b= cara-48:;
close(infdy:

makeohjtnumobj):
plucker(a-1.b-1):
closeabj():
tipobj[disponiblc}(0}-5:
tipobjidisponiblel{ 1 ]=a:
tipobj[disponible](2]=b;
tipobj[disponiblc]{3}=c:
numobj++:
disponible=numobj:
printf{"%d ".disponible):

unjink(“bandera”
break

case 6: *cayley®/
nbytes=0:
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara.1);
a= cora-48:
nbytes=0:
while(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&carn.1):
b= cara-48;
nbytes=0;
while(nbytes==0)
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nbytes=read(inid.&cara.1).
=cara-48;
close(infd):

makeobjtnumobj):
caylex(a-1.b-Lemi )

closcobi(3:
tipobj{disponible][0}=3:
tipobi[disponible][1]=a:
tipobj{disponible])[2)=b:
tipotj[disponible]{3]=¢:

numobj-—:

dispanible=numobj;
printf{"%d *.disponible);

unlink("bandern™);
break;

case 7:/*figura®/
nbytes=0;

white(nbytes==0)

nbytes=read(infd.&cara.1):
a= cara-48;
closetinfd);

disponible=numobj:

makecobj(numobj);
desargues(a-1):
closeobj():
tipabj[disponible]{0]=+7:
tipobj{disponible][1]=a:
tipobj[disponible][2]=b;
tipobj[disponible][3]=c:
numobj++;
printfi{"%d ".disponible);
unlink(“bandera™):
break;

case 8: /*Quitar un objeto®/
nbytes=0;

white(nbytes==0)

nbytes=read(infd. &cara.1):
a= cara-48:;
delobjtar:
ifla==mumobj)

numobs=numobj-1:

tipobj[a]{0)=0;

tipobjfa)( 1]1=0:

tipobj[a}[2)=0:

tipaby[al[ 31~
clse

:
for(indice=a:indice<=numobj- | ;indice-~)

makeobjtindice):
callobj(indice+1): closeobj():

for(indice2=l:indice2<=3:indice2~~)

tipobj[indice]lindice2]~tipobjlindice+ 1 J[indicc2]:
:

tipobj{numobj- 1 )[3]=
disponible=numobj-1:
numobj—:

} . "elsc®
close(infd):
unlink("bandera™):
break:

case 9: sino = -sino:
default: close(infd): unlink("bandera™):

/*case*’
close(infd):} /*if*/

7* Translaciones de la figura. Lateclaz
corresponde al Zoom. La tecla *-* cambia la
direccion de la traslacion: */

switch (but = checkkey()) {

case "\
translate(tdir, 0.0, 0.0);
break:

case 'y":
transiate(0.0, tdir. 0.0);



break:

case ‘2"
translare(0.0. 0.0. tdir);
break:

case -

dir = -tdie:
break:

vexit():
exit(0);
defaule:

H
}

vexit(:
}
c idi i de los quince
vértices de la grarica: */
static float xyz{15](3) = (
(0.000000. 0.000000, 1.0},
(0.809017. -0.587785, 0.500000}.
{0.8090t7. 0587785, 0.500000},
{-0.309017. 0.951057, 0.500000),

{- . O Q. }.
(-0.309017. -0.95 1057, 0.500000}.
{1.000000. 0.000000, -0.500000),
{0.309017. 0.951057, -0.500000},
{-0.809017. 0.58778S, -0.500000}.
{-0.809017. -0.587785, -0.500000}.
{0.309017. -0.951057, -0.500000},
{0.000000. 0.000000. - 1.000000}.
{0.500000. 0.300000, 0.000000},
{-0.300000. 0.300000. 0.000000} .
£0.000000. 0.000000. 0.500000}

15

/* Caras del icosacdro: */

static int ncon[20][3] =~ {
{1.2.33,
{1,543,
{1.4.5}.
{1.5.6).
{1.6.27.
{2.7.3).

(8.12.9)

{9. 12. 10}.

uo FENITR

oz
18

/* Descomposicién en Ky's
static int figural6)(5)=¢{
(0.1.4,5.12},
16,7.8.1 1,12},
{5.9.10,18.13},
{0.2,3,7.13}.
{1.2,6,10.14},
{3.4.8.9.13)
|

int comun(a.b)
int ab;

{
for(j=03j<=3;j++)
iftfigurala][i]~=figura[b](i])

{
return figura(a][i]:
break:
H

¥

}

calo(c)
intc:

switch(c)

i

{

case O'color(RED)'.
case 1: color(GREEN):

case 2: color( BLUE)‘



break:
case 3:color(YELLOW);

case 4:color( WHITE);
break:
case 5:colorfMAGENTA);
break:
H

H

desargues(f)
int £
i
intij:
for(imQ:i<=4:i++)
itil=1)
for(g=i+13j<=5j++)
ifgjt=

kirkman(f.ij):
H

plucker(a.b)

int a.b;

t

int pLi;

pl=comun(a,

porm(xyz[pl][O].xyz[PlH 1.xyzipl]{2]:
for(i=0zi<=5;i++

{

iflit=a && i'=b)

steiner(a,b.i).

steiner(a.b.c)

inta,b.c:

{

int d.e,f

d=comun(a,b);

e=comun(a,c).

f=comun(c,b);

colo(a).
mave(xyz[d]{0],xyz[d][1].xyz[d][2])
dnw(xyz[e](O],xyz[e][ 1).xyz{el[2])
colo(e);

dnwu;yzmlol.xyzm[ 11.xyz{f][2]):

1o(b:
) draw(xyz{d][0].xyz{d]}[1].xyz{d)[2]);

salmon(a.b)

pl=comun{a,b):
for(i=0:i<=4:iv+)

{
for(j=0:j<=43j++)
t
vi=figurala]fi):
iRvil=pl)
move(xyz{v | HOLxyz{v ||| 1 1.xyz{v1}21):
v2w=figurala](j]:
ftv2t=pl)
draw(xyz{+2]{0}.x3 2[~ 2] 1 ].xyz{v2][2D.
}
}
/*scgundo K4/

colo(b):
for(i=0.i<=4i++)

{
it figura[b]fi)!=ph)
{
for(j=0j<=dj++)
{
vi=figuralb](i}:
iftvit=p)
move(xyz{v1][0)xyz{vI][1).xyz{vi2])

V"rsu"[bllﬂ.
if (v2!=pl)

draw(xyz{v2)[0].xy=z{v2][} ).xyz[v2}{2]):

H

)
7*closcobj{):*/

}

cayley(a,b.c)
intab.c:

¢

int d(3],u,u,

egg=8.
steiner(a,b.c):



i~
for(i=0i<=5i++)

if{it=a & i!=b & i'=c)
t
ali)=i;
i g
. )
steiner(d{0],d[1].d[2]):
H

pascal(fa.b)

int f.a,b;

t

intel,c2;

cl=comun(f.a);

c2=comun(f.b);

colo(f);

move(xyz[c1](0).xyz[c ][I ].xyz[c]][2])
draw(xyz(c2][0}.xyz[c2])[1].xyz[c2}{2]):
H

kirkman(f.a.b)
int fa.b;

{

int ij.cl.c2.d[3]:
cl=comun(f.a):
c2=comun(f.b):
colo(D-

for(l-O i<mdiivt)

iftfiguralf][i]t=c2 && figuralf(i]t=ct)
dfj}=i;
J++:

H

1
move(xyz[figura[fi{d[0]1)]{0).xyz{ figural f][d[0) ][

1.xyz(figura[)(d{ON){2]):

or(j=1<=2j++)

draw(xyz{figural fI[d[)13(0].xyz[figuralfl[d[11IL1]

xyz[figural (1[d0)))I2D:

draw(xyz[figura[f](d[0]]][0).xyz[ figura{f}[d[0]]]{

1lxyz{figuraff)ta{onii2):
}

drawshape(fill)

int fift:
t

int (8
objetos():
}

/* Se dibujan las sesenta aristas componente a

componente: */

objetos(}

{

color(CYAN):
move(xyz[4][0].xyz[4][1]).as 2[4)[2D):
draw(xyz{ 1}{0].xyz{1)[1).xy2{ 1}{2)):
move(xyz(41(0].xy {4111 l.x» 214 1(2 )
draw(xyz{12][0].xyz[12}{1]).xyz[ 12}[2])
move(xyz(1][0]).xyz{ 1][1].xyz{ 1 ]{2]).
draw(xyz[12][0L.xv2[ 12} 1 ].xy2[ 12)[2)):
draw(xyz[0)[0].xyz[O][ } }.x¥2[01(2]):
move(xyz{S]{0].xyz[5][ 1 ].x»z[5}[2]):
draw(xyz[12)(0].x3 2{ 12)[ 1 }.xy2z[ 12](2]):

point(xyz{ 12}[0).xy 2L 121 ).xv2l 1 2}[21%

movetxyz[ 11[0).xyz{1]{1).xy 20 1](2D:
draw(xyz{SI{0].xyz[5)[1].xy2|5]{2
draw(xyz{4}{0].xyz[4][ 1 |.xyz{4}[2
draw(xyz{0}[0].xyZ[0)[ 1].xvz[0}[2
draw(xyz[5](0].xy2[S )i 1 }.xyz[S][2
draw(xyz[0](0}.xyz[0][ 1 ].xy¥z[0][2
draw(xyz[11[0}.xyz{11[1 ]-xy2{1](2]):

move(xyz{6]{0].xyz[6][1].xyZ{6][2]):
draw(xyz[8)[0).xyz[8](1).xy2[8)(2]):
move(xyz[6][0].xyz[6][11.x¥2[6}[2]):
draw(xyz[ [2][0L.xyz[ 12]1(1 l.xyz[ £ 2][2]):
draw(xyz[8])[OLxyz(8])(1).xyZ[&][2])
move(eyzi 111[0].xyz[ 11101 ).ay2f 1 11[2]):
draw(xyz[12](0].xyz( 12][ | J.xy2[ t23[2]):
draw(xyz[7][01.xy2[7 ][} }.xy2[71{2]);
move(xyz[6][0).xyz[6][ 1).xyz[6][2]):
draw(xyz{71{0).xyz[7}[1].xvZ[7]i2]):
draw(xyz{8}[0].xy=2[8][1}.xyz{B}[2]):
draw(xyz[11)(0].xyz{ } 131 ].xyz[1 1112]):
draw(xyz{7)[01.xy2[7][ 1 1. xyz{7)[2]):
draw(xyz[111(0].xyz{ 1 111 L.xyz[ 1 1][2]):
draw(xyz[6][0}.xy2[6] | }.xyz[6][2]):

move(xyz[5][0).xyz[S)(1].xyz(51(2]):
draw(xyz{11][0].xyz[ 1 1}{1).xy2[1 1 }{2]%
draw(xyz[13][0].xyz[13}[1].xyz[13][2)):
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draw(xyz[51[0).xy2{5]1[1].xyz(5][2]):
move(xyz[ 10){0).xyz[ 1O}[1].xyz{ 10)[2D):
deaw(xyz{ 13][0}.xyz{t3]{ | }.xy2{13)[2]):
draw(xyz{9][0].xyz[9N 1 ).xyz{9](2]):
point(xyz{13){0).xyz{13)[ ! ].xyz{13}{2]).
move(xyz{ 1 [0].xyz{1 1][1).xy={ 1 1 }{2]):
draw(xyz{9}[0).xyz[9){ | ].xyz[9][2]);
draw(xyz{ 10){0).xyz{10][ 1 ].xyz{10](2]):
deaw(xyz{§ 1]{O}.xv2{1 {1 .xyz( 1V ]{2]):
draw(xyz{ 10J[0].xy={ 10){1].xy={10][2]):
draw(xyz{SHO).xy2[S){ } }.xyz{5]){2]):
draw(xyz[9)(0].xy2{9][ 1 ).xyz{9)[2]):

move(xyz{0)[0).xy2[0){ 1 }.xyz{O2)):
draw(xyz{7)[0).xyz[7][1).xy2{7](2)).
draw(xyz{13H0].xyz{ \3}{1Lxyz{)3])(2]):
draw(xy2[{0){0}.xy2[0)[ 1], xy={O](2)::
move(xy2[3)[0).xyz{3][1).xy2{3)2
draw(xyz{13)[0).xyz{13}{1).xyz{ 13

draw(xyz{2]{0).xy2{2]( | }.xyz[2}[2]):
move: xyz{0)[1].xyz{0)[2)):
draw(xyz{3}{0).xyz{3 ][} ).xy=H3}2)):
draw(xyz{2)[0).xy2{2}[ 1 }.xyz{2][2]):
draw(: xy2{0]{ 1 }.xyz{O}H2])).
draw(xy2[2)[0].xyz{2}[ 1 ].xy2{2]{2]):
draw(xyz{THO).xyz{7){ 1) xy2{7}(2]):
draw(xyz[3)(0].xyz{3][}).xy2{3)(2]):

move(xyz] 10H{0).xyz{10][1].xyz{10]{2]):
draw(xyz{2}{0).xyz{2](1 ).xy2{2][2]):
draw(xyz[ 14){0].xyz{ 14][ 1.xyz{ 14)(2]):

Interface con el usuario:

=1 /usr/local’bin/wish -f
=0OPO

#181196

sct noms {tipo}

set arch “arch™

set bandera “bandera”

global tk_version noms arch
frame .opo -relicf raised -bd 3

draw(xyz[10){0].xyz{10][1].xyz[10}[2]))
move(xyz{ 1 ][0).xvz{1][1).xyz[ 1 }(2])
draw(xyz(14][0).xyz{ L 4][1].xyz{14)(2]):
draw(xyz{6][0].xyZ{6][1].xyz{6][2]}:
move(xyz{2}[0).xyz[2}[ ! L.xyz[2]{2]):
draw(xyz{61[0).xyz[6]{ t .xyz{6)(2]):
draw(xyz{ 10][0).xyz{10){ 1 ].xyz{ 10](=] %
draw(xyz{1}{0].xy2{ ][ 1]}.xy=z{1)[2]»
draw(xy2z{2)[0).xyz{2){ 1).xy2{2]{2]):
move(xyz{6)[0).xyz{6](1 }.xr2{6{2]):
deaw(xyz{ 1 )[0).xyz{1][1].xvz[1}{2]):

movelxyz{9HO).xyz{9]{ | ).xy2{9}[2}:
{30} xyz{3][ ). xyz{3][2]):
draw(xyz{14](0].xyz{14]11].xyz{ | $](2]r:
draw(xyz{1[0).xy2{9]( 1).xyz{F)[2]:
draw(xy . xy2{4]{ 1 ).xyz{4 {2
deaw(xyz{ 1$)[0).xyz{14)( 1 }.xy2[14}{2]):
draw( xyZ{8] t ).xy2{;
move(xyz(l.(o].xyz[:l(l].x)‘z 32
draw(xyz{4{O).xvz{4][t).xyvz{4]){2]):
0}, xyz{8)[1].xyz[B][2
JO)xyz{3)1).x>=2[3){2D:
10).xy2{9)[ 1 ). xy {92}
draw(xyz{S][0).xyz{8]{ 1), xy2[8){2}):

listbox .opo.a -yscroll ".opo.sy set” -relief sunken -setgrid )

scrolibar .opo.sy -command “.opo.a yview™ -relief sunken
pack .opo.a -side top -~expand | -fill both -padx [.2m

pack .opo -fill x
pack .opo.a -side left
pack .opo.sy -in .0po -side left -fill both

frame .letrero -relicf sunken -bd 2
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label .letrero.]l -text "Visualizacion y manipulacion de LK6 version 1.0 1996" -anchor w
pack .letrero.] -side top -~cxpand | -fill both
pack .lctrero «in .opo -side top

frame .boton
burton .boton.ca -text Salir -anchor s ~command “destroy ."
burton .boton.bo -text Quitar -anchor s -command {

set fd fopen Sbandera "w"]
puts -nonewline $fd 8!
set sel [.opo.a curselection)
puts -nonewline Sfd Ssel

puts -nonewline $fd *
close $fd
.opo.a delete Sscl}
button .boton.ok -text Fondo -anchor s -command {

set fd [open $bandera “w"
puts -nonewline $fd
puts -nonewline $fd *
close $fd

H

#pack .Is -filt x

#pack .1s.a -side left

#pack .Is.sy -in .Is -side left -fill both

pack .boton.ca .boton.bo .boton.ok -expand § -side left -ipadx 2m -ipady .3m
pack .boton -in .opo -side left

frame .pascat -relief raised -bd 3 M

tabel .paseal.letrero -text "Recta de Pascal:” -anchor w
pack .pascal.letrero -side top -expand 1 -fitl both

label .pascal.t text “Figura * -anchor w

entry .pascal.t.figura -width 1 -relief sunken -bd 2 ~textvariable pa
pack .pascal.t.figura -side right -padx 2 -pady 2

pack .pascal.t -side top -expand § -fill both

label .pascal.tb -text "a:” -anchor w

entry .pascal.tb.b -width | -relief sunken -bd 2 -textvariable pb
pack .pascal.tb.b -side right -padx 2 -pady 2

pack .pascal.tb -side top -expand | -fill both

label .pascal.tc -text "b:” ~anchor w

entry .pascal.tc.c -width 1 -relief sunken -bd 2 -textvariable pe
pack .pascal.tc.c -side right -padx 2 -pady 2

pack .pascal.tc -side top -expand } -fill both

button .pascal.ok -text SI -anchor s ~-command {.opo.a insert end “Recta de Pascal (Spa.Spb.Spe)”

sct fd {open $Sbandera "w")
puts -noncwline $fd 1%
puts -nonewlinc $fd Spa
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puts -nonewline Sfd Spb
puts -nonewline $fd Spc
puts -nonewline S$fd =~
close $fd}

burtton .pascal.li -text NO -anchor s -command { set pa "~
set pb ==
setpc =~ }

pack .pascal.ok .pascal.li -side left -ipadx 2m -ipady .3m

pack .pascal -side left
frame .kirkman -relief raised -bd 3

label .kirkman.tetrero -text “Punto de Kirkman:” -anchor w
pack .kirkman.letrero -side 1op ~expand 1 -fill both

label .kirkman.t -text "Figura™ -anchor w

entry kiskman.t.a -width 1 -relief sunken ~bd 2 -textvariable ka
pack .kirkman.ta -side right -padx 2 -pady 2

pack .kirkman.1 -side top -expand | -fill both

label .kirkman.tb —text “a:” -anchor w

entry Kirkman.th.b -width | -relief sunken -bd 2 -textvariable kb
pack kirkman.tb.b -side right -padx 2 -pady 2

pack .kirkman.tb -side top -expand 1 -fill both

1abel .kirkman.tc -text “b:" -anchor w

entry .kirkman.tc.c -width 1 -relief sunken -bd 2 -textvariable ke
pack kirkman.tc.c -side right -padx 2 -pady 2

pack .kirkman.ic -side top -cxpand | -fill both

button .kirkman.ok -text SI -anchor s -command {.opo..

nsert end “"Punto de Kirkman (Ska.Skb.Ske)”

set fd (open Sbandera "w*]
puts -nonewline $fd 2%
puts ~nonewline Sfd Ska
puts -noncwline $fd Skb
puts -nonewline $fd Skc
puts -nonewline $fd * =
close $fd)

button Kkirkman.li -text NO -anchor s -command { set ka *~
set kb =~
setke ™ }

pack .kirkman.ok kirkman.li -side left -ipadx 2m -ipady .3Jm

pack .kirkman -side left

frame .steiner -relief raised -bd 3
tabel .steiner.letrero -text “Punto de Steiner:* -anchor w



pack .steiner. letrero -side top -expand | -fill both

label .siciner.ta -text "a:™ -anchor w

i th t -relief sunken -bd 2 -textvariable sa
pack .steiner.ta.a -side right -padx 2 -pady 2

pack _steiner.ta -side top ~expand 1 -fill both

label .steiner.tb -text “b:” -anchor w

entry .steiner.tb.b -width 1 -relief sunken -bd 2 -textvariable sb
pack .steiner.th.b -side right -padx 2 -pady 2

pack .steiner.tb -side top -expand 1 -ill both

label .steiner.tc -text
entry .steiner.tc.c - th 1 -relief sunken -bd 2 -1textvariable sc
pack .steiner.gc.c -side right -padx 2 -pady 2
pack .steiner.tc -side top -expand 1 -fill both

~anchor w

button .steiner.ok -text S -anchor s -command {.opo.a insert end "Punto de Steiner ($5a,$sb.Ssc)”

set fd [open Sbandera "w"}
puts -nonewline $fd "3
puts -nonewline $fd $sa
puts -nonewline $fd Ssb
puts -nonewline $fd Ssc
puts -nonewline Sfd " *
close $1d}

burton .steiner.li -text NO -anchor s ~command { set sa ™"
set sb "
setsc ™™ )

ide left -ipadx 2m -ipady .3m

pack .steiner.ok .steiner.l|
pack .steiner -side left

frame .plucker -relicf raiscd -bd 3
tabel .plucker.letrero -text “Recta de Plucker™ -anchor w
pack .plucker.letrero -side tap -expand 1 -fill both

label .plucker.t -text "a:” -anchor w

lucker.t.a -width 1 -relief sunken -bd 2 -textvariable Pa
pack .plucker.t.a -side right -padx 2 -pady 2

pack .plucker.t -side 1op ~expand | -fill both

tabel .plucker.tb -text "b:" -anchor w

cntry .plucker.tb.b -width 1 -relicf sunken -bd 2 -textvariable Pb
pack .plucker.ib b -side right -padx 2 -pady 2

pack .plucker.b -side top -expand 1 -fili both

button .plucker.ok -text SI -anchor s -command {.opo.a insert end "Recta de Plucker (§Pa.$Pb)”




set (4 [open Shandera "w"]
puns -momerwline S6d "4~
pue -tnowewline Sfd $Pa
pams -nonewline $fd $Pb
Py -nomewline $fd " "
close $fd}

button .plucker.li -text NO -; -chors-cnmmand { set Pa =~
pack plucker.ok pluek-rll-l-de lef -ipadx 2m -ipady .3

pack .plucker -side left

frase .cayley -celisf raised -bd 3

label .cayley.letrero -text “Recta de Cayley” -anchor w

pack .cayley.letrero -side top ~expand 1 -fill both

Latee! .cayley.t -ext "a:” -anchor W

entry .cayley. ideh ] -relief saanken -bd 2 -textvariable ca
pack cayley.ta

ide -padx 2 -pady 2
pack .cayley.t -side top -expand | -fill both

label .cayley.tb -text “b:" -anchor w
entry .cayley.tb.b -width 1 -relief sunken -bd 2 -textvariable cb
pack .cayley.tb.b -side right -padix 2 -pady 2

pack .cayley.tb -side top ~expand 1 -fill both
label .cayley.tc -text "c:* -anchor w
entry cayley.tc.c w-‘h 1 -reticf sunken -hl 2 -textvarisble cc

.

pack .cayley.tc right -padx 2 -pady
Ppack :ayl-yu:-snbmp-cxpnd I-l‘illhom

button .cayley.ok -text S -anchor s —<command {.0po.a insert end "Recta de Cayley (Sca Scb.Sce)™

set fd {open Shandera “w”]
puts -nonewline SFd =6~
puts -nonewline Sfd $ca
puts -nonewline $£d $cb
pwts -nonewline $1d $oc
puts -nonewline Sfd ~ "
ciose $£d)

button .cayiey.li -text NO -anchor s -commnnd (setca™
cb

setee ™
pack .cayley.ok cayley.li -side left -ipadx 2m -ipady .3m

pack .cayley -side left



frame salmon -relief raised -bd 3
{abel .salmon.ictrero -text "Punto de Salmon* -anchor w
pack .salmon.letrero -side top -expand 1 -fill both

label .salmon.t -text “a:" -anchor w
entry .salmon.t.a -width | -relief sunken -bd 2 -textvariable Sa

pack .salmon.t.a -side right -padx 2 -pady 2
pack .salmon.t -side top -expand 1 -fill both

label .salmon.tb -text “b:" -anchor w
entry .salmon.tb.b -width | -refief sunken -bd 2 -textvariable Sb

pack .salmon.tb.b -side right -padx 2 -pady 2
pPack .salmon.tb -side top -expand | -fill both

button .salmon.ok -text S{ -anchor s -command {.opo.a insert end "Punto de Salmon ($Sa.SSb)”

set fd {open Sbandera "w"]
puts -nonewline $fd "S"
puts -nonewline $fd $Sa
puts -noncwline $fd $Sb
puts -nonewline Sfd * *
close $fd}

butron .salmon.ji -text NO -anchor s -command { set Sa *"
-y

pack .salmon.ok .salmon.li -side lcft -ipadx 2m -ipady .3m

pack salmon -side left

frame .figura -relicf raised -bd 3
label .figura.letrero ~text “Figura " -anchor w
pack .figura.letrero -side top -expand | -fill both

label .figura.t -text "Figura™ -anchor w
entry .figura.t.a -width | -relief sunken -bd 2 -textvariable fa
pack .figura.La -side right -padx 2 -pady

pack .figura.t -side top -expand | -fill bo!h

button .figura.ok -text St -anchor s ~command {.opo.a insert end “Figura (Sfa)*

sct fd [open Sbandera "w*]
puts ~nonewline $fd “7"
puts -nonewline $1d Sfa
puts -nonewline $fd " *
close $fd}

button _figura.li ~text NO -anchor s ~-command { set fa “" }
pack .figura.ok .figura.

de leR -ipadx 2m -ipady .3m
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pack .ligura -side left
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