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INTRODUCCION

En el trabajo presemte me prog dar un peq panorama acerca de los origenes y la
volucin de los conceplos sobre “linealidad™, en economia y en matemidticas, con Ia finalidad de
cumplir con cf requisita de terminar una tesis y titwlarme. Pero siempre ¢s riesgoso escribir sobre
algin tema, pues casi siempre alguien ya eseribié algo muy parecido a 1o que uno tenia plancado
y se adelanté™. Por ello, s1 hay coincidencia con algin auter que haya abordado este tema con
anterioridad, es pura coincidencia ya que este tem uno de los mis desarrollados.

El tema que me propuse presentar tienc la finalidad de mostrar algunos de los modelos
rcondmicos lineales mids importantes y se puede clasiflicar como “interdisciplinasio” pues trata de
immegrar problemiiticas que son comunes a las dos sireas involucradas: ccononia v matemiiticas,
La economia matemstica lineal cs un drca interdisciplinaria que emplea basicamente el
lgebra lineal. Sin cinbargo, espero que no existan puntos de vista que crean gque esta rama tiene
“untchas matemiticas” | Jas que sélo “sirven para oscurecer el entendiminnto de los fendinenos
economicas reales”, preguen quicnes crean que “matematizando todo”. redundara en una
mayor objetividad  El problema es mds complejo todavia que el decir, por vjemplo. “situémonas
en ol punto medio”  Por su parte, algunos materniticos que crean que este campo aborda sola-
mentetsumas ¥ restas, quizis alguna multipbeacioin o division” y nada mis. En otras palabras,

prensen que aplicar fas matemiticas al campo ccondmico 1o vs Mas que un finscn A lgo mnecesario
e irrelevante. La discusion estaria abierta,

En el conjunto de la ccononua matemitica, los modelos lineales no son s feomienzo de una
sene de métodos muy “sencillos” de emplear. Ls nidtica en general os muy amplia

Pero los modelos hneales son, digamos, “modelos Mickey Mouse"” de la “realidad ccoudmica”, que
usan nmy senaimente los gobiernos que han editado sus tablas de insumo-producto para levar ia
canlabilidad de sus respectivas naciones. Todawia un nimero significativo de economistas usan
ios modelos matemiiticos convencidos de que les ayudarin en sus anilisis ccondnucos y en sus
perspectivas de nonnatividad, pese a que cl drea de 1a pl ion en ec iado hoy
en dia, lamentablememe, en la prehistoria, es tal vez ¢l drea mis interesante. pero vl problema
es quién deberia plancar. lloy en dia se han gencralizado politicas ccononucas neoliberales o
glorificadoras del mias descarnado “capitalisima salvaje”
v lo que respeets nuestra realidad mexicana, Jas tablas de insumo producio editadas
por ol INEGI no parecen muy confiables, ya que las cifras estadisticas gubernainentales se han
dado “por decreto” durante muchas sexenios en Méxica. Esto, de alguna mancra se presenta
stncronizado con los medios de difusion masiva, ya gque observa un paralelising con las noticias
» nos informan solo lo que le conviene al sistema, entregindonos una visién optimista del pais.
Pero por algiin lado debemos comenzar, por tanto, supongamos que sean verdaderias y veamos a
dénde nos pueden levar.

La primera parte esboea un breve panorama de algunos conceptos det dlgebra lineal que
tenian un vida propia, y que iban a ser utilizados posteriormente por los cconamistas, a par-
tir dc Quesnay, le s¢ hacian preguntas de matemiticas implicita o explicitamente, las cuales

r derse, en su 0, con ecuaciones o sistermnas de ecuaciones hineales. Otras in-
terrogantes las continuaron haciendo Marx, Walras, Leontief, von Neumann, etc.. aunque desde
diversas visi e Smicas y filosofi Las ¥ as logradas tenian para ellos un significado

ccondmica concreto, con base en sus respectivos modelos. La tesis principal que intenta desar-
rollar esta primera parte es que muchas de las las primeras aproximaciones a la econonia , se
hicicron con base en modelos lincales, tcnlcndo en cuenta que, Quesnay era inddico de profesicén,
Marx era dactor von N. i ro quimico, etc. Con cslo sélo quicro men
cionar que algunos 5 fucron for {os por no Estos modclos se
hicieron sin ser complelamente conscicntes de cuil era la problemiitica matemiitica utilizada o
cuiil era la herramients matemitica requerida

Confornm avanzé y se consolidé el capitalisio, coincidentemente aumentd el nimero de di-

¥y refi i o, de cada delo, hasta b cada vez mis complicados.

La segunda parte esboza un breve panorama de ulgunos conceptos del dlgebra lineal que

iban a usar posteriormente Jos S, ¥ €S1Oos € se desarrollaron casi independi-




entemente de que cada cconomista estuviera desarrallando su modelo. Aqui se dan elementos
para la discusins acerca de cémo se fucron e Ihnrtuldo nl&unub cunrnplo. familiares del dlgebr
lineal, a partir del estudio de fené astr 3 icos, entre otros. E
geomeltria, por ejemplo, cuando tuvo un gran auge el estudio de I;Ls curvas planas y la selucidén
de sisternas de ccnaciones lineales, como asimismo I fisica se vio desde temprano apoyada por
las matemilicas y reciprocamente aparié conceplos a esta. Areas distintas de la matemiitica,
abrieron nucw: s de la misma.

Esta segnnda parte abarca desde la creacidn de la geometria an
e intenta explicar ¢dma se fueron creando las bases del dlgebra lin.
creacién del dlgebra lineal de las matrices no-negativas en particulare, con ¢l teorema de Perron-
Frobenius y su aplicacidn a las matrices productivas, que representan los resultados central
de la economia matenuitica lincal. Estos conceptos los utilizarfan cconomistas cormo Leountief,
desde principios e este siglo XX, Se intenta mostrar, en el capitulo relativo a las matrices no-
negativas, que una serie de natemiiticos. cada uno independientemente, d £6 al menos una
parte de lo g conacemos como el teoremia de Perron-Frobemus, ¥ que bien debiera llamarse
‘Teorema Purn. 1-Frobenius-Kanig-Markov y quizds mis guiones con miis nombres de sus
descubridores. ~ilo hay que atenerse a | de Boyer (para la histona de la ciencia). La tesis
central de esta parte se refiere a que los cancejtos det algebra lineal provienen de los trabajos que
hicieron fisicos, matemidticos, ingenieros topografos, astrénamos, etc. Cada uno fue expresando
sus resultados sin imaginar las repercusiones gue tendrian s cubrimientos, por ejempio, en
la cconomia matenvitica hneal

La tercern parte expone una sintesis d
matrices no RtV teoria de ificas, al teurer
productivas  Una de tas finalidudes de esta altima parte es la pretension de ayudar a que los
cconomistas e vayan famibarizando con la teoria de las matnces no.negativas y desarrollen s
intuicién (matermanea) acerea de como (luyen las mercancias y los servicios, en las cconomias que
se comportan hncalinente. Ior esta musma razén, se introduce vn esta tercera parte un capitulo
acerca de la teoria de grificas dingidas 3 otro sobre matrices productivas. Y también pretensde
interesar a los ticos por el algebra lineal de operadores lineales no-negativos

Por dltime. « Jo incluye apéndices y los articulos con mis correspondientes traduc-
ciones de los articulos originales de Perron, G. F. Frobenius, 1> Kénig y John von Nesmann,
como también algu cartas de la correspondencia Marx-Engels, en espanol y alemin

En cuanto ] ustraciones, habri prevenir al lector de que las considere como et
alusién y ambientacion. Elas sélo pretenden crear una cierta “atmasfera de sincronizacion” con
el tema que s¢ expone

Por uiltimo, solo queda aiadir que este trabajo es fruto de una labor colectiva, aunque natu-
ralmente mi responsabilidad por los errores o “dedazos™ de todo tLipoe que aparezean es exclusiva
1 que inuchas personas han hecho posible osta tesis, pues sin ellos jamis podria
haber sido ternunada. En momentos de desaliento, normales y hasta necesarios a veces en nuestro
desarrollo, debo decir que recibi toda la avada y la orientacidn necesana para salir adelante. Para
todas estas personas, vayan a continusacion mis agradecimientos explicitos.

En primer lugar, deseo agradecer la ayuda conceptual que me brindaron los miembros del
Seminario de Economia Matemiiticn y Teorfa de Juegos. En orden alfabético, mus
agradecimicntos a sus integrantes: Luz Adriana Caudillo Fuentes, Salvador Ferrer Ramirez; Ser-
gio Hernandez Castafieda; José Ibarra Corrales; Jorge Ruiz Moreno y Palora Zapata Lillo.

También agradezco aqui a Urbano Tapia, quien folocopid casi todos los articulos que consegui
en la ex-Diblioteca de Posgrado del Departamento de Matemiticas (que funcionaba muy bien
por cierto) ¢ hizo las ampliaciones y /o reducciones del materinl que fui utilizando, Jo que me fue
permitiendo avanzar. En verdad, cl trabajo de Urbano eso casi un arte. Junto a él, quicro que
vayan iis agradecimientos a los miembros de la ex-Biblioteca citada por su constante apoyo,
especialmente a Maria del Pilar Ladrén, Olga, Rail y Ro:

Agradezco también a quienes me ayudaron con la mccnnog,rnl' a Mirna (sccretaria de [De-
partamento de Matemidticas), a Magdalena ynien aparte de conseguirme algunos articulos, junto
con Coralia me ayudaron, al comicnza, con parte de la captura del texto, en la computadora.
Y agradezco también a Oscar Palmas su ayuda en ciertos giros y matices de las traducciones. ¥
hasta parrafos completos, cuando traduje del alemin los articulos de Frobenius, Perron y Kénig
(que estaban cn un alemdn muy arcaico, por cierto, de principios de siglo).
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Finalmente, agrad a los il s del laboratorio de Computacion del Departamento
de Matemiticas por resolver mis permanentes dudas y ayudarme a salir de los innumerables
problemas que me fueron apareciendo con el uso del paquete “Scientific Word, versién 1.1".
Aqui debo enfatizar la per ayuda de Guil G ilez y Mauricio Plaza. Si el solo uso de
un paquete de computacion crea problemas a los iniciados, con mayor razén los crea un paquete
de computacién que incorpere el modo matemitico. A todas estos cornparieros, jgracias!

Y a todos los arriba citados, nuevamente.. jgracias!

CESAR EDUARDO SOUSA MONDRAGON

Meéxico, D.F, Fcbrero de 1997
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El intercambio que se producia entonces en los mercados era mny importante
para el aumento de las gapancias. Los mercantilistas sostenian que el desarrollo de
las exportacione: de las industrias exportadoras permitia no sélo el desarrollo de
sus intereses especificos. sino también la realizacicn de los fines propios del Estado.
cuyo poder dependia efectivamente de las posibilidades que se le presentaran para
formar ejércitos. Por otra parte. este desarrollo también dependia de la abundancia
de dinero. ya que rendia ol financiamiento mds ficil de las operaciones industriales
y comerciales vy, en consecuencia. provocaba el aumento de los tesoros » reforzaba”
Por lo anterior, los mercantilistas buscaron favorecer tanto el

el poder politico.
desarrolio de las poblaciones como ]Ja masa monetaria. en cantidad s calidad.

avs.
GHILIELMI HARVEL ANGLL.
Ledses Rogon L5 Trofe

fomss
odiolin

Para los mercantibistas. La riqueza de una nacién estaba relacionada con la posc-
sion de grandes cantidade s de moneda (immetales precivsos). Establecieron. ast, una
relacion entre esta abundancia y jas condiciones de financiamiento de las opera-
ciones comerciales. Con monedas en circulacion. le era mucho més facil al Estado
s a los mercaderes pedir prestado y realizar sus operaciones provechosamente.

De aqui que pusieran el acento en el desarrollo de las exportaciones y en el man-
aldo excedente, en la balanza comercial. Esto e¢ra jo novedoso
Con el objetivo de que la nacién dispusiera de un flujo

tenimiento de un

para los mercantilistas.
suplementario de metales preciosos. era necesario que las relaciones con e} exterior

se dieran de tal manera. que las exportaciones (de bienes y» servicios) fueran supe-
riores a las importaciones. La exigencia de un aumento en las exportaciones por
empresas capitalistas necesitaba. asimismo. de la creacién de mercados en regiones
lejanas.

La conquista de estos mercados demandaba apoyo del Estado. particularmente
en el caso de los mercados coloniales. Portanto. existia una politica ccondimica mer-
cantilista fundada en la intervencion del Fstado y en una estricta reglamentacwn
de las importaciones y del mercado interno.

En el arsenal clasico de las medidas recomendadas por los mercantilistas. pode-
mos senalar la privacion de derechos de Ia clase de materias primas necesartas para



n de la importacisn de productas manufactura-

la industria nacional. La limitaci
dos. con excepcién hecha a estas medidas proteccionistas. se hizo favoreciendo las
materias primas itiles a la industria nacional.

Alontchretien insistié particularmente, ademiis. vn la necesidad de reservar el
comercio a las naciones y de impedir que los mercaderes extranjeros sacaran el
lgualmente, sostuve la aplicacion de medidas en favor

oro y la plata del reino.
Apoyaba los reglamentos que garantizaran la experien-

del desarrollo industrial.
cia profesional de los artesanos ¥ demands, por otra parte, que se apoyara a los

manufactureros del Estadoe. Reconocia, asimismo. las recomendaciones tipicas del
“colbertismo™ y el conjunto de medidas intervencionistas, para desarrollar el poder
del Rey-Sel.

Lentamente. en relacidn con el progreso de la economia capitalista. cuando los
productores se fueron emancipando de la tutela v del apoyo del Estado aparecié
una nueva posicién. segin la cual. a partir de me nsmos naturales » con base en
un orden natural, se gobernaba la vida econdmica en su conjunto.

La libertad, por tanto, se vislumbraba comeao una condicién necesaria v suficiente
para el desarrollo del orden y» el progreso econdmicos. para lo cual se tenfa que
romper con la concepcion econdmica dominente ot preconizaba e ¢l Estado
dehia intervenir, necesaria v constantemente. para resulan el enciguecimicnto de la

nacion.

pars reducir
cn Seultet. 1666)

Aparato quUinirgIco groser
fracturas y luxaciones tim.

T i J ) o
por los trabajas de Harvey.

La ruptura con el mercantilismo no se dio de inmediato » fue producto de un
proceso que llevé varios anos. Una importante contribucién al establecimiento
de nuevas ideas fue la de Pierre Boisguillebert (1646-1714 }. a comienzos del

siglo XV'II1, con sus trabajos Ffactum de la France x [Detail de la France. de 1707,
los que tuvieron que esperar 10 afos para ser difundidos. Contrariamente a los
mercantilistas, que confundian tesoros y riquezas v sélo buscaban la retencidn
de metales preciosos, Boisguillebert buscaba las condiciones que permitieran al
maximo la produccién interna del reino, con base en la produccién agricola. En
su opinion. era necesario abolir las trabas al comercio v asegurar la libertad de los

Dedujo un equilibrio natural gque permitiera a cada productor vender
cada uno produjera al n

imo.

mercados.
normalmente su produccién v, por tarnto, que
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mteneicn. por nplo. o fin de rebajar los precios de los gran
del objetive buscado.  Lejos de contribuir a superar los intortanios, avida a
tacaliza Ta civentacion norimal de Las cosechias, Segnin Bois-
nve somecterse, on el dominio

se des b prosperickaed

cante e dnlas o

a actuar a Lis naturalesis. Con todi

voe
~ va alreeneneniro

miseria cnando no ol

s cnrades ¢

oS paturales a L
mbio. Far este punto. el
camtilistax comao tema de fondo.
e aonmedia-

suillebheris existfan le;
des i produccion v del intere
Fa politica intervencionista sostenida por los ine
quicnes, de hecho, hicieron disminuir ta produac
dos del siglo XV Richard Cantillon (1680-1734). nn tecono ido econoinista

de vista en cuanto g las posibilidades de

© con

TOT patece Lo

Gon. Bajo o conte

inglés, presemn1é sus pesinistias puntos
enriguecer indefinidamoente a una nacidn o teaves del comeron estenion

EL DESCUBRIMIENTO DEL CIRCUITO ECONOMICO
Y T D P

Una importante oposicion al mercantilis
emencla ceoncimics que refesionc. desde
Gt v consitno. aphicando by adea o) dlegecho natnral
MO coonGne o bae conndcida come
s o Frangois Ques-

primmer

mo se dio con la fotmeion e |
Ta perspecticn dol trabaje sobae el pro-

sno distribue

¢ emo de produe
O, Fata escucla de pensam

Al dominio econdm
vmcndcda fiseocritica o fisiocracia x debio su nombr
nay (1611771, destacardo medico de Ta corte de Lnis N\

Con base ensu formacion profesional. Quesnay retlexiono
tiviologicos a b amatomia v fisiologin veondimicas, De alii ol nondae dee L eseuela.
vt entonces un hecho conocido, Qu
Mercancias en li sociodiad ?

Nosusorie

aplidd eriterios

auntah

~Tead s pre

La cirenlacion de la sang
pratabelanene: ccmo se reali
Adenvis, inlinido pot las ideas Huntimistas, eseribio impor o
Fnciclopedia. como Cranos (1736)."  Tambi o corna an eminents
bil cirujanoe v terapeut

a fa circnlacion de fa

~ artienlos )

€ oo

se b nornbro mdédico de la

biologo. aparie de |
Corte. enando tenfa 3% anos.
Quesnay rennid extensamente los puntos de v
contra aqgquella politica gue renunciaba a la agricultura v salo estnnuataba a la in-
dustria » ¢l comercio. Fsta politica permitic que se derrambiran los precios de Jos
productos apricolas, al prohibir la libre circulacion de granos. e ahi Ta causa de
1a miseria de los campesinos y del estancamiento de la agriculiara.

Por un lado. Quesnay concedio importancia al curso des la produceion. Fan
la medida en que el apricultor dispusiera de fondos en plata qgue le permiticran
comprar medios de produccion (estidreol. animales de tiro. aparcjos de cultivos.
cte.) la remta {revenu) extraida de la tierra cultivada seria lo s iimportante. De
alli la idea de “acances” de fondos que era necesario movilizar (adelantar). antes
de extracr una renta aumentada.

Los fisiéeratas pensaban. por otro lado. que el fendmeno de la prodneeidn eva
propio de Lo actividad agricola. Para ellos. sélo este sector era prodictivo. el vinico
capaz de crear un Cproducio noto”: éste no se producia nioen laondostria nioen el

de Boisauillebert v se levantao

comercio. cuyas actividades eran calificadas de Sestériles™. no prodoctivas.

YEFROIS. Abrahawm Foonome Politique, p 6
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La renta tampoco podia originarse con los terratenientes. Las actividades de
los artesanos producian algunas mercancias, es cierto, pero no anadian nada al
costo, a lo que ya sc habia producido en el campo. S6lo habia producto neto en el
sector agricola. El producto entero se daba a los terratenientes v esto constituia
la renta de estos ultimos. En consecuencia, sélo la clase agricola era productiva. la
tinica capaz de crear realmente un producto neto.

Por tanto. Quesnay se

adhirié a la defensa del liberalismo econémico. A fin
de obtener un “buen precio” (bor prir) para los granos. defendisé la libertad para
exportar v, en general. la libertad de comercio.

Lovanat e (4707 17815 Camsrrons AP Eomilos Sogre Visuat Arnesest

Los fisiéeratas rompicron naturalmente con los mercantilistas, quienes. apo-

yados en toda la tradicion medieval, rostenian el altmacenamiento de granos v
Jas re

tricciones a las exportaciones. El objetivo de estos ultimos era disponer de
permancntoes reservas de grano. base de la alimentacison popular, debiendo venderse
tste al menor precio posible. Los fisideratas sostenian. por el contrario. que ¢l
“mejor precio” contra el “bajo precio” (bus prir) aseguraria ingresos convenientes a
los agricultores. quienes podrian asi realizar gananciass
la renta a los terrateniente

ustanciales para pagar toda
Razonaban con una ldgica de circuito: el nivel elevado
de ganancias v rentas permitiria aumentar el capital invertido en la agricultura v.
con ello. asegurar la prosperidad general.

En ¢l Tableou economique (Lal vez su libro mas conocido). Quesnay nos presenta
uno de los primeros intentos histéricos para darle representaciéon matematica a los
mecanismos de la vida econémica. Respondié en ella a su visién, segiin la cual todos
los sectores dependian de todos: es decir. actuaban bajo una interdependencia de
circuito...jvisidn bastante moderna! A fin de lograr la finalidad de que el sistema
econémico funcionara. vora necesaria la venta de productos para la reconstruccion

de capitales. Por tanto. postulaba que la renta nacida de la produccion se gastara
normalmente.

Un mejor precio del

grano aseguraria la circulacion permanente de dinero »
la reconstruccidn de los 3

“avances”, que los economistas del siglo XIN llamarian
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. Diagrama del sistema fisiolégico de Galeno.

De Charles Singer, The Discovery of the Circulation of
the Blood (Londres, Wm. Dawson and Sons, Ltd., 1956). H
Cortesia de A. W. Singer. : i
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posteriorinente capital. Por “grances” los fisideratas entendian. simplemente. las
sumas de dinero adelantadas en cada periodo por la clase productiva. para crear los
medios de produccién nec

rsatins para la creacion del producto neta. Estas sumas,
naturalmente. debian recuperarse. Se denominaba “reprises™ a las recaudaciones.
al final de cada proceso de produccién o periodo.

La aspiracion a la libertad de Quesnay se explica por la evolucidn econdmica y
social de la Francia de entonces. Las reglamentaciones
merosas en el Antiguo Régimen. eran cada vez resentie
por la burguesia mercantil v la industrial. quier
lo sucesivo. igualmente re

onGmic

sociales. nu-
s como trabas insoportables
Yas ju
ultarian tnolestas las inteey

0s

«1)
iones del Fstado y del

sistema de gremios.
Tal vez por estos antecedentes ¥ para iniciar la férmula de un intendente influido
por el ideal fisivaratico, cotno lo fne Vincent de Gournay (1712-1759). la consigna
a seguir fue: “laissez-faure . larsse z-passer” {(dejar hacer: dejar pasar).
La influencia de los fisideratas e la economia de Francia no fue nada desprecia-
ble. Fueron los inspiradores del Fdicto Real de 1761, que a
de granos. En 1770 se regresd a la reglamentacicn anti

G la exportacién

wir. pero las ideas libera-
les se fueron imponiendo. Tursor. ministro de finanzas durante 1774-76. por un
lado restablecio la libertad de romercio de granos v. por olro. intentd suprimic las
corporaciones de artesanos. Desde un principio. estas medidas i

on aplicadas v
€l afrontaria la revoluciin e 1750 para ver ef trimnfo del ke
econamica.

ismo on omateria

(O
wyas

BIOGRAFIA DE QUESNAY

Frangois Quesnay (1691-1771) {ue hijo de un abogadu relativamente famoso. que
aparte de ejercer Ia medicina se dedicd en forma secundaria a la cconomia. Auto
(entre muchas otras obras) de un tratado sobre los efectos de las sangrias. fue Secre-




tario General de la Academia de Cirugra y director de la revista de esa institu
llegando a ser posteriormente cirujano del rey ¥ primer mddico de la corte. En
realidad, fue consejero médico de la Marquesa de Pompadour (Mme. Pompadoir).
amante del rey Luis XV, cuyo verdadero nombre era Juana Antonia Poisson (1721-
1764). En ella encontréd Quesnay una verdadera protectora. que lo apoyd en todo
momento para darle una sdlida posicion en la vida intelectual de Pars » Versalles.
Les €conomistes (los economistas), como eran también conocidos los fisiécratas, le
tuvieron gratitued por ese hecho. Quesnay fue en realidad la tnica fuerza creadora
de su circulo, pero este hecho se vio en parte oscurecido por su aversidn o incapaci-
dad para desarrollar sus ideas en forma completa y» sistematica. Su Essar physique
sur l'economic animal (1736). constituye su tinica obra voluminosa.

Entre sus escritos econdmicos, debemos mencionar primeramente los articulos
redactados para la Encicloped Fermiers (1756). Grains (1757). Hommes (1737)
v Tableau (1758). ademads de su articulo Droit natural (1763) v el didlogo Du com-
merce, publicados estos dos Gltimos en el Journal de Hogricultur du commerce ot
des finances. Tambidn cabria mencionar aqui su articuls Despotisme de la Chine
(Ephdmiride~. 1767). el que ha suscitado algunas especulaciones acerca de li
ble influencia china sobre los fisidcratas. Por altimo. pahlicd Maremes (17
Ocurres cconomiques et philosophiques (1888).

Recordemos un hecho importante. 1764 Adam Smith estuvo en Francia
5 v reverencié a Voltaire. Primero Hego a Tonlonuse. lue
Ginebra. v por dltimo arribo a Pan's. en donde sostuvo largas conversaciones con
Quesnay. Por ello Smith conocid el Tableau y la posicion de los fisioeratas. con-
trapuesta al mercantilismo. que identificaba la riqueza can los metales sélidos oro
v plata. lgualmente conocié la consigna laisses farre v ale
{como la idea de circulacion de la riqueza). aungue no acepta la ide
industria era una actividad estéril ¥ yverma.?

posi-
38) >

» oalli cono

o siguid a

mas jdeas fsiocraticas

de que la

Quesna
Pans—d.

Frangois (b. Junc 3, 1694, near
Dec. 16, 1773, Versailles. Fr).

Quesnay. engrawng by J.G. Wille atter & poruat by
J. Chevaner

ZHEILBRONER. Robert .Vida y doctrina de grandes economustas. Bascelona. Ed. Orbis,
Tomo I, pp 6970
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LOS PROBLEMAS QUE PLANTEA EL ESTUDIO DE
LA ESCUELA FISIOCRATICA.

Quesnay fue el primero en aportar una interpreta.
se enterd de que su amigo Mirabeau teara problemas con la interpretarciin econdmica

original de la version zig-zag (version que se explicard con algin letalle. mds
Ezplicacisn, quien la in-

5n a sy propio Tablrau. cuando

adelante). Quesnay le onvié entonces a Mirabean su
cluiria no sélo en la sexta parte de su libro £l Amigo de la Humanidad (1 A
des hommes). sino tamhbidén en Fiosofia Rural. Después aparecio la vetsion zig
zag en dos obras posteriores de Quesnay: FPrimer Problema Econdmaco y Segundo
Problema Economico. como asimismo en la Erplicacion, de Nicolids Baudeau
(1730-1792).

En 1346. Louis-Frangois-Eugene Daire (1713-1317) publicd o~ velimenes
con selecciones de la literatura fisiocratica. donde incluia Andlisis. £2rimer Proble
nia y Sequndo Problema (Je Quesray) v la Erplicacidn, de Baudeaun. difundiendo
A comienzus de los anos 1860, Marx estudhd exten-

Ia docirina de los fisidcratas.
samente b Andlisiz de Quesnay v sobre este libro escribiria wna ciica detallada,
Teorius de la Pluscalia, Tambidn dedicd un capitulo a este

en el Tomo I de su
as fechas se han realizado aates des

tema on el Ante Dihiring A partic de e

Ciaranmente

~cubrimicntos de dorumentos fisjioeritticos. pero atn no se ha re-w

nfluencia gue tuvo Cantilon sobre Quesnay,

L PRIMER PROBLEMNA

a presentar la relacion e

stenie cnite “easTo ¥ pro-

I ohjetive de los fisideratas o

ductos" de tal manera. gue fuese lo suficientemente comprensible como pata hacer

uni estimacion de 1o que padiera suceder con la organizacidn (o desoteasizacion}
werar.

que fa politica econsimica del gobierno pudicra ger

HIPOTESIS DEL MODELO FISIOCRATICO.

Esquematicamente. podemos exponer algunos supuestos en los que se basaba

«] modelo econdinico fisiocritico:
1) El régimen genceral de arriendos se supone general
cultivado con los mejores métodos posibles: 3) Hay agricultura generalizada, a

do: 2) El reino esto




acisn
Sin e 1a san
Blo, wer, T, wre ;
o (L8nk; 70, Discover, "ofin Wittiam
- Corteasyy, Am'wD"sw""" dhe Cireu

N - Singer, Sans,

viertase gue ca el propio Vesalio quien diseca el cuerpo
ina escena muy distinta de la tustracion de Mondino e
de 1493, Cortesia de la Newberry tibrary, Chicago. .
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gran escala: 4) Se tienen precios constantes, reproduccién simple e inversion nula:
3) Solo se considera la circulacidn entre clases sociales diferentes; 6) El total de
compras ¥ ventas entre dos clases (por ej.. en un afio) se resume en una Unica sutma
total: ¥ 7) Se supone que se han realizado las reformas econdmicas v sociales que
proponian los fisidcratas.

Es decir. dejar hacer. dejar pusar. En otras palabras: libre competencia, mejor
precio » eliminacion de las restricciones al comercio agricola.

Para los fisideratas, el director de la econormia era el arrendatario.
Tableau no considerd el instrumental ni los medios de produccién.

Pero el

LA FORMA ZIG-ZAG DEL TABLEAU

Cluse productive Clase e yropiviaring Clase_eatéril

Adctantos auunles

Adeclantos anuales Inzresn
2.000 1.000
G
Caatidades 1.000 1.000
empleadis 8
para pagar el
ingreao 3 ol 1.000
interés sobre
1
1000
H
Tatal L. 2Uux}

mitad

LA SN

Indy caria de i
umentana de un médico de Peste Principios del siglo XVIIL.
durante la peste de Marsetla, 1720

Como lo podemeos deducir de la figura de zig-zag precedente. los adelantos “anuales
(arvances). capital circulante de la clase productiva, son 2000 unidades monetarias
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{u.. en adelante). Los adelantos originales comprenden el conjunto de loy gastos

realizados, antes de su cobro. por los rendimientos de la primera cosecha
Principalmente. estos adelantos se componen de capital fijo » aungne no aparve-

cen en ol Tablean mismo constituyven, en general. como b veces los adelantos anuales:

es decir. alcanzaman a 10000 «. Los adelantos anuales producen. a su ves un 10047
el ingreso 1000 u. v ol valor de la

L produceion anual total es entonces 1000 u .

produccion anual. 2000 o
« productiva

ad der sus ingresos con la clas

LLa clase de los prapietarios gasta la i
» la utra mitad con la clase estéril.

TABLEAU ECONOMIQUE

del ano:
la clase productiva. de 2000 u. por concepto she adelantos
el que se paga a la clase de los

ss0s 2000
de bienes

a) ¢l empleo. por
anuales en la produccion. da un ingreso de 2000 «
“renta’: by la clase de lus propietarios utiliza
u. para comprar 1000 ¢ de alimentos a la clase productiva » 1000 &«.
manufacturados a la clase estéril: ¢) de los 1000 «. recibidos de esa forma por la
clase productiva. 300 u. se dedican a comprar bienes manufacturados a la clase
estéril. mientras que la clase estéril, a su vez. de los 1000 u. percibidos. utiliza 300
para adquirit alimmentos a la clase productiva. La mitad, respectivamente. de

bidos de esta forma por las dos clases. se devuelve a

propietarios en forma de

1.
las sumas de los 300 u 1.
la otra. El proceso de cambio entre ambas contimia de esa manera, hasta ol Ifimite

de la serie geométrica:



1O 4+ S5O0 4 250 4 - -« =

g 101 1t [N S
0% + —— _‘__“__+4..+|‘,_1.+.
-, 1 1 1
£}
._Ill(l+§+;_—__+ F+ .

La seric geomdirica

converge o 1o va gque Y tazon

M. par tanto.

1ot a oty = 2000,

Los cobros vatale

de L lase estéril, 2000 o
total ¥ vepresentan un teembolso de
adelantos. en la pradocoidn,

son ignales al

lor de sn productso
antos annales. F empleo de estos
Proporaions i cuaantia egii
Este inpreso neto estdd tepresentado on o}

del o

~rieede

lente de inmiesa et
Pablran por las cantid

des de i colinmnnag
Ilangreso prodacidao os 2000 o,

Se Mizo absttacoin de os intercambntn que orurren tanto en el inte
clase productiva. vomo en el de b clase esrdnil,

nira. para cada fase del proceso

dor dde ba

Sin embargo. cabie
ci bas dransacoiones anTersectoriales: ) el
neto. libre de dmpuaestos v
~upuc

mencionar que:
Ipreno s presenta
diczimon: e hizo abstraceion del interés del 1000,
sto por Quesiay como recibiddolo abitualmente los cmpresarios agricolas
sobre sus adelantos originales v anates: b o) Tablea de

diveceion de Tos ermnpiresiatios aoricolis

a) s6la aprare

o de Lo dos salarios e
tetribuiciones por concepta de
e 1o apatecieion s hasta b pibln aoon de
1ereera edicion del Pablvan se inchanve. al pies an caloulo tateres el 1Y sobire
los adelantos otignalee. Otros cale nlos piecidos e incbaven en Lrploacrin, on o)
Tableanr de Nlivabean. on B amge o To burmansdad s on
s dncluveron en el Jabliaw mismo: o el tableas hace abictiaccion de fa parte de
compras que la o lase estér] tiene gire hacet a la clase prodactiva. para producic an
total de 2000 o

tiespon, los
Frosofia Waral Solo recién on i

Vadhisis. LLos intereses

El valor total del producto de la clase oxte

1 no es arbitratio. sino que s
concibe como dererminado por la cantidad total gastada en hwno\ m.\nul

cturados.
dividida entre dos:

- dividida por la
se producti
=olo a la mitad de lo gue iniciahnenme posee la clase
ellos ¢l consumo se 1eparte por igual entre
Yo vimos gue este consumo sigue la serie:

v e cantidad total pastada por la clase esié
cuarta parte restame. El consumo personal per capita. de
igual al de la clase estéril
de los propictarias, |

Ta o

.o

cada uno o
alimentos ¥ bicnes manufacturados

1000 + 500 -




Escurla de Zoolapia. Grabado de Preamt

Ahora veamos la segunda forma del Tobleau. que aparecic on Fosofia ural
¥ que constituye una o

Adem.
finates

precie de siitesis de ba distobiodn primes
umite las progie
e

armente deserita
ones geotmnctricas del zig vap v secentoa en los pesnltados
s transacciones

Para esta sintesis del Tabliau que apatece en Fdosofia Rurel, debemos hacer
notar algunas de sus caractenmsticas miaas sobresalicntes

) se sigue haciendo abstraccion de las transacciones que ocnrren dentro de
las clases. productiva y estéril. ;
retribn

ambicén se b
ones, en los arrendatarios. como asimi

¢ abstiac oo delinteres vode otras
mo del agente de cotpras de L clase
extéril, a la clase productiva: 1) Se aclara el misteno del détiein,
la clase estéril a la <)

teril utili

1 Fas cotipras de
particnbinmente. que la

se productivi. Ahora se alitina. mas
sus adelantos anmales de TOO0 # pata comprar Malerians primas
clase no productiva. Por la clase esténl son ahora 2000 w.. gque consisten de
1000 u. para alimento: 1000 w. para materias primas. 1odo lo cual lo empl
1a clase s para la manufactura de su producto total, que os de 2000 .
reproduccion anual total tiene gque estar 1000 v por encima del nivel e 1000 ..




s materias primmas: 7 Los cobiros

apsrcee e el Tabloan. para proporeionas o

les materias primas, comprenden ol interes

de la clase productiva, por conceptode
por sus adelanos: i) Como se supone que by camtislial 1o1al de esos inte

TONSNE
gasta cada ano en bicoes real parcceria gque la reproduceion annal tendeia gue
clevarse en 1000 v, m s ceecirs Hegaria hasta G000 4. para propordionar esos
bhienc Sin cmb,
produjo confusion entre quicnes

rpo. en Filosofia fural las cifras s santienen en 3000 . lo g

ol

o

Gral problensa
estaria en que la reproduceion anmal total permanece en 3000 0. porgae tos 1000
1ado. que se inchan en los pritneros Tabloawr. alioris <o

nrerpretaton la s

n de Torvaje para ol g

han excluido
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SEGUNDA FORMA DEL Tableau. EN Filosaofia Rural

Clase_ pentuctiva Clase da_prapictarior Clase_estideil
Adeluntos anuales Ingreso Adelantor anvoles
2.000 2.000 1.00
Mitad del - Mitad del
pasto 1.000 seprodurc nito  1.000 1.000 £asto
det ingreso det ingreso
Tutal de las Total delas
cuantias cuantlas di-

i , vucttas de
;‘f"l'“s:“c‘lj ¢ | 1.000 Tepiaduce nete 1,000 1 000 clase produc.

1 a la clase tivaa laclase
Aleriil csténit

“Total  2.000 Tutal 2000 Totsl 2000

o Aé . a raiz de la xulluk\l'l an
Blase ot e e iU 50 un svaoade <0
re hecho en México por F-hr:g-l

Del tural anual de los 5000 1. que aparecen en el resumen del Tablean de Filosofia
Rural: 1000 v. corresponden a alimentos vendidos a propictarios: 1000 u. a ali-
mentos consumidos (n natura por la clase productiva: 1000 v, a materias primas
.vendidas a la clase estéril: » 1000 u. a produccién en la gue se gasta ol interé
Quesnay aclara. en Primer problema econsmico. que lo~ 1000 v, que faltaban para
completar las 3000 u. de la cuenta anterior. corresponden a alimentos consumidos
in natura gue “no entran en el comercio” y. por lo mismo. no aparecen en la Se-
gunda Forma. Si se quiere incluir la alimentacion de los animales. basta con anadir
los 1000 u. de forraje a la produccién total. Jos adelantos anuales v los retornos.
para gue la suma dé los 3000 u. Los “bienes de interéds”™ son los formados po

productos agricolas de diversos tipos (ganado de reevmplazo del perdido. stocks de
semilias. ete.). que cubren emergencias y atienden la subsistencia de los hombtes




dedicados a la reparacidn de edificios y maquinarias. ete.

Solo cuando se introducen los forrajes. en las cuentas de los adelantos anuales.
se pueden entender, en las cuentas del Tubleau. las retribuciones que hacen los
empresarios agricolas por encitmia del interés sobre sus adelantos. El interés se con-
siflera como una especie de fondo de reserva y amortizacion. L el ¢
de Filosnfia Rurel. Quesnay reconoce cue la renta normal del empresario agricola
incluge “retribucion debida a las dificultades. trabajo v riesgos de sn empresa”™.
Esta abstraccion se ha hecho debido a que la renta <o mezela con el gasto de los
adelanto~ avuales del granjero v con el producto del sanada, que mantiene para
obtener henelicio como elemento secundartio del cultivole o

pitulo 7.

VoS

Quesnay estima la vetribucion variando el mirnero e arados de tierra. Un
hombre con dos fanegas consigue el doble de retribineion epie un hombre con una.
Para el caso medio. que supone ef empleo de 2 fanegas de tierra. Quesnay estima la
retribucion en 12000 u. por granjero. lo que incluye lo- costos de vida, eqguivalentes
a 600 u. PPor otra parte, tocdas las rentas del Tablean <
larga el ano.

astan enferamente. a lo

La forima general del Tubleau que se presenta en Aralias,

Clowr produtiva  Clown de propictarios  Clote g inl

Adetant 35 gnnales Tageewm Adchanton anvel,

(Y

2ecn 2000
a

LOLG
. a
pagac €
rseso ¥ et 160

¢ F

1950 100
° >
Gt de Tadt . 20m
ks adelantos 200 Dol qrie o mutad
anuales queds en mannd
de esta clie pars
Total .. S0 You aditantus del

vguente

ANEALEN €

ordas de fu Plasealin Fo
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Para esta formulacion del Tableau en Andlisi, Quesnay introdujo Ia transaccion
de materias primas ¥ ¢l pago de interés a granjeros. Ademas, hay que resaltar que:

AB represeuta la cotnpra a la clase productiva, por parte de los propictarios.
de 1000 1. de alimentos:

AC representa la compra a la ¢
1000 u. de bienes manufacturados:

Las transacciones A3 y AC proporcionan. a los propictarios. todos los bicnes
manufacturados y alimentos que necesitan:

EF representa la compra, por parte de la ¢
primas;

ser esteril, por parte de los propictarios, de

5 LE

Lde 1000 2. de materias

T D representa la compra a la clase prodiuctiva, por parte de la clase estéril.
de 1000 u. de alimentos. Ambas transacciones proporcionan a la clase estéril las
materias y alimentos que ésta requicre:

G H representa la compra de 100 a. de bienes manufacturados a la clase estéril.
por partc de la clase productiva:

B.F y D representan los cobiros gue hace la clase productiva. por sus ventas a
los propietarios v a {a clase estéril:

C v D representan, cosplectivatuente, bos cobros que haee la clase estéril por
sis ventas a los propictarios
Al comie

Aoet la vhieses pradluetiva,

s posesiones de las tres chases son las sia

ntes:

TADBLA I
Clase productiva Clase propietaria Clase estéril
1000 dinera Decectio a 2000 4 ingreso | 1000w dinero

TOM . Licnes de interes
1000 w. aterias primas
{para la clase este'r,
t000 «. alimentos
(pare la clase esteri)
L1000 u.ale alimentos
(para ta clase productira)
1000 . de forraje

La clase estéril compra ahora [OH) w. de materias
de modo gque las tendencias pasan o ser las si




TABDLA 11

Clase productiva

Clase propietaria

Clase estéril

2000 u. dinero

Derecho a 2000 u. ingreso

LOOU 6. naterias prifmas

1000 v, bicnes de interés
A w. alimemas
300 1. produceion
(para la clase o s1350)
1000 #. alkmentos
{(para la cluse productiva)y
1000 . forrage

La clase productiva paga a los propictarios 2000 . de dinero como ingreso v
Ea clase estéril transfornma sus 1000 o de miaterias prins on 2000 o, bicnes
manufacturados. de modo que la posicion de Las tres clases pasa o ser ahora ta
siguiente:

TABLA JIT

Clase productiva Clase propietaria Clase estéril
DO » hicnes de mmercs 2000 v, dineio (I
00 4 abimemos v
D00 6. produceion para explotacion
Qparva la olase s S5tcril)
1000 . alimentos
(para los propictarios)
1000 v, alimentos
(para ta clase productiva)
1000 u. forraje

hicnes
aanataonrados

Se completan asi tas condiciones de Jos principales cambios intersecroriales,
bios que emipiczan con la compra. por parte de los propictarios. de 1000 .
limentos a la clase productiva y 1000 u. de bicnes manufacturados a la clase
estéril. La sitvrcidn es ahora la siguiente:

Y - o ¥
s Nagniiico edificio construido por €} arquitects ¥
cacoltor D. Menuel Toles

La Escucla de Mina



TABLA IV

Clase productiva Clase propietaria Clase estéril
TO00 ». Jdinera 1000 v, ahmentas 1000 «. hnero
1000 0. Lienes de interds 1000 &, Licues 1000 4. hicnes
A00 . imentos v manufacturados manulacturados

506 . proaduccidn para exportacion
(para la clase estererd)
1060 u. alimentos
(pava ta clase productiva)
1000 u. forr

Fat o lase esté

i compra. s su ver,

H00 n. de alimentos v

300 u. b produstos,
G0 a da clase productiva. con lo que ahoras

Pata su eXpattan

TABLA V
Clasce productiva Clase propietaria Clase estéry)
2000 4. Jdincro 1000 4. alimentos TOOO 4. bicnes mannlactusiados
OO o Bienes de interds SO00 4. alimentos

1000 & alimentos
(v T o lase productsvad
LOUL w. [orraje

A0 v produccidn para e expontacion

La clase estéril cambia ahora. gracias al comercio exterior. sus 300 o,

de pro-
duccidn destinados a la exporta

sn. por 500 w. de bicnes manufacturados de oripen
extranjero, de modo gque las tendencias pasan a ser esta ve

-
TABLA VI
Clase productiva Clase propietaria Clase estéril
2000 u. dincro 1000 u. alunmentos 1500 nu. bienes manulacturados
1000 u. bicnes de interés 1000 u. bienes 300 u. alimentos

1000 u. alimentos manufaciurados
puva la clase productive)
1000 u. forraje

—

Al comenzar la produccion. el andlisis de la clase productiva se divide en em-
presarios v asalariados. Los emipresarios alquilan a los asalariados ¥ les pagau sus



los de 2000 v una mitad en dnero &
~ithacion. enton

v otra mitad en alimentos, La

L €5 COMO sigue:

TABLA VI1

Clase productiva Empresarios Clase propietarin Clase estéril
Asnlariados
1000 dinero 1000 u. dinero HIO00 v alimentos 1501 o hienes

1008 «

1000 n. bicnes o
1000 u. for

steres 300

. alimemos masnnfaciurados

asalariados de 1a clase productiva compran. ahora, 1000 u. Jde Licnes ma-

turados a la clase extéril. con lo que 1a nueva posicién pasa #

Ny

TABLA VIII

K'lase productiva Empresarios Clase propietaria § Clase e
10U &, aliunentas OO ». dinero TN 4. alimentos 1ODO o
fO) 6. bienes 1000 1. bhienes de 1000 w. hi + SO0 u. abimentos

.

mnfacturados interds

man cturados manufacinrados

1000 u. forraje

ida que avanzia la produccion de 1
reservas imonctarias de L
Los aralariados de la
1000« e bicey
"

N\ e

ol productiva. s conannen las
s difer “ntes clases v el proceso econdmico tieneds
=¢ productiva consumen s

EEICTEINSY IFTS LN
~ 1000 » e ahimcentos v sus
iacturados. Los empresarios. a su vez. utilizan sus 1000
de dinero para comprarse. unos a otros. los 1000 w.  de bienes de inte
cinpleando esos bienes en la reposicion y reparacion de su capital fijo. stocks. ote..
al mismo tiempo que alimentan a sus caballos con los 1000 w. de forraje. Los
propictarios. por su parte. consumen sus 1000 u. alimentacidn » sus 1000 ». de
bienes manufacturados, mientras que la clase estéril hace lo mismo con sus 500 .
de alinientos y sus 500 u. de bienes manufacturados. Cuando la cosecha aparcce.
tado ¢l ciclo econdmico se repite desde la [ase 1.

Los Tableaur de las primeras tres ediciones ¥ el Andlisis estaban pensados para
explicar v presentar la situacion dentro de un Estado de maximo bicnestar, mien-
tras que la mayoria de los Tableaur (que aparecen en El amigo de la Humanidad,
Fuosofia rural y en los dos Problemas economicos) se pensaron para mostrar el
funcionamiento de las causas que conducen hacia ese Estado ideal de bienestar
maximo: o bien, a su contraria.

man




UNA SITUACION DE DESEQUILIBRIO
rios deciden gastar en hajos
. o complemento.

nay supance que los propiet

fes miis ddes T mitad de suorenta con da o
- El resoltado seria una reducceion del inpgreso y la nacion se

mbio de preferencias. Quesnay basa sus argumentaciones

En su Erplicuciin. Qs

ornament
con la clase praductiy-
arruinaria. sélo por este o
en las tres sign s hipdtesis generale

HIPOTESIS GENERALES

7) se parte de ung sitnacion de maxino bienestar: 7)) los propi

tarios deciden
Sril: seey

repentinamente asmentar su gasto. « ul"')rnlldu]l' productos a la clase os
siguen ol mismo ejemplo.
w ilustra la shhacion

wmite ¢l

las clases estéril v prodacti
taee]

En Il amnge de 1o humanidad, \lir

quema de zig-zap:

Clase estéril
Adeliintos anuales

Clase propietaria

Clase productiva
Ingreso

Nelelantos anuales
Produero

Q000 ——tom
NEH)

=00

Jnn
1200

t~n

1014 IGSD 1ot A GBS 1ota 22T

s a por qué convergen estas series v hacia qudé lipos

Los cilealos correspondient
‘0 a continuacion.
mero fijo: adem

de valores. se expo
Seary € Runi significa la direccion en la
que un seclor compr
Sca
ay =dro+ar, =
jxo(l + a)
.I'3=-’-J‘2+Il Ty =
5::;(1 + u)
= 2r (1l + «a)
246l + )

a flecha = — 7

(1.r, )(l —a)
1ra(l = 0) =
,—l.r,,(l —a)= Tk
A partir de aqui. vamos a deducir la forma que tendrian estas dos series:

i) La primera serie es:
T2 TaF e+ om0+ e L2

que corresponde a la serie de la columna de la izquierda: »



i
|
[
H
i
H
t
:

E
4
%
£
H
§
X
13
>

e Sy e R S oA

ii) la segunda serie os:

oy T4 Tt L F e e

Sea ahara w € N U {0}, que corresponde o ba xerie de la colmna derechaz

o [}—,(I — )~ %u +u),l—)(l —a) + %u - .,.}-'(l -").'—,(l +..).l)(| + o)+
1 )
+§(I —n)%(l -—::)5(1 + a)+ %(l —u)%(l - u!_lz(l +u)%(| +-.)}}(1 —u)+...]
o [.‘—(1 — ) + L(\ 4 a)l — )+ 4'-_(1 — a2 (1 4 o)+

_”(l-..)(1+n)‘+lu—.nu+.,)‘ ]

Esta serie se puede expresar como una sevie de dos sumas distintas:

= ro [2::- [_El-!\l + a)(1 —-n)]. + X [ o

O+ ayt iy — u»"]]

= . ["‘"(—-(I + @)} —"))" -1 - 'l:_'i_' Z( P _”‘) ]
B () e ()]

=ty 4 s 3

Factorizando. obtenemos:

(O R (5) -]
~a () 050 ] - E s 0EE) )

Camo se cumple la condicion |r| =

‘ < 1. la serie converge: pero si se campliera
A ]
» la serie igualmente converge.
Entonces, podemos expresar la seric coma:

~[CEE () -]

que converge al siguiente limite:

que a = 0. = |4} < 1y la serie también convergeria. Pordlimo.sio= 1. = |3} <1




p e [C59) E (F5) ] =

(3 — ) |
1—(

ol3 — a) 6 — l)
3+ a2 + ,,1

i sustituimos los valores de xo = 2000 v a = . entonces L setie converze a:
6 — 24
2000 ——23 - 1] = '_’()0()(
3+ (1)

i segunda serie ticne s formu:

— Jo = Ty

]

250000
- I) = 28O0~ asaz2105
TG

Ay ra e =D
ne Nujfo}.

1 1

= 5(‘ 4+ a)rg 4+ ;-;(l +n)é(l - )rar
1 ] i i

+o 4+ a)5 (1 — )50 ka5 -

1 1 1 1 i
+§(l +n)§(l —u)§(| +u)-2-(l —11)§(l -y

Factorizainos primero g v simplificamos:

=,r..[ %) +u)+—(1 + a)(1 —u)+m(1 + a0 — a)+

(1+u)u—a)‘ ]

a1

Lsta serie 1ambidn la podemos expresar como una sumi de dos seyies:

{Z( (1+n)(l—u)) +Z(')2"+‘(l—v~u)'*'l|—"Y')]

W[5 (5E) - B () ()]
=,(.[(‘+‘f")z(‘-‘7ﬁ) -1

I

- o



i
i
H
{
H
!
i
i
i
i
i
i
1
H
4

Alora. si
¥, ademiis, si

Por idltimau, ~i

Por tamo., la serie converge.

3+ L
= 2000 (—'—-

2000 [(S) (
= 2000 (%)

KRRy

Fa esta serie

=2000ya = !.

sustitninmos ahora g

oblenemos la cantidad aproximada
La flescha bnelica Lo divecciGn on Ja e ses haece Ta compra desde

Sea za & NHo hjo.
W SeCtor o otre. Sean o, & 0L tales,

ro = J—u:><n Zu
= =Y

que a + 3= |

= Mo

= 420
Ty = 5!/..>< Yz

En general. podemos replantear 1odo como un s

rencias:
{ Fres

228

1.TO52G315H7899

“La fr: g
A 2210.5263 aproxim

gunda ser

12 nene expansion decnnal mfinta perniédica

tamente.

sistema de ecuaciones en dife-

La e



= ()= (2 80

» donde

Pero

STAT - A ( !

()0 - (

como en ol caso anteriorente analizado

si
o € (0.1)

la serie converge y si

s ahora. si

.,=u=>|—'||<|:

= () 5 () -] -

21/19 es una fraccidn decimal. con una expansion que contiene 18 digitos. ya
mencionada anteriormente. Si

¥ entonces, sustituyendo los valores zo = 2000 v o % 2.4 =



)

2]
186G
1.066

= 0.933

Qué ocurrira al ano signiente?
Si suponemos que las compras a la clase esténil <o mantionen on b nrista
s apli-

proporeion. por parte de Lies olase productiva v de los propictarios. enton
los eilealos pertinentes. Lo tinico gne cambiin es o,

carcinos las dos series pa
e ahora valel 84,2105,

Al timal del segundo ano. la clase productiva tendra

— \ 37

msn.zms(‘_ o (L) - l) = lli-\l.'_‘lll"(':",":) = Prisasey

)" - 1) = lﬁ.\‘l,-.mr.("l:r',) = ISG 1105,

Exta veer los ingresos disminnyeron. de modo gue como bo cantidacd stadda por los
propiciirios se vio por ello disminuida. las pereepaonnes el ane esten] faambicn
disminnyven, Segin los fiside as. esta concdusion opera porgques al tener o nereso
menor la cdase productiva. la renta disminuye. St obscivarnmos estes arocesn g Y
anos. ohservaremos lo que sucede a partir del ano3 los dos anos antetiores fneron

rollados con anterioridad):

Ano Ingreso de la clase productiva Propietarios Clase estéril

3 119332 132000635
1 160 [REEN

Y NG OINO6G HRIDS NN R
o 182275 TNNA00

GIKLGT 2972

i sh permanccen iguales las proporciones de las
tica. lo 1inico que podr detener Ly casda seria
se deben consumir los productos agrivolas. los

L Lerga. 1odo mando perde
a hsjocr

-

compras. Segun la 16,
cambiar las proporciones en que
cuanles s deben incrementar.



Lo Jas

impositivie ¥ en o politics fise

von. en la politic
ar campleto o de malestan

causas e lns movimmientos hacia un Fstado e hicnes
sealiperaban las restricciones al comercio (interno v exterpo) de Jas
iaria el precio del producto yo con ello, o) vohinmen de los

Fox

1o, f

compl
Mmaterias prifnas. e
ingresos: si no. ocurrinia lo contrario.

S opor cjemplo Hacdienda {en nuesiro pais v en nuestro tictpod smentara
indirec1os” sobre las personas, los bienes o el consnmo. entonees
s que cualgnior mos nnu-nlu en direce ria lo
indircctos” serian aguellos gue
- adenuis
v de estos

los impnestos
amnentara ol ingresol mientr
haria disminmir. Para los fisideratas. los impuestos
0 directamente sobre ol producto neto de la tierra (supo
nico). Por ello, ¢l ol
ipal del fracaso de Ly eeonom
sico. era b incapacidied

oyonty

eryde

NnO e
istencia de libre comercio o impues
fHsa prin

la e
r ul:/: s Cra OStrar gue la ¢
al tado de maximao hi
afed gulm-l no para adoptar tas inedidas neces

respecto

mestar deserito on ol Tabloaw 1
i

it dde ostas

s para ol cumphin

cotdic iones®.

s Pronee v probls via econgmca, Quresy
mento del precio del prodacto. como consecnuencia de Ja supuesta tesiantocion del
ompensati la ventajo del aumento de precio,

trata de los eles tos b aan incre

fibae commercio. L probdenmm o
dores Lo desventaja quee esto ~ignilica para los compradones

pavta los ve

Quemiray parte de g
e lises productiva os mndcho menor ahora gue en ol Tableau Ditsicos ol mismo tiempo
antos anuales s ven gravados por impuestos indirectos
1 de by restauracian del libre comercio. Questay hace
o clabiorn los efectos
by

ol cociente entre of ingreso v los adelattos annales de

que supone gue shas de
pesados. Como consecnenc
ntando parte del precio del producto y lue
Tublean que mnestia qne ha

Pero Quesnay tombicn reconace qie

sus cialeulos ann
onGémicos de esta sabida, Hegando asi o un
de Jas tres cliases.

'
aamentado las pereepeion
mrerior no dice nada, en e

minos reales,

lenlo, en donde explicitamente pone ol

I prodacto re

Quesnay realiza ~cpuidamente otro o
stintas clases. al lado de los ecdleulos o
oncliusion generat os ques con el incremento de

estéril estaran mejor, on términos

w e las dis

Laslo monelar

puede comprar. La

e cada clas
precios, las elases de los propietarios v la
wientras que la case productiva no sufriri deterioros.

s era mostrar la
ques s proponian.

veales

Uno de los objetivos centrales de Jos fisiGer §
1 produrida por una politica impositiva distinta a la
ipniente ejemplo:

scion’”

desaraani

ceonanic
Yara ilusiracidn. ponian o)

¢) Se recancdan 3w de smpuestos, la mitad a la clase productiva v la mitad
I clase estéril:

ii) Se supone que los adelantos anuales de la clase producti
en 2000 u. ¥ sus compras a la clase estéril en 1000 v, Deduciendo 25 u.. por las
compras a la clase exi1éril que efectian jos propietarios. quedan 975 «. El producto
1otal de In clase estéril se ve asf reducido de 2000 oo a 1975 w.. de modo que
sus adelantos anunales s reducirin a Y87.5. La reproduccion anual no es

crmonces 5000 u.. sino 1950 u.

sc mantiencen

Srbrd. MEEK p 82
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Como 1os serornns o li clase prodictiva son atin 3000 . v some osta tiene
(e pagaer 2000 0. completos i los propietarios. enlon poriodo e
1edicivian sus adelamos annales, Por tanto. esta clase reducivi en 50 o, ol ingreso
e adelantos annales y ol ingr

SNETY EESTTSTE I}

reproducido. siose manticne la misma razon
Nirabean Qe
jo ornamentall

v atilizaron ol Yublooan ara apoyar la consi
el h Tambicn lo atiliz para ver los efecton de un inerem
1 la propension a consumir bicnes ctutados de lajo. Ndenvis, o Tabloau
muestra ol ineremento de bhienestar =1 se abolicran Tas restricciones v ol incremento
des precios consiguiente. De allf su ocon A
que el Tablean muestri gque recacn saobire el ingreso.

Il Tabliaw esii velacionado con trabajos posteriores gue establedieron « afoque s
Ia e onomda. como las esquemas de reproduccion de Naex.

ier

jor Tom impestos indirectos!”.

de compunto de

I tequilibrio” e < propone en ol Tablinu os inestable v <Olo se conseguiria
saolo s consepaitia una dis-
mibidn podemos

bajo determinadas politicas piblicas. De otra forma.
v e i produetividad.

minucion progresiva sde o prodoce
ohservar en ol Tublewu e

i ) Los principales tipos e
rores e L politica estatal ¥ por una inadecuada orvient,

Vronsecnen:
| masto e

1CIGNT 8C PDORSIrOn cote ur
wire ol

desorganz

cia dle

1hiee

tente al secanising oot
fucoiones de la produceion » no en el empleo, Thay
fucto der Leomi Si o
BOCGNIG TServicios

O~

los propictas Petes tio oo alpo ind

i)t

hace Enfoasis on Tas re
wn paralelising ol Tablvau
entendernos conmn un sistea certado
le poner como demanda exterior. Tomaremaos esteaidtinme

oncteedo e ins

110 e

1ty

vios o pond

~ prropet

de alguiler™ . Sino. ~e
mmodelo.

TABLA DE TRANSACCIONES PARA EL TABLEAU
ECONOMIQUE

expresar ol aodelo de Quinestay visto desde oF pranto de vista deld
' .

Abhora vamos
modelo de insumo-producto de Leonti
papel ccondimico de los principes. del alto ddero ni de los terratenicentes,

Lo Ficesta paineans .

Clase Artesanos | Propietarios | Consumo| Produccion
productiva | total
[ ] D+ an
1 2 2 I 1 5
11 1 0 ! 1 2
Compras
Totales l 2 2 i) 7

Sea A la matrez de corficientes A€o

Sca ahora X = vecior de produceion 1o1all entonces AX = consumo total de
rctores 1y Iy, por tanto. X - AX = demanda 1otal = D

produccion de los

X~ AX D
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(1 - AH)X
_ [ 1] N _ ~1
a-m= (o) -(16)-(4 7))
Si represenmtamos (I - A) = B, exta expresion os conocida como malriz de

Leonticf.

bog = 2

det B = | ) =Z %0
A suve v matriz BT es conocida coma mretrez snee i~a de Loanlicf .
BX D
=

A partiv del Siglo de las Laces, s comenzaron o usa implicitamente mode-
Tos lincales x guicnes emplearon dichos modelos provensan de distintas dreas e
conocimicnio. Fn forma ¢ rou A pantir
T T e b waesiro a modelar L cconomia. lo que no qiiere decie ue

wnzatan a estudiar s

ya no corresponde a nuestro tenns.

CRONOLOGIA DE LA ESCUEBLA FISIOCRATICA

1763. La escucla comienza a propagandizarse. Qu
se reunfan frecuentemente y mantenin teuniones tegatlares con otras escnelas de
pensamiento. en e Palacio de Versalle:

1764-1766. Las reuniones de los . auspie
cambiaban opiniones y materiales fisiocraticos. Cac
entre los que cabe mencionar a Le Trosne. Saint-1érav
Badeau:

1765. l.os fisidcratas controlaban el Journal de ayricaltuse . du Commeree of
de Finanee s, en el que Dupont era dircctor:

1765. Cuando Badeau se adhirio a los fisidceratas, déstos pudieron adqguirir ana
revista propia. de caridcter literario y politico. titulada Fphmcride s, Fsta Revista
e convirtié en el drgano oficial de la escuela fisioc ol modelo
del Spectator. de Addison. Dicha revista pertenccia antes al propio Badean y se
Uamaba Ephemcrides du ettoyion:

phivita. Lis aproximaciones hocales se atiti
glo ps
los no lincales no se co

las mod

i en aguella dpoca. Pero osto

ol resto de los fisidgeratas

SHaN Vv

das

por Mirabeau, inter-
2 habia mas simipatizames,
. Mercier de la Riviere x

B

tica. Sudiseiio sepgui




;
¢
i
|
i

el Didiloge. deastso she D comncre

1765. Quesnay publica Dol natural
wiones diver

1767. te ano de 1767 Mie prolifico en acontecimientos v public
sas:

Airabeau publica un resnmen de Filosofia rural (Flemontos v Pilosofia nato-
ral), conteniendo rnsavos de Quesnay, Fueron editados por Du Pom bajo el tituto
el articulo encabezador de la obra fae 27 devecdio votaral. publicado

Iistocracis v
en fecha amterios:

Du Pont editia su dibro Origen gy progreso de apa nuc o cocneia:

Badeau publica (en Ephcmcride s)nn nuevo comentario esplicativo del Tablcoau,
buscando integrar L teoria ccondmica fsiocratica con su andlisis politico y fi-
Hico:

Quesnay oscribe /2
oportunidad de exponer su doetrina del tdes

Mercier de la Rivicdre elabora. con alpin detalle, esi
Orvidesn natural y o se neval de las sociedades politicas. considerada de

los

b merides. Al Tuva

despotisima chino, aparocido en £
1

Itiimo concepto de Ques-

potisma |

nay cn s obr
RBran imMportancia pasa
Se inventa of nombre de “lisiocracin™ . para referirse en conjunto o los aspectos

it esenela: -

conceptuales v doctrinarios de la oscnela:
~ establecen relaciones con i esencla de Gouarnav, en particalar,
al Jarre. laisse z

Los lisideran
con Turgot. D

surge o) va famoso vy conocido principior Jaesse o

peasser;
Tamby,

noseachicionan los fisdiGeratas von los enciclopedistas, Diderol aparece
do en el libro de Mercier de la Rivere:
agricultura v patlamentos. al abogin

al libre

lrecientemente i
Los fisiocratas intluveron en socicdades de
fenlinea v Ls eliminacion deovrabas

por el fomemo subetnamental e
COercio;
1769. Va creciendo fa oposicion o da esonela fisiod
afectados. Se foraron jovenes que oonpaion catgos priblicd
1TT72. Lphen vade ~ comienza o disminoie su citenlacion ¢ influencia, 1
i del cnarto volumen de la revista:

ica. por fos interes

te ano

ve ll)(ld\' L publicaci
s retira Questay de la ccononis. pare dedicarse de llenaa “la alta espeentacion

matematica’
1774. Muere Quesnay en diciembre, un poco despu
al poder:
1776. Turgot x se desn
Rigqueza de lus Nacrone <. de Adarm Smith.

Ade que Turgot accedie

i~ Se publica Lo

reformas fisioer

ntelan la
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Pyovistos por la agri-
cultura, las praderas, pas.
tizales, bosques,
pesca, etc. Para granos,
bebidas, carnes, lefia, ga-
nado, materias primas
para mercancdas manu-
facturadas, cte.

Expendio redproco de
una clase de gasos a la
que distribuye 1Ia
renta de 600 libras de
una parte y de otra, dan-
do 300 libras de cada
lado. ademis dc los an-
ticipas, que ‘se conser-
van iotegros. El! propie-
tario subsise gracias a
las 600 libras que gasta.

Las 600 libras que sc dis-_

tribuyen en cada una de
las clases de gastos pue-
den dar asustento a2 un
hombre en una y en
otra; por lo que 600 Ti-
bras de renta pueden dar

suscnto a sres jefes de
familia. - Partiendo de
aquf, 600 millones de

renta pueden dar sub-
sistencia a tres millones
de familias, aalculindose
tres pcrsonas por  fami-
lia. Los c¢ostos de la cla-
se productiva, que se re-
praducen tambiédn cada
afio. son Ja mitad para
sueldos, agregan 300
willones, que pueden dar
subsistencia a otro millén
de jefes de fambia, to-
cando 300 libras a cada
ugo. De este modo, e3-
tos 900 millones, que
anualmente s reprodu-
cen de los bienca rafces,
podrian dar 1a subsis.
tencia de doce millones
de peronas, de acuerdo
con e3tc orden de dis-
tribuciébn y circulacién
de Ila remta anual. Por
circulacién entendemos
aqul las compras paga-
das a la remta, ¥y 1la
distribucién que divide
i1a rcata entre los hom-
bres mediante €l pago de
compras de primera ma-
no, descontando el co-
mercio, que mulkiplica
Jas veatas y las compras,
sin multiplicar las cosas,
Y que no es sino au-
mecato de gasos estériles.

TABLEAU ECONOMIQUE
CArruI e LA meNTA
Cua (¢= de:cm

los

i do ot tmpucita o rron

recwucnon ant frritey
produ ﬂm v

oy ¢¢-uon esténles

Rmtﬂ

Anticipas anuales - Antictpor anuales

600* producen

ig lrpvuﬂluefn netss  2...6..10

il n-pm..!ueen netas

5 reproducen netas  0...1...5

Tnl:ll rrpmdundo 600% de renia y los covtos anuales de lu
agrie par Que I3 tierra restituye . De esta suerte, ka
o3 dle 2 “DO libru

En ‘mereancias maou-
facturadas. alojamiento.
vestido, intercics del di

nero. criados, costos del
comercio, productos ex-
tranjeros, etc

s compras recipro-
cas entre una clase de
gastos y otra distribuyen
la renta de 600 libras.

Las dos clases gastan
una parte en ellas mis-

mas, y 1a otra en la pac-
te contraria.

La circulaclén trac 600
libras a esta columna, de

-las que hay que retirac

las 300 libras de los an-
ticipos anuales; quedan
300 libras para sueldos.

E! Impuesto, que per-
tenece 2 exta clase, se
deduce de la rventa que
se obtlene gracias a los
gatos reproductivos  y
viene a perderse en esta
clase, salve la parte quc
regresa a la circutacién
que la rveproduce en ¢
mismo orden que la ren
ta, v sc disribuye de’
mismo modo entre 13-
dos clases. Pero siempr:
se¢ recauda en petjuicic
de la renta de los pro
pictarios o de los anti
cipos de los cultivadores
o del ahorto en el con
sumo. En los dos Gltimo

1a reproduccién: lo mis
mo sucede con lo qu
pasa  al extranjero, sit
regresar, ¥ con lo qu-
detenido como fortu
nas pecuniarias por lo
encargados de la recau
daciéa y de los gasto:
Pues esas partes del im
puesto. que sc¢ distraen
sustraen a2 los  gasic
productivos, mediante ¢
ahorro, o las que se dr
ducen de los anticipc
de los cultivadores. apa
gan la reproducciSn, rc
sultan en doble pérdid
para los propletarios,
flnalmente destruyen ¢
total de la renta Qqu
proporciona el [mpuese
éste no debe fijarse sin
al propictario, ¥y no
los gastos reproductivo
porque arruina al cult
vador, al p:. ‘etario.
al Estado.



rales. bosques, etc, para
bebidas,  caroe,
kda. vioo, gamado, ma-
terins  primas  para  las
mercadclas manufactura-
etc. Expendio reci-
preco de una case de
gaso¢ a la otra, que dis-
buye la renta de 400
23 €n una y otra par-
. 1o que da 200 libras
Tpzra cada lado,
de los

granas,

Pravistos por la agri.
cultura, pradcras, pasti-
3
H
3
-

ademiy

anticipos,

subsistencia.
+braa Que s disribuyen
ea ¢ada una de las clasies
. de gastos pueden dar sus.
“tentd> a2 uu hombre <
.uma y en otra: por lo
que 430 libras de renta
pueden dar  susento

Nirex  jefes de  familia,
,l"aruendn de aqui,
imillones de renta pucden

Ydir suscoto a tres mi-
‘loacs de familias. cal-
fculindose tres personas
“adultas por familia. Los

jecodos de la clase pro-
jductiva, que se reprodu.
cen también cada ado.
fwa la mitad para suct.
idos, y agregan 200 mi-

iz,

tocando 200 libras a
L aada uno. De este modo,

“ks 600 millones. Qque
anualmente 3¢ repredu.
‘jn de los bienes ralces,
jpodriza dar Ja subsis-
tenzia de doce millones
de perwnas, de :cuerdo
‘ma ens orden de di
awibucida ¥y cireulac
9de 12 reata anual

400

"ABLEAU ECONOMIQUE

asTac Casto br s Casros
rAcouETIVac RPENTS EsTRILLS

) N Que sc

Auticinas anuales divide a3

Anticipos  anualcs

Wlieas praducen nctae “4na 200 Jileras

200 libras ceprodie-n_netac 230

Torlncen netay

BN

En mercandas manu-
facturadas, alojamientos.
impuestos, interescs del
dinero. criados, coatos
del comercio. productos
extranjeros, ete. Expen-
dio reciproco de una cta-
se de gastos a la otra,

CTrelucen netay

Ty rn netay

615 —TTEFTeen_retas a3

Todnen ety 1:11038 111134

13+59 T R Tucen netas

& T e netas 8 5

4 TG laren netas 4 4

2 Droducen netas 2¢ 2,

THredncen netag

Renta totali 402 Lbras,reproducidas coo los costos agricolas de 400 libras.

lo que diseril 1a ren-
ta de 400 libras.

Las dos clases gastan
una partc cn cllas mis-
mas, v 1a otra en la par-
te contraria.

La circulacién lleva 400
libras 2 exta columna, de
las cuales hay que reti-
rar las 200 de los anti-
cipos anualex Quedan
200 para ¢l gasto.

El impuesto, que per-
tenccs a edta clase, es
provisto por 12 renta v
por 1a clase de gastos re-
productivos. ¥y tienc a
perdcrse aqui, salvo
aquclia parte que regve-
33 a la clase reproduce-
tiva, Que la reproduce
en el mismo orden que
1a renta gue se dutribo-
yc en ewa misma clase.
Pero sicmpre se recauda
cn petjuicio de la ren-
ta de los propictarios o
de los aonticipos de los
cultivadores, © del alio-
ro en el consumo. En
los dos Gltimos msos o
destructivo, pues dism
nuye en otro tando la re-
produccién. Lo mismo
sucecde con lo que pasa
al extranicro, sin regre-
sar, ¥ con lo que cs» Te-
tenido como fortunas pe-
cuniarias por los encar-
gados de la recaudacion
y de los gastos.




S 111, LA "TERCERA EDICION" DEL “T:\BLF_AU ECONO\”OUE"x
T Oh)elus que considerar: 1. tees clases de gastos; 2. “su’fuente; 3. sus” su 3. su.
6. su reproduccidn; 7. relaciones entre ellas; 8. sus relaciones con la poblaclon. 9 con la agricultura; 10 mn Ta

* industrin; 11. con cl comercio; 12. can el conjunto de riquezas de la nacion,

Gastos productivos Gastos dc Ia renta una vez descontado el impuesto, Castos estériles
relativos 5 se dnwden entre ]os g:utoa producn Ds ylos gasms estériles relativos a
» i la industria, ctc.

Ia agricultura, ete.
Anticipos anuales para producu wna renla dc

Antics lea para los trabajos da los
Renta ununl de gartos ¢r(én'lu, won
T goo] v e . aoor

T 7 goot producen netas.

Productos

300 reproducen netas .
9 petas nbe & orpsca’um

210

. O... 1... SYeproducen netas
ete,
TOTAL NEFRODLQDO +onennn. ... 600" de renta; ademds, los gastos anuales de 600" y los intcreses de los onti—
Spos primitivos del labrador, de J0G%, que restituye Ja tieria. De esta suerte, Ja reproduccion es de 15001 inclui-
3a Ia renta de 600, Gue es basc del cilculo, sin contar el i 1 ¥y los requeridos para su
feproduceidn anual, etc. Véase Ia Explicacién de la pagina siguiente.
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Capitulo 2 LOS ESQUEMAS
DE REPRODUCCION

coapriul st
ascgurade.

vusdec wudaz sila gunaneia os adicaada, Con ! 107
st o pucde colocar por doquee v: con o 200, se lorna v
con o] G309 . posdivamncnte Lo merario: pov an [0 pisotea todas Tas 1,

bunianas g por up FOUS wa nisle
bajo ! peligro del patibulo.

ye~
a erimen ul qui ne se areiesgus . aiin

Sial tumullo y la vegorta aporian gunancs. ol
capital los arirard.

D Capatal. Yomo 1.

La aenmalocwin ovapmarm).

PRIMERA PARTE

Marx e dio mucha impottandia al uso de las mateniiticas en Ja econonua. comae
instrumento de andlisis,

Farsn cantadel 1 deenero de 18938 NMarx le deoia o Fneels:
2810

detenido pot errones en los calenlos cnando extov trabajando Tos principios
cconGimicos que. con desespetacion. he

Mdo Bneviente por e mismo. o on
ra mipidamente. La
sviaciin por el il

el objetivo de
pare

v e estud
CRNCE TEECIY DU B YRR ITTE DPRSTIRFECY PP
citandmne con tapides otra vy
[ATRUIRFI

voalp

AR LI TR TYF AT I,

i, sin embaren. e estadae

sus cattasa Lueclhe el 30 de mayo de 13780 Navs oseribifo:
esas tablas que nnestian los movinke

ST OnOee

o, los desencentos v orosas

tos bt Jos pae
parecidas, con sus oo

iones en el curso deoun

10 0 algim otro periolo?
frecucncia he tratado de cocontrar las curvas irteguliares pata ostas ~||/¢|~ ~
(sre) con el fin de analizar Las v,
uno tuviese informae

crevendo (v ain creo que esto se

Dosibile, =i
Win 1o subicentemente fidedigna) que las principales leves (e
se pueden deducin matematicament e de esto”

las eri

Finabmente, cnuna de sns cantas {(gue se anexas sl linal de este ¢
s¢ encontré complet
cia), Marx le decia a

pitulo voqie o

Hesomes de f:

Capital on espainol o en su cortesponden-
Ean tas vacaciones estov extudiando calonle
e integral. A propos’ tengo un profuso escrito solir
quicres iniciarte en la mater
tudios militares et o) nivel de matematica (fue
abordadu sSlo e mente). como por ejemplo. con un nivel de algeb
Salvo por el conocimiento de la historia usual del
cs nece:
seccione

diterencial
eslo ¥ quicro envi

telol si
S 0 INCeNOS BECeSArio paia tus es-

Creo gue es oy

cmbatga, os 1N poco s

superior,
gebra v la trigonometria, no
Hientos previos. excopto un conocimiento general de
conicas” . (Ner carta al imal, en alemiain).

Las citas de las cartas anlenores son peguenas muestras de oque N
Algebra v calenio con el tin de aplicarlo a sus iny ~.anngque
nunca las aplicd exphoitamente  Fn su omavor pante. a primera vista 1 Capital
aparece como no satematizado. pero. fes
que muchas de las discnsiones cconéini
rigurosamente maten '

rio tener cono

tas

1udid

[

SR ACIONes Ceonam

ndo cuidadosamente. podemos encontrar
as verbales pueden traducirse a un lenguaje

.1}

TMORISHIMA, Michio Econosnetrien

L Marr on the light of modern ceonomae theory Vol 42,
no. 4, julio 1974, pp 611-¢€
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A continuacién, hitremos una introduceion esquemiitics de Jos maodelas de re-
ela. e NMarx.

produccion. simple » anpl

EL MODELOQ DE REPRODUCCION SIMPLE DE MARX

Algunas suposiciones de oste modelo san:

.- La ceonomia os capitalista pura:

2. No imterviene ol Fsrado en la cconomi,
3. 1lay escaso o ningnn progreso de fas fuel
-1.- No existe comercio exterior (el modelo es e

s productiv

racdo):

3.+ Los precios son constantes:
G.- Las tasas de henchioio san constantes:

7
No- Los capitalistas solontervienen e osu propio departanuento:

Los salarios son consumidos 1ortalmente:

ma de praduceion a olra:

.- Los capitales no cmieran desde anar
10.. M,
11.- La rotacion de Jos vapitales ox constanie, ano con afo:

12, Todo el plusvidar se consiune nnproduaciivamente (py + pppi

Ll capital constante es consumido totalmente en an perfodo:

- No se considera o papel del dinero. como mediador de L reproduccion: v

ausencia denecanismos de cpcdito:

i
5. Kl modelo no depende del ticmpo.

DESCRIPCION GENERAL DEL MODELO
epresenta of valor del producto total o producto bruato, e une periodo de

1.- 1"
L dowd

tiemipo dado. Adenuis, Vst dividido en tres partes. o
representa of valor de los medios de produccion o capital constante. usados

ednranie un periodo dadeo:

e representa el valor del capital variabile o Tuerza de trabajo 1o1al. empleado

en ol proceso productivo en ol misino periodo:;
la plusvaly

p:orepresenta ol valor .

- p (2.1)

2.- La ecanomia esta dividida en dos departameenios:

El departamento 1. gue produce medios de produccian: v
El departamento Il gue produce medios de consumo,
Scan ahora Vi x 1V, tales, ques

177: representa el valor 1otal de la produccion de fos medios de produccion; y
V7712 representa el valor total de la produceion de los medias de coasumo.

Entonces. la camposicion organica de 15 v 175, so

Vi=cp+ )= ¥ (2.2)
Vg = cpr =+ ey + pos

V=, + V5,

= .
Vis=(er+ g+ pp) + (cap + vip + Pry)



3.-
c= 0y = ey [Valorde Ta demanida total de los medios de produceion
= e= vy 4 oryy [valor de la demanda capitalista de la fuerza de trabajo
P=pa i par [pinsvalor total. obtenido en nn periodo dado.

Los departamentos 1y 1 reguicien de medios de prodaceion: pero. solament o)

departamento ) los produce. Por tamo. ol departamenta ) riene gque vender parte
cion al depastamento H

Adenis, el departanme

no bl e

ita magninaria para sepnir producienda hienes

de consuma. por la que parte de Lo gque prodacen lo revenden al departamenta 3.
Por consipuiente. fa demanda totul de mcdios de producewin es igual ol

gencias de reposicion. en ambos doey

s exi

AIrTanentos:

ey~ ¢7p)

ylo dewmanda total de beeursdr consurmn nal at fomdo de salarios ¥ al excodenne.

que muesttan atshos departamentos:
[ N T B [T

Si by presedne

Wi il

\"11 N-‘-"r-v-lll (2.9
\
‘1 * p i

La cenacion (2.1) nos dive gque o demanda 1otal e nn
igual a la produceidn 1total del depattaanento Len lo que cone
Pervo los trabajadores v capi

lion de prodine cion o

crne a dichos medos,
Tistas del departamenia | tienen gue obtener ~us

bienes de consimo en el departan
los t

uto T Por cons

puicnte, la produccian 1otal de
rres dee consumao del departamento I debe ser consmida totalmenme por los
‘trabajadores v capitalistas de ambos departamentos,

l'l+l'l+'\\l'yd=l‘/l+'\-vy/l

1+pe

Ll depart
que reempl
El dep.
para sub:

mento ] produce v consume xu propio capital constante (o). a la v
1 lo restante (1 = pp 1t por bienes de consmno del departamemo 11
rtamento 11 reproduce v consume los bienes de consumo que requiere
1T, pero ne

ita de medios de produccion.
Por tanto, s debe cumplit la condicion

crp o= vy 4 pr.

que es la condicién de equilibrio entre los departamentos 1y 11 con reproduccion
simple.



m

Caomo 1 representa o valor del producio del departamento . en tanto gquae
Vi representa el valor del ppoducio del departamento 11, podemos dedinic abora ol
consimo para cada depattamento.

Consuma del departamento |

cr= Vs — ey (2.8)

Consumo del departame nto 11
1=\ — ey (2.9)
o términos de fos esquemas des Marx, gque divide cacks parteadel producio total
por departamentos, este sutoconsuimo esta dado poe:
ot ot
IRl el i
PErarTarame——
isterna balanecado de influendias imersecio-

(2.10)

Hamo a estas coiiciones
20 e da teproduccian simple,
3) tambicn s puede representas como:

I sistema (2

-

(2.11)

{r2i Per 1

VYR

it dder este niismo proceso comeo:

yvooen general. a la representaciin g

I [ . 1 R oy T
. . N TN
"~ Y j

arx da un ejemplo mnndrico, gue puede ser representado de le manera si-

©77(2000) [ ————
= [Dep I1]  +(500) + prs500)
¢ (1000) + p;(1000)

~2(1000)
HU00 YT 6000
- : ~
1000, 300 ¢4y 1500
+ - +
1000 py 500 pyy 1500

[ -+ 3000 9000



Agui se suponen dos situaciones:
¢ ) La producecian de medios de prodatecion, gque se obticne a e

4000 ¢, + 1000 ¢, = HOO.

a produscion del departamemao

@ ode 100 A, A s ove

a de plusva

supone uti

I es:
- - 4000 c; + 1000 v, + 1000 p; = 6GOOO.
que existe bajo la forma fisica de medios de produccian: v
i ) La produceion de medios de consumo. que se obticne o traves de:
2000 c;; + H00 1, = 2500.

Como la tasa es de 100 Y. entonces

2000 ¢,y + H00 5, + 500 gy = 3000,

quer existe fisicamente como medios de consimo.

o estos esgquermas 0o se considera b cirealac

facion medhatiza la reproduccion. Agqui se hace a an lado

para el capital. lo que copstituye su razon de ser. siroexistens

ambician por acumular més. por amplia al. Lo acn
prandes Mierzas motrices del desarrollo capitalista.

ESQUEMAS DE DE REPRODUCCION AMPLIADA
DE MARX,

a ciren.

0 el dinero. va guee es
s impreseindible
vl anteres. Su

Wi es una e fas

oot

el capi

n las sigmientes variante

In una economia en expansion presen

1) Se supone que hay condiciones téenicas para ampliar ¢l capital,

tante o variable:
2) Pucde ocuarrir que si se convierte el plusvalor en dineio. éste puede
3) Fldepartamento 1 acumula el 309 de su plusvalor v ol departamento 11 solo

11 eSOrArse;

se ajusia g este hecho; y
4) Las actividades del departamento 1 estian determinadas por fas el

tamento |
T Dividamos el plusvalor p, cn cada departamento. en 1res partes:

P= p.+ p.+ pe (2.12)

parte del plusvalor. destinado a la compra de nuevo capital constante:

p=
" parte del plusvalor. destinado a la compra de nneva Tuerza de trabajo: v
p. = lis parte que se consume del excedente.

La estruciura del producto bruto. en los dos departaimentos. se encucnira como

sigue:
Do partarnenta I
<t vrHAprc + o+ pr) =V (2.1

que representa el valor total de medios de produccion.



Depurtownentn 11

car+ Crr o Aprte 4+ pre 4 pin) = Vg (2.11)

spae representa o] valor 101a) de los bienes de consumo. Finalimente,

Vi=ect v 4 (p + o+ pe) (2.15)

cional tatal.

a el producio

Dept oA vy (pr o+ pre o~ pe) = \7
Dep 11 crr 2+ vgp s prr <+ peac) vy {2.16) .
Toral e Fr4+(p 4 pe+p) i
doraele
c = +cyy !
I vy oy
Pe = proh pra (2.17)

e = pnoT
Pe = pnot P

1 demanda 1otal demedios de prodoccion e

cp +cpp b pre + pric (2.18)

nes de consumo o

» Ja demandas toral de bi

Pp o vpp o Pre o Prpe + pPre b g 12.19)

aba lase

tianda total de medios de produaceion es ig
ambos departamentos. También podemos ahtsnar qgue

Lo
y ampliacion del capitalos
neda total de t
i ohe s al exeedente consamido pos
~ de Marx y las consideracion
mplificada de que la acumulacion estd
2

s ode

upsumo es gl al fondo conjunto de s
mbos departamentos.

ulteriores de Lemu. queds
tuada en el mmisnio

b edean

m o

Qe
aceptada la suposicion
departamento del cual proviene™.

n una economia planificada. la acumulacion ocurre principalmente en o de-
e localizan generalmente en e departamenio P

partar o Il ¥ estas acumulaciones

1. t
La ignaldad de la demanda ¥ la produccidén de medios de produccion implica i

qQue:

CrppoH b prye =0+ U Preo Pret pre-

imdo. tenemos:

Simplilic

lers + prr=vi ¥ pic + piv | (2.20)

2LENIN. V1. Acerco di la Hamada cucstron dr los mercados. Fd. Quinto sol. Mexico, 1985
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F1omisimo resaltado lo pademnos olaenes a panir dee Lo condieion de b dhananeda
| producto de bicnes de prod

L ecnacion (2.20) indica oot

1WOn sanpliada. Cuando has o
ala acuwimulacion. pe

cquilibtio insumo-prodacto o

s tepio-
lom faetores, 5o importa saber donde
sUamnporta saber de donde Gsia e ahitie

nilihriod

Dep.i:
Dep. 11

oo el departaimento 1 se petiene, para Ly reposician de los medios e prodaceion
despasticios v para la amplis

del slock de fos nedios de oproduceidn mismos.
nna parte de s producto. gue os denal en ovalos
proose transmite al depaitamento Do cambag de

N s ovey

vy o g Bhrestol oy - py o+
Bivtes de consumeo

on el depiattanmiento T e tetieie, pata ol consumo propig, ana e
de vu producto, con valor dpnal o ey = g - gy Flrestante. cpy « ppy. se
ransmite al departamento T en catidhad deanteroaming, por medios de prodae
fabiicados por aguel, necesanios pata
Prodiceion. La e

reponier o

ctom v para amplisodn de la
Cesprresa ot equiihing enne fos dos depattamentos,

Cion 2

Tosrpuermndti anents

crrcvophg.
Piis
o ténminos numericos. <

tun el concepto de \ors . con condinomes inicial

VOULe, = 00, 4+ 100 P i —
P [Depd - = \I).-p—l_l-‘_j
L- 100 ).-,T

TNy e GOy,

L soop,- SOy,
Depl 1O, = 1000 ¢, = 0oty = 6GDUO \
Depll P00y IOy, - To0 pyy = 3000 4,
SO0 . AT R A0 = 9000 V7
Urilizando la cenacidn (-
Departamento | :
1000 ¢ + 1000, « G100 gy = 100y = 00 ppe b o= GO

D purtamento 11 :
1300 eg7 4+ 70 05, - (FO0 pyge & 50 oy w0 GO prgp ) = 3OO

Entonces. por la ecuacion (.




1000 + 1007, 41 T0005, < 50tps. + 1005, 1= 600N
1500 V017, T4 Toti s + GO0 4 SUpgg,. = 3000

V.opor tanto:

F300cs; + 1000, = 10O, = SO, = 1005, .

andao. tencimos ahora:

100, A+ (1000r, - 100,y -+ 500,
16U A= (TH0E, 5 = gy b GO,y

N oentonees
P00, 4 1100, - 500p;, = 6000

1600, + S0
GO0+ 1000

A partir de atinal se da un esquernna pata ver cwdnto se aonmba hasta el ano

Fsgematicinnente, los supuestos nubizados e el ejemplho son:
1) Hax reprodu cion anpliada:
2) S

acumiba ) S0V del plusvaton:

INTH

Gamento Hsobo se adapta o las cotdiciones impiestas:

actividades de los capitalistas del departameno 1 esian completamente

por el comportamiento del sector 1;

dererimin:
5) La s de plusvalor es la s en los dos sectores v eguvalente ol 10090
Siel departimento acmmmla 5000 debe dedicanr 100 o aementar o v 100 pata
PNCTCIMCETal oo s ~es e

mantener constante Lo vottiposn i orsatine

Fn ol ~segunedo periado, para o] sector 1 ieneinos:
100 - e
El departamento 1o compra 100 snplementarios al depacanenio 1L lo gie

pnplica que cf departamento 11 le compra 100 suplementatios o depantamento 1.
e que 5olo podria fanaouar con 50 suplementarios. e el s

ndo peviodo. s asy
CONIO tenenios, o cl primer ano:

Depl 1000 + 100 1000 -+ 100 1600 -+ 100 - Tuy G0
Depdl G000 + 100 1000 -+ ton 1000 4 100 — L0y 6000
oo 1900 7T Tono T T soninr
v ol ano signiente:
Dep.l 1100 L 1100 500 + GO0 6600
Tiep.tl 1600 =00 SO0 L 3200

6une ... 1900 1400 a=nn



Dep | 3100 + 1 100 4 GHOOp = 6GGOO
Dep 11 1600c 4+ 800 -+ 3200y 3200
G000 -+ 190 + 1900p = 9800

ESQUEMA PRESENTE PARA EL ANO 2
ANO 2

e 1 4840 + 12100 + 5530p = G600
Depp 11 17600+ 8SSO + 560,
G600 4+ 2090 + 1110p

ESQUEMA INICIAL PARA EL ANO 3
ANO 3

Dep 1 18200 + 12100 + 1210p = 7260
Dep 1] 176D + NSe — SsOp 3200
GO00c + 2090 - 2006 = 10750

ESQUEMA PRESENTE PARA EL ANO 3

Dep | 3324c + 13310 + 605p =
Dep 11 1930 + 968 + Gl6p =
T260c ¥ 22000 ¥ 1200 p = TOTRO ©

ESQUEMA INICIAL PARA EL ANO 4

Dep I :
Dep 11 19300 + D68 + 968p = 3872
TI60- + 2200 + 2209p = 1158

ESQUEMA PRESENTE PARA EL ANO 4

Dep 1 5856c + 1464r + 6G6p
Dep 11 2129¢ + 1065 + 667p
TORG: -+ 252

ESQUEMA INICIAL PARA EL ANO 5

Dep 1 5856c + 14641 + 1164p = 8TS4
Dep 11 2129¢ + 1065 + 1065p = 4254
T.985c + 2,529 4 2.520p = 13.043




HH

ESQUEMA PRESENTE PARA EL ANO 5

Dep i G142e + 161k + T32p =
Dep 1 A2 4+ 1 ET20 4+ TASp =
RTRAe- + 29820 + 117 ip =

ESQUEMA INICIAL PARA EL ANO 6

Dep 1
Dep 11

G120+ 16100 4 1610p = 10662
A2c 4 11720 4+ 1172 = 1682
12+ 1132 + 1172p = 1682

57

LA REPRODUCCION AMPLIADA EXPRESADA CON
ECUACIONES EN DIFERENCIAS
Por dltimo. podremos
ampliada. cuando e
modelo de N

solver ol problema acerca de qué sucede can la reproduceion
considera ol Tienipo. Al respecto. Morishima afirma que en ol
rx hay una tendendia al crecimieno equilibrado.

El signiente modelo no estia directnente relacionado con o} concepto propuesto
por NMarx. Si a; » ay vepresentan las tasas de acamulacion de plasvalor en los
departamenmos Fy Horespectivamente

ay s MANLICNe cODNSTANTe MicHIras que o)y
adaptinidose a las exigencias del equilibrio. El plusvalor acomulado se divide

« . 1

g N N ———— gy (0)

g o~y [ )
De la suma del primero de estos componentes y ded capital constante del departa-
mento I en el ano O,y (0) resulta ser el capital constante de dicho departamento.
en el ano o Si lainve pitalistas del departamento 11 Tuera nnla.
el exceso de oferta de bienes de capital se elevaria a:

G neta de fos

. s
w0y — [('1 + r_.:"l-‘l] yi(0) — crrur(0).
1+
La tasa adaptativa de acumulacion para ¢} ajio 1, a;y. se determina a partir de las
ecuaciones:

arp(l) [r > Su] y1(0) =
= 21001 = [es + ——asor] ¥(0) = 1r1s(0) (2.22)
cp + 1y

A su vez. la 1asa de creciimiento del departamento 1. entre los afios 0 3 1. viene
dada por:

g1 = ———‘_l"';’r’. (2.23)



siendo fa corvespondicnte al departamento 1 igaal a:

() = er(sr ) [| —y - __,,,,\,]
1+ vy e ity

1 (2.21)

n1(0)

en virtud de la eeuacion (2.22).
Del mismo modo. las tasas de crecimiento entre el ano 1y 2, seriin:

LTy

q1(1) = 2.23)
(1) PP (
para ol departamento 1y
ap(2)ss 1 (] y1(0) .
g1y = =228 = ) — ey — ] 22—~ (2.26)
vy 17 I N] u(ty
para ¢l departamemo 11
Por otro lado. 1enemos
#i(0) = [V + w0 uynthe,
yrr(1) = [§ + g 000 gy
v
i .
Cran = == 1= e = =]
11 p o+ oy

en virtud de la cenacion (2.24).
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (2.26). s Licil comprobar que

g11{0) = g4(0).

Ahora bien. dado que
9:(0) = ;1)

por ser iy constante, tepemos gue

gui(1) = gs(1).

lo que quicre decir que las producciones de Jos departamentos 1 x 1l erecen equi
bradamente. a partir del afio 1 ¥ en todos los sucesivos.

Morishima propone sustituir las hipdtesis de Marx por otras. Suponemos gue
éstas son:

7) los capitalistas de los departamentos I 3 I tienen la misma propension al
ahorro a: v

i) estan conjuntamente interesados en invertir en cualquicra de los dos depar-
tamentos. ya que en ambos rige la misimma cuota de ganancia de equilibrio. Del
plusvalor total. dedican a acumulacion:

alssyi(t) + spyn(t)).
en donde una parte. equivalente a

crAy{t) + o dyt) -



I~

s invertida por los capitalistas «

dose ol vesto en capital var
1 prop.
(esto ¢

deh

« ambos
ehle,

serigual al consunio de tos bienes.
incorporadaos a Ja preduccion.
ambax departamentos, puceden ¢

I

Litn ecuacior

( uitd) _f 1 en ) ( wild+ 1)

wii(t) v vt + 1)

( wit!) _( 0 0 )( will)
w1 (1) bsy

byy yilt)
[ ¢] 4] 0 ur{l)
01 T\ bsy by ui(t)

! [ A
—bsp b — by, wlty )
nitll) _ ( 1 [}] -t (

sty 7 —bhsy 1 = by,

det ! e
—bsy 1 = bsy
. 1 0 o 1
YU —bss; 1 = by =

Nagque

N entonces

-(= )= (

T=tass
por tanto.

Multiplicando matrices, obtencmos:

Dado gque partimos del supiesto de e
=G0 al ahorro de los obrevros es cerol la inversion en capital variable
ol total de los salarvios reales que corre

departimentos on b

e capital.

ssponden al aumento de empleo)

-salario realizados por los obreros recicn

s de demanda v oferta de bienes. de
seribirse del s

guiente modo:
0 0 uitt)
+ ( bay by, ) ( gt )
- “r i1 .‘/l(l + 1 )
rrovay Yyt + 1)
_ ;e wmi(t + 1)
- o sl + 1)
crooeq gptd e 1
ey oty il o+ 1y
cr e witt + 1)
Y] wnp(t 1) J°

=1 = bhey,

L= bhayy O
1 — bsy, 2] 1
1 0 ) .
—bay ] .
T—ba;; T—hass

o )(“I Cu)(yl('+l))=(yl(1)
el ,—_;le vy vpg yri(t+1)

yee(t) )

<1 1] yi(t+ 1) _ ur(t)
cubegten,  copbrates yr(l+ 1) uu(t) J°

Las entradas de esta mmatriz las podemos sustituir por:

ey g2 yitt + 1)
maz1 a2 yr(t 4+ 1)

_ ( wil?)
yul(t) )7



a trabajar con un sisteta e coenaciones sinpiificacdo:

MY (/1 + 1) = Y(1).

Y+ 1)=M""Y()

U \ cubsiten .,
T da ™M :

—tibartey
T—tess
¥
Crigy — e
det M = 410 Z ity
T —ber;

Entonces:

M- = Critr — oty
T = bays

- ENEFLULYE X i
( T

IRy

=>Y(I-l.=(

T svsr—ciivs

tageag mer(=tngy)
- berererry VTR -
= _ (ASSAN NN N = A.
Thmerd Tivai=ains

Si las raifces caracteristicas de A son distintas, Ay # Ay, entonces las soluciones
tienen la forma
Yty = Ajer + Ape,

con

A0
27 Mo vy(0).
Ao N, YO

ctensticos asociados a las raices A;o Ny,

<y =

A - A
—”]Y(O).c/, =
A= Ay

donde ©; v cys son los vectores
1y cy
La solucidon general es:

A =ax RN |
Y1) = 3 TR YO+ A | TS0 YO

Estas ecuaciones se pueden escribir como las llamadas ecuaciones fundamen-
tales de la teoria de la produccién:

w1 = momna (1 + @) + qemall + g2)7
w4y = gl + ) + nama(l + g2)7

donde 7, y 12 son constantes. determinadas por las producciones iniciales y(0) ¢
¥2:(0)i1 + gy ¥} + ga.

wi(1) = (1 + @) + nzmaat) + g2)7.



Carfos Marx, dirigiéndose
a la Sociedad de
Instruccién de Obreros
Alemanes de Londres,
en 1850.

El tépido crecimiento
de la indust
del carbén e

siglo XIX se debié a Ia
maquina de vapor. Este
grabado de la industria
carbonera de Heltton
muestra ta potencia_ de
vapor haciendo funcionar
las bombas dentro de
una mina y una locomo-
tora Stephenson

a¥l {rente.
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chenfallyin Geld 2, ies tas industeilin Probt, Zinw, Rente geaahy,
Celd et surtck{duech dieiederneigenden Linien angedeutt).inder,
dafdr Produktdet Klsss ] gekautt wird, Das sbmthiche innerhall Kluy - B2
von deminduntrielen Kagialiten susgelegte Geld sedrot el vuib y,,

vk, wihreod 300 von dem Produla T00 wulgeschrtwird vonden Arbeitem,
entreprencury, manied men und landlords™, Bleibt in der Klasse | U&, |
schaf un Prodult {in Lebenurmitteln) von 400 und Defuait an hl\\lanln,
Fapital von 40,

Kategoriz 11, Maschineric und Robutoff,
D das ganze Produb! dizser Kategori, vichs mur des Tl derProduly
dee das oontante Kapial ecvett, sondern nuch der, der Aguivalen 3
Asbeitslohns und den Mehwwest vorstelt, bestebt st Roktffen und M@
ehineri,Yann die Revenue dieeer Kategorienicht n e :l(\unl’mdukk [
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Toho und Mehewert {Reoenuz) vorstell, in dem Produk der l\acgangl b

mkun kann, Die Adbeiter dee Kategarie [ legen alia ibe Celd, = L334, 4

wun im Prodult der Ka\mne 11, Dasselbe fndet sttt mis dem M:hrm S
des Kategorie 1, des aich wie sk {inindunteielien Profit, Zins und Reaty) .

apaltet, Es finen also 400 in Geld dem industriellen Kapiabinen dif : .

Kategorie § von der Kategorie }} xu; die dafiir an diese ihren Restan Pm-

dukt =400 ablife, -

" Mit desen 400 Geld kulk Khsse 1 dus um Bt e bomtuneg
Rapialy =400 Ntige von Kategorie 1, der also in dieser An I
Adbeitslohn ind Konsum [der industeicllen Kapitalisten sellst, dermosi

men und det landlords) verausgabte Geld wieder 2ustrsmt, Von |bxuu . (S Y
nmlpmduh bleibt der Kategorie {1 dnhzr 533, womit e hr egnen b R
[mhxldu\unﬂmm\(apxul erstiat, " 1 B ) Ntk _u*;‘#f
T D wqun;xuhmuubn\hdu\(nqmz\lﬂlml&xm\(ﬂ o ’ . L
i
s
Ccummpmduhmn die, -
Kategorie 11 eracheint b

ut du gadzen Gesellchaft und dus Gersmprodul dee Kategotit
der Teil dea Produbts, der das varible Kapita! (den Fonds des bl

17 Ungernehmern, Celdlzuten und Crundlemen =1 untey

Anlage 20 Marx' Brel an Engehs
vom . Juli 19363
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Capitulo 3 REPRODUCCION
DEL CAPITAL

[ A 1..\" OQUE DEL TOMO 1. de FEl Capital
ste capitulo. sobre Ta reproduccion del capital.! tiene por obhjcto hacernos ana
.l«- coma fueron usadas las figuras que 1ecen en el tomo 1 de 1L Capatad,

Por sn. el desarrollo gue agui hi it cGma e}
prroceso de cirenlacidn del capital social conjnnto mediatiza el proceso de repro-
cidn social v con clo. la reproduccion del cardcter capitalista «

1B1OS Con

I proceso de

«n
producaion. en su conjunto.
La tipura de civeulaciin. a considerar. os ol cicla del capital-metean

-
/)~.\/< o
A - D e
od =

Loapares en en ol

ales individuales, partes integrantes del capital o«
El movimicnio del producto-
incorpo-

Los capi
producta-mercancias anmal comao capital-mere
apual comprende el movimiento individual de los capitale
rados en su producto-mercancias como eslabones del proceso de prosdnecion so-
vral. Fl producto-mercancias conjunto contiene tanto a los producios que reponen
capital (v medios de prodaceio la reproduceion social de las s ondioones de la
produccion) como a los productos que constituven ol fondo de consimm <o
consumidas por la clase trabajadora y» por la clase capitahisia, crcan las
nto de sa reproduccion como de su reproduceion come lases,

«nales,
candiciones 1
La produccion capita
1. Dvoduccign de modios de produccicn.
1 1 destinados a ser consumidos en fa prodacciin de otros
producios. Su circulacion mediatiza su reintegracion al proceso prodnctivo social
r forma parte de éste. en cuanto distribucidn social.  Son produocio on cuanto
mercancras, capital bajo la figura de mercancras. capital-mercancias e tealiza su
metamorfosis circulando comnto mercancia. Su circulacidn aparece como interrap-
cidn v mediatizacion del praceso de produccién del capital. Su figura de virculacion

1a se reparte en dos departamentaos:

wstos productos es

. . D - M - P ... A
! _I)"{ d ~ m

D(MP) — M(MP)
P A - D

DIFTY = M(FT)

'Este capitulo se forma integramente en base a las notas tomadas en los Semmarios de Filosofin
de Ja Ciencia b a IV, impartados por Oscar Faleon en 1983




i

a6

Tomaemos como ejemplo 100 1oneladas de carbon. gite son capital- e i
5 1Nt S imtegracion al capital productivo. comao micdios de pradaceion M)
de ba industria sidemirgica. comprende su mmetamaorfosis

.\I’—«D’»{ [ Y

d— 1

romo capital-mercandgas en el ciclo del capital de las ininas de carbon. Netamuor-
fosis en mercancia. en la cual ¢ valor capital. incorporado en ella. se realiza comao
valor capital valorizado. Trabajo objetivado en la prodne pitalista ¢ + © + p
trabajo objetivado ¢, cansumido en su prodaccidn: v trabajo vivo: trabajo v s
1rabajo. + + p. valor capital constante en la figara Mo M/ con Ja determinacion
de abxorber trabajo y mas trabajo. en el proceso de prodonceion como parte del
capit forma valor. ¢n su doble movimiento

A\I'(Qll)< D' e+«

DECY a0

I praductivo 2. La mercanc

v pone. por laidentidad cons

zoomisma. la iguabdad
M+ o+ p)y= Mo
Ia que redobla by igualdad
ID(C) = ID'(c+ v+ p)
en s forina dinero. puesta por la identidad consigo misma de i mercancia dinero,

que mediatiza su circulacion.
El movimiento

Mo+ e+ p)— D'+ e+ m

naas de las ininas
~ e wro. Estas 10 onzas

de fas 100 toneladas de carbén. abre su ciclo como capital-mes
de carbon. El carbén se ha trausformado en 10 ong
de oro pueden ser guardadas en los cofres de la empre minera por un periodo
mds o menos largo y reunidas con mds carbon transformado en oro. para pagar ta
reposicion del capital fijo de la mina. O pueden ser pagadi
para beneficio de los capitalistas de la mina. Las 10 onzas de oro son la forma
dorada del valor capital ¢ + » + p. Son IX {c+vr+p) en cnanto constituyen la forma
dinero de las 100 toneladas de carbdon y forman parte del retorno del producto
anual. en su forma de dinero. También son parte integrante e 100,000 toneladas
de carbén. milésima parte del valor capital ¢ + » + pooacorporado en ol producio
de la misma. Este. en su movimiento anual.

en salarios o gastados

Fr
D - .\1< B RV IS
M- D ap

d—m



comprende tanto fa repos
comao el e
reproduce

Gn de los M2y de ta FPeonsumidos on s produce
smino individual de los capitalisias, o gasto o - .
simple del capital. entonses ¢ moviniento

e
Si tiene Ingar

1)y - M)
Mctrvr4p)— Die+r+p) -0 DV —MQO) Yoo poar
d(bY — m(h)
confirma la suima ¢ + v+ + p: la que no podeia
dinero

partirse mads gque en su forma

ey Die)
D'(c+ e+ 1’eey. ()
D prdip

y. von ello. en el carbdén mismo:

VoY — 1)
Mo+ o W'y = 1)
Ay — D' p)

Una locomotora. sin embargo. no podiia 1epantirse en ¢ + 1+ ponds gue en
su forma dinero X (e + ¢ + p).

Puede también tener lugar reproduciion ampliada x lias minas pueden ser ce-
rradas. De todos modos. MW es A (e + ¢~ piovalor capital valorvizado. pues M-1Y
abire el ciclo del capital-mercandas v cierra o) Ciclo del capital-dinero de las minas
e carbon:

Fr
I)—.\l< R L T A )
MP

La relacion

D(c+ v+ p)y= Dicr = Dy =+ dig).

es decir.

D'y = D)
D) D)
D(p) = dig).
expone. en forma de dinero, el procesa de creacidn del valor » valorizacion del
capital

4+t p

en la rotacidn del capital, en el reflujo de xu circulacidn como .

{El andlisis de un capital individual hone gque hacorse dospues de la repro-
duccidn del capital social (nota y desarvolio posterior de (J.F.).

Sea D(C) la forma dinero del capital (. Entonces

Dic) + D(v) = D(k}. costo de produccion: y



dig) = - DC) panandi
Resnlta que

D) = d(g) = &' D(C").

s decir, tenemos dos mercanet,

100 10neladas de carhdn v 10 anzas de oro.
Fu laidentidad de cada una consigo misma. incorporan ol trabajo objetivado. A
y 17 pucden ser iguales v pucden ser distintos,

El carbdn se transforma
i una onza mads. ni un;

n oro: 100 1oneladas de carbon son
OunzZa MeNnos.

A suvez, e o+ v+ peseleapital € Mfe) de altos hornos. Su forma dinero es
10 onzas de oro. o] capital dinero D) en I - M. iCudnto valen las 10 onzas de
oro? Valen 100 toncladas de carbdn. Cuduto valen las 100 toncladas o carban?
Valen 10 onzas de oro.

S D es D =Dk} o+ F1D20C) 10 onzas de oro son el precio de prodne
100 toneladas de carbhan., [ Vada tout! 10 onzas de oro son 1 (e + v + p). irabajo

objcttivado en oro en bas minas de oro. no eon las minas de carbdn. Fn Las minas de
than son Dife + ¢ po. i

Consideremaos alion

10 onzas de oro:

1 de

I carbdn. en s Torne dorada,
deldepartaimemo 1o oo su conjum

el proslucto-mercanc
11 capital mercaneine s

My = Mjer = vy + pr).
que incorpora el irabiajo objctivado o consumido en su produceion. en la jornada
anutal de trabajo objetivada en MYy ey +py.

Aqui la pavadoju de Adam Swith (Nota de O F.).
My representa los medios e produccion que aparec
ante ol ano.

1 como prodicio- mercaneras
AMedios e produceion destinados reponer los medios de pro-
dnceion consmmidor en = propia produccion.  Este es trabajo objetivado. pr
supuesto en su produccion: capital constante (5. {rente al trabajo vivo, Afj ¢
1rabajo objetivado en producioamnercane

dn

- Comtiene el trabajo objetivado 7
aque reproduce al capital consante consumido en su produccion de los medios de
produccidn. destinado a repouer a los consumido

en su propia produccion.
M(Cy) esta pante del prodhicio-mercance H

Mi(er + o1+ pp) = MHUCY) + Mi(vy + py).

Lo caracteristico de esta [Grmula es la reproduccion del capital constante (7 .
Medios de produccion de meaedios de produccion. Mip(Cy) representa la re poricidu del
capital constante consumido en la produccion de Mj: esto es. su reposician camo
trabajo objetivado presupnesto. i nafure. El trabajo social concreto. aplicado
a la produccién de medios de producceion. comprende la reproduceion de los MP
consumidos en ¢l mismo praceso de trabajo: es decir, os trabajo creador de valor
de uso. porque repone ¢ trabajo objetivado que presupone en su producto. Lste
es trabajo objetivadao: (7 + (1) + py).

Puesto Cr en M€ ). el trabajo vive aparece objetivado en el producio neto. A
su vez, Jos MPen que se incorpora v+ py . el capital-mercancas Mj(v;+p) es tanto
producto neto como valar de uso. emmnmo rvalor. Trabajo creador de valor (de valor
y» de valor de uso). el cual. en su cardcter concereto. adecuado a su objeto. consrrra



ol trabaju vhictivado presupiiesto reproduciendolo como valor de o (eome M2 e
MP) x prodace ¢} producto neto. en el que sa objetivo como valor os Mite, + gl
La figura e circulacion de M{(7;) es:

D — A B A T A
M) — Dy(Cy) - d—
v
D) — M)
R Y I S
Dyler) = Mity)

El miovimiento pertene la seproduccion simple on 1 lo que o excluye que
1 sunpliad My pr) contiene a X, gue es acnnmlado.

La teposicion de capital constante de Diene lugar por medio de la circalacion de
AMHCT. S capital variable esti incorporado en Milep + pp). Para los capitalistas.
el capitalancreandaas Mi(ep) ya estd en forma de dinero. Pero ahora

. D
12:(C) - { i

abre b sepunda parte de su metamorfosis.

125007 supone 12(07. Ie-). imtercambio de M2 de M entre Jos prosdueiores
de X7, Ademds, supone 12,(C7. 1), Este dinero 12,00 1) estia en manos
de los productores de M) ox decir:

sea reprodac

e D 1) = D, 1)
D'(('){ DUC Tle) = D¢y 1)
Si hay reproduceion simple. entances
130 1y - Dy Iy
D3y L. Dyteg. 1o
Dy ey - { dr gt 1o

Cada capital incorporado en M) es M(c + ¢ + p). luego que Dy(C) es
D' (e + = p). Pero la metamorfosis sigue en

D . D
d *
permitida por las metamorfosis de los capitales individuales. Como sea que se cru-
cen los capitales en este punto: es decir. en forma dinero (capital dinero. moviéndose

de una rama de la produccién a otras o de una empresa a otras). la reproduceion
simple supone que P(J~) tenga lugar. Siguiendo la metamorfosis de A (C).

FT
M = Dyceny | Pitte) = Mt app U MIUS) A
dy(Ic) — millc)
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en doude el dinero Dy(ep de) + ditgs. Ier) proviene de Dyit g f o) — M€y .

Dy e ) — My o) os ana compra sin venta o 1 coriespondiendo a la
venta sin compra M(C, ey — D¢y 1 e).

Hay quc distinguir cl wmaorvimicnte ded producteo e veancias del mocinicnte dil
dinero (nota de O.F.).

Como sea que se crucen los capitales. con M) — 15007 ) ol deue vo vivenla en
I. Qques ha repuesto su capital constante,

Entonces:

MACNDACH
D)L (Ch) -

El capital incorporado en M (€7) estd en forma dinevo. 15(07).
Esto es. M) — Dy(Ch). Supone (Cr) — M€ 1. re poseciein del capital
constante en 1. La dificultad radica en que los capitalis s paeden crnzar en

. [ p
o { o

Supongamos primero que no se oruzan. Ko ese caso tendremos

Re produceiin simple:

D€y tey — My 4
L. Lo e ide-y e MCY)
M) — () - } " !
Hen ") Diry bey  — Nty Loy
dilgr. le)  —~ st I

en donde 2,(C7). Di(Cy. I} incluido. pone Mj(C7;) en forma de dinero. 1(C) =
DCy).

Los productores de AP de AP iransforman su mercanci en £3(C7 ). Reponen
su capital constante comprando unos a los otros. pero estus 1iltimos no necesaria-
mente venden exclusivamente a los primeros.

Resulta que

. Dy le) = DCrolen
Di(Cr) { i (Cro Tl = D€y 1)
v
N Dy(ry. 1)
P (C T ) -
Dy Tier) d1qrs 1er)

1. Produccion de objetos de consumo social.

La produceidn de objetos de consumo social constituye el Jondo de consnng |

social. Pero la forma salario tiene un modo peculiar de produciv el consamo in-
dividual. La propiedad privada sobre los medios de produccion también tiene sus
modos. Sabre ¢l hecho general de que el producto sea mercancia. tenemos:

i
i
i
i
;
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My es My~ v+ pu)-
Lo primero a considderar es el movimicmo de My + py). en la veproducceién
simple del eapital.
Veamos ahora la rep
La figura de circulacion

DA PY — M%)
B L VT

DUFTY = M(FT)
FT = dfrr - i 17
, /72 B V] B R VS

ponce en evidencia que la compra de fuerza de trabajo (pago de salarios: funcion
DFT) = X (FT). del capital dinero). supoue Ls metamorfosis

sicion del capital variable,

FT—d(FT) — i 7).
la cuako a su vez, supone Ta metamorfosis e una parte del capitalanercaneias VI ;,
anddo. por medio de mictamorfosis
cnnstancias (el capital

ey que se estd conside

que cirenla en ol
FU — d(FT) = m( 7). b que. a s vez. oo

sio x la costumbre le dan cierta rigrdess. Lo samerior hay gue considerario

tedes odes Tas o

fijo. el pre
como un hecho. Asic 1enemos que

M, = A, ~ A,

El departamento | produce capital constanmte. La figiee de circulacion

N B > R Y N T T
.\/,—I),-{ R

DEMPY = MM P
{ A —
(FT)— M(1T)
expone. al trabajo social objetivado en V], esto es. a Mi(e; + v; + p;). como
M(C): medios de produccién M(AM ). que se integran en ol capital productive
#? como valor capital canstante ¢, en el proceso de produccién capitalista. Los
mmedios de produccidn en donde estd incorporado ol capital Af;(C). reponen el tra-
bajo objetivado consumido en la produccién de V7. De igual mmancera. los medios
de producciéon en donde estd incorporado el capital Mj(1; + pr) reponen. en caso
de tener Jugar la reproduccién simple, el 1rabajo objetivado consumido en la pro-

direcion de MG,
Cr vy pp =5+ oegg
s decir,

My(er +vr+pr)= M€Y+ My ().



G2

L. mercancin

OUSNIMO S0

El departamento 1. por s parte, proda

m ogue consumida fuera de la produccion capitalista de mercaneian. Aqui. la
forma salario presupone b metamorfosis
U~ d(FT) = ()
¥, can ello. la circulacion el capital mercancias A7, -
Mig, ~ Dy, 34 = Mygy - Pryy - - My, — DYy,
FTU —d(FT) =5t 5y - A P)-- - F T —d(8TY = (F7)
- e DTy — AT
INFTY— AT » ’ "
D{ DM PY = MM 1) }I B (tvRi A
. -

pritmer movimiento de s ometa-
s de a fuce trabiajo
0 ometanior S viene

Mg, es My (c2 4 v2+ pe). capital-mercanda

Y, Jacrming linal de
i furza de s
a (1) como términe hmal  El valor
Dy, s la mercancia e gue ectaba incorporado. en nnos de sus compradores.,
micnmras que m{(FT) es podacta slel traba
Pero 17, es la forma dinero de op + vy + pa :

n
G es mercanc
al M7, s ha transformado en oro:

inorfosi

0. valor de b produceion e; = g - pa.

Dy = Iy, (c2 4 2+ pa).

La lorma dinero de et 177 os o 30 este mismo dinero, es la forma dinero de la
mercancia fuerza de trabajo /) Y — M FT).

D(FT) os capital variable, en forma dinero: D(r).

A su vez. la mercanciia i #T). cuyxa lorma dinero d(FT) es el mismo dinero
D(FT). representa el término de la metamorfosis de la mercancia fuerza de trabajo.
Ia cual es mercancia en el doble movimiento

DFT) — M(FT)
FT — d(FTY — m{(FT) "
que aparece como:

1) Forma mercancia del salario: salario real. los objetos de consumo m(FT): ¥

2) Término equivalente de la metamorfosis de la fuerza de trabajo.

El dincro D(FT), lanzado a la circulacidn por los capitalistas en la compra de
M(FT). se transforma. cn manos de los asalariados que han vendidao ya su fuerza
de trabajo. en la mercancia 1 (FT). La mercancia il F'T) es ¢l ‘motivo de la venta
de (F7T). Lucgo aparece m( /7). como forma mrereancia del capital variable v como
equivalente de la mercancia fuerza de trabajo. La wmercancia mn(F7) consiste en
medios de consumo para la vida de la poblacién trabajadora. Esta. desprovista de
medios de produccién. se produce y reproduce a si misma, en la vida. por medio
del consumo de los medios de vida en (F7T7). l.a metamorfosis




wm(47y () T

tiene lugar e la vida.
ElI proceso de produccion de la Tucrza de trabajo tiene la figura de circulacidn

P2 N ¥ R A RV

-‘/}/,;‘L)'f { R
BT (P Y - () st 1T
DUFTY="TIFT) , |
’){ INNIPY = NP e M= 1Y
nia IH1ITT) = M(FT) presupone fa o
FT.oencarmada on Jos 1rabajadores. 1a enall a su v

clase trabajadora. ol consumo de los niedios de snl
produceion: es decir. presupone al capital mercancias M, .

El movimicnio

tenecia de ta fuerza de trabajo
tencia de la

upone fa sl
tencia m 7)) v asiimisimo su

I movimie

My, = m(FT) e (P) o FT = MET)
Bace aparecer a Lo prodoe node A7, como produccian de capital variable. puesro
e trabajo 277 se reine con Jos medios de produccion W — /2 al final

que la Tuae
del movitsiento s por medio de D) — VIFT): es decir la Tancién del capital
2l valor capital .|I;,J aparece,

variable. en forma dinero de V7, . es ese dinero D(e).
en su movimicrnto social. como valor capital variable ¢

oty py =g+ g

Esto couivale a decir que Dfej os T forina dinero de V77, .
sital [Xet v el capital M7, mediatizan. en su movimiento. tanto a la
¥ 61 del capital variable, comaoi

El «
producc teda fuerza de trabajo 27y Lireprodac
la produceion v la reintegracion de la fucrza de trabajo M/ T) al capital productivo
= m(F7) se integran al

.

Ni el dincro IXFT} = d¢F7) i la mercancia M}, =
capital productiva. ni uno ni otri trabajan. Son capitales variables Dfe) x mge,.
en cuanmto medios para producir fuerza de trabajo » bajo forma de mercancia.

La figura de circulacion de /7, es la exposicion de la forma salario. como figura
de circulacisn Jdel capital. E} ciclo del capital estda mediatizado por:

1) la metamorfosis de la fuerza de trabajo. segun la circulacion

FT —d(FT)~-m(FT).
y por
2) e crclo dil salario
AFTY = (FT)---(P)--- FT = d(FT).
Comparemos ahora ¢l ciclo del salario con ¢! ciclo del capital dinero:

D=\ P M=



Ambos son ciclos del dinero: o — d y 12 — 17 Nnbos tienen la contraposicion e
mercancias distintas. mgft) v ft. My W Aanbos tienen, comao mediatizacion de ba
transformacion de una nwrcancia en otra. procesos en dopde Ja pringera mercancia
en ta produccion de la segunda. (12) v 7% Pero ambos se diferencian
en gue. en ol ciclo del capital dinero, 17 es mayor que D, mientras que en o) ciclo
del salario d. la forma de la fuerza de trabajo es igual a d, que simboliza o la forma
dinero de la mercancia in: ni un centavo mids. ni un centavo menos.

PPuesto que [ — (la forma dinero de W —) es mids dinero que /2 — yJa forma
dinero de M —). el capital. en su rotacidn. expresa que Af vale miis que V. en vista
de que o es igual a d. Lo cual esta puestio en la circulacicn:

s eons

T—d = 2.

Fn sa Inu\'lnnvmu canjunto. ¢l capital nos dice que F77 vale. no o misino gque nr.
mente . Textualmente dice: “El valor del trabajo es ol salario real™
aciin del trabajo es. en forma dinero.

SinG pre
PPuesto gque la valoris

ey = D(c)
Dot e md Do) = Die) } Pk
Dp) = Dig) = D)

pitalmercanaias V7, oo estamos en

dincro del e
Los capital

N dirses precisamen I)',,’ (form
cucia de nn negocio entre capitalistas, asde T, prosducen capital
bl . ruxa forma dinero es Diej. asi como los capitalistas Je | producen
pital constanie ¢, cuya forma dinero es (). Kl capital se valoriza porque ol
jo. en Iy en Il produce un valor mayvor que Mj, . Esta os la 1cotia de Marx.
vidente que (42) s la economya secreta del ta,
i, en la oficina. ete. En la casa. en la calle o
de tiempo libre.,

trah.
%
Ser trabaja en la fibric
no s trabaja. Cuestion de costumbres. de moral.

1 capital
0 da vida™,

itonces,

My ez + g + p2) = () = M(v).
Dy ler + vp+ p2) = d(e) = D(r).
1 oo i fdbrica

(2 tempora? ;O mores! A diferencia de la costumbre de traba
M mandar a Jos nifos a trabajar en ella, hoy las amas de casa trabajan on la casa.
lo gne segan el capital esta actividad no es trabajo productivo.

Interrambio enire 1 y 1.

Myfri+ pi). el valor capital en donde esta incorporada la jornada de trabajo
en ], consiste en medios de produccion. Tiene lugar aqui reproduccian simple del
capital. los A7F? consisten on el capital mercancias A (v; + p;) ¥ reponen el capital
constante (7. consumido en la produccién de M,

M, es My, (c + vy + pir). El que una parte del capital mercancias de 11
incorpore el trabajo objetivado consumido en su produccién, se funda en ¢l cardcter
concreto del trabajo creador de objetos de consumo social. A}, encarna tanto al




valor capital constante oy comao al capital mercaneros. 11abajo vivo objetivado en
. Su movimiento

su produce

Mierr + vp +p) — Diyes + vap =+ pri)

posihilita. al estar la mercancia en forma dinero. la segiunda Fase de sumetamorfosis

por medio de

. D
l)-{ d

Es deciv, M, tiene gque transformarse en los M2 que reponen al trabajo ol-
jeti msuniido en su produccion » objetivado en ola. mediante objetos de
consume social.

El movimiento tiene lugar sepgin tres modalidades:

io

1} Nledhi

nte la reposicion del capital variable de 3.

Dy o tiene lugar continua ¢ ubicuamente. pues los trabajadores viven al dia
(otra costumbre de nuestros tiempos). La figura de ciienlacidén

Dy Py = M(MP)

DFTY< I(FT)
e

PN -

¥ mg(F I)
D Aro- A ¥
MUl — ”'n(/-)-{ d —

corresponde a 1) 3 representa la incorporacion de la Tue
productivode | por una compra sin venta a la clase trabajadora. compra unilaseral
des Lo meer a M((FT):

2} NMediante la metamorfosis de la mercancia 71 de la clase 1raba;
medio de la venta a Iy de la compra a 11, mediante el salarvio. La clase irabajador
obtiene niercancia m, para el consumeo de sus nece: compra sin venta
a Jl: venta sin compra a 1:

3) Veamos qué sucede con la metamorfosis My, (1, ) — Dj,(1,). La compra
di(FT) — ;) (FT) ponc al capital-mercancias M}, » lo incorpara en un(FT) en
forma dinero. Af},(1,).Tiene su precio en el dinero pagado en salarios por 1. el cnal
forma dinero de su capital variable Dy(v;).

Los capitales incorporados en AMj},(1,) prosiguen su metamorfosis. a través de

oy -{ 5

D — M2 P). reposicion del capital constante. es compra a 1.\ sn B 2
."I(l"'l') v d — mindican compra en 11 el dinero aparecerid como Dj,. torma dinero
de .M},. Como sca que circule ¥ se reparta en 11 el dinero Dy(v;) aparece como
DY, proveniente de 12,(v;). como I, (1.).

de trabajo al capi

o

. por

dades vitales




(H§

La teposicion de una parte del capital constame L esti pretigarada en el dinero
12,(10). L compra de M Dy (MPRL cMI?) supone dinere: capital dinero
Dy (N P). Por diverso que pueda ser
D%,(1:), la reposicion del capital variable de 1 pone en manos de T continna y
mas o mcnos ubicuamente, dinero. Capital-dinero en la lignra 7. que constitnye
o reemplaza al dinera de que esti constituido parte e 13,00 1%). Es decir. el
movimicento

stino de las mmonedas en que se incorpora

DygCdy- 12000 1)

tiene lugar par inedio del dinero lanzado s ja civenlacian por 1. mediante pago de
salarios. La figura de circulacion

ADHUFTYS MUY o P\ = 1y

)
—_’:CLiA'-LU'"I'! — 1w (FTY)
M) = Dy (T, - I):i'>";l_l;LJs My 1)
AL A T==T50 T - 1)

comprende ol retorno del dinero 72,007 0 Lanzadao por 1 a e cirenlacion mediante
pago de salarios, como fligura dinerodel capital-mervcanctas M (00 1,) -

DUFTY = dy(FTY — 1500 o DypCrp doy — D3 (10)).

1 recabra el capital dinero D, (F 7). po smedio del cual integra a su capital produe-
tivo la Tuerza de 1rabajo vendida por la clase trabajadora. como forma dinero del

capital-mercansias. A su vez. My (1], 1, — recobra ol dinero lanzado a la cireu-
lacidn a traveés de la mercancia consistente en M2 para . cou 1o cual 11 repone
parte de su capital constante. Dy (0.0 ) — My (Cy 0, b os compra n venta a .

con dinero procedente (consideranda a 11 en conjunto) de la venta, sin compra. a
los trabajadores de 1.

Dy (FT) se confirma, con ello. romo forma dinero del capital variable de 1.
La mercancia Mj(/1c(1.)). cuya forma dinero es 129(11-(1.)). repone con su cir-
culacidn a I (FT). Mj(llc(l.)). parte de Mi(1Ie) = Mjey + pr). vale por
Mj(v;). Por su parte, D;(FT)es la forma dinero de la mercancia fuerza de trabajo.
integrada al capital productive. Retorna por medio de la circulacién de la mer-
cancia-producto Mj(v;), parte de \f,(r; + p;), donde esti objetivado el consumo
de la fuerza de trabajo:

Mip(vy + pri= Mj(vy) + Mi(p).
D, (FT) retorna con la circulacion de A (-}, dejando un plas producto M (p;).

en tanto que Dy (FT) es capital variable. en forma dinero. D¢y ). El dinero pagado
por 1. en salarios. cumple una sucesion de funciones:

D(FT) — di(FT) — D10y - Dig(Cyyp, L) — DT e 1)

y ese mismo dinero mediatiza el movimicnto de tres mercancias:



FTy — M FT) - capital dinero D2,(8°7) salarvio dy( 177
A, (1) — 10 (1777) s dinero o (177 gastado en mercancia e,
forma dinero 129,(/4,.) del capital-mercanaa Af},.
ALj(vg) — N (€. 1) 2 capital dinero D,(Cyy, 1)
forina dinero (1) del capital mercancias A/,
Cada una de las mercanaias asume, a su vez, dos fanciones distintas.
Cada una de las cuatro miercaneias (Jlas tres mercancias ¥ 1a mercancia dinero) s
valor trabajo social objetivado. forma valor del valor capital social ¢u movimiento.
El valor capital vartubler; v el valorcapital constante €7,(7,) lorman ¢} movimiento

{1 RYZIENY R &
+1 r’.(, L Y 101 g 0P - ()
M (1,) =17, _"‘_,’7{%%&-‘-‘//1(('1/(/--)”‘“/'/l
Moy =TT () - I),(/)\{.\I/(w)
Presupone que

ion (P). Py,

reciproco:

La figura de circulacion es presuposicion de 1% (P). v 7y,
Fry. M, (0) y Mj(eps. Presnpone tambicn Jos procesos de proda

A
En la metamorfosis de V0 ol valor capital deseribe ol ciclo

Mt Dy(ey) — Piterr. Dptaeg). My(eg). :

dejando. en cada 7. ol plos producto M (pr)
En la metamorfosis de M, ol valor capital deseribe el ciclo

MIACH (1)) DipC it ) e Crptd ke Mp(Cra(de)). M, (L))

. canservdndose dicho ciclo en cada 1%,
Ahara bien, los ralor s A(ey), FTy s Ay, 01 ) describen su movimiento social
en unidad, en cuanto mercancas como forma-valor. expresando 1odos s valor en
ol mismo dinero. Fs en lie forma preceo que M) os forma-mercancia de vy,
My (Crr (1)) y de Cyrp(d )Y es en la forna precio que g (FT) ox Tonma-mercaneia
de FTy. x, con cllo. que 13, (1)) s forma dinero de ey
En suma, tenemos Ire s mercancras can ol mismo precio de produceion.
-l 1rabajo social objetivado en la mercancin My(v;) y en

Dicho de otra maners
la mercancia A17,(C;(1.)) no tiene su medida en la unidad de su movimiento, que

las pone en equivalencia. segtn su precio de produccién: como productos capitales.
en I y en II; y como forma-mercancia, del capital dinero que se valoriza.

El valor capital Cy,(/..) es el trabajo social objetivado en Af;(1): es decir, en

n Mi(v,).

ambos es distinto e inconmensurable. con ¢l trabajo social objetivado «
en ol proceso conjunto de la produccion capitalista.

Del mismo modo. ¢l valor capital r; s ¢l trabajo
L.as formas

into e (in-

Pero no es inconmensurabl
{Sobre eso se verd despuds). >
objetivado en AL;,(Crs(7,)) & en los MP gue constituyen m (7).
valor Aj(v;) ¥y Di(1y) son mercancias en las que ¢l trabajo social. dis
mediatamente) inconmensurable, estd objetivado. Lo mismo sucede con F7; y sus
formas valor d; ¥ m;. l.a unidad del proceso estid en la forma de su ralor (en su

precio), debido justamente a su precio de produccion. La mercancia forma valor, es
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Sformea vircancia de su procin de produccidn. Y os precisamente por eso gque tiet
i 1o de los valores capital vy, €75,00,). ¢n cunanto a sa produce

sformacion de los valores-mercanaa, en sus precios de produccion. no
se expresi en la reproduccion simple del capital. Asi. tenemos que e x» Cpp(d, ) se
han reproducido » cada centavo lanzado a Ja circulaciin ha retornado a sn ori
La reparticion de la plusvalia <e expresa en la transformacion, de la plusvall
ganancia del capital.

.en

sn e Ia plusvalia de 1.

MGy + pp) representan a los medios de produccidn que reponen ¢l capital
constante de 11 no llevan eserito en la fiente cudl mercanaa ha de circular (segan
la figura anterior) v con ello, cudl os parte integrante de V(o) — cual ha el
circulay. segiin Mj(pr). De hecho. el secreto de la plusvalia reside precisamente
in del arabajo vivo. objetivado en la mercancia en ey en o poone os

que ba sepa

visible wi s omo mercancra 1 <1 forma dinero.
wenlacion que se entr

Hay dos ipuras de

1) 11 compra medios de produccion (repone su capital constante):

{12050C 1) = Ml C gy oo 82y - N, — DYy

D—2A .
NP > 1) - 4—,..1 e eap

Se cdistingue de 2;,(C1il.)) en que ol dinero no proviene de D(vy). 11 inicia )
movimicnme para compra de M1
2) 1 vompra OC (mercancia m):

my
A15,00.5= 15,01 DM poap

d—m

I compra de su dinero iercancia m. Este dinero. igual que D1(C(1,)), Liene
que estar ahi.

Suponiendo reproduccion simple del capital, no lay acumulacién y tiene lugar

la metamorfosis:

N MHUC) — DY) g e = MEN Y p o age
-"7{ Mivs + pi) — Diies + pr) Di(rr) = Mite)) P Mp
{di(g1) — m;(b;)




[
Los capitales see eruzan en
19
.
w{

poero. conjuntamnente. D3(Cy) = Di(Cr): Dy(vy) = Di(vg)-
Lucga,

DY) - D(C)
Dyt - D)

es i reinversion caracteristica de la reproduceion simple (en 1) del capival,
S ue gie el capital Mjpy). que circula por la compra de v gue constituye
su forma dinero por

Dy Cryd) = Mp(Cai(dp)).
SeMUeVe segun:
MUps(H ) — Dilped 1)) -di(He) = g (1 ey

Onovimiento conjumo de 1. como antes lo hacia D5 (C(4,)).
Tenemos la fipura de circulacion:

_,__L%LLL‘—'IJM,J-)—“\III(("II(I;\)))
Miveied i)y = “’"""'})_;'Ag(ir_(l_ldl.m,(/',(l/,-n.
Mu el Y= Dy1e(11))

) dinero $5,(C (1)), forma-dinero del capital constante de 11, es recobrado
por medio de L circalacion de A7, (Ip(171-)). Su forma dinero es

Dy(CrIer)) 2 My, {1p( i)

capital

ante e L en forma mercancia. A (Crp( ).

Reciprocamente. la metamorfosis de Mi(p(11c)) en my(pi(1 1)), vuxva forma
dinevodi(pi (I 1)) es di(by). beneficiode los capitalistasde 1. conlirn s Dy(pi(dle-y)
como forma dinero de Ja plusvalia.

La unidad del movimiento reside. de nuevo, en la forma dinero de las mer-
cancias. .

Estc ¢s ol punto decisivo. en dy — m,. Se trata de ver cémo circula la plusvalia
de 1. Su forma mercancias Af}(p;) circula. en parte, por D (Cyy(1,))-

Circula en parte. Y el resto, Mj(p;(b;)), por el dinero que I mismo lanza a la
circulacidén. en la pura compra de QC (objetos de consumoj.

Se trata de la figura de circulacién:

dp gty

-\I;,(IA)WM“((‘”(M) .
Mi(pi(1a)) Wpi(1e))
en donde

1) ; — n; inicia el movimiento gque completa la circulacion de Mj(py).




0

2) Con ello, se completa la civenlacion de Mj(ep + gg): es decire la reposicion
de (7).
La mwercaneia

my =anpi(lle)) + mg(hy)

completa. junto con g (F77). la determinacion del capital-mercanaas M, (Cyy).
de la forma miercancras del capital constante de 1. FEsto es evidepte. Si dy —my os
mayor que lo que admite la figura de circulacion. ol dinero no retorna. pues ya no
queda mercancia | que vender a 11 Y si es demasiado pequena ( — D (Cr(dp))
ya supuesto). no hay dinero para completar la circulacion de Mj(/%) » 1] no sera
capaz de reponer su capital constante en esa medida. ya gque Aj(ep + py) es, agui.
M (€Ch). O bien, H papga con dinero que no retorna.

Cada centavo lanzado a la circulacion define la unidad del proceso.

El movimiento del capital variable de 1. es decir, el valor capital variable de 1 se
constituye. con ol movimicento complemen iode €507, ). en la idemidad consigeo
misma de la maercancia dinero que mediatiza su circulacién, en donde AMj(v;) 8
AL (1) son mercancias del mismo pree SO previo
que T danto con ello la realizacion de la plusvalia de | se constituye con ol
movinicnto complemeemario de p(7;0). en donde

e produceion v del

Ay — DU Dy (Crthyy — Dy patdn))
Dyt Craidyyy — ”'/(I’l(/lr))-‘ G (P leyy — Dy dptd e

hace de M (€ ,04)) una Torma-mercancia del dinero oy » de Mj(pi 1)) forn-
mercaneya del dinero 72,,(071(16)) = dp. a) mismo tiempo que hace de M0 00
ta forma-mercanein del dinevo Dy (Cr(1p)) y. de M (1p(1 ). Va forma-mercaneia
det dinero dytprid oy = Dyt Crplip)).

Con cllo. Mi(ep =+ py) es forma capital-mercanaas de F7 v . en tanto que
My (Cyy) vs forma capital- mercancias de A, (M P).

Las ecuaciones

Dyvs +pr) = D)+ di(g1)
71(Crs) = Ds(Cyi)
son la forma dinero de la reproduccién del capital variable vy » de la plusvalia py
recobrada. como asimismo de la reproduccidu del capital constante (7. Fsta repro-
duccidn de los valores capital. en cada drpariamento, resulta de la mediatizacion
del movimiento social de los valores capital

Mivi + pg) — N(Cqr)
A (C)y — Mi(vr) + mi(ar)
por las mercancias producio del capital. como forma-valor. las que circulan a sus
precios de produccion.
Intercambio en 1.
La metamorfosis de A}

\I;—D',-{ D=y pag

dy —my



os reproduccidn deb capital en 1. por anedio de

Miler+ vr+ pry = Mj(er) + Mi(vs + ).
AZ} es capital incorporado en M P M(Cy) — D7) v tiene lugar en la ligura de
circulacion:

. Lo D=AI o A
M€= n,u,){ -
D)) = M) . .
{ Dilegy — Mty }""""‘-"l“”l

la reposicicon del trabajo ohjetivado en los M2 de VP consamis
Kl ciclo

Eata mediati
dos en la produccion de M reprouduccion del valor x valor de uso M 67
del capital mercancias M) supone el ciclo del capital dinero 22,07, ). «iclo del

capital dinero en 1.
\ diferencia del ciclo del capital-inercaneias y del ciclo capital-proda tiva, me-

D
D
o
que ol capital que ha retornada a la forma dinero pacde, comao
lo (pucde. por la forma del movimiento. bajo &
tenacion. en e} movimiento social del capital «
a. por su forma. al valor capital en proceso a deseribir

diatizados por

* punto e
ar ¢l ¢
por 17y su cone
ciclo del capital dinero obli
ol ciclode Da I, .

M) — DY) supone. can ello. que con

extor oy

dineto,

e

MUCTY = M) Dy = My -2 M) — 17

r. En otras palabras. supone la existencia del departameno Ten la

Tengas In

an capitalista,
capitales in
del capital- mercancras

s, incorporados en M (7)), deseriben a su ves o ciclo

- " D—-Ar PN
apCn - ey G
cada uno en su movimiemo individual, del cual ¢l movimiento de su mercancia
forma parte. Si A acumula. el mmovimiento

D
.
D { o
de su mercancia. en forma dinero, puede quedar suspendido (todo o en parte). si
la D'de Bestaen D— D=2 .. P--. M — D' — D' Losintereses a pagar. {7,
dejan el ciclo de su capital: ete.

Dejando de lado su forma de crédito y acumulacicn, la reproduccion ~imple. en

. . . B . >
cuanto comprende el movimiento del capital fijo que comprende que 137 ] quede



T2

suspendida. lo amismao gue el tiempo de eirealacicn i nereaneva. comprearde e

1)'-{ fl’ anede suspendida. Y admite, dentra de cieros Bnmes, gque se coeen los
i bita e . D
capitales en 1 iR

Dicho esta. M) — D(C)). puesto que supone 13y — My Py My = Dy
supone asimismo de A2 de M2, como consecuencia de snnovimienmo. Tiene lugar
aqui reproduceion simple (como parte de repraditeciaon ampliada o no) » con ollo
la metamorfosis .

Dy(Cr( e }) — M(Ciller))
MY = DAY - 3 D Ue)) = Moty § - Dok Mjet).
dilgrCle)y — veg(ar(le-

ion del
vy sioA

en el movimiento conjunta del capital en L. pues £2; — W, contiene la repos
ronstame a ser consmnido en la prodoceidn de |
=1t carbon transmutado en oro en una companta uaviera de Hamburgo. o
1na cadena de puestos e hamburguc ol movimiento conjunto supoae

bien. o
qite 2 avieria sa dinero en la produceion de car

1o e pertaleo, pues o) dinero

1,{C 04, T dinero de Ja reposicion del capital constanie e la produceion

e A1 e N supuesto on M) — D70 que o =u vez prosupone [ -
Y R LI ¥ Y )
Entonces, en las figuras de circulacion
e e P2 Y T A
AC) = DYy - { o

DpC = My}

B 572N ¥ S b
Di(rs) — My(vy) u 4 !

-
D—-xN - 0 ... N
MGy + pr) = Dy(er + pr) - o —
Dp(Crp) = My {(Cyy | Pri--- My, — D%,

Dyilvrr) — Mip(vey)

1) los capitales individuales, incorporados en Mj. prosiguen su movimiento en
el ciclo del capital social conjunto; y
2) M) — DY(C,;) supone

Dy— My Py M) = 17
en tanto qine
Mi(vy + pr) = Dilvs + 1)

supone



Dyp— Myp-o Ppye-- My — Dy,
Ambos constituyen el ciclo
D=2 N =D

del capital social (1} — Af(le-) v 1Ly — M(1l-). o la vezr g
integrante de 1) — Mood( L) — (e ). mientvas que d(1 1) — (1) no Jo os, 1K)

© son parte

MOVIMICN o presipone
M) ;Q’ug;;/h’;/)u!( b)) — M0y
Ty .
donde
dy = ds(1T) ~ dyiyy)
iy = g P g ]
siendo M) — D) reposicion del vapinial constante e iy Mjtey + py) —

1330177 + py) reposicion del capital constame en 11
La reposicion del capital variable on L supone ol dinero Dty lanzado a la
M b= Dy, ) . en cuinno farma parte

circulacion: moviniento presupuesto por

Dy XMy Py A — 1.

121 dinero 12,(e) retorna a 1 por la ciuondacion de Mioep + ppo.

forma capital- mercancias es M7(ry).
La metamorfosis de () supone-

cumo parte de 127(67). Este dinero es

forma-dinero M),
La plu a de ) se realiza en mereansta ey & supone o dine e J; 0 lanzado

por I ala circulaciion. Retorna a 1 o pren sede Lopor la cireulacion de V(e +
Pi). Diy(pr). enva forma eapital-mere Tas s Mi(pg.

El dinero Diy(rp0de) x di(gille)) e~ parte de IY(er + pr).
1( 1) por la circulacion de M7(Cy): o bien, procenirde ésta,

1y(ey). cuya

que el dinero e 00-1) retorne
en 1y(ep. va en bl peto po en sa

u relornara

DYC)) = Dy(Ci(le-}) + Dytogide)) + dilgilde )

e la formula de la rolacian del capital. en 1)

Si retorna. d;(g; (1)) proviencde la circnlacion porgque fue gastado por adelan-
tado: a su vez. d; — my; proviene de la bolsa de los fabricantes.

Retornar es rotacion; provenir es inversion,

En D,(C;(1c)) se curvan ambas deternminaciones: es ) para o:
para B; I¥ para C;elc.

D' para B: D

hnportante para la circulacion en 1.

La reproduccion simple del capital ¢ 2 I tiene la férmula:



Iy = Dy (Fe)) + D€ (1))

El dinero retorna a /(1) por medio de la reposicicn del eapital constante en 1.,
Con

Dy 1e2)) = DY(Ci(r + p))
retorna ol dinero a I(/1¢-). por medio de:
1) la circulacidn del capital constante; y
2) la reposicion del capital constante en 7(7 /).

&Y entonces? El que Moy + ) sea la forma capital-mercanaas del capital
variable v de la plusvalia e 1. en su conjunto:

{ MI(Cy) — Dy 12,(Cr) — My
NG . - Di(er) - Dy(eg) — Miley) EEER AR Y
Miles + ey Adipr) - dilgr) — wilar)

¥ que los capitales se crnen s

LI D
” { o

. Peroson capitalest rale
-

es constitntivo del movimie
COMO partes integrantos e
e« ox el ciclo del cap

apital) en exte morimicnto,

al mercancras de |,

Especificar mas la metamuorfosis de los capitales en

- vign D—-N - P M
M) — DyiC ,)-{ o —
L)
PD-xN - P .. AP
Milvs + pi) - Pites+pa)- 4
no sélo es innecesario: ¢~ rrronco. La funcion de Mj(r; + p;) es que retorue o
venga ¢! dinero Dy (v; + py). que constituye Dy(vy) + di(gs) en la rotacion de 1 en
conjunto. Con ello, son los capitales individuales incorporados en M} ralor capital:
capital. Entonces sigue cada uno su camino.
Queda por determinar ¢t intercambio en 1. desde el punto de vista del precio
de produccién.
En la parte correspondicme. ¢l sistema de ecuaciones de Bortkiewich consta de
cuatro departamentos. sin restricciones.
I(Ic) vende en 1; vende unilateralmente a I(7/,-) ¥ vende y compra en I(1e).
1(1 1) compra en 1. vende a 11 . Qué pasa?

D (Cyr) = Dy(Cy)
Diy(vy) = Di(vs)

Dy(v) + pr) Dy(p1) = di(g1) }Dl("l)+lll(yl) ’



Ahora hien,

DUC) = DU (L)) + Di(Cy(11e0)).

pero come

Dper + pg) = Do(es(Hie)) + dilge(T1e-)) + dolagi(Ie:)).

se sigue gne

DUCH{(1-)) = Dip(ri(e)) + di(gr(ie-).

Con
D) = DPDUCHTIeN) + Di(vg(dec)) + ditas(1 )
las ccuaciones estiin completas. La diferencia es aquella entre 2,0C,) s Dy (€8 ie )
. por cmre 12(0) v d{g) en general cumple. y tambicén o hace 2,(C (1-1)
on la ienes de Bortkevich, camo asimismo se expre en la farmacion de la
PPor tanio. hay tees variables N, para el departamenio 11

cros ~utic icntes ecuaciones?
= XW)
Ahora. para ol departamento B tenemos Jas ecnaciones
Cpleg + ) = 050 1) = Xp{C )W, 007)
A para ambos departamentos, lax ecoaciones:
(."Iil UV O (14)) = OO (BT )) = N (€ (T le- DM (4 (1))
Sea ahora
CECde)) = N (Cr(2e=) )W (Cp( ).
Entonces 1enemos

7 N Cr(1eNCide) + Xnvei(la () + d') = X ((Cr(1e)Ci(1e:) + X(Cr(d 1e). Cr(1er))
(XACHHC))CHTIc) + Xppv (D le)) (Y + d') = X3(Crs)Crs

11 (X (Cy)Cp + Xpvp)() +d') = Xy + Xz
Como XN (€ 1{1e-)) es exactamente indeterminado. aparece con . Por tanto. o

en la forma de las ecuaciones que el Algebra estd pendiente.
El problema ex que la circulacidn (su forma) es. por otro lado, indiferenic.

cuando (7 (122) e~ conocida.
Que
') = g°(INk)Y) o g'. INCT)




s ke suposicion. que g po esti considerada. 1 problema. sin embuirso. es gue

1 problems. Se observa en i produceion.

o b
in

rcambio en 11

El imercambio entre |y 11 determina

MIACY en Mylerr + vi + prr).
N gy + pyg) constituyen ¢ .

La reproduccion del capital variable. en 11, tiene la figura:

MepsQea)y - #4p--- Myy — DYy,

Y TP L

T miemias que Mice lo es de L Pero agqui A1), (e ;) exti ineorpor
g U Ty gn oustituyen los 07 v gue rev
1a de su Mmerza devabajo a L La Torma salario hace apar 4 altrabajo
al ubjetivado en i 277 como valor capital variable . En esta mistibcacidn,
como relacion del capital consigo mismo en su circulacion. el valor capital +y; es el
trabajo social objetivada en ) ().

1 i Lae Lo

La figura de circulacion

Mgt "'%’711("11) — Myepgy - Py My Gep)y - 1 ,00)
e E Ty = di (FTY = oy T

1Ty = di TF T =\ FT) - - (P)-
{Dp(ee)) D Muptea)d) oo Prg-o- Mpy — Dy - {Dy(v) = Mugtesg)

conticne:
1) el movimiento del valor capital social vy, en

My T1) = M, o).
os decir.
M e+ o+ pWIT.)) = M (vn);
» el movimiento

My (vn) — g (FT) - AP) -« FTyyp — My (v,

produccidén del capital variable vy »
2) el duplicado por el miovimiento




10 5,0e0) = Dyyear)} - APV y) — Map(Vardy - - - M0
del valor capital M, (). en 11,
Fn

M) = D5 (vas) - PrVer) — Miptey)

Ia forma ddinero aparece como pura mediatizacion de la me tame
M (er) — Mg
del valor capital variable vy, en
{ Mgy Prye- - M (e}

proceso de produecion 1%, como consmmno y reproduceion del valor capital variable

cone re-

apar,
T aprrece cono

-

Flarabajo social. consumido en la produceicon de Mj 00,0,
produceion del valor de la fuerza de trabajo M (F7). Con el
valor vapital variable o5 on ol capital productive 7%, v ooino Mpyge, 0. en cnanto

NI eas) — Dyp(gr) s Dpg(epr) ~ Moo

s del valor capital Mo (e 0 B valor capital variahle os

como mertamort

apares
la fiecsnin des gque

MygCepr) oo Prpeo- Mypte

sei L reproduceidn de la fuerza de trabajo F77,.

Fn ol departamento L. el trabajo es trabajo producior e inedios des produceion.

La mercancia Mj(1,) es capital variable, puesto que o la forma mercancia del
dinero D¢1) = Dy(v;). del capital variableen forma dinero. Por su parte. sn (FT)
¥ A/} (1) son mmercancias del mismo precio, en donde ¢l trubajo social objetivado

en ellas es inconmensurable.

Fn el departamento 1, Af,(vyp) ¥ mp(FT) son la misma mercancia. El tra-
bajo en 1] es trabajo productor de objetos de consumo directo., s decir. son
130 entre A} 3 M (M P). que hace aparecer a los medios de produceion
como producto. como capital-mercanaas. El trabajo en | aparcee en €7y v en ol
movimiento de reproduceion de ;. Puesto que €7 = v+ pp. ol producio de I
aparece on la reproduceion simple como v + p. M0} s inconmensurable con
M= pri: pero Mp€ ) es laomisma mercancia que Mi(ep+ pr). ya que Mi(C,)

conutripa

¥ M,y07) son la misma mercancia.

Entonces

i
i



<) =y
Crr=vi + p;
e+ v prr =vop
Hay' que desarrollar esto un pocoe mds. El movimiento social del capital aparece
como produccidon de objetos de consumo y como reparticion de dstos, sepiin
m o= m(FT)+ m(l3).

Como siempre. en 1l tenemos:

Mitea - pre) = M (ea) + M ().
pero como M, (€ ) os inconmensurable con Ay + pp). gque s Mol 5y, ) resulta
e
Moo + cop s+ prg) = M)+ Mo+ pag )
La separacion de V(e +pr) conlleva la transformavcion de la plusvilia producida.

ganancia gy;.
De hecho, 1enemos quae

Prr-

NMers =+ puryoes M (v =+ pg + prey en manos de H
M vy +p) = m(FT) + M),
Estda por verse como se constituye M, (p) on milgr) + 1ol o también,
como se convierte la plusvalia en ganancia.
Al;, se separa en wm(F1') y M(B).
Las figuras de circulacién son:

D-—-N P

.\I;,%(u) ) { d— mn
. .}I‘<_;/(F7')

F T — d(FTY=m(FT)---(F)

{DF) 22V ()} o= P M — D -1D(r) ™ M(a))

, D=A PN
M) = Dby -4 G0
d-—m
D—-—M PN =D

La circulacién de A},(C;s) ya ha sido considerada en ¢l intercambio con L
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Capitulo 4 EL PROBLEMA

DE LA TRANSFORMACION

DE VALORES EN PRECIOS
DE PRODUCCION

El debate sobre este 1ema comenzo cuando apare

cron los trabajos de Eugen von

Béhm-Bawerk (1831-1911) vy Ladislaus von Bortkievich(1868-1931)y a partir
del mamento en que éstas v otros autores nicgan la ley del valor establecida por
Marx.

mo presentd Marx esta cuestion, en ) 1omo 111 de £I Capital’? Se considera
m mercancias que se deben tomar en cuenta. en diversas combinaciones
productivas representadas por relaciones de capital constante y variable de dis
tinta importancia. Cada capitalista deberia organizar su composicion wilizando
mucho capital variable ¥ poco capital constante, va que sélo la fuerza de 1rabajo es
creadora de valor. Pero. en realidad. los capitale:
la composicidn orgini
aumento ¢

emigran hacia los sectores donde
del capital es mas elevada. Globalmente, esto orasiona un
~icion organica med
ey aded v

v i comp
que no se annple |
Dada la comperene

del capital de la economia. Parceric
lor » que hay orros lactores “creadores de valor™.
sta. hay que proceder a la transfornm 31 de los
lores en precios de prodaceion (immetainorfosis del valor en “precios de proaducceidn’
segin la expresion de Marx).

Capit

Maryx demuesira que i base de la produccion de la riqueza esta en la explotacion
de la Tuerza de irabajo por el capital » que ex
la produccion. no cu la e circulacion. La
esfera de la produccion. la Tuers
fuente de crcacion de valos,

explotacion ocurre en la esfera de
plotacion proviene de quel en
de trabajo se transforma en capital variable v os

S6lo en la etapa del andilisis

en precios. porgue alli se explic

necesario b la transformacion de Jus valores
a el movimiento real de los distintos capitales y se
descubre el fundamento de clase de los capitalistas. aparentemente opuestos en la
competencia.

Cuando Engels publicé el tomo 111 de E1 Capital. en 1894, un representante de la
escuela austriaca, B&hm-Bawerk, llamd a concurso literario para sugerir soluciones
al problema de la transformacicn. Partia de las siguientes hipStesis:

1)La ccononmva se divide en tres ramas, sectores o departamentos:

El departamento I. que produce medios de produccién;

El departamento 1. que produce bienes de consumo (bienes salario); y

El departamento 111. que produce bienes de consumo para los capitalistas (bie-
nes de lujo);

2) ‘Todas las empresas de la misma rama tienen la misma composicién orgdanica
de su capital; y

3) Todas las ramas ticnen la misma composicion orgdnica y una tasa de plus-
valor de 100%.



Venmos ahora ol probloma de la transfarmacion con un enfoque de matrices.
Sca A una mnatriz de Os. N1,

wmos u

ayy gy v Ay
12y @22 v G2

A=

Mty w2z ' Omm
L es el vector de requerimiento de trabajo directo:
ll
IJ
[

» también tenemos al vector A € 2. vectar de valores de las mercancias:

L=

Analizaremos ahora el sistema de valores, tales que
A=AA+ L. -

Si e es ]a tasa de explotacion. d es ¢] vecior canasta de bicnes. por hora traba-
jada.
1l —d-A

d-A
=S ed-A+d-A=!
(e+1)d-A=1

A=AA+L(l +e)d-A

A= AA +L(d- A)+eL(d- A)

« =

Am
es un vector renglén. Para cualquier mercancia,
A=A, = A;A +L,(d-A)teL;(d-A)
donde el valor de la mercancia es ¢ + v + m:

c= A,A

]

= L,(d-L)

m = eL(d- A).
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Introducimos un nuevo vector, Y € /™. Entonces Y = {y. - Ym) quc

representa el vector de cantidades producidas de cada uno de los bienes.
' Por consiguiente,
Y A= YAA + (Y -L)(d-A)+e(Y -L)(d-A)
representa ¢l valor global del conjunto de mercancias produacidas v
YAA
ol valor del conjunto de medios de produccién utilizados: es decir, capital constante
total, expresado en valor.
(Y -L){(d-A)

representa al capital variable total, expresado en valor: finalmente,

e(Y -L)d-A)

s la plusvalia 1otal.
Si definimos la tasa de ganancia r tal como hizo Marx. s decir. el plusvalor

1otal entire el capital total adelantado. tendremos
;= (Y - -L)(d-A) _ «
(Y-L)d-A)+ YAA | + o808

siendo
P YAA
TA(Y-L)d-A)

la composicién orgdnica del capital
= <
r= ——
1+ &

Esta tasa de beneficio medio, aplicada a los capitales totales adelantados en
cada rama. permite determinar los precios de produccion P.

=P =(1+r)[AA + L(d-A)]

Pe RT

representa el vector de precios de produccion, de las m mercancias. El conocimiento
previo de los valores determina los precios. La suma de los beneficios es igual a la

plusvalor total.

SEGUNDA RELACION FUNDAMENTAL
La suma de los precios de la produccidn de todas las mercancias producidas en la

socirdad. es decir. en la totalidad de las ramas de la produccion. e~ ignual a la suma

de sus valores:
Y -P=(l1+7r)Y-(AA+L(d-A))



N1

cas de mercancias producidas por o voctor de

endo ol vector de cantidades i

precios:

Y -P=Y -(AA +L(d-A))+rAA + L(d - A).
Segiin la primera relacidon fundamental:
Y - P=Y- -(AA + L(d-A)) +e(AA + L({d - A))
=Y -AA+L(d-A)+eL{(d-A)
=Y -P=Y-A,

lo que equivale a decir que la suma de las precios de produceion es ignal a la suma

de sus valores.
~Cual Me el error de Marx?
Bortkievich afirma que las ecuaciones de precios de produccion no son correct as

Naque
P (1 +r)(AA + L{(d-A)).

Los eriticos de Marx afirman que esta ecuacidn es errénca. puesto que lo gite
entra en el precio de produccién de nna inercancia (esto es. su costo de produccian)
debe calenlarse a su precio de produccion: es decir. estos mi » s dehen
evahiarse 4 sus valores. sino a sus precios de produc
IZn la solucion que propone Marx, Ja misina mercancia

diferentes:

i) Coumo insumo. es evaluada a su valo
1) como producto, ¢s cvaluada a su precio de produccién.

Supongamos ahora una cconotiia en la que no hay acumulacién neta. Hay una
utilizacicn de YA', donde Af es el vector columna i-ésima de la matriz A

YA®

representa la cantidad utilizada de la mercanaa i-ésima.
Y, la cantidad utilizada de la mercanda i-€sima. La condicién de equilibrio

contable. en términos fisicos, es

Y; = YA“

Es decir. por un lado tenemos el monto de la mercancia 7 producida y. por el otro.
la cantidad dc la mercancia i, que se utiliza como insumo.
Marx planted el sistema de valorizacwn como

Y.P = YA'A,.

Se observa una incoherencia del sistemna, ya que la condicidn de equilibrio rela-
ciona mercancias evaluadas a sus precios de produccién, con sus valores:

i) en el espacio de valores-trabajo, que es donde surge la Lasa de explotacién; ¥
ii}) en el espacio de los precios de produccién, quc es donde surge la tasa de

beneficio.



El sistema de valores de produccion es:

P =(1+r) (AP + Lu).

A = malriz tecnolégica
P = vector de precios de produccion

L = vector de requerimicntos de trabajo
w = tasa de salario, definida como
w=d-P

s (- 1) incdgnitas. que son los preci
S - 1+ 1 = m incégnitas v m ccnaciones.

Si hay m mercancias, entonces ha
bien puede servir como numecrario. 11;

PRIMERA CONSECUENCIA

No 1odos los sectores participan de la determinacicn de la tasa de ganancia general.
Por un lado. la tasa de ganancia esti determinada por las ecuaciones de pro-

duccidn, en los sectores que producen los medios de produceion: y. por otro lado.
esta tasa osla también determinada por los bienes de consumo obrero. Las condi-
ciones de produccion de los bienes de lnjo no ejercen ninguna influencia sobre la

determinaciin de la tasa general de g

Ejemplo:
Sean
m a0
P= pr . A=| oy 00
P v 00

¥ un vector de requerimientos de trabajo direeto:

,I
L=|17sn].
14

Sabemos que w = d2F;, porque los asalariados sélo consumen mercancias pro-
ducidas en el segundo sector y ésta ha sido la cantidad fijada (dz) en la época
considerada.

El sistema de precios de produccién es

P =(1 +r)[AP + Lu]|

P a; 0 0 m N |
pe l=Q+r)] aznx 0 0 e V+ ) &\, ;
P3 a3y O 0 ”m &

P an lida 17

P2 =1 +r)| pazn + | Lda P

Pa Paas: I3d2 P2



G

ey 4 Ll 1
=1 +r){ pran + Ld2 1
paaa + lad2 1%

pr =1 4 r)(pray + Ld;1%) (1.1)

¥
"

(1 + vY(pran + lLids 1) (1.2

pa = () + r)(paaay + Iydz %) (14.3)
P3 e una variable enddgena, correspondiente al precio de produccién de los
bienes de lujo. Sélo aparece en la ecuacidn (-
en todas lax demds.

3}. mientras que Pz v 17 aparecen
El sistema de ecuaciones (1.1) v ((1.2) es un subsistema.
1) el precio de produccian de los medios de produceidn. os
decir, del capital constante: ¥ 2) 1a tasa de ganancia. que no 1oma en cucenta la
ccuacion (41.3) para su solucion. Aquy se 1rata de i

con dos incégnitas:

=TEaT e, para las mercancias

del departamento 111 los bicues de njo no son milizados como instrumentos de
produceion on los otras departamentos.

Bortkievich propuso sustituir la expresion “teoria de fa

de la dedueciéon™. Sin embarpgo, no corrigié en lo fundanic

«plotacion™ por “teoria
ital la tcoria marxista.

SEGUNDA CONSECUENCIA

Por un lado. tenemos un plusvalor, una suma de precios ¥ una suma de valor.
Cuando representamos las ecuaciones de valor

A=AA+ 1L

¥ las ecnaciones de precios de proeduccion

P= (1 +7)[AP + Lu)

con
w=d-P.

entonces aparece la tasa de ganancia. Por tanto. existen dos sistemas de valoriza-
cién: 1) el sistema o espacio de valores, donde se definc la tasa de explotacidn; v 2)
el sistema de precios de produccién, donde aparecc la tasa de beneficio. Por eso la
suma de plusvalores, por un lado, y la suma de los precios ¥ 1a suma de valores. por
el otro, son inconmensurables. La consistencia 1égica que permite la construccién
del sistema de precios y del sistema de valores, radica en que la comparacion es
imposible ¥ la igualdad no verificable. Para ciertos casos particulares. se puede
encontrar que la suma de beneficios y plusvalor. ¥ la suma de precios v valores.

se cumple. Para Bortkievich, las dos igualdades son inconmensurables » no tiene
sentido su comparacion.




EL ERROR DE BORTKIEVICH

Podemos aplicar a Bortkievich el mismo tipo de reproche que ¢
En efecto. cada nuo de los tres seclores o
plo. del sector 1 podemaos de que se Ltrata de un conjunto de bicnes diferentes
de producci producidos cada uno con composiciones orgdnicas distintas. La
composicion organica del sector I, tal como aparece, s6lo es una composicion or-
ganica media. Las k coinposiciones orgdnicas. en el sector 1. no pucden aplicarse
al capital constante bajo un coeficiente de transformaciéon tinico. Lo mismo sucede
con los dos sectores. Considerar un solo coeficiente de transformacién. para cada
sector, equivale a considerar que las diversas mercancias que constituyen el cap-
ital constante s¢ intercambian a sn valor. aunque para producirlas se necesiten
compaosiciones orgar
Ejemplo.

te hizo a Marx.
ta compuesto por agregados. Por ejem-

as diferentes.

Sean dos bienes de produccidn, ¢ ¥ ¢z. Si se les aplica el coeficiente de transfor-
macidn x, entauces rey ¥ rez. como relacion de intercambio entre estos dos bienes
de produccidn

rey -y

o cy

Zs evidente qu
de produccion.
Por tanto. e~ nece

snnos en presencia de un intercambio de valores v no de precios

ario disgregar cada uno de los sectores y aplicar a cada ¢le-
mento que los compane un coeficiente de transformacion particular. Siguiendo la
correccion de Bortkievich., no nos limitaremos a los agregados representados por
cada sector: si no. cometemos el MIsSMo error que Nos pProponcInos corregir.  Se
establece una ccnacion de precios a partir del valor. gracias a los coeficientes de
transformacion que se determinan para cada mercancia. ya sea ésta bien de pro-
duccidn. salario o bi de Jujo. Como ya hemos visto., ¢n un esquema de valor
cada mercancia se establece en cantidades de 1rabajo. Llamemos L,, a la canti-
dad de trabajo incorporado en la mercancia j. necesaria para la produccién de 1a
mercancia i. que incorpora la cantidad de trabajo L,.

Sea
P=(pr....,pa)
¥y entonces
Ln -+ Lim ™m Lipa
a+n| o E :
Ly -+ Lnm Pm Lmpm

es la matriz L es mxm. Como hay k ecuaciones para ¢l capital constante. b ecua-
ciones para el capital variable ¥ r ecuaciones para la plusvalia, entonces k& + b +
r = m ecuaciones. Tenemos m coeficientes por determinar P v la tasa de ben-
eficio r'; es decir. m+1 incégnitas. Por tanto. a partir de los valores medidos en
unidades de trabajo se puede pasar a precios de produccion, con un coeficiente ha-
ciendo pm 1. También podemos pasar. a partir de dichos valores, a la misma
problemadtica que la definida por Bortkievich. pero sin sus insuficiencias; es decir,
sin los errores contenidos en su propio planteamicento. Como la matriz L y los L,




=8

son los inicos datos, entonee
logica indispensable para la determin
de prod on !

s 8 &5

L under iher aversecr F
undated

ol comocimiento de los vectores ex

la condicién previa

cién de la tasa de ganancia y cde los precios

Ry i Lariar decaden o she . Ihe Larpe 1.
Clari s Anchor Thraed Warks =1 Fanivy
Grrer Kessmnn. Londun, ¢ 18k
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4 Eonicmpotery Bhusration showing Gauss
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and Weber with gnctic ickgraph.
Courtesy of Fremdenverkehrsvercin, Cottangen.

1BENETTI, Carlo Valor y reparticion, FCE, México




Capitulo 5 APENDICE

SOBRE LA ACUMULACION
En este capitulo presentaremos con un enfoque de matrices. el problema de la
acumulacion capitalista. La notacidn usada se presentard a continuacicn:

Sea
A = la matriz de coeficientes técnicos;
L = el vector de requerimientos de trabajo directo:
d = c] vector canasta de bicnes que recibe el trabajador por hora 1rabajada:
e = la tasa de explotacion: y
A = el vector de valores.
Ahora
A=AA+L (5.1)
Por definicion, : d-A
©=—gTA (5.2)

= cd-A=1-d-A

ed-A+d-A=1.
Factorizando d - A. entonces
(e+1)d-A =1 (5.3)
» permutanda. en Ja suma, tenemos que
(1 +c)d-A =1.
Luego. sustituyendo (5.3) en (5.1). tenemos:
A=AA+L=AA+11
=AA+L=AA+1((1+e)d-A)
v factorizando ¢l vector A, en el segundo miembro de la igualdad. concluimos que
A=[A+]1((1+e)d)]-A. (5.4)

Si en una economia, en €l instante ¢, se producen mercancias cuyvas cantidades
fisicas son:
Y = (yi.--va) -
podemos. a partir de aqui, considerar al vector Y*:
Y' = (y7.--.¥5.0) € AT

Si multiplicamos el vector de cantidades fisicas por el vector de valores de B3+,
obtenemos el valor de las mercancias, medido en horas de trabajo:

Y A =Y'(AA+L)=



o0
= Y'AA+ Y'.L=
=Y'AA +Y' . L(l+4+e)d-L
YA =Y'AA + (Y'-L)(d-L)+e(Y'L)d-A),
donde
Y'AA =c

(Yt-L)d-L)=v . (5.5)
(YO L)d-A)=p

Se supone que las mercancias se venden por su valor. El sistema productivo se
mantiene a un nivel constante.

Supnestos:

1) Se reemplaza el valor del capital constante usado; es decir,
c=Y'AL ;
2) Se reemplaza el valor de la fuerza de trabajo cmpleada, que es
= (Yt -L)(d-A);
3) Se reemplazan las cantidades de medios de produccidén utilizados: es decir.
YA ;

4) Se precisa reemplazar los miedios de subsistencia necesarios para la luerza de
trabajo: es decir,
(Y*-L)d.
El plusvalor p es igual a )a tasa de explotacion ¢, multiplicada por e valor del
capital variable (Yt - L)(d - A)

= p=e(Y'-L)(d-A).

Si este plusvalor se consume integramente por los capitalistas, entonces hay

reproduccion simple.

La reproduccién ampliada se da a partir de la acumulacién, es decir, cuando se
transforma el plusvalor en capital.

i Qué destino va a tener el excedente?

Hay dos destinos posibles para el plusvalor: 1) ser consumido; 2) ser ahorrado.
Se hace abstraccidn del atesoramiento. Quien decide cémo se hace el reparto, es el

capitalista.



a1

Partimos de un excedente total:
p=c(Y'-L)}d-A).
€ (0, 1), es ahorrada: es decir, usada como fondo de acumulacién. El

Una parte. 2
complemento (1-9) es consumido:

=y fe(vt - Lyd-A) + (1 - [r(¥Yt Lyd- A))

donde lo acumulado es:
T [ ¥t Ly - A)]

¥ lo consumido:

(5.6)

(1 =) [e(Yt-L)d- A)
La tendencia

Lo que interesa es el valor de cambio y ¢l crecimiento continuo.
es que
2 — 1.
vaque la competencia se presenta

r continuamente,
lo uhligu a

s presiona a cada capitalista y
cumulacion progresiva.

Cada capital necesita crece
como una ley coercitiva ext
aumentar su capital. Este aumenta solo con la

Acumualar es conquistar ¢l mnundo de la rigueza social v significa extender el
wro de sujetos bajo el comando capitalista. Si
ariado no es mas que una maquina para producir

. en el capitalista,

dominio personal, aumentando el s
“para la cconomia cldsica el prole
plusvalor, en justa reciprocidad el proletariade no ve tampouco
méds que una maquina para transformar este plusvalor en capital

Si k representa la composicion orgdnica del capital. vamos a definir esta com-
tal constante x variabl

2 en decir, enire

posicion como la relacién entre
Y'AA y (Y' - L)d-A)

respectivamente. Si suponemos que la relacion es constante para cada f

= A(Y'AA) =kA [(Y*-L)d-A)] (5.7)

Se supone una ausencia de progreso técnico, para quc s¢ mantenga constante
la composicidn orgdnica. Los niveles de actividad econdmica se suponen variables,

Se supone, ademds, que v € (0,1).
La fraccién 7 de plusvalor que se dedica a la acuimnlacién. es:

A(Y'AA)+A [(Y‘ S-L)d - A)] = ye(Yt-L)(d-A). (5.8)
Sustituyendo (5.7) en (5.8). nos queda:
kA [(YE-L)d-A)] + A (Y -L)d-A)] = (Y

y multiplicando por

SL)(d - A) (5.9)

1
Ve A "’

*Marx. K. £/ Capital F.C.E. p. 500
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TeNeInNos:
faf(rt-Lyd-a))  Ajive-Lyd-a)
(YO L)d-A) T (Ve L Ay D (5.10)

Factorizando, resulta

Ayt -Lyd - a)]
k+ D~{Friyia Ay = 7 (5.11)
N dividiendo entre (k -+ 1 ).
t. - -
Alove-Lyd-A) o, (5.12)

= TAYCTL)A-A) A+ D)

En el sumerador aparece el incremento del producto del capital variable por el
to del capital variable por el

ar 3 € (0,1). por la tasa de

capital constante y, en ¢l denominador. ¢l prodr
constante. El cociente es ignal a la division del exe

explotacion .
Ahora obtendremos la tasa de crecimicnio relativo, en 1émminos del capital

constante,

Si
Aoyt Lyd- A)] + A [(Y - L}d - A)] = 2 (Y L)d - A)
=AY L)d-A)] = A‘_"‘M (5.13)
.
A(Y’AAHiQ%M—) = 4 (¥ L}d-A) (5.11)
Como la composicion orgdnica es constame:
Ac -
Ao~
A(Y'AA) _ Y'AA -
=AY L)d-A)] (Y- Lyd-A)

.
- (Y‘-L)(d-A)=l'Tf‘i‘_. (5.15)
Sustituyendo (5.15) en (5.14). tenemos:

A(Y;AA) - 7cY’:AA (5.16)

A(Y'AA)+
vy dividiendo YA A entre &, en la ecuacién (5.16). obtenemos

A(YAA)  A(Y'AA) _ e

Y'AA AY'AA &
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Multiplicando ahora por &, tenemos

RAYIAA) | AIYIAA)
YT AA Yiaa -7

¥ faciorizando R
A(Y'AA)
YAA

: A(Y'AA) 4

! Y'AA T (k+1)
! - es la tasa de crecimiento del capital constante.

“ Suponemos que la tasa de explotacién constanme, en el periodo 1. ex jgual a
la tasa de explotacidn para el periodo ¢ + 1. El valor total de las mercancias
producidas. en el periodo 7 + 1, es igual a:

(k+1)

(5.17)

+ — ¢ ar [ ) i
via=vaa (e 25 + (v Ly M+ )+

Hel¥ L) Ay (1 )

Factorizando (l + 735 ) queda entonces:

A T . (3 . - [N .
YA =(1+727) [YAA + (Y Lid Ly (YHL)(d - A

Y'A=Y'A+Y A~

I~ A
¥ linalmente,
Y'A-YA=YA——. 5.18

T+ & ( )
: Si definimos a g’ como la tasa de expansion del sistema. escribimos
i
! ,_ YUtHA _Y'A ¢ (Y“*”—Y’)A
; = —— = =
; YA THE YA
! en donde Y y YU+ 500 vectores que representan producciones fisicas heterogéneas.

CONCLUSIONES

i) La tasa relativa de expansidn del sistema g depende de tres variables:

g = g'(e.d,A).

En palabras, g’ depende de la tasa de explotacion (r): del nivel de salarios reales
por trabajador (d); ¥y de la productividad del trabajo. ¢n el sector que produce
(directa o indirectamente) los bienes de salario (.\).

Si ¢ aumenta. entonces g’ aumenta, suponicndo que 5 3 & permanczean cons-
tantes.

1—d-A

e=—ﬁ—.7€(0.l)



l—d-A e
aax v
También g depende de & que representa la composicion orgianica del capital. Si &
ammenia, entonces g’ disminuird.
El tercer factor del que depende la tasa relativa de expansion del sistema es

9 € (0,1), que es ¢l laclor de propensidn a la acumulacidn del plusvalor. de los
talistas.

g =a'(v.e k) = g4'(1.

#1) En los modelos de Kaldor y Pasinetti se plantea la relacion sepiin la cual

~ la tasa de ganancia. es ignal a g; es decir, la tasa de crecimiento del sistema de
partida, dividida por la propensi

n al ahorro de los capitalistas.
Si p es la masa de beneficios, kel stock de capital. rla ta

el panancia, g la
tasas de crecimiento v = la propensién al ahorro de los capitalistas. estos modelos
tedricos establecen que:

La expresién

q+ k
o= Ja tasa de heneficio que definié Marx, La tasa de crecimiento global os igual a

g =nr

1
P Ay i
iglo por orden de D. Justo Sier

H
i
H
:
{
H
i
)
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Capitulo 6 OTROS
MODELOS LINEALES

lientes de algunas

sobr

esta parte. sélo haremos mencidn de los rasgos m
discusiones que involucraron modelos lincales en la problematica econdrnica.

ROSA LUXEMBURG (1871-1919) Y LOS ESQUEMAS
REREPRODUCCION

Rosa Luxemburg. ¢n su libro La Acumulacion del Capital (1913), preciss el papel
de los mercados externos en el desarrollo del sistema capitalista. Con base en
las ecuaciones de reproduccion ampliada de Marx, intenté mostrar que ol sistema
debe encontrar continuamente mercados para desarrollarse y poder dar salida a sus
mercancias. en particular en el caso de las colonias. Desde su origen. el capitalismo
debe conquistar para extenderse » la forma hacia la que tiende es ol hinperialismo.
Los mercados externos no sdlo constituyen un beneficio extra, sino que tambicn

son vitales para Ja subs cncia capital

Rosa Luxemburg baso sus planteamientos en et tomo 11 de £ Capital. de Marx.
aunqgue Lenin eriticd esta forma de utilizar este fundamental escrito. Rosa Luxen-
burg de alguna manera queria unificar la obra de Marx ¥y para ello integra. en ol
esquemas can tas conclusiones del tomo 1 (donde NMarx antaliza en con-
mos algopos razonamienmos de Rosa l.uxemborg

tomo 1, los

creto el sistena capialista). Ve

11 1orno a estos puntos.
Cuando £ == taBmtalussstanic 4 ynepa. ello conduce a desequilibrios. La oferta de

) “apial variable ¢
birnes de consumo es superior a la demanda. Ejemmplo:

Sea
€1-C1y

el capital constante de los sectores Iy 11,

LA RN ¥
e] capital variable.

Pi-Pis
la plusvalia »

rg.Tr;

la parte de la plusvalia destinada a comprar fuerza de trabajo. Entonces:

Periodo 1
La oferta de medios de produccidén sera:

+vi+pr =41+ 11+ 11 = 66
y la oferta de bienes de consumo:
crp+ vy pryp = 16+4+4=24.

Por tanto la relacion £, para el sector . os

€ _ 4




06

> para el sector 1]
e 16 _
P
Como se observa, la tasa dc plusvalor en ambos sectores es del 100 %.
Supongamos ahora que la mitad de la plusvalia se divide de nuevo en comipra
de medios de produccién y fuerza de trabajo, en la misima proporcién que 4; cs
decir, que la relacidn ¢/ sea constante.
Entonces. el plusvalor acumulado s pyy es igual a 2 » se divide en la suma

= 4.

Peyy + Peyy = 1.6+ 0dv =

La oferta de medios de produccion. por tanto, es igual a 66 y la demanda de
medios de produccién es tamt 66:

Cr 4 i+ pey, o, = A1+ 1604+ 4.0 4+ 1.6 = 66.

Por consiguiente. la ofer1a de medios de produceion es i,
de produccién.

Para el sector 1. productor de hicnes de consumo. tenemos una oferta de bienes
de consumo igual a 24, La demanda de bienes de consumo os

uala la demanda de medios

CrHeyF Tyt p,, A, =11 4H14+055424 11 404 =21,

Esto es. la oferta de bienes de consumo iguala a la demanda de bienes de
consumeo.

Supongamos ahora - que aumenta la productividad del trabajo. Entonces «/r
aumenta de | a 7 ¥ la plusvalin acnmulada. py;. en ol segundo sector. se divide en
la suma

P = 2= 1.3 + 0.25::

en donde 1.7
variable ().

La oferta de medios de produccion es igual a 66 y la demanda de medios de
produccién a 66.55:

se destina a comprar capital constante () v (.25 a comprar capital

cr 4+ €1y 4 poyy + Py, =A11 4 16 4+ 4.8 + 1.75 = 66.55.

La oferta de medios de¢ produccion es menor que la demanda de medios de
produccion. cn el sector 11.

Por otra parte. la oferta de bienes de consumo igual a 24 y la demanda de
bienes de consumo es de 23.4

€1+ cCpp T Ty Py poyy, = 11 44 +5.5 4+ 2+ 0.7+ 0.25 = 23.45.

La oferta de bienes de consumo es mayor que la demanda de bienes de consumo
(24 > 23.45).

Si la reproduccién es ampliada. habrda un déficit creciente de medios de pro-
duccién ¥ un excedente de bienes de consumo.

La existencia de mercados externos posibilita la venta del excedente de pro-
duccidn de bienes de consumo. al darse la metamorfosis .M/ — D. Esta operacién



lente del capital constame, con relacion a la

ar b demanedi oxe

permite materializ
oferta.

51 se exporta el excedente de bicnes de consumo, entonces se posibilita la im-
il constante. Los mercados externos cumplen la Tuncicon de ser
as prin como parte

portacion de capy
demanda de bicnes de cor
del capital constante. que ¢

Para Rosa Luxcinburg. los mercados
fuera de las fronteras nacionales. sino de la esfera capitalis
a nociones ya establecidas de cconuminia social. El mercado interno es un concepto
que comprende tanto a las fronte nacionales camo a los territorios externos. si se
toma desde ¢l punto de vista de {a produceion capitalista. 1 mercado externo, en
ol medio social que Jo rodea. dentro o fucera de las fronteras nacionales
cados externos precapitalistas definiran tanto

1 al sector I mate

ternos ne implicaban espacios cconémicos
imisima. Corresponden

cambia.

Dicho de otra manera. los i
una demanda (de bienes de constmo) como una aferta (de materias printas), nece-
contradiceiin principal se expresa en gque sélo puede
in e absorber colanias.  Las colonias s¢ vaelven ca-
1er de mercados externos, para absorber el
tia. Rosa lLuxcmburg afirmaé
necesita doesarrollar ona
hayan

sarias para ¢l capitalismo.
extenderse bajo la condic
pitalistas v picrden con ello sn ca
excedente de lo producido dentro de Ta estera capitali
qite el modo capitalista de prodaceian, parva expandir
para anexionatse tierras va invadidas, auongue esg
maoddilicar estas condicione

cconomia Jde puerra
perdido s« icter de mese
reqguiriria del asalto del prolevario

Lenin criticd of papel que le
duccion. Ellas forman un inst
equilibrio coutable ¥ no del fincionamicento real del sistema. |
15 ecuaciones e reproduccion sélo dan condiciones tedricas
1}, como condiciones de continuidad de la
conjunto. estando determinadas
s 1 3 11, Nao

se

ternos. Pa

dos e

fo.

cmburg o las cenaciones de repro-
de las condictones abstractas de
ajo ol conjunto de

sus contradicciones. T
de una reproduccidon equilibr,
acumulacion v de la produceion o
por las proporciones que dehen cumpliv en el inte
considera Ja lucha de clases. la competencia capitalista. ni ol desarrollo desigual
3 combinado entre ramnas. regiones y paises. En general. los esquemas no pueden

a el cap
pitalis

ta cn o

ambio los sector

explicar en concreto el desarrollo del capitalisino.

Las funciones que cumplen Jas ecnaciones de reproduccion. al analizar las condi-
ciones de una reproduccion ampliada del capital. son las condiciones de continuidad
de la acumulacion y de la produccién capitalista. en conjunto. con una visién muy

tedrica.
Lenin debatié con los populistas y “marxistas legales™ el uso erréneo de las

ecuaciones de reproducciéon ampliada. Los “marxistas legales © (Strave. Bulgakofl
mo. en general (el de

y Tugan-Baranovsky) intentaron demostrar que el capita
nitado de las fuerzas

Rusia. en particular). era susceptible de un desarrollo i
productivas y. por tanto. ¢/ capitulisine ~e rva eterno' . Entonces no valdria la teoria

socialista.

En consecuencia, los esquemas

o serian un marco de referencia de las condi-
ciones del equilibrio contable y no podrian explicarnos ni la causa ni el surgimiento

de la crisis capitalista.

1Algo asi coma Et Frn de la thstora, de Fukuyama
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LOS PLANIFICADORES SOVIETICOS

Durante los primeros afios de la construccidn socialista en la URSS, se comen-
zaron proyectos de investigacion sobre balances econédmicos de tipo cuantitativo.
principalmente en torno a cereales y combustibles. En 1924 el Gobierno comenzd a
compilar el primer balance de la economfa nacional abarcandoel periodo 1923-1924,
afio en que se publica un escrito titulado Relacicn de la produccidn expandida®. Los
resultados de estos balances se publicaron en diversas revistas soviéticas.

El balancede la produccién y del uso del producto social se dividieron en ramas:
cualro, para la industria de la extraccidn; y once, para la manufacturera. La cons-
truccién ¥ la impresidn también se distinguieron como ramas independientes. Los
productos finales, materias primas y materiales, combustibles y bienes de equipo,
se consideraron en ramas separadas.

Los soviéticos fueron tal vez los primeros en preocuparse por planificar su
economua. Es asi como se abre. en el Institut~ Universitario de Matematicas e Inge-
nieria de Leningrado, una citedra de planeacion o programaciédn matematica,
como técnica para resolver ciertos problemas de produccidn asociados al logro de
planes éptimos para la madera, actividades en las que era necesario programar
metas relacionadas con una gama de productos. El conocimiento piblico de esta
técnica data de la publicacidn de los Meétodos matemiticos de organizacicdn y pla-
nificacion de la produccicn. del profesor L. \'. Kantordvich. quien la denomind
“método del multiplicador de resolucion™. Posteriormente, en Europa Occidental.
se la conocié como técnica de “programacidn hineal .

Uno de los planificadores sovidticos mds sobresalientes fue sin duda Leontief.
quicn estudié en la Universidad de Leningrado. Leontief fue uno de los primeros
en darle una mayor formalizacion matematica a las ecuaciones de balance (insumo-
producto). tal como lo habian sugerido L. Walras ¥ V. K. Dimitriev. en 1904.

? Bal de la tde la LRSS para 1923-1924. en tt i e la Comisid
Central de Estadistica de la URSS. Vol 29, Moscu, 1926.

t
'



: Capitulo 7 LOS
' MARGINALISTAS

Los marginalistas constitlnyeron una escuel

1 de pensamiento econdmico que se

centré en aspectos de la cconona muy diferentes a los que ocuparon la
de los econom ya que le dieron mavor importancia a biss visi
largo plazo y a una perspectiva dindmica de la ccanomia. que algunos «
de “grandiosa”. Ademais. pusieron el acento en los problemas de la acumnlacién de
capital. del crecimiento cconémica y en el desarrollo general del sistema cconémico.

encién
s de

A partir de 1870 se produjo nn cambio completo de perspectiva para enfocar
analiticos se transformaron. A
diferencia de Jos clisicos. Jos autores neoclisicos marginalistas fundamentaron la
hipétesis de una oferta dada de factores de produceidn. disponible en cantidad fija.
Fn suma. el objeto esencial de estudio se conirg en la afectacidn optima (la mejor
posible). con usos aliernativos concurrentes. de nna fuente determinada.

los proeblemas econémicos. cuando los problema

«.Qué puede hacer un consumidor que dispone e nn presupuesto determinado.
para alcanzar la s

B optioa’?
SOOI puede nn praducior actnar, para oblener una ganancia mavor a partir
i e

v camtidad dad;

B Ln ténninos 1 del de-
sarrollo ccondmico pot i razonamiemo de cquilibrio gencral, dentro de ooy marco
esencialmente estdtico, en donde se deben encomrar bas modalidades de afectacion

senerales los marginalistas recimplazaron la teoria

las modalidades de asignacion. cuando existen recursos escasos. 12 concepto

onémico fundamental fue ol de csease 20 en cnvo caso las clasicos razonaban sobre
1a hipotesis de re producibiledud. porgue se cneontraban situados en anva
temporal diferente.

spectiva

. CARACTERISTICAS DE LA “REVOLUCION"MARGINALIS-
TA

En la segunda mitad del siglo pasado. se estaba asistiendo a u verdadera
desintegracion de la economia politica ¢ldsica. A\ partir de 1850 J. S. Mill, el
sucesor de David Ricardo. abandoné explicitamente la teoria del valor wrabajo
v Leén Walras hizo una exposicion tremadamenie eritica acerca de la teoria
ricardiana en su Eleme ntos de Eronomra Pura. buscando refutar la ~teoria inglesa
del precio de los productos™ » la “teoria inglesa del arrendamiento

Los neocldsicos de aquella época adoptaron una tearia subjetiva del valor, lo
{ cual era coherente con lo que en aquel momento caracterizaba su posicion. Algunos
: autores tratan de ubicar a dichos neocldsicos dentro del conjunto de las corrientes
H econémicas europeas. a partir de 1850. En ¢l continente europeo dominaba en-

tonces la teorta de la utilidad. sobre todo en Francia v en ltalia.
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El centrode los andlisis apuntaba a las decisg cionales del sujeto ccondmico.
Dicho sujeto ec dmico era aprel lido a partir de su comportamicnto en la pro-
con una psicologia que a fin de cuentas resultaba bastante

poco diversificada.

Uno de los neoclasicos mads destacados de aquella época fue Nicolds Bujarin
(1888-1938), economista ruso, quien en =n obra La cconomma de la Renta (1919)
ne que la psicologia de los consumidores apunta basicamenie a la renta.

L.a corriente neoclasica, en general. representaba los intereses de la burguesia.
Ia que por pucsto queria eliminar la idea de la lucha de clases on el proceso de
produccién. Pero a medida que se fue profundizando ¢l desarrollo econémico. se
disocid la relacion entre rentista y empre~ario
cias entre empresarios ¥ trabajadores. s
encargada de asigoar capitales distinto de
misma ideologia.

- s fueron acentuando las dilere:
administrador wna persona
anugue anbos sostengan la

aliora «

El desarrollo econémico fue en lo ~.
1as como an hecho conocido, ademas «d
largo p

w~ive considerado por los marginal

que los problemas del extancamiento a
La expl Wn acerca de por qué
-cpar(‘rlo cl marginalisino ¥y su posterior desarrollo. la expresa la economnia “bur-
gucsa” académica tradicional como oposicidon al marxisio. No os
a esta pregunta en forma categgérica. pero. a partir de 13800 hubo qn
llaron su criti del marxisimo oponiéndole a e los conceptos gue Jo:
habian creado.

> desaparccicron de su preocupad

icil responder
1 desarro-

neocldsicos

Los fundadores de la corriente neoclasica denasrollaro
cntemente de 1oda referencia al marxismo. Y esta misma direccia
decir que si el primer tomo de ET Capital aparecio en 186
jos de S. Jevons se remontan a 18362, Una entica mas especificamente centrada
cn responder a los mmarxistas se produjo e una [uu_ poasterior a) desarrollo del
pensamiento neoclasico y no propiamentes o sas i

su pensamiento indepen.
podemos

los primeros traba-

l.os “puevos” ol identes contcstata
zaron por establecer cambios tanto en la direvceion del objeto de an
¢} cuadro temporal examinado:

1) El primmer punto concierne a la nafuraleza del caprtal v a la definicion misma
del término. Para los clasicos, ¢l capital aparedia esencialmente como un araner
dc dinero aportado por los capitalistas. quienes no sélo esperaban recuperar cste
“avance” . sino. incluso, incrementarlo. Para los neocldsicos. en cambio. el capital
era iderado sol. como una herramicrnta de produccicn. un conjunto de
strumentos que contribuia a la produccién de manera fisica:

2) na segunda oposiciéon se manifesté al el de la teoria del ralor. Segan
los neoclasicos, se liene una teoria simefrica del rvalor cuando ~el” capital ¥ ~el”
trabajo ticnen funciones de equilibrio simétricas. Por ¢l contrario. para la visién
clisica. el trabajo sélo juega un papel secundario en la definicién misma:

3) El tercer problema concierne a la reparticion de la renta global. Para los
clisicos. hay un enfrentamiento de clases sociales (capitalistas. trabajadores. te-
rratenientes) ¥ la reparticién aparece. ampliamente. como una deduccion operada
sobre la ganancia producida, en donde el papel del trabajo (la fuerza de trabajo) era

-~ caractoen-
lixis. como en




i

nancia. Para los neocldsicos
pacifica™. Fhuden o sosla

sales. evitando ol enfrentamiento en esta direccion

sicos basaron sus enfoques en términos de factores o produccidn:
de produeciion recibe una

’ero ol

Los neocl:
tierra. trabajo, «
compensacion cuyo noinhbse
principio de determinacion s idéntico.
propietarios de las tierras. o gunancia por los ¢
aptica neoclisic

uno de estos Tactor
~ distinto: vema, salario. gananeia o ot
Para los clisicos. le rentaes recibida por los
y empr rl salario
rgo. aria la
capital. traba]

tre ollos. tres

pital. €

pitalist
sin em!

por los trabajadores. Para .
participacidn activa de Jlos factores de produccidn: tierra,
Enire los neocldsicos hay diferencias 3 se pueden considerar,

prandes corrientes de pensamiento.

LA ESCUELA DE VIENA Y LA TEORIA DE LA UTI-
LIDAD MABGINAL

Lo escucla de Viena se desarrollo en el dltime tercio del siglo )
trabajos de Karl Menger (18510- 1). vuo de Jos 1res pioneros
son S, Jevons v Lo Walras, va citados). Para los clisivos. o valor
car, s intriusecas. objofiras (1eorias objetivas Jdel valor).
pero para la escuela de Viena esto no« mpoco lo cra para ¢l conjunto
de Jos neocldsicas. El valor de an bien se fundaba nuis propiamente eu la capacidad
na cantidad determinada de ose bien) para
los Hamados agentes econgimeos.

el ~istena de Ko

IX. o partir de los
en Ja materia.

{lLos otros do:
derivaba de s

TsTie

o

asi. comnot

ese bien (o miis exactamente.
Lades des los sujetos.

e teny
satisfacer las noeces
. da primera escuela de Vi,
de justic citar 1ambi

it Vi g caracter

Eugen Béhm-Bawerk (1531-1911)

1 inicios

LA
Menger. pero e
v a F. Von Wieser (Ix71-19X).

A partir de 1920 se dosarvolls la e seucla neomarginalista, derivada naturalmente
de la escuela de Viena. En su nombre, se ha convenido en llamar nromarginalismoa
la 1roria del cdlculo ccondmico que hace la apologia del sistema liberal. Friedrich
August von Hayec (15899- ) os particulanmente representativo de esta corriente.

LA ESCUELA DE LAUSANA Y LA TEORIA DEL EQUI-

Ledén Walras (1834-1910) fue un distinguido catedrdtico de Lausana. a 14l grado
que sus ensefanzas llegaron a constituir una escuela de pensamiento econdémico.
De alli salié su sucesor. Vilfredo Pareto (1818-1923).

Fista corriente de pensamiento ngnoraba la teoria de la utilidad marginal, que
ar. Este mismo autor eshozé un esquema

Walras fue uno de los pritneros en enfati
de nterdependencia ge ne il en donde el papel del empresario. disociado del papel

que juega el capitalista. aparecia jugando un rol fundamental. De esta forma, el
empresario aseguraba la union entre los mercados de productos » los mercados de
Jos factores de produccian.

Para llevar a bien la actividad de produccidn o alquiler de los servicios del
mismo, el empresario intervenia, como comprador. sobre las mercados de factores
1 ¥, como vendedor. en los mercados de bienes (y

(tierra, trabajo, capitales. etc.
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Clacla etnmpresario estaba.
srio. debiendo existir una

servicios) que se producian en los mercados de productos
tuacion de concurre newn pura ¥ on oqui
] precio de venta » el precio de la reventa v el costo de produccion.
3n, a lasa pormal. del conjunto de los factores de

igu
incluyendo alli la remuneraci
produccion.

El problema del cquilibrio ocupaba ¢l centro de las preocupaciones de Jos in-
tegrantes de «cucla de Lausana. Los autores buscaban definir las condiciones
para la existencia de un equilibrio estable. aceptindolo entonces bajo ] supuesto
de que, al existir las fuerzas del mercado, amomdticamente se compensarian las
desviaciones ¥ eHo permitiria el regreso al equilibrio. en ol conjuntio de los merca-
dos. LIZn otras palabras, se recuperaba ol cquilibrio ccondiico yonerml (del caal se
hablard con algiin detalle mnds adelante).

Sc debe mencionar agui que L. Walras fue fuertemente influido por el france
Agustin Cournot (1801-1877). quien fuera pritmeramente profesor de matemadticas
' Euntre sus principales obras figura su Traite dr

» despuds inspector de ensenanza.
Pendiainenent des 1dees fundamentales duns It s scicners of dans histoire, En
1838 publica Principes mathematiques de lu theoric des vichesses, obra consider-
ada el punto de partida de la teoria matematica de Ly cconona.

La escucla de Lausana lue posteriormente continmada por of hritidinico John
Richard Hicks (1901- 7). premio Nobel de Feononwa 19720 Value and Capital
(1931) s considerada una de sus principales obras,

LA ESCUELA DE CAMBRIDGE Y LA TEORIA DEL
EQUILIBRIO PARCIAL.

Alfred Marshall (1842-1924) es ) principal representane de ¢ escucla. Una
de sus principales obras es Principle s of Freonomaes, publicada en 1870, Esta obra
influyd notoriamente en J.NM. Keynes. q era moderna
de la ciencia econdéimica britdnica.

En sus anadlisis Marshall tenia en cuenta. por supoesto.
interdependencia de los factores que contribuyen al cguilibrio general en un s
pero prefirié razonar on |vrnnnn~ des unis situacion de equilibrio
basaba en el

a el inicio de ]

ien vio en of

los problemas de fa
tenia

econdmicao dado.
parcial, que ¢l mismo juzgoe mane,
concepto de “firmas representalivas ™.
tamano mediano (de mediana importancia) frente al resto de la economia de tal
manera. que produjeran una mercancia particular que no absorbjera mas que una
pequena parte (relativamente minima) de la renta de los consumidores.

Marshall analizé enseguida las interacciones del sisterna cconémico. Para este
autor. la economia no era otra cosa mis que un cfecto de interdependencia, por lo
que parecia ser util estudiar los cmnbu»-. (las perturbaciones) que se produjeran en
la economya. en tres fases:

(i) cl efecto de impacto, de una modificacién inicial:

) la difusién de esta modificacion. en los otros sectores de la economia; y
) la rotacién de las modificaciones. en el sector donde el iimpacto de origen

ble v n comada. Fste amor
en donde era necesario considerar firmas de

tuvo lugar.
Visualmente, una perturbacién que se produce en el sector A puede deberse a
una ruptura en el aprovisionamiento de las materias primas. debido, por ejemplo. a



t
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tempestad o una guerra: o bien s modificacion de los costos de pnoduccion.
por ofectos del progreso tecnaoldgico: o tamb diferen
producio fabricado: cte.

s~ de venta del

Las modificaciones introducidas al nivel del sector A vienen o iroapir en los
otros sectares de la ecconomia y acarrean cnmbios. vano en la relaciin delos precios

como en i producidas (v demandadas). Algunos de estos cambios
pucden retroactuar sobre o] sector Ay asi sucesivamente.

Difusion

AL Resto de la cconomra

En el andlisis del equilibrio parcial. ~
o inmteraceion eran débiles y» padian serv iznorados. Por
un aumento on la produccion de dulees. dentro de Ja
la inmteraccion era despreciable: pero < s producia en |
wrasionaria ¢l anmento de Jos precios cnoet resto e la
en aquellas que dependian de dicho nuetal, La interac
solo tenia validez para un pequeno e e

A Marshall le siguid. como repres
Pigou (1877-1959). quicn seria el bhlan
del Empleo, el interds y ol Dinervo (1

~uponia que jas efectos de retroaccion
jemplo. s s producia
wdnisy carrespondiente.
industria «¢l acero. esto

industrias, especialmente

ion débil, por consiguiente,

slustr
tante de b escuela de Camlaidec, AL C.
o tavorito de Re
160

nes e su feoria general

CONCLUSIONES

LI conjunto de los neoclisicos. en tamo fervientes abogados defenso del libe-
alismo, son asimismo defensores indiscutibles del capitalisimo. Eu peneral, todos
ellos han manifestado y profesado una aversuin real contra ¢l marrisine, en es-
perial contra el socialismo revolucionario. Tambidn se h
intervencion del
diferencias.

n manifestacdo contra la
stado en la vida econoniica. Pero entre ellos ox posibile detectar

Los estudios de estas escuelas culminaron en plantecamientos un tanto axioma-
ticos.

iSe puede suponer que el productor husca maximizar su gananci
que sean las reglas de gestidon que el economista pueda dar?

El principio de marimizacion cs fundamental dentro del anadli
Utiliza un gran instrumental matemadtico. muy formulado. Busca maximizar una
funcién (llamada de utilidad o dirigida hacia ¢l logro de una utilidad). maximizacion
sujeta a restricciones. El productor busca maximizar su ganancia (ntilidad) apli-
cando restricciones al monto de los recursos de gue dispone. habida cuenta de
que los recursos financieros totales disponibles

cualesquiera

AN TeCTs

i propios o aquellos

mamIco “nu

! No confundir la corriente de pensamienio

a escuela dee Canbridge™, con la
corriente de pos-key

v critica de Ia ortodoxia neoclisica Esta escuela tomé
fuerza a partir de 1950 ¥ algunos de sus representantes distinguidas son N aldor, L. Pasinetti,
J. Robinson y P. Sraffa.
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as. por tanto, tienden a

que tiene en caj Las restriceiones presupuestales apli
maximizar sus wilidade

Para ¢l consumidar, habra que suponer que busea maximizar su utilidad sobre
las restricciones del presupuesto total o monto de la renta de gque dispone. s 1a
idea de racionalidad imitada, restringida. La Himitacion se basa esencialmente on
la hipétesis de un comportamiento con restricciones (dve lax funciones objetivo de
su contenido. ¢ Imente limitadas), en dande sity Dicho analis
oS microcconsmico y razona sobre la base de un equilibiio

LA TEORIA DE LA PRODUCCION DE LEON WALRAS

El fendmeno productivo fue planteado originalmente por Walr e términos de ro-
eficientes de produccian. PPor esta razon, se Je considera como uno de los economis-
tas que mas contribuyera a la teoria de las relaciones intersectoriales gue profun-
dizaria mis varde Leontief. Por esta razén. en esta pan ment e se hara énfasis
en la teorfa de la produccion de Walras v la relacidn quee ésta tiene con la teoria
de Leontief.

ol

TEORIA DE LA PRODUCCION DE WALRAS

Walras empled las siguientes ccuaciones generaies de produe

1) Los m productos terminados (consumidos). deutiosde un periodo de tiempo
dada:

(A.B.C....)= )€ R
2) Los n servicios praductivas de 1a tierra, por unidiul de tiempo:
(7.7

los servicios de trabajo, por unidad de tiempo:

.})=Te R

(PpPeepr...)y=r
¥ los servicios de capital, por unidad de tiempao:
(WK K"....)=N

3) Las funciones de utilidad marginal del individno. para cualgu

er bien:

r=®o(q).

n de utilidad para servi

Cada individuo, a su vez, posee una funci os productivos
» para bicnes de consumo.
4) Vectores de precios, dados a) individuo:

Pr = (pr,prpr..)

rr {(pP.ppP PPo....) por los servicios praductivos
Pr = (pe.prosPro. ...
Py = (%, pb. Pe. .. .) precios de bienes ¢ consumeo
Po = 1 numcrrio. Todos los precias se definen en términos del numerario. como

mercancia 1.
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5)
produc

ada individuo posee cantidides iniciales de dinero. dadas por los servicios

Pvos:

Cproqnqr....) = q,

en donde g representa las cantidades demandadas y sumninistradas de servicios
productives. Si ¢ > 0. entonces son ofrecidas:

(0r.0p.0K....) =0

g < 0. enmonces se trata de cantidades demandadas.
d = (dy.dy.de....). reproese el vearor de bienes t
precios de cquilibrio.
G) Los coc

minadas, demandados a

-jentes

1icos de produceion se representan por:

@ ax oy -
A = S
[ P

S las primeras tres ediciones de los Elome ntos, estas coclicientes
que estian derterminados por factors
son variables.

En 1926 Walras hace la promesa
terior. estos cocticientes técicos.

Ser establecen las condiciones de caqmlibrio general, para o] individno:

s suponct
iceptitdose. e Lechol gaae

devipo ot

sdeterminar con rigurosidad. en fecha pos-

d-1L D= (Prry

consumnmo = demanda

P

(7.1)

A esta relacion se la conoce comeo li condicion general de salisfoccicn mdxima

o ley de Say.
Esta Ley contiene m + n — | ecuaciones,

D (qr ~ ) = b, (d,)
Do ap — op) = I3, (d,) 1 ccuacione s

B (de) = pa®a () (i.2)

Dy (dy) = paPa (da) .
B (d.) = ppda (da) m ccuacione s

lo que da un total de m + » ecnaciones. en donde:
@, (d,) representa una constante de proporcionalidad: x
g; — o, representa la utilidad marginal (lo que tiene ¥ lo que ofrece).
Las incégnitlas son:

(00, 0p,04,...) =0€ R™".....d = (da.dy.dc....) € B
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es decir. m v n, respectivanieme. Estas adas deben expresarse en
1érminos de los precios, que son fijos y conoacidos. para cada individuo. A\ su vesz.
las funciones de demanda estdn aseguradas por:

o= f, (P. 1
o, = 1 (P. P

Las eenaciones de oferta se puceden despejar. porque liay # + m ecuaciones y n +
m incagnit

De acnerdo a las mercancias, las funciones de demanda para cada individuo
SO

dy = Jfa (P.Pa
dy = f. (P, 1.,
d. = f(P.1)

en donde la demanda. para (A, esti asepgurada por la ccuacion (6G.1).
In ol caso del cquiltibrio gene ml del mercado. ~c cmplean tres conjuntos adi-
cionales Je simbolos:

O, = 3. 0, represcnta ¢l suministro total de tierra.
D, =3 d,
F=5

El equilibrio de mercado general se define por cuatro conjuntos de cenaciones:
i) Las canmiidades de servicios productivos proporcionados. son funciones de los
precios dentro de un total de »n ecuaciones:

0 = F(Pr,
O =k, (P 1.

"

i1} Las cantidades de bicnes 1terminados (demandados) son funciones de los
precios:

D.

D,=0 -P—(DyPo+DPo+- V=0 P

i) La cantidad de servicios empleados. debe ser igual a la cantidad ofrecida:

=(Du.12.D.... )
O = (0.0p...)

que contiene un total de n ccuaciones; y

A-D=O{D 3)
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i) Lo costos de produceian deben igualar a los procios:

A-P=ud. (7.1)

ion que también contiene un total de wm ecuaciones

Walras no da ninguna indicacion acerca de las condiciones econdm
rio individnal.

= del em-

¢ sistema registra an en total de 2m + 20 ecuaciones.

Indeterminadas Niimero
7. Cantidades de servicios
prodiictivos ofrecidos
(0.0, ...) o "
11 Cantidades de bienes
terminados demandados
(12,.D....) = D "
111. Precios de Jos s
productivos
(pe-pmepec...) =15 n
ios e los bienes 1erminados
Pa-Pr-pe....)=p 1o
T+ 207

PPVicios

A

Los cmpresarios ni ganan ni pierden: por tanto. los gastos de cada clase se
preden considerar proporcionales

La 1eoria del equilibrio econémico general de Walras tratoé de nrostvar que. hajo
competencia perfecta. el pleno empleo de recursos ex compatible con dhessers des

cada individuo por maximizar su ganancia. a partir de sus recursos disponibles.

UN CONTRAEJEMPLO

Cnando Jos cocficientes de produccion son fijos. no se puede medir la produciividaed
marginal en términos de una cantidad fisica de producto.

La productividad marginal de un factor es la suma algebraica de los valores de
diversas mercancias. La medicion de la productividad de un factar requiere, por
tanto. de Ja introduccion de un sistema de valores relativos.

Supongames una ¢conomia que produce dos mercanaias. 4 v 3. wiilizando solo
2 factores de produccion. r e y. en proporciones definidas por las cocheientes de
produceion a, v ay, para A:» b, v b, para 8. Entonces tendremaos los siguient
vectores:

s

(arvay). (by. by).

Supuangamos que la proporcién requerida de r es mayor que la requerida para
13
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Fn este caso, el incremento marginal de la cantidad disponible de 7, permaneciendo
constante y. nos permiticd aumentar la cantidad producida de . La “productivi-
dad marginal™ de r queda definida, entonces, por la diferencia entre ¢l valor del
incremento de /1 y el valor de la disminucidn de £3. Peroe bajo equilibrio de compe-
tencia. el precio del ineremento marginal de r seria igual a esa diferencia,

Si renunciamos a una unidad de B, quedarin disponibles b, unidades de z y b,
unidade

s <l y. Con ellas podemos producir "-_": unidades de A, siempre que podameos
disponer de ('f-:u, - I»,) unidades adicionales de 7. Asi, pues, si el vector de precios

(Pa.po,p7) de (A, 3. X) estd en equilibrio, entonces tendremos, respectivamente:

- (&2pa — )
R e

Oy — O,
7 (&0 b)Y

Con un procedimicnto anidlogo.

_ (f“l’n - l».)
P = (e, — )

(5“_"]':- - I'r-) (,’:*,l'a - Pb)
(o, — b.) (t2a, — by)

queremos demostrar gque fa introduccidn de una elast
productivos de los servicios

(pepy) =

dad de la oferia, para v

modifica las ecuaciones obtenidas bajo la suposicion de

que las cantidades de lox servicios disponibles, para usos productivos, estin dadas.
Ahara queremos demaostrar que es impaosible determinar (g, p,) . cuando

IR

ar by
e
LEn efecto. si
gr b b by
ay By v ay

et s .
Sustituyendo * por . en la ecuacién

(4 pa — ps)
P (e =)

(b2pa—p) _ Bpa—ps _
(%a, by e

El valor de p, queda asi indeterminado y lo mismo sucede con p,,.

= p; =
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Capitulo 8 ALGUNOS
ANTECEDENTES ACERCA
DE LA INFLUENCIA DE LAS
MATEMATICAS Y DE LAS
CIENCIAS NATURALES, EN
LOS NEOCLASICOS

En su obra A mathematical ezposition, some doctrines of political economy (1829),
el inglés William Whewell usé matematicas en economia politica. Era discipulo
directo de David Ricardo (1772-1823) » su objetivo era buscar un métodeo de ex-
posicién preciso para abordar los problemas econdémicos, ejemplo que después fuera
imitado por otros economistas de la época. FEnire éstos destacaron especialmente
» Cournot. a su vez influidos por distinpguidos filésofos » pensadores, como
Compte » Kant.

Jean-Baptiste Say (1767-18142). economista francés que originalimente inten-
tara dedicarse a los negocios para desp inmeresarse por la economia motivado
por la lectura de La riqueza de las nacione . de Adam Smith, se vio fuertemente
influido por Carnot. En 1814 el gobierno franceés lo envid a Inglaterra, para que
estudiara alli las condiciones econdémicas de ese pais. De sus observaciones en
Inglaterra surgio De L Anglaterre «t des Anglais.

Una vez de regreso en Francia, en 1816, empezsd a ensenar econonva y se creo
para él la cdtedra de Economia Industrial. «n ¢] Conservatorio de Artes v Oficios,
en 1819, En 1831 fue nombrado profesor de ccononua en el College de France.
Sus obras principales son: Trafeé ddcononne politique (1803) » Cours complet
d'fconomie practique, siguiendo la tradicidn de Cantillon y Turgot. Su concepto de
equilibrio econémico conocido como Le y de Say. que sustentaba el principio segin
€] cual la oferta creaba su propia demanda. tuve gran influencia en el pensamiento
econdémico de aquella época.

Antoine Augustin Cournot (1801-1577). por su parte, fue un matemmaitico
¥ economista francés de gran renombre. lmpartié matematicas en la Universidad
de Lyon a partir de 1834 y mads tarde fue Rector de la Academia de Dijon. Se
distinguid principal te por sus imientos cientificos ¥ por sus contribuciones
a las matemdticas, las que aplicd ampliamente en el campo de la economia. Entre
sus principales obras destacan: Recherches sur les principes mathémaligues de la
théorie des richesses (1838), Principes de la theorie des richesses (1863) y Revue

ire des rich (1863). En ellas empled “funciones de oferta y demanda”
para demostrar cémeo se formaba el precio bajo condiciones de monopolio puro,
duopolio y competencia perfecta. Se le considera uno de los fundadores de la
economia matematica.

En su parte dular, los principios de Cournot constituian una teoria de los
precios de monopolio. Intentd determinar la funcién de demanda de un bien ven-
dido por una sola empresa, cuyo precio era fijado por esta empresa. En el caso
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mas simple, cuando el costo del producto os minimae (agua mineral. por ejemplo).
cl precio de equilibrio se fijaba de acuerdo a la ganancia i de la enpres:
Si se conoce la relacién entre la demanda Dy ¢l precio p. os decir. si se supone

conocida la funcién f{p). €l precio alcanza un maximo cuando la derivada de esta
expresion es igual a cero:

Jr) +pS(p) =0.

Cournot no conocis el positivisino de Auguste Compte (1798-1857) sino hasta
en los dltimos afos de su vida. Cournot afirmaba que: “los positivistas. que son
gedmetras, ;olvidan acaso que constituyeron la basc de la filosofia matematica
(.-.) discusiones siempre abicrtas entre gedmetras (...) sobie ¢l origen v naturaleza
de las cantidades Jlamadas negativas, imaginarias. indinitesimales (..0)
desaprabacion o la admision de la idea de fuerza v sobae L
¥ utilizarla?

sobre la
forna de introducivla

Cournot atacé el positivismo de Compte v se declars segunidor de Kant. En
1843 publico Erposition de la theorse des Chances of dis probubidites.,

A su vez. ¢) notable pensador alemdn I. Kant (172.1-1801) escribi

“_.tampoco (...} como la agrimensura merece ¢l nombre de geomeina practica.
distinla de Ja geometra pura, de la misma manera. ¥ imcenos aun. debe considerarse
e} arte mecanico o quimico de los experimentos o de lax observaciones como una
parte prictica de la teoria de la naturaleza: (ni) Ia econummia doméstica. rural o
politica. el arte de las relaciones sociales. las prescripeiones de la dialéetica (...}
como pertenecientes a la filosolia practica. yva que ellas no conticnen mas que nor-
mas de un comportamiento y. por tanto. (constituyen) tecnicas que sirven para
producir un cierto efecto posible. segin los conceptos naturales de causa v elecio:
normas que foriman parte de la filosofia 1cdrica... 7

Para Cournot. en econonva lo as

rado por Kant traducia en que, aunque
fueran producto del hombre, las actividades econdmicas no ponian en juego la
moral » la libertad. Para éI, la naturaleza nos da a conocey
podian conocer cientificamente. porque es dificil darle & esos hechos un tratamicnto
malemitico. A nivel social, en cambio. existia la posibilidad de aplicar ¢l método
matemidtico principalmente en el cdlculo de probabilidades. para hacer posible un
conocimicnto

los hechos que se

ientifico. Cournot opinaba que “lo que el hombine hace, agquello para
lo que encuentra un modelo, si es necesario. estudi
Jisicos,

ndo los frnagmenos puramonte
que la naturaleza viva no sabe o no quiere hacer. s lo que se hace por
I6gica y método, por geometria y calculo, por combinaciones v disposiciones de
elementos yuxtiapuestos.”

Para Cournot, la sociedad funciona como una maquina, que ¢s la economia
positiva, vista como el conjunto de las “ciencias calificadas como econdmicas, que
ticnen por objeto esencial las leyes bajo cuyo imperio se forman y circulan los
productos de la industria humana. numerosas comeo para que las individualidades
desaparezcan, y donde no haya que considerar mds que masas sumisas a una especie
de mecanismo. muy semejante al que gobierna los fundamentos del mundo fisico.™

Cournot se adherra asimismo al dogma segtin el cual ¢} método cientifico es el
método matemaditico. En economia, estimaba necesario que la libertad econédmica
fuera e} régimen del futuro, pues, aferrada a esta condicién. la sociedad podria
desarrvollarse. El liberalismo econémico, por tanto, definiria las condiciones de un
desarrollo armonioso de la ciencia social.
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Capitulo 9 EL MODELO DE
: INSUMO-PRODUCTO DE
LEONTIEF

Las ideas bdsicas de Leontief {(sohre el andlisis de jnsumo-producto) surgicron del
estudio y trabajo realizados en los balances de la cconomia nacional sovidtica.
Leontief se encontrabia 1odavia en Rusia cuando publicé en 1925 su articulo “Balans
Narodnogo Chopziasra SSSIT . en la revista “Planovoje Choziaslsva™. En dicho
articulo desarrolls
produccién.

La primneras aplicaciones del modelo de insnmo-producto fueron real
la finalidad de resolver las problemas planteados por la economia sovi -a y pos-
teriormente de la cconomia 1adounidense.  En este diltimo caso. primero para
responder a Ja movilizacion bélica de la Segunda Guerra Mundial v, despuds, .
udiar las repercusiones de Ly s sobre los niv
les de empleo, asi comao instrumento de andlisis para los problemas generales del
desarrollo agricolia ¢ indastrial v para anlis

cucencias en la

sus ideas sobre el andlisis de costos v sus conse

das con

ra

ctividades héli

spension de las

s regionales y muondiales,

El modelo insumo-producto estitico es, quizii. ol modelo lineal miis sencillo que
ster. Los supuestus centrales en los que se basa este modelo consisten on:
1) Las téenicas de produccion permanecen constantes; os decir. hay un anico
procedimiento o receta para producir cada mercancia:

2) No bay produceion conjunta ¥ cada industria produce tnicamente un solo
producto: ¥

3) La relacion funcior
decir. la economia crece hamotéticamente, La cantidad de mercancia 1. neces
para producir una unidad de mercancia jo es constante, independientemente del
nivel de produccian.

Supongamos ahora una ceconomia dividida en m sectores y con m productos.
Designemos a los sectores con la letra 1y designemos con la letra j a los productos.

tl cnire insumos v productos es de cardeter hineal; es

X, = volumen de produccion bruto del sector j: ¢s decir, de la mercancia J;

X,, = cantidad de la mercancia §, necesaria como insumo para la produccién
global bruta del sector ;.

d, = producto fina) (o neto) del sector i. Carresponde a las ventas del sector

i que no van a ningutio (e estos sectores; es decir. representa el praducto final. el
que puede ser consumido. exportadoe o acumulado para fines de inversion.

Las ecuaciones de balance fisico, necesarias entre el producto y el insumo,
pueden describirse por medio del siguiente sistema de ecuacion

Ny =t + Tzt T+ dy
Xo=r2+ Tz + -+ Tom + d2

N = Lmy + Tm2z + - Tmm + dm
Como la relacidn entre insumos y productos es de cardcter lineal, entonces

. (9.1)

Ty

a,;,X,. (9.2)



ap Ny + @2 XNo + s b agn XN + )y

Xy =
Xz =anX) 4+ a2 X9 + -+ + @37 XN, + 2
. (9.3)
Xm = dmi Xy + 0m2 Xz + -+ + amm XN + du
Representando este sistema en su forma matricial, tenemnos:
X, apy a2 - aym X, oy
o1 a2z - a3 Xy o,
= ; o . . + g (9.1)
Gy iz Xom ..
» entances
X ay @z - Gym oy
X2 an a2z - P PR
. - : o o = . : (9.5)
X Ay Oz [ ..
N en forma sintética:
(U.6)

X-AX =D.

A la matriz A la conocemos como la matriz de coeficientes técnivos x al vecior
X como el vector de produccién, mientras que el vector D es usualmente conocido
coma o] vector de demanda. Ahora bien. si factorizamos al vector X, tenemos:

(I— A)X =D. (9.7}

Denotamos a la matriz I - A como B (es decir, 1 - A = B} v la llamainos

matriz de Leontief. Entonces, el sistema de arriba queda comao:
BX=D. (9.8)

‘Todo el problema se centra ahora en definir las condiciones que nos permitan
encontrar la inversa de Leontief. Mds concretamente: dado un vector Jde demanda
D, ;podemos encontrar un vector de produccién X tal. que tenga solucidn el
sisterna (9.8)7 Si la matriz B tiene inversa, entonces

X=B"'D.

En la tercera parte de esta tesis se discutira esta pregunta. Por ahora. mencionare-
mos que cuando e] sistema depende del tiempo ¢, el modelo se llama insumo-

producto dindmico.



“El entusiasta acritico por la formulaedn
malemdtica fen veonowmyal, ticnde a cocubriv el
cfimero contenido sustantivo del arquimento tras
la fachada formidable de los signos algebiuicos. ™

Wassily Leontief nacié en Leningrado, hoy San Petersburgo. en 1906, Su padre
ara profesor de economia, disciplina que estudid en Alem
Wassily conocio a Tolstoi y a Lenin en un mitin.
Palacio de Invierno. A los 15 afios

a. A temprana edad,
1ribuna colocada frente al
ingress a la Universidad de Leningrado. Al prin-
cipio se incling por la filosofia ¥ la sociologia, pero Inego decidia estudiar economia.
Al igual que su padre, Leomtief se interesd por la ceconomia. pues le parecié una
ciencia mis concreta. Desde los quinece anos ter sulicientes conocimientos e
alemdn » pudo traducir un tratado de teoria ccondm Y tenta.
desde nino. conacimientos de francé:

Terming la Universidad en 1924 y fue designado ayvudame en el Departamento
de Geogralia. Al ano siguiente. 1925, recibic el grado de ceconomista en Leningrado.
a pesar de haber tenido algunos problemas con las antoridacde: a universidad.

intelectuales i recibio “principalmente

v oal ruso. Tambi

de ¢

Segiin o propio Leonticf.
de Simith, Ricardo » Marx.,

us influenc

Al terminar la universidad. a Leontief e Tue i
en la o«

nosticado un tinnor maligno
ra v ol wddico ruso que lo atendié 1o considers un casa perdido. Le daban
un mes de vida, Con ese diagndstico, Leont 0
emigracion v argumentd que le gustari, roa Alennsniea.
amoridades accedicron.  Cuando llegd a Alemania. se o
de Berlin, quien considerd que no era un tumor maligno
Recuperd su salud » esto le permitii inscribirse en la Uiy
trabajo dos anos en su tesis doctoral, fa que verso sobie

s pr a las ant Tades de

mes e morir, L

N

iinG con un mdédico
procedic a extirparlo.
raidad de Berlin., donde
la econonna como un

sisterma de cirenlacion de bienes. servicios y factor

~ de produccidn. ntonce
afirmd: “meinspiré en la tabla ccondmica de Quesnay ™ agregando que “ese trabajo
fue importante para desarrollar mis tarde la metodulogia de insumo-producto™,

Entre 1927 v 1929 trabajé como investigador de la Universidad de Kiel. al
norte de Alemania, en el Instituto sobre la Econona Mundial, Al ~e dedicd a la
derivacion de curvas estadisticas de oferta » demanda. Extas labores académicas
se interrumpicron en 1929, cuando lo contrataron como asesor del Ninisterio de
Ferrocarriles de China.

Después de China pasé a Estados Unidos. habiendo sido contratado en 1931
en el National Bureau of Economic Rescarch y en 1932 en el Departamento de
Economia de la Universidad de Harvard. Allf publicd varios trabajos originales ¢n
revistas especializadas, Jo que le facilité su ingreso como docente en dicho centro
de ensenanza.

En 1932 se casé con la poetisa Estella Marks. Tuvicron una hija. Svetlana.
actualimmente profesora de Historia del Arte en la Universidad de California. En
ese mismo ano firmé un contrato de investigaciin con exta Unjversidad. para la

VPIZANO. Dicgo La estructura del desarrollo, escritos escogrdos por Dicga Pizano. Ed. Tercer
Mundo 1991. Colombia, p. 73.
Zibed., p 9



tia

a de la economia es.

compilacion de las prisme s de insumo-producto acer
tadaunidens Conclnyd gae su andlisis del sistema ccondimico era muay parcial,
resolviendo entonces desarrollar un sistema de equilibrio general apropiado para
una aplicacign cmpirica. En 1935 utilizé una de las primeras computadoras de
gran escala y en 1943 se convirtid en uno de los primeros investigadores en usar la
Afark /. la primera computadora electrénica.

Antiguo colegio de San ildefonar

- it il .
En 1941 Leonief publics el libro La structura do la Economia Norvteamericana.
que Jo bizo famoso en Jos citeulos acadénticos internacionales. Al demostre la uti-
Hdad prictica de la mctodologia de insumo-productio. Durante la Segunda Guerra
Mundial siguid trabajando en esta area. solicitando luego apaoye financiero al go-
bicrno estadonnidense para seguir mejorando las bases estadisticas y conceptuales
si~. Los funcienarios norteamericanas le sedalaron que no
~ tipo de investigaciones ¥ que la iinica posibilidad
de Presnpuesto. Pero dado gque ningan
. era dificil que 1o aprobaran los legis
en dia) dedicado ma;

de su ndlodo de and
ey

fan fondos pava Hi
incluir nna parnid

X8
sery

l.en la Ley
4 entendia los 1rabajos de Leontie
El Conpgreso estiha on ese tiempo (igual que ho)
aprobar pr 1os de gastas il Por est Gn. el misino Leontief
1r b solicitud respectiva. Una de sus eldausuias decia: “Se aprucba
ra linanciar la construcciin de una tabla de insumo-producto en
? Los le-

enpee

congresis
tador,
mente
ayuds i redac
una partida p
Cambridge, NMassachusetts, para luego ser transportada a Washington.
gisladores creyeron que sc trataba de un equipo militar nueve ¥ aprobaron sin
vacilaciin el proyecto. MNeses despuds. Leontief terminaria este trabajo y se lo
entregana a las antoridades de Washington.

ra

Hpue

En 1945, el presidente Roosvelt le solicité al Departamento del Trabajo un
estudio sobre las consecuencias econdmicas de la Segunda Guerra Mundial. para los
Estados Unidos. Las tablas estimadas por Leontief permitieron entonces comparar
los niveles de produccién y empleo. en una economia de guerra, con aquetlas que
se podrian dar en un periodo de paz. Como resnltado del descenso de los gastos
militares. Jos expertos estadounidenses pronosticaban una crisis en la industria del
acero, pero el modelo de simulacion de Leontief predecia lo contrario.

3fb:d. p. 10.
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[

yoectoria de Leonticoll sabeinos que en

ntre otros datos sigs ativos de Ia t
19416 e nommbradae profesor titular en fa Universidad de Harvard (cargo gue solo
se les conficre a académicos sobresalientes) y que en 1948 organize ol Crupo de
Investigacion keonomica «de dicha Universidad. de la que fue sa ditector hasta

ononi

tor externo de la
spurtar bie

cripeno del se

210 1953 publicé un trabajo sobre el d
estadounidense. Demostré que UL se habia especializado en
nes intensivos en trabajo y no bienes en capital, como suponia la mavoria de los
26 como Paradoja de Leonticfy e muy con-

stas. Este resultado se baut

trovertido.

En 1931 fue clegido Pre:
en 1970 fne nombrado Pres
Ha recibido muchas distinciones hanorificas, la principal de las cuales vavo Ingar
el 11 de diciembre de 1973, al recibir el premio Nobel de Feconona.

Entre sus alumnos mids sobresalicntes figuran Paul Samuclson (Premio Nobel
onomia) ¥ el profesor Hollis Chenery, quien fuera vicepresidente del Banco
Mundial x hoy profesor titular de Harvard. Este o iltimo publicd. junto con Paul
thk. un libro acerca de la cconomia interindustr a
*nzo de los ochentas 1uvo divergencias con las anmtoridades e §
» se fae o I Universidad de New York, donde le ofrecieron erear nn Institato de
onomico gue operarin bajo sn direccion. Al ha estado ttabajando v
wbier -

lente de la Sociedad Feonométrica (a nivelmuandial) »
dente de la Sociedad Norteamericana de eonumistas,

Analisis
cpscnando todos estos anos. siendo comsltado frecnememente por diversos

nos.

En 1931 ¢l emperador de Japan le otorgs la QO

contribucién a la implementacion de politicas cconGnn
.

len del Sol Nacienie, por sn

electivas,

En oiras actuaciones significativas de su brillante trayectoria, en anos recientes
Leontief dirigio un programa para modernizar el transporte en Italia, commo también
asesord al gobierno de Espaina evaluando la factibilidad de un proyecto enfocado a
la construccién de un puente capaz de conectar a Africa con la Penrnsula Ibérica.

De Leontief habria que decir. por altimo, que aunque se le considera ¢l constrac-
tor indiscutible de las tablas de insumo-producto. en realidad sus investigaciones
han abarcado los miiltiples temas de interés general de la economia. lales como
los problemas epistemoldgicos. la teoria keynesiana. los problema del desempiceo
¥ ¢l control de la contaminacidn ambiental, asi como los problemas del cambio
tecnoldgico v del desarme. junto a los problemas de las patentes y de los controles

ACIHENERY. Hollis y CLARK, Paul. La economsa mtertndusirial tnsumo-producto y progra-
macrdn Ineal. FCE, México, 1980.
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lega e
de algun

aduaneros en lus puertos maritimos, entre

antos otros, problen

s fue

manera eshozan y van perfilando los grandes trazos del Tuturo des Ja

ccanomia mundial.

Asesmato del archidugue Froncisco Fernando de Austria ¥ su espasa en
Saramaio « 3

ajevo, ilustracion de una publicocion de 1914, Apenas'se pr
con el asesinato del archidugque ausiriaco el 28 de junio dr 1913,
continente ardic por los cualro cosiados. Durante un mes se hicieron
esfucrzas para localizar ef ronflicto. pero, cuando Ausiria declara finalmente

werra & Servia. Iox paises se vieron rapidamente orrastrados wio 1ras otro
a lo refriega. Foto Aschivo Carmen Lopez.
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Capitulo 10 EL MODELO DE
JOHN VON NEUMAINN

or conocido como el Maodelo

\’v.unox ahora otro nodelo econéniico relevante, me,
cumann. Iiste modelo considera una economia que transforma un vector

ele

X e n

stencias, on un

a partir de existencias en un vector Y€ /" de o
Este periodo de tiempo se considera como una unidad. dentro

de n mercanc
periodo de tiempo £
de un “periodo de produccidn™:

(X.Y) e /i x R

en donde X es el vector de insumos » Y el vector de productos,
1 conjunto de (X,Y). tdenicamente posible en una cconomia.
combinaciones insumo-producta. A este conjunto se be Bama de teenologia o e

producciin de la «conomia. Se deno

contiene las

por I

(X Y)e 1 x I}

en donde X oon ¢l vectar de insumos, mientras que Y es ol vector de productos.
Ia cantidad de [a s mercancia. necesaria comno insimmo. para la

Sea a,, =
ctividad™:

produccion del j-Csimo proceso o
Sea b, la cantidad de la i-fsima mercancia,

taria. del j-¢sismo proceso.

producida ¢n una operacian ani-

¥ B matrices

neias ¥ m procesos en la econonua.

Existen » mere
mxm, tales que A, B > O.

Sea ahora a € /" tal, que

“y @
a= a, = H
a, B
y sea b € A" 1al. que
I by
b = b, = .
b,

Una operacién j-€sima, del j-€simo proceso, transforma a’ en b?.
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Sea Z(t) un vecior en By cuyo j-d’simo elemento significa ol nivel de operacion

del j-csimmo proceso, en el periodo £

Z(t) = O, V1.

El vector Z(1) se llama vector de nivel de actividad o vector de nivel del proce so,
on ol periodo £
X/t es un vector de insumas, en el periodo £ sto significa que 1o podeinos
escribir camao:
X(1) = AZ(1).

Anilogamente. Y (1) es un vector producto, en el periodo 7. Entonces

Y (1) = BZ(¢).

constante. entonces A, B son constantes. en ol perfodo 1.
istes disponibilidad libre: os decir, si (X, Y ) € 1. entonces existe un Z € Ry
tal. gue

XZ2ZAZyO0O Y £BZ.
El conjunto de fa reenologia de von Neumann., Ty se puede eseribit entonees
conm:

T ={(X-YIE W x R"|X>AZyO <Y < BZ}.

‘o viértice en el origen. Alganos

para alguna Z2 2 O. I'x os un poliedro convexo
supuestos de los gue se parte son los siguientes:
(N

AZ>20.B>0
{2

A+DB>0O
(. ) significa que si

a, =0=b, >0
¥ que si

b, =0=a,, >0
lo que significa que cada mercancia es: o bien. usada comeo insumo: o hien. pro-
ducida como producto, en cada proceso de produccién. Veamos ahora las suposi-
ciones de Kemeny, Morgenstern y Thompson:

(-4

Az20.B=2O0O
(As)

vj3i | a,, > 0.
()

Vw335 | b, > 0.

Pero. segiin Karlin:
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{A-1) T s nn cono convexo, cerrado en R,
{(A-2) (Libre disponibilidad):
(X.V)e7,X'2X
yO=sY =Y =2(X",Y)e7.
{A-3) (La impasibilidad de la tierra de Cockaigne):
(. Y)eT=Y =0

(A-1) (La productividad):
ViHX,Y) € T al,que y, > 0
{cada mercancia es producible).
De acuerdo con (A-1), (A-1) es equivalente a (A-17):

IX.Y) € T aal. que y > 0.

Von Neumann restringié se consideracion al conjunto de travectorias de ereei.
miento balanecado: es decirg a as traxectorias:

{rity. ut)) €l

Y/} = aX{/). para alguna o > 0.

-

Sia < 1. la economia tiene miis posiblidades de decrecer gue erecer.
Definicién.
Pefinimos una funcién
ol — It
como
a(r.y) = max {0 ]Y =>aX)}.

donde (X,Y) # O.
El valor o(X.Y) se llama tasa de expansion del proceso (X,Y) € 7.
Pero a(X.Y) no estd definida en (Q,0}. Por (A-3). {O,Y) &€ 7T".si Y > O.
Sea o (X.Y). i=1,..,n
“ siz, >0
ocsi =0y y >0
indefinida si x, = 0 v 4, = O.

a,(X.Y)= {
= a(X.Y)= m.in a{X,Y)IVX > O.

Teorema 1.
(A-1) T es un dominio convexo. cerrado en R3".
{A-2)

(X.YV)eT, X' 2X,y0O=2¥Y' Y =(X.Y)YeT

(A3)(O.YV)ET =¥ =0



A-1)
vid(X,Y) € T tal, que ¥ > 0
= AX,¥) € T tal, que ¥ = 4aX
donde .
a=2aX V) ya2alX, YIV(X.Y)e 7.

con X 2 0. También tencmos que & € R,.

Demostracidn.

Sea

T =T 8,(0) < It
Como T s cerrado. entonces T° es también cerrado: por tamo. T ox compacto.
Supongamos ahora que a(X,Y) es continua para 1odae (X. Yy € 7 o7 .
Entonces. o(X.Y) alcanza un mdximo «obre 7 . por ol teorema des \Weierstrall,
También a puede ser discontinua y entonces definimaos
naor
COmo:

={{X.Y)eT:a(X.Y)= 0 (X.Y)}.

por lo que. claramente:

7\ {0} = J7..

Sca ahora

Ti=T.U {0}

 sea (X,,Y,) una sucesion convergente en T, con limite (Xo. Yol . Entonces,
cOMO
(9) y_(v)
=@ r,

para (X, Y9)) £ 0. cutonces -fm- —:n—, ¥ por tanto. o(X". Y} = o, (X Y?) es
continua, excepto en los puntos dondc no esta definida.
Sea ahora T; = 7,N 8,(0), 53,(0) € 3. Entonces a,(X,Y) alcanza ¢l miximo

de los b, sobre T,‘.
Elegimos el maximo de los b; sobre i, que existe claramente. Queremos de-

mostrar que existe un (X~,Y~") € T tal, que a(X",Y") 2 o(X.Y) para cada
(X.Y)eT:
por tanto,| J7: = T, \ {0} .
Escribimos
é =a(X".Y").
Como T es un cono. para cada (X,Y) € 7 con X = 0 existe:
(X,Y)

(XY) = 5o



Sin sinbargo. por delinicidn de
A(X.Y)=a(AXAY) = a(X.¥).
»ya que
(X" Y )2 (X.Y)IVIX.Y)e T wnX>0

y entonees (XY ) = o(X.¥Y).UX.Y) e 7con X O. De la suposicion de
dispounibilidad libre (A-2) podemos encontrar un (X.Y )} € 17 1al. que

6=ea(X.¥Y)=a(X".Y")

v Y = aX. De esta mancera

a=aX.¥)zaX.Y)VIX. V)& T.

con ¥ = aX.
Finalmente,mostraremaos que a € %, De (N -1). sabemos gue exis (X.V¥)

T aal.que ¥ > 0. Como of X.¥) > 0v o 2 ol X. V) cntonces 6 > 00 a < e, S

sipue de (A-3) v de (A-d) que ¥ = aX

= QED.

Prg cpuens. aryibas IAS. Woery 5 see o
a1otas hadat o TAS. alpy s o 1933, (Carta b | Inotvtwie ¢ Lotodm Avontodn
Hikinmecn $v EAbiss Humprstms § ©srnetan faavebeas

Fl tcorema 1 cs equivalente al problena:

inax o
(X.Y)
Y —aX >0 VX.YIeT

Como o es una funcién (X, Y). ni las restricciones ni [a funcién son lincales.
La solucidn se denoté por
a=aX.¥).

Si introducimos la tecnologia von Neumann,

Y=BZyX=A2Z.
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que se puede escribir como:

max i o
sa. (B—nA)Z>0y Z > O.

El problema dual consiste en:

min : J
saaP(B-JA)SsOy P >O0.

Existe una solucién 3.
En general, como 3 < a.
PA’ > O.
~ la razon
PrB’
PAS
es o] retorno entre ¢l costo, una clase de razén de ganancia de la actividad j-€sima.

P (B - 3A)

significa
PB/
Ao
en donde 3 es la razdn de ganancia miaxima. Se interpreta como factor de interés.
Teorema 2
{A-1) T es un cone convexo en R47.
(A2 (X Y)eET. X' 22X, v O< Y <Y = (X.¥)e 7.
(A-3) (0.Y) € T tal. que Y > O.

Entonces existe un P al. que P > O

= Jsi PA’ > O.

P(Y — aX) <o.v(X.Y)ell.

Demostracion
Por definicién de &. no existe un (X.Y) € T tal, que

(Y — aX) >0,
¥ por tanto

IX'.Y’') € T ral. que (Y’ — aX’) >0

= Je >0tal.que Y — (8 + &)X " >0.

iEntonces @ no es la tasa de expansién mdxima!

Como T es convexo y
f(X,Y)=Y —a&X
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al de las funciones con-

. por el teorema fundane

s coneava (v de hoecho lin

Xiste un tal. que

vexas), entonces

PAX.Y)<0,WX.Y)e T.

QED.

Teorema 3(von Neumann)
Sean A y B las matrices de insumo-praducto. respectivamente, en Ia tecnologia

van Neumann. Entonces. bajo las afirmaciones (A-1) y (A-4), tenemos que

33 >0,Z=>0. yP>0

en donde _ ~
A>0.Ze Ry P e 1 rales. ques

(i)

(B ~aA)Z > O:
(i)

(B—-aA)< O:
(iii)

P(B ~aA)Z =0,

De mastracicn
Sea (X. V) o proceso que origina la tasa de expansion maxima a on ol lcorema

1. Entonces

Emonces

(i) queda demostrada. .
Como por hipdtesis 6 > 0 » Y > 0.
Z > 0. Para mostrar (ii). del teorema 3. que concluye

P(B - aA)Z <0

con P 2 0VZ > O tal. que
P(B - GA)Z <0 con P 2 O.
Por tanto. (ii) se ha demostrado.
Para probar (iii). témese en cuenta que (i) ¥ P>0= P(B — AA)Z=0 tal.
que P(B — GA)Z = 0.cu virtud de (ii).

Q.E.D.
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Si tenemos una matriz (A, B). sean Z(1) » P(1) Jos veciores de ui
dad x ] v

ol e setivie
tor de precios en ©] periodo 2. respectivamente. Sea (3(4) ol lactor sle
en ol periodo t. Entonces tenemeos las siguientes relaciones de ~equilibrio™:

AZ(t+1) < BZ(1);

(i)
P(r+ 1) [BZ(t) — AZ(t+ 1)} = 0:
(iii)
FOHPHA = P14+ 1)B:
(iv)

[3(OPUHIA — Pt + 1)B]Z(1) = 0.

~ imposible consumir mis de lo que cada mercanca (en ol proveso de
Gu) es capaz de proporcionar:

i una mercancia es1a suministrada en exceso. s precio se e coro:
(iit) 11 proceso de prodaceidan no 1endrda ganan
s rerao;

A positiva » la gans

{iv) Siun proceso reditia panancias negativas, no sera atilizado,

Supongamos un crecimiento balanceado, en ¢l sentido de que:

Zir + 1) = aZ(f).
P+ 1) = P(4) constantev/

N (1) = 1 xea constanie pari 1oda
Entom es. eseribiendo Z(0) = Z, podemos reeseribin las cuatro relaciones como:
(%)
(B-aA)Z = 0:
Gi%)
P(B—aA)Z =0:
(ii7)
P(B-8A) <0:
Giv7)

P(B-—-4A)Z =0.

A esta cuarteta (Z,P, 4. 3) la llamamos: cuarteta von Neumann. _ -
El tcorema 3 prueba la existencia de tal cuarteta,cona =58>0y Z 2> O. P >
O.
Aqui. & no se define como ¢} [actor de expansiéon maxima.




IRREDUCIBILIDAD.
Segin of teorema 3. probamos la existencia de (A.P. Z)eonn >0 . Z > O P
tal, que

v
o]

(B—-—aA)Z =0
P(B-AA)soOy
P(B-aAA)Z =0

Definicién ~

Llamarmos a la tercia (4,, P, Z) el equilibrio von Neumann, de la economia
(A, B).

Definicién

El conjunto de indices 1 € NV = {1.2. ... 51} se Hame un sobeconjunto in-
dependiente. siemipre que sea posible producir la anercaneia + € 1 sin consumir
cualguicr mercancia i € 19, donde 17 = NV \ 7. Es decir. ex independiente st oxiste
JC A= {320 o) tall que

a, =0.¥re 1 yVvie.t ¥
b, > 0.Vs€ ] para alguna j € .1

La matriz nisumo-producio (A, B) se Jlama irreducible i v solo s a.
Si el modelo es irreducible. entonees existe nn matri, Pode pernniaciones 1al,

qite PAPT s descompone cano:
A Az
O A )
Teorema 4

Sea (A, B) la matrizinsuimo-producto de la tecnologia von Naumann. Supong-
amos que existe a > 0.2 2> 0. P> 0.Ze ™ y P e " aal. que

(B—&aA)=> O
P(B-4aA)<O
P(B-—a4GA)Z =0

se cumplen. Entonces. si la matriz insumo-producto (A, B)es irreducible. tenemaos
PBZ > 0.
Demaostracion
Reenumeremos j » particionemos Z de tal manera, que
Z = (2°.2"). donde
2°>0y2'=0.

Sea ahora  J el conjunto de indices donde Z° > 0 ( entonces J+ = M\ J es o}
conjunto de-ndices donde 2! = 0). Sea también b € RT cuvo j-¢simo elemento es
&,,7 ¥ sea. ademds. | el conjunto de indices 7 tales. que 4,2 = 0).

Reenumerando 7 y j. A y B, respectivamente, pueden particionarse como:
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Ay Az
An Ay

B,, B,;
B2 B :

Por la hipdtesis del 1eorema. se cumple que
BZ > AAZ.
o cual significa:
By, By ?" >a A Az ?"
Bs Ba: z - Az A z
anl_' = f\A“Z" »
B2V 2 nALZY
y.opor 1anmo, 20 = 0
= 0 por «h'ﬁni('i:}n de oy J. (Por tanto. O

Pero B 2"

= B_».Z“ 1al. que
B;.Z' = B;2Y%). Entonces aB2Z% < 00 Ay Z° < 0. ya que a > 0.

Pero A ZY > 0 yagque Ay = O v 20 > 0. de tal manera qui debemos tener
AnZY = 0. Esto.en vista deque Ay 2 Oy 29 > 0; es decir. o, = 1), FEA

Como {A, B)es irreducible por hipdtesis. entonces I¢° = 9. Lucoo. | = N: por
Tanto: R

bZ >0.¥i=1....n
= BZ > O
= PBZ > O.
QED.

o s ade.
25 Institute 4u Cavdie Avesiode — Binimime de Lamdine Hitorins s Comme



Capitulo 11 EL MODELO DE
PIERO SRAFFA

Descripcién _general

raffa estudia esencialimenite ¢l sistema de precios de produccion » la influencia que
tienen sobre ¢l las variables de distribucion, es decir. las tasas de beneficio y de
salario. Otras problemas. como los niveles de produccidon. empleo. distiibmcion del
ingreso v del crecimiento. no se toman en cuenta. La causa de esta limitariin en el
andlisis se debe a que Srafla se centra en el sistema econdmiec
no dependen de las var

cuyas propicdades
rwiones de las escala de produeccion o de las proporciones de
fos “factures™. Esta limitackin 1o hace s
en ol semido matemiitico.

11 anal

sceptible de tratarse de manera “exacta”™,

is de Srafla se divide en cuatro partes. Fua proner lugar. nos presenta un
procese productivo completamente cerrado: es do
can

. un proceso en donde las mer-
s aparccen tanto como medios de produceion. que comeo prodnctos. Ndemnias,
las cantidades producidas de cada bien que se toman como constantes
exatlamente a las ¢

L ~omnaguales
des empleadas coma tiedios de prodaceion . Fioproblema
contrar los precios relativos ade Bas distinnes ecrcaneds

Fatos precios deben ser tal

~e= rednce. entonee

que. respetando Lo re
i (Jos precios de las cantidade:
los v ontus (precios por cantidades fisicas de medios de produceons ~can iguales,
permitan reestablecer ba pasicion inicial del sistem
1 sistema de precios se puede plantear de la siguiente manpera: Hanuonos AL B,
.. K & las cantidades producidas anualmente de fas mercaneias a7 b7, 0 8

de o Tos o vabores” de da

Pnicas oo

~ poduciosy v los valores de

flamamos A,. Bq..... IV, a las cantidades de estas inercancras necesarvias para la
produccion de /1. como asimisme, necesarias para s produccion de 3. K. Los
montos de produccion v los requerimientos teenoldgicos son datos conon idos, Las
incopnitas por deteriminar seran los precios de las & mercaneias 12,00
slecir. estos precios son una resultante de la tecnologia ¥ no deseis e
papel en la reasignacion de recursos. Lo inico gque hacen os senalin los
de las unidades de mercancias “a”.*b”
1iran reestablecer la posicién inicial del s
escribirse de la siguiente manera:

Py oes
noningun
valores™

s que. s

son adoptados. permi-
tema de sabsi puede

Aaly + BoPo 4 -+ No P = AT,
Aol + BoPo -+ -+ KNole = B3P,

AP+ BePo 4+ NiuPoo= KNI

Comeo por definicién la cconomia de subsistencia s

= Ao+ Apt -~ oAl

lo mismo sucede para B.

. K. Cualesquiera de las ecuaciones puede deducirse de
la suma de las otras. Este

sistema tiene, entonces, k& — 1 ecuaciones. las que a su
vez dererminan & — 1 precios relativos. Los precios se expresan en términos de una
mercancia elegida como unidad de medida. cuyo precio es igual a 1 (los precios
siecmpre son relativos: la nocién de precio absoluto. en cambio, no tiene sentido).
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Uno delos efectas de la aparicidn de nn excedente se debe a
la nocidn de productos de lujo; esto es
lujo se definen como los que no son uti
ni como medios de subsi

introduceion de
producios no esenciales. Los productos e
tedos ni comao instrumentos de produccion.
stencia, on la produccion de otros.  Fsta categorfa de
productos no puede existir en el modo de subsistencia. ya gque. por el hecho de s
el excedene igual a cero, por hipotesi da mercancia tiene. a la vez, el papel de
producto y» de instrumento de produceion.

Los productos de lujo no interv

nen en la determinacion de un sistem
puramente pasivo. Sraffa dice que si de una de las ecnaciones
elimindramos una incégnita (por ejemplo. el precio de un bien), las ecuaciones
restantes continuarian formando un sistema determinado. gue admitivia
soluciones gue el anterior. Esto no ocurriv
un bien esencial (es decir, un bien gue entra en
directa o indircctamente).

de ecug

su papel o

S 1Mis-
ramos
e todos Jos bienes,

mas

so de gue elimin,

produce

Srafla nos presenta un esquema del procezo ccondmico caracterizado por la
aparicion de un excedente. Manticne la j is de goe tanto 1o producciaon,
por un lado. como el conjunto de los medios de prodaccion. por ¢l otro, estian
constituidos por las mismas mercancias. PPero. a diferencia de lo gue ocurre en el
primer esquema. se supone que la estructnra tecnologica es de tal naturaleza. que

canticlad producida de cada bien pucde ser mavor o g
medio de produccion.

POt

" 4 comao

1 =valor”™ de la produce
ducto)
produc

n (s decir: precios. por cantidades 10
supera al de los costos (pre
i0n). razén por la cual se dispone de un excedente. El sistema de e
ciones con el g pucde presarse este esquema deserming., simultdne
conjunto de los precios relativos x la tasa general de ganancia. Esta tasa general
de gananc < la manifestacion del hecho de gue of excedene (o heneficio) se dis-
tribuye. en cada actividad productiva, en proporeion al “valor” de Jos medios de
produccion utilizados. Igual que en ol mema anterior. denotamaos por rala tas

de ganancia v ol sistema de precios de produceion se escribe

icas de pro-

ius. por cantidades fisi

s el Jos medios de

ua-

nente. ol

omo:

(AaPao BaPo 4+ -+ NP1 + 1) = AL
(AePa+ BoPy+ -+ NP 4 1) = BI%

i;l.P. 4 BiPa+ -+ K PY1 4 r) = N1%

Como sabemos. ademas, que:

A= Ag+ Ap+ -0+ Ax

B> B, + B+ -+ By erc.

tenemos. al menos. una desigualdad estricta. El sistema contiene & cenaciones
independicentes. que determinan simultdneamente los & — 1 precios relativos y la
tasa de¢ beneficio.

Srafla altera el supuesto acerca de s
primeros

larios, que habia establecido en los dos
ssquemas. Hasta este momento se ha supuesto que los salarios estian
representados por los medios de subsistencia necesarios para los trabajadores, de




Fomanera gue los salavios intervienen on of sist
oimbustible de los motor
1 elemento s

na en ol i
2 pero, en realidad. los salarios pueden contener no solo
nte de L subsistencia (que os constamte). sino. ade
una participacion del excedente (que os variable), 71
frente a

cmpre pre nas,

al vez lo miis cunveniente
erfa dividir el salario en sus partes componentes: ox decir. seguir
tratando a los bien necesarios para la subsistencia de los tral sclores como
medios de produccidn (o) igual que ¢l cambustible) yo al elemento varviable, como
parte del excedente del sistema.

Para evitar manipular ¢l concepto tradicional del salario, Srafla prefi
siderar al salario entero como variable
esgquema. la tasa de salario v la 1as

ento e

. como parte del excedente, En este

de ganancia no se determinan simnltincamente
poar ¢l sistema de ecuaciones on las gue el misiao

WGUENIA SC eXPresa. paesto que

1a desde o] exterior y, la otra. on funcién de

fla afirma:

i una de las riables se {ij
Albora bien. si Bamamos L, La Ly

ilidad uniforme (» no “Tuerza de trabajo

m

una de las dos magnitudes se deterr
la primera. En ¢
de libertad. v

I sistema pued

do

MOVerse con un g
se fijardan tambi
fas cantidades dadas e 11abajo de

. las dern,

L oo algnnos autores sostienen de

nera errénea) v a

v e satario, por unidad de trabajo. of sistema de

precios de produceion se proesenta de la sigaicente forms

(A, + 30+ -+ NoDopdl - ey + Louw = AR,

Wy + 3% - WO+ )+ e = B

(AP + By + -+ K PO 4+ 0) o+ Lpw= KNP,

Si se jguala el precio del producto neto global a 1, tendre
ccuacion adicional:

siguiente

[A—=(Aa+ B+ -+ AN Vo + (13 — (e + By -+ 1300} D
ek R =N, Rt s W) 0= L

tema constaria entonces de b + 1 oy
os. el salario w ¥ la tasa de gananciar). |
e establece, exdgenamente. una de las vari
«lo ganancia) como variable de distribucidén.
Uno de los aspectios importantes de la obra de Sraffa. es que introduce una
particular unidad de medida de los valores. PPara comprender la natn a dedicha
medida. es necesario referirse a los intenos de Ricardo por explicar la 1asa general
de ganancia. a partir de la 1asa de ganancia que se forma en la agricultura. Si se
adinite (como lo hace Ricardo en su famoso ensayo de 1815)2que en la agricultura se
produce un sola bien (digamos. el trigo) ¥ que las subsistencias de los 1rabajadores
agricolas también cs1an constituidas séfo por esce bien (el trigo). entonces la tasa
de beneficio en la agricultura, es decir. la relacion entre el producto agricola como
excedente, ¥y lo que ha sido anticipado. como subsistencia para los trabajadores
agricolas. puede calcularse directamente como tal sin necesidad de re

iones ¥ & + 2 variables (es decir, &
“1ema tiene un grado de libertad
.\lxlv\ de distribucidn (salario o tasa

pre

urrir al precio

ISRAFFA. Piero Producciin de mercancias por medio de mercancras. Oikos. Bareclona, 1966.
p. 28

IRICARDO. David “ an cssay on the influence of a low price of corn on the profils of stock™.
FCE. México. 1960, pp. 1
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de los bienes, dado que Jos dos 1
Asi, on el sector agricola. lat
en los precios refativos

riminos de la relacion son {isicamente homogéneos.
a de ganancia po varfa como vesultado de cambios
sino como resultado de cambios en los salarios reales. Pero
como la tasa de heneficio tiene que ser ia misma, iguala a las tasas de beneficio de
los distintos sectares con la gque se fija en la agricultura,

Malthus puso en ev idencia un importante defecto de este razonamicnto. Para
€1, no existe ningin sector ccondmica. ni siquiera ¢l agricola. en e} cual ol capital
adelantado y todos los resultados de Ja produruon
» exclusivo producte. Los salarios no es

» definan en base a un Gnico

1 constituidos unuamz-nlv por trigo: los
trabajadores consumen también algunos bicnes manufacturados.
) caleulo de 1o 1asa de Leneficio iplica 1a comparacion de agre;
heterogéneas (como comparar ¢ producto, los
para comprarar«

sipnifica que
sdos e bienes

larios » la inversion 1atal): pe
os. hlay que convertirlos a una misma unidad,

Caon ] lin de superar este problema. Ricardo pretendio encontrar una unidad de
valor capaz de medir, como si se 1ratara de una sola camidad. la masa de Jos biene:
heterogéneos producidos, Su teoria requeria de una medida de valor que perimi-
tiera convertirse on una sunple medida homogénea. aniloga a la unidad de trigo
de su modelo simple. en donde los grupos heterogéneos de los bienes se reparten
bajo la forma de renta. salarios ¥ heneficios. Ahora bien. las bienes helerogéneos
pueden convertirse en it medida homaogénea en funcian de sus relaciones de e
bio en el mercado: ex do
complicaciion,

:1os bienes heterogd)

n.

en funcion de los precios o
precios depoenden de la

ativos, Pero agqud surge it
nancia,
- Adam Smnh intems formn rria del valor trabajo.
Para explicar ¢} valor de cambio. Smith se sitiia en una sociedad hipotética donde
todos trabajan » cambian los productos de su trabajo.  I2n esta sociedad. los
producios deben cambiarse en luncion de la cantidad de trabajo necesario para su
produceion, para que el sistema de cambios pueda funcionar.

Al detinir su modelo. Adam Smith piensa en an tipo primitivo de sociedad;
pero Jos logos contempor.
s muy difercme de o que hemos

que estos

Ante exte problem

neos |

an demostrado gue o) intercambio |)ll"llll\|;
naginadeo. En realidad. hay que Hegar quiz
hasta la economia prec a])ll:l||~|d para encontrar un mwdo de vida en donde )
trabajo gastado en la produccion determine las relaciones de cambio. Smith. por
el contrario. piensa que su propia explicacion del v valida para la economia
capitalista. Para este autor. en electo. si el precio natural de una mercanaoa fuera
igual al monto de los salarios pagados para obilenerla. todo seria muy ficil. Un
objeto pagado dos veces mas caro. seria necesariamente un objeto que ha costado
dos veces mas trabajo.

Pero el precio incluye el beneficio del capital. (Se puede decir que el beneficio
del capital sea la remuneracidn de una clase de trabajo: el de direccién de la
empresa? No. dado que las gananc para Smith. se fijan compleltamente sobre
el monto del rapital empleado » son 1mids © menos determinantes, de acuerdo a la
extension de) capital. Por lo anterior a Smith no le parece posible sostener que,
en la economia que tiene bajo sus ojos. las valores de cambio de los productos
se determinen por sus costos en trabajo. Sin embargo. intentando mantener una
relacién entre valor de cambio » trabajo. declara hnalinente que el precio normal
de cada objeto corresponde a la cantidad de trabajo ue se puede “encargar™: ¢s
decir, se puede comprar con otra mercancia. Esta ¢s. a grandes rasgos. la famosa

lor no«




i

neargada a Adam Smith. en o cual ol
a de gananc ios, todavii

‘stor trabajo encomendada o
problema de la interdependencia, entre
no se ha resuelto,

*ara peneralizar sn omodelo simple del trigo. Ricardo traté de coconrar un
“patron invariable de valores™ que permitiera evitar las complicaciones oe la jnter
dependencia entre las precios relativos yv la tasa de ganancia. Probé diversas ideas
(como claborar nna teorfa del valor trabajo). pero se dio cuenta de que los valores-
trabajo no rellejan exactamente los precios refativos. Intentdé 1ambicn tomar un
bien “medio” como patron. pero descubrio que par este camino no legaria sy
lejos. I efecto. respecto a esto senala. en sus Principioss “cuando los bienes

v los pre

rariasen en su valor relativo, sema deseable averiguar con certeza cwiles de ollos
bajaron ¥ cudiles subicron en su valor real. v ello sélo podria lograrse commparidndolos

sucesivamente con cierta medida pormal invariable de valor. gue no debe estar su-

jeta a ninguna de las fluciuaciones a las cuales estan expuestos los denuis bienes".
Desgraciadamene. aprega Ricardo: “es imposible poseer uni metoane
1o las mmisimas v

elee et

ningin bicn que no se halle expue
was rnvo valor gueremons determinar HINEUDO Gue Ho
o $ralutjo para su produce T Esta ide
perfecta del valor

clase.
ciom
1€ ENDIOSTO o TOGQUeT N AN O N
JO exerito. que et una medic
ar un “bien medio” . como patran de valor, resurgivi

e o exist

@ seal no

e Lo

n s L

o

sostuvo en o ailtinmo 1ral

Lavidea de Ricarvdo de il
despnés con Sraffa. Ko efectos nos demosty
coma un bien compuesto v utilizado en ol analisis de la distribucion del ingreso.
en una época dada v en una ccononda que produce bienes reproducibles. Fsta
cuestion. importante en el plano general. no es trascendental para Srafla. ya gque
este antor solo se preocnpa por estudiar las relaciones entee los precios voel nivel de

i como tal bien puede see concebido

las variables de distribncian. cualesquicra que sean los factores gue s determinan
N actien sobre sy variacion.,
Ahora hien, Sratfa se proponc analiz
sobre los anancia. si la tasa de gananci
todas las ramas (s decir, baciendo una hipdlesis de precaucion de fas tasas
de produccion no se modifican ¥ que las canti-
mercans

ion del salario
os Ja misma en

11 los efectos de una v

o A

Supone. ademiis. e lus métodos
dades producidas estan dadas. Bajo estas condiciones Sraffa busca an
que. auncdgue Tno seria menos susceptible que cunalguier otra. para mnnentar o dis-
minuir en el precio respecto a otras mercanaas individuales™.” comao resultado de
movimientos en ¢l salario. sea una mercancia tal, que supidramaos ton «
esa “fluctuacion tendria su origen exclusivamente en las peculiaridades de la pro-
duccién de la mercancia que estaba siendo comparada con clla » no en fas de su
propia produceion™ . agregando que: “No os probable gue pucda encoutrarse una
mercancia individual que poseyera, ni siquiera aproximadamente. los requisitos
necesarios.””

Pero se puede construir "una mercancia compuesta™: es decir. un agregado de

rteza gue

ARICARDO. David Principios de cconomia politica y tributacion. México. FOEI960. pp
273-311.

ARICARDO. David “Valor absoluta v valor de cambio™. Obras y correapondencia IV, FCE.
Méx. 1960. pp 273311

SSraffa op. c1t. p. 37,

Sidem.

Tidem.,




mismas mercancias que fornman ol prodiucio se vaelvan
proporeiones, con tos medios de produceién del agr
ado mercancta-patron, designando con Lo expresion
as industrias que tienen responsabilidad en las pro-

s en donde la
cucontrar. en las mis
gado. Sraffa llama a este agre,
~istema-patrdén al conjunto de
porciones que producen dicha mercancia-patrén.

Kl planteamiento formal de la construccidn de la mercan
neontrar un conjumo de & multiplicadores adecuados (que s pu
VAN qi) v aplicarlos. respectivamente. a las ecu
miercancias “a” . b7 K7, Los multiplicadores. ativma Sralfa. deben ser vale
las cantidades resultantes de las varias mercancias mamtengan enire i lis misnias
proporciones. en el primer miembro de la igualdad (como productos), que las gue
mantienen en el total del segundo miembro. en dicha ignaldad (como medios de
produceion).™ Esto significa que el porcentaje. por ¢l cual la produceion de una
ancia excede la cantidad que entra en el conjunto de los medios de produceion,
rual para todas las mercancias. Srafia llama & este porcentaie relacisn-patren

e

Ta-patron equivale
les Harnar
n las
que

anes de prodice i

«

niere

v o designa con la letra /2.

Bajo estas condiciones, el tema g puede escribirse comao:
(Nodu + B+ -+ Keqa)(} + 1) + Lo

(Bugn + Bugn + -« + B (1 + 1) + Lo

A
T

(I\,,q,, + Woge + - - + Nege )] + R+ Low = Ny

Podemos definir la unidad en la cual las multiplicadores estian expresados. me-
Me una ecuacion adicional que incorpore la condicidn de que Lo camidad de
» cmpleado. en el sistema-patrén. sea la misma que el sistema concrelo:

Lntta + Logo + - - -+ Logqs = 1

Tenemos asi un sistema de & + 1 ecuaciones. las gue determinan & maltipli-
cadlor Al resolver este sistema de ecuaciones. obienemaos un canjunto de mimeros

para los multiplicadores:

(F7a-ql6- - 9'k)
niameros que Sraffa aplica a las ecuaciones del sistema de produceion. (Pero es
evidente que el sistema concreto de que se parte comprende sélo ramas fundamen-
tales.) Aplicando estos multiplicadores. Sraffa convierte el sistema concreto en
sistemna- patrén, de la siguiente manera:

Qlal{AaPs + BaPo+ - 4+ Ko P)(} + 1) + Lou qla AP,
G AP + BoPy+ - 4+ Ko P + 1) + Low] = gy 3 1%

G AcPr & Db & o % Ku PO + 1)+ Lat] = qte ik Py

De aqui. Sraffa deriva el ingreso nacional patrén que adopta como nnidad de
medida de Jos salarios » de los precios. para el sistema de produccion original. La
ecuacién establece que ¢l precio del producto neto es igual a 1 ¥ se reemplaza por

Arbed.. p. 44



(B33

[4a A = (ghAn + qiAy + - + qf . h)] P+
-+ [q,',li — (g i3a -+ 13 + s gl d3)) 1

+ -+ g — (qql\.. BT LY S S I\A)] Po= 1

Esta mercanca “compuesta”™ corresponde al patrén de los salarios » los precios.
La introduccién de la condicidn de normalizacion. en ol sistemma-patrén., ¢
ahora & + | crsaciones (& ecuaciones de precios ¥ una ecnaci I
s A+ 2 dncagnitas (A ecuaciones de pr do~ \.|||.|l'|l s de distrilacian ).
disponiendo de un grado de i vad.
tema-patrdn., la relacion entre el producio neto y Jos medios de pro
duecion puede caleularse en términos fisicos. p
on los cuales las mercanc son iguales. 13 viiva. la mercancia-patron
I al “rige”™ del primer Ricardo. Con mercancia-patron. Sraffa resuelve
s6lo en parte ol problema que Ricardo no pudo superas. 4l pasar del irigo al trabajo
incorporado.

Rie
en las

stahlece

in de norm

1058

~er t1ata de dos agregados

JO s

persp

cqniv

redo. en efecto, buscaba un patrén que taera nnvariable tanto para cambios

condi

iones de produccion de las mercancine, como para las condiciones de

produceion dadas. cuando se modifica b distribuoion del inpg
1o Ininqueda de un patréon invariable. con respecto @ varnaciones en las condiciones
de produceion. encaminando sn analisis Guicamenie a la bnisgueda de an patron de
prec “invariable”™. cuando distribucion del ing iderando
que las condiriones de produccion de las mercance n dadas).

Asi como la 1asa de ganancia resultanie del cultivo de trigo se obtenda o para
el primer Ricardo. de la tasa de ganancia. que en o} sistema-patron se imantiene
como relacion entre cantidades de mercancias, en el sistema efectivo se obtendri
de la relaciin de los valores agregados. Mas especificament e, si recordatnos que f?
es la relacion que se establece. on el sistema-patron. entre of prodac
medios e produccion (lo que implica. entonces. la 1asa de ganancia in
el sistema real). en Sraffa la cantidad 1o0t1al dectrabajo o igual a la unidad (salario
» tasa de salario coinciden). Por consiguiente. la tasa e heneficio prevaleciente en
el s real estd dada por r = () — w).
spuds de demostrar que el sistema-patron es inico. Sraffa utiliza abundan-
temente 1a relacion entre la tasa de salario y la tasa de ganancia. para atacar
miiltiples problemas tedricos. Asi, por ejemplo. analiza ] caso donde se fabrican
mercancias con medios de produccidn diferentes » se pregunta cémo varian los
precios relativas de las mercancias. al cambiar la tasa de ganancia.

En la ~cgunda parte de su libro. Sraffa estudia los nuevos problemas que surgen
al considerar la existencia de ramas con productos miiltiples {produceion conjunta)
» capital fijo. Ademas. Sraffa introduce el factor fic rru en sus andlis
un sistema de ecuaciones mais complicado, en donde. al estar dados los salarios. por
este mismo hecho quedan determinados tanto los precios de todas las mercancias.
como la tasa de beneficio y la renta de las tierras de calidad diferente.

<. Sralla abandona

0% e N

=G varia (eot

o neto ¥ dos

ima para

sV construye
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Capitulo 1 BREVE HISTORIA
DEL ALGEBRA LINEAL

LOS SISTEMAS DE COORDENADAS Y LA GEOMETRIA

Fan ¢l aino de 1637 René Descartes publicd, en el apéndice de su Iiscurso del

Mrtodo, (Geomelra, en donde colocd todo el campo de la geometria clisica al al-

cance de los algebristas. Una de las caraclensucaw del pensamiento cariesiano

que evidenciaba una “tinalidad césmica”, es decir, Ltenia el propossito de genes

-rlizar y absolutizar. Por lo mismo, se dio a la tarca de perseguir una i general
capaz de explicar campletamente todo lo que encierra el universo. en la tierra ¥
en los ciclos. meta que creyé alcanzar en 1644. con sus Principios de la [ilosofia.
Descartes consideraba como un modelo de la ciencia aquella que dictari sus pr
ceptos Iégicos y sirviera como un método general de aniilisis, basandose ~obre todo
en las matematicas. Con tal meta y a fin de establecer la relacién entre geometma »
algebra, 10mé6 lo mejor del analisis geométrico y del dlgebra, corrigiendo los defectos
del primero por el otro anilisis, el algebraico.

Descartes aspiraba también a una “matemitica universal”, que tendria que
Fxplu-ar “todo aquello que pueda preguntarse acerca del orden y de la medida, no
importando que la medida pueda buscarse en nimeros, figuras, astros. sonidos o
Matemdtica universal, de la cual “las matemiticas” (en

cualquier otro objeto™.
plural) constituirian la envoltura.
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Descartes participa, asi, en la revolucwn nateindtica, contribuyendo a la unicn
del dlgebra con la geometria. En su libro Genmetrno no vemos ejes “carte: por
ningian lado y alli no derivé ecuaciones de 1a linea recta ni de las secciones cénicas.
aunque aparece una ecuacién particular de segundo grado, que él interpretsé cono
una seccién cdénica. En Geomelrma, Descartes aplies ¢l dlgebra a la geometria »
esto aparece fundamentado come un método.

Por aquellos anos otro notable matemiitico, Pierre Fermat (1601 -1665), fuce
leal con los ideales griegos del conocimiento especulativo y de los placeres intelec-
tuales. Estudio literatura griega y escribié pocesia. Fermat “sabia gricgo antiguo y
conocia profundamente las obras cldsicas griegas de Euclides, A polonio, Diofanto.
De esteiltimo reconstruyd obras perdidas ¥, como consecuencia, escribié Ad locos
et solidos isagoge . escrita antes de 1637 ¥ publicada pdstumamente en 1679, dondle
aparecieron los fundamentos del método de las coordenadas en forina mas clarva.
En su memoria aparcece explicitamente la ecuacidn de la recta.™?

Otros matemiticos de esa época contiibuyeron también al desarrollo de la pe-
ometria analitica. Uno de ellos, el profesor neerlandéds Franciscus van Schooten,
dio en 1649 la i6n latina de la Geome hivo de Descartes, haciendo los comentay-
fos pertinentes. Posteriormente se dedico a difundir v perfeccionar ¢l método e
coordenadas. ast como el de su transformacién.

Pintura de Frans Hals

Poco después de mediados del siglo X V11 aparecieron publicaciones como el
Tractalus de Sectionibus Conicis (1655) de John Wallis y, poco mas tarde (1659).
el neerlandés Johan De Witt publica E£lemente curvarum linearum. Estos dos

di de H: idad Mex, F.C.E., 1992, p.258

IKLINE , Morris M., i para los



Joseph Louis Lagrange, grabado de The Gallery of Porteaits de Clarles
Kuight, Londres (1813). La mecdnica, eclipsada por ef nomunental irabajo
de Logrange La mecdnica analitica, se manifestaba como el simbolo perfecto
dr o fsica matemdtica. Foto Ann Ronan Prcture Library.

Gaspar Monge. retrato que encabeza la edicion parising de 1850 de
Apphication de Tanalyse & la geomeétrie. Monge dio su forma modcrna o la
seameiria anafinea elemental ¢ introdujo los elementos de primer grado: fnea
recta ¥ plano, Servicio Documentat Planeta.
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trabajos registran una fuerte Influencia Jde Descannes,

Por iiltimo, la idea de coordenadas en tridimensionales (R®) aparecic en un
sis-

eserito de Phillipe de la Hire (1640-1718) e 1679 aunqgue sus ideas no se

tematizaron sino hasta ol siglo XVIL

i3 méa-.‘. ).
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En sintes

con ¢l desarrolla del mdrodo de coordenadas se sustituyeron
puntos por pares de ntimeros ordenados v la
daban los pritneros pasos para la

los

one

Con ello. se

“reduceicn” de la geomeaerria al dlgebra.

LA MATEMATICA, EN EL SIGLO XVIII

EL SIGLO NEWTONIANO

Este siglo fue llamado “siglo de las Juce
ilustracion™ » = siglo de la razén™. |}

. Usiglo del iluminismo™. *siglo de la
¢ un siglo newtoniano. porgue las leyes de
la mecinica permiticron traducir en revaciones difere nerale s los movimientos de
los cuerpos celestes. En ese ticempo se logrd “ver™ la historia presente y futura de
los fenomenos mecanicos. los que hasta ese moinento parcaeian esconder un secreto
inviolable.

La mecinica le dio un notable imipulso a la matemati
rando nuevas ramas y ampliando las aplic

a det siglo XVIILL elabo-
aciones. El avance de los descubrimientos
técnicos contrastd con el éxito de las aplicaciones, al mismo tiempo que subsistia

una gran debilidad conceptual en los fundamentos tedricos de las matemiticas
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VI en forma

s e Newton v Leibniz se difundieran durante el siplo D
lllusunll'\ » distintas ¥ a su esporidica publi-
también, ¢n gencral. debido a gque
1 una mayor velocidad en ta difusion
uss v los Bernoulli,

muy lenta, debido a las notacion
i6n en mernorias aistadas y lragment
comunicaciones de ese ticmpo no permit
de las ideas, Los primeros en aplicar e} cialculo fueron uler, €
oentre olros.
Durante ¢
finalmente, itmplicita
de la ecconomi

ANTECEDENTES AL SURGIMIENTO DEL CONCEPTO

REDETERMINANTE EN EL SIGLO XVIIT

e siglo hubo importantes avances en el desarrollo del algebra. la que

explicitament

. osery como herramienta para ol estadio

IZn et
Guillaume de L’Hopital (1661-1701). .nlm'l eseribic allf un
abstractos. coto signe:

n una carta que Gottfried von Lelhnlz cenviata al marqudcs
vema e tres ecnae

ciones, con dos inddpnitas v con cocficientes “namdérice

104 1dr + 124 =0
20+ 21 4
20+ 31y +

Leibniz observo que cada ninero cocliciente tenia dos caracteres: ol primero marca
en gué ecuaciGon se presentas el segundo marca a qué letra pertenece. Después

procedié a eliminar y. primeramente. v después rhasta demostrar gue st el sistema

tenia solucion tenia que cumplirse:

D2 4+ 1) -2 s - 12230

1o

102132 4 112230 4+ 1220

e cacticieontes que

que equivalia a Lo condiciion del detenminante paria utia niatri
se debe anular. La canta po se publicd sino hasta 1830, por lo que no influyé en

irabajos posteriores,

Los determinantes aparecicron tambicn por esas fechas en los trabajos del
matemitico japonds Takakazu Seki (1612-1708).3

Por su parte el ingléds Edward Waring (1734-1798)., independientemente de
las investigaciones de Christian Goldbach (1690-1761), quien afirmara que fodo
ntmero par vs {a suma de dos nimeros primos y todo impar no primo ex la suma
de tres miime ros primos. también en forma de conjetura expresé el 1eorema relativo
a la descomposicion dr todo nimero cn una suma de potencias de rqual exrponente,
problema que no fue resuelto en aguella época sino a principios de este siglo.! Su
amigo John Wilson (17141-1733) escribié un teorema de congruenci

ZEn un trabajo sobre caleulo integral, ierre Sunon Laplace (114‘)-17 3) tratdé de sistemas
de ecuaciones lincales repitiendo el trabajo de Cramer. pero también enuncié ¥ probé la regla
de intercambio de dos colimnas adyacentes del deterinante cambia ¢l signo. ¥ mostré que un
determinante con dos calumnas linealimente independientes es igual a cero

PFRALEIGH, John BEAUREGARD. #aymond, Algebra Lincal. Ed Addison-Wesley
Iheroamericana, México, 1980, p 188

TBABINI, Jos Ihistoria de las Matemiiticas. Fd Gedisa. Bareelon

SN p. 116
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Hevavie st nomabie

aciones e

AV
las relacione
de igual exponente de sus raic
1eorema s de \Waring estable
de cu 6n os proporcional al producto de los
los coeros de la derivada. También se ocupd de la sepa
aproximaciin de raices commplejas, encontrindose entre sus escritos ol eriterio edel
la fornmla deinterpolacion. que luepo

aving se ocupd de transforn
entre los coclicientes de una cou; B
s, relaciones que mds tavde usaria Lagran
as

winas de las poten fa

que ol producto de los cnadrados de
lores de la funcion. para

raices y de la

cién «de las

cociente para la convergencia de las series
desarrollara Lagrange.

Por ahimo, Gabriel Cramer (1731-1752) estudidé en forma especial Ly teorfa
stemidticamente, referidas en vada caso o

de curvas planas. las que desarrolls s
Gu de los cocheientes de

un sistema adecuado de referencia. En la determinac
caen donde se conoc
ida por su nombre.
investigacidn de puntos singulares]

un mimero suficiente de
wta regla permite

de una curva algebr
punio~ por la que pasa. die la regle conew
resolver anediante series. ol problema de

PRIMERAS CLASIFICACIONES DE LAS SUPERFICIES
CUADRATICAS

La pronera clasificacion de tas superlicies enadriaticas L hizo Leonhaod Falero on
su texto Introductio oo analysorun anfinitorusn (1748). La clasificacion de Faler
era paredida o Ja que establecio De Witt para las secciones conicas. Can base on
el anterior estudio. Fuler considers Ta conacion de segundo grado en tres variables:

AP+ gt O+ Dpg 4 Epr+ Gp+ g+ 1r+ K =0 (1.1}
como representativa de una superficie de R2 Dio formas candnicas para estas
s anostro como rotar M trasladar los ejes. para reducir enalguier conaciion

superfici
dada a nna forma candnica como

APt Byt Ot e N

Un andilisis de lox sipnos de los nuevos coelicientes determinaba en gué casos
n dada representaba un elipsoide. un hiperboloisle de una o dos hojas.,
. Euler no usoé

a cenae
un paraboloide eliptivo o hiperbdlico 0 uno de los casos degenerado
explicitamente valores propios. pero dio una formula para la rotacion (lv los ejes on
R?*. como funciones de ciertos angulos £, Despuds mostrd cémo clegiv esos miismos
angulos. para que los coeficientes D, /2y F fueran cera.

Sibid.. T 11, p. 116.
Stbrd., p. 117

,ob..-. e Amencan Wes of Lnde
< mere it s A8 Batiter, A
LTI T
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Corperriate engrasing of 3 mob
tmhen from an weeEinal by Roman P

iam Hogarth 1697 1704 m
his Famous engeaving © . Obln 1on could be Dought slthauch 1t genersted
=orc poverty, o Hogarsih depsin.

The ety of smiis drinking as depscted by W

In el siglo XVIL la geometra analitica y los mmétodos infinitesimales habian
sido instrumentos para la solucion de problemas geométricos v para la investigaciin
pero en el siglo XVIL el andlisis. sin dejar de prosegnir
mientras se continuaba con el estudio de los
- problemas analineos. A fines de

de las leyves naturales.
esos (ines. se cstndics por si misino,
fenomenos natnrales can desarrollos puevos y

siglo. este cardcter de la matemadtica era puramente algormimico. alcanzando recién
entonces la importancia que antes sélo tenia la geometna,
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LA ECUACION DEL PLADNIO N R

Jacob Hermann (1678-1733), en 1732, dio una definicion para la ccuacidon de un
plano en R3. El plano en R? que pasa por b = (&, b2. ba), con vector ortogonal
distinto de cero d = {dy, da, ds), es el conjunto de todos tos puntos x = (a,, x2,r3)
aque satisfacen:

d-(x—b) =0 (1.3)

s decir:

dyxry + dara + dayry = ¢ . (1.1)

Hlermann pudo asi determinar la posicién del plano coorder
trabajaba:

io con el que

d3 +

P A N (1.5)
NE

Por otra parte Gaspard Monge (17-16-1818). a fines del signlo XN relacions
a cenacién de un plano con los tres planos coordenados v dio los cosenos de los

Maonge participé en el gobierno revolucionario francés como NMinistro de Marina y
sirvié a Napoledn, siendo nombrado senador vitalicio.

d

M

[o]]

GasPaARD MONGE
Mew York Pulitie tiirary Coltehon

Podemos decir que el siglo XVIII fue el siglo del algoritmo. cnando tanto el
analisis como el dlgebra adquirieron vida propia y tificron a toda la matemitica de
un cardcter formal, aunque no estrictamente riguroso. El andlisis se independizé
entonces de la geometria y, en cierto sentido. también de la ciencia natural.

L.a geometria analitica y los métodos infinitesimales habian sido instrumentos
analiticos para las solucién dec problemas geométricos y para la investigacion de
las leyes naturales. LEn cse mismo siglo y sin dcjar de proseguir esos fines, los
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less.
toer

puramen
volvic 4
peoimeaetr

rarquia de

a

ar en el cainpo de b matems a: pero ahora, con

i mayor.

penet

» con un grado de abst
La higura representativa del periodo algontmi
1783). quien. ademads de la mmatemsitica. cultive Ta ff
plinas. inquictudes que compartiio con Jos matemiiticos franceses que sobiesalicron
inte el periodoe comprendido entre Ealer v Gauss. Al igual que mnchos
a, ¢n el siglo de la iler depositd an
on la matemitica. No seddndo en ese ticmpo de que toda cenacion alge-
braica sicimpre tenia solucion ni de que toda ccuaciin diferencial podia integrarse,
como asitmismo, el que cualquier serie podia sumarse.
de Euler, sa Opera Omnia, comprende 69 roltimencs publicados v su

» lue Leonhard Euler (1707-
fea-matemdtica v otras di

en ol

La oubr.

in Ileve mas de cincuenta anos.

recopilac

Colegio de San lgnacio de Jo Ciudad de Nexica.

Formado en el ambiente de los Bernoulli. Euler. quien nunca fue profesor. de-
sarrollé una intensa actividad cientifica gracias a la proteccién de las cortes de
San Petersburgo y Berlin, donde publicé muchisimos articulos v dio vida a es
tas acadernias durante muchos anos, casi sin colaboracion de otros matemidticos.
Cuando quedé ciego, en la ditima mitad de su vida. dictaba sus trabajos a algin

colaborador.”

Su actividad se manifesté en todos los campos de la matemitica v ciencias
afines. Sus memorias (mas de mil) tratan de aritmética. teoria de mimeros. algebra
fes, cdlculo infinitesimal » geometfa, mecanica tedrica ¥

» cilculo de probabitida
aplicada. astrononua, fisica y» geodesia.
En dlgebra, Euler dio mdtodos originales de

omposicion de

Iminacién y de

Trbed., pllo.
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ale:

fracciones parc simples. Se ocupd en general de las ccuaciones con la esper
anza de hallar un mmdtodo general para resolver ccnaciones de grado arbitrario, en-
contrando sélo un procedimiento para resolver ecuaciones b rto grado.
Expuso sus mdétodos para desarrollar en series el valor «le las raic «que tanta
importancia adquiriria posteriormente. ¢n la 1corfa general de las cenaciones alge-
braicas.

Su Introductio in analysis infinitorum (1718), de dos vohimenes. es un tratado
de geometma analitica plana ¥ del espacio. en su forma actual. Introdujo las coor-
denadas polares, las férmulas de transforimacion de coardenadas v las propiedades
generales de las curvas algebraicas. b

ta de cn

sta las de cuarto gradoe. Se ocupé también

de la interseccion de curvas y superficies.,

L e,
*The Factory Chidren” fram The €

e Of Yool thive, Lecds, 1335, The
Oegimal far this work were Drepared in shos by George Walker (1784 1 B3
U shows w0 stuated children wn front Of the mill where they are employed.

El concepto de valor propio, aparceid por primera vez en cién con la
n de ecuaciones diferenciales. Ko 1713 Fuler introdujo el idétodo normal.
para resolver una ecuacion diferencial de n-ésimo orden. con coeficientes constantes:

W+ anan T e ayt) dagy =0 (1.6)

usando funciones de la forma

wty = 1.7)

donde A es un valor propio de la ¢cenacion caracteristica

"+ dn 'y +an=10. (1.8)

Esta es la misma ccuacién que se obticne al hacer las sustituciones

o=y
ye = y'".
B (1.9)
o = ytom D)

recemplazando la tinica ecuacién de orden n por un sistema de n ecuaciones de
primer orden
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vl vz

y; = us

: B .. (1.10)
Yy, = —aoys —m¥Yi— ‘- —Gpo1ln

ADRUNMARIE IGEINDRE
Dowect Smurh Catles trom

y calenlando Ja ecuacion caracteristica, de la matriz de coeficientes de este sistent

105€P OIS LAGRANGE JAN U ROND DrALIMOERT

810wmn Brarne Litwory af Congeess

En ¢l ano 1763, aproximadamente, Lagrange dio una version mas explicita para
hallar la solucién de un sistema de ccuaciones diferenciales por medio de las raices
latentes, que cs lo equivalente a la ecuacion caractenstica asociada a la matriz de
cocficientes. El sistema particular de ecuaciones diferenciales surgio del examen
de los “movimientos infinitesimales” de un sistema mecdnico, en la vecindad del
punto posicidén de equilibrio.
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Capitulo 2 HISTORIA BREVE
ACERCA DEL ORIGEN
CONCEPTUAL DE LOS

DETERMINANTES

La matemdtica del siglo XIX se puede caracterizar por 1os signientes rasgos goene-
rales:
1} Al compis del gran desarrollo cientifico ¥ tecnolagico del siglo. los mmatematicos
excribieron miles de articulos. en particular sobre determinanter
2) S

AT TGl pices:
crearon sociedades v revistas especializadas on matendticas:

1) Se celebraron s primeras Reuniones (nacionalos ¢ internacionabesyde matemaiticas
191 Primer Congreso Tnternacional de Matemditicas celebradao on Zutieh en 1897
pertencee a este siglo.

1) Los progresos realizados en este siglo en matenuiticas taplnaton.

AproNi-
madamente, los ro

alizados durante los vuarenta siglos anterioies:
) Durante ol siglo XINL la matemat
habia desarrollado en vatias ramas:

adguinio nunidad v amtonomia, Fsta se

@) Aritmdrica v reorth de nimeros:
b)) Geometria elemental, analitica v deseriptiva:
) Agebra: v

4y Cileulo diferencial ¢ integral.

Los determinantes v las matrices no influyceron profundamente en ol curso de
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FaN

las matemiiticas. a pesar de su utilidad para servir como expresiones compactas
¥ de que las matrices sugerian el cancepto de grupos concretas. a partir de los
para la mencionada teoria de grupos.

cuales se padian discernir teorern
Pe cualquier modo, siguen siendo herramicentas muyaitiles. Hoy en dia son parte

fundamental del aparato de las matemiiticas.

ORIGENES DEL CONCEPTO DE DETERMINANTE.
origing cuando se trabajaba en la solucién de

El concepto de determinante se
determinados problemas, expuestos aqun’ en forma ecsquemiitica:
1) En la solucion de sistermnas de ecuaciones lineales:

HIH

2) En la teoria de la elimina
In los problemas de la transformacion de coordenadas:

en inregrales pailtiples:
diferenc

les. Jos que a su vez

In ol cambio de variables
stern
movimiento pl

crones
netario:
ticas de tres o n

it a formas norales.

de e

lucion de
studiar e}
6) En la reduccian de formas cuadr
n de haces de forny

nterior, extos estudios fucron a contim
e dax aportaciomnes de Cramer. Bezont .

1hles:

cion de los

7) En la reduce

Como s vio en Ja seo

que se hicieron en el siglo XV a parti
Vandermonede, Lagrange v Laplac

La interpretacion de an determinante, como colume o, aparecio aproximnada-

Lou ILagrange (173G-1513) sobre

coordenadas

mente en 1773, en un articulo de Joseph
mecidnica. ticnen
(roy.z). (
en el origen tendria un volumen:

VE

agrange observé que si los puntos 1P 7
w2) (2 Y. ). respectivamente. entonees ol tetracdro con vértice

(2.1}

1, , . .
g 15y = va™) + 2Hya” — wy”) + ey~ ya'))
un parametro

1Una haz es ¢! conjunto A+AB, donde A y B son forinas especificas ¥y A

arbitrario.
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-
=1 -
Gl )
s

Gauss (1777-1 nombrar el

: Determinante fuc la palabra que uso
: discriminante de la forma cuadratica:

(2.2)

Sin embargo, Cauchy aplicaba este térm s del siglo XVIHIL
Elarreglo delos elementos, como arreglo cuadrado 3 doble notaciin de subindices,

wr? o 2bry + oy* .

10 ¢n sus obra

escribia:

se debe a Gau

Ty a1y dpy
azy oy g 2.3
. 2 2
141 Ay Iy

Jey e 18110 para representar un de-

Las barras verticales las introdujo Cay
terminante de tercer orden, de la forma:

TRV E!

(2.1)

Gyt s
TR YR T

El primer tratamiento sistemitico de Jos determinantes Jo hizo Canchyoon 1315,

Demostro ol teoremia de La mnltiplicaciin de los deternminantes:

i
i
'

. e, 1,0 = ie ).

Aungue no lo generalizé. Lagrange obinvo ol jesultado para deterninantes de
rtcdas de un tetracdro. Pero Jacques

1812, en forma poco satisfac-

tercer orden, pensandolo solo para las coarder
P. M. Binet {1786-1x alo habia extablecido en
toria.

ARtuR Caviey SONAMPE HUNRICH tasBrRr
Librory of Comgeess Lovedt Smun Cotlecrion

Propiedades nuevas de los determinantes fuecron mostradas por Heinrich F.
Scherk (1798-1885) en su Mathematische Abhandlungen: cuando dos matrices
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tienen un renglon y una colwnna en comidn, como asimismo ¢l producto de un
determinante por una constante. ‘Fambién establecia que:

a) Si en un determinante hay un renglon que es combinacion lineal de otro,
entonces el delcrminante vale cero; y

b) £l valor de un determinante Iriangular (supcrior o inferior) es igual al pro-
ducto de los elementos de la diagonal principal.

James Joseph Sylvester (1828-1897), por su parte, contribuyé con un
método para eliminar = de un polinomio de grado n-dsimo. Aunque no lo demostro.
lo llamd ¢! método dialitico. Por ejemplo, para eliminar z de las ecuaciones

agr? 4+ ayr¥ + azr + ay =0 (2.6)
bya? 4+ yx + b2 =0 -0

formd una ecuacion de guinto grado:

ay oy az aiz O
0 ag ay  ap Gz
by by by O O (=D (2.7)
O by by bz O
0O 0 b b b

D = 0 »si. » lo si. (<) las ecuaciones (1.16) tienen upa rafz en commm,
Sylvester no aportd ninguna demostracion. pero su ndtodo lo llevé al mismo re-
sultado que lograren Euler ¥ Bezout.

ba

NS

/o

EL DETERMINANTE JACOBIANO

El concepto conocido como determinante jacobiano fue introducido por primera
vez por Euler en 1790, cuando desarrollé la nocién de integral doble. Usé métodos
formales para calcular el jacobiano, cambiando una variable cada vez. Cuatro
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1os despudcs Lagran

traccion gue ejerci

s uso el jacobiano en R cuando tratd el fendmeno de ta
un esferoide eliptico sobre cualguicr punto de s metior,
Tuvo que integrar una funcion sobre todo of cuerpo. Pi
fue necesario hacer un cambio de coordenadas.

ra calcular esa integracion.

Jamss josses Srivesrae (1A14-0897)

Mijail Ostragradsky (1801 -1862), a su vez, generalizd el resultado de La-
grange ¥ su método de demostracion, cuando tratd integrales miiltiples en R3, en
1836. Sin embargo. demostraciones {al igual que las de Euler » Lagrange) no
cubrieron los requerimientos modernos.

EL DETERMINANTE FUNCIONAL O JACORBIANO

En 1841, Carl Gustav Jacob Jacobi (1801-1841) le dio un tratamicnto detaliado
a lo que &1 lamo determinante funcional. Sus demostraciones se reconocieron,
en general, como vilidas, Poco despuds, ¢l determinante recibié su nombre.

La derivada de un determinante la desarrollé Jacobi en 1341, cuando los
elementos que lo componen son funciones de una variable & Por tanto. si
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ey = 0y (1) (2.8)
» A,, vs el cofactor asociade de a,, ¥y representa al determinante, entonees
an ) )
Dan = Auy o = 3" Agal, . (2.9)

en donde las primas representan derivacion. con respecto a f.

CAR GusTavE 4.
acoar
Oved Smun Cottoeragn

AN %?14\1%‘:’]

&—_37

Guwv)= (x,y)

ag ~
AuBt11auF35
~
V. = PLE
Resultados particulare: este problema los encontré primero Jacobi. como ya se

menciond. Después hizo lu mismmo Eugene Charles Catalan (15011-1801), en
1239, Su resultado fue el siguiente:

—y

[ [ Floandrdy y 2 = [Gu0). w = gtur) (2.10)
ar os
= G(z,y)l gu g I/x 1 (2.11)
donde
Gla.y) = Fle(u, v)ylu ). (2.12)
El determinante

ar 3ar
3 g;l (2.13)

By ow

se Jlama jacobiano de y ¥ r, con respecto a u y vr. También se le conoce como
determinante funcional.




Pieree Simon Laplace, grabads de 1o época. Biblioteca Nacional, Paris
Lapluce preconizi una formulaciin muy precisa de las bases puicoligicas de
a teoria de las probabifidades y sugirid su aplicaciin a fos problemas
demogrdficos y puridicos. Fota Archivo Plancta.

CG L Jacobr_eenara de qutor disenods, 18R Humilion v Jacobi
ieran waa sene e descubrammicnti mbles nds @ e mgurados porla
stieq et actonal. (nens fundda eeenoabiene obre b aphocnin de
ritwpones diferencyaler, Servioo Documenta! Planeta
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Sobre este problema. Jacobi «de
1841, donde 1rataba de los deter

arrolléd un importante articulo importante on
tes funcionales e grado n.

"

EORMAS CUADRATICAS X LOS DETERMINANTES

El probl de la transformacicn de las ecuaciones cuadraticas a formas simpl
por madio de la eleccién de ejes coordenados que tuvieran las direcciones de los o
principales. fue introducido en ol siglo XVIIL Pero la clasificackin de superfi
cas. on (érminos de los

i
ignos de los términos de segundo grado coando los
cipales coinciden con los ejes coordenados. fue recieén dado por Cauchy en
1826, en su Legoms swr les aplications du calcwl infinitesimal 6 la geametric. Sin
cmbargo. no era claro que el Jiero de términos posilives ¥ negativo: m-
pre se obtuviera, a partir de esta reduccidn a la forma normal. Sylvester respondié
a esto con su ley de inercia de las formas cuadriticas. en n variables.

The L_\ u rES Diary : !

\Wognan’s Al MANAC)\

_For O Teaa o LORD, 1738

vl

s
=

i i (¥

e gomirams bl i 3 — gy of (b Lo 7P

En ese tiempo ya se sabia ya que
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XAX. (2.14)
o bien,

S a,r,r,
o=t

se puede reducir a una suma de r cuadrados. donde r es ol rango de la forma; es
decir, de la forma

oty —yio - — i, (2.15)

ada por medio de una transformacion lineal
X = BY tal, que det I3 # 0.

La ley de inercia de Sylvester establece que el mimero s de 1érminos posi-
tivas v de - s pegativos es siempre el misino. no importando qué transformacisn
real se aplique. Sylvester. sin embargo. no aportod demostracion.

5i una forma cuad ica XPAX de rango e transfonma. mediame dos trans-
formaciones de nimeros reales no singulares, X = TX. X = S$Z. ¢n una suma de
renadrados de la forma:

NIANXN = byyi + - = b.y?

2
=24 e st (2.16)

entoncoes ¢f namero de b, > 0 es igual al mimero de e, > 00

La ley fuc redescubicrta y probada por Jacobi. en 1857, 1’or este motivo. ahora
se Ja conoce como ley de inercia de Jacobi-Sylvester.

Gauss introdujo. en sus Disquisifrones Arddie icar, s siguiente terminologia

St una forma cuadrdtica s positiva o cero para todos los valores riales de las
raviables. se la llama positiva definida;?

Se la llama semidefinida positiva. si XAX' >0.vVX; v

se la llama seminegativa definida, si XAX' <0O.¥X; OJO Poner (ec.
17) en cédigo

Estudios posteriores de las formas cuadriticas involucraron la nocion «
caracteristica, para una forma cuadritica o determinante,

El el siglo XVIII. una forma cuadritica se escribfa frecuentemente comeo:

ecuacién

ayy G2 dyn
aay apy ap

(2-17)

az  Aaz  day

a,, = a,,

ién. s el deter-

La ecuacidn latente o caracteristica, de la forma en cu
minante:

?KLINE, Morris , History of Mathematics fron Ancicnt to Modern Trnues, Ed. Oxford
University Press, sexta reimpresicon, U.S.A., p.799.
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app— A ayz LEKY
agy ayy — A P = (2.18)
I3y az2 oy — A
Los de valores de A que satisfacen esta ecuacion caractenstica, se llaman raices

caracteristicas o raices latentes. A partir de los valor
las longitudes de los cjes principales.

de Jas AL se obticnen

rc.-..-. —— Canare ramarnasss Canare sheree d
|
i

'
i
i
i

sty awyret
—an meon atarw a-on

[y

v eraa
e e

[ are—y——

ot epneriat
22018 mean cears

Como ya se mencionid. o concepto de ecuaciin caracteristica lo descubrieron
simultineamente varios miatematicos: Euler aplicsd la nocidén en 1748, cuando tra-
bajaba en la reduccién de formas de tres variables. pero no presenté teoremas
que establecieran las condiciones bajo las cuales las raices tuvieran valores reales:
Lagrange aplicé csic concepto entre 1763-65, cnando trabajaba con sistemas de
ecuaciones diferenciales hneales: finalmente, Laplace aplicé esta nocién en 1772,
cuando trabajaba con ccuaciones diferenciales




156 BREVE HISTORIA DEL ALGEBRA LINEAL

El Hamado mérodo de sobicion de Gaoss aparecis deserito on uno de sus
articulos, donde detallaba Jos cdlculos para determinar la Girhita del asteroicde
Palas. Los parimetros de la drbita tendan que determinarse mediante obsery
ciones del asteroide. durante el periodo comprendido entre los anos 1803 v 1809,
Gauss establecic se incégnitas y cocficientes bastante com-
plicados. Para resolver ostas ecuaciones. las fue reemplazando sistemiiticamente
pPor un nuevo sistema. on donde sélo La tep ecuacion tenfa seis incégnitas; v
asi sucesivamente. hasta gne la sexta solo teni inedégnita. Resajvic la altima
ecuacién, hallando las restantes por sustitucién regresiva.

una

PIRRESIMON tamact
oan Biainers

A =astcroide Palas

[4
tierra

. Raices cavacteristicas
e :a. Palas al “#2,/' y‘-‘j,g.._,‘ AceR.

ELMETODO GAUSS-JORDAN

Wilhelm Jordan (1812-189) era un profesor alemin de geodesia cuando des-
cubrié su mdétodo. publicado (en aleman) en 1873 . El mismo airibuyo ¢l mdétodo a
Friedrich Robert Helinet y a Peter Andreas Hansen, situindolo unos anos
antes. La técnica de Jordan consistia también en la sustitucion regresiva.
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Jordan parnticipd en varias exploraciones peodds
en Alemania, asi camo en la primera explo
bia. [ditor una revi

si

icas de fines del siglo XIX
nomportante del desierto de L
sta de podesia, su intardés en hallar no método para reselver
mente grandes sistemas de ecunaciones lineales surgia de la frecuente
cen la triangulacidn peoddaésic

fematic

aparicién de estos problema

que usan los ingenieros.

A
P (=
(5]
-
=]
3 E
Métode de triangulacidn A Lado base

Durante 1762-65 Lagrange habia representado. ¢noun tema de ecuacion
diferenciales, el movimiento de los seis planetas conacidos hasta ese nomento,
Su preocupacidn, dado que ya se conocia la ley de la gravitacién nniversal de
Newton, sc condensaba en la pregunta: jcudl es la relacion entre las perturbaciones
(de periodo largo) que ejercen unos planetas sobre otros? Llamé a su ecuacion
caractenistica ecuacidn secular, la que exigia un determinante de sexto grado.
Obtuvo. a través de éste. informacidn acerca de las raices caracteristicas.

A su vez Laplace, en su M¢ecanique Céleste. mostré que si todos los planetas se
mucven en la misma direccién, entonces las seis raices caracteristicas son reales y
distintas. Las condiciones bajo las cuales encontrar los valores caracteristicos,
para cl problema cuadritico en tres variables. fue establecido por Hachette, Monge
y Poisson, aproximadamente en 1801. -
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Clauchy, a sn vez, estudio of valor caracteristico comiin en los ttabajos Jde BEaler,
LLagrangey Laplac

. En 1820, en sus Lrgons, se ocupd del problema de 1a reduceion
de una forma cuadritica en tres variables ¥ mostré que la cou i caractenstica
es invariable, para cualquier cambio de cjes rectangular Tres anos mis tarde, en
sus Ercrcices de mathématiques (1829). se ocupé del problema de jas desigualdades

seculares de las drbitas planetarias. A lo largo de su trabajo mostrd gue dos formas
cuadridticas. en n variable:

a=XAX y .
b= XBX {2.19)
XBX s}

de nn

suma de enadrados. Se podria reducirn, simaltds

transformacidn lincal

amente. por medio

X =CX'.

a una suma de cuad
pales

ados.  El problema lo reselvid enconrando los ojes prine

para lormas con cualquier nimero de variables. En este misimo trabajo usd
nievamente ¢l concepto de raices caracternslicas.
Su trab

o apunté a que si

a=XAXy
b= XBX

representan dos formas cnadrdticas cualesquicra. entonces se pucde considerar un
haz de formas

wa o+ vh, (2.20)

donde u.r representan pardmetros arbitrarios. Las raices latentes del haz del co-
ciente -u para el cual el determinante del haz

lua,, + vb,| =

(2.21)

Cauchy probod en 1840, en sus Legons, que las raices latentes son todas seculares
en particular cuando una de las formas es positiva, definida para todos los valores
no nulos de las variables. Como

lua., + vb,,|

es simétrico ¥y B pudiera ser el determinante simétrico identidad. €

uchy probé
también que cualquier determinante simétrico, de cualquier orden. tienc raices ca-
racteristicas

reales. E} término ecuacién caracteristica se debe a ©

wchy (1830).
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)

El concepto dctcrlnnlantes stmilares 1ambidn surgio del tratamiento de
transformaciones. A do~ determinantis A y B son singulares si. y ~ilo si, vriste
un determinante P tal, que A = P-'BP.

Zn 1826 Cauchy mostrd a
cionces simila

imismo, cu la obra men.

ionada, que dos transforma.
tienen los mismos valon s curactensticos. Las transformaciones
similares sirven para clasificar las transfoninaciones proyectivas. nn problema que
fue tratado en forma sintética durante mucho tiempo.

En 1858, Karl Weicrsiral aportd un método general para reducir, simultdneameni e,
dos formas cuadriticas a sumas de cuadrados. También probo que si una de las
formas es positiva definida. la reduccion es posible aiin cuando algunas de las raice
Jatentes sean iguales. Su interés en este1ipo de problemas se origing al estudiar las
oscilaciones pequenas alrededor de un punto de equilibrio ¥ mostra. en s trabajo
sobre formas cuadriiticas. que la estabilidad no se destruy
periodos iguales en el sistema. Esto iba en contra de la
» Laplace.

Por su parte Sylvester. en 185) . trabajando con ¢l contacto x interseccion
de las curvas v snperficies de segundo grado. Hegd s considerar la clasificacidén
de haces de tales cénicas y superficies cuadraticas. Fun particular busca la

por la presencia de
suposiciones de Lagrange

forma candnica pina cualquier haz, al escribir un haz de ta forma
+ AB (2.22)
donde i
= ar? + by? 4 2% 4 2dry + 2ezr + 2f 0y (2.2:3) !
3= Ar? 4 Bby? 4 (2 + 2Dry + 2L czx + 2/ (2.21)

a4+ AA [+ ANF o+ AE
S +AF b+ Az d+ap| . (2.25)
e+ AL d+ A o+ AC

Este método de clasificacién introdujo el concepto de divisores elementales. Los
elementos del determinante de A + AB son polinomios en A,
si todos los menores

1A+ A8,

de cualquier orden. tienen un factor A + ¢ en comiin, este factor serd también
factor cormin del mismo sistema de menores. cuando A y B se transforman si- .
multineamente por medio de una transformacicn lineal de sus variables.
Mostré, asimismo, que si los menores de r-¢'simoe orden ticnen un factor (A + )7
los menores de (1+h)-€simo orden contendrin. al menos. factores lincales a la po.
tencia que ocurren en el mdaximo conmiu divisor £, (A) por 1),_, (\). Para e sc
Naman los factores invariantes de |A 4+ A3
Dadas dos formas cuadrdticas, Svlvester probé, ademas. que los factores invari-
antes constituyen un conjunto completa de invariantes.
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Weierstrafl complets fa teoria e las formas cnadriticas 3 extendid

Caportd la delinicion de ta Forma biline

En 180
dicha teo a formas biline
dada una matriz A cualqui

: la exproesion

ra. tenemos g

XAY = 3" a,ry,
o

se Hama una forma bilineal.
Al usar el concepto de divisares elementales de \Veiorstrall, Svlvester obtyvo
1a forma candnica para un haz en donde A v B no son nec rinmente simdétricas,

pera estian sujetas a la condiciGn:

A+ AB{ £ 0. (2.27)

También demostré el inverso del 1eorema que establece que sié el determinante
1A + AB| comncide con el valor del drteivunante [A'+ AB'|. enlonces, al menos,
un par de transformacioncs lincales s¢ pucden e ncontrar, lus cunles transforman,
simultiincamente, A en A’y B «n B3,

CLAUDE ALLRIS CLAIRAUT FOMARN BERNOULY
it Smuch Cotlacnon Dovecs Smuth Coltec riaa

Entre los innumerables tearemas que existen sobre determinantes, algunos estan
relacionados con la solucién de m ecuaciones lineales. en # indeterminadas, Henry
J. S. Smith (1836-1883), en 1561, introdujo los términos arreglo aumentado y
arreglo no aumentado, para discutir la existencia v ¢ minmero de soluciones del
sistemna. Por ejemplo, en

v +azxy = [

yor + b2y =g (2.28)
e+ ecay = h.
los arreglos, aumentado » no ammnentado, s¢ representan cemo
ay az [
(2.29)

b ba g
o ez h
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Una serie importante de resaltados sobre el tema se deben tanto & Leopold
Kronecker (1823-1911}) como a Arthur Cayley (1821-15839). quicnes llegaron a
1 misrm ones gene hoy en dia admitidas en términos de mat s,
pero que en la mitad del siglo XIX lo fucron en términos de detern amen-
tado ¥ no anmentado. Los resultados generales sobre m ecuaciones en » incdgnitas,
con m = a. en donde las ecuaciones pueden ser homogeéneas (los términos con-
stant son cero) o noe homogéneas. fucron demostrados por Charles L. Dodgson
(Lewis Carroll 1332-1808) en su An Elementary Theory of Determinants (1867).
En losi!timos textos se encuentra Ja condicidn siguiente: un conjunto de¢ m ccua-
ciones hincales no homogeneas. en n indeterminadas, pucde ser consistentes si, y
el menor de orden mayor no nulo sea del 1msmo orden. cn ol arreglo
no aumentado. En otras palabras. en términos del lenguaje de matrices, que los
rangos de las dos matrices scan los mismos.

1l

s conclu

wnte

sdlo s

Resultados nuevos sobre determinantes fucron obtenidos a lo largo del siglo
XIX. Por cjemnplo. existe un teorema probado por Jacques Hadamard (186
1963). en 1393, conocido como ¢l teorema de la desigualdad de Hadamard:
para cualquicr matriz cuadrada A tal, que la,| € M, cutonees

det D < M ni.

Los resultados sobre determinantes mostrados aqui sou tan sélo una pequena
muestra de la gran cantidad de resultados que han sido establecidos. Alids alld de
¢ una gran variedad de otros teoremas rclativos a determinanies. como
por ejemplo, tcoremas especiales sobre determinantes simétricos (que cumplen
con la condicion a;; = a,); o bien, determinantes antisimétricos, que cumplen
con la condicién:

(a; = —aj) . (2.31)

También hay teoremas sobre determinantes ortogonales (determinantes de
transformaciones de coordenadas ortogonales); determinantes acotados (deter-
minantes extendidos por al suma de columnas y renglones); determinantes com-
puestos (sus elementos mismos son determinantes); y otros, de formas especiales.
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Capitulo 3 HISTORIA DEL
SURGIMIENTO DEL
CONCEPTO DE MATRIZ

Desde el punto de vista cronoldgico, el concepto de determinante aparecia histdricamente
antes de que apareciera la nocidn de matriz. Sin embargo, con fines didicticos o

los cursos ordinarios de Algebra fineal se expone primero la tearfa de

~ » luego la de Jos determinantes

l6gicos. ¢
los mairic

mente por Sylvester en 1883, cuando

a palabra matriz fue usada primer.
v la palabra

queria veflerirse a un arrcglo rectangular de nidmeros y no podia u
dete rmunantec (que se refiere a un mimero real, porque se aplicaba solamente a
matrices cuadradas). Posteriormente se usaron libremente los arreglos anmentados,
sin hacer ninguna referencia a matrices

|

de los determinantes.,

arrollaron con base en las propicdades

1x propicdades basicas de las matrices se de

Cavley alirmaba: “No obturve la nociin de matriz de ningunea Jorwa por me deo
de los caaternios. IFue gracras al delerminante o a una erpresion coneenente: las

Cenacone ~

' = ar + by - .
{ ¥ = cr -+ dy” : (3.1)

Entonces introdujo la matriz

a b Q.
(22).

que representa la informacion esencial acerca de la transformacion.?

A Cayley se le considera como el creador de ]Ja teoria de matrices, por haber
sido el primero en scparar el concepto de matriz del concepto de determinante y
porquece {ue el primero en publicar una serie de articulos (alrededor de 200) sobre la
materia. Colaboré con Sylvester durante muchos afios ¥ fue un escritor prolifico y
creador, abarcando entre otras ireas temas como la geometria analitica Jde n dimen-
siones; la teoria de los determinantes; las transformaciones hineales: las superficie
oblicuas y» la teoria de matrices. Juntos crearon la teoria de los invariantes.

Cayley introdujo primeramente las matrices con la finalidad de simplificar la
notacién involucrada. al estudiar transformaciones lineales. En su articulo On the
Theory of Matrices, cn v] ano de 1858, introdujo aigunas notaciones hasicas.

VKLINE, sbid p. 805
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Uno de los conceptos gue demostrs fue que dos snalvice~ A v B son rguales s,
y salo sic sus elementos son iquales. Tambidn definio la m . cero v la matriz
identidad. La suma de dos matrices se de 1 matriz cuyos eleientas
respaonden a Alirma gque esta definicion
se aplica a cualesquicra matrices m por n, ¥ que. adenmids, la sna es asociativa
convertible (ronmutativa).

5i A es un escalar ¥ A una matriz, entonces AA se define como la matriz enyos
clementos son, cada uno. A veces el elemento correspondicente de A

ar-

suma de los elementos correspondicnt

*ara la definicion del producto de dos matrices. Cayley tomdé directamente la

5n del efecto de dos transforma

X'=AX y X"=BX,
= X" = BAX : (3.3)

N sia ardenuis

BA C

“nlonces

X" =CX .

donde ¢, ¢s la suma de productoes de los elementos del - esimro renglon. del factor
de laizgnierda. y los elementos correspondientes de la - ¢’srma columuna. del factor
de derecha. El producte ¢s asociativo, pero no necesariamente conmmutativo.
Cayley senalé que una matriz, m por n, sdélo podria ser multiplicada por otra
matriz. » por p.

1 =X’=(x's ") N
A B

/-—\ —

ABX =(x17")

En este mismo articulo, Cayley establecid que a inversa de
a b e
a W
a” b e

estd dada por
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A A Ay
S| v av a.v ) =an (3.5)
ANV DV .V
donde V = determinante de la matriz A v 2,:¥ representa il cofactor de X, en

este determinante. El producto de una matriz T, s inversa, es la matriz unidad.

denotada por I.

Witriam Rowan HamiLton (1805-1865)

S8i ¥ = 0. la matrizes indeterminante (singular. ¢n la terminotogia moderna)
¥ no tiepe inversa. Cayley afirmo que sr A # O vy B # O son dos malrices, pucde
ocurrirque AB = O, pero sdlo a condiewn de que una sca sndrete rsminante. Cayley

aqui se equivocs. ya que si

¥ solamente A es indeterminante
=3 B!

v
ABB-'=1.

Por lo tanto.
AT=0 oA = 0.

Siguicndo a Cayley, la matriz transversa (transpuesta o conjugada) se de-
fine como aquella en la cual se intercambian renglones » columnas. La proposicion
fue hecha sin demostracidn, afirmando que

(LMN)' = N'M’L’, (3.6)
donde *:7 denota transposicién. Si dos matrices son iguales. por ejemplo.
M=M,
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EL CONCEPTO DE ESPACIO N-DIMENSIONAL

La nocién de espacio n-dimensional, para n > 3, se fue ptando gradualmente
en el siglo XIX, pero es dificil seialar cndndo se invents el concepto. (Véase el
trabajo de Descartes). Los primeros que usaron esta nocién fucron el ruso Mijail
Ostragradsky (1801-1862). en su teorema de la divergencia (escrito en 1836) v
Hermann Grassmann (13049-18M). en sus tratados geométricos
pios de la década de 1810). comeo asimi

113

“ritoa p

simo en un articulo breve de Arhuar Cayley,
de 1846, Kl trabajo de Grassmann era iy filoséfico y difieil de leer, en tanmo
que el articulo de Cayley sélo menciona que podria generalizar & dimensiones
mayvores que 3. William Hamilton (1503-1863). a su vez. en una carta de 1841,
observé que “debe ser no solo ternas sino poliadas (pelyplets). de modo que en
cierto sentido se satisfaga la ecuacion simbadlica

a = (ay.a2

) (3.7)

ativo de un concepro complejo. a la ver gue

donde a es un simbolo ind;

a,y.

denotan n ndmeros .

En 1862 aparccid un tratamiento sin coordenadas sobre ol espacio vectarial, en
la segunda version ded Ausdehungslehr (el calculo de la extensidn). suscrito por
flermann Grassmann.? Kn este trabajo Grassmann celude la dificil interpretacion
filosSfica que hacia en su primer trabajo. concentrindose esta vez en s nuevas
idcas matemiaticas. Entre ¢ incluia ideas b, s acerca de la veoria de los espa-
cios vectoriales de dimensién n. incluyendo combinaciones lineales. independencia
lineal ¥ nocioncs de subespacios ¥ base.

Grassmann desarrollé la idea de dimension de un sube nimero
maximo de vectores linealmente independicntes. Ademds, probo la relacion funda-
mental para dos subespacios. Vy HW:*

reales, positivos o ne

spacio. oo

dim(V + W) = dim V + dim IV — dim(V N W) . (3.8)

Las nociones de Grassmann derivaron del intento de traducir las ideas geométricas
sobre espacios n-dimensionales al lenguaje del dlgebra, pero sin introducir coorde-
nadas, tal como se hace en geometria analitica ordinaria. Despuds entraron estos
conceptos a distintos campos (como al andlisis vectorial ¥y al dlgebra exterior).

Grassmann nunca logro su objetivo de ser profesor de una Universidad alemana,
pasando la mayor parte de su vida profesional como maestro de matemaiticas de

2Grassinann, Hermann Teora de la Extension.

Ed. Fspasa-Calpe Argentina. Colecciin Historia » Filosofia de la Ciencia. Bs.  As-México,
1947.

3FRALEIGH, John ¥y BEAUREGARD, Raymond A. Algebra Lincal, Ed. Addison-Wesley
Iberoamericana, México. 1989, p. 116.
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una uel

{(cn Stenting). n las ddltimas décadas de su vida se alejo de
las matemiiticas, convirticndose en un experto en linglisstica.

PPor su parie,
rema de

el anoe de 1858, Cayley anuncio lo que hoy se conoce come teo-
viey-Hamilton. para matrices cuadradas de cualquier orden. Entoneces
afirmé: * Toda matriz cuadrada ¢ s ravz de su polinowmio caractciistico™. Vi
demostro para matrices de tres por tres, en su Lectures on Quateriones. Fn 1853
introdujo la nocidén de funcidn vectorial lineal ¥ de otro vector r (o funcién
vectorial lineal, de variable vectorial). Probé que la matriz asociada a esta trans-
formacién lineal satisface la ccuacidn caractenstica de aquella matriz, a pesar de
que no la expresé formalmente en términos de matrices.

to lo

EL CONCEPTO DE FUNCION VECTORIAL LINEAL

Este concepro data ded siglo XVIL pero no fue aceptado sino ha Yos i
se habituaron a mancjar ¢l conceplao de vector. el que a su vez llevd al concepto de
funcién vectorial. Uno de los fundadores del andlisis vectorial fue Oliver Heav-
iside (I850-192). gquien introdujo la idea de operador vectorial lineal en uno
de sus trabajos sobre cleciromagnetismo (1885). Lo definié usando coordenadas.

qu icos

B = (b, b2, )

T = (b, k2, hs) - [ty Aol

3 37 . - - .
entonces I3 proviene de 7. mediante un operador lineal, si existen 9 nimeros
Aye 3,7 =1,2,3.

tales, que

by = Aahy + Ayzhz 4+ Aaha
by = Azvhy 4 Azzha + Aazhs - (3.9)
by = Aayhy + Azzha + Amahy

Oliver Heaviside fuc un auntodidacta experto en fisica-matemdtica, que con-
tribuyé a la teoria electromagnética y a sus aplicaciones. En 1901 predijo la ex-
istencia de una regién ionizada reflectora que rodea a la Tierra. La existencia de
esta capa, hoy llamada jondsfera, no tardé en confirmarse.
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En 1901, 3. Willard Gibbs Hamd a esta transformacion funcién vectorial
lineal. La definié. en forma abstracta. como una f funcién continua tal. que

I(T+3)=s5(7)+s5 (7). (3.10)
Mas tarde, en 1918, en Space-Time-AMatter, Hermann Weil dio una definicion
completamente abstracta de la funcién vectorial lineal.

T:V — ¥,
en donde V. I son espacios vecteriales. T es una transformacion lineal si, y solo
si,

{ i) T (ey) + T (vg) = T (g + v,),Vv;?, vy € V (3.11)

Hermite, en 1835. mostrd que si la matriz M = M-, siendo M* 1a transpucsta
de una matriz. es decir, la formada por la sustitucion de cada elemento por su
complejo conjugado (1ales matrices M se llaman hermitianas}, entonces las raices
caracteristicas no nulas, de una matriz real antisimétrica, son imaginarias puras.
Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1845-18™) dedujo, en 1861, cl mismo resul-
tado. Después Arthur Buchheim (1859-1888), en 1885, demostré que si M es
simétrica y sus elementos son reales, las raices caractensticas son reales. Este re-
sultado ya habia sido establecido por Cauchy, para determinantes. Henry Taber
(1860-?). en un articulo de 1890, afirmd como evidente que si

y—mx" b mprtt? — 4+ m, =0 (3.12)
es la ecuacion caractenstica de cualgquicra matriz cuadrada M, entonces el deter-
minante de M es m, ¥ si, por menor principal de una matriz entendemos el
determinante formado a partir de los elementos de la diagonal principal de M.
entonces m,, que es también la suma de las raices caractensticas, es la suma de los
elementos de la diagonal principal. Esta suma se llama traza de la matriz. Las
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demostraciones respectivas fucron dadas por William Henry Metzler (1863-7),
entre 891 y 1892,

ERNC BN 4
Axrrur Caviey (1821-1895)

IZn 1378, Ferdinand Georg Frobenius (1819-1917) inicié
civnada con la ecuaciin caracteristica. Buscé el polinomio mi
face la matriz. Establecié que, si se forma de factores. ol polinomio
caracteristico esainico. No fue sino hasta 1901 que Kurt Hensel (15361-1941) de-
mostro esta afirmacion de unicidad de Froben) mo articulo Hensel
demostré que una matriz A cvadrada, cuyo polinomio minime e~ j{s1 v yfr). ¢
cualquier otro polinomnio quec la satisface, entonces f(r)/q(r).

La nocién de rango de una matriz fue introducida por Frobenius en
conexion con €l estadio de los determinantes. Vna matriz A mxm. tiene rango
igual al maximo de sus menores diferentes de cero.

Dadas dos maltrices A » B, que se relacionan de diferentes mancras. son equi-
valentes si existen U y V maltrices no singulares tales, que A = UBYV. Sylvester
mMostro. en su trabajo sobre determinantes de 1851, que el maximo connin divisor
? de los determinantes del menor i-ésimo de B, es igual al m.c.dd. 4, de los
determinantes del menor i-¢€simo de A. Después Henry John Stephen Smith
{1826-1583), trabajando matrices con elementos enteros. mostré en 1362.62 que
cada matriz A, de rango g, s equivalente a una matriz diagonal con clementos

(3.13)

a cnestion rela-
no (el de grado

menor) qoe sati

En ese n

I1879. en

hy,ha, oo by,
que se encuentran debajo de la diagonal principal y tales, que &,/ A,4,. Los cocientes
hy = dy,hy = dz2/d ... (3.14)
se Haman factores invariantes de A. Ademas, si
hi = pPpi? - Pt
donde las p. son primos, estas diferentes potencias pi”’ son los divisorces elementales
de A. Los factores invariantes determinan los divisores elementales; e inversamente.

Las ideas sobre factores invariantes y divisorcs elementales que provienen de la
obra de Sylvester y de la obra de Weierstra3, sobre determinantes, fueron llevadas
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) signilicado de los factores
gue lamatriz A es equivaleme
'mentales o factores

a matrices por Irobenius en su articulo de 18738
invariantes y divisores elementales, para matrices.
a la matriz B si, y sdlo si, tienen los mismos divisores ¢

invariantes.

Frobenius. ademds, trabajé con factores invariantes en su articulo {ber Gneare
Substitutionen und bilincare Formen. de 1878. Posteriormente, en 1894, orga-
nizé la 1coria de factores invariantes y divisores elementales en forma légica, en
un trabajo llamado Uber die Elementartriley der Determinanten. E) trabajo de
1878 lee permitié a Frobenius dar la primera demostracion general del teorema de
Cayley-1lamilton y modificar el teorema cuando alguna de las rajces latentes (raices
En este articulo mosiré que cuando

caracternisticas) de la matriz son igual
AB~' = B 'A .

en cuvo caso hay un cociente ambiguo. A/B. cutonces (A/B) ™ '= B/A »
(A=) = (a7 (3.13)

donde A' cs la transpuesta de A.

MATRICES ORTOGONALES

Las matrices ortogonales recibieron mucha atencién en esa época. El término
matriz ortogonal lo usé por primera vez Hermite e¢n 1354 y no fue sino hasta
1878 que fue publicada su definicién formal, por Frobenius. Esteiltimo probd que
st S es una matriz simélrica y T una matriz antisimeirica, una matriz ortogonal,

entonces puede escribirse en la forma
(S-TH(S+T) (3.16)

o simplemente
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(F—T)/ch +T). (3.17)
5 tnalri ortogonales. para sisternas cuadrados, aparecieron

cipios del siglo XIX. Carl Gustav Jacob Jacobi, cn
1833, intentd halliar una sustitucién lineal

f.as propicdades de |a
en varios trabajos a pri

n =T any,

y2 = anX,
B (3.18)

yn = T aa X,

tal, que T o2 = S r} .

descubriendo que los coclicientes de fa sustitucidn lineal deben satisfacer ba propiedad

de ortogonalidad
_ 0. sigy # &k a ¢
D auan = { Vosig = k. (3.19)
La definicién formal de matriz ortopgonal también aparccié en un articulo de
Georg Ferdinand Frobenius (1813-1917). titulado {Tber lineare Substitutionen

und bilinare Formen. AW, como ya s mendionara anteriormente, 1vata los valores
propios de dicha matriz.

MATRICES SIMILARES

Esta nocién aparecié antes de que sc le diera un nombre y se usaba yva desde
1820. Cauchy, en su trabajo de 1826, habla sobre formas cuadriiti relacionadas,
una con otra, por un cambio de variable: es decir, st las matric sociadas con
las formas son similares, entonces sus ecuaciones caracteristicas son iguales. Al
introducir ¢l concepto de ortogonalidad, Georg Frobenius fue ¢l primero que
analizé y definié formalmente el concepto de similitud, en 1878,

Frobenius comenzsé analizando el caso general. Llamd equivalentes a dos
matrices, A y B, si existian otras dos matrices invertibles U y V tales, que B =
UAV. Estas tltimas matrices se llamaron sustituciones, moediante las cuales una
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(A) se transformaba en la otra (I3). Frobenius trato despuds los casos particnlares
de U = V! (el caso de similitud) v pasd luego a demostrar varios resultados sobre
similitud, inclhiyendo el teorena de que si A essimilar o I, entonces flA) es similar
a f(B). donde fes cnalquier lincion matricial polinoimial.

Al igual que otras nociones de la teoria de matri

s, el concepto de matrices
similares provino de las primceras obras sobre determinantes ¥ s tan antigua como
la obra de Cauchy (1789-1837). as malric
criste une matriz no singnlar 1 al que

Ay B cuadradas son similares, si

B =P 'AP. (

0)

s decir. las ecuaciones vartactenstics
las misma

de dos matrices similares. A v B, son
rstas matrices ticnen los misinoes factores invariantes ¥ los mis
divisores clementales. PPara matrices con elementos camplejos Wei

esto mismo en su articulo de 186X,

5

mos

strall prabo
pesar de que Gloirabaio con determinantes.
mia una transformacion lineasd homogénea. las matric
carmao representando la misma transformacicn. séloe que
stemas de coordenadas diferentes.

Conmo una matriz repre

similares pueden pensars

reforida a dos s
Usando la nocion de matrices similares

¥ la ccnacion caracteristica, Camille
8-1922) mostsd. en IRTL que una matriz puede ser transformada a ba
nénica.

La forma cané
ecuaciones algebraicas), obri n

on su 7

tuedo (sobre sustitnciones v

stra del matemitico franeés, aparecida en 1870,
Ll 1tecorema que comtiene la forma canonica no trata en realidad con marices sobre
los mimeros reales

sino con ontradas, en ol

mpao finito Jde orden po Adems
como lo reficre el titulo de «n Lo, Jordan no considerd matrices, sino sustituciones
iinecales

5i la coenacidn caracterstica de sua matriz J es

J(A)y = A 4 h.,\"—"+ ST+ by, = 4“ N osi (3.21)
JEA) = (A= A (A — Ag)ie
contiene submatrices de orden [-ésimo, Jordan mostird que J puede ser transfor-
mada en una matriz similar que tiene la forima

S B
0 A 1 -

. (3.22)

0 0 0 --- X

denota la matriz de orden /-ésimo. Jordan mostré que J puede ser transformada
en una matriz similar que tiene la forma:

g, 0 0 - 0
0 J, 0 .- 0
N K X . (3.23)

=]
-t
Q-
~
=
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Esta os la fonina candnica de Jordan: no normal, de una manariz,

La transformacion de similaridad de A vy B fue tratada por Froboenius en su
articulo de JSTS. bajo el nombre de transformacion contragrediemte. En la misma
discusion trato concepto de las matrices congruentes o transformaciones
cogredientes. lste nos dice que si A = P'BP, entonces A es congruente con B
que esceribimos como A Por cjemplo, la transformacidn de la matriz A qu
resulta del intere 1o de las mismos renglones y columnas de A, o
iin de congruenc le permutacidn. Asimismo una maty
simétrica A de rango r puede ser reducida, por una transformacién congruente,
a una matriz diagonal del mismo rango: es decir,

una transforms

d 00 - 0
O d 0 -0
PAT = 00 d --- 0], (:3.21)
o 00 --. d
Hay muchos teoremas biasicos sobire matrices congrucomes. Por cjemplo, 510 S s
siétr r Sy e congruente con S. entonees Sy es antisitndirica.

A fines de siglo NN las condiciones estaban dadas para o} o
se ha Hamado anadlisis mat al.

Williarn Heney NMoetzlee. en un articulo aparecido en 1892 en o) Awmrriean Jour-
nal of Mathamaties, imrodujo las funciones trascendentales de una matriz.
escribiendo cada una cotno una serie de potencias en una matriz. Fstablec

avrollo de Jo qine

servics para ¢ M mA
log M. sen M. aresen Al asi
~
™M M .
L‘ !
Las ramificaciones de la teoria de matrices son numerosas.  Las matrices se

usaron para representar lormas cuadriticas y bilineales.  La reduccion de tales
formas a formas candnicas simples, forman ¢l corazén del trabajo sobre invariantes
de matrices y» éstas se relacionan intimamente con hipermimneros. como matrices.,

Tanto el estudio de los determinantes. como ¢} de las matrices. se extendic
al estudio de las matrices de orden infinito. Los determinantes infinitos se rela-
cionaron con la obra de Joseph Fourier (1768-1830), respecto a la determinacion
de los cocficientes de series de expansicon de Fourier de una funciéon: como también
a los trabajos de Hill, en lo que concierne a la solucién de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Articulos aislados sobre los determinantes infinitos se escribicron entre
estas dos sobresalientes investigaciones del siglo XIX, pero la mayor actividad data
de Hill.

Las matrices infinitas se relacionaron. implicita o explicitamente, con los tra-
bajos de Fourier. Hill y Henri Poincaré (1854-1912). EIl gran impectu para el
estudio de las matrices infinitas, sin embargo, provino del estudio dec las ecuaciones
integrales.
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Capitulo 4 LAS MATRICES
NO NEGATIVAS

Muchos <le los problemas que surgicron de los distintos campos de las cieacias natu-
rales ¥ sociales abordaron primeramente la aproximacion miis s
matemidtico de linealidad y 1a no negatividad.

Cada v,

en

silla: el concepto

Z que se intentaba modelar una fendmeno natural (fucra ¢

© ccondomico
o mateimndtico, ete.), se intentaba hacerlo suponiendo que tenfa un comportamiento

lincal. Luego se podian hacer iv “refinando™ dichos feudmenos hasta que se aprox-

imaran. ¢n primera instancia, a su comportamiento real. aungue despudés se con-

cluyera que este comportamiento distara mucho de ser lineal,
Ve

matri

nos algunos cjemplos de problemas en donde suepe la necesidad de plantear

s no negativas. Bsta necesidad se vislumbra pata los siguicntes campos:
1) Bivlogia (por ejcimplo en problemas de transporie celuliae de snstancias)
a) Eeologia

b) Visiologia

) Epidemiologia (B s U7

) Farmaco-dindmica;
2) Metercologia;

3) Fisiea:

a) €
by 1

) Problemas de mecdnica de fluidos

ieneracion de particulas clementales

i6n nuclear y cascadas de rayos cosinicos

d} Fisica matemdtica:

Dk Jan Strunt (1891-) during hie stmdent daye
4) Econonna;

a) Lin ef andlisis de las relaciones interindustriales:

5) En ramas de la matemdtica que surgicron histéricamente, ante
de resolver problemas concretos de plancacion o de estrategia, como:

a) Programacidn matematica (planeacion)
b) Cadenas de Markov

r) Teoria de graficas

d) Programacidn dinamica

¢) Topologia

) Algebra lineal

h) Métodos numeéricos.

la necesidad

Estos son sélo algunos cjemplos en donde se presenta la necesidad de trabajar
con nociones de linealidad y no negatividad.

Los estudios fundamentales con relacién a las matrices no negativas no fueron
establecidos, en sus rasgos generales, sino hasta principios del siglo XX.
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176
doeronomia, o1 partic-

La conflluencia de ddivers ireas de la matemddtica v e |
motivaron mucho su estudio. Un primer resoltado vilido para las maltric
tivas fue establecido por el matemiitico alemin Oskar Perron, cn conexion
les e Jacobi,! acerea

ular

ot

posi

con su investigacion sobre los desarrollos multidime

<el algoritmo (jacobiano) de las fracciones continuas.*
Otro resultados provinicron de estudios acerca de la programacion lineal, de

la teoria de juegos de Emile Borel (1871-1956) y «e Jos trabajos de John Von

Neumann {(190:3-1957).

arrollos provenientes del alpebra. el matemitico
Perron, generalize los teo-

Ortra corricnte confluyd de los de:
Frobenins apoyindose en resultados de O

de matrices positivas v establecic bases paras ver bajo gue condiciones

El enfoegie
a ol final ele

aleman F.
remas cer

uner iz no negativa tiene valores 3 vectores propios o negiativos
que le dio. fue desde el punto de vista algebraico. Sin cmhargo, ha
Frobenius habian recibido un articulo del matenditivo hingaro Denés

su vida.
Konig (1854-1911). a quien se considera comno una de jos fundadores de Ja teoria
aplicéd su teoria a las malrices no negativis. ofreciendo teoremas

de griéficas,
ast independienternente de la teoria desarrollada por Frobenius,

nuevos y ¢

Por su lado. en Rusia, los matemdticos Markov (1856G-1922). Minkovsky (1862-
1909} ¥ V. Romanvsky trabajaron en el drca de la probabilidad. con lo que se ha
dado en llamar matrices de entradas de probabilidad o estocdsticas, también
Eles también demostraron tearemas en

conocidas como cadenas de Markov.
donde parcialmente demostraron el teorema Perron-Frobenins.,

JACORBL, 1.0 Allgemrine Theorse der Kettenbruchdahnlichen Algorrthmen. in welchen yede
Zahl aus drer Varger gehenden gebides unrd. (Teoria general sobre el algoritmo de las fracciones
continuas) Burhard Journal fiir die reine und angewandie Afathemantk. Bd. 69, pp. 29-64 O

ben auf Verand der koniglich Pressischen

It erte, tomo 6. Her
fi

bien en Gesammelte
Akad ie der Wi .
ZEste articulo se puede ver en ol apéndice.
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1eor

historia de las matenitic
der las matrices po-negativ

s nos maestra. e Jas distintas aportaciones a ba
e desattollaran desde la 6ptica particualar «de
1%, comno algehristas, analistas macmiiticos,
topSlogos. crte. Entre ollos podemos mencionar a algunos smaten
salientes: Olga Tau AL Ostrowsky (snizo): AL Kreiny; M AL Ratman: 1%
Alexandrov (rusa); Ky F M.V. Ramanovsky {ruxo); Helmut Wielandr » V. Gant-
majer {(ruso; tambidn se escribe Gantimacher), Fn otras palabras, los economistas
han hechio muchisimas aportaciones dentrode Ls teoria de las inatrices no negativas,
como asimismo muchos otros matematicos ¥ fisicos. La lista «

Paralelamente a Jos resultados anteriore

muy diversas disciplinas matem

i1icos sobre-

immnensa.

el francés Jacques Hadamard (1865-
1963), trabajando sobre ¢l problema de lfmites de las funciones annmonicas. encontré
condiciones para encontrar la inversa de ouna matriz de entradas no negativas,
Dichas matrices se conocen como matrices e diaponal dominante, en ¢l <sentido de
Hadamard ®

La sintesis de tales resaltados abrié La rata de la teoria de operadores lin-
eales no negativos.

El desarrollo ded dlgebra lincal de operadores no negativos ha servido de bhase a
nno de los instrumentos del sirea imerdisciplinaria. o] andlis

Histo programacion lineal n
vonseencncia de los problemas de la plaonfiacion a que se enlieno la Revoluckin
Ru on Jos anos posteriores a la tama del poder e aliy saldria W. Leontief
{Como va se menciond on Ja primera parito
Sl quien retomé. en su pertodo de fonmacuin, nuchas Jde Jas idee
sobre programaciin lineal, para después desarrollar nna metodolo
a la eccononya norteamericana en el periodo posterior a la
Norteamérica necesitaba planear s
ocurrida.

s economico lineal.
Goen s Union Sov

unente, i

v COMo

por o que cabe recordar agui que Tae

aplicara
1929, cuando
aafrontar Jas secuclas de la cris

1 econonia pa

LOS CONCEPTOS DE IRREDUCIBILIDAD Y LA IN-
DRDESCOMPONIBILIDAD

El primero en publicar trabajos acerca de las matrices posi
5in embargo, Frobenius publicéd dos demostraciones
totalmente indescomponibles e irreducibles. usando dlgebra.

Otro resultado fue ¢l proporcionado por e matematico hiingaro Dends Konig.®
quicn se lo envié a Frobenius para mostrarle una aplicacion de la teoria la grdaficas
a las matrices. En particular, aplicando ¢l concepto de indescomponibilidad (irre-
ducibilidad ).

Markov, por su parte, mostré una condicion que coincide con el concepto de
irreducibilidad de Frobenius. Markov probd algunos teorem
tocasticas. del tipo Perron-Frobenius.

ivas fuc Oskar Perron.®
que caracterizi las matrices

s sohre matrices es-

SHADAMARD, Jacques Legons sur la propagation des ondes
t"hadrodmamique. Ed. Chelsea Publishing Company, New York, 1949, p -

APERRON, Oskar (1907) {Jber Theorie der Matrizen, Math. Ann. 64, 248-263. Ver apéndice.

S*KONIG, Denés Uber Graphen und thre Anwendung auf Determanantentheorie und Mengen-
lehre. Mathematische Annalen, tomo 77, 1916. Ver apdudice con los articulos originales.

les cquations de
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Hans Schneider, en un articulo de 1977, conjeturd gue la version hinal que dio
Frobenius (1917) a su articulo® no fue preparada por éb misimo. sino (e alguien
«dehid baberlo hecho por €], ya que Frobenjus se encontraba muy enfermo y murié

ese mismo ano.

A Frobenius se le atribuye la introduccion del concepto de indescomponibilidad
e una matriz ¥ su aplicacidn a las matrices no negativas.

Markov introdujo ¢l mismo concepto de irreducibilidad gue Frobenins y, mis
ann. la nocion de aperiodicidad o aciclicidad. En 1908 demostrs una parte de lo
que conocemos como ¢l teorema de Perron-Frobenius. para una matriz no negativa
irteducible.” Por tanto. podemos asegurar fehacientemente gue 1o demostrd and
que Frobenius. Pero o] problema no radica tanto en es cer gquiicn demuest
primero un teorema. sino recenocer que. en un momento dado. hay condiciones
para que un resultado sea probado por mias de una persona. una vez que se hayan
conjuntado una serie de condiciones. En suma, alguien sintetiza lo que antes se
encentraba relativamente disperso y le da generalidad y coherencia.

Jules Hear Poincoré

SSCHNEIDER, Hans The concepts of Irreducibihity and Full Indescomponibility of a Matriz
in the Works of Frobenius. Wénrg and Markov, Linear Algebra and its Applications. 18, 139-162
(1977).

Tibed., pp. 139-140
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Para mostrar la vnicidad de L descomposicion de una matriz redneible en com-
ponentes irreducibles algebraicamente. Frobenius

sporta dos demostraciones.
1917, con 68 anos de edad. reformulé la primera version del teorema gue o
en 1912"%  En el iltimo articnlo
producto incidental, que surge de
minantes con clementos no negat
elemental.

masteo
cribid: “La demosiracion que di agqui es an
as propiedades ocultas [rerborge n] de los deter-
. Después explica que dard una demostrac

. enfiticamente, que en 1912 Frobenins no dio una demostracion
estricta de su teorema. Peroen 1917, ¢ su articulo Uber e rlegbare Determinantes,
Frobenius baso su teorema 16 en el articulode 1912 y en ¢l lema 102, del articulo de
191 7. Konig. en un articulo de 1915, dio una demastracian del teorems
nius usando la teoria de grialicas. El teorema de Konipg dice lo siguicnte: “Sr en un
determinante de elementos no negativos las cantidade s ¢ cada venglin y en cada
eolumnag tiencu la misma suma. distinta de ceoro.
del determinante pucden aunla
pero despnés indi

Schneider afiema

de Frobe-

cntonees no todos fos 1ormnnos
~¢" . Lo proba para mat
6 que este resultado tambicn era v
IFrobenius observo, en su artienlo de 19170 =

es con elementos emero:

o paraamatrices reales,

La teoria de graticas. por medio de
las cunl ol Sr. Konig dedujo o] teorema de arriba. ex en i opinion i he
[2dfarnatiel] apra para el desarrolo de la tcoria de detenminantes,
conds

nentas

I este caso
ial. de poca valor o qanz spezicdler Sotz ron
e rmge n Werte]. Lo gue ex valioso. en st contenida. se expresa en o) tearema 1
(Aqui. spezicll se traduce del alemian como no g neml)

A.M. Ostrowski {(nacido en 1593

¢ a NN Leoraeia muy esp

7). a este nespecto hi

o en 1937 L siga-
ulos reunidos de Frobenius, da
Expresa. sin embarpgo. an sentimicnto pencralizado

iente obrervacion: “La ultima oracion, en los ar

ademas una torpe impresion.
por aquellos dias. La argumentacion de Frobenius pertencee por supuesto a la
teorin de griaficas. Pero tuvo. obviamente, la sens
nombres nuevos para argumentos vicjos, no se anads

~Es desde luego, diferente hoy si trato de

1cion de que introduciendo
nada de contenido™.
analizar por qué es asi. La razén

principal parece ser que con el advenimiento de las computadoras. cadenas m
grandes de argumentos se volvicron accesibles v la necesidad de comb

-
aciones

se convirti

cn algo muy urgente” .
interesante observar que, cn este caso, tambi

o el avance on la tecnologia
hizo necesario el desarrollo de una nueva rama en las matemiticas puras.”™.
Koénig habia enviado su demostracion (1915) a Frobenius en traduccion alem-
ana. como ocurrié con muchos articulos de matematicos hingaros de aquel tiempo.
iPor qué criticé Frobenius ¢} articulo de Kénig tan duramente? Segun Schneider:
“El articulo de Frobenius (1917) fue preparado sobre notas del mismo Frobenius,
por olra persona; pero la version final no fue escrita por ¢1. Debido a circunstancias
no completamente conocidas por mi, no fue leido cuidadosamente y revisado por
Frobenius. Esta hip6tesis es especulacidn de mi parte (y puede no ser generalmente
aceptable), pero, en respuesta a una pregunta, he recibido una interesante carta
(fechada en diciembre 4, 1975) de K.R. Biermann. de la Academia de Ciencias de la
R.D.A. (Berlin), quien dio alguna credibilidad a una hipolesis como la de arriba™.

B%e refiere al art. Uber Matrizen, aus nicht ncgativen Elcmenten. Sitzunsher
Wiss.. Berlin 1912, pp. 456-477
®ibed. p. 156

Preuss. Akad.
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Cito (la traduccion es mia CUE.S.NL):

“Frobenius no aporta la discusion concernicnte a determinantes reducibles en
abril de 1917, en las clases de fisica mnalcwndtica de la Academia berlinesa misma.
Ademds, fue representado por I1.A Schwarz, ¢

10 em

nente participc una vez ris
de Agosto e 1917,

En ese ano Frobenius estaba muy enfernnoe v so
{en abril 26) en una sesién de la clase! muriendo el

Para concluir este punto, diremos que Schineider enuncia ba hipote de que ]
texto final del articulo de Frobenius de 1917 o prepard otra personi. quien apoyaba

los puntos de vista de Frobenius en su critica contra Kénig,.

Fue A. A. Markov quien introdujo los cone “pros e mmatriz primitiva y matriz
aperiddica (o matriz ciclica, de orden 1). tealtimo concepro es equivalente
al concepto de irreducibilidad de Frobenins. con ol de aperiodicidad de Markav!?,
‘Fambidn demostrd que una matriz estociistica aperiGdics irreducible es primitiva.
Con ese [in, uso ol trorema de dominancia de la diagonal para matrices estocisticas
irreducibies de valor propio 1. Caon este teorema demostra. por tanto. una parie

del teorema de Perron-Frobenius.

56lo hasta comienzos de los anos 1! el resultado e Perron-Frobenius fue
aplicado por los matematicos a las cadenas de Markov.!'™ con lo que agns estamos
afirmando gque existia un cierto aislamiento. o bien. poca difusion en Rusia, acerca
de los resultados que lograban los mateniiticos rasos.

Una interesante presentacion de los resnultados de Markoy Jo hizo o) matemdtico
ruso V. Romanovski (1920, 1930. 1931 ). aparentemente independiente (1933 )
1936). Este matemadtico hizo mads referencias a Frobenius que al mismo Markov v
sus estudios son inleresantes. A partir de aquellas fechas. podemos decir que la
matemadtica ha crecido a ritmos casi exponenciales, de modo que tratar de hacer un
resumen de lo realizado en este siglo implicaria una tarea verdaderamente titinica.
E] panorama esbozado sélo constituye un material que se considera muy general,
en relacidn a la gran cantidad de descubrimientos matematicos que se originaron
en las diversas areas y disciplinas de la ciencia por aquel tiempo.

WHERMANN Amandus Schwartz (1849-1921) Fue alumno y sucesor de Weerstral en Berlin.
Bartle. Robert Introduccion al Andlisss Matematica. Ed. LIMUSA, Meéxico, 1982, p.77.

ISCHNEIDER, ob. crf., p.144.

'2SCHNEIDER. H. op. e1t., p.146.

Sibed., p. 147
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nos que abora utilizamos deldilgebra lineal y que actuabineme tienen
partir del estudio de fenémenos on otras dreas

a,

Muchos cone
miuchas aplicaciones, Mero
de ja ciencia, como la astronomia. la mecinica celeste, la geometria. la geode
ote.

1 a1cidn de los conceptos que se utilizan en alguna drea de la ciencia a
menuda sirven de herramienta a otras. LR nuestro estudio,
los economistas se sirvieron de los conceptos del 1 aplicarlos a la
ccononwa matemadtica linecal. Por cjemplo. Leontief des Perron-
Frobenius en su modeto de insumo-producto.

Reciprocamente, con ol desarrolio de modelos econdrmicos cada vez n
plicados. los economistas requicren de una matemaitica que responda i sus necesi-
dades (una matenuitic
@S VeZL 1ene como consecyens

creados

cre.

el caso particular de
ilgebra lineal pa
plics ¢l teoren

com-

ra ¢l estudio de los fendmenos cconGmicos. Esto.
v 1o creacion de nnevas dreas e la anmatemuitica.
. unphican frecuentemente una real-

v od hoc)

incos. ¢n ana u otra g
s diferemes, sungue complementa
line

Los estudios simmlt

tas. U'n direa

Bentacion entre dreas cientitic
conni eoanterdisciplinaria os la ccononwa matenuiti
i. camo es de esperarse. el ritmo histarico de la ciencia contimia al ritma on
que ha venido haciéndolo, ta creacion de conceptos en otras s e i ciencia va
a servir de herramienta tanto a la cconomia coto a la matemiitica. Fsto impone.
por consiguicnte, que e} estudioso de la cconomis matemidtica esté enterado de los
NUCVOS CONCEPLOS que coNsy wtian surgiendo v osea capaz doe mantener
una avtitad sicmpre receptivie a pesar de que 1tambidn es observable que muchos
de esos conocimientos nucvos aparecen y desaparecen, a la manera de un “desfile

metnente

de modas™.
La moda actual es la 1eoria del caos. Aunque sabemos que hay modas, dicho

en el buen sentido, que “lleg:

n para quedarse™.

ot numern de
« inventos a jo largo de! u.mpo desce 1800 & 1900
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Capitulo 1 EL TEOREMA DE
PERRON-FROBENIUS

sultados de L teoria de las

IZn exta 1ereera y Gltima parte se expondrian alpunos
maltrices no-negativas cuadradas.

Segin hemos visto en las dos partes anteriores. ol estudio de lias matrices positi-
rdradas precedio al udio de las matrices no-negativas ciandradas. Ambos
se hicieran a principios de siglo, en un contexto meramente mateniiticos os
ir. min no se utilizaba la teoria para aplicarla con algin propisito en economia,

como seria el desarrollo de mnodelos ccandruicos.

1t Oskar Perron encontrd alpunos resultados interesantes

B} matemiitico alen
sobre matrices cuadradas estrictameente positivos, ui
herramienta el andl Debeomos tener en cucenta gpie casi toda la teor
coemos del dlgebra line rrollada. cuando e Tormulo o teorema
de Perron'. Podemos enunci

ando como

con clemento

a e cono-

1 ya habia sido des
r este teorema e la sipai

nte i

{Peyrron. 1907)

Si A > O mxm. entane
(4} Fxiste nn valot propio A > 0 de A tal. que Viene asociado g v
> O .

(¢1) Siaa20xY > O, entonc

1or propio.

Ay Y = ,,i,/:

AY = oY = o =
(717) Si A es cualquier valor propio de AL entonoes
A# A

(ir) X os una r =imple. del polinomio carae
A la raiz X la defininmos como la raiz de Perron.
Existen algunos resultados que podemos establ
trictamente positivas:
Teorema 1.2
A=>By
(#) si A es la raiz de Perron de A v 3 un valor propio de B,

= M <

eristico asociado con AL

acerca de las matrices es-

= |3 < A:

(#7) » si 33 es tal. que
181 A=+ A =DB.

Podemos interpretar este resultado como una matriz B.
aumentado el valor de por lo menos una de sus entrac par.

Un resultado que nos puede ayudar a hacer una estimacian para la raiz de
Prrron. es la siguiente:

Teorema 1.3

Si A > O mxm tiene como raiz de Perron «

1a cual se le ha
formar la matriz A.

AL entonces

VMathcmatische Annalen. 63 (1907), pp. 218263

:
!
i

¢
‘
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(7
" _ m
min E a, < A= max 2 oy,
1=t J=1
(77) » si
- ~
o, = A
- =1
= 1.2, ..., m. cntonces

para algin 7,

S u,.VsETH

=1

(1.1)

s decir, extamos sumando todos los elementos de cida renglon v Juego caleu-

lamos los numeros, maximo v mimimao. de cada samae F valor e ba raiz de Perron

estid entre estos dos valores,
estian en cada columna. podemos afirmar lo siguicnte:

(£}
max3 o, < A< min 3 o,
7= Toa=
(ri) x =i

= 1. 2. ... mentonces

para algnan g, =
S o, = AViem

Analogamaew e, para la sina de los elementos que

(1.:3)

L1 exte comexto, podemos pensar o las matrices A X qae estanmaos desie
prodiucio: esto es, cono

rrollando. como un subeonjunto de las matrices de insunic
ticnen entradas esyrictamente posi

agquellas matrices gue
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Capitulo 2 PERMUTACIONES
Y MATRICES DE
PERMUTACION

l.as matrices de permutacion nos ayudarin con la definicion de reducibilidad o
matriz.
s} un conjunte de indices y

irreducibilidad de u
Sea v = {1.2....
sea

(2.1)

Sn = {0 — 7 | @ s biyectiva)
©] conjunto de permutaciones de rn clementos. que usualmente representamos
COmo:

1 2 3 m .
i ( a(1) a(2) al) o) |} (2.2

te conjunto fonna un grupo. bajo la composicion de funciones. Y sea

B={er en o, enl.

el conjunto dJde vertares de la base canonica de R

P = es el conjunto de matrices sexomn tales. que tienen un i oen cada renglon »
columna » ceros. en los detnéis lugares.

Este conjunmo fonms un grupo. bajo ol producto de matrices.

Ejemplo
Un elemento del conjunto Py ¢
o 0o
0 0 o1
01 o0 (=P
00 1 0

A cada permutacidu le podemos asociar una matriz de perimntacion, de la

siguiente forma:

e’sy e’
e’ e’;

- — P =P (2.3)
€ ngm) e’,..

Definicién 2.1
Una matriz de permmutacion puede ser expresada como:

I para ao(i) = j. 1 = 1,

P, = (p,) = { EA A (2.9
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Teorema 3.4
Los grupos (S, 0) y {2, .-) son isomorfos,

Demostracion

Sea
elainy
e,
S(o) — 0 =P (2.5)
©afon)

de permutaciones, Pog

una funcién «que asocia a cada peoanmtacion una satriz
rwwir. of prodocio de permuataciones) tiene

ion de funciones (es ¢

tanto. la composi
asociada ¢l producto de matrices (de permutacion):

e’a) e’y
. .

€~y €
floroT)= P, = = K i
> 3 34

€ o) e api et

= fto)f(7).
Por oiro lado. el inverso de una pernnstacion tiene asociado la matviz:

S(o) = fim) = Py =
ey
e €y = €7

<> e nyy = 7oy .

@o(l)= (1) .o. () = 7(1n) <> a0 = 7.

Cualquier matrizde la forma

proviene de la permutacion
(1) = 7(1). ... r(mn) = ().
Ejemplo:

Scan las permutaciones
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s 1 23 {1 2o
Sl s 2 ) 7= L2 0
¥ entonces, la composicion
2 3 1

nos da una nueva permutacién. Al aplicarle la funcion f. tenemaos:

1 00 0o 1 0 O v o0

Her)=1 0 0o 1 1t oo0l={o0oao1}=r,
o1 0 0O o0 1 1 0 o
Ejemplo:

Sea

{1 2 13 4
Tl o4 o2

una penmulacion gue liene asocinda faomatriz:

e’y 0 o0 1 n
e’, 00 o 1
- J —
= tu = e’y 0O 1@ o0
e’ 1 0 0 0

La matriz transpuesta de P, es P,

g 0 o 1
,_fo o1 o
P, = 1 0 0 0
o1 00
» la matriz inversa de P, os: Nerte Hemmh Abel 1302 14395
o o0
1 1 0 0 0 .
ot p o 9.
P = fp b o0 1 o |- (2.6}
o 0 o i

»ya que |detP,| = 1: por tamo. P, = P,

Ahora bien. la permutacién inversa de o es:

e 0100
_ (1 2 3 4 _[es]_|1rtooo
”“(4312):"”"" e, |l oo 1o
e 000 I

¥ entonces se cumplen las igualdades:

P.oi =P, =P (2.7)
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A
mats

ra bicu. jcémo afecta el producta e o
adrac rhitrarias?

matriz de permutacion a lias

Comencemnmos con ¢l producto de una matriz de permuataciones v vedatores arbi-

trarios. de dimer
n X €R™ y sea Po una matriz de permutaciones mxm

wom.

e’y X
a2y X2
P.X = . = (e'n(l)~e'n(2]q e € ()

@ i)

= (Xe1) Xaguy- Nogmy) = Xa

PoX = (ray) = X, .

X, os o) vector al que se le han permutado sus entradas, por media de o,

51 A es una matriz mxm arbitraria. entonces tiene la forma:

iy L R Y
“ @z :
Gmy dm2 - Hmen

Si la multiplicamos por la izquierda por P.. tendremos:

E’n(l) 1y yz vt Open
P.A = ety Ay 2z - M2y, _
- A = . . . . A =
LE : : - :
€0 m) Gy Bz o Omm
e’hy
e’h(2)
" ( AU A . AGM) ) =
e’nim)

€’ Al e’,(,,A“) e e',(,)A("‘)
el Al el A L el Al

A e (AT - ety Al

Qaqr)r Aagryz Lagi)m

agn Ao(2)2 Gatdym (a )'
= . . B = {Qali}s

Qogm)1  Dagm)z " Qofmhm

(2.8)
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Aa(r) METEIT] Yoy
_ “Aa2)2 Bag2)z T a2z .
H : .. H = (""(')J) -
Bagmym  Pagmdn " Gagmim
P, A = (a,,(.-),) es la matriz cuyvos renglones han sido perinutados. por medio

de o
Ahora, si A es mxm v la n
dremos:

itiplicamos por P, . por la derecha. entonces ten-

yy wyp - M1y, e’,,“,

AP, — ":“ a:n . n;.,,, e 2

Gt Oz e €ty
Aoy A€ 0 Ao
Anelany AmCan A€z
Ar® ity A @arsy o A€ agm

Fragry et

. “2a(3)  M2a02) T P2otm) _ (' ()).__ (" v ))
= . = s = =iy -

Dratm)

() ooty [ -

Asi obtenemos la matriz A cayas columnas fueron permutadas por medio de o,

Calculemos ahara el producio AP, X"
ey
€’aq2) . . .
":( = (x e’ Xelayy. ... X e’.-(m))
e'«(v'c)
= (Xa(12:Xein L= XPao (2.9}

Si multiplicamos la matriz A simultineamente por P, y P,-s. por la izquierda
» por la derecha, respectivamente, tenemos:

e’.,-.(,) ry @z -
v
e’n-iq2) azy azz -
P,AP,-) = . - . .
€’n=1(m) Ay Omz
a1y da(ryz -7 da(rpm
@a(z)1  Tefz}z " ap2pn
: : - : i
Aagm)t  Caim)2 " Dafm)m € agm)
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Gaf1)a(d)  Datldatey U0 eagi)atm)
Ha(2)e(r) Qo(2)yng2y " Had)a(m)
Aagmla()) Ca(mlai2) " Oagm)agm)
= (".‘mnm) - (2.10)

lo que representa la permutacion simultidnea de renglones v columnas de

v matriz
Teorema 2.2

Si P, es una inatriz de permutaciéon mxm ciclica completa, entonees:

(i) el polinomio caracteristico, para P,. o8 A — | = 0: es decir. sus rajces tienen
la forma

A =" k=2 -1 (2.11)
Demastracion
Como a forma nn viclo completo. entonees
{e.a.0% o™} = {L P..P2. ... (2.12)
= P™ =1
(i%) Si
IP™ — 1 = A" — 1 = 0.
antonces sus raices tienen la forma
Ay = ") 0 = U AL, = TS (2.13)
Definicién 2.2
Sean
o, 7€ S
en donde al producto de permutaciones lo definimos como:
(r 0 o)(i) = w(a() . 1 € ¥. (2.14)

Definicién 2.3
Una permutacion # € S, tiene un ciclo de longitud r
&> Jijdz..., 0, €T
tal, que

a(i1) = iz, o(iy) = fg.....a{f,1) = ) .
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Tambidn se cunoce a esta permutacion como un r-ciclo.

Si o € 5. > r = m, decimos que @ es ana permutacion de ciclo caompleto.

Definicién 2.4
Sea 7 y 0 € S,,. Para un w € W (lijo. definimos ¢l conjunto

Oupn = {o™lio) | 1 & N} = {@(i0).0%(i0). a?(ir). .
Teorema 2.3

(2.15)

V o €5, s producio de ciclos ajenos.
Demostraciin

Sea i sin perdida

1 de generalicad, consideremos Lo a(l).a*(1). ...
Como 17 es linito. no paeden ser distinios sus elementos.

Scea ahora a7 (1) el primer clemento de Ja sneesién gque se jepite,

i)y =]
porque si

(1= o (1)
con 0 < s < r.

== 3’7 (1) = 1.

con r — s < r. jPero esto es un absurdo!

Ahora. sea

Ti= {101y a*) oD}

Entonces obtenemos un ciclo ajeno. os doecir:

T nY:=0

* Gaspard Monpe (1748 18181 Cauchy rerbacest hom 41 ihe-
. Acsdermie then Sciemcen we 1316,

JETINY = Jo )= je€7i. = T, =7Y2.

Sea ahora w € W tal. que w & T, v w g T
Ta, etc. Como 7 ©

A partir de éstos se construye
finito. el proccso termina con alguna T,,.

= T, T2--- T
¥ tiene el mismo efecto en cada elememo de 77 que o . Por1anto.

O =TT Tn-

QED.

Ejemplo:



Sea
o1 00 00
a 01 0 0 0
7= . .
1 o o0 o --- (-’

Si w7, designa a la matriz © de arden /iy ademas,

Oty -l =

= 3 una matriz de permutacion mxin 1al. que

RPR"'= =, -

Recordemos que si A vy B san matrices cuadradas, l.n suma directa de ellas se

define como:
- (8 %) (2.16)

(P

A B = diag(A.B) =

O 13
Comao ol polinomio caracterstico de =, on (210 — ) se sigae que of poli-
nomio caractenstico de = es [‘] (-1)%a (Al — ).

Laos valores propios e nn-l n|.||r|/ de permutacion son. por tanto. las rajces

n-csintas de la unidad, e las » e
A= ke wm. (217
Ejemplo:
Sea
_ft 23 a4 5 6
TT\s5 1 6 1 2 3

que pucde factorizarse en ciclos ajenos como:

= (152))(1)(36)
Por tanto, m = 8y las longitudes correspondicntes son fy = 3,0 = 1.1z = 2.
La matriz P, es:
0o o6 o 0 0 )
1 0 00 00
0O 0 0 0 0 1
Po=lo o001 0o
0O 1 00 0 0O
0O 01 0 00

¥ la matriz R, asociada con



rest

es el producio:

RP,R™! =

ooo~-co
cooo~c
oc~ooc
-ocoeoo
o-cooc

o]
0
V]
0
0

l.os vulores propios correspondientes a P, . son:

(A — TN — I)A2 — 1)

1)L entonces
Siies el
s iagen

Como existe un homomorlisimo entre las grupos (S, o) v (17,
el elemento nemrro de 8, tiene, por imagen, al elemento neutro de P,
neutro e L entonces [(i) = P, 1... matriz identidad de orden wmxoe. 1
del simétrica de i elemento de 5,0 es el simétrico de Ja imagen: es decir:

Vo € N, (et = [f(a)]’
flor=y = P ., = [Pa]™’

F) kernel tiicles) del homomorfismo Foode Jos grinpos (85, 0 v (1700 2 es Ly

imagen reaproca del elemiento ncutro de S,

Neetf) =7 "(1o)={o o€ Sn. f(o)= 1.} ="
Teorema 2.4

Sea o € N, un ciclo de orden m: entonces:

. ( 213:_{;,’ _ ( 2_-§ \.
R I Oy

D mmostraciin

Camno
o(l)=2.0(3) =1 =1
e’y e’s
e’z e’s
=P, = S P .
€’fhtm) e’y

Teorema 2.5
S5i o € S, forma un ciclo de orden m,

=Pl =1 (2.19)

Demostracion
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[ TS e’y

P. = e’hn2) _ e’y

€nrn i) e’y

Sabemos que la propicdad anterior se cumple con la igualdad PP = Paen
) H ; & -
Entonces
e’a(1) e’;
P, = e = e’ =1

e’y

Teorema 2.6

Los valores propios de una matriz eichea P, de orden werm, son:

Ap = oML A, e UMy =«

Derostracicon

Como P, os cicliva, esntonces

Pr=1=P,m = |\l - P.ol=0
PA— 1 1] 7]
PN A -2 5]
= R =0
[ 0= -0 A—1

Sus raices son:

Ap =) p =00 — 1,

Teorema 2.7

HAGER),

(2.20)

Los valores propios de una matriz ciclica de P, ciclica, sec pueden generar me-

diante la siguiente férmula:
Ap =B ke =T.
Demostracion

Sea

N, = D Area.jem = P.X, =3 M Pe,.

k=1

Como por hipotesis Pe,., = e,, i € 77,

k=1

(2.21)
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= PX = Mg 4+ ANy oo A= A

A A I Ay e AT

A [z /\.,“] B s
k=1

. 7
¥ como

AT = N

AT = (X,

por tanto
PX, = AX,
M entonees M2 es un valor propio de P,

CEUNOD Ved ot propio asociadio os:

X ey Ny IR N J—
X o= (NN LAY = (R TR ey e T

Ejemplo:

Yontre las matrices de permutacion podemos cncontrig una nairiz mny inteve-
sante, que asaciamos con la permutacicn:

sV 23 -
T 2 34 - " 1 )
1a cuatl corresponde al ciclo o = (123- - - 1) . el gque o su ver penera al arupo ciclico
de orden m.

La matriz asociada hace rotar, a los vectores de la base candonica. un lupgar hacia
adelante:

0O 1 0 0 1) o
¢ 010 0 0
1.0 00 Q

» su cuadrado se calcula como:

01 00 O

0 o1 00 0 O
2 0O 0 1 0o 0o 0 o0 01 0 0 O
T = PR . . .
1 0 0 0 -- 0 1 0 0 0 - 0

o 0 0

o -
[
(=]

oo
©
c
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I agues corresponde a
a_ (1 2 3 - =1 12 3 o =1 an
TTELe 3o m 1 2 S m i
m—1
1 2 )

4 v ok, Ja matriz =™ corresponde a la perminacion
vemos que se cumple con la sipuienie relacidn:

Aligual que las matrie
o™ = r1al . que 7™ = 1. Obse

Ejemplo:
Sea
L = (A A2 AL ).
ntonces. vV P,

A0 0
0 A, 1]
P.(diugl)P. = P, ) PL = diagiP.L)
[CI] A
Astr) 0 4]
[ Aaca) 0
0 0 EETT VP

Teorema 2.8

Si A es una matriz mxm y P,
tienen Jos mismos valures propios.
1> mostracion

una mmatriz de permutacion. enmonces PAPS

Queremos demostrar que

JAI — PAPY| = |AI — AJ.

5i multiplicamos. dentro del valor absoluto del segundo intembro de la igualdad,
por las matrices P y P’ respectivamente por la derecha y por la izquierda. tenemos:

AT — PAP'] = |[PAIP’ — PAP'| = [P(\A] - A)P’|
Pero el determinante de un producto es el productio de detenninantes. por tanto:

IPIIAT — AL [P’} = (AT — A|
finahimente,

[AI — PAP'| = [AI — A]. (2.24)



Tecorema 2.9

Sca 7 la matriz que Jdefintmos anteriormente como:

o1 0o
00 1 o
= N
P 0o 00

IZntonces,

I+ 7+ =%+ ..

donde J s la matriz mx o, que tiene un 1 en cada renglén y

Demaostracion

1 o0 0 o o o1 0 0 0
o @ 00 0 0 O 0 1 0 0
g 0 0 0 --- 1 I 0 0 0

[ B I |

[¢]
0

1]
3}

=J.

0

e cada

0

0

0 o
0o
[

197

(2.25)

colminna.

0 i
o0
]
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Capitulo 3 MATRICES
NO-NEGATIVAS

E) propssito de este capitulo s comenzar a caracterizar algunas

erales de Jas matrices no-negativas. kn la economia maten

conacida Ia importancia que estas matrices tienen, como por cjicmplo en el maod-

elo de insumo-producto estiatico. 1’or esta razén se exponen aqui Jas principales

propicdades que estas matrices tienen. para. una vez conocidas. tesulten mds

Gicihnente manipnlables por los economist
Tearema 3.1

sropicdades gen-
ica lineal es bien

Nea A > O mxw. entonees (I 4+ A)m- > O,

e mnstracion

(1 — l‘))(',u o) [

TN

— -2 - -2 — 3 o
I (L) ll{lnl 2)p2, U2 l](ru." 200 = B) pa L s
poero
A>0=AA>0=A"""'>0
(e = 1) — 2) 202 m—t
=]+A+-————2—!———1 Al -+ A > Q.

Teorema 3.2
Sea A > O mxm: emoneces A vy (1 + AP~ conmutan.
Ioe miostrucion

—_ —_ 2
A+ A)"1 = AL+ A+ G2z Dl —2) '.),‘,"’ DAz A"y > O,

Faecrorizando por la derecha a la matriz A. tenemos:

— —_ % [ —_2 _—
=1A+AA+ {2 ',),(,"’ 2 aza 2 ”("'2, 2)(m =3) p3a4.-.+A"TA) > O

Gn = Dl =2) 4o G = 1)om = 2)(n —3) o, . A™)A
27

o1

= (A + A%+

=(@+Ay'A.
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constitu

En esta s G definirid el conceplo de matriz irreducible. ya qu
un conjunto gque cumple con una serie de propicdades important dentro el
modelo de insumeo:producto (estiitica). Dichas propicdades se de torndis

rrollar

adelante.
Definicién 3.1

mxm. Decimos que X es cogrediente con una malriz Y
Niste una tatriz de permutacion P oaxm tal. que

X =PYP.

Definicion 3.2

S8i A = O v o~ una matriz mxm, dechmos que A es ana matriz reducible (o
descomponible} ~i. v s6lo 5i. A es cogrediente con una matriz de la forina:

B C .
(2g)

no. Fn

. en geperal dedistinto tan

cn donde B v D son sebmatrices cuadra
rin. A o~ irreducible (o indescomponible).

caso contri

Teorema 3.3
Si A 2 O, mxmrreducible ¥ Y 2 O semipositivo. con A ooordenadas positivies,

k=0

(I -+ ALY tiene. al menos. una coordenada posttiva mas gque Y,

Derastreae win

Supongamos que Y tiene &k coordenadas positivas v las demis son cero. Sea.
ademds. P una mairiz de permutacion mxm tal. que

X =PY

coloca a lax & coordenadas positivas en los primeros lugaies ¥ a los ceros en los

bdltimos lugares. Como A > O ¢

R
X=PY=(g),R= : € R, O pm*
Ao
_ X Xz R
=:~(I+A)X—(I+ X2 x,,))(o)

_ X, R
=x+ (%R

y como A es irreducible, el bloaque X2 no tiene ni renglones ni columnas con ceros.



no nu

Supongamos ahora que X + AX o« un vector con e - & cootdenadda

R + XnR _ R+ X, IR
(o] Xi:R - O+ X,z N
Si X,z = O y s una submnatriz de orden g - kJ)xk, entonces existirta u2na matriz

P de permutacicn mxm tal. qne

. - X X,
PAP_( o x“)

iPero esto es un absurdo! Por tanto. la
Lsin que tenga la prinera colnmna v el primer
adias positivis.,

matriz reducible.
snriposith
cebvector Y 4 AY tiene nus de & coords

A A serfa o
subtiatriz X, > O o
renglon de ceros voaden

Corolario 3.1
Si A 2 O mxmirreducible ¥ ¥ 2 O = (F -+ AYP"T'Y > Q.

D snostruein

A 2O
tlh - Ay 20O

Sea Y 2> O semipositivo, un vectar von & courdenadas positivis. &£ < res ~ .
Por el teorema Tosi multiplicamos I« AJY sabemos que este producto fornsa.

al menos. un vector con A 4+ 1 cootdenadas positivas.,

= (1 - ANl + A)Y

1wdo esta uperacion m — &

Apl

s posilivas ¥ entonees tendremos:

~ positivas

es un vector con k o+ 2 coordens
veces, oblendremos un vector con mocootdei

'Y = 0.

(1 - A
s s manda vectores
Como (I +
tos del primer

La transformmacion lineal (F+ Ay va de R7a 187, ¢
Ofes esiriclamenie positivaos

~ manda conjitnos campa

senipositivos al primer ortante de v
A)™=V e una funcion continua. entomne
ortame. COnjuUntos ComMpacios.

Por ejemplo. el conjunto

St = {Y e Yy = Zm: Y= l} (3.2)
1

forma un conjunto compacto.

= (I+ AY"'S""1 es compacto
Cerolaric 3.2
5i A > Oy es una matriz mxm v ademis irreducible. sic v solo si. (I+A)™~ >

O.

Demostracion
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=) PPorel corolario 1. tenemos quee

(T4 A)" 'Y > O. VY vector seinipositive

yen particular es vilido si Y = e, 1 +€ 77 son vectares de i hase canduica de R0

Entonees
X+ A)" e, > O Vi ¢ im
lo cual gquicredecir que todas Jas columnas de la mariz (J+ A )" 77 son estrictamen e

positivas,

= (I + A" > O.

=) 8Si
I+ A~ > O
— _
= 1= un—l)A-y‘_'_'i_—_lA',#"—_;fA:_*__,_”““ LDIA™% 2 A" > O .

Supongamos ahora que A os rediucible

= 3P rtal. e (O D = PADP
e (B S)r-a

Sustituvendo ol valor de A, en la expresion desartollidi de (I + A"~ wenemaos:

-1 — &
1+(m—1)( )+‘"' ),‘,"' ——-'(g S+
ez =1
B C B C
+(ln-—l)(0 D) +(o D
Pero cada potencia de
B C
o D
es de la forma B W
AW 3.0
o D’ vre N, (3.1

= (T + A)™!
es reducible. jPero esto es un absurdo!
= (I + A)™!

no tiene bloques de ceros;
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={H+Ay""'>0.
Lema 3.1

Sea X un vector propio, de una matriz A 2 O wmxm prreducible: entonees
X > 0.

A A Masaov AKD B A. KUSHAIR: PHOTOGRAPH SHOT
e Alausov's stuDy. Manci 1979

MORRIS KLINE
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Dirmostracien

Supongamos que

AX = aX

v
< R
x-rv-(R).

R > O. como ames. donde A 2 O es irreducible y X > O

= A X ~AX =0=(A1-A)X =0

= AX =AX =X+t AX =X +1X

)

ST+ AX =+ )X == (T+ AR = (14 A" 'X

O Twe AKX =1 = ' X

TIX forma sna vector von e ent radas estrictamiente po:

Fntonces {1

AN
por el teoren :

L1

(t=- A" "X >0« 10y X >0.

Recordemos gue

“y
", = R oy ey ey,

=l =1 taas

(3.9)

representa la entvradis oo gio e la matriz A*.

Teorema 3.4
Si A = O. mxm. irreducible.

<> V(i.j7) € mamidk € Z

tal. que
altl > 0.

Demostracian

=)
Supongamos que A es irreducible. Por el corolario 2.2, tenemos que

(I+A)" ' >0
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(0 — 1Yo — 2)/\"

=T+ (m —~1)A + G o= — A2 4 A 5 O,

bT
i Si multiplicamos la expresion anterior por A,
— —_
= A+ — A+ {—""——I;(.‘T‘——)A'— i — A+ A" > O

ex un polinomio de matrices con la forma

= A+ (AT A+ -+ L AT A >0

= 3AM o O o, v (LoD L G L WY 2 0 ) & TIEXT.

Do aqui se sigue que

V(1. j) & xiit 3 € X tal que 1k <D oamalt? > 0.

H e
i
‘ =) Vamos a demosvrar ol regreso.
‘ V(i j) € N Ik € Z tal que Vb e alt) s
i
1 wstraremos aburi que si A es reducible. cotonees ol = 0 pars
DE TixT Vh € Z*. Supongamaos que A os reducthie entonees existe ana matriz P
. _ (B C
P’'AP = o D ) .

donde B, D son matrices cuadradas.
; . _ B C _ B C .
: = P'AP = OD)=A_P(OD)P
i B C
: m—t e _
i = (I + A) —P(l+(o D ) P =
!
B C (m—1)m—=2)({ B C\* B ¢\
; =P(1+(m—x)(° p)t—S— (o b))+t *lo D) ) od

= 3 una cntrada (i.j)-€ Wi 1al que S = 0.

iPero esto es un absurdo! A no es reducible: por tanto. al*? > o
i ¥ "
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La funcidn Collatz-Wielandt no vi i servir para hacer an catas terizacion «de

ta raiz de Perron-Frobenins,

Dada X € Iy, definimos

A(X) = A AX 2 AX, A€ 12, )

senta un suconjunto de mimeros reates.

Qe repres
Sea (AX), = D" a,X,.
=
Delinitnos. ademas. la funeion

Nt R — It

AXL X, > 0
NAX) = ~ M N, =0y (AX), =
fnde Jrovdo =i X, = 0y (AX), = 0

A4 (X)) se pucde eseribir tambicn como ¢

AaX) = min M (X) =

AZL i X, > 0
= ulin{ oc st X, = 0y (AX), # 1
indefinida =i X, = 0 x (AX ), =8
min, LT.)_AX 5 X, > 0
= { o 51N, = 0y (AX), # O:
indefinida =i .V, = 0 » (AX), =0

Definicién 3.3

Si A 2 O. mxm, irreducible. defintimos la funcion

Ag: BT —{O)} — Hy

miny o ‘%{’f—h si X > 0:
Aa(N) = o si X, = 0y (AX), £ 0:
indefinida si X, =0y (AX), =0

A esta funcién la Hamameos: funcién Collatz Wielandt asociada con A.

(3.5)

(13.6)
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arcii de un valor X 2 O semipositivo tal,
mdi, Bl midximo seri la raiz de Perron-
el vector de Perron-Frobenins asociado con

on Collaz-\Wi

Queremos establecer aliora o exis
gue maximice i la funcién Col W
Frobenjus de A v un X = O s
A = A(X). Veamos qué propiedades tiene Ta func

Teorema 3.5

Sea A = O. mixen. irreducible y sea A (X)) la funcién Collatz-\Wicledt (C-W)

asociada con A, Fntonee

(i) Aq o5 homogénea de prado cero VA € 1,
(ii) Si X = O v A = I, s el real mavor tal. que

AX —AX 20 = 1= X):

() SiX 20w
Y o= T+ APTTIX = A Y) = A (X))
entonees. : Ay Y o= A G(X).

Derosstracion

1 de prado cero

{1} Aa e homoes

V>0 x X T Ou 2 se cumple lo siguienie:

L AEX)), . nAX) . (AX)
Ag(1X) = '\“‘I":‘(—IXT = :\n)n:n}——T‘('—» = '\,‘;ZI‘T = A4t Xh

X >0 .5i

para la maximizac ion de A (X)) sobre o) conjunto de todos Jos veciore:
restringimos el dominio de la funcion C-AV.0 al primer ortante de t7. en la seccién
de esfera (S0~ 1qgue se encuentra en ¢l primer ortante:

Sem=1) o {x eRT IS X=X > o} (3.7)
z

X

Si la funcién C-W fuese continua sobre 5. entonces estaria garantizada la ex-
istencia de un ¥ € S0m=1) qa), que maximice a A,y por el teorema de Weierstrass.



ambio, s totahneme
L Donde iN significa la

ol vector es semiposit

as es coro s
mos como sn dominio SE=1 — S

cominua si to
frontera topoldgica del conjunto 5.
Una manera ingeniosa de evitar las discontinuidades sobre S

= es tonrar

5={Y>0|Y=(1+Ay""'X. X e st=-1}. (3.8)

S s la imagen directa, bajo (I + A)”
consta de solamente vectores estricl

SU=1) s un conjunto compacto en 18
que es un operador continuo. Fntonees
moente positivos.

Por definicion de A (X).
A(X) = min A X) = AL(XIX < AX.

Multiplicando ambos lados por (1 - AV = O

= A Xl - AVTIX € (T + A)TTAX.
como las matrices A (1 + Ay~ sonnnnan.

= A (NN - A)TIX S AT+ AYTIX:

) como
Y =il « AY*'X > O.
w2 A X)Y <€ AY

= A XOHY < AY = A,(Y)Y.

Si muliiplicamos ahora por el vector

J = € I

= A (X)Y - T £A(Y)Y -2
v dividiendo entre Y - J > 0.
= A (X)) € A(Y).
En lugar de considerar la maximizacion de Aa (V) sobre el conjunto SUm=1, os

icion de A4(X) sobre ¢l conjunte 5 . A la vez.
. alecanza su valor

suficienme considerar la maximi:
como Y€ 8. entonces ¥ > O v A {Y) es continua sobre !

maximo sobre el conjunto 5.

Sea ahora X > 0,X € 5.
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z ol P21 aald
ol

Delinimaos ¢ valor miaximo de la funcion C-W como by
sociado, le Hlamaremaos ¢l vector de P-F. Con esta parte, demost varmeo:
Ve P gue afirma que

iva irreducible. enton

Ve
primer inciso del teoren
(i) Si A es una matriz no-neg,
A > 0 el eual. a su vez, tiene asociado un vector propio. X = O.

s existe un valor propio

N

matriz A ticne un valor prapio A > 0.

1
J = : € rm.
1

Evalitsndo la funciéon C-\V en J. tenemos:

"
Ag(JT) = min a,,.
atd) 3 Talk LevnGooca (1673, 1011
>
como A no tiene renglones ni columunas de ceros. va ques o irreducibhe.

= A, (J) > O.

ANERTIIIO

= A > Asd) > O

is>o
io con :\‘> O.ento
dao con Al

e~ X > 0. Al vector X 1o

ol veaior propio
ol vectar de I7-F. as
Neminiron ot ra forma de demostrar gne Ay estid o

Saerts

e iorstracion

Sea L Funeion

AX)Z0,VX >0

entomn AL esti acotada. por abajo, por el cero.
Tenemos que demostrar ahora que A, estd acotad
mayor de elementos de columna de la matriz AL

. por arriba. por alguna suma

Sea
1
a=|:}e /f'"=>,\,,(.1)=mi..‘-§7‘l—h. g =1
: 7.

= tnin{ AJ), = min {Z a,,} Vi e

3=1

m - ™
= min E ;. i
1=t 3
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por odvo lado, 1enenos oe

AX — A X)X 20 = JAX - V(X J- X =20
yeamao J X > 00 dividimos por este misimo ninero «

JAX . J-X JAX ¢
- i > - >
= TR - AN 2 0= T - AaX) 20

JA
=3I X

= AX). VX = 0.

Ahora. sea

N = max {Lu,,

=
= JA X NI

{JA) - X < (WIy- X NI -X)

J- X - J-X J-X

= A Xy =<

= A(X)S K. VX > 0.

Por tanto. A 41 X) estit acotada superiormente.

LQué sucederia aliova st por ejemplo. X era un vector semipositive

2 1
2 = (2 4.2+
2 I+ =
+ + < )
-+ +e 1 +e/”
- 2te ?_11’ .
o = 58 {150
Pero como es homogénea de grado cero. entonces
(2 +e.2+¢.¢) (246245
1) = mi Tar —
Aa(X(<)) mm{ 0.0, mm{ 1.0

Z"".,) =N Ny= N(l.....01r= NI

(3.4)



G e
AX(z)) = mi Iy =
WX () IHIH{ T .l} 1
Poera.
AX(O)) =2 £ 1 = fip Aa(X())
Ejemplo:

Para la matriz no-nepativa

[
N

Hochard Drdebind (1831-1916)
Contteny f Sprunger- Vertag Archives

1
X = ( )
! =
) 1
N, = 22 | X = >t  Meunesch Weber (1842- 1913)
” o Coursens of Springee-Verlag Aschaves

;)
)+-(3)
2.

evaliese AX = W, para rada X € {X;. Xo. . X},

S epo para la funcion

AMX) = min .1 € i (3.10)

Evahiese tambicn comuo lo indica la expresion:

Z = MX)X.
Solucion
Hacemos el primer praducto
\
2 2 1 i
1 3 1 2 =
12 2 H

=(2+d+1.1 4+ +06+1.14+0+2)Y=(7T.58.7)

(12i)(4)- (5

(MM

—
i
~—
S’



"
I

Hacemaos o priducto tomando o] sepoando vector:

(12:)(1)-(3)

Ahora hacemos el producto de Ja mutsiz A con el tereer vector de la lista:

2 21 i mr Rt 7
1 3 1 o = 7’.,_ - %+ 7-: - o
IERAY SRR R &
Ahora. hacemos muliiplicamos ¢l cunarto vector:
220y (% B+ %
raa ) 2 B - &
12 2 1] -JL; -+ 7‘: —‘5

Ahora queremos evaluar la funoon A(X) en cada ano de los vectores

A(Xy) = A2, 1) = nin {—3,7} = min{7. 1.7} =4

A(Xz2) = AL 3.3 = min {1.1.0} = 0

AMXa) = MI. 1.1}y = min{5.5.5} = 3

{———\T——z} = T Ty =4

1 2 1
A =AM —.—=.—=) =
Xy = M7 B 7!
_J)):min{?.{i}:-l

pIv

A(Xa) = M—=

N

11 R
A(Xe) = AM—~=. —=. —=) = mi RV R v QU
(Xe) (\/5 7 \/5,' nnn{7,= 7,_’ 7,_, )”
Finahmemite. hacemos los producios A(X)X para cada uno de los vectores dados. | -
Zi(Xo) = AN (1.2, 1) = 1(1.2.1) = (1.8}
Zy o= MX2M4.4.3) = 4(4,4.3) = (16.16.12)

Z3 = 5(1.1.1) = (5,5.5)




sl ks
A A AT H A A

para

estrictamer

X=(L21))=W=AX=(1L51) v A(1.2. 1) = | = «

)
Ax=(7-)2(
O

iinuenios shora con la demostracion del teorema de Perron-Frobenius,
X e
Supongamos gque Y > O es otto vecloar propio. asociado con A
e

A

~t %

Thie o

Nrveplo por un uniltiplo escalar.

# = nnun 1 L sa Y =Y — 0X

= AY = A(Y - 60X, = AY — 0AX.

Por delinicsn de £, Y no es mavor que cera. Supongamos shoia goe Y % O.

= AY = \Y.
Y s tambic

oun vector propio die A, asociado con A,
e (31). sabemos gue (I 4 AV Y os una matriz

© positivi. tenemos que ol praducio

Come cumplen fas hipotes

=(I+A)"'Y >0

nos da un vector estrictunnente positivo. Pero los valores propios de t1 -4+ A"~ Micnen

la forma (1 + A

entonces al multiplicar por el vector Y

=(1+AY 'Y =1+ 'Y >0

=Z=(1+0)""'Y>0= 2Z>O0.

iPero esto os i absurdo! Emonces Y > O: portanto. Y = Qo ¥ = #X.

(iii)
AX = 4X.X = O:

cnionces

»= A
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A s intesducibile, sic v s6lo s A7 os irreducible.

Sea A da raiz de PoFode A v 3t rarz de P2F de A7
Queremas demosirar gues

i= 3
Entonces, existe un ¥ > O 1al gue AY = 3Y. Supongamos

AX = iX.X > 0.

Considercmos ol producto escalar de la expresion anterior con el vector Y

MX-Y)=(AX)1- Y = (AX) Y = X - (A'Y)

=X -(3Y)1= 35X ¥Y).~MX-Y)= #X-Y)

iplific aneler., tenemos
= XY — XY=
N VA= X Y) = 0.
Pero X 2 O (vector semipositivo) v Y > O,

= (X-Y)>0

(V- H=0=7=73
(iv) (Ao = A Sea A un valor propio de A al, que
AX = AX. para almin X # O.
Si detinimos
1.X}
X,
X+ = | .JI
[
aplicando la desigualdad del iriingalo.
= AX* = A X

pero los valures propios de AX ™ son de la forma AX*. entonces

AX™ = AX* > A} X

= AX* = [AIX*

(3.11)

si ahora. tomamos el vector J que esti formado por puros unos. ¥ hacemos ¢l

producto escalar



= A3 . X* > (A1) X"

» como 3-X* > 0. dividiinos entre el misio minmero

= A > (Al:

(v) La raiz de Perton Frobenius es ana raiz simple:

TiX) =

BEOMGTEICATICN ¢,

b4

3 Y

X

1

= 1(X) e S

T(X) es continua sobie 5. pero S es un conjunto compacto ¥ convexo en ™.

Por el teorema de punto fijo de Brouwer,

3NV e Ftal.gue N =7(X) =

=5 A s una raiz sunple.

Con esto. hemos demaosirado ef:
Teorema de Perron-Frobenius (1917) 3.6

Si A > O mxm irreducible. entonces:
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() ha mattiz A tiene un valor propo A > 0. el eual tiene asociada un vector
propio X > O:
(ii)
AX = puX. X = O:

entonces ¢

=
(i) 1IN = A Sea A un valor propio de A sal, gue

AX = AX. para algin X 3# O:

{iv) La raiz de Perron-Frobenins es una radz simple de la ecuacion caracteristica.

Los incisos e faltan se demostiarin maas ac

Teorema 3.7
S A, A 2Z0

= MA > AMA,). (3.12)

can Ay Az irreducibles,
Demostracian

Sea

= C e~ también irreduacible,
Consideremos ,‘\(C)v Sea Z > O =u vector propio:
= MCZ = CZ< AZ.

yvaque C < A,
Sca ahora Y > O un vector propio asociado con A(A;) v consideremos el
producto punto:

MCUY - Z)=Y(MC)- Z2)=Y - (CZ)< Y - (A,2)
= (AJY)-2Z = (MANY) - Z = MANY - 2).
MCNY -Z) < MANY - Z) = MANY -Z) — MCUY -Z) > 0.
PeroY > O v Z > O

={Y-Z)>0

= XC) — AMA)) > 0= A(C) > A(A;).
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Andlogamente, para A
= XA} > AA2)

se pueile interpretar cotno una funcion crecionte, cavo daminia
es el conjunto de tatrices no negativas inedocibles,

Ahbora vamos a acterizar a las matyices primativas Gaciclivas) » o Las fine
primitivas (ciclicas). con el tin de preparar b diltinm paate de Ja demostiacidn «del

teorema de P-3L

La v de P-F

hisgrany s pretn
palnilem

Polya In tha classroom urglng studenis to "Guess and Teat”™ when dolng mathematics. Polys,
through his wriling and teaching, has been a on three

ot n his ninety h year, he active and fust 1
his 250th paper. nd Just published
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Warren Weaver (1694-1978), left, and Richard Coutant (1888-1972), with
shovel in hand, at the Groundbreaking Ceremony for Warren Weaver Hall,
Courant Institute for Mathematical Scicnces, November 20, 1962
Courtesy of Springer-\eriag Archives




Capitulo 4 MATRICES
NO-NEGATIVAS
DOMINANTES

En eslte capitulo vamos a estudiar of teorerma de Perron-Frobenius con el enfoque
que le da Gantimacher, es decir, a través de las matrices no negativas dominant
También sc aplica la funcién Collatz- Wielandt. Se define lo que es la imprimiti
dad de una matriz con un enfoque distinto del que se presenta a través de la teoria
de grificas, para llegar a la forma normal de Perron-Frobenius.!

Definicién 4.1

Sea C € M, (C7) unamatriz complejo mxm » A = O mxm,

C* = (leyl) (3.1)
tal. que
Cc* < A.

Entonces decimos que A domina a C.
Lema (Wielandt) 4.1
Si

C € Mn(C)

es dominada por una matriz irreducible A, con raiz de P-I7 A. entonces. para cada
valor propio de C,
1K< A

se cumple la igualdad si, y sélo si
C =¢“DAD™', (4.2)

donde
¢ = A" con D* = 1.

I es la matriz identidad de orden m.

Demostracion

VEs decir, una matriz como la que aparece en la ecuacién {.1) de este capitulo.
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Sea

donde Y # O

Queremos demostrar

C*Y™* 2 1Y

=3 e,¥, =Y,

=1

= z:--.,r' = 1Y

=1
= KDl = e, +eg,), + - o+ emy Yl
por la desigualdad el 1ridingulo

e, 35 + e2,¥, + oo eny) Y S e, LY+ -2+ ewu TS

= Y+ < C*Y*™.
PPero A > C* y. por 1anto.
AY*t > CY* > |ClY™.

por el inciso (ii) del 1eorema de P-F

= 1Kl = AalY™).
donde A (Y™*) es la luncidn Collatz-\Wielandt asociada con A y, por tanto,

K< Aa(Y*) s X

=) supongamos que ~
¢ = Ae'™
= (] = ':\c"'l = A:
entonces -
Kl < As(Y*) < A
implica que .

Aa(Y*H)=2
De aqui resulta que Y+ es un vector de P-F y por

AY'Y > CY* 2 ] Y™

(4.3)



AY* = CY* =AY+

= (A -CH)Y* = 0O

donde Y+ e el vector de P-FF

=Y*>0

= (A—-—C*')=0= A =C*.

Definiimos ahora

'
pa 0
0 Jz
D= i
0o 0

(=2 ~]

15}

= diag( ‘:—:". cees
(

G = (gy) = e*D~'CD

Al ser CY = (Y. obtenemos

CDY* = (DY"* = A'"CY~

= GY* = 3iY+;

¥ como

AY* =CY*

=AY+

= GY* = AY™*.

Ahora. por definicion de G,

G+ = ,'-'GI(D—1)+C+D+ = C+

y por A = C*,

De GY™* = AY™* tenemos que

= Gt = A.

G*Yt*=GY*to Gt -G =0,

=2G=G*'=A

y de la definicion de G, obtenemos

C = ¢*DAD™’.

Definicién 4.2

=) (4.1

R

(1.5)

(4.6)




Sea A = O mzm irreducible, con raiz de P-1° X, ¥ supon nos que tien
tamente h valares propios, de valor absoluto iguales a A, Al mimero £ lo llamamos
indice de imprimitividad de A; o sencillamente. indice de A

Si A I.decimos que la matriz es primitiva; en caso contrario. decimos que os
imprimitiva (o ciclica).

(vi)(Wiclandt)

Sca A Z O mxm irreducible, con raiz de P-F X e indice b S
valores ca “ensticos de A tales. que

an Ay

Ml =fAz] = - = A = XL

Entonces,

raices de la ecuacidn

Demhostraeiin

CSea A = Aevsr con 4 € B, Como JA] = A, se cumple la igualdad del lema
anterior. mientras que C = A y ¢ = A, implica que

A= DAD, t €.

De agui que Ay la matriz ' A soun similares. Como A ex una raiz sisnple de
la ecuacidn caracteristica de A. se sigue que, para toda t .

Rt

A

es una raiz siimple de la matriz ¢'“A. y. por tanto, una rs

Ahora. como A

oD, AD;!

= A =" D" D,AD;!)D;’

A= (DD, A(DD,)" .

Por consiguiente, A y e'{¥+¢:) A son similares para toda s ¥ para toda .

Podemos concluir que Ae'(“r+¢+) es un valor propio de A y, por tanto. e'l¥r+e:) og
un valor propio de A. Entonces, ¢'{¥r+¢:} debe ser uno de los niimeros €', ¢'97_,__¢'<h,
De aqui que los & nimeros distintos e'¥', e'¥?, ..., '™ formen un grupo bajo el pro-
ducto, y. por tanto, son las h-€simas raices de la unidad.

(vii) todo el espectro de la matriz A = O mxm irreducible. de indice & > |,
es invariante bajo una rotacidn alrededor de 2L, pero no alrededor de un dngulo
positivo menor que 32,
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stracion

A= {A, A2 A} (4.7)

7
el espectro de la matriz A. Entonces, ¢l especiro de % A es

T = {Me®, a0

At E Y (4.8)
os decir, el espectro AL rotado un dangulo
anterior. que las inatric

. Ya demostramos. en el teorema
s A y o' A son similares 3. por tamo. T es también el
sspectro de AL Ahora bien, por el Jema amerior. cualquier rotacién por un angulo
< 2% no deja ¢l espectro fijo, ya que ¢l conjiunto de valores propios de A, con valor
absoluto X, no se preserva.

Corolario 4.1

Sea A = O irreducible, con indic
asociado con

> 1.y sea el polinoinio caractenstico

A" e a A" 4+ ay S AT
on donde
"> Ny >y o > g
v a; # 0.1 € k. Entonces 1tendremos:
h =med(m —n,.ny — np...onu_y — oy (4.9)

Demostracion

Supongamos que r 2> 2 sea un enterotal. que A N m - my, 1) = N2, ... gy — Nk
tengan el mismo espectro. Entonces, sus polinomios caractensticos son iguales a

AT @A™ A aA"T e 4 aRAT =
A" e @y 0T TMAT 4 qa 0TI AN e @ O AT

donde
0 =¥ = a, = a0

para toda v € k y, por tanto, r divide a cada uno de los nimerc

m— n;,m — ng, m— ng.

Alora bien, por cl inciso (vii) las matrices A ¥ ¢'5 A tienen el mismo espectro
para r = h, pero no para r > h. Esto, junto con el argumento anterior, implica que

h=med(m —n,,m—na.....onn —ng) =1

i
!
i
i
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y el resultado se cumple.

{vidi)
S

v A = O mxm irreducible. con indice de imprimitividad & > 1. lintonces,
A es cogrediente con una matriz de la forma

O Ay, O

(o]

(9] o Az (@]

: : : : , (4.10)
o o0 o An—in

A o (2]

dande existen bloques cuadrados de ceros en la diagonal principal.

Demostracidn (Wiclamly ).

Sea A la raiz de P-F de AL Entonces. por ol lema anterior,

At = =00t =1

son todos los valores propios de A que tienen valor &

soluto igual a X :
A= cFTDAD . r=00 L h— 1,

donde D= 1. Supongamos. sin pérdida de generalidad, que la entrada (1,1) de
cada D, es 1. Sea ahora Z ¢l vector propio positivo de A, asociado con A

Defininos

2 =D,Z.teh~-1. (4.11)
2 =DZ.1=0.4....h =1
Por las dos iiltimas [érmulas, tenemos

AZ' = " DAD'Z =

H D, AD (D Z)

i

CHDAD'D)YZ = T DAZ

= e‘lPD.:\i
vy como A = A, = A0 = X,

= WD AT Z = AD,Z = \Z

Por tanto, Z! es un vector propio de A, correspondiente a A,. Como el espacio

propio de cada A es de dimensién igual a 1. entonces Z* (y, por tanto, D, ¢t =
0, 1,..., h-1) estd determinado por una constante.

Pero la primera coordenada
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es ] oy, por tanto, D, estd univocamente determinado.
A = ' D,AD; dos veces, lenemos:

A=A=cFDAD ' =A =

CERE D DOA(D D) = 245 (D,DL)A(D,D,) .

Andlogamente. siguiendo a

Z' = D/Z = D.D.Z

. N T .z
es un vector propio correspondiente a A '™ x

Dt =1

e FED (D, ADI)D; !

Ahora bien, aplicando

=52 Par la unicidad de D;, entonces

son Jas entradas de las diagonal principal de D,. esto es. las h-c'simas raices de la

unidad.
Sca ahora P una matriz de permutacion tal, que

PDP = @ et 1,

(Rl AR L o A o Al Y

donde
D=y <by<---<hk,<h—1

divide a PAP en blogues. segnin la particion P{DP.

Sea
A Az - A
A A e Aag,
PAP = 21 .22 : .2

A,y Az --- A,

donde los bloques Ay, son de m,rin,, p,q € 5.

Igualando los bloques (p.g) de ambos Jlados, tenemos
P'AP = «'¥(P,DP)(P’'AP)(P,DP)
= Apy = TR AL VD, 9);

o bien,
Ap = O;

o bien,
kg — kp = 1(mod k).

(4.12)
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La matriz A es irreducible ¥ 1o existe un potall gque A,
existe un g tal. que Ay, = O para ca

= O. ¥y, asi como no

1a p.

S = 1, entonces la conpruencia antoerior os

k, = (mnod h):
A ocome

O=hky <byp< - sk, <h -1,

Lo sinien solneidu de by = Gnod 1) os Ky = 1. Entouces. Ay, = 0 para ool p = 2
» la condicion

by = by = L(nodh)

se convierte on

ky — k2 = Vmod h) = ky = 2000d b).
Comuo hiciimos arriba. k = 2

2008 Az, = O. para cada ¢ ¥ 3. Continuando de la
st mancra, concluimos gue Ky = po Ay, = OY g #

pHlope s — 1.

Consideremos ahora el caso cuando p

Iy establecen que. para cada g2 o hien A,

L Como Ay, = O v hy = k= 1 Gnod

= O: o bicu b, —l = V1ned . Comno
A = 0 (no puede ser coera) va gque todas Jas demiis Ay son cerolde agquil resulia
que
oy = s{nod h). 1.13)
Lo vual implica que s = by, 32 <Unod 1), para cada g = 1, Se signe gue AL, = O
pata todi g # 1.

Que o= 1o que se queria demostrar,

, - s
iy &

V.M,
AMD 5. Sanimova-ProkwoRuva

L Tisnomixov, A. N, Kawmoconov,

George Polya




Capitulo 5 ALGUNAS
NOCIONES DE LA TEORIA
DE GRAFICAS

1 finatidad de mostrar tedricament e

IZ1 capitulo que a continuacion se expone, tiene
todas lax formas de circulacion de bienes y servicios
porta lincabnente. poniendeo énfasis en ol concepto de imprimitividad. Fsta teoria

de pran ayuda al economista. en cuanto a innir cdmo cirenlan los bienes

NUBA CCONOIa GUE SC COotn-

pade =
¥ servicios en el modelo.

El mamemadtico hingaro Dénes Kénig (1884-1944)'Tue uno e los primeros
en formular. en 16, una parte de o que hoy conocemas camoe ¢l leorema P-F.
arrollo en la teoria de grificas, Ensegnida daremos algunas definiciones

Paracllod

de esta teoria.

Definicién 5.1

Sea

= {1.2. ..}

un conjunto no vacio de elementos convenienteinente etiguetados, o Jos que 1la

mamos vértices;
ysea N €A

777 . a cuyos elementos Hamaimos aristas o arcos.

une a 7 con el vértice .

arista qu

~ 1N

nento 7, 7) € AL decimos que
- que la industria @ envia sus insminos a la induastria g

Un ol
Vamos a supone
Al par (A.77) lo llamameos grafica dirigida o digrifica y a una st

vértices

esion de

A1) (5.1)

(G th). (. 12). .
la Hamamos una trayectoria dirigida, que une a s can ;. Tambidn Ia podemos
denotar como

- .
zida como un movimicnto
su vez. la industria
finahineme.

podemos interpretar nna trayectoria di
sus insumos a la industria t,
ivamente. hasta que

1 ¢CONOnY:
segin el cual la industria 7 env
£; envia sus insumos a la industria 1,: 3 asi sue
la indusina £, envia sus insumos a la industria 7. Toda eso. dentro de un mismeo
periodo de tiempo (un ano. por cjemplo).

l.a Jongitud de una trayectoria dirigida es el niimero de aristas que aj

en ella:

Un ciclo es una trayectoria de longitud r = | 1al. que une al véstice 7 con &1

mismo: v

“her Graphen und ihre Anwendung auf Determmatentheonie und Mengenlehre, Mathema-
tische Annalen, T7 (1916).
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Un rizo os un ciclo de longitud 1.

Definicion 5.2

Des una digrafica 1) decimos que s fuertemente conexa si. v sélo si,

V{7. ) € Wi A una travectoria i — .

(5.2)
Ejemplo
Dada Ya matriz A
o 0 o 4
_ 12 0 0
{0l oo
LU B

x 0
JPodemos saber cuil os la estoneturs de A2,

Primero asociamos su matriz de incidencia Ty gue ox

@ 0 0 4

Iy = 1 1 00
" LY B ¢

g 0 10

Lucgo. construimos sn digrafica:

D(1a): .
B \
.S

v
N

Dada una matriz A mxm no negativa. podemos asociarle su matriz de inci-
dencia I,4. la que definimos de la siguiente forma:

P 1 sia, > 0: .
R R R I (5.3)
La digriafica D(A). asociada a la matriz A, es aquella eu la cual i — j,siaqy # 0:
y ademads, donde no hay arista si a,, = 0. Por cjemplo. si

104t 0o 1 01 00
0O 0 0 01 00 0
A= 3‘ o0 1, g = 14 = 1 0 4 1 0
13 2 00 LI T S
O 60 0 1+ 0O o 0 u 1 v
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Luego. su digrilica o

Teorema 5.1

A 2= O mxm.

Sean 1y la matriz de incidencia asoriada con A v D(A) la
digrafica asociada con la matriz A, Entonces, o niimero de trayectorias distintas
Jde longitud & que conectan al vértice 7 con . ox igual a

[E3)
1",
recordando gue
v "
ey _
all = oy oty ey,
=1 e

Demmostracion

=333 fuidies o A

=10 fio1
en donde
Pilae o tacy € T

Probaremos ue
Tuidoy, - helyy = 1 o) (f ) (Tema, 5) € A

si

Lhadoe - du_, =1 hy=1,,=-=ly,,=1

@ ay, >00a0, >0 an_,;, >0 (1.0)(F102)e ey (Lamyag) € AL

Definicién 5.3

Sca D(A) una digrifica. al mdximeo comiin divisor de de las longitudes
de todos los ciclos lo llamamos indice de imprimitividad de D(A).

Ejemplo

.Cual cs el indice de imprimitividad de A. donde
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a1 00 0 O

0 00010

01 00 00

A= I 01 0 00

. 00 01 01
e o0 1 01 0

Primero. Construimos su digrafica

DA): /_,_——————A. 2.
/

Segundo. Camprebamos que para cada par de vértices existe nna 1rayectoria
dirigida que los conecta.

VERTICE TRAYECTORIA

(.1 12— 1
. 1.2) 1 2.
(1.3) 1 —4—3
(1.4) 1 —d
(1,3) 1= 25
(1.6) 122256
21
21 —2
25—6—23
2—5—4

2—5




; (1,d4) 43— | — 22— 5 — |
! (1,3) I— 1 —3—5
! (4,6) da ] =2 b —06
! (5,1) 54— ]
i (5.2) 53— 6G— 3 — 2
! (5,3) 56— 3
(5,4) 5 —
! (5,5) 3 — 5
(5.6) —0
(6.1) — 4
6,2) :
(6,3) 6~ 3
(6.1) 6 — 3 —
(6,5) 6 — 5

(6.6) 6 —3—2—-5—0G

relovias,

Tambidn podemos encontrar otras tra

f Por tanto la digrifica es fuertemente conexa.

{ Tercero. Observinnos que existe un ciclo de Jongitnd 2 traves del vértice .
CICLOS LONGITUD

| 1 —2 =1 2

i I =25 —d—1 1

i | =256 —d—2—] G

] | — 2531 !

i Se pueden encontrar trayectorias diferentes para comprobar qae b dinrafica os
; fucrtemente conexa.

| Elmed{2.1.6} = 2. Concluimos que el indice de imprimitividad de lie digréfica
i » por tamo ¢l indice de imprimitividad de D(A) es 2.

3 Si agregamos un arco dirigido. por ejemplo. el (2.6) a la digrifica anterior.
H tendriamos ademads. los ciclos siguientes:

1

: CICLOS LONGITUD

N ] 22 62321 5

b B}

1 =2 -—56—5—1—1

el med{2.4.5.6} =1
Por tanto. el indice de imprimitividad de una grafica a

+Como sabemos gue el indice de imprimitivada es inico?

Definicién 5.4

Seca
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S = {sn} C 2 - {0} (5.1)
una sucesion de mimeros enteros positivos.  Podanos construir de Lo manera si-

guiente:
yry o= o~y

yrey = (sp.52) = med {spos0}
continuando de esta manera. tenemos que el término general es:

e = (8g. o2 e i)

Lema 5.1

i e = 1
h—nc

[P

Prgay = ((S1e Senes Sk} xay)

Ahora bien. sabemos que

crling = sy S s

sueesion mondtana decreciente. acotada inferiormente. Por tanio. converge:

s e

i = rned {~ = lint 10y
A
—=

Definimos

mo= lim g
P

Vamos a demostrar que m €s un nimero entero.
Si m € 7 esta entre dos nameros enteros, tomamos la distancia al entero mads
proximo entre ellos. Sea d esta distancia. Tenemos entonces que si

¢ = d(rn.z}.
: eMtonces existe un & tal. que & > Ky

m < oy < 2

estarmos suponiendo que mg esta entre dos mimeros enteros:
= rmi g X

Pero esto es un absurdo, ya que mi es un numero entero, para cada & € Z.



Lema 5.

A partir de un cierto IN. la sucesion i es constante.

sucesion

Dada la
o= i ot
[P

a partir de un cierto K la sucesion es constante.

Desnostrocicn
Sea

peg o= (ke .~ )
el maximo comin divisor de los primeros & 1érminos, como lo detinimos duterior-

mente. Honces

IN € N

tal. gue
() hima g mn =~

(£2)3N 1ol que VE 2 K = mig = ~

Ahora vamos a demostrar que. s1 87 es un reordenamicnto de los elementos de

S, entonces
med N o= ied S°,

Definiciéon 5.5

un reordenamiento del conjunto 5.

Sean S. S'C Z — {0} .Decimos gque 87
i existe un funcidn @ : .V —~ \ hiyvective tal. gues

si, » solo
(5.6)

So) = S
Lema 5.3

Sea S como antes y §' un reordenamiento de S. Entonces, med S = med S

Dermostracion

Existe una funcidn
0: N N

biyectiva tal, que
Sisey = S
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Por ol lema anterior. sabemos gue existe un A a partir del cual todos los demais
16rminos son constantes: ex doeeic, si
k> N o= = .
Consideremos La imagen inversa de {1.2. ... K}, bajo &
O {1.2, ... K}.

Sabemos gie @' es un conjunto finito, por ser @ biyectiva. Sea K =maxO~ {1.2, ... K}.

Entonces
(NS ) = " VA 2 N

=> g =

W W}y diene la forma
{1.2. LR LK)

{1.2,..K} DO {I.

o .
{oromge e sa} € {ny e e mbn s

de donde se desprende gue
.o . .
() 8 sl by = e

> rne-. Ahora tomamos la inagen directa de

N K.

COMO = (S s sa tnlonees o

Q.2 ...

= max@ {12 . ALK} =L

= L= N =y Sty

Como L > A entonces g = 1.

Ejemplos:

———

(=) =%

=i SE- L
v NV

—_—
\

3
f’\):l—\dv"f';’.s
—~- cetrateqicas \ e fe
Diqrafica ne Diqrafica puerteman
fugrlzngnﬂ-_ cmnexs - conexd - ~
Ninquna, industria es
esfrateqea.

Por tltimo un teorema que relaciona la imprimitividad de A con la de su

digrdfica.



Fbindie e e imprimitividad de unie matriz irreducuble es igual al dnd
oprinitividad de la digrifics

asociac

Lax sipninientes afinnaciones son equivalente
A O rrm es imprit 1 o ciclica

veenddy de T

(1) St 3 una particiéon J, .
(i) Sij

donde 7, son las clases residuales mddulo ] indice de imprimitividad de a
digratica 1.
A 2O ruxm. A es imprimitiva si

Da = {A | A es valor propio de A tal que |A, | = X},

El minero de elementos de Dy = 4 > 1.
ST Dy = =1 L matriz A es primitiva.

O A, O O

, O O Ay
P, AP = . .
o .. o
o o ..

{ principal son subunatrices cuadradias ele ceros,
A esta anitriz se le Hama tambicdn forma nermal de Frobenius.

311 ccotomi
industrias que portenecen al conjunto Jo omandan sus productos o las
as que pertenceen al conjunto Jy exclusiviemente, al mismo ticinpo las del
blogne J, envian sus productos al bloque J,; .y asi sucesivamente hasta Heg,
Jamiqu s envian su produceion al bloque Jg donde
de las mereancias. Por tanto si tomamos cono base ¢ conjunto de industrias
cuando ~e cierra el ciclo. los productos que enviaron Hegan en forma indiceet
1a matriz de insumoe-producto no es ciclica. entonces no se cumple con esta lorma
de circulaci

v es que la economia se divide en Ay 0.0, con-

juntos s
indusiri

v cierra el ciclo de ciren

31
Db Ly miatriz

000001
0000S5 0
000300

A=1o40000
6 00000
002000

LCuil es su indice de imprimitividad? Descomponer la matriz A en hlogues de
industrias ajenas

El indice de imprimitividad es G,
D(A):




Jo = {Lod) oy = {2.6) o = {H.3}. =JpU Ul = &
Ahora construimos una permutacion «de la siguiente fonma.

s (V231 56 _ (1 2345 6
=\t 12065 3,07 L1 3% 2 5 1

Jo S s

1 00 0 00 00 0 0 0 | o0 o0 oo
0O 00 1 00 00 00 50 0 01 0w
01 00 00 00 0 3 00 u o000 o 1|
0o o0 o0 0 o a0 0 0 0 TR I TR T
00 0 0 1 0 000 00 0 00
00 1 0 00 0 020 0 0 0 0 0
00 0 0 0 1 1 0 00 0 0 ofo i1
04 00 00 001 000 0 0
00 0 0 &0 00 0 0 v i 0 oo
00 2000 01 00 0 u 0 u_u =P,AP,
G 0 00 0 0 n 00 0 1 0 WOTo oo o0
0 0 0 3 0 0 o0 1 0 0 W_ti0 0o
Peoera la descomposicion n() ex nica. tomando. por clemplo

2o s 6y [ 4 0 6
1o 3 3 2 I N R TS Y R (R4

1 o0 o0 a0 (] 0 0 0o o ] 0O o0 06 n o
00 00 0 0000 50 0 00 0 1 0
00 3 0 ¢o0 0003 0 o0 0 01 0 oo

0 o0 a1 0 U i 00 0 o0 0o 0o o 1 0o o =
P I TR TR T 00 0 00 a0 00 0

o u o0 o0 10 0 020 0 I R TR TR TR

o u o0 0 o0t 10 00 0 0 ofu o u o
00 2000 0000 1 0 o o2l 1 o
000 3 00 601 0o00|_JooolEa v
01 00 00 ocooo1 00|~} o o uf4] o
o 000650 00 00 01 00 0 0 ulsy
G 00000 01 0000 6 0 0 0 0 0

MATRICES PRIMITIVAS O ACICLICAS

Las matrices primitivas o aciclicas expresan una caracteristica econdniica gue
se puede presentar ¢l modelo insumo-producto: que pucden existir ciclos en el
intercambio de bienes y servicios.

Definicién 5.6

Decimos que nua matriz A 2> O mixm es primitiva. si. v solosi existe un b € 2~
al, que A* > O.
Una matriz de incidencia L, asociada con la matriz A. es aquella que vale




{ 1 sia, >0 5.7)

0 sia, =0

Recordemos que ya hemos demostrado este resultado.
Teorema 5.2

Sea A = O mxmeirreducible sil y sélo si (I + A= > O.
Lema 5.4

Si A 2 O mxmes irreducible ¥ si todas las entradas de la diagonal principal
de A son positivas. entonces A™"1 > O,

De mo~tracicn

Si
a=min{ay .az22. ...

» si definimos

Tayy - o LTI o
B=A — : : = B + H H = A
0 - - Gmm u
= B > O.

B ¢s ireducible. ya que A es irreducible.

Ahora

an - o
H : > ol
0 . S
ay; - o
B+ol <B4+ : : =A
0O - amm

me-]
AZQI+B=0[I+—‘1;B]=A"‘"Zn"“‘[l—%%B] > 0.

Por el resultado anterior.
= A" > O. (5.8)
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Lema 5.5
ST A 2 O wrmes primitiva entonees A*

O s irreducible ¢ primitiva Yk € .\

Demostraciin

Como A es primitiva, para & suliciencinente grande se cample que

A >0

= A

es irreducible y existe r € Z* tal. que

(A%)" - 0.

Por tanto. A ex primitiva,

Lema 5.6

Si A 2 O es ixm primitiva, entonces

k< (10— L pon™ (5.10)

tal, que

Al > 0.

Demostracion

Como A ecs irreducible, entonces existe una trayectoria en la digriafica D(A)
tal, que une, en particular. a los vértices 1— 7. La trayectaria miis corta tiene una
longitud

ky < m.

La matriz A% tiene, por lo tanto, una entrada positiva en al%!) v, para cada potencia
y P " 1

de A%, tendrd una entrada positiva en el Jugar (1.1). Como A es primitiva,
entonces existe una trayectoria, desde el vértice 2 hacia el vértice 2. en la digrdfica
de D(A® ). La trayectoria mas corta tiene una longitud

ky < .

La matriz
(Ak)h = Akrkz
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tiene sus entradas (1.1) (2.2 ambas positivas, Fste proceso pucde continuarse

sobre [y diagonal principal. hasta gue obleng

nos la natriz

Abrke km

con cada ki < m, i € 7. la cual es irreducible v riene sus entradas positivas sobre
la diagonal principal. Por ¢l Iema 1. tenemos que

= [AM A,..]'"" - O

¥ como

= kyhy ok = o™

= kb= Ak k(= 1) S ™ — 1)

= Ak < (1 = 1™

ral. que
A* > 0.
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Teorema 5.3

1pangamos que el ciclo dirigido simple aniis corto.

a4 A = O mxm primit

en D(A). l_i— ne longitud I,

= A™Hn-2) 5, O (5.11)

es cdecir. el indice de imprimitividad de A es < re + o — 2).

1 mostracicn

Como A s irreducible, para 1odo 7 en . 7 -~ ¢ forma un ciclo en donde o)
‘rijce con ¢ mmisino. serda un ciclo simple de longitnd
. por medio de una permutacidn de los veére
2 l. Obscervemos adem

ciclo niis corto. de cualguier ve
[EES v Supongamos ahaora que
en el ciclo mas corto que nne a 7 con ¢ mismo: son 1.

e
tre = Mo = 2) = (e — 1)V 4 Mo — 1)

v copnsidersinos

A1) Al ATy
Aliora eseribimos A0 en forma de bloques.

X Xz
Alm—1) — " IF: .
’ Xa1 Xz )

donde Xy es una submuaria. f 5 Lo v Xaz s (m - Ixfm - 1) Entonces Xy tiene
al menos una entrada no nula en cada renglon. porque sus vértices |

comprenden un ciclo en DtA ). De aqui que. desde cada 7 € 7 en D(A
al menos algin otro vértice oue esta unido hacia algian vértice 7 (v tal vez acur
que 7 o= j). en D(A™Y): os decir, es verdad que: si (7.0 )€ FRrRT entonces. existe
una entrada no nula, a lo nuis, en cada renglon de X2y, porque para cada vértice
I+ 1.7+ 2. ... . m (uera del ciclo, deberfa existir una trayectoria en D(A).
de longitud méixima -/L{c] mimero de vértices no dentro del ciclo). hacia algian
vértice dentro de dicho ciclo. Por la continuacion de un nitmero suficiente de pasos
claro. que existe una travectoria dirigida. de

adicionales alrededor dej ciclo. ¢
longitud exactamente igual a m - . en D(A). desde cada vértice en el ciclo. Ahora

~1 en fornus de hloques como

Qyen=a Yo Y
o= (Y )

donde Y,y es fxr iy Yyros fm - Dagin - 1), Como 1.2, ! camprende un ciclo en
D(A), existe un rizo. en cada vértice 1, 2. l. en D(AY). Como A s primitiva,

entonces A' también es primitiva: por tanio. Af es irreducible.

escribimos (A/)™
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ce 1,20 T en DAY existe una trayectorio en 1X{AY) de
alguicr olro vértice. Primero. signicendo un min
suficiente die veces alrededor de un rizo. en ¢l nodo inicial podemos construir tal
trayectoria. de longitud exactamente m - 1. Fsto muestraque Yy > O v Y,y > O,
Para completar o] argumento. caleulamos aliora

X X Y Y
AT AN = " 12 1" 12
(A Xan Xazz ) Yo Ya )

A pareir o teda vertic
longitud méxine m - /1, hacia ¢

XY+ XY XV + XaYa - XY XnYi.
Xa¥Yi + XY XaYie+ XY T\ XaYn XaYe jo

Como cada renglon en los blogues Xen la vltima expresicn conticne a lo mas, ana
no uula. v como cada nno de los blogues Y oen [a atltinea expresion os

entrad
positivo v

ATHANY ' > O

= AT A=) Amiin—21 o O,

Corolario 5.1

5§ A 2 O mrmn es primitiva. sic v solo si,

A mimel o O (5.1

Demrastracion

=) si para toda & > ks . A% > O. entonces A es primitivas

<=)st = |l.entonces A > O .

Supongamos que 7 > 1. Si A es primitiva. entonces A es irreducible y e
ciclos en ID(A). Si el ciclo menor en D(A) tiene longitud m. entonces Ia longitad «de
cada ciclo. en M A). es un miltiplo de m, ¥ de aqui, que A no pueda ser primitiva.
por el teorema 1. De esta manera. la lougitud del ciclo menor. en D(A). sea m - 1
o mmenor v por ¢l teorema 2. si denotamos

isten

ip{A) = indice de imprimitividad de A

=AY S m A ln ~ 2Y < A (m = 1) (m — 2) = n? =~ 2p 4 2,

Teorema 5.4



~
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Sea
A Z O mxm inedh

diagoual principal.

bles

supongamos gue A tiene cmradas positivas en Ja

1< od €= AT S5 O (5.14)

es decir,
i A)Y S 2 —d— 1.

Demostracidn

PPor la hipdtesis establecida, A debe ser primitive
on D(A). tiene longitud 1. de hecho. e
permutacion. supongamos gue 1,2.....d son los v
donde existen rizos. Consideremaos

» el ciclo de longitud mimima
den d ciclos. Usando una matriz de
Fices en b digifica D(A) en

A== A (AT

» oscribimas

A..._.,( X Xz )

x)l x"l
.
- Y Yy
A =\Uv., v )

donde Xy - Yy oson submatrices o x d v Xpo v Yoo son de e - dpxtm - d). Por
los mismos argumentos del teorema anterior. Para tratar de demosirar que Jos
bloques colocados correspondicntemente de At v (AY da vno de los
bloques Xy v X2; conticnen al menos una entrada no nulas yv los blogques Yy &
Y, son positivos entonces el poducto

s

ATIAT 5 O = A 5 O (5.15)

por ¢l mismo argumento del teorema 2.

sunnow



Capitulo 6 MATRICES
SIMILARES

IZn este capitulo haremos un pequeio repaso de las propiedades de las matri-
ces similares, cuando una matriz esti relacionada con otra por medio de una

transformacion lineal.
Si
Mo (S) = {matrices mxan con entracdas en S} (6.1)
donde 5 puede ser el conjunto /2.0 cte. .

Teorema 6.1
ST A € M (S). UAV es una transformacion lincal tal que deja tijo ol determi-
nante de cada matriz. enmonces 3 matrices U, V€ VW, (S) tales gue dei(UV) =
1. v
A = UAV (6.2)
VA € M (S).

I mostracidon

|4 = 10AVI= [UJIA}IV] = [UiiViiAal = [UVIA] = [A]

= |UV[ =1 (6.3)

Teorema 6.2
Sea A € M, (") A preserva o) deternnnante v la traza de cada matriz. es

decir.

= |UAV| WA € M. ")

Ir(UAV) = T'r(A}. A € M, ((7)

= una matriz V € Mn(C) tal que A = VAV™! VA € M, (C)
o bien se cumple que

=VA'V-' A & M,00) (6.4)

Demostracion
Como la matriz A preserva Jos determinantes. por ¢l teoremal existen u,v
matrices con coeficientes complejos tales que {UV)] = 1 o bien A = UAV VA €

M (C) o bien
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A= UA'V YA € M. (C)

Si ¥ es las matriz idéntica. entonces ol producto de arriba toma la forma

A= UAV = 1= UIV = UV

ahora

1 sidi=j
n-(l)=a,,={ Osi:;éj'

Yy
tr(1y = 11(UIV) = (VU),,

pero como tr(I) = 1r(I)
= (UV),, = &,,Vij € 7

por tanto.
VU =1 es decir, U= V™!

es decir,

A=V 'AV

Si N
A=UA'V
VYA € M., ()

de mancra similar .
trily = (UV),,Vij e

por tanto.
UV=1l=U=V"

En este caso

VAV YA € V., {6.5)
Lema 6.1
Si

A € M (). AP € M, (It,) <> A es una matriz de permutacion

Demostruacicn
Sea
YA € M, (f4)
por hipétesis
VAT ' € Ma(l2,) = AA™) =1

Teorema 6.3
Si tenemos el producto A = UAV y preservael espectro de cada matriz A 2> O
mazm entonces existe una matriz de permatacion P omxon tal que

A =P 'AP.VA > O mxm



o bien A = PT'A'P.YA > O

Demostracicn
Como el producto
P'AP

preserva espectros VA 2 O centonees o] producio presery r» determinante

Cualquier transformacion linecal que preserva ta traza de cada matriz cuadraed
no-negativa. v en particular, cada matriz idénmica preservar 1 ~de todas las
matrices cuadradas mrm en los complejos, Mostraresnos que ol prodinoio P=PAP
también fAja ol determinante de cada matriz vompleja constante.

Sea X una matriz cuadrada mx e con soclicientes complejos. Las entradas de
P-IXP son combinaciones lineales fijas de las entradas en X.

= [P-'XP| - |X|

ste polinomiao se anula =i

os un polinomio de las indeterminadas N, .

AzoO

X

cualquicra. Se sigue gue el polinemio

PTIXP| - |X]=0= |[P"'XP|=|X]| VA > O.

de agur que el producto preserve tanto la tra como el determinante de cada
2. 3 S una matriz mxm 1al que

matriz compleja mxm v por ol 1corema
S“'AS = A VA

o bien .
A =S 'A'S. VA,

Si
S-'AS

ticne esta forma
= I=8S""'IS=S"'S>0=8§"!>0.
Ahora bien. no todas las entradas de S™! ticnen que ser cero
= Jne

tal que
S, = alN,|vije m.

Entonces S es un multiplo escalar de una matriz P> O, » por tanto.
S-'AS = P 'AP. VA.

Tenemos
P'AP = P'P 2 O.

i
i
¢

i




216

Definicién 6.1

Uiamatriz A 2 O wxm decimos que es primitiva< 34 € Z* 1al que A* > O.

U manriz de incidencia 1, asociada can la matriz A os aguella gue vale |osi
., > 0y vale 0 sioa, = 0.

Teorema 6.4

Si I, os primitiva <> A os primitiva

Demostracion

<=) Si A os primitiva entonces 3k tal que A¥ > O = T s la iatriz cone-
puesta de puros unos, por tanto. existe un h € Z* tal que T4, > O por 1anto es
hpritmitiva.

= 4 es imprimitiva = 34 > o tal que I4 > O

=

Teorema de Perron-Frobenius 6.5 para matrices primiti

Sea A 2 O mxm primitiva entonces .
(i1 Existe un valor propio Ade Avalgue A > 0:

(i1 A tiene asociado un tOr propio esirictamente positi

(3 A > [\ para caalguicr A # A:

tiv
stittites.

(viSi O < B < A v Jesun valor propio de Bl entonces |3 2 v Ndemas
1= A= 3= A:

(vi) A ex una raiz simple del polinomio caracterstico de AL

demostracicon de (i)

o X > O

los vectores propios asociados con A son nnicos excepto por nniltiplos con-

Sea X 2 O s un vector columna semipositivo, v sea ¢l prodocioe AX.
(i} ol Existe un valor propio A de A tal gue A > ().
S

X € RY un vector semipositivo » ¢l producto AX

AX =AX = 3" a,N, =
1

entonces si X # O y definimos

(AX), = 3 a, X,

3=t

(ax), _ EesV

N X, = A (X)

3 a, X,

AX) = min A(X) = m'in

existe porque se trata del

3=

m m m
min {Z @, X, S ag Xy, e D nm,.’(,}
= =1

i
{
i
i
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existe porgue se trata de an mimero finito de clementos. Fo general tenemos la
Mincién Collatz-\Wielandi

Ax f’.,.,x, o
A(X) = B = =g— s N, >0

oc i X, = 0y (AX), # 0
indefinido si X, =0y (ANXN) = 0
Cntonces N
Ay — R,
Ahora tormaimos

{A€ 1, : AX 2 AX}

AAX) X, € 3w, X, Vi€ m
=1

= LX) X < AX »5iJ = . = I

siomultiplicimos por el vector J

A (X)T-X <= JAX
pero
JA S AT

JA s ol vector formado por la suria de los elementos de cada colimna de A

3a=( )é .

Abora definimos

N = max E a,,
7

=2 JA S NHKI
de 1a relacion

M (X)I-X SIJAX ydeJA < K3

JAX _ KIX .
AX) =S s SST = A

=2 A{X) S AMVYX >0
por tante A, (X)) estd acotada superiormente

= Jsup A (X) = YX)< A
una interpretacion geométrica en R2 seria la siguiente:
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Ahora bhien . conto A os primitiva entonces A no ticne coluinnas con coros (si
tuvicra alguna no seria irreducible).

ALY € L‘C‘]J—J‘;—! =N = ln.‘t.\:gu,, =AJ)>0

» ademiis

A(d) = m'in(AJ). = xnlininU >0

pero

- o
min a,, < max “,,.
in3" e, < max 3

=
A up min (AX)
A=4yss el
SR U X

= O0<A(I)S X A <~

La raiz de Perron-Frobenius esti entre esos dos vildares.
Otra propicdad que presenta esta funcion os la sipaiente:

- B L (A0X), aAX),
A(nX) = :\'ug:,nv'm X, = in X
MAX) _ X,

= sup min
x>0 *
AaX) = MX)

por tamo. la funcién es homogénea de grado cero.
Tanto ¢l numeradar caomo el denominador no e alteran por la normalizacion
de los veclores del dontinio.

SPt={X:X>0.X-X =1}

A SPT Ry

SP=! es un conjunto compacto en R™.

A, es una funcién semicontinua superior en este conjunte SY~'. = \, alcanza
su supremo A en S771 en ol punto X € ST

Definicién 6.2

Una matriz A > O decimos que es primitiva < A* > O.
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Teorema Perron-Frobenius para matrices promitivas 6.6

Si A = O primitiva entences

(3} Existe un valor propio A > 0:

(ii) N tiene asociado dos vectores propios : nno. por la derecha X > O y otro
por la izquierda ¥ > O;

(311) X > |A] YA # A donde A es cualqui

(iv) los vectores propios los con A sonainicos exceplo por miltiples con-
stantes.

(v)s1i O £ B < Ay 4 es un valur propio de B, Eantances | F) < . Ademis
%] A= A = B:

(¥i) A s una raiz simple del polinomio caractenstico de A.

r valor propio de A:

Drrmiostracion
(i} Sea X 2 O vector cohimna. v ol producto AX

Sea
AMX) = nl‘in %
entonces
_ < 51X, =0
’\(X)_{ siX, =0

= MX)X € AX

tomamos ¢l vector

» multiplicamos Ja dltima desigualdad por J entonces

AX)T - X =JAX

como
ay; a2 - Gy 1
an  az - Aam 1
AJ = N X . . R =
Am1 Qm2z2 " Om;me; 1 m
3,
s
si

o
N = max E a,,
=1
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cntonees

AJ < KN
1
= AMX) < i‘—(.(‘—J—%l =N = umx;n.,
= AMX) < K

entonces A(X) es una funcidén unifoermencie acotada ¥X. Como A es primitiva, ne
contiene columnas de ceros. entonces calculamos A(J3)

Ay = i‘-(%‘])_)- = N = may iu., >0

= AMJIF) >0

= =up min
N3O ¢

(AX)Y,
x
= 0 < MJI) < MX)E N < o,
Ahora bien si tomamos los vectores unitarios. es decir sobre el conunto
N={Xe /X -X=1}

este es un conjunto compactoen R™ » A(X) ex una funcién semicontinua superior
deSaR

AN =R

entonces esta funcion alcanza su supremo A digamos en ¢l vector X. Asi existe un
vector X 2 O semipositivo, ex decir si

min (—é,_i)l = A\
' X

» como es el minimo entonces

con igualdad para alguna X.
Ahora consideremos

o bien



51 Z # O sabiemos que Vi 2> kg A% > O ya gque A es primitiva

= A*Z = A(A*X) — A(A*X) >0

3
A(AAX A AV e
(AX),
pero esto es un absurde.
= Z = O.

i
i
1
i
{
i
1

Q..

(i1} Si ireramos. es decir, multiplicamos sucesivamente

AX = AX

= AFX = A*X

tomando N suficientemente grande A4 > O, ¥ como X = O. de hecho X > O.

(iii) v,\ # A= A > |2l
S walquier valor propio de AL entonces para algin X7 O y posiblemente
complejo. os decie. en

AX = AX = A*X = X
definimos ¢l vector X+ tomando X €C™ como:
1X41
X+ = "\:" e r™

1Xm |

AX* = AX*
(AX*),
|x1|
AXH),

1,1

= |Als

Al < min
>

y por definicién .
1A < AL

Ahora supongasmnos que |\ = A



1o
o
4

= AX* > iX* >0

AFX* > A*X* > O

es decir,
AKX = A'X
k pnede elegirse, de t1al manera que A* > O, por la hipétesis de primiividad de la

matriz A.
Tomandeen cuenta una propicdad de los nimeros complejos quee dice Ja siguente:

V9.6 £ 0E€EC = |y +8|= |2+ ble>y=ksVbke I¥

<> tienen igual direccion en C
Asi escribiendo
X, = | X,jexpi0,
AYX = MX implica que 8, = 0 es independiente de j€ 7.
AX? expil, = exp10,AX* = expif,AX™*
cancelando expi0,
= AX* = AX*
como X* > O .\ € /?,. y como

(Al=A=2a=2X.

(iv) Supongamos que X # O es un vector propio (posiblemente con algunas
entradas X. € C ) correspondiente a A.
Entonces por (iii)
= X* # O es decir, X* > O

entonces se cumple con la relacion
7=X-—-cX

también es un valor propio correspondiente a X, Ve tal que 7 # O ¥ de aqui lo
mismo se puede afirmar para 7; en particularjt > O .

Ahora bien o X es un miiltiplo de X o no lo es.

Si no es nuiltiplo. podemos elegir ¢ de tal manera que 77 # O. excepto si algin
elemento de 7 ¢s cero, pero esto es impaosible cuando 7+ > O.

de aqui que X sea un multiplo de X.



(v) Sea Y # O un vector propio de B correspondiente al valor propio 4.
Zmtonces tomando los valorees absolutos corno vimos anteriormente
13lY* < BY* < AY ™.
y usando el mismo vector X que antes
1BI(X - Y*) = XBY* < X(AY™*) = (X -Y*),
¥ como . n
(X -Y*)>0= |8 < .
Supongamos ahora que |[] = A entonces como
131 Yt <« BY* < AY™*.
AY* < AY* > O:
de donde. a partir del mismo resultado

AY* = BY* = AY*:

al cual guieriamos legar:

(vi) Las siguientes identidades son verdaderas para todos los mimeros reales y

complejos. incluyendo valores propios de A:

(1 — A)Adj(xI — A) = det(al — A)S (6.6)
Adj(rT — AN zI — A) = det(2] — A)L i

la relacion es clara, para r, cuando no es un valor propiv. ya que se cumpliria que
det (a1 ~ A) 3% 0; como r es un valor propio, se sigue por continuidacl.

Haciendo z = A entonces cualquier de Adj(zI — A) o bien (i) es un valor pro-
pio correspondiente a A o bien (ii} un renglén de ceros; y andlogamente para las
columnas. Por (1} y (iv) del teorema, Adj(zI — A) o bien es (i) una matriz sin
elementos cero o (ii) una matriz con todos los elcmentos cero.

Probaremos que un elemento de Adj(zX — A) es positivo, entonces se cupliria
(i), el elemento (m, m) es =

det(XT — A)(m—1)
dende Ay, ;) es el menor de A, cuyoiiltimo renglén y iiltima columna se suprimen:
I{sm-1) ¥ corresponde a la matriz unitaria del tamano correspondienic

Az ( A O ) > o0, (6.7)

V es distinta de AL
Como A es primitiva entonces no puede tener columnas cero se sigue por (v)

que ningin valor propio de A(,_;) puede ser tan grande en valor absoluto que A.
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= det(Xmo1yd = Apnory) >0

como se quersa. Y ademds deduciremos que adi(xrI— A) tiene todos sus elementos

positivos.

Escribimos
B(x) = det(e1 — A)

entonces derivando la relacidn

(z1— A)Adj(zI — A) = det(zI — A)I
Adj(zI— A)(zI — A) = det(zI — A)I

derivando el producte, tenemos
9zl — AYAdj(a1 — A)] = ofa)]
_— - dj(al — = ol
dr s !

que corresponde a la derivada del polinonio caracternstico

o o
P [(xX — AYAdj(r1 — A)] = e [ol.r)1).

%(:I — A)Adi(zX— A} + (1 — A)%[A(Ij(rl ~ A)] = o'(x)I,
finalmente
Adj(cl — A) + (I — A)% [Adj(1 — A)] = o'(+)1.
Sustituyendo r = A y multiplicando por X
Adj (31 - AYX + (X — A)i% [Adi(zY — A)] = o'()IX (6.8)

como
o vY

AY = A¥Y = AY — 1Y = O = (AI — A)Y
(M—A)X =0

O < adj(AI — A)X = /()X
los demnads términos se anulan
= &'(A) >0
por tanto A es una raiz simple de la ecuacidn caracteristica. Con este apéndice,
pasamos ahora a mostrar algunas de las consecuencias de estos resultados.
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notacicon ¢
i {1,
senta, v

qui es la siguienie:
nta ) conjunio de indices de 1 hasta m el enal repre-

e usamos
L) repre
.l conjunto de

idustrins,

A > Oe¢s Fu, >0V €

A = O Fan,, >0 para algnna jo.ge = )

A O =
X R
Si A esm
Toslor
3 s el o

AT

A(A) X es da

DAY lad
at s lae
s el eo
AdA s )
Y yepres

1,0 ey € i

X" o X7 es el vector transpuesto.
2 matriz AT o AT es su transpuesta,
iz identidad ¥y snorden s entiende por el contexto.

t
onjunto de tas matiices Jde permautacion mrm.

» on el roninnto de pertmutaciones con m clementos,

mrr asociada con o € Sy,
s o de Perron segiin o contexio.

1matriz e permauat e
¢ e Perron-Frols
ipriafi asociada con ta matriz AL

mtrada (1) de laat At

' Mo de clases resuduades tnddulo 4.

a matriz adjunta de AL

cnta al vector cavas entradas son los valores absolutos de las compo-

nentes del vector Y.

L S Posravaoin

[T —
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Capitulo 7 MATRICES
PRODUCTIVAS

En este capitulo veremos algnnas consecucencias del teorema de Perron-Frobenins

en Ia teorin de matrices productivas. En este contexto la matriz A represienta

1a matriz de insumo-producto de Leontief, en el modelo estiitico, enyas earae-

teristicas ya se mencionaron el capitulo correspondiente a Leontief. Por esto

mismo denotaremos con B a la matriz I - A que es ln matriz de Leonticf.
Primero veremos algunas propicdades gencrales de L matrices no nega-

tivas.
1. Si
AZOyX=0,A€ R, =AX 20y AA = O.
2.
SiIiX,. Y20yAB20O=
i). X+Y=0,
i#)... X -Y 2 0.
7Wi).. A+B 2 O,
ir) ...AB = O.
") .,AX 2 0.
3. Si

XZY,A2O0=AXZAY.

4. Si X,Y € RT7, entonces
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Definicién
Si A s una matriz mxm, decimos que es nna matriz de diagonal do-~
minante en el sentido de Hadamard, si y sélo si

st > 3 laiz) V7 €™
LEr]
esto significn gue la suma de los valores absolutos de los elementos de la

colimna de la matriz es menor ¢ue el valor absoliuto el elernento que se
encuentra sobre Ia diagonal principal.

Ejemplo
Tencinos
5 1 1
A = 1 G 4
1 3 9
= 15] > (1] + (1] .{6] = [1} + (3], [9] > 4} + ]|
Ejemplo

51 9
A = 7 6 1
T 8 9

= 5] < |7] + [1].06] > 1] + [3].]9] < |9] + {1],

entonces no os una matriz de dingonal dominante en el sentido de Hadamard.

Si A es una matriz mxm. decimos que es de diagonal dominante

d O --- ©

0O dy --- 0O
< 3D = R . . d, > OVi € 71
0 0 --- dnm
tal gque
diayy  diayz -+ dmaim
DA !lzflm dzfl'n " d?‘.l?m .
dmtom)  dm@mz -+ AmGmn
y tal que

ldya,,| > = lay;|, Vi € 77,
.
d;lay,l > 32 lay;| . v5 € 7.
143
Teorema 1

Si A es una matriz de diagonal dominante, entonces A es no singular
Demaostracion



i
)
i
H

Por hipdtesis, existe una matriz diagonal D tal gque

dyayn daayz - - - @y e eyz -
dang,y dactzy  ---  daGam e Cz2 ---
DA = . R . . =E= . . . R U

iy dpnOma - dp@oen [

&

ag,| > 3 la,). V) e .
143

queremos demostrar que A es no singular. Supongamos lo contrario,
= |A| = 0.
= |D| A} = |DA| =0,

al producto DA como la matriz E. Entonces
matriz singnlar. por tanto. existe wna vector X # 0. tal que XE = 0.
consideremos los vectores de la base candnica de R™.

< nna
018

{e1.e2,---en}

v
- = 3 zwer = 0,Vj € .
k=1
Consideremos ¢l vector

[EY]
X+ : ,
[E]
sea jp tal que |x,,| = max {|z,;|} o cuunple con el teorema AL! que afirma

que la inica solucién para que
EX=0=X=0
esto implica gque existe un
X # 0 tal gque EX = 0.

Si ocurre esto, entonces

m

5" ex;xe = 0,Vj € T

k=1

donde X es una solicién no trivial. Sea jo uno de los indices para el cual

|£50] = max {|=z,|j € m}

TQue mencionaré al final de éste capitulo
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m

= 2 Cliah = s o Caoz - Gy o g = 0
b=

= €3030F30 + Z erjaTr = 0
*3

= CjoTia = — D CxjuTh
k73
m

= |€050T50) = | = D CizuTs
7

= |Cjas0l 1750l =

m m
— 2 erpaTk| < \Z lexgal lral] < 37 lengul fral
3 kA3 b

m
= {esusnl [T} € D0 lesad [ -
katy

esto ocurre parn nn jo donde

[EFN max {z;| .

Por otra parte, como E ¢ de diagonal domin:nte en el sentido de Havlinard,
por tanto, E cumple con la designaldad

" "
= delesaal > 3 dilehial ¥ 1es0s0l 150l £ 3 lexsul 1ol
ey ¥ g

poro esto es nn abswrdo. Por tanto, es falso suponer que E tiene sohwiones
no irivinles. Por tanto, E tiene un sohicién trivial. por tanto es falso que A
1 no singular, es cecir. A es singular, por el teorema AL, existe A©?
Corolario

Si A es un matriz de diagonal dominante, entonc e drf A F 0.
Demostracidn

Si JA| = 0 entonces existe un X 3 0, tal que Ax 0."Sea #, uno e los
indices para el cual

Iz50| = max {|z,] i € 771}

m
= E QioxTi = 0
k=1

m
= @j4j0Tjo + Z @jorTe = 0
eyt

@jojoTio = — D Ak
kel

m
ojoTial = |— 2 @joxte
k#1




- m
sl 1501 < |Z lajort [Zel] < D |ajort |2l
kA k1

m
lasosl 1250l < 37 lasorl los] -

k1
pero esto es un absurdo, por tanto, det A # 0.
Corolario
Si

Bolba<0Vizt;
b, >0,iem

B es de dingonal dominante, si y sdlo si, B’ (su transpuesta) es de diagonal
dominantc.
Teorema 2
Sea
B— { b, < (),Yr # 3
b, >0,iem

B cs de dingonal dominante si y sélo si,
vCIX = O tal que BX = C.

Demostracion

=) Sea D tal gque DB es de diagonal dominante en el sentido de Hadamard,
=+ B es no-singular, por el teorema anterior,

= existe B~! por ¢l teorema de AL,

Sea CZ O y sea N = B~!'C, quercios demostrar que X =2 O

Sen J={jem: X, <0}y X,>0sijé&.J

Supongnmos que J 2 0; si i€ 7

m
S buXi=c

k=1

™ ™
= D" bu X+ D buaXi = ¢
k¢S keJs
si i € J entonces en la primera suma tenemos
by <0y X =0,

ademsds
b; >0y X, <O

= Zb-kxk <0y 3 baXe =0
i i

si esta 1iltima suma la multiplicamos por d,; > 0 y sumamos sobre las i € J
entonces




33 dbuxe =
teieg

Ahora bien, como B es una matriz de diagonal dominante
d, by, > Zd.[b,,l vj € .

cn particular si j € J. Pero

N
el

Al < 37 e by < ds 1551
7

i

== 37 dy by | < d; 1655],
i
v

= Z./ (= 10,1) + d, [b;,| = Zd b,
%3
=S"db, + d,b,; = S dby; > 0.
3 e

(7.1)

Si estariltima suma la multiplicamos por X, que sabemnas que es negativa:

3" db Xi, paraj € J,

1€

¥y sumamos sobre los indices j.

= 3°3"db,X,

1€7 €T

Pero las ecnaciones (1) y (2) son incompatibles, por tanto,
suponer que J # @, entonces J =2 y X =0

<=) Sea C > O y sabemos que existe un X > 0 tal que BX = C,

= > 0,X,=C, >0

=1

= b, X, + 3 b,X,=C, >.
I#

m
= b, X, > D (—b;) X; 20,
I

pero como b,;X; > 0, para i € 71t entonces X; > 0.

(7.2)

es incorrecto
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Sen o, X, > 0,VYi € 771,

= d, [hy] = Xubii > 3 (—by) X, =3 16,14,
2#e ¥

por tanto, B (In transpuesta) es una matriz de diagounl dominante,
Como B! cumple con las hipstesis de este misimo teorenui. podemeos aplicar
la primera parte, es decir,

vCIAY > O tal que B'Y = C.

y haciendo lo mismo que hicimos con B obtenemos gque (B')) = B os nna
matriz de dingonal dominante.
Corolario
Si B ¢s una matriz tal que

B— b, < 0.Vi #
b, > 0.i€m

entonces B es de diaponal dominante, si, y sélo sic B o= de dingonal domi-
nantce.

Definicion

Decimos que una matriz es productiva si y sélo si. existe wn vestor X no
negativo tal que X > AX, es decir, X - AX > 0, si factorizamos X tenemos
(I - A)X = BX = C.

Teorema 3

Sea A = O mam y sea B = (I — A), entonces las siguicines proposiciones
son equivalentes:

i) A es productiva, es decir, existe nmn X > 0 tal gque X > AX. os decir,
(I - A)X >0, BX > 0;

ii) Mds en general, para todo C 2> 0, existe un X = 0 tal gune BX = C;

iii) kf‘_“ A* converge;

iv) AMAY < 1

Dermnostracién

La estructura de la demostracion es la signiente:

(V)= (i) < (27) <= (iii) <= (iv)

i)

=3 b;X,>0iem
J=1

m
= b X+ 3 by X; >0
J#1

por tanto, b,,.X, > 0, y entonces se cumple que o bien b,, > 00 bien X, > 0,
sead; = X, >0
= d; fbul = Xibui > 3 Ibish ds
3
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= d, |b,] > E 1051 ed
3
=+ B s de dingonal dominante

entonces hemos demostrado i)=- 72)
Por 1anto se enmplen Jas hipét esis del teorema 2, entonees conclhitimos que

VYC = 03X = O tal que BX = C,

entonces B es no-singular. existe B~ 2 O
Por hipotesis de ii) elegimas nn C partienlar igual al vector de b Duase

candénica e,
= B l'e, 20

sima e Iamatriz B, por tanta. B=1 s no-negativa

M representa laccolumna j-
Domastraremos iij) = 1)
Como B es no-singular vy existe B! 2 O.entonees si C2 0. X =B ™!'C
yBX =C>0.
Yia daemostramos )< 17) < 144)
Daomnostraremos iit)<es 1)
Sen

T,=I+A+---+ A"
considercmas el producto
T.B={I+A+---+A")(I-A)=1- A""!
= T.,.B=1I-— A"
=T,BX1I

Sabemos (que existe B~ 2 O

T.B=1I
T,BB's B!

T, B}

tenemos una siucesién creciente de mnatrices no-negativas acotadas snuperior-

mente por B—1,
Es creciente porgue
T.S T, ,VneN

entonces existe el limite
lim T, =T
noc

¥ la serie converge.
El término general converge a cero

limA™*!' = 0O
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sabemos ¢ne
T,.B=1- A"*!

esta afirmacion no depende de si B os singnlar y sabemos que A"+! converge

a cero
Jim (T, B) = Jimy (1 A%)
TB =1

TBB '=B '= T=B!'=({I-A)"!
Por tanto

o

ST AY = (I - A)!

k=0

con esto demostramas iv)<s iii).
Ahora vaunos a demostrar 1)< 1)
Como A es una matriz no-negativa productiva

X > AX = AX
=1-X>AX =AX =1-X > 23X

aplicamos el teorema de Perron-Frobenins y concluimos gue la raiz de Perron-
Frobenius tiene que ser estrictamente menor que 1.

Una economia con crecimiento equilibrado

Consideremos el sistema
(XI—-A)P=D (7.3)

en donde:

A = O : es una matriz de insiuno-producto mxm

I: es la matriz identidad de orden m.

P 2 0: representa al vector de produccién.

D Z 0 : representa al vector de demanda.

Supongamos que existe una diferencia temporal entre la produccion y el
consumo. En general primero se prodnuce y el consumo. En general primero
se prodnce y luego viene el consumo. Este retraso se llama retraso temporal.
(timme-lag). Supongamos que el retraso es igual a 1. Y supongamos que tanto
el vector de demanda como c] vector de prodnccién cambian con el tiempo £

Entonces
P=P(t)Z0,D=D(t)=0 (7.4)

En esta economia P(2) se produce en el periodo ¢ y sc consume en el
periodo ¢ + 1, es decir, P(¢) cubre ln demanda final D(7 + 1) y los insumos
AP(t + 1) se requieren en el periodo ¢t -+ 1. Esta relacién se expresa como:

P(t) = AP+ 1)+ D(t+1) (7.5)
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. Cuiindlo se produce un crecimicento equilibrado?
Esto se cumple enando hay un erecimiento proporcional. Es decir, cnando
Yy 1 +
existe ¥ 2 0 tal que

P(t+ 1) = +P(1)
D(t + 1) = vD(¢) @9

Si v = 1+ a, a representa la tasa de crecimwento
Pt + 1) = (1 + o )P(¢t) (7.7
D(t+ 1) = (1 + o)D{/) :

Cambiando (3) y (4) se deduce que
P(1) = AvP(1) 5 +D(1)
entonces

}’P(f) ~ AP(1) = D(/)

1
(= - A)P() = D).

i
T+o

= 1
Llamo A = 2

(M — A)P(t) = D(#) (7.8)
Este sistema representa una relacién entre P{7) v D(?) en el mismo periodo

de tiempo.
Ademass si ¢ = 0 entonces

(A1 — A)P(0) = D(0).
Dado D(0) > 0, tiene una solucién no negativa

P(0) = 0 <= A < X(A) (7.9)
donde A(A) es la raiz de Perron-Frobenitus, cntonces
1. 1

== <A
v 1+a_/\(A)

Si v satisface (6) entonces existe un crecimiento cquilibrado, entonces

1 - 1
=< 1 = =
T+a = A(A) = +a—_A(A)

a > ~1lya>0

1
iA)

representa la tasa de crecimiento positiva, ya que A<l
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dis Elements dor Poter A wit o7, 10 dub aleo o} mit 6, gleich

bedentend ist, 40 int wegen A" A" A"
r ! 0 (,|
V) et 2 o

et
Konsequente;weise sollen auch die Flemeuts des Eiuboivocbatautivs Kee 4*
wit o beseichuet werden; on iel also
oo O far ik,
L fie imk,
und (1) gilt auch aoch, wons v oder s oder beide gleich Null sind.
Sind Awa(n,), BB}, O () beliebige Matrices, wo wind doo

Uicangea AeB ofe 4-BC

Tor Thaarie der Malriesn. %
gloichbodentend wit

O,y =by Lo a,,-zb,.m, k1,200 u)
bl
Dic im folgeuden Maafig sungofilirie Unisolauig dor arsten in divwe zweite
Form mag e als Dierygong von den Mudrices su ihron Hlementon e
ahichnet werden.
Uio Mlemeute o, wind gante Funktiunes vun a,,, 0, 8,,, For

ihre partiotion Dlﬂ'mnhl]llunhtﬂhn Bndet man durch dea ‘klnln! Yon v
af v} die Formel:

@

il
gl d
au "

fiia Deternicants |l.'y—A] \m-ll mit f(g) betdehnet, 1o dab
[(o) =0 dia churalteristische Gleichumy dor Malrix A int; ihire Minoren

mit g,(e}, und zwar

b L nuleh

o dnd

Efin
@) y',!_!' i

(' 2(6) gunle) -+ 9..(0))

[ROFROREINCY '

wird. Duhor int die Malrix Ef(p) olv Fuektion van o loilbar durch
Bo—A; du aber offenbar dus gloiche von

Efle}= /{4y = f{Ee) = 1(d)
pilt, so mub anch f(.1) durch Ep ~ 4 teilbar avin, und ds f(4) von ¢
yor aicht abbiogt, so int
) fid)=0.

Bedentet 8{p) deu gribien gemoinssmes Faktor der Funktiovsa
Qo) 90 it wegen (3) surh sebon E-.! {¢) teilbar durch Fg- 4, usd
daher nach der gleichen Dodobtion such

f=o.
Sull uingekehrt ¢ die Fuoktion viedrigaten Gralw seio, fir wekhe
pid) =0 it, w0 mub, vel §(£g)~g(4) durch Ep—A Lailbar ist,
auch ochon Ep() dund Ep— A tulbar sein. Die Elemenle wom
E'“ sind uber nach (3): sl '('), und dies sind danp und nur dasn
lnn(zr ganze Funktivoen, wenn w(p) durch f(g) teilbar ish, sl mud

w--.!- sein. Uiews Herleituog der bekaonten Sitge emcheint miv eia-
facher aly die bin jolat gencbeoen.



Lueschon de Funbtionen 1 s stehd dhie wnleresstnte Bsichuny

B Dol fenao - fone).

st

Dee Beweis folgt sebr emfuch aus der Meotit:

E= o pa-ti- (ko= i)

moltipliziett man diese nimbich beidvrsris mit E f_“A h- s folgt:
L1t Ej Fro )f(.‘.]
e Pt SR AT T

und hiernas Formel (5) einfuch durch Chergang v den Matrices 20
ihren Elementen. iir 6= p ergibt sich auy (3):

B D galohaer =l = o sitei 4
it

Aus Formel (5) BieBt ein wener scbr einfachor Boncis des Sateey vun
der Healitat der Wurzeln der Sikularglvichung ond v des folgenden
allgomeineren Satzes vou Hermite:

Wenn die Zublonpanre a, u,, howples-kowjugicrt sind, wlso ins-
besondere auch a, redl, so hat dic (leickuny [(0) = U lunter reclle
Warsrln.*)

Lubkchat int leicht 2u achen, dab dic Koeffizienten von fip) reell
sind; dean dis Determinaute {Kp~4: indert sick rucht, wea+ wan die
Zeilen 1u Kolonnen macht uad gleickecits V= | durch = F'= | ersetat,
Wenn jelat {p) ein Pasr kompler-konjugierter Wurzeln gy, ¢, hut, 20
setze man in 13 g gy, 00 g5 dottu fulgh flr 7= k:

2%(0.! k) = -

B
Tlier vind aber vach noverer Voraussetaung whiec e o, die lore de.
linken Seite simtlich Normen von komplozen Zubles, W 12U} én wiigren
daier einzelu verschwitden, Insbesonder wird y (o) 0t Jude o pheae
Wareel wiede alao wuch die auplustendelenuinanten cum Verschwind

*) Blews spezietle Forwel wilsteld auib, wont wan e behanute Dtermivalen.
Vesichung
oW Wi
B H~0,} T AT ugd Hovag) " og et uy
nach § eummink

*) Honwite, Coupton Basdun 41, pug 181, wo der Uenei wilels Stareckie
Kot galthr wied

brugen; indem mun vor dicsen wieder 2w dwn Hauptuoterdetsrminsnlen
Ubergelt, vaw, folgt weldioflich, dal such g, —a, = 0 win miBla, wm
nicht angebt, b g, reall ist

Unter den gleichen Vnruunetxnngm ther die a,, by apeniall auch
fur die Sakulargloichuny, crgilit sich sbeasoleicht durch Zusiehuny von {fu):

Fiir eine Doppetunreel v f{g) = 0 corschivinden auch smdlicke (Fulers
delerminanten g,,(0)-

§2
Fir die Beurteilang des gleichuaitigen Veehwindens der Uslee-
determiosaten von [Ep~ 4¢ sl von chhhglul die Keaatois dey Newd-
tante con ({g) wnd gu(p). Ura disse su bilden, setse man
HUREE JTE 1T S S A
und fihre weiter die Funkiionen ein:
o) =1,
I}(a) -v+f..

._l((’) P"‘("f(" oot

Daan il identisch

(- a0zl
3 Fe~4
(i) Bt 4 A7+ 40}

REYURZ VAR ¥ R A0
anduroreite isL wber wuch

Indow nisn dio rechien Yeiten vuu {8) und (7) einander gloicheotst
nad von den Mutriecs au ibron Elewenten thergelt, arbalt wan:

“ I._ (“) }M”'” ._.(l‘)" “'+ﬂ|""..llr‘(‘|)
e fefie T T Y,
eise Fonued, dio sich auch durch den Scllud vos v auf v 4 | erwsisen

lieb; 10r w0 Fillt rechly v (7) uod abio suck in (B) dus sweily
{ilied wey

)



Sind g,, P ooy @0 Gie Wural von fTp), v folgt wuy (3) inwe

{ts) "”/.-I(U*'“ W rle) o o) 0
(= 2yeeem)

Firve,, oo w1, 2o 1,200 o enlspringt aue (fa) ein Syatoms
ven n? Cleichangen, weldhe susmmen dis Dleruinutinmung der beiden
Matrisprodukte sumagen:

(N 'f.’ o o) fre
"m ‘i" ‘.’ foaled - Fioled

® 5‘.'” f'.‘ A 11209

mie) 0 o 0
l 0 yu(ﬁ L 3
o) )

links, vom Zeichen (~ l) ™ -hgaehen, gleich dem ersten Faktor rochts,
und da dinser, wea die s, belisbig sind, bekanalich nicht vorschwindel, so
folgt achlinBlich:

a!’l nlll.) (--ll l

(S ) I O Hm.m) LA}
dongy . o :,I i

Hienait ist bereits ein Ausdruck fr dis genchle Resultants gewonnen.

Indes int die Determinunte links kein irredusible Funktion dor a,,, viel-

mebr folgt loicht vermitela (1), dud vio das (seileaweire yeliddnte) Pro-

duk? der beidea Delesrinanten int:

mow e ] o

[o G M % | I"u G 0y,

PP U { mom (1}
(10 Bwi®s " %, Qe f 0

LR '--n e (ol fooly

| i g, 1 i

Die ﬂaulklu‘.e Rifa,) sfilt also in aicei Futloren, deren ersder wnr
ron i, deren suceiler mar en k abhduyt:

m RYg) =17 1,

Multiplitient man (9) wit eiver Unbestiuuten u,, urd suramiert
tbor ik, a0 lifert dis ghiche lldmldwg such die allyonsinere Vormel:

.,,_"2 u 2""":» EAJI:-M : ”

19 R, Suadmi-y P

i
b
1 Sddee S, :';-n v
Dis Funktionen g, () baben daber dunn und nur duan allo eive gemein:
wame Wursel, wean die Determionnte (12) idenbioch in #,, w20, ¥,y
vorschwindet. Wean, etwus weuiger aligensein, u,7, wStetle yon u,, brilt,
so zeefillt dis Delaraminante {12} wieder in awei Feblotan, sinlich
“taen)

10 Rt Zuns)
Zu,a“ Zun >-2M‘ﬂ‘" 'I

{13) Z‘u a"‘”zu a""’ X y“ nl. |)l
|:n"'.'.‘ St o Feat
!

Q) eett G e onty
|> ( uz nal) ;“,2"‘"(“ ‘l
Sebxt man alls w gleicl 0 bin aaf eines, 1, a0 folgt bioraus apesiatl, w
(f, 5'%,) deo Fiktor P, bat, Wear doo P, venchriodet, o babus

div Funktionen {(p) wud 5 o,9,(p) ftr boliebige v, eine Nullstale K"
geaein, und daher haben B

1), 94 (0)s 3o, - o}
cino getnsinaare Wurzel,  Wenn umgebelnt diess Funklionsn cing gy
meiunme Wursel Laben, o0 wa such gotwendig P, =0 seia. Dona
wldiert men in dor Detensinaule B, (Formel (10;) 10 den Flementen der
Yolaten Zeito dio mit (o) suvltiplirierten Eleraente der erylen, die nil
£.-(0) moltipliviectew Fletneute dur wweilen s, o niumt I, wegen (8)
{far v = 0) dic Gestalt an:
o

1
Poo' e nes
i . o
R

\
" -2 LIACH
:

!y..(v) 2.400) - gule)
woraus dis Bebeuptang folyt.




] Orvan Poswia,

Andoges ilt bestiglich der Funktionea @, Damit alea alle g,,p)
sine gemeinsame Wurnal haben, st notwendig, dad alle P, und alla
verechwinden. Fr wiie aber ein Irtwo, aus dem Oligou seblieden 2w
wallen, dud diese Bedinguogen auch hinreichend sind. Das gleichasitip
Verschwinden von P, uad I} bewickt nfmlich nur, dad f(p) sowobd wit

2ufoh 2aleh - adel

() gulon -+, 310}
je cine Worzel gemein bal; doch ist dies im llgewneinen, wie mian sich
leicht darch Deirpiels Qberzengh, wick! die gleiche Warzd, Dait leteleres
der Fall ish, mlusen noch weiteee Bedingongen erfbllt sein.

als auch mit

3
D8 die Resaltante R({f,,} in awei Fakloren zerfillt. deres ccster
sur vou i, deren eweiler nur von k ablidugt, 0t mch ruch hehanuten
Deerwicantensiteen » prioni erwarten. Denn es it ju
ADEAG) ‘ ‘P Ko
RO S L)
Wean slio /(p) und g,{0) vmdmndcl, 20 mud augleich auch g, /o)y, [0}
werchwinden fic belinbigs 7, 4, sl entweder g, 9,,, -, 9,,, vdor
B0 Segr - fuie Din Resoltaste R(f, 9. wird also.cinen Paklor haben,
der zur voo 4, und eines, der nor vou k abhiugt.
£s frot sieh wn seeiter, ob ehou die Py, §, irvedusible Fundtinem
der o, sind, oder ob sis wieder aeifullcn. Mit dev Entschring dieser
Prago rerbinden wir eine gensuere Diskussion der betraffendu Fuuktioien.
Differenciert oan ir der olerminanta 2, {Formel (1) die Elemente
einer beliebigen, ebwa der (v 4 1) Zeile nuch 4,,, 30 wenlen nach (2)
dis }‘Jemcnla dienr Zeile
_Zd(:a(. 1dy ‘.,"
ia

sin setzen dich alao linear wus dey Elesseuten der vuvhrgubtud:n oilee
ruomnines?) Daber yeeschwindet die Detarwintate uail o fulyt:
L

0a,

S‘lnu, I IA-]

J]
u; t=1-4) o}
‘o % n;‘_‘."

Sount hiingt £} vom gy, fy,, <+, u,y gur wicht ab, und wan ki ue
besclolel dor Allgeeisheil bei Bildung von P, datt die Mstix o die

%) Fac pom 0 sind ditss Forela miht aaweudbas; aber is disse: Fall sl dig
fruglicheu Etvments offeabar sl geich Noll

Zor Towein dur datriees, 18

spesiclire willen, bei des die Elementa der i Eolonae cintlich o
schminden.

Disrreduribiliit ron P, beweisan wir non durch vollutddige Induktion.
Farnetic P=gy B~-a, .
s imedusibel; wir seleen daber flr €in beekimutes x vorsor, dad
P, P,,ee <, P, irveduzibel ind, ond Lildsn dan di (w4 1}aihige Malriz:

gy e By O ey e g

-1 s u *Oeta],

A= ., :

.............. i

Gy o B 0 8, e 0y t

Dis v Pulene hiervon wisd, wie lnichd tu mben, !
g, 0l

1 " 1
8, Wy 0 oy

Bezeichout ma deher mit ] diejeuigs Dotarmiuants, welehe in bung wf
Jie Matsin &' dio gleichn Neloulung bt wie P, in besug aof die Matnz 4
(Purued (10;) bo wind, weon 8, die U oder 1 huhulet, jo owedom i &

oder i =k ist,

‘.. T ]

Z'“_, . E'ZIW 0 2'::” --»2«,:,.

kE wal™" '“2«,»‘:‘_': 0 2.,_,'_-‘-"“, 2‘,_,1‘-_--1
Sudt < Dol
TR DT 2.":“'{3
Sy Jud?|

-‘._ly-l('l.Pl+"'+"lpl+") i
j



Da Py, By, +<-y P, nach Vorsvalzang irrodusibel aind, a0 kaup hier-
nuch P; offenbar nur in dor Weise eecfullon, dud ein Fablor p(u), )
sich abapaliel, der von don o, grag froi sl Dise it aber ickt mbg-
lich; denn es mO8ta aledasa die Detarainante P} fir gowinte mumenische
Werle vou ¢+, verschwinden, and da sie nach (13) oin Foktor von

](({,Eu,r‘yd) int, w0 mliBlan fir diese Worts f(g) und Eu,rmlrg)
sine Wureal gensein Labea. Diew ink abor aicht wiiglich, wail /{p) vou
hiiborom Grad als 2“"""(" und hekaaolfich irredusibel st

Dis obige Daralollung vou ] seigh sugleich, dad dise sine homogens
Funktion 1% Grades von #,, <+, 8, itt, vod dies kens sich nach dem
savor Bawieseasn auch vicht Hodern, wean in dee Matriz 4" oo Sialls
der Nullen in dor @ Xclonue beliebige Elewsnte baln. Ebessy wind,
indewy mav wisder u an Stelle van a4 1 sehrt, P, bomugen row
(w17 Orad in 0, 0,0 0, vein. Dise Rastltate fussca wir -
smmen in folgsndem

Bsts: Iie Furltionon By, Py, -+, P, sind irvalsibd v Bereich
der Vorioldw a,, (wid belibiger wmwmerischer Werke); [, hungt con
By Oygr 7y 8y Richt ab wd Gt cine homogne Funktion (n— 1) Grodes
By Oy, O, (0 Gryrckussen)

Aualog ergibt sich auch:

Dis Funbtionm Q,, Q,, -+, Q, sind irredusilel im Derrich ddev Varia
beln o, (und belielager numerischer Werte); Q, hingt ron 04,0, -, 0,
nitht oby wnd ist eing homogene Funktion (n = 1) Grodes vom gy, 2, -+, 0,
(0, usgeschlorsen),

Weng die o,, nickt unabbiogig eo=sinandsr nind, o kinorn nntlrlich
die P, ¢, schr wobl serfullen. Doch mag bemorkt werden, da8 sio nock
irveduzibiel bloibes, went e Matrix A vine nymmotrische, d. b, a,,- 0,
ist, toost aber din g, keiner Bodingnng untecliegen, AuBerdem it dann
P 0, ued ebonfslls wieder B, bomogen vem fw-—1)** flrd in
By &y <y B (8, Muageschlvara); voa g, bingt P, wisder niebt ab

§4
Par die Berechaung dor o) iot in (1) vine Rekursionsfornel ao-
gegeben, xic lavsen sick aber mit Hife der Waraeln der chorshieristischen
Gilachwy onch in indepondenter Form dardellen. Sewn gy, 3, -+, 04
die vorschisdenen Worscla voo 79, und ear g, eine 1, facke, o duf

() fie) = lp=pi" #ife) = -+ = (p-0u0u00)
gonolzt wenlen knnn, wo new yyfp,) =0 it Daun liefert diw Theorie
dor Pactinlbetiche dis Tenitat:

. P40
Yo 0 eend L
10l "’*2 =it [/mmx-..- ]

wa E(r) eine gante Fuuklion bedeatal, und durch dea Zeichen A
o Ableitung wach § angedealot witd  Slalt dwen bans mag Mok
whreiben, weit inan g, + & e p setit und it f{z) nalliplitiort:

3t Efx) f(‘)+2(r Ry |(':".“/(-8$)

e
Nun it offunbar
n-if ¢ M) €
b (v.m 4—:).-.‘" n (" -
w0 a8 nu Btelle dor Tetaten Oleichung nuch dis folgeada tralen kanu:

:'-i.‘(x)/u”z-' - l( 3 r(n'—_/gl)

& v.-l)l ¢ oo e-z

oy
D dies eime Ldeoitit in 2 at, 30 entateht auch eine richligs Oloichung,
weus u Slelly von 1 dis Metrix 4 Uitk; wagen fi4) 0 folih dans

1 K
e o Erw
Elf‘ T (nm L --()W'
s
oder, indora ma ven don Madrices xu iheey Elementon abergebt:

) S .A..(u/.w)

= (',-l)' ¢ L10)

Dies iat die gesuchle Formel, Vou jelat ab soll der Binfachheit
wegen vorsuggeselzt werdan, da8 die Worseln dor charakberistinchen
Gleichony allo verschisden aind (principiells Schwierigkaiten wirdy dis

Bebandlung dea ollgomieinon hﬂa m:M bislea). }'nmd {16) yebt daga
tber in

18y 4 2 o

It g, absolut griber alu die anders Wurseln, 10 folgt hiersus

"','l faln}
Che il
) Wn whe etwa; Sarrat, Hoadback der bohem Alppben, 2. Ak Adt, v,
Miamuiba Aussien LEWL, . n



8 Uueas Prnno,

uad darswa wieder, sofern nur g,{o)) 4 0 int¥):
gy
hmv_a =p ool lln: i -pp

allgemeloer such:

li.rz l'/ g I“;f',’ =¢ wd lw

w0 dis v, irgmd welthe Warla nod, fir nlchez Katlde) +0 it
Diese Formels kimnen tur nikerungixeisen Dorthnung der Waeeel g,
benuted werden. Mo bilde 20 dicwern Zweek sukzessive die Matrices
OO RPN
Die Warseln der suyehdrigen charaklerietisclen Gleichungen sinit bex. di
2,4,8,. Potecsen dor Wuracln ven ((p), uad das Verfabren ist aiso

Ny asalog dor Naherwgurathade won Griifr, die wgar ady Specialiall
daraus bervorgeht, weon

‘l tiig fon §,
. |0 flriqk
geseht wird (ea hat mimlich 20'“’ die v Potenzsutims der Worzeln der
choraterictinclea Cleichung). ‘Du bei der Graffeschen Metlode notwendige
Aaniehen der 2% VWursel, wodurch eine Vielleuligheit enlstebt, kaon

sbee hier varmiodon werdan, indem wsn die Matriz A7 noth mit A mallic
ll u

plisiert; maw erbilt danp in ——T eines Niherungewert von ¢,
Aun (168} (olgh waiter:
& H
! ioufed) a..(n.)l
g

dabei ot Gber 4 und p von | bis n zu summicren; es verschwinden aber
offenbar diejesigen Summandea, 8 welchs Lamp it Wenn deher
10> 1oy} uod ¢y neiourseits wicder absolut gridor ist alg dis Qbrigen
Warzels, 10 ergibt sich

laf? ol lm.) 2aie) {r..(v.u wl
m(n) St 19t !..1*.11

Ll o

T Fialint

1lln beachta, dad g, (o 1m v gowi oickt fur alle Wotte o, & selu ano,
wiil ¢, tls vinfucke Woraal ron [(,) vawagesalal sl

Lur Thuario dar Watricen oy

wnd iersos erhilt mian snalug wie oben Nibarougewsria far tor Wun
wailer 11> [e) > [0y uod g winder abuolut griter it ls die noch
ehleuden Wurselo, so linferw div dreireligen Dolansinasten dor Mabriz
S ebenso Niberungowerts f1r g0, usw, 90 ded man durch Division

anch suksassive gy, 4y, 9, erhilt, genen wis bai dor Grilfeachen
Yethode.

§b.

Wew die charakleristivchs Qleichuy eine Wurzal 0 hat, walehe
alle sodorn wn absofitem Belrag Wlertrik, o0 ist nach de Yorigen
T'avwgraphea:

g

,ll_n; &= vl g, ()40 it

Iingekelrt funn wiler Unstinden, wenw die Exisens divses Grorcertey
o woraherein bdand ist, darass ein Ricksdup oef dic Weerseln der
churubleristischen. Gleichuny gezapen seerde,

Seien alle g, reell und >0; dimelbe it duon sach von dey
Zablen a(',' Beweichuet mau daber die Kleiuats, bz grdfte der » Zablen

g
ol

il B bex B, w0 dab U< A7 09 it w0 Dolgt?)

P w0
{15) ""'-g 2“.) ] SEHE‘H'*“‘"‘ “M;'

wo 2ur Abklirny

s
g
pesclat ist ) Da uber offenbar l',") 0 uwnd l':’ + l""+ ot l‘:’- i
0 folgt aue {1G) auch: {43 B und Bi*+0 S BV also:
OCpgEI GBI SaY,
Ruch einem bekanaten Bata exivtioren daber dis Oronswerto
lngi=s, Inso~s,

pgagpgen

Wean suuwit ¢ eive beliebiy Meino poritive GrdBe bedeutes, a0 wird fr

und o int

Y K dind bai 9,8, 3 alewnt nur div fauisee angemesk, auf wolche  fua
Lauf der gogenwhrtigeu Uatarauchusg alleia nckomat.

"



o L
Vinteichend grode v gawib -f'}> -1, uod folglich nch (16}, wenn ¢
cine bliehige dor Zablen 1,2, o bedeulet:

:2};:-:>(x‘,"+l‘,"+--~+1'."~l',"](ﬁ-r)4 1‘,"%'.‘;
- (-0 + l"'";(j:{,;
oder auch ” "
wo gl
Non ist sber

Da alle a, griber als Null vorsusgeretst sind, 40 vind dio #* Quolicnten
u (54, 0m1,2,0n) endliche positive Zablen usd daber sinitlich
.

H.uinu oo gine Zahd N; duber folgl

e,

o .
N ;_—----N
IO PN

uad aomit \
D g o
1-1:"+1‘l*+-.-+1‘_'<nx 1‘(‘, Lh S

Iaher blaitt 17 alets Bber eiver vou v unshluingigen Grevte e, vad wud

(1) ergibt ai
‘nv‘oll ,:;)
in Lierbei  und g balisbig vind, a0 hinne sim apeciell 0 gomihlt
wendan, daf o
S
1

&
;11: -0930
wid, worul sus der vorigen Ungleichung die wuilere hertorgehd:

0> eB—fr~1.
Ds ¢ belichig blein angenommen werden kuna und ¢ uina‘ fuata praitive
Zabl ist, w0 folgt bierson fm 8. Tl besagt aler, dof dic Grenawerle

'

* exintieray und einender ghick oind. Setat man daber

Granawerte

i o
- &y 5 l‘ "
e T

W folgt maiter;

und sl

i)

und st souvhd oon k uls oo wnabhiugig; fermer iad o' positiv, und wepen

3 "2"1.‘. 8,8ty oo, g,

it o tine Wursd der churebteristischen Gleichung.
Du alle a7 positiv aind, 4o folgt au (1) Diicht nuch
A\
b g =

Nun et aber y“[',' wichty wuderes ols dia ¥* Totaunsumune der

Wursda vou f(g), n’ml daher int auw dor Faiskenx dov oligen Orenewertos
0 wcblieBeu, dud ¢ jode mufere Wuczel der charaktarintioshon Gleichung
wh abuolutews Betrag bertrift Der leweis ind wirtlioh oo eo fihren
wie iu meiner Hubilitatioonacheifi (Math. Ane. 64 pog. 80, Zeile 4 v, u. bis
yug B, Zaile ). fo der gheichen Arbeit (pug. 47, Hikhosts) int suberiors
gewoigt, a8 ¢’ e einfacke Wureal isl, und duber argibt vich folgunder

Satr: Woen alle 0, redll wad >0 vind, 80 had die charablerinbinchs
Clichuny cine einjicke poitie Warae, wdche ulle andersa- Woerca 0
nbwivlem Biog dlertrift. *
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63 Gueas Fraron

Obwohl dies in rein slgebinincher Satz int, 10 ist mir dach ssin N
wais wit den gewbholichen Hilfooiitlelu der Algebes nicht gelungen. Dor
Sala bleibt brigens such su Hocht hastahen, wenn dia o, aur sum Teil
pouikiv, dio Bhrigen aber ygleich Null vind, sfern nur cive gewisse Folens
der Matriz A exisdiert, bei der kein Element wehr verschwindd, Wann nim-
lich f2r sia hostimmaa v alla & dber als Null sind, a gilt duan dag
gleiche auch fr joden gridaren Werl van v, §ind slio ¢, -+, p, fie

. Warnaln dor chansklaristiscken Gleichung, so ol g) povitiv und absalut

grdBar ale dis tbrigen i obonsa int " positv, usd daber auch g, positiv
und absolat grdder ale dis brigen p;.
En gilt daber der obigo Sata und die Wurael ¢, kur somit nach

der Methods von Griffn oder such mach der in § 4 auseinandargesalztan
Hethods berechost werdeo.

Wir betrschtan beinpislaweise dia Matrix

00y g
1040 o
A=10 1.0 o)
001 u,
deren charabiaristische Gleichung lautat
)= ~o0t =0~ = =0 = =0

Aus der Formel 47! 474 gebt jebat hervar,
@  aed, (=l 20a-1)
L I R P (L SRS

{im], 2000m

Nun 3éi 0,50, ¢, >0, die Gbrigen 0, 2ur > 0; duan folyt wus ()

0 () e _ )
Gy =0y O, =808 =8
Wana daher
W 0 ]
ﬂh' nl"“.‘ni-

alle vaschwinden wirdes, a0 wilrde dua gleiche von

R
LT TSI

gellen; dine siod sber die Elemente der i Zaile dor Matriz A°; slso
w0Ble die Detarmionnts varschwinden, was nicht dor Fall ist. aher gibt
o oo Inder v, fr welchon o7 > 0 in; mach (f) it damo wach
o8> 0, olglich of7*" > 0 sle. Nach () it aber woiter o'? w ofi =,
o vo0 ¢laem gowisen » b orh o/} S0 Somik gibt es 6ine Polen
von 4, bei dor kein Elament mebr vanchwindel, und wir erballen den

Tt Theone der Matncos . 208

Salz: Wean die Koeffisicaten der Gleichung
gt e - =0
den Uhgleichungen geanien
a>0 >0
620 fried 8m—l,
30 exiliet ¢ine puilive Wrzel, welche alle awderey I¥urseln an absoluless
Delrag iibertrift. . . i
Diesor apericlle Sata int wuch gand leicht zein u!gub.mu'h i
susehen; er int erdira wuch oin Spraialfall voo Snlxl 1X meinsr Habili-
Wionuchril {loe, it pag. 61). Mun bamerke Dlrigeas, B der Solx
sickt mehr allgemein riddig wire, weon man auch fe a, don Wert
sulusen wollle; dean heiapieloweise bat die Oleichuog

v-o =0
tauker Warseln van gleichem absolulom Batrag, Tn der Tat int wuch
Tetelt «u aohien, dal im Fall aymugmeoe e 4, = 0 ciue Polenz A", b

dir kein Elemont mebr verachwindot, piobt existiort

Mttgehen, 25. Joli 190



APENDICE
MATHEMATISCHE ANNALEN 64, 1807
ZUR THEORIE DER MATRICES
VON N
OSKAR PERRON 1IN MUNCHEN
ACERCA DE LA TEORIA DE MATRICES
POR
OSKAR PERRON EN MUNICH
En este articulo sSe trataré de demostrar, por un lado,
proposiciones de la teoria de matrices Y sus ecuaciones
caracteristicas de un modo mas f&cil, y por otro se desarrollan
nuevas proposiciones. Con el emplec de la teoria pongo de relieve

uno de los métodos andlogos a los de Griffe, métodos sobre el
cdlculo de aproximaciones de rafices de una ecuacidn algebraica.

§ 1.
Sea
5, 42 - - . 83q
A = e e e e e e
@n1 8pz - - . ap,

el sistema de coeficientes de una sustitucidn lineal de =n

variables, E es la sustitucidn idéntica. En lo sucesivo
consideraremos tal sistema de coeficientes o para abreviar
matrices, las funciones racionales de A, cambié&n son
intercambiables una con la otra, deben cumplirse todas

operaciones aritméticas racionales exactamente come las cumplen
los numeros. Se designa los elementos de la potencia AV con aff?
de manera gque af¥f’ es idéntico a a,,, asi que, por ranto, AV-H =
=AV.AH

{1} afpsr =
Consecuentemente tambié&m seflalaremos los elementos de la
sustitucién unitaria E = AP, por a{f’ ; por tanto,



0 para i=k,
1 para i=k,

y (1) se cumple tambié&én cuando v o u o ambos sean iguales a cero.

alp =

SI A = (an), B = (b)), C = {c) para cualesquiera
matrices, las 4dgpigualdades
A = B (=] A = BC
son idénticamente iguales a
n
a,% = Dy Y a8y = Zbuc.k, ti.j = 1.,2,...,n)

respectivamente.
a transformacién que frecuentemente haremos de la primera a

la segunda forma, la llamaremos transicion de las matrices a sus

elementos .
Los elementos aflf’ son funciones enteras a;;.@;5.,::.,4d,,-

Los coeficientes diferenciales parciales del término de v hasta
v+1 estdn dados por las férmulas:

v-1

a a !
2) — = a,tAig (P-1-A1
3 an. Z ir sk
A=0
El determinante |Ep - A] se indica con f{(p). de manera que

fip)=0 es la ecuacidn caracterfstica de la matriz A; sSus menores

los indicamos con g, {(p}). © sea
3lEp - Al .
a-anm, Fki(l1l),
asfi gue seréa
) E £(p) g1 (P) gialP) ... gi,lP)
(3 e~ R R
E - A
P Tt (P} Gn2(P) ... Gunl(P)

De aqui la matriz Ef(p) como funcidn de p es divisible entre
Ep - A; pero es claro gque se cumple

Ef (p) - £(A) = £(Ep) - £(A),

- A y como

por tanto también debe ser divisible f(A) entre Ep
£(A) no depende de p, se tiene

(2} £(A) = O.

2




¥ (p) representa el factor comin mayor de las funciones
£
g1k (P), entonces por (3) tambié&én E s (p) es divisible entre Ep -~
A, y de la misma deduccidn también

£

—(A) = 0.
L]
Por el contrario ¢ debe ser la funcién de grado menor para la
cual ¢(A) = 0, asi debe ser, porgue ¢(Ep) - ¢ (A) es divisible
E¢ (p)
entre Ep - A. Los elementos de Ejllli son desde luego segiun (3)
o -
i (p)@ (p)
——7?77———-y entonces. y s6lo entonces son claramente funciones
P
£

£
enteras, si ¢(p) es divisible entre 3(9) entonces debe ser ¢

2
Esta deduccidén de los teoremas conocidos me parece mas sencilla

gue las hasta ahora dadas.
Entre las funciones g,,{(p}

n
1
(5) Y G tP) Guton = = (£(p) g (o) - £(8) g, (o).

m=y

existe la relacién interesante:

La prueba se sigue muy fdadcilmente de la identidad:

P —— [(Ep - A) - (Bo - A)];

Ef (p} Ef (o)

se multiplica esta misma a ambos lados por = - A = o — A se
sigue que:
E f(p) E f(0) 1 E f (o) E f (p)
£ - £(p) T gy B,
Ep - A Eoc - A P Eao - A Ep - A

{(5) se deduce sencillamente a través de 1la

Yy de aqui la fé&rmula
- o sSe

transiciédn de aquellas matrices en sus elementos para o
obtiene de (S} :
n

(5a) Y gm(P) Gutpr = £°(P) GulP) - £(p) g’ ip). )

=1

De la férmula (5) surge una nueva prueba muy f&cil de 1la

proposicidédn candnica y hasta de las siguientes proposiciones
generalizadas por Hermite:



Si los numeros a,,, a,, Son complejos conjugados, entonces
en particular a,, es real, entonces la ecuacién f(p) = 0 tiene

claramente raices reales =+
En primer lugar es f&cil ver que los coeficientes de £ (p} son

reales; por tanto el determinante {Ep -A| no cambia, se se
sustituye el renglén por la columna y V-1 por -v-1. Si ahora
£ (p) tiene par de raices complejas conjugadas pPgP,, POr tanto se
pone en (5): p = p,, 8 = p;; entonces se sigue para i = k:

n

Y des (Po) Gamrtpy) = O

Aqui, segin nuestra suposicidn sobre los a,,, los términos de 1la
parte izquierda son las normas de numeros complejos, Yy Ppor tanto

z 0; deben anularse sencillamente. En particular g, (pg) = 0.
Para cada raiz compleja, rtambién el determinate principal se
anula mientras que esta se transforma nuevamente al deteminante
principal, etc., finalmente se deduce que también debe ser
Po@y3=0, lo que no puede suceder, pues a,, es real.

Bajo las mismas suposiciones sobre las a,,, en particular
también para la ecuacidén candnica, se cumple simplemente por
{5a); para wuna rafz doble de f(p)=0 se anulan completamente los

subdeterminates g,, (P).
5 2

Para la discusidén de la anulacidn simultdnea de las
sudeterminantes de Ep -A| es de importancia el conocimiento de

la resultante de f(p) ¥y g (p). Para ilustrar esto, se establece
£(p) = p™ + ;p™! 4+ CP™2 + ... + C,
Y se introducen las funciones

folp) =1

£,(p) = p + <y,

£ (P) = PP+ L. o+ -
1
-) Esta férmula particular tombién exinte, cuando ne suha la
conocida relacidn de determinantes
af af of at £ a2f
- - N
B (-ap,) B8(-aw) B8(-a.,) B8(-ap) B(-a,,) 8 (-a.,) o

la =muma smobre =.
) Hermite. Comptes Rendus a1, pag. 181, donde 1a demostracion

we mlgue de las cadcnas de Strum.
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Por lo tanto se cumple la igualdad

£¢ f(E, - £(A
t6) av_=f8) _ _ av e) J
Ep - A Ep -A
= AV (E £, + A f,2(p) + ... + A1f,(p))}
= AV £__.{p) + AV*Y £ __.(p) + ... =+ AV n=ify(p) 7
Por otro lado también es
£ (p) EpVE (p) £ ip)
av.—iP) _EP T P) | (gpv o oavy _1PF
Ep - A Ep - A Ep - A
f(p (Ep)Y - AV
(7) = Ve - £ —_—
P Ep - A eI Ep - A
£ (p)
= pv__p_ - £(p) (EpY-! + Ap V-2 .+ ... + AV-Y)
Ep -~ A
Puesto que los lados derechos de (6) y (7} son iguales entre
si, al hacer la ctransicién de las matrices a sus elementos se
obtiene:
(8) a 'V, ,0(P) + a,'VY £ () + ... o+ A,V £,(p)
= PYgn (p) -~ £(p) (@, p¥-1 + ... + a, V- ig(p),
férmula qgue puede obtener también a través del término, se deja
mostrar qgue de v hasta v+1l; si v=0 lleva a la derecha en (7)) y
también en (8) los dos miembros.
Las raices son p,, P2.-... P, de f(p), de tal forma qgue se
sigue de (8} en particular:
(8a) a,, ‘Y £, P + .. + a,_“’""”fo(p,\) = pig“‘(pA)
(A = 1,2,....,n).

Para v = 0,1,...,n-1, A = 1,2,...,n se origina de (8) un
sistema de n? ecuaciones, las cuales se enuncian juntas mediante
coincidencia de ambos productos de matrices:

a,, 10 a ... ay ey

En1 (o) oo
9 a1 a2 oa, m Faoe (P1) -
a, v a, e L a,, 2R £o0(Py) - . - £5(p,)



1 ... 1 ik (Py) o ... o

Py -+ Pg o glk(pz) «.. O
= .
P ... Pyt 2} o ... ik (Pn}
Al pasar el deteminante, asi se transforma del segundo
n(n+1)
factor de la izguierda, con el signo (-1) ) . Se prescinde

igual gue del primer factor de la derecha, Y entonces estos, si
los a,, son arbitrarios, es claro que no se anulan, asi se sigue

finalmente:

nin-1) aig all...afp-v) r
(-1y——"— ... . . =g, (PO SRUE 9,0 -
“ a1 g, tr L ay, ane2) a=1

Con esto ya sSe gana una expresidon para el resultante buscadoe. No
obstante el determinante de la izguierda no es funcién reductible
de as a,,. més bien se sigue fdcilmente por medio de (1), gue es
(formadeo en el sentideo de los renglones) el producto de ambos
determinantes:

(01 _ (o) (0) (0} _ 10) (o)
ay, 842 --- 8n Sy Fax - - - Apx
1) (1) 1) 1) _ (1) 1)
(10) p,= Qyy yy -- - yn . O = Byy Aoy - - dny )
tn-1)_(n-1} tn-1) (n-1)__ tn-1} tn-1)
R U FY-1 -e - @n e a e - Ang

La resultante RI(f,qg.) se divide, por tanto, se divide, por
tanto, en dos ’t‘actares, donde el primero solamente depende de i,
¥ el segqundo solo de ¥k:



ntn=-11>
(11) RIf,gy) = (-1} 2 P,O,.

Se multiplica (9) por una u,, indeterminada y se suma sobre

t, x para obtener madiante el mismo procedimiento la f&rmula
general:

(12)
nin-1) (o) 13 tn-1)
Tuelyy Tuiel, - .. Zu
R(£,Tu,,9,,) = (-1} =2 F e .
tn=-1) n) 2n=-23

PIETPRE prd Tuglyy - - - EuygUgg
Las funciones g,, (g} tienen por eso, entonces y sélo
entonces, una raiz comin, cuando el determinate (12) se anula
idénticamente en u;,,u,,, - ..U,,. Algo menos general ocurre cuando

se sustituye u,v, en lugar de u,,, asi se divide el determinante
(12) en dos factores, a saber:

ntn-1}
(13) (-1) 2 R(f,¥Yu,vg,)
o) <01 <o)
ILuya,,” Yuaz ... Iwa,
tn-1) tn-1) tn-1)
Tu,a,, Lu,a,n -- - Zua,
0) (o) [1-3}
Tviaie  DVedak -+ - IVidu
N B
tn-13 tn-1} tn-1)
Trya, Tveda DR 3 A

Se juntan todas las u iguales a 0 en una, u,, se sigue de
aqui en especial, que RI(f,¥v,g,,) tiene al factor P,. Si también

P, se anula, entonces tienen las funciones £(p) y Zv,‘g,.(p) para

L3
cualqguier p, un nicleo comiin y de aqui tienen una raiz coman

7



£(p).g, (P).gialP), .. ..gn(pP).
Reciprocamente, si estas funciones tienen una rajiz comiin,
entonces debe, incluso, ser necesariamente P,=0. Entonces se suma

en el determinante P, (f&Srmula (10)) a los elementos del dltimo
renglén con £, ,(p) multiplican elementos de la primera, aquellos
con f, >(p) multiplican elementos de la segunda, etc., entonces

por (8) (para (v=0) P, toma la forma:
Q) _(0) to
a,Paz .. .aly
Po= | ammamn | aira | = Y dudie.
g (P)g,alp) .. .9 ip) “

de donde se sigue la afirmacidén.

Andlogamente vale lo referente a las funciones Q, con ello
todas las funciones g,,(p) tengan una raiz comin, es
todas pas P, y todas las Q, se anulen. Seria un
gue estas condiciones son también
Y P> solo causa qgue

para que
necesario gue
error, deducir de lo anterior,
suficientes. La anulacidn simultanea de P,

f{p) tenga una raiz comin con

gntp). G2(P) . .. . .gnip)
como también con
ga1{P) ., Gaz(P).....ganlp)
Sin embargo, aungue esto es general, como se comprueba
no es la misma raiz. De agui, en

f&cilmente a través qdel ejemplo,
caso de gue ocurra lo dltimo, deben ser satisfechas condiciones

adicionales.
5§ 3.

El hecho de gque 1la resultante RI(f£,g,,) se divida en dos

factores, donde el primero sélo depende de i y el segundo sélo de
. era de esperarse por las conocidas proposiciones de los

decterminantes. Entonces

ik (P) Fyaip) £ (o) a2f (p)
Tk (P) Gra(p) e 3l-a,,)a(-a,)




Si también f(p) y g,,(p) se anulan, entonces debe anularse

también al mismo tiempo TPy (P) para cualesguiera r,s,
entonces © bien g,.ga,--.,.9, © bien gu.gzx,---,9w Se anulan.
La resultante R(f.g,,}) tendra, por tanto, un factor, gue sdlo

depende de i, y otro que sblo depende de k.

Se pregunta ahora en seguida, si algunas de las funciones
irreducibles de a,, o si se anulan nuevamente. La decisidn de
combinar esta cuestidn ligaremos un analisis detallado de las
funciones respectivas.

Se diferencia en el determinate P, (f&rmula (10)) los
elementos de uno cualquiera, por ejemplo derivamos el rengldén
(v+1) -énesimo, con respecto de a,,. entonces segun (2) los

elementos de este rengldn son:

v-1 (273 V-
2 a“_ Za‘a'a (v-:—hl o a,z Z ar)ué (U230 Ar
= ir 11 ’r -
8 a 6 a,
LS a=o0
W v-
a a, z ()n lu-n-A)_
2 an a=0

se establecen entonces como lineales de los elementos de los
renglones precedentes (*). De aqui se anula el determinante y se

sigue que:

a p,

—_— = 0.

ara,,
Por tanto P, no depende de a,,, dz. -.-. 4ap. ¥ se puede
escoger a pesar de la generalidad de la construccidédn de P,, en
lugar de la matriz A, una forma especial en la gue aguellos

elementos la i-ésima columna se anulan completamente.
La irreducibilidad de P; la probamos ahora, por medio de la

induccién completa.
Para n = 2
P, = a2, Pp = - aa.

es irreducible; de agui suponemos para una n

e por tanto 2
y construimos

qu
particular que P,,P;, ....P, son irreducibles,
entonces el (n+1)-&simo renglédn de la matriz:

2

) Para
los clementos dudosos ®mon evidentemente iguales a cero.

v - o =on aplicables entas formulos; pero en este camo

9



a- 41,1 L. 1=t 0-1 O @3, -+ @jo1,n
Uy L ou,, o wuy PP u,
any .. Bn,i~1 o agny e+ dpp

La potencia v-&sima es, como es f&cil observar,
w [3%3)

)
13 1, 11 .- Gin
w Wy )
AV = ay.1.1 - Ry-1,141 dy-1,n
1w-1) tw-1) -1 -
Tu.a,.y s Eugdg Ui sTugagn
W 172} wy
any .- En, 1o a,n

Aqui se define P, como el determinatne, tal gue, con respecto a
la matriz A’ tiene el significado igual gue P, tiene con respecto
a la matriz A (férmula (10)), entonces si &, es 0 © 1, segin si
i=lg o d=k ;

[T S Sy Si5e1- -5y ney
. Uy, o oy PP u,,
s ¥ ougan [ T uga.,
- Fwal™ll o T walt®
[{-3] Q)
L weag, --. ¥ uya,.,

= (-1)t3] E wall’ ... L uaid

T ouall™ .. T,

(n-1)
n

10



|

=(-21)'" (uf P, + ... + Ul Pa o+ ...).

Entonces P,,P,,...,P, segin la hipdtesis son irreductibles,
por lo gue P; se puede dividir evidentemente solo en el sentido
de qgue un factor ¢ (u,,...,u,}) se separe, de forma que sea libre
de los a,,- Pero esto no es peoesible; por tanto se debia anular el
determinante Pj para valores numéricos conocidos de uw,,...,u,, Y
entonces segiin (13) es un factor de RI(f,Yu,»,d,). POr tanto se
deberfian tener, para estos valores fi(p) y FTu,v,g, (p) una raiz

comiin. Pero esto no es posible, porgue f (p) es de grado mayor gque
Tu,v,g, (P} ¥ es notoriamente irreducible.

La descripcidédn anterior de P, muestra al mismo tiempo que
esta es una funcidn homogénea de n-ésimo grado de w,,...,u,. ¥
esto no puede ser de otra forma segin lo demostrado, cuando en la
matriz A’ en lugar de ceros en la i1-ésima columna se sustituyen
cuales quiera elementos. Asi mismo, sSi se sutituye n en lugar de
a+1, Py son homogéneas de (n-1)-ésimo grado en a,,,&@yp,....815-
Reunimos estos resultados en la siguiente

Proposicidén: Las funciones P,. P,,...,P, son irreducibles en
el dominio de las variables a,g (y valores numéricos
arbitrarios) ; P, no depende de a;,.,az.....,4d, Y €5 una funcidn
homogénea de (n-1)-ésimo grado de a,,.a,;z.....a,, (a,yexcluidos).

Andlogamente resulta también:

Las funciones Q,,Q3.....0, son irreducibles dentro de 1las
variables a,, (y valores numéricos arbitrarios);:; Q, no depende de
8y .82, ---+8un, Y €5 una funcidn homogénea de (n-1)-ésimo grado
de a,,.3.---.35 lexcepto ay) .

Si las a,, son independientes unas de las otras, entonces
naturalmente deberian anularse las P;, Q, muy probablemente, sin
embargo debia de observarse, gue permanecen irreducibles, si 1la

macriz A es simétrica, i.e. a,, = a, sin poner condiciones a las
a,.. - Ademés, P, = Q.. Y nuevamente P, es homogénea de grado
(n-1)-€simo en a,,,a83,,...,4n, (excepto a,,}., P, no depende de
a

LR I

§ 4.

Para el c&lcule de a',)k {1) de una f&rmula recursiva; sin

embargo deben presentarse con ayuda de las rafices de las
ecuaciones caracteristicas en forma mas independiente. Sean
P1:P2+ --.Pm las raices distintas de flp) y para Py existe r,

particular, tal que

11



(14) £(p) = (p - Y'Y L) = ... = (p - P} U, ()

donde ahora vy (e) = 0. Por tanto proporciona la teoria de

fracciones parciales la identidad:

*)

r
x” - 1 Ta Cre, v 1Y
Ty - B0 o+ ¥ "¢ : .
x) “‘(rA - 1) f(pA + G) (x - Py - [}
¢=0
donde E(x) representa una funcién completa, Yy por medioc del

simbolo D. se indica la r-ésima derivada en ¢.

Se puede escribir
en lugar de ello,

si pA + § = p y se mutiplica por fi(x):

v
1 £(x}
x’s B £ 00+ T o — oot e X
r, - -
A : v, tp) x [
A=y A p=p,
Ahora es evidente que:
v vy - )yt
BT A pVE (x) _oa |P e P - o,
e Yatpdx - p x - p
P=p, p=p,
entonces en lugar de la uvltima ecuacidn, la siguiente también
puede derivarse:
- 1 YE(p) £ (x)
-1 - x
xVe B £+ Y ——2—— p AT (B P T T %)
Ay T T B vytplp - x

p=p,

Por tanto, esta identidad estad en x, entonces se deduce también

una ecuacidén correcta, si en lugar de la x aparece la matriz A; a
causa de £ (A) = 0 se sigue entonces que

- 1 VEE (p)

-1

AV - S prat |_PTEfe)

RN v, (P)Ep - A .

=1 P=p,

iz



©o, mientras gue se convierte de las matrices en sus elementos:

m v
wr 1 Fa-t [P Fik
(1s) a M - 27‘% —
A= vy tle p=p,

Esta es la fdédrmula buscada. Ahora se puede suponer a causa
de la simplicidad, que las raices de la ecuacidn caracteristica
todas son simples (en un inicio las principales dificultades se

presentaria el manejo del caso general). La férmula (15) se
convierte en:

> p:glk (pA)

(15a) a v - oo
A=1 Pa
p,es mayor en valor absoluto gue todas las demds raices, por
tanto se sigue de agui que:
a(Ul { )
N I« I 'lP,
o T T e
pY P,
y de agqui otra vez, en tanto gue solamente g“‘(p') ® O **):
(Ve
a
l o fom — R
bim e T Py Y bim aun Py
th

asf mismo en general:

(we1)
u
Y

u a'??
Tk

donde las u, son valores cualesquiera para los que ¥ u, g = 0.
Estas f&rmulas deben serxr utilizadas en el c&lculo de
aproximaciones de la raiz p Se construyen con este propdsito

sucesivamente las matrices
-
A%, A, A%, ..., A%
Las rafces de las ecuaciones caracteristicas correspondientes son

en particular las 2, 4, 8, ...ésimas potencias de las raices de
£{p), Yy el procedlmlento es totalmente anilogo al del método de

13




que es un caso especial, si se establece

u - 1 para i = k
e O para i = k

aproximacidn de Gréffe,

es la v-ésima suma de potencias de las raices de
El cual por el método de Griaffe se

con lo cual se establece
si se multiplica la

(es decir,[a:V
la ecuacidn caracteristica).

extrae necesariamente la 2Y-ésima raiz,
una ambigledad pero puede evitarse agqui,

2V
5 2V 1k
matriz A" por A; se encuentra entonces un valoxr
v
27
alk
aproximado de P,
De (15a) se sigue ademds:
Wig
2w @ PX Pu TPl g Pad |
aail| T L TG e, | g e ey
aunque se suma Sobre A y 4 desde 1 hasta n; pero claramente los
sumandos para 1los cuales A = u se anulan. Si de aqui lp,I > Ip;

Y P, pPOr su parte otra vez es mayor en valor absecluto qQue las

rajfices restantes. entonces resulta

a(V)a(V)
1tk “im g, tedg, (,1) g, ple  (p,)
)y () +
Tk rs (e )gr- (pz) grk(pl)grl(pz)
43 .
=8 g v
P?pvz £ (pl)f (92)
y de aqui se otiene an&logamente, como  antes los valores
Si bien ademés lpll>lpzl>lpzl b

aproximados de arriba para p 1Pa-
P, es mayor en valor absoluto gue las raices faltantes,

que suministran los tres determinantes en serie de la matriz A
asi mismo el valor aproximado para P,PLP,. ..., exactamente cCcOmo

en el mé&todo de Graffe.

de manera

§ 5.

Si la ecuacidn caracteristica tiene una raiz P, la cual
supera a las demids en valor absoluto, asi seglin el pardgrafo
anterioxr:

14



atven

1k
—
;gm Y p,. con tal de que sea - (P‘) = 0
Pk
£E1 inverso puede obtenerse si las circuanstancias 1lo

permiten; si la existencia de estos valores limite se conocen
desde un principio se obtiene una conclusidn acerca de las raifces

de la ecuacidn caracteristica
Sean a“‘ ctodos reales y >0; lo mismo vale,

de los n ndmeros

enctonces, para

los numeros a:kv’. Se designa aqui el menor,

12 w) wh
A a2 S
wyr _an T 0777 w)
arl aFZ arn
con g'Y7, se designa con BV, por lo gue o<p'¥?, por lo que
0<a'V'= 'Y, se sigue gque *)3
{16)
tPend n g n v 3] 2] w) 1733
atveny YY) = w < BV (AL A, LAt
rk et 2, =1 e 1 2 n
donde por observacidn
o)
Frn Fux
A
(3728 3] -
Fx
v
se establece que *) . Entonces como es claro, 4\,', > (o] Y
. . - [373)
AVl eafY = 1 se sigue de (16) ctambién: g'V'Vep'V
B'Y*Vs B!, por tanto:
0 < 87 s gtV g gV o puy
Segin una conocida proposicién, existen los valores limite
) 1%
pim 8 - 6. dip 8" - B,
Y
g'¥'= g s B = BV
dependiendo

3 *) para, 8, B, A solamente se observan los indices,

s6lo del gue se examine.
15



Si entonces ¢ significa una cantidad positiva pequefia cualquiera,

w)
entonces para v suficientemente grande es verdad que > B-¢,
vy
Sra
por consiguiente segin (16), si p representa un nimero cualquiera
1.,2,..
a::’
wh (373} (173} tv) 3
{x - . 4+ AT A YIB - £ + A —
1 2 n P 8 P at¥’
)
(3%
i
=1 - At - e+ Al 2
P a'v?
P
o también
a:':"' a:;’
(17) g > Al - B - €.
v P a'vy
rhk ro
Pero ahora
tw-1)
A W za,r “ra
a a
- ak rs Bk *
vy ) a )
Ap a,.a., -1

wv-1)
a
Zar Ve,
T
Si suponemos gue todos los a.

sSOon mayores gue cero.

Asi,
L
son también los at cocientes — {i,k,r,s = 1,2,...,n) un
a
re .
conjunto finito de numeros positivos y de aqui todos juntos
menores cgue un numero N; de aqui sigue:
-1y .
AtV Z 2,z Natp
- T 2
« N nNT,
v
A
-]

tv-11
2 8 Qxp

T
Y por tanto



i
i
i
i
|
H
b

1 = at¥Y L A )

2 (%41 3
N > + L.+ An < nN’ Ap . i.e. A >

De aqui A‘;"’ es siempre mayor que un limite c independiente de v

(37238 1%
alu V=4

y de (17) resulta ———— = - > C —_—— - .
atV¢l) a(Vi
rk ro

Como k Yy p son arbitrarios, asi se pueden elegir de forma
especial, tal gue

1Pe1) (vs1) alV)

™ (Ve i o

— B vy (Ve1} < f3; = 8" -8
Siven Lt = B = v =
rk rk P

de donde 1la itltima desigualdad resulta la siguiente:
- 0O > c (B - @) - €.
Como £ puede tomarse arbitrariamente peqgueéefia y © e€s un namero

positivo fijo, se sigue de aqui que B8 = B. EsSto implica. que
existen los valores limite y son iguales entre si.

17



w

() 3%
ay,y . ?z Fin
$im . 61m . <. . Bim
== w) lad ) == w)
ary Az Frn
De la misma manera se comprueba, gque también los valores limite
[£%3) ()
a2y 5 ok
i .- m —e——
== ) ‘ B“" (323}
13 2% Ins
existen y son iguales entre si. Se establece de aqui que
i oW ¥
R LY Xy . Pk 3
Bim = Bim -
= w) x = 0w ¥,
al¥ r ay nts)
entonces se sigue:
(ve1) n ) n
1k . TP Xy
2 iz 3 5
el (174} =o @) x,
Lk v=1 1k ==
Yy también
(Lr+11 n [R50} L
e D a-k LFTS 49
&im Aim Z Z»-———
e ) i ) Yy
Ak s=1 9k £=1 "
Por tanto existe tambien €l valor limite
e}
- K
(18) im = p*
I —
LY

y es independiente de h y de i; ademds de eso p° es positivo,

n
p'xl = Za,‘,x‘I = @y Xy v ... + a8, X,

==1
p° es una ralfz de la ecuacidn caracteristica
o se sigue de (18)

Como todos los ayy son positivos,
ficilmente también que:
tver)
ay,
6Im ‘.
=@ )

;a

no es otra cosa gue las vr-ésima suma de

: o
Ahora bien Z a

1
las rafces de f(p). y de la existencia de

potencias de

valores limite arriba citados se concluye gque el valor absoluto
de p es mayor que el de cualguiera otra rafiz de la ecuacidn
caracteristica. La prueba es literalmente igual a la gue aparece

los

18




(Math. Ann vol. 64 p. 50, rengldn 4
Y desde p. 51, rengldén 5) En el mismo trabajo (p 47 lema) se
muestra ademas que p’ es una rafz simple, y de aqui resulta la
siguiente proposicidn: S$i todos los a,, son reales y == 0,
entonces la ecuacion caracteristica tiene una raiz simple
positiva la cual excede a todas las demds rafces en valor

absoluto.

Si bien esta es una proposicidén meramente algebraica no he
hecho la demostracidén con los recursos de costumbre del 4&dlgebra.
siendo valida aun cuando solo algunos ag,

en mi escrito de habilitacidn

La proposicidén sigue
sean positivos y los demds sean iguales a cero. En tanto que
exista wuna potencia conocida de la matriz A en la cual no se
anula ninguin elemento mas. Si a saber: para una v particular
[$72] :
ayy son mayores que cero, por tanto, vale lo mismo

todos los

para cada valor mayor qgue . son las raices de la
caractaristica entonces pr es positiva y mayor en valor
es positivo, y de aqui

absoluto gue las

Si py. ---. Pn

ecuacidn
absoluto gque los demas p:, asi mismo pf'

también, = es positivo Yy mayor en valor
restantes p, .

Vale de qui la citada proposicidén, y la raiz puede
calcularse segin el método de Grédffe o rambién mediante el mérodo
del § 4.

Consideremos por ejemplo la matriz
o © ... 0 a,
1 0 ... 0 a3
A = (o] 1 ... 0 as .
o P an
cuya ecuacidn caracteristica dice
- £(p) = p" - a, "' - ... - amp -a, = O.
ve1d
() a:k' = a:?L, (= 1.2 ... n - 1)
Ahora sean a, > 0, a, > 0, y ademis a, solo > 0; por tanto
se sigue de (a)
) () 12) () n-1) [13)

- Ayn = A4y . Sin = 42, .-, Ag = @y,n-0

si de agui
13 2) )

, Ain ¢ By s .- . dip
todos fueran diferentes, entonces valdria lo mismo que:

in) n) in?
@y B2 - L By,

estos son los elementos del i-&ésimo renglén de la matriz Aa°,

19



deberifa anularse el determinante., lo gue no ocurre de

entonces
indice v, para el cual

3

nynguna manera. De aqui que se da un
a::’ > o segin ) entonces es también a::'” > o,
consecuentemente a:ﬁ¢' > o, etc. Segun {ex) es nuevamente .

) L s s N :
a;: =a:r' n, entonces para un v indicado se tiene también

) s . ; -
a:r >0 . Por ello, existe una potencia de A4, en el gue ningdn
elemento de A se anula, y establecemos la proposicién: Si los

coeficientes de la ecuacidn

P - a™t - ... - azp - a;= 0

se cumplen las desigualdades
a;, = 0, a, = 0,

a, » 0 para 1 = 2,3,..., n-1,
entonces existe una raiz positiv. la cual excede a todas las
demés raices en valor absoluto.

Este teorema especial asi mismo es facilisimo darse cuenta
por lo demds es un caso particular
escrito de Habilitacidn (loc. cit.
pag. 51) . Se observa ademas, que la proposicion no seria
verdadera en general. Si para cada a, puede rtomar el valor 0O ;

por tanto, a manera de ejemplo, la ecuacidn

que es solamente algebraico
de la proposicidn IX de mi

p" - a, = o0
son las raices simples de los mismes valores absolutos. En
efecco, es facil ver, que en el caso de qQue a, = az =...= a,

= 0 no existe una potencia av por el gue ninguin elemento se

anule.
Munich, julio 25, 1906.
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Uber Matrizen sus posiiven Elementen

Sitsungerchte der Kanigheh Preubiuchens Absideovie dee Wnienw batren as el
-0t (o

Slml die Flemente einer Matrlx alle reell nul pinitiv, so bat il
charakterisische Determinante wnd decen Veterdetorminanten einige
merkwilnlige Eigenschaften, von denen e, Oskan Poswny die wich-
tigaten entdeckt und in vyeed Aldandlungen Grundlagen fur rur Fhoueie
der Juconsrhen Keltenheuchulyorithrn wod Zur Thomer dee Motrurs i
64, Bande der Mathenmatischen Amnalen alygeleited Bt T Bowis Ly
er, wie er selhst hervarheht, nur mit Anwendong von Grenzbetrahe
tungen durehfhren konen.  Es ist mir gelungen, diese an vesnaiden,
dic Beweise 1 vereinfuchen il die Sitee in einigen Tunkten 2 ver-
vollstndigen,

g1

Sind die Elemente tiner Matriz A alle verll wnid positi, so kot ihre
dhuraklrristische Gleichuny rine Wurzel 1, die reell, povilie, sinfuch und b
sobul grifer ist aly jodr andere Wursel, [ 2> r, 50 sind die Elewente
der 2u 2E- A adfungierten. Matrix alle positi.

e Flemente o, der Matrix 1 tirades A seien alle pasitiv (-0},
Die Determinante [£F - A} hessiclne ich mit o) odee A(3), die dem
Elemente ¢, -5, kemplementier Untenletermingnte (u -1 Girdes
mit A,f).

Teh nehme an, die Bebauptung sei fir eine Matrix, decen Grad
<nist, bereits bewiesen. Sind dann 2, 8, y, ... v dic Zahlen 1,9, 3, ...n
in irgendeiner Anordnung, und ist

-a e -ay

By = Auf)

—1g  emadr
50 lat die Gleichung Bl =0 vine Wurael g, die poitiv, einfich wnd
absnlut gedGer ist al jede amlere Wurzel, Ferner ist die Unterdeter-
minante (7 -2 Grades B {s), die dem Flemente sr, o, i H{s) kome
plementr i, pasiti =0, fills > "y b

1.

s

Nun ist
00 = - B - Tanm B,

wo x umil A die Weate B, y, . v durehloufen. Da g} = 0 und B, (5)>0
s, b0 ist Afg) < 0. Falglich hat die Gleichung Afs) = 0 cine pasitive
Wurzel, die g ist, bt or die griGte Wurzel dieser Art, 50 bt
£ g fir jeden Went vonz, Ist who 47, 60 bt #> g, und mithin
A 20 S

N

o

e

-y G
1) die Unterdeterminae (- 37 Graes, die dem Flemente
in (1) bnplewentir i, It p e gridre positive Warzel
g €020, e st i r bty so it Cle) oml
00,00 pusitiv. N int

T I
I R T
sy e, o=t
demnach
{r ‘I.i(f)mu:"")f“.[uﬂ.n"..(n).

Tiahier ist Ag{s)> 0, falls > p ist, also wm g0 mchr, flls 4 r ist,
Ist s} = Al s ist die Ableitung
o't = xdub)

die Summe aller Waptunterdeterminanten {n-1)™ Grades dder Matrix
Halee ist g4r) > 0, nmd within int ¢ cine vinfacke Wursel

eiclomg &lr) = 0. .

Wenn die Gliclong of) = 0 cine negative Warzel Jat, s sei
< e Kleinste; dson o wicht ¢ = ¢ acin. - Denn such die Hle
mente der Matrix 4* sind alie positiv, Thre grobte reclle positive
chamkteristische Worzel wire aber gheich = ', sie wire also eine
einfachie Wurzel. .

Es kann ahier auch nicht ¢ > 7 sein. Denn sonst whrea auch die

der

Elemente der Matrix A+ ;(V~7)": alle positiv, fhre gerfte pasitive
]

Wurzel whee ' = :(r, + 1), ilre Kleinste negative - ‘= E("”)= -r,
was nicht moglieh ist. Demnach it g <. )
Wie dibrigens leicht 2 sehen, ist sagar r=q > 2k, wenn kkleiner

ist ab jedee der Hanptelementr oy, g, -0,



i

Set a+bi eine Wursel der Gleichung s{r) = 0, deren alisalutrr
Betrag méglichst grod ist. Sollte es auBer a4 bi noch andere Wararlu
desselben absoluten Wertes geben, 50 whlile man a4 so, dall 2
{mit Berickicltigung des Zeichens) moglichst Klein ist. st also
'+ 57 eine von athi verschicdone Warzsl ilee Gleichung ofr) = 0,
50 ist ¥+ 8" Qo'+ 8, und fulls o 447 = A H 8 bt s ist 6 >,
Dann kann mnan eine positive Girdlle g so whllen, daB, Gl 0 < k< y
Ist, fir jede Wurzel o' 4 4%

BB TP U YAl
Iat, oder
a4 -0"-07> -0}

Denn st o+ = a" +1", 30 Ist a-0'<h. Ehenso ist jene Hedine
gung von selbat erfullt, wenn zwar a'+8'> a7 4 A7 ist, aler a0 int
Ist aber a> o', 50 muB dunn )
o f"-l"-ln“
EARRYER
sein. Man Lestimme diese positive GroBe filr jede von u g A versehie-
dene Wurzel o'+ 5%, fir die a'<a it Zu diesen Grilen welior wan
noch die Elemente a,,, @, - a, hinwn und hezcichng wit y die Mriste
aller dieser positiven GréGen.

Ist dann B<k<y, 50 sind die Elemente dder Matsix 4 - £ ulle
positly, Thre charakteristische Gleichung hat dle Wurzehn -k 4 be,
jede andere iheer Wurzeln o'~ k4475 ist absolut Kleiner. Y ddem an-
gegebenen Intervalle kann man ferner & so willlen, a6 die Phace i

Grole a- k+bi = pe® au 2 in cinem rationalen Verhtlinis 'l‘ stbt,

3= ’—: Dann sind auch alle Flemente der Matrix {4« £} punitiv,
und thre absolut ganBte Wurzel ist (0= k£ i) == 47, Ist alsn vive rerlle
positive Gede.  Wire alsa & van Null verschieden, so wire diew
Wurat keine sinfiche,  Die abeolat griibte Worzel dher Gleichuye
9fs = 0 st folglich reell; demnach ist, wie oben grarict, @ positiv,
Int ferner o'+ i cine andeee Wurze), 50 kan auch nicht a4 67 = o?
stin, weil sonst a'<n whre,

Fir die grote Wurzel 7 sind nicht nor die Untcrleterminanten
{n~1)" Grades von rE- A positiv, sondern auch alle Hauptenterdeter.
minanten aller Grade. lisbesonttere ist ¢ griGer als jedes der Haupt-
elemente a,,, 8,4,

§
§ 1
Sei ¢ die grdbte Wurzel der Gleichung AL() = 0, ¢ die van
Aulth =0, 4" die von At = wsw, Dann ist v die rinzige posi-
tive Warzel der Gleickung 161+ 0 die > g st Thes ot Man wenn

401

o die gedlte dee Fablen g, oy g7, st Denn ist danu 8> ¢, 80
vind die GraBon A (), Ayled, 4,060, oo alle positiv, folglich auch
ihee Summe ¢}, Wenn demrach o von g s wheht, so whchst
auch 9(s) hestindig, kann also hochstens cinmal verschwinden,

¥s st mithin nor noch za zeigen, & ol wicht venchwindet,
fulls 3 awischen itgeont zwei jeoee GirdBen g und o Togt. Now it

AR == ) Aabd - Asb) dabil

Sei twn 4> d it g > 4> p. Fir die Determinante fu- I
Girades A_() kawn die Belauptong schon als hewiesen angrschen
werden, Tliese verschwinidet o fir keinen Wert zwischen g und p
wid it daher, weil  eine vinfache Warael ist, in diesem Jutervalle
lestindig wegativ.  Apls) ist positiv, flls >4 bt Al il
Agls) sind positiv, folls 5> p ist. Daher kant Afs) awischen ¢ wnd
o wicht versehwinden.

Tt g >8> 1y s kann A,J(s) vicht verschwinden, weil y>3>p
ity Agh) niekt, weil s> ise st g4 >q wnd liegt 5
pwviehen g ul 7, s verschwolet dggls) nor @e 4 = i, bt (Br
Bemen Weet zwonelen il " wd hrinen awischen g und "
dewt ganeens fotervafl ewischen der getQuen und der Meinaten der
G g, 4y, verschwindet alsa At wur Bir 8= 4, Ayt
e G s 47 i Tst cwa g die geoQte und g die Kleinste dieser

Gieblen, 8o st

dudg) 2o, Au> 0. A0

Adlpte -, Auffl =0, Als e
Mithin st ) ™1 wnd afy<e. )

Die Glrizhwny &(3) = 0 hat eine verlle pasitive Wursdl sicischen der
grighten wnd dr Kbinsten e Gictfien G, gy o Julle g e yrifhte
Warsel der Gileichuny A = 0 .

Hat die Gl hony () = 0wk oudete pusilive Warseln als v, 0
sind dese alf Sbiner ol die Reinde der il 1, o - foe

9
3¥
Wenn die chnenkteristische Gleichung ofs) = 0 der Natrix 4 eine
sinfache Wareel v lat, die absolut groler st als jede andere Warzel,
30 ist Jie Rethe
E AL A
() PE-dprs bt

konvergent, flls fs|>{rf st Denn sic ist die Futwicklung ciner
rationalen Funktion b h. von n rationalen Funktionen) mit dem
Nenver ot Lonvergint s, fills o rilier it aly jode Warzel Jler



L}

Oleiehng 0(i=. Bin seungios Mapie "
widhnet warden, s I;'l” Y 500 P g il ! by

0 Fs _ "
L IR
T84 #08) = {e=r ), a0 erlilt man ddureh

() pE-d)r =

tialbeucliredegung

1 . 1
Shlter) (rk-)4 i I,

wo B cine ganze Funktion von s ist, Igt

BB,
(3 W =l?:, .
L] 'lonvergien diese Reibe, fulls o grdber [xt als jede Wursel der
Gleichung Lish=0, also fir s=r, Daher ist

I

lim ! =
" n a

Nach (1), (2) und {3) ist

=0

FESA As D
und folglich
A
lim ?:;,(’-)(TL-A).
oder wenn die Elemente der Matrix 4' mit o} bereiclnel wenlen,

) fin 4 < Aa0)
L 1]
und demmch, wenn Agfr) von Null verschieden ist,
ey
(2] lim :’:'l. =1

Die Formel {5.) gilt auch, falls r eine mehifuche Warze] der Gilvie
chung ofr) == 0 st, dle ahsolut grier Ist als jode sndere Warael, N
mab dunn pg von Null verschieden acin, fulls e Mateis £:- .4
der Koefflent dea Anfungagliedes in der Entwicklung von (s~ ’
nach stelgenden Potenzen von g-r ist,

4
Wird von dee Mawlx 4 nur vorusgesetzt, dal) ilwe. Flemente
2,20 sind, 0 lassen aich dureh Renutzung der abigen Bew eisane.
thoden und durch Stetigkeltshetrachtungen Jeicht div oubifkationen
festatellen, unter denen die entwickelien Shae gilltig Udeiben, 1
8r08te Wurzel ¢ der Gleichung w(s) = 0 ist reell uad Positiy {20),

L]

Bia bana eine mesthalie Warsel sein, aber sar, wown dis Hnipt
d Aulth similich vemelhwinden, [t sla oine kfechs
Warzel, s vereeliswiniden aflo Hang (etenmi {n=tP (a1,
oo (e ka1 timdie dee Maltiy PE<A,
¢ Den Wert 0 kann ¢ s dann hahen, wenn die GroSen a, ,ugn.,
n,‘,'n"n_,n,,nhn_.An,., -+ simllich verschwinden.
Sind die GroBen o, helichig, so Tirgen die reellen Teile der Wirzeln
der Gleichung | 2,= 4, [ = 0 awischen der geoBten und der kieinsten
Wurzel der Gleichung

l,li('wi., .,,_.l =0,

wo &, die x a, konjugierte komplexe GroGe ist. (Hmscw, Sur les
racines d'une Fquation fondameniale, Acta math, Bd. 25) [st alwo a,,
positiv, 5o ist dic gedbte Wured r der Glelchung ofs) = 0 Kleiner
als die grobte Wurrel dor Gleivhung

it l;("..m..)-u..lﬂ-

Betrachtet man die #° Elemente o,y ala reelle positive Vernder
liche, sa ist r eine cindentige Funktion derselben. Diferenziert man
die Gleichung #(r) = 0 nach a,,, 80 echilt man

o '.:-'.. EENUN

Mithin ist die Ablitung pasitiv, und folglich wichat r, wonn eing
der Flemente zonimmt.  Mit 1lilfe dieser Bemerkung kann wan auf
vorschiedene Aden Grenzen fnden, awischen denen r legt,

Sind die Elemente 0, einer Matric 1 Grodes alle positie, a0 leyt
dire yrifite charibteratiche Waeerl siishen dee grifien und dee Melnsten
der 0 Zaklen

[N N I [CERRA Y

Man abbiene i der Determinante A {r} = U 20 den Elementen
dor 2 Spalte die dee (n-1) anderen Spalten und entwickle dann
die Determinante narh den Elementen jener Spahie. Sa erhilt wan

fread Dupht{r-a) tulrh 4 - +{r=a).Li = 0.
b die Waterdetepminamen 4,7} alle positiv sind, w0 Laanen daher
die Wiflerenaen ¢ a,, r-uy, - v -, nicht atle dasselbe Zeichen hatwn,
utl ulglieh gl r gwischen der gendten nnd dder Kleinsten der GrtBen
oy, liegen Sl speziell diese Grollen alle vinander gleich,
sl aueh 7 ilnen gleich sein.




Dher Matrizen aus positiven Elementen 11

Sttaungberichte det Kanighels Preuinchen Abarleone det Wisseneleatien o el
SH-511%09)

Elnc Mateix A neane ich positin, A >0, wenn jedes Element a0
It it i, 420, e 0,20 L i in i Akt e
Matrien aus pasitiven Elementen, Sitzwngsherichte 1908 entwichitien
Shtae lassen sich verallgemeinern, Far den Sate, sl div geiiie e
tive Worzel von 4 absolut groBee ist als jede amdbere Wurad, wink
sich dabel ein erheblich einfacherer Heweis ergeben,

is
Die chamkteristisehe Gleichung #(s) = 0 jeder positiven Matrix 1
bat eine pasitive Wurzel.  Die geodte r, die ich die Mormbhenrsed
:'on A‘ nennen will, ist eine einfache Wurzel, und fir £> 1 sind dic
I Agly) der D |2E- A alte positiv. Da-
her kann omn den n linearen Gleichungen

2u1‘=n, TR
D

durch lagter positive (>0) Werte 2,2, jgenitgen.
!)imr Satz 1alt sich umkehren. it irgendeine. Wurzel
der Gleichung #{) = 0, und ea sci moglich, den n Glvichungen

Sy =qn
¥

d'vm:h nicht negative Weete y, 20 geniigen, die aler nicht alle
Null sind; dann seigen diese Glichungen zundelst, i 4 weelf und
positiv isk. - Nun kann man, wean ¢ die Maxivalwurzel von 4 ist,
den Gleichungen '

=15y

durch positive Werte 2,,2,

, gendgen,  Daber ist

S ann=rY ay.
. L)

slog=r, : 2., von Null veeschinden ist,

Al

Dic Maximalwaezel 7 ist als die gedlte positive Wurzel der Glei-
chung o{s) = 0 definiert. Teh will nun zeigen, JaB aie auch absolu
grober it ala jede negative uder homplexe Wurzed dieser (ileiclung.
Denn sel peine sulche. Pang kann man 7,6, -, 60 Destimmen, a8

S =pn
3
winl b gy der abslute Wert von gy, 50 st
I sard < Y ean
B 3

e Glrichedt iat misgrachivssen Dents sie kAnete oy eintreten, weun
sichs,,5,, a,ven g Y e deadliea komplexen wlee nega
diven Fablor wnlesschueden. Dieser wiiele aich in e obigen (el
ching belon, ey wire N agyy = py, and mithin whre i cine reelle
positive Getibe,

Int abo ¢ der absulute Wert von p, 50 ist

N aag > gt
3

Noun Lann nan, da ¢ die Maxinabwureed von A ist, 2 positive Girien
302y 2 s lestmmen, dnf}

St =y
st Demasel ist
':i = ‘\_ gty > q): Yt

wnd mithin ¢ vy [ieser Aberaus einfache Bewels teigt die groBe
Fruchibarkeit der Methode von Gacen.

Anf demselben Wege Kani wan sher yu cinem weit allgemeineren
Resubtate gelangen. Jie Elemente der Mateiy A seien jeut heliebige
Kunplese Groben. I cine Wuraek van A, #0 kauw man £, 3,3,

st Lestimmen, da8

Y eun=pa

1
wird. Seien y;.q die absoluien Werte von 5,9, und el by eine
positive (>0) Grobe, die nicht kleiner als der sbsolute Wert von oy
ist. Dann st

3 ban 2 on

i

It r it Mavinalwnezel der positiven Matrix B, 5o kann man
positive Genlen -2, 50 bestimanen, dad

byr =t

Y
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wind, Aus dicsen Resiehungen ergiht sich wie oben g<r Dadiese
Ungleichheit gilt, solange fg 0 und &y nicht Kleiner aly der absee
lute Wert von o, ist, so beibt sie bestclen, weren e ng =1 auch
by =0 st

Jit by dr alatute Wort dor kamplezen Grighe o, w0 it hoine Warsel
der Mutriz A aleolst grofier uls e Mozwaheursot der naft weyitaen
Matriz B,

Erst dicser Sate setat e Medmotung der Mosiadwusaed cioer
nicht negativen Matrix in iy ceclte Licht. Sic st die obere Grenre
der absoluten Werte der Wurzeln alter Gleiehungen [ <] = 9, deien
Elemente o4 absolut Ay sind. Darzus ergibt <ol olie Bewatzung
dee Differentiatrechusg, oo r wichst, wean irgoimdon
nicht negativen Marix ## auvimnt,

lement der

§6.

It & die grobte Wurred der symonrtructon [ositiven Matzix £,
und fat s>, 40 ist die quadsatische Form

D

1\
ot L tatn

eine positice Form, weil ihre Hanptustenleternmsten sile sitat s,
Daher ist fie alle Wente der Variabetn

1' wnn s e),: ]
Ist mun r die Maximabwurael dor positivest Matrix A, undl st

DESPEYIN
[

so fst

:\; 1412
oder wenn man

aa+ oy = g =2,
setat,

rz =2r41,x‘ < v>: 2

und mithin r<p. Der Heweis atiunt niit dem von Huwsen itherein,
Lenutat aber nicht dle Stze ber dic Maiom und Miviura der Finke
tionen mehrerer Varialiln,

Feener ist, wenn 1,2, ud Yot g positive Gadlen sind,

Aasit o 4aus) oy,

ctaagd Mo sl b Vaas ug

i1
Nun sel
Gt B RS0 syt toap ey,
ud .
Yoginsba= by, Frp=a,
Dawn st
) bt b tbaz <y,

Nun sei u die grolie Warzel der symarctrischen positiven Matrix

ond

{1} ©bahd b bat =l
wo &, -4, positiv sind.  Daon folgt wus (1) und {3)

DODES Y NXRT WA

und mithin ist r>u. Demonch it

{3 w<r gy,
wenn £,u, 9 die groBten Werzeln der Gleichungen

|
o Waate-an) = 0, ’-,-(n..n.)-u..

§1

Ut gls} die thurakteristische Funbion einer positicen Mutriz, 0 hat
dir Glehuny §*(sh = 0 cine roelle positive Warsel, Die grifle v,
eime enfuche Wursel, und es & 1, >0, 50,557, .

Siul die Elewentr der Matrix reelle pusitice Vavialele, so wiehd! 7,,
wenn eins dirser Elewente suninml.

Der fetate Teil dlieses Satzes (30 sleh noch sclifefer so susdrlcken:

It v dir grifite pusitee Worsel der Glrichung AW} =0, und ist
s>, i A > 0 Doy ist A <0,

i positive Mateieen B, €, doren Grad < lat, nebme ich
diese Behauptungen schon als eewiesen an. 1t der Grad von 4 glelch n,
v ist der Sute e po= 0 richtig. Ieh aetze ihi auch fir slfe Ab
Yeitungen von g(s) = Afs} als richtiy vorus, deren Undoung < lst.

Nath §1 1t
A= -0 B -3 et b

und A
Aal) =oallh + }_ [RATATY

Ditferengiert nn die erste Gleichung panal, so erddlt man

e = 3= u b 104 {a) 4 p Ity -E ana i)



D Bk = A_ls) nr vome fu=1)" Geade ist, so bt e Gl
chung B} =0 eine positive Wuearl y, wutic 820> 0wl
I <0 tst. Daher st A9 <. Fulghed hat dic Gleichung
A9 = 0 cine positive Warael, die oy st e die grable, s
it >y e jeden Wert von 2. It s -r, s nts oy il mithos
Ay >0,

It p die grabie positive Worzed der Glewhuasg £ =0, s
ist demnach p<g<r bt os>p, s ist O und C¥Gs) i,
also auch

A5 =0t + Y nng el
o

Ist = n~2, 50 It
M) = (=19
cine positive Kenstante.  Fndlich ist

Aoy =Y A

Dalier ist A“*Xs) >0, ala st r cine cinfacke Wurzel der Glei-
chung A =0,

Ist#' die grigie positive Wararl dee Gleichung L{g =
und ist 83, 80 st AL 0 ond mithin auch (g
Ba e AHr) == 0 ist, ot £ sein Femer it 7 die eindige
Wurzel dler Gleichung <) = v, die > i Denn wire nuch £*>r,
alo £ "2, 20 mibte nark dewm Sawee vy Rons owisehen #

uwd r” cine Waerel der Gleichong &7 = 0 logen, v wire also r
nicht die grodte Wrsel drr Gleichung 0 00 [ ' eine vine
fiche Waezel dee Gleicug <01 0 ist, se st desmach 1 frpe 0
Sut der Beziehung
e
g
folgt, wie in § 4, dad r = 5, wachst, falls ivgondrane der Griflen
umimmt,

I8 37, 0 sind auch dic uten Ableiungen atler Haptunter-
determinanten von A{s) positiv, z B derjenigrn vom Grade w41,
dhr st grabee als das anthnetische Mittel vou irged o +1 dre
Hauptclemente a,,, 1, o,

Firu=n-2it2

I R I “1! Nl e tmgns).

wo e, B die ;n(n~l)l'nm e Indies 1,2 w duzchdaufen,

Ouer die it ciner Matrix vertanachharen Matrizen

Jet horaghe s 'reuBun hew Abaddemie det Wisseachation su Berln
I-15(1918)

|sl { vine Matrit des Geadey m, so st die Anaabl £ der lnesr une
ablingigen Matrizen i, ilie it € sertauseblnr gind,

P At tmtnt ),
swit a dler Geand sbes grithen gemelnsasen Divisors sller Determinanten
{n-Ajten Grades der Matrix

ist. Diese Formel Jabe ich wn Ende des §7 meiner Abeit Dler
lineare Sulstitutionn vl bitmeare Formen, Cxgiras Jovrnad, Bd. 84, vhne
Reweis angrgehen. Tle. Mavern in seinee Dissortation Zur Theorie der
linsarry Suletitutionrn, 1887, Vir. Vass, Sitzengsber. d. Bayr. Akad. d.
Wiss. (389, wnd Hr. Hewsrr, Currees Joursal B, 127, haben diese
Formel aus der Transfurmation von € in die Noraalform von Wires
sty hergeletet  Finew anderen Bewess, der nur eatjonade Opees-
tionen erfordert, hat 1. Lasustew: in seiner Arbeit Uber Fundamental:
systrine wnil bilinrre Forme, Cienes Journad B 16, entwickelt mit
0o dbor Normalfur 3, auf die ieh B durch rwei Transfornationen
Lound ¥ gebrachit Labe, deren Koceffizienten ganze Funhtinoen von £
stind, wihrend ilire Determinanten von £ unabhingig sind.  Dieser He-
weis it aber durch das Uineinzichen des Begrifls des Fonl I
systeus unadtiz kompliziert worden. Wean die Transformation von
Bin A bekaont i, so st die folgende Methode, alle mit € ver
tausclibaren Mateizen & yu finden: winl die Arszalid ¢ der anabhiingigen
darunter 2w ermittelu, die naticlichate und einfachste,

Wenn die Flewente ciner Matrix ganze Funktionen einer Yaria
et x sid {und nur silche Matrizen werden lier benutzt), so neune
ieh wie ciue ganze Matrix; wenn die Elemente von 2 unabbingig sind,
vine kunatente Mutris. Sind die Determivanten von L und ¥ gleich 1,
s sind e die recproken Matrizen 47 und 4 gane




Acerca de las matrices de Elementos positivos 11

Sitzungsberichte der K&niglich Preulischen Akademie der Wis-
senschaften zu Berlin

514 — L1IR(1909)

A, A - QL stoa Gl clemmento a,y > O
no-negativa si A 2 O. si cada elemn D, En mi traduvgo deerea de las
matrices de clementos positivos, Sitzanpsionchte (Actas) 1908 se desarrolln-
ron teoremans qpie se prieden generalizar, ara I proposiciaon gue atirma gne
Ia raiz po: RN
s¢ prohari e )

LIamo positiva o nna maty

N er g

tivianayer de A es maver oo valor absoluto gue s deniis
ir e estal iy oot ~ sinugalbe

noanuchisime n

el matriz positiviae A ticne nua
P lane varz mdrona e Al es oann
terminantes A, {~) Jdel determinanie
e sea posible satisfivcer s oo ecena-

La conaeian caracteristicn o(s) = 1
raiz positivie Lo vadz mavor o laon

|sE — A} todos son positivos. Do agn
ciones lineales

S,

K]

por m«dlio de valores positivos (> 0) - o
Este teorem putede invertir, Sea g nna oradz
wis) = 0, v sea posible, gie las o«

= I fer =

[ERTHN

lepierin ohes

GHINTESITEN

:: i T,
K]

se satisfagan nada s gue parn valores no negativos (> O0) 4,402 ooy Ha.
donde no todos sean cero; entonces. en primer langar que. estas cenaciones
rafz mixina de A: las ernaciones

S v = 1
=

sifivos oy ..

ST rans.
=

muestran gue roes 1

Desavuii e

pucde satisfacerse par medio de valores

a Z Lalln = Z Ottt ==
o

e

BRI



Por tanto si g = 1nentoncees

o5 diferente de coro,

La raiz médxima r se define cotno In rajz positiva mayor de lan con n
wi(s) = . Ahora gunicro mostrar que r es mavor que el valor ahsoluto dde
o compleja de esta cenacidn. Sea p una de esas ragees,
£y Para que sea

eadda radz negati
Entonces se piede determinar asi r;. o

E apT,3 = Pla.

Si » g4 os el valor absohitto de ontonees

’z < S anams.
a =]

Loenrrir que, shoa .o, .
LIRANY N
al a

Seexeluye Laagualdad, Por tanto sélo pody
e Voddos sobre un mismo factor complejo o nn Gertor e
n osunnentar ipnaldiul de saribal entonees serin

LN por nto. poserii e cantidad pos
Si por tanto g os o] valor absoluto de g entonees

E Guidtls = [, -

Ahora hicn. dado gne roes la rafz miaxina de A, se pueden determinar

Liws 77 eantidacdes positivas 2y, 3a.... .3, tales que
1} 2 3

3" aaaza

Por consignicnte
rYyats = 3 Guazalu > 4D YaZa

y por wanto, r > q. Estas cantidades, sobre todo, se demmnestran con nna
demostracion sencilla el fructifero iétodo de CAUCHY.

De I misma manera, pueden ser suficientes los resultados. pero con una
mayvor generalidad.  Los elementos de la matriz A sean ahora cantidades
enalesquicra complejas. Siop es nna raiz simple de A, entonees . re. . oL .

estin determinadas

111



Sean yg,q los valores absolntos de £, p. y sea bag wna cantidaud pos
0), 1a cuald no ex menor en valor absaohito gque a,.z. Entonces

=
$]

Si 1 es laosdz mdxima de i
minar las cantidhivles =, =

W Z Qla-

Ppositiv

B. cntouves se pmcden detor-
Za- s enales legan a ser:

3 b

A resnlta, como arrviba, gque g

De esta reliv

7. Puesto que estas cantidades
son distintas. cutanto gne by, - 08 L, 4 no es menor gue el valor
cl valor de a0 entonces gqurediy por demnostrar que si pari o, g
bag.

St a,.y o> ol vador absoluto de

ibsoluto gue
= ) enmonces

las cantidades complejus a5, entone
ninguna rarz de 1o matiaz AL cs mayor valor absoluto, gue la raiz mdrima de
la matriz no-vegatira B

En primer hngir. este icorema pone de relieve el correcto significado de 1a
raiz maxima Jde una matriz no-negarnivie Sioesa raiz es In cota saperior de los
valores al s oradees e todas Jas conaciones |4 — S E
elementos a,,.s sn valor absoluta ex € b, 4. De donde

Hutos de

0, cuyos
signe sin necesidad del
calculo diferencial, gue roerece. sialgiin clemento de la matriz no-negativa 3
aamenta.

$6.

Si v ox o oraiz madxima de
entonces In forma cuadratica

somat

1z sundétrica positivie C.

LN

- E CaiTaly

es una forma posiira, porque snas determinantes principales son todos posi-
tivos. Por tanto. es positiva para tados los valores de ©

Coalods 2 v
p p

412

%:.r

s variables

i
H
§
i



Ahora, si
S daats = rio..
K]

entonces

z Cadlall

@np + Qg = 2004 = 20

se tiene gues

P Th = canrars < 3 ad

» por tanto r < . La demostrac

utiliza los teoremas de maximos y minimos de funciones de v

Ademais, s b cantidacdes zp.aa, .
positivias,

. [T e S PO

riiws Wi

et pm + - )

> WaaaJargy + - - -+ o, s i )

Alhora sea

R e

= yan v Ggain, = e,
-
Vaatan = bos = b VT 00
Entonces
+ bz, < rz,.
Ahora bien. sen 4 Ja radz maxima de Lnanatriz positiva ALy si

barty + -+ baat,, = ut,,.

donde t,t,..... 1,, son cantidades positivas. Entonces se sighe de (1.) y (2.)

u z LnZa = E Dotz < r E ?hZao
a a
¥ por tanto, 7 > u. Consiguientemente

U< T <1,

413

on coincide con la de HIRSCH. pero no

e N M M2 the ~om cantidades




si 7, . v son las mayores rajces de las ccuaciones:

1
[raa — s€xal = 0, | V@iata, — $Cua| =0, 5 (Ana + aan}| = 0.

7.
S1 () s la funcion caroucteristica de una snatrz posittiva. entonces la
ccnaciin o{s) = 0 tiene una iz posittiva real. Las cantidades v, es una rvoiz

sunple. y va > rp > re > - >,

S1 uno de los elementos de la matriz voal positiva varrable crece, entonees
ereee o,

La tltima parte de este teorema se pueden expresar, todavia en forma

1S FIANTOS COtno:
1 os lo raiz positive magor de la ccnacion A = 00 g s 8 2 roentonees

(8) 2 O En caso contrarzo A0 (r) = 0.
Pars: matrices positivas B, C, ..., enyo grado < n. considero o oestas
afirn 10nes como v demostrivchis, Sioel grado de A osigual an, entonees
ol teorema para s == ) es verdadero. Supongo taunbién verdaderas todas lax
secciones de o(s) = A(s) como verdadera y cuyo orden os < .

Por §1

A(s) = (5 = @) B(5) — 5 aanare Baals) = rr,.
~A

Ana(s) = @ 3C(s) + 3 dnuaasCuarls)

A

ion 1 — éstma. entonces se crnple:

Si se deriva la primera oo

AT = (5 = A0) B (s) 4+ p BN (5) — 3 annna B3 ().
~A

Como B{s) = Anpa(s) sélo s de (n-1)-éstme grado. entonces la ecuacion

BU)(s) = () tiene una raiz positiva q, porque B%) (q) > 0y B»-1(q) < 0. De
aqui que A% (g) < 0. Co rmente la sién A (s) = 0 tiene nna
radz positiva, la cual es > ¢. Si r es la mayor, entonces tanto CO(s) como
Cff:\)(s) son positivas, entonces también

ALD(S) = @asCUN(s) + 37 tanaruCli) (5).

LY

414




Sip=n -2, entonces

(n— 2) g

es una constante positiva, Finalmoen e

AT Us) = 37 ALs).
«
De ahi que si A+ () > O, entonees £ os una raiz simple de In eenacion
ALD(g) = O,
Si» es la iva mayor de Ia conacion @{s) = AT (s) = 0, v si
s 2 1, entonees AWSW(s) > 0y por tanto, tanbién ¢f(s) = AU() > 0
. Puesto gque AY(0) = 0. entonees debe ser 0 < . Adenits o es laoiinien
raiz de la ecoenacidn ¢(s) = Lk cual s 2 0 Entonces Gunhion serfic o > .
nna vz de b comncion ’(s) = 0. Comao ' es ana radz simple de la ecnaeion
carncteristicn v(s) = O, entoneos ATV ) < O
De Ia relacion
DAt (s
Dups

se signe. comn on Rl que ro= r, cteces en el
cantidades o, mnnente.

Si s Z roemonces las g—Csimas dery
principales <le A(s) son positivos, por cjemplo. los de prado g0 + 1 —ésamnro
es decir, r oos mayor gue laomedin annimdética de alguno de los elementos
principales ay;.a Y .

Para g = 1 .por ej.,

) = -

caso e gne alpnna de les

subdeterminantes

s e todos o

v — 4a3)? + 2naaz080),

1
NIz = )y - - - Oy + \/;—_—l ST (e

donde a, 3 son los in(n — 1) pares de indices que corren en 1. 2, ...n.

415




hsgomasel e ATy go

Bewy &
I‘u!q,, Vu/ay gl 1187

92

Uber Matrizen aus nicht uegativen Elewenten

Sitzungoberichte dee Kasigheh |‘vruﬂmLm u..u..,w et S ewerehattes s et
T

]u meinen Arbeiten Uber Malrizen ous poviticrst. Klewrntrs, Nitzongse
berichte 1908 unid 1609, die ich liee wiit . M. siticeen wride, Ll
iekelt and dagel

ich die Kigenschafien der positiven Matrizen el
Gvenzlwdrachtungen it den nftigen Modifkationn auf sieht negatiae
dhertragen.  Die letateren aber exfordern eiun weit emgebenlere Ve
tersuchung, worauf ieh dusch die i § 11 delundelte Aufigabe ge-
kommen bin.

Eine nicht negative Matrix A, die wnzrrlyfar int, hat fust alle:
Ligenschaflen mit den positiven Matrizen gemeinsam (§ 5. Nur
wenn ¢ die geblte positive Wureel oder Maximadwuraed iheer charake
teristischen Gleichung s} = 0 ist, kann der absolute Bt
andem Wurzel zwar nie > 7, wold aber = r acin. ede der & Wur
whonr, r", .y dic absolut gleich r sind, ist cinfich, wnd ibre Ver:

y eincr

iltnisse, | 2,5, cosind die & Wuezeln der Gleichung ;' -

Ist L: l| 50 nenne ich die Matrix A priwatic, ist &> 1, i
primitio. Jede Votenz einer primitiven Matrix st wieder primiliv,
cine gewisse Potenz unil jede folzende ist positiv. )

It A imprimitiv, o hesteht 1% nus o wanel
d der grdie gemeinsame Divisor von wrand & ist, nod pwar serfille
A rolttindy. Die charakieristiohon Fanktianen der
unterseheiden sich nar dured Potensen von & antesvinasdvr.

Die Matrix A' ist die wiedrigste Potens von .1, decen unzerleg-
bare Teile alle primitiy siml, e Anzabt dieser “Frife it ddew Ex-

panenten k gleieh. st
) =

dharen Jeihn, wo

AT At
die charnkteristische Funktion eines divser & Trile, so st
QU= rdagst i aptte L st )
die von A, Die Maximalwnrzel 7 der Glriching $ig) = 0 it ale
solut geoer als jede andeee Worzed,

M

Yo § vo detone il die Unteesuchung auf zeeleghar Matrizen aus,
wid in § 12 zeige ieh, daB sine solche wur anf eine Art in unz
leghare Teile eefllt werden kann. Dabei ergid sich der merkwar.
dige Detersnipantrasate;

L dhie Elewende ciner Dietrrminande nten Girodes seen o unalingige
Verindeslihe. Man setce einige desselben Null, dock sa, duf die Deter-
wintndy it ilrnfoch werschavindet, o beld si cine irredduzible Funks
fuit, aufirr scenu fur vinen Wert mi X alle Elovsute verschicinden, die
e Zeides wit -1 Spalien geweinsun uben.

§1
Ist dkie: Matrix nten Grades 4> 0, wnd bt g, (mgn) die Maxi
wadwnrged der Gleielmg
“dptie —a.
Amb=| . . |z
et

s ist g <<= (LG st A wicht negativ, so ergilit
sicl anf demsellen Wege dureh eine Grenzhetraehtung, dab

Qg fq=r
ist. Daraus folgt, Galls A 20 undt r die Masimatwurzel von A dst:
1 Wornn cine Hawplunierdetermiinante s eon A(3) fiir s = r ver
schavividel, so tersdavindon aueh wlle Havptunterdeterminanien con Afr)
die Pir} enthalien. 1 aler P1e)>0, 50 sind wurk alfe Beupunterdrter-
minantrn Jedew Girales von Pe) positir,
bt A >0, s habrg die u lincaren Gleichungen

{x) [FEE R YN Y b=h-n

e vine Liswes, falls ean von cinem gemeinsamen Faktor absieht,
wnd diesen kann maw a0 wiblen, da8 die Weete dee Unbekanaten
alle positiv wendvn, Aber auch wenn A2 0 ist, haan man ddiesen
leickungen immer durch Werte gendigen, die alle wicht negativ, und
nicht alle Nall sind. Denn da ibre Determinante A{r} = 0 ist, s0
ist vine dieser Ghichungen, etwa die ate, eine Falge der n -t nnlern,
wil Kan daber wepzelnssen wenlen, Die dbrig bleibenden seien
(gl 2N § )

~lagemr)ag- e —aa 1, = aaar.,

-a35y~ o ~fa,.-)2,

aty

st H{r) ihre Determinnnte und i die Meximalwurzel der Glei-
ching e =0, 50 it gSr. BsLyg=r, ako Br) =0, s0 setze
man 2, = 0. D el man =1 homogene lineare Gleichungen



L10]

awischen den  ~ | Unbekannten 2y, o1, von derselhon Bosehiaffen.
heit wie die n Gleichungen {1). Da ihee Anaall wur n-1 ist, 50
kann man annehmen, dad fir sie die Rehauptung bereits bewiesen ist,
Iat sber ¢<r, 30 ist nicht nur die Determinante Bry>o,
sondern es sind auch, wie cine Grensbetrachtung arigt, ihee Unter-
determinsnten B,,(r)30, Setat man dann =1, 20 winl

s =3 Bifo, - B, =X g,

Hithin ist 2330, 1 30wl 1, >0,

§1

Eine Matrix ader Determinante des Grades P+ nenne ich zer
Sallend odee serlegbar, wenn dasin atte Elemente sersehwinden, welche
P helen mit den 4 Spattens growmaim laben, deten Bodizes des Indisen
der p Zeilew komplemintie snd (e 2 1

o p b ergingen),
Untee len py Elementen, deren Verselwinden die Zetlegharkeit dec
Matrix bedingt, kommt alw kein Hanptelement w,, sor. Sei 7. )

aa ! "),

seien P und @ Matrizen der Grade p und g, Vocine Matrix van
p Zeifen wnd g Spalten, 1 eine Matrix von ¢ Zoilen P Npalten,
Dann erfulit X div kawspleanensiren Teie P und Q@ wenn Tz
oder ¥z 0ist, Jst o= tognd V- 0, s heilt A enlistineliy zerleylar,
Dasselbe gilt, wenn { et naeh ciner Unnstellang der Zvirn
und der entsprechenden Urstellurg der Spalten auf jeuw Form gebracy
werden kann. Eine solche hugrodinte Pervtotion der Zeilen
Spalten, wohei die Hauptelemente nur unter sich vertauseht werden und
konjugierte Elemente konjugiert hleiben, ist im fulgenden fmner ge-
meint, wo von einer Linsteliung der fleihen einer Mateix gesprochen wird.
Jeder der heiden Teile oder Tribuntrizen Laun weiter erleglar
scin. So qerfille die Matrix der Deterniinante
P
tqv
Wo

) SO

in die 3 Teile P, Q und &, dic verschowindenden Matrigen kiinnen
in jedem der weiter zerlegharen Teile lielicbig links wler peehts von
der Diagonale stelien. Durch Umstillung der Reihen Laun wan die
Matrix auf die Formen

Pong QI
L [

540

bringen. Ohine Heschrinkung der Allgemeinheit kann man daher in
die Definition der Zerlegharkeit die Bedingung aufnchmen, a8 die
Flemente, deren Verschwinden das Zerfalien der Matrix bedingt, alle
rechts von der Dingonale steben, oder alle links.

§3

Ist A, wie stets i folgenden, eine nicht negative Matrix, und
aeefdllt die Determinante A{s) in die Teile P(e), Qle), R(a), -+, 0
mu® einer dinser Faktoren, also tine [Tuptunterdeterminante von Afs)
fie 5 = ¢ verschwinden Umgekehet gilt der Satz:

WL Wenn eme Hauy drterminunte P ron Ar) hueindd, s0
afullt Afr). Wean anfierdrt keine Houptunterdeterminanie vom P ver-
slurindet, g0 it P emer drr unzrelglaren Teile con Afr).

Sei P Altr) seien £y (e, 2= 1,2,000m) die Untenleternii-
nanten {m-bjten Gieades von 0, sei stets P50, P =0, 00 It
P = PP, alsa nicht Py =0, und mithin P, >0,

Dahier kaun man den m linearen Gleichungen

)
durch Werte gendigen, die alle positiv sind. Tst V" eine Bhlr{l von
nur ciner Zeile 3,9, Yo, 30 kann man diese Gleichungen in der
tiestalt VP = 0 sehemtien, wo jetat * die Matrix der Doterminente
Al(r) bezichnet. ' enso kann man die u Gleichungen

At AYa = TY, 2

v} a4 dnt, =01, faz=1, %)
in der Gestalt AX - 7Y sclesiben, falls X eine Matrix von nur einer
Spalte ist, worin dic r wicht negativen Gird0en 1,,1,,+-+ 7, unter
cinamler stehen, Wi teilen X in U und Z, wo U die Gelen 3,0 2,0

Z die Griben 1., -5, enthdlt I
. P
R \)

s tiedmen die Gleichngen (1] dlie Gestalt
PrrbE =0,
M NZ=0
an. Dann st V{PIT4 L2} =0, also weil P =010, F(A2) =1,
wid da T30 und L2590 ist, L2 =0, mithin aueh PU =0,
st also 230, soist Lo=0, da
die: Flemente von £ lle negativ oder Noll sind, (Das letaters gilt
aueh van A, e wicht o den Diagonalmatrizen £ und X)
Gind dagegen 1., - alle Nall, st alsa Z




&)

diese aber nur cine Losung liat, so ist U'>0 {weil die Griben P,
alle >0 sind). Nunist MU NZ=0, also dn Z =0, USCist,
¥=0,

It aber L= 0 oder & = 0, o 2erfillt A{r) in 2wei Teile, von
denen der elue P it

Endlich aeien von den Graen z,,,, -« x, einige Null, die andern
positlr, Dann besteht Z us awei Abteilungen ¥ und W, van denen
V=0 und W50 ist. Teilt man Ji, ¥, ¥ entsprechend ein, 5o wind
nach passender Unmatellung der Reihen

P Q&
rH-A:(I" ¢ R').
Y

und die Gleichungen (1) nelimen die Gestalt an
PULQ YR W,
PUSQ VRN = »,
PUREYL T =0

Wie oben gezeigt, terflt die eeste in PU = 0wl (74 KW - 0,
Da aber V== und W0 ist, 20 ist R= 0
Ilie aweite Cleichung Tautet, da V= Dist, P ¢ RW 200 a
PE0, RS0 und U0, W0 Ist, a0 mud einedn PO 0wt
R'W =0 und mithin R 0 sein,
Demanch ist B =t wul £' =0, unl folglich zeefallt Afr) in
1R7| und

1) = “: g .
Dn die Matrix diesee Determinante 2 enthitt und in rE- A eute
Dalten ist, 80 ist # nach Suiz 1 in § ¢ die Maximatwurzel dler Glei-
chung T(s)=0. In T(r) verschwindet die Jlaup letermt
mten Grades P. Endlich ist der Grad von 7{r) Kleiner als der von
Afr). Daher kbnnen wir fir 7{r) den Ledawpteten Satz hereits als
erwiesen ansehen. Demanch zersdllt 7(r) in Teile, desen ciner 7'ist,
und folglich gilt dasselbe von A(r).

f4
Ist A unzerlegbar, 5o verschwindet keine der Gealen 4, (r),
und mithin ist ¢ cine einfache Wurzel der chasakteristischen Glei-
chung () =0. Wenn umgekehrt keine Haw d
{n=1)ten Grades von A(r) verscliwindet, 50 ist A unzerlegbar. Da
Asr) Al = A0 dgstr) isty w0 ist anch AR >0, (s
AL {r) = 0, aber Aygtr) > 0, verschwinlet A,500) .05, () identiseh )

A

Die adjungierie Matrix B von rE - A ist also positiv.  Daraus
ergibt sich ¢in Satz, der detn Satze von Mascoxe in der Gruppen-
Whcoric analog ist. Ist whmlich

s st
{1} I = pir.d)

wine ganee Funktion van 4, ciue lineare Verbindung von 4°, A", -« 4
Die Elemente von A* seien o},

W I einer unsorhglaren Mateix kiunen bei keiner Wobl der fn-
dizes die w firiflen

all ale Al ey

sitwtleh verahmdn hawn st dleutosd ) _J(6) - 0 gem).

Ben st wive anele ddas Element by == o, wilireml doch
aren Matrix Kann man aher
aund B vo wien, dati o) fir jeden Wert von  versewinlet

b= Al >0 mt In riner zetley

{ald alsa A toh identiseh verschwindet), Do it
o
s .
(" Q)
"o
- (,.. f.")

Jeder dee wnasleghans Tale P}, Qist, R(s), - von ds),
der fie s = ¢ Null wird, serschwinded e von dee ensten Onduing

it

Daraus falgt:

V. Yawat die Maronheursel v der Gleihuny A{s) = 0 eine k furcke
Seiy ist notweniig wnid Kinreichend, dufs von dem unzerleglaren Teilen von
Ms) gras & fur s = r rerschoinden,

Daraus sehlicBt man Ieicht:

VI dd die Marimbewrzel £ der Gleichung Afa) = O sine sirkr-
Juthe, so bt sie entursher gleick dem yrifiten der Honplrlewente u,,, wler
n ik Hauptonterd tr (= V)t Grasks verschwindet fie 3 = v
eine Hunptunierseteersimunte (i - 2)tets Sivndes.

It inshesondere r 9, so venschwinden die Tlauptunterdeter-
minguten jeden Grades von A, unal daher zerfllt A in n Teile ersten
Grades. ist 2 B n= 4, sa kann jede Matrig vierten Grades durch
Umstellumg der Teilien auf die Form

nonon o0
ay 0 B0
ay Ay 00
"

Ay Ay My



gebmeht werden, wenn alle ayklischen Produkte

8,0, 0,305, = N, 003840, = 0, 0a305,05080, = 8

sind,
i3

Ist ¢ die Maximalwurze] der Uleichung 4,00 = 0, w ist 4o 7.
Tat also 2> r, 20 Ist auch £ g und mithin it A1) >0, Hnt p
dieselbe Bedeutung wie In .M. § 1, 50 gilt der Sz

VUL Wenn A4(0) (e B) fike einm Wert 5 7 (o atich mur
15 p) Noll i, a0 verscheindet 4,8} slentisch.

Denn set 1,>p ein solcher Wert. I filr alle henachlrten
Werte 4,419 20 bst, 80 veachwindet awh die Abbitung A ;03) Far
$=4,. Nun ist aber

-0 = o,

Al =TT A =y
=83 -8, - -0,%¢

Daler st 4;;(s} eine Summe von n~2 Determinanten {12} ten
Grades, A fob+--<+ AL, die 2 den Nauptantenleterminantin
Ay {0 o A fs) In Qerselhen Dezichnng stelien wie ) z1<} au ).
Mt p, fir 4, 1) dieselle Dedentung wie p fiie Afs), s ist p, 2 p.
fst also £ p, 50 dst auch £> p,. Volglich ist 4,05} 20, wl i
hin verschwindet fir 3 = 4, jede der Detenminanten (el - .10\,
und wwar jede nebst iheer Ableitung. So erennt man, el albe
Ableitungen von A,;ls) fir s = ¢, verschwinden, wd miithin ver-
achwindet diese Funktion identisch.
Nun ist aber

ABICDY = AL () daels) - disl ) Aielad

Ist also ideutiseh 4, 5t8) = o, oder ist auch nur Aty 1w vey
sehwindet eine der beiden Geilen A,,{r) ofer 450r), und within
ist 4 zerleghar.

VUL J20 A unzrrbyler, s sind die Unterdeternamomtrn 3 (0 fur
e Wert 52 v positc,

Eine nieht negalive unzerbylore Matrix hesitat demnach die meisten
Figenschaften iner powticen Matrix: Die Maximalsureel v der Glrie
chung Als} = 0 ist cinfach, die Uoterdeterminanten (n - 1jten Grades
und die Hauptunterdetesminanten jeden Geades von A{s) sind pasisiv,
fills 27 ist

Ist aber # drgendeine vin = verschivdene Whrel, 5o st stets
rar [ aher medit pobwendi

Ll Fine wasedleghare nirld pega.

a

tive Matrix nensie irk privitie, wenn e Maximabwurzed sbsolut grifer
it uls jede anedee Worad, imprinatir, wean sie dei alsoluten Retrage
viner sndern Wael gleieh st

§6
15 Vute jibr pridien. Shiric it eine Poten positio. 1t ¥ dhe
i, 0 sind > auck alle fulden 200, X0, oo Umgehohet i
vinr Mteix privites, et eine threr Pilenzen positin. o,

Wt pasitis, so it umereghar. Sonst wire auch jede Do
tene von A naleghar und oudrieke versebwindende Eleente,  Feruer
it atets o> b | und within e > e) Folghels st A peinitiv.
Uiese Thmetkung Tt el A5 Prens am S seiner Aebwit ge-
wiaeldt

e argemdeine posine Matriz, und A cine anzerdegleare, 30
il Job = g ity Do i g5 = g == 0y s whe
Mg = oo B alo A zerdegbar, Laker st aunch QA = A
Jusiliv

Wt gkl A eine cinfache Wurzel v, die sbsolut gebGer ist
abs Jode andere, Wrard v, so it (000§ 3)
i laln

e

e =)
It 4 serteghat, s st o4 Satg VUL der Grenziweet positiv, wiithin
walh sunels, Falls & v guwisse Grenze ihershavitet, e jo 2t fne
), abe A >0 win.

Mies o

P Ny .||<|rlm|uh|lr‘u;\|lun;,::-n fieuta) sind, 50 werde ich von
diesens Ergebnis wiehit eher Gebrnee wachen, Lis icli es awcl nlyes
Drasel brwiesen Lt

X. In viner inpeiniteen Nateiz sind ke Hauplelemente sinthich Nl
dedes Elerrnt o

vong A st cine Sume von Pedukten aich
negativer Grallen, also positie, suhntd rins diesee Produkte Pasitev
it B, > 0, st e >0, el e das Glid a), cuthhlt,
Narh &, |I1l\ bt ex e ZallLk < o, wollieald > 016t T A=A
g bzl %0 > 0, il es das Glied ala,, enthBlt Tt > 0,
so st ey anch 4 in 10 = AL Spfitestens fir k=d=a-]
sind demnach die -1 Griden

ol ol [ZX TS % o]
simtlich von Null verschieden, Volglich st in &' = A'A' jedes Ble-

ent al’y > b, weil s das Glied atfat} enthdlt, st aber £ 0,

FO Y RS



Ist umgekehrt A imprimitiv, so missen daber a,, a5, -0,
shmUich verschwinden, oder es b, was dasselbn ist, ilre Sinme

{t} Butdpt vt mrind o dr, =0
acin, falls
(1} ol = fr=rHa=n) o feor))

geactzt wind. Tn jeder Potens cinee imprimitiven Matrix giht vs drare
naels versehwindende Flemente, Dies it selbitiertitlich, wron die
Matrix A° gerleghar ist. 1t xir aler anzerleglar, so ist s inrinie
tiv, weil |r'®] = r® ist, und danw verschavinden alle ILanpdcdemente.

XL Jede Patenz einer primiicen Mutrie il prowdes. Soid wgek g
A A A ynzerlngfar, 30 8 A privitie,

Da die Matrix (11§ 4 pasitiv ist, 50 ist es aueht die Matrix 2.0,
die. eing linease Verbindung von A, A"+ 1 it Dadier Kannen die
n Grien

(O]
Ay ey

nleht alle verschwinden. Wt afy'> 0wl ist 4 fwprimitiv, s it
A* zerleghar. Denn whre (1* wuzerleghar, s wire diese Matrix im-
primitly, und es wire al? < 0.

Sind also umgekelrt 4, A",
mitiv rin,

Der Rewels der ersten HAlfte des Satzes XE sowie der des Sate
aes [X, womus jene sofort fulgt, berult auf den falgenden (il
gungen.

- A unzerleghar, so A i

i
Ist A unzerleghar, so sind die GraBrn A, ofr) alle positiv,  Daher
laken die » Yinearen Gleichungen

),

{1} B2 b b2, = 0, =12,

falls man von einem grmeinsamen Faktor aheicht, wae eine L,
und darin kbanen z,,--- 7, alle positis angenommen wenlen,  Das-
selbe gilt von den Gleichungen

(2} . Byt gy =

¥
Betrachten wie die x Grden y,,--- y, als eine Mateix ¥ von mr einer
Zeile. Ehenso sei X die Matrix, worin z,, -+ 1, e unter-
einander stehen.  Dann ist X > % uad 10, wd die Glrichungen
(1) und {2.) lauten
1) AN =X . YA =of

Sei umgekelirt Z eine Matrix, warw in ciner Spalte o Grilien 3,3,
stehen, die alle nicht negativ, wnl nicht afle Null sind - Restelrn

o

danu u Gleichungen AZ = #Z, so muB zunhchst (s} = 0 sein. Fer-
ner ist
YAZ = (Va2 = o¥Z = Y(AZ) = Y2,

Die Matrix J'7 st vom ersten Grade wwl hesteht au dor Grige
Bk kg >0 Mitkin it s:oro Die linearen Gleichungen
AX :\ wler £ 81" Ronnen absa nur dann eine Tasung haben,
deren Fleente alle nicht negativ und nicht alle Nulk sind, wenn g = ¢
ist, wl dlainy siod dive Vlebannten ofbe positiv.

Nan sei b anzerteghar, aber A% gerleghar, Nach passender Un-
stellung der Reilen son 4 kBnaen wie also

Re 0 00
By Ky 00
sy My By o0
By By My Ky

setarn, wo dis: Teibdzicea R, 8, -+ unzeelegbar sind, wnd £ - 0
ist, falls 3> a ist

Bestimmt man ¥ ol P, wie: ulen, a0 ist aueh
R R T L
Sciom, der Girad von By owei Xy das Systen e ensten o, der
Griiden 1, -5, X, das der folgeaden o, usw, Do ist

W Y k¥l }: Yok =¥y,
¥ .
wo s = r"ist. Die ersten dieser Gleichungen fauten
54 ho¥, =,
un

SV, b, SRS =Y,

aha weil das erste. Glied dieser Simne 7',

X~ al X, s,
L=0,

N Xos Nl S Yo X+
und da jedes Glied 20 ist, ¥R, X, = 0, Bestelt die Mateix &, ang
den GrdGen £, so Testeht J, £, X, ms der eisen Geide S R
Da 1, und y, positiv sind, s0 ist r,, = 0, nlso

By=0, My=0 Hy=0,.
Demnach lauten ic zweiten der Glrickungen (1)
{6} By X, =1,
und
PRANEF RN AN



a5

Da Ry = 01at, 10 Ik da erate Blied dieser Summe I, K, ¥, -« 11"
und mithn fa¢ alir iy

By=0, Ru=0, Hy=o,

dllgemeln R,y =0, falls s> 8 tat. Daher 2ol

R0 o0
PRI M
00 M.

collstdndiy.
XIL Zeofill tine Potens einer wnzerlofaren Yetris, so it siv eoll
sindig arcleghar.

Femer acigen die Gleichungen (5) und (6, dab Jeder der une
zedegbaren Teile 2, dis Wumel r hat,

Da r gine cinfache Wurzel vou A int, 0 ist dies nur maglich,
wean A cine von r verschiodine Warzel ' besitat, dderes mte Patens
rre s Folglich ist [ ol A imprimitiv.

Wenn also  primitiv 1st, s ist jrobe Patens von 4 nnztleghar, mnd
demnach, weil stets ' < 7~ s, priwitiv, Feeoer g

l | : sl es, wie selun
ohien gearigt, eine Rotonz A%, worin o™ st st I auferdem 4°

unaerleghar ist, sq ist nach den Glwdegungen im fimweise des Satres X
eine Uotenz van A pecitie Paver sind die Satee 15 und 89 edie
MARDg hewiesen. Aus dor aliger;
Resultat:

antwicklume erabit sich noch das

XL ¢ A vine srfilionde Matriz, wnd Jedea someokd die Gfese
dungen AN = o Xl awch de Giledungen ¥4 < vl oine poilice
Jowuny, g0 el A callzindyy, vl jrber wnzerlrifure Teif von 3 fo
it Mosimahrurzel r.

§5.

Wenn A unzesleghar ist, <o ist nach Satz 1 dic Mavimalwirzel
d.trl(:lnchvmg Al =n g<re g ingrideine andre Wurel dieser
Gleichung, 0 ist {4} cr S 4 imprimitiv wd seien

() - [
..ﬂlz Wurzeln von 4, deren alsaluter Retrag gleich r ist. Da
ist, a0 ist A,{r'} von Null serschieden, und da
Auslr)Anlr') = Audr) daalr)
st, 50 ist o8 auch A 4(r"). Mithin lben die n lincaren Gleichungen
AT =7

nur eine Lasung, und deren Flemente 2,02, sind alle von Null
vepsehioden  Dan jor her auel

fri>e

L)

A2 =12,
alan

BaZy=rd, BoZ =7

Folglich hat jeder dee unserlogharen Tetle R,y die Wurzeln

{1) AN L

Sind diese nicht ale leich #*, g0 ist jeler Tell R,, imprimitly, und
mithin zeefll cine Potene von A% i cine grdBere Anzaldl von Teilen
wie 4% Da die Anzabt dee Teile nicht > n sein kann, so mud es
eine Potenz A% gelion, die in banter primitive ‘Teile 2ot Dann
st ==t o und fulglich sind

{3] Lo

Wurndn der Gleichung ¢ = 1.

In jedem unzerlegbacen Teile £, von A st r* die griGte posi-
tive Warzed, ala einfach. Die Anzahl diesee Teile ist demnach gleich
der Anzahl der Gridhen (20, die gheich r* aind. WAME man m sa,
da dtie Finheitswararln (3) alle dee Gleichung 4* =1 geniigen, 5o
sind die Givien (2 ) alle gleich 7, &,, Tat keine von r* verschiedene
Wutzel vons aheobuten Retrage r= und it dalier primitie,

Der Meinste Expenent &, woliie & in lauler primitive Teile X,
aerfillr, st folglicl gleick dem Keinsten Exponeaten &, wollr die
Gen {3 alle der Gleichung I genigen. st dann a nicht
durcly & teilbar, so gewiigen die GriGen (3.5 nicht alle der Gleichung
g2 =1, sind die GriGen (2.) nicht alle gleich £ ist jeder Teil &£,,
vun A impeimitiv, sind die Havptelemente von R, alle Null,

Tet alsa moniclt dureh & teillar, so versehwindet die Summe
dor Hawptelomente son {°

DESXT ST,

Methin ist auch 7, 0, wenn
gl sz atde a4 tey
ist. Dies folgt aus den Newrosschen Formeln
R YRS RUE LINUE LINE N

Denn wenn en fire,,-oo o, schan hewicaen ist, 80 st in jedem der
m ersten Glieder e, entweder ¢, = 0 oder 3, = 0, weil kb A =1
ist, atso x ued 2 wicht Deide dusch & teilbar sil. - Folglich st auch
o=t Dok il



W
Ist Mlso g irgendeine Warzel der Gleichung 5*
eine Wurzel der Gleickung 4 (s) = 0. Forner ist

0 it r=gr

LUAEFIGR
und niithin iat ', ehenso wie r, cine einfache Warsel. Dalier stinmen
die GaniBen {3.) mit den & verschindeuen Warscl der Glrishung & 1
iiherein, und ihre Anzabl ist ghivh &
XIV. Dir ehnraktesistische Fiddtion: einer unzerhlaren Mabir A sei

Al = e 3a g gy

o B> K >0 > i, und o, von Nufl verschinden sind, Der
grite gemeingne Dicisor dor Niferenzen n-n, w'-w",.. wi k. Igt
dann k=1, g0 & A primitic. Jst aber k> 1, w0 st A imprimitie, A*
il die miedrign'e Dotrnz eon A, diz in lauler primitice Teilr (colltindlig)
erfill, und die AncaM dirser Teile ist denfolle gheich k. Setst mn

L L A N N N R Y Y ol F T N TR

89 bt dir Gleickung b{s) = & rine positive Warzel, die einfirk it vnd
daclid grifier ol jodr andere e Worseln,

Der letate Teil dieses Sataes zrigt am deutlichten die preings
Monlifikation, womit sich die Eigensehafien der positiven Matsizen sl
imprimitive iihertragen, wahiend sie fir primitive gz woserandert
gillig bleiben.

Die 2abl n=n' = & ist die kleinste Zall, woltir

die ITauptelemente san &
oder

die ayklischen Produkte agaz 0., von & Fakloeen
oder

die Hauptontendelerminanten Aten Grmlos von 1
nitht shmllich vershwinden.

Fir irgentéine nicht negative Matrix ist jocte dicser dre Hodine
gungen damit Bquivalent, dad e, der eeste nitht verschwindende Ko
effizient in pfa) = o' o8 4o st

It bun A unzerleghar, so ist A primitiv ader impriniite, jo
mehlem A unzerleghar oder zerleglac ist.

Um diese Untersuchungen an einesn leispiel 2 erlintern, s
ls)=9"~a, woa nicht Null ist. D ists, = 0,2, -0, - 0,
alier 3, van Null verschicden,  Nun it

0= 00 s
2

LRI Yownn.,
Mithin ist jedes aykische Fraduht von weniger als u Fabtaren

Mgty oy, =0,

A0

abier nicht jedes von u Faktoren. fhorch Unnstellung der Reilien kann
man hewicken, dad

(s} Tty 0ty >0

s Doy > 00, a0 ist ey = 0, daag,a, > Vit s0 Ista, =10,
L LN R RN NI RO U o, So eekennt man,

a8 alle Elemente van 3 versehawinden, mit Ansnahme doe u Elemente
o Prwdukis f4) Fir n = 4 g ol :

® oy 0 0
0 6oy 0
(s 4= 0 0 0 m
a0 0 0

Ist A irgendleine nicht negative Matrix, und ist wie oben e, der
erste nicht. serschwindende Kueflizient von ps}, s0 kann jede Haupte
ontendeterninante Aten Grades van A, die von Kull vechieden ist,
durch Untellung ihrer Reiber anf div Gestalt (5.) gehraeht wonlen,

§9

Jeeler dder & wnzerlegliares By ovan A ist primitiv, Mithin
it e, positiv, sababd £ vive gewisee Grenze iherst In riner

Putenz von 1, viwaio A" J sind flglich die Teile R7, =/,

e st
Man teile e Matriv A7 -2 M entsuecbend in Subuntrizen

M Moo My
Yoo M

Vo Wy My

It we, dee Gnad vene 2 st 2 I8 M e Matrix aler Elewsente
atis o ol 12 e o den Spalten 4, 4 mg vn
W ek dureh & teilliar, s ist es auch w4 p nicht.
Folglich verscliwindva alle Wanptelemente des Mateix M P, also auch
san M E M B Vot Y e,

und weil o, S0, = O d bW
It daher

Tar b

L b

[
Ly

[T SRR

s ist auwichat £, B,



5

500
It k> 2, 50 sind in der Matrix M = Af) die Sulanatrieen

Mu=3 Lalusli =0,
4

mithin it L, P,
selat, UYW =0,

=0 0derwennman Ly = U, Py =V, b = W

Eu,‘l,,w,. =0, BB =0, W, =0,
o

also entweder U= 0 oder W= 0, Daher st eutwedee g sober
=0

Tst k>3, s sind in der Mateix M = APAPY die Subovitnzen

M, =S Lot la byl =0,
o

il I(l.,,l’“ll,,)l‘"lﬁ_zﬂ, deimnach enweder Lo =0 oder
Ly Ly Ly, =0, mithin entweder £y, = ¢ oler L5 =0,

Sind allgemein a,8,v,4,-+ 3 w <k verschivlene Iulizes, so
verschwindet eine der Submatrizen

Lami LayeTgre s,

Di.el gitt aber nicht fir jeden Zyklus vun k Mateizen. Sonst ist

;4[ ::bo, w8} =4, r =0, und A zerfBlit in n Teile. Deun jode dee

vxnt;: k;l;cll;::n Submatrizen von A' ist eine Summe van Produkten
Lsby by Lak L.,

Da jeder Index einen der Werte 1,2, hat, so0 mdssen vou den
den k+1 Iodizes «, B, -+« p, v mindestens zwei einander gleich sein.
It 2.B. B =y, so verschwindet eine der Matrizen des Zyklus

Loy Ly e Lal= )

und folglich auch das Produkt.
Dureh Umstellung der Reihen kann man Tewirken, dad keine
dor Matrizen '

P ARt T A

verschwindet. Dann erkennt nan wic am Schlul des § 8, dab alle
andern Submatrizen g = 0 sind - Dewnnach ist 2. 8. far k =4

0oLy 0w
p= nog Sy o0
o L
Looo a2
und daraus folgt
i Ll N LI i

61

§ 0.
il £ und @ zwei Matrizen wten Girades, unil st | P} nieht
Nulh, 0 ist
e = QF
und mithin

" ok 0y = ek Q0.

Siwl die Elements son & unabhangige Vacialle, so gilt dicse Glei
g fir alle Worte dve Verinlerlichen, fir die | 1] von Rull ver-
sehicden sty wnd dabier gilt sie idestineh {Dic beiden Detenminanten
1) Deachen aber mrht i den esnentarteilern ihereinzustimmen.

It 1 cine Maix von w feiten and w Spalten, Q cine Matsix
vou & Zeilen unl w Spalten, so lat 14} den Gead i, QP den G .
Seien wpls) und () ihre larbteristischen Funklionen. |8 etwa
<, so fge wan 2o den m Leilen von I noch 1 - m Leilen von
je u verschwindenden Flementen and 2u den m Spalten von @ noch
W= solche Sptten, Geben so £ und G in Py ond Q, her, so st
Q.1 = QU walirend Iy aus PQ duech Ninanfiignng von -1 Leie
Ten und Spalien cersehwindender Khnente entstelit. - Daber ist

W) = K- 0P = 1E-Q R == k- B =

Setzt man
J?

50 ist

Lo uprans = Joera = &

ha =t

g S

o= M=0Q0
st i (#) dic eharakteristische Funktion von R,., und ist m, die Kleinste
dor allen mn,, te,, - 1, 80 B8

oo} = o™ bl
wler weno mat pe,ound oy (8} = e setat,
Al =) Lo e ) = [ ety =o=teints
Van den 5 Warzeh 1, 7y 7, der Gileichung (<) = verschwine

den also mimlestens n - wek. Ist

ol = e s et T deat = PR R TRt AL

s0 st die Funktion, desen Wurseln die kten Potenzen der Worzeln

von (s sind,
o=y efeert W
Talglich ist
gty = Qs eelhe ey
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(3} Vo) = gt bt e,
und allgemein lst
3} ole) = st et b et o dagnn,
§rt

Aus den Eigenschaflen der unzerlegbaren Mateizen lassen sich
amaloge Figensehaften der zerleglaren herleiten.  So gilt der Satz:

XV. It v die Mozimatieuezel viner nicht nogntiven Mutrix, o sind
die Warzeln von 4, die alsolut yleirh r sind, dir siontlihen Warzeln einer
Glichuny dr Form

[ TTPOR TP S

Genlgt also der clarakteristischen Gleichung q{s} -~ & eine Grdie
o, die der Maximalwurzel, r shsolat glrich ist, s wLs rine K
wurzel; der Gleichung qfe) % wewigt dann anely das Produkt ane
7 und Jeder Potenz von

Ankndpfen
secleghare Matrix A untersuehien, vinter welehen Redingungon div n
lineazen Gleichungen AX -+ eine Lhisang habws, worin 5, 1,
alle 20, aher nicht alle ~ ¢ sind. Tels schreibe diese tleichnngon
in der Form®

JARN

g Xy 4 L Xy
1) LaXy+ Ly Xt Lo Xy

an den Anfang des § 7 will el getot anel fir voe

LaXet haXps LaXe b LY

Sei r, dic Maximalwnrzed dr wnserlegbaren Matrix Ji.. I dan «
keiner der Geblen £,y 7y, v, ghich, sa it mach der ersten Gleie
chung X, = 0, daon nach dee 2weiten X, = 0, uww,

Ferner ist bei einee niclt negativen Fasung X immer entweder
0 oder X, > 0, &b vou dden Unbiekannten, die das Teilsgstem
, bilden, kGnnen nicht cinige = 0, audere > 0 sein. Denn ist s>+,
50 Ist

(E-Lyr =P
cine positive Matrix und

(1) K= (B -b) "X LK) =12,
wo Z20 it X, Desteht also aus den Getiben N, p

oD st

Paa> B st 50 ist X, >0, auBer wenn Z == 0ist. Dannist ¥, . 0
Ist aber #Sr,, 50 sel ¥, #ine positive Lisung der Glrichung
Yl =rl.

03

Dann ist
(30 Vb Xt ot b Kot r=a X)) = 0

absa da ¥, S 0 ist und jeder Smmimand 20 fst,

[T A A Ry S Y M LR R AN

mithin
{5} X, =0, wemn s<r,

it lst aber s v, 50 folgt aus () und der xten Gleichung (1)
10X = e X, unl daher st entweder X, =0 oder X, >0,
Sollen nun die Gleichungen (1.) cine nicht negative 1Bsung haben,
o mub cine der Wurzeln #,, v, o7, gleich a sein. Sind ex melirere,
<0 bezsichne il iim folgenden stets mit 7, die, deren Tndex X am

grobten i Wenn dann

16) (IS T YR > 2
t, s Tiahen die Gleichungen (1) eine nieht negative Lisung.  (fst
{allen die Nedingungen (6 weg) Denn man setze X, = 0,
oo Xy =0 und wable fir X, die positive Jhsang der Gleichung
L.X, =X, Daon eegibt sich aus der (A + (Jten Gleichung {1.),
weil £31,,, it, nach {2) cine ganz bestimmte Mateix X, die
> 0 oder = 0 ist, aus der (0 Dten N, uiw,

Es ist moghich, daB die Gleivhungen (1) anch bei anderer An-
ordnung der Gleichungen und der Unlickannten X, Xy, - ) . diesellie
Gestalt liabien, falls nimlich einige der Matrizen [, (2> 8 Null sini.
Dann genigt es. wenn die Rrfingangen (6.) fir frgendeine der mag-
fichen Anordnungen eefallt sind,

Wenn sie aher fir heine sefalit sind, so laben die Gleichungen
AX = <X, wie ich jrst zeigen will, keine 1Asung der betrachteten
Art. Denn von den Mateizen X,, Xy, - ¥, mud mindestens vine ver-
schwinden. Soust fulgt aus der ersten Gleichung (1) = = £, und aus
(83 82, o a " r, wnd dewmacly o e Hediogugen {6} pite-
stens fir A = m) erfillt.

It wan zundchst X, = @, a0 lauten die Gleichungen (1)

Lady EXA
[12] a4 by Ny =18,

rom,

b2 1, s st heine dor tirdBen £,y oo r, gleich & und
flglich ist ¥, 0 X, 0 X =0 da uber 2.3 1, 80 siu bei
Keiner dee wiglichen Anonhumgen der Gleichungen (7.} die Bedin-
gorogen {6 el Da il Matiix e sus -1 Trilew heseht, so

Kannen wir fie diese Gleiclungen die: ehauptete Umbehrung schon



jd}

als hewicsen vorsusselzen, unil sehlieGen, dad
aein muf,

Wire aber X, >0,

BaXid LaXot g i X,y = ",

>0 0nd quent X =0, 5 wie

wlsn, da kein Summand negativ, ist

haXoz o, LY o g
und mithin

o L=

o L s,

Folglich kann man durch 2yklische Verlwschung der ersten & (lejs
chungen und Unbekannten die xte Gleichuny

Lo X, =N,
an die erste Stelle l:rjn’;p[}. chae a8 die (il
Andern. Bel dieser Anonlnung ist dann ¥
X, und X, == 0, und folglich verschwinden
alle andern Teilsyateme,
Ist 1 die grodte der Wureeln r,, v, v, o sind i
el el snsind i Hedine
xungojn (6) immer eafilie. Db ann dhe Gleichungen {1 ] eine nlirll:t
uegative Losuug haben, st schon m §1 graeigt warden

Inngen ihre Far
dus erste Toilsystern van
auch, wic ohen greeigt,

§ 12

.l)al} cine Jerlegung einer Matrix 4 iy anzerleghare Teile wur
In einer Weise mglich ist, knnn man Al folgrude Art einsehen,
deder Teib von A ist durch die Huaptelemeate icht e \‘Vl‘rh-
mndcfn ilre Indizes), die er enthily, vollstindig bistionmt. Seien iu:
awei Tetlegunger Q nnd X zwei unzerleghare ‘Teile von 3, die e
Ifauptelement genoinsam haben. mige 1t ein um..iu.-;l‘lm T
vo.n A beilen, wean alle Elemente von A versehwinden, welel die
'thltn foer Spalien) von B um die komplewratisen Spalien {uler
éelle;) :nl‘lultrn. {Ein solcher st 2.0, in dve Matriy 03§20 und
“",mlait:;b:lrccl:‘t-l” Der 2w B komplementhre “Teil st buun aeh vin

Sei B cin solcher Teil, dor Q entlil, € viner, dor 1t enthlt,
dann kdnnen wir annchmen, 48 g Teilen fund Spalten) von 1;|ul‘
Clxusammtn alle nZeilen sind. Dewn sonst, sind £ und C als une
fmtmllmrr Teile v einer Matrix enthatten, deren Gral I(Icint; als
ist, und fur die wir e schan uls erwiesen ansehen kimen, dad ‘I"
untecleglaren Teile @ und 4 Reieh sind, weun sie ein 'I)iv “Ic
element gemeinsam hahon, -

o

5608

Erstens
L A N A
A= G T8 T A
AR

A, enthilt alle Hauptelemente, die J und € gemeinsam hahen, 8 st
cin wnmittellarer Teil von A, weil die Flemente von A, wnd B, ver
schiwimden, welehe die Spalten von B mit den komplementiren Zeilen
gomeinsam haten, € ist es, weil die Elemente von A, und €, ver
scliwinden, welche die Spabten van € it den komplementiren Zeilen
geovinsam Daben. Weit =2 0 ist, ist A, ein el von B weil
A= 0st, ist A, ein Teil von € Far die Matrizen & and € ist
die Belauptung schon erwiesen. ¢ nnd 2 haben vin Hauptelement
geineinsan, wlso auch & ol € Dies kownt deranach in 4, var,
Felglich ist @ cin Ted van 1, ehouso B, awl within ist § = R

Iwvitens
Ao 4o RN
. -
e, n, B om 0oty
woa 1,

ther seeschiwitnben div Elomente van 4wl By, welcle: die Spalten
son it dew konsplowrntan o Zeilen geoiusam baben ad die Ele.
Zeilen you € it den homplemene

=

weate von 1, wnd By, wilde die
tiren Spallen groeinsam loben. Der Neweis ist demelhe,

Ein anderer Toweis +ssellen Satzes ist wehe algehraischer Natur,
Dic Zerlegharkeit einer Matrix hembt darf, dafd gewisse Elemente
aniehally der Diaganate vraschwmden, Mibt
die wieht serschsindendes Elemente und wlle Janptelemente durch
unalbing Me s,y eratat wenben, Daduech grlis die Detees
winaote 4] in Y dber, cine ganee Fanktion e wasblngigen Va-
s, e nieht seewehwindet, wed sie das Glied £, 2y - 5, ente
Dale, 150 sich X 1" in awei Faklaren zeclegro, die gunze Fund-
tionen des Varialeln sind, so nenne jcle X refusded

XU st ke wilt wepotice Mutris A wnserleglar, so ist die ganze
Funbti X irenfeadel
PQ kommt die Variable v, wirklich vor, und X jst
neare Fonblion von £,,. Daber kaun 1, nur in cinem der

alar ongedndert, wen

[

Leiden Fakloren [ oder @ vorkonmen.  Ks mgen £, 2., in I
Tueran - T i § vorkommen. fo beang naf disjenigen dee tirdBen
So Soge e £ay e nicht Null sind, ist X eine homogene lineare

Funktion, Dahier kommen sic alle in demellen Faktor vor, der durch
1., estiment st i P, wenn 2 S, in Q, wean @ > m ist. Das-
W ¢l e i Indies @, 8 wnelvich.




3]

artlg, wenn ciner £m, dee andere > m ist, aber gleichartig, wran
beldo S m oder heide > m sind. Sind « und B ungleichartig, o kommt
demnach 5,5 weder in P noch In Q vor, also nuch wicht in X - 1'Q)
Daraus folgt beilufig, daB 0 <om < ist.

Daher ist 2,42, = 0. Denn sind p, ¢, 7, die 0= ihrigen
Indizes, so witrde, wean £,5 und 1, beide wieht Null sind, in X tlas
Glied 2,42,,%,,7,,%,, -+~ vorkommen.  Allgenciner ist, wewn 4,8,
¥y+-- 3 nieht alle gleichartig sind, das ayklische Uraukt 5 o500 ;-
L

Ein sclches Produke blaibt bei zyklischer Vertauschung der Indizes
ungelndert. Unter der gemachten Voraussetzung milssen von den e
dizes #,8,y, - 3 2wt auleinanderfolgende ungleichactig sein, Sind
die Indizes nicht slle verschieden, und ist & = £, so ist dav Prutukt
gleich 2, {xg, 2,002y, ist @ =y, gleich (1,70) (5,000}
In diesem Falle whre nur dic analoge Behauptung Gie ein zyklisches
Produkt von weniger Faktoren zu Leweisen, deren Indizes alle vere
schieden und nichit alle gleichartig sind. Wie kinnen diher annelinen,
daB alte Indizes verschieden sind, und dab & und 3 ungleichartig sind.

Seien dann ¢, B,-+-3, 7, 7,7, - die n verschicdenen Inufizes.
Wiren 1,5, 25, - 2y, alle von Null verschicden, 50 wiinde .\ das
Glied x,32;, -+ 25,2, 2,,2,, -+~ enthalien, alsa die Variable 1,5, deren
Indizes ungleichartig sind.

Sind a und B ungleichartig, s ist 2,55;,c,. .+ 0, also auch
x,,):x‘_:,, =0oler 1,557, .0, allgemeiner 0, x5, 2,, = ),

also ;uch (2 .r,,:,,) (.\_ x;,x.,:..) = 0, oder £ 5l = 0, Gber-
haupt ' "
=0,
daher sind entweder die Graden
LA N R
simtlich Nuli oder die GraGen

S 2l H e ,
Legt man den Variabeln positive Werte bei, so flgt daraus pach Satz IV,
daB 4, also auch X zerleglar ist.

Wenn aun A in die unzerlegharen Matrizen A, A, 4,, o 200
L, so zeellt X entspeechend in dic Determinanten X, X, X, o
und diese sind feredoribel, nnd jede von itnen kann durch die in

6

ilr vork len 1lanpted lacakterisiert wenden,  Da dliese

irretuziledn Faktaren nlurrh X vallstandig bestimme sind, 5o kann anch

die Mateix A wur if eine Art in unzerleghare Teile zerfill wenden,
I viner Beterminante kann wan durch helihige {anch nicht hagre-

diente] Unstellung dvs Zoilen el Spadten die Elemente jeddes Gliedes

Wlglieh vegibt sich aus den abige Ere

in die Dingonae hringen,
drterungen der Sate [



1 Acerca de las matrices de elementos no-
negativos

Georg Frobenius’

Sitzungsberichte der Kdniglich Preulischen Akademie der
Wissenschaft
456-477 (1912)

s Matrizen aus posttiven Elementen, Actas (Sitzan
r adelante como P NL) desarrolle las

En mi trabajo b
berichte) 1908 v 1909 (las ciades citard
propicditdes de s matrices positivas por inedio de las evaluaciones de limites,

Faies

con las modilicaciones necesarias. para trashddarias a s no-negativis,
Lo que lie dles-

ltimas recpuicien de nna investigacion miacho mits profunc
cubicrto on ol 1110 1o he rratado en este rrabajo.
iva A os indescomponible. sieasi fodas Tas propicedades
cumplen (§5). 8Alo siores kv radz positi mavor.
«(s) 0. entonees el valor
v puede ser > 7, pero si puede ser o= 1
son iguales o, en vador abhsohito.
alces de la

Ut mnant viz, no-neg,
e biss matricos positi
O I raiz mdixima de sa oeen
absoluto de cualguicer otr:
Si cada nni e las A radees r, .
itz os o siimple y sus cocientes: 10 5

son las &

entoncees la
eenacicn pf = 1.

Si Ak = 1. entone
es wnprinttirag. Ahora bhien, cada potencia de una matr
sunente primitivic pero sélo para nna cierta potencia de cada una de ellas

s Hamo a la matriz A pramifiva; pero si b > 1, entonees
iz primitiva es bue-

v dde d partes irreducibles, donde

Primitivit, entond A cons
d es el nuiximo conpin divisor de mo v A guivalentermoente, A™ se descome-
ponce completamente.  Las fimciones caracteristions de las submatrices se
distinguen sélo i traveés de potenecins de s,

La matriz A* potencia minima de A, cuyas partes indescomponibles
son todas primitivass. El miimmero de estas partes es igual al del exponente 4.

Si

2

w(s) ="+ a;8" " +aps" T4+ + am
as k partes, entonces

racteristica de una de es

es 1a funcién «©

'La traduccidn del aleman de todos los articulos que aparecen en este apéndice fueron

hechias por el antor de esta tes
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n—

@(s) == 8" + a5

Fpags"T W 4, nomkap(sh)
eos la fncidn caracteristicn de AL La raiz mixima ¥ de la cenncidn ¢(s) = 0.
on valor absoluto, ox mayor gne todas las ddemiis raices.

En §11 exticendo investigaeion acerea de las matrices descomponibles v
en 512 muestro que una matriz tal pnede descomponerse solamentoe en ana
clase: en partes indescomponibles. Con ello, resulta de mncha utilidad ol
teorema sobre <determiy

1. Si los elementos de un determmmante de 1i- ésuno grado son n? varsables
independientes. entonees se cstablece gque algunos son unlos y que. adernds,
el determmante ne se anuln wdénticamente.

Entonces. hay una funcicn irreducible a no sor gue passas una radz m < n.
todos lns elementos se amiden v tengan en comiin los e renglones, con 7 - 1w
columnas.

wifes:

1.

Si una marriz os de n-dsimo prido. con A > 0N, (M < 1) L oraiz
miixirna de i cenacidn, entoncees

—yy + S e —ay,
A, = |8 e i = 0.
— ) - =y o+ 5
Y < g2 < ---<q,=r (PN §1). Si A es negativa, entoncees si cumplen

Ias desigunldades de i misma manera, a través de una estimawcién que es:
N EgE--Sg=1.

De donde se dednee 11, en caxo de que A 2= 0 y si r s

1 la raiz madxima de

11. Si un deterrmmnante principal P(s) de A(s), para s« = v, se anula, cn-
tonces se anulan también todos los determinantes principales de cada grado
de P(r), entonces son positivos.

Si A > 0, entonces las 1 ecnaciones lineales

Apyy = - - 4+ A, = rr, (k =

547



solamente ticnen una solucion, en ol caso de gue apivezen nn factor connin.
Estos pueden clegirse de tal manera, que las valores de las indeterminadas
sean tocdos positivos. Pero también, si A 2 0. entonees
facer ostas cenaciones por medio de vadores 1 negativos ni todos
milos. {Pues si sn determinante es A7) = 0, entonces nna de estas ecnaciones,
alguna de a-ésimo grado, nna suncesion de las n - 1 cambian. v se priieden. de
acui. omitir} Scan ahora las cennciones restantes (Cir. PN H1):

» pucden satis-

que No s

Si. o pantir de

O, sienddo Ber? ~u determinante v g
f2 1ixin. entonce

os g r. por consigiiente B3¢r} 0.
o se hace o, = (L Do seobtienen s - 1 ecnaeionoes

lineales homogpéneas. entre Ias v -1 indeterminaedas o L, Lvon o nnsina
propiedad gue las noecnaciones (L), Como snoannnero o solunente o -

1. entonces

s pucede suponeor que. pe

v cenacion. Ia sdinmmacton v o=t
q < r. entonces no solamente ol determinante B¢r) > 0, sino gue
tambicn hay (vomo lo muestran las desipnaldiudes) sus sabdererminantes.

Baa(r) Z 0. Se afirma entonces que, st o, = 1, entonees e tendrs

B(r)cg = 3> Bar(r)ay,

B{r)r,, = Z 13, 40)a,,,.

Por tamto. o3 = 0,... Z0yx, >0

52,

A una matriz o determinante de grivdo p + ¢ la llano descompuesta o
descomponible. si todos sus elemento » anlan., los cuales tienen p renglon
con g colmmnas y sus indices de indices son complementarios a los p renglones
{(para completar 1, 2, ..., p + gq). Bajo los pg clementos (cuya amlacién
condiciona la descomponibilidad de la matriz) no aparece, por tanto, ningiin
elemento principal aix. Sea, por ejemplo:

P V
(5 3)




y sean Py Q matrices de grado p y g, con p renglones y ¢ cohpnnas: v U
una matriz de g renglones y p columnas, Entonces A se dexcompone en Jos
partes complonentarias Py Q. si U DoV =0. Pero st U = 0y V 0.
ontontees A se llama completamente descomponable [vollstindry zevieghar].

Exto mismo se cumple si A piiede transformarse en otra mnateiz por medio
doe un reagrupamicnto de los renglones y un correspondicnte reapgrapianicnto
de eolumnas, en alguna forma: Una permntacion cogroedienie tal, de ren-
plones » columnis, ciunbiarit 1os elementos principales y los denuis elementos
conjugados, cada vez e en lo sacesivo se hable de an camibio de englones
de una matriz.

Si cada ina de las partes o submatrices pocde
entonces L matriz del determinant

nirse descomponicindo.

P 0o 0
(7. U Q Vv, ={P/IQliR}
W 0o R

se pinede descomponer en tres partes, P, Q y R, y las matrices nulas pueden
sognirse descomponiendo cada nna, en partes descompouibles. a la izapic
o a la dorecha de la diagonal principal. Por meoedio de un reacomondo de
renglones, se puode llevar Ta matriz a la forma:

P o O Q v u
W R 0 .. 0 R W
U Vv Q 0o n P

Sin pirdiieda de generatidad. se puede admitir la condicién de ladefinicion de
cheseomponibilidad para ) los elementos que estan a la derecha o o laizguicrda
de ke diagonal principal. cuya anilacion deterninina la descomposicion e la
matriz.

§3.

A os. como siempre. una matriz no-negativa y descompone ol determi-
nante A(s) en partes: P(s). Q(s), R(s),... entonces se debe amdar uino de
estos factores. Por tanto. un determinante principal de A(s) se debe samlar
parn s = 7. Al revés, se cumple el teorema I11:

111. S1 un determinante principal P de A(r) se anula, entonces se de-
scompone A(r). Si, ademds, ningin determinante principal e P se anula.
entonces P es una de las partes indescomponibles de A(r).

549




s cle

Sena P An(r) ¥ sean Faa (. A = 1,2,..m) los subdeterminant.c
gradao (m - 1)-dsitno de I, en donde, como sicinpre. %, > 0. Si > = 0,
entonces P Py, = P por tanto, no ¢s Py = . de lo que se dednee

que Py > 0.
Do aqgui se pueden satisfacer las o eenaciones lineales

.n)

por medio de valores, los cuales todos son positivos. Si Y es aama matriz de
cntonces se pitede eseribir esta cenacion en Ia

Ay yy o Ga Y = Ty (W= 120

solo un rengldn yy .y .t
forma YP = 0, donde P es ahora la matriz del determinate denominaede
A, (7). Asimismo. se pueden eseribir s o ecnaciones

(1) + -+ agd, = re, (o= 1.2.....1n)

VAX = 1 X, Como sicmpre. X es ana natriz de nn solo rengion,
1 colocadas ana

bajo la forn
en doicle las o cantidicdes no negativas gL .
debajo de la otrac? Partitnos & X oen U v Z: ) U contiene las cantidiobes
e ¥ Z s it Si

Py TS

e

£y
. = E L
rE A_(M N /-

amos las ecitaciones (1) en la forma

eRtonNees CXpre

. PU+ LZ =0.
MU+ NZ =0~

Entonces se cumple con Y(PU +4 LZ) = 0 porque YP = 0. Y(LZ) = i} v
entonces Y > 0y LZ £ 0. LZ = 0; por tanto, tanbién PU = 0.

Si Toabseeea T {500 todas positivos y, por tanto, si Z > 0,} entonces L
= 0. puesto que los clementos de L son todos negativos o nilos. (Lo iltimo
se cumple también para M. pero no para las matrices de las diagonales P v
N.)

Si, por el contrario, todas las cantidades apmyi.....ar, son nulas y. por
tanto. Z = 0, entonces no todas las x,. ... son mulas ni satisfacen la
ecnaciéon PU = 0. Como éstos solo tienen nna solucién iinica, entouces
U > 0 (porque las cantidades P, son todas > 0). Alora, si MU -+ NZ =

2Un vector columna (N. del T.)

@
[
f=]



O,entonces Z =0, U >0, M =0. Pero. si L = 0o M = 0, entonces Afr)
se descompone en das partes, una de Jns cuales os P

Finalmente, sean x4 4. ... T 1as cantidades donde algunas son malas v
las otras positivas. Entonces 2 constarii de dos seeciones, V. » W, de las
cuales: o bien V. = 0: o bien. W > (. Si se dividen L, M, N en partes
correspondientes. entonces, por un reovdenamicento de renglones. se puede

Negar a:

P Q R
FE-A=| P @ r|.
P Q" R”

on donde las ecuaciones (1.) L leviunos o la formac
PU+ QV + RW =0}
PU+QV+RW=0 .
P"U+ Q"V + R"W = 0. .

. Lo mostrado arriba descompone la primera ocnacion en PU = 0y QV
+ RW = . Puestoque P' S 0. R'S 0y U'S 0. con W > (), entonces. o

particutar, P'U Oy R™W = 0: por tantao. " = 0
SSR=0y R’ 1 consccucntemom e A1) se descompone en (R} &
gy _ P Q
T(r)= P Q'

Como la matriz de este deterninante cantiene a Py estil unbicn con-
tenida en rE - A, entonces r (por ¢l teorema 11 en §1) es Ja radz mdixima de
In ecntacion T(s) = 0. En T(r) s¢ anula ol determinante principal P de -
ésimo grado. Finalineate, el grado de T(r) esmcnor gue el de (7). De aqui
podemos considerar. para T(r), el teorcima como demostrado. Por consign-
iente, T(7)se descompone en partes: una de ellas es Py, consiguientemente,
vilido para la misma A(r).

§1.

Si A es indescomponible, entonces no se anula ninguna de las canti-
dades ALa() ¥, por tanto, r s una raiz simple de la eccnacidn caracteristica
@(s) = 0. Si, al contrario, ningiin determinante principal de (n -1)-ésimo
grado de A(r) se anula, entonces A cs indescomponible. Comeo tenemos que



0 (P)A2(T) =Ana(F)Ag,4(r). entonces tambicén A a(r) > 0. (Si A,.(r) =
¥ Apa(r) > 0, entonces, similarmente, A,a(s)Ag,(s) se anula)

La matriz adjunta B, de rE - A, también es positiva. Con eso se «

un teorema andlogo al del de Maschke, de la teorin de grupos, n

@(r) — #(s)

r—=5

unple

ofr.s) =
en donde ”

1) = o(r.A)
es unas funcien entera de AL nna combinacién lineal de A9 AL

- &
clementos de A% sean aff).
IV, En una mnatnz mdescomponible, por nanguna eleccion se pueden on-
ular completarmente las n cantidades, en los indices:

AT Dos

) (2 St
L R R L]

(ro puede ser A, 4(s) = 0 wdénticaments:).
De o comntrario. serin ol elemento b,3 = 0, mientras que &,3 = A,4(0) - ()
En unamatriz descomponible se pueden. sin embarpo, clegir a 3 o7 tales, que

riv cada vaidor de A en donde, A, s(s) se anuda idénticaumente,

ry
u,(u,' se aumle ps
Abora, si

A= 7 o
A= Lo
entonces
P 0
Ar = Lk o )

En cada parte indescomponible P(s),Q(s). i2(s)....de A(s) (1a ¢ue para s
= r se hard cero). se amnla solamente el de primer orden.

De aqui se signe que:

V. A fin de yue la radz mdrima r de la ecuacion A(s) sea una de mulhph»
cidad k, es necesario y suficiente que se anulen las partes indescomponibles
de Afs): cxactamente k, para s = r.

Se concluye facilmente ques

VL S: r la raiz mdrmmna de la ecuacidn A(s) = 0, una ruiz de multipls-
cidad. entonc o bien. gual al Y de los el prin

es
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1 0 bien, en cade uno de los determi tes de (no- 1)-€: grado se arcula,
para s = r, un determanante principal de (n - 2)-ésimo grado.

Si en particular r = ), entonces se anulan los determinantes principales
e cada grado <de Ay, por tanto, A se descompone en n partes de primer

zrado.Si # = 4. por cjemplo. entonces caudn matriz de enarto grado puede ser
Hevada, por medio de un reacomodo de renglones, a la forma:
(8] [¢] 0 0
an 0 n 0
axy a 0 0
gy gz gy 1)
peoro st todos Jox praduactos son ciclicos
Aoty = Doag gy, = 0 dag0h4 05000, = (.
§5.
Si g es rauz mixima de la ccuacion A,a(s) = 0, entonces q £ . Si

ocurre también que & > 7, entonces s > g y. por tanto, A,,(s) > 0. Si p tiene
¢l mismao significivle que en P.ALLRL, entonces s¢ enmple el teorema VI

VI, Cuando A, (=) (o # 3) para un valor s > r (o tambicn, solo para s
también se anula. dénticamente, A, (~).

> p) es nulo, cntone

Sea, pues. & > poan valor o Iguicra. camo para todos los valores cercanos
a A,a(s). parac s = 5. Ahora. si
—Hind TN e — e
—g =t s e —a.,,

aals) = . . .

S —age -

—ug — Ml

Aap(s) es una suma de 12 - 2 determinantes de (n - 2)-ésimo grado, A, (s)+
-+ Au(s), on donde los determinantes principales A4, (s). ... (s) estin en
la relacién misma en la que A, 3(s) esti con A(s). Si P, tiene, para A,,(s) =
0, el mismo significacdo que P para A(x), entonces P, £ . Si, por tanto, sc
anula para s = so vada uno de los determinantes A, (s), A, (s) y, ademads,
es verdad qite cada nno estid acompanado de su division, entonces se sabe
que todas las divisiones de A,s(s), para s = sg, se anulan y, por tanto, esta
funcién se amila idénticamente.




Pero, ahora
A(=)C(s) vl ) Aps(r) — ALy (r)Aga(r).

Si también A, 5(5) = O idénticamente, entonces anula una de las cantidades
Analr) 0 Agy(r) v. por tanto. A es descomponible.

VIIL. St A es midescompomble. entonees los subdeterminantes
positivos, para cuda valor s 2 r.

Una matriz na-negeting mdescomponable tiene, por tanto, mayores propiedades
que una matriz posttrea: la iz maxima - de i ecnacién A(s) = 0 es simple;
3 los subdeterminantes de (1 -1)-fsimo pricdo ¥ los determinantes principales
de cada grado de As) son positiveo:

Pero si v’ es algnna de Lk v orajees que se samlan, entonees os verdaul gune
r Z [7]. pero no noe rinmente gue o [P0 A una matriz no negativa
wlescomponible la 1o praztiva, poro si sn raiz mdaxirma s mayvor gae el
valor absohito de cadannan de las otras radees, entonees ba oo noprrrnitiea.,
wioel valor absoluto. de alpnnas de Jas dennis radees, son ignades

w(S) son

Len caso de s 2o

%G

IX. Para cada mateiz prapnrtiva, hay ang potencra positroa. St AP s la
menor, entonces tambren serdn menores fodas las stgurentes AV Ar-2
Por el contrario. una matriz os pramilira, sy urea de sus potencias ox postiaod.,

Si AP es positiva, entonces A es ndescomponible. De Jo contrario. cada
potencia de A también serin descomponible v contendria elementos gue se
anulan. Adermnids dad gne 7P 2 7] v por tanto. # 2 '], Conseenentes
mente, A es primitiv Esta observacion la ha hecho el senor PERRON en
su trabajo.

Si B es cualguicr matriz positiva ¥ A ana matriz indescomponible, en-
tonces también PA = Q cs positiva. Si ese gug = T peaaA3 = 0. entonces
serian aijg = -+ = a,3 = 0 y. por tanto, A seria descomponible. Por eso
mismo, también QA PA? es positivit. ete,

Si, por el contrario. A tiene una rajz simple r, mayor que los valores
absohitos de las otrus raices r, entonces (P.N[. §3.):

S\

)
lim 908 _ Aes(r)
k—oo T < ()

Si A es indescomponible, entonces. por €l teoremma VIIL el lanite es positivo
. por tanto debe ser. para cada par de indices. nf,‘g > 0; por tanto la matriz
cumple con A% > 0.
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no haré nso de los resul-

Pero si agni los limnites son necesarios, entonce
racdo alpebraicamaonte.

tados anteriores hasta gue lo haya demo:
X. Ln wna matriz pmnprinntiva. los elementos princpales nunca son no

nulos.
Cada cleniento uf,‘,) de AY es nna suma de productos de cantidades no
negativas v. por tanto os la sama de canticdaedes i uno de oxtos
productos es positivo. Si gy, > 0. entonces tambi POorgIe s
i contenido en lvinatriz A%, Por el teorema IV, existe un miunero

elemento o
k< n para ol cunl all' > 00 Si AR = 4440 entonees of 57 > 0. porgue se
. [P e
entiende gie aff oy ox 0!V S A > 00 entonees BTV en AT = adar A
lo muis. gy A P = n -1, las 20 -} cantidades
-0)

. o
alll.wl (a..3=1

relncion A% = 44,
se trata del clementao

son todas distintas e coero. Conscenentemente. en i
& N
cada clemento ox ol . >~ ). porgne se entiende g
LY (5 : . ey e
u,‘,, .4 PPero si AP > 00 entoncees A os primitiva.
Por e} contrario, si A os primitivia, entonees o, das
o lo gue es Jo misma. su suma debe

sl SO CilI -

dades

R e T R o T

(1.).

en caso de gnue llegne a ser:

= (s —r)s =)

En cada potencin de nuna matriz imprimitiva hay, por tanto, element.os e
se amilan. Esto es evidente Ia matriz 4™ es descomponible. Si la marriz
es indescomponible. entonces cs imprimitiva porgue 077 = £ y entonces s
anulan todos los elementos principales.

XI1.Cada potencia de un matriz primittva, es primifiva. Sio por el con-
trario. A. A% - A" es wandescomponible, entonces A es primitiva.

Si la matriz (1.} § 4 os positiva, entonces esta matriz seria imprimitiva 3
sus elementos serian aly” = 0.

Si. por el contrario, las matrices A, 42,

tonces A debe ser primitiva.
La demostraciéon de 1a primera mitad del teorema XI es equivalente a la

del teorema IX, de donde aquél ests basado en las consideraciones que signen.

... 4" son indescomponibles, en-
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§7.
Si A es indescomponible, entonces las cantidades A, 4(7) sou todas posi-
tivas. Por tanto, Ias n ecuaciones lineales

(1.)...
en el caso en que tengan un factor comin, sélo tienen una solucién y, por
tanto, pueden suponerse apy, @z, - . 1,, todas positivas, Lo mismo se
cumple para las ocnaciones

= 1.2...n).

S T

(2) il gy + - Ul = Tha 1.2....n).
Observamos gue s 1 eantidades gy .- - - gy, como una matriz Y de séla
columna. Asimisino. senx X la matriz docle Jas cantidades o2 ey, estiin

en una cohuny una debajo de ja otra. Entonces X = 0 x Y 2> 0 3 las

ecuaciones (1.} y (2.) significan
= rX YA =Y.

A la inversa. sea Z una matriz en donde. en una cohunna. hay 7 canti-
dades z;,--- z,. las cnales no todas son no-negativas ni tunpoco son todas
nulas. Si é&stas constiur de n ecuaciones AZ = sZ, entonces debe ser primer-

amente w(s) = 0. Ademss, si
YAZ = (YA)Z =rYZ = Y(AZ) =sYZ.

la matriz YZ es de pritner grado y estid formada por las cantidades g2y +
- -+ Ynzn > 0. Por tanto, s = r. Las ecuaciones lineales AX = sX o YA = sY
pueden tener, por tanto. nna solucion cuyos elementos son todos no-negativos
¥y no todos son nulos, si s = r; en cuyo caso todas las indeterminadas son

positivas.
Sea ahora A indescomponible, pero A™ descomponible. Por medio de un
reacomodo adeciiulo de los renglones de A, podemos poner también:

Ry O 0 (] .
Ry R 0 0O .

- Ray Ry Ran O ..
Ry Ray Ran Rag .
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donde las snbmatrices I2yy, faa. - - - son indescomponibles v 17,5 = 0, en caso
de que 3@ > .
Si se determinan X e Y como arriba, entonces tambicén se tiene:
AN = "N Y AT =Y

Sen ahorit 1114 el grado de Raa v sea X el sistema de las primeras m;y de las
ceantidades a2y - - - x,, Xg signientes . eote. Entonces

[C 15 A ST RN = sXn. S VYiRaa = sV
K m
donde - £ Lats primeras e estas cenineiones se expresan como:
(5., RN I, Ny = X,

micnt ras gne

S VBl = Y. STV R, = SV
como ¢l pritner clemento de esta sinnae Y(J75,.\,) = S\,
YoR:A N + Y5 0N + Yy RGNy + -+ = 0.

en donde cada uno de los elemeoentos O, Yo N, = 0. Si la matriz Ry,
consta de las cantidades e, entonees Y, R, consta de la cantidad viniean
3= yucnara. Por otra parte, estiv cantidiul consta de dos de s ecnaciones (4.):

[ T RaXa = sX

y

S VYallar= 533 3" YaRa2N2 = sYuXN
Como f1,; = 0, entonces ¢l primer clemento de os
Y2 X2 y. por tanto,

VoSt es Yoltoa N

Raz =0, Rya=0. Rgp =0, ---.

En general, Ros = 0 en el enso de gque a > 4 ¥, por umin, se descompone
completamente en:

Ry 0 o] .



wonees

XI1. Si una potencie descompone completarnente una otz e
a potencia os commpletamente descomnponible.
Ademisis, aciones (6.} y (G.) nuestran que cada parte descom-
ponible R tiene nn rajz r™.

Puosto (||n- 7 os una radz simple de A si A consta de nna radz cnalgnie
consta, posiblemente. de ann ey Hi-arina porencin s
Consecenentemente, |} ry A s imprimitiv
Si A tambicn ¢s positiva, entonces cada potencia de A os indescomponible
por tanto. os vordad que #7 < ¢ es primitiva. Como se omostré anteri-
a A" en donde alf? = 0. Y puesto que, ademais.
. por las consideraciones de L demostracion
v, Por cllo, los teoremas IX s
arrollos desuribe se deriv

17, entonc

orment.
A™ es indescomponible, entonce:
del teorema X, una potencia de A™ os por
X1 estiin completinnente demostrados. De los de

NIM. 851 4V os una matsrz descornponible y contrencn tante Tas conacrone s
Y una soluerin positiea. onfonees A

AN XN vorio las ecnacrones Yol =
descompone completamente y cada pavte mdescomponible o A tendid i

roiz mdrime

s,

descomponible. entonces, por ¢l teorena 111 la rad:
. St o es cmadguices ot radz de estae

Si A s nnaatrd
maAxima de L cenacion Aaa(s) =0 ¢
conacion. entonces 'l < g < r. Sea A imprimitiva v

(1.).

todas L raices de AL enyo valar absolnto os igual o Phnesto quie (2] = g,
entonces A, (7)) es diferente de cero 3 entonces
Aas(r)Aga (1) = Aaa (7)) Aza(r")
también es A, ; () diferente de cero. Por tanto, las n ecnaciones lineales
AZ =712
s6lo tienen nna solicidén, cuyos clementos zy,--- 2z, son todlos distintos de

cero. Pero si también

AMZ = Z,

entonc

Rz, =12, RuZa = ™22
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Si todas estas rajces no todas son ignales a 7™, entonces cadiv parte Ray
es imprimitiva y. por tanro, potencia de A™ se¢ descompone en uni
cantidivd mayor de partes gue A, Puesto que las partes no pueden s
> 1. entonces deboe haber nn.\ pm(-n( .\ A™ gque sce descompone en pirtes
= - ... conscencntemente

Emonces, si r'” =

primitiv

son lm- o e v cotaeion pf
chiv v e Livs partes uuh-\: ‘omponibles 2,5 de A
»opar tanto, simple. Por consigniente, o] mimero de ¢
U oal munero de las cantidades (2. ). gque son ipgnales o 77
es onteras e la anidad (3.), todas satisfacen In ecenacion o
» emonees las cantidades (20) son todas iguales o ™. Rya no ticne rivoees
cdiferentes de ™ en vador absolito a 7™ 3, por tanto. A os primitiv

Si ¢l exponente menor k. para el cnal A* se descompone en las partes
primitivias /Tas. entonees satisfacen las cantidades (3.) no todas satisfivcen In
ceuacion o™ 1. entonees L eantidacdes (2.) no son ignales a v Si esulda
parte My de A es imprimitiva, los clementos pricipales de 2, son tendos

™ oes laan

st s rade

mos.
Si 1 no es divisible por A cntonces se amila la suma de los elementos

principales de A™
+ e T =05
POr tanto. ¢ si
Pls) = 8"+ " e "

Esto se sipgne de las formuins de Newton

S+ €

Spn—1 -+ -+ Cm—1 81 + TC,, = 0.

Entonces si para cada €. - - - e,y va estid demostrado, entonces en el una
de los i primceros element a5y 0 bien cx = 0 0 bien sa. porque x4+ X = o ;

559



B oy I A1 e

por tanto, ni ~ ni A son divisibles por & Conscenentemente. e, = 0y, por

tanto,
" ek 24

+ ays + 1

eo(s) = e

de by eenacion

si p es alguna radz de la cenacion o™ = 1 v #' = g 085 una rad;
w(s) = 0. Ademiis, si

&) = p ().
Par tanto, coinciden las canti-

entonces 7' s, ignal que r, una raiz simple,
aeidn pf = |y suoanimero es

dades (3.) con las & raices distintas de la o
igual a k.
X1V. La funcion caracteristica o una matrzz A andescompornible sca

N N I

wls) =
donde n > o' > " > ..y .0’ - son distintos de eera. B ndrimne
comniin divisor de las diferencias v~ 0 o' — p" oo sea bl Sibo= 1L entonee s
A es promtiva. Pero st IW> 1 ntunces B es smpriaettiea, A Iz
nar de AL cuya parte prinotiea se descompons (completamente )
por tanto. igual a k. Se pons

potencra m
y el nidmero de estes partes os,

Als) = s bas"Th S st
e(s) = s™ 4 ay s + s o,
- entonces lo eoenacion P(s) = O tiene una radz posttaeca, la ool os gual. on
7 U

rrrrdds raives de le s,

valor absoluto. a todas las d
La ailtimia parte de este teorema muestra. en forma ol de gué man-
era las propiedades de las matrices positivas se transforman e imprimitivas.
mientras que dichas propiedades se mantienen vilidas ¢ invirinntes para mat-
ces primitivas,
El miitnero 1 — n’ == & es el menor mimero mediante el cnal Jos clementos
principales de
A*:

o bien, el producto ciclico

ABAFAM~e = - Byt

con A factores:
o bien

los determinantes principales de grado h-ésino de A,
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se anulan completamente ).
Para unamnatriz no-negativa, cada o de estas tres condiciones es equiv-

alente, cnando o es el primer cocliciente no nulo, en ~(s) ey

Si nhorn A eos indescomponible, entonces A es primitiva o imprimitiva .,
por tanto, A% os indescomponible o descomponible. respectiviunente. Para
aclarar estas investigaciones con un ejemplo, sea (s} = & — a. donde 4 no
os nulo. Entonces s, 0, = 1). w—1 = 0, pero s, o diferente de coro:

;= 2 Aeays S2 = E Qo ifin s Sy = E L L N P

0y conticne, al menos. » fnctores

Por tanto. cadse uno de los productos es ciclic
oyl 4ol = =y = 1),

ol das renglones, se

ningnno de vllos de o factores. Por medio del reacomod

pucde ofectnar:

(1.) R A r Y I S Sy VNS
Cotno apy = 0. entonees azy; = 0; 3 ¢OMO @y ithy, ey > (L cntonees
az,_z = (. So reconoce que tados los clementos de A sesumlan., con excepeion
de Jos 1 elenientos del producta ((1.). Para ne = -f. tencinos:

0  ap 0 n
(53 1} 0 azg O
0 0 0 [(RYY
gy O 0 0
Si A os enalguier matriz no-negativa, como arriba o, s ¢l primer coee
ficicnte no mmlo de @(s) ¥y entonces cada determinante principal de h-dsmmeo
grado de A, diferente de cero, por medio de nn reacomaodo de sus renglones
se lleva a la forma (5.).

59.

Cada nno de las & partes indescomponibles R,a de A%, os primitiva. Por
tanto. R4, es positivo en cnanto sobrepasa ! el limite conocido. En una
potencin de A* (por ejemplo. en Af = P), la parte AL, = i os toda

positiva.




Si se divide Ia matriz A™ = M en sus correspondientes submatrices:

L Ly - Lia
_ Ly Lye -+ Lax
A= Lay Lar -+ Lus °

Liy Lae --+ Lis

’—\l'ululll'lﬁ, al menos L, = 0.

. Si k& > 2, entonces, en la matriz M = APA. las submatrices
Muo =D LaaPusli, = 0.
7

3 por tanto, LaaFPaglaa = 0: o bien. cwuwndo Ly = U, Py = Vo Ly, = W
se tiene que UVW = 0,

D taptiattar = O i i ttas = O e = 0L

-
por tanto: o bien U = 0t o W = o hien £, 0 L, = 0.

Si & > 3. entonees, en la marriz M = APAPA, los submarrices canmmplen
von la relncién .
Mew =37 LoaPaslgn Pos Loy = 0.
B

. par tanto, (Las Pyl s 3 Loy = 0o hien. L, = : o bwen (L, Pl ) =
Oy entonees. o Ly, = o L, =0

Si. en general. av 39048

BN I DI
annlan las submatrices

Loson difereipes indices, entonees se

Ly Ly docr - L.

Pcro esto no se cumple para uan ciclo de & natrices. Do o contrario.
AlY = 0,p(s) = s",r = 0y A s¢ descompondria en n partes. Cada una
de las snbmatrices de A* consideradas aqui es una suma de productos de k
fiv-tores:

LopLipyLoay -+ Laala, L.
Puesto que cada indice tiene un valor 1, 2, --. &k, entonces dehen haber, al
menos, k + 1 indices @,3, 7.8, -+ u. v en donde, por 1o menos. dos de ellos
dcben ser iguales. Si. por ejemplo, 3 = . ¢ntonces se ammla una de las
matrices

Lz Laa, Laa.- - Lacayw- Lay.
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En ese caso se sabe. como al final de 8., e todns s densis submatrices
L.g = 0. Si. por cjemplo, & = 4:
[ Ly, O 0
0 0 L
(o] 0 L
Ly 0O 0 0

¥, por tanto. se signe que:

{(1.)...... Rax = LaaciLaciace-- Looyvalaadye - Loy

%10

Si Py Q som dos matrices Jde m-idsimo g

fo =1 177 o ex nnlal entonees
P UPQIP = QP

¥, por tanto.

[£-25 TN IsE — PQ| = |sE ~ QP!

Si los clementos de P oson variabls independientes, entonees se ctunple
aque esta conacion es diferente de coro para los (P s por tantao.
idénticamente. (Ambos determinantes (1.) no necves
partes elementales.)

Si P o= una matriz de m orenglones v nocohnnnas. Q una marriz de n
renglones » m cobunnas, entonces PQ ticue grado e v QP poado no Sean
(s) ¥ w(a) =ns funciones caracteristicas. Cuanndo, por cjemplo. m <
entonces se juntan los m renglones de P oy rodavia o - o renglones de n
clementos coro £ para las m colunnas de g o o -~ ode tades cohunnas. Si
se pusa P v Q a Po y Qq, entonces a PaQu =PQ. par aprepacion de n -
renglones » columnas origina elementos gque anuban. Por tamo:

s cnmple
an coinedir con las

w(s) = WE — QP| = |sE — QuPyl = [5E — PoQul = "~ "2(s).

Se hace
Ln‘~OIL~~¢]4~¢-2 s Lx—].n = L;\.;\»lLAd»l.)&-ﬁE M I‘»\—I A= ()~
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¥y entonces

Rax = PQ. Rax = QP.
caracteristica de R, Sion, o5 o)l mas pegueno de los
-, . CcHTONCeS Se tiene: o bien

Si ?als) es la raidy
MUBCrOs 711y 1y

Sals) =~ was):
o bien i, = oy S (5) = os).

() (m~ r¥) s — ).

TI woals) = "=  en(s)*.

podde Lt cenacidn s{a) = L se apulan al menos o -

L S

Ll Tore S Y PR S S

o)

cntonees la finieion. cuyvas radces de las b-dsrmas potencias son radces de @(s).

A B LD LIER CAS LS L

Consevuenteimont e,

cla) = s = s — P e =
o bien.
{2y s} = 5" F aystT L. u_m"‘_2 £ SCICIRIE Y 7S

En general:

(3.)..

R NN LI

§11.

De las propicdades de las matrices indescomponibles, se doedne
anslogas para las descomponibles. Se signe o] teoremas:

XV. 8i r es la raiz mdmima de una mat: no-negativa, entonces son 1afces
de A aquellas de valor absoluto igual a v y. también, todas las muices de una
ecuacidn de la forma:

1 propiedicles

(5% = FRY (st =l (s = ) =0,
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pe satisfree, por tanto, Ly rajz ciwacteristica (s) = 0, gue os fa raiz nuixima
cuyo valor absolnto es igual o oo une radz unitaria. Las o ones lineales
AX = sX tienen una solucion en donde las rajees £y (s -- -y, son 2 00
pero no todas milas. Escribo estas comarciones en la forma:

Sen r, iz maaxima de i mairiz indescormponible Lo, St s os
que las cantidsules ey o L semiin la primera econsu

s PegUIeTR
1 X, = O:

L enton

sogin b el e 0
Ademais sidebida e na solacion nospegativa X, o bhien, X, > 00 anas
indeterminadias no pneden ser = 0 v s otras > OO S~ o el entanees

(“E.-L.)=P
S NN IaEriz positiva v

={(sE.~Lii) MLON  + oo Lo N )= PZ.

donde P > 00 enenyo caso X - L it no ser que Z o= (L en enyo caso
Xu = 0.
Pero si~ £ e, Loseaentonees Y ana solncion positivi de L eenacién
Yolon = r.Yo
Entonces
(3.).-... YL Xy + o+ Lo ay Xaoy + (ra — )Xy =00

cada sumando viene o ser 2 0

puesto ¢ue Yo > 0O por lo que

=0, (. — XL =0,

¥. por tanto.

(5.).. =0, 81 > < r..
= r.. entonees se signe de (1) que Ia k-csmna couacidn (1))
. X.. y. por tanto. o hien X, =0 o X, > (1.

Pero,
Lo.Xo
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Allora, st lns cenaciones (4.) tuvieran nna sohiciéon no-mu
~ debe ser una de las radees ryorg s, @ e radz simpl
Después denmestro, on 1o que signe. gne es verdad gue e ead
AL o la mavor. Sioentonces

tiva, entonees
’eo hay na
... o idice

(6.)....... PA D Pawg A T Fagu-ct s PA S Dy
Lws connciones (1.) tienen una solneidn no-negativie, pero si A s pn entonces
seomniten las concliciones (6.} Entonces se pone X; = 0.--- N, = 0 v

clegimos, para Na. solueion positiva de ln eccnnceidn (1), porgue s > sy,
Por (2.), Nao e= s miatriz totalimente determinada mavar o ipnal acero,
de la (A + 1y—dsrma Nagy . cte.

Fs posible tuanbién que, por oftro reordemuniento de s oo
de das indoeterminadas X X000 X, s conacciones 11,3 1
forma, conmo en el o Ler: que L inie .
ol FEntonces basta con gne as condiciones (G2). paaa alpgnne de Jos

HOTIes )
mismi

an

a vade s mionaees L

=

posibles reordeisuniontos, se satisfiga.
Pero si para ninguno de estos reordensunicntos

tisf: Lentonees las

evnaciones AX = <X -como ahora mostraremaos- no tienen solncion de tipeo
espocinl v ode s matrices X0 X000 X, debe annlarse al mienos unae De
o contrario. s i comaeion (1.) gue s = o) e (00) gue
~ Sa 3 por tanto. lus condiciones (G.) (a lo amis para A = 1)
tisfueon.

Si abiora. pimeramente X = 0. entonees s ocusecionues (1.1 s
qires:

5i A = 1. entonces ningima de s ntidades ry. o= pnald aos:

conseenentement e,

X =0.X, =0.---X,,, = 0. Pero A > 1. entonces no
hay 1 reordenamiento de las ecuaciones (7.) que cumpla las condiciones (6.).
Puesto gue su matriz consta de sélo m - 1 partes, podemos snponer ¢onio
demostradas estas condiciones para Ins ecunciones principales y. finahente.
podemos suponer gue: X, = o= X =00

Pero si fmesen X, > 0,X, > 0, + X,., > 0y, en primer lugar. X,,. - - X,,.
entonces

LX) + La2Xae + -+ + L1 X

como ningiin sumando es negativo:

(1]
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LX)y =0 LoaX,o=0,---L, 21X, =1
por tanto,
Lat = 0. L2 =0,--- Ly, = 0.

Por mdio de una permutacion ciclica, consecnentemente se pueden e
lns primcras & cenaciones indeterminadas de la s-esima eonacion

L. X, =sX,

sin gque s cenaciones caanbicn su forma. Por mmedio de esia penmutaecion,
X, e~ ¢l priancer subsistema de Xo con X, 0: por tanto Gunhicén se suniban.
comne se detnostio nuis arribag todos los otros subsisten

Si s e L mnyor de L cantidados oy g s r,. entonces las comdiciones
(G.) ~empre se cannplen. Se mostré on 1. gque. on ese ciso, s eonaeeones
(1.} no tienen una solnceion no-negat jvi

5.

R12.

El gue nna descomposicion on part indescomponibles de nna matriz A
prreda realiziase 1tan solo mediante an. ity
des I manera sipniente. Cieda paate dde A estid contenidan por meedio de sas
elementos prcipades (nosns valores, sino de sus nulices) v estit completameente
determinadan, En la descompaos partes Q » IR, indescomponibles e
AL las cunles tienen an elemento principal en conmin, se puede llanar B
una parte Tindescomponiente” fumuittelbarer] de A si todos los elementos de
A se amtlan v cuyos renglones (o columnas) estén contenidos on las colinnnas
complementarias (o renglones) de B, (Una matriz tal es. por ejemplo, e da
matriz (1.} P » Q. pero no RY) mbién es indescomponible. Si B o=
parte complementaria. entonces tanbidn es indescomponible.

Sea B tal parte. gue conticne 2 Q. ¥ sea C nna matriz que porteneee a R
entonces podemos suponer que los renglones (y columnas) de B y C, tados
juntos. suman u partes. De lo cantrario B v C estarian contenidas. comao
partes indescomponibles. en nna matriz cuyo grado es menor que iy, por
ello. yva puede considerarse como demeostrado y las partes mdescomponibles
Q y R iguales. si tienen en comnn elementos de Ia dingonal.

Ahora. mtan dos casos (propiarmente cuatro) para inve

manera posihle. se puede «

cion do

s pres igar:
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i
P

Ay B, C .
A= A, B; C. .B= :' g,' C= 24‘ g'
Az By Cy # 2 ¥ i

olementos principades gue B v C tienen en o«

A contiene todas Jos
mientras gque B oos una parte indescomponible de A porgue los olementos de

Az y By se annliu en agquellas partos complementarias gue tienen partes en

comin. Como Ay = 0, Ajes nna paute de 31y porgue Ay =, A, es una

parte de C Esto aparece en A, Consecnentemente. Q ox nna parte dde A,
. por tanta. Q = R.

de igual nnera gue R

Sepunde

AI
_ e A, D _ A,
A = ‘/,\_x B g C= &

. Agni se anudan los clementos de AL v By que tienen

se basa en vna matriz
en comin las cohunnas de By Jos renglones complemoentarios y lox elementos

de B, y By cuyvos renglones ticnen on comnin con C las colimmbnas complee
maoentaris.

Orra depostracian del nostno 1eorenne o
La reducibilicdid de nna matriz consiste en gue los clementos conocidos se
annlan fucra de L dingoual y opiexlan. por tanto, sin ciunbio cuando Jos ¢
ementos no milos ¥ todos los clementaos principsles son sustitados por nna
variable independiente, 2,0 Por oo, Hego ad determinante (A en Xo v In

expreso conm una funcion entera de viriables independicuies gue no se an-
De=compongamos abora

de nataral

ulan. porgue conticnen al elemento o g, -y,
X = PQ on «dox factores, 1os cides son Mmnciones de las variables, Entonces

Hamo a X reducible,

XI1. 51 ta matriz A es no-negativa indescomponible. cntonees la funecion
entera X es nreducible.

En X = PQ aparece la variable real s,,.. sienda X una funcién lineal
de xa.,. Por timnto. x,, pucde aparecer sobunente en nno de |} os factores:
P o Q. Pucde aparecer Ty, >uz-- Tpy o010 Py Xty - - dun on Q. Con
relacion a aguellis cantidades r.). .0,z 0 - Fon quie no son palas, X es una
funcidn lineal homogénea. Por tanto. todos aparccen en ol mismo factor,
los cuales «stin determinados por o, en P, st o £ s v en Q, enando

ohs




a > . Sin embargo, se eumple de oy rog - aege Limo a Jos indices o
1o homogdncos, simo = m y ¢l otro > m, pero homopéneos cuancdo ambaos
son = m oo mnbos > . Sioa y 9 son no-homopfeas. entonces aparece o,y
en B o en Q, pero entonces no aparece o X = PQ. De donde se signe. de
pasoe, qne 0 < m < n.

Por tanto = 0. Cuando poer, 7,- -« 10s 1 - 2 (icdices snpoeriores. entonees
en X apaecen los elementos o, Fpadier - . N ey g M 23, SON ddistintos
e cora. . En general, si o, no son 1odos identicos, ol produaeto

CIClCO i g T o - T = ().

Un producto tal permancee invariable par una pernmuitacion ciclica de los
Bajo la suposicién hecha de gne tos indices Ao s pueden s
si o = A entonces ol producto es iguad ac e (g s - - 0a):
Horee - - - ). B este vaso, la e
opa paara un prodhera ciclico de

indices
no-homopéneos y
¥ sia 3. entonees eos jgnal a (o
mostracicn de esta afinmacion seri
tnenos Factares, enyos iudices 1ados se annlan v naorodos son homoge,

Nioo .7 s0on o honogoneos, entonces g = (b Por tanto,

PR O = 0: o bien. . !

RSN

3 s enogenerandl e sl et a0,

~r R

0. Por 1ante, taunbién (Z.r..'.-'...v) (E R ,\..-l,...) =
S A
Peory

o
e T ]

0 o bien .

. sobre todo.

&) (1)
Tnadan

.o par tate: o bien las cantidades o, 28 0G0

nnlas: o son nulas las cantidades

p B -
Tiden o ffin - Jiic: L j{v

itivos. entonees se sigite -por ol

Si anadimos las variables con yvalores pos
teorema IV- que A, y por tanto X, es descomponible,

Si ahora se descomponen A, Az Az - -+ 8 resaltan descojuponibles. en-
tonces se descompone X en los determinantes N Vo Ny, - - - . siemdo éxros
irreducibles y pudiéndose caracterizar eada 1o de elles en los elementos prin-
vipales que aparecen en ¢l. Puesto que estos factores son irreducibles y. por
medio de X, estdin completamnente determinados. entonces se pnede descom-
poner también la matriz A sélo de nmma forma: en partes indescompaoniblc
En un determinante se puede llevar, por medio e enalgiier permn
(tampoeo cogrediente) de los renglones y colummnas, los elementos de o

[
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e, esto se de

stravc con bhase en

miembro a la dingonal. Conscenente

Ias clise

siones acerca del teorema 1.
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m Dises Kinra,

sugesithaele Rolls epislea die aogensanten pagren Graphen: ein Graph
wisd o bestichuet, falls jeder geachlossens Linisurug, der ave minen Kanten
gebildet werdon kam, eine gerads Auzab! von Kanten enthill (. B. du
Huolenastem des Waefels),

Eix Graph i dons und nur damn cin pasrer Graph, womn man
scine Punkle g0 in sieei Gruppen serlegen kann, daf nur Punkle verschiedener
Gruppes unmitidbar (durch cine Kante) verbunden sind,

In der Tak: int eine Teilung in swei solche Gruppen mbglich, wo ge-
biren die Puckle jede geachlowensn Knalentuges alucechseind der einen
uad der snderen Gruppe n; der geachlossens Kustentug muB slao cine
gersde Ansabl von Kanten enthalten. Und umgekebet: ordoct ma dio
Ponkle, wuf eivem belichigen Knntenzog fortfabrend, abweckselnd der
einen oder anderea Gruppe 21, 20 kagn dies nur dann 2u cinem Widerspruch
fabres, falls man auf einen geschlossenen Kanlenzog gestoBen fnl, der eine
ungerade Anuabl von Kaalea enthilt, (Diea gilt such fir nicht suiam-
mechingends Graphen, our ist hier die Einteilung der Punkle in zwei
Gruppen nicht eindsulig beatimmt )

Auf diese Weise kionen die ,uichd wusammenbingenden® und die
opanten’ Graphen symmelrisch zueinander defniert werden, da man dis
aicht susmmenbingenden Grapben such dadurch charakierisiersn kano,
a8 ibrs Punklo 10 in awei Gruppen geleilt werden kinoen, daB aur awei
Punkte derselben Groppe untereinander vumittelbar verbunden nind.

Die Gesamtbeit G, gowisser Kagken dea Graphes G, wird als ein
Falor k* Grodes von G bezsichnet, weno von jedem Punkls von G
gemay k Kenlen von G, cosleuflen. Ein Faktor £* Grades jst selbst ein
regulirer Graph k= Grades, sein Puukle stimmen mit den Punkten des
upriinglichen Grapbes Gberein. Gewinsé Kauten von G bilden alio dann
einen Fakor ersten Grades, weon jeder Punkt von G einmal nod sur ein-
mal #ls Endpuskt dieser Knslen vorkomnt, Ist G regolar und n* Grades,
w0 bilden diejenigen Kaaten, die in einem Fuktor 4™ Grades G, nicht
entbalten oind, einea Faklor n — £t Grades, G, . In diesemm Falle selat
man rach Petersen:

=G0,

Ebenso defiviert man dus Zetfallen eints reguliren Graphes in mebr sl
wwei Fuktoren, Stals int die Sawme der Grade der Fakloren dem Grade
des uraprilaglichen Grapbes gleich. Iu Folgeadea wird besonders die
Lerlegung einea vequlires Graphes in Fabtoren ersten Gradea bebandelt
werden,

Jeder Graph zweiten Gradea beatebt aue einfachen (doppelpunkis-
Tosen) geschlouenen Linien. Dissor besitzt, wia man sisht, dwno (und our

o

Grapben ued Meogealebre, 5:«& < l
* o
)

duan) sinen Faklor enten Oradey e i g
. , wenn alle 4
ting gerads Anrall von Kuptan eathalien ) " bl Lings®

Alt eing Verllgemei i ir (lgondon.
S Bemeinerung dicser Taluche werdon wi folgend, "

o
A) Jeder paare regulire Graph besitst tinew Faktor ersipy Grades,

Diesor Satz ist ing unmitfal,
o b milelbars Folge dus folgenden (der jedoch qur

B) Jeder paure repilare Gragh oo i
i repdare Gropk k* Gradey serfelll in & Fabioren
Dierer Satz wieder ergibt sich

sln eine Folgs des folgenden:
C) Laufen in jedem Punte an e

. dies
laufen, stes cersehicene Indizes erhalten, 4 en Bt

st 0 dor Tat eing unmitielpar
e cinct reguliren Graghs £ Grafe g
dixea je einey Faklyr ertlen Grajey MHLT;. ‘
Fiir dea Baweis doy Satzes () i
. : ) wollen it dis Methode 4 3
::liansl:dn;xkhun saweaden, die, obawar wie boj giger Bn:hr;;i'l;m::}
" ;M)Ivem.gt, fie den sligemeiveren Sayy 0) nnmitlclblrgzum
e bt st die Anaalt der Kugten Sk 10 it der Sats watnnfih
rnc};ng. Wir nelxm‘en £10 a8, dad er stels richtig ist, wenn d; Tald
< ;::uund bewsisen ihn fur den Graph G mit NK;nten, -
8t aus G irgend eine Kagte, ¢ e
TR u '
‘n.!ulrh:h chenfills paarey — Graph ¢, :qun“lé:nolc;n mlicth;u:nhz ltr::'_
; m;'d..im Satze €) ‘eatsprechenden Weisp verpeheg werden Irﬁm;::'
d.nm ndizes denlfn ir an den Kanten yop ¢ angebracht Verbi dA
dwﬂ Yeggelnn.cne Kante ¢ die Punkte 4 uag B oo ist ex eratens :“ I;I' ;‘
l :r'gend ein Inder weder in 4 (4. b an einer Kante die aach '(»éulil)'
4 3

e Falyo dieses Satzes, Jy
Kanten mit deaselban .

°} Petersen, ). ¢, §. 135
") Nimet meo ndwtich dea Satg A i
) ¥ lnicht
Z,, nm:: Fablor etalen Grades G, val it £, :(?Kc:u. Iz::.:‘.’.f ;lph I“{';Gt:n.
g LT ‘~-|‘ -y
=60,y Faoren enteo Grde iad; enils

b ! - e cicem Salte von Pl .

;'.uD:‘n ,.',: ;",'r:}’.:. :u:: :u:l u;hl-u.d den Fall eiver nogeraden G:quhll:l:: d?u::
o ¥ aer folgenda Beweis, der uuch gy llgeei

fabet, int jedock mafacher and gachy die Untencheidusg diever f::"l';::?uﬁ:: :::




e Diésmt Ndwaa.

o geben, da in O bichstens & — 1 Kantao nach Jj ~ und ebenso such
mch A — laulen), komnt in 4 vor. Sei weller ,2¢ ein Indes, derin 4
nicht vorkommt. — Sei bun A4, dis Kanlo wit dem Index 1% Even-
tuell gibt en eivo Euate 4,4, wit dem Jodex 2% dann viellsicht eine
Kaots 4, 4, mit dem Toder 1Y, eine Kusle 4,4, mit dew Index 29 mum.
Wir bilden dissan Alernisrenden” Weg A4, A, A, - 80 weib als pur wdg
lick. Er ist — oach der Wabl der Todizes 1 und ,2¢ — eindeutig be-
stiomt Auf diesem Weg kano man keineo Pugkt aweimal erreichen,
dean wirs A, der erate Pazk, der schon einmal pussiort wurde, so mflen
in 4, drei Knoten mit dea Indizes 1 oder ¥ vorkommen. Aber such

;-oach 4 kann man nicht surdckgelaogen, da dort 24 gar nicht verkomat
und ,1° (wit dor Kante 44) schon beautat warde. Endlich keon maa
wf dieses Weg nicht nach B gelanges, dean diea ¥dnate aur mit siner
¥unte vom Tndex .2 gescheben (19 kommt in B oicht vor) uod donu
whrde der Weg von A nach B sine gersde Antabl von Kaotes eotbalten;
wit dor waggelnasenen Keole ¢ ummuengenammeo wirds dieser Weg —
iim Gegoutnts zu uneren Vorsusselzungen — eizen geacblonenen Kuglan-
1eg voo G mit usgerader Eantenzabl ergeben.

AAyAy-+ 4, ik dlao vin doppelpunkloser beiderseia offener Weg,
dor don Puskt B micht enthilt, und deasen Kanton sbwechselad die
Todizes ,1* und ,2° tragen. Wir vertaurchen non die Tndizes 1 vod 2
sl don Knoten dieses Weges, ohae dis Indizes dor Gbrigen Enoten 10
fadero. Dis Verleiluog der Indires geotgh auch nach dieser Vertaurchuog
den Forderuageo. Mun sieht dus vaittelbor sowob fir dea enten Punit 4,
von wo su unaprloglich keine Kunle mit dom Tndor ,2* suslief, wis for
dis ‘oneren Puakle 4, und wuch fir den Endpunkt 4, von wo keine
weite Kante mit dom [ndex 0¥ oder 2 sustaufen kaan, da sosst vaser
Weg vicht in 4, enden kbuote. Nun baben wir aber erecicht, dab der
Todox 1 wuch o 4 sicht webr vorkomat, 10 dnd er der weggelsnaenen
Kaate ¢ togeordnot werden kenn.

Damit sind der Ssts C) und slao wich die Sitze A) uad B) be-
wiesen.

Deror wir sun 2a den Anweadungen dieser Unterruchungen suf die
Detorminanteatheoris und Meogeolebra Gbergeben, wollen wir noch er-
wikneg, 408 uoser Sats B) in engew Zunmmenbang it einem bekanaten
Problem der Analysis sifus selbat stebt; dies st dug Problem des Korien
farbens. Des bi beutrotsge uobewiesene Pierfurbensale beaagt folgendes:
JHaa kaeg dan Lisdern éiner ebeaen Barle o ¢ine von vier Furbea stels
sef solehe Weine zuordgen, dub vwei Lander, dis eine germeinname Greot
linie haben, immer verschiedene Farben erbalton Maz kaon leicht sthes,
48 man sich auf den Fall beschrioken kasa, wo die Grenzen der Karte
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einea regulicen Graph drilten Grades bilden uod duga it der Viesfarben-
stz dem Teitachea Satzs Knuinlent?) dor bengt, dad i solcher Onph
st‘ch in Faktoren ersten Grades erfillt, Nattrlich braucht durem noch
vicht jeder Graph dritten Grades in drsi Faktoren 1 serfullea, donn 6in
Graph kaos our dann als das Greszopatem einer ebenen Klrh’lnguebeu
werdon, wenn er folgendo awei Eigenscliafien besitat: 1) er 188t sich auf
der Ebene (Kugel) #0 zeichuen, dud dabei keins (nenes) Bebnitipankte
aulrelen ud 2) jede aeiner Kanten gebdet einem doppelpuoklalosen g
whlotsenen Kanteozuge sn Ohue diese awei Einschriokungen inl der
Taiteche Stz (Tait bat iho oloe diese Einachrickangen aigesprovhen
ufz'nl aly evident erklin™) gur gicht richtig, wie maa durch 1wei Boie
#piels xeigen kano.**%) — Tat ber ditser Graph ein pasrar Graph, g0 st
vach dem bewiesenen Sales B) der Snlz auch ohge dinse m‘i Eip.
achrickongen richtig Allerdingy exgibt dies sichts Newes fir dus Problem
der K}rlenﬁrbonv, dn in diesems Falle— wis Kempet) bewiesen bat — nicht
our v sonder chos drei Farkea wunrsiches. Fir das aligemsine Problem
wirg sicherlich ein wichliger Sehritt gotan, wen es — und ywar io eine
facher Weus — lagen wirde, dia Graphen von der Eigemechalt 1)
durch. ioaere(kombiratorische} Eigeaschaften der Graphen ru charsklerisiaren

Dabei winde jedenfale der Ealersche Polyedersatz eine wicktige Rolle

spielen.t)
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Anwendung auf Delermfoanten,

Dio Faaren Graphen kinnen mit den Delerminanten aur gnsen oder
vefllfn }Alemfnkn o eogen Zussmmenbang gebracht werden wnd gmar
it Jen Eigenschaften dieser Determizanten, dio nar vom sboluten
Hluluga ihree Glieder ohbiogen und unsbbiogig sisd von den Verusichen,
dis den Gliedern qugeorduet werden. '

Wir wollew ens 2unichat mit solchen Delarminasten

De=

Veschalligen, wo dic Elemeate a,, nicht negative ganze Zablea wind. Der

Dige U . oot
. 52. !xc::”.Luunnchungu tiea tunszmesgestelll & B, Lo Wemicks (Mth,

ol ;bilm;hiul Mugszioe (8), Bd. 17, 8. 30,
9 Dua aine st ein merhwirdiger Graph vov Petersen {lotarmdinire d
- e Nalbd
outicieas B4, 8, 8. 928, dus nodece 1. B, 4ia Graph {sbecfalln drittea Grades) von

Syleeatet (sbedruckt ale Figur 1t s der Sers erwit i
boten Arbeit
1) Am. Journ. of Yath, I II, 8 135, 7 i o Pl

) Dies habe ich o wei in ungurischer § i i
gocikcber Spracha envebienence Arbaiten vt
tutht (Hathematikai do lerméaneliudonitopi Frterits 1) 29) 1 fvia
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qudratischen Matriz D kaon mea cinea puaren Oraphen G folgender-
maben mordoen, Wir lsssea den Reibea von ] govwiss Puskts
EREAEES
vad den Spalten ebeafalls » Punkle,
By By,
uls Pugkis van G entsprechen und varbinden joden Punkt 4, wit jedf:m
Puskt B, durch o, venchiedene Kaaten. {Es knon 2, auch f‘hﬂ[ wein)
Zwei A-Purkle und awei B-Puokis werdeo unmemnn\lcf n\'cmlll vor-
bueden. Der durch D volkommen bestimole Graph G u% i der Tat
vin paarer Graph, dn wof jedems geschlomenen Eantenzug die P?nk.le 4
und I abwecbnlad sufeissnder folgen. Dio Zall der }unl:n, die in d,
oder I, rusemmantaufon int gleich dor Summe der Zlallc, lutv [l S]\.llla
vou D; G ist also dana und pur dasa regulir, wenn j!do' Reibe und ]ed{
Spalte 1on D) dieselbe Summe ergibt, — Da weder el Ay nocl’: e
B-Puskte untersinunder unmittelbar yerbunden sicd, kuuu‘cn dic Kacten
cines jeden Faktors eraten Oradee von G folgeadermaden hextichnel werden:
AB, 4B A ()

*0

(TR IREN}
ene Permolation der Zablen ,2,+0+p» bedoutet, Dieses (K) i.ﬂ iy
und pur dann wirklich ein Foblor ersten Grades von 7, wenn jede der
Zahlen "

By B 0 At

d.h. day Produit

L TR

von Noll verschieden int Diesen Produkd int sber nichls andsres, als —
1o Voritichen abgaseben — ¢ia allgemeines Glied son D. Dia bun nach
Salz A) jeder regulire puare Graph einen Faktor enaten Grades besitat,
yind wir 10 folgeadom Determinsalentales gemhvt w?rden. "
D) Wenn in ciner Delerminante ous wichl wealisen [ga.n:m] Z 1
jede Reibe wnd jede Spalle dieslle pusitive Summe ergitt 30 18 teenigsons
‘i Glied der Delerminante von Null verschieden. . !
Nur fir dea Fall, dad dia Elements ganso Zablen sind, wurde ‘dltlﬂ
Sala bewiesen, mea kanp aber unschwer seigen, dad er l'u:h ‘fﬂr ralionale,
wogar {ir reells Elemente ghethaupt riddig bleild. .Ng*h" .Elcmtnl!
Jiclon jedoch nicht zugalassen werdes, wis e1 2 B die Determinante

00
00 I
11 -1

4
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zeigt; jedo Reibousumme und Spaltensumme b hier 1 vad doch ver-
schiwinden alle secka Clieder.

Wir wollen uny noch mit dem spetiollen Fall boscbiftigen, wo die
nichiversclwindendes Elenents gleich 1 oind. Dann Nifk tich dno Dber-
oinstimmen simtlicher Heihene und Spallensummen such so susdriicken,
1lad jeds Roihs nnd Spulle dieselle Anzald von Nullen euthilt In diesem
Pallg entsprechen verschiedenen Faktoren ersten Grades von G verachie-
deno Glieder von 1. Tha weiter das Verachwinden oder Nichtverschwinden
dor Delerwivantonglieder nicht vom Werle der nichtrerschwindenden Ele-
uente sbliingt, ergibt Satz B) den folgenden Satz:

E) Ist die Aneabl der michtcerschuindenden Elemente in jeder Reihe
und Spalte ciner Delerminante genaw gleich ¥, so g es wemigstens k wicht-
verschicindende Nelerminanienglieder.

(Diese k Glieder kimnen stels 30 9ewiMlt werden, dap jedes wickfoer
schuindende Delerminanlenelement in cinem wnd nur einew dieser Glioder
lhalien 56

Die Fraga, wnon e gensu & und wann es mebr ale & nichtrer-
schwisdends Glieder gibt, iat Mir ke ) trivial, und konn fir kel
mit Hilfo des entsprechenden Geaphes sofort entschieden werden. Schon
fir k=3 fahrt ohor dicso Frage (d. 1. die Frage, wie viel Faktoren
ersten Grades ein puarer Graph dritten Grades besitat) auf viel schwiorigare
Untersuchungen, die such mit dem Vierfarbeosslz in enger Detishung 0
sein scheinen.

Man kaon die hier gefundensn Determinantensites (baw. den Sats B)
aurh %0 inlerpratioren:

¥) Sind auf siner quadralischen Tafed mut n! Feldern kn Figuron 50
aufyestells, dafl jole Reibe wnd jede Spalte genan & Figuren enthil (dabei
diirfen mehirere Fipuren auf demselben Felde stehn), so enisteht diese Kowe
Fouration stels durch Ulerlagerung ton k sdlchen Konfigurationen, in denen

Jade Zeile und jede Spalic genau eine Figur enthilt

Eine saaloge taterpretation kann auch dem Satze C) gegeben werden.

§3,
Uocndlicho Graphen und Auwendung auf dio Mengenlebre,

Die hier gegehenen Untersuchungen und Anweadungen der Theorie
der Graphen setzen eienthich par keine geometrinche Anschavung voraus.
Anstalt cincs Graphes hilten wir immer von eiver Menge von I'saren

©) AB,CD, AF, -,

dio Kanten geasnnt wesdes, sprechen kinaen. Diese Paare werden aue
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gevinea Elomanten 4, B, G-, div Pockis goant warden, gebildel
Nur mub maa bier fur die Elemeate dor Monge G verschiedens Multiphi-
sitilen salassen, dem Unitands eatsprochend, dab diesetben xwai Punkle
durch mehrore Kanten verbunden seia kbanes. Alle unsere geometriachen
Begrio (ummeshiugender Graph, regulirer Graph, Grad wnd ge-
schlossencr Lisitazag eines Graphes usw) kinnen rein abatrakt wit il
der Menge (7 doficiart werden, clie da wir uns auf geomelrische Anschas-
ung atlbeen mlssea. Diess Bemerkuog isk wichtig, do, weon man sy vin-
wal asguoomaen bat, oichts inm Wege steht, g ,Spracke der Graphen”
sach dan ga bendtzen, wend die Mengea (4, B, ;) und (AJCD AL
vicht ondlich, ja sogee vou belisbig grober Machtigheit sind. Es wire
Uberfitnig fir diese yuoendlichen' Graphea die Regularitit, dio Graduald,
dis Faktoren, (geschlonsoue) KantenzOge, uaw. basonders 2u defiieron. Wir
wiedorholen nur, dab ¢in’ Groph dana somsmmanliinged genaaat witd,
fulls mas von irgend tinem seiner Punkie 2 jedem anleren durch eine
sndliche Anakl seiner Banten gelangea kann®). Die Tulasche, dab auch
tin unendlicher Graph aul eindeulige Weise in susammenhingende Teile
serfilt, Yann obre jede geowetritche Anchosung leicht Lewicson werlen.
fodem can die Michtigheit der Meoge dor Punkle vad der Menge
Jer Kanten keiner Einschrinkung untermicft, verallgemeinert man nstdr-
Yich io hobem Mabe don Degrif des Oraphea. Nur eme Eioschrisking
wollea wir auch weilerkin beibebalten: wir werden uos such i Folgeoden
sur it wolchen Graphen betchiftigen, wo die Amalil dor Healen, die
im selbes Punkte rusammenlaufen, unter einer eadliches Schranke bleilt
Dann werden wir suber den achon belisodelten endlichen* Graphea our
soch wit ,sbeiblbares® Graphes (a0 wollen wir die Graphen mit ciner
abaihlbazen Menge von Kanten kure bereicbuon) 2u tuo haben. Es gilt
simlich der Sotz:

0) Bleld die Anaahl der Eaelen die i selben Punkt zusanmenlaufen
fir cinen Groph G wnler ciner endlichen Schranke b, 50 ecrfillt G in end:
liche und abeiblfure Tule.®)

Ei genlgt 2 zeigen, dad wean G such russmmenbiogend ist, er
eadlich oder sbziblbar sein muB. Dies ist aber Mar. Durch ¢ine Esate

o) B i ielleicht pickt Qherbluip w0 arwdboea, dab die Auwage tio
Puskt 1351 vich aas eivta naderss dureh einen Weg cutndlich vielen Knoieo
enrcichea® Leinen Bioo babea Yazo. Dis Worle durch wodliche Anaabl seiner
Kroten kinsen bie o dureh & Werle .l aensa Eaoten® eraiat werdeo,
Auch jder geckineas Eaateane tists Graphes buebt o ton aicer endickes
Aazadi ros Kaslea,

+) Ea geatgt achon, wena 1042 por vorsusselat, &a8 in
liche Azald oo Knsten zunsmmenluofes.

jrdesa Punit eive ead:
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I:nmhmnn ll.l]l irgend cinew aeiner Puskts P hichalans h Puskle erteichen,
turch zwei hichstenn A% ... dureh v Kunteo b i
der Punkte, die man lll’l P4 A tsaniiid e
; urch eine endlicks Zahl von K,
reichen kann, d 1 dio Menge si 0 e
X Menge siuntlicher 'enkte von , iat af i
oler shiklbne Dyan o satdel i Koy ot
o ,,.:m mub natielich auch die Meoge der Kasten ondlich
o l.mlvrvnlrn smendhchen fGraphen sind nch denjenigen enten Graden
tv‘n.lm Kanles eline Zusammantany bestehen) atirlich dis Gruphen
m:lu t Gu:xdlflhrhuh einfachsten. Diese serfallen v geachlopsens Livien
einer eadlichen Kantensahl und fn beiderseits iny Unendl
u adlchen nendlich 3
:I:f'ntbe Linien rfut abadblhar uneadlich vielen"l(nnun. l::. :l::“::]eh
p,::;::. Grnl]lL'I ;nk prarer Graph, 0 ist offeabar jeder dieser Teils dPu
zweier Yakloren ersten Crades, also®) much J
Fir den Grad 2 sind also dhe Silae 4 D s
bt ind also die Sitre A) und B) aueh fiir nnendliche
-l U |Iuch Ut?!picle unendlicher Graphea Liheren Grades 20 geben, soll
- I'rrwuhnl sti, dub s cheno qundratische Gitter einen unendli’then
eguliren meh vierten Girades reprisentiort. Das ansloge rivaliche G
bildy int i unendlicher Graph sechsten Grades )
. -
“ Uuser Salz G} ist von Yeduulung, weun man die Graphea i der
l.c;ngmlshr; nx;\lremlrL Er LBt in manchon Fillen day Problews auf end
iche und wbzabll; i .
e e Mengen redvaieren, wie sich dun in dem Folgenden
" \\}r \.vollz‘n simlich jetat die Methode der Graphen auf des Beweis *
auf wine Verallgemei By
e R des folgenden Silier®)

) Dieser Schlut iab unberech i
ek i ah underecltigt fir den, der daa Zermelorshe durcahlpringip
* Din Geltingen 1501, sbgadruehd i
., stgedruekd i Matb. Ann. 61, 5. 117, Dar Dernates
: : L5 01, ein.
;:::!ll;-;l.l nl‘u:h webon fir deo Fall wea ¥ {eigeatlich wird vou Bu-nn::‘i: l::x
Mi‘: d: n;.h;lk;hzh dargortell) recht Yomplisiet, (Die folgeade Cberlegung ot
sereo Ball durcly uomilteilare Amichanusg) Naidrlich int di i
KO il ot i P s Lot Wl G s
i 7 ¥ 4 i
B:A'l g ng.llm:bl doth such fir desienigea laleresse besitaea, der die Zlmtlmh;
vem‘:"d. nm:ulnl:; hcl:‘dm wit d Zermolobe duncaliprianip keiowesgy 2y
idea veroueblon. Wit Lenctien aber pur die tinfachilen Degri
Iehes (Menge, Elewsat, A el
et e, ot, Abitdung) ued der Ordoungabegrill apielt is comtem De-
" Der Aasi
- Llldv Aqnmlc.nnm der Meagenlebre, der elenfalls vou Dermalein seent Lo
h‘h,,nw“-! e, m.l tich et ilfe dew GrapboabegriBes sbeofalls i rackt amschoe
ol tine beweisen, 1o der Tat besutat der eicfachla Deweis itses Satam, dra
b ri;ll f;ge'fn “'f {Comples Rendur, DJ. 143, 5 110}, i Gruode gesommen, d‘imn
. Da Tiegen jedoch dis Verhltaine so aigfach {en wilsde nur von (;n;hl
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Sind m und n belichige Mickigheiten wad v eine endliche Zabl, 5o
flgt aut

sty

ymeyn

nma,

Taben dis Mengen Jf uud N die Michtigkeiten m ?md "0 besng‘t'
die Gleichuog ym = vn, dad diejecigen zwei Mcngrn, die aun M und
eatateben, wean man ello Elemente durch v nnchm!zn.u E!:menla emelat,
civander Gquiratent sind, Obos den Begrilf der Mic:hgkm 39 benutaen,
kaon slio dieser Satz folgendermaBen formuliert wer -

")l) Stehen suei Mengen in umbehebarer (1, v)-Relation sucinander, 50
sind sie Gquiralent. .
ermfruullen cunichet den Begriff der amkehrbaren (1) ‘llclnlwn
geoan definieren. Wir sagen, da I xu N ic einer (1, v}-Relation teht,
wenn jedem Flemente von M, v Elemente von ¥ enlap.red.nn; dian
brauchea jedoch nicht v vernchiedene Elemenle von ¥ 20 acin, mdfm‘ mr
dur Zwordnuag eias H-Elementer tu eiven N-Elements sine Multiplisitat
quorduen. Dab dem Elemests o von 3 sus ¥ ¥ H]:menl‘e esteprechen,
soll also stele 10 verstanden werden, dab, wenp dem ) Elemente a aw
N die Elemente

L (xg)
totsprechen nod diese Zuordnungen der Reibs aach dis Multiplirititen
fdeeend

besitzen, dann fir jedes Element o von M
st5te by

iit. Eine solche Desiebung von Af wof N wind o wmbchrbar g:?n:n(,
wean dis Unkchrung dieser Relstion, dia dis Elemeats von X' den
Elemocten von 3 zuordnet, ebenfalla eine (1, ¥)-ilelation ist E.mu udm»
kebrbare (1, s)-Relation bat alse dio Eigenschalt, dab, wenn e‘mtu. er
X-Elemento die dom Elemente o von M enteprechen, b int, 0 ud Tlmu
der M-Elemente, die dem Elemente b von N entsprecben, a; vod diewe

i Deziehungen haben dicselbe Multiplizitit.
" l;]:]:rb U:uhnd bat ur Folge, dab wan die uvmh)\rbm: (L, v}Re
lation aweier Meogen 3 und N (ron der Mickiigheit m bu‘.n) ofer ~
wan dusselbe ist — die Richtigheit der Bezichung m=yn, i0 saschay:
licker Weise durch einca paseen reguliren Graph reprisentierea knan,

weilen Grades dio Rode uein), do8 o0 sls ﬁbetrﬁllnig encbeiat, die szu?ululxr.::
Grapheatheoris su benlrea — Der Veruch, die dort gegebane xuu:»:- m:;:;:m e
auf den Beweis des oben erwbnten Bemiteinichen Sfllll sotuman ;n,

1 dea Unlenachongea, din i der vorliegenden Arbsit eothllan sind.

—
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Dio Elemente von M usd N werden selbut dia Puokle des 10 defi
viereaden Graphes sein; ein M-Purkt wird mit einem N-Paokt durch
¢ Kasten verbundes, wo s dis Moltiplizitit der (gegenseitigen) Berichuog
dieser zwei Elements bedeulel, Zwei MPunkts, somis swei N-Puskia
werden uelereinander niemals verbusden. Der w0 entatehends Graph ist
in der Tat eiv paarer Grayl, da avf fedem seiner geschlosenen Kaalen-
2ige die Ponkle ) und N abwechaelnd aufeinagder folgen und er int
such regolir, da in jedem reiner Punkts gonau v Kanlen zussmymen-
laufen

Nus zerfillt (nach Satz ) der Graph G ia endlicho und abzibibare
Telle. Sei G, ein beliehiger dieser Teile; weine Puskla sollen die Teil
weogen M, usd X von M Lew. N bilden uod o 46 "

nd n, die
Michtigkedt von 2, und ¥, Dagn iat

vy -y,
da sowohl dip finke, wie die rechte Seite dia Michtigheit der Mengo der
Enaten voo G, bedeutet. Hier sind aber m, und 7, endliche Zahlen oder
&y und da fir diesen Fall der Bernateinache Sata trivia) ist, 10 folgt hieraus
mau,
Devkt man sich dies fir jeden Toil von € aufigeschricben und sddiert
man, 00 ergild sich
oy,
wotiis der Bernaleinscho Satz vollkommen bewiesen ist,

Es entsichen aber groo Schwierigkeiten, wonn men zur fulgendey
Verschirfung des Satres H) (des Bermteivachon Sabaes) Gbergelt. Es
s¢i bier gleich erwibinl, daB es un nickt gelungen int diesen Setz im
allgemeinen zu beweisen

1} Sichen suei Mengen in ciner umbehrbaren (1, ¥} Relation sucinander,
80 91t es awischen ihoen auch eine umlehrlar eindeutige Relation, die so
beschaffen ist, dof sie nur solche Elemente einander sugrdnel, die auch durch
die gegcbene (1, v)-Relation cinander sugeordnel sind,

lo dem friker definierten Graph G Subert sich der Umstand, dub
awei Elements durch dio (1, v}-Relution einander entaprechen, dadurch, dad
die entsprechenden awei Punklo durch eioe Kaole verbunden sind. Der
Sate 1) emagt also citfach, ds G einee Foldor enten Grades besitat; er
wirde also bewiesen sein, wenn mau zeigen kinute, daf der Sats 4) auch
fiir wnendliche Graphen richig ist, (Nach Sutz ) wirde s gealgen Sutz 4}
ou noch flr shidhlbare Graghen 20 beweisen) — Auch umgekehrt folgt
wws I} der Sate A) far unendlichs Graphen. Dena Jeder paare Graph v
Grades kaon wlo ein solcher Graph entstanden godacht werden, der di
vinkebebare 1, v} Relation 2waier Mengen seprisentiert, Dies folgt daraus,
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98 —~ wio wir diea flr endliche Graphen schon swsgefubirt babea — wuch
ira Fallo cines uoendlichen pasre Grapbes seine Punkde 0 in 2wei Grup-
pen geteilt werden kinoen, daf pur Punkte verschiedener Groppes durch
tine Knate verbunden sind®).

Hierdurch bt sich Sabs I} mit dom fir endliche ond uneodiichs
Graphen formulierten Sutz A) dquivalent erwiesen. Auch dea Sitzen B)
und C) vind diese Silee dquivalent Deno uichd nor B) ist eine Folge
von C) und A) von B), wax fir uaendliche Graphen ebanso ersichilich int,
wis fiir endliche, sondern es gilt auch nmgekebrt, dab B) ous A) und C)
sus B) folgt. Nar letalers Bohwuptung bedurf eisea besonderen Beweises.
Wir beweisen sloo den Salr:

Der Sais C) ist eine Folge des Salees B).

Es sei G ¢in beliebigar paarer Oraph, der 10 beschaen ist, daf iu
jeders seiner Puokte bichateos & Kanton zusammentoufen, Wir erginsen
G folgendermaben xu einem neven Graph J. Wir nchmen den vunkien
voz G entsprechend jo einen neven Punkt na uad verbinden zwei weus
Puskte mit soriel Knoten uotereinnnder, als die eniaprechenden twei
Puskte in G verbunden #ind. Auberdem verbioden wir jeden Puskd von
G mit dem ihu entaprochenden neven Punkt durch &~ a Kouten, wo
a(gk) dis Zab) der Kanten bedeutet, die in G nach diesem G-Puskte
Iaofes. Aodere Puzkte und Kanlen werden nicht cingefthet Der a0 ent-
standens Craph it regulir, da in jedem seiner Punkle o + (k~e} e k
Kunten wnammenlacfen. Auch iet F ein paarer Giaph. Dies sieht man
folgendermaBen ¢in. Da G ein paarer Graph ist, lnssen sich azing Punkle
o0 i wwei Gruppes I und IT einteilen, dsl jede Kunte von & nur Purkte
verschiedener Gruppen verbindet. Teilt man nua dio oeuen I'ookls in §
oder 11 ein, o nachdens dor entoprechende G-Punkt 2u 11 oder | gebnl,
80 verbinden such dis Kanten von /1 nur Punkle verschiedeaer Gruppen
(1 und Il). — Nimot roan slso den Satz B) an, so zerfillt f in & Fak
toren ersten Grades. Teilt man jo einen von & Indizes den Kastea voo G
1, jo nachdem sie derm einen oder nnderen dieser Faktoren angehiren, 10
eotapriclt diesn Vertailuog der Jodites dem Satze €).

Wir wollea jotat endlich noch zeigen, daB es genilgen wirde di
Sites A), B), Cj uad 1), die sich einander als dquiralent erwiesen habes,
f0r den Fall 1o bewsices, dab die Graduabl in A) und H) {baw, dis Zsbt4
ia O} uod die Zsbl v ia 1)) eine Primuab ist. Dien folgt fir den Satz A),
alss cuch fr dis Gbrigen drei, uomittalbar sus dem Salze:

K) Wenn jeder paare Graph p* Grades und jaler paare Graph v

) 2ottt der Geaph i wocodlich vies Teils, 00 brancht mas su dissem Scblud
witder das Zormalonshe Awwalpnnzip

Graphea ued Meogaslebrs. 485

Grades cinen Fablor ensfen Grades besitl, 56 hnt auch jeder paare Graph
w¥* Grades einen solchen Faltor,

Nehmen wir dig Voraueselzungen dieses Satsen an vod ex wi P ein
Leliebiger Punkt eives belisbigen paaren Graphes G, pv Grades, Wir
etelzen P durch y Punkte P, 1, .. + P, uud Rbsen die uy Knalen, die
in G oach I Iaufen anstatt von P nach den Puskten P, und 2war w0
taunsd in belebiger Weisc), dad in jedous B (i 1,200, 4) genau v dieser
#v Kouten wpsammenluafen wollen. Fibrt meg dies fur jeden Punkt von
G vus, 00 erbilt man einen Graph G, v Graden; und dies int ebenfully
¢in puazer Graph, du jodem geachloneaen Kantenruge von G, ¢in ge
schlostener Kuntenaug vou & mit dersolben Kaptentab) entapricht Nach
unserea Voraumsetzungen Lat also G, tinea Fektor enten Grades G,
Vereinigt mau nva wieder die Punkte PuByo B 1 jo einen Puskie
P, wolureh man aus G, den wrsprloglichen Graph G yurackerkalt, o
gebt G, in einen Faklor G, u Grades von G Ober. Alv ein Teil vou G
ist auth dieser G, ein paorer Graph vad bat also, nach uoseren Vorsoe-
selzungen, einen Faklor erslen Grades. Dies ist nalfelich auch en Fokdor
enates Grades vou 5, womit Salz K} bewiesen il

[tnders ma dea arsten Tenl dienen Boweisen fast wirllich wiedecholt,
ergibt sich auch das fulgeae, teilwaise allgemeiners Resultat;

Resitat jeder paare Graph v** Grades einen Fuklor ke Gradis, 10 be-
st awch jeler paare Graph s Grades einen Follor yhoe Grides)

Far die Gradzabl 2 Yabew wir die Sitze A) und B) such for unead-
liche Graphen hew Es folyt also aus K) daB die Satee A),B),C) und
1) sickerlich rietiq sind, wenn die Gradzul (buw. die Zabl & in C) und
die Zabl v in 1) eine Potens von 2 is. Fir eine beliebige Oradzibt (ju
sogar schon fir die Graduahl 3 acheinen jedoch unsere Methoden nicht
suszuseicher, drotzdems man, wis wir saben, sich auf abuiblbare Graphen
besckrinken kann, Die vollitiadige Induktion, durch die wir den Satz C)
far endliche Graphen bowiesen haben, versagh sofort, weon der Graph na-
endlich viele Katen dat

Die Resultste diessr Arbelt wurden am 15, Novembor 1015 der
Ungacischea Akndemis der Wiseaschafien vorgelegt.

Budapest, Oktober 1915,




1 SOBRE GRAFICAS Y SU APLICACIONES
EN LA TEOR‘.I—A DE LOS DETERMINANTES
Y LA TEORIA DE CONJUNTOS

por

Dénes Kanig. Budapest

El trabajo siguiente se ocupa de problemas ded analysis situs, de la Lcoria
de grificas. de los determinantes v de la teoria de conjuntos. ¢l concepto
de grifica es el eslabon. a traves del cual estos problemas estdn interrela-
cionados. A través de | a geomédétrica del método de las griificas.
aqui se planmean tambidn algunas soluciones a cuestiones actuales a sabor: se
mostrara la equivalencia entre Las dos formas de plaanear el problema.

41,

Graficas'

Dado un ndmero finito de pumos, se pueden elepiv ciertos pares ¥ univlos

por meelio de una o vari istas (fini
form.- de esta manera se deline como una grafice.
a grifica se llama conrra (en si misma) en caso de que sus aristas?se
puedan extender desde cualquicra de sus puntos. hasta cnalquier otro. 5
la grifica no es conexa. entonces evidentemene se descompondrd en partes
caneras. En o trivial de esta alinmacién reside Ia ventaja de las aplicaciones
(algebraicas) de las griaficas. Si de cada punto de una grifica parte la misma
cantidad de aristas, entonces la griafica se llama regular y este nimero cons-
tante sc define como el grado nh‘ la grafica regular.

Un importante papel desempenan las lamadas grdficas pares. Una grafica
se define asi en ¢l caso en que cada una de las trayeciorias cerradas que

s). En general. una figura que se

s a

! Petersen: Die theorie der reguliren Graphs. Acta mathematica, Tomo 15 (1891), pp
193-220.

2S6lo los puntos supuestamente oniginales (vértices) se conaceran como “puntos” de la
grafica
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1 SOBRE GRAFICASY SU APLICACIONES
EN LA TEORIA DE LOS DETERMINANTES
Y LA TEORIA DE CONJUNTOS

por

Dénes Konig. Budapest

L2l trabajo siguiente se acupa de problemas del analy<is situs, de la Leoria
de grificas. de Jos determinames y de la teoria de conjuntos. el concepto
de grifica es el eslabdin. a 1raves del cual estos problemas estian interrela-
cionados. A través de la evidencia geométrica det métado de las griifica
aqui se plantean tambicn algnanas soluciones a cuestions
mostrari Jla equivalencia entre Lax dos formas de plamecar o} problenia.

actuales as

Grificas!

PDado un nimero linito de pumos. ¢ puceden el
por medio de una o varias ~tas {linitas). En general. una figura que
forma de esta manera se define como una grafica.

Una grifica se llama conera (en s misma) en caso de gue sus aristas?se
puedan extender desde cualquicra de sus puntas. hasta cualquier otro. 8Si
la grifica no es conexa. entonces evidentemente se descompondrd en partes
concras. Fn lo trivial de esta aflirinacion resicde la vent de las aplicaciones
{algebraicas) de las graficas. Si de cada punto de una griifica parte la misma
cantidad de aristas, entonces Ja grifica se llama regular - este numero cons-
tante se define como el grado de la grifica regular.

Un importante papel desempenan las lamadas grdficas pares. Una grifica
se define asi en ¢l caso en que cada una de las lrayeciorias cerradas que

,
i
yl. ;
i

it ciertos pares v unirlos i

e i

}Petersen: Die theorie der reguliren Graphs, Acta mathematica. Tomo 15 (1891), pp.
193-220.

?S6lo los puntos supuestamente oniginales (vértices) se conocers
grafica

como “puntos” de la



ya un namero fijo e aristas.

puedan dibujarse, desde sus aristas. contenga

Por ejemplo, el sistema de aristas del cubo.
t'na grdfica cs, entonces y s6lo enlonces. una grifica par, st ~¢ pucden
unidas solamente a traveés de los puntos de

dividir sus puntos en dos parte
cada una de las indivisibles (por medio de una arista),
IZn efecto, si es posible una division de grupos. entonce
a cada arista de la trayectoria cerrada periodica. la cual pertenece a uno u
cerrada debe contener también

=i xe+ ordenan los puntos en una

Jos puntos pertenecen

otro grupo. Cada vértice de la trayectori
un mimero par de aristas. A la invers
determinada trayecioria dirigida, alternando uno v otro grupo. entonees se

puede llegar a una contradiccion. en el caso de que sea hallada una 11ayec-
toria cerrada gue contenga un pimero o impat e aristas, (FEsto se canmnple B
Hicas disconesas: soliment e gue L division de los puntos. i

tarnbién para las g

- en prupos. no es especiabmente evidene),
e esta forma. se pueden defini Jas graticas
simétricas. unas respecto a la otras. 1al commo se puede caracterizar
por la mismia razon: sus puntos se pueden dividir

volas griticas

“disconex

“parves”
a las graficas “disconexas™
en dos grupos de tal modo, que dos pumos ron del misimo grapo sdlo siose

unen inmediatamente. unos con otros

La totalidad G de tales aristas de Ta grihe
k-e’simo grado de G, si de cada pumio de (5 salen kb aristas. Cuando de
cada punto de ¢ parten las aristas de (G U factor de A-dsimo grado es una
grafica regular de A-dsimo grado. si sus puntos coinciden con tos puntos de
la grifica original. Ciertas aristas de (7 forman entonces nn factor de primer
grado. si cada punta de (& aparece una sola vez como punto final de estas
aristas. St G es regular v de n-dsimo grado. entonces las aristas que no estdn
en un k-€simo grado forman un factor de (n-kj-c’simo grado. Ga_i. En ese

_se denominag comeo factor

caso se escribe, segiin Petersen:

G =Gk

De esta forma, se define la descomposicién de nuna grifica en nuis de dos
factor: La suma del grado de los factores siempre os igual al grado de la
grifica original. En lo sucesivo, trataremos especialmente de la division de
una grafica en factores de primer grado.

Cada grifica de segundo grado consta de lincas cerradas simples (con dos i
puntos). Como se puede ver, ésta posce un factor de primer grado cuando, i

2




1o de

rraclas contengan un gBInero ex

3 s6lo cuando. todas estas lineas

arista

Como una generalizacion de estos hechos, demostraremos el siguicnte teo-

rema
A) Cada grifica regular par pos

cee un factor de primer grado.
iste teorema es consecuencia inmediata del siguiente (el cual. ~in em-

bargo. aparenta ser mas citado.?
B) Cada grdfica regular de k-csimo grado se¢ descompone cn foctores de

promer grado.
Fste teorema es nna consecuencia del siguiente:

') Si en cada punto dc una grifica par convergen, a lo mids. k arislas,
Ao tal

entances se pueden ordenar las aristas de la grifica cada indice
convergen cn un punto. sicmpre s~ olitengan

forwa. que dos aristas. qur

Freelices dife rentes,
F1 teorema 13) es. de hecho, consecuaeneia inrned
que en ol ecaso de una grifica regular de &-csome o

indices forman un factar de primer grado.
Ia demostracion del teorema C) queremos aplicar e} indtodo de la
in campleta. aunqgue éste. POr una restriceién, falla para 131 Pero
a el objetivo. Si la cantie
verdadero. Supangamos.

i e enles tenrraenie, Vo

ristas con o

do. Jas

SIS
Py

indues
ol teorema general C) va directamente hac
aristas es < AL entonces o} teorema naturalimente os
n. que es siempre verdadero si este mimero os < Vv lo probansos pars

1d des

Gernk
la grafica €70 con NV aristas.
Ormiftase de €7 alguna arista, r. Entonces se origina {(también pai. nata-
ralimente ) nna grifica €07 cuyas aristas, con los & indices del teorenie €7) de
ra correspondicnte pueden ser omitidos. Suponemos estos indices fijos
NV oentonces vemos. primeramente posible. que algan

ale de 1) o

it
para las aristas de
indice: a bien, aparece en A (es decir, en una arista que se s

APetersen, I, c., p.195
4Si = supone que el (eorema A) es verdadero. entonces la grifica €4 e A-csimo
G = G1Gi-y de la smsma forma

grado tiene un factor de prmer grado &, y es =

Gioy = G4Gunz.Giaz = GG1GY---G* =), donde factores de primer ¢4

tores de primer grado. Al final, tenemos que Gi = GGGy -GV s

factores de primer grado. Para un nimero par & se sigue el tcorema B). inm

de un teorema de Petersen (1.c. p.200). No s dificil tampoco demostirar o «

nimiero pnpar. Nuestro teorema, que conduce a resultados generales, sencillimente hace
casos.

¢ son fac-
ctoriza con
mente
»oade un

aria ln investigacwn de d

e




bien, regresa a #3. En este caso, podemos ordenar el indice de una arista e »

nuestra meta esta aleanzada.
Nos podemos resiringir, por tanto, al segundo caso: un indice (por ejemplo

“17) que falta en /2. Puede darse tal caso, puesto que en G hay, & lo mds, &—1
aristas desde 2 v, también desde A hasta A -). Sea después 27
un indice gne no aparcce en Ay sea ahora 211, la arista con ol indice #J
Eventualmente, existe una arista 4,12, con indice 271 v entonces. qui
existe una arista 1,00, con indice “17: v una arista Agels. con mdice <27
ctc. Formemos. con estas “alternadas™. la trayectoria [\Weg] ot -
conio sea posible v hagaimosis bien dofinida. despn

sintismo,

a.

tan larg
fndices

Con esta 1ra)
el pruncr punto por
aparecer Tres aristas,

puede regresar. p 1o que ally
AAy) va se wilizé, Finalmen e, no se puede Hegar mediante esa trayectoria

desde A hacia /3. pues esto podria suceder solo con una e las aristas de
(717 aparece en £2) v entonces. contendrra a la trayvectoria desde
a /2 un mnnero par de aristas. Con la arist® omitida o0 cn total seria
cloriy (eh conlraposicion con nuestra suposicion) ana trayectoria

pues serfa
A, deberian

nzar an punto dos veee
unta vez. Entonces. en
Pero tambicn. desde 1, no se
=17 (con la ari

toria se puede aled
Joque vaose paso

con mdices <17 o 2
no aparcce en absoluto s

indice
A hac
sta ity
cerrada de €5 con un munero inpar de aristas.
Aty -, esl por tanto. a ambos Lados
ambos extremaos.  Por otra parte, trayectoria no contiene al punto /£3.
cuyas aristas alternan los indices " sélo sustituyendo los indices “17
¥ “27 de estas aristas. sin cambiar los indices de las aristas ni la separacion
de los indices, segian el cambio de ) Se¢ ve esto inmediatamente
para el primer puntosl. de donde no sale una arista con el indic 27 para
el punto interior A,: ni lampoeco para ¢} punto final -1, . Jde donde ninguna
arista puede salir con ol indice ~17 o “27. puesto que de lo contrario npuestra

una trayectoria abierta por

hipdtes

trayectoria no podria terminar en .
Asi hemos llogada a que el indice
que entonces la arista ¢, saliente, puede agregarse.
Con ello se demuestra el teorema ) v, por tanto.
A) y B).
Antes de pasar ahora a las aplicaciones de estos estudios. en la teoria de
matrices y la teorfa de conjuntos, querenios mMencionar que Nuesiro tecorema
B) estd en interrelacidn estrecha con un problema (hasta hoy no demostrado)

de modo

tampoco aparece on

tambidén los teoremas




de coloracién de mapas, el teorema de los cuatro color s: “Se pueden ordenar
los paises en un plano siempre mediante cnatro colores de tal manera. que dos
cilimente

n frontera commin tengan colores diferentes”™, Se puede ver 1
que pucde distinguir el caso donde las fronteras del mapa dibnjan una
grifica regular de tercer grado y. entone | teorema de los cunatro colores
es equivalente a la proposicion de Tait.” que dice que una grilica tal siempre

paises

see descompone en factores de primer grado,
Naturalmente que no se necesita descomponer cada grifica de tercer grado
en tres factores. pues una grifi o podri considerarse comoe un sisterna
de fronteras de un mapa si se cumplen las signientes dos propiedades: 1)
anisferio. que con ello no puede aparecer
2} eadi una de sus aristas pertencce
Sin estas restricciones. no o
Shas pesttieciones v ha

1 s

puede mostrarse entonces, del p
ningiin punto nouevo de interseccicn
a una trayectoria cerrada, sin puntos dobles,

it lo B expresadao sin
atrarse por edia de dos epemplos.
mpoce os verdadero of 1eorema

dlida la proposicion de Tait (71
ac lo lo pertinente).™ comao pucde n
Pero annqgue esta g SO Par. entonces
iones. De todias mancras. esto no noplice nada nuevo para
a e on este caso. como lo ha demostrado
w sino tres. Para ol problema general.

~ ximiple, se

he

sip estas restr
el problema del mapa coloreado.
s ssitan cuatro color

Kempe® no se ne

serfa seguramente un paso hacia adelante sic en un sentiddo n
tiene éxito en caracterizar las griithicas e la propied. ! Trave
identidades (combinatorias) internas de Lo prifica. Pl parece e jugaria
tee papel el teorcma del poliedro enleriano.”

de las

un importa
L]

Ann. 38, p.

“Estas mvestigaciones fueron reumdas por Wermeke. entre otros ( Math

413).
S Phitosophical Magazine (5). T. 17. p 30
TUno de estos ejemplos es una curiosa grifica de

p. 225) y, el otro. una figura (de tercer grado) de Sylvester, repro-

Mathematicrens, T 5,
ducido como figura 11 en el ya varias veces mencionado trabajo de Petersen.

8Am. Journ. of Aath., T. I, p.193
9Esio0 lo demostré en dos trabajos en (Mathematikai és
ttudomdnyr Ertesitc T. 29).

Petersen (Intermediarie de

lengua hangara




APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES

Nevadas a una relacicn estrecha con los deter-
1eros o reales que dependen

1.1

Las grifi pares pucden s
minantes. siempre que contengan elementos
del valor absoluto de sus términos y son independienies de Jos signos. los que
Independientemente de Jos signos, queremos

son agregados a los elemnentos
ocuparnos de tales determinantes

12 = ol imyz
ros enteros no nepahivos. De la omatriz
dlica (5en la siwviente forma: Jos ren-

los elementos a,x son anim
ada 1) puede oblenerse una g
de /). como n punos, los consideramos coma

dond

~ colunmas, también como n puntos,

13, 43y, - 12,

Estos puntos serdan los puntos de 5.0 Lucego unimos cada putito 23 con cada

ro /. por medio de diferentes aristas ag (e, puede ser nulol) Dos puntos
tro. La pgridfica determinada

dat

pu
de 1 o dos puntos de I nunca se unen uno con

por medio de £ es. de hecho, una griifica par. pues en . yectoria cerrada
lox puntos A ¥ £ se alternan. El minero de aristas que converge a -1, o
es jgual a la suma del i-csimo rengion: es decir. la k-dsona cohnmna de 0.
G s, entonces » sélo entonces. regular, si cada 1englin v cada columna de
L produce esta misma suma. Como ni los puntos ) i los 72 se combinan
directamente entre si, entonces puede demostrarse ue las aristas de cada
uno de Jos factores de primer grado de GG aparecen combinadas como sigue:

Al AaBy .- AL ML
(K,

donde
(61,42, .05 4n)
2 Fsita (K,) es, entonces,

2,.....0,

significa una permutacion de los nimeros
en realidad un factor de primer grado de G, si cada uno de los nimeros

LR TTRA - PRI P

6



es decir, ¢l producto

GYyy 2y T,

S OTTO que un
ne un

es distinto de cero. De los signos ya vistos. este producto no
término general de 12, Como por el teorema A) cada griifica regular 1
factor de primer grado. obtenemos ahora los siguientes teoremas D). K} v F)

sobre determinantoes:
D) Sien un diterminante de nmiimervos fenteros) no negativos, cada renglon
y cada columna tiene una suma posiliva. entonces s diferente de coero un
te€rmino del determinanie.
S6lo en ¢l caso en gue los elementas scan enteros
teorema. pero puede no ser dificil mostrar gue es verdadero también para
nimeros racion mimeros reales. No se permiten elementos

ativos. como o muestra ol determinane:

ar este

les oanclusa. par.

ne,
00 i
[ o o0 1
-

Cada suma de renglon v de columna agqui vale 1 A adin asic se anntan todos

los seis elementos.

Ahoras gueremos ocuparnos det caso espec
negativos son iguales a4 1. Eotonces tambicn se pucede oxpre
la igualdad de Las sumas de columnas v de renglones. que cada renglén v
En este caso. correspon-

al donde los clementos oo
ronediante

cada columna contiene ol mismo mimero e ceros.
den diferentes 1érninos particulares de primer grado de €7 diferentes de D,
Comeo la no nulidad v la nulidad de los términos del determinante siguen sin
depender de los valores de los elementos no nutlos, se desprende del teorema

B) el siguient e 1corema:

E) Si la cantidad de clementos no nulos, en cada renglon y cada columna
de un determinante. s exactamente 1gual a k, entonces al menos hay k ele-
mentos no nulos del determinanie.

(Estos clementos podan elegirse de tal manern, que cada tevrmino del de-

tos (Crminos. )

ferminante no nulo ¢ st contenido e uno, y solo en uno, de ¢

El problema es irivial para & = L. cuando hay exactamente & » cuando hay
mas de k términos no nulos. mientras que se puede decidir rapidamente para

= 2, con ayuda de la correspondiente grifica. Para & = 3
lleva (es decir. el problema de cudntos lactores de primer grado tiene una

te problema

T




grifica par de tercer grado) numceraosas
aparcce el teorema de los cu .

S puede interpretar tamnbién el teorema del dere
el teorema B encontrado agui) comao:

arduas investigaciones, en las cuales

tro color

cular.,

ninante (en part

F) Si en una cuadricula con dos campos s colocan ku figuras, de modo
que cada vinglon y cada columna contengan b figuras. cntonces pucdon po-
nerse m (figuras en el misma campal. Entonces « sla configuracidn se obtien:
por midio de la superposicin dv b de talcs configurerones, en la cual cada
renglon gy cada columna conticne unu fiqura.

Una interpretacidn andlopa pucde d, rse al teorema ),

1.2 GRAFICA‘S INFINITAS Y APLICACIONES A
LA TEORIA DE CONJUNTOS

La investigacion dada agui » lia aplicacion de la teors
supone ninguna idea geométri
de un conjunto de pares

de grificas no pre-
o lugar de nna grilica. podenios hablar

(C

A CD: AE: - - denominados aristas. Estos pares se construyen a par-
tir de ciertos elementos A, /3. ¢ L Hamados puntos. Aqui’ se permite las
multiphicidades de los elememon del conjunto 67y
dos puntos pucden estar

1 ciertas circunstanc
Todos nu
tros conceptos geométricos (grafica correspondiente: grifica regular: grado
¥ trayectoria cerrada de una grifl ete.) pucden deflinirse en forima abs-
trac uda del conjunto (. sin que debamos apovarnos on conceptos
gemétricos. Este comentarioes importaute, pue

as.
s0CH

sdos por medio de mas ar

con

10 que podemos considerar c)
“lenguaje de grificas” para ser utilizado en aquellos casus en gue los canjuntos
(A, B.C....) ¥y (AB, CD, AL ) no sean finitos, incluso si son de cualquier
potencia mayor. Parece especialmente superfluo volver a definir, para es.
tas grdaficas “infinitas™: la regularidad; el grado: los factores; las trayectorias
(cerradas): ete. Repetimos: una grifica solamente se llama conexa en caso de
que sc pueda llegar, desde alguuo de sus puntos. a cualquier otro, por medio




dee un mmimero finito de sus aristas.)® 12l hecho de que tambicn awa grdfica
tfinetea se descompone de manera elave e n partes coneras. pucde tleimostrarse
cilinente sin ideas geomdtricas.
Mientras no se sujete la potencia del conjunto de vértices v ] conjunto
de aristas a alguna restriccidén, se generaliza aGn mis y de manera natural
¢l cancepto de grifica. Selamente gueremos advertir que en adelante nos
ocuparemos solamente de aquellas griificas donde el namero de aristas gue
convergen al mismo punto tiene una cota finit en cuNo caso e solo nus
referimos a las grificas “finitas™. sino tambicn “nnerable
con lo que queremos describir brevemente a las grificas pur medio de an
conjunto munerable de aristas. Se tiene el siguiente teorenta:

) Sl niimie ro de aristas que convemmen al mismo punto. parve una grdfica
una cote b finita, entonces (5 se descompone cu paites nwume rables

a.
a las graficas -

€l terne
vy itnddast?

Fox suliciente anostirar que. si
Pero esto ex claro. Por medio de una

puntos 22 a lo m
1o aristas. a lo m a h
desde 720 por anedio de an ndmero finito deo
total Jdee pantos de 60)) es tambicén finito o numerable.
que o] conjunto total de aristas sea finito o numerable.
infinitas. después de las de primer grado (cayas aristas
matoralimente las grificas de segundeo pgrado son Jas mi
ctorias cerradas. con un mimero finito de arist
{=en corrientes infinitas™), con un mimero inhinito de
aristas. Si la grifica de segundo grado es nna grifica par. entonees o~ evidente
que cada una de estas partes del producto tiene dos faciores de primer grado
V. por tanto'? esto ocurrira para la grifica total. Para ol grade 2. tambicn

se cumplen los tearemas AJ y B3) para grificas infinitas,

O COTe ita o nerable.
ista. se puede ir desde vno de sas
sde chiis mediane
Za T

a. debe ser fin

To mds. a b2y

El conjunto de puntos que se paeden aleans
tices {es ol conpanto

Fmonces. o~ patural

Fovre Tas e
no tienen el

s senollas,

se dividen en 1ray
trayectorias sencillas

arse de

T0Ta] vez no sea superfluo mencionar que 1a afinmacién: “un punto puede aleias
uno hasta otro, por medio de una trayectoria de infinitas aristas”, pusde no tener sentido.
“por medio de un ntimero finito de sus aristas™ puede ser sustinuda por ta frase

Ademas, cada trayectorta cerrada en una grilica se refiere eo

La fras
“en sts propias anstas”
1pso a un numvro finmito de aristas.

11 Es suficiente, ahora. suponer que en cada punto [vértice; N. del T.} converge un niimero

rmelo

finito de anistas
1ZFste término no es valido si no se acepta el Axioma de Eleccidn de

9




Para dar cjemplos de g

ficas infinitas de grado supe

jor, debe men.
cionarse que una red cuadrada plana representa una grafica regular de cuarto
grado. La fignra espacial andloga es una grafica infinita de sexto grado.
Nuestro teorema G) tiene un significado particular. sj xe emplea la 1coria
de las grificas en la teoria de conjuntos.
algunos casos,

El problema se puede reducir, on
al problema de lus conjuntos mnmerables o infinitos. comao
muestra on lo gue viene a continaaciéon.

Queremos l‘ll||)l('ill‘l *
generalizacisn del

el imdétodo de las grificas e n L demostracion ¥ en la
iguiente 1eorema de Bernstein

Sa pura cualisquicra poloncias moy w oy v oun nimero finito.
sigue que

cnfonees s

Iz n
SIpre que

m o= n.

Siteneiios gue los conjuntos A/ v Vtienen tas potencias m & oo entonees
la ccuacion 1 = o signilica gue aquellos dos conjuntos. los que se originan
de Ay NVal sustituir todos los elementos por medio de v elementos diferente:
son entonces cquivalentes unos a otros. Sin usar el conceptao de potendi
tamo s puede formular este teorema., de la siguiente maneras

H) Se hay dos conguntos oo (1.
vale nte s

a. par

1) srelacidn rociproca. cntonces son ¢ qui-

e doctoral (Gottin,

de Bernstem er complie

1190 unpresoen Math, Ann Glop 117) 1
fa. e luso para el caso » = 2. (Bernst
1o La sigmiente rellexion arregla este caso, por 1 J
e este troretna de Bernsten es una consecnencia inmediata del teorema det
buen ordin de Zermilo Nuesita demosiracion podia servie tambuin para nquel proposito
suponicndo b demostracion riselo. a pesar de que no buscunos utilizar el Azioma
de elecrron e este autor. Utilizaomos solamente los conceptos mas basjicos de
conjuntos (comunto, elemento. fu
papel o0 nuestra demostracion

v oremn de equivale
se puede demuosirar con ay
clara. e hecho. utiliza
dado { Cumples Rendus,

v deostrace

n solan

ta teoria de
ci6n). en donde el concepto de orden no jucga mngtin

r1c1a de rongumos (que se demostré antes gue ef de Bernsten)
4 de bos conceptos de graficas igualmente de ma
demostracién mas sencilla de este teorema, que J
1 110). En el fondo. tamé este concepto ¥. como los
argumentos son sencillos {(serian solo grificas de segundo grado). parece superfluo utilizar
la ternunologia de In teoria de grificas. La demostracion. segiin el método dado por nn
padee en la demostracion citada arnba. gue utiliza el teorema de Bernstein, me flevé a las
investigaciones yue estan contemdas en ol trabaj

10



eplo de () v) -

mente ol con

Quercmos primeramente definir ex
relacidn reeiproca”™. Decimos que M esti en (1.0) -relacidn reciproca
si a cada clemento de M corresponden ¢ elementos de WV dstos necesitan ser
v elementos distintos de N, mientras podamos atribuir una muoltiplicidad al
orden de los elementos de Af, con los clememos de N, FD gue o] elemento o
de M cortesponda con v elementos. a partir de V. pucde enunciarse
elemento ¢ de A7 L si corresponden los elementos de v

by by oo h,
(4 < v}

¥y este ordenamicento corresponde i Lo multiplicidad

PR BRI
entotnces, para cada clemento o de A
R e 4~ I3

inversi de esta relacion.,

acion tal de M ose Hawa tnvertable cnandao L
donde Joxs elementos de Vse corresporrden con los chementos de VL es mismao
una (1. ) 1clae Una (}. ¢} relacion jonvertible tiene, por tanto. la
propicdad de gue cuando unao de los digimos b, corresponde
al elemento o de A, entonces o os uno de las elementos de VW que corre-
I elemento b de N, por lo gue estas dos relaciones tienen la misma
sto tiene la consecuencia de que la (1. 1) relacion invertible
tivaamente). o lo que

Untar 1o

.
cmentos de VL

spanden
multiplicidad. F
entre dos conjuntos, M y N (de potencias m y o orespe
es loanismo. la autenticidad de Ja relacion v = wu. oninodo claro se puede
representar por mmedio de un par de grificas regulares.

Los elementos de M y .V son. ¢los mistos. los puntos de la grifica
definida. Un punto de Af se pone en correspondencia con un N\N-punto por
medio de s aristas, donde s indica la multiplicidad de i relacién (inversa)
de cstos dos elementos. Por otra parte, dos puntos de M nunca pueden ¢
tar unidos. La grdfica asi obtenida es de hecho una grafica par. ya que en
cada una de sus trayectorias cerradas los puntos .1/ v .\ (siguen uno a otro.
reciprocamente) y también es una grifica regular. ya q en cada uno de sus
puntos convergen exactamente » aristas.

1N




Ahora la grdfica G se descompone (segin of teorema (3)) en partes finitas
talquicra de esas partes: sus puntos deben

respectivamente de Moy Voo e

» numerables. Sea G una parte
formar los subconjuntos N, » N
iy las potencias de A,y ¥ Ny . Fatonce

an oty ¥

iy = vy

n la potencia del conjunto
o No M entonces. como

donde ol lado izquierdo v el lado derecho indic
istas de ' Aqun. e, ¥ ey son miumeros linitos
de Bernstein. de aqui gue

el ar
Jrav

este caso es trivial ol teor

1y "y

nostrado

con Jo que el teorema de Bernstein queda totalimente

vriginga ana gran diliculiad ~i0 como consecurncia del

Sin embargo. se
Se ha mencionado

1eorcina ). (el 1eorema de Bernstein) se transtorma.
aqur. igualimente, que no nos interesa este teorenia en peneral.

1) 57 sc tienen dos congunios en una (1. v) relacisn veeiproca veve rsible.
entonces resulta, entre cllos, tambicn una relacwin unrvoca uno a otvo. ta cual
~se obtirne por modio do la relacion (1. 1:) dada.

Con la definicion anterior. la grafica €5 expresa la cirenustaneia
dan unidos

que 2

clenentos correspondienmes. por medio de la (1. 0 relacion. g
FI teorema 1) significa tambicn, senoillanmente,
Quedaria tambicn demostrado, si

por medio de una arista
(e €7 tiene un factor de primer grado.
s piediera demostrar, que ol tearema A) tambicn o~ covdade ro poara yrificas
mnfimitas. (Segin la proposician G, seria suficiente ol teorema A solamente
para demostrar ol caso de las griaficas numerables). Reciprocamente, tinnbién

se deduce de 1) el teorema A)L para grificas inlinitas. En ese caral cada par
ada como una griafica furmada de

de grificas de v- €simo prado puede ser pen
esta forma, la cual representa la (1, ) relacién reversible de dos conjuntos. Se
deduce de alli que -y esto ya lo desarrollamos para grificas finitas . tambicén
para el caso de una grifica par infinita, sus puntos pueden ser divididos en
dos grupos, donde los puntos de grupos distintos se unen por nedio de una

arista.'®

1*Es decir, la longitud de )a trayectoria.(N.del T.)

198 la grifica se descompone en muchas partes infinitas. entonc
ic de el in de Zermelo

nuevamente se nece-

sita, op esta ¢ el p 7



Por esta razdn. se demostro que son equivalentes el teorema 1), formulado
para graficas finitas ¢ infinitas. ¥ el teorema A). IPero tambidn los teoremas
B) v C) son eq cia de
C), asi como A) de B} lo que es evidente para una grifica finita, sino que
taimmbién para graficas infinitas ) tcorema B) es conscenencia de A) v C) es
consecucncia de B Solo fa thima afinmacion necesita de una demostracion

ivalentes a exte teorema, pues no sélo B) os consecue

especial. Por tanto. demostramos ol teorema:
El tcorima €°) 1s una consecuencra del trorema 13).
Sea (C una grific
canvergen. a lo ma

par cualguiera dada. tal, que en cada uno de sus puntos
+ griafica M, de

la manera siguiente: tomamos los puntos de G correspondientes a un nuevo

sk aristas. Completamos 6 en una nue

panto. ¥ unimos dos nnevos puntos con tantas aristas conmw aris

as unan a
puntos en € Ademiis, nnimos cada punto de G eon ol correspondiente punto
nuevo por medio de A~ o aristac. donde o (€ A) es el animero de aristas
{(las cuales van. en L hacia estos (0 punmos). Ovros pantos voaristas no se
introducen.

La grifica cortespondienie e~ 1egular. ya que en cada uno de sus puntos
convergen o 4+ (A — o) = A anstas. las que van juntas Por tanto, A4 es
también una g
pue
solamente puntos Jde diferentes grupos. Se divide ahora o los nnevos puntos

dlica par. Entonces, i (5 es una grifica par. sus puntos se

fen distribnnir en dos grupos 1y 1 tales, que cada arista de 7 enlace

o biena L de modo
ax e I solo unan pruntos de prupos diferentes (1 v 1), Por tanto.
se toma ol teorema B) v se divide a 77 en & factares de primer grado y luego
se reparte. por uno de los & indices de las aristas de €50 si pertenecen a uno
u otro de estos lactores, lo gque corresponde a esta distribucion de indices del
teorema ).

Queremos demostrar. finahimente. que serfan suficientes Jos teoremas A),
B), C) e I). que ya demostraron ser equivalentes, en caso de demostrar que el
gradoen A)y BB) (¥ respectivamente el nimero &, en ) v ¢l mumero v en 1) es
un niimero primo. Esto se cumple para e} teorema A): por lo tanto. también
se desprende, pira los 1res anteriores. en forma inmediata del tcorema:

K) Si cada grdfica par de y— csimmo grado y cada grifica par de v—ésimo
tienen un factor de primer grado, ¢ ntonces licne tambicn, cada grdfica par
de pv— ésimo grado. un factor de cste tipo.

Tomamos como hipdtesis exte teorema y sea £ un punto cnalquiera, de
un par cualquiera de Ja grafica par (. de pr—¥¢simo grado. Sustituimos P

en 1y H. solo s el mencionado pomto (50 pertenece a

que, las aris

13
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de p puntos Py, 4%,---. P, y llevamos a las pr aristas en G que
corren de P, hasta P, y a traves de los puntos #. Es verdad, entonces ( en
cualquier caso), que a cada /2, (i = 1,2,..., 4) deben converger exactamente
v de estos pr aristas, si pensamos esto para cada punto de G. Entonces se
obtiene una grifica G., de »—¢'simo grado; v si esto os tambidn una grifica
par, entonces cada trayectoria cerrada de Go coresponde a una trayectoria
cerrada de G, con el mismo mimero de aristas. Segin nuestra hipotesis G,
tiene. por tanta, un factor e primer grado (5. Si ahora consider

cada uno como punto /% por medio de los
de ji—esimao

los puntos /. 1%, -, P,
obluvimos las griaficas 5, podemos ohteaer G en an factor G,
gradou. de . Como parte de (7. (0, 1también es una grifica par y, por nuestra
hipotesis, tiene un factor de primer grado. Fsto os naturalmente un factor
el teoremi IK) gqueda demaostrado.

de primer grado de (7, de oy
Alientras que Ja primera parte de esta demaost raciin casi se repite literal-
mente, o] siguiente teorema se obticne en parte peneralizado:
St cada grifica par de 12— csomo grado tiene un foctor de k—esino grado,
tmo grado ticnc un fuctor de phk—dsimo

tambren cada grdfica par de jri— s

grado.
Para el grado 2, hemos demostrado los teoremas A) v 3) tambidn para

grificas infinitas. Se sigue de K) que los teoremas A ) 13). C) e 1) seguramente
son crertos, st el ygrado (respectivamente, el mimero &k en C) y el ntimero v en
1}), son una potencia de 2. Para un grado cualquiera (incluso para el grado
3). no parecen ser suficientes nuest ros métodos: sin cmbargo, como vimeos, nos
podemos restringir a griaficas numerables. X método de inducciédn completa,
por medio del cual hemos deniostrado el teorema ), también sirve para
grificas finitas y es ,asimismo, valido para grificas infinita

Los resultados de este trabajo se presentaron el de novie
en la Academia lingara de Ciencias.

1 em

Budapest. octubre de 1915,

mbre de 1915,
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Gruppe B oder ciuer ihrer Rongonraten, s wd sorel e Galing
Jeder Komponente von ®, durch & el mul
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Cher erleghore Deteeminaulen

Sinungabesudte dry Boughe b Freulacen Abwlene dee Wisoenschelten su Bk
i {1917y

A Sl vinwe At Bler Nutrizen aus nioht nopusien Elarnten,

Stamgsherichte 1922, babe ih den Nat bewiesen:

4 Mie Elrmente viare Deteimaaents alen Grodes seien o wnabbingige
Vorabslite. S o e rinige der e Nl dnds s, dof die Duersninante
wisd lentivh oevseheindet, Dann Weild sie eine érvedusible Funktim, aufer
wenn fir civen Werl p Cn allr Elemete cersclsiniden, dir p /nlm il
= p Spallen goneinsnn haben.

Der Beweis, den ich dort fr |In.1:n Satz gepeben habe, lst el
binis, das sus verd Kigensehafizn der D:urnllf
annten mit nicht wegativen )'erznlrn fiehs, Der dementare beerh
dew ich hier Mir den Salz culmckrln werde, ermht sich gus hem,
Nilfusatze:

. IVnmmnmIJrlnmuwutrnlmbmhnllrI'hmlfmm
welehe p (g0} Zeilew mit m-p+ 1 Spoliem grmeinsam Aaben, 0
schindm olle Glieder der entickelion Delerminante, .

Wenn olle Glieder ciner Delerminante niem Grodes wd:wmdm [
tvrschucinden alle Ebrments, welche p Zrilm mit 1= p + | Spulien. gemein-
sam daben fir p == 1 wler 2,7+ olor 1.

Gelegen!icit

§u
Wenn ine ciner Matrix aten Gedes W alle Elemente 2,4 einer
Heib serscliwinlen, s verschwiniet fales Gled der Determitante |,
wail joddes it Elemest dieser Reibe als Faktor enthalt. Da die bigen
sitae von der Reibenfolge dee Zeilen und Spalten uaabldngig sind,
~o beteaclte ich hivr Matrizen, die sich our durch diese Reihenfolge
wnterscheiden, als Aquivalent. ln der Nutrix M treane ich dic eesten
p Zeilen von dew leteten n-p wnl die ersin p Spatten von den
letten 5= p uid setze
AR 4

-l
i) M= ('lJ 3

B

v o

Cors Docpnes’
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Hier beseichnet A = 4, die Teilnatrix von W, die xn den He-
wmenten der ensten p Zellen und Spalten besteht, # = B, 0.y tlie Teil-
muteix, die aus den Elementen dee ecsten p Zeifen und der letaten
n-p Spalten beaicht usw. Ist pun /== 4, 90 ist jedes Glied von
]M ]. das etwa nicht verschwindet, das Produkt aus einem Giliede o
von A und einem Cliede d von 1. Wenn also in 1 woeli diee Elee
mente der letaten Spalte verscliwinden, so iat stets o = 0 und wlso
auch jedes Glied ad von | 3] Null,

Uie Eegebnis M0t sich tnkelieran. Dee zweite Teil des Nataes
st riehtig e p = 1), wewn alle Elemente ciner Zeile serschwinden
Wenn aber 2, vam Kull versehieden i, sa versebwimlen alle Glieder
von | M [, die den Eaktor ,, corbalten, also alie Gliedee der s z,,
kumplementiren Unterdeterminante g~ 1)zt Grades, dleren Matrix
X

Nun artime b an, die Beuongtung sei fur Deteemmanten, deeen
Grad & st sehon hewiesen (e Detenminanen sweiten s
die Elemente ciner Reibe versehinimlent

des milssen
Bane veeecliwinden in ¥ alle
Elemente, welche etwa die enten p Zolen mit den letten na -4t
Spalten gemeinsam halen: e s alwe B8 Daker ot jodes Gilied
voin W das Produkt s esnen Gliede o vun | 14 und emem Gliede
don [ 1. Wenu wun diese Feababte ad o, af -
alle Null sind, so iisen entweder e { '

tigaden o, lie verschwine
dea alle Glicdee ddee Deterwinate |4 [, Do dewen Grad pSw sk,
s ist fiir sie lie Behwuptung el hewiesen, es ist abo

LS A
A"’=If7 (H

Frrt eppegn

wa @ qer =1 ist Demuach ist

LV A

- ler die

< simtlich verschwmilen,

'
LR T A
L Y N

Hier verschwinden alle Elewste Jder Matrix

n.. l} v,

Prey
3lko auch alle Elemente dee Matsix
Q! rte

Das sind albe Elemente von W, wilehe die erten g Zei
Ietztenn -4 41 Spalten gemeinsarn haben.

,

w3

fa

Aus dew Hilfwatze 11 engilt sich leicht der Saz £ Die von
Null verschiedenen Elemeute £,; der Determinante sten Grades | f |
seien nablugige Vecdulerliche.  Wean nicht | ¥ } =0 ist, w0
il ein Glied der Determinante von Null verschleden sein.  Dureh
Unistellung der Spalten kv ama errelchen, da0 dies dua Disgoml-
whied 2,2y, < X, st

Die Determinante wige v ewet Fabtoren cerfallen. Du sie in

beaug aul die Vagisbwln sines Rede eive Lomugene uare Funktion
int, s Wen (i

S T

der beiden Fakturen vorkowmmen,
Ex mbgen i Varialels der p ersten Zeilen im emsten Faktar vop
Kommen, alor wiclt i oweien, wed e Vanaheln der n~ p Jetatey
Jrifen tm rweiten Faktor, also nicht im ersten. Datn Sommen it
Ty Ly oee 1y, auel i Vagiabelo der ersten p Spalten i ersten
Faktor vor, nwl dic der Ietaten # - p Spalien b aweiten.

Ieh bevatee wn dliv Begeichmmg (0 § 1. Sind die Vaeiabely
antg 0 alle Null, 5o st der Sate richtig. 1 e, nicht Null, so komme
e Variabile, weil sic er aten Zeile angehiist, nicht i enten Faktor
au, wnl wril sie der ensten Spalte angehdrt, nicht i eweiten. Dae
e 5§ | von 2, wnablibngig, und lgich it die au 2, komple-
wenthre Untesdeterminante | ¥ | .. 0. Uailre Klewente abee unabe
hingige Veruleliche wive Null sudl, so verschwimlen ilre Glieder
sdmtlich.  Nach Sate H verschwindva daher in X, alsn aueh in W, alle
Elemrnte, welche y Zeilen mit s« g 4 1 Spalten gemeinsam haben.

i3

Aus dem Satze T eryibt sich auch Teicht ein Ergebals dles Hen,
Déws Ko, {'or Giraphen vad thee Ancendhng ) Detreminantenthenrie
rnd Memgenlehee, Math, Ann. Bd. 77

Wenns in riner Ih terminantr aus nicht negotivn Hemmten die Girofien
Joler Zeie vl jeber Spultr dieselle, ven Null verschindens Sumne haben,
w kénnen dhre Glider 1iht semtlich cerschiinidem.

Denn wenss alle Glivler von | W] verschwinden, so verschwinden
etwn dlie Elemente van i wonl ddie der Ietzten Spalte von 4, Halen
nan die GrdGen jeder Reite die Sumne s, 3o ist dix Summe der GroBen
dee p ersten Reihen, also dder Elemente von A und 2, gleich gz, and
elensn die Suine der Grofen der p ersien Spalten, slso dder Elemente
vou A wd €. Falgliels ist i Sunone dee Ebwente v 8 gleich
dee ater Elemente v 8, ul dda diese adle Nulk sind, wl jene nicht *



iegativ, b verschwinden ale l‘]""mli.m" €, hgavh adle Kheneute
., und ithin st 3 =0 )
o pll;: f’{::;:e der Giraphen, mitichs denon 1lr, Rhsig dbens uln;m
Satz abgeleitet hat, ist nach meiner Ansicht et wrudy qn--ug‘wlrx Il‘xlrla-
mitte] far die Entwicklung oler Detrrminantentheonir, llvll'M'lll h.] 3
fihet sie 2u einem gz apezicllen Satze van gerivgem Werte, Wy
von seinems fubalt Wert hat, ist i dew Satee W owusgespruchen.
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Cedichusiseede auf Leopald Keonecker
Albandhusges det Koaghch Preuackes Abadenie der Wymenschaiten su Serhis
-2 (Y

Fnr den Verlust, den lie niathenialische Section der Akademie in den funf-
aiger Jabiren durch Jacoli's Tod, durch Dirichlet's Weggang erfulir,
famd Ne bl glinzenden Enatz in drei Minnern, deren Ramen die Ge-
wchichte der Mathewatik sets unter den ensten nennen winl. Jeder Mathe
matiker vt Kuminer's lkabrechende Sehdpfungen in et Zablen-
throric und ist it sinen schonen Untersuchwngen in der Liniengenmetrie
vertraut. Jeder kewnt die grundiegenden Areiten von Welerstrafs in
der “Theorie der Functionen nnd wilnligt seine fruchtbare keitische Durche
masternng des gessmmnies Frbdes der Analysin. Ungleich acliwener bt es,
Kroneeker's Siellung in der Wissenselnd kure und zuteelTend 2u ketine
aeichnen, wedl dlie weittzgenlon Entdeckungen, die th druersden: Rghm
sichenu, wieht i dets Rabmen ciner cinzelnes mathematisdien Disclplin
Vlate Rudew. An Vieitigheit drs Talents, aw Sclrfe dey Urtlieits und
an der Fahigkeit sich mch i cinen neven Gelakenkrels einzuarbeiten
hat i keiner Gberimffen,  Aler 50 hervormgend auch aelne Leistungen
auf den vereliiol Gebieten der Grifsenfurschung sind, s0 reicht
er doch in dor Analysis an Canchy und Jacobi, in der Functionens
Whenric an Rivmann wnd Welerstraly, in der Arithmetik an Dizicklet
and Komaner, in dee Afgebes an Ahel und Galuin pieht ganz hrea,
Aus diesem Grunde st seine Bedeutung nicdd selten von solclen Gelelirten

erwlatet worlken, et

e sieh har auf cingelae diesce Disciplinen
enstreckten. Die stauade Bewundening der eosten Mathematikes aciner Zeit
vrregle er dadureh, dafs e i zuent uach Gnufy In weiterem Unifange
gefang, mit den Ergediicen der modeenen Arithinetik au einer Zeit, wo erst
aehe weriige ein volles Verstindnife dafiie gewonnen batten, die Algebra und
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Al final o
demost e
I Las cdementos de wn dotermenonte de n-€sitmo ordon ~cvian de u? rave-

i trabajo Sobre suatvicos de ddomentos no nogativos 19120
I teorema:

ables sndependivutes, N1 ~o hacen algunos squalis o covo. de tal formwo. gque
D dets enionants wo sca cdeuticane ute wulo. e ntonees quida aneg funeiin ove -
ducible . a e no~ que parva un valoe p < o todos los clemoutos ~o analon. oy~
p oprimeros toonen cn comin oo pocolunmnas,

ueial, que sededuce

Laslemostracion. gque di alli, es unoresultado circuns
de las identidades pertenecientes al determinante con ¢lemenos 0o negativos.,
La demostracion elemental. que aqni he desarrollado para ol 1eoren
cumple del Jema:

H. St en un determmmante de u-simo grado todos sus clomentos se anvulan.
el detervinante tiene en comun p(< 1) renglones con v - p + 1 eolunmnas,
cntonces ~« anulan todos los clementos del determinante dosarvollodo.

ne

Si todos los clementos de un dote rmmnante de n-csimo grado se anulun.
eleme ntos. que tienen en comin porenglones con
to2 .. on.

cntonce s st anulan todos lo:
n-p+ 1 eolunmnas pura p

1.

Si en una matriz de n-dsimo grado se anulan todos los elementos o,y de
wla elemento del deterrmminante (W], porque
actor. DPPu

un renglon. entonces se anula «
ada uno de los clementos contiene este renglén. como un

que el teorema de arriba. sobre ol orden de los renglones » coluimn

)}




independientes. entonces considero a las matrices. que se distinguen sdélo por
medio de este orden. ¥ que son equivalentes. En b omatriz M oseparo los
primeros p renglones de los altimaos 10 — po v 1
Gitimas # — p v hago:

primervas p cohmunas de las

A H - . RA T —
(1) e = 00 ey R
D Ay Mmoo
Aqui A = sopdesigna a Ja submairiz de ML que const . nentos
de las primeros prenglones v columnas, 13 = [3,.,-, designa a la submatriz
que consta de los primeros p renglones v las iltimas ¢ — p eolumnas, (e Si

ahora 13 = G entonces cada eleme
de un clemeno de A v oun elemento de DL Por 1
el determian se anula el clemento
sienmpre se o 0y por tamo. tambidn e amthis cadi e
ad de [M| .
El r¢ sanvertirse, La sepanda parte
dadero (para p 1). sitodos los elementos de un renglon ~c¢ anulan. pero si
a, oes distinto de cerol entonces se annlan todos fos elementos de (ML los
cuales pertenceen al factor 1, que se complementan con el subdeterminanie
de (n -1)-fstmo grado ruya matriz es N
Ahora supongo que la afirmacion sea verdadera pa < Cuyo
grado ¢s < n. va demostrado (para determinantes de scgnndo erado. deben
anularse los clementos de un rengléng Fatonces seannlan on Notodos os
clementos. por ejemplo. jos primeras porenglones con las dltinas 0 — p —
p =+ 1 columnas que 1ier
eso cada elemento o de JA] v o chanento o de (D] Sioestos productos
ad.ad’ . ... a’d.a’d". . 10dos son nulos.entonces se annlan totalmente Jas can-
ridades a.a .o se anulan las canstidades doof |
todos las elememos Jdei determinante jA§. Pu,
entonces la alirmacion ya estda demostrada x es
>
P
pana-1 Speysy

o de ;M. gue no se anala. es ol producto
Blo. e A se anula

1 abimo renelin. enmonees

Sentonoes

unple gque o anento

sultado puaed breorema 1E es vor-

i determinante

n oun clemento en conrin: por tanto. /4 = 0. Por

~En e} prinmecio se anufan

Sto que su grindo es po< n,
. por tanto.

0. Por consiguiente

Pon-1 Qapmger fam—p
M= Rugoe-r Spcyp-g+1 Vpegin—r
Xn—pa=1 Yaeppenss Do

donde Q4 5.4

-
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En este caso se anulan tambidén los elementas de la matriz
’
Qap-ger-Lgmn-p-

Estos son todos los ejementos de M, los cuales tienen. en comiin. los
primcros ¢ renglones con las dltimas n — g 4+ 1 colunmas,

2,

ulta facil el teorema 1. Los clementos diferentes de
cero o, del determinante de n-rsimo grado MY sean variables independi-
entes. Siono es -JM] = 0. entonres un elemento del determinante debe ser
diferente de cero. A la inversa de Jas columnas.
mentos de la diagonal principal oy, .o

1 determinante se divide en
tas variables de una

Por ¢l corolario 11 re;

preden obtener los el

FUUIR SN

dos factores. Puaesto que con
serie os una funcidon lineal homoednea. cntonces pueden
1parceer s6lo en uno de los dos factores, Se sapone gue las v ahles de Jas
p primeros renglones aparceen en ol primer factor.es deon no en fos dos. v
las varviables de las dltimos o — p orenglones en ol s

no extan on el primero.
variabiles o

bacidon a

wando tactorn por taano.
»’ .
el primnes factor, v

Entonces aparecen con
las primeras p columnas
1 — pocohmunas aparecen ¢n ambos,

Alora ntilizo la nomenclatura e

tasnbién las

= ditimas

(1) 1. Si las vanrables de © son todas
nulas. entonces el teorema os verdadero. S r, no ex anlo, entonc wlta
osta iable no con el segundo. porque pertencee al n-dsrmo renglon. Por
esto [M} es independiente de los o,y Puesto que sus clementas no son sino
variables independientes

Por ¢l 1eor

© son cero. entonces se anulin tados sus elementos.
ma 11 se anulan. por Jo mismo, en N. entonces Tambidn ¢ anulan
cn M 1odos los elementos cuyos ¢ renglones gue tienen en comin elementos.
con las n — 1 — g + 1 columnas.

§3.

. Delteorema 11 se obtiene ficihinente un resultado del sefor DENIS K
Lber Graphen und thre Anwendung auf Detcrmnantinthenrie und Mcngen-
tehre. Math, Ann Tomo 77.

St en un determinante con ele mentos no-negativos las cantidades de cada
renglon 4 cada columna, tienen una suma difevents

de cere,
pueden anulurse sus clementos totalmente.

cntornces ne

T03



Porque si todos los elementos de [V ] se annlaran. entonees se anulaman,
tos de la ultitna colimbna de AL
uala s, entonces

“ir. Jos cleientos

por ejemplo, ¢l elancemo de B v los olemn
Ahora bien, si las o5 el {la renpglon viene la suma
la suma de las cantidades de los p primeros renglones. es de
de A y B, son igunales a ps. o ignahimente Ia sana de las eniradas de las
primeras p columr es decir, los clemenios de A v C Consecuentemente
la suma de los elementos de C es igual al de Ja s de los elementos de
B, Y puesto que extos son todos nulos, v los atros nossegistivos. cnlances se
anulan todos los elementos de ©, por consignienme. todas Tos clementos de la
Tante, IR

tal el senor K
» poeo adecnado para ol desarrollo de la

ima columna se anulan. v por
lLa teoria se graif < nediante |

de arriba, en mi opinion es un remned
teoria de las determinantes. En este coaso Heva a un 1eorcma iy particular

[speziellen] de escaso valor. 1o que tiene de vilor. su contenida, osti dicho

stp el ol veorema

en el teorema .

T
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