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INTn.ODUCCJÓN 

t:n el lrabajo prcsculr. rnc propuse <lar un pcqut~fio panorama acerca de los orígrncs y la. 
•~volucicin de los concrplos .&obre .. linealidad", en econornin y en malcmñl1cas, C'on la finalidad de 
c111nplir con el requ1s1lo de tcrrninn.r una Lcsis y Litularme. Pero siempre es riesgosu cscr1hir sobre 
alglin lema, puct> cn.-.i sicrnprc alguien ya cscrihió algo rnuy parecido a lo q1H• 11110 trnia planeado 
••y Ne ndeluntó". Por cllu. hl hay coincidencia con nlg1in autor que haya ahuftl;ulo o..•slr tema con 
nnto..•rioridnd, es purit co1nchlcncia ya l)Ue este Le1n:1 es uno de los mó..s desarrollado,... 

El trn1a c¡uc 111e propu&c prc!iCnlar tiene la finalidad de mostrar algunos de loi. rnodclos 
r•c-ondrnicos lineales ui.-i.. .. 1rnportunles y se puede..• C'llL'>ifkar corno "inlcrdihctpli11;u10" JHH•s trata de 
111t1•grar problcm;lt1ca .... c¡ur. son cotnuncs a la .. "i do& iircas 111volucra.da.s: eC'o110111ia y 11a:tlen1;itica..'i. 

J.a f!Conurn.in rnalt!UUlticn lineal es un 1irea interclisciplinnrin. q1u· 1•n1pl<-a h;i.sic-1unrnte el 
:ilg .. bra lineal. Sin l.'llll><,rgo, L'Spero que no existan puntos de vista qui? cn•1111 qu•· •·hta rarna tlf!Hc• 
"11111cha ... "i r11al1?1111it1C'1L-.", Jas que sólo "sirven para oscurecer el cnlendirnwuto ch• )o$ fenó111cnos 
1•ro11ün1icos rcnlc~". :!>' agrrguen quienes crean •1uc •·111atc1natiznndo todo". n·dundará t.•fl lllHl 
1n11yor objetividad El 1•rohlrrna es rnás cornpll.'jo toda\·ia (¡ue el decir, por •"J•·111plu. "':.i1ué111011us 
o•n <•I punto rned1Q·· Por MI parle, algunos n1atcrn•ll1cos <¡ue crean que <·i.to· • .u11po aborda sola
Ulrllll""sutuiL'> y rt•:.t;L-.. •1Ul7.<b alguna rnultipliC'ac-io:in o divisic>n" y nada ni;i..-. 1:11 ol rlL'> palahra..s, 
JHrllh,.11 r¡uc aplicou loL-. 111.alr1111it1cas al can1po <•co11ri111iro no o•s nui.s que 1111 fi;L-.r•' ,\ l~o 11111,.n•,..ario 
, ... irn•J .. ,·a11Ll.'. La d1M"llMt.0J1l c•staria abierta. 

J-:11 <'I conjunto do• la ••rononll•l rnalcn11íl1C';1, lo:. 1110.lrlus lin•!nles no ~011 :.11111 •·I 'c>111u•nzo •I<' una 
,,.,.ru• ,¡.. nn.:tudo& 11111~ ·-,,._.11c1ll11s" •le ernplt•ar La "<'onurnia 111atr.rn1ilica cn ¡.!;••1u•r;1J •'!'> 111uy a1n¡il111 
Pr·ru los 111odclus l11u•aJ,.:.,.on, <liga1nos, "rnorfelo» '.\l1ckC'y :\1ousr." <le la "n•alul.1d •"<"OllÓllllC'll", q111..• 
usan 111uy SC'fli"llnentt• lo:. golurrnos que hnn cdua<lo sus tabla.s Je ins111no-pru.!111·to pnra ll••var la 
rontab1hda<l de ~11:. r1•.sprcln.·;u; naciones. ·rodil'ltia un nU1nero s1gn1ficat1vo •I•· ,.,·01101111stn.s usan 
I~ 111odclos 11111tt•1n;i11roi. convencidos de <1ue le:. <1y11dar:ln en sus unál1s1s ••t·o11ó1111ros y en sus 
1u•rspcc1iva.s cJr 11onnat1"·idatJ, pese a que cl ;:irea dt• la planeacicin en econu11u·., haya r¡ucdado hoy 
r11 dia, la1nentalih•1111•11t••, 1~n la prehistoria, es tal vo..•z 1•1 ñrea rn.i..s inter<::.•Ull<'. 1"''º t•I probk•rna 
••s 1¡11i•'11 <h•beria plant•;ir lloy en díu se han gcncrahzado politica..<; c<"oncit111l·a.-. 11o•ol1heral•~S o 
~lunfiradora...<; dt•I 111;i.. .. d•·,.rarnado "capilaliMnu sah·aj1• ... 

t:n lo •1u•• rcsp1·cta a 11ucstra realidad 111cx1C'a11.1, las tabllL'i de i11s111111»p1odt1C'to cditndas 
por ••I 1::--;¡.;c;J no 1~arr<•'ll rnuy confiables, ya llllc la.s cifras csladisticas g11lu·r11a11w11tales se..• han 
d:tJu "'por llecr<!lu·· .Jurnute 1nuchC1S sexenios en J\tCx1co. Ülo, de algun;t 111<111•·ra he prcsrnla 
:-.1ncronizado con In~ nu••lius de difusión rnnsivn, y;1 c¡uc se observa un paralel1~111u ron las noucia..; 
y nos i11forrna11 sillu lo 11111! le conviene al sisterna. entrt•grindonos un11 v1:.1611 op111n1hla del país. 
l~o•ru por algtin Indo drhrn1os c-orncnzar, por tanto, supongamos que sean ,,·,·rda<lrr<L .. y vcarnos a 
JOndc nos pueden lh_•.,·ar. 

l.a primcrn pnrt.o.! ·~sboza un brc,·e panorarnn dt.• algunos conceptos dt.•I 1ilgl.'hra lineal que 
Lt•nian un vida propia, y que ibnn u. ser utilizados posteriormente por los c·ru110111isla..'i, n par
tir de Qucsnay, le!''-" hacían pregunLas de 1n11lt.•rnlillca.s implicita o explic11nrnentc, las cuales 
po<Han rcsponderbC, to"O su n1omcnto, con ecuaciones o sislcma..s de ecuac1uncs lineales. Otra..."i Ín· 
terrogantes las conl1nuaron haciendo A1arx, \\'aira. .. , Leonlief, von Neumann, ele .• aunque desde 
diversas visiones l!'conOn1icas y filosóficas. Las respuestas logradas Leninn para (•llos un significado 
••conómico concreto, con base en sus respectivos modelos. La tesis principal q•u~ int<.•nta 1.lesnr
rollnr esta prirncra partc es que muchas de la.<o las primeras aproxin1ocion••s ;1 la ccononu·a , se 
hicieron con base cu 111odclos lineales, teniendo en cuenta que, Qucsnny rrn 1nCd1co de profesión, 
.!\1urx era doctor 1.•11 filosofia, von Neurnann ingeniero quimico, etc. Con t.·sto hólo quiero rnen
cionnr que alguno ... rnotlrJC>b económicos fueron forrnulados por no ec:ono1111sL/L'i Estos Jnodl!'los se 
hicieron sin ser co1nplt.•ta1nente conscientes de cuál era la problcnuitica 1natcn1;itica utilizada o 
cutH era la. herrnmiP11t•1 rnatl.'1nñticn requerida 

Conforn1e avanzci y se consolidó el cap1talis•no, coincidenlcn1ente aurucntci el nUn1ero de Ji
rnensioncs, y refinn1nienlo, <Jl.' cada rno<lelo, hasta hacerse ca<ln vez ni;\s cornplicados. 

La st~guntln porte t•)llioza un breve pnnoranrn de algunos conceptos del ;ilgebra lineal que 
iban a uaar postenorincnle los econornistas, y estos conceptos se desarrollaron casi indcpcndi-



cnternente d1• •111•• rnda t~co110111ist11 c•st11v1rr."l dcsnrrollnndo su n1od1•lo ,.\qui se clan elt~rnenlo:. 
para Ja disCUMÓll ilCl'H'll de CÓIJIO S<! ÍUl_•rDll t•lithorando nfgunos CCJlll"CIJIC>s ÍarniJinrcs del rilg1•hro1 
lineal. n pnrl1r dc•I C'hl1Jd10 de fonón1cnu:. 1L.Slronó1nicofi, m•~c1lnicos o go•on1j:tricos, entre otros. E11 
gcometrin, por t'.JC'n1plo, cuando tuvo un gnu1 auge el estudio de las curva..s plano.a y In sol11ciri11 
de siste1na.s d1• 1•r1i;1cioncs linc1llcs, corno iL'iirnisn10 111 íisicn se vio •h·i.<l1! Lernprnno apoyndn por 
las matern;it1r1L .. y r••ciprocnrnente aportó ('Ollccptos n esta. Área.<> d1slintlL'i de la materniÍt1cn. 
abrieron 1n1ev:L .. 1lro•as de la rnisnut. 

Esta M.0 gu1ul.1 parte abarca dc!ide la cr••acidn <le la gcornetrin a11all11cn por Fcrmat y Dcsc11rtrs 
e intcntu expl1<"ar 1·ürnu M! íucron crC'nn<I<> l1L'i ha..,es del 1ilgehra l1111•al en ge11t.'rnl, para llegar a 1,. 
creación dr.I 1ilgrhra lineal de l;u. rnalrrcei. 110-11egativ1i.s en particular, con (_•I teorerna de Perro11-
Frobeni11s y 1<11 aphcaC"i<ln a las n1nlrrC"(_•:. producliVIL">, que teprr.M'lllan los resultados ceuLralPs 
de la eco110111ia 11101te1111ítica line11J_ I:::.toi. conceptos los ul1lizaria11 rronornislas corno Leouticí, 
desde princ1p1nl'- el•• ••ste siglo XX. Se 111t••uta rnostrnr, en d capilulo relativo a la.s mnlrices no
negativa.s, 1¡111• 1111a M'rlr. de 1naten11iticos. c11d;1 11110 i11dcpendicnt••n11·11te. dern05lró al rnenos 111i;1 
parle de lo 1111(_· ru11oce1nos co1no f•I lf•or<'Jllil de Perron-Frobt•n1us, y que hien debiera llarn11n-.1.• 
Tcorcrnu l"Prr1111-f"'ruln!11ius-Kiiuii.;-f\1nrkov y quiztls rnñs J;_Ul•H11.•s con miis nombres de MIS 
Jescuhridon•s. ,..,¡¡., hay c¡ue atenerse a l;1 lr•y de Boyer (para l;1 h1~tor1<1 de la ciencia). La lf"hlS 
central de 1•!ita parl•· l'ot' r1.·fiere a 1111e fo,.. ro11c••¡.tali del álgebra l1ne<tl pru1.'1e11en ele los 1 rnbajos q111• 
hicieron íis1<·0-.. 111al•·r11rit1cos, ingc•nieros lopcip,rnfos, a.strónornos. rtt" C~ouJa uno fue expJ(•so1nclo 
sus resultado,.. Mii 111H1v_111<1r l;Lo; re¡u.•rc11MOIH'l'o qu•~ tendrian sus cfesr11hri1n1<·ntos, por ejernplo. ••11 
In <"Co1101ni;1 111a1•·111;it1ra l1ru•11I 

Ln tc~rc·.-ra 1•art1• 1•,.;pone una :.i11l•'"I" de alguno~ re,.;ultados 111alc•n11iticos relativos ;1 J.1,. 
mntnces no '"'J.!.Oll l"<L"> . .i la Lt•oria ti•· ¡!,r•iflr;L">, ni teur1.•n1a el ... l'rrro11- Frohenius y las n1at11c1·,. 
produrt1.,,.L., 1·11a ,¡,. LL .. finahd;ul1•,.. .J,. , ... 1.1 1illi1na parte es la prPl1•11¡;1cin dC" ayudar n q111· 1.,,. 
CCOnOOHSl/L., M' "1.a ... ·a11 Í;tf11lll<lrl7.aJ1dO C"<l/I 1,1 to•oria de l<L"> lllillrlC'f'S llt>·llt'gativn.s Y dcsarrolJr11 ,._ll 
i11Luic1cin (11Htl,.r11al ira) accrl'a dt• c1J1110 lluyr•n liL"> n1erca11ciiL"> y los :.~·r.,·1c1os, en las cconornin..!> •111•• 
se con1porta11 l1111.·al1111•11tf.". Por t•i.ta 1111s111a razón, se introduce (_•fl ,.,..t.-. lerccra parle un cnpil 11/0 

acerca de l¡1 t .. uria el•• J;rilficns <l1ng11l;L-> y otro M>hrc rn¡1tri<::cs produc11\·1L"> Y tnrnbién Jlf(_•lf·rul•• 
int.er<!sar 11 luio 111;11 .. 11i;it1cos por el rilg••hril lirH.'al de operadores li1u•al1•s 110-ncgntivos. 

Por 1ilt1111u. ,.,...,. lraliaJO i11clu~·e ap1:11d1ccs y los nrticulos con 1111,.. cnrrc~pon<licntes traduc
ciones de Ju,.. at1if"l1los originnles ,¡,. l'••rron, C. F. Frobe111u~. J) Kunr,i; y John von Ne11n1a1111. 
corno tnn1lu1~11 ;d¡!,1111/L"> carta.o¡ ck• la r11rr,.spo11d1~ncia /\larx-Engrls. en (_•spai1ol y alcm<in 

En cu¡u1to a l;L"> ilustraciones, hahria •111•~ prevenir al lector dl• (¡ue hL"> considere con10 111cn1 
alusión y 11111h1rnlat"1dn. Ellas sólo prr11•ndr11 crear una cicrln "atruú:.ícra <le sincronización'· t"ull 
el lema que :.e• o•xponr 

Por últ11110, s1.,lo f"jlle<la ni1ndir que• 1•,..1•• 1 rabajo es fruto <le una l;1hur colectiva, aunque nnt 11-
ralmcntc rni rt·:.po11:.ah1lidad por los rrrnr(_•s o "<ledazos" clt• todo tipo 1¡t1c aparezcan es exclus1v."l 
del aut.or. D•• alli 1¡ul' 1n11chas peri.una.'-' hou1 lit•cho pc..sible rsta tesis, pU("S sin ellos jamii.s podría 
haber sido tC'r111111nJa. En morncntos d1.• d1•salu.•11to, norrnales y hasta nrccsa.rios a 1.'eces en nue:.lro 
desarrollo, cf.·bo oll•c1r c¡ue rec1hi toda la ayuda y la orientncicin nc.•ce:.arai1 para salir adelante. l'ar.-. 
todas esta. .. personas, vayan a continuaciOn 1111s ngradeci1nicntos explicitas. 
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Capítulo 1 LOS 
FISIÓCRATAS 

EL PLA:-;TEAMIENTO DI': LOS l'lllMEllOS MODELOS ECONÓMICOS 
LINEALES 

ANTECEDENTES 
L.1:-- • 1•"11• Joill'- !'-ocial1•i-; adq11i1u·ru11 1111 11iv,.f 11111.\" i111pu11;111lr cl1• cl1•:--a1111ll11 ... 11 l.1 

<1p.rt1i1·1,i11 ,¡,. l.1 :--01·i1·dad 1·<1pi1;11i~l••- fH'l'O 110 f111• :-.i110 h.1:--111 1·1 H1·11a1 i1111•·ttl•• .i .. 11.1<· 

l'-•" or i~ i11.1 ! •J11 _,. i·onu•11%a J 011 •I ,¡, .... ;111 ol l.11 lo~ , . ..,,;¡,J.,.., 1•111 np••ol'-. l.;1 ,.¡, jll•'/.t •lf •.i I •"• 1.1 

··1111111 ..... '"1110 1u·1·C':-.•11·ia p.i1.i ,.¡ .¡, .... ;1110110 d•·I P'"'"' .¡,.¡ p1i11c-ip•·., ,¡,.J ~ .. 1 .. -1 .. 11 .. 

_,. c•I 11111•" 111111•11!0 1 io•111l!ico .1l•.i1J/•j 1.1111hi1;11 1111 llJ\o·l .. 11,·1di;1l1ll'. <lf 1••10•111,ul•• I"'~ 

11•11••1111•·111,.,,,11,•I d"'ªIT••ll<1•·•1p11.1Ji-.101.1•:-.¡u·1i<1l111 .. 1111·.1 p.111i1 .¡,.¡ ... icl···'\"JI \I 
i1111·11 .. 1 ,¡,. l.1 l~l•·!->i.1. a ... 11 \.,./. ,q•.ir·•·•"ll \·ig11r11-.u ... 111 .. \·i111Í•·1110!'> d1· •·111.1111 IP•" .,;, • 

.f,. l., .. 11~ 1.J,, ... • • •11• c"fH io11•·~ 11u·./1,•\·o1 I•"'-. •·11 1;1111<1 •¡11•· l., /ir /rn 11111 :--· •·I /1'• "'" ,,,,,, n!o 

Jl1<J1 l,1111.111. ... , 1111·11 .¡,. lru·111.i 11111\ dd•·11•J1l••. l.a ollll111tu111i;1 ol1·J podl"J .¡,.¡ l .-.1.1d11 • "11 

,, ... ,,.., 1 ... , i p,.,¡,., r•·li~io~" \ <1 J.1 ... 1111 .. ,.,, ... l<'ló1• it11u•-.. 1•1lf 1•· ,.¡ ho111l11 e· \ J, • .!1 \ 1IP • 

J )111.111to· ... ¡iu·lla ···p<u .1 l.1,.,111111111!.1 dt• 11u•11 .1t!o ... ,. ,¡, ..... ir1ollc) 1•11 l111p1.1 1•·•1·•¡, !.1 

,1 1111.1 -.•'I ¡o·.¡,. lu·c hu-..• Í1•11td1c·., ... 1•11 d .. 11•1<· d,•-..lot< .111 1111•¡ .. 11•-.. 1111•d1.,-.. .¡,. ! !dll-J•"! !o• 

\' '"lll'lf.!•,11 1<>11 \' llt)l,:d1I<•._ olYill11••._ 1"11 o•J de• .. , 1d1IÍllJ!l'lll•._.¡,. l;1 .. 11•\'1•-. 1,,, ... ,, .o-,¡, J.1 

JJ .. 10,1 \ ,¡, I,, ,1-.llol)Olllia. ,1-.j '"111<0-.11-.. l<'< 1Jt1lt1)-',i.i._ do•J¡\·,1d,1-.. 1·1u11<J l,1 IJJ\1'!1• lt1l1 ,¡..¡ 
1,.¡, ... , "I""· J., lo11"1j11J;i, l.1 polh .. 1.1 .• l., i111pn•11l<1 l·'.-.t•· 111.11•" !'-1" •·iu i111111·1-.. .. \ .¡, . 
• alc1111o1 1t1o111•·101 f,1\"01"1•1·id11 por 1111 ,¡f,i11 1·olo111/.i1du1 L!•"ll•'!•di/,11lu .\ fH•I !., ... !.!11•·11,1 .. 

.¡,. llllr•¡\'•"11• '''" 1•11 ol ros l•"ITll011u-. 

LA ECONOMÍA AL SERVICIO DEL PODER. EL MER.
CA NTJJ,ISMO 
El lllP1"ra11tilisn10 f'l"il l.;1 •1u1ic·11t1· 111·1•do111i11.1111r• •lr·I .. in.lo ~\"JI. i111p11l,,,.¡.s ,.11 

llllt• !ioJ-.. ,.,1,1.J,.._ o'lllUfH'll'. J';11.i 1., .. 1111·1-.-;1111ili~1;1 ... •·I J: .. 1,,,J., illlllH'llloil"' -..11 lll•'l/.1 

·'" !'-\1 p .. .¡,., .d l.n·or·c•1·pr 1•11•11t1q11•·•1111i1•11lo ele· lo ... • i11d.1d.1110~. (..;1 P'"'l"'110!. .. I ,¡,.1 
1·111111•10 '"· •'11 llllil 11.11 i1:111. ..,,. d,il1,1 .!.!.•'11•'1·;tl111<'lll•· •"lt f11u1 i1)11 d1• la •"XI'·'''""'".'" •J.·I 
pu•l•·1 1••·ll1i1u1IPI solH•ro1110 .\· ,¡..J ,··:-.1to ,¡,.!'-ti~ ca111¡ .. 1Ú.1!-- 111ili1arf's. f111·r.111 ,· ... 1;1!'- 1'•'1 

lllóll'" ll .. llol 

J>.,, '''"'"· 1•1;1 11111.v in1pur1<1J11'" do1r in1p11l!->o .;1 t'!'-1•1 ... 111i,·id;ul1·~- S11 .. p11111 IJ'Í•• .. 

h.t~1o , ....... ,. ~11~lc-11taba11 1·11 1<1 idt•,1 •l1• 111a111eru·r la ~11JH"1·i1u·idad d1·I c·o1111••1• "' ~,,¡,,,. 

la i1t•l11-.111;1 •. ••1 q111· lo f111Hl.i1lll<'J1litl dt> J¡is dis1i111.1~ ,,,.,¡,.¡,J.1clPs radi.-ali.1. ~··µ1"111 -.11-. 

p;11·1 jd.;11iu-..1•11 la fe <.·i1•g.a 1•11 PI 1111·n·ado. P1•n> hotliia ,·u····~ disidt•11t.·:-.. p111 '111'11•'"''': 
o .11 n11•11•1 ..... 1111 i1u·o11•licio11<1lr11P111•• .ulrplas . 

. A.ntoine de Montchretien 1·1·.a u11;t dr nqt1•·llo1-. v1n·1·!'> y par·.1 •·.'XJHH1•·1 -.11-. 

p11ntul-> ,¡,. ,.¡,..li1 f'!--<'rihi1:i su "f"n11t1 rJ, /. · J;:cono11111 /'olt11r¡11r. 1'11 l íd (i. _.\llí ,..u .. t•·11l<1 

que· 110 .. ,. potli.;1 s1•p;11·ar .1 l;1 1•1·0110111ia d1· l.r1 polir i• ;1 y. por lo 1 ;1111 u. ,.¡ E~1.1du 
dPhí;i 1· .. 11n111f.;1r la prod111·1·ióu :--·lo-. ··a111bios par;1 .;11111u·111ar las riq11t';'.01,.. ,. !!,<1110111· 

<·ia?o de•, 011111·1·1·i.r1111es. 111.r11111Íi11·11111•111s ~- li11a11ei<·ro:--. :\l1·dia11I<' la ¡1<·un111l.11·ió11 •· 111-

vc'r!'-i1i11 .¡,. •·~tas ganilllciCJs. d1·hido .;1 las llttr\"as ;u·t jyj1L:1d1•!->. SI' g1..•11e1·ari<111 ric¡111"óf.<t!'> 

(y g;111.;111• io1,..) adicional<'~-



El intercambio qut_• se producía entonces en los mrrcados eri\ 1n11y irnportante 
para el aumento de las gananrias. Los mercautilistas !>OSlcnian que el desarrollo de 
las exportacione!'i y d<" !.as industrias exportadoras prrmitia no sólo el de~arrollo de 
sus intereses específicos. siuo también Ja realizacicin de Jos fines propios d._.f Estado. 
cuyo pod~r dependia efpctÍ\"<Unente de las posibilidadrs que .se Ir prest•Jlfilran para. 
forrnar ejércitos. Por 01 r.1 partP. este desarrollo tarnbit;11 dt:pendi.-i de la ;tbundancia 
de dirn•ro. ya qw• rt:u.Iia •·I financiamiento más f.icil dt· Jas operacionPs industriales 
y con1c-rciales y. rn con~t't 1u•ncia. provocaba el aunH!tllo de los tesoros y reforzaba· 
el poder polit ico. Por Jo anterior. Jos mercantilistas biiscaron favorecer tanto el 
desarroJJo de la.s poblaciones ceon10 Ja masa rnonetaria. en cantidad y calidad. 

ANÁTOCMÍCA DE 
MOTVCOROIS E.TS.AN

cv1N1s 1~ ... ~NIMA&.I. 

t:jYfL rF.r. "''' UAR ver A.V'CLr. 
"'''""'&-t";:f..:1:.::!'..!::~"-..... c..t. 

Pilra lo~ 1n<--rc.111tih ... 1.1 ... /,1 11<p1P7<t di· un.a nación ,~.s1aha n•laciouarla cun la pn-.<
... Jt:in de yraru/1 _._ cuntu/11./• .... rÍ• rnonrda (111et.:de:- prPcio~os). Estabfcci1•ron. asi. lillil 
r1'li1ció11 entre esta abu11d.1r1•·i.i. y las condicione:. d1· financian1i<"nto d1· las opt_·ra· 
dones comerciales. Con rnonc-das en circulación. le era n1ucho ni.í~ fé\cil al Estado 
y a los rncrcadt:>res p<>d1r prr:-1 ado y realizar su.;. opl'raciones proved1o~an1<"ntc. 

De aqui que pusit>ra11 rl arrnto en el dt.'S•'t.rrollo dt' las exportacionf"'S y <'u el rn."l.n· 
tenirniento de un saldo P.'.:Cf"'dc-nte. en la balanza co111Prcial. Es10 era Jo novedo::.oo· 
para los rnercantilistas. Con el objetivo ch~ que la nación dispusit_•r,"\ c.f, .. un flujo 
suplementario de n1et."\l1•s preciosos. era necesario que las relaciones con ,_•J exterior 
sc- dit"ran de tal n1ant·ra. qu•! las exportaciones (ele biPnes y servicios) fuerc111 supe· 
riore.s a fas importacioZJt~:.. La exigencia de un aurnento en las exportaciones por 
ernpresas capitalistas 11cc·t•si1aba. asirnismo. de Ja creación de rncrcados Pll regiones 
lejanas_ 

La conquista de <.~~1os nwrCéldos de1nandaba ilpoyo del Estado. part iruJarnwnte 
en eJ caso de los mercados coloniales. Por tanto. e . ...:istia 11na politicil econó1nica n1er· 
c.·antilista fundada en la 1T1/rrt·c11ción de:/ T::<lndo y'" unn cslr1c/11 rr9/n1nFn/flcN:Ú1 

dt: lfl.'> 1rnporln1:1on~ . ..; y ,J, I n1r rendo 1ntcr1111. 

En el arsen;¡I cl<-lsico d1• lc1s n1edid.-is recon1c-r11lndas por los 1nerc;111tili~ta.s. pod•!· 
111os se.i1alar la pri\"acicin cit~ dert~d1os de fil clas1• d1• rnaterias pri111as nr>cc:,,arias pc11·o1 



Ja industria nacional. La lirnitación de la irnpor101<·u_;r1 de productos n1an1Jfaclura· 
dos. con excepción hecha a estas rncdidas pror .. c:nn11i:-.1as. se hizo fa .... ·on!cit:ndo las 
materias primas útiles a la industria nacional. 

:\Ionlchretien insistió particularn1ente, arh.•m.i-.. t•n la necesidad de re-s~rvar el 
cotncrcio a las naciones y de impedir que lo-; nwrc.t<lr·rcs extranjeros sacaran el 
oro y Ja plata del reino. lgualn1ente, sostuvo J.~ aplic;1ción de medidas en f<tvor 
del desarrollo industrial. Apoyaba Jos reglan11·nto-.. que garc1ntizaran Ja 1~xperien· 
cia profesional de los artesanos y demandó. por otra pc1rte, que se apoyara a Jos 
manufactureros del Estado. Reconocía, asin1i~n10. /.as n:comendacio11t~,,. 1 !picas del 
.. colbertismo" y el conjunto d~ medidas intt~r\·1·11ri1>r1i~1as. para de::.anul/.1r el podt·r 
del Rey-Sol. 

Lentctmente. eu relaci<_;n con el progreso d.· la e< .. 1101nia capitalista_ cuando los 
productores se fue!"Ofl cTnancipando de la uuda _\ dd apoyo del Estado apareció 
una nueva. posicicin. seg1ín la cual. a partiT (.h• n11:.-a:i1 .... n1os naturales y cor1 base en 
un orden natural, se gobernaba la vida econón1iu1 <'fl su conjunto. 

La libertad, por tanto, ~t> \"islun1braba con1e> ll!l.t < u11diciciu necesaria y :-.ufic-it•nte 
para el dr!!>arrollo del orden y el progreso t•..-nr11Jn11• o~. p<ira lo cual ~1· l•"lll-it fJ'H.' 

romper con la conccpcióo <>conórnica dor11111 .. r:I•· •¡•:-- pr•·<·o11izab.l q11•• 1•! Estotdu 
<l<"'bia iulPr\"enir. neces.~ria y constantr.n1t>ult•. l'·IT·• 1··u11l •• 1 1·/ 1•11ri•¡'l,.,·i11J1•·11to d·· Ja 
naricin. 

Tnin•f1.,.ión .... p .. ,.;m .. nt•I producid• 
por lo• tnih•jos de H•,.....ey 

Ap•r•to quinks•<o rto•ero p•r• reducir 
(r•ctur•• y lu••cionl'l. jim•sen Seuher. t666J 

La ruptura con d mercantilismo no se dio de inmediato y fue producto de un 
proceso que llevó varios años. Lºna importan!'" contribución al establecin1iento 
de nue\·as ideas fue Ja de Pierre Boisguillebert ( l (j.¡G. J7 J -1 ). a cornit.·nzos del 
siglo XVIII. con sus trabajos Facl.um de la Fra11..-c y Dctail de la Fraru:r. de l TOT, 
Jos que tuvieron que esperar 10 años para st:r dif11ndi<lo.s_ Contrariarnente a los 
n1ercantiHstas, que confundían tesoros y riquezas y sólo buscaban la retención 
de n1<"tales preciosos, Boisguillebert buscaba las condiciones que pennitieran al 
n1ci.ximo Ja. producción interna del reino, con ba~c- Pll la producción agricofa. En 
su opinión. era necesario abolir las trabas al corrwrcio y asegurar Ja lil.H•r!ad de Jos 
men:-ados. Dedujo un equilibrio natural que pt•rrnitiPra a cada prod1w1nr \·cnder 
normotlrncnte su producción y, por tanto, qui.• cada Ullo produjera al rniixinH>. 



f.;1:-. 1fj\"t'lh.il~ p1uÍl"hitHll'S 1J1• 1111 pi1Í:-O h•" hif"\"f'JI. 1•f1•1·fj\"illll'"fll1'. ,j,• );¡..., 1' .... (H>l"l•I· 

1 in1Jt'h 11111111;1s. J.¡¡ c11•;11 ir)JI i111·Ps;111ll' d1• ···~• ;,.._ •"1"<1 la J,,,h•" .¡,. /., ¡>t••'"l""' 1d.,.f 1-'.''IH'l•il 

_,. l'~lo1l1r1 ;1~t·g11J"ad;1. pur· P"'"º rp11• ~·· p1•1111ilir·ra i1Cl11,1r a l.;1 11.111ir.olc·/;i. ( ·.,11 i.u/;i 

in11•11r·j,j11. pco1· 1•j1•111plo. <1 fill d1• n•l1i1j,11· lo~ p1<·r·ioh clt· I"~ L',t•lll"'" \,, .d ll",.111·111•11110 

.J,.J ul1j1•ti\"u l111~1i1do. l.o•ju~ d1• ¡·01111ilH1i1 il 1">1lfH'l'Oll J.,._ ird111T11111 ....... ••.\"111h:t •I l;1 
n1i:--1·1·ic1 f"ll<111do 110 ol•hl ac 11li;.o.1:í f;i e in 11!.11 i1)11 11on11al ./1• l.1-... , ...... ,., l1o1-... S•·.1.ui11 Boi~

.f.!IJÍllPlu·J I. 1·-..:i-...1i.111 lc•y1•:-- 11;il111·;1I"~ il J.;1s 1·11;1l1•h 1·011\"f"fll.1 '"•J111••f•·1-.•·. 1•11 ,.¡ 1lon1i11i1J 

,¡,. J;1 p1odur' i1'111 _\" d1•I i11tr'JTat11hio. J·:11 •"hfl' p1111lu. f'/ .1111 .. 1 ¡o.111'< 1• 1 .. 111p1•1· r·e111 

101 polí1i.-a i1111•r\·1·111·iu11i:--l.;1 !'.o:-.l<·11idi1 pu1· luh 11u·n;1111ili~1.1:-- 1111110 11•111.1 •lt· fo11do. 
•11ri .. 111•s. d1• 111·..!10. l1if-if·n111 dis111i1111ir l<t JHOd11n·i('.i11. Ha ju 1·-.1·, u1111·:•.;111, .1 nu•dia 

do!'- rlc·) ~i,l!,lo X\'111. fiichnrd Cantillon (1680-17:1'1}. 1111 11·•·•·11111¡,¡.,1•10110111i ... 1<1 

i11.c.I·~~. Jll"<'!'-t'lll(i :--11~ p•·~i111ihfah p1111los 1lt• ,·js1;1 "" c11a1110 .1 /,, .. p .. -...il1i/idarlc·~ ,¡,. 
1·111·irp11·1·1•1· i11dt•fi11icf;111u·1111• ;1 una 11111·i1)11 ;1 11-a\"1;-.; d1•I • 111111•11 111 ··~.1.·11111 

EL DESCUBRIMIENTO DEL CIRCUITO ECONÓMICO 
Y J,A DEFENSA DEL CAPITALISMO AGTIATIIO 
1 ·11.1 i111¡io11.111!1• CJf1tl~ici1i11 ill 1JJt'l("i1Jllilih111u !.e· •liu •·un l.1 fo1111.11 "1•"•11 ,¡,. l .. pr·i11u·r.1 

•''"• •1<'l<1 1•10111i11111·;1 q111• 1••fl1•-"io111i. dr.-...d• f•I ¡ur.-...prc·/11·11 ,¡,¡ ''"''"'" -..,1,1.- ,.) pro 
•, .... u de• ¡i1udn1·c·i1J11. di-.11·ili11cifiJ1 .\ 1 011-..111110. 11pli1·;111d .. l;1 ,,¡, .. ,.¡,.J.¡,.,,., /10 11<11111.d 

.d .fu111ir1i111•• 011t)11Jir 11. J-: ... til •·~1·1u•J;1 ,¡,. p1'J1!'-..tlt1iP11lo '" .,11,;1111•" l111· • .,¡,.., jcf.;1e1111111 

• ... , 111 /., /1-...,,,, ,,Íl1111" Ji ... ,,11·1111·111 .\' cl1-l1ic'1 :--11 11••11iln·1· _,. ~11-.. 111 ¡,_.,.,11 ... ,, l"ra11<,:nis Qups-
11.ny (lfilJl-1771!. dt•:-..l<11.irlo11H:d¡,-ud1" la •tll"l.-d•· l.111-.."\:\ 

("011 ¡,,,.._,. 1•11 "'-11 for111<1l"Í<i11 ¡1n1ff' .. J1111.il. (J111•-.11ay 11·/lo·'\.1••11•• .1¡0!1o1j r·nl•'ll••' 

l1 .... 1ol1igi<·11 ... <1 l;1 .111.1111111!.1 _,. /1!'-.it1loi.;1".i ,., <1J1<)111i1·.1~. f), .. d11 ,.J ll'•llil•1•· .¡,. l.1 l"!'-l"ll<"l,1. 

'-·· ··i1"1'11l.1r·i1i11 d1· l.i ~.111g11•0·1.11•1111111•·1·~ 1111 h1•1·/i11n1l1tJ1 ¡,¡,,_ c¿.,, .... fl.1\ .. ,. 1>1··~11111<1!1;1. 

¡><1f;1J.•J,,111t•llJ" ,"<C
0

>llH• ~·· fl',di~.i /.1 lllcUJ.tl"Ítjll cfp J,1 lll•"l<•tll<l.t'" t"ll l.1 -.11<Ít•d,1.J_' 

.\dl"lll•i:--. 111!111id" poi lil~ idc•;1~ il~1111i11i~t.1:-... c•-.c·l"il1iú i111p .. 11.111T1·-.. ,1111• 11J.,.._ pa1·.-1 l.r 
J·:111·i1·lupc·dia. 1·t11110 (,"rr1110.-.. ( J 7.-Jfi).' ·r.1111l1i1;11 t•ra , ,1111u id" • "/11" 1111 1•111i11 .. 111 .. 

l>iúlo~u. ,1pa1 lc• .J,. li.ihil 1·in1ja110 y l1·1·;1p<-11I it. En 1 7·1!1 "'" J,. 11••1111>1<; 1111:di1·0 de• l,1 
e .. ,. lf'. ··11.111do l1'llÍil .-)-) ai10~. 

(~111•s11ay 1 r11 niú 1•.-..:1 ••usa rtH·111 t• los p11111 us df• \"is1 a de Hui:--!.! 11 i ll• ·lu•r 1 ·' ~e· '"'°ª llltj 
'0111 ril H<p11•Jli1 polil ic<i •jll<" n·111111ci;d1<1 .;i la agric-uJ1111¡1 _,. :-.c",lu 1•-.11111111.;i lt;i a la i11-
du=--1 ria y p) ··01111•rcio. E!'-la polltica JH'rtllitiO 11111• st• dc·rn111il1.11;111 ¡;, .. pi<'• i11:-. d•· lu:-
pr·od111·tos <1Al"icola!'-., al pr·ohihi1· In Jibn• circulació11 dt• p.r.;1110:--.. lh· .1lií l<1 ,·ausa dt• 

In 111ist>riit de- lo!'-. l"itltlJH'si11os y d<•l t•sla11c.;uni•."J1lo de.• la ;iµ,r·ic·11J1111.1. 

Por 1111 J;1do. (~11 .. ~11<1_\' c·u11c(•dici i111por1ancia al t"lll":'•O dt• l.i p1od111·1·itj11. J-:11 
la 111t>did;1 e11 que• ··I ilP,ricultor dispusier<i dt• fu11dos f'll pl;11 .. 1 q1u• le• pi>n11iticran 
1 ornpr<1r rnedio~ ,¡,. producciá11 (Psi ¡._:reo l. ¿111in1alc>s tfp 1 in> . .01 p.111•ju:-.. el•· cultivos. 
etc.). l;1 rr11ta ( ,., l't 1111) l'XI raíU;1 dr la tierra cultivada s••1·i;1 111 111<i!'-. i111por1a111c. De 
.;ilJi la id1•rt clt• .. ,,,.""''·.._·· d1~ fondos <¡llC" rra 111.~ccsario 11111,·iliz~ir f.1rl.-L1111ar). anl•·~ 
de• c•xtr<1rr u11a rr11ta a11rnc111<ida. 

Los fisió1.·r;1t;is ¡n·11s.,1>a11. por ntro b1du. q11r rl ÍPt1Úllll'flt1 11•· J.1 p111d111·1·iún 1·1.1 
propio d1• l.a .;11·1 ¡,·j<J¡¡d aµrícoLil. I'a1·a Plloh. sólo c-.slt' s1•1 101· 1•1·,1 ¡111 .. 111• 1 ¡,u. 1·! 1l11i.-.1 

l'apaz d .. c·r·r•.;11 1111 ··p,.od11r/o nr/o": c;~I<' 110 :-.<' producia 11i •"ll l.1 111d11!'-.l1ia ni Pll c>I 
1·0111rrciu. c11_\·;1~ ,11·1 ¡,·jd<1d1·~ t'Lilll 1·.;¡Jificad.as d<" '·cs11•n!1•s". 110 pn11l111 ti\'as. 

1 FHC1JS. ,\l.r;1ha111 J:, ""º'"" l'oht1r¡11c p <i 
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La. renta tarnpol:o podía originaosr. con los lPrralf.!nicnlt!S. Las actividades dP 

los artesanos produc:ian algunas rnercancias, c-s ci1·rto, pe10 no aC1adían nada a\ 
costo, a lo que ya ~e habla producido en el carnpo. Sólo h.-1.bia producto neto en el 
sector agrícola. El producto entero se daba <'- lu-. t1!rrat1·1ú1·ntes y 1·~to constituía 
la renta. de estos últ i111os. En consecuencia, sólo la clase <igricola era producti\."<"\.. \;\ 
única capaz de cn~<lT rr.ahncnte un producto neto. 

Por tanto. Qtw::c.nay ~e adhirió a la dt>fensa th.•I lih._.1alit.tno econórnico. A fin 
de obtener un .. buen precio'" (bon pr·1.r) p<tra los granos. defendió la libertad para 
expo,~lar y. en general. la liben.ad de co1nercio. 

Los fisi<)l·r.11.1:-- r11111pi.·1·on nilturalint•ntt• ron \o .. rn••rc;¡nti!i":-tas. f¡11iP11es. ¡q1n· 
yados •en toda l.1 t1.ulici•)n 1111.·dirval. -.u-..t1>11i<1n .._.¡ ali11arenani.it>HIO dt> grano,; y 
las restricdo11••:. .1 l.1:- 1•xportacionr~. F.\ ohj•·ti\·o de (•stos ültirnns <-ra disponer <lr 
perinanPnlt!s r1·--••J"\il" d1• gr.t11u. base th• la ali111Pnt11ci6n popular. dt.·bicndu vcnl.lt-..1:.1· 
éste al 1ne11or prl'ciu posib!t_> Lo.;, fi.,j61:rat.1~ soslt~nían. por el contrario. que e-\ 
··1ncjor prt._·cio·· ll>11t r<t el .. bajo precia·· (bu ... prir) aseg,11r.-i.rín ingrt"-::.os conn:onientcs a 
los agriculton·:.. q11il·ne" po<lrictn así realizar ganancia,:; sustanciales p<l.fc"l. pagar todil 
la renta a los trrr•1tPtli•·ntes. lla2onaban con una lógica d1: c1rc11.1tn: c-1 ni\·el el(!\'ado 
de ganancia~_,.- f<._•11tas pPrinitin"ci. au1111~ntar el capit<d in\·ertido en la agricultura y. 
con ello. af.cguntr \,1 pro,,peridad gc-ncraL 

En el Tubhu11 t c<H1orr1u¡uc (tal vez su libro n1ás conocido). Quesn<ty nos present<l 
uno de los pri1ncros intentos hist6ricos p.:ua darle rcprcscnt~icicin n1ate1nática a los 
mecanismos de l.-i. vida económica. llcspon<liO en ella a su ._.isión, según la cual todos 
los sectores <lepen1lian de todos: e~ decir .. actuaban bajo una interdependencia <le 
circuito ... ¡visión bastante 1nodcrna! A fin de lograr la finalidad de que el sistema 
econón1ico funcion<ira.. vela ncces;uia la , . .._ .. nta <le productos para la reconstrucción 
de capitales. Por tanto. postulaba qur la rPnta nacida de la producción se gastara 
normalmcnlt."'. 

Un mejor precio del grano asegurarla la drcul;lciOn pennanentc dt• <linero y 
la rcco11slr11ccici11 dt."' los .. al·nncc.·:·. <¡11P los econon1i::.1a~ del siglo XI'.'\. llama1·i;tn 



. Diagrama del sistema fisiológico de Galeno. 
De Charles Sina:er. The Discovery of che Circula/ion of 
the Blood (Londres. Wm .. Dawson and Son s. Ltd .• 1956). 

Cortesía de A. W. Singer. · 

.__ __ ,,_ 
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poslcriorrnl"nte capitrJ/. Por ··ur<1r1cr:s .. los fisiócrata~ et111~ndíh11. si111ple11wntP. l<1s 
s11n1as de dinero adelantada~ rn f:ada. periodo por la clasr producti,.·a.. p.ara cre.n los 
n1edios d·~ producción 11cc:c:-;:1Tio~ para la creación del producto nelo. Estas surnas. 
naturalrnente. debían r("c11p1•ro..1r~l'. Se dPnonlinabi\ ·· r,- priscs .. a las recaudaciones. 
al final de cada proceso rl1• producnón o perfodo. 

L;, a~piración a la. lilH·1·t.'ld d1• Q:11rsr1ay se cxplicn. por!,-. evolución econó1nica y 
sori.ll de la Francia de 1•ntl)l\Ct',... Las n~gla1no..•ntilciont.•s eco11l:.n!icas y sociales, nu· 
rn<''t"OS<lS rn rl Antiguo Jl(~gHllt"ll. rr.;111 cada \."C'Z rc!->cnt ida~ co1no traba,:; in~oport a bles 
por la burgucsi."\. rncrcantil y la industrial. quít•1ws J;l~ j11zg;d,a~1 co1110 intitiles: PI\ 
lo suce~ivo. igunhnenll' r,.,.11\1;11i;:in 11101t·~tas la!:> i11te1·,.,~ur:io11t•s del F.stado y rl··I 
si!'.te1na de grrtnios. 

Titl ,.-rz por t.'!>los at1trn•d.-11t•''- y para iniciar la ftj1·n111l;l d·· un intend1~nt1• influido 
por d ¡.¡,.,d fisiur.rático. c:o111., lo fi:.· v~incent de Gourn:,y ( l 71 :!· l 7':>!1). la consi~n.l 
a seguir hu.•: ··/111,.sc.=·Ja1n l11h~1 :;-¡u1.o; . ...;t_·1·" (rl,-.jil.r han·r: do•j.tr pasar). 

Lll inlluencia <le lo~ fis1•'...-1.it.l,. •·. 1.11·ro11on1la d1• Fr.111...:i.1 nn fue nada c.1._.spreci.1· 
ble. Ftu~rou los inspirndo11· ... t!1·\ Edictu Heal de 17Gl. r¡11e .autorizó la l'"Portac_ión 
rl.t-. grano..:.. En 1770 ~P r.-~u·,.,:. ,, la rt•gl.ttnt..•11tac:iú11 .101 ig,u;~. IH'ro l<1s irl•.·.~.., lihi-r.1.· 
)Ps s•• f11ero11 in1poni.~11do ") 111!.!ut. 111inisl ro dt• f\n;11¡¡•;1~ d11r.1nt•· 1 77 l-7fl. por 1111 
lado r••:·;ti!l>l1•ci6 la lih•·rtad r!o· rut111•rc10 d.- l:',l"•llltJ-. ;..·. p<>I" olro. int•."111<; '-11j>titnir l.1~ 
<·orporac1011P~ ¡J,. ;,r11•,.o1n,, .. ¡¡, .... ,!,· 1111 p1i:1cipru. •·-....1.1« l\\••did.,...; í111:ro11 ,q,]ira,\.1 .. y 
é·I afrontilri.-i la IP\.·oJq,·i.)11 .¡,. 17 .... !) p.1r., ,..,.r ,.¡ 1111ir1~·,, d··l lih,•r;di~111n •'11 111;it1·1i.1 
t•cu11c"t111ica. 

BIOGRAFÍA DE QUESNAY 

Fran-;ois Quesnay ( lG~>-1- l 17·1) fup hijo de un .-ibog.u.1n rela1i .. ·anwnte fon1oso. que 
apartt> <le ejercer la medicina ~e dt•dicó cu fonna so:c1111daria a la cconornla. Ault~ 
(cnlrc 111uchas Olt"aS obras) 1..lt~ un tratado sobt"e lo!; efo•t:lo,; lh.· las sangrías. ÍtH .. Sccr1..•-
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tario Gener.'l.) de la r\cadernia de Cirugía y director <le lil n,,·1~ta de e~a. institución. 
llegando a st.'r posterionucnlt cirujano del rey y prinwr nu~dico de la corte. En 
realidad. fue consejero médico de la :\Jarquesa de Pompadour (:\lrnc. Parnpado11r). 
an1antc <lel rey Luis XV• cuyo "·en.ladero nombre era .Juana Antonia Poisson ( 1 721-
176·1). En ella. encontró Quesnay una verdadera prot<.·clura. que lo apoyó en todfJ 
rnoi-ncnto pilra darle una ~ólida posición en la vida intP!ect ual de Par!~ y \."crsallt•s. 
Les iconomis.tcs (los econon1istas), corno eran tambit.;11 conocidos los fisiócratas. le 
tuvieron ~ratitud por ese hecho. Qucsnay fue en rcalitlad la l1nica fuerza creadora 
de su circulo, pero este hecho st_• ,,.¡o en parte oscurecido por su aversión o incapaci· 
da<l para desarrollar sus ideas en fonna completa y sh.tc1nátic;a. Su E.;o.sai phy-'"iqut: 
sur / ·cconomH anintal ( l 7:36). constituye su única obra \:olurninosa. 

Entre sus <..<;cnlos cconó111icos, debernos mencionar pnnH·ran1ente los artículos 
redactados p.:na la Enciclopedia: FermH:rs (17.SG). c.·rru,, .... (17.~7). llnm11u· .... ( 17.)7) 
y Tablorn ( J 7.JS). a<lcrnás <lP su articulo Droit naturnl ( 1 7G'l) y el diil.lo,go Du crim
nH.rct·. p11hlic.H:!os estos <los i"i\ri1110~ en el Journal rJ, 1·ayr1r11/tun du co111111t rr1 ti 

dr..s fi,,aon .. Tarnbién cabri.'l. tncncionar aquí su .trticu],. /J, ... pnf1 .... :111 cb In C'l11t11 
( Í:plH_.,,,,,.ttÍ• .... 1 7G7 ). el qut.• ha ~u~citado alguna..:; t""i'•···11l.1nun••:-. .ict~rcil d•• la posJ
hl•· il!tlw·11• i.t d1ina sobrP. lu" fisiUcr<ttas. f•or ,·dti111u p::!.lin·1 .\/ti.r1111• .... { ¡ 7-),-;;.) Y 
Or·111·r,, .. t co1101111t¡1u'. .. t l pl.d1>.~opl11r¡11c~- ( 18:5$). 

HPc.,rd··inu:" un ht."cho in1porta11tr. En 176.l 1-\.dan1 S1nith e,..1u,·u PII Fra11ciil 
y ~'l.lli lOIHJ.-ió y reverenció a \·oltaire. Pl"imcro lh-g1~ <i To11lu11!'e. ltu·go ~iguiú a 
(;i1H+Hó1 .• \ por últi1no arribO a Paris. cu dondt.: !-O::,IU\O l.H~i\~ t.-on\·er.,.;1.-iorit:s con 

Qut.•:<:na:-.:. l'or ello Sn1ith conoció el Tableau y la po,..1•-¡l;n ,¡, .. loo:. fisi6cr.1ta-;. •·011-
t r'"'pt1r!>ló1 ;1\ n1crcantilis1no. que idt.•ntificaba la riqt11•z,1 l"(•fl ll•" 1111•1alt·" ~ólido:-= 010 
y µl;1:<l. lp,11ali11Pnlc conociO J,,_ con~i.~na laisst:: ft1tn ·' al'.!11Jl,1" idP,,," fi .. i.-.cr;lti•·•1:-
(C'o1110 la id1•a de circulacián de la riqueza). aunqtH• nu <1crp11; lrl idr;1 d ... c¡u•· l.t 
ind11,:t ria 1•r.1 una activid.<1d t>:.tf;ril y yrrn1a. 2 

Quesn:iy, Fr:tO\'.OÍ!i (b JunC' -1. 169-l. near 
P3nt.-d. OC'C'. 16. 1774. Ven.;ull~. Ft ). 

0...•Sl'ay ...... fa~tly.J 0 Wl ... af!;- a pa"° .. I Dy 

-'.c ...... -
•.-.. .. ---..--·-

2JIEILDRO'.\:E.R. Rob~rl . \.'ida y doctrina de granJe!i ~conornuto:u. Barcelona. Ed. Orb1~. 

Tomo 1, PI' 69-00 
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LOS Pfl.OBLE1\1AS QUE PLANTEA EL ESTUDIO DE 
LA ESCUELA FISIQr:flATICA. 
Quesnay fue el pri1n1•ro 1_•11 .-aportar una. intt.•rprt?t<!d{;n a ~u p:-opio T1.1blu111. cuando 
.seo ent("rÓ de que su anligu :\li;ab,-..,"lu tenia p;oblt.•rnas cnn la interprcl•lri,in Pco116n1ica 
original de l.l t·er$u;,, :19-:ag {v<'"r~ión <¡ta.• st.~ cxplicar;i con ulgtín ·11..'lallr•. n1<Ís 

adela11tc). QuPsnay le cn .. ·ió rntonces a :'.'.lirab.·au :<di E.:p/icacuíu. r~11iPn la in
cluirla no sOlo Pn la :<-t>"dil pilrt<' de su Jjt,ro r:t .·luli!/º r/e la //11m11n11/a•I (l. ·.-11111 
1lr-~ liomrnt:s). si110 tan1hi1:n rn /·-i/o.~ofúz Uunil. D••sp1u··~ ap;Heci1; la .. -.·1.,1án zig
zag en dos obr<1.s po:-.t•·rior...--. <l·· Quesnay: l'nr11rr J>rnl>lt.tnfl E"cr.>rllifllfC" !I s~gllfl•lo 
f-'1oblf,,1a Econrinuro. 1·orno .1.~inlisrno en la Erp/1r11c1ó11, c.h~ Nicolois D:u1deau 
( 1 f:10- l 7!J:?). 

1..:.11 1 S-16. Louis-Franc;oi.s-Eugene Dnire { l 7.IS- IS 17) publin-i d"'" "oliínwrws 
C<>ll ~cl1.xcionrs dt• la IH,.r.1tur;1 f1~iucrática. donde ir1cluiiL .-111úl1.-u:. /"'""" r Probl• -
r11rz y Sr:gurtdo Probhma (d·· Q111~sroa.y) y la Erplu·n.rui11, de Baud•·.>.11 ,-!:f1u1dii:>ndo 
l<t dut:t;ina de lo~ fisiOciata;:. .. \ corni•·uzu~ de Jo:; at1os I::::GO. :\l<i::... t·-.111.i1ú C'Xt•'t!· 

~nn1~~ntc rl A1¡rí/1 • .;1.• d.__. Q11••:onay y sobre P~tc- libro e,,cr-ihirl.:.a una c-11.11<·01 <!••t,dlild~•

•·11 ,.¡ ·rorno Id•· su 7·,nr1·., ... d( /u Plu.,t·o/i"tl Ta1nlii._:n d··dinl un' .qnt1:!,, ;1 , .... ¡p 

!•'rll•t •'11 rl .-l11/1-/_)ú"/¡r111!1 _\ ¡1,1rti; d•· e~''"' f••rh,1-.. ... ,. hilll i.·a1iz.1d1J :i :¡ ... :-.1:1:1• .... ,¡, .. 
,..-q!,1·i111i1•11ro-. d•· .Jorn1111·1110 ... f¡,..jorr;itico:-.. p•·ro ~1ú11 ti•'"" Ji;1 1<'-11•·>" • ,.or.1rn .. 11T•• 
l.1 in!l1:0•1u:1,1 q11•· 111•.u {".¡nt:!lnn ~ol~re Q1i .. -..11ay. 

EL PRijVTER PROT>LEi\TA 
f:_¡ ohj,•1i .. ·o c.11..• Jo~ f1:,.1<jcr;11,1s c:-<t p;e~~11t:1r /;1 rel<-irJ,_;n l'Xi::.lf.'llft' t.'1!1!••. \.'.i-lu )-"pro· 
d111·10,_·· ,¡...tal lllilflt't.1 q11•' f11•·sc In ~ufici•·n1P11H~t1t1• cornpn.•nsihl•· conu• ,,,,¡,-¡ f1i1'"f-'"I 

1i:1;1 t• ... tin1.~cir_;n d·· },, qzu• J•lt•lir•r,1 s11c"c<le1 con!.>. orgilniz.-iciUn (<> ,/,·-•·l~.t::1.~;1i:-i011! 

HIPÓTESIS DEL :VIODELO FISIOCilÁTICO. 
Esquernciticarnente. podemos exponer algunos supuestos en Jos <plP st..• basa~.tt 

rl tnodelo econó1nico fi:-:iocr<itico: 
l) El régi111e11 gcnt:ral <l~~ arric11dos se supone gerH:ralizado: ~) El ¡·,·ino est. 

niltiva.do con Jos r11c-jurr·~ rnC::todos posibles: 3) !lit.y a.gricul111ra ge11e1alizacfa. it 



~ L;¡ ciro;ul.JciQn de fa ~wre sell\.Ón \\,'•lli_.m H•~cy. O,. Ch.,¡c, S'"<«. T,,. Ducuvuy of .ne Cucu. 
a/ lite Bluud <U:.nú'r"'~. Wrn. Daw'-On oi.od Sora. 

Ltd. l956J. Cur1e~/.i ú'<.' A. W. Sm~c.or. 
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gran escala: 4) Se tienen precios constantes. tt.'produccióu sirnp/e e iu\·en-irin nula: 
.5) Sólo se considera la circufocicin 1•111re clases socia/'!s diferentes; 6) El total d"" 
compras y ventas entre dos clases (por Pj .. en un año) st.. .. r<-•sunte en una única suuH1 
total: y 7) s~ supone que se han rt•alizado las reformas Pcoriórnicas _y sociak·s qur 
proponían los fisiócratas. 

Es decir. dejar hacer. deJar pusar. En otras palabras: libre competenci.;_1, mejor 
precio y ,~JiminaciOn de las restriccione!> al comercio •q;ricolit. 

Para lo:- fisiócratas, el dirccror dt.~ Ja econorn..i"a era t.•I arrendatario. Pero el 
Tablea u no consideró el instrunwntal ni Jos medios de producción. 

LA FORMA ZIG-ZAG PEL TABLEAU 

C':.,nlít1nclro; 
r11111J..•a.t1, 
pa1:t p.,g.1r .-1 
i11,1.;;r«1oo y r1 
Í••lt·n·-, .o.1olorr. 
lu' ml1•l;11ol••' 
111i~i11al .. s 

Ci:1 .. 10 1lc 
Julo mh•h111tu,. 
:u1u:1J,., 

Toral •• !:i.000 

1.000 

J.000 H __ 

·1· .. 1.11 ..• !!.UOU 

JJ.-1 1¡11e J,1 1nil;ul 
•(' ........ 1·11 111.11•0~ 

1r..• .. 1ot.1 c;l;ul.'p-.r.l 
1 ... o11l.·l.1111u-. clcl 
.-.o¡.;11h·11tc 01i1u 

Principi- dC"I aislo "'111. 
du,..nrC" l.a P""•lc d.,. M.an..!ll•, 1720 

Como lo podemos deducir de J.a figura de zig-zag preced•:-nlt'". los adeJantos -anualo,s 
e al·anct"~'I<). capital circulaute de la clase producti\"a. son 2000 unidades n1onetarids 
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(u .. rn ;uf<"lantr). Lo:- ad.•l.1nlo!-> original••s co1npn·ndt•t1 el conjuriln d<" Ju~ ga~I~>;, 

r1~aliz;1do:". antes d·· su cobro. por los rc11din1i1:nlos de la prirncra cosPc..ha 

Pri1H:ip.""tln1eu1r. p-.u,s .1JPJ;1ntos se curnpur11·n dt.• capital fijo y a11nq1H• 1111 ap.tre· 
c·en •'ll ··I Tabhau n1i:"n10 cou~ti1uycn, en g,.ru•ral. con10:; Vt!Ces los ad<"lo1n10 ... auualc·~: 
e:. dt•ciL alca11zan'a11 a 1000() u. Los ad.-.Ja.rlto:-. i1UUal1·~ produc:cri. a ~11 \"r'.?. 111! J oo•.-: 
I.a pro(lLJcri1)11 anu;d lor ... J .-•-; rritonct>s ·IOUO 11. el iugre~o 1000 u. ~ ,.¡ \.dur dr• Ja 
prud11ro:·ió11 ¡111ual. "..!OOt) u 

Lrt rla~r de los propi•~I ar105 gasta. 1<1 u1itad ,j,• :-.11« ingresos con la cl<1s1• pruducti,·a 
,. lit ulr."l n1itaJ cuu l;i. t·la:-.-• P;.téril 

TABLEAU ECONOMIQUE 

f~ 
Es1a fortllil del Tabhriu ilu..-.tra la.s actj\·idad( .. ., y c."lrtlbios que tit"n~n 111.~.:tr a lo largo·, 
dd ario· 

;:1) el r-rnµko. por J,, dit::.e prodnctiva. dP :?000 u. por conct_•p1u ,j,. .ul(•J;11110 ... 
an11.alr::. en l.a prodnc.-1Un. <la uu ingre,.o d..- :.!000 u el que s(~ pag<1 a l.1 t.·I·•:-.•• dt• Jo,. 
propit•fario.-: 1•n fonna dt• ··r.~nta .. bJ l.i cla"•' d,. Ju~ propietarios 111i/i..o:.:1 r•,.us :!000 
IJ. para cornpr."lr 1000 IJ de ;dirnento::. a lil clast• producti\'a y 1000 11. d ... ~ bient.>S 
n1anuf;-1cturado,. il J;i cJ,,,.,. P,.lt~ri!: (·)de los 1000 ll. recibidos de 1~s.-. íurrna por l.:1 

cla5-e pruducti"·a. -~100 /1 ,.e dr"'dican a cornpr.1r hie111~s rnanufar.t11rado,.; a la cla!->t> 
e:-otCriL rnientras qui· l<t ,-Ia..-t• P~ttc>ril, a su "·cz. dl' lu:. 1000 u. p.:rcihalo,.. uriliza .:JOO 
11. para ,"ldquirir ."llir11•·n1n ....... La clcl.SP producli\·,-i La 1nit.:1cl. rt'~pr•cf1\illll<'llfr. dr 
J,¡1s surnas df' Jo ... ,'jQI) " n·cibidl)S dt• 1·~ta lorrn.1 p<lr las dos cl•ts••.,., .,.,. d••\ UPh•· .1 
la otra. E::I pro<'.'rso d1• ,·¡lfnhio rritn• .1n1h,'l~ ··011111pÍ,1 de e~a 1n<tr1t~r.1. lia-.T,;;t ,.J 1i·111i1r 

de la s••1·it• gcornétric.:1 
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Lo~ 1·01110~ 1 .. 1.d1··· .¡,. 1.1 • J.1~c· , .... t ···1 il. .!111111 11 .. :--011 iµ.,ualr~ al valor di' :--11 pro<l111·i., 

lota! y n•p1t·-..1·111.111 1111 ll'l'Jllho\:--., .¡,. -11- .1d··l.111lo:-- .11111.d1• ... LI •·111plPo .t" P:--t .. -

rl.¡h·la11to:--. 0·11 1.1 p1od11• • ¡(>11. p101uo1• 1 .. 11 .. 1111'1111;11111.1 <'t¡ll1,·;i\••tll•· .¡,. 111).!1'"-..o 111·1,. 

l·::--1t• Íllj.!.f"••-.., 11•·lt1 ,. ... ¡,; 1,.¡111•-.•·11la.\ .. 1·11 ,.¡ /11/1/.,111 pot !,,_._ • .11111.J,.,(, .... de• );1 1·0\111n11.1 

olc•I <'1'11110. Jl•ll•• • .ul.i t,, .. ,. dc·I ¡•1'H """ L\ 111µ.11•-.o p111d111·i,J., , • ._ :.!IHIO 11. 

St> hizo ,d,-.11,1< • 1<•11 do• lu:-- ITll•·t• .11111•1~•"" qu .. o• 111·11•11 1,11110 t'll ,.¡ it1lc>1·io1· d1- J,1 

clil~<' p1·od11,.1 ¡,.,,. • 0111•• 1•11 ,.¡ .¡,. l.1 e 1., ... ,. •·-.1<·1 d. Si11 1•1nl••11go. 1 ,¡\,.. 111c•11<·ionar epi•·: 

<t) :-.úlu ;1p.111•1 l"IJ J., ... 1r,1ll'"'•" e 1l>111· ... 111i'""/·¡-..,t>ctori,ilc·~: h) e•\ illJ..',11":-.o :-.P pn•:-.<'11\,1 

lil'lo. Jih1·c· d1· i111p•1•• ..... 1" ... _,. dit'~lll••'"'· • \ ..,,. lii.1:0 .1li ... 1r.11 c·u'111 ,¡,.¡ 111tc·11;.._ dt"\ 111'; . 
.... 11p11t•sto por· (J1¡,• ... 1i.1,· ··•u11<1 H'• ihi•~n.\ol .. l1.d11111ali11,.111,. \.,.., •·111p1•· ... ;111•> ..... ;1~ríc,,\,1 ... 

:-.ohn· :-.11:-. .1tl1>),111110 ... '•T l.l!.lllo1J.•.., :>-- .11111.1l1·-.. ' ol l 1•1 "/i1/J/1u11 do·.ia d1• \;1<l11 ¡,,.., ,..,,\a1·io ... ,¡,. 
cli1·rrci1)11 t\1• lo-. ··111¡111•-.,1111, ... •l!!.,1 ¡, .,¡;, ... ' 11·11 d111c io111•.., por e "ll' 1·pl t1 .¡,. 1·i,.,..~o:-.. J., ... 
filie' 110 ;q1.11•·· Í•'ll•ll "111'> li., ... 1.1 1 .. p•1l1l1· ••• 1'•11 .¡,. 1-·t1 ....... ¡,., ¡,·,.,o/ ....... 1 .. IP<"ÍC;I\ c•11 l.i 
11•1tT"r<1 ··die ¡,;11 .¡,.¡ /.,/,¡,"" ..... ,. i111 l•I\•'. ,,¡pi ... 1111•;.i,111 .. ,¡,.¡ 111t•·1•·-. ,¡,.¡ lll\{ ... ,,1,, .. 
lo:- <idl"l.11110 ... •HH!111.d1•-. ()¡¡,, ... 1,iJ, 11! ..... ¡1.11•·• 1.t ........ c i11,\i1,·•·11 o·n l.1¡il11•1tt1Íri. t•11 ,.¡ 
Jii/J/rfl1/.r el,· :\111.tlu·;,q. •'11 /."/ ''""''" ,¡, /,, l11011t11111/111l \ 1•11 \1111/, .. ,, .... Lo:- i11t<"l"1•--.1• .. 

:-•• i1u·lu_v•·1011 •'11 ,.¡ /<1/J/11111 1111:-111•1. '" ,.¡ /.,/,/,,111 \¡,.,,. ,i\, ... 11o1•• il111 d1• 1,l piil"l•· do• 
co111pras q111• 1.1 • J.1 ... ,· t•:-1,;111 1 ic-111· qu•· \i.1< •'\ .1 la 1·lit:-.c· pr11•l111l1\·;1. p.11.1 p111ducir 1111 

total ch• :llltH) u 

E.1 \"alu1 tol,tl dt•l pr11d11•·10 de· \,1 1·L1~•· t•:-.1•=rit 110 ··~ .1d1i11·;11io. !'>i110 quP ..,,. 
c·oncihP 1·0111t1tl••l1•rn1i11<1•lo ¡1<1r la, a111 i<l<11l 1,,1 al µ,a:--1 ad.1 1•11 \1i•·11••-. 111i\11uf;1c·1 ura1!., .... 

<liviclida rntrr· .¡.,..,; ~- 111 1·;111tidad lt1t,tl g;i-.1.adil pol" la cl.a:-.o• l'!->\1;1·iL di,·illid;i poi· 1<1 
c:11arla p.:1l"lt• 1·P~l<tlll•'- El c·1111s111110 p1•1:-.u11al pt>r •·;lpit.1. d1• l.1 1·la~·· prod11cti\·a. ,.,.. 

ip;ual al dt• la • J¡.¡~p o•:-ll·ril y sólo ;a lil 111i101d dc• lo c¡111• i11in.d1n•·111P poi-1•1• lol 1.-Ja-.o• 

t.h• los propirtarios. 1-:11 c;1clii 11110 ,¡,. c·ll11 .... _ ,.¡ c·o11:-u1110 :-..· 1••pa1tt• por ig.ual •'11tn· 

a1in1cntos y hil'llP:- n1.11111Í•u·1 tlrado:-. "'11".1 ,·1.111<1s q1u• t•stc• co11s11111<.> ~i!!,H<' la h<'rie: 



E~cuda de 7.oul<•~''" GhbaJ,, de \'•~•·•~• 

:z:~:::··1:::.;:::~, .. ~~:·t,:::::~(~:f":.'f::·:~:.Yi:~~:,:.::::~~;~:~·~·.~::,:~·:.~~:::::~:'!!.::.~~~:.:. 
,¡,. /,, • ~.,.,.,,¡,., ''"'''' , , ,.,,.,.,,,.,,¡.,. ,/,.r,...,,. r/ .,.,¡,, 1 <>••• J '•"JI./ 
\~._..,,, .. S.olmc1 

,\ht,ril vr;11ncls l;t "'ºP,llncl;, funna ,i,.¡ Tol1IH111. •111•· ,q,,t1•'< 1<i 1·11 ¡. du~o}iú /{1111,/ 
y q111• ,.,,11,.,tituy,. llll•l ''"i"'"i" .¡, . ..,]i1\,...,1.., d•· l., d1.-.t•il111< "'11 ¡ui111<·1.1111<"11t1• .¡,.,,, 111.1 
.-\dc•ni.i:,,, "111itc- la" prn~•.1<'0.:inn•·.., l.!,•'Olll•:t 11< ,,,, d<"l 11v. '•'t' ' -•· • <'1111 .1 "TI ¡,, .. 1<'--111! ,,,¡.,._ 
fin.illc•s .¡,~ l;n. trllll"•HTÍ011"" 

Para •·,,1a siutc-,,is <l••I J'u/,/,f/u qor ;•pat••t•• •'11 / ,/,, .. .,,," H11nil. ,1,.\,.•1110.., h;,.0•1 

11ol<1r alg1111;l» de ... 11.-; •·01r.11 l••rl-.1;,,,,,, 111.í" "º'H"""l1 .. 11t1·-. 

1) ,,,. "ip;ne hat·i,·111!0 ,,i.,.,,1r.1ct·1,;11 dt· ¡,,,, 11;,11,,·••·• H•ll•'" •¡11t• ut·11rn·11 do•11tro d1• 
lo\S d;u;rs. prot!11.::tiva y t'><tt"·n\. Tounhi,;11 ,.,,. hou·1· ,¡J,._¡,,,., 11i11 dt•I Í11lt'1<;._ ,. <l•• <>ll•I" 

r.-t T il•llt'in111•!., •'I\ los arn•11cl.1t.1rHi .... < 11111<> <1"i111i..;111<> ,¡,.¡ ;11!.••1111• ti<' .. 0111¡>1 «" •I•· l0t • J,¡ ... ,· 
t•stc;ril," la .-]aM• prod111·t1,'<l: 11) S•• ac\¡¡r."\ rl 1111st<'110 .J,·J .!t·hnl. ru \,,,, • 0111pr;1,.. .¡,. 
la 1·la,,•• t'>-l•;ril il la t;\;l,..e ¡1rodu1·tp:,,. :\hura"''' .i1i1111.1. 1n.i."' J••llti<"11l.1111u•n1 ... •111,. J., 
cl<1s1· t-,.,,1,;lil 11tiliz<• .-.u .. .i.l .. \.11110-.. ;11n1•d••s do• 1000" \'•''" • "lllpro1r 111.1\,.11a~ JllllH••"' 

a I;, d;is" 11u producti\"a. Poi \;1 d.1M.• t'>-1•;1"1¡ ""11 .t11 .. 1 ·• 21100 11 •• q11 .. , ... n,_,1,.,1••11 .¡,. 
10110 11 1•ar<1 alinH•ntns y IOOU u. p•1ra 1n<1t.•ria."- ¡>11111.1,.,, 1udo lo cual lo t•111p\1"1 
1<1 dil"P 1•.-.t•;ril para la 111.11111f.u t11r.1 •lo• "11 prod11<"1o 1u1,d. q1u• Ps tlt• '.!000 u. La 
n·prod1H"c::iúu anual tot;d li•·rH· qut• ,.,..to\r 1000 11. por ··11dn1a •Id ni\"t>I d•· ·IOtlO "·· 



1 ~ 

que apo11.-1·r 1•11 r•I ·r,,1~/111u. flillH p1upur-t·iu11;11 ..... ,1 ... 111;111•11;1~ p1i111;1-.: ni) l.u-. cu\11,..., 

dt> la cl;1!'-I' pnul111 1 iva. por co1u·1•ptu d1• 1 ;1)1·~ 111<1l 1•n;1-. pri111.1!-.. • 0111¡"·'"110l1•111·l 111l l'11··~ 

J><H" S11l'> ;uh·J;111lu?<.: 1rJ ('orno l'>•~ :-tllfHHI'' q111· l.1 1,1111idad lolal dr· f'JSO!-. i11tt>ll~l'>t'~ ..,,. 

gus1a 1·;11);1 a1·10 1•11 J,i1•1u•s n•ales, p;1n·,·1·ri.1 r¡111• la 1•·1•rod11t·1·i1;11 •11111al l•·11•lrl<1 •1111• 

r•fp\'.Hl'M' 1'11 IOllll 11. n1<i:.: PS dc•cir. llP,t!,.ilr-Í<• li,1!--l<t hílllll 11. 1•.1r;1 p1opcH"t io11;11· ··~"~ 
l>il"flt!S. Sin 1•11ilH1IJ!.O. ('fl J·'i/o ... of1'0 uu,.ol );¡-.. ifra ....... 111.1111 i1•111·11 •'Ji .-.0011 11 .• Jo c¡n·· 
pr·odujo 1 011Ítl'•i•jll 0•111 rr• q11i1•1u•is i11ll'l"f»1l'I ;11<>11 l.1 111i-.111i1: ,., l.1 -.ul11c ¡,·>11 .11 111olil•·111.1 

1•s1a1·í.1 1•t1 q11•' l;i 1r-producriil11 a1111al 1<,1.il 111·1111.1111·• ,. 1·11 -,111111 11. l'"rc¡111· lo"' llHlll 

11. dP ro1Tilj1• pilló! PI J!,OIJl<lllo. q111• ~f' Íll•·l111",111 •"11 ],.._ pi Ít11c·1,. .. ·r11hf111t1.r. ,d1or,1 ._I' 

h.illl 1·xcl11ido 

1, l!ull··n 1. :'\lll .. 1 ''I'"' , .. ,,. 1, :O.llk. Ll.11r .. .,; .1. 1 e ;-... ' '"'· '· l>'.\h:111loe••. r._ e h.uk<. \!.u.i ... ,; 7. l lchctn", M, I>." t .. <.;'), l'orun; 
1-;., f u·h1ll•·n. 11 ... 1 ,,,.,, . .i. ll...·1111 .... 11. el l>u•111c 1k ,,. ... ,.,.,,,, • 1. J., l>u•1uc ... o de ,\n•ollc. 1 i. c-1 l'"""'l"c de ( "'"'· • \, /\lonc. 
C,r .. flrut. ''" 1 • .,,.n,.llc. •-. l••,cph 'l:crn<•; 111. '.\In••·. ,1·11,,.,.¡,.,.,., 19. l\l••nt<'.'•l"'c" ""-" l ¡,.,,..,,,.,, "'· Jl;u•U<-'~'c1u. zz, l\l.u·r:u1; 

::t\, '.\l.u•J'l"""''· ''· <-1 "'·""•·•I IJ._ llhhdo .. ·u. "'· ;'.1.1k .. hc1l•t·": 1<•. ·1·.,,¡.i; .. 1, 11. llul1r .. 1. :M. l}uc'""Y· z•1 . .-I .1!..u .. • 1l.1<1hclc11•r. 
'"· el C ,.,,.1, .• r,• 1·"1,.. 1•. 1 )'.\n.-rlk. '' ~ ... ,111.u. J 1, H .. mhtul••n. , .... ::.1. t_,,.,¡.._-u. ''· 1>.u..:cno 11, '"·el'"""' ,k \'11!1.oirc; 
l7, el l>u'I'"' ,¡, 1 .... ,....._,.¡, 1li, ll<-n.u1l1. ,9, lt.unc.no. _,,..,, ll"uuc.ou. 4'• IC1)n.•I •. ¡z, 1-• C. .. nd.nnonc, _,~ "lh .. n1.1 ... 41,"\.'ocn~.f\. 
;\l.orul••nhl. 1". ''"''·"'~ ,~_ ,,.._ ....... ,, .11<, , •. ,.,,.,..,.,,.,,, i•J. l'u:.•11•. S''- lkrn.utf ,/C" luoocu. 1•. ll.111hrn1.u1· 1Z. rl .1h.11r ,le Cnn-

,i.11.,.· \~. '.\luor . .Ir (.r.•ll•L!'"; •1. IC .. '"""""· ~· 11. l\luoc ,¡., 11 •• .-.~~c. 
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SEGUNDA FORl\tIA DEL Tnbleau. EN Filosofía n.11ral 

2.000 :?.000 l CY..0 

Tut;i.l 2.(X)() Tu1.1I :?..000 Tu1.1l :::.c-00 

{

T•l•I••'·" 
cu,u1H,a1J._•. 
•·•u.'h:is J..,1 •• 
cl.·ucrro.luc-
1ov.1 a l.td.oou 
l[",1.:·11l 

Del tul al .anual dC" los 5000 u. qttC" él parecen cu f•I r~·:"lllll•"ll drl Tublrt111 d1• F1/0.<:oj/n 
f{u1·al: JODO 11. corresponden a alirnentos venUido~ a propit.·tario"': JOIJO 11. a ali-
1ne-ntos c:onsurnidos 1n natura por la clase prodllcli\a: 1000 11. a 111•1lt>1i.1:;; pri111as 
vendida!:> c1 la clase estéril: y 1000 11. a producción rn li! que Hº c;1<.1,1 ··I inrcn..;s. 
QuP~fHI_\" aclara. en flr11nr1· problc111a t',.Co11o"1111co. q11•' !u-. IOOtJ u. q111· f,1lt.1l .. '1n para 
cornplrtar las 5000 u. dt• la cllt.'rtl a antf"rior. con ('""P•)ndt•fl a alinu·111u-. • 011sun1idos 
1n uat10·11 que ··no Pnt 1·;u1 en t'l con1crcio .. y. por lo tni.-.nll"). 110 apan•ct•n i-n la .Sr:-
911nd11 Fnrma. Si sr quit'rP. incluir la alirnentacicin di' Jo, ;u1i1nalf'!'-. ha!-til con ai1;1dir 
lo!'> 1000 u d(' forraje <1 la producción total. los a,ft•lanto"" <U1t1alr..'s y lo~ lt"toruo~. 

para q1w la sllnh, dé los 5000 ll. Los ··bicnr~ de- int••n::s .. son los fonn•u.los pe 
prod11r10~ agrícolas de" cii"·ersos tipos (ganado de n·t•rnplilZO clc>I perdido. stock~ de 
srn1ill.~s ... 1c.). que cubrc-"n t.•1tH'rgc11cia:;; y atirnden ¡,, ~11h~i:-.tt•11cia tlt> !u-. hon1h1es 



l!) 

c\f~dicado~ a l<l reparación c!L' edificios y 1naquinarias_ ctr.·1 

Sólo '"1\a11rlo ~e introdncc.•n lo:; forraj'-~s. en las t.•ut•nl.ts ele lo,; adelantos anuales. 
sr. ptw·lh·11 rntc-ndc-r. en Las cw·1aas del Tubl~nu. l.i-vo; r••tribncionr.s que hacen los 
cni.prc.•:-:arios agrícolas por PncitH<t ,jp{ intcres sobre su,; ctdP!antos. El intf'rrs Sf" con
~irlcra cn1nn ttllñ ~spccie de fondo de rc.'serva y <t1T1urti7-ar:iñn. En rl capítulo 7. 
'lt~ Fi/n.,nf,.n Uun:l. Quesnay 1cconoce que la rr.nta 11or111.tl .\•·l e1npn"'s•tt•i1._l agrícola 
incl11yt~ ··n·ttihució11 dcbidct a las dificuhaJ.t~::.. tral•njo y d•'"!>º"' 1\t'· .-;1¡ t•rnprcsct ... 
Esta ab"'t t·acl.·il-ill sr. ha hPcho d<'hido .n que l<1. n•Hl•t ~•' 11\l'Z.-ld cott í"l µ.asto d~ \.,.,. 
adrl;1n1n-. •Lllllalcs del granjero.\· cun t•I pn-,ductt:J d.·\ l!•tll.-tdu. <pu• 111.111ti•·t1r p."l1·a 
oht~n,~1· lu·11Pli...:io con10 f'lt-•1t1t•11to <:pl·u1ula1io del ("Hlri'" ,¡,. ':.!1·,111u .. 

(2u•·~11.iy t.•stin1a la n.•t1·ih11ri611 variando el n•"n:w:" ,¡, .• Hados l.h .. tieC"ra. 1·11 
ho1uhn.' cun dus fanegas consignt.• el dohlt" dP rf"tril.11• i•i:1 q•u· un hornbn~ con una. 
Pcnrt 1•! e-et'"> 1nedio. que suµone el e111pleo de 2 Íall*'"~.-t.~ •1'· t i••rra. Ques11ay , .. stimil l."l 
rctrihncil)H PI\ 12000 u. por granjrro. lo que induyr ¡,, .. cn-.10 .. rir vid:t. •·q11ivalf"nt ... ..; 
a 600 u. Por otra parte. torl:t~ las rc-ntas del Tnb/•0:•1 .... '.!•1 .. t,111 e11rrrc11nrnte. a In 
lar.~n dt•l aito. 

l.a funna gcn~ra.l del 7i,blt1111 que~~! pre,;.cnta t·11 .·\••1//, .. 1 ... 1.·s \,\ sit;uirntf-':: 

cu~d. { 
Ion .:...l .. Lanro• zoro 
:anu.11~ 

T ... ul •• :50001 

u .. 1 q•:o< l.o mn.:...l 
"l"cJ .. .-n m.aruH 

e! ........... u ... p ....... 
lu• .aJ,l.1"'"' del 
'·l°''"'"" ........ 
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Para esta fonnulaci<in 1..h•l Tu/1/nru <~t1 _.\ ,,,¡¡, ... , .... <21u•:-<tHlY int1·odujo ¡,, t ransacci<i11 
de materias pri111as y t•I pago de• intt·n~s a ~1-¡\11jeros .. -\de1noi.s. hay ci.uc• rPS<tltar qtu-: 

AB rcprcs'-"llla la co111¡H"<l a la t"lilsl' p1od11ctiv•1. por parl<' dr los propietarios. 
de 1000 u. d~ ali1nentos; 

AC" represrnta l~"\ contpra al.a clo1s1• (·~11:1·il. por parle df"" los propit•tarios. dt• 
LOOO u. de bienes 1na11uíacturados; 

Las transacciones AIJ y ::\C propo1Tio11.111. <l los propiPtarios. tocios los hit'lll'l" 
n1anufaclurados y ali1nentos <1tu• 11<·c·t·sita11: 

EF rrpresc•nto1 la co111pra. por parte· d'" J.1cla!-P1•stt;dl. d1• !OCIO 11. 1(1" rnat'-"dots 
primas; 

Cl5 n•prC'sPnla lil (_ºOOtpra a la cl.as1• prod11cti\.·;1, por p<trlt' <le l<l rlasr cst~ril. 
de LODO u. de alinu•ntos. Arnbas 1 rat1s.accio1ic·s propordona11 a la dasP rstéril las 
1naterias y ali1ne11tos 'l'!f" ésla reqttil·rt>; 

G JI represen ti\ la c·o1npra de l 000 ti. dt" !Ji1·1u·s 111a.1111fart uraclos a l;i das1~ estéril. 
llar parte ele la t·lasP productiva: 

D.¡.~ y /) n•prt"Sl"lllilll los c-oÍU"o~ 1pH· li.111• l.t t·I·'"'" pn1d11c1iv<t. pu1· -.11 ... \·c111a~ ,, 

los propietarios y a la c·lasp rsl1~1·il: \. 
C y /) n•prc.•!'it"lll<ttl. n•sp

0

1•c·tj\·,11111•1111·. \,, .. t 11l11u ... q1u• Ji,111• ),1 1 \.1-.1· ••:--lt._l.ii. por 

sus vc11Las .rt los pn1pi1·to1rius y,, l.1, ¡,, ... ,. p1•Hl11c ti\,1 . 

.-\l co1nir11zu. la~ J»U~f":--io1u·~ 111• J,, ... 111· ... , ¡,, ... 1 ..... ,,11 l.1,.. -.it?_11iP11t1· ... : 

TAOLA l 

~----------~~-- -~---------- --------· 
Clase productiva Clns<" propietaria Clase estéril 

t--~l~O~ll~llc'--u-. ~ .. ~;-,.-,.,-.,-,--+-,l~J-,.-,.-.,~.,-,.-,-•• ~:!111111 11. i11g,n' ... ' ' IOIJl~o 

1000 u. l•ir11t•:-- 1h• i11t••n~s 

1000 "· 111,11t•l'i.;ls 1u·i111<t:--
(p11,.,1 /11 r/11 ... , f" • .,/fr11) 

lOUO u. odinwnlus 
(¡Jf1,.,1 l11 ,./,, ... , ,..,.,,·,.,1) 
1000 11.dt• Hli111<"11los 

(para la r/n_ .. , ¡>rn<luclu•a) 
1000 11. dP forra¡,. 

La c..:lasr rslt~ril rorupra ahora llJIJtl 11. de· 111..t.l••ri.-t~ pri11Hts a la 1·li1s1" pnuluctiva. 
de tnodo qur l.\~ tr1ulcuc.i¡ts pasa11 .1 ,..c•r l.1 ... "'l!!,llit•111t•-.; 



:!I 

TADLA II 

Clnse productiva 
:!OIJO u. rlitu·10 

1000 11. hi(ºIU"~ de• i111c•¡1:s 
.:)()() 11. ali11u•11los 

IJPrrf·ho •1 :!000 u. iTIP,1'':-.o 111011 11. 11a.1t1·1ias pri1na:-. 

.'"iOO 11. ¡>101lt1n·ici11 
(/HUYI ,,, r·ln ... , ,_ ... ,,·,.;/) 

11)()(} 11 • • 1Jil1H'lllO:-. 

(plllYI /11 1·/11 ... 1 ¡11·r11/11r/t1•11) 

IOIJll 11. fo1 r.1j•• 

L.;1 •·la ... c• p1od111·1i .. :a paµ,•1 .il )lJ,.,, propiPl.i1rio.., :!OllO "· do• d111•·1" • 111110 i111-!,ll' ... u ~· 
lil • lol!--1' 1•!--l•~1·i\ lf"illl."fü-nn.1 .-.u:-. 1000 u. di" l1lillt•1·ia .... pl"i111a ... 1·11 :.!111111 11. ,¡.. hieo111".., 

t11<1n11f;.11·1111;iclu ..... ,¡,. 111odo q11t• l.r1 po ... it ic)n d(" l.;1:-. lf"I" ..... 1.1 .. 1· ... 1'·• ... •1 ol ..... 1 ;1ltora '" 
..,ip,11ic·111t•: 

TABLA 111 

Clnse productiva 

. -,1111 11. p1od111·1 H'.°>11 p¡¡¡·a explotat"i•ill 

(J""" '" f ,,, .. , .... 1« .. 11) 
101111 11. <1li11w11tos 

( 11111•1 /,, ... ¡n·op1t t111·io ... ) 

11100 u. <1li11H•ntos 
(pun1 /11 ,-/u .... , prn1hu·l1r11) 

l 000 11. furTajc• 

Clase propiet nrin c:Jasp (>Sl~ril 
:!llOIJ 11. di111•1,. 1111111 u. l1i1•111·.., 

111.11111!.1• 1111.1du .... 

s(' nnnplrtan asi la:- ro11Cli(·io11c•s d .. los priucipal(•!< • •11111,iu-.. i1111·1·~c·o·1ori:tlr~. 

r·.a111hifJS c11u• r•n1piPZ<1n con la co1npr;1. por panc dP lo.-. pru¡Jit-t;,1·i•• .... cl1• 1000 11. 

de, •tlinu•nlos a la rlasr.• productiva y 1000 u. de birn<"s rnanuf.r1C·t 111·aclo..., ;i ),"\ clasP 
c»slc!;.ril. 



TADLA IV 

Clnse productivo Clnse propic-tnrin Clnse estéril 
ltlOO 11. d11u·1·0 llllJO 11. ali111••11tu.., 1111111 11. d1111•n1 

1 0110 u. l1it•111'!-> d<' i111f·n~s 

7100 "- ;1li111Pnlo . .., y 
J ()(}() /l. liit•lll"!- 1 (){)() 11. l1iPJ)I'~ 

1n<111t1í;1c-111roulo!- 111Ht111 f"•1<·111r.-1do!-
·,no,,_ 111ud11c·c·icj11 para f'XJ.HHla1 i1j11 

l ¡u1n1 la r/a.•H ,_ .. ,,.,.,!) 
1000 u. ali111rtaln!-

( ¡11110 lo ria ... , prnrlur/11·11) 

11100 11. forrajP 

L,;a. l.i--.- 1"·ll~ril c·otnpra. ;¡ ~11 \"P/_ .'",()() 11. clt> odi1111•111u ... _, .. ->110 11 • .¡,. p1ud111 lo-.. 

p.11a -.11 1•-.;p .. 11;11·i1)11 a la c·l;i'-•' pr11d111 ti\-;1. co11 lo c¡11o> ah .. 1.1: 

C'lnsl_• productivn 
:!111111 11 • .Ji111·1·0 

l IHHJ 11. l1ic•1w~ ele• i111c>rc;~ 

1111111 // .• .111111•1110 .. 

(/"''''/u,¡.,.,, ¡1rnd11r·/11·fl\ 

1111111 11. Í11rta je• 

TABLA V 

e 1 nsc propietaria 
101111 11 . • tli11w11to!-- ltltltl "· bit'llC''- 111.111111 ... ·1111.11ht!--

La ,·Joi .... c•-.11~ril 1·01111bia .ahora. j.!,rc-ic-ias al ron1t>r-c-io c•xtt·1·iur. !-lls .-,110 11. de· pl"u
d111-ci1J11 •IP-.1 itlildo~ a la rx¡>orl .;u·iá11. por .:')00 11. dl' hit'll('!- 1n<1n11facl 11r.1do-. de• oT"i.l!•'ll 

1•:xt1·u11jc•z·,,_ 1lt• tnodo <¡lle- las 1.-1ult•111·i;ls pasa u a Sl'r f'!-1ól ,-r·z: 

TABLA VI 

ClnsC" oroductivn Clase propietaria Clnse estéril 
:!lHHl 11. cli11c-ro l 000 11 • .ali1nenlos l :JOO 11. hit•11es n1a11uli11 t ur.adn"'-

1000 11. hu·m·~ .-h• i11trré~ 1000 11. bicn<"s 500 u. ali1nr1110~ 

l nnu "- alirnenlos 
p11n1 /11 1·lo ... , 1>rod11rlr1!n) 

l 000 u. forra jr 

111<tnufaclurados 

.-\1 c·o111P1u:ar la producc-iún. l'I .-análisis de la clasr pro<luctiva se dividt~ en •·111-
prcsarios y asalariados. Los Pn11nrsarios alquilan a los •tsal11ria<los y les paga11 su:-o 



~•d.ario~ 0111ualr:> flc! 2000 u .. un•• 1nilacl c•n cliurru .v )H otra 1nili1d c•11 01li1111•11tu¡.;. La 
~it 11.;u·i1:i11. c·ntouc:c!S, f"S c·orno ~iv,uc: 

TABLA VJI 

C'lnsr t>roductiva Emoresarios Clase Dronietnrin Clnse estéril 
Asnlariados 
lllllll "· clinrro 1000 11. dirwn> 1000 11. ~1linH"lllo~ 1 -.tlll "· hi.-1u·s 

10110 11 •• alinu•nto~ 1000 11. hic·n~ ch~ iutt·n~ 7">00 "· alinu•1110~ 11a.11111fo1·1111·¡1dos 

1 ono "· forra.i1• 

l.11~ H!->alariaclus dr la ·,·l•1sc• productiva c·o1npnu1. ahora~ 1000 u. ol1• loi<'llC'S nw-
1111fa1 1 u1aclos a la c·lasc• c·~t•~ril. con lo qur. la nnPva posición pnsa H "'l"I: 

TABLA VIII 

¡(·_7lns~ product.iva Ern.presarios Clase propietaria c;1n.s1• PSI <'ril 
llJIJIJ "· Hlinu•nto~ 11100 11. clitu•ru IUOO ''· .;11i111P1ttos 1111111" rliurro 

llltll) 11. hic•nc-:-. llUJO u. hic•nes <Ir 1000 u. hi1•ncs ;)()11 u . • 1\i1111·11t1J~ 

111•11111f.;u·1uraclu~ i111t•n;s 111.;11111fac·t u nulos n1an11l.11 111nulo~ 
l 000 11. furrajt> 

.\ 1111·1lida c1uc• ,.,vcu1zi1 la ¡1roducci<)n 1lr la 1·hts1· pro<luc_.tiva. ~·· • .. , ... 111111·11 l.1~ 
n-...1•1 ,-.. ~ 1nu1u•tari•u;.cl1• l<t:-- diíc•: ~ntes clas•-s _\"PI p101·1~0 1•c-01u..)111ic·u l 11·11•1·· •• o1!!11I -11 .. •·. 
Lo .... 1~;1l•11iado"" .¡,. ).a ··I••"''" 11ru1luctiva c·,,11~111111·11 su~ 1000 •• :!t• .1111111·111,, .. ~ "'11 ... 
1 uno ''· ,J,. bi••1u~ 111a1111f.;11·1 unu.los. Lo:o. c·ntprc~arin~. a su , . ._.z.. 01 ili/.111 -.11~ 1000 
11. d1• •liru·ro par.;1 1·01np1•irs••. unos a 01ro~. i.,~ 1000 11. •l«• hi1•111• ... ,¡,. i111t•r1:s. 
1•1111>lt•.;1111lu •~os hi1•11•·~ f'll la reposición y íC"J><trac·ión ele su capital lijo. ~••u k~. ••te.. 
ctl 111i~111u tic-n¡po 'llllª ali11u·11ta11 a sus cahallo~ con los 1000 u. clt• fun•1jc'. Los 
propÍC"1arios. por su panc-. c-onsurnen sus 1000 u. alimentación y su~ 1000 u. dr 
bi1•111.,. 1na1111íacturados. tnieoutras que la clase• PStrri1 hace lo tnisn10 n111 "'ºs !iOO 11. 

ch· ali111P11tos y sus 500 11. de bienes manufacturados. Ct1ando la rus1·clw •1par<•«t•. 
lodo .-1 cido cconcitnico SC" repite desde la Íasc J. 

Los Tablraur dt• las primeras tres edicion1-s y C") Análisi.fl. <'stahnn pp11-.;ulos para 
rxp1it-ar y prcsc-ntar la situación dentro de un EstatJo <le 1náxirno hit-u.-~1;,r. nli<"n· 
tra~ quc .. Ja 1nayoria ele- Jo~ Tablt!aux (qur aparerc·n en El nnugo 1/1 /11 J/11111onidnd. 
/·'1/n.-;t>fri1 rur·n/ y rn lo~ tlo.s Prob/t'!mas f'Conó1111ro ... ) SE" pensaron p.iH~t 111ost rn1· rl 
funcionarnirnto dt• )as ,·;tusas <1uc conducen hacia ese Estado idC"al de· hirn•~staT 
111.;:ixi1no; o bien. a su ronl rnrin. 



~·· 

UNA SITUACIÓN DE DESEQUILIDRIO 
E11 su l:.".r¡1lu·1u·uí11. (11u·~11a_\" s11pc.011<• <¡11<' lc1s propiPl;1ric1s clr•1·j,J1·11 µ,,;1!->l.011· <'11 lu.i•.o .. 
orruu1u•u1.01lr-s 111.ii!'- .,,. IH 111i1ad ''"~u rr·11101 c·on 1,a r·l;1!'>f" c•:-.11:ril y. rl c·cu11pJP1ne11l1J. 
<"<>JI Ja cl;1st• p1url111 1 ¡,.;,_ El r·r-sult;ufo sc·r·ia 1111a n·duc<·ióri 1IPI i11p,u•:-.u y l.a 11<1ci<j11 :-.e• 
arruinaría. scilu 111•r r'!'ol1• c·a11tl>io ele• prcf<•n·1u:ia~. QuPs11.01y h;1~a ~11!'> •1rgu1nc•111acio11r•!'
rn las 1 n"!i sig1tif't1IP!'> hipcilrsis A"tu·ralc·!': 

HIPÓTESIS GENERALES 
i) sr~ parir• dr· 111101 hilrrnrión de• ni<ixi1110 hic·ur·slar: 11) los 1u·opi1•tnrios dc·rirl1•11 

rrpr.n1inarnc·ulr• ;111111c•11lar su p;a:-.to. cornpni11dolc• prod11clo!-> ;1 J;i 1·!.1i-.t• c•stc;ril: 111J 

las r.lasrs c•.s11:ril .'· 1n·o.J111·1iv<i sig111•11 t•I rt1i!'>1J10 1•j1•111plu. 
En 1~·1 """.'!" ,¡, /,, h11111<111uh1tl • • \lir;1lu·;111 ilu:-.11·;1 f;1 !'-il11.ac i1>11 111 .. ,Jialll<' <·I ....... 

qur.rna ele· ziµ,,-zo1g: 

Clcist" productiva Clnsr propiet.aria Clase pstériJ 
_\,fr•l.1111••.._ .;.1}111.i1)1•._ J11gf"t'!'>O _.\rfpJ;i11l<1:-- .illllH1J1·~ 

J•1 .. <l11•Tu lll'IU 

:::!OJID __-rnrnn-----
~.""~ ·""! IMI 1:-;o 

l'J:! l!J:! 
11::-. 11.-, 

, , ,, •• II1iB:]J 1o1 ;1 II1iRJI lol<tr!2Dl 

Los rálculos nnrr:-.po111fi(•J1lc•s a por q1u• roJJ\'f'tg<'n <':-.la~ :-,f'l"i('!'o .\. ha<·ia <¡ué lipu!'
d~ valorC'!->. M' r•x:1uu11·11 a c·onlinuacki11. 

Sea .r., E R 1111 111i1nrro fijo: ;uff'tllá!'o. fo ll1·c·J.n .. - .. :">i.J..!,nifin1 l.;1 dirc•1·ricin C""'ll l.1 
CJUP Ull Sf'f'I or 1·0111pr;1 .. r>I ro. 

Sra 

1.r·o - (~.ro)= 
¡.ru - ( J - u)= .r2 

~.rr - a~.r, = 
(~.:r1 )( J - a) 

,.ra(I - a)= .ri. 
~.r:;.(J - a)= :r" 

.r .. 

.r¡ = ~.:ru + a.ru = 
~.:ro(J +u) 

.r3 = 4.:r2 + ,, ~.:r.., = 
~.r:1(I + ,,} 

;r_,. = ~.r.1 (J + fl} 
.r';'" = ~.;t6( J +ti) 

A partir dr aquí. ,·autos a deducir la furnia <111<' L<'ndriau eslas <lo~ srrir.s: 
i) La primera serie Ps: 

.r-, + .r4 + .rh + .1·,.¡ + .rro + ... + .1·~ .. + ... 

que corn•spo11dr• •1 Ja .sc~rie de Ja colu1n11a rf1• la izquierda: y 



ii) lil segunda serie <'f.: 

.r 1 + X3 + X!. + .r~ - · + .Jº .Z•o+ 1 + ··· 
!-ir.a ahora u EN U {O}. <1uc corn~po111l1· .,, la M·rir 1lr. l•1 1·ol1111111il 1l1!n·<·l1a: 

.r11[~(l -t1)- ~fl +")&(1-o)+ ~11 - ol~tl -11)~(1 +u)~(l +o)+ 

+~(l - a)4(1 - u)~(l +o)+ ~(I - o}~t 1 - u)~ll + u)&(l + 11)~(1 - u)+···] 

[ 
l ' l . ., .ro :¿ll -u)+ p(l +o)(l - u)+ :!7'(1 -11) (l +u)+ 

1 :i 2 1 ., " 1 +~(1-u)(l+n) +:y.11-.,111+11) +···. 

[ 
~ ( 1 )" " ' - ( 1 =>.ro ~1 ~(l+u)(1-o) -1 ..... -~'!._~1 ~ll-1-11141 

=> ..... [i= (~)·· - 1 - '.!..~;...'..'..' r. (~1 .. l 
,.=U 1 - ··~IJ ' .1 J 

Fo1rtoriz.a111lo. ol1ll'1u•1110~: 

[( 1-a)~(l-u')" 1 .ro l + -,- L --. - - 1 . 
2 .. =n 1 

=> .r0 [ ( :l + ( ~ - ")) ~ ( 1 -:; ª 2

)" 1) = r., [ ( :¡ ; " ) %:;, ( ~)" - 1) . 
< 001110 :;r cntnplr 1.a c·c>1ulición lrl = J • -4 .. ~ \ < 1. la srri1• rouv1•rµ,1~: p1.•ro si se• 1..·un1plicrn 

<pu• u= O.=> l~ 1 < 1 y J., srric- también 1·onv1·r~1·rii\. Por últ inu>. si o= 1. => {~{ < 1 
y la scril." igttalnu·ut 1.• 1·011vcrgc. 

F:11tonces. podc.•1110~ cx¡-Jrcsar In. scri1· 1:011111: 



:u; 

lion ..... [C'-1
-;- ") f: (-1 

- "')'• - 1) = ..... c·-·1
-:- ") lion :t (-1 

- "')'• - .r .. 
••-""- 2 n=O ·1 2 ··- · .. ,_. 11 1 

= .r0 (:1- u) ( 1 ) _ _,.,, = .r0 (:1- u)(-·-'-) 
'l 1 - ('-:;·~) '.! :i . .;.. "' - .,.

11 

2.:r.u(:l-n) c6-:!u) 
= :l + a'J. - .ro = .:ro :l + a'J. - 1 . 

Si t-011st il 11i111os ),>S valorrs ,¡p x 11 = 20011 y 11 = f.- ,-111011• , ... l.1 -•·t i1• • 1>11v1•rµ.1• a: 

:!000 (. (i -(
2'f). 2 - 1) = :!000 (~ - •) = ~ - 1 ~ lli~-1.210:·, . 

. l + ?. .. 7h 

l.H segundA serie tir1u· l.1 f1u111a: 

.r 1 + .,.., + .1· . ., + · · · = ¿:.r,.,.,. 1 

u E .VU {O.}. 

=> 4(1 +a).1·u+ ~(I +n)4(1-u).r.,....

+~(l +a)~(l -o)~(l +o)~(l - "' 

+4(1 +u)4(1-u)&(I +u)~(l -o}~ll 
Factori;.o:o1111os pri111f'TO :r0 y si1nplih1·a111os: 

( 
1 1 1 = .rn 2 c1 +u)+ Vlt + "Ht - n) + Vll + u)J{l - u)+ 

dt< J + a)'J.( 1 - a)'J. + · · ·] . 
Esta st•1·it• 1a1nbién la podP1nos cxprC"sar co1no 11t1a ~11111;1 .i,~ dus ~1·ri1•!-o: 

[ 
- ( 1 )" -· ( 1 )] .J'o ~ v<l+u)(l-u) +~ :¿2n+l(l+o\" ... '1l-11}" 

[,::0...(1- .. ')" ~(<1+ .. >)(l•~- .. 111- .. ¡)"] .1·,, ~ --.,- - 1 + .~ ---z- ---,---

[( l+a)~(l-a')" 1 = :ru l + --:¡-- ~ --.1- - 1 



Alion1. ~i 

Por 1ih i111u. ~¡ 

... re ~ .. > t. ( ~r , J . 

--1-' -., "'/ < 1 u E (O. J 1 =-...- r 

1 =- ,. = --- = - < 1. 1, - "'I 1"1 1 1 ·I 

n=IJ~r=l+l<I: 

= :mno [e : ~ ) .~ ( 1 - ,u)') " 1] = 

:!OOIJ [ ( 5) ( :¡;¡ r - 1 J = :!OCIO ( 111 1-; ¡ 1 ") 

= :!OOO (=_i_) ~ :!:!lo.-,:!rd. ,., 
ohl<'flf'llH•~ l.1 • .;1111id;uJ •1p1osi111;i.J¡¡ :!:.!lll.-1:!(i:J1. 

Sr·il """ ~ u_ h_ju. f.,¡¡ llo•r Ji,, i11d1· .. /,1 dill'C"Ci(Íll ··11 J.1 ., ........ ,. lt;11·1· , .. l"tJfllJll"Ot d1•!>-dr 

Un Sf"l"IUf .t "lloJ !-'1•,111 ll • . 1 ~ /( ... ¡,¡/, • ..,_ 1p11• n 4- i = J 

.ro= 

.r, = 

.r-z = 

En gcru·r·al. pud1•1nos repla11IPa1· 10.lo ,·onH> un ~i!"l1>111i1 rfc- c:.>cuacic>urs <"ll dif<"· 
rencias: 

{ 
.r, .. 1 = ~!J, 
,11, ... , = ~.1·, 

4La ír;o.-1·1,;11 "ff. 1 J0:1:lG:Jlftll'i!J.11:Hil'i,l':L 111•11•· t-'Xpan~11h1 d1••1111•1I 111lir111a pt•r16di<-n J.n i-o·· 

gunda st•rt•' ,.,.,,, .•• rg•• a :l:llO.f12ri:I aprox1r1101cla111r111c. 



( ;,::: ) = ('~ '~ ) ( ;;: ) 

(~ 1i)=A 
( 

... • ) = ( (.' ~ )- ' ( ..... ) 
_,,~ ::; o !/11 

( ' ) :t ( . .-, ) = :t A' ( . .-., ) 
'""""11 !Ir 1=:11 !111 

= (i=A') ( ;"). 
'""" , ./11 

¿,,. ' 1 - A ' - ' ~-o ( _1 ~. -1 ~ ) - i 

( ' ) . ( ')(''.") (1 .. ~+.:i:1J=u) ¡ .1;., c. (n ~ + .i~ )zu 

1·01110 C'll PI raso anteriu11111·1111· .111.1li;.o.1du 

si 
11 E (O. 1) 

la Sf'l"it• COllV«•rg<· y si 
11 - .,,: 

l =>r= ¡--,-:'"'- 1: 

•1=0=>1~1<1: 

[ ( :1 + l) ~ ( 1 - u),) ] 
=> :!ººº -T ~ --,-·- - 1 = 

[( ')e··-).. J e 111 ''>) :!OlJO j Ti - 1 = :!CIOO ~ 

(.,,) 
= :!OOo =- ~ :!:! 1 n. -,:!h:J 

l!J 

21/19 ,.s una fracción d1·ci11wl. 
rn~ncionada anteriorrnrnt r. Si 

'J ·1 ? 
(t = ~ ~ .-J = 1 - fl = 1 - ~ = ~-

y r11tonc1•s. sustituyl"ndo lt>"' \·alun•s =o= 2000 y n ~ ~ .• 1 = 



= (:) ( 
e 1 + !,H:woo) _ 
( 1 + ~)~:!000 -

= ( '.!J:,,C!) 
J~(i() 

Ll: ,~·!~~ .... - .... 

;.Qll•~ or·urrini .al 01iu1 ~ig11ir•1111··! 
Si ~11pu1u•1110!'> q111• f;i)', •·c1111p1a:-. a Ja cla .... (• c-~H;rrl ... ,. 11i.1111i1•11t•11 •'11 J., 111i~111<t 

propuH·it"n1. por parl1• de• bt~ • la~1· pnuf11cl iva .\·de•¡,, .. ¡H11pi1•la1·iu~. 1•111 .. 111 e•:-. •1pfi-
1·;11·1·1110 .. la:-. clo:-. sPrir:-. p.;ir<i lo~ c·;ifc·ulo:-. p<·1·ti111•111 ...... r_., 1i11i1·0 •pu· ,·;1111l1i;1 f""S .1· 11 • 

q1w ;.d1u1i1 n11...-lli8·1.:!J<J.'j . 

. ·\l li11od d .. J segundo :liio. 101 ditM~ producri\·il t1·n•l1.i 

lri>'l.~J().-, (~ i: (~)" - 1) = Jli,,l.!JU-.( ·','.;l 
1 '•"""''' -·' 

1 ¡¡ ... :!. .... :!·· 

( 
s . f )" ) . ·•J 

lfh""·l.:!IO.-, ~ L (~ - J = lfi .... l.:!IU-1( =-,;-,) = JMil.1!1-, ... 
. , ··=" _., 

E:--1;1 \o'/ Jo-. i11grr...,os di!'>111i1111.\·c·1•H1. dt> rnodo q11•·•11111" l.1 • ••llli•l<td !.!,, ... ,,,,¡,, I"'' lu~ 

p10111•·1'11io ... ~•·vio poi· e-Jiu di-.111i11t1ida. las pt•r·c•"f" 11111•· .. .f,. la 1·l;Po·•· , ... ,,.,iJ 1.1111hi,:11 
di:-<r11i1111\·•·11. SPp,/01 lo ... fi!-iát·r;1las.t•s1a co11cl11si1i11 º!'"''' l"'''JllP. ,1! 11•11.·1 11t1 111l!1·1· ... u 
1111·1101 l.1 e l.tsP product j\';1. l.1 rc·11f¡1 di:-.111i1111.vc. Si 11f1 .. •·1\.11110 .... _..., .. p1 ... , ... ,, pa1 ;1 -, 

ai10 ..... ,J, ... ,.J\'ill"P11Hls lo q111• !-lllf'dP ,1 p;1rtir dr>I <1i1u:I ¡/,, .. • 1.,~ ;1i1u., 0111lt•1Í••J•·-- !1u•1·•111 

d1° .... <1rtull.:1dn!"> con autc·rioridad): 

A í10 Ingreso de In el.use productiva Propietarios Clase estéril 
:1 I l!J.l.:l-l:J2 J l~IJ.;{ 1:l:! ):l:!IJ.fHd.-1 

J00."1.7li:!7 JIJIJ.'"1.7h:!7 J 111.1.:L!-1 
-, ,...;.Jli.!l_t""1~0li ·' 1f1.'l"1Ml<i !J:{ft. l l 1··, 1 

" 11:1.221~.1 7J.$.:!:!7.'-J 7:""o ...... rn11·, 
7 fiOIJ.()f:!!):! flllll.fil:!!>:! hld .. •q.-,.~:1 

.·\ l.1 l.1rga. ludo 1111111do pr•r1l1•r..i. si pern1<111Pcc11 ig11.d1· ... l•1s proporo·i .. 111· ... de• las 
1·ornp1•1~. St·~ti11 J;i k»gi<·•1 hl"'iueroiric•1. lo tíni'-·o qtu• podría dPlt'llPr l.1 1 .i1d;i l"'t'ri;1 
c;unhiar fi"ll"' propon·io11r~ 1•11 'PH" sr clrl)(_'fl co11s11111ir /o!"< prod11c10~ il1!1·i1 olas. lo~ 

f"Ui1ft•s se• d1•br11 i11rrern1•11tar. 



f.o:-- li.-.i1)1·n11;1.-. '111.-.1·;11011. 1·11 la pulilir,1 llllpo:--ili\·a .'° 1•11 J;1 pulili•.i f1-.r·;il. J;1:-
'•111 ... .,~ ,¡., lu.-. 1110,·iluil'11To:-- liaci;1 1111 E!-l;1du dP lii.-111•:0-.lar co111pl1•1.," .¡,. 111alt•i-.1a1 
111111pl1•10. Si Sr' i1li.e.c1·;1ha11 J;is n·s11·ir1·iu111·.-. .1J 1·011u·n·io (i11t1·r110 _,. 1•:-;!1·111u) d1• )il-. 

111.11r1 i.11' pri111as . .;1111111•11t;11"Ía PI pn•t·io d1•I pnul111·1u y. 1·00 c-llo. 1•! '.,/11111,.11 .11' Jo ... 
i11g11•i-.u:--: ... ¡ 110. 1u·111·1·i1l,1 lo co111rario. 

Si por 1·jP111plo Jloic it•11d<1 (1•11 r1111•slro p;.ij..., y 1•1t 11111·stn> ti1•111po1 .111111<•111;ir.;1 
111:-- i111p111•i-.tui-. "i11dir<"1 lo:--·· i-.obr1· la:-- ¡n•r· ... 011<1:--. lo-. hi1•111·s o 1•) 1·1111 .. 111110. ••11101u·c•i-. 

a111111·111 ;11/,. r•I i11g1·•·i-.u. 111i•·11t l"ils que- 1·11;ilipii1•1 1110,·i111il'11lo 1•11 din···• i1l11 • 1J11l r;11"i.;1 lo 
Ji;11"i,1 el i.-.111i1111i1-. l'a 1·•1 lu!-- fisi1jcra l .;1s. lus i111111Jr•.-.I o.-. ··¡ 11din·cl os" M'I i.111 ,1r1111·llos q11t• 

11•1 10•1;11•u dirPcl.11tH'fll•• ...,ohn• <·I prod11tlo IH'lo •l1• );i tic·rra (.-.11pu11io•11•/,,_ ¡icJ,.n1oi ..... 
J,1 •·xi .... 11•111 ia d1• lilH·'· f"•llllc>l"<"io I' in1p11,.~10 1'111i1·0). Por 1•1!0. c•I ol•i•'ll\" d<· P .... 10-. 
1"11/,/, fl11.J· l'l"a 1110 .... 1 r·ar que• J;i c;111 .... a pl"i111·ip.d d••I írar-aso dr- l;i "' 011•11111·,, ,, • ...,JH'rto 

;11 l-::--1ad11 d1• n1.;ixin10 loÍ••1u•...,l;1r d1•-.1·1i10 •'11 "' 1·(1/Jhau l1.;i:-.i10. "1·• ]., 1111,1p;uid.1.! 

.¡,.¡ .f..!,1>l1i•·111u )"11 a adupl .11· l.it-. 11u·did.;1 .. "'" 1•:--.i1 j.;,..., par;1 •·I e 11111pl11111.·111" ,¡, .•• ...,,a .. 
• •• 11.i •• i1111•· .... ••. 

J:11 ,..,, /'r11ur 1 ¡no/,¡,""' •r·urui11111·u. (_)111• .. 1u1_,. l 1al;1 c/P /o._ ,.f,., 1,, .... ,¡,. 1111 i111 I•' 

11u·11t•' •lo·I ¡11 ,., ¡,, •lo·I p1111l111·1 o. 1·11111u • 1111._,., 111•11• Í;1 de· Ja !->11p11••i-.1.1 1•·~1 .1111.11 i•i11 rlt·I 
iil'I•" • •>111"1• 10. 1-:1 pr11lol1•11i.1 P_...: ;.• 011q,.·11:--;11,i l.1 ,-1·01aja d1•f .111111•·111 .. .¡,. p11•1 ltJ. 

p.11 .1 1 ..... \ , ... ,¡,.,¡ .. , ...... - 1 •• ,¡, . .,,.,.111 il j.;i q 11• ....... , (J ... Í.1!.11i1 Ít"it )Jil 1 il , ...... "" ''" ... ¡.,,. ·~ . 
lJ11•• .... 11il.\" p.;1111• .¡,. 11"" t•I 1·oci1•111r•1•1111,.1•l i11g11" .... o ~·lo.-. .11!1•l,111l1h .11111 • .!1•..., .JI' J¡.1 

• J;1:--•• 1•1·c,.l11c1 i\·a .-.. 11111• hu 1111·1101 alio1.1 •fllf' •·11 1•1 T'ablru11 h;i...,¡, . .,_ .il 1111--11111 1 it>111pu 

•¡11,. ~llJH>flr• qtH• .. .,..., 01dr•f.;11110.-. .;11111;il1•-. ...,,. ,·1·11 gl"•n·ado~ por· i111p1p- .. , ., .. 111dir1•c-111:-

p1•i-..11lu .... _ (·111110 •1Jll_..,••1111•1u·i;1 d1• Ja rc•:--1,1111·;¡1 i1ju d,.J Jibn• r·o111r•1c ¡,,_ lJ11r· .... 1¡;1y "'" 1' 
-.11:-- •·oil1·11loi-. ,;a111111•111.1111lu parl1• d•·I pn•c·i•• ,¡,.¡ pro1!11cto y l1lf'J!,O ,.1,,1.,,,,, ¡,, ... 1•f1•1·1, ... 

•·••Hu~11li1·11-. dt• , ... ¡,, .. ,¡f,jd;i. l11•go111do .1:--i .1 1111 "/i1hlt1111 rpu• 11111•• .. 11.1 q11•• li;1!11ia11 

.111111c•111,1clol;1i-. p•·fc 1•111 iu111•i-. rh• J;a..., lrf'.-. c·J,1..,•-.. l'•·ru C;?1H•...,11ay l,t111l1i···11 11'• <>1101"1' qll•' 

(_)1u· .. 11o1_,. r1·,1IÍ/•I ... ·p_11ula1111•1111• 011 ro 1·,j 1,·11111. 1•11 donde• 1•x¡1li1 11.111u·1111• po11t• 1•1 

.c.1:--111 1110111•1;i1·iu d1• l.1:-- di:--lilllil_... 1·).;ii-.1":-- .• d lado .Jp los 1·il)1·ulu:-- ,¡,.¡ p11ul111 lu ll'id 
q111· c·,11);1 • L-1!-•' p111•d•· 1·0111pn1r. J..;1 1·01u·)11si1j1J g•'Ut•ral <'S q1u·. 1·011 ,.¡ 111• 11•11H·11to d1• 

1u•·r·i11:--. 1~1:-- .. ra.-.i·:-- d1• Jo-. pr·opi<'t;u-jo..., _,.lar l•tM' l'st~ril esl;11·;i11 111•·1••1. 1•11 11~n11iuui-. 

l '11u d1• lo.-. obj1•1i\"11 .... 1·1·111 ralc·s de· fo:-- f¡ .. j,jr·r.;11;is1·1·•1 111osl 1·;1r- l.i ··.¡, ... ,,r U;.111izo1c-i1i11" 

,., 1HHl11tic¡1 fnoduo·id.1 p111· 1111;1 politir·;i in1po:--ili\·;1 di.-.ti111a ;1 J;i '111•· ,.]¡," 1•1upo11i.;i11. 
Pitl"OI ih1!->I 1·.;u·i1i11. p1111i.;111 t•I sig11il'nl1• l'j,.n1plo: 

1) s,. n·1·;111rl.111 .-,o 11. cl1• i111ptu•i-.!11!->. !;1 111ititd a l<r c·lase pi-orhlf l l\·.1 ,. l.1 rnitad •1 

)oi 1·li1!->I' PSI l~riJ: 

,,) Sr s11po111• qut• In!-- ad•'l.anlos anualr>:o-. el<• la clase prod11c1 ¡,-.a ~t· 111a11tie111·11 
t'll :?:000 u. y sn~ • 0111¡.Ha..., a la dasc• f'sléril <"11 l 000 11. DC'dtH·icrHh> :!.-, u .. por l.;is 
,-on1pra:- .a la 1·);,...,,. t•:--i.~ril q11(_' C'ft•<.'l1ia11 lo!-> propietarios. quedan!)/.'") 11. El producto 

l ul al de· fa rlil.-.t' 1·~1 ···ril Sf' V•' nsi n-.duc-ido dP 2000 u. a 1 !J7.'"> 11 .• di' 111odo •1111• 
!->ti:- ;11lrla11tos a1111•ll•· .... ~·· rc•d11cir;i11 a !!~":'~. = H~7.lJ. L:i reprod11c1·i,j11 ;i1111al 110 1•:

•'ttloJJ<"f':-. .'"1000 "-· !--ino -1~).'"10 11. 





(·ou10 los lf•l.,11111-. .1 l;1 o l.1~1· p1.,d11• li\;1 ~"11 ;11°111 :,11110 11. ,. '''"'",··:-.la ti1•111" 

lfll,. pi1JJ,;1r :.::!000 11. • 1>111¡>/c·r .. ~ ,, lo-. pt11p1•·t.11Í•P-. 1•11111111· ...... al :-1)!111 .. 1111• ¡u·1·íudo ~P 

ll'd11ci1·ci11 su~ .111,.1.11110-. .111ual .. ~. l'u1 1;111111. 1·:-1;1 ')as1• n•d111 ir.i 1·11 .-,o 11. r·I ingrc•Mt 

n•prudu<·ido. :-.i :-." 111.1111 i•·111• l.1 111i:-.111a 1<1/.1Í11 1•11111• ;11IP!a11t1.ts .;11111•11'" ... ·'· 1•1 i11greso. 

:\liralu•;111 ,\' (J111·:-11a\· 111 iliz;1nH1 "l ·1~1/,f"'" p;11·a apo_\·,11· l.1 , 011-.i.t?,11il: "j:\h<1jo 

•·l lujo 01·11a11u·11lal!'" ·r.1111l1i1~11 lo 111iliziln111 p.11;1 , ... ,.lo:-. c•f1•1 10 .. .¡,. 1111 i111·1·1•111c11lo 

1•11 la (H·op1·11:-.i1°.t11 .1 11111:-11111i1 l•i•·n··~ 111.1111d.11·t111ados d•· 11110 .. \d,·111.i ... 1·1 'Fab! .. 111 

llJIH"Sll'il <·I i11cn•1t1••11t .. .¡,. loif"llf"'-li•r :-i ... ,. ,,¡,.,¡¡,.,,.11 la:-. lf':-.11111·i11111· .. ,. o·I i111·n·111 .. 11to 

.¡,. pr1•cios 1011:-.Íl!,llif'llll'. ll1• ;illi :-11 ••J11:-ic11·1· ··¡.\l1;ijc.t Ju-.. i11i¡•111•-.I•• .. i1 .. Jin•l"111:-! ... 

1pu· PI 7°a/1/t1111111111·:-t1;1 q111• ,,.,.,,, ... !'-111•1•· ,.¡ i11µ1,•:-.o. 

El "/i1bl111u 1·:-.1,j '"'ª' 1.,11;.11)11 ,·1111 1r01l>o1 J••"' 1111-..11•1 iun•s q11•· 1·-..1.1 l1l•·• 11•11111 1 11.foq111 ... 
1/1 ro"Jlllllo ,¡,. l.1,.,1111•11111.i. '"1110 lo-.. 1·-..11111·11¡¡1.._ d1• n•prod111 l"Í1)11 .J, .. \l;11·x. 

El "1•q11ilihri11" q111• .. ,. prhf1111w 1•11 1·1 "/,,/,/,,," 1·s i1u·:-.1al1I•· ·'· ... ,JJo :-.•• 1·011M·µ;11irí;i 

Ji.;1jo d1•lc•r111ÍllOHJ;1-. p11lj11• ol!'- p1.1\11i1 ;1~. !)o• ol f,1 fon11a. :-.1Jl11'"'I°11111:-0l'J.!llll"iil Hila di:-.-
111i11t1ri1}11 proµ,n·~i,·a d1• /.1 p111d1111·i1'111 .\· .¡,. l;1 pnul111·1i\·icl;1d. ·r.1111l1i1:11 pod1·1110.., 

oh!'irr,·ar t•11 1•1 ·r"''''"" •1111·. 

; ) J.os pri111 Íl••tl••" 1 Íf"' .. ,Je. ··,ti·-.c11g;1111;,o.11 ;..;,,··:-.e> JH'11:-.;11·1•11e111111• 1111,1 1·••llSf"'1'1l•'ll 

··ia d1· ••1·1·orr!" cJ,. l.1 P"li11• ;1 1•..,ta1;d .\· I'"' 1111.1 111.Hl1•c11.1d.1 01·i1•111,., 11i11 do•I t.?,<tSlo d1• 

!u-.. p1·upi••t;11·iu-... I"''" 11" • "'"" .il!.!u '111111·11·111•· ,,¡ fl)('1,1111:-111i. 1·1,.1ut111i• ": 

i1} S1• ha<'" ···1d.1-.1 .. •·11 ¡,...., r•·d11• • 1"11•• .. .¡,. 1,, p111d11c ,.¡,;" \" 1111 1·11 ,.¡ 1•111plf'u. Jl,1_,. 

1111 pnro1lt·li:-111t1•·1111•·"I ¡,,¡,¡,,,,,' o·l 1111·1, .. 1,. .¡,. 111 .. 11111t1·p1ud1111 .. de• l.1·11111i1·L Si lu 
,.llll't1d1·11u1~ o"tJfli" 1111 -.1-.11·111.1 • •·11.1.J,.. ¡., ... l''"Pl•'1.11·iu:- lo pu11d1ia11•111110 ··:-.l'l'\.'i•·iu:

clt· ;dquil .. r". Si 11 ..... ,. 111io·· lt· )">110·1 • 0111" .l1•111.111d;1 1•;-.;11•1 io1 ·10111.i 11•111 .. -..1•:-.IC' illt i11111 

llHHfPJo. 

TABLA DE TRANSACCIONES PARA EL TADLEAU 
ECONOMIQUE 

.-\liorH v;11110:- 01 "·'Pr•"·-.1r ,.¡ 111fld1•l11 .¡,. (J111· .. 11.1\" \i:-lu .i, . ..,.¡,. ··I p1111111 ,¡.. \·i~lil .¡,.¡ 
111ud1•Jo d<> i11:-1111111-p1uclu1 to d1• l.1·u111io•I. FIL 1• .. t.;1 Jhlllt• .. ., ''"""·' .. 

p;ipp) ••1·01uº1111ico d1· )u-. pl i1u·ipP~. del .d1., • 11·111 11i di' lo:- l1'IT.1l1•11i1•11t1~. 

C.'lnse 1 Artcsnnng Propietnrios Consun10 Producción 
productiva total 

1 11 1) i ll + i 111 
1 - ., 1 .'; 

" o 2 
Cornpras 1 Totales :1 ., ., .-, 7 

( 
, , ) ( ' 1 ) 

A= !. ~ = ~O -

S<"a ahorn X = ''"c101 d1• prnd11•Ti1)11 101.11: Pllloucc•s ,.\.X = 1·011~11n10 tolii) dc• 
pro<luc:Ti<ln 1lc los s1•1 lun·~ J y 11 .'··poi 1.11110. X AX = d1·111;1111ia lot;d =D. 

X - AX~ D 



ll - AJX I::l 

(I-AJ=(~ 1
1
1

) 

:--;¡ n•pn·~c·111amos (1 - A)= B~ 
'4to11litf 

( ' - i 
•. o ) ( 4 

1 1 ., ~ =~:/-O . 

-1 ) 1 • 

.-\ Sll '"t•z. la fllalriz n-I f'S t·o1un·id.1 •Ollln '1ftl/lt.:; lllt't 1-.11 ,/1 /.tn11/Hf 

llX = D 

X n- 1 1) 

n-• ~ ( 1 ': ) = ( n 
X= u n ( 1 ) = (':!'!·~)' .. ,·,_:!)' 

X=•··-~I'=(~)· 

,,,,,,,.;= ,¡, 

A po111i1 d1·I Sip,lu d1• la:-. l.1111·-.. ~1· 1"nu·11z.11u11 ;1 11~.11 i111plici1a1111·1111• rnudP· 
los Ji11t•<1l1•:-. y i¡11i1~11cs Plllplc·o11011 1111 liu-. 111odt•lu-. p1u\·••11i;111 dt• distinla:-. ~in·a:-. 1lt• 
cu1u.>•·i111i1·1110. E11 fonua ('xpli1·i1.1. l.1~ .ip1uxi11101t·i11111·:-. li111·,d··-- :-.e· 111iliza1011 ;1 pa11ir 

' , · .. :,.: ••.. : ... ,1t•slro sig,lo pa1.1 111u•lc·l.11 l.1 C"1·0110111l.1. lo•¡tH' 110 q11i('ll' ch•ei1· c¡11P 

lus 111od1·lo!'- 110 litu•alcs 110 st" 1·u1111·11z.11.111 ,1 1•:-.111cli;ir _\·01 1·11 .1q111·1l0t c~po1·01. Pc•rc> c•:-.10 

ya 110 1·ur11•:-.¡101ult• a t1tu•strn 11•1ua 

CRONOLOGÍA QE LA ESCUELA FISJQCR ÁTICA 
1763. l..i •·:-.cu('la cor11i(•11za a p1opa_c.111di~.1n.1•. Cl111•-.11.1v y 1·1 n•:-.to dt• los fisiócral as 
~ .. r1·1111i.111 fr1·c·11t•11ternenll' y 111<11111·111·.111 ll'llJ1iu11t•:-. l•'J.!.lll•tll':-. 1·011ol1·a:-. .-:-..-11('li\:-. ele• 

p1•nsa111iP1110. <'TI 1•) Palacio c1,. \·Pr~all•·:-.: 

1764-1760. Las reuniones d1• lo:-. .. 111ar1t•:-." .• 111~pi1·iadas por :'\lirab1·a11, i111t·1· 
can1biilhan opiniones y rnatC""rialt·:. fi:-.i1H·r;\1 icos. Cacl<i ,.,.z hahía 1n<Í.s si111pa1 izaul'"~· 
rnlrC"" In:-. q11r cahP n1r.ncionar i"l l.l' ·rrosnC"". Saint-Pc~rot\·y. \J.·rci<~r de• la Bivii•rp y 
Badc•4111: 

1765. Los fisiórratas co111 rnlal•illl c·I .lourutJI dt ¡ ·".'I'"" 11/tun. du ( '0111H1t ,.,., 'I 

,¡, F'111u111·r .... ('IJ el qu<' D11po11t rr<i din·1·101·: 

1765. ('u,anrlo UadPall se• itdhiri1J •1 los fisic'....-roala:-.. ···!'-lo:-. p11dirro11 adquirir 1111.1 
r<'visl a propio1. d<" can-ict(.•r lilC"rario ~- pu lit iro. t il u lada i:,,1,,·,,,,·,.;r1, .... Esta Ht-vi~I ;1 

se (·011vi11ici t'll PI t)rga110 oficio1I clc· lo1 l'~n11·la fisiocr;í.1ic'.1. Su di:-.Pi10 Sl"gt1li1 1•l 1nndc·lo 
del S¡nrtulor. de~ r\<ldison. Didia n•vista p<'rlC""rH'C-Í<t 011111·~ al propio B<1d1•at1 y 
llanwho1 {'pl1t·,,,,·,.;r1f'.'i clu c1loyc u: 



1705. (~111•-.11.1y p11liJic •I /J,·01/ 1111l11r11/ y t•I /J11i/1190. clP1111u d1• /)u • 0111U1t 1·t·r: 

] 767. Ei-.tr· i1Úo rl1• l líil íuc• p.-olifico 1•11 an111lt•(·irnir·11to..., .'· p11l1li1 ;-1t·iu11<·~ di\'t•1·-

i\lir.ab,.au p11l1li• a 1111 1·1•o.;;11111r•11 dt• l"do ... of(a r11r·11/ ( h11111t11/0 .. .¡, ¡.·,¡,,_...,,,f,·fl nt1l11-

,.al). c:outr•11i1•11d11 1•11-.;r_, . .,~ dt• (~uri--1101.\. F111•ro11 t•dit<1do:. por D11 f',.111 ¡,,, io ,.¡ tit 11!0 

¡.·; ... ioc7Y1r·r11 ·" 1•) 01r1 ¡, 11lu •·1wab1·zado1 ,¡,. l.i ol•l"il 111,. /:"/ ,¡, ,,, ¡,,. 11r1l11111l. p11hlir·;1do 

t•JI ft·t·h.a a111•·11111: 

l)u Po111 1•rli1;i '-11 lil1n1 (h·1_1¡1 u y ¡11oy1T ... o ,¡, """ 1111r 1·n, ,, 111·111. 

Bad<•n11 p11hli•·;1 (1·11 {·¡1hfuu·,.,,¡, ... ) 1111 11111•vo 1·0111<•111;11·i,.1•-..plic·,111\·u •h·I Tf1blr11r1. 

ln1sr·a11do irtl••gr.1r la IC'ofÍil pr·tJ11e;111ir ;i h!<iur·r-;i1ic.1 •·011 -.u ;111.ili-.i-. po)ilico y fi
J.,:-;•Hico: 

Cl1u•st1H'.\" "~' ril11• /:'/ tl1 ... po/1 ... u10 th11111 . • 1¡J011Pcido <>ll i;p/i,·,,,,·,.,,¡,_ .. _ Allí 111\·11 
uporl u11id<ul di' 1•xp1>11t'J ~u do,·t rit1a di·I "c!Pspol ¡,..1110 lc•ga I": 

~h·rci(•r do• J.a Hi,·ic;,,. l'i<d101·a. •·011 .il.L",1Í11 d(•!cdlc. f'~l•' 1il1i1no c-01ic·t•plo de• Que•,... 
u¡iy c11 i-.11 ol11;i (},,/, 11 '1Ul11ral !I , ... , r111lll d1 /,, ... . -.01·Hth11/t ... pol/l1t11 .... ··•1ll'·id(•rad<1 111• 

p,ran i1npol"t.a111·i,1 p;i1·.a I;, r•,..1·1u·l.1: 
sf" in\·1•111.1 l'f 111>111!>1 .. .¡,. ''fi~ícu·1,11 ¡,,--. p;11.;1 n·f1·ri1 .. .-1·11 1011111111 ... , ,t) .. ai-.¡u•t"lll'-

1·011<«•ptualr· .. y dcu l1i11ari•'"' dr• 101 , • ._,·11,•l.1: 

J.os íii-.j,·,.·1.11.1-. 1•-.1 .. l1l1•1 1"11 1o·l.u·11•111·-. • •111 J,, , .... , 11Pl;1 ,¡,. ( ;1111111.1\·. o·lt p;1r-tir11J;i1. 

(·1.111 ·ruq?.ol. ll·· ,.Jll -.1n!.!•' 1·1.\·,, l.;111111-. .. ' ,·.,111H·ido pr·i11•ip10: ¡,,, ...... ,:::./""'·Ir,; ...... ,:: 
,,,,_ ..... ,, ... 

·r.a1nl>i•'11 -..· 1•·! ... i1111.111 lo~ fr,..•l1úc 1.11.1'- • 1111 lo!< ••Jlcir lop•·d1-.1;i-._ IJi1l1·1u1 apan•1 •· 

frt•r1u•1111•1111•111.- 1 11;1.J,. 1'11 1•! liJu., d1· .\J.·1• ¡,., dP loi Hiv1:11·: 
Los íisi1Jt 1·,11.1-. 111ll1l\'t"l1•ll l'll !"ou1·ic'<l,1<lc•-. ele• ;1J.!,rÍf·11ll 11ra ,. p.11l.11111•11111-.. ;1f <-thog.11 

poi· <"f f<Jflll"lllu c11l11•111.111u•111;tl 1•11 .l!.!Ji1 1111111,1 _,. J,1 PJ1111111.11·i1i11 1lt• 11,il1.1-. al Jil11.-

l"ClllH"ITj1,; 

1769. \",1 •r•·•1t·11d1• l.i upo ... 11i1>11 .1 l.1 ,.-.,11c·l.i 1i~i.,11,i111,._ I"'' le.-. i11l1•n• .. ,• ... 

ilÍP\l;~~~- j~;;1i': ',',:: 1 ,' 1,:;: 1~ ·:·,•,:·:::::;~/'.! 1::· .'1°¡
1

.:,'/,·;:1

1
1

1

1:
1

/ ::111 1~¡·/;.~:;:•,
1 .'¡~~·,;';~: i 11!11w1wia. 

,.,. toda,·io1 loi p11lil11,11 i1i11 ,¡,.¡ 1·11.11"1•• \e1l11111r•11 di' la l"l'\·i~la: 

s(' n•t iril Q1u·~11.1_\" ,¡,. 1 .. r1·01u1111l;i. J0.11.1 d•·rlir·ari--1• d1• l11·11u .1 •·J.a 0111 il 1•s111•c11Jcu·i1i11 
111ate1nática··: 

1774 . .\luc·n• C,211 .. ~11<1_,. c·11 dici•·n1hrc•. 1111 pon> dcsp111;,.. d1• 1111•· ·r111·.e,ot cic'C<•di1•r;1 

al poder~ 
] 776. C"a<' Turgut y !-lt' d(':->Jllillll•·lou1 l<is n•forn1as íisiucr;ÍI j,·;1-.. S1• p11hlic;1 /.11 

/fiqur.::" ,¡, /11 ... • Y,,1·ron1 ..... d1• Ada111 S111it h. 



; 

Pro~b.i:o1 por la asrrf
cuhura. las pradCT:11, Pa.!11• 
tlzalcs, boM¡ucs, minas, 
PC'SCl:o cte. Par.:1. lfT'3.nO:S, 
bebidas, c;;¡rncs, lena, S3-
nado, mateTias prhnas 
para nlleTandas iuanu
f.11cturada1, cte. 

Expendio reciproco de 
una claS<- de 11:uco1 a la 
otra, que distribuye Ja 
renta dC' 600 libr:as de 
una parte y de otr::1, d .. n
do 300 libr.as de c:ada 
lado, adcmú .de lo• an· 
ticlpo•, que .e conSCT• 
"" lote,rTOe. El propie
t;1.rio aub1luc ~da.s a 
l.u 600 libr:u que irasu. 
La.s 600 llbra.s que .e dit
trlbu'fen en c:ad:a una de· 
l:u cJ:ucs de s•utos pue
den d.:ar 1ustcnto a .un 
bQmbre en una y en 
Otr-1; par lo que 600 Ji· 
br-31 de l'C"llb pueden dar 
.su5tcnto a ere• jefes de 
f:unUia. Pattlc:odo de 
:aqul, 600 millones de 
renta pucdC'n dar sub· 
1istcnci:1 a u·es millones 
de {amilia.t. c::s.Jculindose 
tres pcT.an:u por f::LD:llf· 
Ji:J... Los costo• de hi cla• 
se productlv;ii, q uc te re• 
producen taIDbim c:::td.2 
:a..ño. ton h. miud p:1.r.1 
sucld~. 7' agTC1Pn 300 
mil1oncs. que pueden d:ar 
subsistencl:a a otro ml11ón 
de JefC"$ dc f.;u1:1ili:a. co• 
c:ando !100 libr:i:!I a cad:a 
uno. De este modo. C'S· 
tos 900 millones, que 
anu:a1mcntc IC' rcprodu· 
cen de Jos bicOC"$ r.dcc:!I, 
podrlzn dar l:a subsi.s• 
tcnda dc dnc;e mnloncs 
de pc~na.s, de acuerdo 
con este orden de d i.s· 
tribuci6n .,. circubcíón 
de J:a re"Ot.:a anu::at. Por 
clrcul;acióa C"nteadeJ::D.os 
:i.qul las compr.u P::llii3• 
da. con b. rc"DU. .,. J.:a 
distribución que divide 
J:a renta catre Jos hOllD· 
bres mediante el p:airo de 
compra. de prhner.a m:a• 
no. dC"KOntando el co• 
mc1"clo. que multlpli~ 
J::as veocas 7' l:aa compr.as. 
sin muitip11car J:u co-.a.s. 
y que no es •ino au• 
meato de PMo• csthiles.. 

TADLEA.U, ~CO:-JOM_IQUE En ·mercancl:u m:aou· 
factur::ad::as, aloj;amientos. 
vestido. interc-sC'S del di· 
ncro. erl:ido:!I, conos del 
comercio. productos ex• 
tr.anfcros, etc. 

L.:as campns redpro• 
cas entre una clate de 
¡r;uta• y otr:a di.stribuyen 
la renta de 600 libras. 

L.:as dos cloucs sast:an 
un:11 parte en ellas mi.s· 
mas •. Y l:i. ou·:a en Ja par
te contr.arl:a. 

La circub.c16n tr.ae t500 
Ubns a esta. column2, de 

. las que hay que rctln.r 
J::as !OO libr:as de lo• :a.n· 
tlclpos anuales: qucd010 
300 libr:n par.1. sueldos. 

El Impuesto. que per· 
tenece 2 cst;a da.se. se 
deduce de Ja renta quc 
se obtiene l(T':lcla.s a Jo, 
s::11uos reproductivos y 
viene a pcrdcne en cst.::i 
·clase, ..:alvo la p::11rte quc
reCT'C'S-:1 a Ja circul:aclón 
que la reproduce en e' 
misrno orden que la ren 
ta. y s.c dlttrlbu.,.e d~· 
mismo modo entre 13· 
das cla1oes. Pero siempr• 
.e recaud3 en pcTjuicic 
de 1::11 rcnt.:a de Jos pro 
piet::arios o de los anti 
cipos de los cuJtlv::adore.
o del ahorTo ca el con 
1nmo. En 101 das íiltimo 
C'3SOS es dC"Structh·o. pu.
disminuye en otro t.::i.n~• 
la reproducc16n: lo mi' 
1no 1uccdc con Jo qu 
pasa al cxtnnjcro. si1 
rcll'T'Csar. y con lo qu· 
es detenido c.acno fon.u 
n::11s pecuniarias Por Jo 
enc.:uy .. dos de la reau 
d.:ac16a y de lo• r.uto' 
Pues rsas p.aneii del lm 
puesto. que .se distraen 
sustraen • los s::auc 
produC'livos, mediante ~ 
ahorro. o l:as que IC' d" 
ducen de lo• anticipe 
de los cultlv;adorcs, ap3 
pn la. reproducct6n, rr 
•ultan en doble p.-!rdid 
para los propleu11"los. 
finalmente destruyen • 
tot::a.J de l:a renta q~ 
proporclon:a el lmpucsc• 
.-!s.te no debe fijarse sin 
al propiet:arlo. 'f' oo 
lo• s:astos rcpi-oductlvo 
pc>rque arruina al cut1 
vador. al P•· 'ct:il'l'io. 
•l Est::11do. 
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P'r:tvú.r:o• por b. agrl. 
cultura, pr.m.der.u, p;ut;i
ralC"9.. bo-tue'I. etc:., par:.>. 
r.ano•, bebid.:u, carcc:, 
Jeüa, "''ªº• canadQ, Dl.:I.· 
tcr!...'\.t prial.3.1 p;ar.z. l.:as 

• cacrC.:J.Dd.'l.s raanu(actur:i-

\ 

d.1,, etc. Expendio red
pl"'Cl<'O de una d:uc de 
pJ.:oc a la otr.ii, que dis

:; u·P::auyc 1.-t rent:1.. de 4.00 
5111•1"':1..t en un=i y otrl. par. 
,. te, 1.:» que da 200 libr:u 
~ p::r:a od~ lulo, ade=i.s 
2 de Jos anticipo•. que me 
.:_ cooscn.'"":lln lntC"gTO'l. El 
:'"proplcurio i;.u.t.:i b. n:n
• l.'.11 d..c: "400 libr;u en su 
·. n1tltltt:encia. ~ 200 11· 
• b~ que .e di.wribuy~ 
"ca c.:1d.:11 una de l:i.s cla...<' 
. , de ~tos pueden d.tr •u•
. lenta ;;;a uu hornbrc c-::i. 

:un:1 Y en otr::i: por la 
que -4CIJ libras c!e rent:1 
·r~1edcn dar •l.Utento a 
~lre-s je(~ de hmili'1. 
¡ r~rticndo de artui, '400 
¡ md!.:>nc-t de n::nta puC<.~c-n 
\d.1r suttcoto a tr~ en;. 
~U.->OCI de hmiti:u. Cll· 
;culi..no..!01.e tre• peT:!C>nis 
'1dulta1 por L:unili:i. Lns 
;ir:n"-1:01 de 1;.,, cl;u.e pro-

!~:ii;~:U~~ln s~:~~"\':,: 
~ 1an LJ. =itad par:i. 'uC"I· 
¡ d:u. y agre-gan 2CO rn i· 
' Uonet. que pue-d.:n d'l:-

111b-olu.er.d:i. a olrn tni· 
~llón de jer~ de í:i.rni· 
·. li:1. ta<.,nd.:. 200 libr:u a 
. ud:i uno. De cttc modo, 
· l.u 51)0 t:D.iJ1one"3. que 

a:u1;t!a1.:-ntc M! ~produ. 
ºic:en de lot b;C'Tlc-3 r.:i.Ic~. 
¡podri.io d3r J:i. sub,;,. 

l~º~~~r!~:t~.0ccfc ~~~~;'de~ 
'. cua -:e orden de: d;,. 
~rdbución y clrcul:lción lJ:c l:i. reat,¿ anu:i.1. 

.TADLEAU ~CONOMJQUE 

.A.,uc;,,,. •. ª""ª! .. ·3 

C.\..~D DO: l.. .. 

Q .. .- .... 
diuodtr ~i.• 

¡;_.~,, .. ,.,~ 

t• 

!!:OO l~lor.u 

. f .~ •· 

En n:crcandas m..:inu
fae!ur.id::u, a.loJ;a.m.iento,. 
lrnpu~tot, lntcrC""SC"t del 
dinero, criados, CO"SlOs 

del comercio. productos 
c-x.tnnjero•, et.e.. E-"l:~
dlo redprocet de un.:i. cla
se de a:uc01 a la olra, 
lo que di$tribuye la rc-n· 
t:i. de 400 libras. 

L::u dos cl:u.es ¡¡::utan 
una part.c en ell;u tnis
m:u, y h1 otr::a en la par· 
te contr.iri;m.. 

La circ.uh.clón Uev;i 400 
libr:n ;a cst.l. column.2, ~e 
las cu:il- hay Q:.JC t'Cti· 
r:ir l:u. ZOO de los ant¡. 
c¡pos anu:1lcs. Quc<!,;an 
ZOO par:i.. el r.i~o . 

El impu~to, que pcr· 
tenc-ce .;i c--:tt:i. ct:1=, C":S 

pro\·ist:::> (>Of" I~ rc:n:a t• 
por J.l. c!OIK" de -g:u:o1 re· 
produi;:¡,o~. y .. icnc ;o 

pCTt!c:n.e aquí. 1 ::i.1 ,. o 
;ar¡, ud!a parte que ro:::;-.-:::-
1:1. a la cho;.,:- rc:pr.>du:c.· 
t:va, que l:i rc:;11"0duce 
en el n1i1mo orden que 
l;a rent,;a que ~ di.ltribtJ
ye en es::i mOsrn:a. cl:is.e. 
Pero sicm~rc se l"Cc:llUd.l 

en pcTjuicio d.: l::i. n:-n· 
t:i. de los propie::trios o 
de los anticipos de lo• 
culti,·:1do~. o c!d ::aho
no r.n c-1 cansnmet. En 
las d~s últle:tas c:i.so• ~ 
deuructivo. pues d.Uiml· 
nuye en otret t:i.nto l:i.. "l"C"· 

producción. Lo tnisnio 
succ(!e con lo que p.:a~ 

al estran!ero, •in r;eg-rc· 
s.:ir. y con lo ci.uc e.t re· 
tenido como fonun~ pe· 
cuni.:1.rb.s por los enc:ir· 
¡;:i.d.n• de l::i. rcc::iud:ación 
y de los ¡¡:::i.stos. 



111. LA '"TERCERA EDICI.ó"i:· .. DEL;'T,\BL.EAU .l':CONOMIQUE .. , 
Objetos que c:onsCdC'rnr: 1. h"e-$ d.u.c-s de g;iistos; 2. Su fuente: 3. Sus ·anUclpos; 4. su di.sttfbución; S. sus eFec-tos: 

~·~~~s~;~~°J'r~,:\r-~%:~~i~J'.;~~ne~j:"o~ju:;'~ ~:'3,:;~°u"e~ e¿~:~ ~;~~i~.iUn; 9. a>n fa agrlcuhur:i; 10. nm 1.-

Castos productivos · Castos de Ja renta una Ve% desconlado el impuesto. C:istos estériles 
rc!ativo1 a .-se dividen entre Jos J?,;astos producth·oS y Jos ga.st?s estériles · rdntivos n 

Ja a,ttncultura. etc. _ :-;. ·. · _ .• : · Ja industria. etc. 
¡\ntidpos ,u,.m/cs para proJuc:i, una rentá ele ' Antki¡>O# anuales paro lo.s trobnfos ~ lo.1 

. 600' .son 6IJQI • ltC'rtta onunl rle ¡;o.rtos est~riles. ~ 

600
1 
pro~uc: ... ,. nCt.-:is. • ...... ~!:....... ::J{)()I 

1 
P<i>du<10$ • •• 

0000 
0 

0 

•••••• •••• ..... .. ..... 
... ······· 

~ ~~~~1-~~~?JrE~~i;~~;;;¡;:f f -J~/t;~ .. :~ 
Tr:i1mjo5, et<". 

9 ..• i"... • ............. 9 ... 7 ... 61 

-1 ••• n .. 4 .. . JJ ... V 

..................... 
a ... w 

................ l. ... ') ... 5 

.................. 
0 ... 11. .. s 

O ••• 5 ••. JIJ,.rep,roducen netas •••• O .•• 5 .•• 10 ••••••·•••·•••"' 0 ••. .5 ... 10 

: : : ·: ::'.'.;'.;:!;.~-L~~:oo::::::::~:::j::;:¡;::;~;:: ::::::::: :::: : : ·: 
etc. 





Capítulo 2 LOS ESQUEMAS 
DE REPRODUCCIÓN 

··/:'/ ru/11111/ ... , 1·111 /1·1 11111/u= ... , /u .'Jllllllllí'lfl 1 ... 111/r r·1111t!u. ( 'rJ11 r / 111'( 
,, ... , !1'"·111/0 . ... , lo I"" ,¡, • ,,¡,., ur· ¡uu· doqrur,: 1·011 , I ..!OY,. ·""' lo,.11u ,.,,.,,=: 

con r I ;j(}t;(. ¡1u ... 1l1r111111 1111 Ir'"' r·urro: JI"'" 1111 f/JfJ'.4 fl'·'º''" 1111/n ... ¡,,_ .. /, _,,.- ... 
h111ua11t1 ... !J /UH""" ./(/(}~{ ,,,. • r1 ... 1t !JU ,.,.,,,,," "' 1/111 "º _ .. , 111Tlf ·'!!"'. ,,,;,, 

bajo r I 7u /r!Jrn r/r / ¡n1l11111/o .. •.¡¡ 1 / 1111111,//0 y /u ".111 du 11¡uH·f1111 .'!'"""" ,,, ... r / 
111pil11/lo.-.111•11·a1·fÍ .. 

( /·_"/ ( '11¡ulfll. 111111<1 1. f~fl ,,,.,,,,, u/11r·11i11 111·1y111u1·u1). 

PRIMERA PARTE 

~1nrx IP c1io 1111ic·Ji,1 i111p1111.111• l•t ;d 11~0 d1• l<i:- 111.11,.111.it ir a:- c•n la 1•c c111u1111·,,_ • 01110 

i11~I f"\lllH"lllo de- <1lliiJl .. i:-. L11 "-11 • •111 ói d•·I 11 d,· 1•111·1·11 1 I<- !..._.-.~- :\lan.: )l' .J,., i.1" E1u.?.1•\ ... : 

••J-:s1o_\· 1!Pl1•11i•lt• ¡1•11 ,., ,,,,, .... •·11 ¡,, ... • oil1·11l11.., 1·•1<•111!11 •":--111\· 1 r.r1l1aji1111!,, ¡., ... \>1 llH"ll•i••~ 

1•c·o1u)1ni(·o .. q11P. • 1111 ,¡, .... , .... l""l·I• 11"111. he• r•·1111it\u 1111,.\.11111•11tt" poi 1111 1111--1110. , "'' 

1•1 ohjt•IÍ\"0 de• 1•"11lli11<11 do• ••-.11¡.\IHI ,j)¡..?,,.\11.i ¡·,jl'j,l.1111<•1!10" l.,1 illil111•~11• ,¡ IH• 1\1,. 

pa11••"1• dilú il. ll.·l11d .. ,, , ... ,,, ol.· .. \·1.11 i1i11 poi ,.¡ .il:.!•·1>1,1. -..111 1·1111•.11~"- !,.· , . ..,,,,,¡., 
••.ic-1-ci1cindu1111• • 1111 1.11•1•\•·/ ••l 1.1 '"/ .. ·· 

1·:11 011;1 ,¡, .... 11:-- • .11 t.1:-- .1 l .1n.!f·\ .... •·l :\ 1 ,J,. 111.1\·., .¡,. l ""7:\ . . \la1·:-.; 1• ... 1·nl1i.1: ··, < ·.,11111 .," 

•·~as 1nl1l,1~ 1pu· 111111· ... 11,111 \., .. 11111v1111i1•1110-.. el·· 1 ..... \IH'• ,., ... _ \l,..- de·~• 1u•111 .... _\" • .... ;'" 

parcrid.r1~. 1011 ""~ l11101u.1• 1 .. 111·-.. •"IJ 1•1 1·11r~1. dc· 1111 '1110 ... i\J..?,ÚH utr., p1•1i ... 1 .. ·: < • .. 11 

frpcu1•11ri.1 h•· t1·;i1."lo' .¡,. ··11• .. 1111,11 lil~ .-111v,1~ i111•g11!;11·1• ... I'ª'"' 1·~!•1:-- ;1J/,, ... y J,,,¡,1~ 

(.«1r) ('UT1 l'l fi11 .i .. •lllilli/,•I J.1--. 11-..1~. <"ll'y1•11do (y ;iÚ11 111'11 cplt' C'!o!IO ..... ,.¡,,l ....... ¡¡,¡,._ ... ¡ 
uno l11vi1·~c· i11f11r111.11·i1í11 lu -.111!0 l"H1••11H'T1I•• !icl .. di.l.!.tti1) q11•• l.r1~ pri11o·ip.il1·-. l•·_\·•·!"- .J,. 
las crisis~'" put•d1•11 d1•ol111 11 111o110•111.i1 ic;11111•111 l" di•, . ...,,,.·· 

F'i11al1111•11lr. 1•11 1111.1 111' ... 11-.. o .111<1~ (1)111' ~P ..tflf'X,1 OI] \111al ,¡,. 1·~lr 1·•111i111\,, \" <¡ll,. 11u 

Sf! 1~nco11t nj 1·1nnp!Pl ,;1 1•11 \., .. ,.,¡;, 1"111·~ 1lr /-.'/ ( '0111l1tl • ·11 , .... pi! i1ol o t'll ~u ,·.,11 • ·-..po11do•11-

cia ), :\lnrx 11' 1l1•1·ia ;, Et1J..?,t"\:-- ··l·.11 l.1~ V;11:a1·i•'11" ... ,.,.,, ,., ...... , 11•li<l11dc, ,.,¡ k11\e1 dil•·1<'l1<"Í<1l 

e intt·~rotl. _.\ ¡uopo.-..'. 10·11~" 1111 pn>fuso 1•~rri111 ~.,J,r•· 1'"1º _\" qt1i<'l"I• 1•11,·i;i111•lo. ~¡ 

c¡HÍt.'rrh i11ic·ic11·tr t'll 1 .. lllill•'IÍ·I ('1·1•0 q111• .. ~ ll!iÍ~ ., lllt'llO~ IJC'('f'~<lliO p.11,1 111~ ··~

tudios 1nilit<lrt'S. Sin 1•1111>.11.1.!."- "~un poco 111;Í!-o í<i1·i\ 1-I 11ivc-I dt' lllill1·111.iti1 a 1f111• 

ahonlcttlu ~úlo t•;1·ni•·.r11111·11t1·1. • 111110 por .-jc-111plo. 1"1111 1111 nivel dC" álµ,Pl11·•1 ... 11p.-rio1. 

Salvo por .-1 1·onoc-inli'"11lu d·· l.i historia ttst1i1l d1·l ;llµ,1•h1·a y l.1 1 riv.,01101111·1 ri<1. no 
es nrcrsario tP111·r c:o1101·i111i1•11t11jo, previo~. C'Xl'<'plo un to11oc-in1ic11lo g1•111·r.1l de· las 
scccioru•s rónica~··.("\'t·1· 1·,1rt;i .11 h11.-1I. c•11 ;ilt"111oi11). 

Las citas dr la~ 1·¡irta!"- .111lt>1101t·~ i-011 ¡11•q111•i1.1~ 111111· .. 1,-a,... 1h· q111· \l.11-... ··~111di1i 

álgebr<1 y 1·idc11lo 1·1n1 1•! li11 .¡, .• 1pli1·01rlo ;i ~11 ... ÍllV•'"tiµ,.n·1011t·~ 1•1·01101111.-.1 ..... 111nq1u· 

nunca las apli<"l) Pxp\ú it.t111t•11tc- E11 s11 111a_vor 1><1111•. a p1·i111er01 ,-j~1;a /-."/ ("u¡ulul 
aparl'CP 1·01110 tHJ 1n<1l P111'1t 11:.1.\11. P•'lo. h·y•·11d111 11id.u\,.~.11111•nt•'. pudi-1110!"- •·111·1JJ1I r;¡r 

qu~ 1nud1as tlt· la~ di~1·11~1 .. 111-... •·•u11t'>111ic·a~ ,-,·i-h.111~ p1u·d1·11 1raducin•1· ;1 1111 1 .. 11µ,uajt• 
rigurosanlt•tltt• 111atr111ci1i1·111 

1 MOHISUl!\IA, ~hch1u E1·n110111"trir:n . . \1.,,-r 111 lht /,.¡hl oj 11H1Jrr·n 1ro110""' ti"'" 11 .\'ul 42. 
no. 4. j11ho Hli4. PI' 611-fi:\2 
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. ·\ f"Ollti11uari1)11. IH111•111t•-. 1111;1 inl r·n,f111 ,·j1i11 1'"'flH'llJiÍI ic•1 di' Jo .. 111ud1•Jns dr- r·". 
prurl11rci011. sirnpfP .v <u11pli01da. d1• .\lan.;. 

EL MODELO QE REPROQUCCIÓN SIMPLE QE MARX 

1 .. Lil 1•conon1í,11 1• ... • .1pll;1li~1.1 p11r;1; 

:l.- :'\:o illlPrvi1•111· 1•1E!'oli1do1•11 l;1 1•co110111ia; 

:1.. llay 1•sraso o 11i11,c/111 1nog1rso d1• lil!-- f11Pr%<tl'- prod111·1jval'o: 

·I .· ·'·u rxist1• 1·uu11•n·io ··xlf•1 iur (1•! JJJfH/l'/u 1•!-. 1·1·rn1du): 
.j .. Los prP<·ios !'.OIJ 1·011 .. 1a111 Ps: 

h.· L;a:-; l<t~H~ df' l,.•ll•·hr ¡., ._.,11 ,..,ll..,li1lll•• .. : 

7.- Lo!"- s.al;:1..io~ so11 •011~11111idc1s lul<il1111•11!1•: 

:':.· J.,,.,. capir;dil'-1.1. ...... ,;¡., 1nl1•1 \"l,.111·11 1·11 ~11 p1opiu 1h•p;11·1.11111·11f.,: 

~J.- f.ol'o 1·;1pi1.;d1•!"- llu ••111ic1.111 do•-..df' 1111.1 filfllil d1• prud111 1·iú11 ;i 011·.1: 

J J.· L•1 rolaci<:ill d" ¡., ... • .1pi1al•'l'o , ... • 011slo1111I'. ;1i10 •·011 <1i1u: 

I:!.· ·rudo 1•! pl11 .. \·,iJ.,, ... ,. • .. 11 ... 11111 .. 1111p1nd11,·ri\·;1n11·1111• (p 1 + ¡111 1: 

JJ .. El ,·api1al 1-.,11 .. to11111• l'l'o 1011 .. 11111idu lolnl11u·111,• 1•11 llJI prriudu: 
J J.· Xu s1• f'<Hl!'olfl•·r.t ,.¡ p.tpc-1 d1·I di11••r11. • 01110 111<·di;uJ~n 1lr• 101 n•p1·0.!11cci611: y 
J.; .. El r1101JC'lo 11u .f1·p'"ndr· dr·I 1i1•111po. 

DESCH.IPCIÓN GEJ',;ERAL DEL l\,IODELO 
1.- 1·r·PJH"f'i.1•111.11•! ,·.1l••1 d1·I prorl111 11• 1 •• 1.11 o p1ud111·10 l•r11l1• .• ·11 1111 ¡u·r·iodo cl1• 

ti1•n1po d;ado. ;\dP111.i ... 1 , .... 1.i di\·ididu ''" 1,, .... p.11"1f 0
:-.. 1·. l'./I. d1111•I•·: 

11·p1·1·~1·nla ,.J '·""',¡,.Ju-.. 1111·diu ... .¡,. ¡11ud111 • iú11 o• apil.;d ,·011-.IHlllP. us;uiu:-. 

1·: rc'Jffl"S<'lll <1 1•! \',1 l. •r ./1·1 ,.,, pi1 al ,.,1 ri.1 I ./, · u f111•rr:•1 d1· 1 r•t ho1jo 101.1 l. 1•1nplr.ado 
1•11 1•J pro1·1•so prod11, 1 i\·u •'11 ,.¡ 1111 .... 1110 I"'' 1 .. .i .. : ·'· 

p: rl'JH'l":o;(•Jllil 1•J \·,1/u1 .fo• J,1 p/11!'o\"il/l;1. 

::::;::. \ = • ...,._ ,. - ,, 

2.- L<t 1•<·01101ni<1 Pst;í dh·i.fid;1 l'll do~ •l1•p,:111.11111•1;10:-.: 

/:/ dt ¡u1rla11u ufo l. IJll•' produc1• nu•1lio ... d1• producci1l11: ·'· 
1::1drpa,.lnnH11/0 //. 1p11• p1od11c1• rnr·diu-. rl1• 1·011s111110. 

S1•a11 ahora 1 ·1 _,. 1 ·11 1 ;dc•s. qu<': 

(2.J) 

1'1 : n•presrula ... J ,·;ilor lotal d1~ lil pruducc-iclu d<" los nl<'dios d ... produr.ción; y 
F 1 1: rrprrsrnla r) \·alor 101al de- Ja prod11n·iún dr los n1rdios dr c-o,1sumo. 

Entonces. Ja co1nposicióu orp;á11ica d1· 1 '1 ?>. 1 ·11 Sl'l"•Í: 

{ 
\·i = CI-+- 1·1 - /11 ,\' 

1 ·11 = r11 -+- 1·11 -r /111 

,. = ,., -+- li1 

1 · = (r1 + 1·1 + P1) -r (c-11 + 1·11 + />11) 

(2.2) 



3.-

=> { 

,. =., - . ,, 
,. = ,., + ,.,, 

/' = /'I ·t /'11 

\".;dur dP l.i d••l11<111da tot;d ,¡.. lo ... 111o'lllu!. d1• pro.!11•·• iú11 .• 

,-alur d .. 1'1 d .. 111a11clil <·apÍl<di"1.1 d,. J;i lu<•tza d'" 11al•aju ~ 

plu-.\·;du1 1o1,:d. ohh·11ido t"ll 1111 p1•1·iodo dado. 

l:..!.\1 

Lo:-. •l1•p;i1"10t111P11lol'- 1 y 1111•q11i,.11·111h• 1111·dios cl1• p111d11• e i1º111: JH'lo. "''1"111••111•· ··1 
df•parto.1111•11111 1 lu ... prod1n·p Pu1 ta111.,_ t•I dPp.11!<11111•11\tt 11ic•f1I'1¡11P ,-,·11dP1 p.1111· 

el•• su prurl11r·1 ¡,·,11 •il d1•p.r11 t .;1111r11l o 11. 
:'\<IPll1ii-.. o•l clt·p.i1rlH1111•11lo ll 111" •'!--ilil 111;u¡11i11aria p;11;1 !.1').!.llir prud11ric-11du hi1·11•·-

d<" runi-.1111111. p111 111 rpu• p.;in1· .¡,. ¡,. •1111· p1od1111•11 lu ll"\"1•111h·11 •il 1lc•parta1111·ntu l. 
J>o1· • u11!.iJ.!.lll'"lllC'. /11 1/1 lllHllr/u /0/1,J ,¡, "" 1/10 ... ,¡, ¡n·r1t/111 ruin PS iA,ual .1 J.;1~ o•:-..i 

g<"'nl·ias ,¡,. 11•p1• ... ic·i1i11. Pll 011nhu~ d.-p.trla111r11tos: 

(t 1-+ 1·11) 

y 111 1/1 u11111d11 111111/ .J, ¡,,. ,,,,. ,¡, ,,,,. .. .,,,,,.,.s Íµ,ll<tl al fn11•l11 dt• .. alaJ"io~_\· ill •·:-.:• 1•1\.•1.io· 

q1u· 11ttu·~11 ót11 .111il111~ 1(1·1•;11"1 a1111•11t••--· 

1 ,., • ,.,, ...;... ,,, + 1•11 I 

=· ~ - • ti = >y ..... ,., ...,... l't 
\ 

~ '.! 1 ' 

1:.! ··1 

l.a 1·011.11i1)11 {:.!.I) no~,¡¡,,. •¡11•· l,1 •lr·111-.111l;1 lo1.1\ 1h· 111•·•li11~ 1h· 1uu•li111i1"111 , ... 

igual ¡1 l<t p1ud111 • ¡,·,11total1l1•l 1!1·p.11l;1111Pt1lu J. •·11 lu q11t• 10111·ic·1111•01dic·liu~111,.d10 1 ... 

1~l·1·0 lo~ 1T<1li.1J<11lo1c>-.. _,. 1.1pi1;1Ji .. 1.1-. dc·I d«p;1rl<1111•·111u l 1i1•11rn <¡111• ohl,.111•1 --11-. 

bit•tu·~ di" c 011 ... 111110 1"11 c·l d1•p.1r1.i111••111,, 11. 1'01 co11sig11i1•11\1•. J.1 prod11cci1'111 lul oil ,¡ .. 
lus hir1t•~ 111• • 011~111110 dc·I dc·p.11 t.11111•1110 11. drht• M'I" 1·u11~11111ida toto1lnu•111,. poi J., .. 
'trabajadorc•!- _\' 1·01pit alis! a:-. d1• .111du1!- dt•pal"I a11H·1110 .... 

,., + ,,, + ·~ ... 0 = ("Jt + '\...,... yl1 (:!.lq 

: 'JI --\"¡+pt 1 

El dt•pan 011111•1110 1 prud11n• .'• • •Hl!-lllllt' ~11 propio capi1 .d constau\l• { r·¡ ) • .¡1 la \'t"Z 

<1ur. rc·P111pl;iz•1 In rrstantr ( ,., -+ ¡•¡ J 111.i ¡,¡,.IH'l'> rlc- cons11111u dt•) <lepa11a11H'11to 11. 
E.1 ,l .. p<trto1111·1110 11 n·¡1n,.l11< r· \ • •Hl!-llllH' In~ liiP11,.,.., d1· • u11sun10 <¡111' l"C"q11i1·1·1• 

para suhsis1ir. P'"T<> tllºCt•sita d1· 1111·d10!- dt• prod11«l·iú11. 
Por tanto.~·· dr•lu-- r11111pln l.1 • •J11di.-itj11 

• IJ = ,., + ,,,. 

qur rs J.¡¡ 1·on1liri1ln clP rquilihriu c•11tn· los tlrpo1r1anwnto:-. 1 y 11. con n·p1"udun·i1)11 

sitnplr. 



111 

(·cuno 1·, l"f'JH·r~sc•111;1 •·I ,·;dur df') p1odu1·1u dc•I dPpa1la1t1r11lo l. Pll 1;11110 t¡llP 

1 ·,, n•p1·1•M'lll<t PI valor d1•I p10.f111 le> drl dc•par1a1111•111u 11. porlP111os d1·li11ir ahora PI 
c·u11!'>H1J)1• pana 1·;ufa cli·¡ia1la111r·11lu. 

( '""'"'""'º 1/rl <Ít p11rl•1lllf 11/0 /: 

,., = ,., - t°// c2.,;¡ 

( '011 .... 111110 1/r·I ,¡,par/""" 11/n //: 

l'"/ = \i - r¡¡ (:Z.!l) 

Eu 1c~n11i11os d1• fu:-. •·~q•1t·111.1 .. .J, . .\fitL'\:, q111• di\ ido·• •1tli1 p.-trt1• .J.-1 p1 .. d111 lo lutod 

poi 1l1•p.11·1¿Ut)C'lllo!", 1•:--11• ;i11tt1• 011 .. 111110 1•:0-tii 1b-1du i'"': 

_ _:_!_¿ir l"J + ,,, 1 = ''. 
:•11.+ l'JI ....... ,,,, = \¡¡ 

f + 1·+p-- , . 

.\J.ars lla111cj a c~!--1.i:o- ,., 11;11·1u1u":'- •'si:o-ll'1t1a l1,;d;i111·p;1clu dr> 
d;ilPs ... par;1 c>f c·nM> de• l.1 !Pp1od1uTicj11 :o-irnplr•. 

J-:1 !--i~lt>Jllit {::!.7'>) l•1t11l1i•;11 .. ,. p1u•dt- 11•p11• .. e•111.;11 HJ1110: 

~
'':..:-'-< ,.,, ,. 

- -
/..!!.!. "'' /1 

'·, + 'it - ' 

(:!.JO) 

(:!.l 1 ) 

'.\J.u·x da 1111 r•jc•111plu 1111111•:ri1u. cp1P 11111•d1• ~1·1 1t•p11" .. •'lll<'l<lo ele· J,, 111.111Pra ~i· 

J.!,llic•11lr; 

~ 
1 .-,(.1~00) 
~ 

,.,,,:!000) r------------, -===========--~ r· 11 (.500) +
1 

,,,,(rJ110) 
1·1(lllOO)+pt{JOOOJ ~ _ 

11100 .. , MHllJ 
-r 

J CllJO ,., 1:-,00 

+ -r 
1000 TJt .'">00 1'11 J.jOO 

(iOUO + :-1000 !JOOO 
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.\•pti ~·· !'>IJ¡>•llH'JI dos sit11;u·iu111•i-.: 

1 ) L.1 prod111·rió11 rh• rru·dius de- prurJ1u·dciu. qui• st• uht j,•111• ;r 1 n1v1;!'. •h·: 

-1000 ,.., + J ººº ,., = .')0011. 

!<oollJIOlll' IHI01 1 ;1!-.,1 dr p)US\"afíH de• J 00 '/, . ..\ Sii \'l"Z. J,¡1 JHU•lil• • Í<Íll do•J tf1·po11 I itlllf'lll ll 

1 1•s: 

,IOOO r1 + 1 000 ,., + J 000 /11 = fifHHL 

cpu• c>:><i~11• hitju la furrua física d1• 1111•dios rlr producriún: .\· 
11) J.,1 producción flp 111rdios de· c·o11s11rr10. qlll" s1• uhlic•tu• a l1•1v1~s clr•: 

2000 r 11 + ;.oo ,.11 = :.!'.'loo. 

{ '01110 J.1 li1~•1 c'!'i rJ,-.. 100 o/i. 1•111011c1•s 

~()00 r11 + ;,oo f'J/ + .100 "" = ,UJfJIJ. 

tplt' 1°Xi~lo· fj._j,·;.111IP1llc• C"OIJIO llll'rfjo~ clt• l"Oll"illJllO. 

J:11 , • .,,.,~ o·-.1p11•r11<1!' 110 ~·· r·o11-.idr·1·;1 l.1 rir1·1il•H·i1i11 1J1·I d11;1·111 •. \·,1 q111• 1• ... 1,;1 1·i11·11· 

l.11 icj11 rt1•·./1ot1 i;.-a l.1 rPprorl1uTit)11. .\rp1i ~·· ltan• •1 1111 l.ulu J., 111.i ... rnqll,. ... ,·j11dil•l1• 
p.11.;1 1·J • .qo11.d. lo fjllf" t·ousliTll~I' ~u 1<tZljJI l),• :-.1•1. !'-11 '''l'-f••111·i.1: • / 1111• rl.-.. S11 
.11ul.i1·j,·,,. por •H·111111dar 111.;i:-.. pul .1111p/j;1r r•I 1·apit.;1J. J.,, .11 1111111la• j,j11 , . ._ 1111,1 ,¡,. !.1!' 
J.!.1•111111'!' f11•·1..o:.;i-. 11tolric-~ d1•l 1l1·~•1rrollo co1pitalis1a. 

ESQUEMAS DE DE REPRODUCCIÓN AMPLIADA 

DE MARX 

J·:11 •lllil ,., 011<.UllÍil C'JI l'XJ>illlSit.Ut. SI" pn•sr11l..a11 f.;1s :-.ip,11i1·11I•·!' ,·.;i1i•1ul1'!': 
J) Se· -.11¡u.l1H' qui• hay condicio1H•s 1rt,·nic-as par•• .;11npliar· ,.J c.;1pit;1L _\·.;1 ... , • .a ··011'--

101111,. u \·,u·iabJ,•: 
:! 1 J•111·1f,. ,u·11rrir <JUC' si sr cuuvif"rl e• 1•1 plusvalor «'11 di111·1 u. •":-ot r• p1u•rlr <i 1 f'StJl"<-t p .. r•; 

:J) El of1•p.;1r1an1ento J ;1cu111uh1 '"'' .')0'/i ti<-' su pl11sn-1lor ~· ,•f 1l1•pal"1~1111•·111u 11 !'-.,;¡., 
:-01• aju!'>la" •"!'-.IP f1f"'cho; y 

·11 l.;1,.. ;1rtividadcs d1•I t.lrpart•uneuto JI l"SfiÍn d1•h•r·rni11.uJ.:1:-. por fa!'-. dr·I d1•po1J· 
1it1Jlf"J11of. 

f)i,·i.J•11JJ0:-. el plusvaJor p. ru rada d1•partan1c1110. •'11 l H·~ parte·!': 

/1=p,..+p .. +pr ('.!.I:!) 

µ, = ¡1t1rlt> ,.J«"I plusvaJor. <lC"Sti11ado a 1<1 compra <ll" 111u·,·o capit;tl n.>11:-.litlllf': 

p, = ¡Mi-11· d,•f plusvaJoi-. dt•stinado «la cornpra cJ,. uurva f1u•rz.a d1• trabajo:.'· 
µ, = 101 JH•Tlf• que se consu1nr d<"I exr<"dcntc. 

l.a 1~tn11·111ra del produ<·lo bru10 ..... u Jos dos departa111r11lo~. M" •'IJC11t'lllra n11110 

sig111': 
/), pol"/111111 11/n /: 

C/ + I'/ + (f'J. + /llt• + p1,.) = \ j 

<¡ur n·pr1•s1•11ta el \:aJor total dr rnrdios dr producció11. 

(:!.J:J) 



I:! 

/), I"" ,,,,,,, uln / /: 

r·11 + f'JI + (Pllr + l'th + l'll•) = \ ·,, 

•¡u•· 11•p1r>sr>111a f') \·itlo1 101.al dl' lo~ hir111·~ d1• 1·011~111110. Fi11nl11u·1111·. 

\·" = r + t• + (pe +JI, +JU) 

n•p11• ... Pttlit P) produ1·10 11•tt·ion;il 101al. 
En !'oi111 .. !-i~ 

JJ, JI I 
JJ, JI 11 
T1)1;1J 

1·1 + 1•1 + (¡1¡, + /1/, - /'I·) = \ i 
"11 + ,.,, + (1111, + 1111, + ''"·) = \ 

0

1/ 

1 
r 
,. ,,, ,,, 
'" 

+ ,. + ( /'· + />, + I'• ) - F 

,., + "" 
l'J + ,.,, 

/'I +1111. ,,,, ..,..,,,,, 
J'/, -t-jlJ/• 

r·¡ + <'/J +JI/, + /'11, 

,., + 1·11 + ,,,,. + ,,,,, + ,,,. ·t- / 111·. 

(:!.l·l) 

(:!.lfi) 

f:!.lí) 

(:.!.I~) 

I:! J!)) 

l..1 ol1·111,111d;1 11)1,tl do• n11·d1 .. s d.- prod11r ,-j,j11 (' ... Í).!11.il a J.1!'> ··xiJ.?,t"llf 1.1- .¡, Jo·¡· ..... ¡, ¡.:.11 
y <11npli.11·1•i11 d1·I • apÍI .11 . .J, •• 1111l1os d1•p;u·1.;1111t·111 o!'o. ·1.r1111hi1;11 po1l1·1110 .... 11!1111a1· 1p11• 
l.;1 1f1·111.111•l.-1 101;,I ,¡,. ¡,¡,.,,,._ 1!1• 1·1111:-;111110 t•s i.L?,11.i!I -.1lorulo1·011j1111lo ,¡,. ,..,,!.11·i1•"'- .. 1 la 

c•xpo111!'oi•'•11 ,¡,. 1~11• y .111·.-.:11·d1•111c• 1·011s11111ido poi <1111lio..; d1•parlitlll1•111o!'o . 

.. ( '011 lu,.. t'?ot'llll'lll<I,.. d1• '.\l .. rx y las ro11,..idPrac·io11r~ ultrrion·~ de• L1·11i11. q111•cló 

an•p1.¡¡rfa la s11posiriü11 si111plifi1.:.i1Ja de qur la .;1cu111ul;u·iti11 rstii sit llitcla 1•11 1•l 1nisn10 

dc-po11·1 ¡11uc·nto t.lrl cual provic•11<_·- .2 

Eu 1111a c•«onu1nic1 pla11ifi«ada. la acurnulación ocurre• pri11cipal111P111t· 1•11 t•I dt•· 
parl .;11111•1110 11 y c-st.;1~ ;1c·111nulacio11es Sf" lo«alizan p;1•11rral111ent<" en c·I •lf"(Ml'I <11111•1110 

J. 
La igualdad de• l.a d1•111a11da y la produrció11 cl<• 111edios clr prud11n·ilJ11 i1nplka 

c11u•: 

•1 -+- /JJ, --+ f'IJ + /'llr = <"¡ + l'/ + /'I• + J'h +!'Ir· 

Sin1plifif-,a11do. l1•1u~1110!-: 

[1·11+1'11 - V/+ p¡.. +/'lo (:!.20) 



l..1•••11.u i1)11 {"2.:!ll) i11d1• .1 J.1 11·\,,. i1i11 do· •·•p1i\il•tl" i11 ... 11111o·p1ud110 1., .¡,. ¡,, ltºl'lll· 
duo• 11)11 ;1111pliada. ('11a11du h.1'\ •·•1'1ild>1iu ,¡,. ¡., ... t,,, 1 .. ,, ..... 110 i111p<11t.1 .. ,.¡.,., tlú11d1• 

1•:--1 oi -.1111.1•I01 la a1·u11111l.11 ¡,;11. 1u·1• 1 :--1 1111\"" 1.1 .. ,, ¡,..1 ,¡, .• 1tJ11cl•· 1··~1.1 :--1· , ,},11•·110·: 

D1·p.I: 
l>q>.11 

(:!.:..?!} 

E11 1•1d1·parla111(_•11tu1 ... ,. , .. 1 ic-ru·. p.t1;1 \,1 1••p ..... ¡, l•Íli dc• lol" 1111•.Ji.,:-- ,¡,. p1 .. d11ci-j(jll 

olc•-.1!,1:--li1do?-o y par.a )¡1 ;u11pl1a• ¡,·,11 .1 .. 1 ... /1J1 /..- .¡,. lu-. 111•·di11 ... dt• p1ool11< e ¡,-,11 
1111,1 p.1111• dt• ~11 produ.-10. •¡11,. , . ._ it"..11.il 1•11 ..... tl .. 1 .• •¡ ~ 1•1, El 1•· ... 111. •¡ - p¡. 
/'I . ..,. 11.1l\!'>llÜl1• <ti dcp;111.1111•·111 .. 11 ,, • o111d01 .. ,¡,. 1,¡,·111·-.. do• 1t111!'-nl11<> 

.\ '11 ... -•·z.1•11 t•I dc•p;11l.1111•·11l11 11....,,.11•11•·11<·. 1•"1" ••l lltll!'>lllllO i''"l"'" 1111,1 p.11·1t• 

do• '-11 prud11cto. •·011 \.·,dut 1c11 • .J ,, •· 1 ¡ - 1•11. • /'11 El ll"!'>l.1111•·. ~ /1 • ¡1¡¡,. 

11.111-.11HI,. .i\ dt•¡J.11·1;11n1•111 .. 1 .. 11 •• d1d.11! .¡,. 11111·1• .1111i., ... p111· 11u·d1•J'- .¡,. p1ud111·ciú11 

f;i\11 ¡, '"¡.,.., por· aqllt'I. 11•'• •''-,11111-. p.11 .i 11·p<>11t·1 ¡., .. ._.,, .. , ,, ... \" pill•' .11npl1.11 1<i11 df· !il 
p1u.J110 • 10111. l.a t•c11,11 i1i11 1 :._• :.! ! • •º.'-IH•· ... 1 ,.¡ •·•¡111i1l.1 l" •·11111• \11-. du'- d.-p.11 l.11n1•11lu!'>. 

~J. 
'1 il ),·p 1 

L~r. 

---5 

,., . ,., ·- /'/ 

l>F~ 
, 11 + r::._J 

1 ,,,,, 

Dc·pl · 
J)t·pl 1 : 

llHlll 1 1 - \Ollll 1·¡ ·• Jtllllt /'I = h00tl \ ¡ 

l -,1111, u -+- 7-,11 1· 11 - • ,11 1'11 = '.Hlllll \ IJ 
:, -,¡Jl) ,----- -1 ·7:;-ff-,.~-.-·¡ :- .:-,TI¡• -=- ~JOOO \. 

l '1 ili:1a11do la ••c·11;1t·11i11 1, :.! ~h l 
/Jr ¡1urlurnt nlo /: 

1000 r¡ + )t){l{I r·1 .. _ 1 lllll ¡11 ·- l0l1 /'I • '1110 /1¡, \ f,Otlil 

/Jt¡1111·tu111'.nlo 11: 
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y. por ta11lu: 

Si111plifi(";\11clo. 1.·111·!110..., ,1l101a: 

h. 

l lllllc¡ + ( !000t· 1 

l·lllllq + 11(111!·¡ - ·1111lp¡. = fi()l)IJ 

1 (i00r11 + :-;11tl1· 11 -- hllll¡111. = :HllHI 
(ifflHJ<· + 1 'Hllll· .. :;: l-ffff1j;--~-lj(ffil1 

E~t¡llf'llliiti1 o1ll1•·11l•·. \.,,... !--llJl11••,...lu,... 111i!11.1d ..... •·11 1·\ 1·1•·111pJ,. '-•111: 

1) 11•1.v 1o·p1od11• 'i1'•11 .1111J>li.1da: 
:!) St• ;1<·11111111.1 ,.¡ -)11•: dc·I pl11-.,·,iJ.,1. 

:l) El d1·p;a11.1111<·11I" 11 S(
0

1lo :-e• .icl;iptoi .1 !.,-. • 011<11,·1.,11•·,... 111q>11,·-1.1-: 

·I) J.;1,... ;11 1 j,·id.1el•-... ,¡,. ¡,,,... c;1 pil ,ili-.1,1-.. d··l cl1·p.n 1 o111it•111 u 11 , ... , .i11 • .. 111pl1·1 ;1nu·111•• 

dPIPrlt1i11a.J;a,... !'"' ,.¡ •u111po1ta111it•n110 do·l .. ,., tul 1: 
.-1) 1..1 t,¡¡,._;, d1· 1.J11,._,,aJ<11 , • ._la 111i-..111.i ,.,,l .. - do-- ..,,.,.,.,H .... ' •·q111,,.\,·11tt· ;i} 100'/;. 
Si t•I d"l><HT.11111•11!<1 l •Hlllllllla -lllll. ,¡,.¡,. ,¡, . .J¡o ,11 11111 .t 111111•11.,·nl,11 • \- Jt)I) pi!lol 

i11• rc·1111·11t.11 ,._ -..1 ... ,. •1n1-..1t·1.i 111<1111•·11•·1 '.,11-..1 .11111· 1.1 , .. 11q .. ,-..11 1 .. 1, "' !.!•1111• •1. 
1•:11 1•1 ._,.~'.lllllll> pt•t iud ... \'di •I o·J 'I'• lo JI 1 1 0·111•]11,,-..: 

llJIJ, - 1 !tlll1· 

El th·p.1n.1111•·111., 1 I" ,·,1111pra llHlf- ~npl•·1111·11t,111u"'- .d d•·1 .. 111o11111·11t•J 11. lo q11 .. 

i111plira q111· ,.¡ do·p.11l<lllll'lllO 11 h• t'ot11p1o1 ll)(), :--11pl1·11H'lll,1Jlt>' ,,! il•·p,11li\llll"1Jlu J. 
PI q1u• ~·ilo ,,.,.\1 ;j l ,11J• l•J11;1 f' t 011 :-10r .. 11¡1!1•111•·111.11·1•1:-. 1·11 o•l ... ,.!! 11111 ¡,, l"'I !orlo. l·::-- ,1:--i 

c·o1110 t1.•1u·111u .... ¡i.1t.i •·I ¡11i11u·1· <11·10· 

!>1¡il 1!100;-IOtl lllllO-"t"llHI IOUll-1-IUO-ltitl hlJ 

/J,vll lilOO+ JOtl IOIHJ-t ltl!I llltlll+ ·11111- 11111 lilJOO 
hOllll 1 ~HlO ---l-llfll,-----------.y¡¡fj11-

lkp.I 1-100 ..... 1100 -,oO-rliOll hfill!I 
lkp.(J J Clllll ~(}() ,,fHI ;i:!llll 

hlJl)(l flJ!-llJ--¡¡;¡¡,-1--~¡,qrr-I 



l>r·p 1 -1·101.H· + 1 1 Ollfo ..... hh00¡1 = fiíiOU 
1 )c•p 11 1 (iOQc + HOOr- + :1:.!.00¡1 = :S:.!00 

fiOOOc + 1 !JOOr + 1 !J00¡1 - !J80U 

ESQUEMA PRESENTE PARA EL AÑO 2 
AÑO 2 

l>1•p 1 ·1840r + 1:!10,. + ........ o,,= (){i(}() 

1>•·11 11 17GCH· + XS01· + .-1fiOJ1 = :S:!OD 
MiOOr + :!.O!Hk + 1 1 J o,, - !J800 

ESQUEMA INICIAL PARA EL AÑO 3 
AÑO 3 

ll··p 1 18·10r + l:.!.lfk + 1:!10¡1 = 7:u;o 
1 lo•p 11 1 7fi0, .. + :--;,...;11,. ~ ""'º/' = :1.-,:.!.n 

fifiOCk· + :.!.ll'lllr ~IPHr¡1 - I 117SO 

ESQUE1\·JA PRESE="ITE PARA EL AÑO 3 

llc•¡1 1 .""1:J:Mc + J:l:IJ1· + fü).,.•I' = 7:.!.Ml 
ll1•1• 11 IH30r + !HiS1· + hlíi¡1 = :J."">20 

72fi0c + 2:.!.!l!h- + 1 :.!.'21¡1 - l 07RO 

ESQUEMA INICIAL PARA EL AÑO 4 

ll1•p 1 ."">:12·k + ) :U J,. ...,... 1 ;J:l1¡1 = 79~Ci 

1 >•·1 • 11 1 !J~IOr + !JhS,. + ! lfiXJ' = :1872 
72fiüc + :!2!1!Jr- + :.!.:!!J9¡1 - l J 58 

ESQUEMA PRESENTE PARA EL AÑO 4 

Dc-•p 1 585fic + J .J6.lf- + füi6p = 7!1Sfi 
Dr·p 11 :!.12Hc + 1 Ofi::'w + ()()7¡1 = :1872 

19851' + 252!h· + ¡;_1·1·11' - J ISTJX 

ESQUEMA INICIAL PARA EL AÑO 5 

D1•p 1 585(-X- + 14Ci·h· + J IG·lfJ = 8784 
Dep 11 2129c + 1065r + 1065p = 4254 

1.985c+ 2.52!)r- + 2.f>29p - 13.04:1 

,-, 



ESQUEMA PRESENTE PARA EL AÑO 5 

l>(•p 1 (i 1-1:.!f' + Jhl01· + 7:J'2p = ~-¡:..; 1 
J)pp 11 :!:J.J:!, + 117:!1· + 7,1:>71 = -l:F1!) 

;o;;i;o.;.k + :!TS:!1· + ),177p - 1:m1:J 

ESQUEMA INICIAL PARA EL AÑO 6 

Dc•pl Cill:!t"+lhJ01·+1fi10p= ~Hif1:! 

l>c•p 11 :!:H :!,· -l. 1 1 7:!1· + 1 l 7'2p = ICi:-:.:! 
:!:Jl:!1+117:!i-+117'2p- lh:-0:! 

LA REPRODUCCIÓN AMPLIADA EXPRESADA CON 
ECUACIONES EN QIFERENGJAS 
Por lllt in1u. pudrc·111u-. rP:--.,h·c·1 ••l ¡11uhl•·111a cu·prc-a dr q1H~ ~11n·dl' r·o11 li1 n•prod1u-c·í1j11 
ounpliada. c·ua11tlu M' n111,..idr·r.1 c•l 1 i.-111p11 .. \1 rc-~p<"cto. '.\101 i!'-l1i111<t rifirlllii que~ c•11 1•1 
111od1~lu de· '.\l•n :-.: 11.1.v 1111.1 11•11d1•11• i.1 01 I • r•·1 i1nit•1110 Pq11ild1r•1du. 

El siµ,11ic•11t1• 11uul1•lo 1111 .-,..1.i 1!111•1·1.11111•111 •· n•l.iu·io1111rh1 cu11 1•1eottc·rplu1u·up111•-.111 

por :\1.;1rx. Si '1/ _,. •I// IPJH•":--••111•111 J,1,. 1,1,.;is d<' .;1c1111111lat i1.i11 1lt· pl11:--\·alor 1•11 J., .. 
1h•pa1·ta111PlllU,. 1 \'JI. l"f'"IH'•"Ti\'<llllf'lll•' .... , ~·· llHtt1li1·111•1t111 ... 1.111lp 111i1•1111·asqu.- •• ,, 

varía. •Hlitp1oi11do,..- a J.,, .. •·~iµ,1·111 ia ... dc•I l'Cjllililirio. El pli1'-\';du1 .·u·1111111).;ulu ~·· <J¡,.¡,¡,. 

--'-'-111 ... 1.1111111 :-· --'·'-u1 ... 1.111tO). ,., -- ,., ,., + ,., 
l.JP lit sunu1 d1•) p1inu·ro di' , .... ,.,s n1111pu111•111t'S y d<•I c·;1pi1nl 1011s1an1r lh•I depa1·101· 
111c11to J. 1·11 rl a1-10 lJ. 1·1.l/1(0) 1· .. ~uh•1 ~"I PI 1'Hl>ital co11s1;1111c• d1• clic-hu depar1an1r11to. 
rn el ai10 L Si la i11vl'1·!>.iii11 1u·101; di' Ju,. 1·01pitalistas clt•I cl1·1,.11·1.a1nPnto 11 Ílll"ra n11l.;1. 

el , .. XCPSO de~ oí•·rla •Ir hiPru·~ 11<" c;1pi1al st• t")l'\'an"a 01: 

y¡(OJ - [r1 + -'-.'-"l·"I] yl(O) - t·11.1111(U). ,., ...,.. ,., 
La tasa a<lapl•ttiva clr annnulaci<l.11 pari'I r•l ai10 1, a 1 ¡. SP d1•1rnni11a a partir clr las 
ecuaciones: 

[ "' l t111( 1) ---·"'// yu(O) = 
r¡ + ''I 

= y,(0) - [r, ~ _r_'-u, ... ,] y¡(O) - r11!111(0) 
,., + 1'/ 

(2.:.!:.!) 

A su \'t"Z. la 1asa dP rrrc·i1ni•"n1u 1lc·l 1l1•parta1nr1110 l. t•11tn• lo~ ai1os O y l. virtH' 

dada J>or: 

yt(O)=~. 
C¡ +1•¡ 



'' 
,jc•ndo loi c·un·1·~1u111di1•1111• od clrpa1·1<1111P11lu 11 i,L!,11<1l .1: 

u i() )·'"/ ) [ q l !/I ( 0) 
!/1(0) = <'/ + 

111 
= <"/I 1 - t"/ - ,.

1 
+ 

1
,
1

01 ... 1 !llJ(O) - 1 (2.2·1) 

1•11 virtud dP la Pnwciciu (2.22). 
J)p) 1nisn10 111uclo. las tasas ele crrd1nir11t11 Plttn• PI ai111 1 y:!. M'lii11: 

!//(1)=~ (:l.:!.-1) ,., + ,., 

u¡(2) ... , 1 [ '"I ] y,(0) 
.'/11(1) = --- = - 1 - "' - ---u, ... , -- - 1 

I'/ + L'/ ("¡/ 1·¡ + 1'¡ _1/1/(0) 

para c•I dc>ponta11w11lo 11. 
Por ol ro l;1do. 11·1u•111us 

.111(0) = [I + 111 1 10)}.11111111. 

!111(1) = !I + y1 1 (111: 11 111111. 

1 [ ., l f + !/11(0) = - ) - f"/ - ---•IJ.'/ . ,.,, ,., ...,. ,., 
"" vin ud de• la 1·•·11.;1.-i,)11 (2.2-1 ). 

(2.:!íi) 

S11st it 11yt•11do P?-.1 ilS cxprr.sin11rs <"JI la t>l't1ac·it>11 (:!.:!H ). 1·~ f;ic·jl n1111pruhai- quP 

!/11{0) = ·'"'º•· 
g¡(O) = tll( 1 ). 

pur sc•r il¡ 1·n11sla11tP. tc•11pn1os qtu• 

911(1) = .<11(1). 

lo qur quirrP dPC"ir c1ur las producciont•s dr los clcpartanirntos 1 y 11 cn•c·c•n r.quili
hradanwntr. a 1mr1ir del año 1 y t-n tocios los sucrsivos. 

:\lorishi1na propone sustituir la...o; hipótc!sis de :\larx por ut .-~~- S11p,11u•n1os q111• 
c;stas son: 

i) los c·•1pi1alistas de los departa.n1entos 1 y 11 1i1•111•11 la 1ui~111.1 prupc:nsió11 rtl 
ahorro n: v 

íi) cst.i.11 <·011ju11ta1ncnte interesados (-'J1 invcr1ir l'll l."11alquíc·ra clr lus dos d<"par
lanlC"ntos. ya c1ur en ambos rige la misrna cuola dr gananciit cl1• 1•quilihrio. O,•J 
plus,·alor total. dedican a acumulación: 

a ls1u1(l) + ·'"JJY11(I)). 

Pll donde_• 1111a µ;ntc. t.•quivalenle a 

c1dy¡(t) + c11~Yn(I) • 



c·~ iuv1•11id;1 por los r;1pi1ali~1a-. d1• arnho~ drparta11H'lll•1!'> 1·11 l1i•·111•!-> •le· 1;ipi1.1J. 
µ.asl.oi11du!'>f" 1•1 n•!-010 t~n <"i1pi1al \';iri;il.oh•. D;ulo q11<• p;11·ti1110~ .J,.I ... 11p11,.~10 ,¡,.•pi,. 

)¡1 prop1·11~i.-.011 al ahorro d'" lo-. ol1n•ro!'> c•s c:c~ro. 101 i11\·1·1~i1i11 f"ll • api101I v;11ial1IP 
(1's1u l"S. 1•1 1u1al d<~ los salnrio!'> 11•odP!-> qur c-01·1·espo111l1·u ¡iJ ;u111w11to tlt• 1•111plt•o) 
dPlu·1·oí ~··1 igual •ti consu1110 dt• lo)'. l1i1•1u•s·salario n~aliz;11lu~ poi· lu~ uln·1·nn; 1t•1 ¡,:11 
i11t·orpo1·;ulo!'> a la prot.lucTiún. l.il~ f'c11<1ciones dt~ d<•111on1d;1 .'· uí1•1·1a de• l•iPllC'!'>. d1• 
HIHIJu!-0 1J.·11arlc1111rnlos, (H1< 0 1lt•11 c·~c·ribirsP del sip;ttiPt11<" tllcHlu: 

"'' ) ( y¡(I + I) ) ( ll 
1·11 YJJ(I + 1) + ¡,..,I 

o 
¡, .. 11 ) ( 

•n(I) ) 
•111111 

( 
y¡(I) ) - ( o 

.'111(1) b ... , 
o 

"·'11 )(
y¡(/)) 
!J11(l) = ( ,., ,., ··11 ) ( 

1·11 
!11(1 + 1) ) 

.'111(/ + 1) 

[( n- ( ,,~, o ) l ( !11(/) ) ( ,, 
,.,, 

) ( y¡(I + 
,, 

11 ,,_ .. ,, !111(1) = lº/ ('JI .'1111 I + 1) 

( (J )("'(/)) (r¡ '11 ) ( ,,,11-... l 1 ) -h. ... , 1 - f, ... ,, !llJ(I I = 1·1 l'IJ .'11111.,. l f 

( 'I/(/) ) 
.'111(1) 

( _;,,, o r ( r¡ 
1 - b .... JI ,., 

'11 ) ( ,.,, .111(( + 1) ) 
'IJ1(l-+- 1) • 

.""' q1u· 

por tan1o. 

drl ( _¡', .. , O ) - 1 - ¡, ... ,, 
~ 1 - b.'iJI -

-bs1 
o )- ' 1 ( 1 - h .... 11 n ) 

1 - h ... ,, = 1 - b ... 11 /, ... , 1 

) ( 
o _,_ 

1-h•11 
)( <'J CJ/ 

111 ,_.,, 

1 
-=l!..!..t.._ 
1-1>•11 

ll _,_ ,_,,_.,, 

~1ulti¡>lir~11do matrices~ obtenemos: 

( r1b~1+••• ~ ) ( .l~:J((ll.-:.. \}) ) = ( _,;,',\',\ ) · 
1-b•11 1-t>.1111 

J...¡,s <•nt ratlil~ <lc- f'St a tnatri~ las pod1•1nos sustituir por: 

( 
m,, ""' ) ( y¡(/+ 1) ) ( y¡(I) ) 
rn21 111n y11(t + 1) = Y11(I) • 

) 



y 

E11tu11c(•s: 

MY(/ + 1) =Y(!). 

-··11 ) . ,., 

dt"t M = CJl'JI - r111·1 

1 - h ... ,, 

,.,,." - ( ,,,., 
1 - "·"11 

(
~ 

= :• 11-· 11•1 

·-·~ 
; '11-< t1• I 

-,·,,f 1-'·· ., • 
• 1• 11-· 11' 1 

~ 
'1 1 11-· 11' I 

-•·11 ) 

)· 
=Y(/ - lo= ( 

~ 
1• 11-<-11•·1 

-~ .,.,,-.-11 11 
-.r-:·:::' ) Y(/) 

-<,,(1-'-•q) ) 

'/;(i'~1:.1/,'{ = A. 
,., •. ,,_, 11'1 

1!1 

Si la!-> r·aín~s raract,•rí.;1i.·01!'- d1• A ~011 disti111a!-> • . \1 # .\11. l'lltoncr!-- las ~ulucic.Hu·!'< 
t irnen la fornia 

Y(ll = .-\1c1 + >..11c~ 

CJ = Al - .11111 Y{O). C// = Al - .11,1 Y(O). 
-1--11 ·11-·1 

dondr c 1 ,'\· c 1 1 son los vr1t11n•!-< 1·;ir;1ctl·n·s1icos asociados it las raírc•s ~\ 1 . . \ 11 • 

La snhu·ión gf"ncral 1•s: 

Y(t) = -"í [Al - '
1
1
"

1
Y(O)l + -"~ 1 [~ - •

1
:
1

Y(O)] . 
· I - • /1 _,..¡¡ - AJ 

Estas cc11ac:io11cs se pt1f"d1·11 c~1·riLir con10 las llarnadas ecuaciones fundamen
tales de la teoría de la producción: 

{ 
]l¡(I) = '111U11( 1 + 91 )' + '7>J1n21( J + .92)T 
y11(I) = 111rn12(l +g,)' + r12m:n(l +g2)7 

donde r¡1 y 112 son conslantr:-;. 1lc•t1•rn1inadas por las ¡iroducciones inic·ial1•s y,(O) r 

Y11(0); l + 9• Y 1+92· 
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El rápido crecimiento 
de la industria inslesa 
del carbón en el 

si1tlo XIX se debió a la 
máquina de vapor. Este 
arabado de la industria 
carbonera de HcUon 
mueslra la potencia de 
vapor haciendo funcionar 
las bombas dentro de 
una mina y una locomo
tora Slephenson 
al frente. 

Carlos Marx. dirigiéndose 
a la Sociedad de 
Instrucción de Obreros 
IAlemanes de Londres. 
en 1850. 
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199 

EngelsonMarx 
inlondon 

Manche1!cr,2lJunil~), 
LlcberMohr, :

1
: 

lch wciD gar nicht, was dcr Ucine bui¡·bod¡.I 11;11 Wa1~m Sl:hrcilttr ~~ 
rnirnicht,d.Bcrfel:ldicSachcarr1ngie1th~br11.,.,iJJ}.\f1rsd1ricLcr,da{I 
irtl!ll frhilunniditanlu:ar/r,cr auf micl1z;dien11~rk 11ie!b~m:•th1.0; 
bci mir abrcmachle Sachen abgcmacht 1ind, so li;c!i ¡,hes durch!u1 n:c~ , 
für niitig, 14 Ta.ge vor dcr Zci1 nodimal.s c;n~ 1dir,fd;d1c Vmithcr.in¡ ~

1 

1bIUgcbcn,daB1chdu !un 11ürdc,110zu Kh 1t.1i:h 1chcn fruhcr múndlidt·~' 
und sdaifdich vcrpllichtct. Aul DtlMn Brid hii. 11a cr rr.it g:inz 1n.Jtnl .: 
Motiven hmuJ~ommt, bab' ich ihm nun d.11 'i~!1g~ gmhricben. M~-.' 
i\kttpt_wirdfUri2SOscin.Sich,daBcrDir111egc,1:eSu.-;in:c1chiclt,di 
u1ichvupílichtctlat,Ko1tcnundZin1e,i~lbittutra¡en. ~;. 

Kin¡!1h 1utgclt~n. Elwas Obcrfl.lchlichms (b~ leilwci1e 1:hr g¡¡ttn¡; 
Material, 1btr liid:cnkftcm), Dummcre1, Unwiuendere1 111 die ,\]~;~: 
schlacht noch nic d1gewmn. Nur la part des fran\'ai11¡ut und ric~lig dar'.:'~ 
gmllt, wt~i(Jtcns im Canm. Soni! m~nchc1 liir d~n rr.:litariich~n ~ 
bodi1tkorruscfi.ll:JI ''.~'!: 

In Polen ¡eht's faul. Dtr ¡ro& 8id.t der polniKhen Rcgicrur.r. dJ'! 
Mu~naulstand im Juni, i1t cffenbar am Waffcnmu.~el ¡mhcitc1t, Wid 
Ítlzt i1t, wtnn ~cinc iullcm Vcrwiálun¡en cintreten, cin allrr.ih!1che1 A~ 
nchmcnnidi11uvcrmcidcn.lr.11 . ~ 

Deine Po~lik dcm f1zi1 gqcnübcr iit ganz rcchl. Wu hnn ali die c;c, 
mü1licbkcit bclfcn ¡e¡cniibcr cincm Kcrl, dcr im cn!JchcidcndcnMo, 
dadi entweckr dUith die Vcrliihniuc ¡ezwun¡cn wird, m;1 un1 tu 

oder alier dcrolfcn utuer Fcind wird. Sich nocb van dcm N.ttrcn Wt 
in1r:lld:1ucll c1~oitiercn laucn und zum 0Jnk liíür wpllich•,tt iu itÜi; 
fürallcleineDummhcitcncinzu1tchn,dasÍ!lcppe1zuarg. ' 

lch11crdcah1crufcn. 

11f'.dlictua"(OnmkJ-1du Antd ckr Fr~~llllfn 

lOO·Mmu&.,J,·•J~l&J 
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MarxonEngcls 
inM.tnchcsttr 
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'"' Lindon,6.J.JilBIJ 'Licbi:r Eng~l1, 
)'.ibord

1 
IT.einen besten O.in~ lür die (lj{), Dronl:e h.i!!e mi'r 1·or 

~~1·icrMona1rnSOí¡c1chicltundheutc2~. 
it~nychcn i1t lcidcr in1mcr noch ni ch! so, wic tic scin so!!tc.OcrHwtcn 

r.Óchnichtgu1:lort,undduKmdi1tzu.leicht"¡cwcrden.fchschickc 
fi¡J Dad mil den 1ndHn,1ob1!d ihr Sdiulturnu1 am Ende. Oh¡lcich ich 
fVerlraucn in A!!cn hahe, so .,.,i1e o mir 1ebr lieh, wtnn GL171pet/, dcr 
rWatrschcinlich nath dem Kontinent1uf foicn rcí1~ hicr vonprichc, 
LOm Tat~s!and Ubtmu¡!e und mir 1cinc Aruicht mittcilte. lch muB 
;ffcñ 1a¡tn, daC ich ín ¡rollcr An¡sl wc¡en dem Kind hin. Du ~ 
it,;,.onfleiscbindicJemAher1chcintmir1ehrbedenltich, 
fD'~inton p/1ys hi1 old lrieh~ in dcr po/nischcnAHMe.Dicden RUUt:n 
~ll!cn Noten 1ind original:tcr1von Pctersburg nach l.ondon gtschid:t 
~!,Den Htnnmy hat Pam dem Urquhart dt&,au/f, indcm cr btsq
.,, • cine cintrlglichc Std/e {Sinc~urc) an cincr fran· 

in Franhcich versckñt lat. Die Ycr~au/· 
• dring1 in dcr T1t 1/les in dtn Hin1crgrund, 
vor~ómmt.M111h1twcdcrbciuninochin 

1ch'cincn&grifivondieier1h10!utcnScham!o1igb:it,W11den 
:,;z~y~t an¡elit, so liattc ich den Ur~ -boh¡e

..... 'e Polen 1·erriet, indcm cr cin unvcnchrtes 

, .. 1 
~; jf 

;.ij 
··:li 
H 
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Obrigcns wird dimr Kric1 1ich in die L'ingc schltp!l(n, und dJs ¡11 ¡ 
mrcpaüclicn ln!crCüC sthrwünsthcnJ\\"Crl. IJ\ 1 '. 

200·~Lru11[i,¡tJ1•6./ulil8GJ )6) 

~¡1 ¡;hrlichein¡cht(o<lorolo"1f\(um.,/,i;on,1licVondirT1bel!e.,.. 
'Pfil.i$St11 ~1.1, in drn l\nnrnmi~·on1fondJ "ingchn 1iinnlc). 

lt1i1 hal ~ir ~inc ncuc Broidiürc1~;' 1 gc1chicl~.1cinc Red: in Fran~. ,,_ 
fort1.M.D11eh1c:tzt IOStundcndesT1¡1cxoffooLDOlonom1ctrti'he • ,, 
nicht 1u vcdangcn, daB ich ~inc Ncbcnstundcn mil dcm lucn d;;~~ ·. ~;' 
Sc~ülc.rpctu:' liitcn.soll. Also cm1lwcílcn 1d act11ck¡;t. In dcr !rcicn Zcit ·;~, 
tmbc 1th IJ;ffocnt•I· und lnte¡ralb!kul. Aprcpoil !ch habc Übe1A,n :~· 
Sc.hri!tcn dadrübe.r und will Dir cinc 1u~hich~, wcnn. Ou dJs f ach ~ .\ 
Angnfl nchmcn m!lst. kh h~hc es fiir Oc1ne M1f1tirstud1cn la1t lur r.Eti ,:¡ 

Dal.i i11 es,¡, vid lcid11mr Teil dcr M11hcmi1il (wn du Llo6 Ticl~ ? 
nischc 1~¡cht) 1!1 L~ die hohcin '.cile dcr ~l¡cbra, Aullc.r Kenn111~ ikr -,~ 
gcwOhn!ithcn 1lgcbra1Khen und lrigonometrnchen Cmh1ch:e niá,11 ar. f 
Vootudium nOtig, aulkr a!lgcmcinc Bck.inntschaft mit den Ke~lKhnitttn' . : 

Übcr die bcilie¡cndcBroschiirc dc1 .Due du Rnuni!lan" 11, dmcn ~ : : 
Dith Yidlcicht noch untcr dcm Namcn .P1 • crinnml, 1eb1cibc mir cin ;¡: 

dw11 motivicrles Urtcil, da dic1tr Kcrl jeden Tas mich schrihlich 111¡, .~ 
íordcrl, ihm mcin .Urttil" mi1J.u1tikn. .1 

011 cinliqcndc .Tablrou tconomiquf"llilll, da'. ich an die Stclk dri~~ 
Tab!luu} dc1Qut$1llf\talllsdtt,1ieh Dir, wcnn es Dirindiem Hiiurrq~ 
lich, clwu sorglidi an und lcilc mir Dtinc ctwaigen füdcnken mit. Es um'.'." 
filltdcngcsamlmRcproduk1ion1prouB. · ':' 

Du wciBt, daB A.Smilh den .no/uro/" odcr .nm.uary prict"U ru~ 
wnmcn1tlzl 101 Sallr, Profit (Zins), Rcn!c - alMl ganz in Rmnui auíl&i~~ 
Dic1tr Unsinn ist 1uf RiardG übcrgcgangcn, obglcich cr Rente, a!1 ~6& 
Widcntel\U1 101 dcm Kttalo11usschlicBt. Ful o/le Okonomcn h4bena 
vonSmithab:cpticrt,unddicc1bckimp!en,f11lcninandcmBlodsinn: 

Smith sclbst fühlt dcñ Un1inn, du GtJ4mtproJuk1 lür die G~llxhi 
in h/,jk Rtvawc (die ~hrlich vcnchrt werdcn bnn) aufzulOsen, wih~ 
cr fúr jdtii tinuLrai Zwei1 der Produ~tion' den Prci1 in Kapifo/(Rolul' 
Muclinuit,.eio)und&.n"(Atbeitalohn, Profit, Rente)1uílót. 
111Ch mliBtedieCescllschah~duJahrdenovol'aMeKapifa/1nf~ 

Wu nun meinc Tabelle an¡cht, die •~ Zwammtn/awn1 in cincm~ 
lctzten Kapitel meiner Sehrift fir,iriert, 10 ill d1hei lo!gcndn zum '/~ 
1lindni1n&ti1:· · .' :~ 

l.DieZ.hlen1leich1ülti1.WdeutenMillioncn. :¡ 

·~ 

1 
2. Untcr l..duumil/e/ ist hier allu zu vcr1tchn, wu in den l\orJUITI/~ 

·----J,, 
ll'IOll ka wtftll• 11,Hmop d~Rousa.]Qn" · 11.110/üi/11.'iuº o&r ,1J;tJ11'11ff11P~m 
UzuWlis• 11 TGllllCllClll 

· · (lclitnmut1d) lir1tcht duronte/'roJu{t(700}1us 
1dcrN!lurder.S.,chcna¡hnid11inJ,uh1111an1eKopj. 
MJ!chincrir.íldu!ic!ilcitenctc.)cin¡chn.Ebcnsobe. 
d.11 gan:r P10Ju~l 1us Wmn, die ~llJ/Qll/a Kapila/ 
'' und~fa1chincricwicdqjn dcnRcprodu~tioru. 

·'4, Kamlan/CJ l\apira/ i11 dcr Tell iks K!pita!1, dcr aus Rohsioff und 
:ctiincric hnlcht. VariaUr1 Katital, dcr sich gtgen A1bci1 awtauscht. 
:,;lndcrAsriluhurz.B.c1c.b1!Jc1einTcildc,selbenProcM1s(l.B. 
r~n) Ubcnimittcl. 11Jhrrnd cin anJ1cr Tcil {Wcizcn z.B.) wicdcr in 
r11:~ N~tun!form (A!s Samcn z. B.) 1!1 RGh1toff in die Rcproduktian cin· 

:Di"indcrt1krnichtsanderSache.D1solcheProduktioru:weige 
~nEigen1ehaíinachinKb1S(ll,dcr1ndcrnn1chinKJusclli¡u. 

,· 
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"'la manet.1 de hacerse 
pobre (Izquierda)· la 
manera de hacers·e rico'' 
(d:sr•cha), Especulación 
en Norteamérica, 1875, 

0 11gen Y evolución de los modelos económicos lineales 

El obrero es libre sólo 
en tanto ohedezca a las 
armas de la policía, 
quien protege los 
intereses del patrón: 
Kupka _ .. La Liber' =-··, 
c. 1905. 



Capítulo 3 
DEL 

REPRODUCCIÓN 
CAPITAL 

EJ. E~FOQt:E DEL T0'.\10 11. de El C"¡ntal 
Es1r .. rapitulo. sohn· la 1r·produrció11 d .. ) capilal. 1 tir1u .. pcu· ol•i••l•• i..,. •. ,110!- 1111a 

¡,¡, . ., dr• n;1110 f11p1·011 tt~itda:- l<i:-. figura~ q1u· ap.;11Pcr•11 t'll r·l 101110 11 .¡,. /./ ('11¡11/ul. 

1'1>1 ''"''ª r01;'.Ó11. 1·l rl<':-;1rrollo cptP aquí li<trP1110"' r·o11siden1 li;i:-i• •11111·111" ··1i1110 .. 1 
p1otf":-.u rfP rirc11lnr·ic>11 tf,.1 1·.;1pilal sor·ial 1·011_j1111tu n1Pdi.aliza rl P'"' , . .,., dr• n·111·0-
•l11n il:.11 ,.lu-i;1I y. 1·011 ••llu. 1<1 rc.•1irod11cció11 dl'f e i11<Í•·ll'r rc1pi1.rtli,.1;1 do•I prun·~u dr 
p1ud1u·• u:.11. Pll :-u 1·011j11111u. 

l..1 liJ?,ura ele- ci1-c-1ilnr·iri11. a runsidrrar. P:- PI 1 ir Ju d1•) «apititl-1111•11 <11..-l.1-.: 

¡ n _ .1/ ( rr 
.\/' - /)' . .1/ ,, 

rl- ,,, 

/' .\/' 

l.u-. • ,1pi1alc:- i11dl\·id11,1lc•:-, p<1rtcs i111t"J!,l<11111•-. cl1•) n1pi1al :--cu·i.11. •q•.11c·1 1•11 '"11 .-) 
1u·oohu lu·Jltf•n·;1111:í.as a1111al f"UIHO capital-111e·rc·a11cia:--. El 1110\·i111ic•11l1• ,¡,.¡ 1•r111hu·to· 
11u•1..-a111-l<is a1111<1I 1·0111pn•111I<• el rnovi1ni1•11to individual dr lo!-- c·api1;1l•·!'o. i:11r·o1·1H>· 
1·a1lo!- ••11 .su produc-to-nu•rc-a11cias como rslaho111•!-- cfp) procrso rl" 1'''"111• ··i1i11 :--o-
1·i;1I. El pn><l11c10-nu~rc-;111c-lil~ c·onjunto c-ontir1u· la1110 a los prod111·1., .. •jll•' 11·1111nc-11 
1·,1pi1;¡f (_\." 1nrclios de• p1ucl1uTión: la n·prod111 r·i1~11 :--o•·ia) cl1· la~, 011•h• '''"''"' d1• la 
pr,.d111·1 i1J11) 1·01110 a fo!- pnuluctos c¡ue <·011~1i111_,·pu c•I fo11clo de· •011-.1111u• .. ,,. i.il. lu!'
'11.111• ... ,-,u1:--u111idos por l;1 1·la!-ól' trabajador.¡1 y ¡101· );1 rlc1sc• 1·¡ipi1,1J1 ... 1.1. • '''<111 !,, .. 
• n11•li1·io111'!'> to1nto d1· ~11 rrpr11dur1·ión corno rl1• !'-11 1rp1cHl11c-c-ió11 1·111111• • l.1:--••-. 

l.;¡ p1ucl11cc·ió11 r·o1pil<1li:--I<• M' n•partr t.•11 do~ 1lt•parlilllH'JJlos: 
l. /'t·odurciriri 1/1 1111dro ... ,¡, procl11c-r1á11. 
i-:~10~ prud11ctos ··~loi11 c..lc·~tinados a !'1•1· 1·011s11nlidos c.•n la prucl111 1 ¡,~11 d1• 011·us 

pnul11c·1n~. Su c·irr11laciU11 tnPdiatiza su rPi1ttC"gració11 al proct-sn p1ud11• 1 iv .. ~ocia) 
.'" fonn.a parlf" cfp c~slf•. r•n 1·ua11to clistrih11riti11 ~acial. Sou prud111·1,, 1•11 nrnnlo 
n1p11·a11ciéts. capila) bajo la figura de rnc-rcanrf;ts. c-api1al·rncrca11n·a!'o •fll•· 11·."l.Jiz,, ~11 

1111•l<1111urfosis cirrulanclo corno rnercancia. Su 1·ircul;1c-ió11 apan·n· e •11110 1ulPITllJ>-

1·j.j11 _\" 1nPdiatización dc>I procc>so de producrión del (·apital. Su fip,111.1 1l1· • i11·111i1dcin 

Jfj - J)j - { ~ .1/ p -·· .\/' 

{ 

D(.I/ P) - .\f(M P) } 
· · · P ···AJ' - D'. 

/J( FT) - .\/( FT) 

1 Ei-t•• capitulo~·~ foru10 i1111•.i;rarnrntc en hasf! a la ... 1101as rornacin.s en Jos Sen1111>1rzo., ,¡,. F1losoíia 
dr In Cwn.-1a 1nI"\".1111par111lo¡., por Oscilr Fakcin en l!Jf;3 



.-,n 

·rcHJH•111os c·u1110 c•jr·111plo 100t1J1u•ladns de• 1·arhó11. q111• .. , 111 • .1pll •il· 11u•1..-;1111·Íi1s :\/'d•· 
las 111iu.as. Su i11trp_radó11 ni ntpit ;ti pnultu·t ivo. cu1110 rtl•"lio-. .¡,. pn1d1u·,-i .. j11 .\/(.\J/J) 
dP lit i11d11stri;1 .. ¡,¡<•nírµ,irH. co1nprr1uh• ~11 111••tc11110.-lu._¡ ... 

. \/ • - D' . { /J - .\/ . ,,_,,, 
1·01110 c-;1pital-11u•rcandas <~11 p) cido d<~I capital dP la!-> 111i11.1~ d1• •·•11·hc'i11. :\lcta1nu1· 
fosis l'll 11u·rra11c·ía. en la c11<1I ,.1 \'illor capital. i11c·orpot.Hh• t>l1 c•lla. se• n•aliza C"T111111 

,-a]orrapital valorizado. 'rrahajoubjetivadurn la prud111..-11i11 c;1pit•1lisla ,. + 1• + I': 

trnhajo uhjc•th·ado 1·, ronsurnic..lo l'll su pnnl11cricl11: ?-. t1;al•.a.I•• vi\"11; trah.ajo y t11<i:-. 

tr;.1l1ajo. ,. + I'· valor n1pital ro11stantP rn la figura .\Ir .\// 1 1. e 011 la d1•1t•1·111inac·iri11 
.¡, .. <1hsurhc>r t1·ahajo y 1nás tr;ih.;1ju. •·11 l'I proc-rso ,¡,. 1•t1ul1111·i<;l1 1·01110 parte• dc·I 
1·npi1al prncl111·ti\"o }'.La 1111•rcrt1u-l<1 fornH1 \'nlor. 1•11 !-11 dol1l1• 1110\·i1ni<·111c1 

.\/'~IJ'(f"-t-1"--t-l'l 

/J(Cl - JI((") 

y pu11c•. por· );i i1h·11tidad <.'011:-ii,1!.u 111i:-111a. la iµ,t10tlola1l 

.\J'¡,. +,.-+-JI)= .\/t• .. 

/)((')= /J'(r+r+p) 

1•11 :--11 for111;1 di11c•10. puesta poi· la idrut idacl co11sip,o 111i:--111.t ,¡..la 111c•1To111n'a dinero. 
que· nwcliati~i\ :--11 c-irru)ación. 

El 11u.n·i111il'11to 

.\/'(<· + t· + p) - JJ'(r + ,. + ¡11 

d<· la~ IOU 101u•litdas de carbón. ahrc- ~u ciclo <.·01no capi1 011 111t•1..-;11ulas d .. las 1ni11.;11"
tlt• c-ndK:u1. El ntrhón sr ha 1ra11sforn-.ado en JO 011z•1:- do• uro. i-:~1as 10 onza.~ 
d .. <>ro pu1~dt.•11 srr guardadas en los cofres de la c•111pn·s;i 111i11r1·c-t por 1111 perioclu 
1ná~ o rneno!-. largo y reunidas con rnás carbón t ra11síurn1adu 1•11 oro. pilra pagar li-t 
reposición clPI capital fijo de la n1ina. O pueden s<•1· p<iJ?,•1d.;1?< 1•11 !->a)arius o gastac1o!-o 
parn brnrfirio dl" Jos capitalistas de la rnina. J..as 1 O 011z<is dc• oro son la fonna 
dor<tda c!c..~I \"alorcapila) e+ 1· +p. Son LJ'(c+t•+¡J) rn ,·11a111,, <·onstit11ye11 la for1na 
dinero d<• 1.as 100 toneladas dC" carbón y forrnan pnrt•· do•) 1·<·lon10 d«-1 produr·to 
,,nual. PI\ ~u forina de dinero. ·ra111hién son part<.• int1·µ,1·a1111• ch• 100.000 tout•l;tdil~ 
dr rarh<:'.n1. 111ih~:-.in1a parte dPI \:alor capital e+ 1•-+- ¡>. 111c "'l"11·aclo c·11 c•I prod111"1u 
dr la nii~111a. l~~te. en su 1no,·in1iL"nto anual. 

M'- D'· ¡ FJ' 
/) - .\/ ( .. . p .... \/' . 

. \/ /' 
d-m 



1·01nprc•1Hlc• 1an1() la n~posic-ión <h• Jo ... \//'.\ di' !;1 FT,·011. .. 111nirlos .. 11 ....,11 p1odu<·r:i<'.i11. 
1·111110 rl n>11s111nu individual de- Ju .. 1;tp11,¡Ji-..1a-.. c·I p,a!-.lo ,¡ - '"· Si 1i,.1ic-• l11p,i11" 
n•produn:ici11 si1nph• dc-1c:apital.1•11101u "~ 1·\ 111nvi111i"1110 

.\/'(e+ 1· + J') - D'(r + 1· + J1) /J( \ ') - .\/(F) } · · · /' · · · .\/' 
{ 

/)¡(·¡ - .\1((.) 

,/(/J) - rn(/,) 

ronfirrna 1<1 su11H1 ,. + ,. + p; );, qu" 11 .. ¡u,.)n·,, 1·1·1H111irsl" n1•Ís cpu· c-11 su fon11a 
dio~ro 

{ 

/)'Ct·)./)(r·) 

/J'(c+ 1·+ 111 /J'11·)./J(rl 
/>'1¡1).1/{p) 

{ 

\/'t•) - /J'(t·) 

.l/'(r· + 1· + f') \I'~ ,. J - /J'l 1•) 

.\/'1 ¡J) - /)'(p) 

1"na luc·o11u>tora. ~in c-1nharp_o. 110 pud11.1 11·1,.t111i1·~·· 1•11 11 111•Ís c¡u<.• Pll 

'"'" fonna di1wnl n·,, + I' + ¡1). 
PtH•tlr 1;1111hit~11 IC"llrr lugar 1<•prod111 • 11111 rllllplia1la .'° );i-. 111i11a ... lllll'dc•n ser c·1•· 

rnulas. D" todos 111odo~ •• \/'es .lr(1· + ,. - 111. V<tlo1 c·apilitl Vithni~•ulo. pues .\J'./Y 
<tl1rr c>I delo drl c·api1al-1n<•n·and<1 ... y nc•1101 ,.¡ c·ic lo dc·I c·<1pital-di11t•n, de• l~ts 1ni1HtS 
de• c·arhci11: 

FT 
/) - .\1 ( 

.\11' 

,. .1/' /J' 

O'(r+ r + p) = /)1, 1 - />(1·) + 1/tn). 

rs dt-«ir. 

/)'(<· 1 = /Jf r) 
D'lr·)= /_)fr•) 

JJ'(p) = 1/(y}. 

rxpone. <'0 fonna de dinero, el prorrso ele• c·rt"'adón c.lrl valor y valorizadc)n del 
capital 

t•+ , ...... ,, 

c•n la rotación dc~l capital. en el reflujo de· :-11 c·ii-n1larión cnn10 /Y. 
(El a11ñ'1 ... i ... ,¡, un capital indi1·u/11ul '" "' 'I'" l111n 1·..., d1 ... p111· .. rlr la rr.¡HYJ-

1/11rció11 del rup1t11/ .<lor.ial (nota y 1/r.•>11nnllo J'º""lrrror d1 O.F.J. 
Sea D(C} la fonnit dinero del capititl f •• t·:ntoncP~ 

D(c) + D(r•) = D(k). costo dC" procim1-iú11: y 



11(!1) =- 1f·D(f"J. J.!,illlólll• il1. 

Hf's11hn q11f' 

/J'(¡>) = ,/(.11) = ,,. JJ(f'). 

Es 11t•dr. 1f'1u•1110!'. do-. 111••1cól11cias: 100 lonrl.iula:-. dt• c.i1r1uj11 .\" 10 n11zlts de• oro. 
J.:11 IH it.lc•111 id ad d" n11l;1 1111•1 • 011sif.!,n 1nis111a. inn1qu>nt11 PI l r.ah;ijo uhj1•1 j,·;ulo . . \J' 
y 17 p11edPT1 SC"r igualr:-. ·" ¡111i-cll'11 !'-(•r disti111os. 

l·:I Cilrlllln SP lra11~fo111H1 1•11 ••ro: 100 \011r.lada!'. clt• 1·;idu
0

111 sr111 lll 011z.1s de.• oro: 
ui 1111a onza nHÍ!i. 11i 11n;1 0111:;1 111,.11os. 

A !-.\1 vr•z. r + r- + p , ... •·I • ilpil.ril (' .. \1(1·). dr ;1lto!-. hornos. Su fonna di11<•ro <'S 
10 nnz<ts dt• oro. PI 1 <1pi1.1l d11wro /.J(1·) rll /.J • .\l. ~( "111íuto rolr u /11 ... /() 011::u ... ,¡, 
01·t1!' \".<llt•fl 100 1011Pl;tcla~ .¡,. 1-.irhc'.in. ,;.(·11rí11to t't1lt 11 /u ... /(}{) lo11tl111lr1 ... ,¡, rt11·br;,1t 
\·;d1·11 ) O onzas <l1• nr•>. 

Si /)' C'S n· =/}(J.·) + .r /.)(( "). 1 ()onzas dt~ oro Sl)JI .-J prc·c·io c1 .. ¡u·ud1uTió11 dt• 

100 tn11C"ladas de• nuh1)11. ;\"01/ú 10111! 1l1 011z.as tic· <JJ·o son /Y(r + 1• + ¡J). lrah;.tjo 
ohjc-1 ivado t•n n10 1•11 la-. 111111;1 ... di' oro. 110 1•11 lil ... 111iua~ deo 1-;HhtJ11. E11 l.1-. 111i11<t:-. d1• 

1·arlx)11 so11 /:J' (r· + 1· -. ¡11. 11 ;i\,ajo ol1j1"1j,·ado1•11 1·1 t ad14.)11. t'll ~ll 1 .. 1111.t do1 ada. 
( 

0

1H1!->i1lt•r<'ll10~ "11111 ,, •·I pi 1 ,.1,11·11 ,. 111'"1ca111·1«1s d1·l, ¡, ·pa1·1il111,.111 o 1. 1•11 -.11 c·1u1j11111 u. 

El 1·apit;1l· 111c·1·1·il11•i.1-. , ... 

\/j = .\Jj(q -- lºJ + fl/ l. 

q11r i1u·o1·pora rl l 1'111.1.J" ,,1,.1 .. 1 iv;ulu ( ·,. n111s11111iclo c·11 :-.11 pnHl1JcTiú11. c-11 I" jornada 
a1111al <h• 1 rab;\jo ohj1•t ¡,·ad•1 .. 11 .\1'1. r1 +111 . 

.-\'11d lt1 ¡u1n11/oy1 1/1 .. ¡,¡,,,,, .... ·,,,;,¡, (.\°0111 1/1 (J.F.) . 
. \J 1 rt·p1·t•sr11tit lo!'> nu·diu~ cl1• pn.>cl11rdú1t <J11r <tparc•t"t'll «01110 pro1l111·t11· llll"ITa111·ias 

clurantr• t•I iti10 .. \lt••lio ... oll" p1ud11tTit'>11 dt•sti11<ulns a n•po11rr los 111 .. .¡¡., .. dP pru· 
d11«c·icl11 1·011s11111idul- t•11 -.11 p1opi" Jffuil11<·c·iú11. f>.11• rs 11nbaju .. lij1•1 i\'ittlo. pr1•· 
Sllp1u•sto t'll SU prutl111·1 j,)11; t otpil•tl 1·u11sla11lr ('¡. fn•111t• ;\l trabitjo "\·ivo . . \/j l'S 

trabajo uhjrtiv•11lo •·11 p111d111·1u-11u•n·r1111.·ias. ("011lil'llr C"1 trabajo uhjt•tivado ("1· 

cp11• n'protluC"r a1t"ilpi1al1 u11l'-l.i1t1lt" l·o11s111ni<lo 1•11 ~11 prnd11cció11 d1· los 1111•dios d<" 
protltu.·ción. dc..•sl inndu" 1•·1n111,.r <-i 1os ru11s1ttnidos <'11 su propia proch1«<·il)11. 

s("ª .\J;(C1 ) rs1a pa111• flpJ protluno-1nrrcancias: 

1..o caractcristico clt• •·~1<'1 fór1nt1ln rs la rrproducrió11 del capital c·o11s1ante ('1 

~1c•diosde produrciOn ti•• nu·dio~ dt• prod11c...-ió11 • • \lj((~,) 1·rprrsr11t<11<1,., ¡m ... ,,.,ó11 dc•I 

ca1>ital constante l0 011su111itlo t"11 la prodt1t·ción d<• .\/j: <'Sto c.•s. s11 n•po!-.icitiin co1no 
trabajo objC'livaclo )HP!'<llJ1111'!"1o. in rinlunr. El lrnhajo social co11crr1u. aplicado 
it la producción dr uwdiu~ d1• prod11n ili11. •·n111p1·c·1uh· la rrpro<h1cc·j(;11 <lc• los .\.JP 
l"Ollsutnidos en el 111is1110 p1·uc"~º dt• trah ... ju: es decir. t•s trabajo c:n·ador de valor 
druso. pnrqt1e rrpon1' ,.¡ 11itl1ajo ohjt•liva.dn qur pn•supon<" en su produrlo. Itste 
rs trabajo objeti,·ario: <~, 4- (1·1 + p,). 

Puc.~to C 1 en _.\Jj(l"1 ). ··l 1 rahaju vi,·o ap;1n•t·1• ohjPtivado rn rl p,.orJucln 111do. A 
su "\."CZ. los J\-/Peu quC" ~t.· i11•·01 por a tt/ +p1 • .. ¡ capital-1nrrca11áa6 .\/j( 1•1+1'1) t..'S tan1o 
producto neto con10 valor ti<' 11so. co1110 1•t1/or ... frahajo creador dP valor (ele valor 
y clr valor de uso). el C\Jal. Pll su cariÍc-tPr concreto. ;tdt·cua<lo a ~H ohjl'1n. ronsrr1·u 



f•l 1 r;1boiju ul1i1•1 ivildo pn·~11p1u·~tu ,., 711·01/11ru'111/olo 1·0111C1 ,·.;ilur· deo 11~0 (1·0111., .l//'•I" 
J\/I') y ¡11od111• .-1prudtu·10111~'º· C'll PI q111• ~11ohjt-livo1·10110 valor r!'> .\/jf1·1 + /'I '· 

Ln liJ?,11ro1 de• c-irc11larió11 dP .\/j(C'1) P~: 

.\lj(CJ) - Dí(C,) · { 
/) - .\/ .. , •... .\/· 

1/-111 

y X 
{ f),(CJ) - .\11(('¡) } 

/'¡ .\f j /Jj . . 
/J1(1·1) - .\/¡(1·,) 

El 111 .. \·i1111•·1110 pp1·ll't1C'1·1· ,;1 Lit IPpnul11cciú11 si111pl1· 1•11 l. lo qtu• 110 c•x1·l11_v1· •1•u· 
SPil rrpr11d111 1 ¡,·,11 01111pli:-ul;1 ~j .\/j( 1·1 + ¡11) cont ic'llP 11 ~( ·,. q1u• l'!-0 iH'll11111laclo. 

LH 11·1u•!-.l1 ¡,·1111)t>1·<1pit al l·u11sl<111lr clr 1 1 irnP l11g,;1r 1101· rtlC'clio clc• la 1·i11·11la1·id11 111• 

1\/j(('11. S11 • .1pi1 al val'iahl1• <'~l ¡\ innnpurado c•11 .\/j( 1•1 -r- /'I ). Pitril lo~ 1·api1 ali~I it:--. 

l!I 1·•1pil<1l·111••11·.111c..-1<1s .l/j(1·1) yn Psl•Í 1·11 íorrna rlc• cli11rro. Pc>ro ahora 

f}¡(("J). { /) ,¡ 

;1lnr 1 .. ~··J.?11111!;1 ¡•al"I<' d1 .. su 111c-1a111nrío~is. 
/Jjtf"¡\ .. 11pu11c• /)J(("¡. /c-). i11ll·rca1nhio <lP .\//'d .. . \11'. 1•11tn• lo~ p1.,ol111"l .. 1••-. 

cf,• .\Jj(t·1 1 • • \1l1·mris. supo1w IJ1(<"1- 11«)- Estr di1wro /J1(f"1.lfc·) 1•sl<Í 1•11 
de~ lo~ pn1d111·1un•s dl' J/j(("1): •·~ d<•rir: 

/)'((" ){ l>ífl"¡./c) 
I I /.Jj(( "t· f /c·) 

Si ha~· 1"111011111..-iúu si1npl<•. l'1Jlu11rrs 

{ 

0¡1r·,.1,.¡ 

/Jj(f'"t) /)j(«,. lfr·) 

01tf"1. /,.¡ 
/J1(<·,. l lc·l 

("¡ul•1 1<1pÍl<d iunuporado <"11 .\/j(("1 ) rs .\/'(r + ,. + /'}. lurgo <1uc• /Jj(C"1) .-s 
l:Y(c + ,. - p). PPro la n1<>tarnorfosis sigu<• en 

D'·{ D d . 

pern"lit ida por las n"lctamorfosis cfr• Jos capitales individuales. Como st•a q1w· sr c·r11-
cc11 los t·apilit)c•sc-n este punto; rs decir. en forrna dinero (ca pi La) dinero. nicn·iPncln~c 
de una nunet dt" la pr-odurc:ió11 a otras o de una ernpresa a otras). Ja 1·c•proriu<·c·ió11 
simple- supont• qne P,Clr) 1Pnga lugar. Siguiendo la nwtamorfosis cll• ~\lj(Cº1). 

{ 

FT 

M¡'(C¡) _ IY¡(<"¡). D1(lc) - .\/¡f/,·) ( 
,11p 

tl1(lc) - m1(lc·) 

.H¡(Jr) ... :llj( J,-) 



fHI 

1'11 do1uli· c•I di11c·1u /)¡(1·1. lc) + ,/1tr11. lr--) Jll"OVit•11f• rl·· n,, ( ·,. J Ir! - .\/¡({ ·,.11.-1. 
D,CC ·,./Ir) - Jf 1(( '¡. l lr-· J c•s 1111a t·o111¡11·11 -'"'" ,., 11111 , ,, J. , 01·1c-~pu11di1·11do ,;1 l.a 

v1•11li1 si11 comprñ .\/ífC:,.JI,·)- /Jí(('1. l/r·). 
l/a!J 1¡11c dr."-lrug111r r/ u101·,,,,,, "'º ,¡,¡ prndurlo ,,,, 11·11111111.-. ,¡,¡ ,,,,.,.11,,i1u/r1 1/,/ 

"""ro (110/u ,¡, ().F.). 
C'on10 sc·a 11tic• se· rrun•n los capit;dl's. «·011 .llí(( ' 1 ) - JJ¡1r ·,,, ¡ ,¡,,,, 10, in·ul.a '"" 

l. que• ha n·p11rslo su rapi1al 1·011Sl<t1JI<'. 

E.111011<·1•!->: 

.111( f ·,¡¡D,(C,) 
/J1(f ·,,¡.\/i(C,) . 

El rapi1al inrorporado <'11 .1/j({"1 ) c·stá en íorr11;i 1lirn•1 ... J>¡(r'1 ). 
Esto rs • .\Jj(C-1) - Dj(C1 ). Suporw D1(C1) - .\/¡(( •1 ,. ,, ,,,,_ .. ,,.,,;,, d1·l ntpit<il 

cu11slau11• r11 l. L,;1 dificultad rc11fic.;1 1•11 'fil•' los rapi101l1•-.. .. ,. ¡111•·•1•·11, '"''"'·ª' 1•11 

//1 ¡J1·od111-,-11Í11 ... 1rnplr: 

/J'. { D " . 

/)¡(,.,.Ir·) 
tf 1(!/J. ,, . ) 

·', ,., ·,. /,. 1 

} ... ,,,, J,. i .... 1/j( ( '¡) 

.l/,j ,., . /,.) 
,,, ,, •//- '·.) 

en douc:lr IJ,(('1 ). D1(C1. Ir.) incluido. pone .\lj((~,) 1•11 íui nw d,• di1wru. J)j(C"'¡) = 
D1(C1). 

Los prud11C'lorrs dr J\f Pdt"' .\//'. 1 ransforman su 1111•rr a1wi;1 1•11 /Jj(( •1 ). ltPpot11•11 
su capi1al constante comprando uno~ a Jo~ otros. JH'ro 1':-.lu~ 1ilti111u!o 110 1u•resa1·io1-

n1rnl~ vrnden exclusivamente a lo:- prirnrros. -
Hrsull a qtn.~ 

D' (C ) . { Dí({'¡. Ir) = 
1 ·I Dj 1 (C 1 .llc) = 

//. [',.,ulurrtrin tlt: objr.ln!' 1/r '"""·'"""'º.~ocia/. 

/)¡(('¡. /,.¡ 
D1(<·,. 11,-) 

La pro<l11rc·i1.ln de- objetos dr n.>11sun10 soci;il <·ou:-.1 it 11.n· '"' rondo .¡ •. • uu:-.111110 . 

social. Pero lc1 fornia salario 1 it·ru• 11n 111odo pcculiilr 1lt· fH"o•l11ri1· t•I 1·u11!->11n10 i11-

<lividual. Lit propiedad privada sohn~ los medios dr prod1u-dún 1;in1bié11 1 irur ~11~ 
n1odos. Sohrr 1•1 hc-cho gencr:tl d1• qtu• ~1 producto sp;1 1n•·n·a11cía. tc11l'1nos: 



(jJ 

.\/j, ("!i .\/¡,,,.,, - ,.,, -t- /111)· 

f.o prirr1rru ;i r·u11sid<·1·.ar rs L·I nun·ir11it·111u dr· .l/1(1•1 + ¡1¡). c-11 Ja 1,.producrión 
,._;,nple dd r;1pi1 .al. 

Vcarnos cd1or•t lit !"<'posición del rapit•1I v;1n.;al,ff•. 
La figura clr• r:ircul;u·ióu 

{ 

0(.\11') - ,\/(.\//') } 
. , •.... \/' - /)' 

oc FTJ - .11c rn 
FT-,Jtfl•· 1111/T¡ 

.\t11. - n¡,~. { ~: = -'' /' .\/' 

ponr> rn r\·idt•fwin qut• la conlprn rlr· f1u·r·..-:01 ,¡,. 11alHtju (pap,,o .¡,. ~.dal"ins: Íllfl("i<lll 

/)( /·-T) - .1/( FT). dPI •·<1pil al diurro). :-upurw J,1 lllf"to111101·fosis 

FT- tl(F"F¡ - 1111 /-'"/'). 

l•1 1·11al. it ~" \"f'Z. ?<o1Jpu1u• la 111<·tan1orfo'-Í'- d•· •111,1 parl•• dPI 1·;1pi1.;t/-111••1t•111r·lns .11;1 
1¡u1• circula c•n 1•1 01110 q1u• st• c•stá c·o11!<o1d1·1.111•f.,_ por 11u·diu d1· l,1 1111•1,1n1orfo:-.i:
/."J" - ti( 1-"T) - 1u( FT). 1.a qur~. ,;t MI vr•;t, olo·¡..-111f,. do•!,, .. 1·i1t·1111..,101111 ia:-- (el capitnl 
lijo. r~I pn•ciu y l•1 ,·u:-1 uruhn• h• dan c·ir•J"l;i r i,l.!1•!<'~ f. Lo .1111c-ritu· ho1~· '111" cu11sid(•rarJo 
e 01110 1111 l1r•<·l10 . .-\:-.i. 11•111•1nos qtu! 

J\Jj, = .\Jj,~ - .ttj,,. 

El d1•par1a11w11to J pn>duce capil;iJ nu1~T.t11I•'- J.¡1 iiAlll"ot d1· 1·i1..-11J¡11·i1i11 

.\J; - Dj · { D -,, -
.1/ /' 

{

0(.l/P)-.1/(.1//'o} .. /• .. 

/J( FT) - .1/( /·T) 

.I/' 

. .\/' - /J' 

c"xpone. al trabajo social objetivado c"n .\Jj. 1•:-.10 c-s. a .\J:C,·1 + r·1 + p 1 ). co1no 
.\/(l): medios dr producción Jlf(AI P). q11r :-r• integran ron PI capital productivo 
/' ro1no valor capital constante e, c.•11 PI prc.1n·so dr pro<lucrión <"itpitalisla. Los 
111<."<lios de producción en donde está incorpor.ulo C"I rapi1al :1lí(C'1 ). t"C"JU>11cn el 1ra
hajo objetivado consumido en Ja produr,·iün do· .\/j. Dr igual 111arwrn. los medios 
,Je• µroducción en donde t."stá incorporado 1·1 1·api1al .l/j( r•¡ + p¡) n•pun<"TJ. e.n caso 
d1~ tener Jugar la n·producción simple. 1•1 1 r;1 h;1_jo ohjrt i\',ado ron:-u111ido rn la pro
dm·ción de .it;1 : 

C¡ + o¡ + p¡ = ,., + 1·11: 



El •lt•pnrta111r.nto 1 l. pu1 ~11 pa11t·. pnHhu·•· ohjc-10~ d1· 1·<u1s111110 sorioil. 1111·1T;11irio1 

111 q111• es rousurnida íu.-.ro1 ,J .. loi 1n·1.ul1u:c-iü11 1·apjt,ali!->t;1 ele• 111c•1Till1l"ioit.. :\qui. );i 

íur111a s;1l;1rio prcsuporu• f;i 11w1;i111•J1·fo!->i!-> 

t"/'- tl{FT) - m(FT} 

J\t;,2 - IJj,,, /J11,, - .\1112 • • • 1'112 • · • .\lj 12 - Djh 

FT - ,~..,¡ rr¡ - - -(/') - - - /-T - d( ~n( FT) 

{ 
/J¿_H(F"/" } ~{ /J(FT) - .\/(FT)} 

D /J(.\/l')-:1/(_\//!I --1'---.\!'-IJ'. /J(_I//') .\/(.\//') _ 
,¡ ,,, 

.\lí1,,. C"!-t .\tj,
1 

(r;, + 1•:1 + /'.1 L • .1p1t.d- 111••rnu1nºas. El prinu·1· n1ovi111irntu de• !-tll lllf'1 a
rnorfusii-. . . \lj 1,, - l.Jj 11 • .. ~ ··I 1•·1111i1111 liual .Ir 101 11u·1;1111oríu~is d1• la í1u·nw d1· t n1l1i1jn 
t···r - 1/( /· .. r) - in( 1-·1'). l..1 1111'17.1 .i .. 1 roiho1jo t'!"t 1111•1•·•11u·i<1. S11 n1 .. 1•111101 fu-.is 1 i1•111· 

a 111(/···r} •·01110 1rn11i11u 1111.il J·.I ,·alur 1·.;1p1101I .\Jj1,, .. ,. li.;1 11·a11sfun1wolo 1•11 111·0: 
IJ112 c-s la 111Prcanci.-. e·11 q11•• ,. .. 1,tl .. 1 i11c·o1·pu1·adu. 1•11 111.111os <I<• su~ , 1u11pro11lu1••!-.. 

111ic11l n1~ que• Tn(F"T) e•:-- 111od1ic lo of1•) trahoiju. valo1· d1• l.;1 prud1u·(·ic"111 ,.! - 1·.1..,... /'!· 

Pc•1·0 /Jj 1 ,, <"S la forma <li11c•ro ,¡.. 1·.1 "'!'"' '"'.! + /"2 : 

n¡,_ = /}~1,,(t"'.1 + r·2 + 1•.1)-

La ío1·n1a dinero d1• tul F'/' J •':-- d y. «"SI<" 111is111u eli11t•ro. rs la fortllit diru•ro <le• In 
mercancía fuerza de trah•1ju /)j FT) - .11( 1-"T). 

IJ(FT) es capital \."arinhl1·. 1•11 fonna dinrro: /J(r). 
A su vez. la rnercarH·l.;1 ,,,¡ J-"T ). c-uya fon na <lirwro ,/( 1-"T) es t•I 1nis111n diurrn 

/J(FT). re-presenta el t~nni110 •l1• la 1111"larno1·fosi~ <le• la 111,...rcnncia f1wr:1.a d .. t rah,,_io. 
la <·ual rs mercancía t•n 1·1 dol•ll' n1ovimi<"uto 

<tuc aparece como: 

/J(FT) - .l/(FT) 
rr- d(FT)- m(FT) 

1) Forma mercancía dc·I ~alario: salario real. los ohjPtos de consurno 111(FT): y 
2) Térn1ino equivalPntr clr I~ 1nclarnorfosis d<." la f1wnrn de trabajo. 
El dinero D(FT). lnnzado á 101 drculación por los rapit alistas <"n Ja 1·01npra d<• 

~\J(FT). s~ transforma. rn n1a110:- df" Jos asalariados qur han VF.1ulitlo !J" su íuc•rza 
de t.rabajo. en la merca11rú1 "t( 1-'T ). La JU<"rca11ria ru( F7") es el ·ruo/rro dt• la \."l'lll a 
de (F"T). Luego aparco" n1( FI ). 1·01no /on1'tr1 111t n·u111·i,, .. lt·I capital variahl1• ."' cou10 
equivalc11te de la mcrcauciet f11t"n~•• dC"' trabajo. L<t 11wrca11l·Ía Tn( r-T) ronsistc• c~n 
nu•dios ele consurno paro1 la "·i1l01 d1· la pol>lació11 11·nhajHdora. Ésta. <ll'~provista de 
rnedio8 de producción. sr pr-od11l"P y rcproduc<" a si n1isn1a. c:n lu rula. por n1edio 
<lrl consumo de los medios dr vida en (F'T). La nwlamoríosis 



lj.f 

mCFTJ·· ·Cl'J··· rr 
tie?ne Jugar C'JJ la \·idit. 

EJ pron•su dt• prudurció11 de• Ja fuf'r·za df' trabajo lirllf' Jn figtir·;t ,¡,., ,.;,.,.-u/11rui11 

,/(/-"/") 

.I/' - /Y 

EJ u1en·i111i.-111u /J(/·"T) -.11(/·"T) flf("SIJfJUJH' la 1•xi~fPtll"iil de• la ftwr:.~a de• tnif1¡1jo 

r·T. PJJC"•tn1ad.1 •• ,. 'º" t rahajaclon·~. Ja cu;iJ. il su \'f"?.. :-.upu1u· In s11hsislr•11r.ict di' ••• 
r.Jast.• lrahajo1dora. t•I n>usun10 cl1• los 111,.dios dr s11bsi:-.lc•ud.i 111(/·"l) ~· <1si1ni~111u "11 

produr.rii:.11: , ... .J,., ir. prc·:-.upo11,. ¡iJ c·api1;i/ nic•1-c•111cí;11'> .11;1 ... 

El fl)CH"i11111•1110 

.\/;1_. - 111(Fl'J · ·(1'1· ·· F"/'-. .\l(FJ') 

hnc,. apa 11•1 1•r ,, /., prod11c·c i1'.ir1 de' .11í 1,, 1·01110 p1"od111·1·i.)11 do• 1·;1pilnl \'a1·iahlt•. J>IJI'''" 
q11r fo f11.-r;..-<1 .¡,. 1r;1l1.ijo /"/':-.1• rr1i1w nHt Jos rn<"diol'> d1• 1nod1H"ci611 .1/ - J'al h11;1J 
drJ mo,·ir11i1•11111 .'"- por rn<"<liu ch• l.J(Fl') - .1/(/"T): Ps d1·c-ir. la fuurióu <f,.J rapi1nl 
\•ariahl<• . .-u íurnHt di11,.ro <l~ .11; 1~. <':-. PM' cliucro D(1•). El ntlo.- rapif ;il .1lí1J apan•11'. 
cu su n1u\·i111i1•1110 l'>Ol"ial. co1110 \"iilor capiraJ \'ariahlr• r·: 

r~ + r·~ + p~ = 1·1 + r·11-

Es10 1••111i\·,1lr ~ d1•c·ir <JIU' /)(1·) 1•.., f;1 fCu·111a cli1wru ele• .11;1 .. 

El 1api1.;il /)t,·J ·'" r•I 1·api1;d .11; 1 UH 0cli,111iz;1n. c•11 l'<oll nH~\"i111iPnlu. l;.11110 01 J.1 
produrdci11 •ll' 1<1 1111·1·;.:.;1 de• 1 rab<1_iu ¡.·/_\' f;1 ,,.prudt1cf"ió11 .Jrl 1·ilpi1;1J \"nri;1hf,.. co1110" 
la procluc-.-i1)11 ·'· l;.1 r•·i111~·p;r.iiridu ele· lit Í11c>1·z•1 d<" 1 rabajo .ll(FT) al c;ipiraJ produrl ¡,-u 
P. 

Xi rl dirwru O(FT) =- tl(FT) 11i J;1 1111~rcancia .\lí 17 = 111(FT) sr int<•grélll •ti 
capital produ11inJ. uj uuo ui olr.¡1 1r.;d.>ajan. Sou r<tJJilah•s \'al"iabfr•s /..)(,-}y m(r¡. 

en cuanto rn,•rlio!" para produrjr fu,.rza d<" lrabajo y bajo forma <le rnercancía. 
l...H figura cJ" circulación dr .\líh c-s l<t PXposidón de- la fortna salario. co1110 fi~1iroi 

de drc11Jació11 dc•I r;iipilal. EJ rido dc-1 capital está 1w•rli<tli"-ado por: 
J) la "" lnmnrfo.-.i ... de. la fur r:<1 dr /rnhnjo. según Ja rin·ufoción 

FT - d( FT) - m( FT): 

y por 
2) rl r1r/o ,¡,¡ ,o;<1/ario 

d(FT)- m(FT)· · ·(!')··· FT-d(FT). 

Cornpar~ruos ahora t.•I delo drl salario nu1 1•1 rirlo drl c·apilnJ dinero: 

EJ - .1/. - . ¡.1. - .11' - /J'. 



"' 
.\ uil10~ son de-lo:-. dPJ di11rro: 11 - d y /) - /J'. "\rnl><1:-. 1 il'IH'll l;1 1 .. 1111.o¡ .. •~i• i1í11 dr• 

t111·n·a11n·as <Jislinlas. 111(fl} y fl • . \/y .1/· .. ·\111hu~ ti1•11l't1, c-01110 11wdi.1t1/..11 i1i11 d1• J,¡1 

1r;111...,fur111acid11 dr una n11•1ca11cia .-11 olr.1. p1·or"~º~ 1•11 du11dr~ Ja f>1i111•·1.1 111 .. n·a11c·ia 
, ... • 1>11~11111id;1 1'11 J;1 pnuluc:c_·iOn de• la sc•guuda. (/>)y />. PPro arubu-. ~•· .Jj(pr·pnria11 

•'11 q111·. 1•11 <"I rido cll·I c-01pi1;d dinc•ro, /Y rs rnayor qui' /.J, rnienlra~ que 1•11 t-l ciclo 
d1·l ,..,.l¡.1rio r/. la forrna <l<' la fuerza de• trabajo es igual a 11, que sirnholi<'-<• .1 la fornw 
di1u•10 d1• Ja nlC"rcancía 111; t1i un c:C"ntavo 1n;.is. 11i un rrntavo nJc•no~. 

1'11C'!'-IU CflH'' D' - (Ja íorn1a dinero tfc_o .\/' -) rs 111ás dinero cpw /J - 1l•1 fonna 
1li11cru de-.\/ -J. ,.J capital. Pn su rotación. f'Xprc-sa quP JI' vah• n1•Í~ •¡U•'.\/. 1'11 vj.s1;1 
d•• que- rJ t•s igual a d_ Lo nial rstá p11<·.s1u 1•11 J;-1 dn·ulación: 

FT-d- ,,,_ 

E11 .. 11 111ovin1it•1110 cnnj11111n. t•) capilal uo:-. dil"r q11<> 1-·7· vale. 110 lu 1111-.111t> qur n1. 
~i110 1ir1•1·isa1nc11te 111. ·rP.xtuahnc11tc- dirP: ··El \'al<Jr del trahajo t•s 1·1 .... f;1f"io n·al ... 
P111·~tu 1111P la \'alorizack)u dc·I 11·•1bajo 1·s. 1•11 forrna clin<•ro. 

{ 

D'(c) = 
/J'(1· + ,. + ¡1) /J'(r·) = 

/J'(p) = 

IJ(.-) 
/)( ,. ) 
IJ(y) 

} 
/J( l) 

= d'/J(r·) 

y /Ju·,,-~ prc·ci~.t1111•u11• /)j 1, (Íorrna di1u·101h·l 1·.1pi1al-111crcr11u·i.1~ .\Jj 1 . ,- .. 1,111111~1·11 

pn·~1·11e i.a d.- 1111 ll«'gor·io l'lll r1• '"c1pito1 li!->t ñ~. l.11~ 1 01 pita lisl as dt• f J.,. pi• u l •1• • ·11 1·;1pi1it1 
\',11i;ihl1• 1·. r·u_v;1 fonua di111•ru c•s /J(1·)- ;1:-.i 1·01110 lo!'. capilalii-;1;1:-. ,¡,. 1 ¡1rod1u·c•11 

•••J1ilo1I c-unsta1111• ,._ <-11.\'<1 Íorrnil di11t•ro t·~ /.J(r·J. El capital=''' \'aluri:.-a po)rqur rl 
11nh;iju. c•11 J _,- <'11 11. prud1u-c- u11,-alar111a_vor qll<' .\lí 1 ... Esta <"s IH 1.-uriot d,• '.\1ar:<r.:. 

1-::-. 1•\·id<'ntc. ... qu<• (/') •'!oo la Pcouo1nia sf•rrf'la df.•I 111odo de prod111·1·i1J11 1 •1pi1alistil. 
S1· 1 r•1hi1ja Pn la f;ihri'"•1. 1·11 Ja oficina. 1~tc. E11 Ja Ci1sa. en la n1llt- u ··,-11 l;i vid ... ··. 
110 :-.1• 11·01f>ilja. c·t11·~ticJ11 de• C'Ostutnbr<'S. d1• llJOritJ. df.• tir1npo )ihr1'. 

E11lu11rc•s. 

.\/j 1 .. (c:i + 1·2 + 112) = rn( 1·) = :\J(r). 
1>¡ 1"(«-z + 1··,l+ p,i) = d(r) = D(1.-). 

¡<J /, ,nporo.1 /(.J11101·1.~! .-\diferenciad,-. la cos1un1bre dP 1rahi1j,a1 ""la fábrir.a 
y rnand.ar a Jos niiios it trabajar <'11 ella. hoy las arnas de casa trabaja11 c•11 la casa. 
lo q111• sPgún el capital csl a actividad no <'S 1 rabajo producti\•O. 

h1frrrn1nbin cnlN /y JI . 

. \r, (r¡ + p 1 ). f•I \'alor· •·."lpi1a) <>n dond<-• c•sli'Í incorporada la jorr1¡1tf.;1 ch• 1 rabajo 
"" l. consiste en rnr.dios d1• produc-rión. Ticnr lugar aquí reprodt1r<·h'.t11 siruple del 
c·itpital. Jos .'l/F' consis1.r11 1•11 1•J capital n1t.•r<:ttncias .\lj (111 + p¡} y n•po1w11 t•l capital 
conslanlf" <-"n. consurnido 1•n Ja producción d<'." .11j1 . 

. \Jj 1 r.s /Hj 1 (r11 + L·11 + 1111). El <Jll<' uria parle del capitill nu•n·a11das d('" 11 
i11corpore el trabajo ol>jrt ivado consurnido rn su producción, se funde"\ t•n f•I caracter 
r:oucrcto del trabajo creador de objetos de- c:o11su1no social. :\Jj1 Pll<~arrrn lanlo al 



,-alu1· «·-.1pital l"Ull!-.litnlr. r11 1·un1u al rn]Jilul 111rrcf111t·r"o .... ll<tliaju \"ivo ul1j1•1h·;ufu •·11 
su pn1dt11·1·it"u1. .s·u "'''""'"' 11/0 

At;1 (r11+1·11+1111) - D~ 1 (r.11 + ,.,, ....... ¡111) 

posiliili1 .01. •il c-sl<tr la 1111•n:a11nºa t•n íorrna dinero. la ~··µ,1111d.1 fasP dt• i.11 111 .. l•1nH>1 fo~i:-. 
por Tllf'•li1> ch• 

IJ'·{/) d . 

E:-. .J,., ii . . \lj 1 ticnP q11ro tra11:-.forn1arsC" en los .\-f/•. •pu· H'JH>111•11 •ti 1r;d1,¡iju uh· 
jt•li\"adu ··011M1111ido en su prod11c-ci011 y ohjPtivatlu r11 ,.IJ,1. 1nerlia1111• 11l.j1•1u~ ti•• 
ro11s11111cr suc-ial. 

El 111ovi1nicnto tictH' lug.;11· sc•g,1111 tres rno<lalidaclt•:-: 

/)(r11 lil'nr lugar <·0111i1111a e• 11birua1nent<'. p1u"'~ Ju .. 1 ral1"1jaclon• ... ,.¡\"1'11 al clia 
(ull"il «•r:--1111nlin•dt• n1u•:-.1rus ti<•rnpos). La figura dt• 1i11·11lal"iti11 

D1(.ll/'l-.ll1(.\fP) }···/'·· \/'-/J' 
/J¡(FT)~1(FT) . 

FT1 -'d,( FT) -m1( FT) 

\, ' ( I ) /J'>( I ) { D .ll /' .\/' 
• 11 ,. - 11 ,. . " -

curn·:-pu11d1· <1 1) y n•prt·~··n1c1 1<1 i11«orporacici11 dr )¡1 f11o•rz•1 de• 11·c1hi1j11 al 1·;1pitill 
pn1d11ct i\"n de- l. por uua r·o1upn1 ..... ,,, rt 11/a a la «·lah•" 1 r.il1¡1ji1dura. 1·01HfH"il 1111ih11 •·ral 
rfr• la lll•"IT<llH'Út ,\./(FT): 

:!) .:\lc•dia1111• la rnctarnorfohh. de la mercancfa J··T d1• J.-1 das<• 1.-;1hajoulur•1. por 
1n••cliu ti•• 101 '""'111a a 1 y dr la ro111pra a ll, rncdiant<' <'I ~ala1·iu. La d<is•· 11alritjailu1·.;1 
ohti•"'llt .. IHt'rc .. ·;1ncia rn, para rl consu1no de sus nccrsid;ulo•s ,·i1alrs: c·o1n1ua .. ¡11 \"1•rat.;1 
a JI: ,·c•11ta l'in compra a 1: 

:J) "\'t•amos qué suce<lr con la metamorfosis .\lí1(J,) - Dj 1 (1, ). L1 1·0111pra 
d1( 1-"T) - mi( FT) pone al capital· mercancías .,\lj1 y In iororpora t•11 11q( FT) t•n 
fonna cli11<"'ro .• \fj 1(/.,).TirnP. -~" pncioen el dinero pag:ulo f'JI salarios por J. rl nial 
forma dinero de su capital \"ariablc D1(v1). 

Los ,·;1pitales incorporados en Alj 1 (I.,) prosiguen su tnetamorfosis. i1 lravPs dP 

Dí1Uv) · { ~ · 

/J - .\/( .\/ P). rcposirión del C"ilpita) consla111r. 1•:- ru111pra a J. .·\ "11 ,.,.7. /) -
.\-l(FTJ y rl- 111 indican cotnpra t."'11 ll; el dinero aparrn•1·cl 1:01110 Dj 1 • lunna ditwru 
de .\1;1 . c·u1110 ,_ca que rir«ult• y sr reparta cu 11. rl di11rro D1(u1) apo11·1·1..·1· 1·01110 

D~,. prun·11it~1ltl~ de /J1(r1}. COllH> a,,(I .. ). 



L;1 tt•¡10.;j,.¡,:.11 .¡" 1111<1 po1rtc· d1·I 1·01pl1.1I • ••ll'-lillll1• 11 ..... , ,¡ fHPli.i.;11n11l<i l'll 1•1 tli11••10 
1Jí 1 (/,.). L;1 c·11111pro1 clr· ,\//>. /J11 (.\J/'1· \/11 r.\11,). ~upo111• rli111•1·u: 1·;ipi1al dirwro 
/)11 (.\!/''). J:.or clin·n;n t¡ll<-' ptu~da ~•·1· 1•1 d1·~1 i110 d1• las 11u.111Pd.t~ l'll 1pu• M' i11<:orporo1 

/Jí 1 (1,.). la n•posic-ió11 dl"') capilal "\"H1i.1l1I•· cl1• 1 po111· t'll 111a1u,~ dt" 11. C<H1ti1111<1 y 
rnás o 11u•110~ uhic11an1cu1c. dinero. ( ·.1pi1 ,,¡. diru·n, r11 IH lig11ri1 JJ'. q11r co11st it 11.\'r 
o rrcrnplaza cd dinero de que es1 ii. c·o11""t it 11ido parir- dt• 1111( .\//'). Es dcci.-. "1 
1novilnit'nt.o 

D~ 1 (1,J /J 11 (<'11.I,) 

li<•nc lugar por 111Pdio ele) din<'TO la11;.o:,1du ., l.1 dn:ula1·i1j11 poi l. nu·diantr pago tlr 
!->alarios. Lc1 figura d<• circulación 

{Dr(FT)- \/,¡¡.T1] · · · I'··· .\/' - /)' 
FT~.J,1,_FT1 - m1(FT) 

.\lj 1(1,,) - D'11 C1. l · n,~ .\111f< º11. /,) 
.\/;<llr-.(/.11 - /Jj(//1 -./,) 

c·o111pn•111l1• 1•) n•turnu ch•I cliru•r·o /J,, I / •. \.111z.;1d11 por 1 ·• l.1 • i11·11l.;11·i1i11 111c•dia11t1• 
pago ele• ~alit.rio!'-. 1onH> figun1 di111·1u ,¡,.¡ • ;1pit;al-1111•1Ta1u 1 ..... \/j( //,·( /,.J): 

/J¡(FT)- cl¡(FT)- /)~ 1 ·1 • /J111<'11. l.1 - /Jj1//.1/,.)). 

1 r<-cobrit. rl e-apita! <.linero D1(F'/"). pu1 1111·.lio dc•I nwl i1111•c,ra a ~u c·api1al produc· 
tivo la fuc"rza dr 1rabajo vr.ndida por¡,. .-1.1~1' 1raL<1jado1·.1. nunu fonnrt dinero tlc-1 
capital-nu•rc·ann"a!'. A su vez • • \lj(//,.!l, '' - n•1·ohra c•I diiu•ro la11zado a la cirn1· 
)ación a 1ra,-,:~ d1• )il Ol("rc:ancl" co11'-i!>l1"1111• 1'11 .\//1 pa1-.1 11. • 1111 lu c-ual 11 rPpo1u• 
part(" <h• su capital constant(". D11(<"11 ./, 1 - .\/11(('11 ./,: ..... •<>1np1a ~in \'t•nta ••l. 
<·on dinero procC'dente (considrranclu ,, 11 1•11 <"onju11to) ,¡,. J.1 v1•11ta. si11 <"on1pra. a 

)o!'i trabajadores dr l. 
D 1 (FTJ ~·· .-onfirma, con dio. 10111., funna dinrro 111'1 n1¡úlfll variable <ll"' 1. 

La mercancía .\lj( / lc-(1,.)). cuya fornlil di111"ro rs J.Jj(l l1·l l.)). rrponc con su cir
culación a /J¡( FT). ,\1í(l lc(I,.) ). p<trtc· 11•• .\lj( /le) = J/j¡ 1·1 + p1 ). "\"ale pur 
.''1j(v1 ). Por su parle, D 1 (FT) es la forma dinero de la nw1..-;111rfo fuerza de trabajo. 
integrada al capital productivo. H.P1ur11a por n1cdio dC" l;i circulación dP. la n1cr
cancia-prod11c-to .\1j{t.•¡), parte dP .\r1 (r1 + p¡}, dondC" <"~lci ohjrtiva<.lo rl consun10 
de Ja fuerza de 1 rabajo: 

.\1í(v¡ + 1•1 I = .l/j(r-1) + .\J¡(pJ). 

D 1 (FT) r<-tor11a c:on la circulación clr .\lj (/Ir). dejando 1111 pl11:0 producto .'1'1 (JJ¡ ). 
<~n tanto qH<" D 1 (FT) es capital variah\P. rn forrna dirwro. IJ, (r1 ). El diruro pagado 
por l. <'"tl salarios. cun1ple una sucr.siU11 dt• f1111ciones: 

D 1(FT) - dr(FT) - Dí 1(1, 1 · D11(C11. I,.) - Dí(I fr./,.) 

y ese mísn10 dinero mediatiza. el mo,·i1nicnto de tres tncrcancía~: 



l·-..".Ii - .\f1C F"F): ,·npirnl dirwru /J1( FT) s<tlario 1/1( FTJ. 
A1j1( /,.) - 1111( /-""/°): diru•ru rl1( F"/'1 g:a:-.lo1do "º nu·rca11.-... 1 '"· 

fornf.il dirll'ru /)í 1 ( /,.) <h·I ,·apilill-n1rrca11c:la ~\Jj 1 . 
.:'t/j(11J) - .\/JJ<f"JJ. J,.}: n1piuil di11e•ro D 11 (C11, /,.). 

fonn•1 di1w10 JJ¡(1·1) d1•I c"i1pili1I rnercancías J/j. 

("_~.ntfa UOa <fe las JJIPl"<"CllJC"ÚIS il.:-OIHJIC, il !--11 \"1'%, dos ÍllllriotH'S <Ji:-.1 i11l<1S. 
C."ada una de las c:ui1IJ•1 1111·1·< •1nc-las (l;is 1 n·~ 111<·rirancías y la 111rrro111ría dinero) es 

valor 1 rahajo social uhj<•I ¡,·;ulo. furrna valor dd \"idur capil al soci;1I c•11 111ovin1jcnto. 
El vnlorrapilal vari;tl1J,.,., y"' \·alor<·apil<il ··011:-.1;111H• ('11 (1,.) fo1·11wri 1•11novirnie.nlo 

r•·ri1>r<><"<>: 

íl~.\/1(t"1J}···f'1 
¡.··¡,~ 111 11FTJ···(I') 

.i\Jj,( /,.) - /Jí,-(-T:"f': { 011([º141. ll .... \/11(('//(I,.))} · · · /'11 

.11j<•·1 ) 0,(1·,) · º'.~.'~·\11(1·1 ) 
La figura de <"irr11J.11·ici11 1·~ pn·~11posir-ic'.u1 dP !'1 • ( P}. _,. l-'11 . P1·1•-.11po1H• que 
J·-T1 .. \lj1 ( /,. ). y .\/ j ( ,., 1. Prrs11potll•1a1111 ,¡,·.11 fu:-. procf"sos <.Jr• 1nod111·1·i1j1J ( P). F'n· 

.'' !'1. 
En Ja rt1<•ta111nrfnl'-i!'- 1lt• .\/j. c•I \"01for ¡·;qJit.11 dc!'<f"l"ih1 .. PI rirlo 

.\/jf1·11. /Jj(1·1)- /)1(1·11. IJ,1,.,) .. \//(1",). 

,ft•jan<lo. t~U cada 1'1 • 1•1 pl11 ... produ<.·10 .\lj(¡111 

En lit rnf'larnorfo~i .. d1· .l/j1. 1•1 valor n1pi1.,J .¡,.!'<1·rih<' PI ricio 

.\lj1c C11C 1,.)). o¡, j' ·111 1. J ). º"' < ·111 1. , 1. -''" (("11< 1,.)). .llj 11' ·11. e 1,.)) 

. c·o11scrvándosr. <lidio 1 ¡,lo 1•11 c·i1da 1'11-
. .-\hora bien. los n1/on ... .\r1 (1·1 ), FT1 ·'" .1/j 1 1 /,) <lrscriJ,,~11 su n1ovi111i1·1110 social 

111 u11itla1l, en cua11to 111<•r1·a111:la:-. ruruo fun11<1· \'idor. f'Xprr.sando 1udus s11 \"alor 111 

1/ mis1no Jinr.ro. E:-. e11 J,, for111u ¡Jrtt'to 'I"' .\/íf1·1) <~ forrna-1111•1• 011wia de r1 • 
. 11'11 (l'11(l,,}) y dr <"i 1 (/, ). Y •"'!' "11 Ja forr11a pn·.-io qur m 1 f FTJ ('!'< f"o1111<1· 11wrca11ria 
.fp /.""T1 • y, con c-llo. <pu• /)1 (1·1) '~ fonna diru·ro d1• 1·1. 

En suma. tcncn10~ ,,.,_ .. 1u1rranr1'"a.'> ,.,,,, ,¡'"'·'"'"ºprecio d1 prot/111-,·úin. 
Dic-ho de otra 1na1u•J"<1. r·I 1 rahajo social ol•jt•tivado en In mFrrn11rú1 .1/j (1,1) y en 

la mPrcancfa l\~j 1 (C11( /,.)) 110 1irne su medida rn la unidad de su mo\·i1niento, que 
las pone en equivalcucia. s1•gú11 su precio de.• producción: como produrlos capitales. 
rn 1 y en II; y como fornrn-rnercancia, dc•J capilal dinero que se valoriza. 

El valor capital C1 1 (J,.) rs el trabajo social objPtivado en l\Jí(r·¡)~ <'S decir, en 
arnbos es distinto e inr:orunc•nsurable. con PI 1 rabajo social oh jet inulo 1•n J\.lí(1:1 ). 
Pero no es jnconmcnsurabk• en c>I procc•so ro11jun10 d1~ Ja produc<"i1i11 1·apitalista. 
(Sobre eso se verá d1•sp11t;s). Drl n1isn10 111odu. c•I valor capital 1·1 1•.:-; 1•1 trabajo 
objc-tivado en A1j1(C11(/, J) y PU Jos JH/> qw"' 1·011stitt1)"Pn 1n1(FT). J.as fonnas 
valor A1j(t•¡) y D¡(r· 1 ) sn11 n11•rranrfas en las qw· 1•) trabajo sorial. dis1inlo e (jn
rnrdiatarnenle} i11<.·on11H•11s11ntble. está obj~ti\·01do. Lo 111isn10 strcrdt• 1011 /·"Ti y sus 
fortnas valor d1 y rn 1 . La u11iclad del pron•so c•:-;1¡¡ rn la fornu1 d,- ·"" rnlor (en su 
p1·1r10), debidojus1an1,•11tr a·"" precio Je p1·nduccuin. La rnercancia for11u1 valor, es 



fo7·11111 "" ,,.,,,,,.,-,, ,¡, .... u ¡n·11·11• ,¡, ¡u·rulur·ridn. )' •·~ p11·• 1:--;11111·11tr por· f·~u rp11· ti•·111• 
lugHr f•l 1111.1\·i11til'11lo dt> lo'> v.1lcn-•'"' 1·api1al 1·1. ("111111 ). 1•11 n1anto a MI pnul11c-c-ic)11 
y rC"IJIT>il111·c iú11. 

La t1;111!-.for111<1<·id11 clP loi'i VHlon•s·nH~rcancía, 1•11 !'.11.., prr•dos de prod111Ticlt1. IH> 

S<' <"XJ>l'f'!-.il 1•11 l.;1 1c·produrrici11 si111plP del e.apila!. 1\~í. lc•1u-1t1os que•,., y ("11( /,) ...r• 

han rrproihu·ido y rada c:rnl<1\·o la11za<lo a la rircu);u·ici11 h;1 retornado il s11 01ig•·11. 
La rrp;11tid1.J11 dP la plus,·01lii1 :--.e• c•xprrsa PH la 1ra11!'-.fon1w.-iciu. de" la p)usVillin. 1·11 
gananci.1 .i .. J capiud . 

. \lj(r1 + JJ¡) u•prcsc-nta11 a los rnedios <le prod11rdó11 que reponPn 1') capit;1I 
c·o11sli111tc> d1• 11. 110 llrva11c•M"rilo1·11 lil f11•nlf" c·ttál 11u·1n·1tH"i<1 ha dr r·irrul;ir (~•'1!•.111 
la fig11r;1 ;111tc•rior) _v. 1·011 .-llo. <"lt.iil c·s J>al1P intt•Af"illllP de· .\lj(1•1) - .\" n1;il lio1 •I•• 
rirr11l<i1. l'<•'J!.lill .\lí(JJJ ). J),• lu•c ho. PI st•rn•to dt• lit plt11'<\"i1 lía r(•sirir pn·d:-;.n11u•1111• 1•11 
que:• la -.1•p•tl'"011·i1i11 •h·I 1rnh.;1ju \"i\·o. ohj1•1iv;i.rlu •·11 l;1 11u•rr·.;i11t·iit 1·11 r ~· c-11 ¡1. 1111 , ... 
vj.,;jhlc• 111 • 1111111 11u•n·H11rl,a 11i •'il ... 11 fonnit di111·1·u. 

l l;i.'· .¡,, .. lt1!,111·.;i~ ele• 1·in·11l.11 i1j11 •pu• St' f'lll n•J;1;..o;<111: 

1) JI n>111pra nwclios ch• prod11,Tió11 (rrponr su c·apitHI ro11sta111<"): 

{ JJIJ(<.11) - .\/11(C11}} · · · /'" · · · .\/¡ 1 - Oj, 

.11 1'(¡~1Y1 1111) · D - ,\/ · · · /-' · · · .\/' d- ,,, 

Sc-1fo.1i11.e:m•1h• /.J1 1(<.11t/,.,) 1•11 cprc• rlrli11rrv110 pruviruedc D(t:¡). ti iniciit c•I 
rnovin1ic-1110 """'' rorupr" r-1<' .\//': 

2) 1 nnnprit oc· (n1c·r1·.;t1iria 111): 

~1111 

.'1j1 (1,.~Dí,(l,.) · { ~ = ;:,1 
· · · I' · · · :\/' . 

1 compra 1/r su Jiru.ro nu-n·anc:ia m. Est<" dinero. igual que D11(C11(11,)), Li1•111~ 

que cs1 itr ahí. 

Suponiendo rrproducciún sirnpl~ del capital, no hay acumulación y tiene lugar 
la metarnorfosis: 

.u;{ .lfíCCr) - Dí(Cr) } { DJ(Cr) - .\IJ(C1) } ... p 1 ... . H; . 
,\li(1•1 +P1) - Djtr1 + p¡) . D1(l'd - .\/1(v1) 

{dJ(g¡) - m 1 (bJ) 



/)' { /) ,¡ . 

p••ni. •·011ju11ta11w11l1•. /Jj(C1) = JJ1((º1): Dj(rJ) = D1(v¡). 
J.1u•p;u. 

/Jj(("J). JJ,(C¡) 
/Jj(rtl · D1(•·il 

t'!'- );1 rritt\'t·1·sit)11 <ar<tch•rístka <11• fil r1·pro1l11cri<in sirnpl<' (1•11 )). 111•) 1 •1pi1;il. 

Se• !-óiJ.!,IH' que-,.¡ 1 <1pi1a) .l/j(p1 ). cpw c-irc11J,;1 por la ronJ)>l"it el.- 11.v1¡i11· • u11~1i111~·1· 
!'>U ío1·111;1 di1u•t•J IHff 

(11Jo\:i111i1·11tu n111j11111u de- l. c·on10 itnh·~ lo hacia /Jj 1{('1J( /, )). 

Tc•t11•111u~ b1 liµura d<• cin·uhu·i•in: 

! o.,rc,,¡ 1,.4- .1J,,(C11( lrlll 
.\/j1¡11(//c)) -lifJj(/'1(//c)) · 11,,(P,(llcD- m1(/'t(ll1·I) . 

. IJ¡,u,.u Id) - n;;'i.ft·U frll 
E.I 1li1wru I J11 ({'u (lp)). íonna-dinrro dc•I capital co11~ta111t• cl1• 1 l. 1•:0- rProhnulc1 

pin UU"diu rlr J,;1 1·iri·11larión clr ;\lj 1(/p(llr-)). Su íorma din1•rc> t'!'-

JJ11(<"11(1,.))' .1J;,U1•<1lcJ) 

1·apital nu1:0-tot11l1• •Ir 1 rr1 forntil 1nc•tTauc·i.;t . . \lí 1 (("11(l1•)). 
Bc•t·ip1·uc·;111w111t•. la nu•tamorfosis tic• .\/j(¡>t{llc)) rn "'J(/11{//1·)). n1yi\ fon11.;1 

dinrro tl¡(pt{ J /, ·)) t•s 1/1 (b¡ ). br nt Jin1HIP lo~ capital islas <lr l. n>11rir111<1 a /Jj( l'I ( / /,·) J 
c·on1u forina clinc•1·0 d<• Ja plusvali••. 

La nnicl.;ul ch•I 111nvirniento n•sitlr. <le- nuevo, en ]a forma di1wrn de• las nu•r
caucías. 

Esfr ,_.,. 'l ¡1111110 dec-isu:o. en d 1 - 1n¡. Se trata de ver có1no cirrula la plusvali.a 
de 1. Su íorn1a nwrcancias Alj(p¡) circula. en parte, por D11(C11(l,.)). 

Circula rn parte.'. Y el resto, .\1j(111(b1))~ por el dinero que 1 1nisn10 ).;u1za n l.a 
circulación. ••11 )¡i¡ pura co111pra de OC (objttos de consumo). 

Se 1ratn clc• la figura de- circulación: 

eu dondc-

,,, ..,.u,, 
.\/¡ 1 (/,.) - /Jj 1(hf D11(C11(/dl.=.Af11(C"11(l,,)) 

.ll 1 ( 1>1 (l..) ¡-'!>i¡t)¡ (Pt (J.)) 

1) d1 - 1n 1 ini<-ia el n10,;i1nic•nto q11r c..·on1pleta la circulación dr :\Jj(p¡ }. 



'º 
:!) ('011 •·llo. ~·· , .. rnpl••la In cirn1lació11 d1• .\lj(1·1 + p¡); 1•s cl1·1·ir. h1 r·1•posicifi11 

ch• f"'11. 
La 11u•r1·a111·ia 

"'' = m¡{1'1Ulc)) + 1111(/JJ) 

1·nn1plc•ta. junl o •un 1111( FT). la detcrnliuaci<i11 drd 1:api1al-nn•1·n11wia~ .\Jj1(C'11 J. 
de• la forma tnrrniru·fno,; el<•) capital r.onsla11tP dc• 11. Eslu .-s t•vidr1111•. Si d1 -m 1 1·~ 

1nayor q111• lo 'l'I" adrni1 .. t.11 figura d~ r.irr11J;u·ic)11. rl diru•ro un r~1or11H. ¡nu•s ya 110 
cpwda 1nernu1cia 1 c¡tu• vr11dcr a 11. Y si ~~ tfPtnasiado prqm•ña ( -lJ 11 (G .. 11 (Jp)) 
y.a supursto). no h:1y tlirarro para c:omplrl;ll" J.a cirn1ladcin ch~ .\lj(/'1 ) y 11 no srni 
c-apaz de• n•poru•r !o.U 1·u1>i1.r1I ronstanlca en Psa n11•dida. ya cpu• .\/j(r•1 + p¡) c•s, aq11i. 
.\l11(<''n). O hiPll. JI JMA•• c·on dinero cpw no rPlorna. 

CacJa n•11I a\:n l<i11%ado a la circ11lac:ió11 dl'fi1u• In unid.rul clrl prun·~n. 
J-:1 ITIO\"i111i1•111 u d··l 1·;1 pil al variable• d1~ 1. P!-. 1le•cir. f') \"a lor capil al \"itria bl(• d(~ 1 !-.•' 

1·011st it u~·1'. ,.,,11 c•I 111•1,·i111i1•nlo co1npl<.. .. nu•11l<11·iu d1• ( º11( /, ). 1'11 la idP11I id.ad C'Oll!-.iAo 
111is111a de• IH 1111•11·011 .. ·i.1 1li111•ro <)U<" rne~cliilli%4-1 ~11 c·i1·<·11hu·ió11. 1•11 clu11d1· .\lj(r•¡) .\" 
.11í 1(('¡¡{ f, 1) '""'" 111r·1..-•11ir·ías ele~) n1is1no Jff1•1·iu rfp pi-od1uTi<jll y clrl 111is1110 prc•1·iu 
q1u• l·-·r, . . 1111110 ,.,. .. o·ll ... lit n•.alizae·ic->11 d1• la pl11!<-valú1 ele• 1 .,,. n111~1 il u~·c• C"Oll 1•1 
1110\"i1nic·111 o • ~ u11pl•·11u·111 •trio dr ('11( l 1· ). 1•11 do11clc· 

,¡, - Oj,(h)· D11(<
0

11fhl) - Dj1(p1(/i.)) ,. 
/J111<"11(l1·H - l>j(P1(/lr-))-cl,(l'1tlh·)) - Dj,Cl1·(IJ,.11 

har<" dr .\/í 1(f'11I /..)\ 1111<-1 fonna-mc•rra11d11 cl1•I cli1wro d¡ y ele• .\lj(pJ( /,,)) fora11a-
111rn:ann'a dc•I di1wru 1111 ( ( 0

11( /,,)) = d ¡. al 111is111<> 1 j,.•1npu cpw h;irc• 111• .\/j( /',( / /, ·) J 

la furlllit·llH'rt·;11wio1 cl<·I di111·1u D11(<'11( /¡•))y. cfp .\lj1(/¡•( /Ir·)). la forina-111rrca11.-ia 
cl1•I cli11rrud¡f¡1¡1//,·1 = /J11(C11(/p)). 

C'un c:·llu . • \ljl ,., -!·PI 1 1•s forn1a rapi1al-1111·n·ano'as dP F'T1 ~· 111¡. 1•11 lanto que• 
.\/11(C11) t>s fornlit 1·.r1pi1al· mr.rcancias df• .\/JJ(.\/P). 

Li\s c•cuat·io1u·~ 

/Jí(t'/ + p¡) = IJ,(1·1) + d¡(g¡) 
Dí1(C11) = IJ,,( <'11) 

son la forma dinc-ro tlt~ i., reproducción drl capital ,·ariablC" r1 y el« la plus\'a)ia /11 
rc»cobrada. c·ou10 asin1isrno dr la rcproducl·ióu tld t"apital ronsta1111• <º11. Esta repro
ducción dP los valon·s rapilal. en cada drpnrlnrnt'nto, resultad<" la n1cdiatizadó11 
drl 1novin1ic•nto ~o.-ial de• los valores rapi1al · 

.\1Hv1 + P1) - .\l1(C11) 
.\lí1(C11) - .\J¡(r·¡) + 1n¡(91) 

por las n1crcancias proJucto del capital. ro1no forma-\"alor. las que circulan a su~ 
precios de proclucción. 

lnl~t'C'ambio r n /. 

La 1nrlarnorfosis ch• .\lj 

{ 
D, - .\/, 

.\/j - Dí· 
d1 -m1 

···P1···.Wí 



T 1 

.\J'j(r¡ + 1•1 +pi)= .\/j(r¡) + .\lj(1·1 + ¡J¡) . 

. \/¡ t'!Oo c ;1pj1¡iJ irH"orporado 1·11 .\//' . • \1j(C1) - /Jí(('¡) y 1 ieue lug.a1· '"11 l•1 Jip,ura de 
ci1,·11l;11'i1i11: 

.\J'(f:¡) - /)'(f.,) { IJ - .\/ /' . . M' 
I ~ t/-r11 

{ 
/)¡(('¡) - ,\l¡(l''¡)} 
01( ,., J - .\11( r·1) ... !'1 ... . \Jj - Dí 

1:: ... 101 1111•1li,;11 i~.-1 l.a 1·<•1111..,i1·i•i11 d1·I 11·,¡¡ bajo uhjPI i vado l'll los .\//' <I•• .\//• • 011~11n1i· 
do~ t'll l •• prvd11rt·i1)n dt• .\/j. l•'JJ1ud111~ció11 d1•f \"itlo1· y \".ttlor <IP uso .\/1 ( r ·, '· El <·irlu 
<lc•I 1·,;1pi1;1J 11H•rcancias .\/íf ( ·,) supon<' PI ddo drl c·apital rlirwro /_)¡( ( ·, 1. •ido d..,I 
cH pit ;i) dim·ro Pll J. 

:\ olif1•n·1H:ia drl cirio c!.·I 1·•1pi1;il-1nPrcancja!. y dr•I ddo rapi1al-p1o•l111 ti\"u. llU'· 
11ia 1 iza.fu-. por 

/)' . { /) 

" •'l'-'º .-:-. ,.¡ p111110 r11 <pu· c•I 1·01pi1;.J qtu.· ha n•lon1ado al.a forn1a di111•ru /'"''''· 1·01110 
1li110•111. 1l1·ja1· rl •·i1·lo (/'"'"'· 1uu- 111 fnr·n1a •l1·I 111u'"·inii~n10. haju 101:-- 11• .. 11in·iot1t"!'> 
i111p111•:001;i:-- pur l',v ~u c·o11n1lr11acic.i11. rn c•I n1ovi1niP1110 social drl c-apit.;1.l .Ji11••10). El 
c·ich• 1lc•l 1·apitAI dinrro uhlip,il. poi· . .;11 fnrnu1. al valur enpital ~11 proc-1•:--c• .1 •lc•scribir 
1•) <r ir lo d1• Da /Y . 

. \/j(f"1) - /)j(f'1) !oóllpu1w. 1·011 c•llo. qur ro11 

.\lj(f'1 ) - .\l,(f',). D 1 - .111···1'1 · · · .\lj - /Jj 

11•HA•1 l11µar. 1::11 ul ras pal;dH"as. supone.• li1 cxist1·1u·ia dc.--1 drpal"l<11111·111•• 1 <'11 la 
procl11c·1·i•'•11 1·api1alis1a. 

l.u:-. c 01pi1al<"s indh·id11al1•?.. innu·poraclo,.. c•n .\lj(<"1). drsrrih1•11 H -.11 \"1•/ PI cirio 
d1•J ( ••Jtit al- 1ncrcancias 

l•Jj(C'1)- Dí(C1) · ~= ;~/ ... p .... \J' 

cada uno rn su 1no\.·i111ir.n10 individual, del cua] <"I movimiento de- :--11 nirrcauria 
forn1a parte. Si A acumula. el 1novimiento 

D'· { D 

" <lr su uwn:an<"Ía. e11 forrna diurru, puede quedar suspendido (todo <> <'11 part<!). si 
Ja /Y <ll' /J f!!itii c>n D - D - .\/ · · · P- · · ,\1' - D' - D'. Los interc~<"'"' •t pagar. /J'. 
rlrjan r¡ l."ido de su capi1a1: c•t 1·. 

J)c•jando de lado su íurma <Ir c·r~dito y acuinulnció11. la repro<lucTic.Ju :ooirnph ... en 

cuanto cornprendc-c•I rnovitnir1110 dd capital fijo que- .-0111ptende q1w /)'. { ~: qu<'<llf' 



s11s1u•11clicl<1. lo 111i~n1u 1pu· c-I 1 ir•111po dr• 1·irr11la1·ici11 d .. J.1 11u·1 o .111n'o1. • u111pn·11dr q111• 

{ 
n . . . . . 

/)' · ,/ q11c•clp !'<lll'>pr•1ul1da. ' <ul111111•. d1·11tru d'" o 1•·11 .... 11111111•-.. 1¡111• ,p r·1111·r·11 lo ... 

n1pital<"!-. PU /)' • { ~~ • 

Dirhu r•:-.tu . . \/j(C"1) - Dj(C¡). JHWSlo qru. ... rt/JfHlf IJ¡ - .\11 · · · 1'1 · · · .\/j - /Jj. 
s11pn1u• a:-.i111is1no d1• .'1;1/' d1• .\11'. e-orno co11srcur11c:i;1 el•· ~•1 11111\'i111ir•111 n. ·ri1•11e 111,(?,ilr 
ciquí rrprucl1u·dün sirnple (con10 partr dr reprod11cTiú11 .11npliad..t o 110) y c·on r•llo 
la 111r•ta1norío:-.i:-. 

.llíl<"¡) - O~(<~¡)· 01(<·1(/r·))- .\/1(<·¡(/,-11 
{ 

D1(C1( fe J) - .\/1(C1( /,.¡¡ 
,.,, /, ) . . .\/ji ( ·, ). 

1/1(f11(/<-))- 1u1(!11(/,-.11 

1•11 .-1 111uvi1UiP11tu ronjuntu ch•I l'ñJ>il HI f"ll l. p1u•s /_)¡ - .\/ ¡ • .. 111 Í•'IW la r·rposic·ión d1•I 
c·¿1pi1;1) 1·011:-.lkllll" a st•r t"<n1s111nido c•11 la pnul11n:·ii)11 d1• .\//' 111• .\111. Es df•cir, si.·\ 

i11vi1·rt1• :o-11 • ndttJ11 1ra11snu1tatlo 1•11 uro c•n 1111a 1·u1111»•1i1I-• 11.1\ il'li1 el.- llit11du1rgu. u 
J,ic·11. 1•11 1111,¡1 1·ri1l1•11a dl• J>lll'~lo~ clr IHt111hurgt1r!'•1~. 1•1 11tu\ 1111i1•111u 1·011j1111tu s111un11· 
cptr /1 i11vi••f"la :-.11 1lin1•ro 1•11 la pn11l11tTi1j11 el"" c;iJ"i,.)11 u.¡,. 1 .. ·111·,1 •• u. l"''"'" 1•1 di111·ro 
/)¡({ º¡t /, ),1. Í•ffll1•\·cli11c•ro cl1• la n•pusic·icj11 <lt•I •·Hpi101l • ...... 1 .. 1111• 1•11 l.1 1•1·och11Ti1"111 

1lt• .\//~,¡. .. \//'. 1•:-.1á sup11t•s10 1•11 .\lj(('¡) - /Jí(<'1 1. •p11· ., -.11 '"'º" p11·-.11p .. 111· /J, ··
.\/¡ ... /'¡ .. - .\/j - JJ¡. 

E111u111·1·:-.. 1•11 la...-. figura:. <I"' rirr11lad1in 

~· 

{ /) - .\/ 
.\/¡~·,¡. ,,_,., 

/' .I/' 

{ 
D1(C1 - .\11(<"1) } ... p 1 .... \lí _ 11¡ 
D1(r,) - .ll1(r1) 

.\ljl1·1 + pt) - Dj(1·1 + pt) · { DI - J/ 
,. . . .\/' 

~ .·-··· 
{ 

D11(C 11) - •\/11(C 11) } ... p 11 ...• ltj
1 

- o¡, 
D11(v11) - .A·/11(1111) 

1) los c·apilales individuales, incorporados en .llj. prosiµ,uPn ~u n1ovin1iento rn 
el ciclo tl~I r-.pit al social conjunto; y 

2) .\.lj(('1) - /.Jj(C1) supone 

D1 - ~\11 ••· P1 ···~\./; - n¡ 

.. Wj(r1 + Pt) - Dj(v1+111) 

suponP 



lJ11 - .\111 · · · 1•11 · · .. H¡, - o¡, . 
.. \rubos 1:011~1it11yPt1 <'I cic-lo 

D - .11 · - · I' .\/' - f)' 

dl'f n1pi1al sudi1I /J(/r·) - 1\l(fr·) :'. /)¡//, 1 - .\/(//, ). H l<i n·;,.: qrn• son p.arlt• 
i111 .. graulf•tlt• /J - .\/. 1/(/r-) - 111(/c-)- 111i,.11t1,:, ... q111• d(ll,) - 111(/lr·• 110 In rs. El 
111u\·in1ir11tu prr!->11p1uic• 

du11d1• 

rl1 =rl1(l'T1 .... d1f!J1) 
1111 = 101( l··T· ... 1111ly1) 

"'i.-11clu .\/j(í"1) - J>j(("1) n:•posidú11 d1·I •••1'11.il •011!'>IHlll1• .-11 1: y .\ljl1·1 + p1) -
/)j(r1 + ¡11) n•po!->i1·ió11 dPI capital nJ11-..1a1111· •·11 11. 

l.a rrposiri.in dr•I 1·api1al ,-arial1l1• c·u l. -.11po111• ,/ 1/1111 ,.,, /J1i 1· 1 I l•111z¡1«Jo ;1 l;a 
•·irc·uJ¡u·ióu: n1ovin1i•:11to pn•supu1·~1u P''' .\/;1r ·,, _ /Jj(f"1 ). •·11e11;1111u furrna part<• 
.... /)¡ - .\/¡ ... /'1 . . .\lj - /Jj. 

El cliu<•ru f.J1(1·1) n·lon1a a J por !.a •i1111l ... ·ic;11 el<' .\Jj11·1 + ¡111. /Jj(1·1). cuya 
furr11•1 rapi1al- n1,•rc-.111das es .\1j(r-1). 

l.11 "" ltlJllOlfn!!oi ... de• .\lj (e·,) Mlpnll•". ¡.1 .. 11 \"1•/.. 1pu• , I ,¡,,,, IYJ I >11 ,. , t /,. 1) rcl or11c• 
nu110 parir ele• /Jí(í"1). E!->IP ,Jinrro t"!->l;i . .'"•• ..... 1 i•u /Jí(1•11 • . '··• 1•11 l. ¡11•1u 110 <'11 ~11 

furma-diru•rn .\/¡c < •1 ). 

La 1>l11sv.ilí•1 d,. 1 ~" n•ali~a r11 111•·1•·.111• 1·<1 ,,,, ·'· -.11p1111c• ,,¡ ,¡,,,. ,,, ./1. la11zadu 
pur· J ¡1 la c·irn1la.-ici11. Hrtor11a •• 1 u P'"' i1•11p ,¡.. l. por· In .-i1·1·11l.11 i1;11 ,f, • . llj(t·1 + 
1•1 ). /Jj(p1). na~·a fonrn1 c·api1al-r11c·rc·;111o'J·,;i .. , ... . 1/j(p1 l. 

J-:/ ,/irum /)/(1·¡(/r·) _,. <Í¡(g1(lc)) '~ p;1111• ,¡.. /Jí(t"/ + p¡). Tic'lll" qru• 1·r/or11ara 
/(Ir·) por la <'irndarióu clr .l/j(C"1): u l1i .. 11. ¡11·111•r ,,;,·1lc· ,··:--1•1. E~ 1lc·•·i1·. 

Dí(f."1) = D1(C1(/,-)) + /)J( 1·1t Ir)) + 1/1(!11( J,... )i 

·~la fórn1ula dr la rolncián del rapi1al. tºlt /( /,-1. 

Si retorna. J1(g1 (lc)) proviencdr lo-t rirn1la,-ión porqur fup ga:-01.adn µor adelan
tado; a su vez. d¡ - m¡ proviene dr Ja hol~a dr los fabrkantes. 

H.C"lornar es rotación; provenir'~:;; invrrsit;ll. 
En D 1(r1 (lc-)) se curvan ambas clf•trrminacioru•s: <•s /}para ..1: /)'para B: D 

p•1ra B: IY para C;cl<". 

hnportanlt" para la drculación ru J. 

La n .. prochu:cicin simple del capil.nl r 11 I tit•ru• la fór111t1lill: 

\ 



•·• 
/)~i< ·, i ~ 1111<'1( /«)) + /J1(l"1( J /,.)). 

El •lint~•·o r~torna. a /( /,.¡ tu•r 111.-rlio dr la rc•pu:-iidtin dPJ n1pi1al 1·u11~1a11h~ '"11 l. 
Con 

/J1(( º¡( //,·)) = Dj(C1(•· + ¡1)) 

retorna rl c..linero a /(/c·). por 11wilio c..lr: 
1) la rirculacKin del c.apiH1l n.>11,.;tant.e: y 
2) la rt!posición del nt1>iti1I nmstant.r<•n /(/h·}. 
;.'Y Pt1toncrs'! El 'I"'º .\11(1·1 + ¡11) sea la fonna 1·ripit•1l·tHPrra1u-ú1~ clrl ntpital 

'\-"1triahlc:• y 1h• la plus,·alia ,¡ .. l. c•11 ~u conjunto: 

{ 

.\lí(C:.•1)- /Jjtl"1I· 
\f' 

• I .\11(r1 + l'I )-
l-:11 (<-

0

1) - .\11(< 
0

1) } 
/Jj(1rl) · l.>1(•·1} - .\1,(1·1) · · · 1 111 · · • .\lj 
""'''). tl1(.q1) - 1111(.'11) 

y c¡ur lo'- •·apitalcs se:• 1·n1• 1•11 1•11 

,, .. { /) ,, 
~ c:·o11s1 it n1Í'\·odrl n1u,·i111i1•1111,. 1•,·ru'-011 t·api1al1~ j 1•11/,.11·1·apit al) '" 1 ... /1 ,,,,,,.;,,,¡,u/o, 
"º"'º J>arl•-s in1e~ra11h°" .¡,. ,··:-011·. 

E:otr t"S 1•1 ciclo dPI 1·a11i1al 110-rraru_,·as de l. 

11-f'(C ) /)' I<" ) { U - .\1 
• / 1 - 1 1 • J-n1 

.\I' 

!I 

.\.ljh•1+1•1 ).- l 11jt1·1 + p1) • 
1?, = ;!: . . . ,. . . . .\/' 

no sólo rs innecesario: • ... r rrt;""'· La funrión d.- .\lj(r1 + p1) es tpu• rPtorne o 
""irnga ''dinero Dj(v1 +111 ). <JtW const.iluy<'" D1(r1) + d1(91) en la rotación de 1 en 
conjunto. Con ello~ son h1N nt.pitalcs individuales inrorp<>rados en ,\./¡ rnlnt• capit.a.1: 
capital. Entonces sigue cada uno ~u camino. 

Qurda por determinar c•l intc•rcambio rn l. clrsd1• c•I punt.o dr vista c:lrl prP<""io 
de producción. · 

En la part.e corrC'fi1-.01ulit•1111•. c•I ~ist.e1na de• c>C"ua•-iun•"?- dr Borlkiru·id1 1·011sta ele 
cuatro dirparlarnenlos. sin rf-"'~t ricdones. 

1( Ir) lltnde en I; ve1ulr 1111ilatirraln1enle a J( 11'") y v1•nc..le y co1npra 1•11 /(/e). 
/(/Ir) compra en 1. vc·1ult• a 11. ;.Qué pasa"! 



.. -. 
111((."¡) = D,((·,c1,.¡¡ + /.J1(C1Cll.-)). 

pero co1110 

sP sigu<· •1111• 

Cnu 

las t•<:undu11••:-. .... , ,¡11 cu111plP1 as. La dif••r<•u«ia t~ aqut•lla 1•111 r•· /J 1(( '11) y /.J1 ( <"1( / J, ) J 

.Y· por 1 Hfll IJ. •·1111 •• I )( ,. ) ·'" tl(y) ··n 1v·rw1·af :"<' run1plr. y 1 au1hM:11 Jo luu·r JJ1( e·,,'·.}' 
•"'11 las 1•1·11011·i••11··~ .i .. Hofl kt•vich. ron10 a:-.irnisn10 st" rx11rr-s•1 c-11 la íornuu:i<iu .Je· l.a 
ga11n1u-i;1. Pu1 1.11110. fi.a.\' lrt~ vari.ahfr"" .\·,.para rl rlc•p,11rl•t1n••nlo 11. 

;.·r1•1u·11u1~ .. 11fio i1·11t•~ c•r11.ru·iu11c•:-.·: 

S•·a 
r:¡ = s,u·; 

.-\lu>ra. f»<~•·• •·I ol1·1>ar1a1111•1110 JI. l1•11••n1us las r1·11.a1·it1UI""!'> 

S<"a •1111>1·01 

Ento11cr:o- 11•111•1nos 

Xi(f"1( ¡,. J l<",(1,-) + X11••1( Id)( 1 + ,r) = X1(C1( /r-)<'1( /,·) + X1(C1(/ /,-). f"1I I 1.-)) 
IX1(C1(llc))C1( /Ir)+ X11••1(/lc))(I + ,r¡ = X11(C11)C11 

ti ( .. Vu(C"11)C.:u + _'\'"11•·11)(1 +d1 ) = .. \'11ti11 + .. J(2. 

Corno.\' 1(< 
0

1( /,. )) es t•xaclan1Pnlr in.-lr11•rminado. a.parrcr con á. Por 1anto. ·~ 
en la forrnil d<"' las 1•cuaciont."S quP rl ál.-.1.•hra está pendirntc-. 

El prohlc•111it •"'!- qu~ la drculación (su íortna.) ..,._ por ot rt> lado. i11clií~rPtl1c•. 

cuando c .. -·(111) f'!'<o t•ouorida. 
Qm• 

(",''(ru) = !1'( /J(k)) o y'. /J(C) 



, .... llll+t !-ollposici<;ll. 'fllt' 011p1i uo PSI<¡ c·on~idPnulo1. El prohll'll1"1. !'>ilt .-1111•.11 ~u. •'S 1p11• 

11u li;1_v 11i11µ,1h1 p1nhl1•111<1. s .. ul1:-;1•r\·a 1•11 la prud111-cic'>u. 
)1111•1-r;irnUin <•n 11. 

El i1111•rca111hiu rntn• 1 v JI d1•1rrmina 

.l/j 1CC11) ,.,. 1\/j,Cr11 + 1·11 + p11) . 

. \/j 1(1•11+1•11) 1·011s1i1uy1·11 ()('. 
J.a n·procluccit)11 d1·I c·a pilitl \'ariabl<". t•n ] 1. 1 i1•11c· ¡..,, figura: 

{ 011( '"111><'111(t.•11l} ... 1~11 .... \lj¡ - J:>¡, 
FT11 - 1l11(FTl1 - m11tFT11) 

.\/j 111·n 1 l - Oj1(r11) · J~ = ;~: ... I'··· .\1 1 

l..1 t .. 11na di11••1·0 .¡, . . \/j 1 (1·11) I':-> IJ11i1·11;. 1'01111a 1li11c•1·u clc·I 1;q011.,r 1.11i.d,J1· ol1· 
11. 111i1·1111it~•1111• .\/jl r¡l ¡,, ··~ 111• l. P1•ro<1q11i .\/j 1 lr¡¡) •·~tá i11c·oq1111;1ol,, ,.,, l.1 111isn1<1 
1111·n·.t11•·ia 111¡¡{ }· ·r,, l. q110· ··011~1 il uyc•n los(}(·.'· q111• n•\'Íc•11t•11 .a la,),, .. ,. 11.d1;tjoulun1 
pul J,, \"1•11ta 1lc· ~•I 1'111•rzrt d1• trahajo a 11. La fun11a ~alc1riu ha1·1• <l)J<tlt'••'t .il trah.ajo 
... ,,. ¡,,,1uhjc•th•a1lo1•11 111t 1"1') 1·01110 valor c·apital variahlc• r•. En 1•s1-. 111i-.1 ihc·acidn. 
1·01110 rc·laci<ÍU dc.•I rHpi1,11I 1·u11sigo 111isn10 1•11 su c·in·ulación. el valor 1·.1pitod 1· 11 es1~1 

1101hoi.i11 social uhjPti\·aclu 1•11 111j 1 (1·11). 
l..1 hJ?.lll"a ele• 1·irc·u)ac·i1i11 

.\Jj 1( t'¡~/J11(r11) - .\/11(r11) · · · 1'11 • • · .\/j,(r·11) -- 11¡~~··11) 

FT11 - rl111F'J')- 11111(FT)· ··(!')· · · FT11~"'"' /· '/'J 

{ /~ .\111t 1·11 )} · · · P11 · · · .\lj, - /J11 · {D11(r11) - .\111( 1·111 

contic•ru•: 
1) .-1 1no,·in1irnto dc•I ,·alar capital soC'ial 1:11. 1"'11 

.Hj1( I /,.) = .\lj 1(r·11) • 

. \Jj 1 ((r+ r + p)ll/,.)) = .\lj¡(1!11); 

.llj1 (1·11) - rn11(FT)···(P)-·· FT11- l\111(t.:11). 

produc.·ción del capi1al ,·ari.ahlr 1•11: y 
2) d duplicado por rl n10,·imiento 



clf•I \"Hl<>r •·itpital .11í1 (1•11). r11 11. 
Eu 

.1lí1( \·i1) - n~ 1 (1·11) · D11( \/11) - .\/11f ,., J 

fil fonr1a ,J;ru·r·u aparrcr ron10 pura 1nrcliatizació11 ,i,. /11 ,,,, lu11u11:f11 .... i ... 

{ .\111(1·11) · · · 1'11 • • · .'1j,(r11 IJ. 
prun .. !>oo ,J,. pnnl11r·rió11 />¡¡. ,-01110 r·v11s111no y rrprcnl11n i1i11 ,j,.J \"i-tlrn • ;tpit;1I \"arial1Jf• 
,.,,. 

El 1 r.;.ilMjo social. f"Oll!»IHJ1ido 1•11 lit produr1·ió11 .¡, • .\lj 1 11•111. <IJHll"f"•·•· • un1u r1•

pro1lu1·1·i1"111 •lc•I \"otlor d1• la f11f·n~;1 rl1• 1 rahitjo .1111( /·"1 l. C "'" t-llu. r~!>I 01 01p.111•1·1• r·u1110 

Vñl111 1· .. pi1.d \"o-1riabh• l"IJ l"ll f"I 111¡11t11/prodt1rli\"o !'11: ,. '"1110 .\11111·111. 1·111·11oiuto 

.a1m1·1·1·1· 1 .. 1110 IHf'lilJllorfosi!'> 1l1·I ,-:ilur 1·apital J/11( 1·111. CI \';11111· 1"<1pital \".;1ri.;1lol1• ··~ 
1.-t Jir,·ui'I .J,. •fllf' 

.'111( 1·11) · · · P11 · · · .1/j111·11 1 

~•'<! l•1 1o•p10.J11.-.-ici11 clr la f1u·rza de" lritbitjo F7j¡. 

E11 ,.¡ •l•·po1rl;unrnlo l. 1•1 1 r·ahajo f"S trabajo prod11«l1•1 d1• 1111•1liu'- d.- p11,.f111·1·i1l11. 

l.01 rru·rr·;1nria .llj(i-1) c~s capi1aJ Vitriable. pueslu •1111• ··~la íornril nrc•rr.;uu:ia drl 
di1u.•ro /Ji•,.,) = D1(t1¡ ). de:al ca.piral variable en fonna di111•ro. Por su par11•. t111( I·"T) 
y .\/í(t·1 ) sou rnercancias dr.I 1nis1no precio, en dond1· 1•1 lrabajo sodal ul1j1•tivaclo 
rn f'Jlas 1•s in<"onmensurable. 

En 1•1 dc•parlamento JI, .\/j1(t•11) y m11(FT) son l0t nlisma mC"rcanci.a. El tra
b0t_io •·11 11 ,.~ lrabajo produrtor <ft .. objetos d<" co11su111u dirr·c-10. r•s rl1•r·ir. son l;1 
cuulritpnsic·j,),11 c•nlre ,llí y .11(.\/P). que hace aparrn·1· il Ju~ tllrclios d1• prud1Jl"t·i1"»11 
corno produrto. c·on10 ritpital-rnc•rcanóas. El trabajo 1•11 1 ap.arc>n· 1•11 ( ·11 y 1•11 1•1 
n10,·i1nir•1110 dc• rrprodurrión dP ('¡. Puesto qur ("11 = ,., -r p 1 • .. 1 p1·ud11• tu de• JI 
."1.p.ar-1•1·1· 1·11 la ri>procluc1·ión !'in1plr• c·omo r + ¡> •• \/11<'1 ) P!' iru·o111111•11s11rablc• 1·011 
.\lj( 1·1 ..... f'I r: pc·ro .\111(( ·, 1 ) e'!'> la 111i.:.;r11a rnercan<:ia 'f'W .\ljl t 1 + p¡ ) •. n1 q1w .1/j( ( "1) 
y .1/¡(f"1 ) so11 J;i rni~nia 1n~rc_·0111rfo. 

E1111111n·~ 



C1 =e:, 
C11 = VJ + ,,, 

rn+v11+p11=1•+p 

llay que desarrollar e:.to un poco más. El n1uvin1i,•1110 !'turial d.-1 ··npi1•1I aparre,• 
f":on10 producción dr. ohj<>tos d'"" consumo y corno u•¡mrti• .. ii;u rh· t'•slu!-. !'-f'J?.li11 

,,, = m(FT) + iu(/J). 

Cuino :;;icmpre. ru 11 1r1w1no:;;: 

.\/í1I t•11 + p11) = .·llj¡(1·11) + .\/;1(/111). 

tu•r·o <"orno .\Jj1 ((:11) f""s iu<·o111nr.nsurahl<-" rou J\/j( t·¡ + /IJ ). q111· 1°!'> .l/1 11 f º11 ). resulta ., .... 
.\lj,(r11 + l'IJ + f'll) = .\/j,(1•11) + .\J;,(r11 -+-1'11). 

J.01 :-;t>par.;u:icin dt• .\1¡1 (,·11 +1111) c-onlh.•va la 1 n111!'-fun1w1·j,;11 clr In plU!-\·;1ll<1 pruducid•t. 
1'11· 1•11 g;iuanci.ri !111· 

J)1• lu·r·ho. 1c•u1·1nu .. 11111• 

.l/j1 ( ,.11 ....._ /'JI) c•s .l/f uJ( r1 + fil + 1111 1 .-11 111011111 .. d1• I l. 
.\/(11 ,(r~, + p) = m 1 ( FT) + .\Jj 1 ( /'). 

Ei.lá por vr.rsr r0111u ,_.,. ,·onstituye ;\f[111 (p) 1·11 n11(y1) + 1t111(.11111: ., larnbirln. 
'ürnu :-'"" ronviert1• la pl11~n·o1li.;1 f•U ganancia . 

. 11¡1 =--r srpara rn m( F"J') y .\/(B). 
Las figuras dP drruladóu :.011: 

\/ ' /'" ( ) { D - .\/ ... /'- .. .\/' 
· J1~-)Jí1 u. / 

.. ~ e-in 

FT- d( FT) - m{FT) · · · ( /') · · · FT- d(FT) 

{D~.\/(r)}···P·-·M'- n·-~.1/(.-)j 
.\l'(b)-D' {b)·{ D-M ···l'···.11' 

JI 11 d-nr 

{ ;; = ';;¡ ... P .. .. \/' - D' 

l.a rirculación ele- .:llí1 CCn) ya ha sido con:;;idrrada cu rl internttnhio con J. 
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Capítulo 4 EL PROBLEMA 
DE LA TRANSFORMACIÓN 
DE VALORES EN PRECIOS 

DE PRODUCCIÓN 

SI 

El deba11• sobrr rst1• 1c•tnil t·o1111•n7.ó cuando npan•riero11 los trabajos 'I" Eugen von 
BOhn1-Bawerk ( JHT>l- IHl·I) y Ladislaus von Bortkievich(l868- l!J:JJ )y a partir 
<lc•I n1unu·1110 eo11 <pu·.~~''''"' yº' ro~ autor<~~ 11irg<111 la lc•y dP.I valor ••s1ilhlrci<la por 
l'\larx_ 

;.<'ó1no pn•s<"11tó :'\1.arx ··~la •-ucstión, en ••I 1<HUo lit de El Capitaf! ~·· 1·011sidera 
qur hay ,,, 1nrrca11rias <¡11r SP dehcn tomar t•n 1·urnt a. en diversas «ontbinaciones 
prod1u:tivas rrprrsrnt,¡11las por rrlacioncs dt! capital constante y varial1!.• dr dis
tinta i111po1·ta11da. (ºada •«•1>ilalista dchcríc1 urp,anizar su composirión 111ilizando 
rn11cho capital vario1hlc- y p11n> capital constillJlt'. ~·a q1u• sólo la fuerza 11•• 11·i1h•1jo c•s 
rrc•añora 1lr valor. P<•ro. 1•11 rc•alidad. los capi1alc·~ c·n1igra11 hacia lo:-o M't·lotC"S 1lu1ul<• 
la c·orn¡H>:-oirióu org;i11i1·;1 clrl n1pi1<d rs 111ás c-lt•vada. c:1ohaln11•ntc". <·~lo cwa~io1H1 1111 
an11u•11to <'11 la c·o1npu~i• ¡,)11 oqi,•inir.a ttu•dia cl1•I c·<ipital dr la rco1101nia. Pan.•ri<•ra 
'I"'' 110 ~·· c·11111pl1• 101 lc·.'· 1l1·I \·alur y qui• h<t_\. 01 rus Í<tctores "crr.;ulun·~ •lt· \·alurº' _ 
Dada la ru111p<•I ruria • 01 ¡1i1 it lista. hay <¡\H' pron•tll'r <I lit 1 ransforn1;1t·it)11 clt- los \"il· 

lor•~s 1•11 pn•rios d<• prod111 .-icln (nwta1noríosis <!PI valor Pll .. precios U1• pnulurcic;u··. 
s<"gún la ••xprC'!'iÍÓn d .. ~1.1.rx ). 

:'\larx- d<•1n11c-sl ra q1w la 11<1~•· de la producció11 el" In riqueza está r11 la c·xplo1.;u·ión 
de• l.;1 f111·rz<1 d1• lraliajo por l'I c«apit<tl y que• rs1;1 rxplC>la<-·ión ocurn· C'U l.1 l'~fc•ra dr 
la produr.-ión. 110 l.'11 l;1 dP la c·in·ulación. La 1•xplol,¡1.-ió11 ¡novie111• <11• 1p11•. <º11 la 
1-sft•rrt tl1• h1 pruclu<Ti1'..11. l.1 f111·rz.r1 ele 11-.1b<tj1--, ~·· 11.111sfurnH1 c!n capilid \"Ot1i.1hlt• y c•s 
fnrnh· de• «rrou:icl11 de• \"iil111. 

Sólo Pll la 1•1 apa 1l1·l a11,ílisi~ c•s ru•«rsario IJ11~1·.n la 1 ransformació11 de• lo~ vc1lon·s 
'-'11 prc•rios_ po1·qu<• allí~•· c•xplic·a PI 1novi111ir11lo n·al <k• los distintos l'itpilal~s .Y se 
de?>cuhr1• eol íunclanu•ntu tic· das•• dt! los capitalistas. aparentemente opuPslos en la 
c:o1np<•t t_•ncia. 

Cuando Engcls puhlict) c-1ton10111 de El Cap1tnl. eon 1894, un rcprcsenlant<" de la 
escuela austríaca, BOhm- Ua\\'<"rk, llamó a concurso literario para sugPrir soluciones 
al proble1na d<" la lran~forn1ación. Partía de las siguientes hipótesis: 

1 )La rconomía !'<" divide rn tres ramas, sectores o departamentos: 
El departamento l. <¡lw produce medios de producción; 
El departamento JI. qu<" producl.' bienes dr consu1no (bienes salario); y 

El departamento 111. qt1<' produce bienes de consu1no para los capitalistas (bie
nes de lujo); 

2) Todas las ernprc•sa~ d«• la 1nisma rama t i'-·urn la misma composirión orgánica 
de su capital; y 

3) Todas las ramas 1 ic•tu•n la rnis1na cornposkión orgánica y una tasa de plus
valor de 100%. 



Vca1nos ahora c•I p1·ohlc!111•i cl1• lil 1 rausforin.acicin ron 1111 c>t1foq111· de• 111.;itriccs. 
Sea A una 1natriz de> i11s11111os 1111ili11·ios. ,,,,..,,,. 

( '"' "" "21 "22 

A= : : 

'1mJ flno2 

Les el vector de r~qu~rimiento de trabajo <lireclo: 

( 

1, ) 1, 
L= 

,: .. 
y ta1nhién tenernos al vr1·1or A E /?"'. \"t•rlor ele valores dr las nlf!n.·ancúts: 

A= ( .\, ) .\, . 

.\,,. 

Analizarcn1os ahora c•I si:s1r111a cJ.• ,-alurc•s. 1 ;1Jt·s c¡uc• 

A= AA+ L. 

Si e es la Lasa dr PXplotaciún. d c•s .-1 ,·retor canasta de• hirncs. por hora traba
jada. 

1 -d·A 
e=~ 

=>td·A+d·A=l 

{<+l)d·A=I 

A= AA+ L(l + •·)d ·A 

A= AA+ L(d · A)+•L(d ·A) 

A(•J 

es un vector renglón. Para cualquier 1nerca11cia~ 

A,=Á, = A.A+ L,(d · A)+eL;(d ·A) 

donde el valor de la mercancía es e + r + in: 

e= A,A 

"= L,(d·L) 

Tn = el...,(d ·A). 



."C:J 

Introducirnos u11 nu~\·o vector~ Y E /f""'. Entunc,.s Y = ( !I•. ... • Yon ), </UC 
rrpresenta el vcr.lor ,fp cantidades produddas de cada 11110 <f•• lo.o; fJj,•ru•s. 

Por consiguienl.f~. 

Y· A= YAA +(Y· L)(d ·A)+.,(Y. L)(d. A) 

rt-•f>resenla cJ valor global dr.I conjunto de rnf'rrancias pnul1u·id;u, y 

YAA 

••I valor d,..J r.orijunto dr medios de producción utiJizados: Ps d .. rir. 1·api1;d ,·onst.antc
lolal, expresado Pn valor. 

(Y·L)(d-A) 

n.•prcsenta al capital variable total, expresado"" valor: firrnlnu~ut,... 

<(Y· L)(d ·A) 

f""S Ja plusvalía total. 
Si <f,..fi11imos la tasa dr ganancia r lal ruino ltizo .\J,arx. t•!>o 1l1•1·i1·. rl plus,·alor 

101al rnlrrPI <·api1al lntal adelantado.1endr,..n1os 

~(Y· L)(d ·A) 
(Y·L)(d·A)+YAA = 1+~ 

sirndo 
k= YAA 

(Y· L)(d ·A) 

la ,-01npo'."ikió11 orgánica del capital 

' ==> 1· = --. 
l+k 

Esta tasa de lu·u~ficio mr!dio, aplicada a Jos capil alrs tota:Jr~ ;uft-.fa11lados en 
cada rama .. pern1ite determinar los precios de producción P. 

=>- P = (1 + r)fAA + L(d ·A)] 

PE R~ 

representa el vector de precios de producción. de las m mercancías. El ronocimiento 
pn•vio de los valores determina los precios. La suma de Jos beneficios r.s igual a Ja 
plusvaJor total. 

StfGIJNQA RELACIÓN FJZNQAMENTAL 
La suma ele los precios de Ja producción de todas las n1ercanriils produdc.Jas r.n lit 
sociP<JaJ. es dPcir. <"11 Ja totalidad de las ran1a.s de Ja produrcióu. ('!'o igm1J a Ja s11111a 
de sus valores: 

Y .p = (1 +r)Y ·(AA +L(d ·A)) 



S·I 

sirndo 1·1 v••c·lor dr cantidad<~s ÍÍ!-<ic.>t~ de• tncrcancias p1·ocl111·i1J;1~ JHH" e·I \"Petar· •IP 
r>rrcíus: 

Y· P =Y· (AA+ L(d ·AJ)+ rAA + L(d ·A). 

Sr.gün Ja prirncra relación fundarnrntaJ: 

Y· P = Y· (AA + L(d ·A))+ e (AA + L(d ·A)) 

=Y· AA+ L(d ·A)+ eL(d ·A) 

=>Y ·P = Y·A, 

Jo que- ... c¡uivalc• a decir que la surna dr los precios d<" producrión rs igual ;1 J¡, s11111;1 
de• sus valorc~-

;.Cuiil fur c•I rrror de :\larx'! 
Uort kiPvich afirma qur las rnrncioncs de precios de producción 110 son c-orrrc-1 as. 

P = (J + r)(AA + L(d ·A)). 

l~u~ 1·ri1ic·os dP !\-larx afirrna11 que esta ecuación es Prrc)n,•a. p11f•s10 cpu• lo 11111• 
f'lll ra 1•11 PI prc•c·io de producción <Ir una rnc•rcancia (esto rs. su c·ostu rh· prud1u-ci1í11) 
d1•h1· 1·;1l1·11lo1r'"•' a su prr<'."io de• pnuJ11c·,·ió11: es drcir. 1•sfns 111is1uo,_ i11~11111u ... 110 ol1•lu·11 
c-val1u111"<1" <t :--11~ valores. :!iilto a s11s prrcios ch.• produc·l.·ic)11. 

1·:11 l.01 !'.11l11ciún <iuc propo11c• ;\.Jars:. Ja 1nis1na 1nerca11cla s1• c•vahia 1lt· e.lo~ 111a111•101!'. 
dif1•rc•1111•:0-: 

i) < "un1u insurno. es e-valuadit a su valor; y 
Ji) t·o1110 producto. es evaluada a su precio de producción. 

S11ptu1.s;a111os ahora una econonu·a en Ja que no hay acumulación nt•la. llay tlllil 

utilizac-idn d1• YA•. donde A' <"sel vector columna i-i.'>ituu ele• la nlitl riz A y 

YA' 

rrpn~c11to1 la cantidad utilizada de• la 1ncrcancia i-r!.~imn. 
Y, t•s la n111t idad utilizada dr la mercancía i-t:0

$itna. La condición <le rquilibrio 
t•o11t a ble. t•n tt•rrninos ffsicos. l"S 

Es decir. por un lado tenemos el monto de la mercancía i producida y. por el otro. 
la cantidad de Ja mercancía i, que se utiliza corno insumo. 

Marx planteó el sistema de valorización como 

Sr observa una incoherencia del sistema, ya que la condición de equilibrio rela
ciona mercancías evaluadas a sus precios de producción, con sus valores: 

i) en el espacio de valores-trabajo, que es donde surge la tasa de explotación: y 
ii) en el espacio de los precios de producción., que es donde surge la tasa de 

beneficio. 



El sislmua de valorrs dr pru1l11rc-j,)11 ••!'>: 

P = (1 + r)(AP+ L,,.). 

A = rnalriz tr<:nológic-a 
P = '\.'Cr:lor d<~ precios dr. pru1huTicl11 
L = vrctor df• requr.rirnicnlos clf• troibot.iu 
111 = tasa de salario, definida ro1110 

w=d·P 

Si hav rn rncrn1ncias, enlonrrs ha\· ( ,,, - 1) iru·óg11ilas. qur son los pn•cios. l'n 
bien puedP !;rrvir co1no numerario. 11;1.\· '" · 1 + J = "' iru:ógnitas y 111 t•r11acioncs. 

PRIMERA CONSECUENCIA 
Xo todos los srctorrs participan d1• J..1 .fc•trr111i11é1riti11 d(_~ la lasa dr p_;.111ancia general. 

Por un Ja<lo. la lasa de ganancia c'!'>l•i dr1rrrninada por las c-c-uaciones de pro
ducción. en los St•C"lorcs que produrrn ro .. tlll'dios df• producc·ión: ~·- por otro Indo. 
f"sla tasa rst;i tan1hic;n detc-rrnit1<tda pu1 lo:-. hic•ru·s dr co11sun10 ohrc•ro. Las condi
c·iones dr produc<-·iUn dr los hiP11c•s d .. lujo 11u t•jt•rrPll 11i11g1111a i11f111r11ria sobrr la 
dct1~rrninacici11 dr )a lasa g<'llPral df' J.?,<111•111.-i.1. 

Ejemplo: 
Sean 

p = ~;:.A= ( :::: ,:',1 O~) 
/'.I "'I 

y un vect.or el<" rt:-•c1ucri1nie11tos dt_• trabajo din···10: 

L = ( :: ) . 
f., 

Sabemos que w = d2P2 ~ porque los asalariados sólo consun1eon 1nt•rr.ancias pro
ducidas en el segundo sector y ésta ha siclo la cantidad fijada ( d 2 ) en la época 
considerada. 

El sistema de precios de producr.ión es 

P=(I +r)(AP+Lu-J 

( ~ ) = (J + r) ( ::: ~ ~ ) ( ~: ) + ( :: ) ,¡,p, 
P:J fl31 o o ]'":i 1:1 



(-1. 1) 

(·1.2) 

(•t.:1¡ 

P3 ,.s una variable en<lógena, corrcspon<lien1<' od pn•do c.lP producción d<? los 
bienes de.• lujo. Sólo aparece en la ecuación (-t.:l). mi••ntra~ que P 2 y P 1 aparc-c-<"11 
en toda!" la!" demás. El sisl<'lllil clr t'<"\1.acin111•s {·1.l} y (-1.2) <'s 1111 ~uhsistc-111a. 
<·ou tlns int:ó~nitas: 1) el precio •h• prndtuTicl11 ,¡.. lo!'- nwdio!< ,¡ •• prod11c-ric)11. t>S 

drcir, 1l1·I r:1pital c:onstante; y:?) la t.:i~it. d<• v,a11a11•·ia. q111· 110 10111;1 ro c1u•11t.<1 la 
t•t·uadón ( ·l .:l) para su solución. Aquí~" 1 rat" ch" 111u ... 11·.1r q111·. pa1·.i1 l;u. 1111•1·ca1u·ú1s 

1h•l tlrp-.rt•unrnto 111. los hi1•1w~ <lt• luj•> 110 ~011 111 ilil'otolu:- 1 01110 in~t n11nrnto~ clr 
produt·ci1)11 .-n los olros drpnrlan1cn1 os. 

Bort kic-vich propuso sustituir la <"Xprcsió11 ··11•ori<1 dr l<i 1•xplotació11- por •·tcoria 
dr ln c.lP<\uc-ción-. Sin embargo, no corrigió en lo fu1uht.11w11tal la teoría 1narxista. 

SEGUNQA CQNSECUENClc\ 
Por un lac.lo. tenernos un plusvalor. una su1na dr prc••·iu~ .'" nu<i ~unta tlr valor. 

Cºuanclo rrpresentamos las rcuacion~s de vnlot 

A= AA+ L 

y la~ rcnado11rs de precios de producción 

P = (1 + r){AP + Lu·] 

m=d·P. 

entonces aparece la tasa de ganancia. Por t.anto. exist<"n dos sist.emas de valoriza
ción: 1) rl sistema o espacio de valores, donde se define.o l"' t nsa de explotación; y 2) 
el sistetna de precios de producción. donde aparece la tasa c.lt .. beneficio. Por eso la 
suma de plusvalores, por un lado, y la suma de los precio!:> y la suma de valores. por 
el o\ ro. son inconmensurables. La consistencia lógica que permite la const.rucción 
del sistema de precios y del sistema de valores, radica c.•n que la comparación es 
imposible- y la igualdad no verificable. Para ciertos caso~ par\ icularcs. se puede 
encontrar que la suma de beneficios y plusvalor. y la st.1111a de precios y valorC's. 
se ct.nnplc. Para Bort.kievich, las dos igualdades son incon1nensura ble!!'; y no t ieur 
sentido su comparación. 



EL ERROR QE BQRTKIEYICH 
Podernos apli•·ar a Burl ki•~'\·ir:h rl 1nis1no tipo de n·prorl11• qtu• i•s1•• hizo a !\larx. 
En cfr.rto. c:ada 11uu tl1· los lrcs scclon:s •~stá cnrnpucsto por agrr•gados. Por ejt~n•
plo. del sector 1 pod<"nto.s decir que sr trata dr un conjunto de bienes difcrcnl<'S 
de producciU11. producidos cada uno con rcnnposicionc~:-:; org;lnic:as dist ir1las. L<• 
composicióu org.tinira d••J sector 1, tal corno aparece, sólo es una co111posición or
gánica 1nr.dia. Las J; •·01nposiciones orgánicas, en el sector J. no pueden aplicarsc
al capital consl antr• hajo un c:oeficicntc de transformación 1inico. Lo 1nisrno sucrdr 
con los <los src·1orrs. Co11siderar un solo c-o<-•ficienlr de transfonnación. para rada 
srctor~ rquivah ... a «011siderar que las diversas nu~rcarn:ías qtu• c·onstiluyr-n el cap
ital <"onstantr se• i111<·rra111bia11 a su valor. aunque para pro<ltu·irlas se• 11crcsi11•11 
romposir.ionc•s c>rp,á11iC"""as cliíerentes. 

Ejemplo. 

Sean dos hi1 .. 111·~ de• producción, c 1 y <-"2· Si sr les aplica el corriricnlr <.I<~ t ransfor
n1ación x, entourc• ... r1·1 y re2 • corno relación dr int.crranll:aio rntrc• ••stos dos bir.nc~s 
de producción. •·~: 

.7"t'"1 = .'.'.:.!.._ 

.rc2 r:.1 

Es r.vidcnlr que- •"!<ol;u1u>-.. 1•11 prcsC"11Cii1 dr 1111 i111c-rrarnhio rlc· valore•!->.'. 11t> cl<• pn·c·¡, • .,, 
dr procltu:c-ióu. 

Por lanto . .-~ ll'"•·c•!'oariu disp;r<"gar rada uno dr los src·ton·s y aplic·ar· a cada c·l1•-
1ncnto cpu• )os cornpnrw un c·ocficirnt<• de• transforn1acióu par·ti<--ular. Siguiendo li1 
rorreccitin clr• 1Jurt kic·vi• h. no nos li1ni1 ar<"111os a los agn·gado!<o rc•¡>rr.sentados por 
rada sc•<-·t or; si 110. c·u111t·l 1•n1os el 1nis1110 c•rror que nos propon<"'rnos rorn~gir. Se• 
establece una 1•(·11a1·ió11 clc> pn•rios a partir <lc•I valor. gradas a los (·orficicntes <h• 
transfonnarióu 'I"'" sP (l<"1enni11an para <"i1<1a 1nercancia. Yil sra é·sta bir.11 de pro
ducción. salitrio o hi1•11 <Ir lujo. C'o1no ya hrrnos visto. t•n 1111 1'Sflll<'11la de valor 
rada m ... rcann"a ~t· .. stahlPc<-• en cantidades dr 1 rabajo. Llanu.•n1os 1.., 1 a la cant i
dad de trabajo inn>rporaclo en la rnc-rcanr.ia j. nc-crsaria para la producción dc- l<1 
n1ercancía i. que• int·orpora la ca11tidad dr trabajo L,. 

Sea 
p = (p,, ... 'p.) 

y entonces 

( 

L,. 
(1 + r) ; 

L~, 

es la matriz Les rn:xm. Como hay k ecuaciones para el capital constante. b ecua: 
cienes para el capital "·ariable y r ecuaciones para la plusvalía, entonces k + b + 
r = m ecuaciones. T1~ne1nos m coe-ficientes por drternlinar P y la tasa de ben
eficio r'; es de"cir. n1+ 1 incógnitas. Por tanto. a partir de los valores medidos en 
unidades tlr'. trnbt110 sr puede pasar a prrrrn.s J, producción, con nn coeficiente ha
ciendo p"" = l. Tarnbién podemos pasar. c1 partir de dichos valores. a la misma 
problemática que la definida por Bortkic"·ich. pero sin sus insuficiencias; es decir. 
sin los errores contenidos en su propio planteamiento. Corno la n1at.riz L y los L, 



son los i'111kos dalos, r.1110111·,·s •·I ,-01uwi1nic.~uto de los \."c•,·ton•:-. <~s l•1 c·o11di<'ión pn•via 
lógica i11dispc.."n~able par;1 101 d1·trn11i11adriu de la tns;1 ,i._~ p,•u1anria y d<· los precios 
cJ,~ pro<luc:ción" .' 

lBENE'rTI, Cario Valor y r~partu:rdn. FCE. México 



Capítulo 5 APÉNDICE 
SOBRE LA ACUMULACIÓN 

En este capítulo presentaremos con uu enfoque de rnat ri<-rs. rl problema de la 
acumulación capitalista. La notación usada se presentará a l·ont inuarión: 

Sra 
A = la n1atriz de- coeficientes técnicos; 
L = <"I vector de requerimientos de trabajo directo: 
d = rl \'criar c·anasta de bienes qur rrcih<-" el trabaj;ulur ¡n.>r laut"a 1 rahajada: 
e = la tasa clr ~xplotación; y 
A = rl Vf"rtor <lc- valores. 
Ahora 

Por drl1nición. 

Fac1oriza1ulo d ·A. entonces 

A= AA+L 

1-d·A 
e=~ 

~td·A=l-d·A 

rd·A+d·A=l. 

(<· + 1 )d ·A =I 

y pennulandn. "'" Ja suma, tenemos qu<" 

(1 + r)d ·A =I 

Luego. sustituy<"ndo (5.3) en (5.l ). tenemos: 

A =AA+ L =AA+ l·I 

=AA +L= AA +l·((I + <)d ·A) 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

y faclorizando el vector¡\,. en el segundo miembro de Ja igualdad. conduirnos que 

A = (A+ I· (( 1 + e)d)] ·A. (5.4) 

Si en una <'conorr1ia, en el instante t, se producen mercancías cuyas cantidades 
física.."' son: 

yi = (y: •... y~) ~ 

podemos. a partir de aquí. considerar al vector V': 

v• = (y; .... y!.t) e n~+ 1 • 

Si rnu)tiplicamos el vector de cantidades físicas por el vector dca valores de R:,+ 1 • 

obtenemos el valor de las mercancías, medido en hora.."' de trabajo: 

Y'·A = Y'(AA + L) = 



!}() 

doudc 

= Y'AA+Yt.·L= 

= Y'AA +Y'· L(l + c)d · L 

Y'-A = Y'AA +(Y'· L)(d · L)+E(Y'·L)(d. A) , 

Y'AA =e 
(Y'. L)(d. L) = V • 

•(Y'-LJ(d ·A)= p 
(-~.!;) 

Se supone que la...ci mercancías se venden por su valor. El sistema productivo !'Ir 
mantirn<> 11 un nivel constant<". 

S11p1u .... 10.s: 

1) St• r<"<"rnplaza el valor df'I capital constante usculo; es decir. 

r=Y'AL ¡ 

2) Sr rN•n1plaza el valor dr la fuerza de trabajo cn1pleada, que C"S 

,. =(Y'· L)(d ·A) ; 

:1) s,. n•t•mplazan la.s t·an1 idadcs de medios de pro<lucción utilizados: c<>s tfr•c-ir. 

Y'A; 

--1) !ir prf"cisa reemplazar los rncdios de subsistencia 11ecesarios para lit fiwrz•t df" 
t ra ha jo: Mi decir. 

(Y'·L)d. 

El plusvalor pes igual a Ja tasa. de explotación L, multiplicada por el ,·alor del 
capital variable (Yt. · L)(d ·A) 

~ p = e(Y' · L)(d ·A). 

Si est<.- plusvalor se consume íntegramente por los capitalistas, entonces hay 
reproducciÓn sinaple. 

La reproducción ampliada se da a partir de la acumulación, es decir. cuando se 
transforma el plusvalor en capital. 

¿Que destino va a tener el ~xcedente? 
Hay dos destinos posibles para el plusvalor: 1) ser consumido; 2) ser ahorrado. 

Se hace abst.racción del atesorarniento. Quien decide cómo se hace el reparto, es el 
capitalista. 



!JI 

r.'lrtin1os dt .. un r.xccdc•n1r lul.;1J: 

p= •(Y'·L)(d·A). 

Una parte.; E (O, J ), es ahorrada; .-s <lc•dr. usada e-orno fondo de aru1nulación. El 
complemenlo (J-")") es consun1ido: 

=,. fc(Y' · L)(d · A)j + ( 1 - ;) [«Y'· L)(d. A)j 

donde lo arumulado es: 

; [•(Y'· L)(d · Alj 

y Jo consurnic.Jo: 

{I - ;) [«Y'· L)(d · AJj (.5.6) 

Lo quP intc•rrsa es el valor cft• c·an1bio y rl crrrirni<•nto continuo. L•• lrndc-nria 
es que 

., - J. 

CaJa c·apital necesita rrPn•r ,·0111i1111a111 .. 11tt•. y:1 que- J;s c·o111pc·tc·nc·i•t sc• pr«-:.f'llla 
C"Otno una lc·."· <"<>c-rcitiva f"Xh•r1t<t. criu· prc•!>.io1101 .;1 c·ada c·•1pit.;11ista y lu uhlig<1 a 
a11nu•111ar su c·apital. Éstt• aunll'Ufil :-.c:>lo c·un lit •u·111nulacKiu progr<':-.iva . 

.. ,.\run10Jar ~conquistar e•I 111u11clo ele la riq1tf";,.•1 !'.Oriotl .'° signifin1 c•xfc~ndt•r c•I 
dorniuiu pc•rsoual, aumentando el 111í11u•ro dt> sujc-rus bajo,., cornando capitalista. Si 
.. para la <"conomia clásica f") proJ,.1.1ri.11Jo IH> t•s más c111'" una n1.riqui11a para producir 
pJus,·aJor. en justa reciprocidad t•I prul<'tariado 110 ve• 1a1npuco, t•n rl <"<•pitali~la. 

rnás quP una 1n.riquina para 1 ransfon11ar f'slr plusvalo1· '"" ,·;1pi1ar· 1. 
Si k rrpr~t>nta la composic·icju 1>J·Aff11i•·a cfr•I n1pi1al. \·•1111os a clc•fi11ir t'!'la <"0111-

posición corno la r<>lación <"Jlfrr f"ó1pilrl) cort!'.li111l1• .\· \'itt·1,1l•lc•: t'!'. dc•rír ... 1111·r• 

Y'AA .\· (Yt · L)(d ·A) 

respcactivan1C"11tr. Si suponernos c¡ur la rrlación c·s rut1?.tanlt• para r .... cla. /, 

= A(Y'AA) =~-~[<Y'· L)(d · AJj (.5.7) 

Se supone una ausencia de progrrsc> técnico, para qu<" se mantenga constante 
la composición orgánica. Los nh·rles dr actividad ec-onórnica se suponen variab)PS. 
Se supone~ además. que")' E (O, J ). 

La fracción ") de plusvalor c11r..• st" clc•dica a Ja acuu111J;u·ió11. es: 

A(Y'AA)+A [!Y'· L)(d · A)j =;<(Y'· L)(d ·A). (5.8) 

Sustit.uyendo (5.7) en (5.8). nos queda: 

kA f¡Y' · L)(d · A)j +A [!Y'· L)(d. AJ] =;<(Y'· L)(d ·A) (5.9) 

y tnultiplicando por 
1 

(Y'· L)(d ·A) 7' O 

'Marx, Ji. El CapJtalF.C.E. p. 500 



1r11c·111os: 

kA [cY•. f,)(d. AJ] A fcv•. L)(d. AJj 
(Y• · L)(d ·A) + (Y• · L)(d ·A) = -,,.. 

Factorijtando, resulta 

A fcv•. L)(d. A)j 
(k+l) (YL-L)(d·A) =;• 

y rfh·iclirndo entre (k + J ). 

= .:> fcY• · L)(d · AJj 
(Y•· L)(d ·A) 

_-_,._ 
(k + 1 ¡· 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

En cAJ 1111n1rrador aparrrr ,.¡ i11crc1ncnto drl pro•J111 lo 1Jrl capital vari.ahlc por el 
rapi1aJ c·onstanle y, .-n PI dPnorninador. PI pr-utltlf'lo 1h•J rapita) variable por el 
rOll.!->l;intP. El c:ocicule es igual a Ja división rlrl p:-.1·;1J;tr ¡ E (O, I ). por la lasa d~ 
PX plot arió11 '"· 

~\hora obtr.ndrr.rnus l.a litSil dr. crcci1ni1·111u rc·l.ttin1. Pfl l~rn1i11os 1h·I rapilitJ 

Si 
.:l {cv•. L)(d. A)j + .:l [cY•. L)(d. A ij = -,. rY'. L)(d. A) 

=> .:l /CY'. L)(d. A)j = ..:l.( v;.AA) 

A(Y'AA)+ .:l(Y~AA) =-,<(V'· L)ld ·A) 

(~orno Ja C'Otnposicióu orgÁr~ica es const.ru11c•: 

~e !:. = k 
~V= r 

= A f(Y• · L)(d ·A)] 
A(V'AA) Y'AA 

(Y•· L)(d ·A) = k 

= cv•-L)(d-A)= Y'tA
Sustituyendo (5.15) rn (5.14). tenemos: 

A(Y'AA)+A(Y~AA) = "l•V:AA 

y di,•idicndo Y'AA entrn !..·,en Ja ecuación (5.J6). obtenemos 

A(Y'AA) Ll.(Y'AA) -ye 
Y•AA + kY'AA = k . 

(5.13) 

(5.1-1) 

(5.15) 

(5.16) 



:\JuJ1iplic•1ndo ahora por J.·, lr11c1nos 

y fart.orizHudo 

(k + l)ó(Y
1
AA) = -., 

Y'AA 

~ ~(Y'AA) = _.,_,_ 
Y•AA (k+ 1) 

·es la lasa de crec:imicnlo del capital c-011sta111,•. 

(5.17) 

Suporu~mos que la la:.a dr explotación <"011s1¡111lt'. <'11 t•I periodo t. <'S igual a 
la 1asa <I<• <•xplolación para el periodo I + I. El valor to1al dt• lits uwrcanC"ÍaS 
producidas. en el período f + I, es igual a: 

Y'A=V'AA(1+ 
1
'.;"1.-)+(Yt·LJ(d·A)(I+ 

1
'..;,..)+ 

+dY' · L)(d ·Al (1 -. ) 
~--
l~k 

J-"¡u·1uriz<-111do (1 + m). <¡tu•da <'Ulon«rs: 

Y'A = (1 + I ';. k·) [Y'AA +(Y'· LHd Ll+• (Y'·L)(d. A>] 

Y'A = Y'A+Y'A-,~ 

y. final111t>11l1'. 

Y'A -Y'A = Y'A: J: 1.-· 

Si d1•finirnos a g' con10 la tasa de expansión df'I :o-i!->l1•n1a. escribin1os 

Ylt+l)A - Y'A 
g'= Y'A 

' (Ylt+•J-Y')A 
= / I +l.-= Y 1 A 

(.5.18) 

en donde Y' y V<1+ 1> son vectores que representan prurJucC"ioucs fisic-as 111~1 p1·ogéneas. 

CQNCI.USIQNES 
i) La tasa relativa de expansión del sistema g • dPpc>udr dc 1 res variablc-s: 

g' = g'(<. d, A). 

En palabras, g' depende de la tasa de rxplotaciri11 ( r): del nivel dr ~alados reales 
por trabajador (d); y de la productividad drJ 1 rabajo. 1•n el sector <JIW produce 
(clirrc-1a o indirectamente) Jo:; bienes de sal<Lrio ( .\ ). 

Si r au1nenla~ entonces g' aumenta, supoui•·11~lo <1t1I' -1 y k p(s111H11u·~1 an cons
tantes. 

1-d·A 
~=~· ")E(O.I) 



!1 1 =!J'(').c,k)=t11 ('). 1 ~~~J\..;) 
Ta1nhit~n 9' depcrtdP <l1-. J.-. <Jite representa la con1posic:ión org;.ink•1 d.-1 1 •1pit;,,J. Si k 
it111nc~nla, entonces 9 • di.-,.n1inuirá. 

El tercer factor del que depende la lasa relativa <le expa11sió11 df'I sistema es 
; E (O, 1 ), c1ue es el foctor de propensión a la acun1ulac-ión <lr•I pl11:-;n1lor. de los 
C:itpitalistas. 

ii) En los 1nodelos d1• l<aldor y Pasinetti sr 1>lant.t-c1 la rc•J;u-i1;11 -.1"i.!/111 la cual 
r. la t.asit de ganancia. 1·~ igual a g; es decir. la tasa 111· c·rrr:i1nir11tu ,f,·I ~i~t<'"n1i1 di"' 
J>otrti<la. dividida por),. propl"'nsión al ahorro de los rapi1alista:.. 

Si ¡1 •~s la 1nas0:1 d1· lu·ueficios, J.- el stock <le> rapital. r la t;is;.1 ,J,. AHllanria, y la 
ta~¡.1 dt• rrecin1i~1110 ."· -1 la 1>ropensión al ahorro ele• los n1pi1alis1as. 1•stos 1nodelos 
,,.,;r)1·os <.•stablt.•c1~11 que•: 

r =E=!!... 
k ' 

l.a PXprcsió11 
' 

q+ J.-

,.~ );1 l.a~1e"I 1lt• lu•1J1•1i1·iu q1H 0 dc•finió ~larx. Ln la?">a •lt• rr.,1·i111i••n1,, Alolml •·~igual a 

y'= .... ,. 

_q 
~r = -. 

r 

!P•llo de I• Re•I )' Pon1Uiei• Vniv•r•id•d d• Moiaico, • principio d.1 •i•lo 
XIX. D• un• anti•ua lilo•rafia de P. Cu.tdi. E.te edificio lu• c:ompl•U•· 

l•mente d••Uuido • fin•• de dicho ei•lo por orden de D. Ju•10 Sierra. 



Capítulo 6 OTROS 
MODELOS LINEALES 

E11 esta parle•. sc;lo liart~n1os mencióu dl• los n1sp,os rnás sobrcsalic·ritir•s dP algunas 
discusiones qur involucr·aron rnodelos linealc!i C"U J.a problernática C"ro11órnica. 

ROSA LUXEMBURG (1871-1919) Y LOS ESQUEMAS 
QE REPROQJJCCJÓN 
Rosa Luxemburg. c•n su libro La Arumr1larión dd Capital (J!Jl:J), pn·d:-;ó el papc-1 
d~ los mercados rxt.-rnos t•n el desarrollo del sist<"ma capitalisli1. ("011 hase ru 
las ecuaciones ch• n•producción a1npliada cJ,.. :'\·Tarx. intr11tó rnoslri1r cpu• PI sislrtnit 
d<"be cnr.ont rar conl inuanwntc mercados para d.-sarrollarse y podPr dar sidida a sus 
n1ercancias. <"11 part ic·ular Pfl el caso <le l<ls co)o11ias. Desde su origPn. PI rapitalisn10 
d<.>hP conquistar pan1 1~xtc•11dcrse y la fonna hacia la que tiendc- <-'s c•I i111perialis1no. 
Los n1errados extt•rnos 110 sólo ronstituyc•n 1111 beneficio extra. l->i11u <pu· tarnbic;.n 
son vitales pitra la :o-11hsislP11cia capitalis1;1. 

Hosa L11xr111hur.e, has<) l->IJS pf;111traniir111os c•11 p) 101110 11 d<• f.,,/,-.,,,,,,,,¡_ t)p ~Jarx. 

itlllHJUf"" Lf"11i11 c·ril in) P:o-1.it Íunna dr utiliz<tr 1•s1•• fundarnPnt¡.¡) csrrilu. Bol->•t L11xrn1~ 
hu1·g de• algu11a 1n<11u·ra cpu•ria uuifirar lit olir<t d1• :'\larx y para .-llu i1ll<'p,ra. Pll c•I 
torno l. los c .. squ,.111•1~ 1·011 l.1s ro11rl11sio1u•!- 111·) 101110 llJ (dondr 2\larx •11101liz•1 <'11 ,·011· 
c·1·••to c~I sish"llt•• c¡-1 pÍI ali:o-1 0-1 ). Vra111us alAUUu~ r•tzo11a111ic•ntos di' Bu:--a l.11Xt"Jl1b11rp, 
c-'rl lorno a t~stoi-. JHllllo:o-. 

Cuando ~ = ',",!~::~!.··:.·:•;,~~:;~ .. aunwnla. rilo ,·uwlm·p a dc-sc-quilihrio~. La oferta dr 
bi••nes d<" c·u11s111110 c>s !"<llprrior a la cl<"1na11dri. Ejc·1nplo: 

Sea 
<"/· C"IJ 

rl capital cons1a111c• ~I<' los sc~ctores 1 y JI. 

l'¡. 1·11 

rl capital varia bit~. 

Pt·l'JJ 

la plusvalía y 
r¡. r11 

la parte de la plus'l.·alia destinada a comprar fuerza de trabajo. Entonces: 
Periodo J 
La oferta. de medios de producción será: 

11 + r¡ +PI = ·H + 11 + 11 = 66 

y Ja oferta de bíenPS dr <'.onsumo: 

c11 + r11 + Pll = 1 Ci + 4 + 4 = 2'1. 

Por tanto Ja n•lación ~, para el sc-ctor 1. t•s 

E_=±!_= ·I 
t.• 11 



m; 

y paril r.I s1•<."lor J 1 

!.:.. = ~ =4. 
I~ •1 

Como se observa, la lasa de plusvalor en an1bos sectores es del 100 %. 
Supongamos ahora c1ue la 111ilarl de" la plusvalía se divide- dr nurvo en con1pr.a 

de medios de producción y furrza de trabajo, en la misnm propordó11 que 4; 
decir, que- la relación c/i.• sea constantr. 

Entonces. el plus\.·alor aru1nul•1do 1•s p 11 rs igual n 2 y s1• divid1• rn la suma 

/>r, 1 + ¡1,.11 = l .fir + 0.4u = 2. 

La oferta de medios d.- pruduc:d,-)11. por tanto, es igual a b6 y la de1nanda de 
1nedios dr prnducciOn ~ t a1nlii1;11 fifi: 

r1 + c-11 + p, 11 + ¡•, 11 = ·I 1 + IG + 'l.·1 + 1.G = fifi. 

Por c-onsiguir111P. la ofrrt a 1fr 111c•dios dr prod11<Tió11 rs ip,110-11 <1 l.i 1lc•111a11dn dr 1nrdio~ 
de prodt1<.Ti1;11. 

Para 1•) sr«tor 11. produc11n clc• l1i1·111~ ch• con~u1no. 11·11r1nos 1111a oferta de bienPs 
d1.• runsu111u igual a :!·l. l.it ch·rn.a11dc1 tlr hirllt."S de• ron:-.111110 t·~ 

r, + ,.,, + r1 + ,.,, + p, 11 + p, 11 = J 1 + ·l + t'> • .'j + :.! + 1.1 + O..t = :l-t. 

Esto cs. la oferta de bir11rs <lf• c-onsutno iguala a la c1.,1nanda de bienes clP 
consun10. 

Suponga1nos ahora ·qur au111c•uta 1a productividatl tll'I 1n1hajo. E11to11ces «/r 
aumenta el., 1 a 7 y la plusvalla anunulada. 1'11· rn <•I st>µ,t111do src·tor. sr divide .. c·n 
la su1na 

1•11 = :.! = l.l.""1c + 0.2.'ír-: 

en <londc- 1.1:-> s~ destina a eun1prit1· n1pital constante (r) y O.:?t> a co1nprar capital 
variablra ( r). 

La ufr•rt a de tnedios ,Jt-. prothwcit.l11 l"!' igual a (}() y la <IP1nanda de medios de 
producción a 66.55: 

CJ +r11 +Pc11 + p,.,, = ·1·1+16+4.8+ 1.7:-> = Ci6.55. 

L¡,_ oferta dr! n1rdio~o; d1· ¡Jrorl11rción t>S rnenor qt11· fu ,¡, 1unurlt1 de nirdios tlr 
producción. en el srclor 11. 

Por aira parle~ la oferta de hirnes dr consumo igual a 24 y la den1anda de 
bienes de consumo es de 23.4.5: 

CJ + CJJ + r1 + TJJ + Pc11 +p.,,, = 11 + -1 + 5.5 + 2 + o. 7 + 0.25 = 23.45. 

La oferta de bienes de con.<i11mo tS mayor que la den1a11dn de bienes dr consumo 
(24 > 23.45). 

Si la reproducción es ainpliada. habrá un déficit rn"ciPnlr de tnedios de pro
ducción v un excedente de bienes Jr consu1no. 

La e~istencia de mercados externos posibilita la venta del excedente de pro
ducción de bienes de consumo. al darse la metamorfosis .\/ - D. Esta operacicin 



prnnilP nrn11·ri;iJiznr la tl1•u1;111.Ja 1•:..:n•1J1•u11• th·I ,-Hpil;1J 1·1u1~1;11JI•·· n>11 n•lilrión ;1 Ja 
ofrrt.a. 

Si S<' 1·xpur1a 1•1 1•x1·,•d1•n1P d1· hit•r11•:-. d1· 1·u11s11u10. cuturu-1•:-. :-..· posil1ili1a Ja irn
porlat:"ióu dr• ,-;1pilal 1·u11:-.1au11·. Los nu•n·ndos P:<lcruos ru111plr11 la f11urilj11 <le s1~r 
dr.rnitn<la dr hiPtu•s dr c:o11~111110 y 11• da11 .ti Sf'clor 1 111;1l1•ria:-. pri111as corno par11_• 
del c-apital ro11sta1111-., c¡UP <"S 1lr•fkito1riu. 

Par•• Hosa J.uxt.•tul>uQ!,. lo!> 1111•n·;Hlos 1•x1ron1os no i1npli1·alw111~sp0tr-ios 1·1·011ón1i<"Ol'> 
fuera d<' Jiu; fro111t•1·as J1at"iu11a!f•:-.. :-.i110 d1• f,¡1 1•sfrra rapilHfi:-.loil 111isnlil. {'1>1Tl'Sf>OJ1dl'll 
a nocion<.•s ya 1•s1abl1·c-idah 1lr• 1•1011u11uºa MH"ial. El rnr.rt·acltJ i1111•r11u 1'!'t 1111 c·onr.cplo 
1¡t1P rornpn•11d1• tauto a l.ils frontf'ras 11•1riou<1lc•s e-orno a lo!'> lrrritoriu:-. 1•x11•rnos. si M" 
lorna dcsclr 1•1p1111lo1Jt• \"i:-.la ,¡,. 101 prod111·1·it'.>11 n1pi1ali!>l,¡1. El lll('rf"oulo t>xlrrno, 1•11 
r.amhiu. •·~ f•I 111c•diu soc·ial fjll•' lo 1orlr·a. •l1•111ro o fu<'ra d1• la:-. frolllf•ras 11ncionafPs. 

Dicho <Ir• 01ra 111;1111•r;1. los 11u·1T<1do~ 1•xl<•rnos prc•rapi1.ili:-.ta~ 1fc.•fiuirian lñJJI<> 

una dcrnanda (dP bic•n<."s d<• <·011-.111110) 1·01110 una oícrta (d1• 111alf'ri;1s prirnas). nccr
sarin.s para t•f 1·api1alis1110. Lo1 ,-u111radic ,·Mi11 principal s<' 1•xpn•:-.•1 c·11 que• sólo pu<'d,• 
<"Xlf'!nd1•ri-.t• h<1jo l;1 co1ufi,·i<i11 df' ;d1sorhrr colonias. La!'> n1lo11i<1:-. !'t•' "\"tu•h•cn ca· 
pilalistas y pi<•pl1·11 cu11 t•llo "11 1·¡¡1·.;i1 lt•1· d1· 111<'rc,¡11fo!'t 1•x1 .. rrios. p;11·;1 01l1~orlx--r PI 

,..xrrdf'nlt· dt• lo procl1u·irlo cl1•11l 111 cl1• f.1 ,.._¡,.,.¡¡ r·;1pi1ali~1 <t. Ho:-.a l.11x1·111IH1rp; alir11u) 
c111r· 1•1111odu1·api1;tli~IH tl1• 111ud11•1 11J11. p.11•1 f'Xp•111dirs1-. ,.,.,, ... ¡,., d1• .. 01null.ar 1111.;1 
1•irounrní,;1 d1• µ111·r1il p.;1101 .1111·xiu11,11-.1· 1 ic·1·1;1!'t '.\"<l i11\"¡1did.1 ..... 111111111•· 1" ... 1;1s h<t_\",;111 
JH•rdido ~ll t·;ir,¡j1 l•·r clf' 1111•11;11!., .. f'.'l.;!1•1110 ... Pi11·.;1 111orlif11.11 , ... ,,1~ r·1111dit innc•s. !'-t' 

rc•quiriria 1)1•1 --~•1lt1, •l•·I ¡n·11lt·t;i1 i.11loJ. 

L•·uiu c·ril ic-ci 1•1 p;.1 pc-1 11111• 11• <1~i~111", u,. ... , L11x<"n1h11q.!," 101:-. c·r·1101t·io11t•:-. el<• rl.'pro

ducción. Ellas fo1·n1;1u 1111 i1t!'tf1·111111•11lo d1• ó!ll<ilisis dr las 1·1n1dic·io111•s abs11·actas dr 
P<1uilihrio co11tithf,~ y 110 drl í11111·iu11a111ic•11lc> n•al drl si!'tlt'lllit. ho1jo r-1 f'Olljunto dr 
sus co111 radirriuru·~- L.as f'Cll<u·iu11ro:-. d1· 1·1°J>1"ud11c·rió11 sólo do111 1·u11cfit-iouc•s teóric·as 
dr una rrprod111·1·i1)11 rcplilihnul" rlrl 'apir al. ro1110 c·ondicio1u•,.. tl1• conl i1111irlad dr l;.1 
ac-unndat.·ió11 .\·el<• J;.1 procl11•·ri1l11 c·<ipi1;ifi:-.1a rn su runj1111lf1. t'!'-larulo d1·tc•1·1ninacl.;1:,. 
por fas pruporc-iu111'"s 11111· d1•h1'"ll f"1111111lir· 1·11 1•) intrn·a111l1i11 los s1•irton•s 1 y 11. :Xt1 
cor1sidcr;t l•"l hu-hit tic• chtM•s. fo 1 u111¡u·1t·rwia capi1ali!-ila. ui ··I cl1•:-0•11-rollu desig1101I 
y con1biuado 1•11ln'" ra1nas. n•giouc•s ~- pai~c·s. E11 gr11Prñl. lo:-. 1•:-.q111'"111as 110 pucd<.•n 
explicar 1•n couc-n•lo (~J dc-sarrollo 1l1•I t·•1JJilaJis1110. 

La.o;; funcion1•s qtu" c-un1plcn Ja~ 1·1·11acio1u•s <lt.• rrproducc·ión. al ilnalizar las condi· 
cionLo.s dr una n•protfnc-ción an1pliada drl rapilal. son las c-orulidonrs. dr continuidad 
de Ja acurnularicJn y dr la pro<luc-ci<in capitalista. en c-uujunto. f·on una visión nnry 
teórica. 

Leniu deba1ió c-011 los populistas y "rnarxistas lc•gal1·s" rl uso f'tTñnro de lits 
ecuaciones de reproducción a1npliada. Los .. niarxistas lc'"gal .. s •· {StrllVf'. Uulgakof 
y Tugan-Bara110\"sky) int,-.ntarou dPUH>st rar que rl 1·a1Jit ali~1110. l'rt gPn••ral (el dr 
Rusia. en particular). c-ra sust.·Pptihl1• d1• un drsarrollu ili1ni1ado de• las fuerza1S 
producl j"\•as y. por lanto. t I cap1tul1 ... 11,o ... , ,..,~, ''' n101 . E111011cPs 110 valdría la teoría 
socialis1a. 

En co11sPcu1•ncia. Jos csqut.•rnas sólo l'lPrÍan un n1an·o ,if .. ref<-rC'nt·ia dt.~ las condi
ciones del equilibrio rontabl<• y no podrfa11 explic-arnos ni l~"'I causa ni d surgimiento 
de Ja crisis capi1alista. 

1Algo ru;j <"01110 El Ftn dr In //utonn . • f,. Fuku.yama 
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LOS PLANIFICAQOHES soyrÉTICQS 
Durante Jos primeros años de la. construccicin socialista en la CRSS, se comen
zaron proyectos de investigación sobre balances económicos de tipo cuantitativo. 
pdncipa.lment.e en torno a cereales y combustibles. En 192-1 el Gobierno comenzó a 
compilar el pl"imer balance de la economía nacional abarcando el periodo 1923· l 92-l, 
año en que se publica un escrito titulado Relación de la producción ezpa.ndida,. Los 
resultados de estos balances se publicaron en diversas re"·istas so,.·iéticas. 

El balance de la. producción y del uso del producto social se dividieron en ran"tas: 
cualro, para la industria. de la extracción; y once, para la manufacturera. La cons· 
trucción y la impresicin también se distinguieron como ramas independientes. Los 
productos fina.les. materias primas y materiales, combustibles y bienes de equipo. 
se consideraron en ramas separa.das. 

Los so..-iéticos fueron tal "·ez Jos primeros en preocuparse por planificar su 
econorru·a. Es así como se abre. en el Jnstitutn l"niversitario de ).Jaten1át icas e l1lge
nieria de Leningrado, una cátedra de planeación o programación matemática, 
como técnica para. resolver ciertos problemas de producción asociados al logro de 
planes óptimos para la madera, actividades en las que era necesario programar 
rnetas relacionadas con una gama de productos. El conocimiento ptlhlico de esta 
técnica data de la. publicación de los ,\f¿todo.5 matr:málic:os de organi:aruin y pla
nificación de la produccitin. del profesor L. '\'. l'antoróvich. quien la <lenominó 
-11u!todo del multiplicador dr: rc.soluci.ón'"'. Posteriormente, en Europa Occidental. 
se la conoció como técnica de -programación lrncnf". 

t.:no ele los planificadores so"·iéticos más sobr(_'salientes fue sin duda Lcornic.•f. 
quien estudió en la L"niversidad de Leningrado. L~ntief fue uno de los prim~ros 
en darle una mayor formalización n1atemática a la!'> ecuaciones de bala ne~ (insu1no· 
producto). tal como lo habían sugerido L. \\·alra!'i y \". ''· Dimitriev. en 190-L 

2 Dal<11tcc de la economía nacional tic la f.,"RSS para 1923-19!!.,. P.n tr11nsacciones cll!" 111 Comisicin 
Central Jf'! Estadistica de la l."RSS. Vol 29. Moscú, 1925. 



Capítulo 7 LOS 
MARGINALISTAS 

l..ns 11111r9i11flli.-.tas ronst it 11~·1·ron una 1~sc1u•l;1 ch· pt•usarnicnto 1•ro1uj111in> que se 
f:(.•tHr<i rn aspectos flf" la P101111111ia 1nuy <1iírn·nt1•!- ••los que ocuparon la c11.cnción 
de los t•conomistas chisir-o!-. ~-., <pu• J .. dic•ro11 11Hty1.r i1nportancia a la!- ,.¡~inrirs de 
larp;o plazo y a una pt>Ts1u·c1 iva di11;i1nica d.- la rc·o1101nia. 111u· alp,111111., 1 •iliíicaron 
•le" .. gra11diosa'' • .r\<lr.rnás. Jlll!-.it•rn11 rl ;1n·n1 o r11 lu-. J>n>hlrrnas 1h• la 011·1111111l<trió11 de 
1·apital. clrl crrcimi("11lo<"c·o11ú1nic·u y 1•11 rl d1•:-<iHT01lnP,Pl1<-'tal c.IPI ~islf'lll<I c·1·1>11ónli<·o . 

. ·\ partir el<-• 1870 M• pruduju 1111 c·a1nhio co111plt•to dr prrspr1·tiva p.1ra f'nfocar 
los prnhlrn1as rco11ó1nico!-.. 1·11au1lo Jo .. prohlrn1as an.alíticos se• trit.11~fon11aron. r\ 
clifrrrnri.a de• los cbisko~. lo.., .tt1ton•s iu·ocl;i~ir·o~ 111ilrp;inalistas f111ul.;u11rutarou la 
hipóte-sis dt- una oferlit dada df• foclon~ de~ produccirl11. disponihlc r11 n111ticlad fij.-i. 
En s111na. <"I ohjc..·to rM•ncial d1• •'!-1 uclio ~e· cr111n) Pll )il .¡¡fc•c-t.<trión ópl i111;1 (la 111C"jor 
posihlr). ron usos ithc•rnati"\·o..., ,·011r11rrr111.-.... dr 1111a f11c>11tr drtPr1ni11a.l.;1. 

;.Qué· puede hilCPI 1111 • 011-.111nidor q1u· di!-po11P .¡,. 1111 pl'"t>!-t1p11r!'>lu dl'IPJ 111i11.a<lo. 

para odranzilr la sil ll<H itill ••pi in1.1 .• 

;.<ºún1u purdr 1111 p1o•l11<l••1 .u·111<11. p<11.;1 011•1••111·1· 1111;1 µ,a11;i1uia 11101"\••I a par1ir 
d .. 1111a 1·a11ticlad clad;1·.• 

E11 l•;n11i11os ,!..!,Plll"T•il•· ... ¡., .. 111<1rAit1.di ... 1., .. 11•.-111pl.1..1.anJ11 la t«o1·i.1 • );i!-i•·il 1h.•I d«
~¡.¡n·ollu c-c·unótnico po1 1111 l<•,..•>no111liP11toclc- ''l'"l1hr1091111nl/. clc•n1rudc• 1111 nli1rco 
P!'.fºltc·ialnu•ntr c-státiro. t•11 •lu11d1• .. ,. d1•lu•n 1•111·u1111·a1· la~ rnodalidadl'!'> 1lt• .af<•ctación 
y las rnoclalidac.lt~s ti(' .;i~iµ11c11·j,.)11_ nwndo rxi-.11•11 1·1•1·11r~os <'s1·il!'.O!'.. El ,·nnc"<ºJ>lo 
c•1·011ó111ic-o fundñ111P11l<tl fu•· PI,¡,.' ... ,.n ... , =· 1•11e11vo' ;1..;u los «liisi1·0..; r<izu11a1.an sohrr 
lil hi1>Ótrsis d~ ,., pror/11,.1fJ1/11/111/. purc¡ueo ~1· 1•11n1¡111.1hi111 sil UiHIO!'. f""ll 1111<1 ·1io·n•p1•c-1 iva 
trrnporal dif<"no"ntr.. 

CARACTERÍSTICAS DE LA "REVOLUCIÓN"MARGINALIS-

En la segunda mitad drJ siglo pasado. st> ·~taha asistiendo a u11a V«rdadera 
desintegración de la f"'Cono1nia po)itica dási1·a . .-"\ partir de 18::>0 .J. S. Mili, el 
suC"esor de David H.icanlo. abandonó exp)f1·ita1nP11tf" la teoria drl valor trabajo 
y LeOn Walras hizo 111°1ñ- .•,¿posiririn rxt rl'111ao.la1111•11tr 1·ritira arr.rra de la teoría 
ricardiana en su l:.:lt:mt ult>t- J, .f:..·,·ono1n1·a /'11n1. husrando refutar la -1roria inglesa 
del precio de los prod11rtos- y la -1rorfa in~l1·sa c-lt•I arrendan1iento ... 

Los neochisicos de aquella Ppoca adoptaron uJJa l<"Oria ..-.11b1t·lfra drl valor. lo 
cual era coherente con lo qur t•n aquel 1no111ento ca.rartcrizaba su posiciñn. Algunos 
autores tratan de ubicar a dichos ncoclá.sicus drnt ro <lcJ conjunto clP la~ c·orricntes 
rc-onómicas europeas. a partír dr. 1850. En rl co111inr.nte europeo (lo1ni11aba en
tonces In leon'a de la 1llil1dnJ. sobn• todo en Friincia y 1•n llalia. 
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El l·r111 ro ele- los análisis apuntaba a la!« •lc,,.·i!<-innc-s 11ou·io11alc-s 1)c•) sujrto c'C·onó111iru. 
))icho sujc"'lo c.'C'"o11Ó111ico era aprchcnclidu .a J>••rl ir clr su c·n111puna1ni1•1110 rn la pro
c]ucció1• o e11 rl cunsumo~ ron una psicolog.i.a •• , .... .a fi11 clt! r11r11ta!i rrs111taba bastante._• 
poco dh·rrsificada. 

Uno de los ncoc-lásicos más destacado ... •le• a•11u·lla •;.poca fur Nicolás Dujarin 
(1888-J938)T ~onomista rusoT quien rn su ohr.a /.a r.ronornla Jr la /lrnla. (19HJ) 
sostirnr c1ue la (:tSiculogia de los consu1niclon"'S ap11nta hásira1nc!nlr a la renta. 

l.a corric•ntr nt"OClásicaT en general. rc"'pr~·11taba lo~ intrrc~ clr la burguesía. 
la qur por su¡:t11C"slo qucn·a eliminar la idPa e.le· la lucha ele rlaM'"S c•n c•I (JR>CCSO c.Jr 
proch1rcicJ11... Pc"ro a rncdida que se fu ... profurulizando c.•I dc-s•1rrollu ...... onómico ... ~
disoció la tf"'larKin c·nt rr rent isla y r1npr•-,riu -"' ...... fuc•ron ac-c·ut 11oiu11lo la:-. diferc·11-
ria:i:; rnl Tf" r1npresarios y lrabajadon-s. ~ir1 .. 1 •• altura c•I .a•hnini~t ra•lnr una per->e:>na 
c•1u-argacla cl1- a:-.ignar rar>ilalrs dist in1u 11•·1 c•1111•11-,.:.01r-io . .ot1111•ptc"' .uulH>:o. ~·-n:-.lrngan la 
111is1na idrologia. 

El dc-:-.arrollu c"C·onú1nico fur PU lo -..:• •-n:u o·unsi•lrnulu por los rnarginalis-
141!'> c·cunu 1111 l1rc·ho c·oncK·ido. adrrná:-. el•· •1111• lc1-.. 1>r-ol>lc•111a:- •lt•I 1"':'-ta111·a1nicnto a 
largo plo1zo d1"!'-ap•uecic.·ro11 de- su prt"Cn·up~u i•fn.. l.a c·xpli1·•u·K)11 ac·c·rc·a ele· por c1ur 
.apar..-ció c·I 111arginalis1no y su postc·rior cl•"':'-.. rrullu. J;1 c·xpr-•~a la rc·o1101nia '-hur· 
g11c.-sa- .;u·acl1;.111i1·a trac.Jicional cuino OJM•~i· ¡,· ... .011 111arxis1110. ~u •"S íoic·il ~¡>01ul1•r 
a c-sta prrgunt.a rn fonna c.·ategórica ... 1u•t•>- o11 1••1rtir de• l:':-0:0. hulu> •1uir11~ clt_"5arro
llarou su rritic·.a tlrl 111arxis1110 opo11i1~11clulc• a•'••• lus rn11r••plu!<- •1ur lu~ 111"0Clásic·1-
l1ahian c-rc-ado. 

Los fundaclorc-s dr la corriente 111-0.-lá:-ic .a clc~1rrull;1ru11 :-.u pc·11:-.,¡u11iP11to indrpr11-
clicntr1nc.·nte dr tocia rcíercncia al rnarxi:-nu> .. Y ru c""Sta 111is111a dirc ... -rión podemos 
clc•rir qur si el prirnrr torno de El ("11¡11/11/ .apan-<iú <"11 1:-\67. lo"" prirnrros traba
jos dr S- ..Jevons st• ren1onlan a IS62. l "ua c·n"1ira ntás •~P•.,...ílic·a1nrn1r renlracla 
rn r~1>011drr a los rnarxisl as S<" proclujo c•u una /11 ... 1. JU> ... lt rior al clr:-.arrollo dc•I 
prnsa1nif"nto nc~>C"lásiro y no propiarnrnl•"' c•n "'"":- inic·in!<-. 

UNIQAQ X QIFBRENCIA ENTRE LOS NEOCLÁSICOS 
Los -nur,·os- .-Jásicos ... disidentes con1rs1a1ario:-. clr la •~f·urla c·lá~i•·4'1. !"I"- raractrri
zaron por .:-stahlrc-er catnbios tanto c•n 1 .. clirc ... ..-icin clrl uhjrtu •Ir auolli ... is. como rn 
el cuadro temporal examinado: 

1) El prilnrr punto conciernr a la 1111/uNJ/r-:n 1/r-I r11prtt1/ y a la clrliuic-iOn misn1a 
drl t~rnlino. Para los clásicos, el capital apan·cia t.-senciahnr11I("' corno un arann
Jc áinr-ro aportado por )os capitalista.. ..... •1uirnrs no sólo ~p<"raban recuperar cst .. 
-avance- ... sino. incluso, incrementarlo. Para t~ neoclásicos. en cambio. el capital 
era considerado solamente como una hrrranurnta dr: proáurc-ión. un conjunto de.• 
inslrurnenlos que contribuía a la producción dr n1anera física: 

2) Ena segunda oposición se manif~tó al ni,·«-1 dr Ja lton"a 1/rl ralor. Según 
los neoclásicos .. se liene una l~on"a ~01n1~·1rira J,/ ralor ruando -.-1- capital y -c:-i
trabajo tienen funciones de equilibrio sirnc;tricas. Por rl rontrario .. para la '·isión 
dásica ... el trabajo sólo juega un papel secundario en la definición 1ni.s111a: 

3) El tercer problema concierne- a la n parlirión dc la rr nlu global. Para los 
c:·lá:sicos ... ha~· un cnfrr.nlarniento dr: cla ... L-. ~or1alr:s (capitalistas. 1 rahajadores. tf:"'
rralenicntes) y Ja rrpa.rtición aparece. arnpliaanenle. como una cleducción operada 
sobre la ganancia producidaT en donde el pa¡w-1 del trabajo (la f11erza de Ira.bajo) era 
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c·~c·11t·ial. :-;i ;u·aso c•xc·l11:0-i\·;i. t'll J;1 fon11<1t·id11 ele• f':-Olil p_•111a11cia. P<in1 fu.-. 11r•cH·lásicos 
l•1 ,·,pi¡,.,., Pra inuy djfp1·1·111 .. y ;1p,arcn• nu1r·ho 1n<is ··pacífif';1'". Eludc·11 u :-.osfay;111 
r•1zu11a1· c•n térn1inos dc· e la:-1·~ ~o,·.i•tlcs. r\"ili111do <"I c•11frPJ1l.a111i<•11tu 1•11 r>~l;i dirl"'ccici11 
arHtfÍtic.a. 

Los nc.•oclcL<;icos h;1:-.a1u11 :-.11:-. c>11foq11(':-. 1•11 t1~rrni11u!'> tic• fflrlon ... ,¡, ¡1111,/,,rrirín: 

tic•rra. trabajo, <:.ilpit;1J. (",1di1 11110 d1• t'SIO~ f;11·lo1rs 1J(' JH"Ulfllf"< i1:.11 fl"l·jbr 1111.<I 

<"tHllJH'llSit<:ión cuyo 110111l1r•· 1•:- .!is1into: \'1•11t;1. i-,;1f;11·io. p_a11;1111·i;1 1• i1110•11~-.. Pc~ro c•I 
prinr·ipio df'" dct.rrn1i1i;u·i1i11 , ... idt:lll i<:o. Para fu:-. rl;i:-.in>s. /11 ,.,.,,,,, 1•:-. rr.,·j!Jjd;1 por Jos 
propi.-1 itrios el~ las t ic•rnt:-.. /,, !JllUt1nrin por los •·apit ;1list <t!i y c~1npn•s;11·io:-- ~· r I salc1rio 

pur lu:o-; tn1bajacJorrs. Para ht ciptin1 nrocl;isi«•1. si11 1•1t1h<trgo. s•· ltil•·•· 111•,·psaria Ja 
potl'licipación activa .i .. Jo~ f;i•·torrs dr prod1uTit:>11: t i1·rra. capilaJ. t raJ.aju. 

EtH r<- los 1u .. -oclásic·o~ h<ty dif,•rc•11cias _\" :-.P 1u11•d(•11 <·onsidPrar. f'llf 1·1· 1•llos. t rri-> 
J?.raucfc-s corrientes dt• pt•11:-..r1111i .. 11to. 

LA ESCUELA DE VIENA Y LA TEORÍA DE LA UTI
LIQAQ MARGINAi. 
l.11 '·"'"'"'ª <Ít: l~i,11n ~'' olt•-.<irrollci c•11 c•l 1ihin111 11·1·1·i11 dc•I sip.lu XIX.·• pa1tir dP los 
1nilmjus dr Karl M<"ng<"r (ISJ().J!J:!I). 11110 dt· h)~ ll'f"'S picu11•1·0-. 1•11 J;a 1natC"ria. 
ti.o:-; utn>s dos son S . .J,•\oll' \ l.. \\"itlrit!'o .. \·;1 1·i1Hdu:-.J. Pa .. a lo:-. ..¡,¡..,¡,·u ... rl rrdor 
rlt·l"iv.;1h;1 dr sus Citl"Olf l1•rf ... 1 ¡, •1:- inl ri1tsf'r;1!'-. obJ• /11·11.-. (1 t•o1·ia:-. objl'I jv;1~ .fo•f \"alor). 
pc-10 para Ja c•sruel.;1 di' \ºi•·11.1•'!"fo110 <~r•t ót!>-Í. •01110 ta111puco lo <'t"it p;11<1 ,.¡ ··oujunto 
e-le• los ru•oclásicos. El v.;aJ.n di' 1111 hirn :.<' fu11d.;1J,.;i 111.;is pn.>1Jianu•11t••t•1J la ··ap;ic-idad 
que• lf•uia t_•sc_• biru (o 1n;i:- •·xao·1 ;1111r11lc•. 1111;1 • <1111 it!nd dt•fp1·r11i11cHl<1 olt• .. -.1• loi1•11) para 
:--.al isfarc•r las Ju_•c·t•sid.;1di-... , ¡,. lo~ :--ujf"'I os. lo~ ll.11t1;11Jo~ "!/' "'' ... r ,.,,,,,;,,,,, 11~. 

J·:11 sus inirios. la pr1111,.r•1 ··~r111•J<t dt• \"j,•11.1 \",1 .1 , ;1r.;ict1•d;.o:o11· ,.¡ -.1-.1•·111.1 d1• K. 
Menger. pero rs de• j11 .. 1i1 j.1•11<11· ta111bi1~11 ;1 Eugen Büh111-Dawcrk 1 J:-.JJ.JDl·I} 
.\""F. Van Wieser ( J:-;.-,J. J~J~i) . 

.-\ parl ir dr J 920 ~.- dl'~•tt 1 olJ,; la < ... <-ut ¡,, 111 '"'"""fl""'''·''"· dc·ri\·;1d•1 11at 11raln1rnte 
,J,. l.1 cscu<"la de Vic-na. E11 ~11 110111Lrr, S<-' h;t ro11v<·11ido <!11 IJan1ar 1uou1111·r¡111nlismoa 

la l<"oria del cálculo rro11c:>1nic·o qur hace J;1 <1pologi<1 d<>l .sistr.rna libr1;t1.' Friedrich 
August.. von Hayec ( J.S!J!J· ) •·s partic11larrnP11ft• rr¡>n•sc-ntali\"o dr r•:-.ta corriente. 

LA ESCUELA DE LAUSANA Y LA TEORiA DEL EQUI
LIBRIQ ECQNÓMICQ GENERAL 
León Walras (183·1-l!HO} fut• un distinguido catc>drá1iro dr La11~0111.1. ;.1 1al grado 
qur sus ~nseñanzas llcg<1ru11 a coustituir una c•scuela dc· pc11san1i••1110 •••·onómico. 
Dr allí salió su sucesor. VilCredo Paret..o ( 1 ~-J.S- J !t23}. 

Esta corriente dr p<·11si\1niento ignoraba la tc:"Oria d~ Ja utilidad marginal, que 
\\'airas fue uno de Jos priznrros <>n enfatizar. E~te n1isn10 autor esbozó 1111 c•squema 
dr 111/rrdependenciu g( "' rn/ c•n donde C'I papc•I drl t•n1presario. disoc·iaclo del papel 
qur juega el capitalista. apareda jugando 1111 rol fundamental. Dr t•io:;la forma. el 
rrnpresario aseguraba la unión C"nlr<" Jos rnrrc-oulo!oi d" produc-tos . ..- lo!>- 111<'rr·ados de 
los factores de producr.icju. 

Para llevar a bien J .. ac·t ividad de produu·ión o alquilC'r ch• Jo~ ~ .. , vidos del 
rnisrno, el en1presario inh~r\·t•nia.. como con1prador. sobr<• los n1r.rc·¿¡do~ tft..• factores 
(ti<"rra, trabajo, capital<>s. rte.): y. como '\'(•11clc•dor. cu los rneorc-arlu~ ~I•• hienes (y 
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s1!rvirins) q1u• :-,p prurl11c:ian rn lo~ nu•1·«.a1lo." d1• J>1 od111·1os. C "¡u(a 1•111pn•sario esta h;1. 
así~ en una sil 1uu·ici11 de ronrur·n 71t·111 ,,,,,.,, y 1•11 c•quifjJ,.-io. clPhirudo 1•xislir u11;1 
iguc1ld•ul 1·111n•1·1 pr1•r:io de venta y 1•1 pn·do d1· la n·v .. 11ta y •·l 10~10 <lt• pro<lucció11. 
incluyendo alli la n•muneracidn, a lasa uonnal. dr-1 rn11j1111to d•~ los factores 11<~ 

produrl'ici11. 
El prohlr.111a del r.qui/ibrio ocupalJa •·I e·t-111 ro ch.• las pn•on1pacio11c!s <le! Jos in

tcgrantrs clc• lot 1•!-icUcla de l..ausana. Lo~ ;u1tor<!s huscah;.111 d<"rinir las ronclicionrs 
para Ja l'Xis1c•1u:i•1 ch• un equilibrio c•s1;1hlr·. ;1n•pl•i11dolu c•otcnu-.-s b.;ljo .. J supueslo 
de c¡uc!, ni cxisl ir las fuerzas del nu•rr•ulo. ¡1111 uui•ll i<.·a111c11tc· M' <.:0111pe11saría11 l•1s 
dcsviacintu!:-. y Piio prrrnitiría rl n•grc•so "I 1•q11ilihriu. 1•11 ,.¡ nu1j11111u d1· los nu~rn't
dns. 1~11 otn1:-. palabras. se l'"f'<.'llpt•r.ahot c·I 11¡111/1/11·1<> '''"";,,,,,.,, !I' ,,, tul {tlc·I cual Sf' 
lrnblar.ri l"Ull .alp,1"111 drlallC"· 1nás aclPla11tt•). 

Se• cli·hc• 11u·nriu11ar •tqui <pu• L. \\"afr·,;1~ fm· f11c•l"lf'lllP111t• i111l11ido por c·I francc;s 
Agustin Cournot ( 1801-1877). quic·n f111•r•1 pl"i111c·r•u1u•1111· ¡H"oíc·~or d<" 1natemátkas 
y dt•spuP~ iti~pt•f·tor dr c•nsei1a11:.m. E111r1· .. 11-. pt"iuc·ipalc·~ obr;1'!'> figura su Traite' 1/1 

/'1udi11i111111111/ dt."- u/r'rs fu1ultJuunla/1 ... ,¡.,,,_.. /1 ....... ,.,,,,,.,_., 1/ ,¡,,,, ... /"/lislnrr~. E11 
IS3S p11hlic·;t l'rú1r1pt.." rnalhenu1liq1u ... ,¡, lo //,, nrir ,¡, .... ,.,,.¡,, ...... , .... ohra considP1·-
ada .-1 punto dr pitrlida de Ja t<•orí•• 1n.a11·111iiti1·;1 tic• lot c•nu11n11ia. 

Lit 1•i-<·111•lit rlr L;tusana íuc• po:-.trri1unu·1111• 10111i1111.1da pur o•I hl"i1;i11ic·n John 
Richard •licks (l!JO.J- "!). pn·mio :"oho·I do· l·:1011u1111"•1 l'J7:!. \'11/r,, out! ( .. o¡,¡1,,/ 
( J !):J.J) c•s c·onsidt·rad<t una <l~ Sii!> IHÍtu ip;.!1•'!'> uhr-.,... 

LA ESCUELA DE CAMBRIDGE Y LA TEORÍA DEL 
EQUILIBRIO PARCIAL. 

Alfred Marshall ( 18·12-192·1) c•s c·I priru ipal 1<.•pn•sP11la11I•• di' 1•sti1 f'scucla. t.'ua 
el"" sus princip;1lc•s obras es ¡:•rinnfJlt ... of /:·,.,,,,,,,,,,'"·"· p11hli1 aclit 1·11 1 ~70. Esta obra 
influyci 11oturiarn••11t<~ c•n .).:\·l. l..:rync•:-.. f111i•·t1 ,.¡,, Pll c•ll<1 1•! inic·it> ch• );i ••1·¡¡ tnod<"rn.a 
de• la cirru·ia rc·nnórnica británic-<t. 

En :--11~ análisis :\larshall tení;1 rn 1·111•111•1. por ~11p1u· ... 10. J., ... pn>hlrrnas dP l<t 
i111c-rdrp1•1ulc·11ci;a <h• los factorc•s qt1<' rnnl ril111y1•11 al c•qu1lil11 iu .J!l'llt>ral 1•11 1111 sistc.•111<1 
c•c-onó111i1·0 d;1clo. prro prr.firió ra:i:o11i11 1•11 1t~rini11os d1• 1111.1 ~il 11<H ió11 ch• t-f¡ui/ibrio 
p111·r.i<1l. i¡u<.· é·I 111isrno juzgó n1arwj.ablc• _,. 111.í~ n)n1ucfa. E~tl' 01111ur se• basaba en PI 
c-oncepto dt.• -Jir111a.-. rcprescnlalirtJ.""

00

• •·11 dond(• era nrn·s;irio considerar firmas <lt• 
tamaúo 1ncdia11u (deo 1nediana importa11cia) fn!ntc al rc•:--10 de• la CC'onorrúa de tal 
manera. qll<' produjeran una mercancía parlicular que• 110 ,;1hsorbi<.•ra más que una 
pequefra parte (relativamente mininut) dP la renta de• lo~ c·onsurnidorcs. 

!\1arshall anodizó enseguida las inlrrac-cionf'!s del sistC""n1•1 econón1ico. Para e5le 

autor. la economía no era otra cosa 1n;is <JUe• 11n cfcrto cit• intc>rd<"prndcncia, por lo 
que parc>c·ia ser titil cstudjar los carnbios (las perturbadorws) c¡ut• sr produjeran <'11 
la econonu'a. en tres fases: -

(i} d eferto dr impacto~ de una n1oc.Jiticación iui«ial: 
(ii) la difnsicin de esta modificación. Pn los otros sc>ctorc-s dr la C"'ronomía; y 
(iii} la rotación d<.' las modHicacion1-s. rn el SC"'Clor dn11rl1• <'I inipacto de origen 

tuvo Jugar. 
VisualtncntP, una perturbación que se:" produce en rl sc~ct or A puede deberse a 

una ruptura r11 el aprovisionan1iento dC" las 1naterias pri111a:-.. clrbido. por ejemplo. a 
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111.-.1 ll.•nqu•st;ul o UIHl ~1ll"rt·•1: o hi<•11. ;1 1111H 111<11lili1·•u·i<i11 dt• lo!. 1·0 .... tu.-. 1l1• J •lotlt1c<:i<l11. 
por 1•frc:los d1•I prngn·so 1<-cnnlóAic·o: u 1,1111hi1~11. •• );1!' dií<'1rn1·i.il!'t ele- \"1 .. 11ta dt·l 
prodtu:lo íabricac.lo: rtl.·. 

Las 111odificari<HH~s i111rodncida!'t ;.d ni\·,.) dr·I M'•·lnr 1\ \"il'llf'll a i1111111pir en los 
ulros srrton•s di• la 1•eo1101nia y ;u·Hrn•;,111 ;.1111l•ioh. 1<1utu1·11 la 1·,.l.11·i1i111l1• h,s precios 
con10 en las 1·a11tidad(•s produd1l.a~ (_\· rlt•111.1111l;11las) . .-\lg1111u~ •I•· •"!'tl11i-. cambios 
pt1<'d<'n n•tro;.u·tuilr sohn· 1·1 s1•1·1or .:\y ;1!'ti :--111-.·siv;11nPfll1• . 

.; .,,. 
~---' 

En el ari<i.lisis dc•I rq11ilihrio pouTi<il . ...,,. -..11¡u111Í.1 rpw lo~ Pf1·1·to:-- d•· 11•1 roacció11 
o i111<•rcu·ció11 l.'Tall d1:hil1•s y pndiot11 -..·1 1~1101.11lu:--.. Por Pjc-111plu. !'o¡ !'ti' producía 
1111 a11n1Pnto f"n la produrricí11 dP d11l1 , .... ol··111 ro d•· l<i i111li1!-ol ri<-1 1·01 n·!'tpundicntr.. 
li1 inl<•racción Pn1 d<•s1>1·t.•c..-iah]e: p••ro ._¡ :--,. p111•li11 ia 1•11 la i11d11~11·ia d1·I <ll«!rO. esto 
t>1·.asionaria ••I il111111'111o dr lus pn•riu-. •·11 ,.¡ 11•-.1u d1• );1~ i11d11~11·iw1-.. •·~pt'rialme11t1• 

1•11 ittpu~llasqu<" dt•pP11dia11 dt• di1·lio 11w1.d. l..1 i1111•ra1·1·ic;11 d1~l1il. pu1 0011siµ,uie11t1•. 
~úlu tc•ni<1 validPz par~1 un peq1u•i10 11ú111••1" .¡,. i11d11s11 i01~. 

,\ ;\la1·shall le sig11i<i. ro1no n•¡u1•-.0•111 •• 111c· •l1• l•t , ...... 11 .. I~• ch• ( ·.1111l11id.c ... A. C. 
Pigou (1877·1!).J!J). c111iP11 seria P( hla111-.1 t.1n•ti111 d1· hP_\·111· .... 1·11 ~11 ¡,",.,-,, 9~"''"' 
clr I J::111¡J/r o. rl iulr rr· ... y r I [)in r ,.,, ( I ~Uíi 1. 1 

CONCLUSIONES 
El <"unju11to <le los 1u•oclásicos. 1•11 1<111111 11•1 \"11'1111'"~ odn>µ,oukr. d1•fc•11!'to1·f's del libe· 
n1lisrno. son asin1is1no <lcfPnsorcs i11di!-.1·u1 il1lc·!'t d1·l •·api1;ilis1110. E11 J!."lll'ral. todos 
t•llos han 111anif<'stado y profesado 1111<1 ª'''l!'tn;11 rc•al 1·on1n1 1·1 111111·Jl.'•l11n. en es
pcrial contra d socialisn10 revol11«io11ario. l'an1hi1~11 !-.1' )i.;111 111a11if1·~1.;ulo .-ontra la 
intervención del Estado <'ll la vida rn>1u.)1111.-ot. P<"r<> ••nin• Pilos C"!'t pu-.il1l1-. cletertar 
dift~renrias. 

Los estudios <lr estas <"scuclas <"11hni11a11n1 c•t1 pla11tran1iC"'lllU!'t 1111 1.1111c, axiomá
ticos. 

¿Sr puede" suponer que el pro<l11<·tor lt11M·.;1 111axitnizar s11 ga11a11•·i.;1. ru;ilesquiera 
c¡uc> sean )as reglas de gc>stión <JUf" <'I t•1·011t>111is1a puc~da dar·! 

El principio rlr max1mización c-s fu11tl<utu•11tal <lrutro cid an.cilisis nrnrginalista. 
t•tiliza un gran instrumental rnat<:"mñtiro. 1uuy forn1ulado. Busca 1naxi111izar una 
función (llan1ada cfr. utilidad o dirigida hat·ia ••l logro d<" nnn ut,/ulrul). maxitnización 
sujeta a restricciones. El productor busca 1naxi1niz.ar !->11 p,a11anna 1111 ilidad) apli
<"ando restricciones al n1onto dr. Jos n~cun•n~ dr qu<' dispo11P. h"hid.;1 rucnta de 
qut" los recursos financie-ros totales di~po11i!JI,.!>. ~t·.a11 n•c11rso~ p111piu!'t h aquellos 

1 :"l:o confundir la rorrirnlr de pensnmil'nln ,.,·.,uti111un '"llUl'\'a 1•sr11l'l1t d1• ( ";t111hríclgll.'", con la 
rurrir:onlll' dr. pensnrn1ll'nto pos--keynesiano y c-rit "ª d•· la ortodo>e.ia 1tl"oc-1iU..1C"a Ei-ta rFcuela tomó 
ftu•rza a partir de 1950 y algunos de sus repre:.t•nltnlles d1sl1nguulos ~11 :...; 1..:11hlor. L. Ptuinetll, 
J. Hohinson y P. Sraffa. 



;~::;.:!::•',';;.,:~';!/;;,',''.,f,;;;1;/.:''¿,'//,'~'," 'f ;;1;,,'~';.,j,;:;: l'f~';":}I .'~:.,·;~'.,',',',~'n~1 '"' 
L .. h<>t.1 ::k '"' <:.•mrd.o. r"' '·'''"e".,,.. lf,,,,.¡, 11.,11 \1,,,..,..., 11 'J!"" 

~;;',;! .. ~¡;~~=:::·.':.~·!:;~ ·~:. '.:~~·.:-.~ª;., 'f,': ... ~:::·::::.~·.:~:·...-~::~~.~~,:~11¡;,.:::.¡,:.:!':~:: -;·: .. ,. .... 
la$. rinimas. Folu Col<'Ur L1br•r~ ln1.::rna11onal. 
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c111e ti<•11t• c•11 c·<ij.r1. l~o1s 1'Ps1dccionc•i-. prPsup1u~stalc•s .a¡>li1 ;11IH~. por· 1;11110. tie11d1~11 ;1 
n1axi1nhrnr .sus 111 ilidadc•s. 

Para c•I co11 ... u1uidor, habrá que suponer que lu1.sc-.a 111;1xi1ni:.i!nr .su utilidad sobn· 
las restricciones del presupuesto total o monto de J;i tt·111<1 d" qt1<' dispone. Es l;1 
idea ele ruci1.J11a/it/1u/ lrnlitntlu, n•stringida. La li1nitaciti11 ~" ha:-.a <"s"nrialrnenl« PU 
la hipótrsis el(_~ un comporta1nirnto con rcst ricrio11f"':-. (di' f;1!" f111wio11<'!"> ohjc·t h.•o d•• 
su conlr11ido. rsc•ncialrnenl"" lin1itadas). r.n do11d"" ~il 1"1<1 ~•1 <111.;ili:·d~. Did111 a11;ilisi!» 
c•s 111ir1·01rn11fi111i1·0 y razona sobrt• la base-' dr. un f'CjUilih1iu 

J,A TEORÍA QE I.A PHOQUCCIÓN QE LEÓN WAI.RAS 
El fr•11ó11u•110 productivo fue pla11t""ado uriginaln1e11t ,. poi \\";1lr·a~. <'11 té-nni11os d<" ro
t jici,-·1111 ... ,¡, ,,,.,,,/11crióu. Por rsla razón, se Ir <·oni-.icle•r<t ••J111u 11uo d<• los f•conon1ii-
t as IJllt" rnás nu11 ri buycra a li1 l<'oria de las rela<·iuru•!» i1111·P·•·c1 o ria l1•s c¡tu• prof1111· 
dizariit llli¡S 1otrdc• Ll'ontief. Por·•~sla r<tzón. rn esta p.ul•• .. ,,j;1111•·11l1• M' hitr.;i ¡.11fa~i~ 
••JI la troria dr la produc:.rión de• \\"airas.'· la relaci1i11 •1111· t·~t il 1 ie·1u· 1·011 la tc'Oriil 
dC' Lro111irf. 

TEORÍA DE LA PRODUCCIÓN DE WALHAS 
\\'nlrHs 1--111plc.._j las siguirntes f'<"llctc·ionrs g1•11Pral1·~ do• ¡11c11ltu·1·i1;11: 
1) Lus 111 prucluctos trrnlinados (•·011sun1idos). 1!1•111110 ,¡.. 1111 prn"odo ch• lit•111pu 

clndn: 

(.-1. ll. C. ... )= .\/ E R~· 

2) Los ,, spn·icios pro<lucl i'-"OS ti<- la tic•rrct. por 1111id.1d do• t i1•111pu: 

(T. T'. T" ... . ) =TE R'" 

los ~p¡·vkio!» ele• t r·abaju, por uniditd dr 1 ir111po: 

(/'. /"./"' .... ) = I' 

y los !"rr\"idu~ dr• rapital. por u11idad clr• tiempc..: 

(/\,A-', H" ... . ) =A" 

:J) La~ funrionC"s de utilidad 1narginal del individnu. par.a t.·11alq11iPr· hic.•u: 

r = <l>(q). 

Cada indh·iduo. a su vez, posee una función de utilidad JMra sPrvicios productivos 
y para l>ic-ne-s de ('Onsurno. 

4) \..'p1·torc-s de precios. dados al in<lividuo: 

Pr = (PT,PT••PT" .... ) } 
l'P = (pp,pp•,PP"•· . . ) por los servicio~ produC'tivos 
P1.: = (p,,.p,.. ... p,..-..... . ) 

l~\1 = ( •, p1,, Pr· ... ) precios de bienes .¡,. 1·ons1uno 

Po = J n11n1rrnrio. Todos Jos precios se definen en 1Pn11i110~ drl nt1m~n1rio. C't>Jllo 
n1crcancia -·l. 



10.-. 

!;) ('.rula individuo pos1•1• 1·a111 ido1d1·~ i11icio1l1•s d<• diiu•ro. •loul.1!'o pur· lo!. sPrviriu~ 
prod11r1 i\·us: 

lq-1.•(l,.q¡• .. .. ) = q, 

en dond" q rrpr-1•sP11ta las nu11id.rtd1•!-, d1•rnar1da<las y s11111i11i~1r;1das dr servicios 
produrtivos. Si r¡ > n. 1•111011n·~ ~011 ufr<·1·id.ra~: 

(t.1·¡.f.J¡•.Uh:•• · .) = 0 

y si q <O. r111011ccs se lrala <h• 1:<t111i1l.:1cleo!. 1l1•r11andarlits. 
d = (tl.,.d,..d,. .... ). n•pn'M'lll•1 .-1 \°('1 lur d(• hir11<•s t1•n11i11.aclu~ . .J1•111i111dadn!-i il 

precios de- t•quilihrio. 
6) Lo~ n>rficirnl<•s lt;c11i1·0!. lle• JH•11l111 (-icin sr• rcpn·~t·11tar1 ruJT: 

: - ) 
' -

En l.as prinu•ras 1 n•s 1•dicio111·,.. .¡,. lo!'o /:º/, uu 11/0.-.. c>~lu .. 1 01•fi1·it•11t1·s M' suponrll 

qut• PsliÍll d1•lc•1111i11.adus por f,:t11•11••:- .J,. tipo lc;1·11il'n. ;irPploiudo!'-r . .Ir l11•1·ho. 1p1•• 
so11 vari;1l1h•!'o. 

En l!J~(i \\º.;1h<is Ji,¡¡n• l•1 1uu111•·!'o·• .¡,. 1fPIPnnit1itt 1·011 ril!111u!'oid<id. •·11 fPrha JH>!'o· 
tL•rior. r~I<>" •·1u•he:i1•11tl':-. 11;1·11i1·0-.. 

Se• rs1ahli•1'f'll la~ co11di<·iu1u·:- •I•• o·•p11lil11iu ge•nc·roil. pi11·;1 .-) i11dh·irluo: 

O· í• = ,¡. /'. i 1 = (P.,-. Pr. P1,: ... . ) 
c·o11:-111110 = dr•1nanda 

(7.1) 

.A ~•a n•l•1rión !'<' la <'011orc• 1·01110 l;1 n11u.lirió11 gL'lll'fit 1 d1· .... ali.-.f,,rcirí11 n1á:r,,na 
o Jey de Say. 

Esta L~y contiene rn + " - J 1•1·11,11·i1,111·s. 

IJ>p(f/i• - Up) = /',lfi,, (,/.,) ti <TIUl<"IOlll--. 

ct>,(q, - 1.1,) = /',lf> .• 1.J.,) } 

lo que da un total de rn + 11 •'<·11a1·innt-!-i. 1·11 duud'-': 
4J0 (d0 ) rcprE"sr.nta una consl auTP de• pr-opon::ionalid;ul: _\' 
q, - o, rC!presC!nla la utilidad ni:uµ.i11<d (lo qur tic•1w y lo qt1<' uírece). 
Las incógnitas son: 

(0,,0,.,0,1., ..• ) =o E Ii'"' ..... d = (J0 ,d,,.rl,. ... . ) E R" 

(7.2) 
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f"S •IPcir. 111 y "• rcsper1iv<11HPlllf'. Eslns i111lc•lrrr11i11adas drben PXpn•sarsP <'U 
trrrniuns dr- los prcc:ios, q1tc• MHI fijos y ronoridos. ¡Mr.;1 c·acln individuo . .-\ su ,.,..,._ 
las funcionC"s de demanda cstá11 as<"guradas por: 

"• = f, U:- P ... ) 
u,,= J,. (P. I' .. ) 

l.as t•c·11arioncs <le oferta S(! p11<-•<l<-•11 clPspr.jar. purqu<' 11.il_\" 11 + rn er11aciu11cs y n + 
1n inc<ÍAnilas. 

D" an1rr.lo a las rnerc;uwlits. l<-ts f11ncio11Ps de· dt•1no11ula para cada i11,livitluo 

d.,= f. (í>. I'.) 
r/,, = .f1. (f'. /' ... ) 
d, = f, ( f>. I ' .. ) 

c•u <luru_Jr la clr.1na11da. para .-l. l"~toi asrp,ui-<-tda pcu l.1 ••ntou·ión {Ci.l ). 
En 1•1 c:aso dC'I equilibrio!/•'" nd de-) 1nrrc·;1clo ..... Plllpl1•an lrrs 1·u11j1111tos ildi-

rionalt'"S dC' sin1bolos: 
O,= L:o1 representa f') s111niuistro total d1· lic·rra. 
D.= :¡:.i •. 
F.= :¡:f, 
El rc¡uilibrio de mercacio g.-111•n,J ~,. d.-.firu· pu1 1·11.111 .. • onjun1os dr •·1·11ariu111•s: 
i) Ln~ cantidades dt~ sri-vi<·iu~ J>J"ncl111·1i\·o~ ¡uo¡u•I• iu11.11los. son f111u·i1uic•s de• los 

pn•rio!'> drnlro ele un lolal clr u 1•1·11a(·io11r~: 

O, = /-~ U'-/',,,) } 
o,.=l-~:(i~.1' .. ) : 

i1} Las cantidades de bi1!11es IPrtninados (th•rna11dculns) son f1111cio111•s df' los 
prrrios: 

D,,=r•(l.P-) 
D

0 

= r:.· (~-P.) l 
D .. = F, (fa. P.) ' 

D. = O· P - ( D•P• + D,P, + · · l = O· P 
iii) La cantidad de servicios emp)eados. deb<" srr igual a la cantidad ofrecida: 

A-D=O{ D=(D •. D,.D, . .. ) 
O= co,.o,. .... ) (7.:J) 

que rontiene un total de n rcuaciones; y 
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¡,.) Lt.t!'> r·u!'-otus ticª prucl11<Tiri11 dPIH·u ig11;1lar it lu!-> pn•r-ius: 

A-P =d. (7.-1) 

1rl.r11·irj11 qur la1nhié11 co11tit•11r• 11n lotal th• "' t·r·11;1t·ioric~s. 

\\";iln1s 110 da ninguna iudicación aC.f!rca dt• las «u11dirio1u·s c•c-0111'.i111i1·otl'-> dPI 1•111· 
pn~o1rio inrliviclual. 

E:-olf• !--il'->trrna rrgist ra 1111 "11 total dr I!rJJ + :.!11 t"t·11aciu11r.!>. 

Indeterminadas 

proclucti\•os ofn·ciclo!'-o 

(0,.0p····> =o 
/ J _ < 'anl icladr.s dr hic•nrs 

t1•n11i11.ados d1!n1andados 
(D.,.D, .... )= D 

111. Pn•rios dt• Jos sprvirio~ 
prudu<"lh·o-. 

,,,,_,,,,_,,,. .... ) = f> 
/\ ·. P1.-rio .. dP lo!'! bir•llP!'> IPT111i11.1du~ 

(p,,.f'l.-/1c••••) = p 

Ntin1ero 

Lu .. t•t11JH"t'l'->nrios ni p,a11;111 ni pi<'rcl<•n; por 1011110. lo!-> ga~lu:-;. di" • .ul.1 • 101"•" ~·· 

p111•1l1•11 • u11 .. idt"r;1r proporriu1111 h·s. 
L•1 ll'un";c1 drl rquiJibrio c·c·o11ti111iro g<'11t•ral dr• \\".;dra,_ 1 ratá dl' 1no~11.11 •¡llt'. ha.in 

,-un1p1'IPJ1• j;1 pc-rfrrta. rl pleno <•n1plc•o dP rpcursul'-> c•s 1·0111pal ihlr '011 ,.1 •l••s1•0 dt• 
1·.ad.a i11.fi,·i1l110 por 1naxi111izar !->U gananci.a. ;1 p.ilrtir d.- :--11,.. rr•c·urso~ di .. p•n1il•I•• .... 

UN CONTRAEJEMPLO 
( '11a1uln lo .. nu•fic-icnt<'s de· produrc·ión ~on fijo:-.. 110 !->1• ptu'"dt• JlJPdir J;1 ¡uu.111,·1 ¡,.¡d .. ul 
nMr.e,i1101I •'JI lt;nninos d<• una t"ant idad físicc1 d<" pnJClucto. 

La pnulu«t iviclad rn.trginal dr un factor es 1<1 sun1a alp;ebraica el•· Jo .. \",;ilurrs •le• 
div•·r:-.<-1~ n1rrcancias. J ... a 1nPdic-ión de la productividad d·~ UJI fac1or n·q111rn·. por 
tanlo. d1· Ja introducció11 de un si::oterna d<." valores rt•lath·os. 

Suponp;arnos una <."conomia que.'" produce dos n1crcancias . ....1 y JI. 111 ili~.an<lo :--úlo 
2 factor,.~ •le• producción. r ,. y. c•n proporciones 1lrrinidas por lo:-. c·1n•h1·i1·nl<'~ dt• 
prod11cTic>n "r y a,,. para A: y hr y b 11 • para B. Entonrc>s t<'ndrrnJ<•~ lo!-> !--ie.11i1•JJtP:o; 
,-,·ctt.>rr·s: 

(fJr, n 11 ). (br. b.,). 

Supcn1Aatnu~ qur la proporcióJl requerida dr r rs rnayor que la 1·c•rp11·rida para 

Or b.r ==>->-. 
n,_ blt 
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En cslf• raso. PI i11crr1nc•11to n1arginaJ de la c.,11tirl;uJ disponible de :r. J>PTl1H111erit:"11do 
c_·o11~I a111c• y. 11os 1u·rrnit ini aun1cntar la caul ida el producida de /J. L<1 .. puulurl ivi· 
ciad rnarginal .. df"' :r q1u.•clil d<•finida1 cntoncc~s. por la diferencia cut r .. P) valor cl.-1 
incren11!11to ch• ~i y t>I valor <le la disn1inució11 de /J. Prro bajo equilibrio clr corn1u·· 
trncia. r.I prcrio clrl iru·rrrncnto n1arginal clr :r s<>ria igual a esa difr•rc•uc·ia. 

Si n•n11nria111os a 1111.<I 1111idad de n, qttc!dará11 disponibles br uuid.;nlPs de :r y ,,., 

unidadc•s ele• y. ('ntt rlloil'> poclcrnos producir~ u11icladcs ele A, sicrnpn"<11u• po<lan1os 

disporu_"r ele• (~a,, - br) 1111i<la<lr.s adicionalt•s ele :r. Así, pues, si el vrrtor ele• prc·c_·ios 
(p,..p,.,¡u-) <le (A, /J .• \:·) r~ta r.n equilibrio, <"Ulonces tendremos, n·sp .. rtiv<nnentr.: 

/Ir= 
(~,, .. - pi.) 
(~(IT - b.,) • 

(~011 1111 pnw••cli111iP11to a1ulJop,o. 

{p4./•.,) = 

rpu•ren1os d<"n1os1 rar qur la intro<lucción dr una el.asticidad de la ufc•rl a. para usos 
produrt ivos cfr• lo~ !'irrvir-io~. 111o<lifica las rn1adonr·s ohtc11idas b<tjo la ~111>usiciót1 de 
qu<" las ca11tidad1·~ tic> lo"" sr·rvicios disponihlt•s. para usos produrti\·o~. •~1,;Ín dad.;1~ . 

.-\.hora r111c·n·n1u~ d1•111u~t rar qt1P <"S in1pol->ihlc• dPlt_•rniinar {T>r. p,,). 1·11a11do 

En ef1•l·to. si 

~=~~~= ~. 
"JI l>" u., a., 

Sustituyendo !;i: por ~. en la ecuación 

=> P:r = 

El valor de Pr queda asi indeterminado y lo 1nismo sucede con p 11 • 
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CapÍtulo 8 ALGUNOS 
ANTECEDENTES ACERCA 

DE LA INFLUENCIA DE LAS 
:MATEMÁTICAS Y DE LAS 

CIENCIAS NATURALES, EN 
LOS NEOCLÁSICOS 

En su obra A naalhc.matical ezposition, somr dorlri11cs of political ,.conoff1.y ( 1829), 
el inglés William Whewell usó maten1áticas en rconomía política. Era discípulo 
directo de Da.vid Ricardo (1772-lSZl) y su ohjrtivo rra buscar uu mrtodo de ex
posición preciso para abordar los prohlrrn.a?- "'·011ó1niros, <"jrrnplo que• drspués fuera 
irnitado por otros ec-onon1istas de la é-pora. E111n· c~tos ch~tararo11 .. spPcialmente 
Say y (::'ournot. a su ,·rz influidos ¡>or cli~1 i11J?,11iclo~ filc>sofos y pc·11~H<lorrs, co1no 
Compt.e y Kant_ 

3ean-Baptiste Say ( 1767- JN:tl). c•c·u11un1i ... 1 •1 fr•1nrc~ qtw origi11alnwnte int~n
tar•1 rlcdicarsr. a los nPgocios par.a tlc-sp11•~ i11t1·1c"!->c-1rsr por la e<·onor11ía motivado 
por la lectura de / .. n riqut';a d~ la . ., unr·unu .... e.le• .-\darn S1ni1 h, se• vio furrtemente 
influido por Carnet. En 1814 el gohirrru.> fraun~ lo <"nvió a lnglatc-rra, para que 
estudiara allí la.s condiciones econórnicas dr rs<• país. o~ sus ohsrrvaciones en 
Inglaterra surgió De L ·Anglalern: tl du. A119/a1 .... 

Una. vez de regreso rn Francia, e11 J ~ 1 fi. t•n1prz,j a rnsf"ñar ecornnnia y se cr<"Ó 
para él la cátedra rl<"" Economía Industrial. tºll r·I c·unsrn:atorio dr .-\rl<"S y Oficios, 
rn 1819. En 1831 fue nombrado profrsor cl1'" <"numnuºa rn el Colli-g<• d<""" France. 
Sus obras principales son: Trati- d

0

E
0

r.01unuu pnl1trq1u ( 1803) y C'ours cornplr:t 
J"lconomi~ practique, siguiendo la tradicióu 1lr t •aut ilion y Turgot. Su concepto de 
rc¡uilibrio económico conocido como Lt y,¡. _'-,"ay. <JlW sustentaba el principio según 
rl cual la oferta creaba su propia demanda. t 1n·o gran influencia en el pensamiento 
rconómico de aquella época. 

Ant.oine Au.ust.in Cournot (1801-1877). por su parte, fue un n1atemá.tico 
y economista francés de gran renombre. Jmpartió 1natemáticas en la Universidad 
de Lyon a partir de 1834 y más tarde fm• H~ctor de Ja Academia de Dijon. Se 
distinguió principalmente por sus conocimientos c-ientíficos y por sus rontribuciones 
a las matemáticas, las que aplicó ampliarncntr en PI catnpo de la econonúa. Entre 
sus principales obras destacan: Recherr.ht's . .;ur /~ ... principe.s rnathr"maliques de la 
lhiorie des richr:sses ( 1838), Principcs Jr In tlu"on.·,. dt'."i richesses ( J 863) y Revue 
sominaire des richesses (1863). En ellas t•mpleó ... funciones de oferta y demanda" 
para demostrar cómo se formaba el precio bajo c-ondiciones de monopoHo puro, 
duopolio y competencia perfecta. Se Ir. considera uno de los fundadores de la 
ec-ononúa matemática. 

En su parte Uledular~ los principios d<" Cournot constituían una teoría de los 
precios de monopolio. Intentó determinar la función de demanda de un bien ven
dido por una so]a empresa, cuyo precio era fijado por esta empr<-Sa. En el caso 
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n1á.....¡ sirnp)c, cuando e>) costo del prod11cto rs 1ninin1n (ag,11•1 111iru•ral. por rjcmplo). 
rl precio de rquilibrio se fijaba ele acut.•rtlo a la ga11i111ri,1 111oi.xi1na d<• la r1nprcSit. 

Si se conoce. .. la relación entre la dt"n1ancla IJ y el pn·cio p . .-~ c.lc-t-ir. si sr. supmu• 
conOcida la. función f(p). el precio alcanza un 111.ixirno t·ua11do la derivada de esta 
expresión L"S igual a cero: 

/(p) + pf '(p) = o. 
Cournot 110 conoció d positivis1110 de A u guste Compt.e ( l 7!JH-18f>7) sino hasta 

rn los tlhin1os ai1os de su vida. Cournol afirmabn que: .. lo:-. positi\'istas. que son 
g<'Órnetras, ;.olvidan acaso que constituyt"ron la bas<· d<· I;, filo!->ofia n1aternática 
( ... ) discusiones siempre abiertas c.·ntrc gcón1etras ( ... ) ~01111> c-1 ori,l?,1'11 y nat uralc-za 
de las canti<ladc-s Harnadas negativas. in1aginarias. inli11i11·:-.i111<tks ( ... ) ~ohrf• l.il 
•lrsaproha•·iOn o la adtnisión d<· lct idt~a <le> ftu•rza y :-.nlo1c· l.1 fos 111.1 d" i11l 1·od11cirl.1 
y utilizarla·~-

C'ot1rnol atacó t•1 positivis1110 d1• C"osnplt" y !-.(• dc•cl,u1j -.1•,e.11idur dP h'.ant. E11 
IS·l:J puhlínJ f:.".rposrlion dr, /u thco,.,, dt .... C'har1n.-., I 1/1 ... 111ub11b,/1Jf .... 

A su V( .. z. t_•I notable p<"nsador 01.lrrnán J. Kant ( 17'.2-1·11'"'01) .. ..,,cribió: 
"" ... ta1nJK>«n ( ... ) co1no la agrin1cns11r<t n1crect' PI 1101nlu1· ch· gt•1u1u.•1n·a práctica. 

(lis1inta lh .. la gco1ncln°a p•1ra, <1l• la 1nis111a 111ancra. y 1nc110:-; ;11.111. dcbP «011siderarsf• 
c•1 arte n1ccánico o quimi«o dr los 1.·xperi1nc11tos o d1· 1.1:<- oh-.1"1 , .• u·1011c'."' como una 
parte prácticil de• la tc.oaria dt• la naturaleza; (ni) l.a c•,·1111u111i.i donu;stira. rural o 
política. t•I anr dl• las rclacionC"s socialPs. la.s ¡.Hl'!->t"1irwio1h• .... .J,. J.1 rliah-;.1·tic·a ( ... ) 
como J>t•i-tc•nc·c·írnte-s a la fi)osoíia práctica. yo qu•· ell<1,.., 1111 • 0111 i.•111·11 111As quP nor· 
mas de- 1111 n.lrnpoi-t~uniento y. por tanto. (constituyt•11) 1•~t"11ico1~ q11r sirven pitrOI 
producir un t•it.-rlo efecto posible. st•gún los co11ct•ptos 11.1tur.1!1•-. d1• causi'\ y cíectu: 
nonna..-;. qtu~ fonniln partt.• de la filosofía 1 córica .. ·· 

Para (~ournot. en c.•cononu·a lo asevcr,\do por Kan1 ~·· tr.1•l111·i.1 t•n qtu-·. aunquc;> 
Íu<."ra.11 proc.hu·to <lrl hornbrc, las al"tivida<lcs t_•co11Ó1ni«a~ 110 po11í.1n rn juego 1a 
tuora.1 y ),"\ libc.•rtad. Pa.-a l-;.1, la 11atural1•za nos da <t colln•·t•1 los liC"c-hos qur !-.C" 
poc:lian collo<•'I" c·iet1tifica1ncntl.'.". porqu<'" es dificil <larh· ,a 1·~0-. lie~·hu~ 1111 tr·utarni< rilo 
111alr11uítico. :\ nivc.·) social. en <.·a111bio. existía la posihilid.111 .),. ,1plit·;-tr t-1 n1étoclo 
1natc111áti1·0 principalmente en el cálculo dP probahilitL11l••-._ p.H.1 h.tn•r pusihlr 1111 

conoci111i1·1110 1·ic•ntífico. Couruot opinaba c¡uc ""lo que· c·I hunilu<· h<•' "· aqnrllo p<tra 
lo qu<- (.~ncu1.•n1 ra un rnodelo, si c.-s nt_"'C"<~ario. estudiando Jt,~ fr ,,,;"'' 110.-.. p uranir nlt 

f•:o;icos, y c1uc- la naturaleza viva. no sabc- o no quic-rt· h•u .-r. I"~ lo que se hace por 
lógica. y 1nc::i-todo, por geometría y cálculo, por co1nbi11.H·101u·s y disposiciones de 
elementos yuxtapuestos."' 

Para Cournot, la sociedad funciona como una máquina. que ~s la econonúa 
posit.iva, vista como el conjunto de las .. ciencias calificadas co1no económicas, que 
tienen por objeto esencial las leyes bajo cuyo imperio sr forn1an y circulan los 
productos d<- la industria humana. numerosas como para q1a• las individualidadrs 
desaparezcan, y donde no haya que considerar más que nta!'-a~ ~u1nisas a una especie 
de mecanismo. muy semejante al qu<.- gobierna los funda1nPntos dr•I inundo físico.·· 

Cournot se adhería asimismo al dogma según el cual t•I n1~lodo científico ~sel 
n1étodo niatcmático. En ccononúa, eslirnaba necesa.rio qu.-. la libc-rtad económica 
fuera el ré-gitnen del futuro, pues, aferrada. a esta condiciOu. la sociedad podría 
desarrollarse. El liberalismo econó1nico1 por tanto, definiría las condiciones de un 
dcsa.rrol1o annonioso de la ciencia social. 



·\ C'"oun íor L1n'° CholC'ra tf.-.,¡.:111r11t"· , .1nrat1<r.-1 r•d•hrnda rn Punc:-h 

;,:·;':J;.,.:,. f k~·-;:~;,.~:~~~~:,~~ ª~.,r;·;~';;°,'::,~1:'/a1;,!~;uJ,~dÍ,~,.~.~~~;.r.'°o;,:;7!'°.o a 
'" pr1111rr 111,,11u.-o ,..,,.a q.w ,.,. /u:J ru•u,. d .. ,.-uha10 dr.snnuda.s a los 
m.J1¡:r111r.s .sr ,.rpnrurun lus. S.t'".\"us.. Foto Ann Ronan P1C1urc L¡~ry. 
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Capítulo 9 EL MODELO DE 
INSUMO-PRODUCTO DE 

LEONTIEF 
Las ideas básicas tlf' L1•011ti1·í (M>hrc el análisis de• ins111no·produrto) :-.11rgi(•ro11 <lcl 
rstudio y trabajo rrali;1.a1los 1•11 los balanCt!S tic· la l'Co1101nia 11acio11al soviética. 
L1.'<>ntief se encont r•1ba todavía 1•n Husia cuando puhlin:> en 1925 su articulo ••flala11s 
1Varut/nogv C:ho¡,zi11.o;r11 ,t.,· • ..,·s¡r·. c·n la revista ·• Pla1101•ojc Chozi11s/.c;ua-. En dicho 
articulo desarrolló sus i1l1•;is !->ohrr 1•) análisis dc• 1·ostos y sus consc1:1u:•11cias en la 
producción. 

La pri1nrras aplica1·iot1P!'o tl1·I 111odclo d<• i11s111nu·produclo fueron n•alizndas con 
la finalidad de rrsolvt>r lo~ prohl1•n1as planteados por la cco1101nía soviC:I i<-a y pos
tc•rionnrntc de la 1•co1it>111ia 1•s1adounidt.•11s~. E11 rslt• 1iltirno <'.aso. 1>1·i11u·ro para 
n·s1>01ulrr a Ja 1noviliz•1i-iti1t lu~lic-a de J.a St>g1111da e :uc·rr.a !'vlundial y. dt"!>.p11l-s. par•1 
rst1uli•tr las n•¡H'ITU!--iuru·~ 1lr l.1 :-.11s¡>t:•nsil'>ll dt" la~ ¡u·1 ivid.11des lu~lica~ ~ol1rP los nivt-· 
h•s el<· rn1pleo. así nu110 i11~1 r11111e•nto ele <tn<ilisis p•1r<1 los prohlf>lllil~ µ,1•111•rales d1•I 
clrs.;1rrollo agrícul;i ,. i11d11-.1 r i;tl ,. para an<ilil'iis tt•J?,io11.;dc•s y n111ndialt ..... 

El n1oclelo iH!->1lllll>·lJ1•Hl111 lo .-~1.;'i.t ic-o P1». q11izci ... ¡ 1nodirlo lineal 1n;ii-. M•111·illo <1ur 
1·xistt•. Los sup111•sto!'- e ··1111.;ilt•!'- PU los q1u• se• has;1 f"!--lt' rll<Hlclo c·u11sislr11 c-n: 

1) Lc1s técnica!' clr p1od111Tic"u1 pc-rrna11t.•1·c•11 co11sla11les; es decir. h<ty 1111 l1nic·o 
proct.•<li111icntu o n•crl<1 potr<i prochu:ir c:ada 11u•rcann"ci: 

2) :Xo hay prod111.·1·iú11 1·011_i11111a y cada i1uh1!->t l"ia produce 1í11i1·<111u·111<· un solo 
producto: y 

:~) L.il rc•)aci<i11 f11n1·iu11.1l •·111rc• i11s11111us y p1od1u·1us rs de caroic11·1· li11ral; I'!-> 
clc•rir. la e~concnnía c-rrt,• liu11101!•ti«anu•ntr. La c.a111idacl clt! rnt>rcc111l·i;i 1. lll'Cesaria 
p.arit producir una u11id;1cl .¡,. 11u·rc.;u1cí.a j. 1•s ro11!->I anh•. i11de•pC'nclir111t.•111e11l<! 11<>1 
niV<"I de• prodtU'c:i<in. 

Supongatnos ahora 1111<1 l'l"IJ110111ía dividid,.,_ c·u ru st•ctorcs y c-011 "' productos. 
l)rsignctnos a los st•cton•!-> c-011 la lc·tra 1 y dcsig11rn1os con la letra ja los productos. 

X.J = volumen cit.-. producc·it~ll hruto cJt•J SC'Clor j: l'S decir, de Ja lllt''rcancÍa j; 
X,.J = cantidad de• J.;1 nH·rc.ancía. r, necesaria con10 insun10 para la pro<lucción 

global bruta del se<.·tor J· 
d, = producto fina) (u 1u•to) del sector i. Corresponde a las vt>ntas del sector 

i que no van a ninguno clr t•stos sectores; es dc•c-ir. rc>prcscnta el proclttclo final. p) 

quC" puede ser cons111nidu. t•xportado o acumulado para fines ele in\.·rrsicin. 
La.s ecuaciones de bnlance físico., necesarias entre el producto y ••I insumo. 

pueden describir~e por rnt>dio del siguienlt.• sish•nia de• ecuaciones: 

{ 

.\."1=.r11+.r12+···+.Ttm+d1 
-~ :1 = .r .. n + X:n + · · · + .:r:hn + d2 

.Y,.. = .r ... , + .rm2 + • • • + .T,..m + d,.. 

(9.1) 

Co1no la. relación entre• insu1nos y productos Ps d<" carácter lineal, entonces 

x,, = a,.1)\.'.1· (9.2) 
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{ 

Xt = flJJ·\"I + "12-\'2 +• .. +ti¡..,.\""*+ dr 
X2 = "21-'<1 + a·nX2 + · · · + a 2..,Xm + 1l;i 

X,,.. =a..,,.\', + o,...2X2 + · · · + a..,rnX,,.. +tino 

Hepresentando este sisterna en su forrna rnatricial, tenen1os: 

( ~: ) ( ::: _ij,,.. n,.,J 

:::: ) ( :~: ) ( ::: ) 
fl.,~... -~ni + ) .. 

( 
x, ) ( ª" X2 "21 

:•/,,., a ... 1 

,'.\. t•u fornus sintética: 

X-AX= D. 

(9.3) 

(!J..I) 

(!J.!;) 

(!J.6) 

.. \ la n1atriz A Ja conocernos corno la 1natriz de coeficientes 1Pc:11i1·0~ v <ti verlor 
X con1u t•I vector de producción, mientras qur rl \."c-•<.·tor D rs us11•1l111e·11t~· ru11oddo 
1·01110 f") "''~ctor de- dernanda. Ahora bien. si factorizan1os al vc•ct.or X. tr11P1nos; 

(1- A)X =D. (!1.7) 

JJcanutarnos a la rnatriz 1 - A corno D (c"'t> drrir. 1 - A = BJ ."· la Jlarnarnos 
rnatriz de Leontief. Entonces. el sisten1a dP arriba queda <"0010: 

BX=D. (9.8) 

Todo el problema se centra ahora en definir las condiciones quP nos permitan 
Pflcontrar Ja inversa de Leontief. l\Iás concretamente: dado un vpctor d1• d1~n1anda 
D., ¿podemos encontrar un vector de producción X tal. que IPn~a ~olución el 
sislrma (9.8)? Si la matriz B tiene inversa~ entonces 

En la tercera parle de esta tesis se discutirá esta pregunta. Por ahora. n1e11cionare
mos que cuando el sisten1a depende del tiempo t, el modelo se Jlanu1 insu.mo
producto dinámico. 



PATOS BIOGRAFÁFICQS pE WASSILY LEQNTIEF 
.. El r11lu.">i11.c:.f11 r1c1,#liro 11or /u Jor-1,,11/uruí" 

rnulcnuítir-a ¡,_,, 1·c·r11101nt'a}, tu 11dr u r ur·ubrir· 1·/ 
r..Júncro ronlt·urdo .<ouslanln•o t/r I "'".'!"""nin lr·a ... 
la fucluu/,, Jor1111tlubh tlr· lo.o,; .'Hf/"º·" "'-''' bn111·0 .... ·· 

\Vnssily Lr.onticf nació r.11 Lt~11i11grado, hoy San l,t•t1·1~lu1rgo. rn l!JO(i. Sti padre 
<~ra profrsor tlf" Pronornía, disciplina qtu~ <•studió t'TI :\lc·111a11ia. 1\ 1PlllfH"<tflil <~da<I, 

\Vassilv ru111J<-it; a J'olstoi v c1 L(_•ni11 en un n1itin. drsd<· I•• 1 dhuna color<ula frente• al 
Palari;J dt• Invierno. A los. l.') aí1os ingrcr.ó a la L'nivf'rsi1latl tic Lc11i11gra1Io. /\) prin· 
ripio st• indinó por la filosofía y la !-ioc:iología, ¡u·ro l11Pgo dt>c-idi<j rsl tuliar t•conon1ia. 
1\I igual que su padrf', Lc:>o11lit>f s<• interrsc) por lit Pr 0110111ia. f>llt'S le> parr-cit) t111a 
CiCfll"ia JlliÍ~ C"Ol)('rrla. l>t'sd<~ los CjllillCC" aflOS tPllÚI ~ll1Ít"i<•11lrs l'OlltWitlli1•11tO!-i dr 
alcn1á11 y pudo traducir uu tratado de teoría l'co1H)111ir·i1 al n1so. 'fa111hir;n t.-11ú1. 

dcsdr niúo. co11odrnicnh>s cfp fraun:s. 
Tc·riniru) l<t L"nivt•rsidad <'11 Jq'.!·1yfur1lc•sig11ado .1y11da11l•• 1-11 c·I IJc•parliUlH'lllO 

el<• C< 0 <>J?.1·.;1fi<t. ;\)afio sig11iP11l<•. l!J:!;"°L rr<:ihicí f') gr.ido •I•· ••e 0110111i!-ita r-11 LP11i11grado. 
il p1•so11· d1• habrr· l<"t1ido •d,l!,t1llo~ prohlt•111as c·o11 Lil!> .1111 .. 11d.1d1·!> di> c'!>•I 1111i\"Prsitlatl. 

SPµÚ11 .. 1 propio L<"o11t irí. Sil!> i111lurncias i11tl'll'1"l 11<1 Ir·-. l.1~ 1c•c·ihi1i ··p1 i1icipi1lr11r111 e• 
ch• S1ni1h. Hininlo y ;\fa1·x.·· 1 

.-\1 t1·n11i11•11· la 11ni\"rrsid.;ad. a IA·ontit•f le• í111· cli.1g11u.-.11' ado 1111 t 11111<11" 1J1<1lip,,11u 
1•11 1;1 1·,11;1 .v l'I llJC:di<·o n1so <pu-- lo atcndiO lo c·o11-.iclo•11) 1111 • .1~11 prrdido. J.,• clali.;111 
lll1 11u•s d·· \"ida. c;ull l'Sf' cli;1g11<Ístico. Lroul.i<"f ~·· p1•·~··111.J •I la~ i1111 .. 1 id""1d<',.. 111' 

<'JT1iµ,nu·i1'11 y arp;11mcntó qtu• IP p;uslaria viaj¡u· ;1 .-\10•111.1111~1. a1111·-. •I•· 111t11 ir. l.;i~ 

a111uridad1•,.. ó1<'t·rdirro11. ("11a11do llt•g,ó a 1\lt·111.111i.1 .... ,. 1·Xilllli111'.i 1 011 1111 1111•di1·0 

d1 .. B<•di11. quirn cunsi<lcrc} quP 110 t•ra un l11111or 111.d1g111• _,. pnH·rdi•'> a 1•x1irp;1rlo. 

H:(•ruprrú su salud y rsto le• pPrr11iti1) inscrihirs<' f'll l.1 l "11in•1,..id.ul de• Br·1·li11. do11dt• 
t1·.-1b.1jú el .. !> af1os <'ll su l<'si,.. dot"tor<tl. f.a qut• \"1•1~; -.ulJI•" l.1 rt·1>110111i.1 1·01no un 

sistrrna dr 1·irc11lació11 d" hir111·~. srrvicios y r • ., tu1P:-- d1· prod11l"<'i1>11 E11to11n·s 
afinruj: ··1111• i11spirc~ en la tabla t•<.·u11ó1nica dr (~11t"!>ll.il_\. •• .• 1grc·p;a1ulo q1u· ""r-:-.P l rilhajo 
fue• i1nport;111t<.• para desnrrollar ni<Ís ta.rd<.• la 111«1odulop;í.1 d<" i11su1110~¡11u1(11cto'""J. 

Entre• l!J'.!7 y 1929 lr¡1hajél corno investigador d1• la 1·111vprsiditd ti<' l'it·I. itl 
uortP de• .·\lt~111a11ia. en el Instituto sol>rt' la Eco110111ic1 .\lurulial. Allí~·· d1·dic1'> it la 
deri\"ación ,Jt .. curvas estadísticas dr ofC'rta. y ck•r11a1ul;1. E.-..1as lith<>J"l'!-> '"·.-1d~~n1ici1s 
se intcrr11n1pi<"ro11 en 1D2!>, c.·11a11do lo <.·ont.rataron '"""'" <i .... t•sor d1·I :\li11i,..trrio dP 
Ferrocarrih.•s d1• China. 

D~sp111~s de China pa.só a Estados Unidos. hahic-11do !>.ido conlratculo rn l!l:JI 
en el National Burcau of Eco11on1ic llcscarch y en l!J:~:2 Pll el D<.·partarncnlo d<" 
Econornfo dr la t:niversidad de llarvard. Allí publicó vo1rius lrabajos originales (~O 
revistas f'SpPcializadas. Jo que le facilitó su ingreso (·01110 clocentr. en dicho cent ro 
de <'lH•(~ña.uza. 

En l~J:J2 S<"" casó con la poetisa Estclla !"vlarks. Tuvil'ron una l1ija. Svellana. 
act.ualntt"lllf' profesora de llistoria del Arte en la t•11h·l'1·sidad dP c·alifon1ia. E11 
esP niisn10 año firmó un cout.rato de investigación ron l"!'.I a l "11ivc•rsid.1tl. para la 

1 PIZA~U. D1<"go La ClftrQcti,ra Jrl drsarrollo, Clfcntos "'•rogulo ... pur Diego l'1za110. ~d. T1•rcer 
:Mundo 1m11. Colombia, p. 73. 

'1b11I., p !I 
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c-01npil.;1cicin d'" l;i.., pri11u·1·<1!'> 1;ilil;1s de ius111110-¡uucltu-1u acc.•rn1 ele· l<i 1•cu110111ia 1·s-
1;1clo1111idc•n~r. ("011d11yc; que• !>ll a11iilisis dr.I sisff'llJ.il <!COl1Ó1nicu rr.a tnuy p;irrial. 
r••solvi.-.ndo <•11tu11cc·h clc!sarrollar un sistema <l~ c .. cp1ilihrio general apropiado para 
uua apli<-acióu c1npirin1. Eu l!.135 utilizó una de las prirneras co1nputadoras d<• 
gran rhrala y c~n 191:1 :;e• c·o11virtió en uno de los prinu·ros investigadorrs PU usar la 
/t,/arl.- /. la prin1f'ra c.·on1p111adora electrónica. 

An1iauo- colr1r•o d._ S.an Jld.,fonu· 

1 !J.J J Lc•u111 ic>f p11hlic-,1 ··!libro Lt1 J::.-.trurluru ,¡, lu .E.~r:o11ou11"u .\"o,-/t ""'' r1ronu. 

q111• lo hizo fa1110~0 1•11 )o!>. '11 culo~ acadc;n1ico~ intr·r11<1cionah!~ .• ·\111 drn1os1 rO la 111 j. 

lidad pnicl ic.·•1 tlr l<t 111Plodoloµ,la de- insunH>-pruduclo. DurantP la Sc•guuda Gu<"rra 
:\l111ulial siguió trahajd11d11 1•11 <.'sta. área. solici1a11<lo luego .apoyo financi('ro algo
hi<•rno PSt ado11nicl<'1J~t· pa 1 .;1 :-ot•guir n1ejora11do las l•<lsc•s cst aclisticas y <"olH'Ppl ua I<~!'> 
dr su uu;lu<lo dr• ;111.;ili~i:--. Los funcionarios 11urt.-<1111rrira11os I<' !>.Pi1<1f;1n111 t¡U<' nu 
c·xistú1n fundos p.11<1 ri1i.111• 1;11•'S<'1ipo de• invt">lig<1t·ion<'S.Y quP In 1i11i1·;1 posihilid<1d 
~1·rla i1wl11ir 1111<1 p;c111 idil •·--p•·cial. 1•11 la LP_v dP Pn·:->11p1u•sto. P<'ro cl<ulo rpu· 11ingú11 
c·o11~1·,.:--is1 •1 c•111r11cll.;1 lo'- 11.ihajos dr L.1·0111 it•f. 1·r.;1 dif1"t·il c¡1u• lt> aproli;11-.111 luh Jc·p,i:-o· 
lacforc·s. El ('011p:rP!'.o t•s1alr.1 •'11 l'S(' tiPrnpo (igual qm• hoy f'll día) drdicaclo 111ayor-
111c•11t ,. ,¡¡ .<1prul,.1r pn•:--11p11c•:--I ••:-- •lf' ga~t os rnili1 an·~. Por P~l . .it razón. <'I 111is1110 Leollt it"f 
..;1y11chJ .<t rr·ciart <11· la :--•ili• i 1 11.f rrspt•ct i va. t · 11._ de· ~u~ cl<i.usu1as drci<t: ··s<" aprurha 
una par1.id;1 p<ira li11a1wi.11 J.1 co11struccicjn clP 1111a t;1bla de i11sun10-p1·oducto Pll 
(""arnhri<ll!;('• :\fa.ssachusl'll:--. para luego ser tra11~portada a \Vashing1on.··:t Los Jr
gisladorc~ crc.·yt->ron que sr 1 rataba de uu equipo rnilitar nuevo y aprobaron sin 
\.

0 acilació11 Pf proyrclo. :\lt•sP~ después. Leonlit•f terrninaría este 1 ra.bajo y se lo 
rntn•gan·a a las autoridadr:o- de \\'ashington. 

En 19-15. rl pn•:üdrntr Boosvelt le solicitó al Drpartan1C"nto <J,~J -rrabajo un 
estudio sobre las consenH~11ci.as <'concirnicas th .. lot. Segunda Guerra .:\Iundial. para Jos 
Estados ljnidos. Las tabl<t.!'. l'Stimadas por Lront i<"f prnniticron rnlonc.-C"s con1parar 
los niv<"l<"s de produc-ciOn y ir111pleo. en una Pconorrúa de guerra, c-on aquellas que 
se podrian dar f'O un pt•ríodo <le paz. Con10 resultado del descenso de los gastos 
militares. los expertos csladounidcnses pronosticaban l.lrta crisis en la industria del 
acero, pero el n1odclo dr sirr1uladón de Leontief pr<"dccia lo contrario. 

3 /6rd. p. 10. 
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Eut 1·•· ol l"U~ datos sig11ifkat ivo.., di' la t rayc~c:lurin dr· l.1•0111 i<·f. s•1lu•1110!-' qui' 1•11 

l!J-Hi Í111• ru.unhrado prof .. •sor tit11i.-•r •'11 la l "11ivPrsiditd di' llan:arrl (•·argo •¡11P M'1lo 
s1• I<·~ nu1fit•n· •1 acadén1icos sohrc•!-'0t1il'11trs) y •111•• •'11 J ~J.IS lll"}?,<111iz1:i 1·) ( ;n1pu d1• 
lnvc•sl iJ..!,otc-icin Ec·onórnica 1lr dic·lia l 'ui\'c•r:-.idad. d1• la 'Jllf' fue• ~11 di1 •·•·1 ur ha:-.1 a 
IH7:l. 

~-:11 l !}.~,:~ public:ó un tr.a.h<1jo :-.ol>n· PI dc!St'lllper-10 clt·I !>t•1·tor PXl<"r110 el•· l.1 c•c·o110111ía 
1-stado1111id1•usr. IJen1ostn) c¡1u· E. E.1 ".17. !-.1' liahia r.spc·c·ializadu 1'11 1•:-;portc1r ¡,¡ ••. 
1u·s intr11!-'ivos r11 trabajo y 110 hi1•1u·s •·11 e-apita), con10 suponía )a 111a:vori.1 de• los 
c!«o11on1i:-.tas. Esh~ resultado~<' hautizó co1no PartJdo;a ,¡, /.to11lirfy f1u• 111uy n.H1-
t1·uv1•rtido. 

En 1 !l.'"J.J fw• rlrgido Prrsirlt•11t1• dr J,;a SoC"irdad En111orrn~t rica (;1 11in·l 111111uli;1)) y 
c•11 J!J7() fiu· 110111bra<10 Pn•sidl·ntc• de• Jo¡ Socit•dad ~urlt•a11w1·ica11~t de• l·:1011u111isloti-.. 

Jla n•c·ihi.J1> n111r:has distincio11ri-. lionorííiras, Ja pri1u·ipal d•• lai-. c·uaJ.·._ 111\"CJ lt1J.!al 
c•I 11 •le• .fi1·i1·111hn~ dr l 97:J. 011 n·cibir d pn•1nio ~olJt•) d<• J-:,·01101111<1. 

E111n· ~11-. alurnnos HJéis ~oh1•·:-..1lit>11fes íiguran J>a11I Si111111.-)so11 ( 1•1·•·111iu :::O..:ulu·I 
ele· E1·01111111í.1} y c-I profe-sur llollis C'l11•11Pr_y. qui1•11 f111·1a \·ic"1•p1·••i-.idc•11I•' d1•I IJ;111ro 
:\huuJ..d .\"huy profc•sor 1i111l;1r d'" llarvard. E!-.lP 1'1lti1110 p11hlinj. j111110 1011 Pa11I 
(~. (');11 k. 1111 lihro iH't"'T<"a d1• la ('l"OIHHllÍ<I i11t.·ri11d11i-.1 r-ial.·1 

.\ ··u111i1•11;,o:o df'" los oc-hc•nla~ 111\·o cli\'c•rgc·ru·iili-. •·1u1 );1-. ;111loridad1•-. ,¡,. Jl.;ir\·a1cl 
y !"ol' f111• ol fa l '11iVl'Tsida1J <fe• :"°1•w '\"urk, dulldl" )t• 0Írp1·i,.1·1)JI f"T"f'ill 1111 J11 ... 1 il llllJ de• 
.-\11áli:-.1i-. Ec·unárnicu 1pu-- oprr;1ria hajo su din°1Tión .. ·\llí Ji.¡¡ c-i-.1ado 11.1l1,1_¡;111du _,. 
C'fl!--C'i1<1111l111odo~ r•s1os ••ño:-.. !-oil'lldtl c·o11sultadn r, ... 111'111•·1111·1111• pt»I ,¡¡,,., .. , .... A., ...... . 
IU)!<-. 

E11 J 'IS 1 1•1 t•rnperador de• .l;q.ttl11 lt• otorgó la CJnlP11 d'"I Sul :X.u·i.-1110•. poi· "'11 
c·u11l 1 ih111 icin .t la irnpl<'l1H'lll;1ci•:t11 ti•• políl ic·as 1••·011•j111i•·o1!-> 1•f,.c·1 j,·ai-.. 

En 01 ras acluaciones significat i'"·as de su brillante lra_yrctoria, ('U af1oi-. rf'"<"icrl1Ps 
Leont ic~f 1tirigió un progra1na para modernizar el transporte ~n Italia. cu1110 1 an1bién 
asesoró al gobierno de España e-valuando la factibilidad d" un proyecto rnfocado a 
la construrción de un puente r.apaz de conectar a Africa con la Peniusula lbérka.. 

D<• L<~nticf habría que decir. por último, que aunque" se Je considc•ra e::•I <·onsl ruc
tor indis1·ut ible de }a..<i. tablas 1lt• insumo-producto. en n~alidad sus inv.-!-.1 igar:io11•·~ 
han aban:aclo los múltipl<..-s tt•1na~ df" interés gcnrral dr la ccono1nía. 1 itlrs ro1110 

los problf""n"Jas rpislemológir:os. la te'Oria keynesiana. lus problc•tn•1 11•·1 1l1•:-.f"n1¡>I•·<> 
y el ronl rol dt• Ja contaminación a1nbiental, asi corno los problcn1as dt•I <.·an1hio 
t.ecnoló~ic·o y del desannc. ju1110 d los problemas dr las pi\l('ntes y de Jo~ <·ontrolPs 

"Cll E:\" EHY. llollis y CLA H.K, Paul. La econamiQ 1nte~ndu~trial n1suma·pnuluc-to y progra
m:acr011 lineal. FCE. MCxico, l 980 
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lcg;tlt·~ y ;1cfu••U•·ros <"11 lu!. put•rlos 111ariti1nos1 r.nl1P la11tos olros, prol>h·1.11;1~ r¡llf"" 
cJr ;11guu;1 111aurra csbu;.eHll y van perfilando Jos gn111d"s lr .. °l:f.OS cfpf f1111110 d1• l..i 

cc:o110111Ú1 1nundial. 

A,.-~UllUIO ú••I ,,,.-l11duqur FTUllcuco F .. n•olfÚO d.- .-fuslTl<J .1 .~u .. sposo rll 
Sora.fa"ro. ilusuanrilf dr ulfa publie°'"1M Jr 1914. A¡>t"11as se pTO(,/u_jo la rhispa 
con rl a11rs111010 d.-/ orcluJuq- 01.t .. nriaro rl ~8 dr!' .JU"'º Jr JfJI-'. rl 
n:-tilf~lr otdiñ po,,. los ruofla cas1odcn. '°"lf'"O"'"' "" n1rs s.- hirirran 

z~~ ~s~~~~~~.~;.:;~_.~r;n.:::~:~;.f,,rr,i;¡.r;:;:;~c:::,,::;~:.r.;.~::~~~,.:.~,,,a,.~~'":,':a 
a lo '~'""'t'/tº· F('llO .'\rC'hl\O CanT1rn López. 
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Capítulo 10 EL MODELO DE 
JOHN VON NEUMANN 

'Vcarnos ahon1 u1 ro 1nodclo rcorujn1ico n•)t~vanlr, n1cjor ruuoc·ido • 01110 PI :'\·1od<>lo 
de ~c1111u1n11. E:-.11~ rnodclo considr~a una pcono1nía. q1u• tra11sfon11•1 1111 ve•ct.or 

X E /i" 

dt! 11 rnr1TH11rias. il partir de cxistcrt<"i<ts Pll 1111 vector VE /("' de• 1•xi~lc·1u·ias. en 1111 
p1•riocfo dr tirn1po /. Este periodo d1• 1 ie•rnpo sr <·011sidPr•1 e·o1110 1111a unid.ad. dc·1111u 

de• 1111 -¡Jt•riodu dP producción'": 

(X. y) E /(" X /(" 

c•u dorHIP X•·~ •·I v1•«tor dC' insurnos y Y rl '\"Celar de prod11e 1ns. 
El nJ11j1111tu d1• (X 7Y). lt!c11i<-.;11111·11tl" posible! ••JI 11u;1 1···11110111101. co111 ie11e l<t:-. 

cnn1hiuado1u·:-. iusu1no-prod11rlo .. ·\ P:-.1•• •·onj1111Lo sP Ir ll.a1na dr l1r·uolr>f11<1 o .i .. 
¡11·01lr11·1·rri11 ,¡, /11 , ,·0110111(u. Se• th·11ot.;1 por ·r: 

.,. = { (X. y) E U" X /("} • 

S1•;1 "·• = J,;1 C-itlllidad d1• fil ,.,-... ,,,,,, 1111·1..-;ltll·ia. 111•e1·~a1i~1 •·111110 i11~111110. pan1 l.1 
prod11<"•-iti11 de·I ./·,· ... ,,,,,, pro'-·r~o o .. ilc1 ¡,·idad .. : y 

Sré1 b, 1 J¡¡ ,·;1111idad de la i-f·~¡,,,,, tl1PJTi111cia. pro(lu«icfa tºll llJJ<I upt•rarióu uui-
1 aria. dt•I j-( ... 0110 proceso. 

Exi~lr•n 11 111Prcanc{as y tn pn>CC'SO~ t'll la t•ronornú1. S1•.;111 A ·"· n IJHl1 ri· .... 
111x1n. tal•·~ qu .. A 9 B 2 O. 

Sf•a al1ora ;. E /{ro tal, quC' 

(::J Gl 
y sea b E I/" 1 al. que 

·{] [] 
Una operación j-ésima, del j-~--~imo proceso9 transforrna a" en b'". 



11'.'<i 

St-a z (1) 1111 VPC1or <'11 u¡ n1yo j-t_·bin10 c>le11H•11\o significa p) uh·(·I rJ,. opt>r.;1.-i<ill 
clr•I .i-f ... ,,,,,, ¡u·oc·r•so. en c•I p<•riodo /: 

Z(l) 2 0,VI. 

El vc•f."\01· Z(I} se• llanta '\"l'Clor de• uirr./ tlr: 1u:-lrr•1tl111/o \.'ec:tur dc• ,,,,., / ,J, l ¡n·or1 ... o, 
1•11 ,.¡ IH'riodo /. 

X(IJ c•s 1111 v1·rtor d<-• i11s111nos, 1'11 el periodo /. Esto significa qtu• )u fJOdc>tnos 

~sc:rihit 1·<u110: 

X(/)= AZ(I). 

J\11;tluµ.11111•111c·. Y (I} c•s 1111 v1•c·1or produclo, ••11 PI JH•riodo /. Ento11cc·~ 

Y(I) = DZ(t). 

Si ·r ··~ 11111~1a111c.·. 1•11to1u·1•s A~ B so11co1:~tant•·~.1·11 ··I ¡u·ríodo l. 

Exi:-1•' di:-po11ibilid;ul libn·: 1'!> cl1•rir, si {X 9Y) E T. PT1to11ces rxi:-tc· 1111 Z E /('.;.._' 
t<tl. qu.-

x ;:::- AX y o :s v::; nz. 

·1:,- ={(X. y l E /{" X R" 1 X 2 AZ ,. o :s y :s DZ). 

par<i .alp,1111•1 Z ~O. 'l'.v •·~ 1111 poliedro •·onvc·xo. n111 v1;1·tic<" ••JI ••I ol"i.c.1·11 .\l,l.!,1111os 
s11p11r-.. 10 .. de• lus qu•• s<· p.arlf' ~on los sigui<-'lllc•s: 

( ~\ ,,_ 1 1 
A~ O.D ~O 

';\ ··-.! i 

A+Il>O 

(.-\,,_1 1 ~ig11iffra qtu• si 

"•1 =o=> b,1 >o 
y q111• :-i 

"•1 = o => ª•1 > o 
lo <pu• ~ip,uirira qu~ cada nH~rcancia es: o bi(•n. 11!';111.a con10 insu1110: o 1,irn. pro
dtu·iria nuno producto, c•n cada proceso de producción. Veamos ahont lit~ suposi
ciorws 'Ir J..;:<•tneny. ~lorg<"nstcrn y Thotnpson: 

(,\, l 
A 2 O,B 2 O 

(A,,) 

Vj3i 1 ª•.] >O. 

(,\.,,) 

VJ3j f b,, >O. 
Pero. sr.gtin Karlin: 



(.1\· I) ·r •"!'o 1111 rouu c·un\.·Pso. ,.,., raclo r11 H!.". 
( .-\·:!) ( l.il1reo 1lispu11ibilid;uJ): 

(X. Y) E T,X' 2: X 

y O :"; Y' :S Y => (X', Y') E T. 

(A-3) (La imposibilidad de la ti<-rra d1• Cor.kaiguc•J: 

(0. Y) E T <=>- Y = O. 

(.t\-·J) (La productividad): 

Vi3(X. Y) ET 1al, que y. >O 

(cada n1c_•rcatffÚt c-s producible). 
o,. anu•rdo con (A·l ), (A-·J) es t>quivalente ~"1 (,.\ •• J.): 

3(X. Y) E T 101. qur y> O. 

I J!I 

\'011 ·'°•'llJJ1;11111 n·srri11.e;ió su n111:-.id«ra1·i<i11 al c·u11j1111lo d.· 1roi\"l'(·1ori.a:-. ele• rr1•1·j. 

n1il'J1IU l1itli1111 Piulo; 1•:. d1•cir. i-1 J.1 .... rro1_\·1•r toriit-"': 

·.···.'" 

(llf>.11(t))E "/" 

Y(/} = nX( I ). par.a ;dguu;1 o > U. 

Si u < J. J.;1 1•1·unon1ía ti••11t• 1n;i:. posiblidad,-•s de• d1"1·1··• ,., que• r·n•cc·r. 

Definición. 
D1•liniu1os UIJ•"l f1111ció11 

,J"-R 

<lomfo íX,Y) ?'O. 
El \"alur of X. Y) s1 .. Jlatna tasa de expansión dc•I prun~<J {X~Y) E T. 
Pero o{X. Y) 110 esta definida en (O~O}. Por (A-:1). (O~Y) f/. T. si Y~ O. 
S1~a o,(X. Y). i = 1, ... , 11 

{ 

~si :r, >O 
o,(X. Y) = oc s.i .:r, = O y y, > O 

i11definida si x, = O y !I• = O. 

:::;.. o(X. Y}= m_in o.(X, Y)VX 2 O. 

Teorema l. 
(A·l) T rs uri dominio convexo. cerrado en R~"
(A-2) 

(X. Y) E T,X';;;;: X,y O:"; Y'$ Y= (X'. Y') ET 

(A·3) (0. Y) E T =:. Y = O 



l:!O 

(A-·1) 
'V'i3(X, Y) E T taJ, <111r Y > O 

=> 3(X, V) E T tal, que V = ii.X 
dondr 

;; E ñ(X, Y) y & 2' a(X, Y)V(X. Y) E T. 

ron X ~ O. T'ambié11 trncn1os que O E R+. 
/Jen1osiración. 

T = T n n, ro¡ <;; U' ... 

("01110 ·r t•s ct•rrado. 1•11l1J11c1~s Tes tarnbic;u c1·rrndo: pu1 1;11110. ·r .... • tu11pac10. 
Supongarnos ñhora rpu· o(X, V) 1•s 1·onti1111rt para iodo (X. Y¡ E T o T 

Et11011rrs. n(X. y) a)c'iUlZét un n1áxin10 .. ohrr· r . por· t'f IPon·111ct .¡,. \\"1•ic•rst.ra6. 
T•11111Ji1:11 n pu1·dr M'J' di.!>c."OJJti11ua y r.11toncPs dc•fi11j111os 

··01110: 

·¡; = j(X. Y) E T:n(X. Y)= ".(X. Y)). 

por lo qur. rlara1ner1tr: 
T\ {O}= U'l;. 

7"'.=T.UjO) 

sur"r.siOn couvcrgentr c11 T .. rou li111i1P (X 11 • Y 11 ) 

yJ9) y,f9) 

xl9) = ~ 

E.nlonct>s. 

!O) (O) 

para (X'"'· Yf9J) ::¡!:O. r11to11ces ~~~y. por t;u110. o(X 11
• Yº)= n,(X11

• Yº) es 
z,. z, 

continua. excepto r.n Jos puntos donde no está dc-finida. 
Señ ahora. T; = T,nB1(0), B 1(0) E R~"· Entoucrs n,(X, Y) alnt11za c•l máximo 

ele los b, sobre T;. 
Eicgiinos el 1náxirno de Jos b; sobre i, que existe daramcntr. Qurremos dc

n1ostra.r que existe un cx-.Y•) ET tal, que o(X-.Y•J ~ o(X.Y) para cada 
(X.Y)ET: 

por tanto,UT. = T, \{O}. 

E:-;cribirnos 
ii=acx·.v-¡. 

Ccuno T es un cono. para cada (X, Y) E T con X ::! O existP: 

-- (X,Y) 
(X.Y) = Jf(X, Y)fl 



l:!I 

o(X. y, = n( .\X.X-Y) = 11(.X.Y ). 

ya q111• 

o(X·. Y•) 2: n(X. Y).V(X. Y) ET 1..011 X 2: O 

y rrttoun·!'i o(X•. Y")= n(X. Y).V(X. Y) E: ·r: 1011 X? O. De~ l•t ~upo:-.idóu d" 
dispo11ihilidad libn• (.t\·2) pudc·mos PIH·o11I r<11· 1111 (X.. Y) E T tal. qm· 

ñ = o(.X. Y)= n(X·. y·¡ 

y Y = ,-,X. De esta tnauera 

Ó = n(X. Y)? n(X. Y ).\f(X.Y) E T. 

1·011 Y=,-;X. 
Fi11;,h111•11tr•, 1nosl rarP1Ho:<-. r¡u" ti E //+. IJ1• ( .\-·I ) .... i!u·111u.., q11P r·xi~ll' 1111 1 X. Y) E 

·r 1al. r¡111• Y> O. C"ornn u(X. Y)> O y¡, 2 of X. Yl. 1•11101u-P!' rl > 11. ,, < :x::. St> 
~iµ.111• d1• (.-\.:J.) y dl" ( .. \ .. J) rpw Y = iiX. 

QED. 

El ll"'Orema 1 es equival<"nl<" al problr111a: 

(X.Yl 
.... r1.Y - nX 2- O. 'v'(X. Y l E F 

Co1no u Ps una función (X, Y). ui hts rcsl rin·ionP:o-. 11i l;i función sou li1u•¡¡Jt•s. 
14a solución se denotó por 

ñ = o(X.Y). 

Si inl roduc:imos Ja tecnologia von :"C"t10lann, 

Y= BZ y X= AZ. 



Ul<C.'C: o 
(D - nA)Z ~O y Z ~O. 

El problen1a dual consiste en: 

1nin: 3 
s.a.P (B - 3A) :SO y P ~O. 

Existe una solución fj. 
En general. corno _."j $ ñ. 

PA-' >O . 

. Y la razón 

~:-> rl retorno rnt rr •PI costo. 1111a d.ilM' .-1 .. nl;;o:t)n d<• ganancia .J,. lit iu·t ividad j-t!sirna. 

P<B-.iA) 

significa 

=~~ S i ,¡ PA' > O. 

f~ll dond, .. 4 c-s la ra~uin d" ganancia 1n<ixi111.a. St• interprt•l.a r·on)u factor de interés. 
Teorerna 2 
(A-J) Tes ur1 co110 c.011\"f"Xo .~11 H~'"-

(A-2) (X- Y) E T. X'~ X, y OS Y' S Y=> (X'. Y') E T. 
(A-3) (O. Y) E ·r tal. qur V> O. 
Entonces ••xbtr un P ud. q1u• P ? O y 

P (Y - ,-,x¡ :SO.V'(X.Y) E T. 

/Jen1oslració11 
Por defi11ició11 ele éi. no cxisl.P 1111 (X. Y) ET tal. que 

(Y -ñX) >0, 

y por tanto 

::;.. 3e- > O taL quf"' Y' - (éi + E)X' > O . 

¡Entonces O no es Ja tasa de expansión rnáxirna! 

Como T es convexo y 
f(X, Y)= Y -&X 



•~ rc.:.11c·a,·•1 (.Y d•• lu·.·lu1 li11raJ. por ••I lron~rll•• f1111ditt1u•11L•tl ele• 1•1:-. f11111·io1tc."S c·uu
,., .. xas). c•ulur1<·c·s •·Xiio.11' 1111 Í> ••d. c111r 

f•f(X.Y),SO,V(X.Y)E T. 

QED. 

Teorema 3(von Neurnann) 
Sean A y D las 111<11rirc•s de .. ins111no-produrto. rrspc~tivanrcntc. 1•r1 la lpc·11ologia 

von Nrurnann. E1110111·c~. ho1jo las afirn1ario111•s ( :\- J) y (J\-4 ). le1u•n1os •11w 

1•11 clu11dc• 
,-. >O. Z E U"' y f> E /l .. 1,.,1,~. •11w: 

i;) 
(B - ilAJZ?: O: 

{ii) 

(B-iiA) .'SO: 

(iii) 
f>(D - iiAJZ =O. 

/.Jr tlltJt-lrr1rui11 

Sra e.X. Y) •. 1 (Jl"•>1"f'°!'O ...... origina 101 l.it~il ti•· t•xpa11sici11 1náxin1a ...... ,., trorrn1a 
1. Enloru·rs 

E.u1oncc.-s 

(i) queda dcrnostrado. 

3Z ~ O tal. qtw Y - ¡¡j( 

V~ BZy X=:- AZ. 

Como por hipótrsi:-. ,; >O:!-' Y ~O. 
Z ~ O. Para n1os1 r;1r (ii ) . .J1•J reorern•t :L <111t• n111duyc 

Pee - <"iA)Z ::;o 

ron P ~ O,\fZ ~O Tóll. •1111• 

í>(B - éiA)Z SO c.·011 P ~O. 

Por tanto. (ii) sr ha dc•rrmsl r.rufo. 
Para probar (iii). 10m•-s•" ••n ruc."nta que .. (i) y P 2:: O=> i>(B - 1IA)Z=O tal. 

qur P(B - iiA)Z = O.ru ,-irtud dr (ii). 

Q.E.D. 



l:.!I 

Si 11•m•11111:-. 1urn 1natri~ (A~ D) . ., .. 01n Z(t) y P(1) los Vf'<"10r"s 11<• 11in·I rl1• .u·1ivi
d.;ul y f') v1•1·101· el(• prccioi-. en.-) prríodo l. rr.spr.c1ivc1111l.'t11r. Sr.a 11(1} 1•1 Jar·t1H ol1• 
i111 rn-~s. 1'11 1•1 periodo l. Ento11c-rs h·urtnos )as sigoicnlc•s rclac-ionrs <I<• -1·r¡11ilihriu"": 

(i) 

AZ(t + 1) S BZ(t); 

(ii) 

P(f + 1) [BZ(t) - AZ(f + 1 >] = (); 

(iii) 

.1!11Pll)A? P(t + 1 )B; 

(h:) 

{.l(t)P(l)A - PI+ 1 JB) Z(I) =O. 

(i) E:- i111posiblr co11s111nir 11uis de lo <1uc r·;1da 1111•rc·aru·i"' (Pu 1•1 pn,..•·su 1h· 
1u-odu.-.·i•>11) PS l"Hpa~ 1h• )HOJ>Uíf iu11.11r: 

fii) ~¡ 1111<1 nu•n·anrü1 f'!'.1,¡Í .. 11111i11islrada C""ll P.Xc·r~o. ~11 prrc·iu !.r lia11• •Pro: 
(iii) El JHo..-r·~o 1lr pro1l11n·i1J11 110 lrnrlrá ga11011wia po-.i1 iva y la p,;1naru-i.1 1n.;ixi111a 

Supo11µ..an1os llll rn•c-itni<.•1110 halauccado. t:"JI 1•1 sr111idu dP q11r: 

Zfl + 1) = nZ(I). 
P(t - 1 > = P(I) con!>la1111•'0'/ 

y .-J(t • = t .. 1•.a co11stanl1• pot1a 1oda l. 

E1111u11 "~- 1'"?'o1·rihir1ulo Z(O) = Z~ pudc111us rrt•s1·ril1i1 las c11a1 ro rc·lario1u•-. c·on10: 
(i"¡ 

(B-oA)Z? O; 

P(B-oA)Z =0: 

(iiiº) 
P(B-BAJ SO; 

(iv") 

P(B-BA)Z =0. 

A csl.rt cuartrta (Z. P~ ó. }) la llamamos: cuarteta von Neumann. 
El trorrn1a 3 prueba la <'XÍ:o;lc>nc:ia de tal cuart<."ta, con éi = B >O y Z ~O. P ~ 

º- Aquí. t""i no se definr corno l .. ) Íitctor de expansión máxitna. 



IRREQlJCIBILIQAQ 
Sc·g1i11 rl 11·ou·111a :L proh<ttlHJS la c·Xi!'.t rru-i;1 tic• ( ;._ P. Z) • 011 o .> 11 . Z 2' O. f> ~ O 
tal. qur 

Definición 

(D - <"iA)Z ~o 
Pcn - <iA) ~o Y 
P(B - ñAJZ =o 

Llarruunos •• l.a t<"rria (ii,, P, :Z) el equilibrio von Neutnann, de· la c·rouor11ia 
(A, B). 

Definición 
El n>1iju1110 de- i11dict>s 1 s; .\.· = {J.:! ..... 11} .,,. 1101111.c 1111 ~11lu·u11j1111lo i11-

1lrp<"1Hli1•111.-. ~.ir·n1pn· cpu• M~a po~ihlr> producir J;, nu·1·c;111r·i.1 i ~ J ~iu •·ons11111ir 
cualquirr UIPJ'Tilfln".a i E ir. dondr• 1~ =.\"\l. Es rlc•cir. '"' 111d•·¡u·111fif"J1ll'i-.i existe• 
.Je.\/= { J.:! .... 111} l;1J. que 

"•.J =(J. V1 E ¡e y \lj E ./. y 
b,, > O. \11 E J p.na alguna j E ./. 

J.,1 111•'1 ri.t.' i11~111110-pnnhH·lo (A, B) ~·· Jl,a111.1 irn·d11• 11,¡, .... ¡_ .'- .. ;,Jo''· 1 = 0. 
Si c•l 111o•lr•l11 r!-- i .. rrd1u·iblc•. 1·111'1J1H·~ •·xi~lf" 1111 111.1111,.. J> ,¡,. p•·1111111.11iu111·~1,al. 

fllll' PAP- ~t· .¡,. ... , 0111pollf' rorno: 

( A,. A,,) 
O A.:.1 . 

Teoren1a 4 
Sc•a (A, B) la n1atriz iusurno-produclo cft• la tt•c11ologi.i1 ,-.,u :"'t•111na1111. Supuug

ittnos 11111• 1·xil"tt' ñ >O. Z ~ O. J> ~ O.Z E Ji"' y f> E JI•· lill. r1u" 

(B- iiA) 2: O 
Pee - rlAJ :s o 
P(B - tiAJZ =o 

sr t·11n1plr•11. E111011crs. si la rnat riz insurnu-pro<lucto (A 7 B) 1•s irn·d11cibl~. tcnc1uos 

PBZ >o. 

Dr. 1110.<>/ración 

Ref-'nu111<.'rP1nos J y particioncmos Z dr tal manera, 'lll'" 

Z = (Z0 .Z1 ). dond1• 

Z0 >o y Z 1 =o. 

S<•a ahor;1 J P) conjunto de indicC"s donde Z 0 >O ( ••111011o1.·rs .J• = .\/ \ J t~ <"I 
conjunlo dr"'ÍruJit"CS donde z1 = O). Sea tarnbién b. E ll":: n1yo J_, .. _ .. ,,.,_,o P)f"Jncnlo PS 

b,,~ y sea. ñd1""n1ás. J el conjunto de índices i tales, que b,Z =O). 
Recnnmerando r y j. A y B, rcspcctiva1nenle, pueden parl icionarsc como: 



J".!(j 

( ::: ::~ ) . 
Por l;t liipót rsis clPI 1.-.on~nlit. se curnph• qur 

lo cual :-oignifica: 

( 
B11 
D,. 

y. por 1•l111o. Z 1 =O. 

) ( ?-" ) ;o,, ¡, ( A11 
Z 1 A·21 

B,,zu ~ t\A,,:Z0 y 
B21 zu 2: ,; A21 zu 

Pc•ro B21Z11 = O poi· dl•fi11il·i011 ele•/ y J. (Por ta11to. O = B-"Z.0 IHI. Cjll<º 
D.:/Z 1 = B:.nZ0 ). E111011n·~ ñB2 1 Z0 :SO o A.z 1 Z0 $O. ya qut• t1 >O. 

Prro A21 :Z0 2: O ya que- A:.n ~ O y Z0 > O. d(• tell 1n.ant·ra t¡\11º d1•lw·1nos lrru•r 
A..11Z0 =O. Es1u. r11 vi:-.1,¡t dr que A:11 ~O y Z0 >O; es dPcir. u,,, =ti. ";"1 E /' .j E ./. 

("01110 (A., B},.:-. ii·n·ducibl<' por hipdtc-:.i~. P1110llC<'S le= 0. l.11c•g11. 1 = ="=: JU>1' 

QED. 

b,Z >O.Vi= l ..... n 

=> BZ >o 
=> PeZ >o. 



Capítulo 11 EL l\.1:0DELO DE 
PIERO SRAFFA 

Descripción general 

Sr.r1ffa ··~tudia cscnciahn<·111r.-I sistema de prr<·io:-. d•· 1u·•Hl11cci(·n1 y 101 i11fl111"1u·ia q1u• 
1 it•1u•11 solirr 1?) las v;1riilhlt>s cll' distribución, rs drcir. las tasas de beneficio y de 
salario. Otros problr111a:-. <'<Jn10 los niv1·lcs el<' producci1j11. t•111plt•o. di:-.11 il11H·icj11 ,¡,.¡ 
ingrr~o y dt•) c-rcci1nicnto. 110 s•· to1na11 rn rurnto1- Loi ··au:-.H clt· PSI a li111i1 ;11 itin c•11 <'I 
a11iili:-.i~ :-.f" clchr a <JUP Srclffa :-.f" c..:enlra Pn t•I sistt•n1a t't·n1ul111ico. r11y•1~ p1upiPcladP:-> 
1u1 dt>p1•nd1•11 dr las varia1·io1u~ dr la~ rscala dr p1od111 1 itl11 o ele• la:- p1upo1• ioru·:. dt." 
lu:- "'ÍH• lort•s-. Esta linlitou·icj11 lo hace susc·.-ptihl.- d1• 1 r•tl a1·!->c- d .. 111'!111·1.1 ··C"xac·til-. 

1•11 1•) :-Ot"lll ido n1atrn1olt ico. 
F.I a11.tli:-.is clr Sraffa st• dividt• <·11 cuatro parl•·~. E11 ¡ai11u·r l11p,;1r. 1111,.. pr,.!->1"111 il 1111 

pn11 c~u Jffnductivo < on1pl .. 1an1e1111• «errado: t•~ fit···i1. 1111 pro<·r,...o 1"11 1l.111•l•· las 111r1·· 
1 <tll•·ia..., ;1pan .. c-t•11 lan1o ,·01110 111e<lios ele prochu ,.¡,·,11. q11c• • 01no p111d11• 1 ..... \dPt11•Í!-.. 
J .... • .1111itl;id1·~ procl111·id;• ... d.- 1·otda hi<'ll qu.- s.- 10111.111 • u111t• e 011,...1.n110•-. ..... 11 i~n;ilc>,... 

t•x,11 1.11111•111<• a las t·;111tid;iclt~ 1•111pl.-01cLa!-> t·o1110 111•••11•• .. •le· ¡11cul111 • 1<)11 1; 1•n1l1!1•111oa 
..... 1.-ol11••·. 1'lll1H1•·1•s . .i 1•11•0111rar Ju,... pr•·1·io,.. 11·!.111'''""' ,¡,.J., .. oli-.11111,, .. 1:1•·1•.111•·\;1,... 
l·~ .... 1 ..... p10·1·in!-- 1h•h1•11 !--•"1 1.d .. ,... <¡llP. 1f•s1u•l,111d11 J,, 1•·!..d.i ,¡,.•pu•¡., ... · \.d.1io· .... ol•• J,1 
¡1n .. li1t • il111 (lo:-. pn·•·j.,..., .¡,. l.1 ... 1·ot11tidoulc•,... fj,...j,·,, ... 1!.· 1,, .. p1od11c 111,..¡ ·' ¡,, .. \,1l1n·c•,... d .. 
)., ... • u-.1.,-. ( pn·rios poi 1·;1111 idcul<"s físicas dt• 111Pd111 .. .¡,. p111d111 e uº111 1 .. ,•,111 iµ,11;;1lt·s. 
¡u·1111i1.i11 rc•PstahlPt·rr la po:-.iri,jn inicial th•I :-.i,.._t .. 111.1 

E1 ,...¡,...1t•1na df'" prcrius ,... •. pu<.·de plantear dP la ,...¡J.?.11ic•111c• 1na11rr01: lla111.11nu,.., .·\.B . 
. .. 1'- ;1 las <"an1idarl(•s pnuhu:iclas anuahnrnt<· el .. 101,.. 111t·rc·c1111·Í;1s .. ,,.. ··1,··.. .-J..-
v ll<11n;1111os .-1"". /J.,, •...• 1,·,, a las c·antidadrs de• c· ... 1n,... 11H•r1·a11t·ias 111•1·C" .... 1n.1-. par.a la 
~Jl"udutTicin de ,1. cun10 asi111is1no, necesarias p.tr.;1 l.1 prnd11cTicj11 di- /l /\". Los 
11101110,.., d1• producci011 y los rrqu<•ri1nirn1os tc•t·11olc)p.i• o-. ""'º11 cl<itu-. •"""'idus. l.Hs 
i11c·~jµ,11it;i:-. por drtc"nni11;1r sc•rán los prrc-ios clc• ¡,,,... l.- 11u•1·c·a1u·ia~ /~,. /~ .. 1'1..: rs 
•lc•t it". 1• .. 1us pn•cios son 1111a rf'"sultante de la t1·•·11ulu,t?.Í;1 y 110 dP,..1•111p•·ú.111 11ing1i11 
p.a¡wl •'11 la rrasigna«ión dt> n•cursos. Lo 1i11it·o q11P li.u·P11 P!"' ~ri1ala1 111-. ··valun·s
•lt• J;1:-- 1111icladr.s <lr n1<'rc·n11eias -a·· ... b- ..... ··k-. Ju.., 1pu•. ,..,¡ son <ulup1;11lo-.. pt~rrni-

1iroi11 U'l"?olabl~(·r la po!->ic"ión inicial del sislc·rna. El ,..,js1e111a <l'-• s11h,_,j,..,11·11··ia puede 
c~c-rihirM' de la sigui<.~ntt• rnanrra: 

A .. P .. + B.,,P.,, + · ·· + ¡,·.,l'i =Al~, 
.·\t./'ª+ BbPt. + · · · + ¡,·,,1 1 

.. = IJH. 

A,/'ª + Bi.P .. + · · · + Jú. I'• = ¡,· />¡ 

('orno por drflnición la t.•conomia de" subsistr11ri<1 1•:-. 

A = A.,, + .~h + · · · """T" .-\,. 

lo nli~nu> su«ede para B •.... K. Cualesquiera deo las <•C"uacioncs purdt• drclurirst• de 
la surna df'" las otras_ Est,~ sistema tiene. eontonres. /.; - J ccuacionrs. l<-t,... f¡ur a su 
VC"7. tlr1cnninan k - l pn•cios relativos. Los prec:ios M' expresan en lt~rrniuos <le una 
tnercancia elegida corno unidad de medida. cuyo precio es igual a 1 t lo~ precios 
sirn1pn• son relativos: la noción de precio absoluto. rn catnbio, no t ic•n•· srnt.icio). 



L~11n ch· In:-- c-frrtos <le• lc1 apariri<-)11 ele• 1111 .-xc·c-tlt•1ttc• :--e• 1l1•ln• a la i11t rocl111"dci11 111• 
la noción ele• procl111·tos de lujo; esto c•s. p101l11c·10~ 110 c•s,•11c·i;1)1":--. Lo~ prod1u·tn~ cl1• 
lujo se clcíi11P11 <"on10 los que no son 111 ilizo11los ni c·o1110 i11:-.t n111u•111u:-- 1lc• J>H>dt1c:cicl11. 
ni c:orno 1nedius ch• subsistcncin, rn la prochu·t·iú11 •h· uttu:--. J.::--ti1 c:ah•goria cl1• 
productos no ¡>uc•dP C!'Xistir en el tnoclu ch· :-.11hsistt•11cio1. y;1 rpu•. pu1· 1•1 hrcho de Sl'I" 
f~I CXc:Pclr11t<" ip,11.ill a cero, por hiJK)tc-sis 1·•1da nic·n·ann"a 1ic·1w. <1 ht \"c•z. c·I pa¡u.·I dt• 
produc-to y de• i11!-itru11u•nto ch~ pro1l11c1:iú11. 

Los prodt1("1t:J:-- ele• lujo 110 intcn:ic•oc>11 e•11 la dc•lpr111i11•11·i1l11 d1• 1111 :--ist e•111c1 de• e•c.·114..1. 

c:ioncs; su paprl c•s puran1cnle pasivo. Src1ffa din· e.pu· si d" 111101 de• las c·cuncio11PS 
rli1ni11ár.a1110~ u11;1 inc·ógnita (por Pjc·1nplu. <"l prr«io de• 1111 hi.--11). l;u; e•r11ncio11P:-
n·stantc'!"> (·nnti11uarian forn1ando un sistt•11101 ch•t1·1·nli11aclo. q111• itclrni1i1"ia loas 111i"-· 
111as sohu·io1u•s que• rl anterior. l~stu 110 uc u1-riri.1 r11 1•1 1·•1:--0 d1• 1¡111• e·li111i11ára1110-. 
un bien c•s1•1u·i<1l (Ps drrir, un hi'"n c.ptt· 1•111 r•• Pll 1'1 ¡uud111 c·i1)11 ol1• lodos los hic.•11t""'· 
directa n i11dirrc·1a1nente). 

Sraff.r\ no:-- prr~rnta tlll rsq1tt•n1•1 dr•I prnc·e"M> t•c•J11c)11ti•·u 1·;1rou·1c•1·izado por L1 

c1pari<"i<i11 de• 1111 l"X<"Pde•ntc.-. :\la11ti1•111• loi l1iptllc-:--i"- cl1• 1¡111• 1a11tu l<t prod11c<.·iú11. 
por un J,,cln. «01110 c.~1 «011ju11to cll" lo:-. 111C"dins ele· pro1ltu..-i1ºu1. por c·I ulrn. c.•sl;Ín 
cons1i111ido!'- por las 111isn1as 111C'rca11«Í.I'. P1•ro. a .lifc·1 .. 11c·i•1 ole• lo que• orurn~ rn t•l 
pri1n1~r c•s1111c·111ct. sr ~upon<.• cpu• 101 r•:--tn11·111ri1 11•1·11olti,1?,i1·;1 1•-. ol1• 1HI 1ic1tund1•z¡1. cpu• 
lil ca11ticlo11I proclucida dr ead;1 hi~·11 JHIC'tlt• .. e•r 111.1~·c1r o 1µ.11.11 epu· l.a 11-.;ul<1 ro1no 
tnrclio tic- prcnl11c-rión. 

El -valor- ele• la producción (c.•s clc-1·11·: prrc·io!'-. p111· • ;111t1d•111t• .. fi!ooic·;1:-. d1• ¡.HIJ· 
durto) su¡u•ri\ 011 clP los co~tos (pn•c·iu ... pur c.·otntid.ulo·,.. J¡ .. ¡, ..... clr• h>!oo 11wtlio:-- •l•• 
produr1.·itl11). r•1zt)11 por la cual sr cli:-.p<u11• .¡,. 1111 c•xt·<·d1•111r. El :-.i:--1P111a de c-c1H1· 
c·iones c-011 rl •1111· puede expn~s.;1rst• '"'""'"" 1•:-.q11c•111a olc•11•11ni11.1. ... ¡111111t.rí11C"a1ncnt<·. t•I 
co11j1111to ele• los prrc·ios rc>lativos y l.;1 1•1:--01 J?,l'IH'Titl ele• µ,•111.1111 i.1. E~1.;1 tasa gent•ral 
dr gauanri.a f"S la 1nanifestaricin t.lt•I lwd1u ele• qt11· ··I t>xn•.!1•1111• ''> l1t•J1c.'"ffrio) S<" cli~
' ribuye•. e•11 t•.;ul<t a1·1 ivi<lad produc·t h·"· 1•11 prop,>rc·ió11 4\I .. ,·¡1lur .. clt• los 1nt•dios th• 
pro<lurcitio ulilizados. Igual que rn c·l 1·~•1111•111a a11tc•1·iur. clr11ul;11111l~ porra la t.;1s;1 
de ganancia ~· c•I si~tetna de precios ele• prod11c.«"i<i11 M" t"S1·rih1• 1·011u1: 

(A.,P.,. + B.,P.,. + · · · + 1"·.,1'1r)( 1 + r·) = .. ti~. 
(.•lr,P.,. + 13,,p,, + ·· · + ¡,·,.p,,_)(J + r) = JJJ>.. 

(A11:P.,. + B11:Pa + ... + /ú,P,,)( 1 + r) = ¡,· p,. 

Como sabemos. además~ que: 

B ~ B.,.+ lJ,. + · · · + B1o:. <•te. 

tenemos. al 1ncnos~ una desigualdad estricta. El sist<·1n;1 1·0111 irnc- l.· t•cuacionc.-s 
independien1<'"i!i., que determinan si1nultá11ca1nentr los k - 1 prC"t"ius n~l."ltivos y la 
tasa de brncficio. 

Sraffa ah.era el supuesto ac~rca lit• !<.r1h1rios, que• habí.a e-stahlt•rido ru los e.los 
primeros ~quemas. Ha.sta este n101nr11to se ha supul"Sto c¡u•~ los salarios está.11 
representados por los medios de- sub~istencia necesarios par.r1 los trabajadores, de• 
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1al 111ot1u•r.a <p1r los sitl.ilrios intPrvi1•1u·11 Pll 1•1 si!'<11PUJa <'11 t•I 1ni~t110 plo111n <1uc~ <!I 
nuuhuslihlt~ c.le los 111oton•!'<I~ JH'l'll, c•11 n._•<1lid;11l. lu!'<i !'<!<1larins pncc:h•11 c·o111Pl1PI" no Milo 
al 1•lr•11u·11tu sh•tnprr pn.•sPnh· de· la SlJhsi!'>trtu·io1 (r¡ll<' c:•s ronstanh'). !'<iillo. otc.lenHl.s. 
a Hita ¡1artiripació11 tlrl PXn.·rlr11tc· (q111• •'!'> \"arial1l1•). 'l'•t.I vez lo •neis 1·u11V<!nirnt.<• 

fn•nt1• n situación ~wria dividi1· <'I ~i\li11"io 1•11 :-.u~ piirl<'s cornpo11c11tPs: ··~ cll'1·ir. scg.1iir 
tratando a los bienes 1wrc·snrio~ para la M1hsistt>11cin de los trahaj.adorcs corno 
1nrdios de· producci1'>11 (al igual •pu• c·I n1111l111stilil1') y. al cl•!llU'nlu \"ot1i;1J.h•. nunu 
(>arte• drl excr.dcntc d<"I sbt1•1na. 

Para p\•itar 1nanip11l<1r 1•) cu111·rpto 1 radi1·i1111al clrl salario~ Sraffa J>Tt·íicrc con
~icl1•rar ;1) salario c.•ntt·ro nunu ':ariahl1'. •·~to··~- <·01110 parte <lcl rxc·rcl1•11t••. En r.stc 
t·~•pu·11H1. l.;1 li\sa d<' sal•trio ~-la l•1si1 th• p,it.11;111•·iot 110 sr tlrlrrtnin.a11 ~i111nh:í11c•anH'nl<• 
¡uu- c•I :-.i:--ternn ele• 1•c-11a1-io11PS t'll las <¡lll' .. 1 111i~111u ··~quc·rna se t'XJ>11·~•1. pllt'htn que 
1111a dt• las dos 1nag.nitt1dr~ M" dt•t<"rr11i11a d1~1l1• 1•l 1•xtc.•rior y, la ol1a. t'll función clr 
lói pri111rra. En estt· <"<1:--0. SraJfa ,afirina: ·· .. ¡ ~i~ll'nla purdc n1ovc·r:-.1• 11u1 1111 gr•ulo 
de· lilu•rtad. y si una dt• l.1~ \·ariahlrs si- fijo1. Ja ... d1•11i;is Sf' tija.nin l•1111l•i•~11-- . 1 

.-\lu>r.1 hic·n. ~¡ Ha111;1n11>~ /_,,_ /.¡,.. /_, ;1 l.1~ • ;1111 idadrs <lad.t~ ,¡.- 11 ... hajo dt· 
1·alidi1cl u11ifon11t• (y 110 "" f11c·c1a d1• 11·ilhi1ju"·. , ••llH1 .alg1111os a11lt11•·~ -.0-.1 ic•1u•11 ele· 
111c111rra c·1·rú1u•a) y u· a la lil~.t 1!1• ~al.11i11. JH•l 1111i1l.;1cl d1• t1·al .. 1.i••- o•I -.i~l•!lll<t clt• 
pn·riu~ 11<• prnd1u·rit'u1 ~·· IJl••-.1•111.1 d1• l.1 -.1j.!11i1·1110· l111111a: 

{.·\.,/~. + /J.,J•, + - · ·-+ 1,·.,1•, 11 I -- , 1 ~ L.,11· = _.\/~, 

(.-\,,/~, + /J,.H.,.. · · ·..,... /ú/', ){ 1 + ,.) + /.,,11· =U/',, 

(.r\,.J>,. + JJ,,J',. + ··· + 1,·,/'4 )(1+1·)+ L1cu.·= /,º/', 

Si s•• iguala t•I pn·1·io dt•I produc·to 11rtu µ,luho1I a 1. lt•11cltl'IJ1u .. 101 ~igui<•nh."" 

<'<"U<icitln adicional: 

[A - (A .. + H,, + - · - + .·\,,)]/'a + i/J - t /J.,+ JJ,, + · · - + IJ1. )} l'i.+ 
- · - +{A' - ( ¡\·,, + ¡,·,, + - · - + /ú )] /', = 1. 

El sistC"tll.it. constaria c•11to11<"rs e.Ir I> + 1 1•l t1011·iu1u•!'<I \"l.-+ 2 vari01bl1•s (c:·s decir. J..-
1•n•cios. <"I salario u.· y 1., 'ª"'"ª clr ganancia 1·). El ~istr-1.,.;a tiene un gracln tic• libertad 
si se establece, <"'XÓgenan1••nt••. 1111<1 de"" las V•1l"iahl"~ ,;1, .. clis1ribuciú11 (so1lario o tasa 
<Ir ganancia) como variahl" dt• dist ribució11. 

t~no de los asp<•clos irnporta.111.<$ el<" la ohra el,~ Srnffa. es <¡ur.introduce una 
particular unidad de flH•dida ele los valon•s J>•1ra c·o1nprcn<lcr la nat ural,·za rlc die-ha 
1nrdida. <"S nrcesa.rio n·frrir~f" a Jos intentos d1· Hic·arclo por rxpli<·ar la 101sa genc:•ral 
d<."" ganancia. a partir dt" la tasa dr ganancia •1111· ~t"" forma en la aJ!,rin1h11ra. Si se 
achnitc (con10 lo hac<• Hit-ar.lo .... n su fon10!-ioPll~•1~·0 ch• l 815)2 qur c•n la agricultura.se 
producr un solo bien (digamos. f'I trigo) y qnc· las subsistencias ele• lo!" trabajadores 
agrícolas tan1bién cstrin ro11s1ituidag sólo poi· c·~c· hien (d trigo)_ c•11toncc..~ la tasa 
d~ beneficio en la agricultt1ra. es decir. la rc~ladtin <"ntrc el produc10 agric:ola corno 
excedente, y lo que ha sido anticipado. con10 subsistencia para los trabajadores 
<tgricolas. pucdt~ calcularst" directamente con10 tal sin nccrsidad dt· rc•c-urrir al precio 

ISRAFF'A. Piero Prodl1cc1rin dr 11Jrrrancia." por rntdro 1/r rnrrcnnrlcu. Otko.--. Barrrlnna. 1966. 
J• 28 

7H.l(~ARDO. Dnvut ~ un c:uay ora thr 1n}11trncr CJÍ 11 1.-.u prrcr o/ curw on th• proj1t,.. o/ stock" 
FCE. ~1c.ixico. 1960, pp :¡ .:zT. 
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dr los hirtu·s. d;11lo qut• lo!-> <los 1e··11nit1us clr In n•l;u·ió11 su11 fí~i1·;u11r•111t• lun11og(;1l,.o.., 
1'\:<>Í, <'n PI ~p1·101- agrit·ola. la t;as.it de• ,_;a11<111cia 110 \.·a.-ia n>1110 n•!->ultado d<' ca111hioi-. 
Cll los precios n·l;iti\."n:-.. "'i110 nunu IP~11l1ado <le co11nhio~ t"ll los ,..;d.r1rios rr<1l~s. p ..... , 
c·omo la 1 aso1 d .. IH•1u•ficio t i•·1tc• q1u• s<·r la 1nisn1a, igtHda a las 1 asa~ de b<'11cficiu di' 
los distintoi-. SPrtfffl'~ con J.;1 que M' lijil Pn la agricuh11ra. 

!\lalthus pu:-o t'll e\"idenria 1111 in1portantp defecto d(' c•stc razon~n1icnto. J>;,.r;1 

,~).no exislt• 11ingti11 sc•c-11>1" rro1u-l1nic-n. ni siquiera PI .-1gríc-ola. t•n rl nial rl capil.rtl 
adrla11tado y todos los rl'!-'11)1;ulo._. dP l."1 producc.·ión sc> dC'li1u1n Pll h<1st.• a un ünic•) 
y rxc·lusivo prod1u·to. Lo~ si\laTio~ 110 .-s1;i11 constituidos 1i11ica1n<'11h• pn1· trip,o: lo"' 
trilhajadort•..; •"C)Jl!',lllllf'll t;i1nhi,;11 al,1.!.1111os l1ic•nrs 111a1111í.;1c·111ro1dns. J-:-.;e1 !-<i,l!.11ific;1 c¡u.

,.¡ <"álru)o •IP l;1 1 0t!',a d(• ln•1Jt•flriu i111pli1·.;1 la t·o1np;u·•1• j.)11 clo• itJ..!,H",l!.iHlo-. d•• biP11P-. 
hetrrogc;llPtJ~ (1·01110 •·nn1p.1rar e•) proelucto, los salarie,~ y la i11\"l..'rsió11 lut.11): pc·ru. 
para c-onl)>.itTar Pl"'-tns hir111°!'> he•t•·ro_l!,1~111•0!->. hay qur coll\"<•rl i1 lo~ a 1111<1 ntis1na unidad. 

c··o11 1•) li111l1· ~11p1·ra1· ··~le- pruhl.·n1a. Hirardo prrtt·11di1l 1•11cu111rar una u11idad •h· 
\."alor capaz di' 1111·dir. <·orno~; ~1· 1 ralara do• 1111<1 sol;1 <"itntidad. la 1nas<1 d<" los hieorH"!-> 
lic•tC'rogénPu"' prodta·ido~. S11 lt>oria n·q111•ria de• u11a ni.edida de valor <¡11C' prnni
ticri\ c:ot1'-"••11ir~,. 1•11 1111a s1111pl1· 111 .. dida hornog,;nra. a11oilo,l?,a a Ja unidad d1• 11·iµo 
ele.• su 111orlrh1 !'>in1¡1l1•. 1•11 1lu1uh• J,,.., µ,1·11pos hrt1•rogP11t·n~ olt• los hir>111~s ~(· r(•pa1tc•11 
hajo la furni;1 d.- t•·nta .... ;r)a1io~ _,. l11·1u·firio!'>. Ahu1·a l•i••n. lo~ hie111·~ hl'IP1·0,1?.l·11,.•)~ 
p1u•dt•11 t•n11\·1·11irsr Pll n1r;1 1111·•li1l,1 l11u1Jt11!,t~llf'íl 1•11 f1111ri1~11 ,¡, .... lls n•liic·i11111·~ de• 1·a11l· 
hio Pll t•I nu•ri ado: e·~ clt••·ir·. c•fl f11110·i1J11 dc- los prc•("Íu~ ro•J,11 ¡,.u .... Pt•ro 01q11Í ~'llJ!.'" 1111.1 

c·ornpli<"ilf"ilin. yo1 qui· t"~lo~ pn·c·io~ cl1·1n•111lc·11 d(' la lil!-.<I di' µ,.a11a1H"iit. 
Ant•• ··~te• pn1l1l1•n1a •. ·\1!;1111 Sn111h i11tP11tó íorrn11).;11 1111a t1•oria d .. J ,-nlor 1rah;1io. 

Par·a <"'Xpli.-;11· c·I \.".'l)or ele• 1·;1111hio. S111it h ~'" ~itüa en 1111;1 -.oc·il'<lad hipot•~I ica do1;d•• 
lodos trabo1j<111 y 1·a111hia11 lo~ prod111·1os de• ~u tr;11Jaju. E.11 rsta soriPdad. Jo ... 
prod11c10!'> clc·hc>n c-a111hia1M' t•n f111u·i1)11 dt• la cantid;tcl clr· lrahajo necc~:o;ario parit !->ll 
prochu-ri1-l11. pan1 qut• f') !->i~t.-111¡¡ .¡,. • "111lhin:-o puP<la ft111<·io11ar. 

:\1 cJ,•fiuir !'>11 n1odrlo . .-\ditllt S111itli pirn~it c•n llll 1ipn pritniti,·o dr sorit•d.111: 
pf"ro los snc-icllop,o"' co1111•111po1".;i11•••1~ h.111 dt•n10~1r-;ulo 1p11• PI intt>n:-arnhiu pl"i111i1i,·o 
('!;. nn1y clif••r1•1111· rlr lo q111· 111•1110 ... i1na,1?.i11•ulo. En n·oilid;ul. hay qur ll1•µ,.<1r q11i..t..;i ... 
hitisla la 1•cu1111n1i;t pn•«apil<1li~ti1 P•".'' ('llrontrar 1111 nu.JClo de \."i<l;1 t•IJ 1lo11d1· •·I 
trabajo gast;ulo c•n la produn·ie.>11 d•·tl'nni11t• las relac·ioru•s dt• catnbio. 81nith. por 
t'"1 contrario. pic•nsa quf• su propi<t •·xplit·;u·ión drl \."alor 110 ri-:. \."ii.lida para la econon1ia 
capitnlista. Para cstP autor. en ,•fpc·to. si el precio natural de- una tnercancia fu<>ra 
igual al 0101110 de los salarios p¡1gados para obtenerla. todo seria muy fo:ici1. l "11 
objeto pagarlo dos veces n--.<is caro. SC'rÍa necesarian1entc- un objeto que ha costa.do 
dos veces rnás trabajo. 

Pero rl prrcio incluyf" rl hf"nrficio del capital. ;.Sr ptu.•de decir que el hcnc-fido 
del capital sea la remunc-ración df" una clase de trabajo: el de dirección ch· la 
empresa? :Xo. ciado qu«" las ~ananc·ia~. para Stnith. M .. fij;,.11 con1pl<'ti\Jll<"11ll• soh11• 
el 1nont.o clrl c·apital cmph•aclu y ~on 111ás o n1enos 1i<'"tt.~rininantes. de acuerdo a la 
extensión del capital. Por lo antt•rior a Sn--.ith no ).., pan•c<" posible sostener <JUC'. 
en la f"COno1nía que tirnc h<1jo s11~ ojos. los \"alore:-. <l<' can1bio de los producl.o~ 
se dctenninc11 por sus costos en trabajo. Sin ernhargo. intentando mantener una 
relación entre ,._alar de carnbio y trabajo. declara hnaln1t.•nte que el precio nonna) 
de cada. objeto corresponde a la cantidad de trabajo quca se puede "encargar-; es 
decir. se puede cornprar con otra 1nercancía. Esta e-~. a gra.11des rasgos. la fa111osa 
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tl'nria 1lt·I \'alor 11rtb,;1jo 1•11c·or11r.11datla u 1•1u·,;11·Aada n ,\rl,;11n Stnilli. 1"11 l;1 1:1r;1I PI 
pruhlr11101 111• l<1 i1111·rrl1•JH"t1<l1•11cia, r111rc- l•1 l<1Sil 1lr ga11anci.;1 y Jo.., 1•1••1·ic1 .... toda,·ia 
110 s1~ l1a rc-:-.1u•ltu. 

Pitra 1-v·11rralizar su rnodclo si111p)r 111•1 t rip,u. llicardo t n1h; cl1· 1•1wo111 ro1r 1111 
.. pntnh1 i11v.1ri.;1h1'• d1• v.;ilon•s.,. qur p1•rrnilirro1 PVilar 1.il:-. co111plic;u·iu111"s •l1• la i1111•1· 
depe11dc•nria 1•11t1r lo~ pn·cios rcla1i\•os y 1<1 t<i~.;1 1Jt-. ga11a11ci.r1. 1~rolJ1; cliv1·r~a!-i id1·a~ 

(corno rlal1or,;n 1111.;1 T1•oria drl valor 1rah,;1jo). p1•ro SP clio r1u•nta d1• q111• lo~ valoff"S· 
lritbc1jo 11u r1•f11•j;u1 1•x.;irtanlt!Ulr los prrdos n•lativos. lnl<'lllÓ 1a11il1i1~11 lorn;ar 1111 
bien ... 1111•dio" nu110 pal rún. pero 1lrs1·uhritl qui' por cslf" c.;11nino tJ<> l1Pp,;1ria 11111.v 

)pjos. E11 1•f1·1·10. rr·~pPcto a esto sPi1ala. l'IJ ~us l'riuri¡no ... -: ··1·11a11do los bi1·11t'l'o 
\-ariitS«'ll 1•11 ~11 \'.;1lor n•litti\'O. srrí.rt dt•srilhlP averip,uar con 1·prtt•z.a t·1i;ÍIP~ t!t• 1•llos 
hilj;1ron y 1·11,¡jJ,•.., l'o11hit•ru11 rn su valor TPal. ~- •·llo sülo podría lograr~•· nu11¡1.11·..i11d<•iol'o 
su<·.-?.i\'a11u•11t•· 1·011 ··i1•r1a 11u•clida 11or111otl i11\·.r1riahh· d1• ,-alor. 1111•· 11•1 1l1•!,.• f'S1i11· ... 11. 

jt•ta a 11ill,l?,lllli1 d1• l~t~ f111c111cu·io111•s il las e 11.illPs rst<Íll , ... xp11P~lo~ lo.-. d1•111;i ... hic-11r'l'o ... 
l),•sgr.;u·i.;11l.11111•11l1•. •1,l!l"l'J!,.il ni,·ardn: ··1·~ i111po:-.ihh· po-.1·•·1 1111.il 111•'1• .1111 .·a,¡,. 1• ... 1a 
1·).rtst·. yo1 •pu• 11" 1•xi-.1o• 11i11j.!,Ún l,j1•11 q111· 110 l'ol' li<tll•· 1•xp111•s1u 01 l.1 .. 111il'o111.1l'o vad;i
l'ion1•s q11r• l.1 ... • ., ...... • 11yo \·;ilor ljlll"íf'lllo-. d1•11•r111i11•1r: o l'ot"'.il. 110 l1a.\' 11i111?,•1110 q1u• 111.1 

f'Slf~ 1•:i.:p111•-.111 •• ll"IJlll"Jil" 111~il'o (J llll"llOl'o '''""IJº pa1·a Sii p1·od11t·1·i·)11" '. 1-: ... 1., icl1•;i l.1 
l'ot>St 11\"u 1•11 -11 1il1 i11111 11;il1 .. jo r~crito. 1¡111• c·1.1 llllil rru•dida P"' ÍPrl;i 1lc·I ,.,,¡.,,-· ; 1 

l.<t ¡,¡,.,, .¡,. H1• .11do d1• 111ilizar 1111 .. hio•1111u·tlio". n>1110 pa1nl11 d1• '"""'· 11·s11rgi1·;i 
d1•l'oJHH~~ n111 S1.11í;1. J-.11 1•íp1·10. 11ol'o d1·1nul'olr<H;i <'Ú1110 lid l1ic·11 JH11•do• .. ,.,. • 011t·rl1id11 
1·01110 1111 l1i1•11 tOlllJHll'l'olu y u1ili;1.oulo c>n 1•1 a11cilisis de l.1 di~1rib111iú11 d1•l i11grc• ... o. 

1'11 un.;1 i•p111·.1 .l.ul<1 y 1·11 1111il <"1·01101ni.;1 IJlll' 1n·od11<·l" bi1·1u•!-i rc·prud111·il1l1•s. l-: ... 1.1 

c1u·sti<)11. i111port.t11t1• 1•11 t""I plano gt•111·1·.al. 110 l'S tn1~(_·t·1ule111otl par;i S1·.;1fl"a. ya q111• 
t•st1• a111or l'oc;)c1 ~·· 1111••n·11¡1;1 por f'Studiar lo1s n•la("io11rs ••111 r1• lol'o 1111•1 j,1 ... _,. 1•l 11ivc>l 1l1• 
h1s variahl1·~ 111• olil'o11"ih111·ití11. ru.;ilrsc¡uiPra '11"' ~ran los Íi\Clorr~ q11c• loil'o dPtt'l"lt1i11.111 
y il<'11Í('fl l'oUJJ11• Sii \·arii1dó11 . 

.-\horot l1i1·11. Sr.iltí.rt sr p1·opo1u~ an,;1Jiz,;tr los <'Írctus d<"' 1111<1 vari,;11 i1i11 d.-1 sal<1rio 
sobn• lul'o p1·1·1 iul'o ·' l<t 1.1si1 de• ga11an1·iH. si ).;¡ lasa de ganancia , • .., la 111isrna '"" 
toda~ l.rts ra111<1~ (t'l'o dr1·ir. haciendo una hipótesis dr prrra11ció11 d1• l.1s ta~¡¡s). 

Supo11(_'. ,¡¡.Jc•111;i~. q11•· los rnétodos d<• produrrión no se• 111odifica n y q111• las ca111 i
dades prud1u·i1li1~ ··~1-111 ciadas. Bajo rst.a~ t·o11dicionrs Sraffa h11!>-1'.;1 1111<1 11u""rca1wia 
qur. a11nqt11• .. 110 l'ot•ria n11·nos susrt•pt ibl.- q1u• r11alq11i<"1· ol ra. par¡¡ 0t11111t•111 ,;u· o clis
tninuir rn rl pr,...cio rrspPcto a <>Iras 111C"rC"<llH·ías i11divid11al1·s·-.r. co1110 11·~11hado dr 
1novin1irt1lo~ 1•11 1·1 so1lario. st>a una n1Prca11cia tal. que- supi(._~ra111u~ 1 011 1·1•1·t,•2a q11.
C"sa .. fhrc111it<·i011 tc•rulria su origen rxd11:-oiv,;11nentc- en las p<•culiaf"id.;11!1•:-o dt• la prn
<lucc-ión d1• l.a 1n1•n·•1111·i.;1 qur estaha !'>it•11clo <·on1parilda con ellot. y 11n 1•11 las dr su 
propia prudt1<'<·i011·· -" agrPgando que: "':"o rs probable qur. purcla P11co111rarse una 
mercancía indi,·idual qur poseyera, ni .si1pii<'ra aproxin1ada111rnte. los n.•quisitos 
necesarios.-• 

Pero se" p1u•dt• con~tn1ir .. una n1f"rcancia compuesta-; es decir. u11 agr<'gado d1• 

3 RICARDO. º"'"·111 /'rrnrrproto dr rro11nmin p11lilrca y trrbularrón !\IPX1<"0. F<"El960. pp 
273-311. 

4 RJC.AHDO. Da\"1d •·"\';1dor absolu10 y '-·alor dr ramhio··. Obr11 ... y r11m ... ¡u•111/1 """ /\". FCE. 
Méx. 1960. pp :¿¡:1-:u J 
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1n1·n-¡a1u·ias 1•11 <londr las 111i!.nH1:. rn<•rcnncias qur í1,r1110111 <"I pru1l111·10 i-.1· vuc~l,·;i 11 
H ••uc·1.u1l n1r. c~n las 111is111;1s prnporrio11r:.~. c<Jll los 111.-dios d<• produ•·1·i,'J11 di>) ap,rr
A¡uJo. Srafía llarna a eslc• agregado nir:rca1u.'1ll-paf1·1h1. drsig11a1ulu nu1 J;1 .-xpn~sió11 

·''·"''' 11111-pulrón al conjunto dt• lots industrias que t i<>1u•11 n~spousa hilicl<td <"11 )as pro
porciolu"s que pro<luc<•n did1a n1ercancia-patró11. 

El plantcarnicnlo fonnal de la construcción clP J¡¡ 11H·rcil1WÚ1-1w1nj11 1•q11ival(• 
.a 1•11c·o11tr;1r 1111 conjunte- d<• l.: 1n11ltiplicadon•s ad(•1·11.ados (q111• i-.1• 1""·•11•11 lla111;.1r 
1¡,,.•¡1,. ····'14) y aplicarlos. u•sprrli'-·anH~ntr. a l<1s p(·11.ilcin11r-.. de• pnuli11 • iOu1. l'll l.1s 
nu·rc;111cias -a- ..• .,- ....• ··k ... Los 1nuhiplic.adurrs. alin1101 S1·01ffa. d .. l .. ·11 !'•'r 1.1h·s. quP 
lói!' 1·01111 iol.adPs r<"suh a 111t-.s ele• lai-. varias nu•r1·.a11ria:-. 11ta11I t•11g.;u1 1'111 r ,. !"-¡ 1., .. 111is111as 
p1opcu·1·iu111·~. 1•11 c·I pri111<·r 111i1·n1bro dt..• J.a ip,1101ldad (co11111 p1od1u·111!'). q111• la:-. qiu• 

1110111til'111•11 t•n el total d1·l :-.t•g1111do rniernbro. c•u cJi1:ha iR11aldi1d (n•llll• nic•dios cle 
pru1f111·1·i1)11)."8 Esto ~iguific·a 1pu• p) porceul<tj(•. por c•I n1,;1) );1 pn>ol111Ti1'J11 de t111;1 
1111•1r-a11c·ia excede Ja cantidad <fil(' rntra en r) co11j1111to tlr los n1l'clios •le• JU"ud11ccit)11, 
~•·ro-i i~110tl para todas las n1rrrancias. Sratí"a llanw :1 <'!'-1(' pu1Tt'lllil.it• ,,/uruiu-pulrtin 
-~· lo clt":"oip;na C"Oll la lc•t r;1 U. 

)i.;,ju 1•s1as rondirionc•i-.. r) sisl<"tna q ptu.•<lc- Pscril1iri-.1• n111111: 

( .·1,.q .• + /1,,,,,, + ... + ""4.t/1. )( 1 + Ji} + ! ..• ,,. = .. \,¡., 
( B,,q,. + JJ,_,,,, + · · · + l11..q1c )( J + U)+ L.11· = fl•/" 

P11cl<"111os definir la unidad Pll la cual los 11111llipli1·oiclun•s c•s1oi11 t':'\PIPi-.;ulos. llH'· 
1lio1111r """"' rruarión adic·iunal c1uc incorpor<" la <'<H1Clici1h1 dt• q11f' l.1 1·a111idad dP 
1101h.;.tjo 1•1nplrado. 1•11 PI sis1<•n1a-patrón. sea la rnisn1•1 qur rl ~¡~11•111<1 1 u111 !'"lo: 

l.,.q., + L,,q,, + · · · + l.tt/1. = 1 

T1•n1•n1os asi 1111 ~i~1l'lna ele· k + 1 P<"uariotu·s. la~ 1¡1u• d1•1t•r111i11.111 J.· 11111ltipli
c·.;11lun•s. _.,) resolvrr PSIP sist••nu11 de €"l'Uacion•~s. obll'11t•111us 1111 ,·011j111110 •IP 111it11rros 
p•H~• loi-. 1n11ltipJicadon~: 

11lnt1•'"ros que Sraffa aplica a las ecuaciones del sistrn1a de produrriú11. (Pero c:s 
rvidPntc• <JU<" el sistema concreto de que se parte cornprende sólo r.r1nH1s f111ula1nen· 
tal~.) Aplicando estos n111ltiplicadores. Sraffa t·onviertc- el sistf•n1a n.JtWrPto rn 
!">is1Ptna-patrón, de la siguiente 1nanera: 

qt,. [(A .. P .. + B .. Pb + · · · + J<\ .. P,,.)(I + r) +/..,u-}= q1,,.·\I~, 
qt IC .tl&P .. + n,,p,, + ... + J<\,,P1c )( J + ,.) + /.,,u:) = "'"ll P,, 

01• aquí. Sraffa deri,·a el ingreso naciomt.1 patrón q11<" adopta co1110 unidad dc
nwdicla 1lr Jos salarios y d(• los precios. para el sist.etna dt..• producdó11 original. La 
1-cuación c~stablPce que c""I pn•cio del producto neto <"s igual a 1 y se· n•c•rnplaza por 
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l;i siguic•ntc• 1•1·11acic>11, do11d1• la:-. 'I' rc•prc•:-.1•11t;111 11ú1111·1••,.. • •J111u·idus. 111i1•111 ril!oo 1pic· 
las 1' son vari;iltl<"s. J"rnrn1os así l;1 1't·11;1ci1i11 •1•li1·i1111.1I: 

(e¡:. A - ('l:..-1. .. + '/Í.-"b + · - · + 'I~ .·\1. )) P',.+ 
+¡,,;,u - c,,:.u .. +,,:,¡Ji.+. - + "r n" >J '"· 

Esta Jllc'r«ancía "'rornpucsta·· <"orrespondr al p.;11 ni11 ,¡,. lus salarios y los pr<'1·ios. 
La intro<hu-rión dr la condirión dP nonnalizac-i1i11. l"ll ··I ,..j,..1c·1na-palni11. c·stahl1·n·• 
ahora l.-+ 1 rruacionrs (l.- rcua1-io11C'S d<• prc·riu:-. y urw '"' 11,;u·i1ín dt• 1uJrllli1lizarii:i11) 
y k + :! i11njJ?,ni1ai-. (k eruacionrs d.- JHrc·io:-. .v du-- \,11i;il1lr•,.. d1• di .. 11"ih111·i1in). El 
sish•1ti;1 siµu,. disponi<"11do et<~ 1111 yrtuln ,¡, /Jiu r/111/. · 

E.u 11..•I :-.i:-.11•111a-pa1ró11. la n•l.;u·i1it1 c·ntrc• e•I pnul111 I•• 111·11> ~-los IJH•clios d" pro· 
cl11cTÍ1Í11 ¡u11•elP c·alcularsf" 1•11 11•n11i11os fJ,..j1·os. 111u·-..1 u rp10• ._,. 11,;11 it di" do,.. <ign·gados 
c·11 lo:-. ··11;1 l.--. J;1:-. 111erTa11t·ic\s son i,1?,11.alt•s. Bajo t'!-.1," p•'l ... (11'• 1 j,·a. l<t 11u•rc-;111n".a-pal nl11 
c·c¡11i,·al1• ;11 ··1riJ?,o- df•I prirnet Hic·anlo. ('011 l•1 111•"1• ;111• J.1-¡1;i1ni11. Sr.affct n•suc·lvc• 
~c·,)o c•n 1•art1•t•l ¡irohl<"1na que• Hic·;inlo 110 pu•I•, :-.u¡u•r;i1. ;11));1:-.ar1lc-.J 1 riA<> <ti 1rab;tjn 
i11rnrpo1.;1•l11. 

l~i1·011clo.•'ll l'Ír1·10. h11!-1·.ah<1 1111 p.i1ln)11 q11•· lu1·1.1 111\,11·1.1l•l<'l<11l1u p<1r;1 1a1nloi,, .. 
r11 las 1 •H1di1·io111•s cit .. produc1·iú11 clP In:-. 1111·1·1·<1111·i,1'-. , .. 11111 p.1ra l.1 .. , 1111.Ji• iu111·s ,¡.. 
pnul11c .-¡,:.11 •lada!-> . .-ucuulu ~·· nHulific-a l;t di!<-1 J"il•IH i•>11 ,¡,.¡ i11¡!,11•.;o_ Sr.11ío1 oil1.-1111lu1i.-1 

la lni~1p11·•la d" 1111 patrúu invariable•. ("Ull rc•:-.JH'C tu .1 \.1r1.t• ic1111·~ c•n l.1~ • 0111licio11e•!'
clc• prucl11c···i,;11. e•ncarninando su i111álisis 1i11ic-a1t11•1111• ., J;1 l11"1,..1p11•da tlr 1111 palrtl11 <I•• 
pr1•1·ius qnr ..,,.;, ··jnvariahh·-. ruando l<i dist l"iluu·i1i11 d1·! i11µ.n·~o \"aria (nJ11~idl'ra11do 
fflll' las 1·011didonrs dr producrión el<" las n1l'rc-a111·ia:-. 1• .. t•i11 dadas). 

Así c·cuno la lasa ele gana11ci;1 n•suha1111• flc•I c·11lli\"111h• trigo se• uht•·11ia. ¡w1·a 

c•I prírnc•r H:in:irdo. dr la tasa de ganancia. qu<• 1•11 c•I '.'oi:--.1c•111a·patró11 :-.e' 1nan1if"llC'" 
ro1no n·l;11·iú11 1•ntre cantidades dcA mercancías. <"11 1•1 ._¡,..lt'llHt <"Íc•rli\"u ~'' uht('t1tlr;Í 
de• la rc•l;11·i1in dl' los valorrs agrc•gados. ~1.a~ c--s1u•e·ific·a1111•11tr. ~¡ rr<-unl;1111os qttt• U 
rs la rrlariün qu<- sr rstablccl'. rn c·I sistc1n.a-piitl"c)11. 1'11111• 1•1 pnul111·1u 11e•to y los 
n11•dios ,,,. p111cl11cció11 (lo qur irnplira. <•11101u·c·~. l.a 1o1 .. ~1 ,¡ .. ganan<"ia 1noixi111c1 pi11·.;1 
c'I sis1c·111.i rc•cd). c•11 Sraffa la rotntidad total d..-.1r,¡ihajn e•:--. icu<1l ct la 1111icl,¡id (salal"iu 
y tasa •Ir !"'alario coinciden). Por ro11sig11iP11tr. la IÚ!'-.1 '11• lu•n11..•firio pn•\·alc·c-ientc_•('fl 
PI ~is11•111c1 n·al l"Sl.ri dada por r = ll( l - u·). 

Ül"sp1u··!-' 1!.• ciernostrar que c_•I sistl'n1<1-pat n)n 1•s 1'111in1. Sraffa utiliza abundan· 
tcn1e11tC' la rc•lación entre la tasa de· salario .'" la l<i:-.a ole• ganancia. po1ra al¡u·ar 
múltiplC"s prohlemas teóricos. Así, por cjernplo. analizad raso donde sr fabrit-an 
n1crca11cias <·on medios dc producción diferent~ y '-'' 1n••p;;un1a ró1110 varían los 
precios rrlati,·os de las mercancías. al cambiar la lasa fl1· ga11a11cia. 

En la '.'o<'gunda parte de su libro. Sraffa rst u<lia lo~ rnu·vos probll'tnas •111r sur~..-n 
al considC'rar la existencia de ramas con productos r111ilt 1plo·~ ( prod11rc-ió11 'u11j11111 a) 
y capi1 al fijo. Además. Sraffa introduce el factor tu,.,.,, 1'11 ~11:-. análisis y c·unst ruyr 
nn sist••n1il clr l'cuacioncs rnás complicado. <"n clondr. al P:o;t;tr dados lo~ si\larios. por 
<"SI<" 1nis111u lircho quedan detcrn1inados tanto los pn•c·io~ dt• todas las nwn:arH:Ía~. 
como la 1 asa dP beneficio y la renta de las tierra.~ c.t .... ,·ali<lad diferente. 
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Capítulo 1 BREVE HISTORIA 
DEL ÁLGEBRA LINEAL 

LOS SISTEMAS DE COORDENADAS V LA GEOMETRÍA 
ANALiTICA 

En 1•) ai10 de J6:17 René Descartes publicó, rn rl apCndicc dr ~11 Fh .... 1·11r ... o ,Jr:/ 
.u,·101/0. r:romclná, ·~n 1lo11dr colocó todo el campo de la gcornr1 rfo dií!ooit"a al •d
··ann· 1lt• los algebristas. Cna de las caraclerístkas del pcnsa1nir111n t •H"lr.siano 

•·r·•• 1¡111• .-vidcnriaba Unit .. finalidad cósmica ... es <h•ci.-, tenía el prop1)si1u ,¡, .. genefl-

·r.tli:.!ar y ahsolutizar. Por lo rnismo, se dio a la tarea dr pe¡-seguir urw fi~í1·;1 general 
rapa;,e ele rxplicar cornplrtarncnte todo lo que rncierra el universo. 1•11 Jo1 1iPrr.a y 
f'll lo~ drlos. n1C"la qu~· rn•yó alcanzar en JG•l4. r.on sus Princi¡no ... ,¡, /., /ilo.-;ofi11. 
1>1-s•·arlrs considiPraba co1no un modelo de la ciencia at1uella tpu· ,¡¡ •. t.11.i -.u:-; pn•
n•t)los lógicos y sir·viera como un método general c.h_o anoilisis, basii11du ... • :o-ul1u~ tocio 
c•u las rnatcrnáticas. Con tal meta y a fin de <.."Stablc.•ccr Ja relación c·111 n• J?.t>Ulll'-ªtn"a y 
álgebra. lomó lo mejor del análisis geométrico y del álgebra, corrigic."ndo )n!>o defectos 
drl J>rirnero por el otro análisis, el algebraico. 

Descartes aspiraba lambién a una. "matemática universal". qur t1•ndria que 
explicar ... todo aquello <1ur pueda preguntarse acerca del orden y d~ la nwdida, no 
importando que Ja medida pueda buscarse en números, figuras, astros. sonidos o 
cualquier otro objeto"'. Matemática universal, de la cual "las matemáticas"' (en 
plural) constituirían la envoltura. 
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J.>csc;1rt4~ JHll·ticipü. así~ c•n la r·c.vnluru;,, 11111/nnrílir.u, contribuyrndo a Ja uni.>11 
del álgchra con lit p,eo111••tn·a. En su libro (;r·orr1rin;1 no \•c1nos rjr.s ••rarlesia.nos" poi· 
ningún lado y allí no derivó ecuaciones <le J;¡ lú1Cil recta ni de las secduuc:-. cónicas. 
aunque aparece u11a ircuación particular dC" sc•gundo grado, que él iuterpreló co1110 
una sección cónic."l. En Gconu:iná, Descartes aplicó el álgebra a la gcornetrfo y 
esto aparrcr fundan1Pnlado corno un rntitu<lo. 

Por ac1ucllos ai1os otro notable rnalern¡¡liro, Pierre Fermat.. ( l fiOJ -1665), f1w 
leal con los idrale> griegos del conocin1iento espr.culativo y de los placeres intel<•r· 
tualcs. Estudió lit.-ralura griega y escribió poesía. Ferrnal "sabía griego antiguo y 
conocía profun<larnPutc las obras clásicas griPgas de Euclides, Apolonio, Diofanto. 
De este 1ilti1no r<'ll.·orrslruyó obras perdidas y. romo consecuencia, escribió Ad loen~ 
tl solidos ;_..agngt. 1.o:;crita. antes ele 16:17 y publicada pósturnatnP.nte en J 679, dourlf• 
.aparecieron los furularnt•ntos de) 1néto<lu de las coordenadas r11 forina rnás clara. 
En su n1<.-rnoria ap.arrre explícitamente la cr11ació11 de la rcct a.'" 1 

Otros 1n.a1r111:it i«os ch• esa época cont 1 ihuyeron lan1bién al <lPsarrollo de la p,1'· 

01nrtria a na lit ir· a. 1 "no rlf' rlJos, ,.J profrsor 11r1~rlandr;s Franciscus van Schoot.en, 
dio r.n 1 fi.l!J l,;1 Vt•n.iU11 IJ1tina cfr la Gr·ouu l1·/t1 ele• Dt•M:-arlcs, haciC"11du los «on1errl<U· 
íos p<"rl i1u•11tc-s. Po!-lrrionn<"Ul<' Sl' clrdin) ;i difundir y perfr<·<·ionar el 111étodo rl1• 
c-oonh•11•1~la:-.. 01~1 ··•1111f, f•I d<• s11 rransfonna<"icin. 

Pintura de- Frans Hals 

Poco después de mediados del siglo XVJJ aparecieron publicaciones como el 
Tractatus dt: Scctionibus Conicis (1655) de ..lohn Wallis y, poco más tarde (J65~J). 
el neerlandés ..Johan De Wit..t publica Elr:mr:nta curvarum /incarum. Estos dos 

'KLINE. Morris Materndtrcaa para los cstvdrantea Je Humanidadea, Mex, F.C.E., 1992, p.258 
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ln1bHjos n•gist.ra11 u11a f11rrtr i11flu<•1u.:ia d1• IJ••M .1111•:0-. 
Por 1ih.in10, la idr<1 d1• <·ooni<'lliHla:-. 1•11 111di11w11~io11<tle!-. ( R:1) i1p<111•1·i1i <~11 

c•srrilo de> PhilJipc de la Jfirc {l().J0-171.-.:.i •·11 lf17!L amH¡UP sus iclP<i!. 110 se :-.is· 
lr111at.izarou sino IHl!-lit 1·1 :-.iglo XVIII. 

m;~= 

llos¡>ilal de la Claridad, París 1635 
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En sintt•sis. t·o11 el dr~a1·ro\lu d•·I 1111;1ndo rlt• 1·oord1·11<1d.11~ SI' susl it11ycron los 
puntos por parc•s dt> 1ni11H·1·u:-o tlnl1•11;-iclu~ ;.· las <'lll"'-'.'.1~ pur· "'·11;1cio11es. (~011 ello.-"'' 
da han los pri111rros paso?. pi1r<1 l.1 ··11>d1ffc·icln'' d1• la µ,•·11111"1 rl;1 al <íls.;ebra. 

LA MATEMÁTICA. EN EL SIGLO XVIII 

EL SIGLO NEWTONIANO 

Este siglo fue- llcunado .. sip.,lo ch• J,,~ luct>s" ... sig,lo d1>I il11111inis1110". ""siv,lo t.h• la 
ilustración- y ·· siglo ch• la r<lzón"" F11t• 1111 siglo 11eowto11iatlll. por<¡lll' )i\!'i leyes dt• 
la rnec<inica pPrtnitieron 1 r<id1u·ir .-n rt•11t1ciorir.-. d1f< n 11rH1h ... los tnovirnientos clt• 
los cuerpos ceh•stcs. En t>SC t ic111po ~" logró "vrr·· la lii~t oria ¡Hrse11t1" y f11tur<1 dt• 
los fcnórncnos rnccánicos. los qtu• ha~ta <-M• 1no111cnl() piln•c-lan <•sconrlrr un sccn•to 
inviolable. 

La 1nccáuil·a le dio un 11otahlr i111p11lso a la 1na1t•111;iti1·a <lc·I siglo XVII). cl<1ho
rando 1111t.~vas rarnas y an1plian1lo la~ a¡1licacioncs. El ;1\'a11n· dt.· los dcscubrin1.icnto~ 
técnicos conlr;tsló col\ el é~ito tll" lo1s aplicariorws, al mi~mu tirmpo que :;ubsis1ía 
una gran 1Jcbilidad conceptual en Jo~ fund.an1cntos teórico!'. t.h" las 111alrrnáticas. 
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Las id,~as d1· S1•wlo11 y J • .-iluiiz !-.f' dif1111.Ji .. ru11dt1n111IP1·1 sip.,lo XVIII t'JI forn1<1 
n111y lent.a. drhido ;1 !;1-. 11u1;u·io11cs i1111sua)Ps y distintas y a su 1°1"-po1·:idira publi
cación Plt 111cnuui.1!'> <1i!-.lad;1s y frag1n1•nlari.ils y ta111bié11, e11 gr1u·r·;d. dc!bido a q111• 
J;1s con1u11icaciont>!-. di' t'M' 1 it>111po 110 pl"nnit Í4111 1111a rnayor vc·lociclad Pll la difusió11 
dt• las id1!as. Lo:-. JU-irtlf•r·ol'- 1•11 ;1plic-ar PI nikulo f1H'ro11 Eul<"r. C:au:-.:-. _,.los Bernoulli. 
t~nt.re ot.ros.2 

D11r;111t.r l':SIP !->ig.111 hubo ianpur 1 a11lt'S ;n;a1u·P!'. Pll .. J df•saJTnllo ,¡,.) ;ilµ,t•l,r·a. )a cpu• 

finaltncnt<~, i111pll1it;1 '' 1•xplicita11u•1111•. ~Ptviri.a co1110 lu•rr<1111iP11la JJ.11.1 f") 1•s111dio 
tk• la ec.011on1ía. 

ANTECEDENTES AL SURGIMIENTO DEL CONCEPTO 
QE PETERMINANTE EN EL SIGLO XVIII 

En C") iiti"10 ch· líi~:L 1•11 111101 1·it.rla q1u· Gottfried von Leibniz <'Jl\·i.1111 ;i) rnarquc:s 
Guillnurne de L'l lupitnl ( 1(i()1-1701 ). <irpu·I c•:-.r·ribió allí un si:-.tr•111.i dr• 1 n•s er11a
r·io1u~s. ron dos i11c 1'..,L!,11i1 ;¡., y 1·011 cuPri1·i1•111 e"!'. .. 1111111éri1·1ni" a!Jsl ra1·1 º"· • 11111<> siJ!.,IH•: 

10+ ll.1 + l:!J1=0 
:!O+ :!J.r· -t :!:!y= O 
:to+ :11.1· "':~:!u= o 

l.«"ihniz ohsPrVÓ 1p1•· • .1d.1 111l111e·ro c0Pli1 ic•1111• l•"llÍil do:-. t_·;"·.;1c-tc•n•s: PI p1·i11u·1-c-> 111;1rc•1 

1•11 <pu: Pru<tritj1¡ :--1· p1·,...., .. 111a: rl sc•gu111lo 111iln·;1 .-. q11t; l<>lra 1u·rt•·111•ct•. J)es¡H1<'•1" 
pro«rdid a cliroi11a1 y. ¡ai111PJ'illl1t'lllP. y ,J.•.,,p1u·-.., .r. ho1sta dc•1110:-11·a1· •pu· si 1•) sistrrno. 
1c·11i.- solución l•·11l.1 q11", 11111pli1:-P: 

10·:!1-:t:!+ll ·!".! :W+l:!·".!IJ :\J=lll·:!:! :J:!+IJ :!I :Ul-.·I:! :!l·:Hl 

que• t•quividi.r1 .1 l.1 • 011.Jic 11j11 d1•l d1•11·1111111.1111 .. para u11a 111<tt 1·iz de• e •u•hri1•11t<>s qtu· 

~e clelu .. ;111ulai-. l.01 •olllól 110 sP pul1lictj :-i11u li<t:-.la J~.JO. por· lo q•u· 110 i11IJ11y<i l"ll 

1 ro1bajos post1•rion•:-. 
Los dPt<"r111i110111l 1•-.. <1pill"t•cÍC'ro11 ta 1nJ,¡,;11 por Psa!-> Ít•chas 1·11 lo-. t ra l1ajus dt·I 

rnatcmát ico japont.'•:- Tnkakazu Seki ( 1 <i-1:!- l 70t'):'l 
Por su parte" PI in,L?,J.~s Edward "\.Varing (17:J.l-17!:6). indc•p1•11dil'11IP1ll<'lli<' de• 

las invcstigaciorws d1• Christian Golc.Jbach ( 1 füJO- I 7fi.I ), quit•n ;ifin11a1 a que lodo 
núnrero par r ..... ftJ ... ,,,,,,, tlr dos 1uíu11 rn.« ¡u·11110 .... y Jodo turpur no ¡u-;11111 ,._ .. la stllllfl 

de tres FllÍTnt ro . .;; ¡J1·11110 .... larnbién Pll íur111<1 cll' conjl'tt1ra expresó t•I 11•01r111a rclati,·o 
a /a desco1npo.•Hc1ó11 dt todo nú111cro ru """ . .;1111u1 de potc11ciu . .; 1/r 1y11rd r.rponcnlr. 

probletna qt1<" no fue 11•s11c-lto f"U ou¡iu~ll.;1 c;pont sirio a principios dt• t•sl1• siglo:1 Su 
a.1nigo .John Wilson ( l 7·11-17!1;\) t•:-.crihiú 1111 1t·on•n1a <Ir cong;n1t~11cias. 

~En un trahaJO sohn• r1ik11lo 1ntt•gral. l'u-rr•· S1111011 l.aplact• (174f>-17H:J} ltalO d1· sJstenHu. 
t.lo.~ t•cuacione:s l1111•alr:- t•'JHI H•u.lo o•I traha.10 d•• l 'rauwr. p••ro t.an1h1e11 t•11t1nC'tci ~· probó la tel-!;la 
Jr inlcrcarnhio d•• .¡,.,._ rnh1111n•'-"' adyaro•n1••:- tlo:'I "•"l•'rllllllilflll• C'arnbia c•I Sl)!,f\O. :-· 1110:-1 ró que 1111 
drlernunnnLe C'on cl1.,._ rnlu11111a!'> lineahn••nt•• 1n•lrpo•n.J1rnto•:- .. s igual a <"t"to 

3 FH.AJ.EIGll. John ~· BE,\tlJU·:t;AUD. lfa:-111011.!. Al91hr.1 l.tri•ol. 1:.1 ,\.t.11!'<011-\\.'esh·~· 
Jh.-roamericana. !\fc:'"1ro. 1!_11'9. p 188 

""UAOINI, Jos•~. 1/1 ... tnnu 1/r la ...... 1t1trn11itnn" J:.t lit•d1s11. Barrrlo11a.l!l7!1 T 11. p. 110. 
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\\-.,11·i11p. s.- o•·upá ele las 1ra11~forrn.acio11t•..., d1· l'1·11.11·icHu•..; ~· IJ,.,.,,, .... " 11011dJ1,. 
las n·li1•·iu11•·s <>11tn• los cuPfi1·i1•11t1>s dt• 1111<1 1•c11;1t·i1í11 ~- I••~ ~11111ils dt• J .... 1'"1""' ,,,-. 
1lt• iguoil 1•;-..:pone11lt." dt.• sus r;il1·1·s. r<"f¡u·iollt'S q11t• 111oís 1a1clc 11:-.cu·ia J.;i,e,1·•111)!,t'. 1"11 
lc--on•rna 111;is d<" \V,ilring 1•slitl1h·c .. rpu• PI prud1u·10 dt· lo~ cu,adr;ulos .¡,. 101~ 1.1ÍcPS 
dt~ 111101 •·1·11,;11·ió11 1•s pruporci1111al il) pro<luclo dt• lo:-. v;ilon•s de l.a f11111·i,"u1. p.1r-a 

los ceros dP la clrri'-'iHfa. '1'Jt1J1hit:11 si..' ocupó ch· la ~l"parou·i1j11 de las n1Ít"1•.-. y dt• J,1 
aproxi111.1dl)?1 ele raíces co111plc•jas, eucontr;índosf' Plllr•· :-.us psrritos t•I c·rit1•rio ele·! 
l"oci1•1)11" p•11"<1 Ja C"Otl\.'<"J"P,l'IH"ia dt> )as scrirs Y la Íf

0

JJ"llllli,1 d1• i011'1"po)ac·i1)11. t¡tlt" 1111",L!,U 
•lc·sarn1ll.arío1 l.agraup;c.:' 

Por 1'111 i1110. Gabriel Cra111er ( J 70·1· l 7.'"j:!} l'~l 11dic"1 f'll Íorrna .-s¡H·•·i.il J;1 11'111/,1 

d1• • 111"\"a-. pla11as. J."ls q1n· c1 .. ~.lr1·ol!ti si~l(•rn•il i(·a1111•111r. IPÍc·ridas 1·11 , ... l.1 e a~u ,, 
u11 ~¡~11•111.1 adt•cuoulo clt• n""'ÍP1·t•11cia. En la d<"IPnni11."·i1it1 de lo~ 1 •H"li• 11•1111'-. .¡,. 
l.;1 c•t·11.<t1 i1i11 el<• 1111<1 •·11rva .1lµ,1•l1r.ilie·a c·11 dorul1• ~·· coruH·•• 1111 111í1111•n• ~11f11·11·1111• de• 
p111110 .... poi la tjllP p;1~a. 1110 la rrylu 1·nno.-ida poi· ~11 11c1111bn•. E<:-.1;1 1·1·¡.da P"rlll.llc' 

n·~oh·c·1. 1111·dia11t1• :-.f'r·i.-:-.. ,.¡ (J1lll>l1·111a d1• !a i11'"· .. :-.1 ÍJ.!,<H i<_jll dP p1111los ~i11µ11la11• .... '· 

PRIMERAS CLASIFICACIONES DE LAS SUPERFICIES 
CUADRÁTICAS 

L.1 p11111 .. 1.1 1·l;1-.ifi1·011·i<i11 ,J,- l.1~ -.1ip .. dicic>~ 1·u;11lr·.íti1·;i-... l.1 i.¡.,., Lc•t)11h.11•I 1':11/1·1. 1•11 
~11 1 .. :-.:111 /,,trod11rt10 111 11rudy ... ort1111 1ujiuitoru1r1 ( l 7 IX). l.a clasifi1·,1c],;11 •li· J-:11!1•1 

t•r;1 p;111·( id;1 ;i la q11•• .. ~1.1h!l·ci1i J)p \Vit1 fHira la~ ~r•-.-io11c·~ t·c)11i1·.1~. ( \111 l•oi~·· •"11 

1•1a11t••r1c1r ••-.111dio. Eult"r • orisid•·ni la c•c11ac·iú11 rlc• ~•"J.!,ll111lu ~radu t"ll l ft• .... \"ilfialol··~: 

l"Olllo l"f"IH"C'~l'Jllati\"i\ dt• 1111,1 :-.llpt•tfici<" d<" n:J. J)io ÍorlllólS C"i\IH.Í11ic;1..; p.1101 

s11pt•rf1ci1·~ _,. 1110~1 ró cc)1110 n1t ;11· y 1 1·;1sladar los rj•·~- par.1 n·d ucir c11.dq11i•·1 1·c·11011·i1i11 

dada •' 1111'1 forrna ca11ó11i1·,1 cuino 

.-1p:..! + IJq'",l + (',-.! + ¡'-· = O ti.:.!) 

l ·11 .111;íli:-.is dt• lo~ ~iµ,110~ de• los lllH"\'os cu<"fit-il"llll'~ clell'rr11i11aboi f'IJ q111~ c;1~os 

l.a <0 1·11.;i«i1",11 dada r<'pre~t·111ah.1 1111 1•lipsoide. u11 hipc•1huloi.,l1• de- u11a o olu:-. hojas. 
1111 para holoiclc Plipt it"u o hiperbóli<·o o uno de los ca~os d<>gcrH•rados. E11)1•r no 11~c.i 

rxplicita111e111f• valon•s propios. pt!ro dio 1111a fónnula parit la rolariú11 dt• los cjl"s t'll 
n:t. ("l>lllO funciones dt" t:iPrtos oingulos t. Dcspt11~:-. rno~t n.Í cü1110 <'lt·giz· ··so~ 111i~111us 
cíngulos. para qtn• los roc•ficirntcs /.J, E y F fueran ccru. 

~1bul .. T JI, p. 116. 
6 r/nd .. p.IJ7. 
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Cnrr..-•rl.>1 .... ,.11'•.>"n" C>f ....... b "º'"""S' ohe Tuol .. •>r• on .>O J.,,... 179:. 
••lo<n í•om an """'" .. 1 b> Ru.., .. .,, r • ..-.. , 1•-1179J. 

Th., "'''' or '""'' d,.nl1n¡: .,, d.,. ... ,..J b7 Woll••m llos.o.,h 1•691'· nt..oJ ''" 
h•• ramoul orn1••••"1< •Gin L .. n.,·. Obl,. 1on could be bouslU auho:oush '' IS'\'nc"•alcd 
._.,,....,.pa ... ,.,. .• , Uos·.,•hd .. r"''"· 

En r•I :--ip,lo XVII. Ja g('0111<~1ria ;111alítica y los 111étodos i11ri11it<"si111af,•s habían 
sido iu:--1 nHll('lllos p.ara la :-.olución d<· prohlen1as gco111ét ricos .Y para 1.a i11vP:-.I igackiu 
de fa:-; l1•y1·~ 11.1111rales. fH"ru 1~11 r·I siglo XVIII d ;urcíli:-.is. si11 dt>jo1r d1• 1n·nsr•J?,11ir 
f"SOS firu·s. i-t• l'~l11dic"> por sí 111i~1110. 111ir11tras .si..• co11tiu11aba 1·1H1 "' 1•st11.fio d1• lo~ 
fC""nci1n•·110~ 1Jólt11r.'ll1•:-. con clcsarrullo~ Jllle\·os y prohlc111a:-. itllalí11 .. o~ .. \ firu·s .fp 
siglo. rst1• ,·ariÍclrr· 11<• 1<1 Jl1illrn1;it i1·., 1•r;1 puran1rnt1• nlgor"Íl rni<·u. alrn11za11do n·r-i1:11 
e11to11n·~ la in1purtaucj;1 que a.ntrs :-.ólo l<'llia. la grornctn'a. 

1-11 
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LA ECU A.CION PEL PLA)'·lO BN ff' 

Jncob 1-lerrnann (IG78-J7:J:l), en 17:12, dio una deli11icicl11 para 111 PC11ación e.le u11 
plano en R 3 • El plano en R 3 que pasa JHH b = (b1 , b~. b;i), con vPctnr ortogonal 
disti11to <h'! cero d =(ti¡, ti~, t/3), es el co11j1111to dt• tocios los pu u tos X = (:1· 1 , X<h x:i) 
<J'H' satisfacen: 

d · (x - b) =0 (J.:!) 

( J..1) 

l IPrtnann pudo así <lt·tc•rininar la po:-.icici11 d<"I plano l"O<Hd<·1i;1do l"OH el <¡ne 
11·.;d1<1jitha: 

~ 
J,1¡ -i- 1/j + "~ 

l'llr ut r<t parte Gnspnr<l Ñlonge ( J 7.1(¡. 1 ~I :-.... ). a hrw~ del :-.iglo X\" 111. rdacionó 
l.;1 p1·11iu·itin de u11 pli1110 f"lHl los trc~ pla110-. • ounl1•11ados ;..· dio ).,._, f"u~•·11os ele los 
.;¡ngulo~ que forrnil el plauo <.·011 cada uno d1• 1>s10!-.. llarn.i!do!-. '"º·"' 110 ... rlirt.'clorcs. 
'.\lu11gc· participó c•11 el gohic•rno 1·cvolucio11ario fr,u1n"s corno '.\li1ti!-.I n> d" '.\Iarina y 
sin·ici il :-\"apoleón. siendo non1brado senador \·i1alic·io. 

6 
GASr .... o MONGI 
N.,._ Vo•l r.,h•.~ l•b•o"" CollO"<"º" 

Podernos decir ciu<'" t'"l siglo XVIII fue el siglo cld algorit1110. t·11ando tanto el 
análisis como el álgebra adquirieron vida propia y t.iilerou a toda la matcn1át.ica de 
un carácter formal, aunque no cstrictatncntc riguroso. El anñlisis se• independizó 
entonces de la geo1nctria y, en cierto sentido. tan1bién de la ciencia natural. 

l..n gcornelría analítica y los rnélodos infinitesimales habían sido inst rurncnlos 
analíticos para las solución de problen1as gco1nétricos y para la i11vcstigación de 
las leyes naturales. En ese tnistno siglo y sin dejar de Jll"OScguir r~o~ fines, los 
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111n1<•111;í1 icos siguieron 11101 iv;i11do~t· fºll la P,t><J1111·1 n·a y 1•11 los ff·11•j1111·110:-- 11a 111ralt>-.;. 

cn•n11rlo 111u·vos d<!S<trrollos y prol,lt·111.1~ ;111;ilit ico~ . . \ firu·~ ,J,. i-i>!,lo ··~11' 1·;i1·;i1·1c-1· 
pt1r;:11111.•1111• ;dgor·ilrnico d1• !<1 111at1•111;i1i1·a :-.e f1u: p1·1·11it•11do, 1·na11do la g1•011u•tn';i 
volvió •1 p•"llPl.rar <!ti el c;111lfHJ d1• l.i 111all'llliÍlica: JH'IO aho1·a, con la jp1·;1rr¡ul<1 •le.• 
J.?;l'OIJH•lria _,. <·011 uu grado •h· al1~11·;ic-.-iii11 111ayor. 

l.a liµ;11ra rcpn!sc·11tativa d1·I pc·riodo ;dgon°l111in1 1"111• Leouhnrcl Eulcr (1707-
17S:J). <¡11i1·11. adcn-i<is de la 111at1•11i;í1ica. cultiv<j l;1 fi~i.-.1-JlliLl<•tn:itica y 011·as disi-j. 
plinas. iru111iPt11drs que co111pa1·1i1:i •·011lu:-.111atr·111;ítico~ fr;¡11c1•s1~s q111• :-.ob1rsalit•1·on 
Pll 1•l1;1 d111·•111IP rl periodo cu111pn·11dido 1•11t n• E11l<"r y <:;111:-.s. ~\I igual que- 11111t hu:-. 
1n:1te111;i1i,·o:-. dt• lot i·puca, l.'11 ··,·J :-.i~lo df• la raz('.111·· 1-:ult•r dcpo¡.;jló 111i;1 t•xc-rsi\.·a 
co11fiauz;1 t'll la rnatc·n1;ifi<"il. ;..·o :-.1• d1u!t; t•n c·~P 1i1·111p" oh· q111• toda f'C"1J;u·ici11 alµ;•·
hrai("a hi<'t1lpn· lrnía sohl<"i(JIJ 11i ,¡,. flllf' tuda <"c·uaci,J11 dift·rc·1u·i;d podía i111 .. gr·;irM'. 
con10 01hi1nisn10, r.I q11t• c11alq11iPr .... ,¡,.podía s1111H1n.e. 

La of,ra 1lr Eulcr, su (}¡u r11 (}uu1i11, 1"0lllJ>rP11d1• (1</ 1·nhirnr-11c.'> p11blir<1do-. y su 
rrcopif;u·i1i11 llt~vó n1á.s dr ci11<"111•111a ;1Úo:-.. 

Fonn.1do en el ambic>ut<.' dP Jos BPr11011lli. Eulcr. r¡i1ic•11 nunca fue pr·ofesor. clc··
sarrolló 1111a intensa activida1l cit·ntifica gracias a la protección dC" let.s cortes tle 
San Pctcrshurgo y Berlín, do11d1· publicó 1nud1isi1nos artlc11lus y dio \"ida n es
tas acadcn1ias durante rnuchos ;u-1os, easi sin coJ¡¡bon:1cilifl de otros 1nate1n<Íticos. 
Cuando q11rdcj ciego, en la t'iltin1a rnitad de su vida. ol"i(·taLa sus trabajos él algl1n 
colil borador.7 

Su ;t("livi<lad se n-ianifestó t'll todos los c:ar11po:-. d" la n1ate1n.itica y ciruci.as 
afines. Sus 1ne1norias (más de 1nil) 1 ratan de aril n11~1 ¡,.<1. 1 •·ori<t dt· r11í11u.·ros. ;i]gt>hra 
y c.;i.kulu dP probabiliclildl's, 1.·oíkulo infinitrsinial ;.· _l!,PO!lH'l n'a. nwc-ii11ica ll'Úric:a y 
aplicad;1. a:-.t rononu'a, física y geodf'sia. 

En cilgPhra, Eulcr <lio inétodos originales dr. 1·li111ina.-iá11 y desco1nposició11 de 

-r,b,J., pl 19. 
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fracciones parciales si111plt•:-.. St> ot·up,) t•11 J.!.CIH 0 r;d de las 1·c·11;u·io1u·:-. 1·011 la cspr.1·

a11za de hallar un 1111~lodo gc111·r«tl péll·a n•:-.oh:Pr ec11.aciones dP ¡..!,rado a1 liitrnrio, en
co11lra.1uJo sólo 1111 proc:edi111ie11to para l<':-.olvcr ccuou:ioncs hasta llf' n1;11·to grado. 
Expuso sus tnétodo1> para d1~sarrollar t>O st·ries el valor 1lc )."ts 1·aíc,.s. q11c laula 

itnportancia aclquil'iría poslerionncntr. •·n la lcnria ¡..!,Cnerétl •IP las ••c11ario11cs al¡..!,c
braicas. 

Su /n.lroductio iu anal.1¡~is infiuiloru"' ( 1 7·18), de dos vohin11·11e"'. 1•:-. 1111 tratado 
de~ gcornctña analitic<t plana y del c1>p;1<·iu. f'll !-ill forn1;1 actual. l11l 1od11jo las coor
denadas polares, );1s fórr11ulas dr t ra11sfonnadci11 de c:oordPnadas y la:. propiedadt•s 
generales de las <"llTVas algehrai<:as. hasl a la:-; ch~ cuarto p;rado. Se• 01·11p{, ta1nbié11 
d•' la i11tersecció11 de curvas y su1u·rfirit•:-.. 

"Thc f''t<l<>rJ' ChohJrcn· f<om Tlo,. c ...... - .. "' r-.1.,1o., ... Ltt~•. 111,. Tl>c 
""'"'ª"fo•,.,, .. "º'r.. "c•c D•~r••~d '" ·~•• "" Gco<p v.· .. 1h• 11110 8 1•)61. Tl>c 
roc111to: .,,., .... , '"º •1un•cd chol'-1••" '" lr<>nl .,r •he moll .. hcrc 1hcy are cmplo~Ñ. 

El concepto dr vnlor propio, ;1¡Mn·t·ió por pri11u.•1·a "\"l'Z c'11 1·,.J.arió11 cou la 
solución de ec11:H·io11r:-. clift•ri•11«Íi1l1·:--. E11 J j.¡:J Enlt·r inlrod11jo f'I llH;todo nonnal. 
para resolver una <'•·11,¡H·i,.)11 diíc·ri·11cial di' 11~c··:--i1nu onh·n. con C'Ot.•fic:i<"lllc•:-. «onslantes: 

yl") + ª••-1!11 .. -1¡ +. + u,y111 + OuY =O 

usando íuncio11c...'~ dt• ),1 fonna 

y(f) = (\f. 

donde,\ es un v;1Jor propio <lt· 1<1 c·1·11aciún caraclt•rlstica 

="' +a .. _ 1 ="- 1 + ··· +n1.= +au =O. 

Esta es la tnisrna c>c:uación que se oht icne al hacer las sus! i l u e iones 

{ 

u~ª==yrl·)_ 

y .. = ~,t··-11 

( l.G) 

( J.7) 

( J.S) 

(1.!l) 

reemplazando la 1inica ecuación de onlc.-n 11 por u11 sistc111a dr 11 Pcuaciones de 
primer orden 
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ADRlfN• .... A.••f llC:.lNDM( 
0..-...:1 s-or,.Cou...,,.0" 

{ 

YÍ 
y~ 

y~ 

y, 

11.-. 

Y> 
( 1.111) 

y c.al<·11J;1111ln la <'Ctl.at:ián c¡¡ract1~rística, de• la 111c1tri:o-: dt.> cot.>íicicnlrs dr 1·~11• si:-.11•11H1. 

J(AN lf RONO D·AteM8U'f 

,,.,.º...,. º' c .... 11•••• 

En el año 176~J, aproxin1ada111entc, Lagrang<• dio una versión más explicita para 
hal1ar la solución de utl sistetna de ecuaciones diferenciales por medio <l<' las raíces 
]atentes, que es lo equivalente> a la ecuación carac:tpn'stica asociada a la 1natriz tic 
coeficientes. El sistcrna particular <le ecuaciones diferenciales surgici ch•) cxan1c11 
de los .. 1novimicnt.os infinitesimales" de un sistema n1ccánico, en la vecindad del 
punto posición de equilibrio. 



l·Hi BREVE HISTORIA DEL ALGEBRJ\ LINEAL 



BREVE HISTORIA DEL ÁLGEBRA LINEAL 1-17 

Capítulo 2 :I-IISTORIA BREVE 
ACERCA DEL ORIGEN 
CONCEPTUAL DE LOS 

DETERMINANTES 

L;, 111a1c:111•lti<:a d1..•I :-.iv.,lo XIX SP puede c:.;u<1clrriz•u por lc,<i si!!,t1ir1111''"' ro1:-.µ,os gp1u·
ro1lc~s: 

1) :'\I co1npás tlt-1 µ,ra11 c\t>sarrollo cit>nlílic·o y t pc·111>lúg,ic·c, 1lt>l :-.iµ,lo. \,, .... 111<1\t>1n.;i1 i«us 
Psc·rihi~ron 1nilc•s dt• an indos. t.•11 pnrt.ic1tl<1r solH"r drtt>r111i11a11tt•:-; y 111.it 1 it·c~: 

2) St• crearon socic•1l.1d1•s y n•"·islas espPciaJlz,u\.1~ t•fl 111.1\1·111.it i··a:--: 

:\) St• c·clelH"aro11 \;,~ pd1111•r;1s Heunio11e~ ( 11.1cin11;, \1• ... t• i 111 t•111a<·io11,, \, ·-.) ,¡,. 1natP11Hi 1 ic·a~. 

El Pri111Pr ( 'onµ,rr:--o l11tt·1·11.1cio11a \ c!P :'\li1t1•111.it i1 ,,.., • •·l••l11.1do "li /'.11t" h t'I\ l ~q7. 

lial1ia ,¡,...,ar1·oll<1do 1·11 \a11.1s 1·a111;1:--: 

11) :\1·it11H:1ic<1 y l<'tJ1\,1 d1• 11Ú11H•1os: 

/,) (;1•0111ctl"Í<1 .-lt·111••11l,il. a11.;d\1ic·.1 y dt'!-.l"1iptiv.1: 

') :\1J!,..-b1".1: .... 
,/) (",i.lndo tliÍPIPll• i.1\ 1· i11t1·µ,.ra\. 

'I-•·-·-.-..-- ...... -.-..- .... - ......... _ .. ,_ .. -... -, ....... _, __ , ... ___. .. _ .. _ ..... -.,_,,_ ........ ---·-·-.. ·-~-A,.,.._. ........... -i-~ ... ,,,,,_..,.,..,.., ... ,.-,,u.a.o.L-U!f 

Lo~ dclcnniuanll"s y las n1atriccs no inlh1y1..•ro11 pr0Íl111tla111t>nlt· •·11 ,.\ curso <1<" 
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lils rnilff'llliÍli,·;1s. ;1 pr.sar dt! su 111ilid;ul par;1 :-Of"f\·ir ··111110 PXJ1n•.-.io1u•i; r·ornpi1r l;p; 

y de" qur• l."ls 111.-¡lrict•s sugerían rl ,·011rr•plo d,. grupos ,.,,,..,.,.1u.-.. :J p•11li1· rlt• /u:. 
cuales sr~ podían rlisr·cr11ir lr•orctnas gr•11t·1·;dt•:-> parC1 la JJH•1Jt.:io11ad;¡ lrorla de gJ"llJJo ..... 

De cu.alc¡uirr 1nodo. siguen siendo h<"rr;1n1it•11t;is rn11y 1irilt•:-,. lloy t~ll día son pnrl~ 
fu11cfanH!lll<1l drl <1/Htralu de las Jll;tlr"JJJ,ilic;ls. 

ORÍGENES QEL CONCEPTO QE DETERMINANTE 
El couc<•pro cJ,. d<'lcr1ninnnlc se origiucj cuaudu :-.P lr•1l,;1jah.1 r-11 J;1 solución ,J,. 

dctcnniuado.-. prohl<"1nas, <'Xpuesfos .-¡11111 f'll fonna r•sr¡11<·111.-í1ic;1: 
J) E.11 Ja :-.oJ11ci011 dt~ sist.r~rnas dr• f'f"ltar·ion«s litH'illt>:-.: 
'2) En l.1 rr•ori•1 rl<' Ja C"Ji1ni11.;1cir;11: 

:J) E11 lo-. prohlt·u1<1s dr• la rr.-in-.fon11;11 iú11 d1• r·1•urd1·11.1d.1.-.: 
,, ) En 1•l carnhio de v."lriahh·s .-11 i111,•g1·.il1·.-. 1111il1 ip/1••-: 

.~) En /;1 ~ .. 111.-iciu dr• !-.istr•rr1as .!" 1•,·1.··1·icJ111·~ .Jif1·1p111 io1I<'~. /.,-. qur a 
origir1;11011 ;d 1•.-.111di;1r 1•J JJJtJ\'iJJIÍPJJlo p/;11ir·1ario: 

íi) E.u la rt•d11rrió11 de fo1·n1as 1·11;1droit1c.1s d1• In•,., 11 111.i-. \'i1rial>/1•.-.: 

7) E11 Ja n·ducción dr l1ar.r•s dt• forn1;1~. 1 ;a forn1.1.., 11on11.dr•:-.. 
(.'on10 ~1· \"io t"JJ J,a !-.r•cc:irin •1111 .. rior. l'!'-fu!'- ".-.111dio.., /111·1o•FI l.1 co11ti111101cit)11 d1• J., .. 

q1u• ~,· l1ir i1·1011 •'11 el siglo X V l l l. ,1 p.1n ¡,. dr /;1-. •IJ"" l.1< ior11· .. d1• ( '1a11l•'L B1°%olll. 
\';u1df"rn1011d1•. Lagra11gr· y Laplac1•. 

La i11lt·1·prrl.i1<"ión dr• 1111 dPl1•n11in.1r111·. 1"01110 1·0/11111• 11. ,1p.1n°1"i1i apn1 . ..,.i111acl;1-
llJr!fllt• r11 17/:L 1•11 un a,.1 indo d1· Jose-ph Louis l..agr."l11ge ( J 7:1<i-I SI:!) sohr,. 
11a·c;i11ir·;1. J.;1}!,rang<: observó 'JIH' :-.i lo:-. p11nlo-. 1,. P". 1··· fit•IJt'TI 1·oonlr•u;ido1-. 
(:r. y. z ). ( .r'. y'.:.:'). (.r". y".::"). T<'SJH'l"I i\·•111H'llf('. 1•11l1•IH , ..... , 11•1 r·.u•dro (º011 \"(~,., ; .. f' 

1·11 PI oric.c•11 11·udr.;Í 1111 \·ol11nu·r1: 

k fz(x'y" - y':r") + ::'(y:r" - .r.1/') + ::º(.ry' - !J..r')J (2.J) 

1 Una hnz rs "'' conjunto A+.AD, donde' A y O sou forrnn:o 1·~1)(•dfi .... "L. .. y .\ un parán1etro 
arbitrario 
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- r' 1 1 .r 
- fi :r .. 

Dctern-.inante fue: J.ra p.-1lahra c1w· 11!.;(; ( ;;111s=-- ( J 777. )8,';.'j) p•1r•1 110111hn1r rl 
discriruirmntc de J.a for111a cuadrática: 

(2.:!) 

Sin 1!1nbargo, CaucJ1y ya aplicaba c•!-.11• 1r;rtni110 c•u sus obr;1s dc>J !<>iAlo XVIII. 
El arreglo tic! los t>lr111c11tos, f'on10 ilf"rq:~lo cu;ufnulo y do hit• 1101 ;u·icjlJ dor• subírttlir:cN, 

s1• dt•bf"" a Gauss. El c~rribia: 

ª•• ª•t 

Las bnrrns verticales las i11trod11jo (";1yl.-y 
11•nnin;111lc dc• 11•rcPr onlc-n. d.- J.;1 for111.;1: 

/ 
"" ",, "' ' 1 
"·"' ''11 ".!• 
"•• ''1.• ,,,, 

(C'.·I} 

El pri111t•r 1 ral ;1111iP11to l'-i~t<'1H.il ico d1• Jo .. d1·l 1•1111i11o111l1·~ lo l1izo ( ·.11H li.\. Prl I "'1.-,_ 
f)p1110!'.tró c•I tc•on·111.1 dc• lil 11111/l1plic·;1.-icí11 d,• J., .. dr1c1111i11a111t·~· 

+\1111c¡11.- 110 lo ,1!,•"ll"f<11izó. LitJ..!.l<lllJ..!." ol.111n1 ,.¡ IP~11l1adu pa1·,1 d•·l•·1111i11a11lr:-. ch• 
i...·rcrr ordc•11, pPU!;áJ1dolo l'-Úfo pilril l<1!-- C"<1cnd1•11;id.1~ d1• 1111 t c-t 1·.u·dru. J >1•1·0 .JncC"1ucs 
P. M. Dinct ( 1 7K(j. J ;-;.-Ji.) ya lo lial,i.1 or•,...1.1h/,•c idu r11 IS 12. t'll Ídrn1;1 poco satisfoc
loria. 

A.•f>4U•C"A.YU'r ,,.,._.,..o,c.._. ... .IO#'IA.NN HflllllltC"M 1 ....... a1•r 
0-...t s..,.,,. Co16-.-

Propiedades nuevas de los dctcn11inant1..-s fueron tnostradas por IJeinrich F. 
Scherk (1798-1885) en su Mal/u::nrnlisclu: ,,.16/1andlungr:Tl: cuando dos matrices 
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ticnl~ll u11 n·11ghj11 y 1111;¡ <·ol1111u1•' Pll co1nún, con10 asi1ni~1110 el proclurto d1~ 1111 
dclc!rtnini,ntl~ por 1111;1 ro11~1itlllf'. TH1n!Jién f.•stahlrri(i qur: 

a} ,e;; t:n 1111 dr.tcr11rinuulr. hay 1111 1·c.119lrú1 qt1t' ,,,., co1uln11t1citf11 lineal de o/ro, 
e11lonccs el 1Jc/crnu11anlt valt. r:cro; y 

b) El 11alor dr un dr:tcrmi,,anlt, triangular (su¡u:rio1· o inferior) es igual al 7>ro
d11.clo de los elementos de /u 1liago11al principal. 

James Joseph Sylvester (1828-1897), por su parle, contribuyó con un 
método para clirninar ;r de 1111 polino1nio de gra<lo 11-t;· ... ;,no. Aunque no lo clc1nost nl. 
lo llamó el método dialítico. Por C'jr.rnplo, para rlirni11ar :r de las ecuaciones 

{ 
flo.r:1 + t11.r'.l + a2:r + n:, =O 

l1c •. 1.',l + 11,:r + b2 =o 
fornió 1111a t"'ClliU·itill df' q11i11to ~nulo: 

"º "• "' U3 o 
(] "º '" "2 "' 1,, ¡,, b2 o o /) 

() /111 '" ¡,, o 
(] (] '"' '" ,,',l 

(2.6) 

(2.1) 

D = O ~¡. y sólo si. ( ~) la!-> t•1·11adoncs ( l .1 f>) 1 it·twu una raíz co1111"111. 
Sylv<:'ster no aport•> 11i11gu1101 dP111osli-ació11. pero su nu~To<lo lo llevó al n1is1no re
sultado qur lograron Eulri- y BP:zout. 

y 

EJ. QETEBMINANTE JACQHIANQ 

El concepto conocido corno determinante jacobiano fue introducido por primera 
vez por Eulcr en 1790, cuando desarrolló la noción de integra] doble. Usó nletodos 
fonnales para calcular el jacobiano, ca.1nbiando una variable cada vez. Cuat1·0 
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ai1os dc•!-tpll,~!-t J..1j.!.t;111g•• 11~<> e•) j;u·ohi.1110 l'll ll·'. c-t1<1THl0 trató ('1 frru'.i11u·110 dt- l;1 
<1trac .. Tió11 epi.- Pj1•1c 101 llll l'!-.Íl'roidc• c•li"pti1·0 ... ohri· c11alc¡11ic·r p11r1t<• d1• .•-11 i111t·1iur-. 

·ruvo c¡iu· intPgtar una Í1J11<"i611 sohn• todo'"' ctu~ri10. Pai-a calt·uJar c·~a i1111·grarici11. 
fue IJ('C"t"~ario h.tn•r 1111 ca111bio de couuleuadas . 

........ J--PM STLYIUI ... tl•lf ... 9JI 

Mijail Ostragradsky (1801 -1862). a su vez, gcncrali:t.ó el n•sulta<lo de La
grangc y s1.1 método <l<.• dc1nostración, cuando trató integrales mtiltiplcs en R 3 , en 
1836. Sin c•n1bargo. sus drmostracioncs (al igual que las de Eulrr y Lag.range) no ...._ 
cubrieron los rPqurrirnicntos modernos. 

EJ, QETERMINANTE FUNCIONAL Q JACQBJANQ 

En l 8·11, Carl Gustav Jacob .Jacobi ( 1 ~0·1-1841} le dio 1111 t ratamiPnto det.allacio 
a }o f]lll' e"•) Jlan1rJ deternl.in.nnte funciona). Su~ detnostracioncs St' re<"Ollocicron. 
en general, t·onl.o v;ílidas. Poco di-:--p111;s . .-J detcnniuante recibió su nornbrc. 

La derivnda de un detern1innnte la desarrolló .Jacobi en l $4 I, cuando Jos 
clcrncntos qut• lo con1poncn so11 funciones de una variable t. Por tanto. si 
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' '°"""'""L 
y .t •.1 rs t:I cofac 

lorasocin<lo d•- u o,,= o,.1(1) DIJ "y rcprcscul" al drt•-.·m· . (2.8) 

'"' dond•· las . i)u,, =A,, y dD - "'''"'"· cHlon•·"s 

¡.,;.r:'.'?ª" represrnl ., di - L ,¡.,,,;, . . .' • . <O, .... ,. •. c0" ... '" "' , .,. " , -- - - . .. n cl<!rivacicin 

y 

-

¿,...¡!f.,. "ª .:--: __ l!!A·hL>'1t.JJ 
7 

~', ,,'' 
-- I 

G CtA,•l- (><,Yl - -

CAMBIO QE V Aull 
""'"""'' VA RIAllI n' '••J.lf 
""'"' ,.,,,.:" """ ""'"'"' • "" • ,ES EN UN • 1 ~:~!) S . IJc-!-0p11P!' hiz 1. ' prohlPma 1 A INTEG R y .. " ,..,.,Jt adu fu. -~ ." .,.;,,,'° Eu os .. .,, . .,.,, , . .; 1 .· ...:. - AL M ÚLTI ' ,. "'"';,..,,,., g<>ne Chnrles" Hllcrn .la•·ol,; ,. __ PLE 

J J 

Catalan ( l s .1 1 o11H1 .v.a :-t> 

F(r. y)drdy v r - . . -1~"·1 ). '"' 

- - f(u,ti). 11 _ . - 9(11.1-) (2.Jll) 

= j jG(x,y)I ¡jt ~ 1 ~ ~ dud 1 • 

donde 

G(x.y) = F(.r(u~ u),y(u. r·)). 

El dr.l<>rminante 

~ ~ 1 a .. ~ 
se lla1na jaco . determinant~1~no ?e y y .r, con 

unc1onal. 
rcspect o a ti y ti. También 

(2.111 

(2.12) 

(2.13) 

se Ir conoce con10 
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Sol,rr c~tc• problen1a. Ja1·ol1i olc~'trrolló un i111porta111_.. oilTticulo i111¡,01·1a11l1• 1•11 
IS.t I, dorul.., t ra1.aha d<"" los drtc•r111in.;u11c-s funC"iona.lt:-s clt• ~r.a.clo n. 

FORMAS C!JAQHÁTJCAS X LOS QETERMINANTES 

El problr111a de la. lr-a..nsíonna<·ión d1.· las rcua.cioncs c-uad.-.oi.tica.s a forruas siruph~s. 
por JUt'."(lio dlf'! l.. elección dr. r.j1.-s c:oordrnados que lu"\.·ic-ran )..._.._ direccion<..-s ele los rjl's 
1>rincipal-... fue introducido rn .-1 :-.i~I<> XVIII. Porro la dasifiC"acilín de· supc·dicic•s 
cuadr.oi.1 ¡,......_...,._en t.énninos ele lo~ ~i1!_,no~ clr los 1ér111inos dl"'" sc--g,unJo gra1lo ,·uaiulu lus 
ejes princ-ip.;alcs coinciden ron lo~ .-jc-s c·1oordenados. fui• n"<""ic;i da.do por ( "a11d1y 1•11 
1826, rr1 ~u l~oas swr lt~ ap/1rahor1.-.. d• calc:•I infin1h:>0irnal ci la 9r"o11ulru. Sin 
e1nha..-g,o. nof"l""a. claro qnc r.I 1nis1110 1ni11H"T'O 1de t.rrminos po ... iti"\.'OS y nc-gat ivos sit"JU
(>rt:-~ oht u"\.·~a. a partir el<" c~ta T•'"'Clnrc:-ión a la íorn1a nonnal. Sylvc-stc.•r n·sponcli<i 
a e5lo .-un su ley de inercia de las f"orma.s cuadráticas. en n variables. 

Maria Gaetana Agnesi 

En ese t.iesnpo ya se sabia ya que 

Tl.r L -' u 1 1-: s Di11ry : 

\\"~n·s ·AL M :\NA e K 
FcS ..._, T••• W/T.,..rLOR D, '73•· 
•• ._.___...,.. •_li.t•k• - Lra-Y1a•• 
-~.-.~ .. ---.,..,._., ......,. __ .,_.P-9-,_ ...... 

FAIR-SEX. 

~ ......., • ....,. .. .,...._.., ~- nJL Tiw- .......... - IJiarJ'- • _,,....__,, 

~--- ....... ---... - ............. _.. ... --... -... ........ 
-~--- ........ ----.. ............ asy~ ..... --
---....o-~- .... _....-~ ..... -o1--....···---· _..,..._...._._il_........, ...... _rypr. 
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XAX. 

¿a,,:.r,.r, 
•J=I 

(2.J<J) 

sr Pll''<h• rr.ducir a una surna de r cuadrado!>. <londP r <'S PI nu1go ele~ la fonna; Ni 

dt•c-ir, ch~ la forn1a 

yf+··-+y~-!l~-1 - ... -y;_~ (2.15) 

re<-tliza<la por me-dio clr 1111a t ra11sforn1aci<i11 li1u·.i1l 

X = BY tal, que clt·t B #- o . 

Ln ley de inercia de Sylvest.er t•!>t;d1lt·• ,. c¡•i.· o•I 111"111u·n• ... di" 11;1111i11os po!>i-
1 ivu!> .'" dt• r - .o; 1u·gativos e:-. sit•n11n-e <"l 111i:-.1t1t•. 11u i111pt11lando <¡tu; l1c111!>fonnación 
n·a) ~I" apliq11<!. Syh·p:-.t<·r. si11<0 1nharg.o.110 apo11cJ d1·1110!->lrnciú11. 

Si 1111<1 furrna r11iHh·oitica X'AX dt• ra11p,11 / ~·- 1 ra11:-.ror1n•1. 11u•di<111lt• dos trans
fo1111.ariot1<"s dt• 11Ü11H•ros JTi1lt·s 110 sing;11l<11P!'>. X = ,.X. X = SZ. c•n 1111'1 surna de 
,. ct1ad1-;ulns de• )a fonnrl: 

X'AX = b,yf + · ~ ¡,r_,/; 
=c1=l+· +r,.::;. 

c-ntur1<·es (•I nútn<"ro ele b, >O rs igual al 111i1uf"'ru do• r, >O. 

(2.lfi) 

La Jt•y Íu<" rccl1•scubi1•rt:t y probada por· .Jantl11. 1·11 l ~.-,f. 1 ,01· P~tc• 111111 ivo. ahora 
st-• la co11ocC" corno ley de inercia de Jacobi-SylvestC"r. 

( ;;111ss introdujo. f'll ~ti~ /J1.-.q11r.-.1/101u ... . ·1111111111 tu·111. l.i siguic>riH· lrnninologia: 
• ..,·, tHHI fornia cruulrdt1ct1 t.'> posil1t•11o,.,10 ¡u11·t1 todo ... lo ... 1·alorr ... r111/r.."< de /a..;; 

1·on11bl1 .... ... e hJ lln11u1 positiva definida;i 
St• la llama sen1idefinic.la positiva. si XAX' ;:::o. VX; y 
st• la llama sen"linegativa definida., si XAX' ::;O. VX; OJO Poner (ec. 

1 7) en código 
Estudios posteriores d1• las forrnas c11a.d1·•it Íf",1:-- i11volucr•1ro11 la 1101·iú11 .¡,.ecuación 

característica., para una fonna cuadrát.ic:a o drtenninantf"'. 
El el siglo X\llJI. una forma cua<lrálit:a st• ·~:-.cr·ibía frPnu.•ntt•n1t..•11tP nnno: 

a11 flJ:.J UJ.\ 

ª:11 <J2:.i "2:1 

U31 1132 U:t.:t 

a,,= a,, 

(2.17) 

La ecuación latente o característica., <l~ la fonna en c1u?stión. t·~ el dctcr
n1i11antr: 

2 KLINE. Morris , J/utory of J.lathentahcs /ron Anc1<nl to l!.101/cr11 T1111c .... Eol. Oxfol"tl 
Unive!r.iity Press~ sextn rein111rcsió11~ U.S.A .. p.7!J!J. 
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n1:1 

"2:1 

":1:1-..\ 
1 =o. (2.18) 

Lo~ clt• v.alorcs d<• ..\ qu<• ~al isíacen rsta <•cuncióu r;tr.;H:tenºstic•t. s<' ll.r1111a11 raíces 
características o raíces );1.ten.tcs. A p•trlir dP los ,.<tlor<•s de Ja:-.,\.:-•· uh1it•11p11 

las lonAil ucJps <le los rjt•s pri11cipah•s. 

11 
1 $- ,- .., . 
1 

--·-···-· 1 -···--·-·· -·- •• .- ••o.as ·-- ••'-m ---- 1----

1

. -"":if15V ¡¡ s 
~ 

-··-·u••• ·-- -on ••On ••Oa• _..., •-'" 

····--... -- -" ···-

-·---..... ·-· ·-04 •-o.- ...... 
('01110 ya se n1c-ncion•>- 1•1 coun•plo dr <•c11aci<)11 c;iractcristica lo dr>sc·nbrirrou 

si1nult•lnra1ncntr varios n1alt'Tll<itlcos: Eulcr aplicó la noción en 17-18. cua11do tra
bajaba en la reducc:ión d<· fonncis de- tres variables. pero no prcs•~utU ••~rr.rnas 
qur cst;1hlrcieran las condicin1u-:-> bajo las cuales l.as raíe< ... --s tuvieran \"alon-s reales: 
Lagrangt• aplicó este coru·rpto rulrc 1763-65, cuando trabajaba con sisten1as de 
ecuaciones diferencialc-s liue.ales~ finaln1ente~ Laplacc aplicó esta noción en 1772. 
cuando trabajaba con ecu¡1cinnes diferenciales. 
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El ll•unad<> ,.,.,,,,.1., dr "'lud,¡n ,¡., C:au" ap,.,.,.,.¡.; d•»nilu , . ., ""º de soos 
articulas, c.lond(• d1•1odli1IJa lns riilculos p<H<l dr-1eo1111i11;i1· la ú1liit<t dc•I asten>idP 

Palas. Los pnni111t>l10~ d.- la ,)rbil<l trni.a11 '1'11" dr•lt'f111i11ars1• 111Pdia111.- ohs•!rV<•· 
cioncs del asl<.•ruidc·. d111a11le f•) período c:o11111r•·1ulido •·111n· los ai10~ 180'.~ y 180!). 
Gauss t..."St.ablr•c:icj s••is .-c·uaciotH~s. n>11 Sf~is i11n)µ,11it;1s y c·opfici<~nlPS h,;1sl•1nte cona· 
plicados. Para rrsulv.-1· .-~Las ecu;1ciuJ1<-'~. li1s ftH~ ret_•111plaza.11clo sisl<.·ni<iticarnenle 
por tin nuevo sistrnw. 1·11 dondP sólo l.r1 1f'IT••ra t~<-u.ación l•!nÍa. sf"is i11e6g:nitas: y 
a.si succsivarnenlt"·. ha!-la qu~ la sexta s61o trnla una i1u:ÓJ;nil•1. Hc·sulvi<l la úllin1a 
ecuación, hallan.Ju l<1!. rt-slautes por s11s1il11("ic)n n·gn:si,·a. 

,.,11'111 S•MON l"~"C'I 
......... 11 ......... . 

A.= .c1st:c ... oiclc. Pa.\as 

p 

T ! ~.·c.rra. 

P > ~- Pa\.a.s 

EL MÉTOQO GAUSS-JORQAN 

Wilhelm .Jordan (JS-12-1800) l'ra un profrsor alem<in de gcu<le~ici cuando dc~
cubriO su método. publicado (en alen1áu) 1·n 1873. Él mis1no atribuyó d méto<lo a 
Friedrich Robert Hel1net v a Petcr Andrens Hnnsen, situándolo unos afms 
antes. La. técnica de Jordan c::,nsistia ta.1nbién en la sustitución regresiva. 
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.Jqnla11 partici¡Mj 1•11 v.tria!'> 1•xplorou:io111':- J..!.•'11.!1°·:-i1·;1:-. dr firu·:-. dPI :-i;..!,lo XIX. 
c•11 :\h·111a11ia. a:-í co1110 1•11 );1 prinu~ra_ 1•xplc11;H·i1)11 i111pu1t.a11IP d1•l d1•:-i1•1to de· Li
bia. Editor llllil n.·,·ista d.- p,odesia, su i11lt_•11;s 1•11 li.1llar 1111 1Jlt'•1odo pata rc•so)vPr 

sisl C'IJl<Í t ica11H 0 1ll I" p.ra uclt•:-- :-ist c>na<ts dt> t•c11;1cio111·-. 1 i fl••alrs s11 r·gi1í 1)P \;1 ft Pc11ent r 

aparició11 dl"' estos prohlc~n1as. c11 la tria11gulnci<in J.!c'<ul1'•:-.ic·;1 q11t• t1:-.ilfl lo:- i11p,t•11ieros. 

p 

T 

p 

Mé.-i:oc:fo ~e. t..-ians""'la.c.iÓl'l 

Ourante 1762-6.5 L.ilgrangr había repn•:-.t•u1ado. •·11 1111 sistt•rni\ 1h· 1•1·11acio11cs 
difc•rPncialcs. el rno,·irniento de los seis pla111•tas 1 un oc ido:- ha:-.t a 1•:-1• 1no1ncnto. 

Su prrocupación, dado que ya se conocía la 1.-y ,1P la gravitació11 1111ivrrsal de 
!"Pwlon, se condensaba en la pregunta: ¿cuál t.'S J.;1 rl'l•H·ióu entrt• las pe1t11rhacioncs 
(de 1>eriodo largo) que ejercen unos planetas sohn· otros'! Lla111ó .1 ~11 t•cuación 
característica ecuación secular, la que exip;ía un dC"terrninante de· ~··xto grado. 
Obtuvo. a través de éste. información acerra <le• l<t~ raíces cara et 1.·ris1 i<"a!-> . 

.-\su vez Laplace, en su ,\ft!canique Ct!lt:sfr·. n1ostni que si todos lo!-> planetas se 
1nucvcn c-n la misma dirección, entonces las sei!. raíces caractcríst ica~ :-011 rPalrs y 
distintas. Las condiciones bajo las cuales encontrar los valores característicos., 
para el problema cuadrático en tres variables. fur f'stablC"cido por 1 l<i.-IH"1 lt•. :\1ongc 
y Poisson~ aproxini.ada1ncntc en 1801. -
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('auc:hy, a ~11 Vf'Z. ('sludicl P1 valor c·;ir;H·tPl'Ú•lic:o cu1111i11 1•11),, .. 11.il•.iju,.., d1· Eult•L 
Laf.!.rangr. y L<iplou:r. En 1820. <'11 sus Lrc;o11 .... Sf' ocupó del p1 (J!,Jt·111il d1• la n·d11c<:i<)11 
de• una fonna l.'.t1<11lréitica Pll tres varia hit•"' y 1nu!'>tró qtw l;1 1•c11.11·i•i11 .-;11·;H.:l<.•n°stica 
r~ iuvariable. para cualquier ca1nhio de rj1>s rccta11gularcs. ·r11·~ ;¡j¡o._ 1niÍs tarde, cu 
sus E:ccrcict.s dr mCJlhé11rnliq11cs (1829). M' on1pó del prohlt·n1a di· las d1•sip,ualdadcs 
:-.c•rularcs de las órbitas planetarias. A lo largo de su trabéljo 1nu~1 nJ qui• dos for1nas 
cnadrát.icas. en 11 variables: 

a= XAX y 
/,= XDX (2. l!J) 

XBX c•s 1.a ,..,lllllit dr «11a<lradus. Se• ¡uulria n•tlurir, si11111lt.i1w;1111•·1111·. por n1cdio 
,¡,. 1111•1 t1"at1sfon11•1C iá11 lineal 

X=CX'. 

il 111Ht s111na •lt• c·ucHlrados. El prohlt•rn<i lo resolvió <0 11ru111 r<111du )o!'> •'.ic·:-. priuc-i· 
palrs. pant fonnit~ «on cualcp1ier 1nl11H·ru clt• variables. E11•"!'o1••1111-.1110 1n1bajo 11sci 
11111.."Vi\llll'llll' <>I 1·oi1c·cpto de raic1~s <·ai-;11·tc-n's1 ical't. 

Su tr,;1b,;1jo a¡n1ntU a qut.~ si 

a= XAXy 
l1=XBX 

1••prPhrt11an 1lu~ forn1as cuadráticas t:ualt~squirra. cntonct•s st' p111•dt> 1·u11sidcrar 1111 
h•1z de- fonnas 

1111+ 1·/1. (~.:!O) 

donde 11.r TPJ>ri>M·ntcu1 pnrá1nctros •1rhitrarios. Las rain·•!-> );¡1,•1111·!-> cl1•l hilZ delco· 
ch:-nte ·u/r. para t•I cual el rleterrninanh• del haz 

!ua,, + vb,,¡ = o-:- (2.21) 

Cnuchy probó en 18·10. en sus L~t;ons. c¡ue las raíces latcnt<'!' son toda!' seculares. 
en particular cuando una. de las formas es positiva. dcfinid;i. pi11·a 1 odos los valoi-cs 
no nulos de las variables. Con-io 

lua,, + t·b,,\ 

es si1nCtrico y B ptlllit.•ra ser el dctrnninante simétrico identidad. Có\uchy prob<l 
también qur. cualquirr determinante sinu .. :trico, de cualc¡uicr oJ"Clt.•11. tiene raíces ca
rncteristiras rc<tlrs. El tCrinino ecunción ca.rncterísticn SP <k•be a C:nuchy (1830). 
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El couc .. pto dc-ter1ni11antcs sirnilares ta111hirt11 :-.111·,l.!,i1·, d"I 1rat;1111ienlo tlt• 
transforn1;u.:io11c•s .. -\:--1. t!u.-. dr lr.rru111111•lr.-. A y Il ... ,,,, .o;ruf¡ulurr.-. ... ,. y ... ,;¡,, ... ;, 1:.ri ... Jr 

un rlclcnu11•a11lr ]~ 111/, 'I"' A = p-l JJP. 
En J 82(-) (;H111·lay 1110!->t n) ;\si111is1110. rn );1 ohra 111c111:io11;11la. 11111• do.-. lrnnsfor11111. 

cinncs siinilarT."> ht nr u In .... n1i . .;1uo ... 1·ulon ... f"11rnclr-n:-.1;,·u ..... l.<1~ t r<lllSfor111acioncs 
similares sirvrn p;ira da~ificar las tr<111síur111;1ciones proy<"r·tiV.ilS. 1111 pn>hlcn1acpu• 
íue tratado <'11 Íorn1a :->i11t1":.1i1·a <lur;111tr• 1111u·ho tir1npo. 

En 1858, J(;u 1 \\.1•i1•1 ~1 raU apnrt.r) 1111 1111;1 ocio general para r r·duci r·. !->i1J1ult.cinca1nc111 r. 

dos íonnas cuadnit i<-:<1!-> n su1na.s de cuadrados. ·ran1hir':.11 proJxj que si una. <le las 
íorrnas <~s positiva dt..•íi11icla. la rcdurcic>n es posible atÍtl cuando •dgt1t10ts de las raíces 
latentes sean h~ual .. s. Su jnten~s en P~lP tipo de prohlcn1as M' origi111j al rstudiar las 
oscilacio11es pequ.-flitS illn·dPdor ch· 1111 pt1111o de· equilihrio y 111<1~1nj. t•11 su trabajo 
sobre íorrna.s 1·11adroític·a:-.. qur Ja rstahilid<HI no se dr!--lruy1• por l;1 pr<•scnciil ch• 
periodos iguah•s f'll 1•1 si~te11H1. Esto iba <'ll c·o11lra dr las s11posicio111·~ de Lagrall,l.!,f> 
y Laplacc. 

Por su parl•• Syh·l'stc•r. rn l~t">l. trilhajauclo «011 el co11taclo _,.la i11tc-.rsecció11 
ih~ las curvas y s11pt•rli1·if':-. de· sc•g1111do v,r.1110. llt·gtl ;1 t..·lntsidt"1·;11 la clnsificnció1t 
de haces de taJps c-ónicas y supcrficic-s cundrátic.as. Eu p•1f"lic11lar buscó lo1 
fortnn c·auónica p;11 ;1 "'"' lqui .. r haz. al 1·~c-rihir 1111 haz dr la fo1111a 

donde 

A+ .\13 

.·\ = 11.J·~ + by~+ c:,i + :.!.~l..ry + '.!t.=..r + :.!.} ./"!/ 

I 

"+.\A f + .\F ' +.\E 1 
f+A~ b+A~ d+AD . 
,.+Ji.E ti+.\/-_ r+AC 

(2.:.!.:n 

(2.2:1¡ 

(2.25) 

Este método de clasificación in1 rod11jo rl c·oncepto d1~ divisorrs eli~1t1t>11talc:s. Los 
elementos del dctennina11te de A + AD so11 po1ino1nios Pll ~\. Sylv(•strr µrobó qut> 
si todos los rnenorrs 

l.·\+ A/JI. 

de cualquier ordr11. tienen un factor .\ + f: r.n común. este factor será también 
íactor común dc-1 rnisrno sistema de mr.11or<-s. cuando A y D se transforman si. 
multáneamentc por medio dr. una tra11sfonnadón lineal tic sus variables. 

Mostr<l, asi1nisn10. que si los 1ncnon~s .¡.._. 1-f ... 1n10 ortle-n tienen un foctor (..\+e)'~. 
los menores dt.• (1+'1)-é ... rmo orden conlt•1uhá11. al n1enos. factores lint.•ales a lapo. 
tcncia que orurrPu rn el 1náxi1no conn'iu divisor/_), (~\) por /J,_ 1 (.\). Para 2, S<-' 
l1a.111an los factores invariantes,¡,~ IA +.\/JI. 

Dadas dos forn1as cuadráticas, Sylvrsler probó, adcntás. que los factores invari
antes constituyen un conjunto con1plcto d1• invarianlrs. 



j(jrJ BREVE H/STOHIJ\ DEL ÁLGEBRA LINEAL 

E11 J:->íi~. \\'c•it'tsl.raU co111plr·l1Í J,1 11·u11";1 1/1" las fnr10;1~ (·11;ul1·;itir·o1~ y rXt<•nd1ti 
dicha 1r•o1Í;1 ;1 funn;1.:-; biJiru•alt·!'. .. \rl•·n¡;Í:--. <tJHHffj 1•1 fh•f111irió11 de J;i furnia l1iliru·al: 
dada uua rri•llti;,,, A cuaJquit~ra. 1•·11•·11111~ ri11c la .-.xpn~si,)11 

XI\ Y = i= a,1.r,y, (2.'.!G) 

se llanrn 11ua forn1a bilineaJ. 
Al 11s;1r rl coriccpto dr. divisorf's elernentalcs dr• \\" .. i1•1·!'.1ro1il. S.vl\01'!'.IP1·ohf11\·u 

Ja forn1.;1 1·;111ú11ic<t p~'l.ra 1111 J1.1:?- c·11 do11d1• .i\ y B 110 so11 1u·<·1•s&1ri;11n<•1111• si111c:1J'i, .as. 

J>f"'rO f'sl<ill s11jet.;1s a la corulic-icju: 

1 .. \ + .\O/ #-O. (2.:!7) 

·ra111hi1:11 dcruostrá el ill\"t•r:-.c1 •li·I l••ttn•rua que c•!'.(01!,fpcc! qtH' ... ; rl dr.lt r1niT1unlr 

JA+ .\Bj t"ot11ridt con r.I ralor d1/ 1/r 111 "lllltlTI/< /.1\ 1 + .\B'/. ruloncr.-.. u/ uu.no.-.. 
1111 par t!t lran.-• .forrnucionr.o; lrutulr ... ... , p11rdru tnr·onlr·or·. /u .... ruolt ... lrou.<o.for1'111u. 
$iruu//rí1111111J1 ulr·. A C11 A' y f3 f,, n·. 

CtAUDf Ad•U ClAtltAUr 
P<r.~s .... ,,,c..,,.,.,_ 

..0 .. ,...,.., IJfle ... UUIU 
D<>w•<I s..,,,,, Co"""'"º,. 

E111 n· los innunicrabJcs teon•nJit:-O <jlJf..• c-xistcn sobn• d1·11•rn1ina11t,-s, aJguuos csliin 
relacionado:"> con Ja solución cfc- ru c•cuaciones lineaJc-s. ru 11 iud<>lcrrninad<ts. Henry 
.J .. S .. Smith (1836-JSS'J), en ISfil. ir11rodujo los h;rminos arreglo aumentado y 
arreglo no aumentado, para cliscul ir In existeru:ioi y "I n1ínwro d<' !,.Of11cionc-s dc..•J 
sistema. Por ejemplo, en 

t11.r+a2y=.f 
b,.r +b2y = !l 
r1.r+c2y=h. 

lo.s arreglos, aurnentado y ria au1nC"t1lado, .'OC' rC'pres<"nlau con10 

1 
ª' 
b, 
r, 

(2.'.!8) 

(2.29) 
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L'.11a :-.•·rir i111porla111.l· de- n•:-.ultadus suhn~ el lr•111a i-;1• 1l1•h1•11 1.itlllo "' Leopold 
KronC"ckcr ( IS2:t-IHJJ) <·omo .;1 Arthur Cayley ( 18'.ll · IZ-.~}!J). q11i1•ru•:-. llq?,aro11 ;1 

lo-ts 111isr11oi~ nuu·lusioncs gt•11crod1·~ hoy 1•11 día ouhnitida~ 1•11 11:1r11i11u~ 1lf" 111;11rin·~. 

prrn <pu· 1•11 f;i 111itad tl<•I siglo XIX lu Íll<'ron Pn tt~rnti110~ .¡,. dPt1·n11i11a11t1·s. HllllH"ll· 
1 ado y 111> a111JIPJ1tado. Lo~ n~sult ;11lus p,eru~rales sobn• 111 1•1·11.ic ioru•i-; 1•11 11 i11njg11itas. 
c·un '" ~ 11. 1•11 donde ).;ts t~c11acioru•s pueden ser J1<J11l1Jl!,•:1u•as (los 11:r1ni11os t'<HI· 
stanles so11 n·ro) u 110 hornugéru .. ·.;Ls. fueron demostrados por Charles L. Dodgson 
(l..c\\'is ('arroll JS:J:!-18!J8) cu su ..-111 Elt:me.ntary Tluory of Orlrrmi1u1nl.-. (18fi7). 
E11 los tÍ~tirnos t<·xtos se cncu<"11tr;1 la condición siguicnl<•: 1111 co11ju11lo ,¡, m r·c1u1-

cio,,t .... l111rfllr· ... uo homogrnca.<o. ,.,, n indctcrrninada ... , l'"t'h 5cr ron ... r.-.lr11l1·s ... ;, y 
.sólo ... i. r/ "''·"ºr 1/c or1lcn 1nuyor no nulo .'>cu 1/r/ ""·""'" 01·1/rn. 'n ,¡ 11r1·1!JIO 
no 11uuu nlaJo. En otras pahd.>ras. 1•11 h~rrniuos dc·I l1·11P..11;1j1• de• 111;11 ric·r~. <pu• )t1:-; 

r;1ngo~ •I~· las 1lus rnatrict•s st•an Jos 1nisrno!'i. 

H<'~lllt.ado~ 11uevos sohrc <fr·tr•nninantcs íucron oh11·1aitlus a lo larp.o drl siglo 
XIX. )"01 1°jf'111plo. exist<• 1111 1<•or<"111a probado por .Jncques Jladan1ard (J8(i!>· 
l!Jü:1). 1•11 l~!J:l. c·onocido cui110 "I teoren1a de la desigualdad de J-fadan1ard: 
¡1r11·11 r1ud1¡11u,. 11u1lri= c1a1rlrad11 A lfll. que la,,I ~ M, '1110111·1 ... 

(:!.:IO) 

Los r"sultados sobre deterrninantcs mostrados aquí sn11 1an s6lu uua pc•quc•iia 
n1ues1ra dC' la gran cantidad de resultados que han sido c-stahlrcidos. :\lo-is aJl;l 11" 
cistas. C'Xist<· una gran variedad dr otros teoremas rcJa1ivos a dc1rrrniuantrs. ruino 
por ejernplo. teoremas especiales sobre determinant.es simétricos (qtu• rumpl1~11 
con Ja roudición a,,,= a_,¡); o bien, determinantes antisimétricos, 'I"" nunpl1·11 

con Ja condición: 

(a,, = -aj,) . (2.:11) 

Tarnbirn hay teoremas sobre determinantes ortogonales (dcterrnin.rlntes de~ 
transforrnacionl."S de coordenadas ortogonales); determinantes acotados (drter
minanl<."S extendidos por al suma de columnas y renglonrs): determinantes com
puestos (sus elementos n1ismos son determinantes); y otros. de formas especiales. 



~!~11;.· F:lid:1x ~0111ctYilJ..: 



BREVE HISTORIA DEL ÁLGEBRA LINEAL 

Capítulo 3 HIS'TORIA DEL 
SURGIMIENTO DEL 

CONCEPTO DE MATRIZ 

J)psch• c•I puul<> de ,·is ta cronoldgico~ el conccp1o de drlenninantcapan•c·ici histc)ric-onnenlc 
anlt.•s clr cp1e aparC"cicra J.;1 noción de 11101lri...:. Sin r1nhargo, c:on fi11t•s clicl;ic·tic·o~ o 
lc)giro~. t•11 los cursos onlinar·ios de ./\lgcbra linc~<1l Sl' expone~ pri1111•1·u lil IPnria •I<' 
lo:-. rn.;11 ri1·1•:-- y luego la de• los dctcnninantes 

L.a JMlalJra mat.riz f1u• u!>ada prirnc.-ranu~11ll.• por Syh·c'$lf'r c•n J ~q;L ruando 
cpu·ri•1 11•fc•l"irsr a nn r1rr<ylo nrla119ul11r rlr: ntinir ro.~ y no podía us;u la palabra 
,¡, lt r111r111u11f (qur st> n•firn• a un n1intPTo n·al. pnrqtu• se aplicaba :--ola1nt>11lt_• a 
111a1 ri1r!'-1 11adradas). Pos1.-.-ior111cnlc sr usaron lihn•rnrntr los arrrglo:-. oi1111u•n1 a< los, 
sin h•u·l'1· ni11gu11a n:•Ípn•11cia a llHttricrs. 

l.01~ pn>pi .. dadt•s hásk,;1~ <Ir las ruatri<-es M' dt•sarroll<1ro11 con IHtsts c•11 (,,._ IH"upiPd.rtrlt•s 
dt• I~>~ di-t•·1111i11a11l<"S. 

( ·.,_,·1.-.v Hlir111aha: ··.Y,. ob/111•1 la 11oc1<i11 ,¡, 111fllr1= dr ,,;,,!I"'"' ./•H '"" ,,,.,. "" ,¡,,, 
,¡, lo.-. 1 1111/t ,.,,,,, .... ¡.·,,, .11rt1r1fl ... "' dt-lt:r1ui1111n/1 o " """ r .T/H"f ... uiu , 0111·• "" 11/1: /,, ... 

f(.Ufl#"IOlll .... 

E111011n·~ i11trodujo la 111<1triz 

{ 
:.r' = a:r +by 
y'=c.r+tly·· 

que rrpr~enta la infonnación esencial acerca de la transíormación. 1 

(:i. I) 

(3.2) 

A Cayley se le considera como el creador de )a teoría de matrices~ por haber 
sido el primero en scpnrnr el concepto de matriz del concepto de dPtt:'rminante y 
porque fur el primero en publicar una serie de artículos (alrededor ele 200) sobre la 
1nat.rria. Colaboró con Sylvcstcr durante muchos años y íuc un escritor prolífico y 
creador. abarcando entre otras áreas tetnas coino la geometría analítica d(• "rlin1en
sioues; 1<1 teoría de los drterrninantcs; las transfonnacioncs lineale~: l.i:-- ..,upcrficies 
oblicuas y Ja teoria <le> rnat rices. Juntos cr~.aron Ja tt·oría de los inva1·io11t•-s. 

Caylt•y introdujo prir11eran1cntc las matrices con la finalidad de !-.i1nplificar la 
notación involucrada. al r~t ndiar transíorn1acione~ lineales. En su art inilo On //n 
Tlu:ory of ~\latricr:s, en t•) ario de l 858, introdujo algu11as nota.cion<!s h.;ísit.·as. 

1 KLINE. ib1d p. 805 
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l:no di- fos COJICrplos <pll~ ciPlllOStrt) Ítll~ 'JI!<' do ... 1t1t1/1·1rr .-. /\ y n ... 011 l!)Ull/r.S ... t. 

y .-.filo ... ;. ·"'"·" t·lemr.1110.~ ·'º" Í!/lltJ/r..<;. 'l"a1nbit!11 cl<·fi11i(j la 111<1l1iz C"C"ru ;.: la J1H1l l'i7. 
identidnd. l.a surn•1 <lt· dos 111at rirrs se define con1u l;1 111;11 riz t·uyos ("lr·11u·11t.os c:or·· 
rPspo1ul<"11 il la surna <le> los rlt·11u•11tos currcspn11dit·11t1·s. ,\lirr11ú q11 .. 1·~ta drfi11it·ió11 
se Ctpli1·a ••cualesquiera 111,¡1tric1•s 111 por"· y quc-. ;11J1·111•Í~. la s11111a c>~ 11~oriativ;1 y 
ronvrrt ihl1· (ro11rn11lat iva). 

Si.\ c-~ un escalar y i\. una 111oatriz. rntonrcs .\.A. ~l' d1•1i1u· co1110 la 111a11·iz cuyos 
p)t•11u·111o~ ~011, cada 11110 . .\ vc-n•s rl clc1ncnlo <:orn·~1•011dif"11IP dt• A. 

P.ar•• la dc·íinició11 del prochH'tO de dos rnatrices. c:aylpy !Ollll:; din·c·tarncnle la 
n~pn~s.-nt;u·itin del efcclo de dos transfortnarionrs sun·~i'"·a~. 

Si 

1•111011•··~ 

X' = AX y X" = DX 

=X"= BAX' 

DA= e y X"= e 

X"=CX. 

1:1.:l) 

(:l.·I) 

tlu11tl1• ,.,J 1•s lit su1na de productos de los clcn11..•nlo!-o dPI ,. ,· ... ;,110 rP11p,h>n. dt•I factor 
ch• l.ri izc¡11iC"rda. y Jos elenu•ntos corrr.spo11dicntt"s dt> !;1 ./· ,-_ .. ,,"" col111n110l. dt•I fa«lor 
dt· 101 1lt·n·cha. El producto t.•s asociativo, pero uu 111•cf•saria1ncn11• 1·011111111ath·o. 
L"Hylry :-.1·i1nló que una rnatriz. 111 por n, sólo podr-ia !->rr ruuhiplic-<11la por 011·01 

rni\t riz. 11 por p. 

B 

En estr rnismo artículo, Cayley estableció <¡uc Ja inversa de 

estci cl:1dil por 

( 

a 
a' 
a" 

b r ) 
b' e' 
b" e" 

ABX :(><';~") 
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(:J.5) 

donde V = d1Aferrninantc de Ja nial riz .A y iJ,., '7" rcpn·~rrtl a ;if <:oíactor ch~ )(. en 
este delern1iuant<•. EJ producto <le una rr1alriz T~ su i11vr•1·sa. rs la Ulitlriz unidad. 
denota.da por I. 

W1u .. 1 .... M RowAN HAMILTON 11805-1865) 

Si '7 = O. la 111at riz es indcter1ninante (singular. t•n la 1 .. rrni110Joglil 111odcr11•1) 
y no tirrH• lovc-rsa. C•tylcy afinnó cpu• _.,,A. -:¡f O_,. 13 o¡!: O ... ,,,, do ... 11u1lrirr .... p11ult. 
ocurrir'/"' AB = O, pero ... ólo u co11du·ui11 dt 'I"' u1111 _ .. , 11 1111/r Ir r1111111111lr. (:aylr•y 
aquí sr <'quivor<i. y.-i que si 

AD =0.A "'º 
y D "'O. 

y solarncnh~ A c'S incleterminantc 

~3 e- 1 

y 
Aaa- 1 = 1. 

Por lo tanto. 
Al= O o A =O. 

SiguiC"udo a Caylcy, la n1atriz transversa (transpuest.n o conjugada) se de
fine con10 aqu,•Jla en Ja cual se inlcrcan1bia11 renglotu"s )-" «ol1111u1as. La proposición 
fue hecha siu dcrnoslración, afirtnando que 

(LMN)' = N'M'L'. (3.6) 

donde ·•·""' dc>nota transposición. Si dos matrices son igua.lrs. por ejemplo. 

M'=M, 
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1•11h111ces una n1ntriz sr lhnna si1nélricn y la (11 n1 .a11tisin1étricn. ( 'ualq11i1·r ni;1t1·iz 
p11r.dc rxprcsars•! corno 1111a 111a1 riz si111•~trira y 1111a a11tisi111•~1 rir;,. 

EL CONCEPTO QE ESPACIO N-QIMENSIQNAL 

La noción de espacio ,,.cli111c11siu11al. para 11 > :J, i;c fue accpla11do gradua.hncnte 
en el siglo XIX, pero Pi; dificil i;cfrnlar r11á.11do se• invente) el conc:Pplo. (Véase el 
1 ra.l>ajo de Oescartc·s). Los prirr1rros que USitron csla noción fueron rl ruso MijaiJ 
Ost.ragradsky (1801-1~62). •·n su tt>on•ni<l dt• l.r\ divcrgc11c:ia (•~~crito PJI 1836) y 
Hern"lann Grassman.n ( 180!»-187!)). •~11 sus t ratitdos g~onu!tric:os (Ps,·ritu a prin<"i
pios ch.!" la dt~cada d•· 1~·10). nuno .r1:,.in1is1110 1•11 1111 •11 l irulo hn•vc· •I•· :\rl l111r Caylry, 
dP 1846. El trah.rtjo d .. Cra:,.s11ia1111 pr·a 11111y filos<jíi<:<> y <lifídl cl1• l1•c•i-. 1•11 tanln 
q•H~ el articulo de'" c.•ay)t"y !<<llo 1n1•11cic>11;, •111,. sf" pnclria gr1u•ralizar <i •li111cnsioncs 
n1ayor<'"s que :J. Willian1 Hnrnilton ( J ~'íl.~>- IX(i.~>). a su vrz. f"ll 'lll<I rar1 a de I 8 111, 
uhscrvó que •"<h•he ~wr 110 sólo 1rr11as si110 pnliadas (polyp)cts). tlr 111odo que en 
c•it•rt.o sentido sc- satisfaga la t•c-uarid11 :,.i111lxilic<1 

a= (11 1 .02 ...•• 11,.) • (3.7) 

do1u.J, .. a rs un si111holo indj,·¡¡tj,·o de• 1111 1·0111·pp10 c·o111pl••jo. a li1 ,-,•z r¡111• 

"•·····"" 
1k•notan n uúnJ<•ros n·Alr~. pui;itivoso 111•g,011i,·u:,.··. 

En 1862 apareció 1111 tratarnic·11to sin coo1·dl'11i1d<,s sohrc c•I rspa1·io vc~c-lorial, en 
li1 seguu<la versión dd .·111.-.1hlt1111!J!•lt l11T (el c.ñlculo de la. extensión). susc-rito por 
llPnna11n Grass1na1111.2 E11 Pstc trabajo ( :r.1 ... :,.1n<11111 Pludc· la dificil interpretación 
filosófica que hacia r11 :,.11 prinu•r traha_jo. 1·lJ11t:c-11trolndosr c-sla '""'""en sus nuevas 
idc;ts n1atcmáticas. Eutr,. c•ll<lS incluía id1:a:,. li<i:-.icas acc.·rca tic lct lt'"oria <l<' los espa
cios vectoriales ele dinu•nsió11 "· inc·l11y1'"11<lu ront1li11acioncs lin<>al<•s. inrlr.pcndcncia 
lineal y nociones de subrsp.rtcios y ha:,.••. 

Grassma.nn desarrolló la idea de• din1t•11:-.it;11 dP 1111 suhespac:io. '01110 el número 
1náxi1no de vectores li11calnu.-11tt> í11dc•pP11<li1·11tP:-i . .r\dc111ás. proh<) l.il 1elo,d011 funda
n1cnta.l 1>ara dos subr.spac:io~. \'y U': :i 

dim(V + ltl) = <lim V+ <lím \F - dim(V n lV) . (3.8) 

Las nociones de Grassmann derivaron del intento de traducir las ideas geométricas 
sobre espacios n-di1nensionales al lenguaje" del álgcbra.T pero sin introducir coorde
nadasT tal como se hace en geomctn"a analítica ordinaria.. Después entraron estos 
conceptos a distintos can1pos (como al análisis vectorial y al álgebra exterior). 

Grnssmann nunca logró su objetivo dr. ser profesor de una Univrrsidad alemana, 
pasando la n1ayor part"" dr su vida profesional ron10 maestro dr mo:ilc~n1áticas de 

2 Grn.munann, llermnnn Tr-nn"tl Jr. la Ertcrisuirr. 
Ed F".spasa.-Calpe Argenl1na. Colccctón llistoria y F1lo~fia do• J.-, Cu•ncrn Bs. As-1\Iéxico, 

1947. 
3FRALEIGJI, John y IJE,\UREGARD, Haymon<l A. Álgebra Lanca/, E<l AdJilK>n-\Vesley 

lberonmericn.na, !\léxico. 1989, p. J IG. 
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una csc·11c·IH !->t•r111ul.u·ia {Pt1 Stt•lli11). En las lilti11H1.!'> d1':.c·,;ul.as dt• Slt vida sr nlPj1'.. tic• 
las 1na1<•1n.;i1 i1·as, convirt ic~1ulo!.r r•n 1111 cxpt•rlo t!ll li11giiisli1·a. 

Por MI partt•, cu c•l <ll-10 dt~ 1858. Caylcy anunciü lo <JIH' hoy se c:;onoc.:e co1110 L<·o

rcnH1. ch· ("•tyl1·y-ll.;11nilto11. par<1 n1aldc1!s cuadradas <Ir n1alq11iPr orden. Enluncc•s 
aíirm<): .. '/tu/11 111alri:: curu/nuln '·"' T"lliZ tic su polino11110 rflrru·lcn:-..tiro··. Esto lo 
dcrnostrO para rnat.rit·c-s de• t n•s pur lrr.s, en su Lt:rh1n h 011 Qualr.riout·.<o. En l 8t>:J 
halro<luju la nu<-·iún <le función vectorial lineal r' de otro vector r (o fu11ci1l11 

vr.clorial lint"al, de v<1riahh• 'l."t'Clori~-il). Prohó qu<~ ),;1 1nal riz asoci:ul:t a rst.a lraus
forrnacidn liru•al sath;fac<' la c•n1aciún caraclcn'stir.a d1~ <lquclla rnatriz, a pes•lr d<-• 
que no la <"Xprcsó forn1ahnc-11tt• 1•n térn1inos <le n1at ri1:c>s. 

EL CONCEPTO QE FUNCIÓN YECTQRIAJ, LINEAL 

1-.:st<" c:-onn•pto elata clc-1 siµ,.lu X\.111. JU?ro 110 ftu• ac·c•pt¡ulo si110 hasta cpu• lu!-> fisin>s 
!'ir liahil11'1ru11 a 111a11<'jar t•I c·orffc•plo clt• vector. rl 'fllt- a su VC'Z llrvti al C(Jltn•ptn de• 
función vectorial. 1"11u de· lo~ í11nd,;ulorc?s d1•I a11,;ili!>is vc•rt.urial ful' Oliver l·lenv
iside ( 1s:10- 1 !12'"1). •111i1·11 i111 ro1l11jo la idea c:h~ operador vectorial linenl rn 11110 

de• su:- 1101h,;1jos sohn• c•l1·e·tro11wp,1u·lis111u (l88t>). Lo 1lc•fi11i1) usando coordP11ad¡l.!>. 

s; 

y 

/] = (b,, b,, he.) 

HOf'OUJ •ROHIC•IR 
0-od s...,,,, Col_o_ 

entonces 71 proviene de 71. 11tr11ianlc tJn operador lineal. si existen H nl1n1eros 

la.les. qm• 

.x,,. i' j = ) • 2~ 3. 

{ 

b1 = .\uh1 + Á12h2 + Á13/z3 

b1 = ..\21 h l + J.22h2 + Á23h3 

~ = ..\31h1 + ..\32h2 + Á33/,3 

(:l.9) 

Oliver llca.visidc fue 1u1 autodidacta experto <'n fisica-1na.tenlá.tica, que con
tribuyó a la teoría e)ectromagnét ica y a sus aplicaciones. En 190 l predijo la ex
istencia. de una región ionizada rcficct.ora que rodea a la Tierra. La existencia de 
esta capa~ hoy llamada ionósfera~ no 1.ardó en confirmarsr. 
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E11 J!.JCJI • .J. 'Villard Gibbs llamó a <"Sla transfonu¡¡ción función vectorinl 
lineal. l~a .Jpfinió. (_•n fonna abstracta. e-orno una f funcilin co111 in u.a tal. c11w 

I(v> + ut) = f (v-) +f (w). (3.JO). 

!\lás 1 arde, en HU 8 .. en Spacc-Time-Alall~r. Hermann Weil dio una definición 
cornpletatn<'nt(_• abstracta de Ja función vrctorial lineal. 

ToV-W, 

cu dond<• 1'.11"" son rspacios vcrtoriales. Trs una lransformacióu li11ra.I si. y sólo 
si, 

Hermite., (ºJI J S5.5. rnostró qur si la rnat riz M = M·. siendo J\-J• 1a 1 ranspucst a 
de una 1natriz. c-s •lrcir. la formada por la sustitución de cada t•lernento por :->U 

complejo conjugado (tales ma~riccs M se llaman hermitianas), entonces las raíces 
caractenºsticas no nulas, de una matriz real antisiinétrica, son imaginarias puras. 
RudoJr Friedrich Alf"red Clebsch (1845-IBm) dedujo, en 1861. el mismo resul
tado. D~pués Art.hur Buchheim (1859·1888), en 1885, demostró que si M es 
simétrica y sus elementos son reales., ]as rafees caracten·sticas son reales. Este r'-... 
sultado ya había sido establecido por Cauchy., para deterrninante;. Henry Ta her 
e 1860·?). en un artículo de 1890., afirtnó como evjdente que si 

(3.12) 

e.s la ecuación caraclrn:..tica de cualquieTD matriz cuadrada M., entonce.-; el deter
minante de M es ni.. y si., por menor principal de una matriz entendemos el 
delerminanle formado a partir de los elementos de Ja diagonal principal de M, 
entonces ni., que es también Ja suma de las raíces caractcn·sticas2 es la suma de los 
elementos de la diagonal principal. Esta suma se llama traza de la matriz. Las 
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1h•n1c>slradoncs rc:.pertiv•ts í1u-ron dadas poi' Willinn .. Jlenry l\1ctzler f 186~1-7), 
1•11tn• IStlJ y 1892. 

An'HU• ~YIZY ( 1821-1119SJ 

Eu IS7R, Ferdinand Georg Frobenius (J8-HJ-l!Jl7) inicio 111101 nw~ticin rcJa-
1·iun.;1da ron fa t•ruacidn f·.;1r•1c-1cñstica. Busrc) <'I polinornio n1inir11u tt•I tlr• grado 
rtl• 0 11or) que• sat isf.;u:r lit rnat riz. E ...... tahleció qu•~. si sr furnia d•• fa.-·101•~- 1•1 polino1nio 
r;1rar1••ristico <"S 1íni<-o. :"'o f11r sino hasta J!JO·t qur Kurt lfensel f J;o.OhJ l!J·1 I) d1•-
111ost ró 1-sta afirrnació11 1J1• uniridad de Frobrnius. E.11 Ps•~ ruisrno .1 n fru lu l l<·11s1·I 
dt•rnoslró C'JUr. una rnatriz A 1·11adraJu, cuyo ¡10/rnoruin '"'"""" ,_ .. j(.11 .v !/(.r}. ,_.., 
t·1111lt¡u,-,r o/ro po/ino11110 •/Ut la .... ati .... facc, ~nlonrr.<> f(.r)/9(.r). 

La nuci<;n <le rango <11~ unct tnatriz fue introducida por Frol:><1•ui11!'> 1·11 J S7!). en 
1·onrxiú11 con rl csl tJCfiu 1:11• Jos delernlinantc:.;. 1 · n.a 111al .-iz A 111x 111. 1 i1•11r ratigo 
igual a.J 1náxirno <fe sus 111«..•nores diferentes de ,;<·ro. 

J.>adas <los mal ric«..-s A y D, que se relacionan d(_• difrrrnt.t:"S rnanc·ra!'>. MHI equi
valentes si existen U y V matrices no singulares ta.les. que A = UDV. Sylvrsler 
rnoslró. en su trabajo sobrr <"letcrminantes de 1851. que p) 1náximo ro1111i11 divisor 
,/: dr los delf'rTJ1ÍhaJ1lct'> de-) OlCUOr Í·¿sirno de 0, i['"S igual al Jll.C.•f. #/, dr Jos 
dc>terniinanles del menor ,.,,~.-.irno de A. Después Henry ..John Stephen Smith 
( J 826- ISS3). trabajando rna.trices con elementos culeros. niostró 1•11 1 :'li:!-fi2 que 

cada 1natriz A, de rango p. e<> equivalente a una rnatriz diagonal c·o11 1•J .. n1entos 

(3.13) 

que se encuentran debajo de la diagonal principal y tales~ que h,/h•+• · Loh e-ocien tes 

se Jlarnan f"actores invariantes de A. Además, si 

h, = p~•I p~~ • • • p~& 

(3.J.1) 

donde Jos p. son primos, estas diferentes potencias 1>!'" son los dh·isorcs c•lt•u1c11tales 
de A. Los factores invariantes determinan los divisores elementales; c inversamente. 

Las ideas sobre factores invariantes y divisores elcn1cntalcs que provienen de la 
obra de Sylvester y de la obra de WeierstraB, sobre determinantesT fueron llevadas 
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a rnat.ri<'<'s por Frohcnius en su ar1tc11lo dt- 187S. El :-.iµ.11ili(·.ido de los Íitcton•s 
invariaril es y divisores clenu~ntalcs, JJél ra nu1t ricc•!-i. r_•s rpu· la 111•11 ri~ .A. (!S t~r1uiva.Jcul e 
n la rnatriz D si, y sólo si, tienen los n1isrnos divisnrf's clerncutalcs u factorrs 
invariantes. -'~,!{'t .... 

--u------~-------·--·---------·----·----·---·-

Frobr11i11s. ade1nás, trabajó con f,actor<-.. s i11ViHii1Ul1•!'> t'JI :o.u ;1rtír11Jo l~lu.r linr11n:: 
S11bslllul1011r·n 111ul biliucare Fo,.mr ri. de 1878. Po!iótPrionrH'IJlP, eu 18!14, orga
nizO la l<'orta de factores invariantes y divison~s f'lrnH .. 11t.alt~ en forina lógica, PU 
un trabajo lla1nado Übcr die l:. ... lr.mcnla,.trifr1· dcr Dt Ir'"'"'"""'' ri. El trabajo df' 
1878 le- per1nit iO a Frobc-nius dar lil prirnrra d<'rnostració11 gPru•ral del teorema de 
c~ayJcy-JfarniJton Y ITIOdificar eJ tCOJ"CJlla c11a11do aJgllll<"l tfr las J"i\frPS latC'flt(•$ (raÍrPS 
caract<•rístira.s) de la n1atriz son ig11.--"tlcs. J;:n PStP a1·rl111Ju 111u~1ró q1u• c11Hndo 

c-n cuyo •·;,,so hay un cociente an1big,uo. A/D. e11to11n·!'> (A/D)- 1= B/A y 

(3.15) 

donde Ar <''5 la "transpuesta de A. 

MATRICES QBTQGONA LES 

Las matrices ortogonales recibieron n1ucha atención eu c-sa Cpoca. El término 
matriz ortogonal lo usó por primera vez llermitc- C'll J .S5•1 y no fue sino hasta 
1878 qu~ fue publicada su definición formal, por Froht•nius. Este últi1no probó que 
si S es una matriz simétrica y T una matriz anhsunrtnru, una matriz ortogonal, 
enton~.o; pru:dr escribirse rn la formri 

(S - T)/(S + T) (3.JG) 

o simplemente-
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(l -TJ/11 + T). (:1.17) 

Las propit~d;uh•s de las tna Lric:t·~ 01"1t>J.!.,tHlit1.-s. pcu-a sis ternas r.uadnulus. aparecieron 
c·n varios 1rabajos a pri11<"ipios del siµ,lo XIX. Carl Gust.av .Jacob .Jacobi., <'11 

18:13, intcutó hall•tr una sustilur:ici11 li11c·;1l 

Y1 = L,t1¡..\', 
Yl = L,u·.1 •. \'", 

Yn = Lon1•\'"1 
tal. qm• 2:,11? = L,r~J. 

(3.18) 

descubriendo que los c:orfic.icnh·s dl' lc1 ~11:-.I it 11ci1j11 linP<t.I dc"h<"ll satisf.;u·c·r la propi~dad 
•.k· ortogonalidad 

.._...- { 11. si j # k 
L-"•"ª•"= l. si1=J.-. (:1.ID) 

La drfinirión fonnal d<" n1atriz onoµ,orial tarnhi~n apareció 1'11 1111 articulo de 
Georg Ferdinnnd Frobenius (lt'·l:J.J~ll7). ti11tlado ('brr lrnu1n Sufu.til11lin1n11 
untl bilintl1T: l·-t11·rnr·11 .. Allí. t.·01110 ya!-.. 111••11• it11lill'it a11IPriornu·111P. 1 r.11ti los valon•s 
propios ch• clicha ntatriz .. 

Esta noción apareció antes de que ~r. 1 ... di1..~ra un nombre y se usaba ya desde 
1820. Cauchy, en su trabajo de 1826, habla sohn• fonnas cuadr:ít ic-a~ relacionadas, 
una con otra, por un catnbio de ViiriaLlc:.·: c•s decir, si las 111atrin:•s a:-.ociadas con 
las formas son similares, entonces sus ..-cuadoncs caractcríst icas ~un iguales. Al 
introducir el concepto de ortogonalidad~ Georg Frobcnius fue <•I prirnero que 
analizó y definió formahnente el concepto dt• similitud, en J 87~-

Frobenius comenzó analizando e1 caso gl•ncral. Llamó equivalentes a dos 
matrices, A y D., si exist.ian otras dos matrices invertibles U y V ta.lr.s, que B = 
UAV. Estas últimas matrices se llamaron sustituciones, mediante las cuales una 



OREVE HISTORIA DEL ÁLGEBRA LINEAL 

(A) M~ tr<tnsfonnaba ('11 la otra (IJ). Frohcnius tn1hi cl1•:--p111:s los cnsu:-. partic11lnn•s 
dt~ U= V' (rl (·aso dt• si111ilit11d) y p<ts6 luego a dt•1J10!-<ll<1r varios lt'Slll1;tcln:-. sohn· 
!'ii1nilitud, i11cl11yt•ndo PI f Por••1n,, d1• qut~ :-.i A es siniilar a }), 1•111 oncc-s.{(A) 1•s si1nil.;1r 
a f(Il}. dond1• frs n1alquio•r run• i1Jn fllo'\lricial poli11<>111i.:d. 

Al iµ,ual que otras 11ocio111·s d1· l.t tc•uria <lt• nHtl ri• , . ..,. •·I n111c1•ptu de· 1nntriccs 
sirnilares provino de las p1·i1111·1 ;1~ ohras :-.ohrc clr!ten11i11<111h•h ~· o•s t a11 ant iJ.!,ua cu1110 
In ohrH ch• Cnuchy ( 17sq. ¡x.-17). /Jo ... 111alrir1: ... A y I3 f"l1111ln1tla ... ·"'º" ... ,,,,;/,11·r ... , :-.i 
'.ri ... lr· 111111 11111/rr= un ·"'"!J"¡,,,. ]> lal. q11t• 

13 = p-'AP. (:1.20) 

Es d1•1·ir. las rcuarionr:-- 1·011 ;H·t•·risticas el" dos 111;c1t1·in·s ~in1ilan·:-.. -"'- _...- D, sn11 
las n1is111<1s si estas llHllric·t'~ 1i1·11,.11 lns 111is1nos fHctot···~ i11,·ariat1tPs y los 1nis111os 
di vis<lí('S <•lt•tn<:"n1 a les. Po1ra 111.11 rice·~ co11 clt·111c11l o:-. ··11111plrjos \\.Pi1•1·s11 ;1 L\ prol.1·, 
<•sto 1nis1no f"ll su artíndo ,¡,. l~C>:-0:. a prsar dr qtH' 1"·1 1rah.1jú C•>ll 1lt>l<·1·111i11antl'!-<. 
(~onu> llllil 111a triz n•prPs••111.i 111101 t 1·;111:-.f••rn1ariti11 li1u·.d h1H1H>g,1~11t•a. la:-. 1nat ri1·ps 
si111ilarr~ p11r1h•11penfoar:-.1••011111 r1•prP:-.e111a11do L1 111i:-.111.1 1ra11:-.Íort11aci(jtl. sólo q111• 

rcfrrid;.1 a clns siste111;,.s 11<• 1·uut1!P11oul<'tS dif1•rr11tes. 
t·~•111do la 11u<"iún dr 111.11ri1••-. !-<i1nil<tn•s v la l'Clldt i1}11 1·arartPrÍstica. Cnn1illc 

.Jordnn ( J~:J$-l!J2l) 1110:--lr1·J. 1•11 1:-0:70. <p1t• u;1a Jlli11riz p1wd1• srr transfonnada 01 l.a 
fortllit <:;111ó11il"a. 

FORMA CANONICA QE TORRAN 
La forn:"la cnn.ónicn de .Jor<lan ;1pan•ció 1•11 ~11 1·1·11t11do (:-.ohn• s11:--tit11cio1n·:-. v 
c-cuacio11P:-. ;ilgrbraicas). ohr;t 111.u•:--t ra d1·l 111<ttc111;i1 ico f1.111n;-.. <1pa1 l'cida <'ll 1 Slll. 
l~l l<•ol'l'lll<t 1pu· 1·011t it'TH' L1 Íu1111.1 1·a11únil"a no trata •·ti 1P,1lidad ron 1110111"ic1•s suhn~ 

los 11tÍn11·ros t'<'ales. sino 1 nn "111 r;ida ..... l"ll rl rotlll)HJ finilu .)1• ord<'11 /J . • ·\<h·rn;ls. 
<·orno lo n·firr1• C') título d1• ... 11 liluo .. J111 d.t11 110 1·011sid1·n-, 111<111·ic<"S. sino su~t it t1C"io1u•s 
lincalc•s. 

Si la t•cnación cara1·11•1·i~t ¡, .1 do• lllld 111at.riz J (':-. 

f(.\) = .\'' + b 1.\"- 1 + · .-. + b., = ll :--·si 
j(.\) = (.\- .\,)'' ···(.\- .\.i.)'·· 

(:l.21) 

conticnl' suhrnatrices dt• orcl1·11 /,.,-:.:-;in10, .lardan 111ost r,·, q1w .J purdt• srr t ransfor
mada en una. n1atriz sintilar q1w 1 ient• la forma 

o 

~ ) = .J,. 

>., 

(3.22) 
>., 

o o 
denota la matriz de orden /,-ési1no. Jordan niostró <:¡ur J puede ser transforma<la 
en una matrjz similar qui' ti~n<.• la forma: 

(3.23) 
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Esta t'!'- la f111111•1 t·<111c"u1ic·i1 d'· .lutdó111: 110 nnnnal. dc> 1111;1 111a1riz. 
La lr<111sfun11•1ci,i11 tJ,. si111ila1·id.;id dt- A y B fur tr.;itad<i p<H" Frob,•11i11s t~ll l'-11 

iLrl ic.uln d'" 1 ~7:"-i. l1ajo rl 110111bn~ dr t n1n~íonn.·u·ión nll1trag,rPdie11tr. E11 la rnisnH• 
disc11si<i11 t r<1h

0

1 .. J co11t·rptn d'! las n1ntriccs congruentes o trnnsforn'laciones 
cogredicntes. 1::~tr nos •lin• r¡ut- si A = P'BP., cntoncPs A es ronµ.ri1<·otr con B. 
que ei;rrihirnos r·u1110 A :f::. D. Por Pj<'n1plo, la. transfonnació11 de );1 n1•itl"iz A qu .. 
resulta rh•I int''ITarnbio si11111lt<Ít1ro d<' los 1nis1nos rPngloues y <:nl111ntH1s de A~ e·~ 

una lransfun11at·i,jn ele· co11grucnda n 111at riz ele pernu1tac:id11 . .r\si111ist1Hl una tnat 1 i.-: 
simétrica A dr 1·•u1go r puede .ser reducida, por una trnnsforrnnci<ín congruente, 
a 1111a nial riz di.;igonal del rnisrno ra11go: <~~ clccir. 

PAT l" o () ... () l o d o ... o 
o n ,¡ ... o· . 
: : : · .. : 
o o o ... ti 

(:J.:l-1) 

JI.ay 11111• h··~ t•·or1•111as h.;ísico!'- !'-Ol11·,. 111<1tric·ps c·o11µ,r11c·r1t1•:-.. l'ur •·i•·11111lt1. :-.i S , ... 
sinutt1·i1·.;1 y S 1 , ... .-011µ,1·11c-11tc c·on S . .-11t1.111n•!-o 5 1 c•s ;111tisi111•~t1ic·;i. 

:\ li111•-. dP '-ÍJ.!,lo XIX. las 1·011dic·iu11P!"< 1•-.101h<-111 dadas pan1 c•I d••!'-;11n11lo cl1• lu 1¡i1P 

s1• ha ll01111.1do n.noHisis rnnlricinl. 
\\.illia111 Jl,.11r:>o· ~lc•1zlt·1'.1•111111 .;11·tí<"ttloapar'"ridoc·tt l~!):!1•t1 l 0

) •• \1111nn1n Ju111·. 

ual of .\/nt/11 ,,,,,,,, ..... introdujo l•1~ funciones trascendentales de una n1atriz. 
(_•scrihi1•rulo ··ad<t u11<1 ro1no ttllil s(_•dr dr potc.•ncias rn una 1natriz. Estahlecicl las 
s<. .. rics 11ar0t , .\1. 1 -·"' : 

log .\/ . ... t 11 .\/. arc . ..,cn /11. asi 

L¡is ra1nifi1·at"ion1•s ti(_• la trori.a dr- 111atrices son 1t111n•~rosas. Las 1natric<.•s ~1· 

U.Sil.1'011 para n•prt•st..•ntar ÍoTJna.s cuadriÍ!ic¿1s y hili11calc~s. La reducción de tal<~s 

forrnas a fonnas <"anónicas i-;in1plt!s. forrnan <."I corazón del trabajo sobre invariantes 
de n"latrices y 1~st.as sr relacionan íntirnarnente con hipcrnú1ncros. corno rnatrict•s. 

Tanto c·l •'l'-1 tulio dl' los dctcnnina.ntcs. como el <le las rnatri<"PS. sr extendió 
al estudio d1• las n1atrices de orden infinito. Los detcnni11antcs infinilos se TPl<i· 
~ionaron co1110t obra de .Joseph Fourier (1768-1830). rcspt-r.lo a lc1 dt•tpr1ni11aciá11 
de los coefkit•11trs d~· series de expansión de Fouricr de 1111a íunci(i11: conto ta1nhié11 
a. los trah<ljos dt• IJill. en lo que coucicn)(' a la. solución de- ecuado1ws difC"rcncialt-s 
ordinarias. t\rtfrulos aislados sobre los clctcTJninantes infinitos se c~cribieron entre 
estas dos sohrf•sa1icntcs investigaciones drl siglo XIX, pero la mayor actividad data 
de Hill. 

Las rnatrkcs infinitas se rclacionaruu. itnplicita o explícitamente, con los trn· 
bajos de Fouricr. llill y Hcnri Poincnré (1854-HJ12). El gran impet.u para e1 
estudio de las n1atriccs infinitas, sin c-1nbargo. provino del estudio de las ecuaciones 
integrales. 
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Capítulo 4 LAS MATRICES 
NO NEGATIVAS 

!\luchos dt• los problcn1a.s que surgic-ron t)e los <listinlu:- t .1111pus dt• )ilS t:i1•11t·io1s ttal11· 
ralcs y sociales abon.laron J>r-i111cranu~ntc la. .;iproxin1•u·it;11 111ci~ senc:i1\<t: rl concf'plo 
111ate111átit·o dt· linealidad y la 110 negatividad. 

Cada vez qtic se intentaba 1nodclar 1111a ft·11ón1c-1u.> 11•1\ura1 ( ftu~r•1 t~.st t• t•conótnico 
o 111alt•1n;i.tico, t•lc:.), ~c.· intc!nlaha hacerlo t>uponirudo <ple lt•nía 1111 t•o1nportn.n1if'11to 
linc.·al. Lurp,u st~ podían hacer ir ··r<'finando"" <lidio:-> íc•11únu·nos hasl<1 q11r> se• aproX· 
i1nara11. •·11 pri1ncra insta.nci.,.. n su co111porta.n1ic·1no rPi\I. aHncpu· drspu<~s se• <"011-
cluy••r.;1 t(t1t• c•sll" c.·0111portan1ic11to distara 1n1u.:ho d.- :-tot li11c-al. 

\.-',•<11Ho!" ctlgu11os t•jc1nplos de prohh·1nns <"11 donde• -.11q.?.1' l.1 n<•Ct>:-idad tlt• p1.a11lt>;1r 
111atrin·:-. 110 11Pp,ativas. Esta 11<"t"t•sidad M' "·islt1111br.a p.11;1 lo:-. siJ!,tti1•1tl1•s c·,1111pnl'>: 

1) ilHilo1¡ú1 (por t'"jC"1nplu t•ll ptul,lc111•1:-. th• lri\11:-.¡u111,. •c•l11l<11 11'• :-.11:-IHIU iils) 

n) Entlnp.Ía 

1') Fi!'iolup,Íil 

<") E¡»ic.lr111iulugia 

1/) F;n111aco-dinámica; 

2) .\/1 Ir rrologia; 

3) F/.-.1n1: 

11) (;t•tu•raci<)n de partículas 1•lcnwnl<1lt-:; 

b) Fisit)n nuclear y t:ascac.las dr rayos C"Ú!-i1nin1!'

c·) Prnh1rrna:,; de mecánica dt• Huidos 

1/) Física n1atc1nátic:a; 

4) f:"ro11on1ia; 

11) En d análisis de las relaciones intcrindustrialt•s: 

n.,i. Jan Suu•I. (lfl.,..•·ld,..,., • .,,..,.,Jo.,,. J.,.. 

5) En ran1as de la 7nalr.1nática que surgieron hist.óriccunenlt". autt.• la 111-c<"sidad 
de rt ... -solvrr problc1nas concretos de planeación o dt• t'!"trategia ... co1110: 

u) Prograrnac:ión 1nalc1nática (plancac:ióo) 

b) Cadenas de Ma.rkov 

r) Tt"Oria de gráficas 

1/) Prograntación dinámica 

t'} Topología 

/) Algebra lineal 

h) ;\-1.!todos nuniéricos. 

Estos son sólo algunos cjc1nplos en donde se pres~nt.a la nccesidatl d1~ trabajar 
con nociones de linealidad y no negatividad. 

Los rsludios fundamentales con relación a las rnatrices no negativas no fueron 
cstab1ecidos~ en sus rasgos generales. sino hasta principios del siglo XX. 
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La c-011fl11<•11da dr rli\'ers;is ;irra!'" dt• J~1 uu1tr~u1;i1i1·,;i _,. ,¡,. /.1 1·1 u110111i;1. 1•11 p;u·1i1 · 
11Jar, rnuli\'aron rnucho su rsludio. l'.11 prirncr n•s11Jl;ulu \·.if1./o p;1r·;1 /;1:,. nwlrir·1·s 
positiw1s fur! Pst;1l1h~cidu por 1•J ru.alrn1<ítico afr~rruin Osk;¡r J>rrron, e11 c-< . .Hlf!Xi<;11 
c-ou su iJJ ,.<'Slig;1rid11 sobn.· los d<•sc1rro//o:-. ruuJt idirrwu~ion;i/,·~ dr• .l..J . .loirubi, 1 accrr:;1 
11':1 nlgorittno (jncobiano) de léls fracciones continuns.-' , 

()tro result;ulos pro\'inicron d(• l'~tudios accn:a 1/f" la pro~rarri;u:idn Jir1caJ, dt! 

la lr•rJ-rÍ<I d<• j1u·gos d<' Etnile Borel (J87J-J!J.':Jfi) y d•• lo!> rra/J;ijus dt• John Von 
Neun1tu1n (l!J():$.J~fil). 

()r r;1 t·on·icnl <' roofluylÍ d<· lo~ d"~•t rro//os provP1111·ur ('~ .¡,.¡ .ih~··br;1. r•J 01•11 err1;t"1 i<·o 
itl<•u1áu F.c:. Frufn•uius apoyúr11lo~(' <'JI n'!.Ultado~ 111· (} J '•·11011. g1•11.-r•tli:t"..<; los rc-u-
1·,•rnas , ... ,.,.ª dt• 111<11ricl's posili\·;i:, y 1•s?<1blr·ció ha~i-~ P·•'" '••r l1i1jo 'I'º-.. co11tlic-io111•!-> 
u11a ruarrj~ 110 r11·g<11iva tir11<.• ,-;don·s _,. \'Pctor•·s propio .. 1u.1 ll•'}..\itli,·11~. El 1•11fr"I'"' 

<111e• I<• dio. f11•· <ft·~d1• 1·l punlo di" \"i~t;1 .algl'hraico. Si11 ••rr1/,;11!!,o. l1;1r·i;1 ••I li11•1I .¡,. 
su vida. F1·ulu·ni11s J1;1bía11 f"l'cifúdo 11u ;1rlÍrulo rl1•J n1a1.·r11.ili•·<> 111íug.1J"o Denés 
KOnig ( 18~·1· I !JI 1 ). a q11ic11 ~e nJ11i-.id<'ri1 corno uno,,,. Ju-. f11r1dddut<':o. d1• J;t teoría 
de gráficas, .aplicó su leoría •1 las zn;11ricrs no r1<•g.11i,·;1~. ofr<"r-i1·11rfu tron·rnas 
11u<•\•os y casi i11dcpeu<li<"11tcrn(•1Jl1• de la lf"Oria d<~s;.1rro/Iad;1 pur Frob<.'nius. 

Por su Jada. <.'JI Rusia, los rnalt.•rnáticos Markov (J,S.';(j.J!J:!2). ~Jinkovsky (J862-
J909) y V. Rorna.nvsky trabajaro11 en el área de Ja probabilidad. ron lo que S(' lw 
dado en llamar matrices de entradas de probabilidad o Pstocásticas, lamhi,;n 
conocidas corno cadenas de Markov. EJJos tan1bién d~·111os1 r;1ron troremas t•n 
dond~ parciaJn1ente dcrnostraron d r~orcn1a Pcrrun-Frolu·11i11s. 

IJAC:OHJ. J J .-lllgemr11u- 711ror'r dr:r A·r11r,,bruclulQhnhrlir" A/9c•r1tlimn1. u1 ll·r/rhrn .Jrdr: 
Zal1/ au!> tire 1 i ·u,.,,,. gr:/ie1ulc11 grlndet wtnl. ("I'eoria general "ohr•• ••I ;i/~oril 1110 d1• lnh fr;act"1or1t•-. 
C"onrinu~) Hurh.ircf Journ,.J fiir 1J1 .. r~·111r und augewnndtc /\J.-a1IJ1"111,,11k. Bd 6!1, pµ. 20-6'1 <) 

bien en t::c. .. nn1,,1r/I< ll··crJ:·ll"., toruo 6. II••rausgeg<'"ben auf Vcr<u1l;a.-.su~ d<'r koniglich Pres."ili!id1t•n 
Akadetni~ df"r \\'1s.o;enschaftcn 

2Este articulo M' puede ver en el apCndict.". 
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L-., hi:-.loria de- );1:-. 111<1h•1n<lti1:as 11os nu11·~11.1. q111• );1!'> di!'>ti11tc1:-. il(JOl"l.i11·io1u•s a la 
lt>ori.a dt• las n1a1ri<· .. s lll>·ru~gativas s1- d.-!--.1f1ull.1nJ11 d1!sd.- );1 •lptic·<t p;11·tir11lar •le~ 
1n11y divrrsas di:-wipli11as 1nale111;itic.;1i;, 1·011u1 <ii,l?,Pliri:-.t as, 0111alisl 01:-. 111al Ptn;í.tic:os, 
tupúlogoh. •~t<·. E11tn· c•llo:-. 1>ude1nu:-. 1111·111·i•Jllilr a alg,1111us 111;1t1•111<i1i1·11s solu-c·· 
s<1lie11l1!:-.: ()lµ,a Tnussky; A. Ostrowsky (-.11izo): ,\. l<.n·i11y; ;\1.:\. B11t111.1111: P. 
Alrxanclrov (ruso); l'y F<ll1; :'\l.V. llo11ia11o"·~ky {naso); llc·lt11t1t \Vit>I0111dt y V. Gaut· 
rnajcr (ruso; ta1nbi1511 se• t>scrihc~ Gant 111.;H·h,.1 ). En ol ras palal1ro1s. lo~ c·1·ono1nist.as 
han ht•cho 1nuchísi111as apor1 acioncs d<>n1 n• d'° J.1 1 t•orÍ<t dt• las 1n<it ri<-<"..; no 1u•gativas, 
co1110 asi1nisn10 11111chos ot rus 1nati._•1n.rit ico:-- y fí~it o~. La lista es i1111u·11:-.a. 

Paral1•la1ncnh• a los r<'stilt aclos a11lt•riort':--. c•I fra11n:s ..lacqucs II:Hin1narcl ( l8fi5-
l !Hi:J), tcabaja11do sol>rrt>I prohlrn1a d1· lí111iti-:-. dt• 101:-. funcion1•s ar11H)11i1·a:--. t'llt"outró 
1·01ulirio1H'S para <"ncuntrar la i11vl'r:->a clt· ~111.1 111;1triz 1lc- t'l\lli11l.i:-- 111• 11PJ.!.aliva:-.. 
l)i<·has 1n;1t ri<·c-s se conoc<•n <.:01110 r11a1 ric<"~ ,¡,. di;1J?_o11ill do111i11;t111 ... •'11 1•1 ... 1•111 ido ch· 
llad~unanl.:' 

1..a sinlt..•si~ dr tal<·:-. n•snltilllos ahrit) l;1 1111<1 ,¡..la l<"oría de operadores lin
eales no negativos. 

El d1~;1rrollo dt•I ii.lp,1•IJJ"a lin<"al d1• u¡n•1.11lo1••-. ,,., 111·g.;11 j,:u:-- h.1 :--•'!\·ido d1• liase a 
11110 el.- lu~ i11~tn1111P11tos d1·I oin•a i111<·nli-..c 1pli11.111.1 ,.J nn.;i.Jisis <>c-01u)111ico lineal. 

Jli!-olÚJ"icc111H'lllt-. Ja programación IÍ11t•a) 11,11 j,j ('11 !,1 l"11iú11 s,,,.¡,:,¡,.,, COl110 

1·011~··c·11··11cin d1• lo:-- p1ohlc·111as dt• la pl.t111h· "' ····11 ,, q11c· ~·· t•llfJl'llh) l.1 u .. \"(1l11ci<Í11 
Hnsa t'll lo~ a1-10:-. po~tc·riores a Ja to1na .¡,.¡ 1uul1•1 ()e> allí .... i1l•l1i.1 \\. l.co111ic·f 
1101110 ya~<· 1nc·11c·io11<) l'll la prin1r1·a pa111·1. I"'' lo •111" 1·.i1l>1° l<'cl11d;11 .1•p1i qu<" Íllt> 
···) q11ic•11 n•1011Jl)_ c•11 ~u p•·ríodu d1• for111•11·1oj11. 111111 Ji.1~ d<' lil:-. ¡,¡, .. ¡ .. ya .. xistrolt•s 
l'Oohn• 1u-ogra111ació11 li11•·•1I, para dPspu(·~ 1l1· .. ,,,r .. Jl;11 1111<1 111t•l(11luloµ:i".1 1p1t• .1¡1lican';1 
.1 101 c~co1unnia 11onea111rri<-0111a 1·11 el ¡u·ríodo po-.!••1 io1· a \<1 1·1·i!"oi:-- d1• 1 q~!J. 1·110111Clo 

="url<"anu:rica tH'CPsitaha plou1eo1.1· su c•cot1<Hlli.1 p.11·;, ,1f10111a1- );1~ -..p1·111•L1-. di· la crisis 
ocurrida. 

LOS CONCEPTOS DE IR.R.EDUCIBILIDAD Y LA IN
QESCQMPQNIBILIQA p 

El prirnero en publicar trabajos acerca tic- la:-o 1n<11 rices posit iv<ls f111• ()~kcu- Pcrron.·1 

Sin ernbargo. Frobcnius publicó <los dc111oslracio111•s que caraclPriz.;111 a la~ 111atriccs. 
to1aln1c11t<' i11dcsc:on1ponihlcs e irn•du«ihlc·!"o. 11!<•111do illg••hra. 

Otro rc-sultildo fue el proporcionado por 1•l 111atc'nlático h1"u1g¿1ro D1·11és Künig • .!. 
quien se lo cn,•ió a Froh<"nius para. n1osl rarlt' 1111<1 •1plic:acicin de la teoría la gráficas 
a las rnat rices. En particular, aplicando 1•) n>un·pto de i11dcsco111po11ihilidad (irrc
ducibilidad )-

l\larkov, por su parle, rnostró una co11dición que coi11cidc• con t..>I n:u1ccpto de 
irrcducibilída<l de Frobcnius. Markov proh1) alp,11nos teorcrnas snhn· 111atriccs es
tocásticas. del tipo Perron-Frobcnius. 

:lJIAf)Al\tARD. Jncqll<'5 I~rr;on.• .sur la pt·of"Jgallori dr~ un1/t.'< t.t ¡,., ''l"alruns dr. 
/'htdrodrnanuqur.. Ed. Chd1;o•a. Puhlishing Co1npa11y. :-.;,.w York. HM!J. p •1:i 

4 PERHON, 0Mknr ( 1907) Ülu:r Theoru drr !tlafrr:un. ~1nth. Ann. 64. :!•11:'1-'lfi:l Y••r aprlndicc. 
:i.KÓNIG, Dentis Übrr Grapht:.n und rhre Anwcndung flU/ /)ctrrrrunantrnthcor·u tJrtr/ ,\ft:.ngrn

lrhrr.. l\1alhematischc Annalen, lomo 77, 1916. V~r npé111Jicu con los arLiculos originales. 



BREVE HISTORIA DEL ÁLGEBRA LINEAL 

1-lnns Schneicler, c•11 1111 artículo ch~ 1 !J77. c-onjc•t urc) que la ,., ... ~j,)11 hnal que dio 
F1olu•11i11s ( 1UI7) il su arl inalo" no fur prrparada por i·I 1nisu1u. !--illo q11c• alguiru 
dPl1icj h•du~rlo hecho por t~I, ya que Frohe11ius s<> encontraba rnuy f•11f1·rr110 y nnirió 
c'M' 111isn10 afio. 

1\ Frobrnius se le· atrih11yc~ la introclucciúo del conc.·eplo clr indr!--r·11n1pnnibilida1I 
dr• 1111a nHtl riz y su Hplin·H·ión a las mal ri<-c•i-. 110 nc-~ativas . 

.U•'•'·-----------T-.... T~PIOft .. .....,_._c..~---c-._.-.-e,ft.Y--"'- ..... ---....N.---.------ -C>.c.-.----·- .___...... 

~litirko\" inrrodujn PI 1nisn10 concepto d1• irreducibilidad cpu· F1olu•11i11s y, na;is 
alin. la noción de •tJM'l·iudicidacl o acicliridad. E11 J!JOS dr1110:-.1n) 1111.1 parlc! df' lo 
•1111• 1·cu1or.r"JHO:" t"o111n 1..•l tPorr1na c:IC" Pr.rrn11-Frohc•nius. p.ant 1111a 111.111·i-,; 111• 11<-'gali\"a 
in1•d11t·ihl1'. 7 Por 1 auto. poden1os a!">cgurar fc.•hacicnlPIJlC"lllP que• lu 1IP11tu!--I nl anlc•s 
quP Froh.-!nius. Pt·ru 1•) problcrna no radica tanl<> en Pstablrt·t•r 'luic~u dt•n1ucs1ra 
prin1rro un trorf"n1a. sino reconocer que. r"U un momeuto dado. Ji.ay c-ondicionrs 
p••ra t¡UP un rrsulta.do sea probado por rnás Jr una persona. una vc·z qu<• ~e hayan 
•·011ju11tado una serir de coudicioncs. En suma~ alguien sintetiza Jo •1ue antes se 
encontraba relativamente disperso y le da generalidad y cohr.r<"n«ia. 

6 SCllNEIDER. Jlnns Thr conccpt.s of /rrcduc1/11ld'11 and Ful/ lnduco7npanrb1lrty of a Matriz 
1n thr IVor.t.s o/ Frol1'ntu.•. A·iinrg and ltfarkov, Linear Algcbra and its Applicauons. 18, 139-162 
(1977). 

7 rlud., pp. 139-1-10 
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J•o1rn 1nosl reir la uni<-i1ló11l 1l1• l•1 dPsco111posic:Ki11 de• 111101 111•11 riz n·cl11c·ilth• 1•11 1·0111-
pn1u·nh~ irn~duc:iblc.-s alg1·hrai1·0111u·11te. Frol)(•nius ól)lo111°t olu~ clr1J10!-I n11·io1u·~- J-:11 
l 917. 1:011 ()8 altos ele C!cla•I. rt•íurnn1lü la pritnera •n•rsi1in 1!.·I l1•on·n101 q1u· 1l1•111ust ,,; 
en IHl2.." En el tihi1110 ar-tirulo 1•sl.·rihiú: .. La d1•1110!-lt.-ici1i11 <pie· di .;11p1i P.:-. 1111 

produc-tu i11<"id<"nlal, <1u1• surge• ti•• l;ls propiedad1""!'. 1U"ul1.a:-o [r11·/u,1·91 ")tic· lus tll'lrr
rninanlt.-:. 1·011cle1ncutos110 n1·~ati'l·os- _ J)c_-spu1S. .-xplic·<1 1pu:• dar;Í. 1111a cl1·111ustració11 
l"l1•111t•11tal. 

Scl11u·ider afirrna, <!11Íoiti1:a.111l.•11tc. c1uc C.!11 1912 FrolJt•11i11s 110 cliu u11a d1·111us1 rac-itin 
estricta tl1· su lcorcrna. P'-•ro 1•11 191 7, en su artículo i;f,, ,. :t rlt!¡burc /),Ir r111111a11tc.o.;, 
Frobc•nius hase) su t<..~re111a 16 '-"11 {"I artículo de 191'.!y1•11 •·I h•111a 102. 1l1·I ai-tín1lo d(• 
1917. 1'.l'>nig. 1•11 1111 ai-lícnlo de 1!)15. dio una dc.•1110!->1T•t1·i1jn d1•I l<"on·111ot d1• FrolH"
nius ns.ando la tc.-oria ch• gi-áli•·a~- 1-:1 ll.~l"l~:ina d1• 1'1->11iJ!. di11• lo siµ,11i1•111,.: ··.•-;, 'u un 
,¡, /1 r·r11rnon/r 1/r r/rnu·nh, ... no ntynliro:s /,, ... can/11/11./r ... 1 11 1111/0 1·1 ,,_,,/,;,, 11 t" ,.,,,¡" 
1·0/111111111 hrnr u In 1111 ... 11111 ... ,,,,,,,. 1l1.-.f111lu c/1 r·r ro. r 11fo11rt ... "" /rulo.-. /u-. llr1111110.-.. 

1/1 /,¡,Ir 1·1111urinlr putdt" "" 11/nr ... ,-. l1u pi-olKÍ p.i11.1 11i.11 ri• o•:-• 1111 Plto111l'11I•>~ c•1111•ro~. 
p••rn 1lt~p111~s i11dicc.> qur •~•·· i-c~11houlo 1a111hi1~11 1·r•1 \·oilulu po11a 111.1t1·i1·.--.. n·•il.-~. 

F1olu•11i11s oh~c.·rv1). 1•11 ~11 ;u1fr11lo e.le.• l!JI 7: "").,1 1o· .. 1i.1 do• µ,1·•íli.-•1~. pot 11u·dic, de• 
101 1·11<1l 1•I S.-. l..:ü11i~ dc.·tluju 1•l l1''t.Jfl"tll.il ch· arrih.1. , ... 1•11 rni upi11itlT1 1111<1 li•·11·anli1•11ta 
[l/1/f .. 1111lt1l} <tpla para 1•1 clt~.1rrullo dr J.1 leoi-í.-1 cl1• ol1·11•1111i11;:1nt1·~- 1:11 ••:-tt• t•,1so 
nu11ol111·1• •• un lt••nrc.•11101 rnuy •~1>1·1·ial. 1h• pol"o ,·,ilor ; • '" q1111: ... ,,, :11 /Ir' Snt:: 1·011 

!I' 1·111!/'" l\º1 r/r}. Lo lp11• r~ vo1lio~o. t•n su •·0111c·11i1lo ..... c·xpn•sil 1•11 1•1 l•"t•f••111.t 11 ... ·· 
( :\<¡11Í. !'-/11::u11 ~•! tracl11c-1• •l•·I 01l•·111;i11 co1no rro 91 111 tul J 

A.M. Ost.rowski (u¡u·i1ln 1•11 lS!):l-"!'). a 1-.11• ,, ... I""' lu hizo .-11 1'1:\7 1.1 -.iµ,11-
i1•111t· uh~1·i-vació11: ... La tihi1n•1 or;l<-ilÍll~ c.•11 los i11ti• 1110~ 11•1111ido~ rl1• F1ul .. ·1iiu~. da 
adrntás una 1orpr i111p.-.~i<Í11. ExprPsa. sin <"111haq.!,o. 1111 :.l'lltir11i1·1110 :?,1°111•1;cdizadu 
por 011p11·1lus día.s. La argt1n1r111<tc-ión d(• F.-nhr11i11!"- p1·tl•"lll'1·1· p•H' ~11p11•·~to il la 
t.eorín de gráficas. Pero tu,·o. obvia111c11tr. 101 ~1"11:-.11·i1i11 c1 .. q111· i11t n11lu.-i1~11do 
nu1nhrrs nuevos para argun1l."Utns viejos, 110 sr aí1ad1«1 11•ula tl1..• cor'1c-11id1J". 

-1·:.-. •ll"Sde luego, dif{"r{"lltP hoy :si trato de a11•1lizar por q111..~ es a~i. L;1 razón 
pri1u·ip;1l par<"ce ser <¡uc con el advenimiento d{" 1.-.~ 1·01np11tadoras. 1·.-1d1·11."\s 11111y 

gr;11ulc-s d1• argurnentos sr volvirron acccsiblrs. y la 1u·1·1·~i1lad de• 1·1n11l.,i11acio111·~ 

si1;tc•rnoi1 il"<IS se• convi.-tió ••n algo rl\uy urgcnt«·-. 
-Es i11leresanle observar 11uc-. rn cslc.~ ca..c;;o. t.an1loi1;11 e•) otVilnl.·1• 1•11 1., 1.·1·11uloµ.Í•1 

hizo 11c."C1"Sario el desarrollo c.h.• una nueva rarna c•ri l<1:!"o n1ot1c•rn<ili<"<1.:-> p111.1~_--H_ 

J..:i'n1ig había enviado su clc•mo1;tra.ción {1915) a Frohrnius 1•n lradul-ritin al{"1Tl
a11a. 1·01110 ocurrió con mucl1os artírulos de 1natc•1n.-i1 ic·1>s h1.111garos cl1.• ou¡1u•I t.i{"n1po. 
;.Por cpu~ 1.·rilicó Frobenins el articulo de KOnig tan d11i-an1cnte? S'-•gún Sd1ncidcr: 
... El artículo de Frobcnius (1917) fue prcpara.cio sohn• notas dd 1nisrno Frohrnius, 
pl>r otra persona; pero la versión final no fue escrita por él. Debido a c-irc1111standas 
no conlJ>l{"tamentc conocidas por mi~ no fue lcíclo r11idadosamcnt1" y n·visado por 
Fro~nius. Esta hipótesis es esprculación de mi par1''" (y pue<lc no srr g1"11c.·rahn1•111r 
aceptable), pero, en respuesta a una pregunta., lu~ n·1·ihido una inh•n•solJ1t.c carla 
(fechada rn dicicrnbre 4, 1975) de K .R. Bicrmann. d{" la Academia de.• ( 'ie11cias d1• la 
R.D.A. (Uerlín), quien dio alguna credibilidac.i a una hipc.>trsis co1no la d1• arriha-. 

11.S.- rrlirrt• ;¡11 art.. Ü6rr ,\latnzi:n. aa5 n1r:ht ni:gahvrn Efrrn,.11ltn. Si1z1111~h··r l"rt•uss. J\k¡1d. 
\VJSS. Brrlin 1912. pp. 456-477 

9 161d. (l. 156 
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Cilo (la tntducrión <·s mía C.E.S.i\I.): 

u¡.~,·obrniu .... no fl/U.1rla /u rlisc11sióu ro,,rrr11it.11lr o d<ltr111i11unlt·.~ 1·1·duciblcs en 
abril de 1917, rn /ns c/11.<>r.c; ríe fi'".sica 1nnlr.uuihru 1h In ~trar/rnlifl brr/ine."in misn1<J. 
~11/erntÍ.'i, fue rr.prt·.'ir.11/ado ¡1or //.A Schu•or=. ··ru 

10 rn1 

En <!se• afio F1·ol1c11i11s t~!·d.aha 1nuy 1•11f .. 11110 ~· ~ol<1111.-11tt• p<11tir-i¡x; uua vez rniÍs 
(c•n abril :líi) en 1111•t ~P~i1lri de la cla!-ic". 11 1111ui1•1ulo 1•1 :J df"' :\p,o~lu 1l1• J !JI 7. 

P;1ra concluir 1•slc· punlo, din•1nos que· Srl111Pid1·r c·111111<·i•1 l<1 hip<ltc•sis de que P) 
texto fiual del artkulo ele Frubc11i11s de· l!JI 7 lo pn•par<'> 0L1·,¡1 pPrsu11¡1. quien apoyaba 
los puntos u~ vi~ta d1• Frobcnius 1~11 su 1 rí1 ic;i c·o11t ri• h.'.i:tuip,. 

F111• A. A. Markov quien introdujo lo!-- 1·011c•·p1os d1• 111<11.-i<t. prin1itiva y rnatriz 
nperiódicn (o 111a1riz cíclica~ de orden 1 ). l·:!-,lf• 1ilti1110 n.1111·,·p10 .. :-- 1·<ptivaJ..,.11tc• 
id co11cf•pto d1• ir·rt"clucibilidad de FrolJ1•11i11!--. f"oll .. ¡d .. <1p1•riut!i1 id.id de• .:'\larkov 1i. 

"J"a111hi1~11 dP1110~1 re) q11t• 1111a rnat ri<t. .. -.1 uc;i-.1 i1·i1 01 fH'1·i1'11Ji,·;1 i1 rPd1wihf,. c•s pri1nit ivit. 
(~011 e!-i<" fi11. u~c) ,.¡ tPorf""fll"1 d<" do111i11a1u·ia d,• la diagt>11<il par 01 111;11 r·in·!- c•stoc¡ist.ir;1s 
if'n.·<lucihf1•s dt• ,·,¡iJor propio J. (:011 <"~11• 11·utPJll<t ,i.•1110!-ifn:t. p•H 1<11110. 1111a pitrl<• 
de"! teorrnia ch• Pt>rro11-Frobcnius. 

Sólo l1asta ro111ie11zos de los a1-1os )!);JO rl res11lto1do ''" JJc·1·nJn-Frobt~11ius fui• 
o-t(>licado por los 1n.rt1c•nJ<ilicos a las <.·;1dP11.;1s dr .:'\larkov. 1:1 1·011 !11 q111• •1q11í estarnos 
afirrr1ando c¡uir 1•:-.::i~t l•t un cierto aislarnic•11lo. 1.1 hiPn. pu1·.;1 1lifu~i1)11 1•11 Husia, acerca 
cJ..,. lo~ rf""sult;ulos que• lograban los 111atPll1óit i1·0!'- ru~os. 

Unit inlrr·c~antf"" pre~entación de los rc·~11ltoulus dr .:'\l.irkuv lo liizu 1·1 rnatemático 
ruso V. Ron"Janovski ( l!J20, 1930. 1!J;J1 J. aparc--ntc1m·11tf' i111Je•¡u-11clir.nt.c ( 1933 y 
l!J:J6). Este rnatrrnático hizo n1ás refrn·ndas a Frohr.niu~ •¡ut• al 111isn10 :'\larkov y 
sus estudios .son interesantes. A pa¡-tir cit.• aquellas fecha:-.. r1ude•1nos decir que Ja 
rnatemática ha crecido a ritmos casi expo11r.nciaJes, de 1nodo flUf"" lratar de hacer un 
resumen de Jo rc:alizado en este siglo irnplican·a una tare.a '-"<'rdad1!ra111ente titánica.. 
El panorama esbozado sólo constituyr un 1naterial que> st~ c·onsidr.ra nnry general, 
en relación a Ja gran cantidad de descubrimientos 1nate1na1 icos que sr. originarou 
en las diversas áTcas y disciplinas de la ciencia por aqurl 1 ic'n1po. 

1 ºJJERMAN~ .A1nandus Schwartz (1840-1921) Fue alumno y suce!'Or dl' \\'.,.1rrslra6 en Berlín. 
lhtrllr. Robert /nlroáuccJfin al AnrUuu /ilal~mdltco. Ed Ll~tUSA, :'\1,:0:icíc-o. 19~2. p 77. 

11 SCllNEIDER, ob. crt., p.144. 
12SCJINEJDEH.. JI. op. crt., p.146. 
1 3 rbrd .• p. 147. 
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ALGUNAS CONCLUSIONES GENERALES 

~l uc·ho:-. <THICeptos qtJC• al1or·il ut ili~a1110:-. drl <Í.lgc·lu·a li11P.al y c¡ue ;u:l11;1l1111•111c• li""11cn 
1n11rhas a plic.o,cio11cs, í11cro11 c·rc•ados a pc1rt ir fh•I f':-.1 tulio ele Íf'tJÓlllPnos c•11 ol r•ts áreas 
dc~ la c-i<'11cia, c:on10 la .asl1011on1ia. 101 11u•f·oi11ic·.¡1 rPfl'st.c, la gc~>n1rlria. la geodesia, 
rte. 

1.a cn·.acicin de los c·o11cc•plo:-. que~ :-.1• utili~a11 c•11 alguna ;Í.rca d<' la c·icncia a 
llH!11udo :-.irv~n de hcrra111iP11I•• a otr.01s. E!-> c•I f"HSo p•1rlicular de~ 111u•s1ro t•studio, 
los rru1101nistas se sirvic•run dr los rourc•ptos d"I oilgc•hra lineal p•tra nplkarlos a la 
t•c·o110111ía 1nate111ática li11c·.1L Por t•j1•111plo. Lc-cu1t i<-f aplic6 el lc~u1·t•11101 cl1• PPrroll· 
Frol1l'11i11s t•n su modelo dr in~111110- prud11c-t o. 

Hc·c·iproc-a111enf<', c·on 1·1 d1·:-.arrollo d" 111c1tl1•lu~ 1•1 01u;n1ico:-. cado1 \"t•,... 111;ts <"<HJI· 

pli1.011lo~. los 1•co1101nislo1~ 1t•q11ie•u·11 de• 1111;i 111i1TP111.il1i1·;1 q11e rt~:">po11da a ~11:"> 11ecf"'si· 
d.1cl1•:-. ( 1111;1 1natrn1;l1 ic-ól 11,/ hot·) pa1·a c·I 1•:-.t udio d1• lo~ fe•111)111enos c·c·o11li1Jlic os. l·:sto. 
a s11 v1•%. 1 iPIH' corno c·o11 ... ••c·111•111·io1 la c·rc·ou i<)11 d•· 111u·vas <Írt•as ele• );1 111.111•11ult ic¡i. 
l.o~ 1•:-.t111lios si11111ltol111•11..,. 1•11 111i;1 11 otra ;in·••. 1111pl1c•111 fn•ct1r11tt•1nc111c• 111J<l real· 
i1111•11lou·Hi11 c·ntrc <ir,-.a:-. 1·i··11tlh1 ;1~ dif1·1·.-111•·~ .• 11111•¡111• ,-0111plc•11u•111:11·i.;1,... 1·11 círra 
1·01n1·111 I' i11tc·1·di~cipli11<ui.1 ..... J.1 1•1·01101nio1 111.111·111;i1 ¡, ... li1u·<1I. 

Si. •"<HllO rs de <'SJH•r.11 .. 1•. ,.J rit1110 l1i:-.11·or11·0 d1• l•1 .. i1·1u·ia 1·0111i111i.1 .al 1it1110 c•ll 
<pu· Ita \"<'nido hari1;11dulo. l.1 •"l"<'ó1t'i(:tJ1d<"•01111•p111-.. 1'11 01 r·a:-. .;Í1<";1~ d1• j,, • i<"ru·i.a ,-;1 
a ..,1•r,·ir tic- fu·rra111i1._·nta 1;111'0 ••la (•1·0110111i<t •01110 .1 la 111;1l(~111oiti1·01. i-:,...1., i1npo11r. 

por ro11siguirnl•', <jllP t•I l' .. l 11dio:-.o ele• lil c•ct.111u111i.1 111atc•111;itica t•sh; •·1111·1·oulo de los 
11urvos <"OllC:f'J>los <¡U<' 1 011~1 a11l1•1111•11T1• 1•:-.t iÍll s111J!,ic·11do y scct capaz do• 111anlt"'rtPr 
Ull<t ou·I i111d si<"111pre n•n•pl iv;i. a Jll'!-><lr dt .. 'l'H' l <tt1ihi1;n rs ol..isrrvod1!<' fllll' rnuchos 
clr c•:-.os (·onocirnientos 11111·,·os apan•cr11 y dr:-.a1J.1n·c·1•11. ,'\ la rnancra <Ir 1111 "drsfi)e 
dP rnodas'"'. 

La 111oda aclual C"'S ).a lc•oriil d<'I caos . .-\11111p11· !-><iln~rnos que l1ay 11101las, dicl10 
1~11 el hurn sentido, que .. lh•gan para <¡11cd.an.1···. 

O.Cimiento ••po11•ncl•ID•d• 11•1 nu'"•l'D d• 1n-,,.,.trn•s 
• fn~tos • lo l•'flO d•I t••mpo, O••d• llSOO • rDDO 



TERCERA 
PARTE 

~¡¡ 
'- ___;,,,. ~ 

"ltsta es la pdrtt!' qui!' siempre /le detestada" 



E1111ny NoctJ1cr 

M1U1,...t °''"'l•~J•~• llSOI U1o:1 '"" 111 .. u...o" ...,.,,.....,.,,"' .. " '"'"' p.o<I ,,. lhor 
,,., • .,,....,,,...,..,ui..-..i .. ,p(,.....,,,.... ..,.,.,,,,,.,l'f'lo•I Le:""' .... '· 

r"'""'......,'"'""'"~~.r..,,.d..,!>..w,.. .. , 

·EXERCICES 

i\IATH~i\IATIQl:ES, 

n.. !\falhcma•ic&Oub or Coni,....n. 190l.SeatO'd in dw fin.1 l'O .... 111:1 \ln.. '\'ou,.. .. , ltilbrn and .._.rinC•hmll and 
founhhornlhtldl). ..'l. P.~IS, 

·-~ ... j c:ou aa _ .. no:su. 1.n.ou.':~._~':."I e.a 11n1<11•1.o• 1. .... ~~ 



Capítulo 1 EL TEOREMA DE 
PERRON-FROBENIUS 

E11 PS1i1 1c·1Trra y t'ilti111;1 p;1rtc•sc• c-xporulz·,i11 .;1!µ1111•• .... 11•'.'-111!ado.., 1IP l.1 11•1J1ia dP las 
111•11 rit:Ph nu-11c·iv1t ivas c11<1d1·;ulas. 

Sc•g\111 hP111os viste• c•n l.as clos partps a11lc·riu11•~- ,.¡ •'!-l 11dio dc• l<t!-. 111al rin•s positi· 
VH:o- nH1rlrnd.:1s pn'<·rdicJ .;d 1•st1ulio de la~ 111•1trin·'.'- 11••·llP!-!,illiv.;1i-. n1;11li·.;ul.;1i-.. A1nhos 
f'st11dios se- hic·irrnn il pri1u-ipios de siglo, c•n llll 1 011tPxlo 1111:r.;111u·11tc· 1111111•111;ilico: <"H 

ch·c·ir. a1"111 no SP utiliz<1h.<1 la t<•oria para <1pli1·11d.1 11J11 ;ilgi"itt pro¡11ji-.i10 1•11 t••·o11C>JllÍa. 

1·01110 !'>rria el desarrollo dP 1nodclos ccu1ui111ic·o'.'-. 
El nu1tcn1<itic·u al<·111•Í11 ()skar Pcrron 1>1u·1u1tn) alJ.!,1111oh n·:-.11l1a1lu:-. i1111-rrsaulc-s 

l'>ohrt• rnat rir<>s ruadradas ("011 elcn1c11tos l'SI ri1·1,111u·11t1• po~it i \"o~. 111 ili¡.;a11du c·o1110 

lu•rra1niP11la t•I a11oílisi~. DPhe111os lP11e1· f'll c·111-11ta •111•• •·a~i lod.il !,. t1•orla que cono· 
1·1·1110~ de·) oi)gl'bra li11c-.al )."il h.11hía sido dt'!'ill"loll.10la .• 11.111do !-ol' r .. 1111111<; 1·! tcorcn-.a 
de Perron 1. Podt•1110~ l'11111u·iar l'Sit• l•·on·111•1 di· l.1 ... ¡µ,11i1·1111' 111a111·1.1: 

(Pcrron. 1!)()7) 
Si A > O "'X 111. c-111111i. 1•s: 

( 1) Exh.IP 1111 ,-.dur p1opio j, >O de• i\ t;1J. •¡ll•' 111·11.- <1!-o1H·i.1do 1111 ,.,., 1111· propio. 
X> O: 

( 11) Si o ;? ll .v Y > O. 
0

P11tonn•i; 

.-'-Y= uY =>o=.\·' Y ""11'.'X.,, > ll: 

(1u) Si,\ PS c·11alq11ic·1 ,-alo1· propio d1• .A. 1•1111111• , .... 

,\ # ;\ = ¡.\¡ < _¡, 

( ;,.) .\ 1•s llllil raíz :o"i1npl1•. drl polino1nio 1·;11011·t•·1-l!-olin> asoc-iadu 1·u11 A. 
:\ la raíz:\ J,, dc•fi11in1os corno la raíz de Pcrron. 
E.xi!-oten algunos n·sultados que pod1•rno~ ··~1.1 hlf'n•1· a•·c-n·a di- l.as 111.tt ricrs es· 

1 rirta11u:-111r posit i'"·as: 
Teorema 1.2 
Si A;? By 
( i) ~¡ ~\ c~s la raíz dt• Pf..•rrou de A y ,:J 1111 '"""º' p1opiu rl1• D, 

( ;;) y :si 33 Ps tal. qtw 

l.BI = :1 = A = B. 

Pod'-•111os intt•rpn•t<ir t•stC' resultado n>n10 1111;. 111a1 riz B. •1 l•1 1·11al st-" le ha 
;1111111•111 ado t•l v¡\Jor dr por lo n1C'nos una dt• su:- ''1111-.1das. paré• íon11ar li1 111atriz A. 

1·11 rcsultallo q11r nos JHJt.'dC' ayudar a han·1 1111a r.-;/111H1rui11 ,,,,,.,, /,, rnr: 1/t 

/'1 n·ou. PS la ~iguit•ntr: 
Teorerna 1.3 
Si A >O 7UXm tir1u• con10 raíz de Perrona.\. t•nloncc..~s 

1 ,\/atl1011nlrsr:-lir .·111nafo1. G•I (1907), pp. 2·18-263 



1~1 

(i) 

(ii) y si 

L"•o.1=.X 
.J=I 

para ,;1lgli11 10 = 1. 2 • ... , 111. cu101ic·e~ 

i: 11,_,. 'VJ E iTi 
1=1 

( ).] ) 

( ).:! ) 

Es ch•t·ir. t>:--l:uuus su111at1do lodos lu~ .-)t•n1(_•11t.os de r·;1dit 1·c•11j..!,)c;11 ..... hu•p,o cal<·11-

la111us los 11ú111c-r<.)s. 111,;ixi1110 y 111í11ir110. de· r·ad,;1 s111na. El ,..·.,dur di' l•1 r;ti~ dr PPrrott 
c-~1•Í c•111 n• 1•slo~ clos ...-alun•s. :\11<ilop,;1111P1111•. p;1ra la s11111a ,¡,, lo-. l'lo•tnPn1os q1u• 

c•s1<Ín f"ll • ;ul<1 c·ol1111111<1. podt•111os afin11a1· lo ~iguic•11lf": 

... ... 
111;1x~u,, ::=: :\ :S 11~i11~a, 1 : 

l") _, ... ¡ 

l.:.!. 111 ('111011r1•s 

~"•1=:\.V1Elli (1.:1) 
,,,, 1 

E11 t· ... 1c- 1·0111l'Xlo. po•l1·111us p1·11~ill" a (;1s 111<ilriccs 1\ 111x111. •¡11•• ..... 1.111111~ •IP:-oil· 

rrolla1td<1. •·01110 1111 subconju11to di" la~ 111at r·iccs th~ i11s11111u-JJ1tHl111 lo: l':--111 t•s. co1110 

.11pu·lla,.. 111a1ric·c·s qut• til'llf~ll Pnlr·.;ubu; 1·~11·irt;;unc11tc- positi ... ·.a ..... 
:....' . ~ 
~ 



!~--. 

Capítulo 2 PERMUTACIONES 
Y lVlATRICES DE 
PERMUTACIÓN 

Las rnn.trices de pern1ut.ación nos ayu"ilr•iu con la df•fi11iei1j11 dr rc•d11cibiliclad 1~ 
irreducibilidad dr 111w 111ill rix. 

Sr.a m = {J. :L .... ,,,} 1111 conjuuto de• ítulicr.s y 

.... · ... = {o.m - ¡¡¡ J tT 1-s hiyc•eti"·a} (2.1) 

c"'I conjunto de pern1ut.aciones <f, ... "' .-f<'JIH'tllos. quc· t1s11al11u•11t1• 1·<·pre:-.c~nlan1os 

( 
1 2 :¡ . . . ... ) 

rr = n(I) tT(:!) rr(:J) ··· a(111) · 
(2.2) 

IJ = le 1 • e,1, ···~e,.,}. 

PI ronju11tu d•· \ ,., l••1••-. .1.- lil hilsr 1·;1nó11i1 .1 dr H"•. 
P.., =es e•) <·u11j1111lu dP 111alrin•s 111xn1 l;ih•l'>. <¡llP ti1•1u·11 uu J 1•11 c·ada n•nglüu y 

cnl11111na y <"•"n>-.. 1•11 lo-. df'llliÍS lup,;1n•s. 
Est<• cu11j1111lo Í••1111;i 1111 grupo. b01jo ,.¡producto dP 111:1trin··~. 

Ejen1plo 
1.Jn rlenu•1110 t1 .. 1 nu1j111110 P.1 1•s: 

( 

1 () 
o () 
(l 1 
o o 

() ") o 1 
o o = p 

1 " 
"'"' cada pc•n11111.ic ióu h• pod.-1110!' aso1·iar uua rnatriz 11•~ i•<•1·11111lac.·ión~ dr la 

siguicute fonna: 

Definición 2.1 
lJna rnati-iz dt• pt•r111u1ac::icin p1wdr :--c•r •'Xprcsacla corno: 

P .. = (p,,) = { I ¡>.r1ril "7(1) =J. i = l,2 •.... 111 

O para u(i) =fi j 

(2.3) 

(2.4) 



ISh 

'1.'coren1n 3."1 
Los grupos (.'io"m 10) y (/ll.,,.·) ~011 i~oruorfos. 
/.Jt 1110 ... /rt1ciñn 

f(<T)- ( ":""' ) e n(:l) 

~' ...... ,, 
=P •. 

una furu·ión •1111• asocia a c-ad•1 p•·1111111 ad<"iu un.a n1;11.-i:1: rl<• p••rn111t.;u:io1u•s, Pu1 
lanln. la •·nn1posicicin de~ fu1H·i111u· ... (1•.., d1•ci1·. t>I pn>rl111·to d•· p••rrn111;u·iuru•s) ti .. ·111• 
asoriadil 1•J prudnclo dr n1ctl ri• , • .._ td1· p1•1 n111l<tctón): 

{(rT O r) = J:>,. 0 ~ ( :::~: :::: ) ( :::;:: ) ( :::;;: ) 
e·-~ . 1., 1 e',.. 1,. 1 c', 1,,, 1 

~ _f(n)f{T). 

Por ulro J;ulo. el i11vc·1:-oo d .. 1111•1 ¡.•·n1111lar-itj11 1i1•111• 01~01 iado la 111;1lriz: 

f(a) = _f1-:-1 J>,._' ( .,• . .,, ) C
1

•f..'I 

t."'·t••·I 

<:::> e~ .. 11 J -== r".11 •· 

<=>u( 1) = r( 11· .. n(1u) = T(tr1) <= n = r. 

(e'.,) 
~~., ... _ 

provicnr dr la pern1utación 

o-(J) = T"(J) • .••• n(ul)= T(HIJ. 

Ejen1plo: 

5<".an las permutaciones 



( 1 2 :1) ( 1 :! :1) 
:t :.,! ,T = 2 1 :J 

y c111011r1•s. la co1nposicicin 

t7 O T = <7T = ( ~ ; ;JJ ) 

nos d<1 1111•• llll<"Vil p<'rntulacid11. Al a¡>licarle la fu111·iú11 /. f,•111•1tuJs; 

f(<7r) = ( b :: ~) ) ( ~) b ~ ) = ( :: ;, ~ ) = P., 
o 1 CJ o o 1 1 11 (1 

Ejen1plo: 

S•·•• 

= ( 1 .:! :1 .¡ ) 
n :t 1 :! 1 

La 111ntriz transpuesta dt- P,. rs P',. : 

p• = ( ~ . ) 

o 
y lit nwtriz irn·prsa d1• P .. 1•s: 

o o 
() 1 
() o 

o 

- ( ~ P;':;:;-1 JP p~ 
1 ~t ,,, - o 

o 
y.-. q111• ldr.tP,.J =):por tanto. P,. = P;; 1. 

1 ) () 

[) 

() 

J () 
o () 
o 
o () 

Ahora bien. la permutación inversa de a es: 

( 
1 2 ;J 4 ) "= ·1 3 1 2 => P,.-r 

y enlonrc·:; ~c." curnplcn las igualdades: 

P,..-1 = P~ = P;'. 

()) () 

(t . 

[) [) 

1 o o 
o o J 
o o o 

(:1.6) 

(:l.7) 



_.\liu1·a hic-11. ;.c:c:uuo :tír1·til r.I produc·tu dr• 1111;1 111all"i"- <Ir Ju•n11111011 icj11 a Jo1s 

n1¡11 rin·~ t'IHHlr.aclas ;u·hi1 rariils'! 
C "u111r-11<:e1nos ro11 <"I pnlclucto dr. una ui;11 riz ch· perrnutacionc~ y ,.,., tun:s ;i1·bi-

1 rarius. •h• rlin1ensió11 111. 

S.-;1t1 X EH ... , y Sl~.a l">n llnil lllCtLri;;, clr• p<•r11u1tnrion1!s 111x1n: 

P.X = 
( 

e:•IO) ) ( ·":• ) ~ 1'(2) .>.:2 

e· .. =, ... , .~ ... 
(2.l'l) 

= (.'\',.(l)•·\'",,(2)······'\',,lml =X,. 

P.X = (.r.¡.¡) =X •. 

X .. "~ e•) vr.rlor •ti <pu• se le• han 1u•rnu1tadu sus 1•11lraclas, por JtJt•ditJ •lt• "· 

Si A e·~ 11na rnatriY- '""'" nrhitraria. c•ntonn··~ tif'llC" la forrnil: 

( 
.... 

A= ";• 

ª-• ª•"" 

'""' ) ""'" 
., .. ~ ... 

Si la 1111iltiplic:a1nus por la izq1tit•nf;1 por P,.. IPtl<ln•1nos: 

( e;-cn ) ª" ''12 ª''" ) P.A 
e n(:Z} 

( ª" 
"22 "2 ... 

= e',,:, ... , 11.",., ª•••..I u ...... 

( 
e' ... 111 

) (A"' 
e' ... 12) 

Al':ll ... A<"'> ) = 
e',,,.,., 

( 
e, ... p)Al 1 ) e\,.o,A<2> e'.,.01A<"'> 

) e' ... 121Af1) e' .. f2)Af21 e'.,(2)Al"') 

e,,..,,..,Afl) C,n(t'n)A(:.ZJ e',,< .... JA'"'> 

( """" a,.n)2 n,,¡1) ... 

) ""12)1 a,,l:l):.! o,.,.,)rn = ( ... ,.,,)' 
a.,¡rn}I a.,(m)2 ªo(no)m 



( 

"•10)• 
""'f:.!J:.! 

u .. ,:. J ... 

""11)1 

""12):.! 

IN!J 

P.,A = (a.,(i).1) es la n1a1riz c·uyu.s n•11glu111•s 11;111 :..ido pcrinutaclo:-.. por rncdio 
c!<.•u. 

r\hura. :;;j A e..o; 711Xn1 .Y h1 11111l1iplic¡1111os por f>,.. 1>cn· J;1 dcrecl1<1. r11luJ1r('"S tc~n

drr1nos: 

( :::: AP. = 

"'"ª 

( 

Ap1"'·1•1 
A.._.,e•,. 111 

A1 ... 1~' .. 111 

( 
ª'""' 
"'2~(1) 

U~nfl) u ...... ¡.1) 

11¡ ... 

n2, .. 

n,,,,,, 

A111e',.01 

Ac,llc',.c.11 

A 1.,, 1e',, 1 ... 1 

'""''"' ) ll;¡,.¡ ... , 

""'"l"•I 

) ( 

e;.p1 ) 
r..,1::J 

e' .. =, ... , 

A 1 ne'. 1,., 1 ) 
A1.11e',.o!) 

A 1 ... 1c' ... ,,,,, 

(-• .• ,,.)' = ( .... - .. ,,). 

1\si oh1c•111_•n1os la n1alriz A. 1·11y<'1:-; 1·01111111101~ flu•11u1 JH 0 11n11toul;1s por 1111•1li1> dr "· 

Cakulc•rnos ahora eol prodn<·10 AP,. = x· 

( 

:::;;: ) ( • ' • t ) ,: = Xe.1.,,Xe.,,, .... x-.,..,,. 1 

e.,, .. ,, 

(:l.!J) 

Si n1nltiplicamos Ja 1natriz A sirnuhá11C"a1nc·11I•· por P ... y P,.-1. por la izquierda 
y por la drrccha, respcctiva111P111P. lr11<~1-uos: 

( e:·-'f•> ) ( ª" fll:t 

'""' ) ( e'•l•l ) 
P.,AP.,-1 

e ... -'f'll a21 a2:1 ":t"' e',.12l 

e",,.-:,,.,., ª""' n-.2 "•:.... e'..,=, ... , 

( º""" 
u .. 0)2 ª"llJ>n 

) ( e . .,, ) n .. 12}1 11 .. f2)2 "~1:11 ... ... ·~,,, 
ªo(m)I a,.¡m):z a,.,,,.,.,, e .. , ... , 



l!JO 

( 
......... , 
fl.,t;t)n(I) 

a,..l.,•)n(t) 

flrr(l)<>l:.!J 

"nPJ<>PJ 

ll,..( .... )<'(.l) 

:::::::::::: ) 
n.,.1.,.J,..(•11) 

(2.10) 

lo que r(•prpsr.11li1 la p<~rn1ul ación sirnult•Ínl'a clt• rc-11J.!,lt>111°s y col111111w .. dt• 1111a matriz 
A. 

Teoren-ia 2.2 

Si P.., t-"S una u1a1riz dP pcrn111lacid11 UfXlll ciclicn c·on1plr1a, •·11tunc·<•s: 

(i) el polinornio<·araxh•ristic:o, para P,.. ··~ .\'" - l =O: Ps dc .. rir. ~11~ rain~s tienen 
la forma 

..\.1. =r•CZf./-1.J;= !.:! ..... ,,,-l. (2.11) 

(""orno n forrna 1111 c·if'")o ron1pl<•to. r11lu11•·'" .... 

(2.12) 

=> P'" = I; 

(ii) Si 
IP"' - 11 = .\" - 1 ~o. 

c~111011c-e"s sus rair<'s 1 irurn la fonna 

.\1 = ,•t~>,..\2 = c•C~I. ·--· ·''--1 = ,•t"''"'!.-'t1 - (2.13) 

Definición 2.2 

Sean 
a, 7i E ..... -.... 

en donde al producto de permutaciones lo <l<"finirnos f'"on10: 

(7r o u)(i) = 7r(n(1)). r E rn. (2.H) 

Definición 2.3 
Una pern1111.ac-ió11 r.r E Srri tiene un ciclo de longitud r 

tal, que 



·ra1nhic~11 s•• 1·011oc1· a t'~l•1 111·1111u1 <H j,)11 • •J1110 un r-cicln. 

Definición 2.4 

Sea 'iíi y u E 8 .. ,. P;u-¡1 1111 'ºE Tíi rijo. d1·fini1nns el conj1111to 

0,0 ... = {nn(íu) l u E .Y}= {t7(1u).o"l(;u).1'7:1(í1) .... }. 

Teorema 2.3 

'\;;f O' ES,,, f"S prodtH'IO clt• c·i1·)0..; ;1jc·11u-,. 
LJr1110 ... trnrifi1t 

Sc•a m y sill pc~nlid ••• 1 .. P,f"IH"l •1 li•l.111. C ttll ... irlt·n·111n ... 1. n( 1 ). ry.!( 1 ) .... 
('01110 ííi r ... li11i10. 110 IJll1"1lc>11 !'-<'I clÍ!--li11l1J~ ,..11,.. 1•lt•1111•11\o,... 

porque~~¡ 

ron O<~< r. 

con r - ... < 1·. ¡Pero esto es un absurdo? 

Ahora. !'ea 
11 = {l.n( l).n"( 1) ..... t:Tr-I{1 l}. 

Entonces obtrt1t•1nos 1111 rido i\jP110. t"!-o d1•1·i1: 

11ÍI1 ~ = ~ 

si 
j E T 1 n 1-i => 3...,. .. (') = J E m. ==> l 1 = l 2. 

l!}I 

(2.15) 

Sea ahora,,,_. E m tal. <¡t1<' w f!. T 1 y"' lf: 1'"'-=. A partir de• ~stos se construyr 
l3, etc. Corno Tñ es finito. el pron:-sn tt~rrnina co11 alguna -r, ... 

=> -r,T2 ..• ,.-"' 

y tiene el rnismo efecto <'11 cada rlrr11P11ln ch· m q1u• a . Por 1 auto. 

a = T¡T-z ···Tm. 

QED. 

Ejemplo: 



HJ2 

o o 
o 1 o 

o () () 

o 
o ?i) 

" 
1, +'~+ ... +l .. = "'· 

3 una nwtri;,. de· pp1·11111lació11 111-x.111 1nl. c¡ur. 

RPJl.- 1 = ,,.,, Tr1:.·7·····:·r.1 ... 

Hrcorclc•111os que si A y ll Mlll 111<\I rin·~' 11.tdr;1d.;1:--. J.;i StllTHl directn elt~ t>ll;1s M' 

<l«•fin(_• C"«HllO: . (A A.:;,. JJ = 1'10.r¡(A.B) = O 

("onh, •·I poliun111io rc1rotclf'l""Ú•lit·o de•~,., . ., f-11"•(.\'• - 1 ). st• ~i~tll' Cflle" c•I poli

uoniio c·a 1·;u·1 e·n·~1 in1 de ;-r <•s fi ( -1 )4 .. ( .. \la. - 1 ) .. 
l..= 1 

Los valorc•s propios d1• 1111.a 111011ri;,. d1• 1u•r11111tcu·l1i11 -.1111. pur 1anto. )a!-> raic·rs 
n-r'.,.;,,,,,_ .. .¡,. la unidad. ele• l;1s 11 e•c·11a1·iu11c·~: 

Eje1nplo: 

.\1• = l. /.-E IT .. 

( 
1 :! :1 

(7 = .... , 1 () 
_-, ") 
·> :l 

que pu••clr fartorizars<' en ciclos ajc•nos co1no: 

a= (152))(-1)(36~ 

(:!.17l 

Por lanto. m = S y las longitndc>s corrcsponclir11t«•s son / 1 = 3, 12 = l. /3 = 2. 
La n1atriz P,. es: 

[
000001] 
1 o o o o () 
o () o o o 1 

P.= O ll O 1 O O 
o ] o o o o 
o o 1 o () () 

y la 111"11 riz R. asociada con 

:! :1 ,, ,, ¡¡) 
3 5 ·1 2 () . 



RP R-• -[ ~ • - o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
1 
o 
o 
o 
o 

o o 
o o 
o o 
1 o 
o o 
o 1 

140:" ,-;1l11n·:. propios corrrspo11dic111Ps ;1 P,.. son: 

(.\'- 1)(.\ -1)(,1' - 1). 

J'J:I 

!] o . 
1 
o 

("01110 P"i!-.IC" un hon1111norfis1110 t>lllr<" los grupos (S.,, o) ~· (P, ... ·). f'lllOll<"f'S 

r•J <•J1•1nc•11to lll"lllro d.- S,., tirllP. por in1a~r11. al rl1•nu·n1u fll"Ulro d1• P . .,. Si 1 •·~ •·I 
nc>ul ro ilc• S,.,. CllltHH·rs f( i) = J>, = J,.,. rnat riz idr~nl id.-1tf dc· ol'<IPfl u1x 111. J..r1 in1•t,l!•"l1 
dl"'I si1111;11i•" de• 1111 1•lr•11u•11lo d1• S,,,. 1"!-o <>I :.in1étrico dc• J.;1 i111ag_t•J1: e'!'- dc·1·11: 

Va E .... · ... f(t'.7'- 1 } = ÍÍ(O")j- 1 

fln- 1
) =P .. -•= ¡r,.,1- 1 

El klf'rru•I t 111ir lt·11) clo•I l10111on1orli:.n10 í. dt> lo:-- .~l"l'I•"- fS,., e 1 ·' 11'. ·l., ... l.1 
irn.;1~··11 1e• 11tt1u·,, tlrl rl1•1111·1110 11<"11110 clr S .. ,: 

/\."t1·(_{) = _r- 1
(/,.,) ={a/ a E • .:.-.". f(t7) = /.,,} = '· 

Tcor~ni:t 2.4 

s, .• , n E .... · ... u11 t'i<·lo cJC" ordc•11 111; c•utonct>s: 

P.= ( ":•n> 
e ... 121 

\. e7 .. =1 ... ) 

J"J, 111'1>.-.. /ITlt'lrÍll 

Cotno 
n-(1)=2.u(3)=3 •... ,u(m)= 1 

) ( :~~). 
Teorema 2.5 
Si u E S~ forma un ciclo de orden m, 

-:::::::> P;" = I. 

Dt<!mo ... lrneió11 

(:?.Ir') 

(2.19) 



t!H 

P.= 
( 

c'.-11¡ ) ( e', ) c',.. .... C:lJ e'.: 

c',...:,,., 1 e' 1 

S,abPltlOS lJlll' )¡.1 JH"OJJi1•dilcf allft•riol" St' l!lllllJJJC• f"Oll l.il ip.un)cf¿uf p;.n 

Entonces 

Teorema 2.6 
Los Villore.s propio!'- rlc• una 1na1 rÍ% cid1. ;¡ P .. de- unh·n n1.r1n • .so11: 

.\¡ = ,·l~J .• \ ... = ,•1!;;-1 ....• \.__, = ,., .. -1.~.-1'>. 

/)r 1110 ... 1r111·uin 

('unu> P .. 1•:-0 1·lt·li1 <1. 1•1110111·'"~ 

Sus raÍC""cs son: 

Teorema 2.7 

r;· = 1 = P •... = f.\I - P •... I =O 

.\ - J 
ll 

=1 
" 

() 

.\ - :! 

o 

() 

o 

,\ - 1 

= .\- - 1 =o. 

1 =o 

..\. = ,..·f~>,1.- = 0.1 ..... 70 - J. 

P •••. 

(2.20) 

Los valores propio~ dr una nH1lriz cícJic;¡ d<- P .. cfdica, se pueden generar me
diante la siguicnl e fórmula: 

Derno ... lración 

Sea 

.XJ = ~ .\~1,,,_. JE m =!> 

i=l 

Como por hipótesis Pe,_ 1 = e,, i E fü. 

(2.21) 

P,.X, = i: .\"'Pc1c . 
A-=I 



1 !1.·, 

=> PX = ..\J,, 2 -t- .\2Jt.'1 + · ·· + .\l"•- 11•, ... + .\'"'t 1 

Y ("Otl10 

.\-J = .\"•-J 

por 'n.11'0 
PX.J =.\,X_, 

y c•111cu1rr~ .\'"-..J '\"illor p1opio df• P,,. 1·11:-·,, \"•" l••I ¡•l•1¡uo <t:--•u i.111.1 ··-: 

Ejetn.plo: 
Eutrr las 1natri<·rs de• ¡n•nnu,;u .. ·icin pooll•111ul'- ••11t 01111";11 1111a 111a11iz 11111y i1111•n·· 

saU1<'. <¡ni" asocintnos con la pPn11utacicin: 

- ( 1 2 :1 
n - "2 :J ·1 

,,, - 1 
"' ) 1 -

l<t cual run·pspoudc al ciclo n = () 2:l · · · 111). c•I c¡iu· .1 ..,11 \"1·z J.?.•"IU"l"il .11 !!.l"llpo l 0 Íc"li<"o 

La 111al riz asociad.a han• rqtar. il los ve-e· ton·~ do• l~1 \,,, ... ,. co111c"uiic·;i. 1111 l11p,a1- IHu·ic1 
Hd<•lo111ll•: 

o ll) o o 

.. o 

y su cuadrado se calcula co1nn: 

rr'= u 1 o o o 

DU 
1 ll o o 

1} o 1 o o () 1 o o 

o o o o () o 

(1 
o 1 o o 

n-o o 1 o 
r.2 = 

1 o o 



)'Jh 

:1 .. ,,,_ 1 
) ( 

1 :l :s 
:! :1 

,,,_ 1 ) 
".l = 

,,, - 1 

.·\I igual <JUP las 111;1t1·i1·1~i-. ;rA. y a", la rnatriz ..,. ... <"nrr .. ·spu1ul1• ;1 l.;1 p1•11n11tac1011 
t7'" = / tal. <fll<- ,.-'" = 1. C)hsPrvernos que s•· 1·u111plr 1·011 la ~iµ.ui<·111f• n·l;1«i1ln; 

Eje111plo: 
s .... 

E111tu1n·s. V P,. 

TC"orerna 2.8 

r.' = 'l';"-1 = ..... -1 _ 

L = (.1, .• \, ...... l.,,)'. 

=P. ( 

.1, (] () 

o .1, 11 

u (] .l ... 

( 
.\,.,,) () 11 

ll .\,.(.lJ 11 

(] o .\,.., ... , 

(2.:t:l) 

) p~ = ,¡,,,_,11P-L1 

) 
Si A f'!" una rnatriz 1uxn1 y P',.. Ullil 111atriz dr pt>1·11111t;u·ici11. 1•11101u·p~ PAP" 

t j,•1u•11 los 11lis1no~ Vil)urr.s propios. 
/), 111n.o;frnrión 

1.11 - PAP'I = 1.11 - Al. 

Si 111ultiplica1nos. dcnl ro del valorabsolulo dt") s~gundo 1nir1nb1·0 .J,. la i~ualdad, 
por l;1s 1natriccs P y P'. rrspcctivarnenle por la derecha y por la b~q11i1·rda. tr1H•1nos; 

1.11 - PAP'I = IP.llP' - PAP'I = IPf.IJ - A)~'I 

Pero rl d<•t(.•rrninaut•· d1• 1111 producto rs el produ<·to de ch.•tenni11a111.-s. por 1a1110; 

IPI l·II - Al IP'I = l.11 - Al 

y. finah11c11te. 

l.11 - PAP'I = 1.11 - Al. (2.24) 
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Tcorc1na 2.9 

Sea 11" la rnalriz tpu· .J.•finin10~ a11leriorrnr11lc! ro111u: 

( 

o o o 
r. = º,, () 1 o 

o o o 

() ()) o o 

. () 

¡ + ;; + ;;2 + ... + ;;"'- 1 = J . 

Cº 
o o o 

()) ( 11 1 
() () 11 

11) C' 
() () 11 " n ¡ 1 

o o () 

r - :· :: 1 () " " o o " () 

. +· ·+ . 

o o o o o o o o " 

(' 1) =J . 

• 



'-f'll'--••llrll-·l .. :\1 .... _F __ ,,.._.,,.....,.,,,,,.,,......__al 
llw.l---.J .. .,,. __ ,....,.. ... -4~· 



Capítulo 3 MATRICES 
NO-NEGATIVAS 

IWJ 

El propüsito clr csl1• ,-;ipitulo e:-; co1111•11z;1r <l c·,¡1ract<>rizar cLlgt111t1s pn)pi1•1!;1dPS 1;<~11-
1•1·01!1•!'. de· fas rnntrices no-negativas. J-:11 l.-1 <'<"01uunia rnatern•Ític-a li1u·o1J 1~s bir11 
1·nr1u1·id;1 J;1 irnporlH11«ia q11r 1•s1,;is 111cllrict>s li1·ru·11, corno por cjt"111plu 1•11 p) rnud-
1•lu rlc i11s11rno·prod11cto Pstáti1·0. Por 1•!'oli1 razc)n !->1• CXIH>JJCJI aquí J¡¡~ p1i11t:ipales 
pr1•pit•d<1dc:-i <JIH~ rstas n1atrict..•s tic11c11. para. 1111a V<"Z conocid;is. 11·~11)11•11 111.ás 
Í•Ícilirw11tt" n1a11ip11li1blt·s por los 1•r<-Hlo111isl:i:-<. 

TcorctTJa 3. 1 

S1•,1 A> O 111x111. 1·111011n•s (1 + A)"'- 1 > 0. 

/), 11111 ... /raruiu 

A> O=> AA> <.J => A'"- 1 >O 

=> 1 + ;\ + (tu - I~~,,, - :!)r"-"A" + ... + A'"-r >O. 

':l"eorenta 3.2 
S1·.1 A> O 111x111;1•11tu11c1•sA y (1 + AJ"·- 1 co11n1uta11. 

/,,)r '""·°'lrflrÚ;ll 

A(l + A) .. 1 - 1 = A(I +A+ (rn - l~~,,, - :!) A-'+· - · + A"'- 1 ) >O. 

1-·.-,,·1orizando 11or J;i <IPn•clta a Ja rnatriz A. 1t•11ernos: 

= IA+AA+(ru.- 1;~m - 2)A2A+(m - J)(m2-;2)(m -3)A3A+·-·+A...,_'A) >O 

=(A+ A:z + (n1 - J ~~,,, - 2) A 3 + (m - J )(m
2
-;- 2)(Tn - 3) A''+. __ + A'")A 



:,.!()() 

MATRICES IIlREQ!JCIBI.ES 
En c•sl<t :<P<TÍ•jll :-.•· rli•fi11iroi r-) <·ouccpt.o dt! rnntriz irreducible. ya 'JIH! nn1slituy1•11 
un r.011j1111lo q111• 1·11111ple co11 1111.rt s<•ri1! d1! propic<hul!"!s i1nporl;1nf<?!". rlc•nlro 111·1 
rnoclelo d1• i11:-.111110-prod11clo (P!-.1<Ílic.o). IJicf1;is propierlad1•:-. !-.f" 1lt~:-.;11Toll.r1ni'11 111;i:-. 
adelante•. 

Definición :J. I 

Sc<t X 1111,1 111•1lri:r. 111:x111. D1·1·iu1os cpu· X es cogredicnlc 1·011 uraa nHtlri:r. Y 
111:-<111 si. y s1Jlu :-i. •·xi:-.1<" una u1ctt.riz de• pc•rn111ti1cióu P u1x111 li1J. que 

X= P'YP. 

Definición 3.2 

Si A 2 O_,. 1•:- 111m nHtlriz mxur. d1·ci!11os que A P:-> una 111,¡1ti-iY- reducible (o 

descon1poniblc-) .. ¡.y !'<Ófo !'<i. A 1.·:-. <·011.r·1•dic•11IP c-011 1111.;1 111;1T1·i~ d1· la fonua: 

(:!.I) 

rn dorul1• O\ J:) -..,11 :-.ulunatrin·:- 1·11adr.r1d<1s. l'll g1•111>ral 1!1• di:-.1i11to li1J1lili1u. J-:11 
Ci1so co111n1riu. A •·:-.irreducible (o indescornponiblc). 

Teorcnu1 3.3 

Si A ~ O, "'"tu 11"n•rl111·ihlr y"\" ~ O :-.PllJipo!".ilivo. !'(JI! J.• uo1.fP11adas posili\·it~. 

k 2! o 
(I +A)"". 1 Í1•r11-. .11 11u·11os. 1111a t·uorflruadit: posil iv;1 llliÍ:-. que• Y. 
DLtll11..,/t·11r1ou 

Suµo11ga11u,-. 'I'"" Y ti1•J11" k ruordc-11a,las J>ositi,·a:-o y la!"' clc•111.-i.s son cero. S1•i1. 

adc111ás. P un.1 111cu ri7. de pPrn111lación tnxrn tal. que 

X=PY 

coloca a lns l.· coonlenadas positivas <'11 los prin1crus luµ,a1<'s ~- •• los «<~ro~ cu los 
últimos lugan~s. c~ornu A ~ O: 

X= PY = ( ~ ) , R = ( -~• ) E R.,_+, O E 11"'-' 

-'~ 

=!I+A)X=(/+(~:: ~::))(~) 

=X+ ( ~::~) 
y como A t.~ irr<>ducible, el bloqu<> X 12 110 tiene ni renglones ui columnas con ceros. 



:!111 

( R) + ( X.,H ) = ( n + x.,n.). o x .... n O+Xr:1R 

Si X 12 = O y,.:-. 1111a s11h111;11ri;e tJ,. ur1f1·11 fui - 1.-)xl.·. r•11to11cc-s t•.'<is1irú1 1111<1 1na1 ri~ 
P d.-• pf•r1nuli1rid11 111x111 lal. qru• 

P'AP:::._ ( ~ 1 x,,) x,, 
y A !'orr-h1 1111<1 111.alriz r1•d11rilJJ.•. ¡P'l•ro rsfo es un absurdo! Pu1· 1a1110. f.;1 
~11ht1101lri;i! X1:1 2 O f'S :'>l'llJipo~ili\·.1 .... ,,, •111•· l•'ll~<t l<i pri111r1·a •·011111111;1 y ,•J pri1J1<·r 
1·1·11Al1iu rlt• 1·r1u ... \-. .;uJPllliÍ!-.. ,.J \'t••·fuJ "\~ + ,\ '\" t i•·ru• 111.;is ,¡,. k • uonl1•11;11J.;1!'> pusili\"H!<>. 

Corof.ario 3.1 
Si A 2' 0 111.'\.m in1·d11dhlt·y V...:...,. O,~. ¡J . ..__ A)'"- 1 Y > 0. 
/J, ,,,,,_.,,,..,,.,,¡,, 

.:\ _: ("_) 

11 -.AJ¿O 

St•;i V~ O !'of'JUipu!-.ili\·u. 1111 ,,., ,.,, '""l. tuu1·,f•·11.rul.;1!'o po!".ili\·.;1s. l.·"$ 111 - l. 

Por t•f l•'cJH'lll<il J • .:--i n111h ipli··~uuu-. 1 l ~ i\ JY :-.aln•1t10!'> '111'' ·~••· prud11rto for111.1. 
~J Jll<"llo!-.. 1111 ,.,.,·1ur 1 011 l.·+ J • 01udo·u.1.J.1-. po!".if ¡,·;1!>. 

=:::- 11 ~ A11l + A)Y 

t"S 1111 ,.,.,.,.,,. 1011 k + 2 cuu1d1·11.11l;1-. ,,., ... ¡,¡, .• ,..,, .. \plif'olluJo 1~l;1 opf•tat·i<:ín "' - k 
, ... , .•• s. ob1c·ndrr111os 1111 \'t'f'I or r·••ll ,,, • '" •l• l•·ll•trl.r-. po .. il ¡,·a:-. y ••111.~ru·•"!'o lt'ndrP.lllfJ!'o: 

fJ - _.\¡"·-'Y> o. 

L¡t ltHU~fur11ia1·j,)11 Ji111•al {J +AJ'' 1 '·• ,j,. H::_·;1 11"..'+ ; ··~ d1•r·i1·- n1.;11uf.;1 \"f"Clor••s 
M"tniposili\·o~ od pl'inl(•r 01·l¡1utr• .¡,. ,.1 .. ,,,,, .... •'!'olJi•·1011u1·111•· pu~i•i,·os. ('01uo {I + 
A)"'- 1 <~ un.;i f1111c·ióu t"<J11li1111a. •·111ur11•·~ 111.;1111Jn 1·uuj11111os •·ornp;u·lo~ df'I J>ri111t•r· 
orlanlr. ••n •Coujuulus 1·ornpa1·10:-.. 

Por rjt·rnplo. 1•1 runjunlo 

S"'-' = {V E u:·· I' =t. I;' = l} (:l.:!) 

forma u11 conjunto compacto. 

~ (1+ J' .. }n•-- 1 .... · .. ·- 1 ·~ ,·01upacto 

CoroJario .3.2 
Si A~ O y t'S uua rnatriz mxm y ;11l1·111ás irrl"d11cihlc. ~;.y ~•>lo !"i- (l+A)"'- 1 > 

o. 

Dr.r110.-./rt1riú11 



=:::;.) •••• ,. ··I t"fJrOlilric> 1. ICllPJllt>S 11111· 

(1 +A)'"- 'Y > O. VY , ... , tur -.1•111ipo"-il in> 

y iru pan i1·11lo1r c•s v;lJido :--i Y = e, : 1E lii so11 v1•1·1u11°"- ,¡,. l•t IHts1· n11u:.1ii1·01 d1• H"'. 
Enlo11n• ... 

(1 + A)""- 1e, >O \11 E liT. 

In c·11otl 1111i1·r1•rf<•dr qur• tod¡¡s Ja:. n>l11rnnas dr Ja JJHtl r·iz (J+ A )"•- 1 MJJI ··~I ri«r anu•11I<" 
pu~ili,·a:--. 

=> (1 + A)'"- 1 >O. 

<=)Si 
11 +;\)'"-·>o 

:::- J ..., ( ,,, _ J )A + ( 111 - J ~~ 111 - :! ) A .1 + _ JJA"'-".J-A"·- 1 >0. 

==:- .3P r.il. qw· ( g ~ ) ~- PAP' 

= P' ( ~ g ) p = A. 

S11!->I it 11y1•11clo r•J ,·.alar dr A 7 1•11 la 1•xpn·:.ió11 1l1·~0t1111JJ;,,I., •I•· ( 1 + A)"'- 1• 11~1u•n1us: 

P1•ro c·0t1l<i ¡>c>l<"nria de 

rs dr• Ja furrna 

( ~ ~ ) \fr E -'· (:J.:J) 

= (I+ A)"'-' 

t~ r«"d111·ihJ,._ ¡Pero esto es un absurdo! 

=> (l+Ar-• 

no t i<"JJP hinques ele ceros; 



=;>(J+A)'"- 1 >0. 

J .. erna 3.J 
St•it X 1111 ,.t'Y.fcH" J>l'"Upiu~ clt:~ 1111;1 rru1triz A ~ O 111xtt1 irn•rlu.-il.lc•: 1•1110111·c·-. 

X>O. 

"'" .... ,.._ .......... D • ..\.Kl.'SH ...... n•C>•<>G•.o.rMSH•U· 
.,. ..._.uw·s ~.,.,~. M,.•rn 1979 

MORRIS KLINE 



:m.1 

/),.,,,,,_ ... ,,.,,,.,,;,, 

AX= .\X 

= .IX - AX = o = ( :\J - A )X = o 

= AX = .IX = X L AX = X +AX 

~ 1) + ,,,x = (J +:\)X~ (1-r A)"·- 1 .X = (1 + ).y"-'X 

o..-: ,1 .... A1"·- 1 X =, 1 - .\1·"- 1.X. 
l·:111011t•t•:-. ( J -+ .\ , •. - 1 X f.11111;1 lllh• \ 0 f'c·t1n , cu1 ,,, l'lll ln1l;.1s 1•:-.11·i1·1,a1111·1111• posil iVH:o-. 

por t•l lf't.Jl"1•t1t•t ~.J 

11 - .\1·"- 1 .X >o <=:o- j_ >o y X> o. 

"' on n1 

11 !~ 1 
= L: L · ·· L "''1"•1•.- ···"·•-1.1 (:J.-1) 

·=• •1=• '•-• 
H'"J>l"f'st.•ufa la 1•111rn1J.1 11. JI. 111• l•1 rnatriz A". 

Teorenu1 3.4 
!'ii A 2!" O. mxm. inr.lucible. 

<=> V(i.j) E "iíi:rrn3l: E Z 

laf. flUf~ 

n, 111nsl rnruin 

=> 
Supongamos qur A '~ irrrduciblr. Por el corolario 2.2~ tcne1nos «JU<'" 

(I+A¡rn-'>0 



=> 1 + (1u - l)A + (w - I~~"' -:l)A;l + ··· - '"' - l)A••·-".l +A"·-•:> O. 

Si 1111111 iplic·¡1111os la .-xpu•:-.i1j11 .;111ll.-riur ¡un A, 

~A+(u1- l)A"+ {'11- l~~rn-:l)A'- -t (111 - 1 )A"•- 1 +A'" >O 

·~ 1111 p111i1101niu tic• llH1l ric·c·~ 1·011 la fon na 

=> A + <"i.A . .1 + c·.,Aª + · - · _.. f ·,, _ 1A··-- 1 +A"" >O 

==> 3..t 1'-1>(}::;.11,1 1- f'..!n~;' + ··· + <· ... _1u'.'." - 11 
... ''~~" 1 >11 VC1.JI E i7ixfil. 

\f(1.J) E Tiixili 3J.- E Z l11/ q111 1 · /. __ '"·"~~'>O. 

·=) \'.;11110?' a d.-1110~11·.ar c•I rC"J?,n-so. 

'V(1.j) E mxrn 3A· E Z 1111.,,,. 1 :_ l. ~ "'·"!.;' > 11. 

ll1•111us1nu·r111n~ -.hura lJllt'" si A c.'"S rc•cl111 il.11•. •·111111u·1•:-; 11!~' =O p<11·,¡1 .algún {Í • 

. JJE W::s.lii 'VA· E z+. S11pu11p,an1os c1uc· A •'!'-> 11•1111• d·i·· 1•11111111r!'>1·xi~11· 1111ot nwtri;i: P 
t.al.111u• 

P'AP = ( g ~). 
1lu111l1• D. O son tnalrin-s c·ua<lrac.las. 

= P'AP = ( ~ g) =A= P ( ~ ~n P' 

= (1 +A)~-• = P(I + ( ~ ii ) l"'-'P' = 

( B C) (m-l)(m-2)( 0B c0 )'+···+(º P(l+{m-1) O D + 2! O 

=> 3 una c.·ntrada (i.j)·E m.rm 1411 •1111· "~~>=O. 

¡P1•ru c-sto es 1111 <lhsurtlo! A no t..""S redul·il1l1•; pu1 t<tnto. a!;) >U. 
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LA FUNCIÓN CQLJ.ATZ-WJEX.ANPT 
l.a función Collntz-Wielandt 110 '"';a ~•·rvir p.-11<1 liHn·t 1111 • ,,,,., 1to1·ir:ad<i11 dP 

D;ulr1 X E /{~·. •ltofi11imos 

,\_ . .(X)= {.\ 1 AX? ,\X, Á E fi+) 

•1111• 1·rp1·••s,•:-oc-11ln 011 :s11•·011.iunln (Ir 111"1111c-nis n·al<~s. 

Sra (AX),= f:"•.J-'<r 
.J=I 

Dc-li11i1nos .. aclr1u.ris. la función 

.\,: u: - lf+ 

.\.•Xt = { 
~i--iX,>ll: 

:x:.-.1X,=1J~·tAX)."rll: 

11u/rj11111/o ~¡X,= O y l.AXJ, ~ 11 

.. \~dX) = 111i11 .\,(X)= 
•EH. 

{ 

!Ax~ 1 • si X, > O: 
= min =.::: ~i X, = n y (AX), '::/; 11: 

imlrfi11i<la :->i X,= O y (AXJ, = 11 

{ 

1ni11, !A,f."1• si X, > O; 
= ~ si .\", =o y (AX), #O; 

imJrfinida :si .\·, =O y (AX),= O 

Definición 3.3 

Si A ~ O. mx '"· irrc•cluribl<". d••fi11i1no~ la función 

Á,. ' ll':.' - {O} - R+ 

{ 

miux><> tA~l. si X,> O; 
Á4(.\")= =s;X,=Oy(AX),#Oo 

indefinida si X, =O y (AX), =O 

A esta fntH."Í<)n In llan1an1os: función Collatz Wiclandt asociada con A. 



Q11rrc•111u:-. •·~1.1l,J1•11•1 oil1un1 Jo1 1•:xi:-.t1·111·i;i 1h• Ull v.;1Jor X? O "'''fllipo!->itivu IHL 

f11H~ ru;i~iu1in• ,¡¡ la h11wiC:.11 ( 'ollo-1:.<:· \\"j,.fa111fl. El rnoixirrio ~r·r.;i l.a raiz d1· Prrru11-
Frobrnius d(• A _,. 1111 X 2 O M'roi rl v1·1·1or dP P1•rr·on-F1·ol11·11i11~ ,;1:-.oc·jado 
:\=..\(X.). \",..;111111 ... 'l'lf~ p1·opi(•d,;11lc•!<o 1i1·111· la íurrd1l11 C'0Jlaz-\\"ir•J.;111dr. 

Teoren1a 3.5 

SPa A ~O. ,,,,111. i111·d11cihh•_\" ~•·a ,\_ 1(X) lil í111u·i1j11 ("ull.t1.-:-\\"j,.J;;.111dr (C-W) 
it.!-ooriada 1·011 A. J·.111on11·r!'o: 

(i) ..\.11 rl'> ltu11111µ.1:11•·a .J1• .e.rado n•ro \>',\E U+: 
(ii) Si X ? O .\ .\ ..:; U,. c•s ••I r••;.il 11w_,·u1 tal. qui· 

Ax - .\x ~ o= .i = .1.«x1= 
(iii) Si X ? O ' 

Y= ti+ A1 .. ·-•x =· .\.o(YJ =.\.,(X). 

f'lllOJH"l'~.: .\ 1• )" 1 = .\ i(XJ. 
Dr1110 ... /r11r11Ú1 

'VI> O y X :__- 0.1 ..;: ¡¡¡ ~·· 1·11111pl1· lo .. ¡l.!.11i1•11IP: 

.\ .. 1ftX1 = 111i11 IAf/~)), = 111i11 llAXX), = rni11 (AXX,, = .\.lfX}. 
\>O (IX), \">o I_., X>O , 

para Ja 11u1xi1niz.11 ¡,ju d·· .\ .. i(X) !'O"l"I' 1•J •"1J1ij11n10 <J,• lodos lu:-o ,.,_.,·1un·~ X 2=: O . Si 
rf:"slringi1nos 1·1 do111i11iu d<• la fu11ci611 C".\\". itl prinu.•1· orlanlr dt• H=;. ,.,. la sección 
dr. esfera (.•.;f"•- 11 },¡1u· !'f' 1•11c11c-111 ra c•11 •·I pri1n1•r or1a11te: 

.~·•--'> = {x en:;. 1 f:. x,2 = i.x? o} 
z ·=• 

J. 

X 
y 

(:J.7) 

Si Ja fuucii)n C-\V fuese coul i11ua sobre S. Pntoncrs estaría garc1111.izada Ja ex· 
islencia clr 1111 5? E s·1m-J) tal, qur.- ma~in1irr a ,.\A por rl l('C)n--nlit dt• \V,•ierslrass. 



f »1•ro ...\ .1 •·~ rlist·u111 inua <'11 101 h1111t.-1 •1 1IPI ,·c111j 11111 o ..... , • .,_ l J. _v,;i q1u'. .a 1 11u·11os. 1u1.1 
•f•• sus 1·u11rd1•11;1da!i f:-S c-••ru :-.i o•I ,.,.,.,,,r 1•:-. l'>t•rniposilivu: 1•11 1·-.111!.iu. f•:-. 1u1;.1J1n1·u11• 
c·u111i11u.;.1 si 1u11H1n1os corno su 1lu111i1ti11 ,o:.,·1 ... -n - iJ.~·f .. •-•J. J)orHlr' ;) ..... :-.ig11ifici1 J-. 
frontc•n1 lupuldgica ch:I c:u11j11111u .'>·. 

L"11.;.i 111;11u·r•1 ingcnius;1dt•1•\'il.rtr Ja~ 1liM·u11ti1111id;.u1f•!-- ~uhn· ,'-.'"•-•. P:-. tur11¡1r 

S ={V >O/ V = ( J +A y"- 1X. X E _<.;f ... -•J} . 
• c,•lrn-J) c•s 1111 1·011junlo r:on1p~H"fu 1•11 Jl"• _,.Ses J.;.i inwgru tlirr•:la, bajo (1 + A)""- 1• 
que rs un operador r:o11Linuo. E111uuf1• .. "f.; c·onslil df• sol;.111u·n1r ,.<!r.lur·p.!' 1•stri•"lit· 
1nc•111r po!-oil ivos. 

.>.,1CX) = 111.i11 \,1 XI:::;. .\.1(X)X S: AX . 

.:\111ltipli1·0111du 01111ho.s fodos por t J - A 1·"- 1 >O. 

~.\.¡(XIII .. A;"'·- 1 X ::5 1J + AJ"·- 1 AX. 

ro111u Ja~ 111••• 1·ic1•s A y (J + A, ... - 1 • .. 11111111<111. 

~ .\ .• ,(.\" .1(1 - A, ... -• X :S .·H J +A 1···- 1 X: 

y c-01110 

Y= if -+- A)"'- 1 X >O. 

--~ .\.11X)Y '5 AY 

=:- .\.1lX1Y :S AY= .\ .. ,(YlY. 

Si rnull iplin11uos ahora por t•I \'1•1·1111 

y dividirudo (•nlre Y· .J > O. 

= .l.,(X) $ AA(Y). 

Eu lugar dt~ con5iderar la maxin1izotric:)r1 dt• .\,1 ( .'t() sohr<- t•I n111ju11to sfm-•>. rs 
snftcic111t• ron.sidcrar la 111axi1ni:.f.,a1·ki11 tl.r• .>.,1(X) :->ohr1• 1•1 n..nijuuto S . _.\ la v1~;.o;. 
corno YE :;;;. rntonces Y> O." .\..itY) t•s c:o11ti1111a ~ul1rt• S. akitu~;J su ,·alor 
máximo sobre- d conjunto S. 

SPa ahorn X> O, X E S. 



J),.fi11i1110!'> ••I vnlor n,ñxirno de la función C-\.V •••t11u l•1 1ai;1; .J., l'-F y. al 
\·c·1·tu1 ól!"-•u·i~1•Ju. J,. Jhuna1·pn1u~ t•l \·1•1·Cor ele• J">-F. ("011 , .... ,,, 1';1111•, d1·11111l'ol1·;u1111:-> c·I 
p.-i11u·1· i111·i~o ,J .. l 11•on·1na rlc· J>-F. '1111· arinna <11u•: 

(i) Si A e•:-- una 1n:itri.-:: 110-11c•µ,a1ivo1irrcduc-ibJ,._,.11111111·p,..,•~i:o-tC"1111 \'"i1lur propio 
X> fJ "' 1·11.;d. •• }oU V•'<'-. tic•11c• .;t:o-twiado un vector propio. X >O. 

L;1 111<11 ri.-:: A tirnr 110 valor· propio.\. >O. 

Eva)11.111clo J.;1 í1111c-ió11 ( •• \\' c•11 J. 1<•11C"n1os: 

.\ .. i(.J)=rniu'Eo,_, . 
.J=I 

=·\ .. .C.1)>0. 
, •• 11111 .. 

,\>o. 
Si X , .... 1•1 \·.-,·1or propio •1:0-01·j¡11fu c:ou ¡ > 0.1•1111u .. , .... X > O .. \) \·.-,·101 X lu 

llitllH11·1·11111~ 1•1 \'c•rtor rlc• I'· F . .;1l'-u1·i,ado ron X. 
,.r.1111.,,.. OJl1"i1 Ínrtna ch• dc•111u~tr,¡ir· fJlll" .\~1 c•~l•Í .11 .. 1,.,/ ... 

/), ,,,,, .. 1,..u·1ri11 

S•'•I ),1 ft1111'i<;ll 

.\,.(X) 2' O, V X >O 

f'Olu11c·1•,.. .\ .. 1 c-stá acotada. por ahajo. por el cero. 
·r,•111•11u>~ c1ur dcn1ost rar ahora qur ..\A está acota•la. JH)J" 01rrih~. por alJ?t111a sun1a 

rnayor ele• rlc•ntcntos de colun11H1 de• la n1atriz A. 
Sc••1 

.J = (1) (A.IJ • 
E 11"' => ..\A(.J) = 1n1n -

.J. 
./, = 1 

~ 1nín(A.J ), = n1in {"f: "'·"}. "r/1 E m 
J=I 



:!111 

I'"' ••l1u loulu. 1f'lll"llll•"' •1111· 

AX - .\.1 (X)X 2 O==;- .JAX - .\.dX)J ·X 2 O 

y ··urnu J ·X > O. di\·idir11os por t•stt• 111i!-lllO 111i111c-ro 

=~A; - :\.,(X)~:~? O= ~A; - :\,.(X)? O 

=<- ~A; ? :\,,(X). V X ? O. 

/{ = •n;•x{~".,}· 
,_,,¡ 

-...:;.JA= (.f:u 1 ,.~11.1 1 ·····Í::º"'•) ~ ~¡\·./\· ..... /'\·)= /\°(J ..... 11-= ¡,·,J 
J= 1 ·= 1 1= 1 

.=;-.\.,1X1::.; lJ:»;.,.X::; C/~J·1XX 

p, 1r 1 0111h> • ..\ .1 1 X) P!'-l ot •1t·o1 ada ~t1 ¡H•1·iornu•111f'. 

Si e 1 : ) =A. yX(;J= u) I ~<.V,->IJ 

=> AX<.d = 1 
( ~ ; 

~ o 2 
: ) ( i,) = ~('.!+<.'.!- .- .• -. 
J ~ J + -

(
') +' -> + .· ' ) =;+;.;+;.):E• 

. {(AX(€)),} . { (W,. W,, ~).} 
..\..t(X(~)) = 111111 -X •) = nun .....L.(! 0 -¡ 

(- ' l+r • ,c. ' 

. {~(2+<.2+<.<),} . {(2+c.2+<-.<J,} 
..\A(X(e)) =mm !!-;(].O.e), =mm (l.O . .:}, 

(:l.!1) 



{., - .· . } 
.\.¡(X(~))=miu T-~ =I 

Ejetnplo: 
Pitl"it la 111itlriz 11u-111·,l!•1li\·a 

A= Ci :i .'.) 
.'"para los vt•c1on•:-o 1111·11•·.c.at ¡,.,,l'-

X, = e~ ) . X, (l ) 
x. = ( 

1) x. = ( ~) 

( -71) (*') X-.= ~ .X .. = ~ . 

:n1 

Jt.ch••do..t. .. 1ndfl831•1Dl6) 
e-.,.,.,.,..> «ISr""& ... ·"'"•"'•"'•<hn .. 

••Vithit•s<• AX= 'V. p.11.1 ,,,da X E {X 1.X_ ... X.,} Y h..-J..!.u p<11·;1 l•1 í1111dd11 

.\tX)=111iu ~- . { 
±:: '" .\'} 

' .\, 
(:J.10) 

z = .11x1x. 
Solución 
l~acernos el pr-i1n1•r producto 

(
:! :! 1)(1) :1 J "2 

:! :l 1 

= (:!-+ ·I + J. l + +Ci + J. 1 ~ .J + 2)' = (7. S. 7)' 

( ~I· - 1)(1) (~-2) ( 1) 
:~ ~ b ! : ~ .! 



lla1·.-1110~ 1•1 1uicl11rto to1n;u1du .. J .. ,.J.!llll•lo \"I'• lor: 

Ahora l1.an•111os PI produr.tu d1• la 11w1riz A rull .. J t1•11·r-r vr-dor de• la lista: 

( 

:! :! 
1 :1 
1 2 

.:\lun·01. h•111•1J111:-. 11111l1iplirit.1110-. ,.J • 11.irlo \·1·1·tor: 

( ¡ ~ :)(~) (~:~) (~) 
J:l:! 11 -]1+-j-; 7:i 

El prod111·10 clc> A 1·011 <'I 1illi111u .J,. ¡., .. ,.,.,·ton·-. d•· l.r li~1.1 , .... : 

(f ~ ~)(~) (~J 
.\(X 1 )=.\(J.:!.I)= 111i11{-;.5.1} = 111i11{7.1.7} =·I 

..\(X::?)= ,\11.1 .. 11=111i11{·l.·l.ll} = 11 

..\(X:i) = .\11.1.11=111in{.-._.-, .. -,} 

] :l 1 
.\(X.,)= .\( v¡¡· ,.¡¡¡· Vfi J = {.± irr .±} -- . ¡- 1 -¡ -111111 1 • ~ • 1 - 111111 , ... j -

;;;;¡ ;¡:¡ ;:;:: 

..\(X5 ) = ..\(~-'"~.O)= mi11 { i· 1} = ·I 

X) .1 1 1 1 . {Zl _;ti .ZJ.} -
..\.( t> = ( vr:¡· J:i. "/:i 1 = 1111n :7;. 7i. 7; = ·' .. 

Finahnr.n11t•. hacemos los prod111 lu:-. ,\(X )X JHH.<l (_·.ad.rt 111u.1 <11· lus vPrlorf'S dados •. 

Z,(Xo) = .l(X, )( 1. :!. 1 )' = ·1( J.:!. J )' = {l."· ·I )' 

Z 2 = .l(X2 )(4.-l.:I)' = -1(1.4.3)' = (lfi. lfi.12)' 

z3 = :,(1.1.1)' = cs,5.G)' 



para 

X = (J.:.!. 1 )' ~ W = AX = 1 1. ~. 1 )' ..... \( 1. :!. 1 )' = 1 = ,. 

z = (: ) 

AX = u ) 2 1 ( n u ) 
(:)2(')· 

( ºu11ti111u·111u~ .1lio1 •1 • 011 l.rt dc-1110:-.t 1.11·i·i11 d.-J teoren-.n de Prrron-Frobenius. 
{ii) X·~ 1i11i•11. 1·x~·1·plo por 1111 1111ihiplo ,.:-.,·;dar. 
S11po11µa1111J'- •¡111• '"\' > O t"l'> ul 10 \"1"1·1,.1 JUf•(lÍo. a:-.tn·i•11lu, 011 \ 

o = 111111 ~. ,, ...... "'.· = '\--· - o-X s. 
=·A"\•'= A1'\? - ox, =AY - OAX. 

=:-AY= .\Y. 

V 1•:-. 1an1l1i1;11 1111 \ f'•"lor propio d1• A, ;1:-.uciado cou >.. 
(ºun10 :-.•• 1 u111plr·11 lit!-. liip1)tr•sis de• lii). :-.;dn•111os q111• (1 + ,.\.1···- 1 , ... 1111.1 11J01fra;,o: 

1•stri1·1a111P11l1• 1u1 ... ili\·,a. l1•1u•1110~ q11,. 1•1 pro•l111·10 

Z=(l+A)'"-'Y>O 

nos da 1111 vt•rtor 1• ... 1 ri,-1 ;11ncnt« positivo. P.-.ro los valores propio:-. 1!1• ( J + A )'"- 1 1 i1•11r•11 

l;t for111c1 ( 1 + .\. ¡···- 1 r11lo11r~s al n1ultipli1·ar por t•I vector Y 

Z= lI+A¡'"-'Y = ¡1 +Xr-•v >o 

=· z = ( 1 + .\)"'- 1 Y >o=> z >o. 
¡Pr·ro •'l'>lo 1·~ i111 ;d1 .. 111du! E11101u·1·s Y >O: por tanto. Y = O"-\·· = 115'.. 

(iii) 
AX= 11X.X 2= O: 

Pnloncr~ 

I' = ,\. 



211 

SPa .\ l.1 1al;: .¡,. P-F. dP A: y.: .Í l;1 ritÍZ dr P-F ch· Aº. 

:i= 71. 
EntcJ1111•-.. 1•;-;;i!--lr> un Y> O l•1l que· .. "\.'Y= :iY. S11pu11p,<11nCJI'> aluna t¡llP 

AX= .\X.X ? O. 

(ºu11!'-id1·n·111u-. P) prod1u·1u r-:-.t aLilr de> La 1•xprc-!->ÍÓT1 a11l1•rior ron P) Vf"l"lor Y 

.\(X· V)= r .\X 1 ·V= (AX)· V= X· CA'V) 

si111plifi1 .11ulu. 11·111·1110!'-

\1X · Yl- Í(X·YI = 11 

+."\ - ·11iX·Y) =o. 
P(•rn X 2: O (\·p1·1or M•111ipu ... i11\·01 _,.Y> O. 

=tX·Y)>O 

• \ - i) = o => ~ = .i 
(iv) ¡.\. .\. S1•01 .\ 1111 valor pn1piu de• A IHI. '1111• 

AX = .\X. p<U"it alp;1í11 X # O. 

1x,1) 1x,1 

1) .. 1 
(:1.11) 

aplic.;uulu l.1 olr-.i.e;uctlcfad de~) 1 n.í11µ.ulo. 

=AX+? i.llX+ 

pc1·0 lol'- ,-,.Jurrl'- propios d.- AX• ,..,,,1 d1· la fonna .XX+. 1•11tonc;es 

si ahora. to1nan1os el VC"rtur .J 1pu' ··~tcí fonnado P''r ¡n1ro~ uuos. v )1a1·pn10!" 1•1 
produc11> l'!'r.alar 



~,_.. 

=·.\.1.x•? ¡,\¡.1 x· 

=Á? 1-'lo 

-.;· = {X E ff~· . t. S. = 1} 
e~ 1•) ru - 1 simplcjo unit.ario . .-\1101<1 d.-huiu10~ 

,1!.•·onl<~t rir.a1111•1111•. 

1.~ !'; 

" 

l. X 
=!·"/"(XI E.--.::..·. 

·r(X) 1•s ru111in11a :-ul•1•· ;'. p1•rn-;::; , ... u11•1111i111110 1·n111p•1c1o ~· 1·011v1·xu t-"n ll ... _ 

Por el tcorr1na dP p11n111 rijo cfc .. tiro11''1:1•r. 

=> ¡ e•:- 1111•1 rniz :-11nplP. 

C'on esto. lu•mo~ dt-1110:-1 ratio c•I: 
Teorema de Perron-Frobenius (1917) 3.6 

Si A ~ O mxm irrr.ducible. c-nton1·rs: 



(i)L•1 111<1lti/. A tic·1u· 1111 v<1lu1 pn•plo ~:;..O. rl cual 1ic•np •1Muiot1h1 1111 vrr·tor 

propio X> O: 
(ii) 

AX= 11X.X ? O: 

rnlot1l"f'S 11 = .:\. 
(iii) \.\\ = j,_ S.-a ,\ 1111 valor propio,¡ •. A loil. rpu• 

(i\') La n1iz dr> Pcrro11-Frohc•11i11~ 1·~ 1111<1 r·aiz si1nplrd1• la 1•c·1wciri11 c·ar.ac-t<"risticn. 

Los i1i.·i!'.o~ 'I"'" f;1)t;111 l->f' cl1•11111-.11,11.í11 1n.i~ a1l1•l<i1111•. 

Tcorenu\ 3.7 
Si A 1 .? A~ ? O 

Oc111n.-./1·u1·11iu 

C = ~íA 1 + A.1). 

~e··~ t,0111hi1~11 i1·rc·•h11·ihl.-. 

C:o11siclrn'l"llUS .:\.(C) . .Sc•a Z > 0 -.u \"c••·lur propio: 

ya qm• C :'.S A1. 

(!l. J :.!) 

Sea ahora Y > O un v<•c·tor p1••J>Í11 a~ociit.du c-011 5.(.A 1 ) y «011sidc-1·crnos f") 

producto punto: 

:\(C){Y. Z) = Y(:\(C). Z) =y. (CZ) <y. (A,Z) 

=(A;YJ·Z=(:\(A,lY)·Z=:\(A,)(Y Z) . 

.\(C)(Y ·Z) < .\(A,)(Y. Z) = .\(A,)(Y ·Z)- .\(C){Y. Z) >o. 

Pero Y > O y Z > O = cY - Z) >o 

=>.¡e¡ - >.(Aol > n = >.1cJ > 3.cA, 1. 



J.;:, rai:.e •lo• J•- F ~P pu1••IP inlcrpr•~lar c-0111" Ull•• f1111c·11j11 t 1·c••:i••11I<'. • IL\"<• •lo111i11iu 

,.~ r:\ ;·1c1111;1,11 ~:~r;ll·,~~ ¡;¡:~r:::'.',:~,¡,,~;;:1111;' .:H;~:l:;~::: 1 \',1,'.~!~1,',: ::l,~·;·i·ni., ( HC"i• h• ,, .. ) \ .i J.1~ 1111 
p11111i1iv;1~ (1·i1·lic.1 .. J. f"IHI ··l lin dP J>rl'P•""'" 1 •• 1ill1111 •• !'"''" ,¡ .. l.i ·1•·111<>•11"' 1••11 ,¡,.] 
l1•11r.-111.i dt· l'·F. 

Pólya In U~ classroom urglng studenl!I lo ··aue•• nnd Te•i- when doln~ malhemall::s. Pólya, 
through hl• wrlllng ond teachlng, has be-en a powerful lnlluenco on threo generollons ol 
loachers or mnlhomollc._ In hla nlnety-sewt!'nlh year, he remalns oc:Jwo and Jusi publlshe:S 
hl• 250th papar. 

" ' \ . 



:.!IN 

\\'.attrn \\'eavel'" (169-1-1978), lcfl, and R..c:h:ud Cournnl (1888-1972), with 
aho.,,·rl in loand, al the Groundbre'1ki111'1, rHernony íor \\'arren \Ve&\.'C't llall, 

Courant Jn,.litute ÍOf" 1'1athematii:al Sc:icnc~. Novcmher 20, HJ62 
C.ourlesy oí Spr1ngcr· \".,rl~g ;\rchi .. ·es 



Capítulo 4 l\.1:ATRICES 
NO-NEGATIVAS 
DOMINANTES 

:ll!J 

En cslr <"itpilulo varnos a r>sludiar (•l l('on·rna 1)P P1·nu11-Frohe11i11s c:on PI eníoquc 
que le da c;illlltnachcr, es decir, a 1rav1t~ de las 1uatrin~s fl() 11cgativas dotninanlcs. 
Tarnbién s<• aplica¡¡, función Colla1z.\Virlan<ll. Se clcfinr lo 'lll<" es la imprimit.ivi
da<l de 1111a nrntriz con un cnfo<11u• distinto dr.I que si~ prc .. :-.C'11ta a través dP la teoría 
de grcHiras, para llc~gar a la forma norrnnl de Perron.-Frobenius. 1 

Definición 4.1 

Sra e E -''··· (e~) una 1na1 riz l"Olllplt·ja lllX"' V A ? o lllX 111, 

(·1.1) 

·tal. q1u• 

e-+ !S: A. 

E11toncr!-' d<-.d111os <J11C' A don"'lina n C. 

Lema (''-Vielandt) 4.1 

Si 
CE .\l~(C) 

es dominada por una matriz irreduribl<" A., con n1iz dr P-F ¡_entonces. para cada 
valor propio de e, 

se cumplt'" la igualdad si, y sólo si 

donde '= ¡,·~con n+ =l. 

1 es la matriz identidad de orden m. 

Dcmo.c;lración 

1 Es decir, una 1natriz como la que aparece en Ja ecuación t .1•) Je r.ste co.pilulo. 

(4.2) 



CY =(Y. 

donde V::¡! O 

Queremos demostr.ar 

c+v+ ~ 1c1v+ 

~ f: , .. _, )·~ = (}·~ 
.J=I 

=> /(/ /)~ 1 = l<-1_, }~ + ,.~ .• )~ -1-. ••• + Cn¡_, Y,I. 
por Ja desigualdad d1•I 1 ri.ringulo 

J>rro A ~e+ y. por 1an10. 

Av+~ cv• ~ J(/Y+. 
por eJ inciso (ii) drl lt>or1•11m de" P-F 

donde ..\,.(Y+) <~s la fuuc·ión C~olfatz-\\"i,.Jandt a~ociatla con A y. por tanto, 

=>) supongamos qur 

entonces 

implica que 
~A(Y+) =A 

De aquí resulta que y+ es un vector de P-F y por 

(4.3) 



AV+= cv+ = Xv+ 

=>(A - c+¡y+ =O 

dou<l<! Y• r•s el v1•ctor de P· F 
=:-y+> o 

=>CA-e+¡= o=> A= e+. 

Oefi11i111us ;1hora 

G =(y,,)= e-·~o- 1 co 

..-\J :-.t•r CY = (V.· oht1•u,.111ns 

y conu> 

cnv+ = (ov+ = :\,·.,,.cv .... 

Av+= cv+ =¡y+ 

~ cv+ =AY+ . 

...\hura. por df"finicióu de~ G. 

y por A= e+. 

=>e+ =A. 

Oc cy+ =AY+ tenemos que 

c+v+ = cv+ o e+ - G =o. 

=:--G =G+ =A 

y de la drfinición de G., obtenemos 

C = e'""'DAD-J. 

Definición 4.2 

:!:.n 

('l .. J) 

(4.6) 



!:i<'H A 2: O 1u:r11t irrf'<111rihh·. <·on 1·iliz dr P-F :\ 1 y s11po11µ,a111us que- lit~IH! e:-:OH'· 

l<UllcnlP h valon•s propios, clr. v;¡)or ah:-;011110 igualus a~- r\I 111"11nero h lo ll<ttnanios 
índice de i1nprhnitividad de A; o sf'11cillarncnlc. índice de A. 

Si h = 1 .df'cinios que la rnal.riz rs pri1nitivil; r.u c:;1~n <·iJ11t r;1rio. dr<·i111os qtu• .-s 
impriniitiva (o cíclica). 

(vi)( \Vi<•landl) 
Sea A 2: (.J 1nx111 irreducible'. c·ou raíz de p.¡.· :\ e i11di< ,. h. S<•o111 .\ 1 • • \;i, ...• .\1, 

valon•s ntrac1c•n"sticos de A tah~s. <pH• 

IA,1=1·'21 = ··· = l-'1.I = :\. 

E11to1H·c•s. 

.\1 . . \;i . .... .\.h 

son las di:..1 i111;1s raicf's ele Ja (•cuadón 

.\'· - ~=o. 

Sc•a .\, = .\t ,...,., con I E h. ( "otnn j.\ 1 1 = .:\. sr c11111pl•· l;1 iµ,uald.ad tlt•I IP111a 
a1i1<-•rioL lllÍt>nlras que e= A y ( = .\., i111plica C]U(• 

D<• aquí <¡lit' A y la rnatriz t'•A :-;011 sintilares. Corno.\ P~ 111i.1 ral~ si111pJ.· di' 
la rc11;u·iti11 caro1rlrristica <le A. s.-. siµ.11t• que. para tud;1 1 

~,,.,.,,. = .>., 

c•s 1111.a raiz si111plc deo la tnatriz <,.,.,.A. y. por tanto. una rníz ~i111pl.-. tlt_• A. 

Por consiguirntc, A y ei(,,.,,+ ..... )A son similares para tod~, ... ,,,-.Y para toda t. 
Podernos t_·oncluir que :\e•(..,.,+<.&~} es un valor propio dr A y. por tanto. t;•I~ ......... l PS 

un valor propio de A. Entonces, e«.,.,,+.,...) debe ser uno de los 111i1ncros c'..- 1 , <''""' ..... e•~h. 
De aquí qur los h números distintos e'""ª. ci'-M, ••• ,e'"" ... forzncu u11 grupo biljO el p1 o· 
dueto, y. por l;u1to, son las h-tfsin1as raiccs de la unidad. 

(vii) 1odo f&I cspcrtro de la rnatriz A 2: O mxm irn•dudhlc. ch.· índice h > 1. 
es invariilnt.-. bajo una rotación alrededor de ~. pero 110 a)tt_•dedor de 1111 ángulo 
positivo ntc-nor que 'lf-. 



Dr.1110.-.lntritj,, 

Sea. 

/\ = {.\,, -'2- ....• \,.,} (4.7) 

t?I espectro de liL 1n<Llriz A. Entoncc.s, el t•!"pt•c1 ro tlr r.•2-f- A rs 

1 = {>.1c'~,..\2t''f.- ...... \.,.,•"lf-}; (4.8) 

rs decir, el CSJH'Cl ro .\. rotado un ángulo ~. '{il dcn1ost nuno!->. rn t•I teorc1na 
ouilcrior. <1tw las matrin•s A y r•TA :-;011 :--i111ilau•i; y. por tanto. T Ps tarnbién e1 
t~s¡u·clrn d~ A. Ahora hi(_•JJ, por el lcrna antrrior. cualquier rotad011 por un ángulo 
< ~no deja t•I rsprrtro fijo, ya c¡uc t:"') ronj1111to 1lr valort:""s propio!" d1• A., con valor 
;,bsoluto ¡, 110 !'<' pnº!->f'Tva. 

Corolario 4.1 

Sea A ~ O irrrdurihlr. co11 írulic-t• /, > l. ~- ?->f'a f') poli11u111iu n1r?1Ct.cristicu 
a~ociaclo <·011 

.\'" +t11..\" 1 +a·,Jt.'•• +···+a,,_.\"•. 

1"11 donclr 
m > n 1 >"">···>ni.

y "" =F O. I E k. Entcuu:c·s tendremos: 

h = incd(m - n 1 .n 1 - "l·····"'•-• - 11,.). 

Deruoslrnción 

(4.!l) 

Supongatnos que r ~ 2 sea un entero titl. qur A y rrr - n 1 , 11 1 - """ •••• nk-I - flk 
tengan el rnismo t.."Sp«"ctro. Entonces, sus polinornios caracleristicos son iguales a 

).'" + 01 ..\"1 + a2>.••7 + · · · + ak.\"" = 
= ..\"' + a,o""-"1 .\"1 + a 2 0"'-•',z.\"' + ··· + a,.o"'-"".\"•. 

rlonde 
O = e'~ => n, r= u,oon-n, 

para toda t E k y, por tanto~ r divide a cada 11110 de los n\11ncro:-o 

Ahora bien, por el inciso (vii) las n1atric<"S A y r•l.!1- A tienen el 1nisrno espectro 
parar= h, pt.•ro no parar> !&. Esto, junto con el argumento anterior. íntplica que 

h = incd(m- n 1 ~m - 11 2 ••••• m - nk) = 1 



y c.·1 t'f'Sll h ;1do se cu1nph•. 
(viii) 
Se.•,, A >O 1nx111irrr1ltu1hle•. con indice~ ele- i111pd1nitividad h > J. Entonces, 

A es cogrcdicnte ron tHH1 n1a1 ri:t. d«• la fonna 

( o 

An o 
o o A2:i 

o o o 
A1,1 o o 

tlo11dr> t•xislc~n bloques eu;ult·ad11:-; clt• c:c·ros e·n la tlia~cJ11id ¡1rincipal. 

/Jr..·mo ... /ració11 (\Vi<"la111l1 ). 

Sea:\. la raíz ele P-F dt• A. E11to11crs. pu1 rl lt•111a anterior. 

)., •"-.? = ~\,. I =O. I ..... h - I 

~on todos los valores prupie1~ de· A cpu· 1 ir11C'll valor .ahsoluto igual ;1 ). : 

A= ,•'-PD,AD¡- 1
• I = 0.1 ..... h - t, 

donde• Di= l. Suponga1no~. si11 Ju~rdida clP .C,t>1wralidad, que la c•nlradn (l,l) de 
c:Hdil O, t•s l. Sea ahora Z c•l \'f'Ctur propio po~itivu tic• A, asociado cun :\.. 

Ot!finin1os 
Z 1 = D,Z. I E h=l'". 

zr = o,Z. I = o. 1 •...• /¡ - 1. 

Por las dos 1iltimas íórrnulas. trnen1os 

=E>•a.g.to,XZ 
y como ¡e.:ap = >., => ..\,e-•lfL = :\.. 

= ,..•2*'0,..\1 e-•¡pz = A,o,:Z = A,Z'. 

(4.11) 

Por tanto~ Z• es un vector propio de A, correspondiente a A,. Corno el espacio 
propio de cada .>., es de <limcmsión igual a 1. cnt.onces Z,t (y, por tanto, Dh t = 
O, 1, ... , h-1) está dctcnninado por una constante. Pero la primera coordenada 



t•!i J y. por 1HJllO. D, c•sliÍ 11uivu1·•1n1c11h! clch.•nniuado. :\horit hicn, ;iplica11tlo 
A= c'~D,AD;- 1 dos V<•1·rs. IP11c·111us: 

AnáloganH:ntt•. si~uiPndo a 

Z' = n,Z => n,o .. Z 

es un vcrlor propio corn~spondir11tc a.:\ c•"'•<¿+n. Por la unidd."l<l <le Dh <•111011<«.•s 

o~= 1 

son las <'Hlradas d1• h1s cliap,011;.J principal de 0 1. esto c•s. las h-f ... i11H1 ... n1ic·rs d•· l;1 
unidad. 

Sr;1 01luu·a P 1111<1 111;1triz dr JH•rrnulacic.in tal. qll<' 

P'
1
DP = 4, .. 1..,J.¡f h, 

'=I 

donde 
o = J.·, < l.·2 < ... < k,. :::.;- h - 1 

dividr a P'AP c·n hJoq1irs. sc•g1i11 J.-. partición P~DP. 

s .. a 

( 

Au 

P'AP = A:21 

A., 

donde Jos blo<¡u~ A,.., son de 111,.xrnq, p,q E S. 

Igualando los bloques (p.<¡) de arnbos lados, tenemos 

P'AP = ,•'\f¡p;oP)(P'AP)(P;DP) 

o bien, 
A,.q =O; 

o bien, 
J..·q - k,. = 1 (mod h). 

~ .. ~-. ,_.......,.._.,,,. .. ,,, .. ,,.,, ..... ~.-- --"·----~ ··-··----····- ··-·· --·--· .--

(4.J2) 



1.a 111ntriz. /\.es irrf•d1wihl1• y 110 <'Xi:-.t1• un p lal. 1p11· 1\. 1.,1 = O. V11. así n11nn 11ct 
1•;-..;i,.,11• 1111 t/ lill. c.¡11l' 1\.,.,1 = O p•1r<1 •·acla 71. 

J..·.,:= (7rHJf//,); 

y •·0111u 

o = J..., < k·1 < ... < ,,..,. ::.:; /1 - 1. 

la li11i1 a ... ul11•·i•Í11 dt• J.-.,::::=- {111111/ /1) l'!-> ki = \. E11tu11••'!-> .. \ 1.1 =()\MI"'• ouli1 p = :!. 
y).¡, nu1clicic)11 

J..·., - l.·-i. .:= )l111od Ir)=--·· J.·,,= '1(1110,/ h). 

( "01110 hi1·iinos ;ll·riha. k = :!.. '.\. Ai., = O. pilra c·.;11la •1 '#- :L ("out i11110111•lo 1lc• la 
111i~111;1 111•u1<'n1. 1·01H·luin10 ... q\\P k, ... 1 = p. A, .. , = O. V'/ =f I' + 1. p.¿ ;-=-t _ 

( ·.,11~i1 l1•r1·11u>s a lu>1 it l"I • ..... ., ctia111lo 1' = ..... < "01110 1\. 1 ; = O '.lo J.. 1 ·- J. 1 :;: \ l 1111ul 
/1) l':--1 ;1l1li•• •'11 que-. p<l1·,a < .icl,t 'F u hiP11 1\..,,1 = O: o l1il'11. la., - 11. ~ l l 1111u/ h). ( 0

01110 

1\., 1 ~ C) 1110 ¡>111•cl•· .. ,.1 1·P1t.} . .V•• 1¡11" 1 odas l<ts cl.-111;i!'- A, 1 .¡, .• 1q11i 1·ri--11h.'l 

111 1 ::::=: ... (rum/ Ir). {-1.1:\) 

lo• 11.il 1111plic.·a qtu• ... = h y 1n., .-:¡. ... (ruod Ji). pa1·a 1·a1lil 'I -::;i. l. S•· '-iµ,111· q111• A.,., = O 
para 1tul.t 1¡ ~ l. 

(.~111· ,. ... lo quo• :-.1• q11.-.rio1 .J.·111ustrar. 

Georg• POlya 

v. M. T1a" ..... ••o•. "'·H. KDLM<CK>O•D ... 
,..,..,.5 S..DO•ow,...P•<:> .. -u.,.., 



Capítulo 5 ALGUNAS 
NOCIONES DE LA TEORÍA 

DE GRÁFICAS 
El capit 1110 q1u· a co11t inu;ición s1• eXptHI•". 1 it•1u· );1 li11alid.rul de> rnu~1r·¡¡r·1PtÍI iran1rn1 r 
todas lilS forruas 1h• 1-irrularici11 dt- bi<-n1·:-. y ~pr·vi1·io:-. 1•11 1111,¡1 1•co11un1la qur S<" co111-

porla li11e;d11w11tc•. ponie11<lo .._':.nfasis c-n t>I c·o11t·1·plo de" i1npf"i111ith:idad. E~ta trorÍit 
1111<lc sr1· d1· Al'"iUI ayuda al f~(_·onorni~ta. 1•11 r-11;11110«1 intuir nj1no c·irc11l.1111 los hic-Jlt"!'> 
y srrvirins Pll c·I rnodrlo. 

El 111<1tc111áti1·0 Juingar<" Oénes Kéinig (1884-10"14) 1f1w 11110 d·· lo:-. pri1111·1·0~ 
en fon1111Jar. 1•11 l!JJ<;. una p•1rt1• di' lu •111P l1oy 1·0111w,.11111:-. n111u1 1·1 11·11n·1na 11-F. 
J>arn c•llu d1•:-.•1rrullti rn lit troria dP .e.nífi1·,¡1s. E11!'>t'J?,llido1 d;11· .. 111u,.; .rdJ.?,1111<1:-. 1h·h11icio111-:
h<isic.as an•JT.;1 d1• c•sta l("<>rÍH. 

Definición 5. 1 

177={1.:! ..... tn} 

1111 co11ju11to 110 v;u·io d(• c.-lc•nu•nlos t"Ol1\"1•11i.-111c-11H'lllP 1•1i1¡11.-1.11lo!'< .• 1 1., .. 1p1t· ll.;1-
11rnrnos vértices; 

y sPa .. \ ~ m.1·i7í • • , t·uyos rlc·nu•ntos lla111•1111t1!'< nristas o nrcos. 

t:n l'IP111t•1110 (i, j) E A. dc•cirno:-. q11r ...... 111101 nrista q11,. 11111· a / cun rl vrrtin· .I· 
\"a111os a !'<UJI01i..•1· que la industria i r11vic1 su!'< i11~111no-.; " 101 i11cl11s1 ria j. 

:\J pat ( _;¡ _ fü) lo llamamos gráfica dirigidn o dignifica y oi 1111a Mll"«sici11 d1• 

(i.ty).(1 1 .t,i) ...... (11.:-r.JJ (.~1.I) 

la Jl~·un.an10~ 1111<1 trayectoria dirigida~ que une a / con./· l"a111hi,:11 l<t pod1·111u!'< 

denotar 1·onu) 

, -J. 

En 1•1·01101nia. podemos interprt•tar 1111a t 1·;iy .. ctoria diri1-?,id;1 nn110 un n10\"in1i1•n10 
scg1i11 t.•) Cllitl lc1 industria i envía sus i11s111nos .a l<1 ind11s1 ria 1 1 : a :-.ti vrz. la indusl ria 
/ 1 <~uvia sus ins111nos a la industria l.1: y asi s1u:rsiva1ne11lc'. lra:-.ta <JlH~. fi11alinC"11t<'". 

);1 in<lustria 1,.._ 1 en-"·la sus instunos a la industria J- "I'odu Psu. dc.oulro de• 1111 rnis1110 
JH'riodo 111· 1it•n1r>o (un airo. por rj<'n1pJo). 

La longitud de una trayectoria dirigida e:-. f"I nú1nero de aristas qur o-tparr1·1·11 
en rila: 

l'11 ciclo e·~ una trayf"ctoria dr longitud r 2:' 1 1al. (¡tu• 1111 .. ••I vértiP" 1 <"011 i·I 
misn10: y 

1 ehrr c;raphrn nnd ihre 1\nwcndnng a.uf D•·tcrnunatt."ntheoru• unJ :\lc>ngenlchro· . . \lathcmn
turli~ Arrnuf,-11. 77 (1916). 



\·u rizo 1•s llH dc1o d1• lo11µ,i1 \111 1. 

Definición 5.2 

D« una digr-áfk<t D dt•ri111os 'l'll' •·~ fuert en"\cnte co11exa 1->i. ~· .,.,)lo si. 

V'{i.J) E í/i.rm 3 11ua t\a.v1•r:tor-i<1 i - .I· 

Ejen-¡plo 
Dada ¡,, 11'<,t l'"iY A 

() ~ ) {) o 
n o 
~ o 

;.l'odc.•n1os sa.hc.·r cuoil , • ., la 1•.,tnu·tu1·,1 .t .. J\. '!. 
Prinlf"l'"O a!-locianHl~ MI ntat rlz "'" i1wid .. 11cii1 l ,, <pu·, • ., 

'i :: ~) 
1) l {) 

Luego. <"011?-ol rui111os s11 div,.r-•ilir.il: 
D(IA): 

(.l'i.2) 

Dada una 1natriz A rn:<rn no l\f"P,aliva. podc1nos asociad•! su matriz de inci
dencia IA. la que drfinin1os 1.le la .,¡~11i1•111t· fonna: 

l _ l . ) _ { l si •'"·' > O: 
A - '•J - t} sí a,, = Q (5.3) 

La digráfica D(A ). asociada a la 1n,;,1 riz A. es aquella 1•n la nial 1-+ j, si a.;1 #- O: 
y además. dondC" no hay arista si 11,, = O. Por cjcn1plo. si 

o ~ 
o o 
o o 
l l , o o 

~ ! ) ==> l_., = ( ~ g ~ ~ ~ ) . 
o o 1 1 l o o 

o o o u l l} 



Teorernn 5.J 

A 2: O ruxm. St••1 1.1 la 11wtriz <h• i111·j,J1•111-i;1 asoria<la n111 A ~· J)(A) h1 
dil--!,r.áfira ;1sorioul;1 1cu1 l.1 111•111"iz A. E11t.011•·'"~- 1·l 111i11wro el~ 1r.;1y<'<·1od;1!'. dis1int;i:-. 
d.- longitud J.-. 11111• 1·0111•11,111 011,.1~1·tin•1 <·011 ./. , • .., iAHa) a 

'·'.1"). 

11:_: 1 = LL··· 2: 11,, 1 0,,,~ · ··u,,__,.1· 
•= 1 11 fA-1 

/}, 1uo ... /n1rrá11 

J,',') = f: 'f:. ... :i: /,,, !,,,} ... ''•-1.J• 
'"" 1 I¡ '•-1 

Prohare111os q111• 

si 

'•'1 '•11;1 ... '·•-1.1 = 1 <=> /.,1 = !,,,"} = ... = 1,._,, = 1 

Definición 5.3 

Sea D(A) una dign:ihnt. al maxtmo con"lún divisor de de las longitudes 
de todos los ciclos lo llarnan1os indice de hnprimitividad de D(A). 

Ejemplo 
¿Cuál es el indice de imprin1itividacl de A. dundl." 



:!ao 

·-[ 
o o o o 

!] o o o o 
o o o o 
1 o 1 o o 
o o o 1 o 
11 11 1 11 11 

Prhnero. ( "onstruitnos su tligrilfira 

D(A 1: 

...., . -------------- . 3 

Segundo. < "01nproban10:; q1u• para c·ada par de vt~rt in•s PXist<• 1111a 1 r.ayc•rtori•1 
diriA,id.a cp1r lo!-> c·onccta. 

VÉRTICE 
(l. l) 
(l. 2) 
(l.3) 
(J. .1) 
(1,5) 
(l. !i) 
(2.1) 
(2.:0 
(2.:1¡ 
(2.") 
(2.5) 

TRAYECTORIA 
1-2-1 
i-2. 

I-4-3 
1--1 

1 -2-rJ 
-2-s-fi 

2-1 
2-1-2 

2-5-G-:J 

2-s 



C·l,•1) -1-:1-1-:!--'"•-·I 
(·1,5) ·t- 1-:1-:; 
(·1,6) ., _ J -:l-.')-íi 
(5,1) .;-.1- 1 
(5.2) 5-<i-:J-:! 
(.5,3) ."»-fi-:1 
(5,•1) ,.,_.¡ 
(.5,5) .5-.1-:1-2-;) 
(5,6) -'>- fi 
(6. J) r; - .-, - ,, - 1 
{(i.2) n-:1-2 

(6,:J) íi-:J 
(6.·1) r; __ :¡_..J 

(fi.5) () - ;, 
(fi. fi) (i - :1 -- :! - _,.., - {i 

·rc11ul.i1:11 pod1·11H1.., 1·ru·ot1tra1· ol r·;1l'- 1 r.;1_,·1·1·111.-ia:-.. 
Por· t;1111u l;1 dil!,riilirit c•s f1u•rt1·1111·1111• n1111•xa. 
TerC'ero. Oh:-.t>r\·;1111os <111r 1•xistt> 1111 1·i1·Jo d1• lo11µ,i111.J :! " 11;1\ .~~ d1•J ,.,;rl i«t• 1. 

LONGITUD 

1-2-s-1-1 
1-2-s-G-:1-2-.1 h 

1-2-r,-:1-1 

s, ... ptu•drn rncontrar lrayrctorias difPr .. 1111·~ para 1·0111prol••11 •¡11•· /.1 di.!.!nifir<i •·:-. 
f111•rt1•1nr11lt• 1·or11·Xi1. 

El rnnlf:!.-1.Ci} = :¿_ < 'onduimos rpir• rl iudicr dc- i11qnimi11,·idad d .. l.rt dignifin1 
y por 1Anlo 1•1 i11cfit·1· dt' irnpri1nitividad dr• DCA) t•s :!. 

Si aµ,n·gau10~ 1111 <trro dirigido. por f'jP1nplo. 1•1 (..!.fi) <t la di~r;ifw;1 ;u11c'•rior. 
tc•ndriarno:-> a1h•1nás. los ricios siguicnh-s: 

CICLOS LONGITUD 
1-2-G-:J-2-1 -~ 

1 - 2 --+ 6 - 5 - ·I - 1 .'"1 

c·J mcdf:!.-1 .. '>.íi} = 1 
Por tanto. rl indicr dC" imprimitividad de• una gráfic;i así '"l'- 1 
;.Córno sahen1os qtw el indice de imprirnitivada es 1h1ico·! 

Definición 5.4 

Sea 



S= ¡.-_,¡ <;;:: /.- {ll} ¡.; .. J) 

SUf"f'!•;iÓra <le• r1tinir•ros ..-uleros pnsili\·o~. J1 udP1110:- 1·011~lruir d.- l<i lllilUc>ril !>-Í-

gt1it.'llfP; 

,,,, = .... 

111 2 = (,o; 1 .... 2 ) = 11u·d{ ... , .... .tJ 
<'Onti1111ando de Pst;i n1anc•ra. trneruos qll<" c•I 1c:11niuo A''J11•ral <'s: 

Lenta S.J 

111¡,. =( ........ .,t .......... ). 

Jirn 1111. = ,,, 
·-~ 

1111,-+1 =(( ... , .... :.!······'A;) ..... _,)= ¡ ... , .... _. .............. .1;-1)-. 

_.\htffil hi1•n. sab<"n1os qu•• 

111, ..... 1 ''"" ==> 1111.,..._. 5 "'' 

t•!>o IJllil !'-ll•·rsicin n1onó101H1 drc·rC""c'il'tllP . .;1c·u1•11J.;a i11fP1i1n·111t•r111•. l'or lrtflfu. r·onvergr.: 

1n = 111rd{ ..... } = 4 1!!~ 111,. 

Dr/iui111os 

111 = ,,,.~~ 111¿. (5 .. 'l) 

\";unos a demostrar qur '"es un nünu•ro PJHrro. 
Si 111 E Z está cutre clos 11ú1neros curc·ros, rou1an1os Ja ciistanci;1 al <'Ulrro 1nás 

prcixirno entre ellos. St'.'a d ~sla distancia. Trnernos rutouccs que si 

r = c/(111 . .:: ). 

: ~ionrc-s f"'Xiste un /.- lal. que l.; > I{ .\" 

rstarnos suponiendo que• rn.., rstá rntn• dos 111i111c>1·os <'ntr•ros: 

==> '"" 'l /. 
P~ro esto es un absurdo, ya que rnk es uu ruirnero t..•nlero. para cada l.· E z. 



Len1:t 5.2 

/\ p;;1rlir dr un cicrlo J'\. hi ~11n•si1:.11 ,,,,. <'S con.slitU1c•. 

Dadn J;1 sucesión 

"' = lirn 1111.. 

"-'""' 
a parlir de· un ric~rto /\. 1:1 ~111·P~i1i11 1•s runst;1nt1•. 

/.Jr·1110 ... /rorui11 
S1·ii 

"" = (1111.--1 ... •J,.) 

el JJliÍXir11u nu111i11 rfj\·isor .¡,.J., .. pi i1111•ro~ /.· lf\r111i11u .... < 01110 lo dPli11ir11os ;iulcrinr· 
Olf"lllr. E11101trl'~ 

3/\º E .\· 

tal. q1u· 

{ 
f1) li111n--.... "'" 

(11)3/°\. l<il '111•' VI.·~".~,,,,_ 

.·\hora VillJlUS il cfcrtlO~I r;1r fJll•'. !->j s· f'S IUI rrortirU<llllif"lllO cfr Jos r-fPJllt'JllOs 1J1• 
S. rn 1011c·ps 

Definición 5.5 

Sran s. s·~ z - {O} .DrciUHJ!oo flll•' s· l'S Ull reordenan1iento del ronjunlo s. 
si, y sólo si rxislP 1111 f1111rióu <7 : .\· - .\* biyr<·t int t<il. qw•: 

... H(J.) = ·'"4-'· (.~.n) 

Len1a 5.3 

s~a s ron10 antes y s' 11n rrordc•11;11ni<~nto dt.• s. E11IOIH.0 <'S. rnrd s = 111cd s. 

Drr110 ... lrurión 

Existr uu;t función 
e: ;v - _,. 

biyccti,·a tal, que 



Por P) h·rna a1111•1·iu1 .... i!u·111u-. q11P 1·xislr 1111 ¡,· .1 p~arlir d1·I c1rnl Indos los dPnliii-; 

l1~rn1i11u., ~011 ('Oll!-.I ;i1111•!--; , ... 1!1•1·ir. !'oi 

/..·? ,,. => 1111. = llJ. 

Co11sidc-n·n1os la irt•••A•'fl i11n·1·:-.a dP {l. '.L .... ,,.}. bajo e 
e-• ¡1.2 •.... ffJ. 

Salu•rnoscp1r(-)-I f"!'- IJ1l fOllj1111tofi11iln.porst"J'(-J hiyf•rti\"a. s,--aJ·\' = 111ax0- 1 {l.:l, ..•• /-\}. 
E11to111·c•s 

( .-.'1 ..... ... ¡~.) = ,,,•VI.-'~ ¡,·• 

=> 1llJ. = ,,, 

{J.:!, .... A"}:::> (-)- 1 i l.:.! ..... A"}.,. 1ic 0 1Jf' 1.ri forma 

l J. 2 ..... ,, .. .... 1;•¡ 

~ ....... ".1······ .. 1.·J e{ ... ; .... ~ ........ ~ ......... ~ .. } 

d1~ donde• SP 1h•:-.p1·.-1uh· q11•· 

,_ .. ·, .... ~ ........ ~·-· ..... ~.) = '"~· 

(
0 01110 111 = ( ....... ..!· ....... 1.••111011r1•!'. '" 2 "'~· .\l1on1 l1.t1lHlJllU:O. la i11i.1g•·11 din·rta 111• 

(-){l.:.! ..... /,· .. /,"'}. 

=- ltl<IX fl {J.:! ..... /\ 0 

••••• /\"} /. 

( 
0
01110 /. > /\". l"IJIOllff''" 1'1/ Q©0 

!lo 

(_J 
-0.<tr•frc~ f.~rt~ ... e .. k 
c.o.,~4'.· 

""'"'!i""'" ¡., dv~tr'i• es 
e:.-i"r.a+c.''f'c"'-. 

Por ültitno uu 1rorP1na que rclac-iona Ja iu1primitividad e.Ir A con Ja de su 
di gráfica. 



El i1 .. li·'" .¡,. i1111u-i1nili\·idild de- 1111a 1na11'"iz in .. d11n1bh· c>s iµ.1rnl ,.1 i11.li1·•· •I•· 
ir11p..i111i11\·1•l,;~d de• la dignifit".;1 a:--,J("iacl.a. 

l.a:-- .. ll!1Ji•·111rs afirn1<1(·io111•:-- !-.<J11 rquivaJrnt,•s: 

A :: O 111.ru1 '~s i111pri1ni1iva o n"<·lira 

(i) S1 :3 1111a parti<·icjn .1 1 _./~ . ..... l. d<! m: 

(ii) Si ¡.;::: -:J, L "•J >O: 
•·J-;;-=¡ 

doudr• -:J. :--c>11 la:-. cJ;1:--<•s n•!-.iduales 1nódulo t•I i11di<1• d.- ilnpri111iti\·idad dP la 
dip,ro-tlic·,1 I>. 

A :=.:·O 1wx111, A P:-- i111prir11ili\'a si 

/J.t = { .\, 1 .\, I"!-. \'.;1lor propio dt> A 1 i1I •¡111• j.\, / = j,}. 

El 111"111u•101 di- c•h•111t•111o:-- do• J).t = h > 1. 
Si I> 1 =.:e h = 1 la 11wt1·i,.. A P!o. pl"i111iti\'<1. 

P.AP;' = [ : 

A1,1 

An 
o 

o 
o 

o 
A·.n 

o 

o o 

l o 

o .A.,,_,,, 
o 

duudt• lo .... 1.-111P11tos dP );1 di.1go11al prinripal so11 :--1111111.;il rin•s cu,;uha•li1!-. ol1• • 1•10~ . 
.r\ t•s1.;1 11w11iz ~•·le• ll.r1111.1 1.;1111!Ji1~11 forn-ia norn-ial de Frobenius. 

La i11IP1·1n·1•Tiu·id11 P«oll<;n1il".;1 c•s q11r la pco1101nia -.p dividr en .1 ... 1~.I . .... ./, •"t>ll· 
j1111to:-- ,¡,. i11clu:-.trias c¡111• JH'llt'lll"l"t"ll .al cnnjuutn .1 11 111;u1da11 sus pnult11 to:-- .1 ).1:-

i11d11:--11i;1 .. •¡111' 1u·rtr1u•c·c•11 ill nn1j111110 .J1 t~xrlusiv<tllll'lllt•. al 1nis1110 1ic·111po '""'" •lt·I 
hloq1u· .1 1 1•11\.·i.-.11 :-.us prod111·1u-. al bluqur J 2 .y it:-Oi s11n•si\'a111cntt• h~1:-.t;i l!..-·g•11·" 
.J,._ 1 q11i•·rws tºll\'Ú'u su prod111·c·i,;11 .a( hloqtu• .J 0 do11d1• l-'1" 1·i1•1Ta t!I ciclo di" 1 in 11lo11·i1i11 
dr la:-- 11wic·;,un·as. Por 1;11110 ~¡ 10111arnos co1110 ha:--1· 1•1 1·onj11nto d1• i11ol11!-.I ria'" .J.,. 
c't1il11clo .. ,. o·i1•1Ta ..-•I cit·lo. lo-.. pnul11clos que 1•11\'i;1ro11 ll1•t.?;an r11 fur11¡;.1 i11di11•1"1<1. Si 
lñ 111.alri.1 ,¡.. i11i-;111110-procl11c·10 1io c•s riclir<i. r11lc>11•·•· .. 110 ..,,. r11rnplr •·011 •·-ta fon11a 
de c:in·ul,ffióu. 

J>oulo1 J.1 rtlil1 riz 

(ººººº'] 000050 
A- 000300 

- 0•10000 
fiOOOOO 
002000 

;.<~uoil Ps s11 indice~ d1• irnpri111it j,·idad'! Desco1npo11rr la 1natriz A c•11 l1loquc•s d<' 
indust.ria!-. a.i*"'nas. .;J.. ... - -

El irufü·,. dr imprimiti\'idacl e'!< Cl. r"'"I~. _ ·~:Z, --iJ's 
O(A)o '= • , ·.:.··, 

- - .J 
ªª<..·•:: - .3- -___ ::::.;..--



.Jo= {l.·IJ .. J 1 = {:!.G} .. ):¡ = {;1.:~}. =·JnU .J,u.J2 = G 
,,.\ hon1 co11s1 r11i111os 1111a ¡u•rt1111l cu·i,)11 d1• 101 ~iguicntc• íu1·111;1. 

( ! ·: :! ~~ :~ ~! ) , 17 -1 = ( 1 ;~ 9~~ ~ ~ ~: ) 

~ 

[ 

11
¡ :: :: :: ;1

1
1

1 1

o1J ] [ go o fl :1 o 
fl 11 () o o o 
ll 1 u 11 O O G 
o 11 () 11 1 o o 

[ ¡¡ HH! l 
MATRICES PRIMITIVAS Q ACÍCLICAS 
Las matrices primitivas o acíclicas rxpresan una ca1·ac1rn':-.1 i1·•1 1•nn1ó1nica q1u• 
sr pue-d<" prrs<•nt.ar el rnodelo insu1no-producto: que ptll'dc•11 1•xii-t ir rirlos rn c.•I 
intercarnhio clr hi~11cs y servicios. 

Definición 5.6 

Dccitnoi- qut-• u11a rnat riz A ~ O 1ux ru 1•:-0 pritnitiva. si. y ~,;Jo si ,.:-.;1 ... lt--" 1111 J.- E x
tal. que A" > O. 

t:na n1atriz de incidencia I...1. asociada con la matriz A. Ps •1'111.-lla que va).,. 



{ 
J ... ;"•.}> o 

O ... ; a,,= IJ. 
(-~.7) 

Hct':ordcmos qut~ ya hrrnos drrnostrado rsl1• n•i-.ultoulo. 

Teorema 5.2 

St•a A ~O 111x111 inrd1H"ihli> si. y sólo si. ( 1 ·• A J'"- 1 >O. 

Len-ia 5.4 

Si A >O rnxn1 1•s i1TPd11dhh• v si todas l.1-. •·111 ritola!- de- lit di<tgonal principal 
rfp A sou J>osit ivas. t•11101u·,•s A,,._ 1- > O. 

IJ, 111n .... /r11r1ñ11 

Si 
o= rnin {n11-"22·····"•""•} 

y ~¡ drfinin1os 

o )=A 
11.,, ... 

=> B ~O. 

B 1•s irrduciblc. ya qur A c•s irreduciblt.•. 

:\hora 
o 

<l.,, ... 

( 
ª" 

B + ol =5 B + ¿ 

Por el rr.sultado anterior. 
=> Arn-1 >O. (.5.8) 



l.cn1n 5.5 
Si A ~ O lllJ'lll <"!'> prirnit iva r.11tu111·1•s A• 2 O 1•s in<'d~H'ilil1• ~· JU i1ni1 iva VI.- E .\' 

))11110 ... t,.11ruí11 

c:uano A 1•s pri1ni1 iv;i. para k !->llli<"ir1111·11w111P p;ra11d1• !'I' n1111pl1• qtH' 

A-' >O 

==:-A' 

(A')' ·O. (.5.!J) 

Por ta1110. A 1·~ prirniti .. -i,. 

Len'la 5.6 

Si A 2: O 1•s 111-x.m pri1nitiva, r11to11n• .. 

31.- $ (m - l Jm"' (5.llJ) 

1.al. c¡tll" 

A'> O. 

/)rmnsln1rió11 

Como A es irrr<l11ciblc, entonces exi:-.l<' uua trayrrtoria r11 l•t dig1·ritica D(A) 
tal, que une, eu particular. a los vrnicrs ,_ i. La trayrctoria 111oi:-:. 1·01·ta tiene uua 
longitud 

J.-1 5 UL 

La matriz A* 1 t ienc, por lo tanto, una <'lltrada positiva en a~~· 1 y. para cada potencia 
de A"1 • tendrá una entrada positiva rn c·l lugar ( 1.1 ). ('01110 A f"S primitiva. 
entonces existe una trayectoria, desde el ..,.,;rt in• 2 hacia .... ¡ v1irt in•~- r11 la digráfica 
de D(Ak-1 ). La 1 ray1•ctoria más corta 1 irn"" una longitud 

La n1atriz 



1it•1u• ?">ll:O. t•nlnuJ,as (1.1 ). í"".!.:!J .• 111111.11'> pu-.i1iv;1:-.. E?">1t' prot"<'l-><1 ¡11u·d•· 1u111i1111c1rs<• 
l'>nh11• l;1 di•tgouul priu("ip;1I. li.1?">la q1u• oblr11ga111ol'> la 1nal riz 

A"'"" .r.-.., 

ron cada k, ::S 711, i E m. b1 1·11;,l 1·1'> irrcduc-ihl<• y 1i1·111· sus entrada!-' po!>iliv<is sobre 
la diagonal principal. Pu1 1•1 lt·rua 1. l<•1wn1os <pu• 

y rnn10 

tal. qu<• 

l.1 < 
l.,::::,,, 

k.,, ::; ,,, 

} = k,k, ... k ... :s .. , ... 

=> l.· = l.·1 l.·.: •.• J.: ... ( ,,, - 1 ) :s ,,,··· (,,, - J) 

=- 3.(· ::s ,,,, - 1 ,,,, ... 

A"> O. 

-----~ .. -...'"'·" __ ._ •. ~. 
L.-.-a..~A.~W-•----..1..T.T-.1..W.T...._.i:a.C.. ~-~C.L...-.,w. ____ ._ ___ ~.._.._._L __ 
L ....... , .... -._ 



Teore1nn 5.3 

S1·;1 A ~ O 111:-:. '" p.-i111i1 i\·01 .v supougarnos q111• ,.J ,·icln dirigido si111pl'· 111<Ís ,·orlo. 
D(A). 1i .. 111• lo11gi111rl l. 

=> Awo+I( ... -~) >O: ('">.JI) 

'"S dt•d,._ rl iudin• rfp i111pri111i1ividad de A rs :S "' + /(111 - :?). 

/), 1110 ... ,,.,,,.1(;,, 

(º011)0 A ••s irn·dudl.lr·. 1••1ra ludo i rn ííí. / ._. i forrn;l UJI ci1·fc, ,.,, 1lo111lr 1•1 
1·irlu n1;i~ ,·01·10. dt• i·ualq11iP1· \·,:r1 j,:1· 1·011 ,·.1 111is111u. :-1·1·,""i 1111 ciclo si1nplr· ,J,. lu11g_i111<1 
111.i.xi111,;1 111. S11po11Aitllll• ... 1lu1ra qut•. por 1nrdiu dr una p1•r11111l.'lcióu clt• lo-.. vc:n i1·1·~. 
rn c·I 1·i1·lo r11á:- c·ortu q11•· 11111• •I / 1·011 é-1 111i~rt10: :-ull 1. :!. l. Ohs1·1·\·p111u-. ;ul1·n1;i~ 

'" -- "'" - :! 1 = ',,, - / 1 + ,, ,,, - l 1 

_,.\ t·· -1J-ff,,,- 1) = A ... -1( A t )""'- r. 

. A.1 ... -11 = (X,. x,. ) . 
do11tl1• X 11 rs una s11h111.11ri/.. Ir l. y X:n c•s (m - l}x(111 - /). E11to11C"1•:- X 11 ti1•111• 
al JllC""llOS Utlit 1•11trad;1 Tlt> 1111!•1 C"ll rada rcnAlá11. porque"" sus vPrtic1•:- 1. :! ..... I 
ron1pn•11d1·11 1111 ricio t•11 J)t A 1- Dr aquí que"". d1•:-d.- cnda i E¡¡¡ <-11 D(.A."•-.' ). rxist1• 
al n11•uos alA:lÍH otro vc;rt ir•· r¡1u• t•stá unido l1~1rio1 .;1l~tin ,.,;rl icr j (y 1011 ve•/. ocurra 
qur; = J). <"11 D(A"'-1 ); 1•!« df"dr. l"S verdad qur: ~¡ (1. j)E m.rm e111onn•s. 1•xish• 
una rut rilda no nula. a lo 111oi~. en rada rcnglóu dr X:.i 1 . porque para r."lcla vért irr 
I + J. I + :,!. ..• • m. f1wr•t dPI ciclo. debería rxist ir una trayrctoria r11 D(A ). 
dr longitud 1náxin1;1 -/.(1•1 111i1nero de vértioPs 110 1h•ntro del ciclo). lw1·ia algún 
vértic1."" dt•nt ro de dicho 1·iclo_ Por la continuación dr un ni1mero suficic.•nt'" <lC"" pasos 
adicion•1IC""s aln•dt•dor dr·I 1·idn. 1_•s claro. que 1•xis11• una trayrctoria dirigida. de 
longitud 1•xac1an1entr i~ual il m - /.en IJ(A). desde• rad."l. vér1ic1• c•n el 1·ido. Ahora 
rscrihirnos (A 1 )"'- 1 •'11 fu1111.1 ,f,. hloqurs r1>1llfl 

¡_,.\.')'"-1 = (Y,. 
Y,. 

Y., ) 
Y.u. -

dondt..• Y 11 rs I :r I y Y~~ 1·~ (m - /}.r('n - /). ( '.01110 J. :.! • •••• I cornprcndr 1111 cido en 
D(A). l"Xistc un rizo. C""ll rada vértice- 1, 2 • .... l. Pll D(A 1 ). Cmno A rs pri1nith•a, 
e-ntoncrs A' también es printili\·a: por tanlo. A 1 1•s irrf"ducibJc. 



:!IJ 

;\ JMl"I ir· d1• • ada vt~rt i(:<' 1. :! ..... I. f"ll l>(A' ). r . ...:islt• llllil 1 rH)'Pt"lc.11 i;t 1•11 J)( A') 1)1• 

lo11git ud 111;i:-ci111;1 '" - / 1 liar.ia «ll<ilquic-r ul ro ,.t;rl ice•. J>rinu·ru. sig11ic-11rlo 1111 11i"1111 .. 1·u 

s11fkic•n11• do• v1•t"l'S .alrc<lP.clor di• 1111 rizo. l'll c!I uoclo i11icii1l podc•rnos 1·011:-.l111i1· IHf 

trayr•t·ftJl"ia. 1li• longitud ex;u·tanu·ntP "' - l. Esto nit1t!sfn1qu••Y 11 > O y V 1,z > O. 
P'Híil t"t.J111pl1·tar 1•1 i1rg11111e11to. t·;1lt·ula1nus ahur·a 

A'"-'(A'y"-1 = ( X11 X 1-..t) (Y,, 
x:.!I X;n y.!1 

Yu) 
y,, 

('un1u c-011!;1 n•11J?;hi11 rn los hloq111•s XP11 Ja 1ihin1;1 cxprrsiti11 co11tic-11f• ;1 lu 1n•i:-.. IUlit 

Plllr·;1d;1 1111 1111h1. ,. cad;1 11110 d1• los bloq111•:-. Y "11 la úlliru;1 1•:-.:pr1•sicj11 1·:--

pu:-.i1iv1> y 
A"·-'{A 1 )"'- 1 >O 

~ A'"-'A'¡ ... -11 = A'"+11 ... -.!1 :>O. 

Corol:.rio 5.1 

Si A 2 O m.r111 rs prirni1ivi1. si. y stjfo i-.L 

"\.'"J_,z,..+'l >o. 

/)r ,,,,,_ .. /r11t·ui11 

~}si para tocla J.-> 1't1 • A"- >O. r11toncrs A ("S pri1ni1j,·a~ 
~)si 11 = l. r-11tonccs A >O_ 
S11pu11µ,au10:-. <111<" n > J. Si A PS pri1nit iva. cntoJt(ºPS A P:' irrird11cihlt• y 1•xi:-.tt•11 

ciclos <'U ))(A). Si c•I <"iclo n1cnor .-11 D(A) t icnc longil ud m. ento11n•s la lor1gi111tl tlr• 
cacla rirlo. 1-"11 U(A ). es un múltiplo <l<"" m. y dr. aquí. q1JC.• A no p111•<ia s1•r prirnil iw1. 
por ("f l1'<>r<'l1lil 1. n(" esta n1a11<.'"ra. la longitud del ciclo ITJC.•nor. 1•11 D(A ). sc•a m - J 
o 1nenor y por rl lc--orenrn 2. si dr1101arnos 

i,.(A) = índicir de imprimitividad dP A 

~ 1,.IA) ~ n1 + ((111 - :.!) :;::: 111 + {m - l)(m - '.!) = m 2 - 2,,, + "2. 

Teoren"Ja 5.4 



St•H 

,\. ~O 111x111 i11r•ol111·ihl1• y :-.11ptlll~<1111u:-. 'Jlll' A 1i1•111• 1•1111-;1da:-. po .. ili\.·.as en );1 

dia~utwl prinl'ip;d. 
1 ~ d $ ,,, => A ;t,,,_,¡_ 1 > O: 

1•s decir. 
i 1,(A)5'br1-,/- l. 

l.Jt rnoslrorrdu 
Pur la hipclt<·si:-. 1•:-.l<1hlr•drla, A dc·IH• Sl'I" pri1nil i\"Ct. y c•I ,.¡,-Jo rl1• \u11P,it 11d 111íni111a 

•'11 D(A). ti1•11r lo11µ,i1ud l. rl1• hc•chu. c•xis1t•11 ,J cido~. l's<i11do 1111.1 111atl'i;,, d1• 
fH'l"ITIUliH'.ÍÓll. MlJlOllP,<lllllJS q1u• 1.2 •...• ,/ :-.011 lo:-. vc;rti1·p~ 1'11 la 1!1_1.!.Úfit"il JJ(A) 1~11 

.Jo111.lc._-.. ••xis11•n ri:t.o:-.. ( '011sitl.-re111os 

y c•scri bi 111n:-. 

A:z..n-<1-1 = A'"-"(A)"'-1 

A'"-" (X., x,, x,, ) x,, 

A"·-•= ( "." Y.,) ......... v ...... 
1lu11dt• X 11 . Y 11 :--011 :-.11lu11atl"icf':-. ,¡ x ,/y Xu _\"Y.!.! :-.c>11 rl1• '"' - 1Í)x(111 - ti). 1'01· 
lo!- 1nis111os cu·p,1111H'IJ1os <!<•I t1•ort•111a a111c·Tior. P<irH t1;11ar d'" d1•1110 ... 1rar que lo:-
hloqurs 1·oloc·adus <"or1·c-i-;pondic~11h•11u·nl<' de• A'"-1 y (A 1 )"·- 1 cp11• ··adil 11110 de lol'> 
l1loq11rs X 11 y X21 <·0111icnrn al ttl<'rtos t111a c•1111·ildil H•l 11111<1. ~: 111~ l)lor¡11es Y11 .". 

Y 1 -z ~on positivos t._•1ttonc<•s rl podurto 

A"'-"A"'- 1 >O=· _.\.·,,.,_,,_ 1 >O (.'j. J.'"») 

por c~J 111i~rno argunwntu drl lt;-orerna :l. 



Capítulo 6 M:ATRICES 
SIMILARES 

E11 ••st•• •·apítulu han•r11c1~ 1111 prq1u·i1u r1•¡,a.s1J 1l1• l<i:-. 1nopiedadP:-. ,¡.. las matri
ces sirnilnres, ru:uulo 1111a JJHtlrir. <'sl;Í n·l.;11·io11.;ul•1 c·u11 otra por 11u·diu de una 
t r•H•~forrn<t«ión Jinral. 

Si 

.\/,.,( . .:;,') = {rnatrirr.s '"'°''" 1·011 f'lllr;ula~ f'U S} 

du11dP S pUc>dP !-.t"J" 1•J c·cn1j1111to /f.(' 1•11·. 

Teoren1n 6.1 

(!U J 

Si A E .1/..,(5i). UAV P!oo 1111<1 lr;111sfun11;11 ¡,;11 Ji11,•.il tul 'l'lf" dc•j;i lijo 1•l 1ft•trnni-
1w1111• d1• rada 111ottriz.1·11101u·rs 3 n1atri1·1·:-. lJ. V E.\/..,(.' .. ') t.al<'s q111• df'!{UV) = 
J._,. 

V A E .l/,.,(S). 
/.hu10 ... trorúir1 

A= UA'V 

/.-11=IUAVI=1u1IAI1v1 = ¡u; ¡v; ""· = 1uv1 IAI = IAI 

= 1uv1~ 1 

Teore111n 6.2 

(ti.:!) 

(6.:1) 

SPi1 A E .\/,.,((') A fffP:«c·n:a "I d1•t1·11111110t11IP :'"la 1ra:1..01 d•• ,,,ola n1atriz. <-'!i 

d1·d1·. 

/:A/= IUAVI .VA E .ll ... 1r·, ~"· A/= jAJ 

lr(UAV) = Tr(A).A é' .\/,,.((') 

una matriz V E .ll ..... (C) laf q1w A= VAv- 1, VA E .ll .. ,(C) 

o bjpu se cumple- que 

A= VA'v- 1 .A E .\J ... 1f") (6.-1) 

D 1 1110 .... lrt1c1ón 

Corno Ja rnatriz A pn•sc•rva Jos d1•1rrr11i11i1tJlc~. por· t•I tl•urernal rxist<>n U~V 
rn.atricrs cou corflcieutes curnplejos t<tlPs que- fUVj = 1 o birn A= UAV 't!A E 
.\/ • .,(C) u bien 



A = lJA'V _____ VA E .l/,,,((•) 

Si 1 rs IHs rnatriz i<lr111if-a. Pllto11n·~ c·I produclo ch~ ilrrilm to1ua l•1 forn1a 

ahora 

y 

pero corno lr(i) = fr(I) 

por t;uito. 

es decir. 

Si 

dr. 1nanera si111ilar 

por tanto. 

En este caso 

Lema 6.1 
Si 

A= UAV = i = UIV = uv 

] { 1 si i = j 
11"( ) = "· 1 = O si t :-/; j 

lrfJ) = 1,.¡UJV) = (VU),, 

(UV),, = li,,,'lijE ¡¡¡ 

'VlJ = 1 •'!<o d1·ciT". U= v- 1 

,\. = v- 1 AV 

,, = UA'V 

\>'A E .l/.,,((") 

lrf j 1 = 1 UV ),,_,''r.liJ E ITi 

uv = 1 => u = v- 1 

A= ,·- 1 A'V 'VA E.\/ ..... 

A E ,,Jrn(ll+)- A-• E .\/,., (U.+)~ A es una rnatriz el(" perrnutadón 

D~1nostru~ió11 

Sea 

por hipótesis 

Teorema 6.3 

\>'A E .l/,..(R+) 

(6.5) 

Si lcncn1os el producto A= UAV y prcst•rva rl l'~p.-.<·t10 dP nula rnatriz A~ O 
mxm entonces existe un.a 1natriz ch• l-H~r11111tación P '""'"tal qur 

A= p- 1 AP. YA~ O m:rm 



DruuJ ... /1·,,riri11 
Con10 PI prod1..-10 

º hi<'u A 

-¿¡.-, 

p- 1 A'P. V'A 2 O 

p-'AP 

pn•srrVit Psp1·<·t ro"' VA 2' O .Pul once~ PI prod11r10 prcscrv.r1 1 raz."1.s y d1•1cnnina1H1•s. 
C'ualquiPr 1 r·;111~fonn•1cicíu Ji1u•¿1J c¡111· p11·~•·r\·a 101 1raz;1 de rada 111.;1tr-iz 1·uadro1d•1 

uo·uc~gal iva. y c-11 p•11·1 i1·11)ar. c;1do1 1r101I riz i1!1~111 i1·a pn•:-.1•rvani J,ou.., 1 f"otZi1!-. ,/,. tod,;1~ la!-. 

rnatric<'s 1·11ad1;1da!-. 111:ru1 "11 los 1·0111pJ,.¡o~. :\lo!-.IJ·<1r1•n1os '1111• 1•1 fJ111d111 lo P- 1AP 
1 .r11nUi1~1J fija t•I d1•1,-1111i11a1111• d1• 1·ouf;1 11wr 1 i.;; 1·0111ph·ja 1·u11s1 ,;1111 ... 

St•¡¡ X 1111;1 rr1.11riz c11i1dra1h1111x11110111opfui1·11tr:. con1pli•jos. J.;¡~ .-11tracla~ cfp 
p- 1xp MJll n1111hi11.11·io1u·s liur;dc·~ fijds of1· l.1~ cntr;ufas cu X. 

c•s un poli1101nio do• lot!:- i11d1•t<•rr11i11itdi1~ .:'\,,. E~I•• polinornio sr an11l;1 si 

c11alc¡ui1•1;1. S·· ._¡L!IH' •1111• PI puli110111iu 

.-1<~ aquí <¡IH' 1·1 pn,.f11rlo p1·1•s1!r\·1• 1a11tu J.1 1 r.rtO'-a ro1110 rl detrarn1i11;u11P de ritda 
UHtlriz c-0111pl1·j.1 ,,,,..,,, _v por· rl l<'<Jn•nHI :!. 3 S 1111a ruatriz 111x111 tal qur• 

o hi1•n 

Si 
s- 1 As 

t ieue ('SI a fonnH 

=> i = 5-•15 = 5- 15:? o=> 5- 1 ~o. 

Ahora bic11. no todas las 1•ntrada.s dr s-• tit.."Uf"ll qur ser cero 

=> 3n El" 

tal que 
S.,= o ¡ .... ·._,IV'1J E 7íi. 

Entonc~s 5 es un n11jJ1iplo rscalar dr 1111a 111atriz P~ O. y por tanto. 

s- 1 AS = p- 1 AP. VA. 

Tenemos 
i = p- 1 AP = p-ip ~O. 



Dt?finición 6.1 
l"1w 11i.i11rizA ~ 0 111xrudrd111osq1u•c•sprilniliva<=> 31.-E z+ 111l1¡i1c·A' > 0. 
t·11.;1 111.;ill'iz de iuddcnria 1;1 asodada n1n la 111a11iz A c•s aepu·llo1 •flll' v;tlo• 1 si 

u,_. > 11 ~- "·;d.- O !-ii a,, = O. 
'l~eore111a 6.4 
Si 1 ., c•s pritnit.iva ~ A rs prirnitiva 
/), n111.-.fn1ción 

<=- J Si A c-s prirnit.iva c·111011rrs 3k tal que• A* > O =:;.. JA"' 1•s l.;i 11i.;i1 r·iz nu11-
J>uc•s1a 1lr- puros unos, por laulo. c~xislr un h E z+ Litl (1ue I~,, > 0 ¡u11 1•11110 rs 
i111pri111ili\"a. 

=> 1 Si l_.1 c•s irnprimitiva ==:. 31.- >u tal q11r 1~1 >O 

Teoren1a de Perron-Frobenius 6.5 para n1<1lrirc•s pri111i1iva~. 

S1·~1 A ? O 111:<111 pri111iti,·a r111011ccs 
(il ExislC' 1111 valor propio~\ de• A litl cptt• ,;\>O: 
( ii 1 .\ 1 ¡,.1u· ;1soriado un \"l'1·1or propio ('SI ric·t a11u•11tl" posit i\"o X > O: 
1ii11 .\ > J.\I para r1rnfquic•1· .\ =¡i: :\.: 
f ,,. 1 !u~ ,- .. ctort"s pn>pios -. ... 11.-iilclos c·on :\son 1i11ic·os 1•xrPpto pu1· 1111il1 iplus 1·011-

!-ol.;11111• .. 

(\.' ~i O $ O :S A ."" .i ,.,.. 1111 vodor propio d•· B. 1•111u1u:r·~ j.il _ \ .. \d1•111<:i~ 

!.J: = .\ = /1 = Ao 
( ,.¡) .\. P!-- llllit raíz si111plt• d1•I poli11urnio c;11·¡u·1c•rí"1i1·u •ft' .·\.. 
rl•·11u1-.1 n1ridu dr (i) 
S1·.1 X ~O 1•:. un \"e1·1or •·olinnna sernipositivo . ." "''it e•) pru.1111 ,,. .A.X. 
(i) P.ol. Existr un wdc.H propio:\ efe A tal que•.\> O. 

X E U'!+.' 1111 v.-1·1or s~~1nipositivo y c•I producto AX 

AX = .\X ~ f: ª•.i4'(, = ,\.\', i E m 
.J=I 

r111oru·1•" :.i X :¡!::. O y clrfinin10:. 

(AX),= f:,,,,_,;_, 
.i=• 

'f:a,.J.'\.J 
(A~), =~=-1,(X) -'· -~. 

E"·'"'.J 
Á(X) = min >..(X)= m}n ~ 

rxiste• pnn¡ur se trata drl 



t•xisl'~ pon¡1u· sP trntH ele• 
fuudc>n < 'oll;1 t..:- \\·ic·l;111<ll 

.l,(X)= { 

f: ... ,x, 
rA_:). = ~ si _\", >O 
oc 

0

si X,= Ó )•(AX),:/ O 
irnh•íiuido si X, =O y (..1_\"). =O 

f'lllOllC"('S 

~\:u:· - n+. 
Ahora lu1na1nos 

j.\EU+,AX?.IX) 

..\,(X)X,, ::S ~u,_,X_, \:11 E m 
..l=I 

=:- ..\,(X)X 5 AX y si :J = 
( 

1 )-- 1r:.: 

si 111ult iplic·;11110!-- por f'I vl'clor ..J 

.\, (X)J ·X::; JAX 

.JA 5 A . .J 

.JA f~!-> ,.J \·1·c·tor forn1ado por la s1111H1 dP Jos C"fr111t•11lu-. ,¡,. 1·;1ef<1 culu11111.;1 dc- A 

..JA = ( _,'f/;.., 11,1. _,~I "•~· ·,~,"·"· 
:\hur-'1 ddinirnos 

=>..JA :S /\'.J 

dr la relac-iOn 
~. (X)J ·X::; JAX y de JA::; 1.-J 

.1, (X)= J;xx s '~~x = '' 

=o-~. (X)::; /\ VX >O 

por tan1u ..\,(X) c-stá acotada supcriorrnenle 

= 3sup.I, (X)= X(X)::; ¡.,: 

una int<:"rpretación geométrica r.n H~ sc."rÍa Ja siguient(•: 



,.\huni liir11 • con to A •'1'- pri111it iva f""fllurH·•·-. A 110 t ¡,.,.,. 1·ulu11111ns r 011 •"<"t·n:-. 1:-.i 

f uvi<"ril alJ.;1t11<1 110 sPrÍ•t irn•d11cibl1') . 

...\1(..J) = min(A..J).- = 1ni11f:u,_, >O 
' ' •=I 

prro 

"" ... 
ru,in~a,, :S" ru;ix~o,,. 

~ =rt•J sup 111i11 (.A.XX),. 
X>O ' , 

LH raiz d•· Pcrro11-Frohe11i11:-o •·st;Í PJJLrr l'Sos du-. \"<ili111•:-.. 

()fn1 propi<-•<.lad c¡1u• pn•:-.c·uta r:-.ta fu11c-ió11 ..... l.i -.iJ.!11Í••lll<': 

..\(nX) = :--11pn1i11 (A(oX)), 
\">t1 • oX, 

. (AXl, 
= ~·~~ m 01n ---X:-

.\(nX)= :\(X) 

. ,.¡AX}, 
-.11p111111---
\ ... , oX, 

.\1X1 

J>or tanto. J.-1 fu11ció11 es 1101110,;<'-n••a de graclu n•1c). 
·rantu •·I numerador rnrno rl drnornin.ador 110 ...... 1J1 "r•"lll por la 11ornudiza•·ión 

dP los \"f-"rlor<>s dPI don1ir1in. 

X 

... \, : s:;._•- 1 
- H+ 

s~-I <'S Ufl conjunto co111pact.o en H."'-
... \, f"S llJlit función senliconlinua superior <'11 t•st•• l"IJIJjunlo S:.,."- 1• ==:. .\, alcanza 

!'>U supn•n\o >.en 5·+·- 1 c~n d punto X Es~-·-
Definición 6.2 
Un.a nwlriz A ;::: O drcimos que es primitiva<=> A"> O. 



Teorenu1 Perron-Frobenius pnra 1natrices proni.itivns 6.6 
Si A ~ O primit.iw1 c11to11n•s 
(i) Exis1t· u11 valor propio Á > U: 
(ii) :\ tirnP •1soria<lo rlo:; VPCl011•:-. fH<)r>ins: 11110. por l•1 fh•rr-cJ1a X> O y ot1·u 

por la i~<111i1•rda Y > O; 
(iii) 3. > 1-\I V3. ~ ..\ do11dr ..\p.,, n10tlq11i1·r valor prnpiu ,,,.A: 
(iv) los ,.,.,.1 ou·s propios nsnci.11!0..., c-011 .\ su11 1iJ1i1·01'< 1•x1·Pplo puor· 1111í11iplt?s1·1u1· 

st antes. 
(\') si O ::S D $ A y .i i'l'< 1111 \'alor propio d1• B. E111011n~s l·-"I :S Á .. Adr.n1ás 

lciJ = Á =A = Bo 
(vi)). l'l'< 1111.a raiz sirnplt' dc·I puliJ10111io c-.ara<:lrrÍslico 11<' A. 

Dt·1110 ... /Tflf"UÍ11 

(i} S1•a X 2: O ,·retor n>lu11111<t. ·'· ,.¡ pnHlw·to AX 

1•11torirrs 

= ,\(X)X S AX 

tonHlfllos 1•1 v1·ctor 

y rnultiplira111os la última dt.•sigt1•1ldad por .J <'ntoun:-s 

( ª" A3= 
a21 

Om1 

.; 

.\(X)J - X S JAX 

ª•2 

ª22 

ª"':1 ,,..,..., 
) ( ) 

¡,· = tnax L ª•J 
1=1 

[ 

f: "'' l J=I 

f: n2, 
J:=.l 

Ln,,.J 
J=I 



r111onc·c-s 

/\(J · Xl . ~ 
=> .>..(X) ~ (j'""':X) = A = max ~a,, 

=<> J.{X) 5 /{ 

Pnlonces A(X) es una f111u·i«>u uniforrnc1w1r al"otada V'X. Corno A Ps pt"itnitiva, no 
rontir.nc colun1nas <lr n•ro~. <'l1toncrs calruh11nos .>..(.J) 

/{(.J. J) ... 
.>...(J) 'S ~ = ¡.; = max~o,, >O 

=J.(.J)>ll 

. iAXl, 
"'"ll111111---
:~~n • X 

/\hora. bien si to1no1111u~ lo~ vc·<·torcs t111it.i11"iu~. c•s clrcir sobre u-1 ru111111to 

.~·=IX E U'"/ X. X= 1} 

~le PS un conjunttl l"o1np•1e·1o~ll H.• .. y .\{X) <'S llll<t función semico11ti111H1 superior 
dr 5 a H. 

,\: 8 - /{ 

entonces esta h111ci,)11 alc·.u1:1.a s11 s11pn•1nu >. clip,,<uuus c~n el vector X. ,.\si t_•xiste un 
vrctor X 2= O sc-111ipo~it ivo. <>s decir si 

1n.i11(A__?{). =A 
• X, 

y corno es el minin10 c~nto11r·rs 

!AX),? J.X, 

=Ax 2 :>.x 
con igualdad para alguna X. 

Ahora considercn1os 
z· =AX- >.x? 11 

o bien 
Z'= O o Z ,,<O. 



Si Z I O ~•tlu·111os •111•· VI.-~ l..:u. A" > O .)'il <jllt" A 1•s pi-irniliva 

= A'Z = A(A'X)- A(A'X) > () 

pr.ro cslu 1•:-0 1111 •thsur1lo. 

Q.E.J>. 

=> A(A~X). > ¡ Vj E¡¡¡ 
(A'X), 

=> z =o. 

=AX= AX 

(ii) Si i11·rarno~. c•s drf'ir. r1111hi111i<.:arnos succsivarru•n1•• 

AX= AX 

lornarulo .\. ,.11fkir111'•1nr111<· J.!,r.ttrul•· A.1. > O. y c-01110 X ? O. dr hc•d10 X >O. 

(iii) V.\'=# Á ~ :\ > l..\I. 

-¿.-.1 

S<•i-t .\, 11otlq11ic·r ,·alor pnJpio 111• A. Pll10ncc·s par.01 ,al~1·111 X~ O y pusihlc•nu•11t1~ 

l"OIHJ>l··.iu. l'!'o d1•1·ir. f"ll ( ..... 

AX= .\X=> A"°X = .. \"X 

dcfinin10~ 1·1 \"1•1·1or X+ l<Jlll.illulu X EC ... como: 

y por dC"fi11ic-il)n 

( 

JXol) x+ = JX,J E 

JX-J 

AX+~ .\X+ 

J ~J <(Ax+¡, 
= - JX,J 

Ji'" 

. (AX+), 
l..\J:Sn~1n~ 

Ahor.01 supongatnos que l..\I = .Á 



rs drcir. 
A 4 X =:\"X 

k f>11c•<lc• (•lcgirsr. (Jt-. tal rnancra C)ll<" A" > O, por la hipótesis dc• pd111i1 ivirli1<J d,• );• 
ruatriz A. 

·ro11u1ndr.,•n <:ur111 il u11a propiedad d•• los núrneros cornplejo:-.'1'11• 1li1·1• lo sigu<•utc: 

V-,.h#OEC => J-,+hl=hl+l61=-,.=kl>VkEU 

~ tienen igual 1!ir~rrión (!n e 
.·\si Ps<"r·ihir11du 

.\""_, = l-"Jlr-xp10, 

A"'X = .\,'X i111pli1·;1 '111<' 0 1 = fJ ,.s i11d1·1w11<.lir111<• dc• jE m. 

1·orno X+ ~O .. \E U+ . .'" corno 

/.>•I = ;¡ =>-' = :\. 

(iv) S11po11ga1no~ qut• X ::¡!:. O es un ,·r.ctor propio (posiblrrnrntc• con algunas 
.-ut radas X. E C ) correspondiente a :\. 

EntoncP.s por (iii) 
=> x+ -:¡l 0 C!S decir, x+ > 0 

rntonc-c-s sr rtnnp)P co11 la relación 

1j =X- cX 

también t's 1111 valor propio correspondiente- a X, Ve tal que 1j #- O ·'" <IP ª'lllÍ lo 
tnismo sr pucdr afirrnar para "ij; cn particular r¡+ > O . 

Ahora bien o X•':-. 1111 nuilliplo de X o no lo es. 
Si no es nuih iplo. pod<--rnos elegir e de tal manera que Tj -:¡l O. 1•:sc·,•pto si alglin 

elernento de 1j c.s cero. pero esto es imposible cuando 71+ > O. 
de aquí que X s<"a un n1úJtiplo de X. 



(v) SPa Y '#: O 1111 Vt'ClcJJ" propio de B ror1·c·~po11clit•11t1-- al \";.1lor propio fj. 
E11lonccs t.01na11do los \·alcHt·p~ absolutos co1no vi1110~ 01t1t<·riort1H•11t1• 

¡.1¡y+ s ev+ s AY+. 

y usa11do el rnisrno V<"<:I or .\' qur. antes 

IPl(X. v+ ¡ :s xav+ :s xcAv+¡ = :\rx. v+¡, 

y corno 

<X· v+¡ >o= 1/11 :s :\. 
Supongamos ahora q1u· j.':11 = ). entonces con10 

.Xv+ s Av+> o: 
<lf" donde. a partir del n1is1no H~sultado 

.:\v+ = ev+ =AY+: 

od cual <¡uier{amos lll•gar: 
B :S A=:- B =A. 

(\·i) Las ~iguicntPs id1·111idadcs son verdaderas Jlilra lodo:-> los 111í11wru~ reales y 
<:urnplc>jos. iucluycndo valon~s propios de A: 

(.rI - A).-tdj(xI - A)= det.(.rl - A)/ } 
A<lj(.rl - A)(.xI - A)= dt•l(.rl - A)I (6.6) 

h1 r<"larión es clara, paril .r, ruaudo no es un valor propio. ya quC" !-it' c11111pliria que 
<l<•t (.rl - A) #:- O; como r f"S un \"alar propio, se sigue- por continuidcul. 

Jlaricndo x = .:\entonces cualquier de Adj(xl - A) o bien (i) es 1111 valor pro
pio correspondiente a ). o hicn (ii) un rengJón de erras; y anáJogamente para las 
columnas. Por (ii) y (iv) drl teorema, Adj(.xl - A) o bien es (i) una matriz sin 
<"len1cntos cero o (ii) una matriz con todos Jos elementos cero. 

Probaremos que un elemento de Adj(xI - A) es positivo, entoucc-s se cupJir{a 
(i), cJ elemento (m, m) es 

det(AI - A)<m-1J 

donde Aim-J} es el menor <le A, cuyo último renglón y úh ima columnas<~ suprimen: 
Ifm-I) y corresponde a la rnatriz unitaria del tamaño corTespondirnle 

y ~s distinta de A. 

A > ( Acn1-t) O ) > O. - o o - (6.7) 

Como A es primitiva entonces no puede tener columnas cero se sigur por {v) 
que- ningún valor propio dr. Af ... -J) puede ser tan grande en valor absoJut.o que:\. 



=> dct.(X 1.,._ 11 J - Ac.n-1)) >O 

corno se quería. Y además deduciremos q1u- rulj(:r1- A) tiene tocios sus elementos 
positivos. 

Escribimos 
.;>(x) = u<'l.(xl - A) 

entonces derivando la relación 

(xi - A)Adj(xl - A)= dct(xl - A)I } 
Adj(xI- A)(xl - A)= dct(xl - A)I 

derivando el producto, tenernos 

-¡/; l(x1 - A)Arl1(.1 l - A)] = o(.,.)I 

que c-orr<"spondC" a la derivada del poli11011io rar;u·trn':.;1 iro 

,;~ l(.rI- A).-11/1(.rl - A)]= ,;:. {o(.r)I) . 

.¡hcxl - A )Adj(xI - A)+ (.rl - A):,. f Adj(.rl - A)) = o'(x)I, 

finalmente 

Adj(.rI - A)+ (.rl - A),;~ fAdj(rI - A)j = <>'(.r)I. 

Sustit.uycndo :r = X y multiplicando por X 

AdJ(3.I - A)X + (.Ü- AJX:/,. IAdj(xl - AJ]= o'(x)IX (6.8) 

como 

AY= .).y=> AY - .).y= O=> (Al - A)Y =O 'tY 

(:\1-A)X =o 

O< adj(AI - A)X = <b'(3.)X 

los demás términos se anulan 

=> ó'(:i) >o 
por tanto ·:x es una raíz simple de la ecuación caracten"st ica. Con este apéndice~ 
pasamos ahora a mostrar algunas de las consecuencias de P-stos resultados. 



NOTACIÓN 
Lot nul,¡u·ifjfl 1111•• 11s;1111os <1quí f'S J.1 siguie111 .. : 

rn = { 1, 2, ... , 111} n·prc~cnta •·I C"ouj111110 ti<" indicrl'> d1~ 1 hasl¡1. ru .,¡ cual rcpn..._ 
M~UlH, <i su \"1•z, ;111·u11j1111to 1lt• las icl11...,tri<1 ..... 

A > O<"> :1 "•i >O V1J G iil 
A;::= O <o->~ a,.,,.,> O p.11;1 ;iJc,1111.1 1 0 .Jo = 1.2 ... ,111 

A O .ce> u, 111 .\llJ E r;; 
Si X Ell'". x·" X 1 , • .., ,.¡ ,.,.,1,11 t1.111-.p11•·,.,to. 

Si .1\ ,.,.. 1111a 111.111·i:.-: .1\. ·o ,,\r ,.,., -.11 11;i11..,p11•"''·• 

1 c.s J,1 11rnt1iz id••11tid;.,J y -.11 .. rd•·11 ...,,. ••11l1••11d1· pur 1•1 •·011ll!XIO. 
P • .,, . ..,,.¡ •un.11111111 de·!,,,.. 11i.t11i••'" ,¡,. ¡u•111111t,ui-tj11 u1.r1,,. 

S,., , . ., rl 1 1Jll)'llllu d•· p<'l llllilotc iorn·..., 1·011 111 ••lo·rru•nlns. 
)">,. ...... 1111<1 111.tl fl~ .¡ .. l'<'llllU1.11 i .. 11•• ... 111~111 ;1 .. 0< i.-HJ.1 <"011 <T E .c..· ... 
:\(A).:\ •'S ¡,, 1<1lz .J,. l'.-nou-F1ol..-11i11.., o.¡,. l'••rruu M·~ún C") nn111•xlo. 
ll(A) l.a ch}.!.r.ífw,1 •t~•u1,1d.1 <011 ¡,, 111.tl1-i;: A. 

5~~.~~t·;, 1;'..,';.'; :111:11 111.' 1.¡~.' ·,. ::.~:,1.~ !:1 
• .,:::~1111'.1¡1~·:~ :,,;,J 1ilo J1 . 

. ·11J1A r~ J;1 11m1ri;: .adj1111li1 <11• .A. 
y-+ 1t•pr<'SP11l•1 .11 ... , ... 1.,1 ··uy;1.,c11!r;,.J,1~ -.011 lo~ valurrs.ahsol1110~ dt• !;1-. rornpu· 

111•11tt>i.ol .. I '-'"llor Y. 
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En cst~ 1·npít.11Jo vcrernos aJgnrm .• 'i const>c:uencia:L"i ch•J tl'Ort'JtHt dP Perron-Frohcnius 
en In teoría de! ruat.ri<·rs prod11r.t.ivn.s. En esf.e «onf<?Xlo Ja 111at .-iz A repr·t~l'lltn. 
In 1nnt riz <le• ins11mo-proc.h1ct.o de Lco11t.ief, eu el uioc)<•lo <":->t.;'tf h·o. c11y1L.-<i <·anu:
t.erist.ic.1L-> ya sr rnenr.ionnron el capit.1110 corrl"!Spo1uli<'11t1• ;t L<"Ollt.ief. Por f"l--il.o 

ulis1no 1IP11ot.nrcmos con B n. In. rnatriz I - A <flW <'S 111 111atdz de Leo11lil'f. 

Pri111Pro vcrcrnos nlgunns propicd.1ules gencral<>.:i dr la.o.; 11u1.t.ri<·cs no uega
t.iWL"i. 

l. Si 

A~ O y X 6; O,>. E R+ =>..\X~ O·"· AA~ O. 

2. 

Si X, Y ~ O y A. B ~ O ==> 

i) ... X +Y ii:; O. 
ii) ... X .y~ O. 
iii) .. A + B ~ O. 
i11) ... AB ~O. 
T') ... AX ~o. 

3. Si 

Xii:;Y,Aii:;O=>AXii:;AY. 

4. Si X, Y e R~, entonces 

i) ... X - Y > O=> X > Y, 
ii) .. X - Y~ O=> X~ Y 
iii) ... X- Y~ O=> X~ Y. 

Si A., B matrices rnxm, ent.onces 

i) ... A - B > O => A > B, 
ii) .. A - B ~ O => A ~ B 
iii) .•. A - B ~ O=> A~ B. 
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Definición 
Si A t>s lllU\ 111nl.riz nonn. dcc·imos que es nnn matriz de diagon.nJ do

minante en el sentido de Hadaninrd, si y sólo si 

fu.1.11 > Efa,;;l,'Vj E m ... , 
eit.o signifirn <JI 1e Jn. s1unn c!t~ los vnlorcs nbsolut.os de> los c>lcrncnt.os el<-~ la 
col11n1na el<-' Ja nu1t.riz es 111011or que <"..l valor ubsoluto dPJ elemento que~ s<• 
encncnr.ra ::;ohn~ Ja diagonal prindpnl. 

Ejemplo 
Tcnr1no.-.. 

Ejen1p)o 

( 5 1 1) 
A= 1 G •I 

1 3 [} 

= /51>111+ lt/./61 > /II +131./!ll > HI +/11 

( 

5 1 [}) 
A= 7 6 1 

1 8 !J 

= 151 < /71 + 111 . 161 > i t 1 + 131 • J!!I < 101 + 111 • 
ent.onf·t..-s 110 es una nuit ri;¿ d(' clingonn.1 domiluu1t.e en el sPntido de Hndn.n1nrd. 

Definición 
Si A f'8 una 1nat.riz rn....,.m. clrd1nos qne es de diagonal dominante 

t.a1 que 

y tal que 

Teorema l. 

( "· () 

=30= b 
o 

( 
"'ª" 
d2a21 

DA= 

dno~ml 

d.,a,., ) 
d2a2ni 

dnoam,., 

/tl,n.1.11 > E fa..,J. V') E rn . ... , 
d, /a.1.1/ > L: f~,J, V'j e rrr_ ... , 

Si A <--.OS una matriz de diagonal dominante, entone-es A es no singular 
Demostración 



Por hipótesis, exis.t.t.! nna rnn.t.riz diagonn.l D t.nl cinc 

( 
,/1n11 d20.12 tl.nnln• 

) ( 
cu 

DA= 
''..!"21 d2n22 '12a2na 

E= 
e., 

' 
= 

tl,.,a,,. 1 r/,,.".,.2 rl,,.a.,,.., c .... 

tL. ln.1.11>2:Ja,.1l·Vj E m. ,,., 

e12 

C:r~ 

C•n::.! 

f'¡.,. 

f':,hu 

, ....... 

cp1crcu1os dc1nnst.rn.r qnc A cs. no singular. Supongamos In co11t.nuio, 

=>JA!= O. 

= !DI !Al = IDAI = o, 

2&D 

Jhu11e111os al prnduc-tn DA t·on10 In 1natriz E. Ent.onces Ja 11u1tnz E t':-0 1t11n 

111ntriz sinJ?,HlaL poi taut.o. c>xistt~ nnn Vt'i·for X =FO. tal que XE = O. ahorH 
c·o11sid1•n•111os los Vl'i'IOH'!S de In. base ra.nñni«n dr R .... 

{e1,e2, ···e,.,} 

=> E XkCk = O, Vj E ffi . ._, 
Consiclc.>n•tnns PI Vt"C·t.or 

sen j 0 t.al «Jite lxJo 1 = 111n.x { lx, I} o c:tunple <·on el teorema AL1 q1w n.finnn 
qnc la 1inicn solución pn.ra. qne 

esto itnplkn qne exi8t.c nn 

Si or.nrre cst.o, entonces 

EX=O=>X=O 

X ,< O tal que EX = O. 

:f: e,.,x,.. = O, Vj E rn ._, 
donde ~.es nna solndón no trivial. Sen jo uno de los índir.es pa.rn. el cual 

Jx,.J = rnax {lx,IJ E m} 
1 Que n1encionaré ni finnJ. de éste ca.pítulo 
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=> E Ckj0 Xk = "'.1ol + C.102 + • · · + (!.1U.1<> + • • • + f".1om = O •-1 
=> t?.1o.1<JX.10 + 'E CkjoXk = O . .., 

=> C.1oi0Xio = - 'L Ck30Xk 
k'#i 

=> lc30,,Qx,,0 \ = \- 'f: c ... ,,.,:r,..\ . .,., 
=> lc,.,.l lx,0 1 = \- f: c., .. x.\ s \f: le,,.,11,-,1\:,; f: lr,,.,11.rd 

J.·.,;-3 ko#-3 l.·;l'.J 

~ lc.111.1111 (x.1.,I :5 i: lc ... ,,ol l3·J.·I • . .,., 
c--st.o ornrrc.~ pnrn nn j 11 clondt> 

Por ot.rn parte, co1110 E(.~ (le diagonal do1niluu1t t• l'll (•I sPnt icln ()p l lmh111uu·d, 
por t.nut.o. E c1unplc. ... c-011 la dcsigualdn.d 

=> </ic Je.10.101 > i: d,, lek.;Jol Y lc.10.Jn! J.r3ol !S. i: lt'1..Jnl J.r.1. 1 
l.·;1>.1 k'l"-3 

pero L"'Sf.o c...>s nn nbsurclo. Por t.n.nt.o, es falso s11po11p1· que E ti(.•tu• !'inhwinncs 
110 t.rivinles. Por t.anto, E tiene nn sohtdón trivial. por tanto rs fabn qnP A 
sPn. no singular, es ck'<·ir. A <.>s singular, por el t.C"Oren1n AL, (•xistt• A~. 1. 

Corolario 
Si A es nn matriz ele diagonal dominante, cntoures dct A =¡i:. O. 
De111ostración. .. ·• • • 
Si IAI = O ent.onres exist.e un X =F O, t.al qne AX = O.· Srn :iu uno dP Jos 

índkes pnrn el cunl 
lx,0 1 = max {lx,I i E m} 

=> ª.;JojoXjo + E a,,okXk = o .,., 



ln.3Q.JQI lx.JQI :$ f: Jn.,ukl lx,.J 
k~I 

pero esto es nn nbsurclo, por t.n.nto, dct. A =¡!:. O. 
Corolario 
Si 

B = { b,j :$ o. V:i -=¡!:. j 
b,, > O,z E m 
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B es de din.gonnl <lotninnntc, si y sólo si, B' (s11 t.ranspuesta) CH de dingonal 
clorninnnt.c. 

Teoren1n 2 
Sen 

B = { b.:1 ::::; o, v_i =¡!:. j 
b,, > 0.1 E Tfi 

B es de diagnnal llo11ii11¡u1t.c si y sólo si, 

V'C3!X 2:: O tnl qm~ BX = C. 

Dernost.raczón 
:::;. ) Sen D t.aJ qm~ DB es de dinp;o11nl do111innnt.c en el sentido de Hndmunr<l, 
:::;. B es 110-sinJ:!;nlnr. por rl f(>Qretnn nnt.rrior, 
:::;. e.xistp a- 1 pur t·l t<:>0ren1n <le AL, 
Sea C~ O y seon *y= a- 1c, queremos demostrar qm~ X~ O 
Sen ./ = {j E m : ,."\.·,, < O} y X, > O si J <l. J. 
Snpongnmos qm• .1 =F 0; si iE m 

~ f: b,kxk + f: b,kxk =c., 
kljtJ kEJ 

si i E J ent.onces en In primera sumo. t.ene1nos 

ndemñ.s 
bu> O y X,< O 

= f: b,.x. s o y f: b,.x. ;:::,: o, 
kljtJ kEJ 
·-k k""• 

si esta tílt.ima. snmn ln mnlt.iplicrunos por d. > O y :snmnmos sobre lus i E J 
entonces 
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¿ ¿ d,b •• x. ~"' 
lrEJkttJ ·-· 

Ahora bien, ron10 B es nun. n1nt.riz de diagonal c.lon1i11nnt.c.• 

d, (b,,I > L: d. lb,,(, Vj e rn: . ... , 
en pnrt.irular si j E J. Pc>ro 

f:: "· '"''' < ¿ "· lb,,I < <1, lb,,J, '""""' .~, •EJ 

=> i: "·lb.,(< d, lb,,J, ... , 
oEJ 

= ¿.i, (- (b.,I) + d, (b,,J = ¿d.1 •. , 
•#3 •EJ 
•EJ 

= i: r1,1i., + r1,,,,, => E d.,b,, > o. 
•ifb..J •EJ 
oEJ 

(7.1) 

Si cst.n. 1ilt.hna s1unn. la rnu)t.iplkn.ruos por X,, que snheinos que es ncgn.t.h•n; 

i: d,b,,.._Y1..-, pnrn j E J, 
•EJ 

y snmnmos sobre los índices J4 

=> :f:: :f:: d,b,1X, 
,eJ oEJ 

(7.2) 

Pero las cc.~unriones ( l) y (2) son in.compn.t.iblcs, por l.nnt.o, es incorrec-t.o 
suponer que J -:¡!:. .0, entone-es J = 0 y X ~ O 

<=)Sen C >O y sabemos que existe un X;;::: O t.nl que BX = C, 

=> ¿1>,, .. Y, = C, >O ,_, 

=> b,.X, + :f: l>,, ... "(, = C, >. ,,.. 
=> b.,X, > :f:: ( -b,j) X, 2: O, , ... 

pero como b,,X, > O, para i E rn entonces X, > O. 
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Sen ti .• =.)\,> O,Vi E m, 

= .i.1i. .. 1 ~ X,b,, > i:(-b,,)X, ~ L 1i..,1.1, 
,#. .J~· 

por t.nnt.o. B' (In. t.ranspucst.n.) es ttnn. u1a.t.riz de diaR011nl do111i11au1 P. 

Cotno B' cnn1plc con la."> hipótesis de est.t! 1nis1no h:on•1ua. pnrlPttlns nplkn.r 
In prirucrn pn.rl.l". PS det·ir, 

V'C3!V 2=: O t.ul que B'Y = C. 

y hndendo lo 111is1no que hicimos con B obt.encn1os qnt• {B')' 
1nat.riz ele diaµ;onn.I dominant.e. 

Corolario 
Si B t-s nna tua.t.riz t.n.l que 

B ~ { b,.1 :5 O. \h oF J 
h,.J > O. 1 E 1ii 

Bes nnn. 

rnt.on<·l-s B t'S tfp diagonal do1ninnnt.e, si, y sólo si. B' lo:-. ch• diag,011nl dn111i
nn.nt.e. 

Definición 
Det•itnos <¡HP una. 1nn.t.riz es productiva si y sólo si. c-xh .. 1r• 1111 v1 .. ·tor X no 

negativo tal q11c.- X > AX. es decir. X - AX> O, si fm·lndz:u11ns X IP1u•111os 
(1 - A)X = BX = C. 

Teorema 3 
Sea A~ O 11u1n y sea B = (I - A), c>11tonres las sig,11ir·1111-s JlrOJH"lsi1·innes 

son cq1tivnh.~11t.es: 
i) A es pro<lnct.ivn., es decir. existe 1111 X 2=: O t.n.J <JHP X > AX.·~ th"C·ir, 

(1 - A)X > O, BX > O; 
ii) l\.lá .... en general~ para t.odo e 2=: o, exist.e llll X 2=: o tal l¡IH" BX = C; 

iii) f: A" converge; 
"''""º iv) X(A) < 1 

Dctnost.rnción 
La est.rnct.nra de la demost.ración es la signicnt.c: 
(v)= (i) = (ú) = (iii) = (fo) 
i) 

=> L: b.;X, > O. i E ffi ,_, 

=> b • .;X. + f: b,,X; > O ,,., 
por tanto. b11 .-Y. > O, y entonces se c1unple qne o bien b,. > O n bien X., > O, 
sea. el; = JY. > O 

=O> cl. lb.;I = X,b,, > L lb;;I d, 
.,,¡.; 
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= "· '""' > ¿¡&,,Jd .,,, 
=:;. B es dP diagonal dmninnnt.P 

1•11totw1~ hc•n1os derno.'it.rndo i)=> ii) 
Por ta1110 se~ r11mplen J1L'i hipól esis del t.corcrnn 2, e11tn11c·f?S r·o1u·l11i111f>~ fJtlf• 

VC ;::::: 03!X ~ O t.nl q11e BX = C. 

f'Uln1u·•-s B ('S uo-sing11lar. l'.XiSfe a- 1 ~o 
Poi· hipótesis ele ii) <'IPgimns un C pnrl.k11lur ip,11nl al ,·1't·to1· di• In h•L"''' 

=> a- 1
eJ ~o 

·'" rrpno:-.f•J1f.,¡L )a rol1ununj-c'•si11111 cll' In Jllnt.riz B, por ta11tn. n- 1 
('S 1u-...1u•µ.011 inl. 

D1•t11n.-.;tnuP111os iii) ==> 11) 
C«m1n B t'S uo-sing11l1u· yPxis11• a- 1 ~O. c•nt0111·1-s si C ~O.X= a-•c 

."\· BX = C >O. 
·ya d<·111ns1nu11os i)<=> 11) <=> 111) 

o .. 111nstn11·l:'n1os iii)<=:- lt") 

Sc>H 

T., = 1 +A+ ···+A" 

•·nnsidc•1·1-111ns el produrr.o 

T.,B = (1 +A+···+ A") (I - A)= 1 - A"~' 

~ T,.B = I - A n+r 

=> T,1B ~ 1 

SahPJUOS lJllC! rxistc s- 1 ~o 

TnB ;;;i I 

T.,aa- 1 ~ a- 1 

T .. ~B- 1 

t e-ncu1os una sur.esión crccicnt.e <le matrices no-negnt.h-a..<:;; n.cot.ndn.'( s11prrior
n1cnt.e por a-1. 

E..~ •Tt"<'iPnte porque 
T.,~ Tn+ 1Vn EN 

PUt.Onrl~ Pxist.t_~ el Jírnif.P 

,,l.! .. % Tn =T 

y Jn Sf~rit.• c:onverge. 
El r.rnnino general converge n c.ero 

limA"+t =O 
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snben1os c¡ne 
T ... B = 1 -A"+i 

esta nfirn1nción no depende de si B <~singular y snhcrnos que A"+ 1 t~oUVt:!1·ge 
n. cero 

Por t . .nnt.o 

J!!~ (TnB) = ,!~'k. (1 - A"+1) 

TB=I 

Tea-•= a-•= T =a-•= c1 - A)-• 

f: A'= (1 - A)-' 
k=O 

con est.o dernost.rmnos iv)<::> iii). 
Ahora vn1nos n demostrar 1)<=:> r') 
Co1110 A es 11nn rnntriz 110-11Pgativa prodtwt.iva 

X> AX= ÁX 

=> 1 . x > AX = Ax => 1 . x > Xx 
aplicrunos el t<"'Oremn de Perron-Frohrnins y t"Onrluitnos r11w Ja rniz de Penon
Frobenius t.icne que ser est.rirt.runent.P rnenor que 1. 

Una economía con crecimien'to equilibrado 

Consideretnos el sist.einn 

(1 - A)P = D 

en donde: 
A ~ O : es una matriz ele ins1uno-prod11ct.o T1l..."<71l 

1: es In matriz identidad de orden m. 
P ~ O: represent.a al vert.or de producción. 
D ~ O : representa al vect.or de demanda. 

(7.3) 

Snpongrunos que existe unn diferencia t.empornl entre ln producción y el 
consumo. En genernl primero se prod11re y el consumo. En general primero 
se produre y Juego viene el consumo. Est.e ret.rnso se llruna retra.."fo teTnporal. 
( tiTne-lag). SnpongRillos qne el ret.raso es igual a l. Y supongamos qne t.nnt.o 
el ver.t.or de demanda como el vert.or dP producción r.runbiru1 ron el t.iempo t. 
Ent.onces 

P = P(t) ;¡::; o, D = D(t) ;¡::; O (7.4) 

En est.n eronomía P(t) se produce en el período t y se consume en el 
período t + 1, es decir, P(t) cubre la demanda. final D(I + 1) y los insumos 
AP( t + l) se requieren en el período t + 1. E.st.a relación se expresa c-.01no: 

P(t) = AP(t + 1) + D(t + 1) (7.5) 
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i.Cmí.ndo se produce 1111 <·rc<·i1nic?nt.o cqnilibnuln? 
:E."ito ~P cumple c:uancJo hn.y un c:recimicnt.o propnrdo11nl. Es clcdr, c1Hlu<lo 

cxist.c 1 ~ O t.nl que 

{ 
P(t + 1) = -yP(I) 
O(t + 1) = -yO(I) 

Si ¡ = 1 +o, o rcprcsenl.11 In tasa de crr.cirrn.f?nto 

{ 
P(I. + 1) = (1 + n)P(I) 
O(t + 1) = (1 + n)O(I) 

Cnmbiiu1do (3) y (4) se dP.<:htc:c qnr 

eur.01u•c-s 

Llnmo ..\ = :!; = i.!n 

P(I) = A-yP(t)-; ")0(1) 

.!_P(I) - AP(t) = 0(1) 
")' 

(l.!_ - A)P(t) = 0(1). 
")' 

(>.J - A)P(t) = O(t) 

(7.6) 

(7.7) 

(7.B) 

EsrP:-;ist.ernarepresent.n 1u1n n:lnrión ent¡-e P(I) y 0(1) <"11 el inismo pc.oriodo 
de tiempo. 

Ad~nui.s si t = O ent.onrcs 

(.U - A)P(O) = 0(0). 

Da.do 0(0) > O, t.iene nnn solución no negativa 

P(O) ~O<== .>. S ;\(A) 

donde .:\(A) es la raíz de Perron-Frobenins, cntonc·L-s 

.!. = .>. = - 1
- s A(A) 

"Y 1 + Ct 

Si "Y satisface (6) entonces existe un crccin1icnt.o <'q11ilihrado, cnto1wes 

1 +
1 

_ s A(A) => l +o > ~ 
~ - .>.(A) 

o>~1--lyo>0 
- .>.(A) 

representa la tasa de c..redmiento positiva, ya que X< t. 

(7.9) 
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268 Om1P.ua111, 

u11d i1mu wiedcr, 1o!em t111r g11{pJ+O i1t*J: 

üm~-p nnd lim~'('~ .. q· 
•••• , l ... J,'J 11 

all¡1m1lotr lUth: 
!M,¡1'.~tl/ rey:·,., d 1 "' .~~ 1111 1111 •p1 un .~u!-j;°".J•I -p1, 

'• ~ ,, ,, 

•o die 111 ir¡sid •~che Wert.a 11nd, filr •~che L; 11,1!J./p1) +o isL 
I>itU~!~rurniilteni1tt11irtiltl1ll.~1rk111111gdrrH'1tmlp1 

knutd ll'l!fÚtll Man bilJe 111 dil'lew Zwtek 1uheni1e Ji~ M:itrice.a 

A1
1 .t1

, A', ···1 A
10

• 

Die Wurul11 dtr lllj(eMrigen c/1mUeiri1tilchcn Glticbungeo 1iml bet die 
2, 4, ~.·· ·111 Potemu du Wuruln toa((~). unJ J1U1 Vtrf1hrt11 i1l J.o 

\K11.1111111.logderltaAefllll!J11111W,l'tl11 r;r1i/f,, J1e 1u¡rar1.hSpttialI&ll 
d.,au• ht"Orgt!ht, weou 

¡Jl1iri•i, 

~11 ... \0 für i+' 
@nebt wird (tt iat llimlich fa:; die $'

11 Potcnz~u111n11 der Wnncln dcr 

eh1raUeri161C.!:e~ Oleichung). Do hci d~r Gr~!rurhtn Metliode nol•cndig' 
AaniehlUI dtr ~ .. .,. Wuml, wodurr.h tine VieJ.leuti~~it tnlstebl, kuin 

abtt hiu Hnniodim •mlui, ind'm 1m die MatriJ .A/ ~och mit A mufü· 
.1i· •. , 

rlii.ierl¡ mll erhi!t d111D in 4ir eiurn Nihr~Ull~l'Arrt TllD fr 

Au1 {161) !ols' lfliler: 
011 

\~; •'.:\ ~ 1:1; ·g,.11,) 9,hll, 
,¡., •''' -~r¡.,¡i'11Jli,(1) 9 (¡'1i' ,, " l.~ , • . .. ,, 

d1bti i1~ Ober ¡ und f1 TO:I 1 bi1 n iu !ununimo¡ u Tembi11den 1btr 
oUtnb~r diejeDigen S11m11W1JrD, íllr welchc l • p i1l Wcnn d1her 
lr1\>IP.l und p. HÍDet.!tila witdu aL1oJut ¡;rüDot i~1..i. dit a~ri(oo 
Wuneln,10 crgibt1ich 

ll•l ,,,, 1 )\ 1 . 1 

1
°,1···1 f,¡(f,) 1,,(•1 + J,¡(f1} J.,.•111 

fon •!'1 a!'!_. J!~~!~!-'~.·~!-•/ f~,~~ 
... t;t; flr.l/'lr,t ' 

i »aa bf1thta, dd f,¡(P1)• u p•18 11id1 fui ,u~ w~11, i, 1 t1iM k11a, 
uil r1 118 .W&d.1 W11,. too f(t) "M'11'1/t1111.il i•l 

Zurl\wri1dtrllatritt1 ib~ 

und hietm erbilt 1r1a111nal¡¡g wi1 obeo Niltmuig .. ·trla fbr fiPt Weiio 
•eiler !ti1l>ff'tl>lp1I uod fa wiedi:r al.tolut gta!tr iK ali die aorb 
rd1ltud~11 Wun.elo, 1111 lieíeru di~ JrrireiI1iKü Det.noin&111t:n der ¡fttrix 
.I' tbtlllCI NiL~rnngitw!rb lbr PiMa 111w., '° dr.B 111&11 darcL nitiaio1 
aQth 1uhauivt ""tu fu··· erl1ilt1 gen.u 11ie bei der Uñrlfllá:l1eu 
)frthoda 

§b. 

Wt·tw Jio cLar11k~ri1~-.:Le llleichuug eind W11111l p
1 

hlt
1 

w1kb1 
alfe 111dem t11 aL1t1/11tem llelrag nbertritn, 10 i.t 11acli deiu torige11 
f···phe.n: 

,¡(•ti/ 

}~! ·~\f -1•11 ao!em 9,1{p1)+0 i.L 

fi~rl !u1111 twkr trwuúindae, ll'tlt" dit Ezilltu iiati OrtrUtitrla 
""' ~ei11 ~ ill, kw ri11 l!iid:dl.l~ t»J' Jit W1rle'11 iu 
·A•,,uJ-lt~ Glti&111'!J~1«1iltil, 

Scie11 1lle u11 red/ unJ >O¡ dlllelbt gill dun mh TOA den 
i'.al1!e11 a'.~. l!tuidlllel 111111 dalm die lleitme, bn. git!te der • ZtlJtn 

·~1 ~1 ·~~ •:'/' ;~:· . . , ~f! 
mil f'•l btt. B1oJ, 10 daLI O< /'1 ~ Q!•l id, JO íol¡t•} 

1G J,;"' ~~1· .. ~ ,.,.:1¡t:~'(i~'+i~'+· .. +1;') 
() ;;:;·;,-..:Ji·•·;-,¿,l, ~' "~'(i"'+i"+ .. ·+l·~ 

•I ,.¡ •1 1•1 ",a 1 1 •JI 
1110 zur Abklln:11ng 

~~'!a,,_ lM 
(•U¡ ¡ .,, 

~m·ld iat •) lla aber olftabat ¡~tJ) O 11od J~'1 + J~.¡ + ... + J~tl. 1 j¡~ 
&ofolgt1111{J6}111ch:,.•+w;:,p•11111d9!·••!~[llt11 11.to: 

Ú( ,,1~¡1!•fll!;8CotlJ :¡;Bltl, 

N•th einem bebu11lto 81la ui1tiert.n d&hu die Onnaworio 

~~~ ,,, • ~' !~~ BM • 8, 
~ad ,. i.t 

1·1 ;;;1:;0;;;~·. 

\Vean 111wit 1 eiue LditLig ~ltine ¡iwilirl! Or~Be Ltt!eultl, 10 witd filr 

'J~ ti1!1 ki l,B,111!t1111l utd1t!Ui1o11tlllP111C1U,1a.f•.!cbtt1l111 
l.auf Jtr l'f'l!•Uli¡r~ U1t1mdi~~rallci1 WOIUll 

11' 
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APENDICE 

MATHEMATISCHE ANNALEN 64, 1907 

ZUR THEORIE DER MATRICES 
VON 

OSKAR PERRON IN MÜNCHEN 

ACERCA DE LA TEORIA DE MATRICES 
POR 

OSKAR PERRON EN MUNICH 

En este artícu1o se tratará de demostrar. por un 1ado, 
proposiciones de la teoría de matrices y sus ecuaciones 
características de un modo más fácil. y por otro se desarro1lan 
nuevas proposiciones. Con el empleo de 1a teoría pongo de relieve 
uno de los métodos análogos a los de Griiffe, métodos sobre el 
cálculo de aproximaciones de raíces de una ecuación algebraica. 

§ 1. 

Sea 

A - [· ~'.' •. ª.'~. ·. ·. · .. ~'." ·] 
ªn1 ªn.z · · · ª"" 

e1 sistema de coeficientes de una sustitución lineal de n 
variables, E es la sustitución idéntica. En lo sucesivo 
consideraremos tal sistema de coeficientes o para abreviar 
macrices, las funciones racionales de A, también 
intercambiables una con la otra. deben cumplirse todas 
operaciones aritméticas racionales exactamente como las cumplen 
los números. Se designa l.os elementos de la potencia Av con aft'> 
de manera que aft'' es idéntico a a,k• asi que, por tanto, AV•µ = 
-AV·A'-' 

(1) 

Consecuentemente tambiém sefialaremos los elementos 
sustitución unitaria E - Aº, por afe> : por tanto, 

l. 

de l.a 



ª•'•º> = {º para ~·k # 1 para .i=k# 

y (1) se cumple también cuando v o µ o ambos sean iguales a cero. 

Sí A (a 1 k) • B fc 1a.) para cualesquiera 
matrices, las ~igualdades 

o A = BC 

son idénticamente iguales 

y ª•• 
respectivamente. 

La transformación que frecuent~mente haremos de 1a primera a 
la segunda forma. 1a llamaremos cransición de las matrices a sus 
elementos. 

Los elementos att;"> son funciones enteras a 11 • a 12 ....... ª"". 
Los coeficientes diferenciales parciales del término de v hasta 
v+1 están dados por las fórmulas: 

(2) 
a a,.. 

I a 1 :A>a .. ~v-1-A 1. 

A·o 
El determinante IEp - AJ se indica con fCp). de manera que 

flp)=O es la ecuación caract:eríscica de la matriz A; sus menores 
los indicamos con g 111 (p). o sea 

as.! que será 

(3) 
E f(p) 

Ep - A 

81Ep - Al 

a (-a1k) 
- gki (.l). 

= . r~· .. _<:_>. '.":~ ~~>_ ....... -~·~ .. ~'.J 
gnl {p) gn2 (p) • · · 9nn (p} 

De aquí 1a matriz Ef (p) como función de p es divisibl.e entre 
Ep - A; pero es el.aro que se cump1e 

Ef (p) - f (A) • f (Ep) - f (A), 

por tanto también debe ser divisibl.e f (A) entre Ep - A y como 
f(A) no depende de p. se tiene 

(4 f f CA) - O. 
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-O (p) representa e1 factor común 
f 

entonces por (3) también E d (p) 

mayor de las funciones 

ea divisible entre Ep -

A. y de la misma deducción también 

f 
-(A) O. 

" 
Por e1 contrario </i debe ser la función de grado menor para 1a 
cual </i(A) = o. así debe ser. porque <t;"(Ep) - f/>(A) es divisible 

E</> (p) 
entre Ep - A. Los elementos de ---- son desde luego según (3) 

Ep - A g,. (p)</>(p) 

f (p) 
y entonces. y sólo entonces son clarament:e funciones 

f f 
enteras 1 si f/>(p) es divisible ent:re -(p) entonces debe ser <t; = -. 

" " Est:a deducción de los teoremas conocidos me parece más sencilla 
que 1as hast:a ahora dadas. 

(5) 

Entre las funciones g 1 k(p) existe 1a relación interesante: 

1 
--- Cf (p} 91k Cu> 
p - CT 

- f (.S) 91k (U) • 

La prueba se sigue muy fácilmente de la identidad: 

E ~ --1 - [<Ep - A) 
p - CT 

(Ea - A)]; 

Ef Ca) 
se multip1ica esta misma a ambos lados por 

Ef(p) 

Ep - A 
sigue que: 

---- ---- - --- f (p) ---- - f (<T) ---- • 
E f (p) E f Cu) 1 [ E f (a) E f Cp)] 

Ep - A Ea - A p - a Ea - A Ep - A 

se 

y de aquí la fórmula CS) se deduce sencillamente a través de 1a 
transición de aquellas matrices en sus elementos para cr - p ae 
obtiene de (5): 

(Sal L 9.1 (p) 9.1r;CP> - f 1 (p) 9111; (p) - f (p) g• lle (p) • • ) 

De la fórmula (5) surge una nueva prueba muy fácil de la 
proposición canónica y hasta de las siguientes proposiciones 
generalizadas por Hermite: 
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Si los números a 1k• ak 1 son complejos conjugados. entonces 
en particular a 11 es real• entonces la ecuación f (p) O tiene 
claramente raíces reales •• 
En primer lugar es fácil ver que loa coeficientes de f (p) son 
reales; por tanto e1 determinante (Ep -A_l no cambia. se se 
sustituye el renglón por la co1umna y v-·1 por -v-·1. Si ahora 
f(p) tiene par de raíces complejas conjugadas p 0 p 1 , por tanto se 
pone en (5): p = p 0 • ~ ª p 1 ; entonces se sigue para i = k: 

G:-' 
¿g.,<Po> 9a1<P1> O. 

Aquí. según nuestra suposición sobre 1os a,k• los términos de la 
parte izquierda son las normas de números complejos, y por tanto 
~ O; deben anularse sencillamente. En particular g 11 (p0 ) O. 
Para cada raíz compleja. también el determinate principal. se 
anula mientras que esta se transforma nuevamente al deteminante 
principal, etc .• finalmente se deduce que también debe ser 
p 0 a 11 =O, lo que no puede suceder. pues a 11 es real. 

Bajo las mismas suposiciones sobre las ª•k• en particular 
también para la ecuación canónica. se cumple simplemente por 
{Sa); para una raíz dob.le de f(p)=O se anulan comp.let:ament:e .los 
subdet:erminat:es g 1k (p) • 

Para la discusión de 
sudeterminantes de IEP -Al es 
la resultante de f(p) y g 1k{p). 

f (p) ,,. P" + C1Pn-l + C2P"-2 + •. -
y se introducen las funciones 

§ 2 

la anulación simultánea de las 
de importancia e1 conocimiento de 
Para ilustrar esto, se establece 

f 0 (p) =1 

fl {p) = p 

~.------- part.lcular exl•te. 
conoelda reloelón de dcrt.crr•ln.ant.cra 

af af af Bf a•f 
f aeqll:n 
a(-ak 11ac-a.:ii:> 

.. , Hermlt.e. Comptea Rendu• ... .... 101. demo•lraetón 
•e al9ue de l•• eadenaa de St.r..-. 

4 



(6) 

(7) 

Por lo tanto se cumple la igualdad 

AV~ - AV f(Ep) - f (A) 
Ep - A Ep -A 

= AV CE fn-1IP> + A fn-2(P) + A"- 1 fa<P>) 

= AV fn-t {p) + AV•l fn-2 (p) 

Por otro lado también es 

V f(p) 
A----

Ep - A 

EpVf(p) 

Ep - A 

pV~ - f(p) 
Ep - A 

f (p) 

Ep - A 

(Ep)V - AV 

Ep - A 

= pV~ - f (p) (EpV-1 + Ap 
Ep - A 

Puesto que los lados derechos de (6) y (7J son iguales entre 
sí. a1 hacer la transición de las matrices a sus elementos 
obtiene: 
(8) alklVI fn-1 (p) + alklV•lJ fn-1 (p) + • •. + atktV•n-H fo(P) 

= pVgtk(p} - f (p} (a 1kl01 pV-1 + ... + a 1 kCV·n-llf 0 (p), 

fórmula que puede obtener también a través del t.érmino, se deja 
mostrar que de v hasta v+1; si V=O 11.eva a la derecha en (7) y 
también en (8) los dos miembros. 

Las raíces son p 1 , p 2 , ••• , Pn de f (p). de tal forma que se 
sigue de (8) en particular: 

(Ba) ª1k1v> fn-1 (p.A.) + ••• + alklV•n-tJfoCPJ\) = p;._g1k Cp)\) 

CJ\ = 1. 2, .•• , n) • 

Para v "" O,l., ... ,n-1, J\ - 1,2, ... ,n se origina de (8) un 
sistema de n 2 ecuaciones, las cuales se enuncian juntas mediante 
coincidencia de ambos productos de matrices: 

(9) 

s 



Al pasar e1 deteminante, as.! 

factor de la izquierda, con e1 signo 

transforma del segundo 
n Cn+1) 

(-1) --
2
--, se prescinde 

igual que del primer factor de 1a derecha, y entonces estos, si 
1os a 1 k son arbitrarios, es claro que no se anulan, así se sigue 
finalmente: 

n (n-.J.l 
(-1)----

2 

Con esto ya se gana una expresión para el resultante buscado. No 
obstante el determinante de la izquierda no es función reductible 
de as ars• más bien se sigue fácilmente por medio de (1), que es 
(formado en el sentido de los renglones) el producto de ambos 
determinantes: 

La resu.I.eance R(f,g1 k) se divide, por canco,. se divide,. por 
Cant:o,,. en. dos faceores .. doncfe e.1. primero so.1.amence depende de i,,. 
y e.1. segundo sólo de k: 
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nCn-l) 

(11) 

Se multiplica (9} por una u 1 k indeterminada y se suma sobre 
1. k para obtener madiant:.e el mismo procedimiento la fórmula 
general: 

(12) 

Las funciones g 1k(p) t:.ienen por eso. entonces y sólo 
entonces. una raíz común. cuando el det:.erminate 112) se anula 
idénticamente en u 11 ,u, 2 ••• unn· Algo men6s general ocurre cuando 
se sust:.it:.uye u 1 vk en lugar de u 1k• así se divide el det:.erminante 
(12} en dos factores. a saber: 

ntn-1) 

(13) ( - 1) 

Se juntan todas las u iguales a o en una, u 1 • se sigue de 
aqu:t en especial, que R (f. r:vkg1k) tiene al factor P 1 • Si también 

P 1 se anula, entonces tienen las funciones f Cp) y í:vk9Uc (p) para 

k 

cualquier vk un núcleo común y de aquí tienen una raíz común 
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f (p) ,g., (p) ,gl2 (p) • ··••gin (p) · 
Recíprocamente. si estas funciones tienen raíz común, 
entonces debe, incluso. ser necesariamente P 1aO. Ene.onces se suma 
en el determ.inanc.e P 1 (fórmula (J.0)) a los elemenc.os del último 
renglón con fn-i (p) mu1tip1ican elemenc.os de la primera, aquellos 
con fn_2 (p) mulc.iplican elementos de la segunda, ec.c., entonces 
por (B) (para (V=O) P 1 toma la forma: 

2: t/J1k91k (p), 

de donde se sigue la afirmación. 

Análogamente vale lo referenc.e a las funciones Qk con ello 
para que todas las funciones g 1 k Cp) tengan una raíz común, es 
necesario que todas pas P 1 y todas las Ok se anulen. Seria un 
error, deducir de lo anterior, que estas condiciones son también 
suficientes. La anulación simule.anea de P 1 y P 2 solo causa que 
f(p) tenga una raíz común con 

como c.ambién con 

Sin embargo. 
fácilmente a través 
caso de que ocurra 
adicionales. 

g11<p), g12<P> •... ,g1nCp) 

g21 (p) • g22.<P) • · · · ,g2n<P> 
aunque esto es general, como se comprueba 

del ejemplo, no es ~a misma raíz. De aquí, en 
lo último, deben ser satisfechas condiciones 

§ 3. 

El hecho de que la resultante RCf,g 1 k) se divida en dos 
factores, donde el primero sólo depende de i y el segundo sólo de 
k, era de esperarse por las conocidas proposiciones de los 
determinantes. Entonces 

e 



Si también f (p) y 9u, (p) se anulan• entonces debe anularse 
también al mismo tiempo g 1klP>9rk (p) para cualesquiera r. s. 
entonces o bien 9 11 ,. 9 12 ,. ••• ,. 9in o bien 9tk" g 2 k,. - •• ,. 9nk se anulan. 
La resultante R(f,.g 1k) tendrá, por tanto, un factor, que sólo 
depende de i, y otro que sólo depende de k. 

Se pregun.t:a ahora en seguida,. si aJ.gunas de las funciones 
irreducibJ.es de ara o si se anuJ.an nuevamence. La decisión de 
combinar esta cuestión ligaremos un análisis detallado de las 
funciones respectivas. 

Se diferencia el 
elementos de uno cualquiera. 
(v+1)-énesimo, con respecto 
elementos de este renglón son: 

determinate P 1 (fórmula 110)) los 
por ejemplo derivamos el renglón 
de ar 1 • entonces según (2) los 

se estab1ecen entonces como J.ineales de los elementos de los 
renglones precedentes (*). De aquí se anula el determinante y se 
sigue que: 

a P, 
--~o. 

a ..Pía'<. 

Por tanto P 1 no depende de au. a 21 • an 1 • y se puede 
escoger a pesar de la generalidad de la construcción de P 1 • en 
lugar de la matriz A, una forma especial en la que aquellos 
elementos la i-ésima columna se anulan completamente. 

La irreducibilidad de P 1 la probamos ahora., por medio de la 
inducción completa. 

Para n - 2 

que por tanto es irreducible; de aqu~ suponemos para 
particular que P 1 ,P2 •.. •1Pn son irreducibles, y construimos 
entonces el (n+1)-ésimo renglón de la matriz: 
2 

2 
,.,.,,---.,,---,~ 

apl lc:ablea 
evldent.e•ent.e lqualea 

9 
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A' = 

[ 

a,, - .. a, .. _, o a,, - · - ª>n 1 .. - .. - ........................... . 
ª1-t,t • • • ª1-1,1-1 O ª1-1,1 • · • ª1-1,n 

.. ---~1----·.·. -~·~t .. -~.-~'- . .-.-.· .. ~~- .... 
ªnt • • • an, l-1 O a 01 • • • a 00 

Aquí se define P 1 como el determinatne, tal que, con respecto a 
1a matriz A' t:.iene el si9nificado igual que P 1 tiene con respecto 
a 1a matriz A (fórmula (10)), entonces si ó 1 k es O o 1~ según si 
i•k o :ri•k ; 

.Su· - · ó 1. 1-1 

U¡ • U1-t 

L u.a.,.3 · - - L 
"" o 

..Sl,.l•l • • -3t,n•J 

}: IUaa~~) • • • I: 
( -1) 1-1 L "sª~:, . . . I: 
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=(-1)
1

-
1 Cu~ P 1 + ••• +u~ P 2 + ... ) • 

Entonces P 1 • P 2 , •••• Pn según la hipótesis son irreductibles. 
por 1o que P 1 se puede dividir evidentemente solo en e1 sentido 
de que un factor~ (u 1 , ••• ,un> se separe. de forma que sea libre 
de los ªr•· Pero esto no es posible; por tanto se debía anular el 
determinante Pj para valores numéricos conocidos de u 1 , •••• un• y 
entonces según (13) factor de· R(f,J:u 1 v 1gu,>. por tanto se 
deberían tener, para estos valores f (p) y r:u 1 vkglk (p) una raíz 
común. Pero esto no es posible, porque f(p) es de grado mayor que 
Lu 1vkg 1k(p) y es notoriamente irreducible. 

La descripción anterior de P 1 muestra al mismo tiempo que 
esta es una función homogénea de n-ésimo grado de u 1 , ••• ,un• y 
esto no puede ser de otra forma según lo demostrado, cuando en la 
matriz A' en lugar de ceros en la t-ésima columna se sustituyen 
cuales quiera elementos. Así mismo. si se sucituye n en lugar de 
n+1, P 1 son homogéneas de Cn-1)-ésimo grado a 11 ,a 12 , •••• a 1 n· 
Reunimos estos resultados en la siguiente 

Proposición: Las funciones P 1 • P 2 , •••• P" son irreducibles en 
el dominio de J_as variables a,... (y valores numéricos 
arbic.rarios); P 1 no depende de a 11 ,a21 , ••• •ªni y es una función 
homogénea de Cn-1) -ésimo grado de a 11 • a 12 , •••• a 10 (a 11 exc.luidos). 

Análogamente resulta también: 
Las funciones Q 1 ,.Q2 , •••• Qk son irreducibles denc.ro de 1-as 

variab.les ªr• <y va.lores numéricos arbi~rarios); Qk no depende de 
ak 1 , ak2 ...... akn• y es una función. homogénea de (n-1) -ésimo grado 

de a 1k,.a 2 k"" .... ank <excepC.o akk). 

Si las ar .. son independientes unas de las ot: ras. entonces 
natura1mente deberían anu1arse las P 1 , Ok muy probablemente, sin 
embargo debía de observarse, que permanecen irreducibles, si 1a 
matriz A es simétrica, i.e. ªr• : asr sin poner condiciones a 1as 
ar-.. Además, P 1 0 1 , y nuevamente P 1 es homogénea de grado 
(n-1) -ésimo a 11 ,.a21 ,. ..... an 1 (excepto a 11 ), P 1 depende de 

ª11. 

§ 4. 

Para el cálcu1o de ark {1) de una fórmula recursiva; sin 
embargo deben presentarse ayuda de .las raLces de ias 
ecuaciones características en forma más independiente. Sean 
p 1 .. p 2 , .... p.,. las raíces distintas de f (p) y para p)\ existe r;\. 

particular, ta1 que 
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(14) f(p) = (p - p)r 11/11CP) = ... = Cp - Pm>r"'l/l,..Cp) 

donde ahora l/JA(p) o. Por tanto proporciona la teoría de 

fracciones parcia1es la identidad: 

xr 
f (X) "" E (X) + 

1 

¿ <r _ 
d=t " 

- C> l 
. ) 

C=O 

donde ECx) representa función completa, y por medio del 

símbolo Dé se indica la r-ésima de~ivada en c. Se puede escribir 

en lugar de ello. si PA + C - p y se mutiplica por f{X): 

1 
xv = E <x) f (X)+ L -

1
-r-----

1
-)-! 

A,.,- 1 A 

Ahora es evidente que: 

o. 

entonces en lugar de la última ecuación. la siguiente también 
puede derivarse: 

• 1 
XV= E(X} f (X)+ í:-----

A•t (rA - 1) 

Por tanto. esta identidad está en x, entonces se deduce también 
una ecuación correcta, si en lugar de la x aparece la matriz A; a 
causa de f(A} - o se sigue entonces que 

Av = ,_~1 <r,_ ~ 1) ! D~,_-• [.,>.~:7:~p~ AL=p" • 
12 



o. mientras que se convierte de las matrices en sus elementos: 

(15) a <V> = i 1 
0 •;..-• [pvgik] 

lk ( r A - 1) ! p ,,, ( ) 
A=1 "'A p P=Pi\ 

Esta es la fórmula buscada. Ahora se puede suponer a causa 
de 1a simp1icidad. que las raíces de 1a ecuación característica 
todas son simples (en un inicio las principales dificultades se 
presentaría el manejo del caso general>. La fórmula (15) 
convierte en: 

(15a) ª•• 

p 1es mayor en valor absoluto que todas las demás raíces. por 

tanto se sigue de aquí que: 

y de aquí otra 

a;~' glk {pi) 
lím --= p,. a> V 

P, f7<P,T" 
vez. en tanto que solamente 

lím V~ D~a> ~a.~-

así mismo general: 

• o •• ) 

L u ... ª:~·11 

b!m v Í: u, .. a;~' 
' .. P1 y b!m-"-·-----

L u ... a:~' 
p,, 

' .. 
donde las u

1
k son valores cualesquiera para loa 

Estas fórmulas deben ser utilizadas 
aproximaciones de la raíz p

1
• Se construyen 

sucesivamente las matrices 

que I: u
1
kg

1 
.. ~ O. 

en el cálculo de 
con este propósito 

Las raíces de 1as ecuaciones características correspondientes son 
en particular 1as 2. 4. a. . .. ésimas potencias de las raíces de 
f(p), y e1 procedimiento es totalmente análogo al del mécodo de 

13 



aproximación de Gr§Cfe. que un caso especial. si se establece 

para i = k 
para i ~ k 

Ces decir. La:v> es la v-ésima suma de potencias de las raíces de 

la ecuación característica) . El cual por el método de Gr§f fe se 
extrae necesariamente la 2v-ésima raíz. con lo cual se establece 
una ambigüedad pero puede evitarse aquí. si multiplica la 

matriz 
2V 

A por A; encuentra entonces valor 

aproximado de p
1

• 

De (15a) se sigue además: 

1 

CV> CVl 1 p~ p~ lglk {p.i\)gl• {p.i\) 1 
:;~>:;~, = .i\~µ:f• (p.i\) f • Cpµ) 9..-k Cpµ>g..-• {pµ) ; 

aunque se suma sobre .i\ y µ: desde 1 hasta n; pero claramente los 
sumandos para 1os cuales .i\ = µ: se anulan. Si de aquí lp

1
1 :> lp

2
1 

y p
2 

por su parte otra vez es mayor en valor absoluto que las 

raíces restantes. entonces resulta 

l
a•v•a•V>I t k 1. 

alV)a(V) 
rk r• 

bfm--v-v __ _ 
P 1 P 2 

y de aquí se otiene análogamente, como antes los valores 
aproximados de arriba para p

1
p

2
• Si bien además Jp

1
1>1p

2
1>1p

3
1 y 

p
3 

es mayor en valor absoluto que las raíces fa1tantes. de manera 

que suministran los tres determinantes en serie de la matriz Av 
así mismo el valor aproximado para p

2
p

2
p

3
• exactamente como 

en el método de Gr~ffe. 

§ s. 

Si la ecuación característica tiene una raíz p
1

• la cual 

supera a las demás en valor absoluto. así según el parágrafo 
anterior: 
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a;~·iJ 
i)!m--,..,-,-~ p

1
• con tal de que sea g

1
k (p

1
) • o 

ª• k 
E.l. inverso puede obcenerse si .l.as circunsCancias .l.o 

permiCen; si la exisCencia de e.seos valores .l.Lmice se conocen. 
desde un principio se obciene una conclusión acerca de las raLces 
de la ecuación caraccer1sCica 

Sean a
1

k todos reales y >0; lo mismo vale. ene.onces. para 

los números a:~>- Se designa aquí el menor. de los n números 

(3 1vJ, designa BcVJ, por lo que 0<{3u.n, por lo que 

Oc:fl'VJ;:!; a'v'. se sigue que *)3 
{16} 

, 1 cv>~ n VI { ~ /3CVJ (.\:Vl+A~VJ+ ... +..\~VJ) 

¿ • IVJ 
•=1 ar• 

.::5 BIVl<A,1v1+A~ ..... ,+ ... +..\;v1) 

donde por observación 

se establece que *) Entonces como es claro. 

A:v'+A~v• ...... +A~VJ 1 se sigue de (16) t:.ambién: 

BCV•l>s Bcvi. por tanto: 
o < f3U"'l .::5 131V+1J .:s: BCV•l) .::5 a•v>_ 

A!VI 0 

(31V•1Ji?:.(31VJ 

Según una conocida proposición, 
t,,ím (3CV) .,.. (3, 

existen los valores límite 

j;!m BIVJ - B, 

y 

y 

y 

3 *) Para, /3, B, A solamente 
s61o del que se examine. 

observan los indices, dependiendo 

15 



Si entonces e significa una cantidad positiva pequeña cua1quiera, 

a;~> 
entonces para v suficientemente grande es verdad que -- :> (l-c, 

<V> ª·· por consiguiente según (16), si p representa un número cua1quiera 
1,2, ... ,n: 

a:~•1J 
~ 

a:~i:·ll 

o también 

(17) 

Pero ahora 

(1 -

a:~·tl 

a;~·ll 

<VI 
~p 

fl > ~~v1( 

<VI 
ªpkª.-p 

a 

A~V)) ((3 - e) 

a:~1 

atV> 
rp 

A lVl 
p 

fl } 

pk 'ªIV-tia 
¿ r"'t: -r;p 
-e 

-

Si suponemos que todos los a,k son mayores que cero. Así, 

también 1os n 4 cocientes 1, 2, ... ,n) un 

conjunto finito de números positivos y de aquí. todos juntos 
menores que un número N; de aquí sigue: 

¿ a<V-11 Na 
;\.~VI rL -r;p 

-e 
N•, e N 

A CVI 
p ¿ cv-11 

ª.-"l: aLp 
-e 

y por tanto 

16 



1 = A;VI + 

De aquí i\ CV) 
p siempre mayor que un límite e independiente de v 

a<V•tl [ a•VI ] lk ¡p 
y de (17) resuJ.ta ---- - (3 > e --- (3 - c. 

aCV•l) aCV) 
rk rp 

Como k y p son arbitrarios, así se pueden elegir de forma 
especial, tal que 

afV•ll 

1 k CV•1) 
----13 BCVI 

fV•1) 

ª,. 
de donde la última desigualdad resulta la siguiente: 

O > e CB - (3) 

Como e puede tomarse arbitrariamente pequefia 
positivo fijo, se sigue de aqui que /3 B. 
exísCen los va1ores límiCe y son iguales entre 

J.7 

y e 
Ese o 
sí. 

> B 

es un número 
imp.l.ica. que 



, ... , 
ª" , ... , 
ª•> 

1ím 
P•~ 

, ... , 
a, n 

De 1a misma se comprueba, que también los valores límite 
<V> fVI 

a,k ª2k ªnk 

i>fm ~· 2>fm --;-;;;-· i>fm 1v1 
als ª2• ªns 

existen y son iguales entre sí. Se establece de aquí que 

entonces 

y t:ambién 

Por t.anC.o 

, ... , 
a,. 

j!,ím 
·~ , ... , 

ª•• 
se sigue: 

exisCe 

i!>fm 
IV•ll a,. 

, ... , 
a,. 

fV•ll 

ª•. 
b!~ --. v-,-a,. 
cambien el. 

.... , 
x, a,. 

¿,~~ x, .... , 
ª•. 

n fVJ 
al .. ask 

j!,ím I~--= .~ 

V""l a,. 

n a:~'ª•k 
bf~ L 1VJ 

5;J ª1 k 

valor .límiC:e 
iV•ll a,• 

Y, 

Yn1 .. 1 

n 

L~ 
s:.J X¡ 

(18) i);f~ ~ p• 
a,. 

y es independienc.e de k y de i; además de eso p• posi c:ivo .. 

p•x
1 

= L a 111 x 0 = a 11 x 1 "+ 

p• es una raíz de la ecuación caracc.erísC.ica 

Como todos ios 
fácilmente también que: 

.... , a,. 

2: 
bfm 

2: 
' 

son positivos, 

fV•1I 
a,> 

p•. 

a:~> 

sigue de (18) 

otra cosa que Jas v-ésima suma de 

potencias de las raíces de f (p} ,, y de .la existencia de los 
valores l~mite arriba citados se concluye que el valor absoluto 
de p es mayor que el de cualquiera otra raíz de la ecuación 
característica. La prueba es literalmente igual a la que aparece 

18 



en mi escrito de habil~cación (Math. Ann vol. 64 p. so. renglón 4 
y desde p. 51,. renglón 5) En el mismo trabajo (p 47 lema) se 
muestra además que p• es una raíz simple, y de aquí resulta la 
siguiente proposición: Si todos los a 1k son. reales y O,. 
entonces 1.a ecuación caracter:lsclca tiene una ra.íz simple 
positiva la cual excede todas las demás raíces val.ar 
absoluto. 

Si bien esta es una proposición meramente algebraica no he 
hecho la demostración con los recursos de costumbre del álgebra. 
La proposición sigue siendo válida aún cuando solo algunos a 1 k 
sean positivos y los demás sean iguales a cero. En c.ant.o que 
exista una potencia conoc.ida de la maC.riz A en .la cual no se 
an.u.la ningún e.lemento más. Si saber: para una particular 

todos los a:~' son mayores que cero, por tanto, vale lo mismo 
para cada valor mayor que v. Si p 1 • • , Pn son las raíces de la 

ecuación caractarística entonces pr es positiva y mayor en valor 

absoluto que los demás p~. así mismo pi.;• 1 es positivo. y de aqui 

también, p 1 posit~vo y mayor en valor absoluto que las 
restantes p>... 

Vale de quí la citada proposición, y la raíz puede 
ca1cularse segQn el método de Gr~ffe o cambién mediance el método 
de1 § 4. 

Consideremos por eJemplo la matriz 

o 
o 
1 

o 

O a, 
o ª2 
o d3 l 

cuya ecuación caracteristica dice 

(ex} 

Ahora 
se sigue de 

si de aquí 

f(p) = Pn - ªnPn-t - ·. • - a2P -a¡ =O. 

<V•l) 
a, k 

sean a, 
Cal 
a o' 
'" = 

= 
<V> 

ª1. k•l 

> º· ª• 

'"' 12) 

ª" ª•· 

( = 1.2 ... n - 1) 

~ o. y además a 1 so1o ~ O; por tanto 

ln-1) 
• • • • ªin '"' ª1,n-0 

12) 
ªin • ªin • ªin 

todos fueran diferentes, entonces valdría lo mismo que: 

estos 

a'"> In 

los elementos del i -éaimo reng16n de la matriz A"~ 

19 



er¡tonces 
n11nguna 

CVJ 

debería anularse el determinante. lo que no ocurre de 
manera. De aquí que se da un índice v. para eJ. cual 

a, n O; según (,.) entonces también º· 
consecuentemente º· etc. Según (a) nuevamente 

a 11 ~J=a 11 :;"•k-nJ entonces para indicado se tiene también 

a::;J>O. Por el.lo, existe una potencia de A, el que ningún 
eJ.emento de A se anula. y establecemos la proposición: Si los 
coeficientes de la ecuación 

p" - ªnPn-1 

se cumplen las desigualdades 
ªi > o. ª" > o' 

a 1 ~O para i = 2,3, ... , n-1, 
entonces existe una -raíz posit.iv,, la cual excede todas las 
demás raíces en valor absoluto. 

Este teorema especial así mismo es facilísimo darse cuenta 
que es solamente algebraico; por lo demás es un caso particular 
de la proposición IX de mi escrit.o de Habil.itación Cloc. cit. 
pág. 51). Se observa además. que la proposición no sería 
verdadera en general. Si para cada ª" puede tomar el valor O ; 
por tanto, a manera de ejemplo, la ecuación 

p" - ª1 = o 
son las raíces simples de los mismos valores absolutos. En 
efecto, es fácil ver. que en el caso de que a 2 = a 3 = ••• = ª" 

o no existe 
anul.e. 

potencia Av por el. que ningún elemento 

Munich. julio 25, 1906. 
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r" 
1 

IUt/ 11/UtlL' 'J•V11 
~,..,,._,1,-1 4hJ,..df,,1ye4 
~ <ITli r . 
";,....<r• ·Vd,(,¡ ;_,,r,~ H,,"/f,lb,.J frlf. 

79. 

Obu Matrizen 1u1 po1iliven Elementen 
Sit111n1J.iric~11d1r Jíini¡lir~ rreum.1rLt~Ak11l•u1ie•lu ll11wn .. ~.l11111.11 ll11l111 

01-m11m1 

S1nrl 1l!t1 F.lcmrntc clnrr Mnlrlr. Riie rcdl 111111 1w~·ilir, M• 11.11 d1ri• 
cl1111kteri\llscl1e lletrnnin~ule une! 1lm11 Lh11n1l,.trr111i11auh•11 ri11ii;r 

nm~wQnligr. Elgrnsdinnr.n, v1m rlr.nru llr. IJ...Hu l'1kN11~ 1lir 11id1· 

tigaten tntdcck~ uml in ¡wr.i Alil1nnillunh'tl1 (irw1df11y111 /11r r1m· l'A111nr 

tlrr hc111mrl1111 A'tllrnl1rur~11l!¡oril~mrn u111I 7m '/J,,.,,,, 1/1 r J/,,/1111 • im 

64, Tl.inilc 1lr.rAfat/vm11/urlv11A111111lfl1nhg..J1·ilrl l1:11 P1·111!1·111i• 11.11 

rr, wlc n ~r1l1\t l1rrvorlirlit, nur mil A11wr11•l110¡; 11111 1;r1111t .. ·1r.11 l1· 
lung'n d11rclifilhm1 kll11nrn. Es i~t mir ¡;rlun¡,¡n1, 1l1nr 111 v1111"1,l111, 
1lie Ileweise xu vrrtin(nc·lu:n mul die Sil.tic in 1·i11i¡;ru l11111lt1•n 111 1r1· 

volls!Mdigrn. 

!•. 
Sind dil Ei!mmlt fin" Natriz A trl!t r"fl 111ul pn.ii/il', ~1 li"t Jrrr 

dwrdlniJIL1rh~ Gltitliun9 tilll U'ur:rl r1 dir mil, p(j.1if1r, 1itfrrh uml uf,. 
lllhd 9r6fl" U/ 111.i jtd1 nrulm \\'uml. /1/ '> r, 'º ~iwl 1!11 flr111111!r 
drr :u ,;;.,1 mljull!Jitrfnl Jfatrir au~ p11.1itir. 

llie l·Jrrntnl.c n,, der ~fotrix u'" f:r~1lr~ :1 'riPH :1tlr ¡w .. i1i1· ( · 111. 
Die lltt.cnninantc l'E-AJ l1r1.ridiur icl1 mil \"{t) 1111Pr .!¡.), ili1· clrm 
~Jcmrnl.c u .. -a,, k{lrnplcmrnt.irr Untrnktermi11~111r !u ·lt" !:r.11!1·.~ 
mit A,,(•). 

lch nchmc nn, Jie Ucl1nn¡itung ~ri fiir riuc ~l:llril, 1\mn (ir.u! 

< 11 bt, berrit& hcwic¡cn. Siml 11.inn :.i, 3, y, ... ' clic i'-1l1lrn 1, 2, :l, ... 11 
in irgemlcinn Anonlnung, 11111! ¡,l 

1
-o~+,.··-•.> 1 

ll(•) =A.¡.) , . ... . • 
-11,J ... -11,,+1 

Jll l1atdier.Jeiclmngfl!1J:::O rinrWun:rl?, 1lir1~1,iliv, ri11í:irli 11111\ 
AL~nlut grOCrr i!t :ilj jr.1li: ~n•lrrr Wuriel. Frnwr i•l rlh· Unlrnlrlrr· 
min:llltr (11·2)" Gl'll1lr1. n .. M. 1li·· ·lrm Eli·1nrn1r .•r., 11,. iu //¡.¡ Lnm· 
1•lrmcnt.,r i•t, ¡w1.,ith· (:-11), 1:111, '·.,, i•I. 

.., 
Nun ist 

1l!•):::(1-n..Jll(1)-:
1
0..11..,B,.(1), 

wn • uml A tlicWr.11eS,'f,···' 1l11rclil1uírn. Jla /1fr¡)= O un1IR,.(9)>D 
iAI, 10 lit Af<¡)<O. Ful~lich !1nt 1lir. Glr.idiung Al•)= O cine fllllillvt 
Wuml, 1lir. :- r¡ i~I. 1,t r 1l1r ¡;rl1Blc Wuncl 1licscr Art, &a b1 
t'=-9 fílr jr1len Wi·rl rnn:.1. lbt nlbo1>r, '° lbl s>q, 11n1lmithin 

.~_¡..¡ "º· !-:1·i 

. ¡-·"".-o, 1 'l·I= · 
-11., . -a..t• 

111111 f.,(..) 1111• llu1rr•ldnrni11:111lr iri :1t• l:l'll1l1·~. 1lir 1lr111 ~:lrmr11lt 

u,, -11,, i11 f'(<) L11rnpl1·1111·nllir i.•t. l~t JI 1lir. wt'ICtc J~itiv~ Wunrl 
1ln !ili-id11m~ f'(•l..:..11, ~" i.•t ¡1 .... 1¡·,r. bt s~¡r, •n i~t Cj1J uml 
(',,(,) ['1J.,iti1· Nuu 1~t 

1

-o., ·•, 
- 1.,1•1 ~ -•i.,1 -n,,. t J 

• ~.J -a#, 
-· 1 -a~t1 

1lrrnn~cl1 

f1.) .l.¡(1)-:11.1IM+:-io.,n.1l"..(1). 

ll:il1rr i~tAJ(Jl>ll, foll) s>p lsl, nlso um &O mchr, í11!11>risl. 
lst 'i'(.IJ -::: A¡~). ~" i~t 11ie .U1leitu11g . 

•l•I= >"-loi 

ilir S11111111r :1lln ll.111¡itu11l1·r1lrlrrrni11.111h·11 fn-1)"" Gn1lrs 1lrr ~blrh 
.•f-..1. IJ.1lwr ¡,¡ ,-·iri>o, uzul 111itl1iu i~t r ri11e 1·i11r.1d1c \\'urirl 

1l•·r!ilrirl111111!''>'!rl"·''· 
W1·1111 •li•· G!l'irl11111~ 'l'{•l = 11 t·inr nr¡,'llth·e Wnnrl h~L, "º •ci 

· 'l rlir ~h·i11•lr, 1bt111 L.um 11irl1t '/ = r Rdn. llrnn 11ud1 1hr ~]e• 
mente 1l1•r M~tri1 A' ~i111I :11!r 1vi,itiv. \hn: grODte rrrlle IM15ilivc 

ch~rn~ltri~li~chr Wuml w~n> nlll'r ,1;Mcl1 r1
::: 91

, 1it wirt also \rine 

riní.1clic\Vurzrl. 
fa bnn 1!1rr 11uch nid1l '/ > r ~rin. Otnn 1onst wlttn nuch 1llie 

Elcm~uh• 1lcr ~blri~ A+! (9-r)F. ~lle posltil·, ihre ¡.¡rf1Dlc ¡11Uitlve 

Wun:rl irfüt r'= ~(7 + r), ihre~lri11stene¡.¡alive-q'=-~{9+r)= -r', 

w~s niclit mr1¡:lid1 i.~l Drmu.1rh i~t 7 < r. 
Wir iil1rh;1·n~ lt-id11 lu ~rln·n, i•tJr1~o:1r r-q > 2K, wrnn Hlcinrr 

i~t ni• jr11t·• 1l1·r llm1pl1•lr111rulr 11,, , n", ... 11,.. 



<M 

&! a+bi cinc W11nel clcr Glticlmn,tt ir(r) = n, 1lrrcn aL~ntulrr 
lkLrag mOglichtt groQ ist. Nlltc es auBrr n±Mnoch :mtlm W11r1rln 
dwtlbcn ahaoluttn Wertu ¡;i:l1rn, MI wllile m.111 11+1ii w, tlall a 
{mi~ BCM1ck11icbtigung t!ts Zrklirni) mr1g1icl1~t klri11 i~L l~l nhu 
11' +6'i einc von n±l1i vrm:likilrn1: Wurzr\ 1lc•r laridum~ ir(r).,. 11, 
so bt a,+b'1 <a'+l11, unU (11lls 11.,t/1'' =111 11.' l~t, •u bt 1/;-11. 

flftnn hnn ma~· cine poi!livc {irl\Br V su w~lili·n, 1lal\, riin~ n < k < !J 
lst, tilr jedcWurtel a'+b'i 

(11-!)'+/1'>fa'-')'+ti 
l1t,oder 

a1 +&1-a"-t1 > ~!(11-a'). 
Otnn isl it+U = 1i''+//11 ao ist a-11'<n. Elir11~0 i~t j1·ur lh·1!i11· 
gung 'ºn ulL!t crfilllt, Wtnn zw11r 111 + b' > ri ., ¡ /,'• bt, 1ilwr 11 ~- u' i.•l 
l~t 11ber a>11', M> muG tlonn 

41+¿1_ 11 ,_¿•1 •< .. '2¡~:.:11·1 
1ein. Man Lt!ltirnme t!ir.~e po~iliYr. GroBc ftir jc1fo l"llll 11 tf,j nw:l1ic· 
tiene Wun:cl a'+b'i, lilr tl!t: 11'<11 i~t Zu tlie~1·n 1:rr10rn 1wl111w n1;111 
noch dictJementea11 ,1111 ,···a. h!nm un.J lll'trid111c n11t9dir ~!nl!.\k 
allerditm[KJsilivenGrGOen. 

Iat Jann íi<k<y, so sin1l die Elc111cnlt 1!1•r Mnlril A -Af: 11111· 
poaltlY, lhre d1araktui~ti!cl1e (i]eirhun¡: hnl 1llc· W11mlu 11··'flu, 
jede anden! ihrcr Wun:cln a'-k+i'i i~t nli,ulul kleinrr. lu 1h·111 ;in· 
gtgtbenen lnterYllle ~ann man (eml'r ,¡.so wiililen, 1IKO 1\ie /%1.i,1!1·t 

GrODc a-k+bi = pf iu 2r In einem rationnlen Vnlil\ltnis 1~1 ~11•!1t, 

l::; ~· Oann s!nil nuch nll~ E!rmentc tlcr )fatrii (1l-!fl" JH1•itiv, 

und lhn aLsolut grf1ilte Wuml i~l (a-!±f·ir= f·, lH nbo rinr r1·1·ll1• 
[IOAitive Gr~ilc. \\'l\n' n1~11 /1 \"OU Sull nml1ir1lrn, ••1 11·~1r. •lu·"· 
Wuml krine rinf;1du·. IJ1,. nl1•0\nt ¡¡rf1U1r W11ml 1!rt Gl1·id1u11¡: 
~{~) = n i~l folglich rrrll: 1!rm11~cl1 i5l, wie ol1rn ¡.:mi¡;t, 11 JH>'itiv. 
l~t rerntr 11' +b'i cinc Anilm W11r1.rl, ~o hun ~uch nicht 111 +//'::; 111 

nin, wcll son~t 1.1'<11 wl\rc. 

Filr die g~Gu Wun:el r Ji111l nicht nur rlie Untudcttrmin.1nt~n 
(n-1)'" Gndts von rE-A positiv, ~ondtrn auch 1!!c llnuptunterdrtcr· 
min:mtcn allcrGrade. Iu.,Lr.1>1i111!rre isl r grüilrr nlsjetle5dcrllnu¡•t· 
clemente 1111 ,4if,···a •• 

§i. 
Sei q die grOOtc W11ml 1lrt l:lcid111n¡.: .1_(.•):. O, 7' dir. vun 

Auf1l = n, t( ilir wm :l.,_{·I""' 11 11,w, lt.11111i•lr1lir rimh:r pn\i· 
ti\·rWunrl 1lrrl;Jri1l:11n1t .Ir.¡ ''· 1li1· ;- ·11•' llw, r•l lb1. 1t1·11•• 

"' 
1¡ 1\i~. ¡¡1~0tc J1•1/..ililrn1¡,1¡',1(,··· i)l. ()~nll j)t 1Jann •>9, MI 
bi1ul di~ (irf1Bn1 .~ .. {J), A.uM, 11'.,.(J), ... 1111! 1•~itiv, fülglich 1uch 
ilire Summt! f(I). Wrnu 1ltm1o:ich' \"Otl 1¡ 1111 w!cl11t, 10 wlch1t 
nurh f(.i) l1c~liin1lig .. Lnnn nlso l10cl15tcns ciunual vmchll'lndcn. 

[~ 1~1 111itl1in 11ur nud1 w trÍJ.(Cll, 1!.11l li'M nid1l \'rr.d1wi111)L'I, 
fall~ J iwi.\d1rn ir~t·iul rnl"i jrnu 1:rúBc11 y u1ul r/ H1•¡.:1. Nnu i~l 

,q.)1"¡1):..: .l .. (1),\ . .¡[•)-,\..;(•l•lj,,(1\. 

Sea 1·tw~ 1f > 1/, 11.mu bt '/>y'> p. Fi1r t!i1~ !Mrrn1innutr /r1 - ll''" 
1;railrs 11 .. {,) l11n11 1l1r l!rhnuplnng ~cl1011 als l1twim11 a11~1·~dn:u 
1m1lr·n. ]1¡c~1· nn.d1wi111!r1 Hl'o lilr hinrn Wnt zwiscl1r11 r¡ 111111 ¡1 
111111i•t1l;1hrr, w1·1I 11 t•iur d11foc1,c Wnml ¡,1, i111lioc·m l11\l't1'al11• 

l1c~15ru!i¡; 11r¡¡11t1v. A1¡j1) i.1t l'mi!1v, falls • > if M. 1'4;M 111111 
A!.!J) ~i1ul 1~1~ili\", r.1!l.1 i > p hl. ltilu·r lmm 1\(1) tWi)d1rn lf 11111\ 

1¡" 11id1l v1nrliwi111lrn. 
l~l q > J > r(, ~o knnn JI .. (~) 11id1l veDchwindcn, wcil y> J > p 

i.•t, 111111 :1J..H nit"l11, w1·il ~~1¡' i~I. l~t q>1¡'>f, un1l lirh>t' 
1wi,rl1rn q 1111111(, ... 1 1·rt\d1whulrl tlu!-·) llllt mr ':; r(, 11lwr ffir 
l1·uw11W.-•t z111"·lw11•¡11111l1¡'n:11! lri11rn i11i•clll'n 1¡'u111I r¡". In 
1k111 gatw·n lutm.1\I Nbd11·11 1kr ¡;1flBtt·n mul ikr Lld11att11 1lcr 

(i1i\l\1·11 '/, 1¡'
1 

1¡'", w~d111111•!1·t t1!~n A .. !1) nur fiir •:. 1¡, tlt¡IJ) 
1111r llir ~ = i¡' 11~11· !~t 1 lw:i 1¡ 111~ ~rflilli: 1111111¡' 11ie klrinstr. 1lirM'r 

liri"onrn, ~o J,r 
.l .. !91 -º''· .1 1J(Vl~ o. ,.1"/)i9l"?P,· 
,4 .. (1¡'!' · 11.dfl:=ll, .~nf•J')'.::11,·· 

Mirliin bt i;i'(i¡)..,11 111111 ir'(i¡'J".U. 
}111' (i/tif!,1111!} ~·(.•) = ll l1íl/. 1i1ll' m/I, pruiliN' \\'~r:,/ :1rWAr11 drr 

!f1"'~1trn uni/ ilrr lf,,1J.•tr11 ,¡,, r:,-1J]r11 q,. 'li• ... 'I·• }d/1 q. ilit ¡¡rf~lir 
ll'r1r:,/ drr (i!,¡, !,1m;1 .~.J~) = fl i.•I. 

l/at 1/1' /;/.,,/,1,,1:1 ·~M =o 111•!1 m11/111 pu.11/11Y ll'Nr:rh1 111> r, µ1 

.oin1/ 1iif.'f 111/r ¡¡,¡,lff' 11!1 '111' u,;,,1/r drr (jrf~l111'/,,1/1• ... '/,· 

§j. 

Wcnn die chnrn~ttrbli,chc Gleic11ung ,¡,)::;O 1ler Mntri1 A einr. 
ein(ache Wuml r hat, die ~Lsolut grOilcr lsl a!J j~de 11nJcre Wunel1 

soistJiellfihe 
, 1: A A' A.1 

(1.) (11.-A.)"1::; 
1 

+.,.-+·,.-+···+¡.ti+"' 

konmgrnt, ía11~ !11 > lrí i)l. Denn 1ic 15t 1lie t:ntwicklung rinrr 
~tionalt·n F1111ktion (11 h. mu n1 rntlnn~lrn Funklinntn} mit clrm 
;.;,.111 .. ·1 •ct-1 t,,11,,.1~1•1! ,¡ .... f,11.' ~ri"1Lltr i•l ni• j1•1!,. \\'urzrl 1lt·r 



4fJI 

Ul1llhilftff/l)sn, lli1 #'ÜUNjl11ll Mn/111 tttn r lhÓ#I 11111 /1 I~· 
11llhn11 rud1n. ll1nn l•I 

(llJ~A1 1 
- ,;,j (¡/(-A). 

bt f{I) = (•-r)!(1), ~o 1·rl1~lt m~n 1!11rd1 1'.111i.1ll1nirliml··::1111:: 

(l.) {11:-A¡·•,,. ,.¡,¡;._,¡fr/'."-.1)+ il·;•l /I, 

wo B cinc pnzc Funhion 1·or1 1 ist. l1t 

( /1 \' 8, 
J.) fli1= .. ,,,I. 

ao konvergiert diue Rcihe, (:i\I_. ' gn'IBrr l~t ~1~ jfilc W1111.rl •lrr 
Gleichung ~(1) =O, aba tilt 1 = r. D:il1rr i~I 

li1n ~· :::n 

N"li (1.), (1.) unJ !JI¡,, 

unil folglich 
A 1 =·,·~·J lrE::ij" ,.i.¡. /1, 

lim~·=~r¡{;};--..if, 

11 .,.,¡ 

oder wenn die Elemente der Nntr11 A' mit ~.'.1 litulclinrt wrnlrn, 

. .:¡ .l..M 
(4.) "•·,. =·t-1•) 

und demnach, wenn A..s{r) Yon Null venchicdtn itl, 

(¡.) r <t1 

1111 ..i:r='· 
Die Forme! (S.) gilt tuch, (alis r eint. 1nrl1tfocl1r. Wurzd 1ll't fil,.¡. 

chung 'i'(r) =O lit, die 1b10!ut gri'lller lst 1lsjr1I~ ~•ulrrcWum·l. Nnr 
muo dann p., 'º" Null Ymc11ie.len 1ei11, r~ns clir M~trii /' : - (/• .. 1 
der Koelllllent du Anr1n¡aslie1les in der fü1hlicklu11g 1·1111 (Jf:-..i¡' 
nach1telsendenPotemn fon1-rl1t. 

§4. 

Wlrd 'º" dcr Malrlx A nur wn111u~gr'.!irtz1, •lílll il1rr n1·11u·1111· 
11,¡ 2: O 1ind, eo lwr.n 1id1 dnreli lknul<!mw 1lrr nl1i¡;1·11 llr11 rl•mr. 
thoden und durch Stettgkelt1hctruhtu11~c11 lr.id1t r/il' ll111l1fil~111111r11 
fr1lltellen, unter denen die cntwicieltl'n S,für. gíllli~ lilrilwu. lli•~ 
gr60te Wunel r dcr Glcichung ,(1):; O Úl rtcll urnl po~itiw f~ OJ. 

1111 

8~ hnn 1ln1 m,i,rn,1,. W11n•I 1111, •"" "''' •1111 d~ llMJl'i' 
1thlttdf!Umt1hm1ff!n A.M .-Amtllth •1Nl1wl*, ltl 1M ,¡,., ifHllfl 
Wutt1l1 1t11 trtttl1•1n1ltt11 ~11,. UM11¡itu11f;hft\frtft"l1,1111ffl ,,. .. 1r,f11 ... 2f', 
···(n-1+1r-1:rn•l1! ,¡,, M•ltll 11'.-A. 

•· 1'1·11 Wcrt o h1111r1111r 1l::um lialicn, Wl'nn die lirliGrn "••''..J"J.• 
n~j"'-"~· "·•"~",~"'-• dmllich verschwinden. 

:O::in1ldirlit11!:1cntt,1 l1rlirl1ig,M11'irgrndicrrrllenTcilcdcrW11ntln 
1lrrGtrichungJ1t,,-n, 1 /=01wlscl1cndtr~ttnundderkltinlltn 
Wurzrl dcrlilridmng 

1.:1,.+;,,¡ . .,.¡ =•· 
wo il,, die lu ª.1 konjugicrtc komplcx~ Gt!IGe ll:L OflllClf, Sut In 
rarW1 d'11"' i!fUa/i1111 /mulnnunJab, Ad.a m11th. Rd. 25.) lit alt0 a., 
po~itiw, 50 ist dir ,irrllOtc Wuncl r 1ler GMdmng t~) = n kleintr 
nl111\ie gtdGt.r Wur1rl 1lrr Gkirlumg 

lt.I 1:(0.,+o.,)·u•I='· 
llrtnclitrt unn 1li1> n' tJrmrnll' 11.i 11lt rti•lll' po1ilive Verftniler· 

lid1r, ~n M r rin1• l'i111lr.111l~t> Funhinn 1lrnrlhrn. Dilícrrnilrrt man 
tlic Gleiclitmg t(r) = U nncli a,., 110 trl11ilt man 

•'M:~. =.! .. ¡.). 

Blilliln ilt 1lir .• \hldt11ng ('Olitlw, unJ íolj(licl1 "·•cl11t r, w~11n tint 
1lrr l·)rmc11tr. iuniuunt. Mit llilfc 11irm Jknwrkung hnn man 111( 

rmcliir~lrue Artrn f;rrmr11 fin1lt11, zwi5dwn 1knr.n r liegt. 
Siru/ dil f.'l,wulf 11., rinrr ,lfo/ri.r 1/• Gt111J.., allt po.iiili, "'litr;I 

¡}¡,, yrlijilf rlinr.1(/rr/,¡¡ .. 1,, \l'ur:tl :1ri11litn dtT grOfitm und 1/tT Hdn.Ui11 
drr 1il•1A/rn 

"• ·ri,1 iq,1 + ilf,. f• -=o l.:. ~i 

~lan ~1l1lk1c 111 1!rr /ktJ.:rmi11~nlc .l(r) = 11 zll 1kn t:IL'111rnlr11 
1lrr i"" ~p:th•· 1111· 1lrr (11-1) 11nclrrc11 !ii¡inltrn unil enlwkUr. 1bun 
ilie llctn111i11n11tr n.11'11 1l1•n U1·rurnlen j~nrr S¡~1IU!. S.l ctl1ilt man 

¡r·11,l.l"/>lt(r•111Ll.1(rJt· t(r-11.).l.,Jr)::O. 

ll.1 1l1r Hu11·r1ll'I• 1111in~11lrn .l.,(r) nllr IM!Jiiliv ~in1I, MI lllnnru 1bl1rr 
1lir ll1íl'l'n•1w·u r 11,, ,. u,, r-11. niclitallr 1burlbr l.ric/1r11 l1~IM·u, 

111111fi1l¡.;lid11u11Ll r t11i~rl1r111lrr ¡;-rnl!fru 1m1l 1lrr ~lrinitrn 1ler l:rtiBrn 
11,. 111 , ''· lir·~1·11 Srn1I ~11rzirll 1lir.\r l:rñllru allr l'innml1•r i.:lricll, 
\U mull ~11rl1 r 1l11irn ¡.;lrith M"ill. 
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m 

w\rJ. A111 dimn fi~dd1ungen rrgil1t &ich wic uLru '/::: r. Da 1lfr~c 
UngMehl1elt g!lt, wl1nge /,J '.:'- n urul ¿.J 11id1t llciurr ~rs Ja •liw
luk Wrrt ton n,1 lst,10 l111'iLt ~ie Lrstrl1cn, 11'1·1111 liir11.J=.n nucl1 
¿J =O ist. 

/¡/ b.,¡ J,r t1l1n/~/r \\'rrt 1frr ~•1mpfri•11 f,'11:/lr 11.,, 1r1 l•/ ~•1111 \\'~r:r/ 
,¿., .llatri.r A n/,,ofu/ 'Jro.firr uf, ofw .lfo.111111d1rur:./ ,¡,, 1iu/,/ 11"Jlll1w1 

,1/11/ru/I, 

l:nt 1limt s.,tt ~1·1tt •111' H1·.!1·ul1111.~ di-r 'ln1111ah111w! riurr 
nicht nrg~th'rn )b!ri1 in 1l 1~ rn·l.11· J.id1t. SH" i•t ,!1r okre (/mm 
drr1b.1olutcnWcrtedcr\\'11t11'111.i!l,.r(;lrirl11111~··1, j:I · •fl ::!I, 1h·11•u 
Elrmrnte ªJ ~l1Jolut ~ f1, 1 ,¡n,l. ll.ir:iu~ cr.~11.1 ... h olnll' llrnulrn11g 
drr Di!Trrtntblrrc!u11111¡;, 11.iU r 11.'id1~I, 111·1111 1r~111•l··111 EJ,.111rul 1!i•r 
nicl1t 11cg:ithrn 'fatri~ ll t11ui111m1. 

j6 

J.,t t d1r grGGtcWur1d olor •ywmlrur/.,11 ¡•11•1t11<•11 .\!.otr11 (.', 

und bt J'> r, 10 i~t die 1¡wulr.01"d1r Forrn 

1~:!-~r.,¡s.r¡ 

rine pmi.Jírt for1~, weil il1rc lh11¡1cu111rrJc1rnui1i.111h11 \ollr ¡•01•1!11· ~111rl 
Jl1/1tr ist für ni!~ \\'cttt ikr \':1ri:il•dn 

~r.1 1,1J~t~1! 

lst 11un r Jie llni111ah1uud olt•r ¡l\11iti1rn )[:1tm :1, u:11l bt 

""' 
oder wenn man 

telJt, 

¿'1..;l;=rr,, 

~ ~Jl.lJ =, ~ :!, 
'·' 
tiJ+OJ. =~r.a=2rM 

r!.r!=Ir410 :,<ol:! 

unJ mithln r<r. Du llrwri! ~!immt mit 1!"11 '"u ll1M~ru nl,ndn, 
lienulJt aher nicht •lle ~.\tzc ühi•r olic Mitxima 11111! ~1!111111.1 ol1·r F1111~· 
liuneu mchmrr Vuial1dn, 

Funcr Is~ w~nn 1 11 .. z, uiul ),, · y, ¡1u~it11t liffitlrn ~in•t, 

ja_,1, + ... to.,1J(d1,y0 + ... ta..y.)>(l'a,,,.r,1'~,.y, t t l'a .. •.l .i...y./'. 

'l 
1 

m 
Nun ni 

,,.¡ 
ir.o.r,+· .. +o..,.,=,,.., • .. J1+· .. +o..1.=r,r. 

y.;J~;.~¿ .. = i ... , V1.;.=i,. 
ll:um i~t 

(1.) i.,.,+ ... +i .. :.<r1 .. 

:-.:uu sci u Ji~ grtifüc Wunel 1lu1ymmetrisclien JIOliüven M1tril D 
unJ 

¡1.) ' ¿_,1,+···+6 .. 1,:::111,,, 

WO l., ·· I, ¡io,itiv ~ind. J).:1.nn ro!¡;~ IUI (L} unJ (l.) 

1i!t..1.-::.~iJt,:J<rir.10 

un1l mitlii11 i§t r::-11. l.lemnnch Í.!lt 

ll·I 11 <r <: •• 

111•1111 r,11,0 dir griiOt1·n Wurzeln 1lcr tilcicl1unytn 

/n .. -1r,.¡::: U, ll'u .. u,,-u,.j =O. H·(a..to..J-u .. ¡ =O 

5i11J. 

§¡. 

l.•/ '4'(.1/1/ir1lum1l.trri•/isrli,fu,11JU111riQIT poUtirrn A/utriz1 10linl 
,¡¡, ¡;¡,~/1ur1:¡ ,_'"1(•)::: ti n11t rrr/11 ¡H1,ilil'f' \\'ur:rL ]Jit ~rlijJll r, ÜI 

rii111mjurl1111'11r:rl, 11nd n úl r.'>r,>r1 >- .. >r,.1• 

Si1ulrlitJ1r11vnlrdrrAtulri.zmll1polilirtl'arial..4t,10~r. 1 
rl'f'lln rÍl11 i/1rur }:'/rmrulr :~l!i111111/. 

Ver lrllte '1'1·il 1li1·.-i·! R1ti1·~ l~Ol iJd1 nod1 1chWt(cr ao 11U11lrdcken: 
ht r dvvrv)/l• ¡um/11r \\'ur:rlrll'f t.'lrirhunv ,\1-l(l):U, undial 

1;>r, 111 W 1\~{,)>ll. ]Ji1!}f'Jrtl ist At.·•l¡r)<\!. 

Für pu~ititc M;11ri11·11 11, C, · , 1ltn:n UmJ < n bl, 11cluuc iel1 
clu:~c IM11111¡itunor·11 ~d1un 11!) trwlr1r11 111 lst der GD1I ton A glcld1 n, 
iu ist ilcr .S.1\t 1~1· ~:. Ll ricl1tig. ld1 1rll~ il111 1ucl1 l'ür 1lle Alr 
ltitu11¡;r11 nm ,(•) = .~(1) n!J rid1ti¡; Y01'11UJ, Jertn OrJnung <14 lit. 

u1nl 

s,,c1. § 1 ~t 

.~(•)=(1-a..)8(1)-~a..11 .. ,0 .. (1) 

.~.,¡(1):::: 11JC~1I + ! 11 .. a..ir .. ¡.¡, 

JJilTcm1úrrt 111.111 1!ic rnte tilcid1u11g ¡.imal, ¡o trl1Alt m~ll 

,ll-•(•J=-(1-u_f/ll-l(.)1t'/jl-·•!!i)-;1 .. n .. lt1¡.¡. 

L 
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Acerca de !ns n1atriccs de Eletuentos positivos 11 

Sitzungsbericht.e der KOniglich Preu13ischen Akad~nlit.'! dm· Wis
senschaften. z11 Bcrlin 

fil4 - ilJHfl.!JOUl 

Llarno po .... 1/11·11 a 1111a n1atriz A, A O. ?->Í a 1·a.1la t-l1•1111·11t11 º••·' > O. 
no-neyal.n1u si A ~ O. si c•;uln l'l1·111•·11t 1 • o., 1 ~ 1) Eu 11u t 1 o,ha.111 A r1·1·1·11 rlt• In ... 
uiutrir.cs 1/r: ,.¡, "" 11/0., po .... 1/tvo .... Sitz1111g?->i '"nd11t• (A.,·ta...,) 1!10:"' s" 1lt>!-ial'rolln
ro11 fC"<ll'<'llll\S q111• ?->1' p11Ptll'll J.!,<'llt"l·aliz.11 J•.a1a la p1·01H1?->ir1•·111 11111· nfinua q1u• 

la nlÍZ posith:a 111a_\·111 d1• A t'S 111ayo1 1·11 '\·aloa al1sol11to q111• 101--.. dPlllli...., rai1·1":"'. 
s<• proha1·ii. qnP ap011·111 d" <~ta. 1111;1 d1·11111-...11 a•·i•'•11 1111i.·lii?->i111" 111.i.-. :-.1111pl". 

La t>c·11a1·11º1111·olla1·1P1ísti1·a ~(.-.) "'- 11,¡.. •a•l.t 111at1i/. 1u•~Jll\ól ./\ l1t•t1t• lllHl 

l'aíz positiva. Lo1 lilÍ/. 111aynr r·. la 111;.J 1);111111 1oi.:: 1111i.11111u ol1• A. l"S llllH 
raíz sirnpl<' . ." pa1.n .... ~ r son los s11!11h•11·r·111i11a11tl":"' A ... 1(.-.) ,11·1 cl1·11•1·111i1u\11t.<.• 
18E- Al tndn?-> ?->llll pnsitivos. Deo aq11í •¡111' :-.l'H JU•sibll' sa11~fa1·f'J las u c•c·11a
c·io11Ps linPah·~ 

por J11t'<lio dc• '\·alnJl":"' posilh:os ( > ll) . 1 . .:_. ... _,,. 
Estt> f<"flll'lllil :--1• JHll"fh• iln:<•rtir. S1•.1 •/ n11a 1aíz 1·11alq11iP1o1 de• la t'l'll;u·icº111 

-r(.or;) =O,." st•a pus1hlc•. q1ic• la .... 11 P,.lla• j.,Jl•'S 

Lu,., 11¡,o=-•/.'J., .. 
se snt.isfa~a11 1uuJ,¡1 11t.:L'i <¡11e parn V<1lon-s 111• 111·g,nt.ivns ( > IJ ) .'li ·.'12· ..•• y.,, 
donde no todos ~t'an cero; euto1u·c-s. 1·11 prillll'r lng,ar que·. c~llL"> <'f·1uu·io11Ps 

m11Cst.rn.n q11P r l':'i la rní:z 1n;\.xirna cl1• .A: la .... 1'f·11al'io1tt'!-i 

Lu ... 1.r.,= r.I',. .. 
puede sat.isf;u·p1·sp por n1Pdio d<' valono:-; p•1sitivns :.- 1 .. r:! . .... t ... D1• aqní qnP 

'I L .Z:nYn = L fl,.,1.t".,.'/o = 1" L .T.1!/;1. 

- -~ d 

-IJt) 



pnr· 1~u1to :.i '/ = r. t>lltn1u·rs 
¿x,.y., 

1'!-i tlifen•JJI<.-> d•• c·t_•Jo. 
Ln núz 11ui.xi11m 7· S<' define c·o1no In raíz posir.ivn. n1nyor dr Ja c .. ·1u1c•i1í11 

.,.:-(.-.) = O . .-\lin1n qui.-rn n1ostrnr que> r t'S runyor que e} valor ahsnh110 il1• 

1·a1Ja n1iz 111•g,ntiva o 1·0111ph.•ja de~ c~t.n c'f·1uu·ió11. Sc>n puna 1lc• c-:-;a .... n1i1·1-s. 
~:11rn111·•-s st• p1u .. 1<• dPtr•nninnr a.si x 1 . :r'.! • ••.. . r .. para qH<" sc•a 

Lfln(J.T,i= p.r.,. 

Si y Y.i 1-s c·I val111 ali~nlnt.o el•• .e,-.,. 1•nt.01u·1-:-; 

I¿,,,,_,_,._,,<¿,,.,_,,,_,. 
;.1 .1 

Se• 1•x1·J11y1 • J.1 J:!,llaldad. Poi" t aut n sóJn podría unirl"ir qtll'. si .1 1 . . 1 .!· • . 1., 

oft• l/¡.!J.!• .•.• y,. 1111111~ ~fJl>r<' llll JlliSJllO Íill"l111· t'OlllJ>lt•jn O 1111 f.;ll·l111 IH'J.!.HTIVll, 

r:-.10~ :o-.i p11diP1n11 a111111•11ta1· Ja ip_nnldad d .. a1-riha. Pt1ln111·1-:-. -..•rín iJ..:.11:d •• 
~u ... ,y~, = ¡1y,,. ~- ¡1oi- 1a11tu. /' Sl'l"Ía 1111a 1·a11ti1la1I pnsit.i,·a 1·1°oil. 

Si por tn1110 '/ 10:-. c•I ,·alor· nhsol11t11 d1· ¡>. t>lllfHu·c-s 

¿a ... 01.1>1'!1 .. -

·' 
Ahorn bil'll. dado qll<' r f.'!S Jn raíz uui..xi111n ,Jt~ A, se> puedPH d1•f(•1·111i1uu· 

l<L"' 11 c·a11tidnd1>:-. p11sit1va.s ..:1 • .;;:?• •••• =••·tale~ que• 

Pnr c·o11si~11i1•11tc• 

y por uu1t.o. r > q. Est.n.s cnnr.idndcs, sobrr t.odo, se de1n11cst ran •·011 11ua 

1leruostrm·ió11 seudlla d fruct.ífero Jlll~t.odo <le CAUCHY. 
0<' Ja 1nis1na nHuu~ra. pueden :-irr snfirient.<-"'i los resnlt.ado.o;;. prro e ·on 11ua 

111a.vor gl•nendidad. l,.o.~ t_~Jcrnent.os de la n1a.triz A selUl a.hora 1·ant idach-s 
"11alt.osqt1icra c·o1uplt:j<L"" Si pes una raíz sin1ple de A. cnt.oru·c.~ .r 1 . .J:~ •••••• r,. 
t"'fif.1iJ11letc.•nni1uHJ.;1...., 

.JJJ 



L fln;f:J:.1.1 = J>Xn

" 
Sean 1JtJ•'I los valort'!'i absoln1os tlt.• .r11 .Ji. y sen. bnfl nnu. rn.ulitlacl posit.ivn (> 
O), In. c·na.l un,.,.. tlll'llOr Pll valor nhsnlnto que Cln;J· Entonrl>s 

Si 1" rs In 1 aíz 11i;Lxi111a clt> la 1na11 i;.-. P•":-;itiva. B. (_•11to111·c-s ""' p11l"<len ch•tP .. -
rninnr las 1·;111'1•lot•l1-:-. z 1 • =:.!·. . .:-.,. t.L~ 1·ttalv~ llt•µ,an a st·1·: 

L, 1 .... 1 .:: .. = r.:-11. 

Oc> <~l.a. tt•l¡\,·1···11 11'!>.Hlla. 1·011111 arril1n. 'llll' ,, ~ r·. r)uc-sln rp1t· • .,..,,.L ... 1·ru1ti<hulc-s 
son «list iut ;L'">. 1 •11 1aut1 •e ¡nt• 11,,,, .. · 1 J ·" l• ... 1 110 t."S n1c1101· q1u• 1•) valor ahsolut o qu.
cl vn.lu1· ele• 11 ... -1. 1•11t11111·t~ tpH••la JH•I 1h•111ostntr q11P si pan\ 11 ... -1 =O c·1110111·1o:-; 

,,c.tJ• 

St n 0 ,, , ..... 1·/ 1•11/,,,. nl1.o.;a/11/11 ,¡,. la .... cflnt.ulaclc ... 1·0111pl1·111 ... 11.,.1• (!nf.onn: ... 

ninguna 7-,u·.:- 1/1 /11 ,,,,,17.,.:: A. 1 ... '"''·''º" 11alor u.IJ.-.oluto. 1¡111· /t1 ru{::. uulrt.uu1 t/,· 
la 111u.LT-z.::. 110-riq¡ut11·a B. 

En pri11u·1· huta1·. 1-st.1• it•ur1•1ua pn1u• 1lt• 1vliP-...·p c.ol t·o1T1>1·1n :-;ignitit·ado d<• la 
rníz 1niixi111a "" 1111a n1atriz. t111-11Pg,a11-...·1i. Si esa. raíz•~ la cota ... np<•l'ior ch• los 
valores ahsnl11tns d1• las nli1·1-s d1· tod1L-.. l1L~ C."l·1uu·iont.~ l.-\ - ... El = O, cuyos 
elc1ncn1.o. .... 0.,3 sn valor nhsoh11t1 ,.,., ~ h". 1 . De <lontl<' S<! si~H<' siu ut"l'esi<hul 1lt•l 
r.nlc11lo difc>n•111·1al. q\11• r rn'<.·t•. ,.,¡ al.1-tún l"lt•1nc11to ch• la n1atri:t. 110-neg;n.t.iva U 
n11mc11t.a. 

Si v t.~ la tHiz nuLxiiua 1h• la 111at1·iz .o.;1111t:tricn pnsi1iva C. y si . .., > l'. 
cnt.ont·~ la fn1·111a 1·1Hulni1.it•a 

.'j L .r;, - L <"otJXuXJ.f .. 
es uno. fnrtu.'1 po.-.1lt1•11. porqltP sus dc-t <'nni111u1t.cs principal~ son todos posi
tivos. Por tanto. 1.-s positiva ¡1ara tenlo~ los -...·nlon"!" <le l:L.;; v.ariahk~ 

-112 



Ahora, si 

P11t.onces 

o si 

se t.ien.e qut•; 

La .. ¡1:r:u=r.r,. . .. 

r¿x~, = Lt: ... a.r.,J.i < 1·L·r~ 

y por t.nnto r < 1·. La de111ost.1"adiu1 t·oi111·itlt• ,·,u1 la 1l1• lllRSC'II. t>t•ro 11n 
utiliza. los ll"Oll'llllL.., <Ir• 111.i.xirnos y 111í11i111ns d1> f111wi<H1l's di' vnria . ..; vadahh!s. 

Ad1?1ná"i, si l:L.., c·n11t ida< les :z: 1 •• r:1,. . . . 1·,. :-· u 1. !l.J· • u .. :--•111 r·a111 i1lach>s 
pnsitivn~. 

{fl.,¡.I'¡ + ···+0,..,.1·,,)(•t¡.,1/¡ ..... ···+t1 .... .11 .. } 

> lV°"o1X1~+ ··· + ,/~..;Ju.,,.,1¡,,). 

Ahol"a s.-a 

u,.1.1·1 + · · · + n,..,.1·., = r.l",..fl1.,.'J1-+ · · · + <J,..,11., = r11 •• 

vu .. :1<i:1 .. = b.,,, = h_,,. . ...,/.~ = .::: ... 

E11t.Olll'l~ 

(/.) ........................ b .. 1.::1+···+11 .. .,::., < r::.,. 

Ahora hit•n. st•n u Jn. rníz 1n1t.xilna dP la 11111t1·iz pni-;itivn A.,. si 

(2.) ......................... 6.,1/ 1 + · · · + b.,"I" =uf.,. 

donde t 1,t2 ... .. l., son cnnt.idndcs posif.iv;L<;. E11t01u·C"!io Sl' si).!;11e• 1IP (l.) y (2.) 

11Lt0 z..,. = 2:1J.,,¡f¡.,.:.1 < r¿:t.,.:::,. 
o ~ d 

y por t.ru11.o. r >u. Consignie11tc1nenf.,. 

u< r < 1·. 
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si r, u. 1• son }ns Jnayores raic:es clP l1L~ <...-r.1u1.r.iones: 

~7. 

S1 .,.=-(~) r-... /o fu.nc1ón r..anu·t1·1-i'>f1r:u. rlc una Tnalnz ¡111 ... 1t11•u. r·11trnu:r ... lo 
r·ru11r.1á11 ,,,.:-(.-.;) = O t1ene una nd.= ¡10 ... 1f111a rr.al. La.o; ranlullult' .... r·,, ,._,. u1u1 ra1'z 

... 11np/,·. !J 1"11 :"" ,., > r2 > · · · > r.,_,_ 
.e;, uno ,¡,. /,, ... cle11ie.nto.o;. dr.· /u 11111l1"1z 1-.·•tl 71a.o;ih11t1 '1U1"1af1/1· ,.,,.,.,:. cntu11t:r ... 

r-1rrr• 1·,,. 

La 1"1Jti111a J>arlc <le <'Sf.P f(•nn•111a s<- p11c<lrn1 cxpn"!-;a1·. 1ncl:1via Pll fn1·111a 
111ús ri~111·0:-.a 1·01110: 

.'-."1 1 ,_._/u 1uf:: po.<nln10 rt1uy1n· ,¡,,/u t•<.·ua.ciár1 ....-1'"' = 11. !/ .. , ... ~ r. r•11/01111 ... 

.-1!;:.,·1 ... ) >O /~u <:a. .... "io r.011trrn..,,, ... 11"- 11 (r) =O. 
Para 111a11icPs posith"lL'i B, e, -···· ··uyo grndo < 11. c·nusidPl"fl 11 1-:-.liL-.. 

afin11a1·in111-"!'> 1·n1uo y1l de111ostrad1L.,.. Si el grado <h~ A •~ ip.11<11 a 11. 1•111n1u·1".S 
l') IP01·<•111a para 11 =O es vp1·cladc·ro. Supongo t.n..n1bil•11 VP1·d•ulPnL.,. tocliL"" J;L"" 
s<>c·dn1u-s d(• ~(.o;)= A(s) t•o1110 v<•nliulPra. y c-11yo ordP11 e~< ¡1. 

Pn1· ~I 

.·l(s) = (s - cl,.,.)/3(s) - L a.,.,..a..\uB .. ..\( ... ) = r.r, •. 
•.A 

Ano(s) = u,.,1C(.'>) + La ..... a..\.aC .. ..\(-'>) 
•.A 

Sj st• 1h•1·iva la. pri1nPra ,,., .. u-ii111 ¡1-és1111a. ent.0111·l!S S(' 1·111111>1<•: 

.•1l"'<-"') = (s - a,.n)D1" 1(.'>) + ¡1.B<ul(s)- ¿a,.,.u>. .. n!•~l(.'>). 
•.Á 

Co1110 B(.'>) = A.-m(s) sólo t~ de (n-1}-ésirno grndo. P11to1wt?S In l"'l'1uu·ióu 
0<1•>c.~> =o tku~ una rniz posif.jva "·porque B!:~)(q) >o y n<1•-ll(q) <o. DP 
aqni que A"'>(q) < O. Conser.11en1.e1uent.e Ja er.uN~ión Al~>(.-.) = O t.ienr nun 
núz positiva, In cual es > r¡. Si res la mayor, cnt.onres t.iulfo CCl•l(s) c-01110 

c~;.1 (s) SOJl J>Ositivns. eUt.Oll<"t:!S t.a.Jrtl>ién 

A!_~(s) = a..,oC'",(s) + 2:aº .. ª"t1C~~)(.01). 
•,A 
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Si Jl = 71 - 2. t•JltOJIC'("!:'> 

es 1111n. co11st.n.11tf" posit.h·a. FinalnJPlllP 

Dr. ahí q1w si .-1'1•-+l)(r) >(J. t•11101w•-s r PS una raíz. si111pJP dl• In f'<'tuu·ic'1u 
A<'"'>(s) =O. 

Si 1·' l!S la HlÍZ positiva n1ayo1· lit' la 1'1·1ul.ci6n t/1(..,,) = .·\t''- 1'(s) =O. y si 
s ~ ,.•. entoiwc-s A!:;.-o(.'>) > IJ y p111· tant.o, ta1uhi<'•11 1/( ... ) = .A'''l(.'i) > O 
• P1ws10 <JIU' .-l''"(r) = n. <'1110111"1~ d•·lu· S<'r ,. < ,.• . ..\d('JIH"i...; , •• ('S In 1í1ii1•n 

raíz clt> la c-t·1uu·i<"u1 t..'l.o;) = 0.1<1 1·11al to:--. :..- r. E11to111'l>s la1ul1it"•11 st•rín 1·" > r. 
1uul raíz de• la p1·111u-i,in ti•'(.•-)= 11. ( "111110 r' <~ 11ua raíz siruph• dt• la '"''111u·i1l11 
("fl.l"lU'f.C'J"ÍSli1·a l"( .... ) = º· t.'Jll.Olll"t'S .-\ 1"- 1 '(r) <o. 

D<~ In. rt•ladtlu 

.·\~.''.:( ... ) = __ DA«•J(s) 
Da 0 ,1 

se sign<•. 1·01110 t•u ~i-1. <pu· ,. = ,.,. •••·•·P. 1•11 PI ('IL'""'" d1· qlll' alguna d .. J.L .. 
t·nnt.id1ull-s 11 ... 1 a11111<'11fe. 

Si .... ~ r. t'JJln111·1-s las 11-t.-.111111 ... d1·11varl;L-.. d<• todos lus h11lull'h.•nnitu1.nf<'S 
t">rindpn.h-s di' A( ... ) snu pn~it h·oh. 1'111· t•jl'lllplo. Jns rl1• g_nuln JI+ l-1~ .... .,111u 

(_'S ch .. "t·ir. r <.,.. 111aynr qHP In. uu-.ha at 11111,"1 h·a d<• nlµ,11110 dt• lns Plrtnl'nt.ns 
prindpn.lC'S 1111-":12- .•. • <L.,.,. 

Parn JI = ,, .poi· Pj., 

n1·11 -2 ="ti+···+ fl,.., + \/-
1
- LC(a.,n - ll._1~t):! + 2ut1 0 3<J¡Jn). 

TI - } 

donde n, ti .... 011 Jos ~t1(71 - l) panis dt> índices que rorn~u c..•n J. 2, .... n. 
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'~!!..-~~"-'~~~~ 

lf;W<flr~•((r• -~Ul(I y o;i..(I~ 1111 

92. 

tlbcr Matriztn aua 11id1t 11r~111iw1 Elrmcnlc11 
S1IHn¡1l.,.itLl1cl<1Kuo11111l1l'rruB11<Lf11U1•lrnutolrrll""""''•hr1!/Ufürlu1 

fü-411(1'11!) 

In mcincn Arlirilen Otn- ,l/11/ri~r11 11u.1 p111d1fl 11 f.'lr111rnlr11, ."1t1un;:;•· 
l1etid11t. 190S un•l llfll!), 11lr. ich l1irr mil/' . .11. 1ilirrrn 11·r11li•, li:ilu~ 

icl1 die t:igrrmliArtl·n il~r llO•itivcn Mntrill'JI r11L11·ir~l'!I 111111 1lmrl1 
l:rrnzlll'tracl1t1111¡¡1·11mil1lr11 nfili¡;r.n Mmliílbtiu1wn~uf11irl1! r11·¡;ali11• 

Ohert11gtn. Dlr. lell!rrtn ~h~r nfimlnu tl111~ 11·1·11 r·111:¡1·lw111l1·11· Hu· 
lcrsuchung, woraur icl1 durd1 1!ie in 9 11 1.1·l1:1111ldtr .\11f¡¡;1l1c ~··· 

kommcn hin. 
Eine nichl neg3tjn! Mntri1 A, 1he lllJ~rr/,..;l"r ¡,1, 1,.,1 r.1~1 ;1111: 

Eigensd1nítc11 mi~ <len po~ltinn ~lntrim1 ~1·11wi11~a111 !~ 5} ~11r 
wcnn r Jic grOJJtc po.~ilil'c Wur1rl oda )!nirualw11ml il1m rl1arak· 
t.cristisclicn Glcichun¡; 1¡,(s)::: O i1;t, kr.nn 1lrr ~1 •. ,ol11t•· 1!1·1r~:.: ri1wr 
1ndem Wnrzcl iwar nie > r, wolil •hrr = r ~r111. Jn!r ,J,·r i \\'ur
ieln r, r', ,~, · · ·, die nli!olut gleid1 r ~in1I, i.•t rmf.1d1, 11111! i!1t1: \'a· 

lilltniue, l,~ 1 ~, ... sind t!ic k Wurzcln tler G!rlc!nmg ;'--~l. 
bt k = l, so nwnc icl1 tlir, ~!atril .1 1•rimdir, i.1t k > t, j¡,,. 

prirniJic. ,Jr<le l'o~ui rin1·r primi!il'Cl1 ~latrix i•t ll'it-1kr ['ri111ili~, 

cinc .l:'ewim Potrni un1l jNlc fo!~t·nt!c i~t ¡1o•it1v 
IH A imprimitiv, ~11 1.r•frlit .1· n11s rl un11rlr~lmm1 Tnlni, 11·11 

d 1lcr ~rlllltc ¡.:rmcin~arnc !Jh'i~or 1·Hn m rnul k i't, 111111111.u mf.1llt 
A~ r~/Ntiwfit¡. llie d1mklr·ri•li•dw11 F11nit11Jn1'11 1lrr Tl'ilm:1l1i11·11 
untcr5d1cirl,·n ~ich 11ur i111n !1 l'o11·1w·11 \'flll 1 t111!rr1·i11n111l1-r 

Uic ~l~trix A' i1t 1lir llll'•lri::•lr l1otr111. 1un .1. 1krr11 1111~rrl .. :.:· 
hMe Teilc :11lc piimilfr .•11111. 111•' ,\J11~!1! o!irwr T1·ilr i•I ¡J, 111 h· 
P'lurntcukgleirh. l•t 

\1.(1)::.•"tq,r·'•n,.·· 1¡ 

11ic cl1~rnk1rrish~cl1e Funltin11 i·i1<1 • 1lic~rr k T1·1!o-, ·"' i•I 

lf(I)::; 1"+1111 .. 11 ~,.•-•' .._ t ~.,. .. , •' •'J \•'I 

Jie von A. D'ie )lnx'1m~hrnrrrl r' rlrr G!rid111n~ l/~j-= n i~t n!1-
aolut grOOtr Rls jril<• 11n1l1·rr \\'ur1.1-!. 

M1 

In~ 11 1l1l111r• lfl1 1!1 .. llntmucl1u11¡; auímlr¡.;l~m: Malrmn lll•, 
11111[ rn § 1 J zri1:1· 1rl1, 1IAD rinc ~iola·lic nur au( rinr. ArL in unzrr-
1..,.;lmri• ·i·r1lc trrJlitll 11rnfr11 ~ann. 11~1,ri rr¡;1l.l 1irl1 1lcr mrr~wiir· 
1l1¡.;,.[!,.t1:1miua11truutt; 

l. /lv l:lr111r1dr rmrr /Jrfm1Ú11111.tr 11/r11 f:rt1dr1"iin11•wwU.1iny~y 
\'rr.mifr1/1rhr .llm1 Yl.:r rini:;r 1/rruU,,.,1Null,1f11rh 111, dujJ di.e }J,.¡,.,.. 

mim111/r i.ii}¡/ ulmfo1h 1~rsrhwiw/d. /lm111 UriL/ sit ,·i11r irrrtf11:JJe f'unk· 
fo111, uuji1T 1cr111J /11r rmm \\'ni 111<11 11/lr fJri ~1,Jr r~rvl11rr111/rn, die 
111 ln/111 1111/ 11-/¡¡ s¡~¡/fflt yrmrilliUll/ /,11/1(11. 

§1. 

bi 1lic ~Lilril IJ!Cn llra1lrs ,1>11, uiul ibl 'I- (111~ n) 1lic Mni· 
111.1lwurn·I 11tr (,]p1r.Jn111¡.; 

/

.,,, I •. -•,. 1 
.L/11-" . . = fl, 

-11., ··-a._+1 

~u i.•lq,,,/,< · <11.:..; rt/'. Al.§ 1p In A uiclilutghtiv, ~11 crgiht 
hiclt mif 1lrmullll'n WI'¡.:•• 1lurd1 t·iM llrcuzl1ctr.id1luug, d~B 

9, ~ 1¡, ~ · ~ ~· ::: r 

1~L Jlarau~ Ji1lg1, foil~ .1 ~O un1l r 1lic M:uim~lwuml von ;\ lsl: 
11. ll'r1111 ri11r U.111¡1bmlrrdrtm11ilin11/r P/J) rtill A(s)/lir ~ = r r.rr• 

~l.1ri11hl, 'u 1tn.J1rr111.f,,, mu!, 11flr J/1m¡ilunlrr1frfrr111ilumlrn rim .~(r), 

1/¡r /!(r) r11//¡¡¡//r11 bt 11!J(r /'¡r)> n, J() 1ind 1wrl11rllr Jlau]'hmlrrr/rtrr· 

11rimmf,uj"fr11 (,'Tll.ftJ 1"11 /l(r) ¡i().1,Jir. 

hl .1 >0, ~·1 li.ibrn 1\ie 11 liur11rr11 GJcicl111n¡;ru 

(1.I n,,.i, ~ . t11,.J" 0 = r.i, l•=I.?,·· •) 

n11r 1·i11c [J,~u11~, fall~ man von rincm gcmeinsnmtn Faktor 11J¡sieht, 
111111 ilir~r11 l:i11n 111.in ~n wii!1!n1, rb!I 1lie Wntc 1!tr Ui1l11·l•nntr.n 
alli· po~itiv wrr•!n1 ,\l1<•r nurli wr1111 J\ ;;'.; n bt, L1n11 man 11ie~1·n 

lil,.jcl1u11¡.;"ll i111111~r ol11rch Wn!r ~cnil;:rn, die a!le 11id1l ntg•tiv, urul 

rucl1l n!lr N111l ~m·!. !Ji·nn !1.1 1hrr JJctrrmln~uh' ;\fr) =O i~t. 'º 
i't rmr r11r~rr i;l1•wli1111¡.; .. n, 1·tw.1 d1r ~V, rine •'11!~r iltr 11- 1 ~11ilm1, 

1111.J bnu oh!w1 110·¡.:·~<'ln.,1l'll 11c•nl1·n. Llie íil1ri¡;: litrilirrull'l1 ~drn 

(•·¡1 l' .. lf.§>) 
-(a.u-r}.i;-···-11J0l',= a;,.r., 

-11.1.rJ-·"-fa,.-r).1, :a,0 .r0 , 

lst IJ(r) i!irn IJcLcrminn11tc und ~ Jie Muima\wunel Jrr {ilei· 

cl11ing /I{-) = 11, so i5t v~r. lst 1J = r, also }/(rJ =O,'° •~tze 
rnm1 z. = n. ll.11111 r•l1.ik 111.ir1 n - 1 l1omogc11e lin~Rre Glrkhurigen 



-( 

$1! 

zwiscJ1,n Jtn 11-l Unbehnnr.cn z,, .•• z. von 1lmrlhr11 J1<>.,rl1.,fr1·n· 
lielt wlc die 11 Glelchuugen { 1.). Da ihre A11ulil nur n -1 bt, 10 
hnn man annc!unen1 iba l'ilr 1ic 1lie ílelinuptuns h~rrits l.ttwimn i!L. 

lit abcr q<r, ~o lst nicl1t nur Jic llcll!nnin:mlc /J{r)>O, 
sonJcrn ea aind auch, wir ci11r Grrn1.betmlit1m~ zri¡.,1., ihrr Untrr· 
1le!.erminMt.en R,,(r) ~u, Scll.t 111~11 1l:mn r. =. t, ~o winl 

R(r).r¡::::: 2 B;.(r)~.... R(r).r, ~ ~ /l.,(r\~ ••. . . 
Mitl1in i.,t .r¡~o,. .. z. ~fl un.J 1. >O. 

~ l 

Einc ~!.1lrn oolrr fl1•1/'rrn111~11h· 11··~ Gr.11lr~ 1' + '( 1wn11r id1 :rr. 
/11flrn,/ 01lrr :l'Tlr;1lm, wrnn 1bri11 ~i:r Elrmrnll· 1rrn·!i11"i111l•·11, 11·r1rlir 

p i'~·1!rn mil 1lrn 1¡.'ip.ilt1·u ~r11 .. 111•1111bl.ru,1!1•11·11l111h1<''1ln1 l111h1•• 

1kr p 7.rik11 k111np/r11111¡/11r ~1111] /\ll' lU l, ~. · · J! ~ '/ rr¡;:i111rnl. 
Uufrr 111•11 P'l Elrm1•ntr11, 1l!"t1"11 \"rr~d11\"Ln•lrn <lu· /.11l1·:::l~1rlnt 111 r 
M~trix !mlingt, ~om111t al.'11'1 Ldn Jl.m11frlnnruL "·• \11r Sri 1.1\ 

(/' I') 1\ o~ ¡· Q , 

irien /l ur11! Q ~fotri1en 1lrr c:r.11lr r unil 7' \" ri111· ~l.1!ri1 \"1111 
p i'.rilrt1 urn! ,, .S¡i.ilfrn, // ri11r M:1!tU \"011 1¡ hilrn 111111 r ~¡iahrn. 
ll~n11 :rrfdít .l i11 •\11~ i,1111¡ilrmr11:11rru TrJt /' 111111 1/, 11·1·1111 ff-;:; n 
oilcr r =o l~!. l.li r 'º lt 111111 \' ti, ~o licifü .1 rnll.•fon•l11 :rrlrt/~1r. 

o:i.~.1rJ111• gilt, 11·1·1111 .\ !T\I 11:11'!1 cinrr Um,L1·llun,,. 1lrr h•1!rn 
un,J t!cr nú.<prfflv11.frn Um~tdliH•:.; •h ~¡1.111/'n auf J•·1w F11rm ;;l'lor:id11 
werJen bnn. Ei!lc solclic t1i;¡rnl111i/r l'mml/11fo111 1lrr 7~:ilrn un.J 
Sp:i!tcn, wobei ille lhuptclcmrntt nur 1mlcr sirh vrrL1u.\c11t wcrt!i•n uml 
~onjugiertc Elt:nrnte kouju¡.;inl l1l1·il1en, ¡,l i111 fuh;rnil1·n innnrr ¡:;r· 
mcin~ wu \'Oíl eiMr Frn.1/,//111191/rr 1:,J1rr1 ciucr Mattix ¡.;r~¡1rod1rn winl. 

JtJer t!cr l1rit!rn Trilr 01lrr 1'rJm11/ri::n1 Laun wl'ill'r m!1·¡:;l1u 
1rin. So 1erf:iilt die ~!Mrix 1!1·r IMm11inantr 

1 

p o o 1 11 J 1: Q r ~ 11'1IQI1111 
11' o// 

in Jic J Ttile P, Q t11ul R, rlic \·mcl1wimlr11i11·n 'btrilfu li11111r11 
in jcdem der weittr m!rgl1M'fn Trih: Lrlit·Li¡¡ liul~ 1wl1·r rrcl11~ rnn 
Jcr Diagi:inale stcl1en. Uurd1 Um~kllung 1lrr lfri11ru L~uu 111~11 1111~ 
Mllril 1111( Jie ~·orn1e11 

11 n o Q r fi 
11' lt 11 11 /1 11' 

SIO 

lirin¡;tn. Ohnr llrsrl1rAnku11g 1lcr A\1~rmeinhrlt kan11 man tlalitr In 
1\ic lltfinitinn clcr Zcdcgl•nrk~il die Hedingung auíuchmen, dall die 
fümentt, 1lrrcn Verscliwi1ulen du üdallcn der U.tri1 hedlng~ 11le 
m·!1fj VOh cltr J)j~¡;o11~lr 1ttJ1rn, ndr.r Allr linka. 

§¡. 
lst ,1, wir '!tl' im (nl~rn1lrn, tine nicht 11eg1tlve )!atril, unil 

mf'5!1t 1\ic u~icnnin~ntr .l(.t) in Jlc Tcilel'(1}, Q(1), R(1), ... , lll 
mua cinrr cl\1'$rr Fnktorc11, nlsn fine ll~uptuntcr<lctmnlnante von A(1J 
filr J::: r 1w~l'liwii11lrn Um_¡¡rhhrl ,i:ilt 1lrr Sntz: 

111. \l'nm f111~ /"1upl1mlrrtfrt.-rwil)Jm/r P rnn :l{r) rirrvhiriniltt, 111 

:rrfi1t1 .1 !rl 1rrrm m•Prriln~ ~mir l/1mptun1mlf1m11iM111r rnn r M"· 

.vl1irm,fr/, M i•I /' '''l•'I" •!rr un:n'lr<J'~rm Ttilr ron Afr). 

~l'i I'= .1.!r), •ri1·11 /1,,!t,i.=. 1,1,···rn) die Unttnlrltnui· 
nnnttn (m~ l )ll'n 1;r~1lr~ vrm {', ~ri 5lr!JI /1,. >O, lit P = O, IO lst 
P,,l',, =- 1',.P,,, ~l~u nid1t /1

,, =o, 111111 mitliin P,,>0. 
ll~hrr bun rn~n tlrn 111 linmrn f:trkhungrn 

a,,y,+ . +11.,y. = ry, (•= 1,2, .. •) 

ilurch w trtl' ¡;-t11ii.~rn, 1l1r nllr 1~1~iti1· Aint!. ht r eine Matrll von 
1111r ci11r•r 7.ri!1· !), , y,,··· ~·4 , ~o bnn m~n tlioe Glcichun¡;en in tlrr 
1:rst~h I' JI= n srl1rf1!1r11, wn jctzl /' 1\ic M1trix 1ltr 1Mtrn1in1nte 
A.(r) 11micl111rl F' rn~o b1111 m:u1 1l1e fl l;\eiehungtn 

(1.) 4,.l¡f·· T4.,.f,:-:r!'0 {o:cl,2, .. •J 

in rkr (irst.i!t 11.\" r.\' .~d1rtí1H'n, falls .\" rine ~l~tris 'º" nur elner 
Sp~hr isl, worin 1lir 11 nir!il nt¡..>ath·cn lil'l'iBtn 1"11 111 "''"• unltr
rin~nilrr 5lrlirn. Wir Mlr11.\' in U 11111! z. wo U Jic C:rf1Ucn11,· .z., 
Z 1lil' {irr.Urn .r.,,,···z, 1·utl1ill. [,l 

/ ' ('' /,) r .~A= JI X• 

~1 11rlu11rn cli~ 1;11·id11111¡;rn (1.l 1lie 1;esl<1IL 

/'l't/,Z =O, 
.l/f't XZ= 11 

~n. ffanu ist l'//lfl + /,l) º"""o, 1lso 11·cil J'P =O ist, J'(/,ZI =O, 
1111•l 1la 1'>0 1m1l /.z::u i~t, /,Z=ll, mitliin aueh PrT:O, 

Sin•l s.,,,···.r. 11Hc J10>i1h·, i>l 11.'ll Z>A, 10 lst /,:::O, 111. 
,¡¡,. J-:lcuwulr. 1·011 /, 11llr w·¡¡~1i1· mlrr Nnll 1inil. {l>.ts lctz.lcrc ¡:-ill 
m11:l1 rnn ,ll, :ilwr 11id1l rnu 1lt•11 lli~ljllnahnatrim1 11 llU•I N.J 

!'11111 1!1i:1'1!<'U 1.,.. 1. ~111· Nu!I, i~l ~1.~11 l= O, M"I ~inol 



WIJ 

diuc ahtr nur cine l'°5unx liat, ~o i5t l'>O (wril 11ic GriiGrn 1'.1 
alle >0 1ind), Nun ill MU+AZ=ll, •lso "' 1.d, [l>C i1t, 
M=O. 

bt abtr L ==O odcr M =o, so zcrf'l.llt ..l{r) In 1wci Tcllc, 1·nn 
denen dcr elne P lit. 

Endllcli &cien Ton den GrúGcn .r.w · · · .r, einige Null, die nmlcm 
posiUY. D1.11n but.eht Z Rus 111·ti Ahtcilungen l' untl \V, vnn 1lrnrn 
V=O und 'V>O bt. Tellt munJ, 1 ,1/,Ncnt,prrd1rru\riu, sowiril 
nach pwender Um1tellung d~r Ucihcn 

'1:-A = (~ i :.). 
/'" Q" ,,. 

und die Glelchun~en ( 1.) nrlunen cli1· Ge~tnll kll 

/1 fJ ~ Q I' t 1/ 11' o: n, 
P' lltQ' Y+ H' 111 =u, 
l'~Uttfl'+lt~ll'= n. 

Wle olicn gmlgt, trrflllt 1lic mte in l'lf::: u 111111 í/I' + /:11' · u. 
lla 1br.r l':::O un1l IV>O l•t, an bt ll=U. 

Hit 1wciteC!cid111n¡; l~ulcl, 1b l':::.fli~l, Jl'/lt-11'11' -.11 lb 
P':ifl, lt':io unil fJ;:.o, 11'::>0 lil, 'º m11B ri111..J11 Jl'/t 111uul 

J{'W =O un1l mitliin R' - fl ••·in 
DcrnnAc!i i$l 1';;:: 11 11111[ /(=O, un•I fnl~lid1 infollt .l/rl 111 

JR"I uno! 

11·1~1;. n 
011 die Mslril tlic.~er flctmnin:intt /1entl1rilt111111 iu rf.'-1\ r.ut· 

l1alten iat, 10 lit r nmd1 Snlz 11 iu § 1 1lic Alaiim~hvuml 1l1·r (ilci· 
chung r¡,¡ =O. In T(r) vcrschwlndct tl'1c llnurtu11twl1·twnln1111te 
1nttn Gr11les P. Endlich lst <lcr Gm1l von 7'jr) kldnrr nl~ 1lrr vou 
A{r}. D1her kOnneri wir fllr 1'{r) d1·11 l1el1:1n¡•trlrn Snll lirr1·iti. al~ 

erwicsen anuhen. Demn11ch mllllt T(rj in Teilc, 1lm11 l'i11rr /1 hl, 
und íolglicl1 gi!td.\mlbe von¡\(r). 

!4 
bt ¡\ unmlegbH, 10 \'Crsdiwimlet keine 1!er GriiOrn A •• (r), 

und mltbin bt r rinc ciní.iclie Wurul ikr ch11r:iktrrisfücl1rn !ilri· 
ebung ip{t) =O. Wcnn um.~chhrt Lrinc l111ul'tuntrnlrtcrmi11antc 
(n-IJ!tnGrnilu von 1\{r) vmrhwim!ct, so ~t A unmlr~Lnr. ll:i 
A,1(r)A,.(r) = 1l •• (r)1l¡,;(r) l~I, ~n ist :111cl1 11,¡(rJ > 11, (l,,t 
1l,.(r)=0,11J¡er1lulrJ>n,,111·mtl11vin11rt.1 •. i!'l·l1,(.t)iclruti,ch) 

fi!il 

J)¡~ :1Jjuu¡,:it'rlr Malril ll \·on rf.'-11 i•t nlM> posiliY. Danu1 
rr,t;iht ~id1 cin S:i\.l, 1\cr 1lrrn S.itzc Yon Mmnn in der Gru11pe11• 
lhroric nunlog i~L hl 11llmlid1 

1•(r,1) = ~·1'!:;11, 
!o11ht 

(1.I JI= ,¡,,Al 

l'i11eh:IUlcFuuLtio11vuu.l,riurh111·McY1·rl1i111hmg\·onJ•,,t',···.~··•. 

!Jir. Efornrntc Yfl!l .P M:ic11 r1~1J. 

IV. fo tÍ!lrr 1111:n/1:;l•1rri1 ,l/,J/rj¡ k1'11111m f,,.¡ ktintr \l'uhf 1/rr !11· 

di:rJ d.t 11 fjn1Jm 

~;•¡. "~'/, ~'.~. ,.~·,·•I 

.•11mlt1d1rm1l11r1111i11{1111111JH1,l,/11/r11f1,¡/,,l.,(1) llsti11). 

lln111 \llll•t 11:ir1· :11wl1,I,,, Eli·rnruL/,.J:..;O, "·iilirr111l 1lnl'l1 
11. 1 ,..., A.;lr) >u 11! In r1nrr ml,.gl•Jttn Mn1ri1 huu m~n nl1cr 
a 111111 í3 ~u 11:il.lrn, 11.ill .,~·~ f11r je1lt·n W1•1t 11111 k \'rDd11r11ull't 

l•1.1ll;tl,,1,l.:l•l1•l11ol1•1!111r.1cl111·111olrt1. fli·uui.'L 

.10111 

(/' ") 
l. Q • 

//" ") il'--\/., I}' 

.h·.ln drr 1111tnl1·gli~rr11 Tril1: /l(,¡, Q(J), /l(s), .. van ..\ji), 
11!-r for J...:: r N11ll nml. 1er~tl111·1n1li-l 1111r \'UU 1li•r triib:n Onlr11111g 

ll.irnu~ fo!¡;t: 

V. JJ111111/ 1/11 ,l/11.rimu/1r11r:r/r dtr (j/t-~l1u1'!) 1\lJ);:;::; O tintkfi1rli! 
vi, lJ/ rw/uvml1y rmil h111rrirl1n1d, tbr)J r1m 1/rr¡ 1J11:nft.y1'1rt11 'ftilrn ron 
il(JI 9rmm .t/11r J"" r 11rJ1hwii1dm. 

IJnr.ius ~1'111irfil m~11 Jmlit: 
\'I /,<( rl1r .1f111im11/1rur:tl r 11" (;lrir/J11119 1!(.11 =.11 tilll' lllr¿r. 

fu/,,, .111 i.•/ .w r11/r111!1r :¡lriA 1/1111 !Jr111tr111/rr lf1111pfflr111n1/r 11 ••• 11tltr 

m jifrr ll111q1/1m/nd1/rrn111mt1/1 !11 • ll/m lirmlrs rmrlir~i1111'l /úr J::;; r 
,¡,,, l/11u¡ilunfrri/r/rrm11w1/r !11 - ~)/r11 lir111lrs. 

bt in~lw~u111!rrr r H, ~11 1rr.id1ll'i111lr11 1lfr ll.1u¡itu11tr.rili•1tr· 
mi11nulr11 jrilrn lir~olr.c von .1, 111101 1bl1rr irrfñllt A in n Trilr ~n.ltn 
t:r;ub. l•t 1 ll 11 = ·I, ~o la1111 jrtlr M~tril \'Írrt•·n lir.ulta 1lun:h 
llm~trllun¡.¡ 1\rr Hl'ihrn a11Í 1l1r Forn1 

11 n n 11 

ºu O 11 O 

011 On 0 11 
<1 11 011 0,1 fl 
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ÍLil 

lsL un:gekcl1rt A im¡irirnit'1v, ,q¡ mils~rn 1lal1rr 11 111 011 , ••• "·• 

aAmOich verschwinúcn, odrr rs nmD, wu ú.mr\hr i~t, ihrc ~111nmfl 

(!.) 

1cin,(alls 
(1.) 

1111+1111 + "''•• :-: r+r1+ ·•• fr,.1 ; 11 

•(1);;; (1-r)l1-r1) ·· (1-t,.¡) 

guetzl winl. In jcdu Puteu1. ri11rr irn¡1rirnitiYr11 )h!ril ¡;i!1l n 1ln11· 

nnch vrrscl1wln1lcnilc}]emen1r. l!'u·~ i'l "·ll1~1i,;~1:1n;ltirli. 1Htm 1l1r 
Matrix A• ier!rglm ist. ht ,jr nl1rr uumlr¡.:li.u, •11 i•l ,¡i. 1111¡•ruu1· 

tiv, weil lr'•j ~ r'" ist, U111] 1b1111 Y1·ml1ninr!rn 111!1' lh1114l11·111r11lr 
XI. JfffePolni:. tinn- pri11,i/icrn M11/ri.ri../¡1ruud11. li1111/11r11!/'j,f11/ 

A,A' ... A' ~trbijlflr, 111 ¡o,/ .1 priir.ú•r. 
Da Jie !ihtrir (J.)§ 4 Jlll~iliv hl, 111 ht r~ 1wrl1 1l1r M.1rm 1:.1, 

1lit. eine tinure Vrrl~nJ1nig von 1\, :\'··· .I' i~I. ll:il1rr Lf111111·11 1111· 
nGrtllcn 

lf 11 , o~:¡ · . n \~¡ 

nfcl1l nl!c verschwinclru. hl a::1>0 111111 i\I .\ ii.1¡mrn11i1·1 •11 i,t 
A• zt.rlrgl1~r. Ptnn wAre .t· u11zrr!rgl1nr1 ~11 w~rr 1li1v ~l.irrit i111· 

primlllv, unJ es wlre 11:;1 ~ 11. 
Sin1J 11.!o umgekehrt .1,.1', ... J' urmrlt•¡;l •• ir, ·'º 11111ll .1 ¡•1i· 

m!liv 1ri11. 

llrr llcivels drr mltn l!Alíit 1lr! S.1rm XI .•owi~ 1ln 11"• :;.11· 
m!X, wonus jr11e sofort fo!gt, l1rru!1t :iuf 1Jr11 fiili;1·Hrli-11 f'l.1·d1·· 
gungen. 

!7· 
f1t A untrrkgLar, fiO ~lncl ilic Grl!Oi·u .1 •. 1(r) nllr ¡m.ilh'. l!:ilu·r 

l11l1en clie 11 lincarrn Gleiehun~rn 

(1.) 11.1.r1+ ... +11,.z.:;;: r1 0 (•=-1;!, •), 

fulls mnn 1·nn tinem grmeiuumrn •·n~tor nli,id1t1 11ur l'i111' lii"m;:, 
und Jarin k~nnen z,, ... z, nllc ¡iosilil· nngrnnmuwn wrnlrii. ltu

sclbe gill von den Gleiclrnngt11 

(2.) ll15Y1+· · +n • .;y. = r,,; ¡; ~ I;!. ·•l. 

Bttr.:irhtrn wir úie n Groilru y1 , • • • 9, nis eint )latrix J' rnn nnr 1·ü1rr 

Zti!e. Eben~o sei X rlic M.1!til, 11·orin .r1, ···:,in rhll'r ~¡i:1lk uutrr· 
ciMmlrr Alchen. lbnn i~t .\ > 11 Ut11l r >o, 11111! clir Glrir!11m:.;4•J1 

(1.)ur1d(1.)l.1uttn 

(J.) AXo•.\ »A~•». 

Sei umgr~chrt 1. einc ~!atrix, 11oru1 in f'incr Sp:1lt1.· 11 l:ro-·Drn :,,··· :, 
1trli~n, 1!ic nll~ nklit nr,¡;.i!i'". 111ul 11iC'l1t a!lr ~utl .•in1[ ll1·~lrl1ru 

r:i5 

ú:mn 11 tilcichun¡,;en AZ = JZ, 'º muB zunlld1•t 1p(J) = n 1ri11. •'er· 
nrrisl 

YAZ = ¡r,11z ~ ,yz = l'i.lZ) = :l'Z. 

llie Mnlrii l'/. i.'t voru rntrn Gr.ult mul l1utr.l1t •111 ilu Gt66i: 
y1z, + .. ·+y.:,> O. M1tl1i11 bt ~ r. llie linmrn tacicltunh'l'll 
.1.\' .- - •X 1~[rr /' .1 . .• I' Li'in11r11 ~1~0 uur 1la11n ri1u~ i.ll)Uhg l1nhrn, 
1lmu 1':11:111r11!4~ ~1!1· 11irl1t n1'i¡Ativ 111ul uicht alle Nu!I ~itul, wcnn s ::- r 
i.1t, u111l 1lnu11 sio1I •111' 1!1il11·L~1111h'n ni!.· 1w1~itiv. 

~uu M'L .1 rn1mli·~!,.1r, nl1rr .I" mk¡;loH. Nad1 pa~srn1lrr llm· 
Mdlu11g 1lrr li<·1l1r11 t11n .\ Li'111111·11 wir 111.\11 

JI,, 11 
11,, 11,, 11 

.~· '- lt,. 11 11 /,•,, 11 

/: 11 lt" ltu /(., 

M·(ir11, uu 1lw Tr1!m.1\rim1 11,,. 1: ,1, · · 11111rr!rsliu •in1l1 11rul /(~ -- íl 

ist, foil~ 2 > 11. 1~t 

H1·~11111111l U1.JU .\ 11111] r. wi1: 11l•l'll, ~n i~l ~111'!1 

,f•.\:.. r•.\, )'A•:::; r•I'. 

Si·i 111, 1ll'r t:r~d 1·1111 U,,, i.ri X1 ila8 Spwm 1lrr rl'llll'n 111, •ll't 
l:niOrn I,. .. · I,, X, il.1~ iln Ji1l~1·111!1•u 111, u~w. l!Autl i)I 

j4.J ~ H.aXJ""" 1.'\., !, Y.11.~ =. 11'¿, 
¡ • 

wn 1 ~ r" ist. !Ju~ rrstl·n 1limr till'idumgen lauttn 

151 N,,.'\1 :::::. 1.11 

u111l 

~ 1·.11.1 ,1·1· ~ 1'.ll.1.\', :;;:,r,x,, 
al~11 Wl'il 1'11 mlc iilir1l 1l1rsn Sn111111•• J',(/l,.X1J .-· ,J'1.\'1 1~1, 

Y,11 ... ~. 1 l',fl .. X, + l',ll,..t 1 + ... = 11, 

unil 1!;1 jr1lu t:lir1l ~ H bt, 1'1 // 11 .\'1 = O, lb1rl1l dir. &l•lrit /l11 1111~ 

tlru G~Ocu r, 11 ~o l 1 r~ttliL l',ll,. X, nns 1!rr eim1 (itf1ilt! ~ y,r,,r,. 
lla 1 1 mul y, po~itiv ~in1I, ~o i~l r,, =O, nlso 

ltu::::O, 11 11 ::::0, llu:;;:n, .... 

Dtmn~c/1 l.1utrn 1l1r zweitrn 1!tr Glrid11111gr11 (~.) 

(6.) lln.\'1 :: 1.\'1 

und 

I \'.11., = .1·,. ! 1·.11.,x, = ,yªx,. 



Ma 

D1R11 =Olit,1011~ du rralf GUe1l 1ll~erSumme 1'
1
UnX

1 
:: •l',.f

1
, 

und mlthln ltt 
Ru =O, R11 =O, li11 =o, ... , 

all¡emon n,, =o, falla • > s 111. º~"' zerllillt 
R11 O O 

A•_ O /In O 
- o o 1111 

"14MMig. 
XII. ürfi!/J ~i.v Pf//.rn; ,¡q,., 11n:n!~11r111 .t'nlri.r, .111 i.I/ ,;, Mlf· 

1fl1nd~url.-.i;OOr. 

Fcmer icigcn Jie G!eid111n¡;-rn (5.) unJ (6.), 1faB jcdcr ckr un· 
tcrkghuen Tci!e R11 die Wuml r• !1al. 

D.1 r eine ein{adic W11m·I 1·011 1\ i~t. ~fl i~t ¡]ir~ nur mfl~lid1, 
wcnn A rinc \'On r 1·crschir1l111~ \\'unrl r' lir.~it1!, 1lrrru rri tr Potrnz 
i• = r• i.1t. Fo!¡;lid1 i1t )r'/ r 1mrl i1 irn¡uirniti1·. 

\\'~nn .1.bo ¡j primi!n' l'I, ''' l•I Jl'•k l'1l(t/ll \'1Jll ,j !UJ7l'llr¡;l1~r, 1tt1d 
1kmnach, 'Hil iLrL~ r'• < ,~ i-r, pri11ntff. Fm1rr :.;11.t 1·~. wir \rl111n 
ohcn grni~t, cine PütrnT. .r, 11111i11 11 1,71 > i1 1i1. /h ~un~r1!rm .t• 
unzrr!rgliM i.11, I!} ist n~rh 1!r11 c1 ... rlr~u11~r11 im l\•'\\f'J•r i)r\ s~1m X 
rinr l'otrr.r 1·nn ,1· Pw1:1 •i11•l 11,¡, ...... 111· /\ 1111,J X!",¡¡, 
~Linib.i¡ 1.r.11irvn. i\1t nlq:.;11: E11t·.11dl111•l; 1·r~1bl •tt!i 1u.d1 <h• 
Hc.~ulL1t: 

XIII. /!/A riTll' :'íf;!/,,,¡,I,. .Jf,r/rir, url'f lwln1 •m(I¡/¡/ 1/ir (;/t;. 

rliunrn A X;::-: r X a!1 a~rli 1/l(' l.frJi!11m;¡m l'.I -:;:; 1 J' ri1V ¡mi1/1rr 

l/JJufllJ, JI) mji!/J A rnll<Mr.1/,y, 11•11/ }r·f" 1m:rrf,~l~1rf 7;;¡ M11 .1 /111/ 

'1it.Ma.rún1dr1'11r:tlr. 

~ 8. 

Wrnn .1 unzrrlr~b~r i':. ''I i•r n1rt1 S.111 IH •!1~ ~Lninnhnmrl 
deríi!rie!iunK A,.f1) = r, 'f < r. [,¡ '/ ir~r111!ri11r ,1111]rr\\'11r1d •'.W\1'r 

Gkic/1un~, .~o i.1t 19·p·7...: r .'-'~i ,I imrrimi1i1· 111111 ~rirn 

(1.) '· •• '" 

:úle Wun~ln von .4, derf'n ~l.~<Jlutrr ílrtr~s g!ric!1 r i~t. D.1 \ r' ! > q 
Í5~ ao i~t A,.(r') \'On Null msd1icdcn, unil 1!.1 

A.J(r')A..i.(r'):; A •• (r')il,ufr'J 

ist, &o lit ~a auc/1 A.afr'J. Mitl1iu l1~l1c11 dir r1 linr.uen Glriclmrigrn 

AZ:: r'Z 

nur eine l.&ung, 1mJ •lmn Etrmrnrr z,. · · :, ~iurl nllr 1·1111 Null 
1•rrvl1irolrn l'lwn ¡,, •l.,. ,,,.1 

Ml 

A·z = ,·.z. 
1lan 

// 1,Z1=r'•Z1, llnZ1=r'•f.,, ... , 

Fo!glicl1 l111t jr1lrr 1lcr unzcrlrgl1nre11 Tel!e ll,~ 1lle Wuneln 

(l.) r•, r'•, ?•,. 

,'il111\ rllr~r. nirl1t nU, ~ldch r", ~o M jr1ln Tr.11 R., lmprimlUv1 unil 
1nill1i11 zrríilh l'iru• l'o!n1z 1·cin .\" i11 rlur gtnBcrr. A11znlil von 'frilcll 
wir :1". llii dir And1! fo Trilr 11id1t > 11 &ein kann, 10 muB es 
rinr Po!tHZ ,\• ¡;1 Lru, 11'11' in butrr ¡1rimi1h·e Trile ml'AllL fünn 
i~l r•-;:; t· = ,.··· = · , un1! fo!~lic!1 1in1l 

IJI 

\\'umln drr lilrid111n¡; p• ~ 1, 

In jr1lrrn u111rr!1·;:l1.1rr11 Trilr R,. 1·011 ,\"ist r• dir gt11Blr. ¡1111i· 
li1·1• \\'nrLI'!, :il"1 •·u1Í1rli. llir Anul1l 1limr 'fcilr iAI 1lrmnad1 gltirl1 
1lr·r An1 .. 1!il ili·r (;r!1l1111 (~ ), 1lir ~lrirf1 r• ~in1!. Wililt m11.n '"Sil, 
11.iíl di1· Ei11h1'ilu1·11r1rln IJ) nl!r !trr Gl11ichung f::: 1 ¡¡enílgrn, 10 
~in1l ilir i:n«ürn (!) ~Jlr ~Jrirl1 r", 11,. h~t hinr. vnn r" venchll'lltnc 
\\'um·I 111111 :i!,,o\11trri ltrtr:i~1 t" mul i<t cl.il1rr rrimi!ll', 

Prr lli·1n•1P E\¡•1.111111 (. 110.:'i:r .11 i11 laulrr 1•rirnitivc'rrile ll., 
mí:ill1, i.~~ C11lglid1 ¡ilrid1 i!~rn ilrinilen Ex¡ionrnltn !·, wolilr clit 
1:r,"tÜr11 (J.) allr 1lo•r f;[1·id11111;:: ;' ::: 1 grníl¡;~u. l.\t dann 111 nicl1t 
1lurcl1 k tcill1.1r, .\<o g!'11i1gr11 1la• GrM1·n (J) nirht nlle Jer Glridumg 
p•= I, 5inJ die Grr10cn (1.) nic!it :lile ¡;lcicl1 r•, istjcdcr Tcil R11 
\'U!I ,,~ im¡1rimiti1", ~i111l 1lic !lnurtdcmcult \'OH n .. alle Null. 

hl ,,]~., m 11\rl,1 1l1irrl1 k lri111u, 511 \'en;d1winilrt 1lir Summc 
Jrr ll.111rtdrrnrntr ~011 .1· 

'• ::: r • t r~ + t r:. 1 :=: O. 

)11111111 ¡,¡ nurh r~ n. ll'r1111 

r,1(1):-,,•+t,,•·•+··+t, 

i.'I. /Jirs íolgt nu., ilt•u Nr.11·10~5d1rn Fonncln 

1.+r,1 • .,+ ... tt0_11 1+111t.::: O, 

fl1•11n wr11n r~ liirr1,···r._, Jcltun lil•wicsrn ü;t, 1oist injtilem Jcr 

111 crskl1 Glictlrr r,•1 rnlw1·1lrr r,..:... O oJer J1 =O, wcil •+A= 111 
i~t. :al\11 • 111111 ), 11irl1t ]ll'i1lr i111rrl1 k lrillinr ~i111I. F11t¡;licl1 ist ~ucl1 
r. ,,,_u_ l11·11111~r!1 ¡,¡ 



', 

~.:"il! 

Jst R!io p itb'1'n1lrinc Wnt71'1 Mr Glrklrnng p1 
:: 1, 111 i~t r' = ¡r 

einc Wunel Jn (ikiclrnng •¡(.1)-:0. Ftrnrr i.\l 

il'J ~, .. ,,.¡,¡, 
un1I milllin i1l r', tl1rn~o 11ir r, e'111c rinr.1dir W11r1rl. lbhrr .1fonmrn 
iliP. Grt1G~n /3.) mit ilrn k 1·rr-rl1ir1!rm·11 Wumln 11,.r li!ru·l111ng f 1 1 
flhmin, un1l ihre Ant~hl jq ;:l• 1d1 k. 

XIV. /Jir r!mrnkl·r~·h<rf,, r~i1(11~n rinrr 1m;11l .. ¡l•1rr11 ,l/,1.'li.r .l .1ri 

'i' (1) e:;: ¡• ~ 11 '1•' + ~···" + 
too 11)o11' > 11 • > • · · i.~/, un,/ 11', •1°1 • · • rtlll .\'~fl rrr•r~¡rdrrl Mtrf. /Jtr 

grfi}J/1 grinrirwmr Diú1nr dn )J!lfrrm:tll 11- 11', 1¡' -11", ... vi k. Is/ 
dnnn k:::: 1, ia i.11 .1 primilir. /.11 nin k > 1, .in ~·I .1 imprim1~ir, A' 
W di111itrlrio1':t Po1'n: rm1 ,\, dir in lnu!tr primilirr Tt;f, (r1ilb/11111li!J) 
:.rrfiilll, uM dit 1\n:ahl dir,w Ttílt i•/ ,./inifnll1 !/tirh k. .Yl:I m1111 

crf1J :-: 1·+a,1•·1+a,1·· 11 + ... + ~., •• .i, H•l = 1·+n,1··•+n,1··•+ . +n •. 

11'1 lu1l rf., (ifl'ir}¡Uf19 -!(J) -:·O rinr p'l$il1á TI'rrr:•I. dir ri11J11r4 i~t 1111¡{ 

uldlJ/ul !JrO.fttr nl.r j,b 1111,fm Jmr \\'ur:,/11. 

llrr ltlttc 'fril 1lic~1·.~ ~.1!z1·~ ni.i.:t Mn 1li u1lirl11tro 1l1r ~1·rini,:1• 
MrH!ihkation, womit sich e/ir Ei¡;r11~d1~fir11 ilrr p!111111·1·n )btrill'll a11í 
lmprimitivc ühr.rtr~grn, w~l11••n1I \ir ll1r ¡•rinuli11• i;-:1111 11ntc-r¡11•lrrt 
sflltig lilcil1fn. 

Dir. 7~ilil n-n' =:.A ¡,1 1lir L!dn\!I' 'l.1lil, 11ull1r 

Jic lhuptrlrmtnt.e vnn ,\' 
oder 

Jic zyUiHlirn Pmil11~tr 11,~nh''·.i" 11 .• 1·011 4 F~Ltom1 
OdH 

die lhuptuntrrill'lrr111i11.,111i•11 41rn 1:rml1•• 1011 ,\ 

nitht almr.l~,IJ v~ncliwindrn. 
Für ir!ieií1leine nid1t nr¡,'lllive ~!ntrh i.1t j1·cl1· 1lu·~rr ,Jr,., 11 .. <1111· 

gungcn tbmit l~uiv.,1~11t, 1lnll r, tlrr rut1• 11irl1t nNli11i1ul1·11.lr J\u. 
cffizient In rp(1}::J'tr,1'"'tr,J"'+· · i~I. 

lat nun A unmleghnr, so In ;\ 11rimi1iv ocl1•r imprirnih1·, j" 
nadulcm .111 un1crlrgbr oilcr mlcghM isl 

Urn iliesr. Untcrs11chungr11 111 dnrin ll1·is¡1irl zn nlilllrru, ~d 
q:f1)=J'-11,wonnid1tNulli~t. für111i1tJ,::O,.t, ·11, .. '., 
nhtr 1, von N11U vmcli·1rrJ,n. N1111 '1•t 

t 1::!,a •. , 11 :-:.!n .. ¡11J., •1· ~"··"'·"··· 
Milhi11 ¡,t jeilu 1yllisd11: l'm1l11Lt 1·011 wr11i¡:a ;d, 11 1'11111111·11 

n.¡11¡)a·,l ·n) 0 =:o:ll, 

Mfl 

Rhcr nidit jt·dr~ vou ti Fnllurfn. Uurtl1 ll11L,tdl11nl:' dl'r Hcllm1 klnn 
mnn lirwirh11, 1hB 

(4.) 11 11 110011 •• n •• 1 .• 11.,>D 

i~t ll:i 11., > 11 i•t. ~n i~l n1, ~· o. 1l;i 11 11 11,1 > 11 i1l, MI l•l a,, = 11, 
cb "· 1 ,.,o,., .'1.,n,, > 11 ;,1, Ml i•t 11 1 •• 1 :.-. O, So rr11·n11t 111a11, 

rl:1Ballr Flrrnr111r11111.111·r-r-hwin•ln1, 111il A11•11.il11ne1lrrt1 ~Jrmrntr. 
,,,., Pr111l11~L~ 1~) F1ir 11 - 1 i•t :11.111 

- o ¡¡ 1111 11 

(

o .,, o ") 
(5.) il - o o o 11 1• 

""o o o 

l.11 ,1 ir¡:;rrull'inr 11icli1 nr~nth·r ~lntrit, uml i.~t wie ohfn r., 1ler 
rl"ltr nicl1l nr.;rli11·in1!r1111r l\1Jeíliiirnt 1·unirf1/, ~nkannjr1lrl11u¡1t• 
untn1lctrri11i11~nll' l.ic·n fir:11lr• mu 11, Jir rnn Null vrn-d1it1lrn bt, 
•l11rd1 Uru•l1·1!1111:; il111·r J:1·il1ru :n1Í ili1• 1:1·•L1lt(5.) ¡:¡d1r:U"/1l wi•nlru. 

§9 
.11 .. lrr 1kr ~ 11111•11,.¡;liarrn Tdl1• U,, tcm ¡\' i.•t ¡irimitir, Mi1lii11 

''' u:, [~"itir, ••1!1:iM f l'i111' i:1·11·i"'' 1:rrn1r fllwri.ll'i.i;t. In rinrr 
1'ufr11t 11111 .!', r111:1 111 1!'' . /' ~ilul f.1l~lirl1 1li1• Teilt. /r:,;;;: /',, 
:1tl1•¡u1\itiv 

~hu fril·· ·lw 'l:ilm \" ,!/ 1·111.,1'11·d11·111I in Sul1111nlrizr11 

(

.1/,, .1/,, 1/,,) 
!/ .11" 11,, 11,,' 

11., 11,, I/,¡ 

l-1 "'· d<1 1;1:i•I '"" !.', .. "' 1•1 l I! .11., 1lw M~triI •In l·:h·mrnlr 
.111• 1l111/~1lou1,:, '"• 111ul 1l1•11 ~¡1,1hl'U m,+l,···Ur,+m11·u11 
.1/ 1,1 111111 1111:11J,t1lurcl1' lcill•.u, ~o i~t !') nuch mtkp nid1t. 
Fut¡;lwl1 ll'r1'cl1win1l1 u .illr llauplc!emcute ilcr M~tri1 ,t/ P, al.o RUd1 
\'UUJl •• /1

0
,. l,11,1/ •• r,/' .. - \',M1htlu

0
,f',,: H,u,,r.,,~.U, 

111111 11·r1I ~ •• -:-11 ¡,,, 11., - u, il.11 .• 11 .. · _ o. 

l•t1l:1l1•r 

(

/.,, l.,, .. /.,,) 

.I·· f." /.11 l.,, 

/.1. 1 .. , 1 .•• 
"' ¡,, 111u~di-t /... u. 
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l 

06! 

11.} ~l•l = 1•+111•·1+011•·1+ ···+a., 
und &llgemfiB lit 

(¡.} •1(1) :;: 1•1 f a,1•.-•+11f•l•I + ••• + 11.1•1·•, 

¡,, 
Aus Jcn F.igmdmncn 1ler unmlrgliurn M.1!tim1 l:u..~1·n ~icli 

•n~loge Eigcnsch~ficn Jrr mlrgl1mn l1erlritrr1. So gill 1\rr ~lite 
XV. bt r d¡, ilfo.timn/1n1r:rl ,¡lltT nirl1f nr1;11lirrt1 Al11triI, ~1 $ilvl 

dit U'urzr!n t/Jll Jl1 tfit 11/1.11)/u/ ~ltirh r .1irvl, dil t.innllit!vn Wrsr;,fo 'in" 
GltithUflij rlrr Fam1 

l"-•'ll"-"11<"-•") .. = '· 
Gcnn.(ít ftbo der ch.mktrri.~ti~d1tn ¡;JricluinR 7/1) 11 rint firf1Bi• 

pr, rlie der Muim3111'11ml, r ~1,,uh1t i:lrirl1 i•t, "' 1•L i riru· Ei11lwiL•· 
Wllf7f.1; 1ltr Gleid11111~ 1!1¡ H cr1111::l •hnn a11•l1 •l.1~ Prn•!n~I .1•1~ 

r un1! jed~r .Po.tl·.~·~rl~nn : 
Ankn1lp(tn1l an ,f,.n Arif.iu: ,¡,., ~ ¡ 1111! 1d, J' 111 ~1wl1 Í111 1·111• 

1rrlrgh.,rc MMrix A unfr1,ur!.111, 1111lrr 11dd1111 H1•lm:,:11n;:111 1!1• ri 

linr;ircn Gleidrnngcn :\.\' - .!,\" cinr IA~11n¡¡ li.1!.1•11, ll"nt111 r,, J. 

=lle ~O, ahrr nichl .illr. -- I! •i11ol kh .~d1r•'ihr di1•w 1;11•1d11m::• n 
in tlcr Fonn· 

l.uX, :::- .x .. 
l.1,X1+ f.11X 1 ..:: 1.\1 , 

(l.) l. 11 X1 +l.,i-titf.11.\", :..: 1Xi. 

1 •• , x,+ r ... ,x,+ '·-··'·' + r .•• s. _ .x •. 
Sel r, 1l1c )l.uinu1lw11m! ilrr 11n11 rlr¡;li.111'11 )htrÍ\ !., .. l•l 1fa1111 • 
hincr 1ler llr<.iOen r11 r11 · ·r. ::1iirl1, $il i•l n.1d1 tli·r rt'il'll ¡;¡,.;. 
c!nmg X,= O, 1lann nMli 1kr z11rit!'n X,= o, U.\11". 

Frmer l.!t bci cincr nicl1t nc¡;ath·rn 11~~11n¡: X i11unrr rut1HclH 
X.= O oJrr X,> O, tl.11. \"OIL 1ln1 lfolic·hnnlc•n, 1]i1· 1!;L' Tril•)"'h·m 
X, bl\Jeii, kOnnen nicht cinigc = O, ;indm > O ~rin. llrnn i~l ~ > r ,, 
solst 

(1E.-J •• ,¡·•= ¡1 
cine po.'ilite Malrii unJ 

(2.) X.= i•F..-1 ... ) .. (1 .. ,X.+ ··-t 1 .... .,X,.,¡ = l'l, 

WO z~o M. x. l1estehl al~1¡ nus di·n lirllOen f p,,.:4. ll;i ~M~ 

p.a >O Lit, 50 ist X.> U, nuBn 1nnn l.= 11 i~l. ll,11111 bl J. u 

lst abrr 1!r,, so .el J', cinc pnsitil·r f/.sun.~ 1l1•r t:lr1d11m¡; 

1·.1 .•• ;; r.Y •. 

... , 
IJ:inn U.t 

(¡.) l',(1 •• , X.+··· t 1 ...... .1' •• ,+(•.-•).1',) =U. 

al..n 1\11l'.>llM111111 jf1lcrSmmn•n1l?.ll lst., 

¡4.) r .•• x,::.: o. r .•...• x., =o, fr.-•).\'.= o, 

mitlii11 

¡5.) .\. = n,11tnn1<r, 

i5t. bl ~11rr '== r., ~ fol.i,1. -u.~ {4.) u1nl 1ltr ~ltn Gleid1ung {l.) 

! ... X.=-- r,X .. m11l •l~l1rr i~t rnllrn\1•r X.= O mltr X.> O. 
Sollrn nun ~!ir lilrid1u11¡;l"n (1.) rine nicl1l nc,i:llliYe IJlsnng hll1cn, 

~o muB cinc .\rr Wum\n r,, r1 , ••• r. gki~h • M'\n. Sln1l et mel1rtl'f', 
.•o Lczr.idmr ir11 im í11l;:r111lrn ~tris mil r, 1lie, 1\rrrn l111lr1 A nm 
¡:1tJfürn ¡,l. Wnrn 1b11n 

{6) r, :· r,.,. r, -~ r,. 1, .. r,>t, 

i~!, <n l1~lw11 ,J,r r:lr1rl111n¡:1·11 [1 ) •·rnr nir!1t nr¡;.11i1t' l/1Ji11n¡t. (l~l 
l. -- m, ~o f.i!l1·n d1<' J\rdin~1111¡:r11 !6 l wr,i:.) O!'lm mnn ~~11~ .\',=O, 
... .\',.,==u nn•I \\~h\r fiir .\', 1\ir Jlll~iti\·e IA~nn¡; iler Gltid1ung 
L,,X, = r ,X,. [).inn rri:i!it ~ich ~11~ 1\rr (A+ l)trn Gl~iclnmg {!.), 
wi•il .1 > r,,, i~t. 11~r!i {l) rinr ¡;~nt. l1r~timmte Malri1 X, .. , di~ 
>O 01lrr -· (1 i~t. :111~ 1!rr {J.+ Z)li'l1 XH, usw. 

~:, i~t ml\¡;lirh, 11.iG 1li1• l:lri1•hun¡;rn (1.J 1md1 Lri iinclmr An· 
onlnun~ tll'I fi!l'írliun~rri 11111l 11rr Unlirbnnten X1, X,, ... X. dirscllit 
t:c~t.,lt \1llirn, í.111' n~rn!ir!i rini!jr rlrr ~fotrizrn f,.a (~ > B¡ Null 1i1111. 
0.1nn ¡;r11ii¡;l r.1, wrr1n 1lir 1!1•1Jin¡;ungr11(6.) ffir irgrntleine dcr mng. 
!irl1rn ,\nnri!n1111:.;rn rrfíilh ~ini\. 

\\'rnn ~ir nl•rr fiir l1·m1· rrííilll ~ir11l, Ml l111hrn die Glridumgtn 
:\X~ .c.\', wir id1 j,.hl 11·ii;,.11 will. hmr l/1~11n¡; t!er lirtratlitettn 
,\rt. llrnn 1011 1li·n .\bhur11 X,, .r,, · ·X. m11G miru11·strn§ 1·inr. 1·tr• 
$rlJwi111kn. Snu•L f11lg1 ~u~ iJ¡·r t'l:.11·11 1:1t·irl1ung (1.) .1 = r, 11n1\ ~us 
(5.) ~~ r,, · ... > .. r., 111101 ih·mn.wh ~iml 1!ic llr1lillh'1L11grn (6.) (~pite• 

~\•'113 íi'ir A= 111) rrli11lt. 
hl uu11 11111fid1 .. t X,-= O, bO lnutrn 1\ie lilrid11111gen (t.} 

/,n.\1 :1.'i1, 
¡¡.) /."X,1 l. 11 X, = 1X1, 

bt }, I, ~c1 i>I ~l'inr 11,·r t;rilfü•n r 1, r,, · · · r., gll'icl1 1, unJ 
fnl~lid1i>1.\' 1 u, X, 11, X.::::11, 1~111hrr}.>l,M1¡i1ull1d 

hmcr 1lcr mi1~lid11·u A1111nl111111gl'n 1lrr 1;1rnlu111gc11 (7.J 1li~ llc1lin· 
gungrn ¡ó.) 1·rfülh. fl,1 11in· ~fohil 11ur ftn~ m-1 Trilru hr~1d1t., sn 
kf1111w11 11·ir fiir 1lw.11• 1;1t·ic111111~r.n 1lw Lclm111•td~ Umhliruug ulmn 
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1 Acerca de las matrices de elementos no
negativos 

Georg Frobeniusl 

Sitzungsberichtc dcr KOniglich Preullischen Akadernie der 
'Wissenscl1af't 

456-477 (1912) 

En nü tnilH,jn Übí:r A/atnzr'11 uw. ¡mslln•t•n Ek111cntt:tt. Ada .... (Sitz1111gs
bt•rid1tr>) J!Jll8 _,. 1 !Jfl!) (las 1·ua)<":'i 1·i1an" 1•11 acl<•la11IP cn1110 P. I\I.) dt-snnnl11"· l1L.., 
propit.!'<lad<'!-. di' la.-.; 111atril"<'!'l pnsit ivas poi 11u~ljo dP ln.s evali1ndn1u":S d1• lí111iff~. 
1·011 ]cL-.; 11101lili1·;u·1011«"s llt.'1"1'Sill"i.<L"'. JHll"a 11·;L-.;ladnd1L"i n. l•L ... 110-IH'gafÍ\"óL">. l.IL"' 

ülthn;L'> n•cplll'ICll ,¡,.tina i11vestigacii111 11111cho rn/L'i prof111Hla. Lo tp1e• l11• 1!1·~-

1·11hit•1·tn 1•11 1·l 'rl l. Jn lit> rratadn r11 t°!'>IP trabajo. 
ll11a 10;111 iz 111 ... 1u·~al iva A 1•s i111lt·si·o111po11ibh•. si r·;L'>i Indas fas 1uop11 .. l:1el1"" 

dP l<L"i J1Hlf1·11·1•"' positiV;L"i Sl' 1·111uplt·n (l¡.:J) Sr'1lo sir· t~"i la raíz 1111sith:a 1ua.n•1. 
n In rníz 111.'i.xi111a dr· :-.11 t'<·1i;u·1ó11 cara1·f1•ríst ica op{s) = IJ. ('J1tn111·t~ PI ,·aJ111· 

ahsol11to dP 1·11alc¡11it-r- nt.ra r·aiz 111111ca 1u1e>clf' st~r > 1-, pp1·0 sí pttt•dl' sc-1· = 1. 

~1i11c;::::.l,~lllr;~;\.;,';~ 111~' :-.~~ 1 ;·;~;::t~ :·ts,.~:o;.-;:.-1.11 l':-.7n111. i~1·11*~· a s:·;11<';;L._'·1;~<:~~ll=•l·~::1:ll~~I ;:~ 
t>t·Un<"iÓll p" =l. 

Si k = l. l'l!fn111·t•s 1Ja1110 n la rnatriz A prnu1/zuu; pero !>ii k > 1. t•IJl<>Jll"f'S 
es Hll]J1-Z1IJ1/11•r1. ,.\hora hieu, ra.d.il polPnda rll' 11nn rnat.riz priiuilivn PS 1111P

vanu.'nfr pri111itjv¡1; ¡1t•1·0 sólo JHt.ra 1111a (·i1•rta ¡1ott~11<·ia 1lü 1·;ula 111ut clt• 1•IJ1L' 
<~ posith:a. 

Si A es pri111itiva. t•ut.onces A"' 1T111sta. de rl ptntes itT(_•thll'iblt~. dn1ulP 
d c!S el nui.xi1110 t·on1i'111 divisor ch• 111 y k; 1-c:111ivalente>n1c•nt.eo. A'" st> th-s1·0111-
pone c·o1npJPta11H'11fc'. L:.L.., f1111cio1u~ nuartl!rístir•L.., de• lcL.., s11hrnatrit·(>s st• 

disti11g11C'11 sólo ;l trnvl•s dc> potend1L"i 1lt• ,o;. 

La nratriz A' ('S Ja potencia 1níui1ua de A, cuya.o; partc.?S iudesc·or:nponibh-s 
son tocias p1·i111i1 h:cu;;. EJ n1Ínrcro dP est.;L.., partes es igual al del <'Xponrnf.t> k. 
s; 

es la fnndón l'anwt t>ríst.icn. de 1uut. de PSI <L'i k part.~. eut.onces 

1Ln trndurdóu tld al~1uñn de todos lo..; nrtkulos que npnrecen en esto.• npt'indice fu~rnu 
hechas por d 1Httor dr ostn tc:.is. 



~(s) = .... + "1·"'"- 4· + "2·"'"'-:.iJ..· + · · · + u. .. .,s"-'""" = .... "-"'ktl•(sk) 

es In. f11nrión t·anu·tpristh·n •le A. La ni.iz 1ruixin1a r 1 clP Ja 1•1·1uu·ión 1/,l(s) = 1). 
t•n '·n.lor nhsolnto. t-s 11u1_yor q1u• tocia .... las <lenuis rakc.....-.. 

En !i l l '"XI it•111l11 la i11v•'!'I ig;ai·ión ~u·pn·a ele las 111a1.rirt-s th-sc·o111po1tihh~s y 
Cll §12 lllll<"!StJ"o <JlH' 11111\ Ulntriz t..a.I p1tPdP dt?:-><"Olll)lOllCJ'S(' sol.a.n1c11t.<~ l.'ll llJHl. 

t"}ase: Pll partt-s i11dt-st·o1upo11ihlt..~. Con ello, n-suha tlt• 11111d1a nt.iliclad c-1 
1.corc1na soln·l' 1lt•1t>nnina.11tP.s: 

l. Sr Lo.o; 1•/i·1111·11tn."' d1· 1111 1h•lf•77111nu11lc tlc 1i-r• ... n/ln !Jf"tHÍo .-;1111 n 2 11u1-,al1l1·,o, 

1n1lt.·11r.11du·nl1· .... t'11tour1· ... _..,. c: ... 1abl1·r.1• q11t: fll9u1111.'> ... uu 1ndo ... y qut=. rulr~7111Í.o;. 

el 1lct.c17111111111ft "" _..,. an11/li zdr'ntu·1n111·71/.c. 
Eut.onct•:-.. ha,\" 1111a fn11citl11 irn"<lnc·ihlc• a no st·r qnt•. pa1·a una l'lLÍZ 111 < 11.. 

t.odos los t•h•t11P11ln:-. ~1· a1111lt•11 y ll'llJ.!.1111 l'll <·01nú11 lo:-. 111 1<·11gln1u-:-;, t'Oll 11 - 111 

rol1111111a.-.;.. 

Si una 111a1riz •-s ~h· 11-fs11no J.!,nulo. ron A > O y r¡.,, (1u :S 11) la raíz. 
ni:ixirua tll' la t'"t·11a•·i1'111. t•t1ln11t·t"s 

1 

:-"" + ·' 
A,,,= ' 

-u.,,1 

y q 1 < I/".! < · · · < r¡., =,. (P.1\1. ~l}. Si A <>s nc-gativa. <'J1lo1wt•s si c11111ple11 
las clesig;unldatl<'::l 11<• la 111is1n.a 111n1tPni.. a través dr una t'!'>li111n.t·iótJ. que es: 

De <lon<le s<~ de<l1wc.• 11. cu c:aso de qne A ~ O y si r srn:i. la raíz ltt1ixi1nn de 
Ao 

II. Si un dr.tcnn1nantc pn.nc.."lpal P(s) de A(s), para ... = r. se anula, en
tonces se anulan tarnbién todos los determinantes pnnC?J>ales tic cada gnulo 
de P(r}, entonces son postlivns. 

Si A > O, cut.onces la.o.; .,, <'t'lH\.dones lineales 

n4. 1x 1 +··· +n ...... x ... = rx" (K = 1,2 ..... n) 

547 



soln1ncnt.P 1 iP11en unn. solución, en el t·a .. «>o dt> qttt• npan .. .1:1·n 1111 fac·t.or c·o1n1h1. 
Estos puedPll t>IPgirsc de t.al 11Hl.nera, qttP los valon-s 1IP hL-.; indet.(~rnlituuhL-; 

senn t.odos positivos. Pero tambif~n. si A ~ O. t•n10111·ps sP p11Pt.lcn sat.is
fn.ccr c:->t.1Lo.;. t-c·11ario11e:> por nu-clio de va)on-s qn<' 110 s1·01.11 llP~at ivos ni t.nclos 
nn)os.{PH<!S si sn dct.crnliniu1te es A (1-} = O. ento1wcs una dt> 1•.st;L<.; f-c·nacintu"8. 
nlhrttnn de 0-1":->itno brrado, una !'l11r1>:Siñu clr.• hL-.; TI - 1 carnhian. :--·se• p11ed<•11. dt• 
nqni. 0111i1.ir} St><U1 nhorn. hL-.; t"(·nadoucs res1.nnl1'!'< (C"fr. P.!\1. l¡I ): 

-u.,.1:r.,1 - · · · - (u,.,. - r).r,, = o,.,,.r., 

Si.. a pa11i1· dt• la (~·11adón [J( . .,) = O. :-;h·11d11 IJ(r J '""11 d1>l1•n11i11a11lf' . ...- '/ 
raíz 1111i.xi111a. 1•111.onc-<"!-> es r¡ ;;; r. Si r¡ = r·. por •"llll~ii!.ttit•Jlll" JJ(,-j = 1). 

1'11 1"11\."0 l"iL .... IJ ;o.I' hat•(' .:r., = o. [)I' PSI a tllalll'J";\ :'>I' .. 1.11 .. 111·t1 "' - 1 l'C"lHtl"iCHlt~ 
linc•al;-s bo111ogt'•nP•L<.;. Pllll"<' )ao.;,, -1 i111lt•t1•rnu11ada~ .1; 1,. •·011 )a 1111~111., 
Jll"O)>it."<lad lJIU' j¡L<.; n ('C•IUU·iOIU":'> (J.). c·u11111 ...,11 llÚlll•'I" ,.,_, ~11);\llll'llll' 11 -

1. <'111011<·1-:-;. ~" ptu-clP s11po11t•1· <Jlll". pant la 1••·11:u·i••11. l.i .di1111.a1·1c"1u .va 1~1 (1 

de1nost nula. 
PPrO si r¡ < r. t.."ntonc<..-s 110 solauwnt.t• t•I d<•fl·1·11ii11a1111· IJ(1) > O. siuo qttc.• 

t.;unhi{·n lia:--· (1·01110 lo tllltPstrau l•L"- d1~i~ualdadc-:-.) ~11~ ~•1l11fr•tt.•nniua11tt":-i. 

D ... .\(r) ~O St• atinna cn.t.0111·t'!i qtH', si .r., = 1. 1'1110111·1~ ~" 1c·nd1ü: 

L1(r).r~'1 = L B¡lr(r)a.,.,, ..... D(r).l",¡ = Í:: /J, ... (r)t1.,.... 

Poi· tanto . .r~" ~O, .... x,, ~O y :.r:0 >O. 

§2. 

A 11nn 111atriz o det.crn1inant.c- de- grado p + q la lla1110 dc:-it·o1np11c->sf.a o 
desc-01npo11ihle. si t.odos sns cle1nent.os st~ 1u1nln.11. los ct1•t.lt>s t iPllt.>ll 1' renglones 
con r¡ cohttnlHl.."i y sus índices ele índi<"cs son ("Otnp)PJnt•ur arios n los JJ rcnglonc:-; 
(pnra c-01nplc>t.a.r 1, 2, ..•• 1' + q). Bajo los pq clct11P11tos (cuya nunlnl"ióu 
condidona la tlcsro1nponibilidad de In mnt.riz) no apn.rc"('f>. por t.nnt.o. ni11g1ín 
elcrnent.o prinripnl a.\..\· Sen, por ejemplo: 
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y s<•nn P y Q nutt.rices tlr grado p y q, con ¡J rcnglonc>s y r¡ e-oh 11una ...... : :-.· U 
1111n rnatriz <le q rcnglonrs y 71 <'ol111nna ... 'i. Ent.011<·es AS<' d<~•·r11111•n1H' t•11 Iris 
pnrlPs t·n111pll.•111t!llt.arin ..... P y Q. si U =O o V =O. Pt•rn :-;i U =O y V =O. 
1>111.n1u·t~ A se lhunn t:o11111l<'lll111r.11te d1~sr.0111po11ible f110/L .. t.ij1ulzy ..:t·1/t·9lmrJ. 

E."''º 111i:-;1nn se t•1t1nph .. si A p1u~le t.ra11sfo1·11uu·st-~ t•n ni ra rnat riz pnr 1111•1lin 
dt• 1111 J"l'Hj!,l'llplltllil•Jllo dt• los l'l'llglnncs y 1111 COITl'SJ>Olldit·nlt> l"l':IJ!.l"lllJHU1it·1110 

dt• 1·oh1uuHL'-i. t•11 a.Jg;1111n fonna. Una prnu11t.nrió11 <"OJ.?.rt'i"li<•uft• tal. dt· 1·1•11-

J!.(011t-:s ~· c·t1l1111111iL'i, t·¡unllinr;\ lns Plt•rue11t.ns pri11t·ipnl1-s y los <lc·11i;L .... t•l<•111t•11t11s 
•·011j11g;ado ....... 1·ada V<•z q11t• Pll In SIH'(~ivn M' hahl0 dt> 1111 <'nt11hio d1- 1<·11µ,ln1ws 
dP llllH lltHI riz. 

Si 1·:ulll una dl' las pan<~ n ~11h1nat.ric·t>s p111· 11• s1·~nirsi• ih~c·1111q111uit•111ln .. 
t>nt1u1c·t-s 1:1 111ntr-iz tlc·I 1l1•tt•n11i11a11t.l•: 

(l.l 1 ~ ~ ~ 1~ IPllQllR! 
'\V O R 

st• p1u'1IP ch'.!->co1npo1u•r 1•11 t n-s parles, P, Q y R, y hL'-i 1na1.ri1·t~ 1111);L-.. ¡1111·dl'll 
s1•g11irst• tl..--sco1nponil•11do 1·ada 11na, en parlCN d<'sc·o111po11ih)Ps .. a la i7.q11ii•1·ola 
o a In dt•n-·1·ha dt" la diaJ!..011nl principal.. Por· JJJ('i"lio dt• 1111 1·i·¡u·o111culfl di' 
1·pugln11l's. St' p11t'1IP ll<"\·ar1a 111atri7. a. la fonna: 

p o o 
'\.V R O 
U V Q 

Q V U 
o R '\-V 
() 1) p 

!'.:ii11 11t'•1·d11la dt• µ.t•11t·1·alidad. se• p1wde adrnitir la ('n11dwió11 dP la ilt•finii·11"111 dt• 
d1-sc·n111po11ihilidnd para ) los <~IP11tent.os que Psl.ün a la dPn-c·ha o a la izquit•1cla 
dt• la diaµ.oual prindpal. 1·11ya nnulnci<-'>n dt•t.0r111ina la dt.•sc·on1po:-..i1-i011 dt· la 
nmtriz. 

§3. 

A t"S. co1no sic1npre. uua 1nu.t.riz no-negativa y dt!S1·01npo11" t•I cl<'IP1·11ü-
1HU1te A(s) eu partes: P(.<i). Q(s), R(s), ... entone~ Sl' debe• anular 11110 dP 
estos fart.orcs. Por t.anto. 1111 dctenninantc priudpal <le A(.s) se dl'hl' ¡u111la1· 
parn. s = 1·. Al revt.'>s, se c11n1plc el t.corc1nn. 111: 

111. S1 un dctcnninantc principal P <le A(r} se anula, ento11rt: ... st• ,[e_ 

.o;r.ou17>011.c A(r). Si, adeTnás, ningún detcrrninautt: principal tlr I' _.,,. onu/u. 
t_•nl.unct:s P es una de la.'l pa1·tes indescornpontblcs de A (r). 
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St~n P = A,.,(r) y St•au [>.,A (1-o· • ..\ = 1, 2, ... n1) Jos s11hdt-l.t!rrni11ant.1.-s ele 
g;rnc.lo (rn - 1)-r~ ... uuo de P, t•n donde, rorno siPrnprc•. P .. ., > O. Si P = O. 
ent.oru·cs P ... ,.P,. .. = J.,,...,P,.,.: 11or t.n.1110, no es P,.,. = O . fh~ lo q11c seo drfhu·p 
CJHC P ... ,.> o. 

0<? nq11í se~ puc..-len ti.iltisfa<'<'I' J;L'> u1 L"<·1uu·io11t~ li1u•al1~ 

01 .. !/1 + · · · + u.,,,.!J,,, = ry,. (H = l. 2 ..... 11) 

por ntrdio <I<~ "\"01.lnrr.s, los t·11ah-s tculos so11 positivos. Sí Y l':-> 1111a 111•Ltriz 1lt• 
sólo 1111 rc•nP,lón !Jr. !J:t· .... y.,,. t•1110111·L-s S<' plH'fl1· to:-;1·rihir f'sfa <•1·11;u·ic"u1 Pll la 
fon11a YP = O, 1lo111h• P 1-:-. ;duna In 111at.ri;i; tlt•I 1l1•11·1111i1u111lt.• tle11on1i11;11lt> 
A.,,(r). Asi111isn10. s1• p11i>dt•J1 t'MTihir l<L'> u 1'4·11acio111·s 

(/.) ........ u .. 1J1+···+t1,,.,.1·.,=r.r,.(t1=l.:::? ..... fl) 

bnjn In fonua AX= rX. ( "11111n ~lt'lllJ>l"I'- X t'S 1111a 11111111~ dP 1111 sólo J"l'll;..!,f•i11. 

en do1ul<· liL"i ,, t"Hlll iclad1>s 1111 lll'j!.HI ÍVOL"i .1·¡ •• l.!· .r,,, 1•st<i.11 c-olo1·ad;L-... lllHI 
th•h .. jn d<• In 011·a . .! Pan111111:-. H X <'ll U y Z: ) U 1·011li«'JH" l:L'> ca11tidad1-s 
.1·1·-'·.!· .... J"0 , • ...- Z liL-.; 1·a11li1loul1-s .1,., .... 1 •.••• J·,.. Si 

PllfOtH't~ l'XJ>I"<'Si\lllO.s l•L"' t'4·11;u·in1u-s (J) l'll In fonna 

PU+ LZ =O. 
l\1U + NZ.= o 

Eut-0m·<s ~l.· <·nmplP t'Oll Y(PU + LZ) = O pon¡1w YP = O. Y(LZ) = O·" 
ent.ont'l'8 V> O y LZ ~ n. LZ =O; por t.n.111.0, 1n111hit'.'•n PU= n. 

Si x,..+ 1 ••••• x,, {sou todos po~ilivos y, por f.;uito, :-.i Z >O,} c.>Jll.ouc·t~ L 
= O. p11cst.o qne los Ple1n1.•11tn.s dt> L son t.o<los nt.•Aath·os o nulos. (Lo 1ilt.i1110 
se r11n1ple 1.:u11bié11 para M. p<'ro no para }¡Lo,; rnnt.rires de." Ja.<; dingonnlcs P y 
N.) 

Si. por el t·ont.rario, toda."> llL'i cnnt.idndcs .1·,.,+t· .... .r,. son 111tlns y. por 
t.ru1t.o. Z = O. C"nf.ont·<>s no todns las x 1 .... , :1:., .son nulas ni snt.jsfn.c-en In 
ecnn.eión PU = O. Con10 <':-otos sólo t.ieonc>n 111Ht solurión 1ínicn.. cnt.011t·ts 

U > O (porque )ns rnnt.id:uit-s P,.,. son t.oda.'i >O). Ahora, si MU + NZ = 
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O, cut.onces Z = O, U > o. M = O. PPro. si L = O o M = o. Pnt.01Wl'S A (r) 
s~ <lcsr.omponc- r.n dos pn.rt.cs, unn d<' Jn.s t·11alt~ 1-s P. 

Finnlrnent.c. scn.11 Xm+t· .... x •• ln.s rn.ntitla1h'S <lnndc alg1111a.-.; so11 11111.11...~ y 
las ot.ras posit.iv11...-.. Entouces Z constan\ dt> dos SC.."<"<"ioru:-s, V y W. ch· 101...-.; 
t"HHh'S: o hicu V = O: o hie11. W > O. Si seo dividen L, M, N 1•11 p;U"h":'i 
corn~pondiPnta.;. entn111"t"!-i. por 1111 JPonlP11anii1•11to dc- n!np,lnnt•s. :-;1· JHU><ll" 
lh.~gar n.: 

( 

p Q R ) 
,-E - A ~ P' Q' R' . 

P" Q" R" 

<'ll tlon<le ln.s N"lHU"iOIU'S (1 ) )lL.'i llt•\."<UIHIS 11 la f111111a: 

PU + QV + R'-V ~ 11 
P'U + Q'V + n·,v = C) 

P"U + Q"V -+ R"\V = ll. 

Lo n:1ostrado nn·iha d1~1·0111po1u· la p1 i11u·1·a 1"t·1uu·ió11 cu PU = O y QV 
+ RW =o. Ptwst.o qm• p• ~ o. R'~ n y u·~ o. C"OI} w > o. t•Jllnlll"C.'S. Pll 

pa.-t.ir1da.r, P'U =O y R"'W =O: por ta11t11. n· =O. 
Si R =o y n· = n. «OJlS( .. "lH'llfl'llll'Jll<· ..1(1) st• d1~1·on1pn11l' 1'11 fR"I y 

T() 
1 

p Q ; 
,. = P' Q': 

Como In. llHl.1.-iz dt' PSf<' 1ll'l<>n11i11a1111• 1·1111t11"11<• n P y L..,.t.1\ t.a111hi1\n <"Oll

ft.>ui<la en 1·E - A, e11t.01H·Ps 1· (por<•) ft"C1n•111a ll. t•JJ §1) es Ja 1·aiz 111(LXÍllHl di? 
la et·uadón T(s) = O. En T(r) st• anula <"I dt•t1•r1ni11ant.e prindpal P. d<• 111.

fr . .,nuo grado. Finahnt"'Hh•, el J?,nulo d1• T( r) 1-:-. 111t~t1or que el ele ...-1 (r). [)p .aquí 
podemos considerar. para T(r), el tt'Ol"l'llH\ c·o1110 dcniostnulo. Pru t·n11sig;11-

ie11t.e, T(r)se desc-01upone t.•n pn.-r.es; 1111a. dl' <'llas es P y, c·o11sif!,HÍf'Jlfl'tlll'lite, 

váli<lo parn. In. 1nisn1a A (r). 

Si A es indt~con1pouiblc, entonces 110 S<• nnttln ninguna <11.~ )01...'i <·ant.i
<la.des A 00 (r) y, por t.nnl.o, res nnn. r:úz siruplt-. de In. c..or.unc-ión c·1u;u·tcríst.icn 
t;)(.s) = O. Si, al contrario, niugiín dct.crntimu1te prütdpnl de (n -1)-ésuno 
grn.cl9 de A(r} se m111)n, entonces A es in<lewomponible. Corno tPncmns qnc 
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A 0 ¡1(1·)Aµ,.(r) =A,..,(r)A1111 (r). e11t.01w1~ t.n.rnbic!n A .. o(r) >O. (Si .A,,.,(r) = fl 
y A;::10(7•) >O, PJlf.om·Ps, siruiJnrrncut.c, A .... µ(s)Au,,(s) S<! nnula..) 

La rnntriz a.dj•mtn B, cft~ rE - A, f.tunbién ~ posit.ivn. Con 1~0 S<' ,·1u11plt-
11n f<-'On•rnn •uuÜoJ..!.o ni de] de ~J1L"id1ko, de In. teoría. de grupos, a sah<·1·: 

eu dond<-' 
(l.) ......... n = .p(r.A) 

es 11JH1 f1111,·iñ11 PJlf<'nl d1• A. 1u1a co1nhinn~·ió11 litn.•al <l<> Aº.A1 ..... A"- 1 l1Js 
1•l<-1111•11ros tlt• A"' !"><'a11 a~'".~. 

I\". En uno. 7THJ.fnz intl1-.-.co111poniblc~. po1· rnnyuua 1·/cr.r.uJ11 ... ,. 7111n/r·11 ,,,,. 
11/,u rr1111plr·t111111·11tr· /11.'l 11 ,.011tulnrlr..~. en lo.'> índu·r.,..,: 

/11) (1) (:ll (u--11 
" ..... 0 ... 1·" ... ·1·····" ... 1 

(110 p11r·1lt· _..,., .-1 ... 1( ... ) =O u/1:11111:u11u~nt.1). 
J)P In c·nnt rario. SPl'Ín t•I f'h•11u•nto b,.¡1 = O, n1it•11t nL."i qnt• h,.;1 = .-t. •. 1( ,. ) · fl. 

Eu 1111a t11atriz dc~c·n111pn11ihh• se• pnr<IPn. siu t•1uba1·~0, Pll'gir n y,"/ tnho:o-.. q11t• 
a!..,~l ~t· n1111h• para t·nda ,.a.Jo1 11<• k. cu donde, A .. a(s) S«' aunln itli·u1i1·nuu·11r1._ 

Alio1·a. si 

PllfOIH't!S 

(
p .. o ) 

A.,= L" Q""' . 

En cnda purf.e indcs«mnponibJ~ P(s),Q(s).R(~) • ... <le A(s) (In <JHP pm·n _.., 
,.. Sl.• Ira.ni c·pro). Sl' rnuJ)a. solmncnt.e el de pri1ncr ordeu. 
De nqní ~ signr que: 
V. A fin de r¡uc la roíz rruLcnna r de la ecuación A(s) sea una de 1uulh11h

cid<11L k, es necesarzn y .•n1fictcntr. que se anulen las partes indcsr.nrn¡,,11ublr .... 
de A(~.,): c-.cllctarnr.ntt: k, JJ<J.7TJ. ... = r. 

SP concluye f{Lrilmenf<" cpu•: 
VI. St r r~ ... la rru.·z mti.:r.nna clr la ecuacuJn A (s) = tJ, una 1uíz tlt: 11111ll1p/1-

ctdad. r.nton1~1· . .., c.••: o lnr.11. 1yual nl Tri.aynr tle los clcrnentn.~ 71nur.ipal1:.••. u,. .. 
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; o bien, r.n <:ud11 11111' tlt! (,, ... dr.tcr'1tzinanfr.."> dr (n - 1)-é.<turuJ 91nrlo ... e 01111/0, 
]Jttru ... = r, u11 1/1·t1·1-r1u11u.nlc ]Jrt.ru:t¡J11l d1_• (u - 2)-és1mo ynulo. 

Si cu pn.rtic·•ilnr r =O, e11to1wes S<" a1111lan lns ,Jct.c>rn1i1uu1tcs prindpnh-s 
t"IP ,-nda p;rado d(• A .Y. por t.1u1t.o, A SL' ch"!'wo1upo11c en n part.c'!i de prilncr 
grado.Si.,, = ·l. por- t'Jc•111pln. <'t1l.0111·1~ (·:uln. 111n1.dz <.h~ runrt.o v;rn.do puede ser 
IJ<•vacln. por uu"<lin d" 1111 n•arornodo d<" n•nJ!.lunes, n la fonna: 

o [) o o 
fl'.ll () 1) 1) 

":U ll;.¡:.- 11 () 

"'º "·l:l "·'·' o 
pc•1·0 si tocios )ns p1nd1u·tos son cidit·ns: 

Si r¡ <!S la 1·aiz 1111ixirnn de" la. C'l'IHtció11 A.,n(s) = O, c-11to1u·c--s q ~ 1·. Si 
oc·11rrc t.n1uhii•11 c1111• ... > r. c•11to1u·c'S ... > q y. por tnnf.o, A 00 ( .... ) >O. Si 1' tiP11r 
•~I 1nis1no ~iµ,11ific·aclo 'l'H' t•J1 P.!\1 .. §1, c•11to11c·1'S s1• r1unple C'I fc•cn·PnHl Vil: 

\')), C11u11do .-1,,_,( .... ) (11 7'o .''/) ¡mnl u11 1•u/01· ... > r (o /u111b,,;11 . . 'to/o Jl"'" ... 
> 1') es 1111/0. ,.,,,,,,,,.,._.., ft1111lnt•11 ... ,. unula. 11lrut1r·u111cnlr. A,,,1 ( ... ). 

Sl•n. p111o;s .... :;;.-- /' 1111 valor c·11alq11i<•rn. c·c11110 para todos lo!-> valnn~ 1·rrc·auns 
a A. 001 (.s). para ... = ... 11 .• ·\l1nra. i-;1 

1

-nn.< -u.,, 
-n..,._, -u..,.,+ ... 

-.-1. .. ,(.'>) = : : 

-a .. a -a.,., 

=~:: 1 
-o .. ~+ .... 

A 0 o(s) r.:. 1nu1 s1unn tle n -2 dcrenui1uu11es 1lc> (n - 2)-ésiuio grado. A.,(.s)+ 
.•. +A.,.(s). <'11 dondP Jos dPf<'rtnina.nt.cs prirwipa]es A..,.-,(s) •.... A.,.,.( ... ) est..!in PU 

In. relndón 111is1na t'll In <]Hl. ... AutJ(.s) c:.t.á con A(s). Si P-, t.icn<.', para A..,...,( . .,:) ~ 
O, el 1nisrno signifkadn <Jiu:• P pnra A(s), l'ntorwr.s P,. ~ P. Si, por t.nnt.o, SP 
anula parn s = ·"" 1·;u.Ja 11110 de los det<>rrnü1a.nt.cs A..,(s), .. ., A.,(.s) y, adenui.s, 
es verdnd qut_• cadn uno est.ci ncornpnfindo de su divi~üóu, c>nt.onr:cs se snbc 
qnc t.odas )a.."i divisiones de A 0 a(s), parn .s = so, se runtlnn y, por tanto, est.a 
función se .1u1ula id<~nt irnmcnh.•. 



Pero, a.horo 

.A(s)C(s) = A,..,(1·)A1:1¡_1(r) - A.,1,(r)Aa .. (1·). 

Si t.1unbién A.,8 (s) = O hh"nt inunent.c', <>111.oiu·,•s SP auuln una de• l<L'"> 1·a111.ida.dc~ 
A,. .. (r) o A 11u(r) y. por t.auto. A<~ desc·ornpouible. 

VIII. St .4. t".'i 111tlt· ... ru1u¡un11blr.. t•11tcnu·t'.o; /o.o; .o;11/Jci<·tr.nnino11ft~ ... A,.11 ( ... ) .<;Otl 

¡10 ... itz110.<t, pa1u <:tJdu 1't1lo1· ... ~ r. 

Unn matriz 11.o-11t·9af111ri n1dr ... co111pon1blt· t ic>Ju•. pnr t1uuo, nH1yo1·<-s p1·npiednd~ 
qut .. nun tnatr-i:.i: ¡u1.o;1fn•t1: la raíz 1nüxinu1 1· di' la p.1·1u1rión A(.'1) =O t"!"> silnp)c!; 
y los suhdet.Prnli11a11t1-:-. dt· ( 11 -1 )-<:suno g,nulo y los <h•tenninnnh"!i pri11c·ipah-s 
d("• c·ada g;r;ulo cit ... ·\( ... ) sn11 pn~it ivos. 1'11 t·a.-..o dP .-. ~ r. 

Pc•ro si r' l'S nlgn1111 di' hL'"> r rnÍ<'<'S lflll' .si' a1111lnn. t.•ntn1u·<-s c>S ,·1•rthul qu<.• 
r ~ 11·'1. pPro uo 111'C·1•s;u-ia111e11tP q1u· ' :...- Jr'I. A una tuatl"iz 110 H<'g,ativa. 
iud<>:i1·0111pnnihlc• la lli11110 7u·11111l11•n. ru•1·0 ~1 ~11 1·aiz uni......-:nnn t>s 111a~·nr qui' t•I 
''aloi· ahsol111<, tff• 1 ;ula llJIH 1h• i<L'"> ntr;i....; litú·c.,..,. 1•t1tn111·<>s la IJatJHJ 11u711-,1111l11•t1. 

~¡ c-1 valo1· ah~nlnto. d1• alµ.1ui;L-. dP J.L._ dC'JJJit.'< 1aic·t•s. !'>Oll iµ.nah-s. 

~,G 

JX. Pu1·ll ,-ado 11111fr1:: 111·11111111,0. hay""",,,,,,.,,,.,,, ll,,,.,,/11111 • • •ú .·1'' ,._.,lo 

uu·uo1-. <~11to1u·r ... t1111d1tr:,, _.., 1ti11 111t·11or1 ... ludo ... /,L.., ,.;191Jz<·11ft'-" _,¡i•- 1 •• -l''-".! .. 
Por,.¡ ,:ont1nrio. uu,, 11tt1t1-i:: ,._., ¡117u11fn'"· ... , """ 1/t: stL.'> ]Jolt·u<"UL.-. , .... ¡111.•nl111u .. 

Si .4'' es positiva. 1•utcn11·t-s A c>s nul1.-:-.nu11poniblt'. DP Jo 1·01111·nrio. 1·cu.Jo 
potPnt·ia de A ta111l>ic'•11 sp1·ía 1l~c·o111po11il,Jt• y 1·0111.endria PIP11u~11to....¡ <111<• s<• 
cu1ulru1. Adetnii..'>. l"S Vl'nlad q11<· ,.,. ~ ¡1·'1'] y. por t;u1to. ,. ~ lr'j. c;rnlS("f'lll'Jlh"-

111eut.e, A es pi-i1uitiva. Esta nhsPrnu·iOn la ha hec·ho el SPf101· PERR!)N eu 
s11 t.rabajo. 

Si Bes r1uLlc11ii1.•1· uiatriz positiva y A 1u1a rnat.riz incho_:-;1·01npo11iblt:•. en
t.onces t.lUllbiPn PA = Q es positiva. Si f111'S4:' 'lod = L,p .. ,,,_a>..fJ =O. cut.onces 
serían a 1.a = · · · = u.,.1 = O y. por t.ant.o. A hPria descon1ponihh-. Por eso 
niisino, t.an1bié11 QA = PA2 r..s positiva. ere-. 

Si. por el cont.1·a.rio. A t.ienc una raíz siinplC' r, innyor qn<• Jos valores 
absolut.os de las ot.nL'"> rnic-es ·,., entonces (P.l\J. !j3.): 

litn a!:J = A 0 .1(r). 
k-oo r'- .p'(1·) 

Si A t...->s in<lesc.-otnpouible, cnt.onl'es. poi- PI tt.Yll"PUU.l. VIII, el lítnit.P t-'!i po..o.;it.ivo 
y. por t.ant.o debr sC'r. para cndn par dP indi<·1-s. a~;J >O; por tanto In rnat.riz 
r1unple con A"" >O. 



e 

Pero sJ 1u111í Jos 1hnif.t!S son IH .. 't!Sarins, t>ulouc·(~ 110 har{~ n~n de los n-:-0111-
t.n.do."i nuterion'S luL ... la <¡tu• In hayn. dernost.rnclo a)J!,Phnii('¡uuent.c. 

X. En 111uJ 1uu/n:; 1111p171111l11u1. lo.'> t•lc.1n1·n/o."i ,,.,-;,,,·tpnlr.o.; 111.1.ncri .o.;011 ,,,, 

n11.lmv. 
c;1u:la <'ll'HlPUfO o!,'/ d(• A 4 

('S 11ua SlUllll dP pn-nhu·fo¡..¡ de <"ant.ida(h:-; IH• 

ncgntiv1L ... _v. pnr tnntn Ps la :-.1111H1 dr• rantidndt•:-; posirh·n ..... , si 11110 ch• 1-stn:-. 

p.-odnc-tns ('°S posJrivo. S1 0 11 > U. P11t.01H't~ la111hii·11 "~~) > O, pnn¡IJP C'Sf(• 

el~rnentn t>sf¡\ c·out<•nidn Pll la 111.at.rfa: A". Por l.') IPon•111a JV. PXiSl.l! 1111 nú11JC•1c• 
k < u.. para t•I c·1ud o:.\' > 1) Si .·\" .... ' = .4 4 .•l. l'Ult•11c·1-s a:,"1-•J >O. pon111c• :-.•· 

entiPJld(• q111• u!,
4
1la 11 t"S "'.,\º 1 Si 11\1.~ >O. l'Jlfo111·c-:-. r1\~; 11 c•11 .¿\ 1 ... 1 = ... \.~I' .\ 

lo uui. .... J>•ll"a l. = l = 11 -1. /;L .... :211 -1 c·anticladc'S 

..... (n .. '1= 1.:2.--·n) 

SOH locl<L"i 1li:-.1111t.;L-. d·· l"(ºi-11 ('11J1:-.c'i'llPltlPJlll?Jlfl•. C'll Ja IC'lac·ióu .-1 4 .... 
1 = .-t"..t'. 

cada 1•h•111<·111n <~ o;,'_1 ..... 11. ponpu• sl' C"JlfiPnd1• cpt'" !-.c" tr·at.a dPI f'h•1111·11lfl 

a!:~i,,~~!- Pt•l"O :-.i A 1 ' .> n. t'lllOlll"l~ A ("S prin1itiva. 
Por PI 1·011tnirH). si A 10:-. 1111pri111ith·a. rnto1tt·1'!-o 11 11 . ":.!:!· • · • ,,,.,. so11 c·n1111-

dadt>:i 1111);L"i; n In q1w <."S Jo 111b1110. su s1una d1•hl' sl'r: 

(J.) ......... 011 ""T""fl_!.!-+-. ·+a..,.,=,·+,..+ ... +,..,_,= o 

{2.)------- . .,.-(.-.) = ( . .,. - r)(s - r 1)··· ( . ..- - 1·.,_i). 

Eu cndn por.enria clP una 111a1 riz in1priruil iva huy. por t auto, elc1nen1.ns q1u~ 
se nnnlan. E."itO r.s P'\"Ídt>ntc• s1 Ja niat.riz A'" es de:-wo1npouiblc. Si la 111nr r-iz 
es in<les«nn1ponihle. 1•ntonc·1~ 1~ itnprimit.iva pnnpu• !,.''"/ = r'" y t>ut.0111·1~ M· 
nnulau todos lns rh.>nu.•nt os pr irwi pales. 

XI. Cut/a polrnru1 <Íf' 1111 1nalrtz pnn11/n1u. e ... ¡u-.,un/1vt1. Si.. ¡1or ,.¡ '1111-

trar-io. A. A:.-.··· .4" t'.'i t11</1· ... 1·uu1po11ible. entonr~ ... .4 ,~ ... ¡Jnmitu11i.. 

Si ln mntrJ?. (l.) § 4 es posiriva, ent.OO<'CS cst.a niat.riz sería in1primit.h·a y 

sus ele1nent.os serían a~•,nJ = O. 
Si. por t--l contrario, la.-.; nutl.rk·es A,A:z, ... ,A"' son indescomponibles. e11-

tonces A debe. ser prin1i t ¡,·n. 
La demostración de Ja primL•n1 n1itad del t.eorcmn XI es cquivaJent.e a Ja 

del teorema IX, <le dondf? aquél <~tri. basado en Jns considernciones que siguc-n. 
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§7. 

Si A es i1ul<.!8c~o1uponible, ent.oures IH.S c~¡u1t.i<lades A ... fl(7·) :->011 t.odus po.."'i
t.ivns. Por t.ru1t.o, hL"i n ~1uw.ioncs lincnles 

(l.) ............... t.1 0 1.:r¡ + ·· · + 110 ._::i·,. = 7"X0 •••••••• (o= 1.2 .... n). 

<"U el cRSO t!U r11u• t«ngnn 1u1 fnctor ronuín, sólo tienen 1uu1 sol1u·ióu y, por 
tant.o, p11ede11 s11po11Prse a 11 , a 22 • • • •• ~ .... t.odas posit.iVlL'>, Lo nlis1no se 
r1unple parn l1L-.. ... -uHdoucs 

(2.).. . ... u1.1Y1 + · · · + CJ..,¡t'!Jn = ry3 ........ (ll = 1.2 .... 11). 

Ob."K"rvnrnos •1111• la ..... 11 1·autid1ul<!S y 1 • - • - y .. 1·01110 1111.n J1Hlt1·iz Y .le• st"iln 111u1 

cohnnnn. Asi111i:-;1110. st·n X In 111n.tri;i: doudP )H.."i c-nnt.idndns .1· 1 • · • - .1·,, 1'Sf¡ÍJ1 

en una. roh111u1a. 1u1a tl••hnjo dP Ja nll'a. Euronc•~ X > O'!'-" Y > O y la ..... 
C'("IUlC'iOJICS (l.}·'"(:.?.) si~11jfic·m1 

(:l.) ............ AX= rX ,YA= ,.y. 

A In. irn•pJ-s.il. ~•·a Z un.u 1nat.riz .-11 doudc. en u11n. «·ol1111111<L hay n «·1u1t.i
dn.des Z¡, ••• .::., .•• L ... ("IUtlC"S 110 1ocl:L'i 5011 110-ll<.'l!,llli"\"JL'i ni llltnp<H·C) SOll toda .. -; 
nulas. Si éstas 1·n11sta11 rl<! 71 c~·1uu·io1u-s AZ = sZ, c-utou(·e,; «l('lu.~ ~cr pd111cr
nn1ent.e rp(s) =O. AdP11uis, si 

YAZ = (YA)Z = rYZ = Y(AZ) = sYZ. 

In mnt.riz VZ •!S 1h• prlrner grado y •~••i fonnadn por hL'i nu1thladcs y 1z1 + 
· · · YnZn > O. Por t.~uit.n .. -. = r. Ln .. "i P< 011adonc:s JiueaJcs AX = sX o YA = sY 
pueden t.encr, pnr ta11t.o. una soJ11rió11 rnyos Ple1nent.os son todos 110-11egnt.ivos 
y no t.odos son nulos. si s = r; en r11yo rl'L..">O t.odn..s Jns indctcrntinaclns son 
positivas. 

Sen ahonl A iudc:scornponiblc, pero A ... dcsromponible. Por mrdio de 1u1 
ren.comodo ruh.."l·u•uJo de Jos renglones de A, podernos poner tlunbién: 

R 11 O o O 
R21 R22 O O 
R31 R32 R:s."l O 
R..t1 R..,.2 R4:1 R--t4 
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donde ln.s s11b1nnt.riccs R11. n":!.':1.· •.. SOll indcsc-01nponihk-s y n •• a =o, Cll ("H .. "'iO 
de que ¡3 > n. 

Si Sl.' dt_•f<•r1ni11ru1 X r. Y t·o1110 111Tilla. c11t.01w<~ tan1hil•11 S(' t.i<?ne: 

A ... '}\= r"'_..\.-. }"' .r1""' = 1·'")"'. 

Sen a.hora,,,, el grado de n,.,., y St'il X1 <>I sist.c1na dt> )as prinu•rns 711¡ dl' las 
cn.nt.idndt?S .i: 1 • • •• x.,, X 2 si~11it•nf('!'> '"-.i· <'f<·. E11t.01u·1>:S 

<·!.) .............. ¿ n .... x .• ~ .-x ... ¿ )'.,n . .,, = .,i: •. 
·' .. 

dontll' ... = 1 '". La ... pri111t•rns tl1• 1-,..1a ..... 1•c·11a•·H1111-s st• c·x¡11.-:-.a11 1·111110: 

(5.) ... 

ntiPUI ra ..... CjlH' 

t·orno t.•I prinu•r clc:>111Pnt.o dt't":->ta s11111a: }""1(R 11 .\."' 1) = ,.,)"1 .. \." 1. 

c•n dontl<' c·nda llllO de los Ph•11u·11tns t'S ~ n. Y;R:.!1-\."1 = n. Si la Illatriz n".1.1 

const.a th~ l;L"' nuatidnch.":i .-· .. ,., t•111011c·t"S Y:iR21 ..-\." 1 t·n11sta ch· In •·aut.iclnd 1í11ic·a 

L 'JJ,.r,..,.,.r.,.. Pnr ot.rn. pnrf<.•, t~la .-aut idad consta dl.' dos d.- las pc·1H'lrio1u-s (4.): 

(G.).. . .. .... n,,x, = .-. ....-, 

y 
L Y..Rn, ~ .,):_,. L >:.n .. ,x, =.,>:,X,. 

Corno Rn = O, entone-es l'l prinu•r <>l.-1ncnto d<• c-st.a 
s Y2,..."\" 2 y. por t n.nl.01 

R:r~ = O. /l.12 = O. R~:.2 = O. · · · . 

En general, R 0 a = O en el ('¡t..-.;.n dl' qnc> n > tJ y. por t.antn. s<• dcsro1npo11e 
co1nplet.n.111c11t l' en: 

n n 
R:n O 
o ll33 
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XII. St u111i pol1:nciti tlcs1:0111¡>0111~ co11171lclarncnl.c 111u1 111ul.1-,z. t~nl.nnr:r~.<; 
c:.sla poll~11r·u1 t: ... r:o111¡1lelarnenlr. 1lr. ... t:n1nponiblt:. 

Ad .. uub. liL ... t•cnadnllt!S (5.) y (G.) n111cstrnn q•11• c·ada p1u·f(· dt!S1·n111-
ponibll" R..\.\ t iP1u• 1111 raíz. r..,. 

P1tt>:SIO q1u· res Hiia ra.í:z si111ph• dt• A. si A t"Ot1sla dt• 1111n l•lÍZ c·11alcJ11i(~J"a 

1·', PllfOJHºt•S c'-s1 a c·n11st.n, posihle>1nr11tc•. d<! 1111a cuya ,,,_,: ... ,,,"' p11t<•11t·i11 t':'> 

1·""' = r"'. (.."ru1spc·11<'ntc1ue11lt.', Ir'!= r .Y A l.'S i111prit11it iva. 
Si A tan1hit"•11 t'S posif.iva. <'11fo111·t'S c·acla poll•neiadt" A t"!'. i11clt-:-.t·n111pn11ihlt• 

y. poi· tanto. ·~ vt~rdad que rl"' < r'" t-s ¡uirnit.h:a. Cn1110 si· 1110:-.tró a11fp1·i
or1nc~11h'. P:xist<" 1111a potenria. A'" t'll doru.h• a~·;•J >O. ·y p111·s111 qut•, aclP11HL"'. 
1\'"" C'S in1lt•sc·n111ponihle, cntoncl'S, ¡>ni" )IL'i co11siderncio1u-s ch• );1 cl1·111oslnu·iú11 
clt•J f<•on•rn;1 X. 1111a pott•11<·ia dt.• A"' e'!"> ¡>osit.ivn. Por t•IJ.1. ¡,,~ t1'f111•111a_.,. IX y 
XI t~tii.n c·n111plC>ta111t•Jlf<' dernnst rados. Dt• los clt'!">al"rollos d1• a1 nl1a. s1• ,)l•rh·a: 

XlJJ. ,.;;, .·1 1 ... 1111r1 11u1frz.:: d1·.o;;t"<nu¡111111h/1• y 1·011/1f"1/f"1/ 1,,,,,., /,, .. • r·111u·1,J111 .. 

. ·1.\" = r .\" 1 "'""/u ... ,•,·1u1r.1onf" ... l:-1 =r}·" ""ª ,-;o[ur·uí11 ,,,, .. ,,,,." • "'"'""' .... ·1 .... 
dt:.o;;ro111¡n1111 ,,,,,1¡1lr·l1111u·nlt· y r·ada ¡u111t· 111tÍ1!.'oC01npo111l1lr ,¡, .1 f1 ,,,¡,,¡ '""' 
ru{z nuir11110 1· 

Si A c·s 1111a 111•1t.l"iz des'"o111po11ihlc•. c>11lntH"t•s. por t•I ,,., .. ,.111a 111. la raí/. 
uuLxin1n d'" la ,.,·11acic-'in _.\,.,,(.'>)=O q < r. Si q' c-.s c11alq1111·1 ''''" 1aíz ti'" t-:-.la 
f'l·11adc"u1. 1•11101H c-s !1/I < lJ < r. SPa. A itnpriiuitivn y sp;111 

(J.)----- .. r.r'.1·".··· 

todJL'-' )¡L ... l"Hii t~ "" A, cuyo valor n.hsol11t.o l'.'S ig11a.I a ,._ r111-sl p IJllC• lr'l > '/· 
Pntonc·t-s A,. .. ( r') 1-s clifercnt.e ele •·ero y Pntoncc.':i 

Anu(r')A,ao(r') = Ao,.(r')Ao.i(r') 

tnmbii•n rs .-\.,,1( r') diferente de cero. Por tanto, ln..."i 11 t'i:·iuu·iont-s liucnlcs 

AZ~ r'Z 

sólo tienen 1111a so]11dón, c.·11yos elcn1cnt.os z 1,·· · Zn sn11 tn1lns 1list.i11t.os ,¡p 
rüro. Pc-1·0 si t nrnbién 

..11mz = .,-'rnz, 

cnt.on<:t>s 
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Cons•~·11P111Ptll<'llle. c·ncln pa.rl<> indc.....><iron1ponible RÁ~ t.ienc la.e; rníccs 

(2.) ............. r'",r'"',1·""', · · ·. 

Si tocl.iL'i cst.iL-.. rn.i<-es no lo1la."l so11 ig1Hl.les n r"', ent.OIH"<!:-i cn<ln. pnrt.P B.\.\ 
es i1npri1nitivn y. por tn.111.0. 1111<1 pnt.enrin. de A'" S(' clcs<·o1nponc <•11 1111;1 
c·1u1tidad 111aynr de> pnrl1~ qtu• A .... Pnest.o q1w l.iL'i pa1·f.<"!-i no J>1l<>clf'll :-.1·1 
> u. ••1110111·<-s flrh<• )1nb1·r 1111a pot.P11c-ia A"' q1u• s<• dPscotnpone Pn ¡1anc~ 
pritnit iva.s. 1::111n1u·l..~. si r"' = 1·"" = 1·"'" = · · ·. 1·011s<"t·1u•11f.<•nu.~nt<• 

(:L) ....... l.~- r" 

:-.011 1ni•·1•,... de• la t•c11;u·1úu ¡1'" '-'· 1 
E11 1·011l;i 1111a clt• la ..... partP::-. 111d1•s1·01nponihles /7_,,,,, d1• A'". 1·"' t':' la 111a ... ·111 

raiz ¡u 1sit 1,·n y. JH11· T ant••. s11111•lt•. P1H" cnnsig,11it•11!1•. c-l 111h1u.•tTJ dr PSI ;Lo..; par·•·~ 

<'!-i i).!,11al ni 11ú1111•1·0 1h· l1L" 1·1u11 idadt~ (2. ). q111• son ip.,11al1-s a r"'. Si sl' 1•liµ,1·11 
IL'>Í 111 n1i1·1·s 1•1lfPl'R" rh• la 11ni1la1l {:J.), todoL'> satisf;u·t•n Ja 1"<·1i¡u·ió11 p"' ::= 1 
y t'JJlntH"<~ l<L'"' •·antidad<•s ('..:?.) M•ll tochL~ igual<':' a 1·'". RJ..A 110 t.il~IH' 1·aic·1-s 
cJjfp1·1•nt1-s el•• , .... <'ll valor ahsol1110 a r'" y. por tanl.n. 1\ 1"!>'ó prirnit.iva. 

S1 I') t'XJ>OJl<'llf(' 111P1ln1· k. para c-1 e·1u1.I A"' sc• d«.•stTllllJ>Olll' Pll );L'> parte•:-. 

pi-i111i1 ivtL" /'?.>..\· t•11ton1·c-:-; sat isfa1·t•11 JiL-.; rant icladc-s (3.) 110 t.od<L'i sntisfan•11 la 
l'< 0 Ua1·iñ11 t'"' = l. l'llTOttc•t•s lw-. 1·ant.idade .. 'i (2.) 110 sou iµ;11a.)<':-l a,-"'. Si 1·ada 
pal"lt• lf:u 1!1· .A."' l's i111prit11ith:a. los l..')t>IU<.•nlos pric·ipnlt-.s d<• ll>..>.. so11 1111)11:-. 
nulos. 

Si 111 110 10:-. 1livisil>l<• jHll" k. 1•111011t·es se n1111la la s11111a. dc> los Plf~Jlll'llf11~ 
priu1·i11a)<!S 11<> .A .... : 

r"' + r~"' + · · · + r·~:~'t = O; 

por tanto. '"" =O si 

.,:i(.-;) = .~" + ''1·"'"-"' + ... +e;., . 

. ..,;,., + C¡.'t,.,_¡ -+- · • • + Cno-JSt + 71lCno =O. 

Eutoru·r.s si pa.rn <'ncla <:1. · · · r.,._, ya <!St.ii dcmostrn<lo, P11t.011rcs en c.nda 11110 
de lo.o,; 11i prin1cros Pl<'tne>ntos r ...... ,. o bien e- =O o bi<"n -">.·porque 1e+...\. = ,,, : 
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por t.ant.o, ni ,.. ui A son divisibles por k. C."onscr11cnt.t!IH•!JJt•!. r·.., = O y. por 
t.1u1t.o, 

(•l.) ............. cp(.'i) = ·"" + t/1 . .,"- 4 + fl~ ... n-:!.I. + · · 
~j pes n.Jguna ntíz ele• la t"«·11nc:·ió11 p"' = 1 ~· r' = ¡n· t!N 1u1<1 raíz d(• la t'4"1l1u·Jó11 
cp(s) = O. AdPrrnb.. si 

\,?1 (r') = ,, .. - 1 ,,:'(r). 

entonces r' '""'· i~ual que r, nun 1·aíz si111ph•. P'nr tn.ut.n, 1·ni11ddt•11 Ju.o.,; rnuti
dndes (3.) c·o11 las k raires distiut1L"' di' la P1·11adón p 4

" = 1 .'" s11 111í11u•1n f!S 

ig11nl n. k. 
XIV. Ln f1111r·1rh1 1·nn1cten:"'tu·o rh 11110 1110/17.z ...t 111d1· ... ron171r1111blt, 

~(s) = s" +,,.., ... ....._a" . .,""+ - · ·. 

do1ul(". n > ,,• > n" > · · · y u'.11". • ,,,n rb ... t111lu ... ,¡, • • ''' 1~·¡ 111rinr110 

crnn1in d11'1.'º' rlr· !tL"l rbfcn·t1r2rL'> 11 - 11' 11' - 11" - • · :-.c•;l /,. Si /. = 1. r·11t1u11·r ... 
A r.."l JH"1-7111l1t•a. p,.,..,, ·"' I\. > l. , 11l111u·1· . ., A ,._., nupr11111/11·11. _.¡1.· r· ... fu 

¡1otr.nczn 1111:11ur 1/r A. cuya J1t1T"ft· pr11111l11•r1 _..,. rlr.'>r·o111p11111 fr·11u1ph·tr1111r11t1·) 

y el 1uiuu•1n ,¡,. ,._,frLo; ¡uJrlcs r: .... por'""'"· 1y11ul o/.:. ~'·>r· !'º"' 

"r"-(.'>') = ...... + a,_...••-1. + ,,_ .... "- ~1. + .. - + ,,,,..~" .,,t 
1.-(.'>) = sº' + a 1 ~..,,··-I + "..:·''"-..! + · ·+a,,.. 

y enloru:t:.'> lo ,.,.t1arzñ11 l/J(.'11) = O /1t·11r 111111 1T1i:: pu ... 1l11·fl. 111 •"11111 •·.-. 1y1u1/. r·11 

t1tJÍ01· ab . .,0/11111. a torlu .... o; ltL't tlc11ui.o; rr1i1 ,._, ,¡,. lu 11u . .,11u1. 

La 1íltir11a pant• de c>sh! teore11111 111111>:-;lra. l'Jl fonua 1 la,-;1. ilt• cp1l'• u1au
ern las propiP1l1uh-s cfp lns nu1.t.ric·es J>ns11iv;Lo.; Sf' trnn!'fon11¡u1 1·11 i111prinlith·1L-... 
n1icut.rn.s c¡1u• didHL"> propic<ltnics sc- 111a111 i<•Jlt•n v;tlid.;L.., (' i11\·a1·iaJ1fl'S para tna
t.rircs primif j\·¡L-.;. 

El ruírnero " - n' = h <-~el rnc:.•unr n1'11ncro IU("<liauf P PJ t·nal Jos Ple1ncnf.o...¡ 
principale:-i clt• 

A,...; 
o biC!ll, el procluct.o cíclico 

con Ji factores~ 
o bien 

los dcterminant.cs prJndpah>s de grado h-é."z7uo de A, 
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He nru1Jnn ro1nplet.nmcnt.e (.<;tr~). 

Para 1u1n uul.t.dz uo-negat ivn. 1·adn 11110 de «->stns t n-s c-nudir·iones es P<Jlliv~ 
uJente, <·11tu1do c1c P.S P.) pritner coeliriente no 111110. Pll ..,...~( . .,) = s" + r 1 .<l"'- 1 + 
C2Sn-:l + .. • 

Si nhorn A es indcsco111po11ihle. cut.onces A f'f-i prirnitinl o iruprimit.iva y. 
J>or t.nut.o. A"" es ind<".:icon1pouihl<• n <J•~co1nponihlt•. Jl':-.JH•1·1inu11cmt.f'. Par-;1 
nc·lanu c~f1Lo.; investigacionPs 1·1u1 1111 Pjt~rnplo, SPH .,=( . .,) = .-." - "· dnndt• u IHJ 

ns nulo. Entonce.s s 1 =O, :s:.! = 11). · · · ... ,,,_ 1 =O, Jl<'J"o ...... , 1~ dif1•n•Jlf(' d<• •·•·1·0: 

..... =¿a .. ,.,.<;".!= ,Lu,,.1t1a0 ,s:1 = Lu.,.10.i-.o-.... · 

Por la11to. t·;ula 11110 <fp]os pn·1d11ctns l'S 1·íclicny 1·n11liPtH'. od nu•nns. 11 fat•to1·1-s 

u.,.Jll.l-Jl--. ·--a.,. .. = O. 

ui11~1111n d1• 1•l111s de· TI faclon•:-.. Por uu·dio d<'l 1t•a1·011111d11 .i .. J;L"i n•ngkuu~. se• 
f>ll<'d1~ 1•ff•1·llJHJ": 

(·l.) ...... ····"l'.!'1:.=:iua.1 · - • a.,_ 1_.,o,. 1 -· 11. 

C:ou10 fil-.?> 0. CJlfOJICl'S <121=0;.\"1·01110 llu-:.!,,.-111,,_1 .,11.,1111.! > 0. t'lllf1l)1·c-:-; 

a 2 ,._ 2 = O. Seo J"«"<·o11oc•t• CJll<.' todos ln:s c•l<•n1c.•nt.os dt> A SI' a1111lau. cou uxt·ropi-iñu 
clt• Jn1'-o 11 t'h.•1u1~utos del prorltu·tn (-J.). r>arn. 7t = ·J. l1•111•11111s: 

(

o 
(5.).... ~ 

ª·11 

an O 
o fJ;?:J 

o o 
o o 

~.,, J 
() 

Si A t'S t·n;Uquic.~r 1nat.riz JIO-JlPga.t.ivn. c·o1no arriba 1· .. t!~ t') p.-iuu•1· 1·n1'
fi«it•JJl.P 110 unlo de 'P(s) y l'Jlt.ourt'S c-ada det.err11i1111111(' pn111·ipal dl' h-,: . .,11110 

gnulo de A. •lifercnt.e de c·ero. pnr tnPdio de nn 1·paco11111dn dt• sus rengJ0111-:-.. 
se llPvn a Ja forrna ( 5.). 

§9. 

Cada 11110 de las k part.cs indcsrornponibles R.\.\ dP A•·. c>s prilnir.iva. Pnr 
t.1u1t.o. Ri.\ C!8 positivo en r11n11to sobrepasa. l el Jinlitt• .. ouoddo. Eu 11nn 
potc11dn clt• A"-· (por eje1uplo. t.•11 A"'1' = P), l<l paJ"fP A~Á = P.\.\ c"S to1l•l 
positiva. 
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Si .se divide ln. tnn.triz A wn = A'1 en sus f·orn~pondicnt.cs snbtnn.t.rin!:S: 

( 

L,, L., · · · L,., ) 
A _ / ... 12 L1~ · · · L~"' 

- L:u L:n ··· L:u.. • 
L1.1 L1i:~ ··· Lu. 

--.__ Pntou1·1.~. n.I 1111.~nn .... L .... = O. 
----.__Si k > 2, ent.onc-c:s, c-11 la 111at.riz M = APA. ln .. o.; snluunt.rircs 

1\1 .... = L 1.J .. ;fI'.1.1L.1,. = o. 
" 

y. por t.n.uto, L,,..tfI',:iaL ...... = O: o hiPll. 1·11ando L ... ~ = U. P 1111 = \ '. L.1,.. 1\'. 
sP t iPlll.~ qnr UV'W = O. 

2:: u.,,,r·,.,u•n.\ = (). 1,,.,,1·1.,..11·,..,,. = 1). u,.1,1•1,). =O. 
,~ 

por t.nnto: o bi<•n U = O: n W = O: o h1P11 L ... 1 o L. 1 .. = O. 
Si l.·> 3. m1t.onrt~. f!11 la 111atriz l'V1 = APAPA .. los s11l>1tHUri1·t!S t·11111¡llt•n 

1·011 In. rrln.rión 
• 1\/0 ,. = L f_¿u;1f:t..1.1L.h/-..._..,J_.,., =O. 

:f.-, 

y. por t.Ju1to, (L.,,1 I',_1. 1L.1-.)f">,.,L.., .. =O: o l1iP11. '-~ .. =O: o bW.•11 (L ... ,Pd,,¡_..,) = 
O y. c-11t.01u·c-.o.;. o L-1.., = O; n L ••• 1 = 11 

Si. en getu.~nl.l. o.,l.¡ l-.···¡1.,; 111 .- J.. ~011 difl"l"<'llll"s ínth.-1-s. l'lll11111·•-s~t~ 
an1tla11 lns s11hn1utric·t":'i 

L.-:t· L.,..,./_ ... ,.,· · L,,,,. 

Pero cst.o no KP r111nplc.~ para un c·it·Jn 'l<• k i11n.t.rif•t>$. 01• )o (·nnt1·n.rio. 
A"" = O,ip(s) = s",r =O y A SI.• tles1-01111>01ulrín en n pnrt.c.-"*'. Cada \UU\ 
de la.s snbmat.ric·cs de Ale c.·011.Sidcrndas n.quí <~ 1111n. snnu\ de produl"fos de k 
fu.c·tores: 

L 0 /JL¡.,_.,L..,,., · · · L,.;i..L,,,.L,.,... 

Puesto qnc rn.da indke tiene 1u1 valor 1, 2. · · · k, ent.onres dc'!ht•u hnbcr. al 
rnenos, k + 1 índices o./3.1'.é,· ··¡1..v PU dondP, por lo 1neUo!"i. dos dP 1.>llos 
deben t>CT iguales. Si. por ejemplo. 3 = ¡1 • .. ut.on,·cs S<' n.unla una tll." )n .. -; 
n1n.t.rires 
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En CHC en.so SP snbe. c·o1no ni fiunl <IP ~S .• quc· tocln.-. lrn·i dto111¡\.._. s11hn1nt.ric·es 
L.,11 = O. Si. por Pj<•tnplo, k = 4: 

( 
() 

A- O - () 

L., 

L1-.i O O ) 
O L·:n O 

O O [Ll:M 
o o 

y, por t.nnt o. ~•· signe qnc: 

(l.) ..... R,.,. = LJt..>.+1LJt.-t . .l.-.-.!·· L1.-11.L1..1'-1.! ·· l.\-1..-... 

~~ 1 t) 

p· 1 fPQiJ> = QP 

y. por tnnlc,. 

(2.) ...... . . ¡.,E - PQI = ¡,E - QP: 

Si )ns eoleo1111•111os dP P son vnriahh-:-. i11dPpl'llclu·11!1-:-. . .-11t•1111·c-:-. M' c·111np)c._• 
c11u~ c~t.n P1·11¡11 ió11 PS difcrent(_• dc· c·p1·n para lo~ IPJ y. por t;111to. i-.p c·11111p)P 
idént.i..-anlt.'lllt'. (A rubo.o,;; dct.-nninant1-s ( 1.) 110 1H>t·1~i11111 ··11111ndir c·nu 111--"i 
pn.rtc.s c>lc.•11u.•1ua)t.-"S.) 

Si P ·~ 1111a tnntriz de 111 n•11J!.lo11c·s y u 1«1huu11a ..... Q 1111a 111atriz d.- 11 

n•uglont.'S y 111 1·oh11nna.s. c_•11to11ces PQ 1ü·11<> J!_raclo "'y QP J.!.lrnln n. S1•a11 
.,.-(s) y il·( ... ) i-.11:-. fnnrionc~ 1·n.nu·1t·1·ís11 .. as. (__'11n11dn. ¡1111 1•j•·111pln. "' < "· 
C"l1t.onrc..-s se> j11111a11 los 1n n•ng,lotu-s d1• P y toda,·ía ,,, - o 1t•11glo11c~ dP 11 

(•lc•ntc-ntos 1·1•1·0 t 1>ara In...,; 1n col111nn•L"' ,It• r¡ o 11 - '" tl1• t;d1-i-. 1·t1h111111.1L"i. Si 
se• p~L">H. P ~ .. Q a Pu y Qo, t>utonc<-'S a P 11 Q 0 =PQ. pnr ag1·P).!.H,.iñ11 el<" 11 -

rt!ngloucs y 1·ol111111uL"i origina (•le111e1nn~ <111P a11tll<u1. p,,1 ta11t11: 

\.'•(.'!>) = l·"'E - QPI = jsE - QuPol = J ... E - PoQul = ... " -"'..=-( . .,). 

SC" hnrc 

L ........ 1 L .. +J. .. +2 • • • L ... -1 .... = P. L,..,. .... 1 L,. ... 1.>. .... '.! • • • L:.._ 1 .\ = <J. 
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y t~Ht.OU<º<.~ 

n,.:i.. = PQ. n,.,. = QP. 

Si ~"'A(.s) es la raíz 1·anu·ff•ris1 ica <h.· n,.,. . .'" si ,,, .. (';S f') llHÍ. ... J><'f)llPl)O ,J .. )ns 
111í111erns T11 1 • '":!· · · · ,,, ... PH1onc<~ :->P t ic.>u<': o hiPll 

.,:-,.( ... ) = ......... - ... -,,.-.. ( ... ): 

o hiPH 111,. =fil.'\" ... - .. (._)= l.º( ... ). 

DP Ja.-.. 11 raí•·•~ r. r 1 . · • r,, __ 1 111' Ja 1'f·1ou·i1,111 .,.:-t ... ) = O. s" a111tln11 ni 1111'11ns u -
1nk valon>:-0. Si 

.,=-(.'o)= ... "+111'" "--11_:.-." ·.!'-+· ·+u,., . .,••-uol..· = ..... '"'-( . .,'--r'-)( ... '--1~)· ··( . .,'--1·~ ... 1 } . 

..... , - ... , ... - ,.'-)'-( ... - ,-~)'- ... ( ... - 1·~.-1)'"". 

C"o11st"("llt>11tt"11u•ut <'. 

(. •( ... ) = (., - ,-'- }( ,<; - I"~)" · · ( . ., - r~u-1 ): 

n hic·n. 

(2.).. ..(."( ... ) = ....... + fl¡ ..... - 1 + "2 ...... --.z + ... +u.,,,. 

En g<.•ru.•nd: 

(3.) ....... ,.::-( ... ) = ......... + r1 1 ... "• ... - 1 + "-2·.,. ... ,.-"..l + · · · + ct.,., •• "i ...... - ... _ 

§J J. 

D<.~ lns propit..-la1h-:-. dP hL'i nmtrir"<!S inclt~<·nrnponibles. se dLoe:l1t«<~n propit>cln<h*i 
iuui.)ogns pnrn las desc-0111poniblcs. SP sig:uP P) f.l"Ore1nn: 

XV. Sir t:.o; /u 1Tiíz. uuixi1ua dt~ una 111a/17.::. no-ucgattva. entonce ...... 011. 1nírc ... 
tic A aquella." dt· 11a/111· ab ... olu.to igual a r y. ltnnlnP.n. todas las ruícc."l de llnt.i 

cct.1.aczón tic la fn1~11a: 

(.,.'-- - r'-·)(.-.;L - ,-'-)( ... ~" - r"') ···=O. 
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pr snt.isfn<·<', por tnnto, la n\ÍZ <"anu·tt•rístii·a .,c(s) =O. q11<• e-:-. Ja nlÍ7. t1Hi.xiina 
1·nyo valor ahsolntn ''="' i~nnl a ¡1. una raíz nnif.i.lrin. L1L"' 1•c11ou·i<ll1t.-s lin<~nles 
AX = sX t.iPllPIJ 11n¡1. snlnciéJ11 t-11 1lo1uh• )¡L~ rnices x 1 . J"".!· • · · .r,,. :;:on ~ O. 
J>cro no to<hL-.. 1u1hL-... E."i1-riho t"!'>l<L"' , .. ·1uu·int1t.!S l'tl In fonnn: 

L11-X1. ············· = _.,,_\.'1-
L-.!1-'-

0

1 + L?2°Y".!···· .,_Y, . 
L:n*'-'1 + L-:t"2*'-":i..,... L.u."\.":t-· . ............... ... = ... _\.·_ .. . 

SPI\ r., la raíz 11uix1111a 1h· la 111a11·i7 in•IP!--• ••Tltpnnihh.• L ..... Si ... ps nui. ... Jlf'l(U<·1-1a 
qtu• hL.., cantidatlt'!-<o r 1 . r-,i. · · · r,,.. 1•11tn11•-•"!'-. ~··1!.1Ín la prin1t·1·a 1'f·n;u·ill11: X .. = O: 
s<~v;tin la s1·~unda Pt"IHt•·icin: =".· =- O: .. 11-

_.-\dt•tt1<\.. .... !--i clt·hid" ,, 1111n -.11h1•·11"u1 110-Ht"~ativa X~ n 1111•11. X .. >O. lllHL"' 
iiuletl"l"tl1i11ada.-.. 110 Jlltt'tlt•n !'-1'1 =ti_,,- la-.. 011;L-.; > fl. Si .... · r· ... 1•11to11c·t>:-. 

t•S lllHl lllalt"i/. J>O:..ttiv¡1 .'" 

(2.) .......... X .. = ( ... E .. -L .... ) 'tL .. 1.\." 1 + ··· + L .... - 1 .\.'~ 1 ) = PZ. 

dotuh• r,,_, :> IJ. 1•11 1"11yn c¡L-.n X .. - · O. a no :-;p1· <¡1U' Z = 11. 1·11 .-uyo c·oL..,O 

X, ~n. 
P'-•n> i-;i ... ~ r ... :-;pa Pnln111·t-:-. "\:' .. 1111a ~ohu·ióu positiva ,J,. 1~1 pc·11adón 

}" .. 1- .... = r .. l"... 

Entot1<"t"S 

(:i..) .... Y .. {L .. 1X1 + · ·-+- L ..... - 1X .. -1 + (r .. - . ..-)X .. )= O. 

pnest.o qHt' }·:, >O. por lo qHt' 1·ada s11111andn viPnt.• n :-it'I ~ti: 

(·l.) .... L .. 1X1 = 1) •.•. L .. _ .. -1X .. -1 =o. (r .. - ... )x .. =o. 

y. por Ul.llto. 

('->.) ....... . . ......... X .. = O. si . .,, < r.,.. 

Pero. si ."i = r .. ~ <'tllouct~ sP :-oiJ.?,•u· .i .. (·1.) <Jltl' la 1>-1' ... 111111 <~·11ndón (1.) 
L ..... x ... = 1· .. X ... y. por t.nnto. o hi'-'ll X .. = o n X .. > 11. 



Ahora. si l1L'> l>c·1111dot1l"!S (4.) t.nviern.11 nna. solución 110-11Pj!,a1 iva. P1tln1wr.s 

s 1l1!lH~ ser 1111a dl• la.'"> raít·t!ti r 1.r;¿.·•·r,.,: 1111n rníz si111ph·. Pt•111 hay 1111\...;. 
Dro:-;p1u~ 1h•1111u-s11·0. t•11 lo qn<' sigu<>. 1pu• es vt>rdad qHl' la 1aiz r .... ··•111 i11tli1·p 

.>... c>:S la 1nnyn1·. Si t•11lo1wt>s 

Cíi.) ...... ,.,. > r"_.. 1 .r,. > r,. .. -.i-···1·_, > r.,, 1 • 

)¡L..; pc·1uu·101u-:-. (l.) t ieu1·u una :--;olucióu no-1u.•g;at iva. pt•1n s1 ~\ ·-~ 111 P1Jt.01u·1-s 

Sf' ntni1.t'll l¡L .... 1·n1uli1·io11t-s (G.) E11tn1u·1'S Sl' pon<> ~'-"i = 11. · · · .\·"·· I = (}y 
p)t•g;irnos. para.\"". la i-.olución positiva dt! la t't"llHdón (l.). ¡11•111111• .... > ,.,..._ 1. 
Poi· (2.), .\.·,._ 1 ·~ 1111a 111atriz t.otah11Pntt• clPtt>nninoula 111an•1 •• 1i.:.11al a •·p1·0. 

dt• la(.>..+ l )-,:_.,.,,,," .\").+..>. l'lt·. 
E:-. po:-;il1JP 1a111l1i1"·11 q111•, por otro 1·po1tlt•111u11it•11tn 1)1" J • .._ .... , .. ·11;u-11n11-s y 

dt• J¡L'"> i111lt•11•1·111i11ad;L-. X 1 , X-.i- ···X,.,. );L-. t'1"11a1·in111~ f 1 l 11·11g.lJ1 la 111i:->11i;1 

í11r1n;1. 1·11111" 1•11 1•1 o·;L"º· a saht•r; l(1ll' la (111ica d1• l;L..., 111Hlll••- / .. ,, (11 ,. .i) 

i-.1•a 1111la. Eu111111·1-:-. h;Lo.;1n 1·011 q1u• las l"n11cli1·io1H-s (h.). pa1a .dµ,111111 1l1• los 

JHr.>ihh-s n...:111lt•11;u11u·1t1ns. sP salisfag.a. 

Pl•Jo si ¡1a1a 11111g.11no 1lt• t-:--ilOs n•onlt•1i;u11il·11tos st• :-.ati!">fa•·•·. 1·11111111·1'!-i ):L-.. 

, .. ·11acio1u-s AX = sX -1·01110 a.hora t1Hlslrn.rl'1nos- no 1i1•111•11 ,...,,111• 1ú11 1lc• tipn 

1.,.._pt>t·ia) y d1• );L-. 111atri1·t_-s X1 .. X 2 . ···X,., dPht• a1111la1:-.P al 1111·1u1s 1111a. 01· 
J11 l"Ol)f rann. ~·· Sl)!,111' dt" )a. pTillll')"¡\ l't"llad<lU (} .) IJ'H• .... :..:.. I l .\: •li• u·).) ljlll' 
.-. ~ r-.i. · · - .-. ~ ,.,., y. por lanto. iiL'"> cn11di1·io111-s (O.) (a In 111;·L, p;ua .\ = '") 
!"ol' satisíH1·1•11. 

Si altn1a. p1i1111·r;11111•11IP X 1 = ll. t'1Jln111·1-s liLo.; 1'f·11;11·i••11•·~ t 1 t !->l)-'.llilit·a11 

1pu•: 

.. . L,,X, .. ~ .,x, . 

Si ,.\ = 1. ••010111·1-s ninguna dt• !lL..; 1·a11t.idadl'S r 1 . r-.i. - · · r ••• ,.,... iJ!.11al n .-.: 
1-011st"C"l1<'lllP'1IPl1't•. X 1 = O. X 2 = O. - · - X • ., = O. PP1·0 si ,.\ > 1. Pt1tou1·t"S 110 

liay 1111 rc"On!Pmu1ii1•11lo de lns PcuncionC'S (7.) que 1·11n1pla l;L" co11di1·in1tt'S (fi.). 
P1u~to 1p1P s11 n1atl'iz 1·011st.a. d<" sólo rrr - 1 part<'S. pocll'lllll~ ?-oll)HJIH'I" 1·01110 :va 
th•111ostradn .. o.; 1.,...1;L..; c-011clidoues pnra In .. ..; t"C·11ncio1n"S pri111·ipalc-:-. y. li11nli1u•nt<• .. 
pod<•n1os s11pou1•r q11(_•: X 1 = X 2 = · · · = X,., = O. 

Pt•ro si f1u~1·11 X 1 >O, X 2 >O. - - ·X • ., >O y. c1i pri11u·r ltlJ!.~lT. X .... ··· X ... ~ 
t'lllOJll'r.c.; 

L ... 1X1 + L.,.2X ... 2 + · · · + L ..... -1X .. -1 =O 

y. 1•01110 ninA1Í11 s11nHu1do es nC'gnt.ivo: 
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por f.nnfo. 

L .. 1 =O. L .. :1 =o.··· L ....... -1 =O. 

Pn1· lllP1lin 1l1• 11JU\ pcrmut.acil,11 1·ícli<"a, 1·011st>('lll'Jll.p1n1•11f«> SI' JHU·•dc>11 lJ('VHI 
hL'i pri1111•1TL'i ,._,. 1"1·11acionc"N i11dc•t1•n11inn.dn .. 'i de la ,._,._t!8ilua 1"1·11ación 

L ..... X .. = sX,. 

siu e1111• l:L-.. 1 .. ·11a1·io11<~ cnu1hiPt1 :-.11 fon11a. Por 1111·1lin 1h• 1~1¡\ JH'n1111ta1·i1º111. 
X .. 1~ 1•1 JffÍU1i-1· s11hsist1•111a de· X. 11111 X .. =O: p11r 1a11t11 ta111hi(•11 M• a1111IHll. 

1·111111• M' d1·H1•1"l11'i 1111Í....¡ atTilia. Indos los otros s11lisisl1•11¡¡L...;. 

Si ... 1°" la llHl.''01· de• )¡Lo.,;; 1·a111idadt-:-. r 1 • r°::!.· · · r,.,. l'1ltn111·1-:-. l<L"" 1·011di1·iiot11':"
(h.J ... ll'lllJllt' "I' ··11111ph·11. S1• 1110:-.lll.J 1•11 hl. q111•. 1•11('SI'1·;L ...... J¡L .... P•"ll;l•"l"ll''" 

(l.) 11•• 111·11•·11 111111 snhu·1611 111•-111•ga1j,·a 

El q111• 1111a d1-:-;1·0111pns11·i1"111 •'ll pa1 l Ps i11dcs1·•H11pn111hh":"- dt• 1111a 111al t 1:?. A 
p1u·1l.1 11•al1~a1:-.1· lnll :-.1."1)n llll'1li111111• 1111a 11uun•ra p11sil1!1'. ...,,. ¡1111•tlt• 1•.xa111111;11 
d1• la 111;1111·1·.1 :-.1µ,11i<·1111·. C"acl:t pa1"11• d1· A l'StÚ t·oul1•11ida poi lll<"<lin tlt• :-.11~ 

f'll'llH"llln~ p1 11·1palt-:-; (110 :-;11s valn11-:-.. :-.ino clC' sus í11dic1-s) y t":"-l<Í. 0·0111pli•1 a1111•11lt• 

cl1•1r•1·111i11wla. En la dl'SCOlll)H.lsidú11 dns parte>:-; Q y R, i1td<'st·n111pn11ibl1-:-. •h· 
A. la.-.; 1·11nl1•:-. IH'llPll 1111 Ph•1n<•11tc1 priru·ipal <'11 1·01nü11. s<• p111•dl' lhunar B a 
1111a ¡uutt· ··111d1":->1·0111poui<•JtlP .• f111111111tPlbanc-r] dP A si tndo:-. lns Pl<'111t•1110~ dc
A SI' anulan.'" cuyos 1·p11glo1u-:s (n 1·n)111111HL'í) cst.,~IJ conh•nidns t'll hL-; cnli1111111L-.; 

1·0111pJ.•11H·111a1iiL..., (n n•11v,lo11<":->} d1· B. {Una n1atriz tal c>s. pn1· l'jP111plo ... 11 ¡,, 
tnatriz { 1 t >~'.::? P."· Q. pPrn 110 n.) ~r.unbic'•n 1-s indesco111pouihlt>. Si B '"' 
partP 1·0111¡,J1·1111•11taria. e11to111·1-s tn1nlJi(~n ('S indr~1·on1pn11ihl1·. 

SPa B la) lliU"fl'. 1¡11c cont.it"Jlt• a Q. y Sl'C\. e lllU\ 1natriz •¡tu• Jlf'l'tl'Jll"<"l' i\ R: 
PllfOlllºl'S pod1·1nns Sl1JlOtlC'I' IJlll" )ns n•nglonc:i (y cohunn.iL-;) <)p By e, t<ulus 
juntos. s11111au 11 parlrs. DP lo ··nntrario By e estarían t•ontc..•nidns. 1·011111 

pnrtc..'-!i i1Hho:-;1·n111po1Iiblcs. e11 1111n 111atriz e11yo gra1lo es n1<.•nor q1n• u y. 1>01· 
ello. ya J>11t•1l1~ 1·n11sidc>rarsP c·on10 1h•1nost.rado y hL'i parte-:-; 111des1·n111ponihlt-:-. 
Q y R iP.ttalt>:-.. si ticn<'n en 1·0111ú11 1•h•111ent.os de In diago11al. 

.r\hnra. s1· J11'<>s1•ntan clos 1·;L.-.;os (p1·opiarnc11t.<.• r·nat.ro) para i11vt,>Stigar: 



A 
A 1 B 1 

A:l B2 
A:1 B:1 

g .... B= A, B1.C= A 1 

e - A:.t B2 A:1 

" 

e, 
e, 

A1 f"Oflf.iPIJf" Indos l<Js f'h•ttll'IJIO.'> 111·111•·1p11Jt-s q1u• By e 1i1•1u·11 l'JJ fºOllJIÍIJ. 

rnieufras q1u• D 1":'> 11111L pnrtt> i11dt~1·0111¡11111il1h• dt> A ponp1t• Jn:-. 1•h·111f:"Uf.O."> ch• 
A 2 y B:1 S<' a1111Ja11 r-u H<JllPll<L" pan•~ ,·,.rup]l'JIJC'IJfari<L"' qttt• 111·111•11 pal'ff':'i t'll 

corn1i11. C.'ou1n A:i = O, A 11-s 1111;1 pal JI' d1• JJ: y pon¡11c• A:1 =O. A 1 e~ 1111¡1 
pnrfC' el<•('. E.-...to npan'f"t> l"H A 1 ( '•111:-.1••·11<-11tc•1JJPllfP. Q r-s 1111a pnrlP d•• A 1 
<h.• igual lll<lllf'J;l 'flll' n y, pn1· ra111ro. (i :::- n. 

S1•1!;t1ruJn: 

A 
A 1 O C, 
A, D, o . B ·· 
1) f) c;I 

e, 
c. 

se luL<;a t'll 1111H 111at1·iz. Aq11í M' a1111f;u1 li1:-. Pll'UH'Jlfo:-. ,¡,. ,,.\._1 y D-1 q11<" fit•JJt>JI 

<~U 1·011uh1 hL .... , ol1111uUL<> de O. y los 11·u.1-:lu11t•s 1·0111ph·ru1•11l;ffH1:-. .'"Jo~ t•lcn1l'Jllns 
efe B1 y B:1 1·11_\"0!-> ff>JJg:Jo11Ps 1i1•1u•11 •'11 ··ri1111h1 ("OJI e J¡L._,. 111iu11JHLS c·o111ph"-

C)t.ra df'u1n,.,1ra1·Ji111 1h~J 11tis1111• 11'"f11•·n¡;1 ''""" 111· 11•1111nal•·/.i1 111•i...., uJp_t!br·aic·¡¡_ 
Ln 1·c•d111·ihilidad cff• 11na rnar dz e n11,.,1-..1 e• 1•11 lJlll' Jo .... 1•}1•1111·111 • ,.._, cn1111cidos :-.e• 

annlnu f11t•1;1 deo J,1 diuJ!,Ollill y 1¡111 ... Jau. l"'' ra11rn. ,.,¡11 1·;u11l1in 1·111uulo Jos 1•1-
t~rn<>utns no u11Jo,., y rodos Jos 1·lt•uu·111• 1,., pi i11'"ipnl1~ :o-<>11 :-.11s1ir111dn:-> por 1111a 

variahl(' iud1•p1·udic•J1ff', -1:.,.1. Pn1 t•llo. ll•·.i.:o al d1•tc·1·111i111111ll' .Ai 1'11 X. y In 
f~XJll"f!!'-00 1·011111 llllH f1111ción l'JJl1•1·a di' \";IJJ•thlt"J-. i11d1•JH'lldi1·1111-:-- IJlll' JI() SP a11-
11Ja11. po1q111• 1·1111IJC•J1t'J1 al eJc•1111·11111 .1 11 .1.u· ·.1., ... D1-:--1·11111¡>n11ga111n .. ...; aJ101a 

X = PQ C'IJ dnl'-i fac·tores, Jos 1·11alt-:-- :-.c.11 fr11u·Jo1u"='> dt• J,,L.., variahl1':-i. Euron«t-s 
Jhuno a X "dur1blt·. 

XII. S1 In 1natnz A t~s 1u1-1u:911f11'11 111dr ... r.1n11po111hh·. 1·11lo11r·1· ... la ftuu:uju 
entera. .\- r. .... 117rd11t·1hlr.. 

En X = PQ apare<·<~ Ja varialilt· n•aJ -1:,...,. si<•udn X 111H1 fnudón Jinc-aJ 
de- Xnn· Por lauro •. :r .. .,. Jlllf'llc• apal"C'<"l'I solarneulf' <'11 11110 lle· Jos 1Jos fnclOJ"PS: 

Po Q. Puc'<lc• apnlT"C'CT x 11 ,.:r~:.z - • · .r,.,, C'fl P: jo• .:r • ., .... 1. ......... 1 - ··J.,,. c•11 Q. C'ou 
rehtrión a él<flll'Jl;L<.; c-nnt.idnd<"s .r .. , 1 • .r.,.!. - - ·.r .. ., que no ""º11 u11J;L-... X P.S 1uu1 
función Jiru•nJ ho1nogénea. Por t1ul1 o. todos npar<'<"<'tr <'11 1•J nlisn10 factor. 
Jos r11aJes cst :iu d<.•t.ern1inado..-.. por .r .,., t•IJ P. si o ~ '"; _.,. 1 ·11 Q, c11ru1do 



n > 111. Sin Pu1hn.rgo, S<.. .. 1·1u11pl(" cl1~ .1: 1.J.:r:.u···.r,.,.¡. Lhu110 u los iudic-1•s r1 •• -f 
uo hou1og1!uc.-os. si 11110 ~ ru y f'I otro > ru, J>t>JT1 l101110µ/·1u-o.s 1·11n11rln n1uhn~ 
so11 ~ rH o :uubos > 111. Si n y :J son 110-hon101.?f·n1•11s. Pt1to1u·1~ npiu·1•1·p .1· ... 1 

t"ll B o t.!ll Q, pero Pntoiu·p:-; 110 npan ... ·c~ 1•11 X = PQ. D1• doude S<' si~llt-'. de• 
poso, q1u• O < rn < n. 

Por tanto =O. C11audo p. rr, T, · · ·. Jos " - 2 ít1clin-s :-.1tp('don'!i. 1·ntn111v:-. 

PU X apar1•1·1~11 los Plc1nt!lllos .1·, •• ,.1:;1.,.r1,1,J:07 .... r,,..,. · ·. :-.i .1.,_1 .v .1·.1,, sn11 1li:-;ti11111:-. 

tlC" c·t>rO. E11 ge11ernl, sin . . 1. -;. · · · 1} no :-.011 1111!0:-. iclt'•11tic·<1s. PI JH'fHltt•·tn 

1·ícli1·r1 .r.,,1J:.,....,.r..., 11 • • • x, 1 .. = O. 
U11 produrtn tn.J J>PTJIHUll"<'l' invariahl<' por 1111a JH•111111tiu·i6u 1·idil"H dt• ln!-> 

íudit·t-s. fiajn la s11posit"ió11 lu'1·}1n dt• que¡,,..., i11d11·1~ "·.l. -1. · - · 11 JUll'1h·n !->l'l 
uo-ho1110,1!/•11t'1JS y sin = N. t'llt<Hlf't~ t•I prod1wlo ~~ iJ.?,11al a .r .. n (J·,.,.,.r·-,,. · · .r,,,1 ): 

y si <1 = .l. t•UtOJH'<'S es ig11aJ a (.r.,,1.r.1 •• )(.r.,.- · · '···) E11 l"Srt' 1·;i.,..n. In 1!1 ... 
111nstr;i,.j1"111 dP l'SfH nfiru1a1·i(111 sp¡·ja auúlnµ,a p;11;1 1111 p111d11cto 1·íl'hco dto 

11u•1tn!'> f¡u·1nn~. t•11yos í11di1·1--:-. tndos SP a1111la1J y "" 111.J"!'> !->llll lio1111~',",,~··1•,• .• '',,",,·,,_ 
Si,.-" .l so11 110 Jior110µ,l•11eos. P11to1111•-. .1 ..... 1.j ... , .... = O . 

. r ... 1 =;;: J·.1,.,.r ... ,, = O: o hic•n . . 1· ... .,.r~~~ = O: ~· 111Ji .... 1·11 J.!•'l1t·111l. ·' ..... 1· .... 1.r.o .. 1 .1.,,.1 , ... = 

()_ p,11 1 cu1rn. 1ou11bi{~11 (L .1·., ... 1 ... 1) (~ .r.1;...1 .1.,,.1 1,..) = 11: n hu•11 .r~.~:.r :,:, = 11 .. .\.,, 
Pt•Jn. !'>r1l11·t• tocio. 

-'"· pnr tauro: o hiPn las ciu1tidnrh~ J·.,.1 . ..z.·~~; .. ,.~;~;. · · .1;::,- 11 !->Oll 1·0111pl<>lalJ1«1Jll' 

11111<1."'i: o so11 111ila.s )as c·n11titlo1,Jes 

Si afuulin1os las varinbl<-'8 1·on valores po~irivns. c>11101wc-s st• siµ;11P -poi· t•I 
t.corerrw IV- que A, y po:- tant.o X, es desco111pn11ihlP. 

Si u.hora se de><"OlllJJOlll'"Jl A 1 ,A2 .• 4 3 .· ··y Jf's11lim1 cl<>s«n111po11il1J1~. <0 11-

t.onr-~ sp d(-sro1npone X Pn los det.crrninnnfl"S .\'1 .. Y ..... Y;1. · · - • sieudo ··~ros 
irn.-><l111·ibles y pudiéndose c·n.nu·t.eriznr cada 11110 d" "Jlns t•n Jos Plcn1t>ntos priu
dpnlPS que nparcrcn en él. Pncst.o que cst.os fcu·ron-s son irn>tlndhles y. pnr· 
1111.'"fJio cit.• X. est.ri.J1 <"Omplet.n.1n<!nte dc--1.erminados. PJ1to11n•s sP p1u'(I<• dt.~1·0111-
JlOUPr 1arnhiéon la matriz A sólo de 1111n fonnn: t•r1 JHlrtPs i11<lt-s1·0111po1iil1lt-:-o. 
E11 1111 1JPIPrlt1inn11t.e se p11~le l)evnr, poi· 111t•1lic• 111• 1·11alc¡11it·1· pr>rrmrta1·i1°111 
(f.au1ptwn c·o~redient.e) dP los n•nglo11cs y 1·ohu111i:L-.. Jn!'> Ph.·1111•11tos d1· 1·no(a 



111icrnhro n la tlingonn.I. Cons<..,..-·uent.,~ntent.e. c..."'>f.o s<..,• dc•rn11cst.rn 1·011 l>1L-..1• ••11 
Jn...; ,Jisr11sjo1ws nccr«n del f("!CJrrrnn l. 
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l&I 
v • ...-1'"'i.110r11o1t•'· 

Matíl A~11 
B- n 1~16 

¡.,1. ri.t.~ ....... 

)la\hem&liacber Preis dea K6níg> Guo\av V. 

1 
1 
i. 

¡¡,,.... '" unthi ...... S.i\A W¡lleg\&11 w .. ..i.. ge.U uai 
.,W\ith du ob•~ialto Wolliag• bol S. V. itr l~•ig Oulll• V ,,_ 
tth\o..,, U! !il Einnith.ngefrlo\ 111< ~,¡,.¡!" ArltiW>, •tkbo SUt 

Konl•mnt ,,. a .. "' S. V. plllltln mo\'o~ Y1<i< ""° 
mol!ol •m.,, 1'm !!. Ollobtr 1916 hit ""' SI. 011<>\tr l9l1 hin"> 

ptbolt• •iri 
G. Jllttsg-UJ11n'. 

ttuu l~•"· 1'n.;ua na lltt¡talUrt. l~l 

Ober Or.i~hen 1md ibre Anwendung auf DeWininanlen\he<>ri• 
· uod !.!en~enlobre. 

\'u 

DUu Kfnuo in '011d•p•l 

Dit lotliegenda Atbeü. bttichinigt lith. mil ProblmQ m der AM· 
!¡is ,¡¡..,, /," lhl•miurAw\\wi> ,,.¡ ¡,, l!"i»'.tm llM P.¡1\1 ¡,, 
Graplieit Ut d1&jc11iga Si11deg\ied1 d11rch wclchu die« PNbtt111t miWwau 
IUll~&füdq(t\.~W,..~...¡;~ 
Metb0dr. dtt Grapb1n, die a11tb m U1u11g mincbu hin 111.nnWiiiD 
Fr1gc11 fnhrt, wird nlm1íth dit l<¡u.ínleu 'º' 1eheí11bv etn.andn fera· 
litgf11Jen Fngttlcl\uo~tn ieig~n. 

§ l 

Hnphen.') 

~:, tti eine cnfürh11 AnuiM \a11 l'i.1.11\:tcn gtKe~11¡ g~wiue Purt, die 
man lUI Jine11 l\m~\111 •1i1wihlM1 h11111 uille-11 Jurth tir.t oder mtbttft 
{tndlic\s •itlt) Ku.lfn ml11mde11. 'ltrdtn. 'E.int au.f diet• \Veite enl.dtbtrv.lt 
Figur wird iin •llgtm~inen ali tin Gt11Jil bmichnet Eio: Graph hei!t 
\i11 lit'b} r.i.tllmmtttAii"!lhld, raU1 man auí aeintn °tinttn 'ºn ltgtd ti11e111 

ui~r 11111Ate .. ) 111 J9Jem •11Jutn ge\&11gea. b1u1. ltl d~r Gtapb a.ieht 
' lQU1nm!ti'tii11gt11d, li'J lijlfill\ l't ni tin&tci\~ W'r'i~ti m1-mmmtirrhl:ugtti&
\ 7t1k 111 Jer Tri1\r.fü.it 1\Ít\tt A111~~ii' fa~~ Jn VMteil ¡¡e•itMr {a.lge-

\ 

lm.(~t) h.•mAo.wo,:•·ll. .kt GO!Yli.ctl 1.iiuf\ m ir~Nll l'unU J111tlb& 
AnuM '"ll K"ntrn nu•, 111 h!1~t dtt Grsr'b rt1pliir und diue \;01ut..!1te 

hubl •itJ !lit der (irad d« t~guli.m1 Grtph111 beuichnel Eiae pnt 

i V~!. Pt1w1ni· ,Jlit'rbu1i1 6~1 rtgnlbu U11pbt', At\l. lhU.tlll~t• i\.1.1& 
111>1),8.111-lto. 

"'¡ Nu ait u1prb¡clic!i .-o¡m:r••rnm Pu11\11 lKllO!ttjlll'\t.} •tidtn il• 
Ja~kk .. 4u Gn¡bn bu1í-cbná 

ll~1<~•h .. luLUl.l\ 



fü Dbulh11. 

wgueichDele RoUe rpielea die aogen11111lo paot'tll Gra¡kn: ein Grapb 
.-Ud'° btuicbne~ falla jedu gmblo11ene Linie111ug, der 1u11ei11en Kanten 
pbildet werden k11111, eiue gen.de A11uhl Yon Kratco enlhill (1. 11. du 
lúnleu¡it.m du World1). 

Ei1& GrapJ& id ~ 11nd 111w dan11 tiil poartr Gr11pli, 1ctn11 1111111 

killl! Piillllt 10 in IK'ti Grupptn 1trltgtn .lann, dn~ n11r Pu..!t.: m-scAiaknu 
Gnppot 1111111iUdbar (d11rdi ti11t Kc111lt} rtrbundm sind. 

In derTal: id eine Teilung in twei 1olthe Gruppcn ruñghcb, 10 ge 
Mreo die Punkle jede1 geacblouenen K1nlen1ugu alnuc/iJt/nd dcr eine11 
Wld der 111dere11 Gruppe n; der gucblaum K111te111ug mu6 allo eine 
gersde Antabl to11 Kant.ea eolha!ltn. U11.d umgekehrt: ordnel m111 dio 
Puokte, auí eioem beliebigm K111teu111g íortf1hrend, abweebaelnd der 
eineo oder 111dert11 Gruppe 10, 10 hnn diu D!lr d.uin 1u cioem Widenprucb 
fnbrto, filb man anf eineo ge11:blomu11 Kanlenzug gestaBen i1~ der eioe 
ungerade Anubl lOll Kante11 entbilt. (Dil!.I gilt auch filr nicbl iuum· 
rnt11l1ingende Gnphen, nur i!l bier die Einlc1lung dcr Punkte in urci 
Gruppai nitbt eindeulig belltimmt) 

Aur diese Wei1e kOanen die nnicbt mammu1h'ilngenden~ uruf die 
npt1ren" Graphen 1¡mmelrisch 1uein1nder de6nierl wcrdrn, da man die 
nicbt zunmmenbiogenden Gnpben auch dadurcb charaHcri1imn bnn, 
da8 ibrePunkte 10 inaweiOruppu gete'ilt werden kün11e111 d16nur1wei 
Punkte dtrulbm Oruppe unlertinlDder 1111miltelb1r mbunden 1i11d. 

Die Geaamllieil G1 gell'iucr Kaaten Je. Graphu G, 1fird ali ein 
Folibr ~ GNdu •on G bez.eicbnet, •mn Toa jtdem Punkl4 TOO G 
gtin•u l K1nLen TOll G. 1tuJ111íe11. Ein •·•itor L'"" Gra1le,, ial 1elb1t ein 
rrgulirer Gnpb l'"" Ondes, 1eioe l'uukte atimmen mil den PunUen des 
unprilnglichen Grapbea Dberein. Gewimi Kaulcn 'º" G biMen 1!10 dllln 
1i11en FaHor erslen Gndet, weno jeder Pankt Ton G einmal und nur tia· 
mal ali EndpunH dieser K111te11 •orkommt. M G r~gulir und n .. Gnde1, 
111 bilden diejenige11 Kanten, die in einem F1ktor L'• Grn.de1 G, nirlil 
entbaltm 1ind, einan Faklor n _¡ ... Grades, G •• ,. In dimm fnlle idll 

mili nach Peleneo: 
G-G

1
G0_

1
• 

Ebe11so dalioiert man du 7.trfallen eioct rrgulireu Gr:iphe1 in mehr 1\1 

1wei .-aHoren. St.ela ill die Snmme der Grade dcr ~·1klore11 Jem Grade 
du 11nprllll~icben Gnpbe1 gleicb. lm folge11dc11 wird bmnd~n di~ 

Ürltgung einN regulire11 Grapbu i11 Falitoren cBlen Gfldea behaadclt 
•erden. 

Jtder Gnpb iwei!tn Gradct beat.ebt m eir1fachen (doppelpunH~· 

!Glen) gescbloumn Linie11. Diem huiltl, wie man 1ieb~ d,.nn {unJ nur 

l 

"'"" •, ltol IJ[ • 
Gr1ph11 aad Uu¡orllldn. O 416•co 

/J -d11111) aincn Faklor mte11 GnJu, •enu al.le dieto gucbloum11 L~0~0 eine gen.de A.111.a!il ron Kanten e11thAl!e1.•) "''r•. ,,
1 Ali eine Venl!gerneineruog dil!ffr Tal&lche •erden •ir folgend-.. 

S1tt bewei1e11: 

A.) Jrdrr paart regulilrt Grapl. kn11I rfnt11 Fali11r trlkn Gradu. 
Dittcr Satz i.~t eino unmillelhre Folge di., folgenden (der jtdocb nur 

tcheinbar nrchr bmgl .. ¡J: 

fl) JrJrr pilare rrrprl11re Grul'~ , .. Graifr1 1erfillll i11 ! Fa!lort11 
rrllrn GraJu, 

D1uer Sali wiedcr ergiht 1itb 111 eine Folge de1 folgenden: 

C) IA11ft11 i11 jrdtm J'uu~/e tinu paaren Grap/it1 MHsttn1 t Ka11ftr1 

llUIJ111111(11, so !ann man den A'anltn du Graplia jt tintn roii i fndilr:1 
auf Jalde R'rise lllCl'dntn, t!ap llCti Kanlm, die in tintm J>un!t 111.111111mftf· 
lall(m, sfdJ rmd1ialtnl lndi1u er/111/ltn. 

Dtr S.t: JI) ill in der T1t cine ur1mit~l~1rc i'olgo dit11'1 S1l:.t1, ú1 
irn Falle ~inri roi;-ularr11 Graplu:tL"" Gr!ile1 die K1nle11 rnit drnrrlben In. 
d1zea je eiocn F11Uur tulcn G~de~ bi/dc11. 

Fur Jea llewe19 de1 Salies C) •ollrn 1tir die MethoJt der voU.~11-
dig1·11 faJuktiu11 llOl'rt'llÚtn, die, Oblll'llt rie boj tiller fl~cbriukung IUÍ 

de11 s~u D) •cn:rgt, fúr den 1Ugemcinere11 S11t C) u11mitlelbar lUCI 

Zide führt. Id die Auulir der K10ten ~ !, 10 ist der S1ti natilr/icL 
richtig. Wir nelimen siso an, daB er alela ric1tig itl, weon diese ZaW 
< N irt und bcwcisen ihn {¡¡r den Grnph G mit N K1alc11. 

Lñet =~n 1u1 G irgend eine K1111t, t weg, so e11L!~bt alto ri11 -
natürlicli cbrníJlh ¡1urcr - Grapb G', dema Klllie11 mit den l Jndim 
in eioer d~m Satze C) tnlsprttheaden Wei11 Temheu •erden kiiaim. 
Diete lnditet denlen lfit •n den l\antto 'ºº G' 1ngebrad1l \'rrhi11dri 
die weggelnuene Kante ' die Punklc .4 ~nd 11, 10 ilt es alk1t1 müglieh, 
da6 irgend ein lndex 1ttder in .4 (d. h. an einer K1ott die D&eh .4 liurl), 
Docb fo n JOrkorurnt ID dimm F~uc hnn llllQ dimn IDdet dtr h"ante t 
1uord11coundu111erZielillerrcichl W1rkiinneDutt••ho1uíde11:irti/m 
fall he1cbriinh11: ein fndei, rh·~ ,,lu, der in 11 fthll (einen 1olcl1t11 muB 

º)l'•ta.cn,l.c,S.m 

") Ni111111l man11iim!ith dr11Sa1.i41,r1r1chli¡:1n, 10hdderGr1pht~•Gtldr1, 
G,, ,.¡"'' hUor crika flradr1 G, ~:d t1iitC1 .. r;,Gi • ., t-oi1tG1~ 1 -c, ·e,.,, 
C1

• 1 .. t.,·1 ~a,. 1 , •• •o •utb G,',G1", •• Falitorea tnka Gndt1 1iad; todfüb 
i1t11io r.1 -G1 G,'G," ... C;1•

11 •irk!irb i11 FaHo"a enk11 Gra4et urlt~ - Für 
1
1u ¡trlde l11,¡ l ful¡¡t fab O¡ uo!lli!te!bu au1 t1ttm S1Lu •oa PtltruQ ~·c., 

S. ~00) f'.1 dre tuch tichl tcb•u, drn F1U tiur to¡:erafo G1.lilubl &uf d1tm1 
F1!11c1Ychut'üh1cn ílubirrfolgeodeDe•ti1,drr•ocb1ualJg1llltimfll1ttu!tak11 
filbrt,i1tjtdC1Cb111af1(htruda:1chtdiellnkuchridugdirttr1w1if'i//e11irbl11M1¡ 

IO' 



m Di1111lh1a. 

11 gebe111 da in O' h0cblt1111 i-1 Kt11ten nach ]l - nnd ebmo mh 
nach A - lau!e111 kommt in A m. Sei weiter ;!' ein lndu, der Íll A 
nicbt miommL - Sti nun ..t..t1 die KlD.\.o mit dem lndu 1111

• Em· 
tueU gibt u eitte KlDte A1.A.1 mit dem Indez "'' d111n fielleicht eine 
K11.nle ÁtÁ1 mit dem fodu ~ti', eine Ku1te A,..f1 mit Jcm Indu 112", 111w. 

Wir bilden diotaD .,alteniiere11de1111 Weg AJ1A1A1••• IO weit als nur mag· 
lith. Er ist - n•th dcr Wahl dcr Indim "!" und .2'1 

- eindeulig be· 
1timml Auf dimm \Y~ hno man keine11 Puokl iweim1I erreicl1e11, 
du111 wire .4.

1 
der er1te Ponk~ der 1cbon einmal pu!iort wurde, 10 mllBt.en 

in Á
1 

drei Kanten rnit deo ludiw 111" odu "2'1 Torkommen. Abcr 1UCb 
,,,, ; , uch Á hnn mlll nicM iurQekge!.11¡111, da dort ,:t' giir nicht Torkomml 

und 111• (mil der Kant.o ..4..A1) 1cho11 bnuld wurde. Endlich km. mu 
tuí diuem Weg nicbt n~cb B gelangeo, denn diu kftnnte nur mit einer 
Ku!. to111 Indu ,,. gmbeben (,.1 11 kommt i11 R 11icbt 1or) 1111d d11nu 
t1Drde der Wig •011 A 11&eh 1J 1i11e gel'ldt A11ubl •on K111te11 e11tb1\le11¡ 
mit der weggolumen K111te t zmmmengenommeo wOrde diem Weg -
im Gegenull 111 11om111 Vol'lUHeliungen - einto gmhlomneo K11nte11· 
1ug YOll O mit 11oger1d1r Kanlembl ugehen. 

J.A1..{, ···.A, i1t 1110 ein doppel¡iunklalom beidemita off'ener Wtg, 
der deo PunU B oidil tr.lbilt, und dmen Kanlen abwecb1eh1d die 
lodiiu 

11
1" 11nd 112" lngen. Wir nrtmchen 1111n die lnditu 11111 uod "t' 

10.f den K111le11 die1e1 Wcge1 1 ohne die Inditu der Qbrigen Kaoteo 111 
iadtro. Dio Verteilu11g der lodim geo!lgt auth nacb diuu Verlau1chuog 
den Forderuogeo. M1111ieht d11 unmitldbor 1owohl filr dca en leo Punkt A, 
'ºº "º 1111 unprncglicb keine K1nte mit dero lndüt .rr mlief, wie filr 
die ionereo Puokle ..4

1 
und mh ínr dto. Endpunkl A, 1 •on wo keine 

1weile Kanle mil dem lndu ,.l" oder 1~1 auslaufen hnn, da 1011st un1er 
Weg oicbl io A, ndtn k~1111te. Nun babeo wir ab~r erreich~ da8 fo 
Jndu NI" 1ucb in A nicU mebr mkomm~ 10 d~a er der weggelaumn 
K1.nte t1ugeord11et-.rerde11 b1111. 

Damil aind der SaU C) und abo 1nch die Situ A) und D) be· 
wie1ec. 

Bmr w!r nnn 10 den !llll'endnngcn diem Uolenucbunge11 11.uf die 
Delormi111olenlheorie ond Meogen\ebre D.bergehen, wollen wir nocb tr· 
wihne11

1 
d18 unur S1U B) io engew Zuummenhng mit einem bek.o.nottn 

Probl1m du .d.MlyÑ 1ihu 1t!b1t 1teht¡ diu i.t du Prohlem det Karlt'lt· 
[arbtnt. Dtr bi1 beultullge nnbell'iuene Yitr(arbmsall beaagt folgtoJr.: 

11
Man kalUI din Uaderu eioer ebenen KaM je cine •on Tier Fuben llels 

aur 1olth1 W 1i1e 1uord11en1 d,8 ""ei Linder, die eine gtmeio11m1 Grm· 
linie babao, immer nnchiedm F1rbc.n crhalten." Man hn.n l~icht 1thtn, 
d18 man 1icb anf d~n FaU bmbriokea km, wo die Grtn!en dcr líartt 

Grapbr1 ad iha¡n!chn. m 
einen rcguli~n Graph drilten Gradu bilden u11d dann i1t der Vilrf'arben· 
11li dem Taítache.o. S1t1e iq11inlen~1) der beugt. da8 1in 1alcber Oriph 
•ll:!.11 in Faktoren mten Gr1du urfilll NatDrlích hriutbt duum noch 
nicht jeder Graph dritle11 Grade. in drei FaHonn 10 urfallea, de1U1 eio 
Oraph kooo nur d1nn Ql1 du Grtnuy~tem eioer ebeoen Karte aoge1ehen 
wcrdon, wenn tr ío!gendc 1wei Eige111chníle11 besitit: 1) er llBt 1ich 111( 
dtr F.btnc (Kugcl) 10 uich11cn, dAB d11hei bine (neuen) Schnillp1111he 
aunrclcn und 2) jcd~ atiorr Kan!en geh~rt tinem doppelpuoktalmn g•· 
tcblomnen Kanltmge 1n Ohue diue 1wei Eimbrinhngta i1t du 
Tnibche Snb (Tnit hat thn ohne dim Eimhr~kllDgt!ll 1u1gt1prnlht11 
und 1!1 nident nklirt•1) g1r 11icht ricbtig, ll'it mlll durch tll'ei Bei· 
1fiel1 1cige11 hao!") - ht aber dit1er Grnpb ei11 p1111r Gnph, 10 id 
11~b dem bewiumn Salte B) der Stb aucb ohne dine 1wei Ei11· 
1cbrinku11gen richtl¡¡ AUerdi11g1 ergibt die. oichb Neuu fllr du Problem 
d81 Karlenfirbm, dn in d1e~em FaUa-•ie Kempet) bewiuen bat-aidil 
nur ,¡,r aondern 1d1on drei folien 1u11eiebc11. fllr du allgemeioe Problem 
wire 1icherlich eia 11ich\1grr Schritl gelin, wean u-und 1war in 1Ín• 
facber Weue - sd111grn w!lrde, die Gr1phen ton der Eigt111thf\ 1) 
durch inn~re(komb1r3!ori1che)EigembafttndtrGrapbto!ucbar1kltri1iereo 
D~Lci wílr1le jcdrnin\\! fo Eulmcbe Pol.rcdenntz eine wicbtige Rolle 
1pielcn.tt) 

§2. 

Ant1~ndu11g aut Determl11111te11. 

Dio p111m1 Grnphen kü1111cn mit dt11 Determioanleo 1u1 gmeo oder 
mllu Elemenkn 111 cogen Zuumrutnhang geLr.cbt wenlen llDd tll'lf 
mil jcnu1 Ei&eo1cb1ntn dimr Dtierminanleo, die aur to111 1b1olut.!11 
fütrage ihm Gl1rder nhhin~c11 und uubhiiagig •i~dron dtn \'dneicben, 
die den Ghefou zug~ordaet ll'trdta. 

Wir wolltu un! zuniirhd mit 1olchtn Dtlermin&nlen 

n-:a..!.,1.1,1 ..• 
bml1ifli¡;:en, wo ~1c Elcmcult n,1 nicht 11egutil6 gaoui Zableo 1ind. Dn 

i Oim tcttmchungu 1i11G IYllHtag"trut L D. lot1 Wrruich (lhth. 
A~a. U, 9 l\l). 

"')Pbilotophic1llhgamt(6),8d.IT,S.lO. 
""i 0111i11t id tin 111rrkwilrd1¡¡u G111·b 1011 Ptleriea jln!trm~di&irt 411 Jl1th'

tlllticie111 DJ. D, S. m), d11 u1lm z B. ti11 ürapb (1lot11flll1 drille11 üradt1) m 
S7lrokr (ab~rucU 111 fircir 11 ia dcr Ofltn trwlha!ID Arlieil •~a PtltrMai 

f)Am.Joura.oí!l•th. /Id 11,8 US. 

ttl Din hlbe ich iQ 1wei ia un~.ii1chtr Spll(h tntbitatm !rbtitea ur· 
MH (M1!htmd1hi fo lrtmr•1rllud~c.AD71 r.1tu1t.\ l!.I :1) 
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quldralischen llatrix D han man eioon puren 0111phc11 U fo\guder· 

miBu1 1nordotn. Wir luse::i den Reibe11 'ºº D gowiue Punilo 
A1,A., .. ·,A. 

und deo Spalt.cn ebe11fal11 n Punk!t, 
111,11¡,··.,110 

lh l'unkte TOll G rnt.aprcchcn und rnhindc11 joden l1u11H A, mil j~Jcm 
PunH JJ

1 
dutdi 1111 nr1chiedene Kantrn. (E1 knnn 11,1 llucb Null Hein.} 

Zwei A-Putkle und zwei D·Punkle wude11 unlmin.o.nder nicni11s m· 
hunden. Dcr don:b D •ollkommen Lutimmlc Gra¡ih G i1t in der Tat 
ein purer Gn.ph, da 1ní jedem ge1ehlo!lenen Eantmug dio PunUe A 
und lJ 1b1nchHllld auíeiDandet folgen. Die z~hl der K.n!.cu, di1 in ..1, 
oder D

1
1unmm111llllfen id gleicb der Summe der i' .. Zeile, b1w L"' Spa\le 

Ton D¡ G ist abo dllln und nur d1nn rtgu\ir, wenn jede fieiLo und jede 
Spal\t 1011; D dieselbe Summe ugibl - Da weder awei A·, noch 1wti 

D·Pnnkle untereinlllder unmilt.elbu mbunden 1'111d, s•1 kü11n~11 J10 J\Milcn 
tine• jeden F1Uon eulon Ondu YOll G fo!Kenderm:ine11 limichnd wcrde11: 

A 1D~, A 1 D~, · ··, .~-11,, 1 (K,\ 

wo 
(i,, i,,···,iJ 

eine Permut.ation dtr 7.&hlcn l 12, · · ·, 11 Lcdeutel Oie~et { K,) id 1l1nu 
uod nur dann wirklich ein Fn\ltir erslcu Gradet ron G, uenn jede d~r 
7.ahlen 

a1 ~· a1.,,. ··,a,,, 
d.h.d,,rro<lokl 

a,~ 111 ~ • • a,,, 

ton Null t8r1tbi~en iet Oiem ProduH iit aber nichll an•!em, al~ -

tom Vorieicben abgosehen - ein aUgemeiae1 G!1~d von D. U. nun nnch 
S.lt. A) jedH regulire pu.re Gnph eineo ~'1Hor mlen Gr3da bes1hl, 

1i11d wir tu (olgeudem De\umin1n~uulze gdUbrt worden. 
D) ll't'!ln i1' tintr Ddamin11111l lllU •ichl 111'9'llfirtn [gan:m] ZaMt11 

jtdt IltiAt '!nd jede Spallt dieitlk posili1ie S11mme rr5ibl, JO ist 1crni~slcnJ 
rú1 Glitd der Ddtnnina11k 1·tm Null rtrsdiictfen. 

Nur lilr den F11\
1 

da8 rlie Element.e g:i.010 Zableo 1ind, wurde dimr 

Sab be•ic1e11
1 

man hno aber un!chwer ieig~o, dlB er mb filr ralionJ!e, 
1ogu !Ur reelle Elemcnte !lberbnupl ridilig blc1LL Neg;¡ti" Elemtolc 
Jarren jedocb nichl iu¡¡olme11 1rnde11, IVie C1 i n die Determinante 

l
o o 1 ¡ 
o o 1, 
1 1 -1: 

1 

Gr1.pbt11ndllt11¡;taltb1t. 15, 

1ei¡;t¡ jedo JlciLer11uwme und Spnlte111omm1 id hier 1 011d doch TU· 
1d1winde1111le 11:ch1 Glieder. 

Wir wnltcn uo1 11ocb ruit dem 1peliell~11 F11l be.cbaftiG'll1 "º di~ 
nicht,mchwinJe1JJe11 Elctntute glcicb 1 1i11J. Dann Jiet 1ieb ~u OWr· 
oin!lirnrn~o 1imllicl1cr lleilicn• unJ Sp3]lenruuimtn 1.ucb 10 au1drllcke11, 
1bB jede Heihe 1111J Sp~!Le dimlhe Anr.aM 'ºº Nu!l!a tol11ilL In die1t111 
F.11111 cnbptcthrn wmchiedeuen t'11klore11 er~len Gradu ton G nncbio-
1!cno Glicdtr 'º" 11. Da 11c1ler du Vcmhwinden odcr Xic!1htnchwinden 
ilcr Dclermiunolti11~lict!er nicht rom Werlt dcr nic!1tm1CL•iodeuden Ele· 
mcn!e 11bl1ñ11gt, t~ibt Sntz ll) deo folgeuJan Sab: 

E) /JI die A111ahl drr 11itAktricl11rinJrndm Ehmlt in feJer Iltik 
u11d Spalte ti11tr Dtfmuinau/e genow glcicA k, so giU u icmigstnu l nicM· 
msrAirinrltnile Drlmnina•lmg/iedtr. 

(DJese l G/iffler 1iinnm stdJ JO Jn&iilill wmdtt11 dap jala Mid.ttt'f'· 
5CA1tindmde Drlm11i11n11/n!Mnmt in ri11tm ¿mi nur ti11tm ditstr Gfüdtt 
f!1//1allrt1sriJ 

Die Fr•;,;n, wnon c1 b"·nau k uod w&nn e1 mebr 1!1 l oichtnr· 
&cluriudtnde Glie~er gibl, iat fllr 1-1 lritial, 1111J bnn lilr 1-2 
m1l llilfo des tnl.!prtch,0J~11 Gra/'lift 1oforl enbcl1ieJen werJn. Schon 
fur .1:-3 lübrt aher dic10 Fr.¡;c (d. h. di11 fnge, wie riel Faktoren 
erslen Grudc1 ein Jlltmr Gn1ph drilttn Gndes besild) 111! •iel .chwierigeu 
Untwuch11ngcn, die 1ucb mil Jcm Vierfubmatr in enger Detiehung 111 
~in achein~n. 

MAn han d1~ bicr gríundmn Dtttrmimtmfüe (bzw. dtn Sab Dl) 
nuch ~o inlcrpreliurrn: 

F) S111d nM{ tintr qur1drulisdim Ta{d nul 111 }tldmi Ln F1gv1r11 S<l 

au{yt.dtlll, dap ;ci.ft l/riht u11il frde S¡~lte gtirau l figurm rnthilU (da!.ri 
d11rftr1 mtlirrrt F12r1r(fl auf dmmfbrn Fddt sld1n)

1 
so rn/Jtchl ditst KOfl· 

{igiirat1on slds durch fihfogtrung rcn l sdrhtn Konfigurnlionm, in rlrnm 
jtdt Ztile 11nd jtJ~ Spalk gmau tin~ Figur mlhiilL 

Ellle mloge lnterprtblio11 hnn mh dem Sal1e C) gegebe11 werd~n. 

§3. 

l:orndlicho Gr:ipl1rn und Auwr11dung auf dio Jle11stnlebre. 

Die hitr ~e¡;l'l•t·oen Uottnud111ngtn uod Aoweaduogto der Tbecrrit 
dn Gmphc11 !dzcn ei;.:eotl1ch gu hine gromrtritche Anschau1mg 'onu. 
Ar1&l.ilt cin~a Gr~phu h~lkn wir immer ton eintr ~toge 'ºº J1uren 

(G) Ali, CD, AE, .. ., 

dio Kanleo genaont werdeu, 1preche11 k011oc11. Diete Pure werden HI 
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gewim11. Elemo11leD A, n, e,.··, di& Pankte gon111nl werde11, gcbildeL 
Nur mu6 m&n bier f'ilr die Eleme11.le dM Meagu G urecbitdrne Multipli
,uattn 1u!¡,m1, d~m Um1ta11de e11bpr&ehe11.d, d&6 dimlben 1•ti Punk!f: 
dureb mchraro K111tu nrbuode111ei11 i~aoen. Alle umre gcomdri1ehen 
Ilegrill'e (mnnimcnhiugeoder Or1ph 1 regulircr Grarh, Gr.id und ge· 
1ehloue11cr Linimog einc1 Grnph.u u~•.) luinnen rcin nb~lra~l niit llilf~ 
der Mellge fi daGniart wcrdeo, ol1no tla6 w1r un1 nur w~omclmchc Aned1a11-

11ng 1lilllcn mamn. Die.ie Bcmerluog isl wichlig, da, weon mnn 1in c1n· 

mal a11g~oornme11 hat, 11ichls im Wcge 1\.cMr die ~Spmbe der Gr1¡ihe11" 
1uch dtnn iu benlllm, wen11dielleoge11 (A1 D,C1• .. ) uod (All,l'D,AI:.', ... ) 
nicht cndlich1 j11. 1ogr.r ton beliebig groBer Michlig~ei~ 1ind. E1 ttare 
llbcrfiils>ig l'ilr diete

11
uucnd\ichenq Gr:ipheu die Rcguluil.it, die Grad?Ahl, 

die f&itorcu, (ges:h\onaoe) K•ulen:Dge, u1w, ~anden 1u definieron. Wir 
wi~cr\1ok11 nur, daB eic Gmpb danc m1mm1nl1li11gecd gcolllDl wirJ, 
f1ll1 man Ton irgend eioem 1eicer Puokle iu jedcm 1ndmu durch eine 
tndliehe i\nah! 1einer Ainltn gelangen kann'). Die Tul&de, da8 aur11 
ti11 r.inmdlicliir Grap~ auf tindcutigt Jl'tiJt 1t1 1iu:a1mi1cn1.5119cn.lr. Tci/t 
1cr{li!U, bnn ohu jede seowetri1che Antchn~ung le1cbt Le•ÍCMD 1urJen 

lndem man die Mithligkeit der ~!C"age der Punktc und der Meng< 
1\cr Knnten kcim Einschrñ11kung unlcrwirn, Tcra!l~cm~inert man n~tnr· 
licb in hobem ~Me den llesri!l' Ju Oraphc1. Nur eme l::i01Clirúnhi11g 
"0Uu1 •ir aucb wcilcrhin beibehalten: wir werdcn uns mh ira folgeudcn 
nur mit 10\chen Gr:iphcn bm~'5.nigen, wo die Anuhl dcr l\111!.cn, die 
im rc!ben Punkte m1m111e11laufcn, unler ci:ier c111llichen Sdmob bleibL 
fün11 werdcn wir aueu Jeu acbon bc\1,.,oJe!tcn 11cndlichc11~ Orapbc11 11ur 
noi:h mil .~bü.b\b~r1lll" Grnrht11 (10 woll~n wir dll' G~phen mil ci11cr 
11bi¡blb1:en Mcn¡¡n 1'011 Kantcn kun bmichnen) 1u lun linLcn. Et g1l~ 

11:imlicb dtr Sah: 
G) Blcitt die A~al1! dcr K11r./t11 die i111 srlim l11111kt 1usa111711tnla11{tu 

für tinrn Graph G untrr tfotr mdlichtn Schranl.t ~, s~ urfii.111 G i11 tnd· 

lick 1md ab1iiAllart T~ilt. ") 
E1 ge11ilgt iu i~i:;ta, d~S wen11 G aucb 1uummenbi11gcnd ist, er 

todlicb odcr 1b~b\hlr u:11 mu6 Die1 ist a~cr lbr. Durch tine Ka:i!e 

') l'.t i1l ,¡,Ueichl ~iebt ab1rtlC11ig u trwlhaeu, d1B di! Aum¡t ~ri:i 
Pu:ikl ll:l 1kh ni eincm uJm:i Jurtb ei:iu Weg 1u1 nundlich tio!cn KIDIO 
mcichn~ \.ciPn Binn bbn h:.n. Oit Wo1ll ,,dureh 11a1 Hdlicht ADuLl HÍHr 
Kul.l!n~ k~nnen hiu &110 durcb d,1 Werll ~•ur .einea &utn" ernhl •1rd1n. -
Auchj1der¡¡ocLlcMCDIAllltt~1ugeinuGr1pbeab11tebttoip101u11imead\icbtn 
Aaubl ron Jink!i. 

") Ú ¡tdg' 1cho~, •taU UlU ll't fOrlUlltl1l, ¿,~ 1n jrJ1n1 ru~it ri~r r~J. 
\icbl b111.I 'º~ Kutin nllmPenllu!!ll 

ll11rhnudlhn¡ul1hit. •61 

k•1in man au1 irgerul ~iuem ·a~iner J'u11kte J1 bachll1n1 l Punkte erreieheu_ 
1!urch tlfei hOch~lt111 A~ .. · durth ,. Kautcn ~6chJt.e111 A•. Die lli!nge 
der l'unHe, die man 11111 }' dnrch eine tndlidie Z1l1I YOD K111t.e11 er· 
r~ithnn hnn, d 11 die M1·n~f lilimllirhn l'uu\te 'º" G, i1l afso eaillicb 
O(!cr ahiililLnr J)~nn mu8 natilr!id1 1uch dit Meogc der 1\111\tn endlicb 
oder aLühl!iu ~··1u. 

U1Mr •lrn 1u11·n•!l11 l1r11 !lr-rhcn 1111J nad1 dtnjenige11 enltu Gn1!e1 
(
1lie 11:1 K~nlcu i·h11c 7.u!nmm~nh~n¡; hcdcben) ontDr!icb die G1'11pbe11 

i11·~1len Gudc1 r!ia tiníac\1den. Die5e mfa!ltn in getchlomoo Linien 
111ilei11ere11dlichc111\11n!touhlu11dinbeidemitJ,.iD!UoenJ!itbel1UíenJe11 

einfacbe Linien mit 1LW.hlhar unendlitb Tie!t11 K11nle11. Id der Graph 
iwciteo Grrulc1 cin pnmr Graph 1 10 i!l offcnbu jedu die.:cr Teile du 
Produkt zweier fiktoreo erlleo Crader, al.sü') tuch Jet gme Gnph. 
Fiir dm Grad 2 únd a/so rlit Siil.zc A) ui~/ D) autA für m1mdliclt 
Grapl,en ricl.lig. 

Um mh Uei1pir!~ unendlicber Gr:ipbcD Llihmn GraJea iu gebec, IOU 
norb rrw~hnt 1ein, Juil 11.l~ cbcoo qund~ti1cho Gitter einen uoendliche11 
reguliren Gruvh rirrtt·n Gr.1drt rcpri!1!ntierl llu 1naloge ñumliche G~ 
Lildo i1t ein une11Jl1cl1cr Gr~pb mhskn Gr:r.dte 

Uom Sai1 C) i,l von BcJuulun¡;, ucnn mRn die Graphen in iler 
~fen¡;t·nlchre 11oweu1/•{ Er JJ6t in remhon f'aUen d~J Prohlem euí eod· 
liehe uod 11htlib!~;:ue Mcn¡;en reJuzimn, wie 1ich du in dcm Folge11de11 
zeigen1Tinl 

Wir wollen tiim!ich jebt ~ic ~ldLoJe der Grapbe11 auf deo Be•eit 
u11d uuf tir,e \'era!l~crnei11rrn1'i! Jc1 ful¡;endcn Ilernstein1chen S.Liu•) 
anweudcnº'): 

') ll1t1e1 Sc~lu~ ¡,~ u1,[,c1ec~h&l ít1r JcD, dcr d11 ZtrDlrlmbe J~ncd:pnlll;p 
n1cb11rnhul. 

·~ Diu Gtltir.¡¡tn 1m, 1t¡;eJM~\ io fülh. Ann 11, S. 111. Der Dtrn11t:i1· 
1the !lewr;1 11l •~cb 1ch~D liii den l'1!l r • I \ti¡tnllich •itd 1ou Dtnnkiu DllJ 

d1mr Fal! 1u1r~hrhcb dlr¡c.ldlt) mbl kompli1itrt (Die !o!r:t;de Cbc:r!tgiin¡ et· 
!tdí¡t ditm F1ll d~cb utroiueiLut An1dinu:r) S110rlicb id ditttr Dm1leiD· 
1cbt S1ti ei~t unm1ltelLm fo1~1 cle1 Z1rmt!oicLtn ll'olJord~nptallo. Unm D1o 
•1i1 m1¡; ridle•cbt dotb aYtb !~1 Jen;rni¡cn Merme Le1ilm, der die Zt1111tlOl(hD 
Dt•t1te •~ni:1an\, lccllJcm •ir d11 Zm:;;l~ltbe Jw1icoJJpri•1ip hia11•era 1u 
1ermriJen rmucblu Wir Lt~;heo aLer nu1 d11 11nf1eb1ltD lkrrilft der ~rDrta· 
lihrt (\ltn~r. •:lc1mt, ALL1!Jun¡:) u~d du Ordn~n~1Lt¡tilf 1pitll le mtrtm [k. 
•tiie kri~e IWJlle. 

··~ l\er Aqni1tlmu!1drr 1!1Dgenithre, J1rckní11lt •Da Den:.11tin1:cntl+ 
•imn •urk llll •icb c•1\ !litre de1 lln¡1b1nb1;na'11 1Lnf1lb ill rttht 1;1chn° 
!1cb1r Wti .. he•eiitn h du T at bto~hl der tinf1eb1ll lk•tit d1un 5.UN, dra 
J li~ni¡ g~¡,Lu hd (Comrltt J!cnJu1, DJ.10, S 11-0), ilD Gftludr ¡eno11a111n, dit1tD 
Urgrilf. l.l1 litgtn jeJocb di1 \'r1hllt:.i11t 10 1infach {11 drde nurm Gra;ihu 
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Sind m und n bdi~igt Jládiliglátm vnd., eiM tndlick ZaAI, s.i 

fo/gl ... 
rm-vn 

lltts 

Habto die l!engen Jf und N die Micblighiten 111 und 111 10 bmgt 
die GJeiehnng 11111 • vn

1 
daB diejenigen iwei Mcngro, die aul Jf und N 

enbleheo, wenn mmn 1U11 Elemenle durch v ur1cbiedeue Elemenle emlzt, 
einander lquinlenl 1ind. Oboe den Begrill' der Mlcbtigktit 111 benulun, 
Unn 1110 diem Sab fo\geodermaBen formul1ert •erdeo: 

11) S1tlin1 :uti J!tngrn ín um1rlir6arl'I' (1, v)·Rdalion niti111111der, so 

ii"d1ie8quitaltnl. 
W1r •ollen tunich1t den Btgrifl' der .,omkebrbam (!,v)ltd~l1on" 

gmn definitrca. Wir ugen, d16 .J[ iu Nin einer (1, v}Rtlation 1lcbt, 
•enn jcdem E!emenle TOD ,1f, v Elfmente •on N enllpreehen¡ d1e1e 

bmcheo jedtJcb nicht v w11chiedene Elemeolc YDll .V in 1cin, indem •1r 
fo í',uordnuog einea M·Elcmenl~ tu cinem N-Elemcnlo cine MuUi¡Ji:1l11f 
tuorduco. DlB dem Elemeolo a 'ºº Jf &u! .N v t:lemente enleprtdcn, 
10U ¡!Jo 1\ct. 10 m1lllodcn wcrdto, dal1, wcno dem ,1!Elrmentea 1u1 

Ndie Elemcnle 
b11 b1,·· 1 b• (p~•) 

cnbprcchu1 uod dir1e Zuordoungen Jer Reibe nacb die Mu!tirl11.ilfün 

JpJi····,s,. 
bu1lzen, d31111 filr jcdc1 Elemcnt a'ºª ltf 

s1 +s1 +· · t1,. -v 

i1l Eine 1olcbe Dciiebung f?n JI 1uf Ji wird 11u11 11mfo\rbar gmnnt, 
wum die Cmhbrur.g die.!l!r Rtlatioo, die die E\emtnte ton N den 

Elemacten 'ºº JI zuordnel, ebcofa\le cine (1, l'}llelatioo iel Eine um· 
kchrb&re (l,v)-Rel1lion bal 1l!t> die Eigen1chnn, daB, wenn eioC! der 
.N·Elcmcnt& die dem Elcmcnle a ron M enllprt1:hen, b i1t, 11) is! eine1 
der M·Elcrnu1te, die dcm E!emeole b '°º.V eollpmhen, a¡ uod dim 
zwci Ilniehunge11 bahen dicselbe Mulliplizi~L 

Diem Um1!.and bit zur Folgt, d&A man die umkehrLare (11 v}He· 
lalioo iweier Meogeo Jf und N (ion der Michtighit m bzw. n} oder -
wu d1.rulbe is! - die Richtigkeil der llctiebuog vm - v111 io u1chlu· 
licbcr Wei~ dorch einc11 puren tegu!ire11 Gr~pb reprii!entiereo bon 

1weit.e11 Gr1.dtt die Rede 1eiD), dd u 11.i 11btóQtti¡ embciul, die Te:mi11o!o¡i1 drr 
Gr1.p!ie11lheo1i1 lD be11ultrD - Du\'u1ucb, fü dort ¡¡t¡tl·oDe lhlh~11Dei~c• ~1te11 
1ur den ~.¿, du obee trwlbulu Benut.eimheu S.lu• u1uwndtD, rabrll micb 

iu dn U111t1nchDc¡eu, di1 iD dtr rorlit~eudu ArbtitenUullln 1iDd. 

i 

Grspbt11ndMt4gt11lehrt. 463 

Die Elemenlti •on Al ond N •erdeo stlhd die Ponkle de1 !U defi· 
11iere11deo Graphet aein; ei11 M-PunU wird rnit einem N-Pankt durch 
1 Kanten terbuodeu, wo 1 die llultiplititi.t der (gegenuitigeo) Bezieh1111g 
diem 1wei Elemcnla bedeulel Zwei Jf.Punkt., 1owie 1wei N·Punkt. 
ll'erden unkreinaoder niem~!r mLuodea. Der 10 eabtehende Graph ill 
in der 'f&t eio pum GruvL, da auf jedem 1ei11er gucliloumo Kaoten· 
iíigo die Puakte .1! unJ N 1Lwech!e!od aufeioaoder íolgeo uod et ilt 
mh regolir, da in jedem 1ei11er l'uoHe g~nau v K1nle11 m1wmen· 
laufen 

~1111 mfiiUt (n&eh Satz Gl) der Gt2ph G i11 eudlicbe 1111d abüblhare 
Teile. Sei G1 riu be!1elii~~r dit1~r Teile; 1eine ruoki, 10Uen die Teil· 
111eogt11 .1/1 11od .~1 'ººJI bzw. N b1lden uod l'I 1ei m

1 
unJ 11

1 
die 

Miichti¡:h1t YOn .1(1 und .\'
1
. Daun iit 

vm1 ... "''1• 
da 1owobl di~ linke, wie 1l1e r~chte Sei~ die Michtigkeit dtr Menge dtt 
KnnUn 'ºº 01 bedeute!. ll1er 1ir.d 1ber m1unJ111 endliche 7.ablen oder 
J1 uod da fúr dituo F1ll der Bemtein1che Sdz tririal is~ 1a folgt hier1u1 

1111 -n1, 

ílt·nH man 1icb d1u fi!r jrJcn Teil ton G ~urgucbrirlitn und 1ddiert 
m1n11oergibt1ich 

111-11, 

ll'nrui. Jer l!ern1lrin1~ho SAlz. follkumrnen Lcwie1en i1l 
fu ent1t.ehen .1Ler groB~ &bwirrighiten, wenn mao m fulge11Je11 

\'cncbürfung J~~ S1he1 11) {JCI fürn1teiu1d1cn S.1lu.) Ober¡;-eht. E. 
sei hier glcicb mdlrnl, di8 es un1 nicht gdungen i1t Ji~1e11 Sati im 
11Ugemeiocn zu bewci1en 

1} Stdm1 :u:ri J!rngm in tintr und:d1rl.arm (1
1 
l'}Rtla/ion tutinandtr, 

S>J giU u 11risckn ih1:rn aud1 tint umMrkir tinJeulige RdaJirm
1 

dit IO 

ksdiaffrn ist, dap sie nMr Jdck Eltmmlt tinandtr tMIJt'dnrt, dit aMtÁ d~rdi 
die g~cbC'rll (1, v}lltlatU:in tina~dtr :ugwJnd sinJ . 

lo dem fnlhu Je6oierfo11 Graph G iu&rt 1ich dcr U1111tand
1 

da8 
iweiEieo1cotedurcL die(l,v}llelatioo einADder enlaprccben, daduttb, d1S 
die cnll!precbrndro zwei PunUo durcli eioe Kaole mbunde11 1ind. Der 
s~tz 1) Ltugt also eiofacb, daa G eÍDNI F11Hor cnka OraJe1 Lcaiht; H 

wilrdc alw Lewie1en 1ei111 •eno mio uigen ~01111tc, ila~ ckr Saú A) M 
für u11rndlfrht Grapl.rn ridúig ist. (Nach Satz G¡ warde es genUgen S1h Al 
11ur nocb filr abz.5.blbare Gr11ph~n tn Leweiseo) - Auth umgekehrt folgt 
llU9 1) dcr Sab A) filr umdlicbe Graphen. lleno jeder paare Graph ,. .... 
G11des bon 111 ci11 solcher Grapb oobtaoden gedaehl "erdcn, der die 
urnhhrhrc (1, v)·ílelatiou zwoier Meng'o reprüenlierl Oie1 íolg! darlUI, 



.... , ' . ' 
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d18-wiowir die1fnrecdliche Onphe111cbon1u1gefilbrlh1beo-1ucb 
irn F1Ue cint1 unendlicbeo p-aren Grtphu 1eine Puokte so in i•tiOrup· 
pea gebilt werden kiinnen, daB nur Punkb nmbiedener Gruppe11 durch 
rine Kant~ mbunden ~ind•¡ 

Ifürdurch h•t 1idi S1b. 1) mil dom filr cr.dliche nnd 1mend!ich~ 
Orapbe11 formufürltn Snll A) iiquinlent erwiesen Auch dta Sáhen B) 
und C) 1i11d dic1e Sfü.e ir¡11iu!u1l Den11 oicbt nur B) i1t tine Folge 
•on C) und A)'ºº D), wu ítlr uotndliche 011phcn eben10 CT!icbllicb i1\, 
wie f'ilr endliche, 1oodern u gilt lUch umgekehrt, d1B D) nu~ A) und C) 
1u1 D) folgt. Nnr lebtcre Beh.uptung btdll.lf cinr1 bc1011dereo Be11eim 
Wirbeweim1\1ode0Sati: 

fü S.11 C) i;t º"' Fcl¡< do Sollo D). 
Es 11ei G cin beliebiger pu.ter Orriph,dtt 10 Lmhaffcn Í!l,d16 iu 

jedcm 1cim Punkte hiich1t.m k Kanlcn maminci:!nufcn. \\'ir ergir.un 
G fo!gcndcnnaBen 1u einem neu'.n Graph Jl. W1r nchmcn den 1'uoktlln 
fOll G tnbprecbe11d je eiuen nmo PunH an und •erbir.dcn zwci neue 
Punkle mit 101iel Iíaolto untminnnder, ah die e:i!iiptochen~en t'l'lci 
11unkle in G mbundea 1ind. Aufodcm mbinden wir jeden PunH fon 
G mil dem ihm enl!prei:bcodcn neuen Punkt durcb k - a Kauten, wo 
a(~k) die Zabl der Kanten bedeuM, d;e i11 G nncb dimm G·PunHe 
laníco. Aodere PuDHe und Kanl(n wcrden nirM cingeÍUhtl Der 1c en\· 
1Uodene Oaph JI itl regulü.r, do in jed~m lcÍner P11nklt! a+ (l-tt)- k 
K111teo tuaammenladcn. Ancb 11t U ein p:1.11rcr íl1:i.¡1h Di~1 !iehl ma11 

folgenderm&tu1 ein. Da G ein paarer G11ph iat, bmn 1irh Hino Punlk 
10 in 1wei Gruppen l cnd U eintei!rn, diC jedt liant•• rnn (j 11ur l'ur.~te 
nnrcbiedeuer Grup¡ien mbir.det. T~ilt man nun J:o ncuen l'unklr. m 1 
oder Il tin1 j~ 1mhd~ru rler enbpmbrnd~ G·Puokl zu 11 nder 1 gáf.rt, 
10 rnhioden mb die Kanlen ron /l nur 11unkle m9cbil·dcnPr Gruwn 
(! und JI). - Nimmt man also den Snlz D) an, 10 mfii!lt 1/ in k F1k 
w~n et111ln GraJe!. Teill Inaa je eintn 'ºº k In<lim deo K111ttn YOD G 
iu,jo nacbd~m aie dero eioen oder aodtreo ilimr F1~Wren nr.geb1ireo, 1G 

eolapricht clie•e \'e:U1longder ioJim dcm SalteC). 
Wír wollcn joht todlich nocb tcigen, d~B r!I genOgen wilrdc cl1e 

Si.tu A), Il), CJ t:id !), die tich eimder 1!J iiquinlc11l crwie8en h.1bec, 
fnr den 1"11! 111 ~weimi, daB cl1e G11dubl in A) u11d 11) (btw, die 7.tb!' 
i:i C) und die Z1hl 11 In l)} cine Primuhl id. Dirt folgt filr den ~•lt A), 
a!so tucl1 fnr dio Dbrigendrei, uomittelbuau1de111811lze: 

K) 1Venn jo.ler ptuird Grorl1 11'"" Gntdu untl j&ltr Jl!lllrt Grapli ,,.. 

i ZuD.1!1 derGrapb i11 ;mdlicb Ti&!1 Ttile, tC braac~L1m 1udimmScblul 
witdtr du Zenntlo.1t:ba A1111raA!pnuip 

r:rapbtoud.1.lngto1tbre. 46.1 

Grodr.s cintit Faklor trdtn Gradu 6tJitn, so hnt ad jeder paart Grapl¡ 
µ~·1" Grada rinrn solclrn Fa!tm. 

Nehruen wir 1!1e \'oraum\zun;;an dieic~ Salto 1n uod e11 tei P eio 
bel1eb1¡;er l'~nlt cioe1 bc!icbigen purtn Grapht1 G, p~• Gradtt. Wir 
melieu JI durch /l Punilc P0 ['1, • • ·, P~ uud filhren die µr K1111len, die 
in G nacL ]' lnufcn nnslitt ron P nacb den Pu11kteo P,, tmd uu 10 
[iun1lin bcl1ebigerWei10),d16injedetuP

1
(i-1,2,· .. ,11)gen1uvdiem 

¡¡ v Kn11U11 tusammcaluuren 10Ueo. ~'ilbl man diu íllr jeden Punkt 'ºª 
G 1U1, 10 crbill man eineo Gripb G,1 "'" Gr1de1¡ und dit1 ill ebenídl1 
ein pum Graph, da jcilem gmhlOHcnen Kantm~ge 1011 G, tio se· 
1d1lomner Kn11t~ozug •ou G mil denelben Kanltnzabl e11!1prichl Nach 
unscrr11 \'oraumtzungen Lat 1130 G, ei11e11 F1klor mleo Grades G

1
• 

\'ercioigt mau 111111 uieder die Punkk P1, P
1

, • •• ,P. 1u je ei11em PunUe 
P, wodurch m.1n 3UJ G, deo unprllnglicben Graph G lUrilckerhilt, 10 
geht G1 111 eincn FA~lor O~ 1411

• Gr1~e1 100 G Dber. Alicia Teil •oÍI G 
iil aucb dimr G. ein p3nrer Grr.ph uad b:t abo, 111ch unmen \'ora111· 
1elzungen1 eioen F1ktor tnlen Grtdet. Die1 ill nallltlich auch ein f'11H(lr 
m!eu Grndr1 ron r., womil Sal! K) bewimn i1L 

[lridrm m.1~ dr~ erslen Te1I dicm Bcwei1e1 f13t wOrtlich wiederhol~ 
erg1bL 1ich 1uch 1!u fo!~,D·lf, h1lwei1e aUgem,inere Ilesullat: 

l/ui/:l jtd.-r Jlílart Graph v~' Grmfo tÍnm J'uklor !4'• GrarfrJ, so fic. 
sillf a1ir11 ydrr p•are Drnr'• ¡o·"' GroJu tinc11 }01/Qr 111.-"• GnrJrs J 

Fúr die Gr~·!uhl ~ 1 .. 1húu wir die Sitze A) und ll) mh filr unend· 
lirh& Gr.ipben 1i~\of1r;, .; f:J folbit Af,o IUJ !\) da5 d1t Sullt A), fl), CJ und 
l.1 sir~o1T/1c/1 m/,119 1Ír1·l, lft'llfl d1r Grad:~/,¡ (btw. die 7.:.hl l in C) und 
J.~ 7.~hl 1• 1n 11) me ]',1/en1 ron 2 ist. Filr eine belicbige Ondt11hl (J• 
1ogu 1cho11 f1ir ilie Gredubl 3 deim j,Jocb unm~ Mcthoden nichl 
111uureich~11, lrotzdem man 1 w1e 1rir uhcn, 1icb auf abüh!bare Or1ph&n 
bmbr:fokca hnn. Die 'ºlll~ndig~ lnduUion, durch die wir den Sab: C) 
ÍílrendlicbeG1apbcnbewim11babe11,Tmagl1oíctt,weo11derG11ph111!.· 
endhchti,JeY.Qu\eohaL 

Die Resu!t.&tc d1mr Arbeil wurden 1m 15. Nmmbot 1915 der 
Un~nrmhco Ahdemie der Wi11mcbdten 1orgelegt 

1Jud1pe8l,(Jktoberl9!5. 



1 SOBRE GRÁFICAS Y SU APLICACIONES 
EN LA TEORÍA DE LOS DETERMINANTES 
Y LA TEORÍA DE CONJUNTOS 

por 

Déncs KOnig. Budapc~t 

El tr¡,\,ajo siguic11tc- M' on1p<i d" prohlcrn<\s clt•I uuu/y ... , ...... ;rus. ch-• la teoría 
ele gr;Hic:·as. de ]os drtP1·1ni11a11IPs :ro· dr la 1t•oria dP ··011j11111os. r) <"011cepto 
<le- _qr,íji,·t1 es el cslahó11 . .a IT<i\'1;:0- dt>I c·ual r:-.lo~ prohl,.111as t•stán intt•rrrl••· 
<-·iunac)o,.... A través ti(' 1<1 ,.,.¡,1,•111·ia µ,<•01n<:trica dl"I 1111:1odo dP lil!-. gr;ífiras. 
aquí!"•' pla11tran ta1nhié11 alµ,1111.1:0- ~1>lt1cio111~:0- ;i c·11••..,li•H1••,.. ou·1nalPs a ~aht•r: 

rnostr.arri. la 1•quiva)c1u·ia 1•1111·1· l.1:0- dos furnia,. d1• pJ;111lP<1I PI p1"nhlr111a. 

Gráficas' 
)),1do 1111 1ni1ncru fi11itu d1• ¡111111u,... se• JHIPd1·11 Pl,..c,i1 e ieo1·10!'- pan~~ y unirlo:-. 

por JJlt•c.lio dt• una o v,¡1ria,.. .1i-i-.1,,,.. (fi11i1as). EJJ p,P111•1·al. 11J1a figura q1u• se• 
fonn<• ele C'S1il 1nancra se d<'li111• corno u11a ynijin1. 

l~1101 gnifica se l1an1a con, Ju (1·11 si nlisrna) <•11 co1!-o di" f¡tU-" sus al"is1as2sl' 

puedan extender dcsdr cualq11ic•r;1 de• sus p11111o!-. ha!-1•1 c11alquicr otro. Si 
la gráfica 110 rs conexa . .-111u111·r~ 1•vidt•11IP1111·1111• s1• dr!-1·01nporulr<Í t•n parlr:
ront·ra ..... En lo trivial th" t•sta ;:11ir111;u·ió11 n•sidP lit v.-111aja dr las aplicaciones 
(algrbraic.·as) de las gráfic;t.s. Si dP 1·<Hla punto de• 1111a ,c.r<ilh'a parte· la 111is1na 
cantidad de aristas, cntonc<'!'.> J., grcifira se Jla111a ngu/"r y <•stc ni1mcro cons· 
tant<:> sr drfine corno el 9ra1lo de· la gráfica regular. 

Cn irnportante papel d<•scrnpci1a11 las llamadas grtijiru.<> pnr·rs. Una gráfica 
se define así en el caso en <pn• cada una de las trayrclorias cerradas que 

1 PrtPrM>n: Drr theonr dtr rrgulOrr11 Graphs. Acta 1nathrr11at 1("a. ·¡·orno 15 ( 1891 ). pp 
193-220. 

2Sólo loM puntos supt1estamrnto• onll,1nales (vrrticr~s) :w rnnnrrrán como "puntos .. de la 
gráfica 





1 SOBRE GRÁFICAS Y SU APLICACIONES 
EN LA TEORÍA DE LOS DETERMINANTES 
Y LA TEORÍA DE CONJUNTOS 

por 

Dén<>s KOnig. Budapri-.1 

El traLajo siguiente• sr ocup<t dc• problernas dt'I 111111f.,¡ ... 1 ...... i/11$. dt• la teorÍ•1 
dC" gráficas. dt• los drtrr111i11;1n1t•!'- . ...- d(• );1 lt•nri<i dP ,-,,11ju11tos. r) concepto 
<le ynifit·a t•s e•) C"slabó11. a Ir;"-,:.., dt•l cual Psln:-. prohlt•1na:-. c•st;ln intc•rrt•la· 
cion,;ulo:-> . .-\ través <IP I~• c•\"icl1·111·i;1 1!,P011u:1rica del nu:todo de-- lal'> J?,1-úfh·as . 
. aqui :-.c• planlt•an tarnhit;ll al.c,1111.1:-. .. 0J11cio11Pi-. a «111•:-.1 io11•·~ <t• 111•1l1•s <i :-.ah1•T: 
rnostr;ar;i la <"quivalr1H·ia 1•11t11• J;1~ do:-. fonua-. di- pla11l••,11 1•1 pruhlr111a. 

Grñfic¡¡,s 1 

D.1do 1111 nü1ncro li11ito di' p1tllll>!'-. ~•· p11P•h·11 ,.1,.,c,i1 •·i,.1·10!-o pan·s y 1111irlo:. 
por nirdio dt> una o vctria:o-- .;1ri!-ol<1:- (fi11itols). E11 P,t>llt'l<il. 1111a figura c¡11t• sr 
for111a 1h.· t•sla rnancr.;_1 sr dc.·Ji111· cu111u una !/r1iji<11. 

l"11¡¡ gr.;ifica se lla111a co•11.r11 {Pll si 1nis111a) Pll c-a:-.o d1• que sus arislas2sl" 
pucc.lan extender dcsch• cualq11i1•nl dr :-.us pu u tus. li<l..,l .1 r11alq11icr otro. Si 
la gráficil 110 PS conexa. c·111011n~ .. ,·idc.•11!1•1n<"t1tc- s1• 1l1•:-.1·0111pundrii rn ¡Jar/t".-. 

co11rr11 .... En lo trivial d<' c-st•1 ,¡1fil'"111af.'i<j11 rrsidr la \'P11l.1j;t de• las aplicacionc-s 
(algc.·br.;1it.·as) de las gráficas. Si dP t·ada punto d1• 1111•1 ~1;íftca par11• la 111isn1a 

cantidad d~ aristas, entone~ la gráfica se llarna rtyulur :'-" rstc nümero cons· 
tanl<" sP drfinr como el grado clt" )a gráfica regular. 

L'.n ini.portante papel dc:-;c..•1npcrlan las llatnadas grdjiro ... pnn~s. Una gráfica 
se define- así en el caso en qur c.·ada una de las lrayt•c1orias cerradas que 

1 P~tersen: Dre tht:orit: der r,gulárrn G<aph.s, Acta nrn.thrntat 1c-11. Torno 15 ( 1891 ), pp. 
193-220. 

2'SOlo los puntos supueslamrnt~ ong1nalC"~ (vert1ct!'s) ~ c-01u•rrrá11 C"on10 "puntos" de la 
gr:i.fica 



puedan dibujarse, desde sus aristas. cunt,~11,i.;.a _va 1111 11i"lrn,•ro fijo d1• adstas. 
Por ejr1nplo, el si.stt•nu1 de aristas drJ ruho. 

(.-,,,, grájica c.<;, tnln11c~s y _.,,;/n t·11/rnH·t.-.. 11110 !/r-tíjic11 ¡u1r, ... , ... , ¡111t1lr:n 
tiiL·iflir sus p1l11tos r11 ria~ par/1-. .. , unidas ... o/n,,,, 11/t " lra1•t/.<> tlr· fo ... p1111/n_.. de 
rndu 111111 tÍf' lu ... i11tlir1.-.if,fr..o; (¡Jnr ruu/,n ,¡, """ 11r1.<d,,). 

En Pff•cto. ~¡ rs po~iblt• u11a divisió11 '11• ~n11>•l~. P11lur1n•s los 1n1utus JH•rtenc<·rn 
a c.4 ada arista cit..• Ja tr<1y<•rtoria cerrada ¡u 1·1ri1hr·11. la cual pc•rl<•111·1·p .1 uno u 
ol ro grupo. (-,ad a \'1;rt ic1• dr la 1 rayPrlori•t cPrrad;1 1l<·hr 1·011l1'1lPr 1 a111bi~11 
1111 111in1cro par tic- ;1ri~tas .. /\ la i11vcrs;1: si ~·· orrlP11a11 los ¡n1tl10._ 1•u una 
dP11•rini11ada tray<'<·toria dirigida. alt1•111:111do 11110 y olro ~r11po. Plllo11•·1•s si• 

p111•tl1• llep,ar il 1111<1 1·u11tr.adicci1i11. ,.,. 1•1 • ;1-.•• ,¡,. •¡111• :--1•;1 li;c1Jl.11l.1 1111.;1 11a.v1•c 4 

tu1·i;1 1·1·rrada q1u• t·o11lc-11µ,a 1111 111i111t•J"p,, i111p.11 .J,. ,,,¡,..1<1~. (l·:,..10 .. ,. • 11111pli· 

la111hi1•11 p;.11·¡1 la!-- _gr;ifi1·,t._ <li~1·u111·x;1~: ~c•l.11111·1111· •1111• l.1 1li\·i!--i1)11 d1• /,, ... 1•1111los. 
1•11 .L!,l"l•pos. 110 f'.S (':-0111·1·1;111111•1111· P\·j1fi-11l••1. 

IJ1• P.sl.rt furi1101. "''" ¡11u·d.-11 dcli11i1 J,1-. ,L!l•Íh• .... ··¡J¡._, oll•'Xil:-.·· \. l.1,.. .1-!,l•ific<is 
.. J>a1·<·~·· si111étri<·a~. 1111.1s r<·s1u•c10 ,, la otr;1~. 1.11 1·111110 !--1" p11••d1" ··•11;1<·!Prizilr 
a la~ gráficas .. di~co11c·xas .. pur la 1ni~111;i r;1.1:i'»11: ~ .. ., p1111to~ .SP p11c•d1•J1 di\'idir 
1•n dos grupos de.· lal n1odo. <]lit' do~ p111110 .. ~011 del n1i-.,1nu grupo ... :.Jo~¡ sr 
111u·11 inn1cdiatan1P11lr. unos con otros. 

La totalidad c:1c de tale:-. .1ris1,,~ d" f;1 g1.ihc;1 r;_ "'" dcnu111i11.1 nunu .far/tu· 
k-r'.'>11110 grado tfr (;. :--j tf1"' cada pllltlO cf1• (; .-.11fr11 fo r1t·1.<;/tl.... ('11,;i11tfo <lP 
cada punto de(; parten la~ aristas dl' <~·4 1 ·11 f,11·tur d<• k-1· ... 11110 g1·•11h1 1•.s una 
griific.;1 rrguJar de k 4 r· ... 11uo g1·;.1do. :-;i Sil!'- 11111110~ ,.oi1u·id1•11 con lo~ ¡1111110:-; df' 
la p,rcific;i origin;1J. C'i.-rtas .aristas cfp (; Ío1111a11f'lllo1tn•:--1111 faclu1 d1• pr1111rr 

!Jnulo. si cada punto dt> c.; aparecP 1111a sola \"t•....: t'tHIJO p111110 fi11;d de- PSlas 
ari!-.tas. Si G("'S n•gular· y de n-r'.o;11110 gr.adu. c-111011n·s las ;irislas q111• 110 Pstáu 
t•n un l..·-r_~srruo grado forn~an un factor df• (11 4 k) 4 r· ... ,,110 Ar.,.do. (,~,._J.. En ese 
caso se rscrib<". segi'in PetersPU: 

e; = c,,_.r;.,_4. 
J)" t•:-;ta fonna, SC' d.-fi11e Ja <.lesnHnpo!'>inóu dP 1111;1 p.1.ifica 1·u 111¡¡._ •h· dos 
factor·cs. La suma <le) gr .. do <le los facture:< si.-111prr 1.·~ igual a) Ar.adu de la 
gráfica original. En lo suc<·sivo. trat;trc-1110!> <'SJ>f'cialn1c·1ltt• deo lit división de 
una gráfica en facton•s de primer grado. 

Ca<la gráfica de segundo grado consta de linea~ cerradas sirnples (ron dos 
puntos). Como se puede ver. ésta pos<"e 1111 factor d<· prirncr grado cuando, 
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y ,..c;Jo ruando. to<l;ts t-stas Jin~as cerrada:; contPJJJ;illl u11 111i111c-ro e•:-.:al"lo dP 
il ri:-.1;1:-;,:I 

C "01110 uua g1~11eraliz;1dón dr rstos hrrhos. dt'.."n1osl ran~rr1os r•I ,..i,e.11i1·11u• tt•o· 

.r\) r.:t1tla gr1íftru r·,-_qu/a,. pa1· po . .,a·r: un factor tlr p,.;,,,,. r· 9''"""· 
E~tr lrorrma rs c-011:-.t'CU<'"IJCia i11nu·dialn 1ff·I sig11ii>1111• (1•1 cual. -.111 t'IJl· 

hnr·gu . .;iparrula ser n1ás cilarfo:' 
H) (iu/u grájiru r'.''"'"'" ,¡, l.·-r.· ... ;1110 grtulo ... 1 d1 ... r1H11po11r· Jo1·lon,., ,¡,. 

p1·11111 ,. !/1·odo. 
El'tt1• tcorr•1na 1~s 1111~'l roust•cuuucia drl sigui<'nt<': 
C') Si' 11 rt1tlt1 punto tlt """ grtijica par 1·0111·11y111. a lo 1111i .... l.· ,,,., ... /a .... 

, 11ln11tt ....... 1 p11rtlr11 n1·dr 1111r la ... arista ... t/, fu .r¡rríjirtJ rt1dt1 /11,/u·1 l. ,¡, la/ 

.furr1111. 'I"' do.<> ,,,.,~fn .... r¡ur r·o'1rLryr11 '" "" puulo. ,,.;,.,,,/',.• .... º'''' "·''"" 
/111/11·1 ... 1/ifr r11111 .... 

J·:I 1r•ur1•n1•1 fjj ··~. ,Jt. l11·t·l10. ('OJIM't·uc·ncia i1111u•di;i1;1 d1• 1•:0-le· ,,.,.,,.,,,.,_ .\'•I 

1¡11•· "" .-1 ,·otso dP 1111a ~riific'<1 rPgul<ir de• J.-.,-... ,n1r1 g1·;11lu. J.1~ 011i .. r .... , ••11 lus 
11ri:-.111os i11rlicc>~ fon11a11 1111 fou·lor de prinu·r p:r;1du. . 

P~11•1 /¡1 dc•n1os11·.;icic;11 cl<•I l<"l>rr111a (') 1pu·n·rr10.., aplicar PI 111.~ru.lu cJp lct 
i11.Ju, .. ·j,j11 ('(1Jnpl1•1a. olllllfjlH' ···srr. por Ullo'l r<•:--11icció11. f<tllit p.11·•1 B t. J'c-ro 
<·I lf•un•111a P,,f'IH'r•d C"J \';1 din•rramcnl<" haci<t c•I ohjt•fi\"o, Si l.1 c.11111d.1d d1• 
;ir i~1 ;.¡-. 1~ :::; l.·. c•1110111·r:-. PI lrort•111a nal11raln1<.'Ul1• 1•s \"t•rdadf'ro. S1q11111_!.!..tll1os. 

lan1f>i,;11. •111<' rs sil'rnprt· \'1•rdc1d1~ro si <'.Slr 11ú111.-1·0 1•.s < _\'y Jo pnil •• 11110-.. p<trit 
l.;1 .c,r;ifu-,. <~'. 1·011 .\' ;1ri~ta~. 

C)111itas1• <.I<• {; alp;ull•• ari~1;1. r. E111011cc•s ~,. origi1H1 (1a111bi1;11 po11. 11.1111· 

r·otlru••1111•) 1111<1 gr;ifi.-:1 <:·cuyas aristas, con Jo~ /.- i11di1·<>s d<'J tco1.-111.1 < '). d1· 
11i.1111·1a corr<.•spo11rliP11tc• pued1·11 ser 0111itido.s. S11po11f'1110:-> 1•s10:-- ¡,,,¡,,•'!->fijo~ 

parot J¡1s ;1rislo'l.S dr {;· _\" c•JllOllCPS VC'JHOS. prirJJrritUlf'lll<' posjbJc•. '1111' ,1JgÚ11 

iudicr: u birn. apart•et• t'll A (('S decir. <"JI 1111.'l arisla quc- sr ~;1lf' 1fe• .-1): o 

:1Pru•r5f.'n, l. c .. p.195 
4 .S1 M- 11uponr qllf" rl frorrma AJ es ,·crdadero. r11tonce1> la groifka <;• ,¡,. l.--r·.un1u 

,;rado 11enr un factor de.> primr.r grado G 1 y es G = G 1 G.-_ 1 d<" Ja r111~111a fonna 
G1-1 = G"íG.--2,Gt--2 = r,;,c¡Gí'· ·G~"- 11 , donde foi;-1orr,. de primeT <;¡.r;',' ,..._,,.far-
tur .. "' ,,,. J>rrmer grado. Al final. lCUl'"hlOS qur. G,, = o,c;·¡c;· . ·G~"- 11 

..... Í;irt .. rn· ... f'"Oll 

f111rror.-s clr. prtn1er grado. P.-.ra un n1in1ero pnr A.·sr- s1g111• rl troren1a O). u1nw•l1<t1arur-n1r 
d<" un lPOrerna de Peter~n e J.<:. p.200). No l'~ diíic:iJ laruporo <lf.'mostr11r •• , 'ª""'' ~··· un 
n1:U11rro 1rnpnr. ~ueslro lrorruut. •1111• ronduce a n'$11lta1lns .-;:r.nt•Tnlt~. fi{"llCrlJ.1111,.111•• hact' 
Jllllt>r••!.arra la 111,•rs11gaclciu .Ir d~ cl\SOS. 
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bic11, rrgr<.'S<I"' /.J. En c·stc• caso. podernos ordenar d indin• cJ,. uua arista e y 
nuestra ntt•la P:->l•i ;1Jc:irizada. 

Nos pode•n1os r1•s1 riugir, por la ni.o, al .-.cyundo caso: un índice (por <'jernplo 
.. J ") tpu• fo1ha e•11 /J. Pue•d<' 1Jarsc tal caso. puesto qttt! en l.' hay. i\ lo rn<ÍS, !..·- J 
aristas dc•sdP // :v. ,;1~i111isn10. l.itllthit.;11 dc·~dc• A hasta A · ). Sc·a dPspuc;s '':!" 
un índice-.. cpu· 110 ;1pan•ct~ t'll A y SPa ;tltora .-1.·\ 1 lit arista ro11 eol íudic:e• ·•J ... 
Eventuah111•1111• ... Xi!-.lt• una arista .'1 1..-1:.i. rou índice .. :!'": _,. t'lllo11n'!'.. quizá. 
existe• una •1ri~t;1 .·1.1.11. <"<>rl indice ··1··: .':una arista As.~1.1 • •·011 i11clic«• ":!''. 
etc. For11u·nu>-.. ··011 •'Joolits ''nhf'r11;1d.r1!'.··. la trc1yPrtoria j\\'1•p,J .·1.·1 1 .·l:.?.-1:1 · · · 
tan lo1rµ,;1 f"IJJllO ~•··• po~il>lt> y h;1p,.i1110~; .• hi,.11 eh•linicl,a. dc•:-.fJJlt~~ ,¡,. ,•Jpµ_,ir· lu:-. 

irulin-s ··1··,. ··:.!·· 

C-'011 ··~I•• 1r·;1.\·.-• 1u11a SI' JHll"dt• .alco111Z<t1 1111 JHJlllu dos ,.<'et•!-.. J>lll'Joo st•ria .·1, 
PI pr-i11u•r ¡11111111 ¡uu· o•I t¡ll•' _\.·a SP pa:-.11 1111.1 \·e•z. E111011e·r~. r11 .·I, dPlu·ri.itll 
apan•c·•·r· 11••-. .111--1.1~. 11J11 indi<c'!-> ··1·· u··;!'" J,c·1·u l•1111hi(:IJ. dc•:-.dc• .·1. 110 ~" 
pur.df• n·p,;n• .. ;11. p11··~1 .. •¡iH' • .Jli ··-¿·· 110 •lf>•tn't"c' c•fl absol1110 y ·· 1 ·· ( .-011 101 arisl ;1 
.•1.-1 1 ) _\'il ~.- 111 il1.,;;l). Fi11oil11u•111 e•. 110 st• 1u11•tlf• JIPg.ar 111rdi;1111e• t•s.;1 1 n1y<·clori<i 
d<-sdt• .·1 Ji.u i.1 /J. p11P:o. f'Joolo podri.;1 s11.-rdrr súlo co11 1111.1 de• f<t!'. ;iri.-.tas d1• 
irufict• ··2" ( ··¡·· .1p.tr1•.-1• t'fl 11) y. r11tu11e·•·:-.. <·1n1l<'11<lria ;1 la tra.\·1•c101·ia desd•· 
.... 1 hariil /J 1111 111i11u·ro par dr· arbt .;ti-.. e "011 la ;1risto{° 0111i1 id;i ,. . r'll 1 ol al ~··ría 
<!-si a 1 rayr•cl uri.1 (1·11 • 0111 r.1pusic·i<_j11 1·011 1111c•:-<I n1 ~11posici1)11) 1111<1 11.1y,.r·toria 
ccrr.r1d.;i c:h• r:. • 011 1u1 111'111u·ro i1npc1r de· .:sri:o.las . 

. ...1.·1 1 .·1:1 .·1, ··~. por t.a11to. it .1111lu1~ l.ulos tJll:t tr••.V•"<"loria .;1hi•·rla pur 
an1bos exlr•·1110~. J:>,.,,. otra parft>, 101 lr;iy<'Ctoria 110 •"<Hllit>11e• ;11 pu11lo /J. 
cuyas .-1.ri:-.t.a:o. .t/11•111<111 los iodic-e•.-. ·· 1 ··y ":! .. ~áJu susti1uyt•111lo lo:o. í11dicrs "J" 
y .. 2- 1IP e:-.1;1-. ari:o.tn:-.. :o.i11 r;11nhiar Jo:-. i11dicPs d(" las .;1ri...las 11i Ja M'paracióu 
de- Jos i11cii<·r:-.. :-.,.p,ii11 •·I l·anihiu de lit:-. liipáh_·~is. SP ve f•sto i11n1PdiaHuncnlC" 
para t•I prin11•r p1111to.·l. dt• (lorulf' 110 :-.alt• 1111a ;11·isl;t ron c·J indie··· º':!- par~1 

el puulo ir1tt•riur .-1,: oi lnrnporo pitLil •·J ponlo fiu.;d .-1.- • de.• donde• ni11gu11it 
arist ¡¡ pt1Pdr s.;1lir rtJll e•J iudire - ¡ - u •·:! ... JHJt'~I o q1H~ df" lo 1·0111 ra do nuestra 
traycclori•t Jiu p1Hlri;1 lrrn1i11ar en /l. 

Así h<"rnos Jl¡•gado a t¡llf' rl indic-t• ··1- larnpoco apan!f"r 1•11 .·l. dr rnodo 
que e11101u·,~ J.1 .1ri:-.Tit <. s;iJicutr. ¡Htc!d1· agn•garsc·. 

Con eJlo st• de•t11llt"Slra el trort.•rna C) y. por tanto. l<tn1hi(;JI lo::-. lt.•orctnas 
A) y B) . 

. Antes de pa:-.ar ahora .a las .-tplicacio111•s de estos estudios. Pn Ja teoría de 
matrices y Ja teoría dr conjuntos, qt1crrn1os r11cncio11ar que- nuc•stro tC"orcma 
B) está r.n int<"rn•lació11 eslrecha con un prublerna (hasta hoy no dcn1ostrado) 



de coJOración d1• n1apas 1 el tr.nrc111a ,¡, lo ... 1·ru1'ro 1:0/on ... : .. S1• p111•d1·11 onlenar 
los pa.isr~s 1~n un plano sic1nprr u1r-clia1111• 1·ual r·o r.olor1•s d1• 1<11 111<111•·n1. cpu~ dos 
países 1:011 frn11t<"r;1 conuh1 lc111;•111 rulor·c·~ difPl"Prtlf•s ... Sr• p111•.f1• ,.,.,. f;lc·il111r-nlf' 
<,uc :OH" r-nu•dc· disl iuguir el caso do11d1• la~ fro11h•1·;1s d1•I 111<1p;1 .filu1jo11J 11n;1 
gr;i/ica regul.ar dP lrrrer grado y. l'JJfu111·1•s. r•/ lcor·PrtJ.t d1· Jo .. e 11;.1110 1·olor«"S 
rs ecjuivalr•ulf• a J;i propusiriúrr deo Tnir.·· 'I"" dicr q1u· 1111.1 _1!.r;if1<.;1 1;1J sirrnpr<! 
s1• d<--scornpcuu· <'IJ f;1ctorc~s dr prinl1'1· .c,1·;1du. 

1'roll 11r;1hn"t1lr CJlll' 110 se ue<"c-sil;1 dc·~1·0111po1H•r c;ula gnifi1·;.1 di> l i>rc:ror grado 
en Lr<"s f<t«ton•s. puf's 11na gnillca sülo podni c-011sid1·r•1r~I' nn110 u11 !>i!>lerna 
de fro11l1•ra!-i dP 1111 111apa si s1· cu111pl1·11 ¡,,.., sigui,.11tPs do.., JHopi1·dacfes: J) 
purdc> 111uslr;1rsc• c>11tonct•s, dc•J pl.aui~f•·r·iu. r¡u.- co11 Piio 110 p1u·d•• ,;1parf'crr 
ningtÍJJ punto 11111'\'0 dt• inlr•rs,•crkí11 .. \· :.!.) 1;1ilit 1111<1 ch• ~11 ... 11i:-.l;11'> p1•rlt•npc1• 
a u11a lrc1yrc·101·j~1 c .. rrcula, :.i11 p111110-. dol1lc• .... Sin 1·~1;1 ... ,,.,..1 rir·riulH'!'-0. 110 1•s 
\":ilida J;1 ¡n·opu,.,i1 ic;ll cl1• ·r.ail ("f;1i1 lu /1.1 r•-...;p11•,.,,1do ...,¡11 , .... 1.1-. 1•· .. 11 ¡, • 11~111·~ y ha 
iH·lc1r•11/o /tJ p1•rti11.-1111')." CUllJO p•H·d·· 111 .. ~11;11M· , •• ,, ""'"'" .¡ .. .¡,.,., ··1··rup/u:-.. 7 

J->l'"ro ;1111upu· ,·,.,1~1 gr·.ihca s1•;1 pal". 1·111""' , ... 1.1111po•·., ··~ \"r•rrl.1./1·101·1 t1•ori•n1;1 
siu 1•1-oti1:-> ri•,.,1ri1·1 icHIP!'>. JJ1• lod.;1:-- 111.111•·1.1,... ••.-.f(} 11u i111pli•··• 11.1d.1 11111"\'0 para 
,.J problr111a clt·l 111;1p¡1 cr>Joreo;1do .. \·a q11'" r11 , ... ,,. c.1:-.0. • 001" lo /1.1 d1•111uslr;1do 
J-\c111pc." no ,.,i- 111•c1·sira11 cu.atJ"o colo1·1·~ .. i110 In•,.,. J>•1r.1 r•/ ¡110!1l1•111it Ar'11eral. 
sf~rÍ<t segur,11111•1111• 1111 paso h;u·i;1 adr·/.-11111• :--i. 1•11 1111 ·"''"1111.fo 11i;i~ ,..j111plP. st• 
ti<•JJ<' 1•xitu 1•11 1·;1r;1rtc•rizar J;1s gr;if11,;1-. d" J .. propi1•.J,1d J ;1 11;1,·1~,., dr las 
iclc-nlidadcs (1·u111lii11aroriils) i1111•r11;1 ... do· J.1 ~r.ifit·•1. ;\rpil fJoll"t'• ,. r¡11r• j11garia 
un i1nporla1111• p;1pc•I t•I tc-orc111•1 do•! 111•l1•·rfrr1 1•11/cr·i.1110."' 

t;E!<ol•"l.S U1\·r•,.11,c.ar11JJ1r"!'> fueron rr11111cl;1.. ... por \\"••rn1ckr•. ••11lr•· ,,,,.,,.. { Uufh .·l11u !"18. p . 
• 11:11. 

6 Pl11/n.owpl11ral J/119a::.1n,. (5). T_ 17. p :m 
7 Cno dr ••sl.:;>S rJ<>1npJos es un;1 rurrc-r..;o gnifica clr- P1•f••t!<o1•ri ( /11frrr11rr/1ar1t: rlr

.Afathtmaltct~rr .... T á. p. 225) y, r-1 otro. llllil ligura (de t1•rcrr gr.-.do) .-te Syh•rslt.•r. repro
ducido como figura J 1 PU el ya. varias \.rrr!'> 1n1>nr1onado 1rab.i1JO d•· Pr1 ... r5l"n 

8 Am. Jaurn. of !.lath.., T. JI, p.193 
9Esto Jo dr.mosrrC 1"0 dos 1r;,;h;1Jcl!i. 1•11 lr•ngu.-. h1i11g;1ra ( J/athrrrurtrJ..·ar t., 

frrnu:".•::.t!!tfurlomtiny1 Ertr.u"tii T. 29). 



1.1 APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES 

Las gr.;ifka.s pares pueden sf'r llc•vadas a una n•ladci11 •·:-.t rf'rlu.1 c·o11 Jos detcr-
1ninantes. sicrnprc que conl,.11ga11 elctnentos 1~11l1·ro~ •• rt•alPs c¡ur• ch•pPndcn 
dcJ ,·aJor ahsofuto de SUS tértnillOS y SOU indC-fH'JHJic•11lt-S oh• lo~ Sil!,llOS. Jos qur 

son ;1gn.•gados a los f'lr.1n1•nto:-.. ludepcndie11trnlf•11tf" d·· lo:-. siµ;11os. q1u•n•1Jlo!-
or11po.r11ns ch• tales d1•trorrnir1ar1lt$ 

dor11J1• los Pl1•nH·111os u,1.. :-.011 111iuu·r·os r>Jll••ru~ no 111·!!,il 1\·0:-.. 1><" J.1 111atri;;! 
r11adr.;uf.;1 /) p1u•d.-. oh1t•r1t•rs•• llllil gr.;itic,1 (;_ 1•11 la ... ,l..!.1111"1/lt' f1JrJll•1: Jo.,. f"Pfl· 

glur"·~ de• /). c·ou10 TI JHUJ1os. lo:- co11sidPraJ11tJl'> 1 u111u 

.-1 ••. -t".,!.''',,'1,, 

y l•tl'> • ••11111111<1:-.. ta111bi1~11 corno,, p1111tos. 

IJ1 • n~. · · ·. /J, .. 

J·::-.1u:-. pllnlo~ serán Jos punlo:-. di'(/. L1u•go 1111i111u-. • .1.fa p111t10 .·l1 11111 ( ;11._f;.1 
pu1110 //,,_.por n1rdio de dif<•n·11tt·~ .1ri:-.tits u,,,_ (o,,,_ p11••cJ.· ..... , 111110.) f)o-.. p111110~ 
d1• .-\ CI 110!'> p1111los ch• /J tllllJCOI S•" llllC-11 lllJO l'Oll .. 110. l..1 gr.ifif"il d,•1,•1·111i11ada 

por 111rdio dP /J t•s. dt.• ht.•cJ10. u11a gr;ifica pa1·. fHI ... "' •"11 • ;uf.;1 11·;1yp1·1oria c-r•rn1d:1 
Ju!-' puutos .·1 y n .S(' ahC"rnan. El 111i1ncro dt• arislil ... q111• f"Oll\"1•q.v· i1 .·l. lJ 131.: 
r>s i,l!,11•i1 01 la sutna drl i-( ... 11110 n•ugló11: c-s dt•,·ir. /,1 /,-.,-_ .. ,,,,,, •·0J111n11a dt• /.J. 
r; •':--. 1•111011r1•s y sólo ('J1tonres. regular. si cad;1 11·11gl•i11 ,. 1·oido-t •·ol11111na 1ft• 
/_) prud11n• PSl<t misrna surna. ("orno ui los p111110~ .·1 11i los // M' ,-,,¡11bi11;111 

1Ji1·1•c1antt•11lr c·ntre si, c11lo11c••:-; p11Pd<" den10:-.tr;11·~·· 1(11•· J.;1s .;1ris1a~ ,¡,. c.;1dc1 
11110 d1• Jos factores d1~ prin1••r ,l!,l".ildo de G apa1·1•r·1•11 • u111bi11<1dns 1·u111f1 ~ig11r: 

.-1 1 //, 1 • .-1113,:1. • · · . .-1.,JI, ... 

(1',), 

(i¡. i2 1 ... ,in) 

significa uua permutación dP los ruimeros J,!!, .•... 11. Es1a (K,) es, rutonccs, 
C"JI n";lfidarl un factor de prirnc-r grado de G, si rada uno de.- los 11l1t1H•ros 

a1.,.a2,,, ···,a¡,., 
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es decir, e) prod11c-lo 

("S distinto de- n·ro. IJ1• In~ ~ig11u1S y;i \"i~los. ('SI<' prod11rlo 110 .. ~otro que UJI 
t~nni110 gt•n<"ral cl1· /J. ("01110 por· 1•1 IPorc•111<'1 . .-\) Cilda groílica n_•A11lar· li1•11e un 
factor de prinwr gr;uJo. ublt•111•n10:-< .ahor•1 Jos siguiPlllP.s t1•orPJ11oit!'"i D). E) y F) 
sohr•~ drlrrrni11<11111•:-.: 

J)) Si t:TI 1111 1/1 /1 ,.''""""'' ,¡, "tÍ11H '"º·"' (1· Tllt 1T>.'>) "" lllfJ"liro .... ruda l"f'11gló11 

y cada colun1n11 /u 111 1u1u s1111111 /"'·"'''"""- t 11to11c1...;: t ·" dif1. ,., 11/1 d1 r·t ro u11 
lt!nnino rlrl rlr lt ,.,,,,,,,,,,,,. 

Sólo PU 1•) 1·•1:-.0 l"fl 11111• lo:-> PIPJJ11•1110-. M"illl 1~11teros !'lf' podri.01 p1obo11· eslf' 
l1"0r<"ln.r1. pero pt1t•d1• 110 !'>PI" difi1·i) 1110:-.lrar '1111' es \"l'Tdad,•ro latnhic;ll para 
111írnrros raciot1<dl"~ . ., 1111 111~0. pa1·a 111í1111·10!'. n•ah_·!'.. ~o M' ¡H·1·11ii11·111•l1•1t1Pfllos 
IJ("gati\"os. C"<JITJ•) l•J 11111P~11·a 1•11h•l1•n11i11a1111•: 

.
:1 o o 1 1 
t (J o 1 
1 l l -l 

Cada surna d1· TP11,1!.l•i11 _,. d1· col111111io1 .11¡11i \'<tic> J _,._ .011·111 a~i. !'-•' aJ111ia11 lodos 
los s<•is rlen11•1110-.. 

J"\horas q111•1,.n10 .. ou llpi1r110:-. d1·I • .1 .. 0 1·~pcf·iiil du11d1• lo-. r•l1•11u·111os nu 

negativos so11 1J.Z11;1l1•-.. ,, 1 E11lull•"f"· t;i111IJi1;11 se• p111•1l1• e•xp11•:-;i1. nu·diault• 
la ip;11iild<tfl d1· l.1~ .. 11111•1~ cff· 1·oli1111n•1 .. _,. di' n•11glu11i>~. '11u· 1·,;11f.1 n•nglóu y 
cada coh11n11;1 '0111u·111· ••I rni!'.1110 111ín11·10 do• ,.Pros. E11 "~'•' t·a~o. corrrspou
dcn difcr(~fllf~ 11•ri11111u-.. parti1·11far1·:-: el·· p1·i1111•r grado dC"' r~· dil"1·1·1·11l<"S de D. 
Corno la no nulidad_,. l•1 1111lidad ch· lo-.. H;rrni11os del dctPr1nina11I'-" siguen sin 
dcpl'ncler di'.." Jos ,·,111011·~ d<' lo.o,; .. 1.-11lf•1Jlo~ 110 11ulos. se~ df•sprP11d.- dt>I IPorcma 
B) el siguicnlt• t•·or .. 111a: 

E) Si la ro11/u/od ,¡, rhtnr-:11/0 ... "º 1111/0 .... eu Cflda rrn9/o·n y r-•11rla rolutnnll 

tic un rlci<r11111u1ul1. r. .. trflcfanlf"111r 1911nl r1 J.-, crr/oncc. .. 11/ 1nrno .... hay k ele
n1e11los no nulo ... dtl 1ltlFr1ninanlr. 

(Es/o,,. r.lr1ur 11/0 ... 7Jo1/n'a11 rltf/Í'"-'·• rlt In/ t1lfl11t:rr1, t¡ur- rnrln ¡,·,.,,,;,,ºdel dr:
lerrninanlr no nulo 1 ... t( c.onlr11rdu t 11 ""º· y ... ó/o t:n uno. 11<- t .-.lo.-. ,,.,.,,,;nos.) 

El problerna ··~ 1 rivi.;tl para /.- = l.. c11.0111do hay exactanu•nt<• l.· y r11<111do hay 
más de k térrni11os ru> nulos. n1ic11I ra~ <pu• se• puede drcidir rápidarll<"nlc para 
Jo = 2, con ayuJ."l .J,. la corrrspondi<"lltt• gnífica. Para k = 3 c•st•• problema 
lleva (es decir. el problrn1a de t..·uúnto:-- forton~s de prirner grado t.ienc una 

7 



gráfica par dc~ tercer grado) nunH·ro~il~ y arduas itn'cstlµ,<tr:ioru•s, en las cua)cfi 
apar1._•(.·t> e-) tcoretna <le los l.·uat 10 n1lon·s. 

Se• p1u•dt> interpretar tn1nhi1~11 .. ) trorcrna drl dc•l1•nni110111tr (Pu particular. 
el tron•111•1 )l encontrado •11111i) nuno: 

F) L<;, , 11 111u1 rua,Jriri,/o ,.,,,, 1/0 ... 1·u111po ... ... , 1·11lotu11 l.·u Jiy1u-,1.o;. ,¡, 1ruulu 

'J'" ,.,,,¡,, 1·1 11yl<ú1 y curlt1 '"''""""' 1·011/t 11yo11 /..- .Ji.'!fllll:•. , rr/oun ... /Hlf ,¡, n 1'º-
11cr.-.1· ,,, f.fi911rt1s en el 11ii.~rno 1·11111¡10/. 1~·111011<·1 ... t .-.Jo t'o11Jirl'HTlt'ÚÍ11 ·"' obtie1u 
]'Or 11111/10 1/1 ¡,, :.n1¡n·rpo.o;rr11i11 ,¡, J. ,J, /uh ... 1·011.Jiyun/f "'"' ... , 1·11 /,, c11t1/ <.·udt1 

rt 11ylti11 !/ t·111/a rolunnru 1·011/1t 111 '""' ./iynra. 
l

0

11<t i11IPrpr1•t.acid11 a11.;ílo11..1 pt1t'<lt• et. r!-.1' al t('~ffl'lllól ('). 

1.2 GRÁFICAS INFINITAS Y APLICACIONES A 
LA TEORÍA DE CONJUNTOS 

Lit invP:-otigación dada aquí:"" l•1 ;1pli1·arión dc· la ll'ollil de• gr•ificas 110 pre· 
s11pu111• 11i11µ;una idea g1•or11ét 1 ¡, .. ,. E11 lugar dP 110;1 J.?,r;ifira. potlP1nos habl41r 
Uc un c·u11jun10 de parrs 

(C:.) 
..l /J; ('/,):A E:···. d1•nnnli1101do-. <iri~1 as. E!-.1 O!'-i p;11••-. :-•• nl11:-I l'll'.\"<'11 a par

tir dt• c.:ic•rlus elen1cnlos .tl. JI. ('. lla1naclu:-o ¡u11110-. . .-\qui Sl""' Jll"l"lllite la~ 
nr11/lrphc11/a1/,-..,. de los rlerrH•IJlo-. ,¡,.J nu1j111110 r; ·'" 1'11 ··ic•r1a~ <·irctt11stauc:ias. 
dos pttnlo:-. pueden estar a:-ocu·i.tdo-. IHH 111edio dc· 111.i~ .1ri~tas. ·rudos nues· 
1 ros c·•nu·t>p1os gcornétricos (J?,rrilii·.1 •"orrrspo11dic•111••: ~r•ifi1·;t rc.-gular: grado 
y tr.ayt>ctoric1 cerrada de una g1;if11·;1; c•tc.) 1.11u·d1•11 d1·h11irse c•u íonna abs
tracl;i .-011 ayuda. del conjuuto (;. ~i11 que dc•barnu~ .1¡1oy<tn1os <.•n concept.oi; 
gcn1ét ricos. Este con1enlarioc·.., i111porta11tc, pue~to c¡1w JH>dP111os consi<lc-rar c-1 
.. lenguaje de.• gráficas" para sc·r 111 iliza<lo en aqu .. llos ··a:-.u~ '"JI que los conjuntos 
(A. U. C .... ) y (AD, CD, Al·: .... ) 110 St"i\Jl finito:-o. i11d11!-t> si son de cunlquicr 
potencia rnayor. Pare-ce <"spc·cialrnentl• s11pc-rfl110 voh.·<·r ;1 definir, pnr-a. es
tas gráficas '"infinitas": la rcgulou-idad; el grado: los f;11·1on·~: las trayectoriits 
(cerradas): cte. Rcpetin1os: unil gráfica soJ;¡nu·nl ro~·· ll.1111" conexa en c:a.so d<> 
que se puPda llegar, <lcsdc alg,11110 dc~ sus puntos. a ··11alq11i<·r otro, por rncdio 
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dr• uu rniuu•ro fiuilo de- sus arisl.as. 10 El hc_•cho de que toirnhir;u """ !/nijir11 

1uji111/tJ ·"' ,¡, ... ,.,,,11po111 ,/r 1n11111.1·t1 r./,11.,, ru prtr/es r.0111_·;.r<J.'>. 111111/1 d .. rno:--.lrarst> 
foirilr111·11t1• ~iu idt•as gcornt!Lric;i.:.. 

:'\1ienl nis 110 s1• sujete Ja polcncia dd c·onjunto de v1;r1 ir<·~ y 1·1 t 011j11nto 

r)p ;1rist;1s 01 odg1111;1 n•stricción, st• gr1u•rodi;.-;a ;aúu 1nás y dt> '""'"'''ª 11<tt11ral 
.-1 conc·r.•pto d1· ~r;ifica. Solarnente q11•·rP111os advrr1ir que~ r•11 i1•h·lanlP nos 
uc11pit1·<·111u-. !'>ol;uu1·nlc de aquellas groificas donde 1•1 uürru·r·(• dr· .11i~t.1~ qui· 
r·ouvr>rl!,Pll al 111i!'>Hlo punto lit:-111~ 1111a 1·01a finita. <'n cuyo'"'~" 11u ~ti/o 11os 
r<>frri1no., .t Ja~ griilicas ... finit<ts··. sino la111hi1i11 a las grcífic,a~ .. 11111111·1·.1l1les ... 

,·on Jo r1111• q111·n·rr1os describir brt."\"f'JJIPlllt• ;1 las groific¡1s por 111,../iu d'" 1111 

nn1j1111to 11111111•r.-1l.h· rlt> aristc1s. St• 1 ir•ru· r•I sig11ie111t• 1r•o1·1•11101: 

(~).c.,·; rl 11rí111t ro 1/1 flrisla ... 'I"' ro111·r 'l'I' 11 o/ 111'!:01110 ¡n111/o. ¡u11r1 """ !l,.,;jiro 
(;. /1•111 11'111 tn/11 /1jini/r.t, t,,/tNl<'f ... (; ... , t/1.-.1·0111po11t (IJ /Jlll/,.-. llrtlN•l·11/J/1.-. 

r¡.fiudo.-.. 11 

J·:~ -.11fi··il'J1lf' lllO!-oll·;1r fJUI'. ~¡ (; ..... 1011••.'\it. d1·l1e· ~1·r fi11it,1 .. 1111111•·1.d)lr•. 

l'Pr11 ··~lo" ... , lr1ro. Por rncdio dr• """ •1ri:-1<1. sr• ptu•<fp i1 ,J, ... ,¡,. 11110 dt• :-011:--. 
p1111tu~ /'. <i lu 111.;i~ ;1 h puntos: y de• .-d1i. <1 Ju 111.;Ís. a ¡,.1 • ... \· d·· ,,/ii. 11u·dia11tt· 
1~ a1i~1.1~ . ..-1 fu 111oí~ .;1 h'"'. El ,·011j11111u dr punlo!'> qur ~·· p11•-.l•·11 .11• a11z;.11 
d1•sd•· /'. por 1111•rlio rlt• un ntirru•rn fir11lo dP \.r;rticP .. {1•s d1•• 11. ,.¡ • 111q1111tu 

1.,1,,.J d.- p1111111-. .¡,. (; ). PS li1111bit~11 fi11i1u 11 1111111r•1ablr•. E11l••ll• , .... , ... 11.it111·al 

1p1t• 1·J 1·u11j11111u 101.;11 dt• arislH:-> !-ot"<'• fi11ilu o 11u111r-rahl1•. I-:111 r•· J.i-. l!r;ifH·a:-. 
i11fi11i1a~. rl1·~p111~ .. d1• las dr pri11u·r g1.;ido (• uy,as ;1ri~l;:1s 110 11•"11"11 f0°/,1e·ió11). 

1101t111.d111c•1111• l.1~ A••ifir.;1s de s••g1111d11 gr;.ulo sou la:-. 111.-í:-. ~,.,Jo dl.1-.. f:~1a~ 
~·· cli"·id1•11 1•11 1 r~1yr•rtoria~ c·crr;ulCl!'>. 1·1111 1111 111irnrro finito do• ·" i-..ra,... _\" P11 
lr.r1yt•c·lorict,._ M'lll·ilJas e-en <:C,rri<'f)IP!"> i11fi11ilas .. ). COJI llJI IJÜlllt"TO illliflifO d(' 
nristn!'>. Si lo1 gr.-ifi1·a de segundo gr;1do 1•s 1111a grcifica par. c>111t•111···~ ,.:--. 1·\·idrnlf" 
quP c·ada 11u;1 rlP 1·~1 as partes del prod11r·10 1 i1•nc dos f;1rlon·~ ch· pri11u·1 grado 
y. por t.r111to.1:.o ,.,..,º orurrirá para la gr.ífic·•1 total. l'aru ,-/ y1111/o -'· ln111hit·11 

L .. , ru1upl1·11 /,, . ., /1or,-1rras Aj y IJ) przrn 9rújirt1s i11ji11ilt1 .... 

•ºTal v 1•z un M•a supf!'rfluo 1ner11::ionar •JU•' 1.-i ;1lirn1ac10n: "un JHIHlo pu••d•· oih-.111z;1rse dr 
uno !tasia 01ro, J•ur rnf!'dio<le una trayectoria <Ir infinitas arista..,•·. purdt• 110 l•·n•·r ,..,•ntido. 
l~a fra..,•• .. por n1r•l1u do• un número finito •Ir ,..us aristas•· puf'df!' st•r sU!-<l11111tla J><.>1 la fra..., .. 
·· .. n l'tlli- propia.., itrrstas'" Además, ("ada trayt•rtorra ("rrrada o;on una ~r;illr-:1 .... rrfiere eu 
•P·"º a un ntírnero fin1lo de arista..">. 

1 l Et. stdk1Pnlf'. ahora. suponer que en cada punto {vértice; l". dPI T.J cnrn·f'r>l,.- HJI ntimeru 
fir11to J,. nri~1n..o; 

l2f-:str 1errni110 no rs v&lido si no se acepta rl Ax101na de EJecc1ci11 d,• Z••rrn••lo 
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PHro dar rjrrnplos dr gr;ifiras infinitas de grado s111u~rior, drbP 111<'.'TI· 

cionarsr que- 111H1 rt!d r11adrarla plana reprcsC'nla una µ,ráfira 1·cv,11lar dr ruarlo 
grado. l.a liµ.11ra cspa<-iill a11¡ilop,a t•s una gráfh-;i i11fi11ita d'" M•xto grado. 

!\:11Pslru IPOTPtna (;) tie11e 1111 significado particular.~¡~" <'n1ph•a la lrol"Ía 
de- las gr¡tf11·a?-o c11 la l<'<HÍ•1 d<> c-011ju11tus. El prolJ)e111a M' purdc• rrduc:ir. c.•11 

alg11110:-. 1 a~u~ .. al prohle111;1 dr· lo~ c-011ju11tus n1111u·ralJl1•.., o i11fi11itus. c·o1nn '"'" 
TI111'-"S11·a 1•11 I" 1¡11t• vir11P a <"ouli11110u·ió11. 

(l11••r1·1110~ Plllplt·ar1 ' r•I 11u:1odo de la~ p,r<ificas l'll !0t dr111osl.r;:u:i1h1 y <'11 (;1 
gcnc-rali.r.~H·1oi11 dcl ~igui,.111 .. 11•1H"r111a de IJern~tein. 1 · 1 

.o,·, ¡1111·11 1 1111/1:•1/IJlll"U po/11111f1 • ..; 111 !I 1l !/V 1111 u1i1111 r·o ji111Jo. t ufou1·1 .'> ·"' 

·'"''!'"' ,,,,, 

~" "'11" '''" 

Si 11•1.,•11111~ q11 .. lu~ 101111111111~ .\/y.\" ti1•11t•n !;1?-o putt•111·ia~ 111 \" 11. t'JllUIH'••~ 

la 1•1·11a1 uj11 ,,,,, = ,,.,, ~i)-'.lllht".1 q11t• .:upn·llos dos co11j1111lo~. lo:" •p;<. si• origi11a11 

dP .\/ _\" .\" .11 ~11sti111i1 todu~ lu:< 1·l1·111r111os por IH<"dio de· ,,. .. J .. 111t•ntosdiíe1-c•11tt":-.. 

son 1•111011• ··~ 1·<¡t1i,·;1l1•1111~ 11111J~ ,, otro~. Sin 11~<.tr .. 1 •·1111t·t>pln •le p()lt•1u·ia. por 

tanto ~I' ¡inl'd1• fonn11l.;11· •·~1 .. l1'lH"t•t11•1. dt' la sig,uiPllll' 111;1111.~1·a: 

11) ..... , l111.r1 do.-. rori_¡11ri/,. ... 111 (J. l") -rrlar-idn rrr1-p1·nr·11. r11lo11rr ... ·"º'' r1¡1n-

1'ftlruJ1 .... 

1=1·r, ... ,,_,1,,.·1••ral ((;011111¡.",•·11 ]~ltll 1111prt·!.o•·n.\/11th .-1un Gl.¡1 JI>) J.,1d1·111••,..11.u11111 

1lt• Bo·r11-.t1·111 ,.,. •-urnph.-.-,.!;1. 111• l11J-<11>a1a ,.¡ c•'-"º v = '.? (Bo·111:--l•'ll1 ,_.,1;1111••1111• 11111.,·a l'!.I•· 

cn...,o tl••I allatl•• l.,1 Slf!.lllrlH•· rr·llo•x1<>11 arr .. J!,la ••ste ca.-.u. por 11,.•d1<> do• lllJit ulra 111111o•d1l"lli1 ) 

Naturaln..-1111• ,.,_,,. 1,-.Hr111.1 .J,. u .. 111-.10•111 ••:-una cons•:c110·11c1a 1n11u•d1ata tl••I h111·111u1 d1I 
brn n "'"' 11 ,/, /.t ,.,,,,/u ...... 11.-:-1 r.1 d1·fl1•>>-lr;u·1cin po.Jia "'""· 1r 1a1111,.,;n pnrfl ac¡tu~I propósito 
s11po1111·11do• la d••1110:-traclf'•11 ,¡ .. Z1·r111,.lo. a pehar de 'lll<' no l>11M·;u110~ 11t1hzar t•l Ar1orr111 
dc r/1cru;u ,¡ .. •·~I•• autor l t1l11.1111t•:- ~ular11entc los co11crptos 111,\_-. hás1cos d .. la t••oria •h· 
conJ1111l<1~ (•••11.1111110. c•h•rneuto. f1111<1<ln). ••n done!<"' ••I conc<'plo do• orden noju••,;a 11111gth1 
paprl ••IJ 1111t•,.1ra <lr1nostn1<'l<;n 

14 EI lt'nr••lllft dL• •'<Jlll'-"alt•11c1a ,¡,. 1·011J11ntoi. (<1t1r se ú1•111u:-iro; a111cs que t•I d1• B••r11ste111) 
se ¡-,u•••I•· o!.·111u~1rar con ;1~·111la ti•• los conct•ptos de ¡.i;rálic-il., 1¡;.11nl111rntc .¡,. 111aurra rllll:'-' 
elata. IJ•· Ji,., ho. 11t1liza la 1lo·1no:-t rac1<i11 rná.<> .,rnc1ll•l clo• ,.,..,,,. 1<·nn·111a, qtu- .) . h:u111g ha 
dado ( ("uu11•/1 ... Rrn1lr1 ... , ·¡- l·l:L J> 110} En ••I Íondo. 101110 •~><lo• C"<>nccplo Y- c-on10 Jo,.,. 
argunwnto:- ~"11 sencillos (i-.•·ria11 i-.úln ¡.1,r;lfica.<; de segundo gradu). p;1rcce .superllun 11111ii:ar 

In h.•n11111ologia dc 1:-i tc-oria dr v;Hifi<;L" La clcmostracicin. srgl111 ,.J rnétodo 1lado por nn 
padn• •'11 la tl••111ostrac1ó11 <"1tatla arnha. •llh• utiliza C'I t.i•orcrna ,¡.. Berflt>lcin, n1c lle .. ·ó a las 
Íll'-"t"st1p;ar101wf> qtu.• 1•,;;t:in <"OIHr1111la:- 1·11 ~·I trnhajo. 
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Q11Pn·111us prin1cr•trnct1le defi11ir f'X<1,·ta11u•111c~ PI n.11u·c•pln d .. ·•r1. u) -
rE!ltu:uiu rr n¡n·ora ·•. Dc>ci1nos rpu~ .\/ l'~t ¡.j 1•11 ( / .v J - n ¡,,,.,,.¡,, ,., t·rjn·oca con ;\". 
si a cnda t•lr111t•nlo de J\·/ corrcspotrdPIJ r~ 1•l1·11H·11los 111• .\·; 1°•stos 111•cc~Nila11 ser 
u de111c.•nto:<. distintos de N, 111i<•J1tras pnda111os ;11r·ib11ir· 1111•1 11111ltipliddad al 
orde11 d..- lo:<. P)1•11u~ntos de ¡\f, c-011 los 1•IPJ1H•J1lo:-. dl· .\·. El q111• rl t•lr~rn••nto a 
<le .\f 1·urrc•:<.po11<loi con v elcnu•nlol">. •1 po1rlir d" .Y. fJ11t•dc• 1•11111u·i.r11·:-.p ;así: •11 
cll'IJlf'Jlfu,, dt• .\/ . si rorrr-sporulPt1 lo:-. 1•l•·11u•111ol"> dc• ,. 

h, - "~· .... b,, 

(¡1 -:=: 1~} 

y <':-.11• nrdP11,1111ic11to rorrl'spo11d1• 01 l.;1 11111Jtiplicid;id 

.... ¡1 • 

... , -r ... .¡ ..... . -f- .... :-~ ,, 

l
0

11H 1r·l•1t·i1j11 tal dc• .\/ sr• lla111.11111·1111/i/1 .-11.i11do J,, i11\1·1-..1 ch• r~l•t 1·rl;u·ión. 
do11d1• J., .. ,.¡,.1111•111 Ol"> d1• .\":-.e 1·01 n·~pu11do·11 • 011 lo-. 1•10•1111·111 .... d1• .\/. PS ;isirnisn10 
u11n (J. v) 11•lac-i,.>11. L'11.a (J. 1~1 11·l.11iú11 i11\·.-11il1l'" IÍ1•111'. por 1011110. Ja 
propiPd;ul dt- rpu· cu<uulo 11110 de• los .-11•1111•1110:-. .J,• .\". di.i!.t1111u:-. b. corr(~:-.po11<flf• 
al c•l1•nu•11to " de .\/, eutonc·c.•s fl e·~ 11110 d1• lo~ PIP1111·11tu-. d1• .\/que• corn·
spo11d,•11 ;1f 1•!(•111r11to b d(~ JV, por lo q11" c•s101s do!- rc·J.11·1u11t•:-. tic•tH'll lu 111is11101 
rnultiplidd;ul. Eslo tic-nr Ja ro11sr1·11c•rwia d(· 1p11· 101 f l. 1~¡ 1·Pl.t1ció11 iuv .. rtih1c• 
e-ntn• dos c-011j1111tos. ;\/y ,V (d .. po11·1u·i;1:-. 111 y u r···~p··· 1i,·a111••ofl'). o lo <pH· 
es lo 111i:-.t1J<J. lil i1Ulc11ticidad di" l.a !Pla•·i1iu 1.n11 = 1.n1. •·11 111udo c-Ja10 :.P purch• 
rcpn•sc.•ular· por rncdio de- un par.¡,. g1-.-ificas n·gul.1rf'~. 

Los 1•l1 .. 111t•r1tos de ,\/ y ,\" ~011. <·!los rr1i~1no~. /o!'o p1111tos ch• la gráfica 
definido1. l -11 punto de- ./\/ se- pon<• r-11 ,-orrc:-.pondPJJ<"i.i ,-uu un .\'-punto por 
medio dr ... ari:.tas, donde s indica la 111uJ1 iplicidad d•· J.1 relacic>11 (invc-rsa) 
de c:-.lu:-. do~ clcrnentos. Por otra part1". dos puuto,_ cl" .\/ 11u11ca pueden es· 
lar unidos. La gráfica así obtf•nida rs de- hc-rho una griifi(·a p."l.r. ya que- en 
cad."l una cf,~ !-iUs t raycctorias rerrad~s Jos puntos ,\/y .\" (!-iigucn uno a olro. 
rccíproc;11nt-"nll') y tatnbién es una gráfica rrgular. ya q111• ""cada 11110 de sus 
punto~ ronvrrgen exactarncntr. '' arislas. 
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.Ahora Ja gráfica G st• rlr~sr:o111ponc (sP-gtÍll t•I l••on·111;1 (;)) <'11 parlc•s íi11itas 
.'" llllllH'ritl>lcs. Sea c·1 1111;1 JHll"IC cualquiera de- PSHS J><ll"IPs; SllS p11JJICJS 1lt•l,f""ll 

fonuar los s11bconj11111os .\1 1 y :." 1, rPsp<-ctiwurw111<· d•• .\/y,\º._,. M0 •111 111 1 y 
"'".l las potc-ncias dr J/1 y .\'1 Eut.uucc:-; 

'"'"1 =VII¡ 

doru.J'" 1•1 lado izquierdo y 1·1 l•ulo derecho i11tli<·•111 J,, pul•·11r:ia .!1•1, u1ij1111to 

dt• ari~rasdC" C1. 1
!. A<111i. '"'y"• son 111iuu•1·os li11i10~ u No y 1·111cu11·1•-.. 

p.11·•1 1·~1•'" t'aso es 1 rivi,;if .. J l••o1·••11i;1 d1• ll1•1·11s11·i11. ,¡, .• 1•¡11i fjllf" 

111¡ = "• 

c·o11 lo q11f' rl fl'OrP111.1 dr• IJ1•111slPi11 q1u·d.t 101 al11u·1111• •l•·r1111~l ro1do 

Sin 1·1nharg<.>. !"'•' 01·iJ.",i11<1 1111;1 .t!,l"<IJI difi1·111l.1cl -..1. • cH110 ··011:--t·• 111·11c·i.1 d1•l 
lt•un•111<1 JI). (("f 11•011·1ua d•· B•·n1stci11) :--1• 11·a11:--l .. 1111o1. S1• ho1 1110·11• io11'1do 

.u¡ui. ip,ualrnrnt<", qur 111) 110:-- i11lt•n•sa 1·~1<' l••or·<'t11.1 •·11 .L'.•'ll•·1·al. 

1) .'>'i "'' tirnt·u do ... r·u11.11111/o.-. rn uno(/.,,,; ,.,¡,,,·ui11 1·1r·1/11·t11·11,,1·r 1 .. 1hlr. 
• ulourc.-. rr.o;u/la, r 11/1·1 , /lo.-.. tan1bit:n una rr/11,·ui,, 1111ú·o,-11 11110 ''"'""lo ruol 
... , oblir11r por 1nrdio 1/1 fu 1·r/11rión (l.,,) d11d11 

("1>11 la clt:-finiriU11 ;1111Prior. la griÍfic;1 {; 1•xpn·~.1 f.1 • in·1111:-.tarff·i.i .¡,. q111· :! 
··l••l!tt"fllc>s rorrt•spondit•1111•:--. por rn<.·dio d1· f;c1 ( 1. 1• ¡ 11·l.11·i1i11. q11o•d.111 1111irlu~ 

por 11H•.lio d1• una <1ri~1.a. El l1•orl'tJH1 I} si,c.t1if1•.1 l.i111bi1;11. :--Prl' 1l/.1111•·11I•'. 

q111• (; tic•11<• un faclor dr· ¡>ri11u•r grado. Q111•d.11·l.1 1.111.i,¡1;11 d1·1110-.11.11lo. si 
..... JHtdi1•r•1 dr.n1osl 1·011. 'I'" r I Ir or·r·rua ,,t) ln11d1u"11 ' ... rr ,.,/,,dr ro ¡n1111 111 •ifiru ... 
111Ji111/11.o;. (Sc-gün fa pn1posi•·irin G, seria s11fj,.jp11I•• •·I 1••01·,•111,;i :\ -.ulil!li<'llT<' 

po1ra ,J,•n1oslrar c:-1 ra:-.o ,¡,. 101!- gr•lficas 111110<-r.,bh~ }. H1·• i1.ro,.;1111P11!1'. 1.1111bi<:u 

!"'<' 1h•d11ce clr. J) el t••or•·111a :\).para gr•íficas i11li11llo1,.__ E11 (•:-01• 1·;1:--0. • ad;1 par 
dt• gr.rihcas <le V· é.o;1111n grado pu<-dc s<-r pens¿ufa cuino 1111,;1 gráfj,·a f1n111.1da cfl .. 

Psta forrna, Ja Cuitl n•pn·s•~rita J;1 ( 1 • v) rclarió11 n•v1•n .• if1h• •h• cfo:-. n111j1111tos. S1• 
d<.•durt• el<- allí que ·Y 1·~10 ya lo desarrollarnos para .f!.l"oifi1·;1!" fi11il.1:--·. 1.1111bi•'11 

p•1r<1 ,.J caso de una gr·oífira p;tr infinit.-., sus p1111t11~ 1uu·1J<-n s1•r di,·id1du~ •'JI 

dos grupos, donde los puntos el(' grupos distirllos :-.r• 1111<·11 poi· Jlu•clio d1• 1111a 
."lrista.16 

l!>J-~ decir, la lcn19ilud d1• la trayirrlona.(N.del T.) 
1''S1 J.'l gráfica fi<!' dc.'s<'ornponr. t'll rnuchas partes 111fin1l;L-. ••nrouct~s 11111•v;u11.-r110• 1'•· rH'C:f"· 

.s1111. ••n r.stn conclusicin, rl prrrrc1p10 de c/ccc1ón de z,.,.,,.,.¡., 

!:! 



Por esta ra~,;11. ~.- d'"111o~tró qtu· i-.011{•quivalc11tcs1•l ll·urt·n1a 1), fonnula.do 
para gnifica:-; finit<t~ 1• i11li11itai-.. y 1·1 lt'1.Jrt>111a A). Pero 1a111bi<;11 lo~ lf>Ot<~Inas 
J3) Y C:) SOJI 1•<¡11iv,a)1•11t1·~ a t•St<' lf"Olt"lllit, IHU"S TlO St)lo Ji) l'S roJl~f'l"IH.'llC"ia dC' 
C), así co1no i\) d1• B). lo que• rs t•,·idt•n11...• para una j!,T·;ifi1·a fi11it,11. siuu qu<• 
lanthién para J?,roifint~ i1di11itas c-1 lrore•rna B) rs c·un:-;t•c 1u·1H"i•1 de•;\) y C) ·~~ 

COllSC'CHC'lll'ia dt• B). s.·,10 l,;1 1'il1i111;1 .1fin11;u·itin T1C'('t'~j1;1 di' 1111<1 dc·rnostració11 
especial. Por· ta111u. dr111ostr<111HJ~ .-1 11•on•n1a: 

El lron11111 (') .... 111111 rou ... rr1Hucrt1 ,¡,¡ lfo1T111<1 /J) 

Sc~a e; Hila p,,r;ífic;a par· c·11alq11i1·ra cl01da. lal, q1u· ('IJ cada llllO dP SIJS puntos 
con'\"<'rg<'JI." lo 111.iÍ.~. k .1ristas. ('u111pl1·1a111os r: l'IJ llll.il 1111<''\"it g,r.ífi1·a 11, de• 
la lllilllCT<l siµ;11i1·11tt•. ftJlllitlllO~ lo~ JH1111ll~ dt• (; (_"Ott<·~po11dic-n1r~" un UUPVO 

punlo. y 1111i1110~ ,¡., .... 11111•'\·o ... p1111to~ 1·011 1itntas ari,.,t;i~ co111u arisla:-. 1111an ¡¡ 

puntos l'11 (; . • \dt·111.i,... 1111i111u-., ;id.1 p1111lu d1• (;<·011 •·l r (J1f"t"~p1111diP11l1• p1111lo 

lltH'\"o poi 1111.,li .. ,¡,.l. - 11 .11i .. 1,, .. _ .fo11d1• H (S k) ··~ c·I 111'i1111•10 de· .arista~ 
(las c·ualP~ ,·.;111. 1·11 (,", h.u 1.i 1·~1 ..... r; ¡J111110~). ()In•'- p1111111 ... y •lfl''''"' 110 si· 
intrudut.·1·11. 

L.a g,r<i.fi1·;1 1 .. 11e•,..po11di•·111 .. 1•,.. 1<·.c.111.11 .. va q111· t'TI c.,d.1 llll<J eli• ~u:-. p1111tu:-. 
C'Ofl'\"Prgr11 11 +(l. -- 11¡ = J. .111~1.1 ..... I•·~ que· van j11111., ... f>o1 1a1110. ,.\ r~:-> 

ta111hi1;11 u11;1 p,r•ili1·,;1 pa1. L11tut1n• ... ,...¡ (; 1•s 1111a griÍh1 ;1 paL sus puntos se 
pued<"11 dis1rilt1111 •'11 do~ grll)H'' 1 ·" 11 talt·~. tpn• 1·.nla ;i1Í~l•1 de- (#" t•tilac·e 

solan1t•nt1• JHlll\u,., .¡,. d1f1•1t•1111·,., µ,r llJ"'' SP di vid•· ahor;1 ,, le ... !lllf'\'OS puntos 

en 1 y 11. s1"1lo ...,¡Pi 111••111·iu11;Hfo ¡i11111., <~· JH'rlt•111•1·1" ,, 11: o l11r-11." (. d1· 1nodo 
qtU', la~ arisla~ d·· // .. úlo 1111.111 p11111 .. ~ .¡,. ¡.?.n1pos dif1•1t•111 •. ,., ( 1 _,.. 11). Por· tanto. 

S<' lon1a r•I 11·ort'n1;1 B) y,.., .. di\·id ... 1 // •'11 k f;1rton·~ .¡,. pn1111•1· gr;ulo y luPgo 
se rrpartr. poi 11110 di• lo~ k i11di1 •• .., ,¡,. l.1 ... aristas de• r: . ._¡ ¡u•r11·111•t·1·11 a Ullú 
u otro el(• t'slu~ fae'l<HI'!-.. lo q11•· n.J1"1••,.,po11d<" ;:1 1•s1a di~t1·ih11cuj11 dP í11dires d<.'l 
tcorc1na C). 

Qurrcn1os 1)P1110.'.trar. linal1nt•1111•. q111• ~en"an i-.111icit'11l1•s los tPor<·n1as r\.), 
13), C) e 1). q11t"' ya de1nustr;:iro11 s1•1· 1•q11i,·alentrs, en ca .... o dt• d<"n1ostrar que el 
grado en r\) y B) (y r('SJ)("C'1 j,·a1n1•nt1· t•I nt'1n1ero k, c•n (')y c•I 111ínwro ven 1) es 
un nún1ero prin10. Esto s.-- c111nph· para <"I Lcorcrna A): pur lo 1<111to. la1nbién 
se desprende, p<tra los 1rrs o'llllt>rit>rt• ..... t'll forrna inn1cdi.'lta d1•) tcon.'Tll<l.: 

K) Si cttda grújin1 ¡1ar dr ¡1- r· ... 11110 9rado y crula !lnijica p1u· dt v-t:sitno 
tienen un factor tic ¡J1·11r1cr gnuln, 'nln11rr:.-. tic11r lt1JT1bu"n, r<1rln 9rúfica par 

de JlV- ésru10 grrulo. 1111 factor,¡, • ·"'' "I'º· 
~rornarnos COlllO hipÓl("'~ÍS t•~tt• tt"ort'Jlla )'!'Ca r~ llll J>111110 Cllól)<¡t1icra, df' 

un par cualquiera dr la gráfi1·a pa1· (;.de JlV-f'". ... 11110 !Jr<ulo. Sustilui1nos P 

L! 



a lravt?s de µ puntos F",, /'2 ... - . I~. y llevarnos a las Jlt.I aristas en e,· que 
corren de P, hasta P, y a t.rav1:s dr Jos puntos /',. Es vr.rdad, cntour.es ( en 
cualquier caso), que a cada F', (i = 1,2, ... ,Jl) deln•u 1·onvcrgercxactarncntc 
v dP rslos JlV aristas, si pc-11s.a1nos esto para r.i1da p1111ln de G. E11tonces S<-" 
obti<•nc una gnifica Gv, de ,,,_ f.<>11no grado; y si <'Sto c•s tan1bién una gráfica 
par, Pntonccs cada trayectoria ("("JT<tcla dr. (lv rort·spondc a una tr;tyi•ctoria 
cerrada dr- G, con el niisrno u1inwru rfp nristli.s. S.-g1"u1 uucstra hirxil.<'!sis l..'v 
ti(•1u•. por tanto, un factor de· prirrH·r grado (1" 1 Si .d1ora cu11sid.-1·arnos <t 

los puntos F'1 .1'2 , • • ·, l'., c,11/a 111111 <"orno p1111to /'. poi- 1nc>dio dP lus c·uales 
obt11\"ilTJOS IHs p;ráficas f:,,. pod1•1J1t1!'. ol,11·,¡pJ (_,"1 1'11 1111 f.irlor f:,,, 1lf• ¡1-t" ... 11110 

graclu. de(,"_ Corno partt• dt> r:. r:,. la111h1é11 l"S 1111.1 L!,r.ific;i par Y- por 11ueslra 
hipÓIPsis. 1 i1..•ne un fa<.:lor dr· JH 111wr grado. E:-.111 ,., 1i.1l uraln1euff• un f,¡tclor 
d<• prinH·1· grado Oc (;1, d<• do11d1· ,.¡ l<"orc•n1a )..;: ) •p11·d.1 cl<'rnostrado. 

,:\lit•11tras que f<l prinu•r.1 p.11·11• ,¡,. P:-.ta rlr11111..,l r.1ri<i11 c-asi se rcpi1r• lil<""ral
nH~nt<". t>I siguic11t<'" leon·rna ~·· olJli<'tu· 1•11 p.1r1•· p,1·111·1·odizado: 

• .,-, rrlflfl grtijira par dr ,#_,-_.,,,,,,,!/rudo,,,.,,, u11 (Hrlor dr' 1.:-t· ... ;,,,,, 9rado. 

l11111/11r'n t•a1la gráfica ¡uu- dr ¡11#-1' . .,nno grurlu /H "' "" Ji1ctor th Jll.--r"to11no 

9rarfn_ 

P.;1ra el grado 2, hen10:-. dt·n1c,:-.tr·ado los lpon·111•1~ :\) y B) tarnbic;n para 
gnificas iufinil as. Se sig1w dt• h) q1w lo:-. t1•or1•1n.a,.. .\ ). l'I). (")e J) 5r·911ramr11/r 

.son cu 1·/os, si el yrado {rt ... /Hr/rr·11111t'1f<. ,¡ 111ÍtrH 101.- 111 (.~) !/ t/11tÍ,,ltrn1;r11 

1)). ~t>fl una potencia de> "2. Para 1111 grado c-11alq11i"r;1 (i11duso para el grado 
3). 11u parecen .ser ~uficienlc!> uur•:-.1ros111<;todus: sin i•111h;ngo, con10 vi1nos, nos 
po<leruo~ restringir a gráfica~ 1111nu_·r·ablt•s. El 1né1od<) de in<lucción con1plcta. 
por nH.•dio del cual h(.•Jnu~ dr111ostrado el ll•on·111a ("). ta1nbién sirv<• para 
gráfic;i.,.o.; fiuitas y es ,asirnis1no, \"<ilitlo para gr<ífic·il~ i11fi11ilas. 

1..os n•sultados de este trc1bajo sr prPsc11taron "I J."", d" noviembre· df• 1915. 
en la i\caclctnia Jltingara de ('iP11cias. 

1 1:1n 
llut.lapcst. octubre de J ~J 1 :;. 
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ncg1tiY, 1111 Ycrsrl1wi111l1·11 11lle Urineutr. 1·uu I', 1l1uu1ad1 ~u,. Uruwulr 

drr pttn Spallr, uud 1niLbi11 1sl a=º· 
1Jie ·n1rorie ilcr lirat1l1r11, rniud~ 1\rrr11 Ur. Kh1u 1lr11 uliig1·J1 

&u 1Lgeleitrl l1&1, i!l 11:u:li mti11rr Au1irl1l rill 11·r111¡: 1jt'l'l.1:11t'IU m1r~
mitt...t filr Jir ~'.11twlcklu11g 1lrr !Mrnniu11u11·11tlirur1r. lu 1liu•:t11 F11llr 
führt 1lt ZLI rinem ¡:1111l 1¡ir1id[(ll Sntir Yllll i:rriu¡.:1•111 Wrtl•'. w-~ 
Yu111tinemlub1hWrrt blll, 1.'t i111lr111Sa11rll •u'l("'t'tu1l.,·11. 

103. 

Cedicl11111.rede •uf Lcopüld Krunctker 

ALL..ll!Jl~u¡111 drt 1.ontl"L 1'11~Bit1Lr11 Al.Je .. ,. ikt -.llr4'f~1hu u Ual.ui 
l-UlllUJ 

Far 1lru VnluJl, 1lru 1lie ni1lI1ru1aliM·lir Stction Ju Ahdtmie iu 1lni (1111(· 
iit.'l'r Jal1m1 1l11rd1 JacoLi't T111I, 1lurtl1 llirlclilet'1 Wtgg1ng cñul1r1 
(¡¡111! ~ic \11,lt\ ¡;!Anlr111lrt1 •:hall in ilrti lllunrm, dero1 Nunru die Ue
"l'liid1te ckr M111l1~11~itik •lflll uutrr 1\cn tnlrn neu11cu winl. J1:1lcr !f1~1e
rnalikrr nilunt K1untnrt'• l>1!mlll'!'d1ruJc ScM¡1fü11Jrt°n i11 1lrr ü.ltlen· 

1l1rori1• m11l i•ttnit .\l'liJt'n Khllnru Unlcr1111d111ngt11 in ilrr1Jnlrn~1mclrie 

wtn.ut JrJrr kr1111t di~ gruuJh·¡jl'11drn Atlol'iltn ton \\'tlentraí1 in 

•li-t 'íliruric 1lrrF11mtium·n 111111 wílnli¡¡t ari11r (n1d1tl11rt hltLirl1c Ourda· 
rnti-tc·mn¡¡ 1!1·, hr .. i111111ll 11 ~'dd .. ~ ,¡,., Ana!y•i•. U11g!rid1 arlrwl'n·r l•t "'• 
Kronrrlrr'~ S1rll1111.i: in ,Jrr \\'¡._ ... n.,.Ji•n kun un1l 111tn·ITrrul 1u kcllh• 

11·ir11111•u, 1Hd 1lir 1Hiltrn,1,~·11<l,.11 tj1!4lr1·ku11¡,:rn, 1li~ Uun Llaurn11ln1 ltuluu 
•id1rni, i.irhl in 1!rm IL1J.mru ri1wr riu1rl11m matlmu1tUd1rn IJücJ¡ilht 
l'bt1. fiudnt. i\11 \"1r],...ili¡;~til dra 'l'nlr11l~, 1111 &lilrfc tb Urtlirill un1\ 
•n 1l1·t filiigktit ~irl1 n_..¡_]J in tinr11 llt'Uf!I Gttl:mkcnkrtil rhuuarlitilcn 
1~1 il1n kri11rr i1lirrtn1!ím. Alorr J-O l1rnorrtt,'l'n1l 1uch r.tlnr l .. dstu11gtn 
~uf 1\rn tc'N'l1il~lr11,tm Gd1irtrn ilrr t:riil'~níu~hun~ 1i111l 1 .o rtkl1t 
rr clud1 i11 olrr A11~1r¡, ~u C111d1y 11nd Jacobi, i11 Jrr Fund.ioncn· 
1hr1Jn•' ~11 llin11.11111 u111I Wclrntr~r,, in 1h·r Arithmrt1k an lHricliltt 
u11•I 1\111um1·r, i11 1!1r A!¡,orlor.t 1111 ,\l1rl 11no\ (;1lui~ 11irhl ~nz 111·1'1.11 • 

.\11, 1l1r\4'JU ünnuh· 1•l Yi11r l!rtl1·ulu11g r1íd1t M"llrn ~011 .u!d1rn t:tlrl1rtl'U 
1111l•·r.1'11~Ut "onl<-11, 1lol>'11Sto1flt'11 •irl1 11ur11uíri11U"l11cJirM"rll~lpru1rn 

rr.lm:~lt'l1 Jlir !l!mu11·mli· lt.·w11111!rn111g ilrr rn.11'11ll•tl1rniltiht1ti11~ Zcit 
mr¡¡lt rr da<l11n·l1, ,hf, t11 ilun 111t·r.t 11ad1 GKur. 111 weitcrtm UmWige 
grl;rn¡;, 111it1lru f:r¡;d111i .. '111<lrr1111.'!kt11r11 .~tiLl11m•tik tu rintrÜit, 'll'Oerat 

""l1r wcuib"' tin v11lli-. \'rrillntlnir~ ilA!l'!r ¡:r11·unnt11 l1attrn, dlt AlgrLra und 



1 

Sobre los determinantes descomponibles 

Frobenius, Ferdinnnd Georg 

r,·, ... ,11n11ult1 .-\bhuur/1101!1c.11. Band 111. 

Sit1111p,slH•1·i1 htr rlr-r l'i)11ip.,lid1 l,rP11Ui~clw·11 Akadc•tni.- drr \\"issP11schaflc•11 
ll<•rliu 

274-277( l QJ 7) 

J. /.o.-.• Ir"" 11/0.-. 1/1 1111 1/1 Ir 1·1111111111/1 ,¡, 11-t
0

.<o1u10 or1/1 fl :•t r/,,,, tlr ,,: 1·111·1-

t1b/1 ... ,,,,¡,¡u,,,¡,, 11(1 .... :··j1 ... , /,,,,.,u u/1111110. .. 1_r¡11rJlr ... 11 1·1 10. ,¡, ful,,,,.,,,,,_ 'I'" 

r/ 1/1/1 r1111111111/• 110 ... ,,, ,./fu/11·111111 "'' uu/o. r 11/11111·1.-. 1¡111dt1 111111/111111ú11 1r11 -

tfur1h/1. n "" ,,,, .. 1¡u1 1111r11 1111 ,.,,¡.,,. ¡1 ~- u /01/0.<, lo ... 1 /1111111/n .. ... , 111111/1 u./,,_ .. 

f) Jll"llllt 1·u-. /11 111 11 r 11 f OUllÍll 11 • /1 t 0/111111111.-.. 

l..i ol1•111u-.11 ... ¡,;11_ q1u· di ali!. e·~ un 1 •·~1111.ado c·i1T1111:-.101111·i;1I. c¡ur sc• d1·d1u·1· 
do• la~ id1•11ti•l.1d··~ ¡H·rtt·111•cit•1111·~ al cl1•11·n11i11a11le(·o11t•)1•111t•11tus110 1u·p,;1ti,·u~. 
La dc·11u1~11.11 ••;11 1•l1•1111·11totl. qtJP .1q11í lit• clt.•:-.arrolladu p<ira ,.J 1,•un·1na. :-.1• 

1·u111ph· del h·111.1: 

11 .. c.,·, r u "" ,¡, ff 1·111111nulr dr 11-1· ... ,,,,,, yrot!n /01/0.<o ... u . ., 1 Ir 111r u/o ... _..., 01111/1111. 

rl 1/r/11·u1n11111/1 111 uc '" r·otr11i11 p(S tt) ,., ll!J/0111·_.. c·ou 11 - JI+ I 1·0/111111111 .... 

r.n/1J111·1 ... ... , 11r111/u11 todo ... lo ... ,¡, 1111 nin ... 1/r/ d1·/t_rrnu111111f 1/1 ... rtrl'o/1111/11 . 

. 'ii todo ... lo ... , Ir 1111 nlo ... ,¡, 1111 dr lt 1·111111flnlr dt ,,_,·_,.,,,," !I'"""" .... , t11111/1111. 

cnloucr ... ... , t11111!111t lrnlo ... /o ... 1/1 rur 11/0 ..... r¡tu /11·11r u tu r1n111i11p,.,119/our· ... r-011 

11 - ¡1 + / r·o/1111111'1 .... p111·u f' = / o .!. 

Si rn 11!1.il 111atl'iZ dr 11-t.<.11110 µ,nulo M' anulan todos los Pl1•111e11tos .r.,;J dr• 
un rl"'11glci11. <"t1to11c-rs SI" a1111la 1·acla rh·11u•11to d<'I cl1~trrrn111c1ulr IJij. porqlH" 
ca<l.il 11110 dt• lu~ 1•fPllH'lllus co11ti1•11t• •·~11• rt"ngló11. co1110 1111 f<ictor. Puesto 

que el lf•orr111a dr arril..ci. :-<oh11• 1•1 01d1•11 dr los re11glo1u·~ y c·o)un111as so11 
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indepcndicnlt-s. 1•111011c1 .. :; considero a las 1na1ri1·1•s.111u• sr ,1isti11A1u•11 :.ello por 
n1cdio de csh• nnlt·n. ~· que son 1~q11ivo1l1·1111~. E.11 IH 111;i1 l'iz l\1 .... paro los 
priu1cros 1• rt•11p,lu11,•s ele- los 1ílti1nos " - I'· y );is pdnu·nn .. p 1·ul1111111;i¡.. tl1· las 
últin1as 11 - p y h<il-!,o: 

f /.) . ........ \! = ;~ " /) 

.·l,,_,. .•\,,,.,_,, 
.·\,._,, ,. .·\ .. -, ..•. -, . 

. A<¡11Í .4 = .·t,. ,, clt-:-.ig,na •• la s11h111;11t1/- d" M. q111• nJ11:-.I ;1 .¡,. 1•J1·1111·11tos 
dr las pri11H•n1:-. pn·11µ,lonc:; y c.:olt111u1a:-.. JJ = JJ,, .,_,. cl1•:-.iA11;1 ;1 l•1 ~11h111at riz 
c¡11r c·onsta cl1• lo:-o pri111rros p rt·np;,10111• .. ~·la~ 1il1i111a~ 11 - ¡11·01'111111.1~ ... 1c. Si 
et hora /_J = 0 ... 1110111·1·~ ··ada 1·h·111r11to .i .. ¡l\.11. q11 .. 110 ~·· a1111la ..... ,.¡ ¡11ud1u·to 
111• tlll 1•IPl11t'JJ10 tlt- .r'\. .v \111 rh•1111·1110 do· l.). 1'01 la11lo. -.i •'11 ~\ .. , •• 11111).1 

1•) dt•trr1ni.a11t1•. PflltJll••·~ st• .a1111);i 1•) 1·l1·111••fll•• olr•) 1·1l1i111•• 1•·111.!l•'•11. •'lll<Hll'P:-. 

sil.'111pr1· :-.e• 1·11111pl1• i¡11•· 11 =O y pur 1.1111 ... 1.1111l1i1;11 ~·· .11111!;1 • ,,.¡,, ,.J,.11u·11tu 

,u/cl1· IMI. 
El n~sultadu p111•d1• i11v<-•rtin.P. L.1 -.1·!!1111.!.1 paJI•• d1·l 11•011•111;1 11 1·~ Vl'I._ 

ditdero (p,i\ra /' = 1 ). ~¡ todos los c·l.-1111•111 ..... .¡,. 1111 n·11g,l.l11 ~·· .1111.l.111. ¡u·n> :-.i 
.r., t.'S di~li1110 do• 1·1•ru. l"lllllllCt's !'ol' il111il.111 tudol'o lu~ 1•l1•111•·111u ... .¡,. !l'Vll. los 

t·ualcs pert1·11c•«t'll ;il f¡u·tor .T,., qlH' l'ot• 1·0111plP1111•11ta11 1·011 1•1 s11lul1·l••n11i11a1Hc> 

tfp (u -1 }-1· ... ,1110 grado 1·11ya rnat riz t.'l'- N 
.r\hori1 supo11gu q111• la afirina<-·itjll :-.1".1 \1•1•liHll'r·a pa1·;1 d••l1•1111i11•11111•s cuyo 

v,ra<lo c.'s <"·ya d,•1110:-.trado (p;1r.1d,•1,.1111111.1111•·-.11•· ... ,.!.!1111•1•• t!1.11l1•. •lrhP11 
.t111ularsP lo!'- 1•]1•1111•1110~ d1• 1111 n·11ghi11.1 L11t••l1•1·-. ~·· .11111\.111 ··11 :"' l111lus lu!'-

1•h•1l1C'lllo:-.. poi .-j1•1nplo. los pri111•"l'1J!'- /' 11·11, .. do111•:-. ,·un l;i-. últ 1111.1-. 11 - ¡1 -

p + 1 «ol111n11.il:-. •111•· 1 i1·111!11 1111 l'll'11h·11111 1•11 • 01111i11: JH11· 1.t111u. /1 ::.: IJ. Por 
l'SU «ada c>h•1111·1110 o di' IAI y 1111 .-J,•111,.111•• ,/ de• ID]. '-'1 •·~Ju-. p111d11c:tos 

ad. tul' ..... a'<I. o'd' .. . lodos son nulos.1•111 .. 11•···~ !'-f' ;11111la11 1u1.il1111·111,. )a!'- can

tidail••s 0.11' •. o~·· .;111ul.;u1 las 1·a11tid<11I.-,.; 1/.11' •..•• E11 .. ¡ pri111••1u ~1· .u1ula11 
to<los los ,~lein•'t11us ~tPI detcrrni11ant1· IA ¡ P111·:-.tu qu<· ~11 g1·;id11 ··~ J' < 11. 

rntonces la alirn1¡u·icí11 ya está cle111us1rnd<-1 y rs. poi· la1110. 

\ - J~, •¡- 1 (/.,.,,_,, 

... p.p - f{P-?-•f- I .... ·,.- 11 +t 

clondc Q,,.,,_,, = O. Por <:onsiguientc• 

P9 •9 -1 

.\1 = R,.- 9 , 11 -1 

Xn-p,9 -1 

Qo¡.1•-v•I 

-~·,·-q.1•-•1+ l 

)·~·-1•.1•-o¡-+ 1 
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En csll• caso se anulan l.arnhi<!n los elementos c-lt• IH 11w1 dz 

CJ.,.,.-q+ 1. L,'q.n-p· 

Estos son 1oclos los rlc1nenlo~ dr M~ los cual<·~ 1it•111•11. 
pri1n1·ros q rruglones con J."s i1lt i1nas n - q + 1 rolu11111•1!-. 

<"OffllÍ 11. los 

Pcn c•I <·l>rolario 11 resulta fcicil PI 1Porcn1a J. Lo~ ··1•·1111·1110>!-o difrr<entros di' 
rc-•rn .1· .. ,, d1•l dC"tt-rtninanh• dP ,,.,· ... ,1110 grado \MI !'oc'"'ª \·;iri<1hlc•s hulc•pc•udi
c•ntc·s. Si 110 PS ·JMI = O. t•nton•·c>s 1111 clt_•1nt•11to cl1·l d1"t1•1J1H1H1nlr cl<•hc· M'I' 

clifc•rt-11tr ch· 1·rro. 1\ la irl'-'<•rsa dt• J,;1s rolunu1a!->. s1· 1••h·•l1•t1 ol1tt•f1t'I' los c•IP· 

1nP11tn!-o 11'· l.a tliaµ.onal principal .r 11 •. 1··.1.'.!- . .• .r.,.,. 
1-:1 d.-1t•1·111ina11t<• s<- dividP 1•11 do!> factorr!-o. P111•-..1,, q11.- t"tJll l't>lac i.)11 a 

la!> va1 i;1hl•·-. tlr una ~··ri<• <'~ u11a f11111·i•'>11 linc·.r1l hu111 .. c.C·11.-.t. <'llltJll' e•!-. p1u•d1·11 
<tp.11·1-.·•·t ... ,)Jo t•n uno dt• los do!'> f,11·1orc•s. SP !-ollplll\l' •111•· l.1 ... '\·;11·1;'11h•-.. ol.- IH:-
J• p111111·1·0 ... 11•11p,lo11rs np<lrt•c·p11 t•11 ,.¡ )J1·i111.-r f;1i-tc•1·.•· ... •l•" 11. 11•• .-u¡,, ... •l••!-o .. \' 

la~ '\·,11i.1hJ.-... dt• la~ lilti1nos 11 - ¡• 1·1•11j!;lo1u.·s <'11 1•1'"-''!!,1111+1"1<111111. poi· t.11110. 
ru.• c•:--l~i11 e11 o•I pri1nc•ro. F.11tn111 .-.... 1po11·c·t·c~11 co11 .1· 11 .. 1·.!l· . ,- 1,1,. la111hi<;11 la!-o 
'-"•lfi,1l1Jo• ... ol•• l<i!-o prin1t_•ras p c·olu11111<1!> 1•11 t•l pri11u•1 f,u 1••1 .. -..·Lo!> .J,• \a:-- 1ihi111.'1 ... 

'' - I' 1·11l111n11<1s <1parc-<·en t•11 a111l10-... 
-'laº"' utilizo la 110111c11clat11r;1 d1· (J) ~l. Si J.a:- "·.111.il•l•·,.. .¡_. C !-.011 todil ... 

11ul.:t .... .-111n111·c•s ••l lt..-orr1na c•s V<'rtli\dPro. Si .:r,. 1 lllJ .-,.. 1111!0. 0•1Jt1H1c••!-o r1•s11lt;1 

1~t•1 v,ario1hlc· 110 c:-011 rl segundo. porque• pertc.-uc_•,·p al ,,.,· ... ,,,,º rrnµ,lcJn. Poi· 
c_-slu iMI •"':'- i1ult.•pcndirnlc dt.• los .r,. 1 . Puesto que• :--11!'> .-lt·111P11tos IH> ~011 si110 
vari.ahlPs i111h•prndicnlcs o son ct•ro. c-•ntonces ~e a1111l;111 1udtJ!> su-.; Pl1•1111·11tu!'>. 
Por o•I tc•ur .. 1na 11 se anulan. por lo 111is1no, en N . .-111011• , ... 1 •111i11i1;11 ~.- HllHla11 

rn 1\-1 1 u1h">s. h1s c_•lementos <."nyos t/ rPngloncs que• t i.-11c·11 1•11 1 01111i11 rlc·nu•11los. 
<·on l•1s u - 1 - q + 1 colurnna~. 

!i:J. 
1),-.¡ tP<>rPn1a 11 se obtiene fácihn1·11lt_" un rcsuhaclu d .. J ~··ilur DÉ.~lS l'-Ü~IG. 

{':¿,,. c~·nJplu11 und ihrc Antvcrulung auf Detcrrn111t111lt nlluoru Ufld .lit 119nr

hhn .. \lalh. Ann Torno 77 . 
. t,·, t 11 un dctrr111inanlt con ele- n1cnlo.~ nn-ncgaliro .... /,, .. rt1nlulrulr .... 1/1 cndn 

rt 11!1/o-,, .'I r111/u cnlu111na, ltc·nt n una • ..;u ni a dift ,., ul• .¡, "' 1·0. 1 ,,,.,,,,., ... ,,,. 

¡nu ,¡, 11 111111/11r.'>t .'91'.S c/c11u nlo ... lntc1/1nc11lc. 

7n:i 



Porque si todos lus eh!rnr.ntos rJ,. l.\/I ~.- ;uuil;1r<111. 1•11tu11n· .. M" 01ntd;1rian, 
por ejemplo, el rl1•111r•11to ch• By Jos 1•f1·1111·11to~ 1lr· J¡a 1111 i111<1 • •111111111¡1 (le A. 
Ahora bien, si las c-a11tid.arh!s dr• 1·i1•l.1 rro1JJ.!,hi11 1i1•11 .. la ~11111a iA11•1I i1 ... Pllfonccs 

Ja suma de las ca111i<lcuJcs de• lo~ p pri111••1u~ 1·1•11J..!,,lr,i11·s. 1•s dr•1·i1·. lo~ 1•lr•1ncntos 
de A y B, son i.e,11alt•s a p.-.. '"ig.1wln11•11I•• l.1 :--111na de• l<i:-. 1·111,.;1.Jns dr. las 
prirncras pcolu11u1<1s. e·~ d"c·ir. los c•l1•11i.·r11u~ d•· A y C. ('011:-.P• •1t•1111·111t•11lr 

la surna de los 1•l1•111r11tos rfp e ··~ iJ.!,11.d .d ,J, ...... 11111<1 .¡,. ,., .... 1•l1•Jllf'llfos de 
B, Y puesto q1u• r·:-.10~ son lodos 111110:-. .. \· J,, .. 011·0~ ru•·IH',l!••li\., • ._ .. 1111u11·r~ sr• 
anulan todos los r•lr·111e•11tos dr• C. por • ull .. l,l!lli1•11l1•. 1od11:-. f., .. 1·11•111,.11111 .. rlc- J;1 
p-C.<iima colt111111rt ..,, •• 111t1li•ll •. \· por· 1.1111•• .... - fl. 

La teorías•· .e,r.if11·a~. 11u·dii•lllP l;i 0·11;if o•I .... 11u1 hi;11il! ,1, .. 1,,,., ,.¡ lo'o1·c·n1~1 

de arriba, en rni opi11i1í111·~ 1111 n·111P•l1•1 I"'" '' .1•l1·1·11a1l11 p.11;1 ··I ,¡, ... ,111•1llu de Ja 
teoría dr lo!-> drl1•rn1i11;1nlc~. En .... 1 .. e,, ... ,, 111•\,1 ,1 1111 l•'•H"•'lll•• 11111.\· par·tirular 
f.<ipczir·ll.-:n} df' •·~··••~•• \·,;dor. J.., q111• 1 i1•111• .¡,. \·;ilur·. ~u 1·011l1·11i.J ... ,•-.1.i clirho 
en el t.corcnlit 11. 
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