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Introducción 
La cosmología es la rama de la física que se ocupa del estudio de la evolución del universo. 

La formación de estructura en el universo es, probablemente, una de las metas más ambiciosas e 
importantes que se propone explicar la cosmología moderna. 

El objetivo de esta tesis es estudiar algunas de las características propias de las galaxias, desde 
la perspectiva cosmológica. En particular, se establecerá un modelo teórico para explicar dos 
propiedades observacionales importantes de las galaxias. Estas propiedades son, las curvas de 
rotación planas y los núcleo• de densidad constante de una galaxia. 

Las hip6tesis físicas principales serán: la existencia de un campo de fluctuaciones primordiales de 
densidad, el cual, en última instancia, evolucionará hasta convertirse en alguna de las estructuras 
que se observan en el espacio en forma de galaxias, cúmulo de galaxias, etc. y segundo, la existencia 
de materia oscura no bari6nica, como componente principal de estas fluctuaciones. 

La teais se divide en cinco capítulos, el primer capítulo es esta introducción, el segundo capítulo 
intenta resumir los conceptos básicos que se requieren para entender el modelo estandar e infla
cionario. 

En el tercer capítulo, se estudia el comportamiento evolutivo de las pequeñas inhomogeneidades 
de densidad, que surgen en el universo primitivo. 

El cuarto capítulo, tema central de la tesis, se dedica al análisis evolutivo del campo de fluctua
ciones primigenias. 

Usando la física estadística como modelo, se trata de establecer una conexión entre el aparato 
teórico aplicado a las fluctuaciones y propiedades observadas en las galaxias. 

Finahnente, en el 1iltimo capítulo se exponen las gráficas, conclusiones, apéndices y bibliografía. 
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Capit;ulo2 

Ant;ecedent;es a la formación de Galaxias 

2.1 Introducción 
En este capítulo se plantearán algunos de los aspectos teóricos más importantes de la evolución del 
universo. La segunda sección se dedicará a explicar la cinemática y la dinámica del modelo estandar 
desde el punto de vista de la mecánica Ne'Wtoniana. En Ja tercera sección se resumirán los conceptos 
fundamentales de la relatividad general, y en las siguientes secciones se describirán las características 
principalea del modelo estandar e inflacionario, destacando a este último por ser el generador de las 
fluctuaciones primigenias de densidad en el universo. 

Establecidos los escenarios evolutivos del universo, se iniciará el análisis de loa elementos básicos 
que conciernen en la evolución galáctica. 

2.2 La Evolución Global del Universo: Modelo Estandar 

2.2.1 Modelo New~oniano 

2.2.1.1 Cinemática de la Expansión 
A grandes escalas el universo se puede visualizar como un gas de galaxias en expansión. La forma más 
sencilla de entender la física de la expansión es con el modelo cosmológico Newtonio.no. Si bien, ésta 
aproximación da características fundamentales del fenómeno de la expansión, debe tenerse siempre 
en mente que se trata de una sobre simplificación del problema. 

Considérese un volumen esférico de radio r, donde 1., es mucho más grande que la distancia entre 
dos galaxias cercanas. r, será una función del tiempo, y determinará la posición de las galaxias en la 
superficie del volumen esférico en cuestión. Además fijémonos en una galaxia de masa 1n. que yace 
en la superficie de dicha esfera. 

6 



Cinemí.tica de la Expansión 7 

Evidentemente, esta galaxia adquirirá una energía cinética debido a la expansión o contracción del 
volumen esférico. Si a grandes rasgos, la materia contenida en este volumen eata homogenearnente 
distribuida y &e supone que la expansión no tiene una dirección privilegiada (principio c0&rnológico), 
la expanai6n del sistema se describe con la siguiente expresión: 

r (t) =ro a (t)' (1) 

donde r 0 es el radio de la esfera a un cierto tiempo arbitrario y a. es el factor de escala por el cual la 
esfera aumenta o distninuye su tamaño en el tiempo. Vemoe entonces que debido a la homogeneidad 
e isotropía del universo el triángulo formado por las galaxias A, By C al tiernpo t 1 será similar al 
triángulo formado por estas mismas galaxias al tiempo t 2 , como se rnueatra en la aiguiente figura: 

El caznbio del radio de la esfera respecto al tiempo estará determinado por: 

dr da 
V"" dt =ro dt · (2) 
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Ésta fórmula también representa la velocidad de alejamiento entre doe galaxiae cualesquiera. A 
la relación anterior se le puede expresar de manera que el término arbitrario ro no aparezca y toda 
la información de la expansión resida en el factor de escala ii. Dividiendo tJ por r ae obtiene: 

(
1 da) 

1J = a dt r. (3) 

El parámetro de expans1on a. se puede normalizar a uno de tal manera que el factor (l~) lo 
igualemos a algún valor dado por la observación: 

ii(t0 ):=l, 

Ha=H(ta)= (!dii) =100hkrn/s 
ii dt <=•. Mpc ' 

(4) 

donde h e (1, 0.5] . 
H 0 se identifica como la Constante de Hubble que aparece en la ley enipírica de rec-1on de 

galaxias. Se encuentra así, que la ley empírica de Hubble tiene su origen físico en la homogeneidad 
de la distribución de galaxias, en la isotropía del espacio y en su expansi6n. Y no solo eso, e.dernáa, 
se ha añadido un elemento extra, la expansión del universo puede variar con el tiempo, lo cual ee 
traduce en una "constante" de Hubble que depende del tiempo: 

jv = H (t) rj. (5) 

2.2.1.2 Dinámica de la Expansión 
El siguiente paso en este formalismo Newtoniano es el de encontrar como cambia en el tiempo el 
parámetro de Hubble. 

Se usará la conservación de la energía total del sistema como argumento físico para encontrar la 
soluciones .. 

La. energía cinética de una galaxia situada en la superficie de la esfera considerada será: 

T = .!1nv2 = !rn (dr) 2 

2 2 dt ' 
(6) 

por lo tanto, sustituyendo la ecuación(2) en la ecuación anterior, la energía cinética para una galaxia 
en \lll medio en expansión (no relativista) sería: 

T = -1nr --ª-1 ( d- )
2 

2 o dt (7) 

Por otro lado la masa del sistema, se puede considerar separada en dOB partes: la masa interior de 
la esfera y la masa de la superficie .. La masa total proporcionará la fuerza de atracción gro.vitacional 
que siente la galaxia .. Debido a la ley de Gauss, las masas externas a este volUJnen no contribuyen 
a la fuerza que siente la galaxia. La energía potencial del sistema en la superficie de la esfera será: 
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r roa V= 
Gn>M GmM 

(8) 

Escribiendo la masa M en términos de la densidad masa-energía promedio p, de la materia del 
universo, éeta se expresa como: 

47rpr3 
M=---= 

3 
(9) 

Lo cual da la energía potencial debida a un sistema en expansión de masa M sobre la galaxia: 

(10) 

donde el factor de expansión a y la densidad promedio p son funciones del tiempo. Con la ecuación(7) 
y la ecuación(lO) , ae tienen lOB elementos necesarios para obtener resultadoe de la conservación de 
la energía, la energía total del sistema será: 

1 cd-) 2 

E = T +V = -mr2 ~ 2 o dt 

47rr!Gm. __ 
3 

3ii pa • (11) 

Ya que la energía se conserva, el contenido energético total de la galaxia no cambiará en el 
transcurso de la expansión. En general loe valores de esta energía se pueden clasificar según el 
comportamiento global del sistema en tres tipos: 

a) E> O, 
b) E= O, 
e) E< O. 

En el caso a) se tiene que la energía cinética domina frente a la energía potencial, eeto se traducirá 
en una expansión infinita en el tiempo, la energía potencial nunca logrará contrarrestar a la energía 
cinética. En el caso b) se observa el equilibrio justo entre energía cinética y potencial, la dinámica 
de este tipo de expansión será en tal forma que al infinito la energía potencial del sistema logrará 
contrarrestar a la energía cinética inicial de expansión. En el caso e) se tiene que la energía potencio.! 
domina frente a la energía cinética, lo cual indica que en cierto momento, toda la energía cinética 
inicial de la expansión se convertirá en energía potencial y el sistema completo, frenará su movimiento 
expansivo, para luego caer en un régimen de contracción cada vez más y más violento. 

Hasta aquí estaría completamente justificado el modelo coamológico Newtoniano, sin embargo, 
con el afán de entender mejor los resultados posteriores, se asignará un valor para la energía total, 
de esta manera se obtendrá una de las fórmulas encontrade.s por la cosmología relat.ivista. 

Se impone entonces, que la energía total sea función de un parámetro independiente del tiempo 
k: 

(12) 

donde k puede tomar los valores: 
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k = 1,0,-1 (13) 

A e•te término le ee le conoce corno el pan:ftnetro de cunJatura. .Juntando eatoa elementos, la 
conservación de la energía provee la ecuación: 

(
_!_ dii )

2 

a dt 
87rG kc2 

--3--¡; - a2 ' (14) 

llatnada la ecuaci6n de Friec:hnann, que corno ee verá, también se encuentra a partir de argumentos 
de homogeneidad e iaotrop{a bajo el formalismo de la relatividad general. Otra forma de escribir la 
ecuación anterior, e• usando la definición del parámetro de Hubble: 

lff2=~¡J-~l- (15) 

En la estructura de esta ecuación, se distinguen básicamente tres elementoe, la tasa de expansión 
vía H, la densidad promedio del vohunen en consideración (en este caso el volumen del universo), 
vía p y el parámetro de curvatura k. 

En las siguientes subsecciones se verán algunas soluciones a esta ecuación. Por el momento 
baste con recalcar que la física que llevo a esta fórmula, propia del formalismo Newtoniano, fue la 
conservación de la energía. 

2.3 Resumen de Relatividad General 

:J.3.1 El Principio de Equivalencia 
L- primeras evidenciaa experimentales sobre la naturaleza de la interacción gravitacionol sugerían 
que la relación existente entre la distribución de materia en una regi6n y su campo gravitacional 
a119ciado estaba dado por: 

(16) 

donde <1> ea el potencial gravitacional y p es la densidad de masa. Esta relación sin embargo tiene 
varias carencias, por ejemplo, suponiendo que tanto ti> como p son cantidades eecala1·es esta ecuación 
no es invariante ante transformaciones de Lorentz. Si ahora se corrigiera eee error proponiendo \.ma 
ecuación D'Alambertiana, al final, se concluiría que trunpoco ésto soluciona el problemo., ya qne 
según la definición de densidad de masa: 

M 
p = --v· 

y según la relatividad especial, estas cantidades, la masa y el volumen, se t.ransforrnan como: 

M ="fM, 

V=~. 
'Y 
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1 
con 'Y = -J.,.1---( .,-e )""'2..- raz6n por la cual la densidad de masa tiene una ley de transforrnaci6n: 

Evidentemente "Y2 no puede aparecer en la transformación Lorentziana de una cantidad escalar 
o vectorial. Los objetoa geométricos en los que aparece la cantidad 7 2 ante- una transformación de 
Lorentz son tensores de segundo rango. 

Este tipo de resultados, indican que el concepto de masa y carn.po gravitacional, deben ser re
visa.doe con mayor cuidado. 

Considérese el contenedor de un gas. Podemos asignarle tres formas operacionales de masa, estas 
son: 

o Masa Inercial 
o Masa Gravitacional Pasiva 
o Masa Gravitacional Activa 

o La "'ªªª inercial, es aquella que determina cuanto un cuerpo se resiste al cambio de .tnovimiento, 
esta masa, es la masa-energía contenida en el objeto, es decir, en el ejemplo del contenedor se 
contabilizan las contribuciones de la energía cinética debida a la agitación térmica del gas. 

o La masa gravitacional pasiva, ea la que determina cuanto va a jalar el campo gravitacional 
al objeto en consideración. Esta es la cantidad de carga gravitacional que tiene un cuerpo al ser 
sometido a la interacción con un campo gravitacional. 

o La ma8a gravitacional activa, es la propiedad del objeto que genera el campo gravitacional. 
Con eatos elementos báaicos se construye la relatividad general. El principio fundamental del cual 

se desprenderá toda la teoría es el llamado Principio de Equivalencia, este afirma que el valor 
numérico de la• tres definiciones operacionales de masa, para un mismo objeto sometido a un campo 
gravitacional, es el mismo e independientemente de su forma y de su compoeición química: 

La consecuencia más dramática de este principio es que no solo la materia sino que también In 
energía, E, es generadora de campo gravitacional. Esto trae consigo el siguiente dilema: 

Para conocer: 

<.I> 
E 
p 

Requerimos conocer: 

p 
<.I> 
E 

requerirnos conocer la densidad de materia-energía p para calcular el campo gravitacional el>, 
requerimos conocer 4' para conocer la energía gra.vitacional E, pero resulta. que para conocer p, 
también requerimos conocer E. 

Esto lleva a un círculo vicioso, que pone de manifiesto la naturaleza no lineal del fenómeno grav
itacional. Dicho de otra forma, la consecuencia de estas propiedades es que el campo gravitacional 
es a su vez generador de campo gravitacional. 
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Afortunadantente, eata "enfermedad" 1 ea en aí la vacuna, ya que la 8egu.nda consecuencia funda
mental del principio de equivalencia, proporciona la clave para solucionar el problema. 

La seatinda conaecuencia directa del Principio de Equivalencia, es que, pennite simular una región 
del espacio en la que 11e manifiesta un c8111pO gravitacional usando aistem- de referencia no inerciales. 
Lo anterior - sigue de la ley de gravitación universal, la segunda ley de Newton Y el principio de 
equivalencia: 

y 

F = M1 ii, 

por lo que: 

Aplicando el principio de equivs.lencia se sigue que: 

li= ii, 
lo cual indica que dada la dinámica gravitacional (rniembro izquierdo), la cinemática será siempre 
la misma (rniembro derecho), sin importar cual sea la masa inercial o gravitacional del cuerpo. Si 
la trayectoria de una part.{cula, abandonada a la acción de un campo gravitacional es la misma, 
independientemente de cual sea su masa, las doe formulaciones siguientes son equivalentes: 

{ 
o Marco de referencia inercial +particula actuada por fuerzas } { o Trayectoria del } 
o Marco de referencia no inercial + particula libre punto A al B 

Imaginemos a un observador, aislado de sus alrededores, y abandonado a caer libremente en un 
campo gravitacional ¿Puede éste determinar su estado de movimiento tan solo por experimentos 
mecánicos o electromagnéticos realizados en su entorno?. 

La respuesta en general es que si, por ejemplo, si el entorno del observador es lo suficientemente 
grande, notará que las partículas que él deja libres, empiezan a aproximarse o alejarse unas de otras. 
Un observador externo podrá distinguir que ese efecto, se debe a las fuerzas de marea, es decir, n 
que el crunpo gravitacional es inhomogéno. 

Sin embargo, en un entorno lo suficientemente pequeño corno para que no se dist.ingan las fuerzas 
de marea, es decir, que el campo sea localmente homogéneo, el campo gravitacional afectará a todos 
por igual, los resultados de los experimentos en el entorno del observador serán independientes del 
estado de caída libre de su sistema de referencia. Nótese que si la física es la misma (localment.e). 
para todos los sist.ema.s de referencia en caída libre, quiere decir que podemos comparar resultados 
experimentales entre sistemas de referencia cuyas velocidades y aceleraciones relativas son muy 
distintas entre sí. En este sentido, el principio de equivalencia es una extensión del principio de 
relatividad especial, solo que hemos cambiado sistemas de referencia inerciales cuya descripción es 
global por sistemas de referencia acelerados cuya descripción es local. 
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Cuando ee habla de sistemas de referencia, que en general, pueden estar acelerado• unos respecto 
de otr09, evidentemente 1- tranaforrnaciones lineales de la aec:ci6n anterior dejan de tener validez, 
aaí que ea con..,.,niente introducir una notac:i6n adecuada para deacribir -ta aituac:i6n. 

Se mapea el -pac:io tiempo con lBB cuatro coordenada& (:r:9 ,x1 ,:r:2 ,x3 ), otro obaervador ma
peará:(:!!º, jl1 , :!!2 , :!!3 ). La ley que vincula ambos mapeoa es: 

dzº = L'¡, dx", 

donde L'¡, consta de los llamados elementos de la matriz Jacobiana: 

83!º 
L'¡,= 8x". 

Por otro lado el tensor métrico de Minkowski ya no será invariante ante estas transformaciones, 
por lo que es reemplazado por un tensor que satisfaga esta nueva ley de transformación propia de 
sisterna11 de referencia no inerciales: 

Así, el elemento de línea invariante ante transformaciones de coordenadas generales será: 

ds2 = YotJ dxªdx". 

La ecuac1on que describe a los sistemas de referencia locales en caída libre es la Ecuación 
Geod.S.lca. La interpretación de esta ecuación es corno sigue: si nos encontramos en un sistema de 
referencia S localmente inercial (puede estar en caído. libre o no), el movimiento del otro sistema de 
referencia S local estará gobernado por las siguientes leyes: 

desde S: 

desde S: 

El símbolo I¡!,, se conoce como el símbolo de Christoffel de segunda especie: 

ra = .!. o/J (ª9/Jµ. + éJg,,¡J - éJg,.,,) 
"" 2 g 8x" éJx"' éJx/J ' 

este objeto geométrico no satisface las leyes de transformación de un tensor, sin embargo es de gran 
importancia ya que, según S, una partícula libre en el sistema de referencia S seguirá una trayectoria 
en principio distinta de la línea recta. En resumen se ha conectado: 

localidades del campo gravitac:ional ~ sistemas de referencia no inerciales locales 
A continuación analizaremos que ocurre en el caso global. 
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2.3.2 La Curvatura del Espacio-Tiempo 
La pregunta sin contestar en la sección anterior fue ¿Existe, en general, algún sistema de i·eferencia 
na inercial global que simule, idénticamente, al campo gravitacional generado por una masa?. La 
respuesta es no, solo se puede simular parcialmente al campo gravitacional por medio de sistemas 
de referencia no inerciales. La consecuencia directa es, que en general, no existe una transformación 
de coordenadas global que permita anular los efec-tos del campo gravitacional. 

Un ejemplo simple, es el campo gravitacional generado µor la tierra, supóngase qne tenemus 
tres observadores ubicados en t.res luga1·es distintos de la tierra, digamos uno en el polo nort.e y los 
otros dos en puntos distintos y alejados del ecuador. DeLido al principio de eqnivalenc-ia, los tres 
podrán simular en una regiún pequeña, (lo suficientemente pequeña para que las fuerzas de nlarea 
no se perciban), al campo gravitaciunal que los afecta, mediante sistemas de referencia no inerciales 
que se aceleraran en dirección radial, acelerados a 9.81-;i, sin embargo lo que no podrán lograr es 
proponer un sistema de referencia no inercial que además de servirles a ellos, les sirva a sns otros 
dos compañeros. 

Entonces, básicamente el problema es que se requiere de una variedad de sistemas de referendas 
no inerciales, cada uno con distinta velocidad y aceleración, simulando así, t.an solo una pequeña 
localidad del campo gravitacional real. 

Pensando en estos términos, lo que se necesita es un pega1nento que tina a toda esta variedad de 
sistemas de referencia no inerciales. 

La clave que indica donde puede encontrarse este pegamento, lo dnn las llamadas fuerzas de 
marea. 

Debido a las fuerzas de marea, un individuo en un satélite suficientemente grande, puede saber 
que no se encuent?:a en un sistema de refe1·encia no inercial, al observar que las partícnlas a sn 
alrededor están actuadas pol' fuerzas propias de un campo gi.·avitacional real e imposibles para nn 
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sistema. de referenria no inercial. 
Las fuerzas de marea, como se dijo, se deben a las inhomogeneidades del campo gravitacional: 

El efecto cinemático de éstas fuerzas será una aceleración relativa entre las partículas 11bicado.s 
en 1 y 2: 

Entonces regresando a ln descdpdón geornétdca de las geodésicas, es posible enc-untrnr ln ncel
ero.ción relativa entre dos geodésicas, (es decir, entre dos sistemas de refe1·enc-ia no inen·iales). nsnndu 
la llamada. derivada c-ovariante: 

donde: 

dA 
ds 

DA". (8A1
• r" A") d v· -;¡seµ. = 8xv + uv X e,, 

A" = aA,. + r" A" 
;v 8x" ""' 

y el resultado aplicado a la aceleración relativa entre geodésicas, el resultado es: 

ª~" = R~v.a UªC'13é."', 

donde la l] y la E. ..... representan la velocidad de cada geodésica y la separación ent.re éstas, resperth·n
ment.e. La const.nnte de proporcionalidad JIIl~v.'.111 se conoce como el tensor de Riemann. 

Tiempo 

Geodésicas _ ... ,..---..._ 

En In figura nnt.eriur se representa un diagrama de espacio tiempo. Claramente el ol>servndor de 
la derecha puede deduc-ir qne no se encuentra en un campo gravitacional. Según la fórmula ant.eriur. 
encont.raró. que el tensor de Riernann: 
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Mientras que el observador de la izquierda podrá reconocer de inmediato la aceleración de las 
partículas y por lo tanto, concluirá que se encuentra en un campo gravitacional real. En este c-asu 
la implic-ación será que: 

garantizando así que la aceleración relativa, sea distinta de cero. 
La consecuencia final de estas consideraciones, se encuentra cuando se comparan éstos result.ndus 

con la geometría de espacios topológicos. Ahí se observa que, los espacios tiempos coT1 .• -1/.ruitlos 
con sistemas de referencia no inerciales, solo pueden lograrse, pegan.do, a cada sistema de referencia 
no inercial, en una estructura con topología distinta de la euclídea. 

La conclusi6n final: el espacio-tiempo se deforma en presencia de un cuerpo masivo. 

2.3.3 Las Ecuaciones de CaIDpo de Einstein 
En las subsecciones anteriores se concluyeron básicamente tres cosas, la primera es que la forma en 
que las cantidades de masa y ene1·gía se transforrn.an en el contexto gravitacionaL indican que la 
densidad de masa-energía.. es la componente de un tensor de orden dos: 

Otro concepto importante es que, debido a que t.anto la rnate1·ia como la energía. son generadores 
de interacción gravit.acional, la interacción gravitaciona.l no puE'de ser entendida romo un pot.en
cia.l relacionado directament.e con la energía, ya que eso imposibilita la descripción del fenómenu 
gravit.acional en términos de ransas y efectos. 

Por otro lado se hizo notar qtte espacit:rtiempos ctuvos, explican la nt.racciún ent.re cnE"rpus, n 
lJnrt.ir de puros C"onceptus rinemó.t.iros, es deC":ir sin invocar n concept.os de energía. 

Entonrcs reuniendu tudn la infurrnnc-iún de la energía y el rnurnent.o en un solu t.ensur de urden 
dus. uhtenernus: 

7'º' 

l\'l""'ll 

dunde e-o.do. C"urnponente reµresentn: 
o T'"' : Densidad de Energía.. 
o c'f'°' :Flujo de Energía por unidad de área Paralela a la Dirección i. 
o ,.I'¡¡: Flujo por unidad de área de la componente i-ésima del Moment.o en la dirección i. 
o 'I''' : Flujo por unidad de área de la i-ésima componente del ?\fomento en la dirección j. 
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o cT¡; : Densidad de la i -ésima componente del .!\.lamento. 
Einstein afirmó que este tensor, debe ser la fuente del campo gravitacional. Ya que el campo 

gravitacional esta representado por medio del tensor de Riemann y el tensor de Riemann es de 
orden cuatro, se debe hacer alguno. operadon sobre R~vJ3 de manera que se obtenga un tensor de 
segundo orden. · 

Para igualar cantidades, define el siguiente tensor de orden dos, que contiene toda la informac-ión 
del tensor de Riernann: 

Ga13 = Rn,, + gQ13R, 

donde R 0 13 = g 1'v R::,,,13 se define como el tensor de Ricci y R =: g 013 R 0 v se define comu el esC"alnr de 
curvatura. Adicionalmente añade un término extra, llarnadu "la constante cosmológicn.,: 

Juntando los términos anteriores~ afirma que las ecuaciones que gobiernan la evolución del rampo 
gravitacional son: 

G ¡\ 
87rG

7
, 

a¡3 + 9atJ = -;;:a- rtJ31 (17) 

donde la constante de propo1·cionalidad se encuentra fácilment.e n.l analizar el lúnite Ne\\rtoninno del 
campo gravitacional. 

Una propiedad importante de estas ecuaciones es que: 

lo cual indico. que lo. divergencia e-ovo.dante de Tºl-1 es: 

Tª";,, =O. 

Esta 1íltima er.unciún, result:a en leyes de balance entre las componentes del tensor. 
A cont.in11nriún veremus ln nplicadún de est.a formnlnrión n la eYuluciún del uniYersu. 

2.3.4 La Métrica de Robertson-Walker 
A partir de llls uLser,·nriunes dE" hon1ugeneidnd e isut.rupía en lns runles se fllndnment.n el nnñlisis de 
la evuhtr.iún del universo, es que se fórmula el llamndo Principio Cosmológico, el rnnl est.o.Llere 
que: el n11.i·111:1·..,-o u un r.ic,-/o licn1.po !J a r.sr.alas 111.n.IJOH!.<; q1u: ltt Hr.pa1Yu:i"ón r,71./7y~ r1í1n.u/o."f dt~ _qulru:Íu,<; 

t:.o; JJ ha ."lirio lal q1t<~: 
l) tlt~ . ..,·rlc rtutlquit:r _r¡ala~r.ÜL t·l unit•r:r .... ,, st: uh...-r·r11a .•;i111ilttr a rorno lo ob...-t:r71111110.o; tlr:srlt: 1J:ltr:8fl'rl 

.t1ala.r.ia, lJ 
IJ) la.o; tlin:l'r.io11c."I t: • .,7u1.ria[c . .,· .o;on todas r·1¡1til•alc11.l<:.o.; no i111pOrla rlP-stlc qu<~ yalru:ia. oh:·u:1~111:1110.-;. 
Pnrn mudelnr nl universu cun lu relatiYidad genernJ conviene visunliznr nl 11ni\·ersu rurnu si se 

t.rntarn de un ftuidu idenJ que IJenn tudo el esvndo, el movimiento promedio de cndo. gnlaxin ser.ri. 
represent.ndo por el movimiento de nnn partícula de dicho fluitlo cós1n.ico. 

La caro.cter{stica. pdncipa.l del fluido será que satisfaga. el principio cosmológiro. El oUjetivo de 
esta. snLsecc-ión es la de deducir la métrico. que representará. a nuestro universo. 
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Lo primero que se aclarará es lo que se entiende en el Principio Cosmológico por: u el uni11erso 
a un cierto tiempo", esta frase podría parecer estar en contradicción con la desincronización de 
relojes que prevee la relatividad general en regiones expuestas a la presencia de objetos masivos. Sin 
embargo bajo la suposición de homogeneidad e isotropía es poaible .. 

Se procede como sigue, imagínese que se asigna un Í-eloj a cada región del fluido cósrnicu que 
representa al espacio. Las marchas de los relojes, no necesariamente coinciden. Imagínese también 
que se tiene la capacidad de medir la temperatura y la densidad en diferentes regiones de este fluido: 
(T, p). Es posible entonces pensar, que cada región del espacio tendrá en algún momento de sn 
existencia los valores {T1,P1), evidentemente cada región alcanzará estos valores a. distintos tiempos 
respecto de nuestro reloj, sin embargo, por construcción, se obliga o. que la marcha del reloj propio 
de cada región, sea tal, que en ese instante marque el tiempo t 1. Siguiendo con este método cuandu 
las distintas regiones tengan los valores (T2,P2). cada reloj deberá marcar el tiempo t.2 , en resumen: 

regiones 
del fluido 

(T1,P1) 
(T2,P2) 

tiempo 
cósmico 

t1 
t. 

(Tn,Pn) tn 

(18) 

De esta manera., a partir de ciertas propiedades locales del universo, se han sincronizado los 
relojes y por lo tanto, el estado físico del universo dependerá del mismo tiempo en todos lados. A 
este tiempo se le conoce como el tiempo cósmico. 

Reagrupando tódos los elementos mencionados anteriormente, tenemos: 
o Un fluido tridimensional en el cual el movimiento de sus partículas representa el movimiento 

de las galaxias. 
o Una reetiquetación del tiempo en términos de un par de párarnetros físico (T, p) -+ t. 
o La descripción del fluido se haré. siguiendo a las galaxias que tengan el mismo vnlor de t. 
Con estos tres puntos podemos ahora construir un escenario cundddimensional en el cnal desnrrul

lnr una teoría cosmolúgicn relativista, snstituiren1os lustres elementos o.nt.eliores por uno eqnivnlente. 
Supondremos nhura que la desC"riµC"iún del universo y sn evolnciún se pnedPn represent.nr µur 

medio de un cuadri-ftuido en el C"ttnl una rebanada a un cierto l. represent.arn nl nniversu n ese 
t.ie1npo cúsmiC"u. El medio es el que se exµande y por lo tanto las gnlnxias trazan lo. expnnsiún de 
est.e medio, sin embargo las galaxias se enC'nentran en todo momento en repuso respecto del medio. 

Yn que co.dn reUnnndo.. del fluido se cnrnc-t.erizn por tener nn mismo vnlur del t.iempu, el element.u 
de línen de est.e r110.dri-flt1idu será tnl que su tensor rnét.ric-u cumple nnn relnc-iún del t.iµu: 

ds 2 = (ccll.)2 
- n,,d.r.'d:z!, 

ln furrnn del tensur lln.-i!lseró.. en sn furmn más sencilla: 

°'•i = a(t)é;j· 

Esta es lo. Métrica de Rohertson-Walker. a (t) representa el factor de escalo.. La i·nzón 
de esta fórmula se desprende del principio cosmológico, ya que, una ns¡ con esta forma, mantiene 
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las propiedades de homogeneidad e isotropía, a cada tiempo cósmico t. Además se garantizo. que 
cualquier otro observador, podrá medir eventos en el espacio tiempo, según: 

En coordenadas esféricas, la métrica de Robertson-Walker se escribe: 

2 2 2 { dr2 d.. =e dt - a (1.) 2 1 - kr 

donde (t, r, O, <P) son las coordenadas comóviles, y k es el parámetro de curvatura qne est.nrá 
encargado de escalar las coordenadas. paro. un espacio de curvatura positiva negativa o C"eru. El 
valor de k = 1, -1, O respe<"tivamente. 

La propiedad comóvil viene de que, para cualquier observador cuyo movimiento sea. nulo respecto 
de las coordenadas comóviles, cumplirá que: 

lo que significa que la línea de mundo, de la partícula, se encuentra en caída libre en el fluidu cúsmic-o. 
Ahora bien, del principio de equivalencia se sabe que los sistemas de referencia en caídn libre. 

observan las mismas leyes que los siRtemas de referenc-ia inerciales, solo que localmente. Por lo 
tanto, un sistema comóvil, es un sistema inercial local; sin embargo, tiene la peculiaridad de ser 
el único en el cual, la radiación de fondo se observa isótropa. Esto significa que el sistema de 
ref'erencia comóvil es un sistema preferente en el universo. Esta afirmación no se encuentra. en 
contraposición con los preceptos de la relatividad general, ya que afirma que la radiación de fundo, 
se ve isótropa en localidades con distintas velocidades y aceleraciones, que se i·elaC"ionan según In 
métrica de ·Robertson-Wo.lker. 

En cuBnto al principio de ~fach. los efectos inerciales producidos por la distribnc-ión de mnt.erin 
en el universo, se explica, notando que las galaxias lejanas, trazan un sistema de referencia. que es 
preciso.mente el sist.ernn comóvil. 

2.3.5 El Tensor Energía-Momento 
En In suLserriún nntel'iur, se dedujo ln furma npruximnda de ln 1nétricn del espariu-t.iemµu pru1nediu 
en el universo, runviene nhurn dnr In distriL11riún de mnterin-energín que se esµero. hnyn en Pl 
•1nive1·su. 

Curnu se viu en la s11Userriún de lns eruariunes de rampo, In información respect.u ni generndu1· 
del rnrnpu grnvitnC"ionnl se enruent.ra en el tensor de energía momento, por lo t.nnt.o, si en primera 
nproximnción el tensor de energía-murnent.u de un Anido perfecto es usado µarn mudelnr el runtenidu 
de mnt.erin y energía del 11nive1·su. este tensur tendrá la estl'HC"'tnrn: 

11'/"'"ll = 11 ~ 
o en general: 

o o 
p o 
o p 
o o ~ 11 · 

( l!>) 
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Ta,B = (~ + P) V0 V,B - PY<>.B• (20) 

con p la den11idad de materia-energía, p la presión generada por la materia y energía en el sistema de 
referencia localmente plano y v 0 la velocidad del fluido. La velocidad il en un sistema de referencia 
comóvil tiene componentes v = (c, O, O, O). 

Usando el h...,ho de que: 

Tª11
;13 =O, 

se encuentra que : 

d (pa3
) = -pd ( a 3

) • (21) 

Adicionalmente se dará una relación constitutiva entre p y p, esta será en general: 

p=Ep, (22) 

que sustituida en la ecuación (21) , resulta: 

(23) 

donde por simplicidad se ha supuesto que " es independiente del tiempo. Los valores de " deternú
narán, el tipo de densidad materia-energía, que gobierna la evolución del universo. Los casos más 
importantes son: 

E= -C2 => Vacío, 
=> Radiación, (24) 
=> JI./ atería. 

Con esta información es suficiente para el desarrollar el modelo estandar desde la perspectiva 
relativist.a. 

2.4 Modelo Estandar 
Para estudiar al universo a gran escala., conviene realizar algunas suposiciones, se c-onsiderará qne 
en primera npruximación, lllS irregularidades locales como polvo, pin.netas y estrellas no c-unt.ribnyen 
a la ~urvatura gloLo.l del universo. 

Calculando las componentes de g 0 ¡.1, G 0 1:1 y T 0 13, e igi1alñ.ndolo.s según la ecuación (17), se encuentra 
qne lo.s ecuaciones de rnmJ..>u sun: 

( á) 2 87rG kc2 c 2 A 
~ = -3-p - ~ + --:¡-1 (25) 

y 

(26) 
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En donde a la segunda ecuación no es independiente de la primera y en conjunto, proporcionan 
la dinámica de los modelos de universo cuya densidad y presión de materia y radiación son p y p. 
En general p = p (Pmateria,Prodiaci6n, Pvacto), la primera hipótesis que se realiza aquí es que: 

P = Prnateria + Prodiaci6n + Pvacío• 

Ahora bien, por simplicidad, se puede dividir a. la evolución del universo, en tres etapas, estas 
son: 

1) cuando la densidad que domina en el universo es la. de la materia, esto será en las épocas más 
recientes. Cuando Pmateria-.; 1/a3 domine. 

11) Cuando la densidad predominante sea la de la radiación, es decir cuando Prud.i.aci&n .-...; 1/a4 

domine. 
111) Cuando la constante cosmológica domine y por lo tanto Pvacio = constante sea el termino 

líder. 
A continuación un resumen de cada uno de estos dominios. 

2.4.1 Dominio de la Materia 
Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de movimiento de un fluido perfecto. Sin embargo si se 
piensa que cada partícula del fluido no interacciona mucho con sus vecinos, la presión no será tan 
importante, p = O, ésta es la ecuación de estado. 

Éste es el caso reciente de la evolución del universo, en el que los grandes cL1mulos de galaxias 
representan las partículas del fluido, y efectivamente su interacción es despreciable. 

A este modelo libre de presión ª" le conoce como modelo de polvo. 
En este caso las ecuaciones de evolución se reducen a: 

(~)
2 

= 87TG p _ kc
2 + c

2
A 

a 3 a 2 3 ' 
(27) 

y ya que se esta describiendo el Dominio de la Ma'teria, la densidad, la podemos expresar más con
venientemente por la densidad de materia, presente al día de hoy: p 0 • Según las ecuaciones (23 y 24) 
se tendrá que p = p 0 a- 3

• Adicionalmente se puede suponer que en estas etapas del desarrollo. la 
constante cosmológica no desempeña un pnpel p1·eponderante, A = O, así que la ecnn.ción anterior 
se expresa, más ronvenient.emente, como: 

BnG 2 a.2 = ~Po - kc . (28) 

Las sol ne-iones de esta ecuación de¡.>enden, de dos valores, la densidad de materia, p 0 y el parámetro 
de curvatura k. Corno se verá a continunción, estas cantidades están relacionadas de tal manera, que 
tan solo la densidad de materia existente en el universo determinará su evolución. 

La ecuación (28). evnluada al día de huy,/.= t., , a= 1 y H = J-/01 implica que: 

SnG H'/; 
k=~Po-~· (29) 

Lo cual indica que se tiene un valor crítico de k = O si la densidad actual del universo es: 
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3H2 

Pe= 87rG • 
A esta densidad - le conoce con el nombre de Densidad Crítica. 
Se introduce el Parllmetro de Denaidad de Materia: 

nM 5....eQL. 
Pe 

Se introduce también, el Paránaetro de Densidad del Vac{o: 

n _ Pvocto /\=----, 
Pe 

donde la Densidad del Vacío se define como: 

Ae 
Pvodo E: S7rG • 

Con esta notación la ecuación (29) se escribe incluyendo la constante cosmológica como: 

k= 
H~(0-1) 

c2 

que muestra de irunediato, que el valor crítico se da cuando n = 1 al tiempo t = ta. 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

Sustituyendo estas definiciones en la ecuación (27) la ecuación de Friedmann se expreea como: 

n 2 nH2 e (~. )2 k 2 
= Mffo+ A o-~· 

Definiendo a: 

n = n,., +n,.., 
la ecuación de evolución quedará expresada como: 

á
2 =JI~ [ ~ . - (O - 1)] , (35) 

en donde se ha sustituido la ecuación (34). 
Las soluciones para esto. ecuación son, en términos del tiempo: 

- n< 1 

l -n=1 (36) 

-n>1 
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Que en una gráfica se ven: 

t 

Cada una de las soluciones representa un modelo de evolución distinto, el cual dependerá de el 
valor de Puoc:io y Pma.teria· El pdmer modelo, tiene u.no. geometría abierta. hiperbólica, su expansión es 
infinita en el tiempo. El segundo modelo, es el modelo crítico, corresponde a una geomet.ría pinna y 
es punto inestable entre un modelo cerrado o abierto, en este modelo el valor de e....~pansión tiende o. 
cero en el infinito, también se le conoce como el modelo de Einstein de Sitt.er. 

El tercer modelo, tiene geometría esférica cerro.da y tiene un tiempo de colapso finitu. 

2.4.2 Dominio de la Radiación 
En contraposición a los modelos de la materia, el dominio de la radiación se co.ractedzn pur tener 
presiones representativo.a en la evolución. En este caso la ecuación constit.uthta del fiuidu será.; 
p = 1f p, qne se oLt.iene de c-unsidernr µnrt.ícnlns relativistas. 

La densidad de radinriún. se relnrionn e-un ln densidad de energía pur: & = pc2 • Si N (In•) es In 
densidad nnmérirn de futunes de frecuendo. 11, lo. densidad de energía de ln rndinc-iún es: 

,; = LhvN(hv) ,, 
nhurn el n1ímeru de fut.unes va.rin run el In exµnnsiún romu: 

Por ut.ro lndu In energía de rada fut.ún r.o.1nLio. con la expansión, debido al cambio en su lungit.ud 
de onda como: · 

a 
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En conclusión, el cambio de la densidad de energía respecto de la expansión del universo va como: 

o bien: 

l l 
p = 2 LhVaNo (hvo) · 4 

e ""º a 

éo l 
p=-

c~ a 4 

Sustituyendo estos valores en la ecuación de .Friedmann originales, se obtiene qne la evolución del 
universo queda descrita por las ecuaciones: 

y 

.. 8rrG é 0 

a=~aa 

a.2 = 87rG ~ - c2k 
3c2 a 2 

Resolviendo estas ecuaciones se encuentra que el factor de expansión evoluciona como: 

.1 

( 
327rGe0 ) • ! 

a= 3c2 ·t 

Es decir, el modelo de radiación dominante indica que la evolución del universo es simplemente 
proporcional a t 112. 

2.4.3 Dificultades del modelo estandar 
El modelo estandar, logra dar explicación a tres características de nuestro universo, la reresión 
isotrópica de galaxias, la temperatura de la radiación de fondo y las abundancias de elementos 
ligeros, basándose 1íniC'arnent.e en el principio cosrnolúgico. 

Sin embargo, el modelo est.andar sufre de algnnns dificultades, parte de ellas son de rnrñrt.er 
predictivu y otras más bien filusúfico. 

Entre las dific11lt.ades predir.tivns est.an: 
I) El modelo µredice un universo que nu e8 plano, en contradicción ron lo.s ubservnriunes. 
II) µredire una aLnndanria de munupulos magnét.kos, que no se observan. 
Entre las dificult.ades runreµt.nnles están: 
IIJ) Nu explica purq11~ la radinriún de fundo pn.J'-"E.'niente de regiones opuestas del universo t.ienen 

ln misma t.emµerat.nro.. 
IV) Nu puede dar exµJiraC"iún n la genernrión de Hnct.nnciunes primordiales en el nnh·ersu. 

2.4.4 Modelo.,; inflacionarios 
En el intento de resolver este tipo de dificultades es que surge el modelo infla.riono.rio. En este 
modelo se combinan elementos de la teoría de partículns elementales y los modelos del universo con 
ronstant.e cosmológiC"a. 
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La idea principal es que en los procesos cuánticos, el vacío no es un ente inerte en lo absoluto~ 
sino que goza de una estructura bien definida. En general se entiende al vacío como el estado de 
mínima energía del espacio tiempo en conjunción con sus campos residentes. 

La dinámica de estos modelos se explica sencillamente con el modelo de de Sitter, de Sit.ter estudia 
la evolución de un universo cuyo contenido material es nulo: 

(37) 

y que la 1ínica contribución a la evolución del universo se da por la constante cosmulógicn. En 
este caso la ecuación de F\·iedmann se escribe corno: 

.. 47TG ( 2 ) a = -~ e Pvucio + 3Pvacto a 

donde P••acfo se define en la ecuación {33) y la Presión del Vacío se define como: 

Ac4 

Pvacfo ;;;;:; - StrG 

(38) 

(39) 

y es aquí donde ent1·an las consideraciones de la teoría de partículas elementales. De la dinó.rnicn 
de estas, se requiere encontrar la ecuación constitutiva entre la densidad y la presión del varíu. 
Dependiendo del campo cuántico que se investigue, la relación entre estas dos cantidades dependerá 
del tiempo. La forma más simple es: 

Pvacto = -C
2

Pvnr-fo 

En este caso la. solución a la ecuación (38) será. : 

a (t) = Aexp [~] 

donde T se le runuce rumu In cunstnnte del tiempo de expansión y vale: 

Pur esu In evuhtriún de In runstnnte de H11LUle en el µeríodu inflnc-ionnriu se det.enninn pur: 

11 (t.)=.! 
T 

(.to) 

La sulnriún n las t1·es µrimero.s difir11lt.ndes, se signe inmediatamente nl runsidernr qne~ deLidu ni 
crerirnient.u expunenc-inl: I} en la luralidnd de nuestra gnln."<.in. el universu se uLservnrñ µlnnu. 11) In 
densidnd de tnonuµulos mngnét.irus t.iende n reru y III) se tiene ltn crerimientu del nnh:ersu rnnyur 
que la velucidnd de la luz y pur runsiguiente, eventos que en un período pre-infinciunariu est11vierun 
rausalmente cunect.ndos. se desconectan en el período inflacionario, y una vez pasado el período de 
expansión super lumínica.~ están en condiriones de hacer contacto con sus conos de luz. Un rasu 
part.ic-1110.r es In radiación de fondo. El cuarto punt.o se explicará en la siguiente snbseC"dón. 
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2.4.5 Fluctuaciones del Período Inflacionario 
Quizás la característica más importante del modelo inflacionario es que mediante un proceso físico 
propio del modelo, explica la generación de las primeras fluctuaciones del campo de densidad. Como 
se verá más adelante. la evolución de estas fluctuaciones, desarrolla hasta convertirse en lo. estrurtnru 
que se observa hoy en el universo. 

El proceso físico fundamental en la generación de las fluctuaciones de densidad se del>e al Prin
cipio de Incertidumbre de HeiHenberg, el cual en una de sus formas, indica que: 

6Et::.t ~ li. 

Esta relación, se puede interprest.ar corno que ttn sistema jamás podrá permanecer en 11nn energía, 
E, igual a cero y la razón es que en un tiempo lo suficientemente pequeño. L:l.t., puede ocnrrir nno. 
fl11ctuación de energía considerable L:l.E. 

A este proceso se le conoce como la polarización del vacío y básicamente es el c-ansante de lo. 
aparición espontánea de un par partícula-antipartícula. En este sentido el VBC"Ío es unn estructnrn 
dinámica. 

La manera en que ésto se relaciona con la cosmología., es precisamente, notando los t.iempos 
propios de lo. evolución del universo. Se dice que una repón esta causnlmente conect.ndn, cuando s11 

tamaño es menor que el de una región de radio Lu = ,;(t)" Para una región de ro.dio Lu. el intervalo 
de tiempo en el cual ocurren los procesos son: 

1 
6t. = f/ (t). 

significando que cambios en la razón de crecimiento del universo. influyen direrto.ment.t=? en el tie1npu 
de acción de s11s procesos. 

Sustituida en la relación de incertidumbre: 

.:::.,¡.; ~ 11 . "· 

y yn que. el cluminio de la inflnriún. se rnracterizn pur mantener a // prártira1nente runstnnt.e: 

L:l,.,_.; -.J constante 

durante t.udu este µeríudu se generan fl11c-t110.riunes de densidnd de energía: f> = ~t', rvnst.o.ntc-s. 
En el c-nvít.11lu siguiente nnnliznren1us lus diferentes µruc-esus de o.tenna.riún y nn1µlifirnriún n lus 

qne se ven sumet.idns est.ns Hnrtnnriunes. 



Capitulo3 

Evolución de las Fluctuaciones Primigenias 

3.1 Introducción 
Hasta ahora se ha considerado al universo como un sistema cuya distribución de materia. y radiación 
es totalmente homogénea e isótropa. sin embargo. ésto es solo una aproximación de lo que ha orurrido 
en la historia del universo. Que en él haya estructura: sistemas planetarios, estrellas, galaxias. 
cí1mulos de galaxias, etcétera, implica que cierto grado de inhomogeneidad hubo en tiempos muy 
remotos, y ya que la evolución del universo en su globalidad, se entiende bien, con modelos de 
fluidos, el siguiente paso fue considerar a la formación de estructura como el resultado de pequeñas 
inhomogeneidades en dicho fluido. 

Hasta 1980 la explicación del origen de estas inhornogeneidades como consecuencia de un prvc-esu 
físico era inexistente y por lo tanto se introducían ad hoc en el formalismo. El conc-epto lo intro
duce Gnth con su modelo inflacionario. en éste modelo, de nna manera muy nat.nral, se generan 
fluct.uaciones primurdiales del C'nmpu de densidad de masa-energía, a partir de proC"esus físiC"us bien 
definidos. 

3.2 Aproximación Newtoniana 
En el C"nµit.11lv nnt.erivr se nnnliznrun algunos de lus aspect.us más imµvrtnnt.es de In evvl11dún del 
universo. 

En un nniilisis detallndu de lns evidenrins ubservnriunnles, se puede aprerinr que ni In rndinriún 
de fundu ni In distriLuriún de gnlnxins lejanas tienen nnn distribución absulnt.nment.e hun1ugénE"n 
e isút.ruva nsí mismu se vnede nµrerinr que nu tudns las galaxias c11n1plen exnrt.o.mente rvn In ley 
de HuLUle. In manera mñs natural de E"X}.JliC"nr la existencia de estrncturn., es a.sumir que en el 
universo µdmit.ivu. existían µequeñns desvinciunes de la hurnogeneido.d e isutruµín. las llnmndns 
fluctuacione~ ¡; (1·}. y rumu se diju, sun In diferenrin. entre la densidad µrumediv del universo y ln 
densidad luc-al de la inhumugeneidnd (divididu pur la densidad promedio para tener uno. c-nnt.idnd 
ndimensional más fácil de manejar), cun la.. p1·opiedad de que cada una de ellas puede tener peq11eñns 
velocidades i1(r) respecto de sus C'oordenadns comóviles originales y que en todo momento est.ns 
flnctunciones están sometidas a su propio campo gravitacional <1, (r). Con este enfoque, se µodrñ 

27 
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dar explicación a la formación de estructura y al mismo tiempo salvar, los modelos de evolución 
global del universo. 

La teo1·ía cuya lógica incluye precisamente los tres elementos que mencionamos anteriormente: 
fluctuaciones 6 (r), velocidade" i!(r') y campo gravitacional cJ> (r'), es la teoría Newtoniana de 
fluidos. A continuación se verá parte del formalismo y posteriormente se aplicará a la evolución de 
las fluct.uaciones primordiales que nos atañen. 

3.2.1 Mecánica de Fluidos 
El formalismo de la mecánica de fluidos se basa en un conjunto de postulildus muy sen~illus.· Se 
cunsidera un fluido de masa Jl,/ con una densidad de materia p (r') definida en cada punto y cont.enido 
en un volumen V. 

La mecánica de fluidos afirma que la cantidad de masa contenida en ese volumen se determina 
mediante la suma de todos los elementos de volumen multiplicados por la densidad puntual c-orre
spondiente: 

1 M = [ p(r')dVI (41) 

y postula además qne si el sistema esta aislado. esa propiedad físiC'a llamada masa, es un invariantes 
respecto del tiE"mpo, es derir: 

1~= 0 1 (42) 

De los dos postulados anteriores se sigue que: 

~ jp(r')dV=O (43) 
V 

la derivo.da de llna integral rumo ésta. no es de soluc-iún trivial ya que en un Anido t.nnt.u ¡.1 ruino 
\/" dependen del t.iernpu. sin embnrgo. existe un teorema, el Teorema de Reynolds, que nísla la 
deµendenC'ia temporal del elemento de volumen, dejnndu a éste rumo un invarinnt.e t.e1npural. El 
teuremo. afirma q11e: 

d 

dl J J [ df . ( d.·· )] f (1·} dV (1.) = -;¡¡- + f dw --;¡¡- dV 
\~(t) V(t) 

Aµlirandu el teu1·ernn a la eruo.riún(-1:3). uLtenemus qne: 

j [ ':/: +pdi1'(1;)]dV=O 
\'(t) 

(44) 

(-!5) 

En est.a. revresent.aciún, el element.u de volumen dV de tamañu fijo permite muestrear lus camLius 
de densidad en est.a región. 

Lo que lleva a la. famosa ernadón de l..nilance de rnnsa: 
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A esta ecuación también se le conoce como la ecuación de continuidad. 
Otra ecuación importante en este formalismo, es la ecuación de movimiento. De la segunda ley 

de Newton: 
F= dp 

dt 

imponiendo la hipótesis de medio continuo, el momento lineal: 

se convierte en: 

por lo tanto la derivada temporal será: 

p= /l!t• 

p= j pftdV 
V 

dp d J _ V -;¡¡- = dt pv d 
\' 

aplicando nuevamente el teorema de Reynolds y agrupando términos se obtiene: 

~~ = (, {P ~~ +v[ ~ +pdiv(V)]}dv 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

Usando la relaC"ión (46), sobre el balance de la masa en nuestro volumen de prueba. el 1"1lt.imu 
término de la eruadón anterior desaparece y por lo tanto el cambio del momento lineal de un fluido 
en el tiempo se representa por: 

d¡; dft 
-- =fp--dV 

di di 
(52) 

I' 

La descriprión de las fnerzns en fluidos, nu se dedu~e por completo r.un In hiµút.esis de n1ediu 
runtinnu. Las fuerzas que nrt.1ían en un fluido son de dos tipos, las primeras sun el result.ndv de 
nplirnr dirert.o.ment.e el pustulndu de medio continuo: 

¡.;.,., ,,.,, = j pf dV 
V 

A este tipo de fuerzas, f-, se le conoce cumo fuerzas de cnerpu y por hipótesis act1í.an suUre rndn 
elemento de vohunen. El segundu tipo de fuerzas son las llwnadas fuerzas de tracción, ,: , éstas se 
deben nl desequilibrio de las fuerzas de enlace en la localidad de las fronteras. 

E-trncci<nl = l. dS " ¡- (54) 
{J\' 
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a las fuerzas de tracción se las puede expresar en términos de una matriz y un vector, conocidos 
como el tensor de esfuerzo.• y el t1ecl.or normal a la superficie: 

t=U•ñ (55) 

sustituyendo a éstas en la ecuación (54) 1 y aplicando el teorema de Gauss, la fuerza de tracción 
total se puede expresar corno: 

Firn.cdón = j divrr dV 
\' 

sumando los dos tipos de fuerzas, ecuación(53) y ecuación(56) se obtiene que: 

(56) 

P = Fcucrpn + F.ra<ción = f pf dV + f diu<T dV (57) 
V V 

Reuniendo los resultados del cambio de momento en el tiempo y la representación de las fuerzas 
de la ecuación anterior, en la segunda ley de Newton, se obtiene que: 

1 di' - 1 P-¡¡¡:- = pf + divu (58) 

A esta ecuación de movimiento, se le conoce como la ecuación de balance de momento o ecuación 
de Cauchy. 

Para la descripción que nos atañe, se hará la suposición de que la materia esta distribuidn ho
mogénea e isótropamente, lo que permitirá expresar al tensor de esfuerzos como: 

llull = -11 ~ ~ ~ // (59) 

es decir que siemµ1·e se podrá escoger un sistema de referencia en el c-ual los esfuerzos cort.nnt.es se 
anulen. Ln cantidad p es la presiún del sistema y la divergencia del tensor de esfuerzos run est.n.s 
restrirriunes será: 

( a a ª)//P --,--,-- . o 
8.r. 8y 8:: o ~ ~ 11 

(60) 

es fádl ver que est.u se t.rnd11re en: 

(61) 

A un flnido run est.ns rnrnct.erístirns se le runuce cun el nurnbre de Fluido Perfecto. Fino.lment.e. 
si se <"'onsidera, o. est.e tilt.imo res11lt.n.du. en la ecuadún de rnovimient.o y se suvone qne In fnerzn de 
~nerpu o. lo. qne cual está sornetidn el fluido es la fuerza gravitacionnl, eS decir, satisface In ecnariún 
de cnrnpo de Poisson: 
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con la fuerza de cuerpo: 

pf = -V<I> 

el conjunto completo de ecuaciones que describen al fluido son: 

1--*-+pdiv(V)=ol Ecuaci.ón de. Jl.f ovi1nicnto 

1 ~~ Ecuación de Eule1· 
(62) 

Ecuación de Poisson 

Estas ecuaciones describirán la dinámica de un fluido de densidad p, presión p, que se encuentra 
bajo la acción de la gravedad, V<I> y cuyo flujo se determina por el campo de velocidades 't7. 

A ésta representación particular de las ecuaciones de movimiento de un fluido. en términos de 
derivadas totales del tiempo, se le conoce como Representación Lagrangiana. En esta repre
sentación, un elemento particular del fluido es seguido y es el comportamiento de sus propiedndes. 
lo que describen las ecuaciones(62). Existe otra 1~epresentación 1 conocida como la Representación 
Euleriana, en ésta, las ecuaciones describen el cambio de las p1·opiedades del fluido en nn pnntu 
fijo del espacio. La conexión entre ambas descripciones se da con la relación entre operndures: 

_:!_ = [_!!_ + " . v] 
dt éJt 

(63) 

Lo. representación que adoptaremos en la desc-ripción evolutiva de lns fl11ct11nriunes será.. ln de
scl"ipc-iún Lagrangiann. es decir, ecuaciones (62}, estu implica que seguiremos n nn elernent.u part.ir
ular del universo en expnnsiún. o bien. que opt.nmus por nnn descripción comúvil de In dinñ1nirn del 
11niversu. 

En el cnpít.1110 ant.eriur se examino la dinámiC"o. de la evolnrión del univttt·su ns1uniendu hun1ug:enei
dnd e isutrupín gluLnl. Est.u en el modelo de pert.nrbnriunes de un fluido, rurresµunde n In sul11riVn 
de urden c-eru. En est.e rnsu la evuhtriún de un element.o romú'\~il est.nrá desrritu pur: 

(6-!) 

V 2 <1> 0 = -!trGpº 

dunde el subíndice 0 indico. no perturbo.do, lns pequeñas irregularidades qlle se generaron en el 
período de la inflación, se rara.C"terizan añadiendo un elemento pert.nrbado a cn.dn un de lus campus: 
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1'= Vo + ~iJ 
P = Po+Ap 
P=Po+ Ap 

<I> =<l>o+A<I> 

(65) 

sustituyendo las ecuaciones(65) en las ecuaciones sin perturbar, ecuaciones(62) y luego restándoles 
la ecuaciones que gobiernan el comportamiento del elemento de volumen a orden cero, er.Ho.C"iún(64), 
se obtiiene: 

_<!_ ( L!:.p ) = - dit• (.C:.;-i) 
dt Po 

d(L!l.t7) + (.C:.t>· V)1>
0 

= -VA<I> - - 1-V.C:.p 
dt Po 

V 2 A<I> = 4irGAp 
Donde la se ha utilizado también, el hecho de que en un universo homog~neo e isótropo: 

Vp0 =0 
Vpo=O 

y se a utilizado la aproximación a primer orden de In derivada de la velocidad: 

diJ = dvº + dAv + (At-r. V)''º 
dt dt dt 

La razón de esta fórmula se encuentra después de aplir.nr el operador: 

__.!!.__ [-J = _!!_[-]+((va+ AV)· V][-] 
dt at 

(66) 

a il = V<> + At7, eliminando los términos de ordenes superiores. En estas operaC"iones, interviene u.na 
primera linearizadún. 

Ahura Uien, el uLjetv de esta sección es encont.1·nr Ja erunciún de evulnrión de nnn fl11rt.11nriún d~ 
densidad. Si definimos a est.n ffuctnnción de densidad comu: 

y q11eremus enruntrnr. unn ec11nriún diferenrinl (lineal). qne descril>a dicha evul11riún: 

l 1>(1i) =o/ 
l 

fZl 
l 

i { 
iniciales } 

- r-onc ü:ioncs 
fronfcr·a 

(67) 
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donde la D (c5) representa los operadores diferenciales aplicados sobre la fluctuación de densidad. 
Veamos entonces que cuando al hacer referencia a un universo homogéneo e isótropo la separación 

entre dos partículas en el volumen de prueba estaba dada por: 

r(t) = a (t) ..;,.,.,.~., 

que es exactamente la fórmula {l) . La interpretación de las coordenadas comóviles, es como sigue: 
o r (t) : es la separación real, de dos partículas que siguen la expansión del universo. 
o a (t) : debido a al homogeneidad e isotropía, el farto1· de expansión es una función universal del 

tiempo cósmico. 
o rcmn6vtl : es la Distancia Comóvil entre las dos partículas. En este caso, las partículas mantienen 

su distancia relativa constante desde el punto de vista del sistema de referencia comóvil. 

figura: La distancia comóvil no C"ambia. con la expansión de universo, la distancia renl si. 

Es irnpurt.a.nte notnr, qnr t.nl rumu se hn. runstruidu el modelo, el fnctor de exvo.nsiún rrere cun el 
tiempo, hasta. que a.l llegar ni día de hoy, Yale 1, es decir, está normalizado al día de huy, entunres. 
la. distancia rumúvil y la distnnria real, se igualan al dín de hoy: 

a (hmJ) 
.,. (hoy) 

Cunsidérese o.hura, 11n r.nsv 11n pucu dist.int.u. snpúngnse que lns dus pnrt.írnlns si t.ienen un 
movimiento resµert.o del sistema de referencia romúvil. rada µnrtícnla tendrá una posiriún dndn 
por nna ec11ariún similar a: 

r'(t.) =a(/.) 1"':,~novil (t) 

y la velocidad real de cada partícula quedará descrita por: 
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que explícitamente se escribirá: 

dr v=-
dt 

Al primer término se le conoce como el flujo de Hubble y no es otra cosa que la velocidad de 
expansión del universo, será la velocidad que trazarían las partículas de la figura anterior. 

El segundo término es la velocidad comóvil de la partícula . 

...:-> s::.. 
Expanal6n 

TIEMPO 

figura: En el dibujo de la izquierda las partículas siguen el flujo de Hubble: están estátiras 
respecto del sistema comóvil. En el dibujo de la derecha una de las partículas se mueve respec-t.o del 
flujo de Hnbble o sistema comúvil. 

El punto importante de este nnálisis de las componentes de la velocidad, es que si In '\.""eluridnd 
c-umúvil es pequeña respecto del finjo de Hubble, entonces, es factible hacer la siguiente nsodnrión: 

o rOOefiniendu a la dedv.oda. de 1"';..,,,.nr.tr..•'il : 

d1'" 
Af' = a (t) --º

di. 

Af;=a(t)fi 

y In ecnnc-iún de muvirnient.o, ec11nciún(66.b), se convierte en: 

d(aü) + (aií· V)m':, = -VAc:l> - -
1
-VAp 

dt Po 

(68) 
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Y ya casi para terminar el análisis de la mecánica de Huidos sobre la evolución de una flnct.nnciún 
de densidad, se observan los siguientes elementos en la ecuación anterior: 

1) derivadas temporales totales, lo que indica que se va siguiendo al elemento de Huido, 
2) velocidades comóviles, 
3) gradientes referidos a coordenadas reales. 
Evidentemente los dos primeros puntos proporcionan una descripción cumóvil, mientras que el 

tercero es más bien una descripción real. En pocas palabras, atín qué, la ecuación anterior es 
totalmente corree-ta es conveniente expresarla en términos de puras cantidades comóviles, cambiandv 
al 1:,TJ.·adiente de coordenadas reales por coordenadas rornóviles: 

y haciendo las to.lachas nµropiadas se llega a que lo. ecuación de movimiento se puede esrdLir comu: 

dü + 2~t7= --
1
-Vc.ó.4' - --

1
--'7c.Ó.P 

dt a a 2 p 0 a 2 
(69) 

Si ahora se consideran las pertt.u·baciones que describe el 1nodelo, se ve que estns se cuJnl'ortan 
como ondas de sonido, las cuales, idealmente, se propagan en forma adiabáticn obedeciendo a ln 
siguiente regla: 

e~= 

que no es otra cosa que la ecuación constitutiva para. el fluido y que en este ca.su significa que se est.ñ 
en el período dominado por la: 

RADIACIÓN==> e~= ":i
MATERIA==> e~= O 
VACÍO==> r.~ = -c2 

Aunque en general. estn {'r11ndún runstit.ut.iYn relariunnrñ n p y n p en furmn. tnl. que el t.ien1pu 
inftnya, es derir qttc e~ = r:~ (/.) • nq11í se asumirán runst.antes en cada. veríodu. 

Ent.unres sttst.it.11yendu In eC'HBC'ÍÚn constitutiva en la ec11ndón de rnuvimientu. nµlirrindule In 
divergencia ru1núvil y sustit.uyendu ln definiriún del ¡.u:irñmetru de HnLLle, se uLt.iene: 

v ... rbl -f- 211 V' •.. rl = --!:-v2 A.C'll - --
1
-.-V2 6p 

di. a.2 ,. Pon2 ,. (70) 

Si nhurn se runvierte n lns eC"11nriunes:{66.11. h) . n gradientes y divergenrins <"'umÚ\tilf."S: 

(71) 

y se junt.n a ést.a. ecttnciún y a la er.unciVn de Poisson con In ecuación de movirnient.u. se encuentra 
que: 
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d 2 6 d6 c 2 

~ + 2H---;¡¡- = 4>rGAp - Pa:2 V~Ap (72) 

Buscando soluciones del tipo ondas planas para esta ecuación: 

6 ,..._.e i (kc. ~omovtl - wt) (73) 

se encuentra que el último término de la ecuación(72): 

(7-1) 

sustituyendo la ecuación anterior en la ecuación de movimiento, se obtiene la expresión que se 
buscaba: 

1~+2H~ = (47rGp0 - k2c~)61 
en notación de operadores diferenciales, ésto se escribe: 

Lo que indica el final del camino, en el esquema (67) . 
Dos observaciones finales respecto a la ecuación (75): 

(75) 

(76) 

o Lo primero es notar que en todo el proceso se hicieron un conjunto de simplificaciones para 
linearizar a la ecuació~ antel"ior, lo que implica, que los efectos gravitacionales existentes entre fluC"
tuar.iones cercanas o una autogravedad demasiado intensa, no puede ser desC"rita por esta ectta(""iún. 

o El segundo punto importante, se puede resaltar introduciendo un nuevo parámetro que lln
maremos el tiempo comóvi1 1 y que sustit.uirernos por el tiempo cósmico que se ha usado hast.n el 
momento. Como veremos se trata de un tiempo normalizado instante a instante con el fac-tur de 
ese-a.In. La definiriún de este tiempo rornúvil es: 

dt 
dr = a(t) (77) 

Cun estn. definic-iún de t.iernµo y pensando en un fluido sin una fuent.e de vresiún, In erunriún (69) 
se ronviert.e en: 

cbí' + _!!_.,-l = -V'A<l> 
dr a 

donde a.hura el pnnto denot.aró. derivación respeC"t.u ni t.iernpu C'urnóvil. 
En esta nutación, la erttac-iún de evoluión de unn flnc-tuación, linenrizadn se ex¡.uesa: 

(78) 

(79) 
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la cual tend1·á soluciones de la forma: 

6 (r, r) = A (T) 1'+ (r) + B (T) n_ (r) 

donde claramente se entiende que la amplitud de la fluctuación es amplificada por: '.O+ (r), o 
atenuada por:Xt_ (r) 1 al transcurrir el tiempo. Un caso es el de una ftuct.uación en un nniversv de 
Einstein-de Sitte1·, en este se encuentra que la parte amplificadora de la solución va como: 

6 oc :n (r) oc r 2 ex tJ oc a. 

El punto importante aquí es que la ecuación (78) se puede escribir corno: 

a dií + da ü = -VA<l> 
dr dr 

o bien 

(80) 

usando la ecuación(68) que relaciona. a la velocidad comóvil con la pequeña desviación de la fluc
tuación del finjo de Hubble. Obtenemos que: 

(81) 

Donde (} es una constante y Aclt estará esenia.da por el crecimiento de In fiuct.unciún de densidnd 
y la expansión del universo: 

donde 

~<J> = ~~4>inicial 
a 

¿; (r) = 'D (r) Ó;nfriul 

Pur lu tnntu In er11nciún(8l)se runviert.e en: 

Aú. = - (! : clr) · VA<l>;,.;r;0 1 +e} 

u Lien: 

y }Jor lo t.ant.u si se define: 

[J (t) 
1 

(82) 
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y sustituyendo en la ecuación{SO) encontramos que la ecuación de movimiento para la fluctuación 
es: 

d (.O.V) 
d-r 

= -B (t) .O.v+ B (t) O (83) 

El punto realmente importante es el que describe la ecuación(83) ya que indica qne la velocidad 
de la ftuct.uación, es proporcional a su aceleración. Lo cual da una visión clara de lo. dinámica de las 
fluct.11aciones en un universo en expansión. 

Para resalt.a la importancia de este resultado veamos la similitud que existe con la ec11ac-ión de 
movimiento para un objeto que cae hacia la tierra sintiendo la resistencia del aire (caída libre renl): 

~=-~v+C 
dt .,,. 

(8-1) 

donde A es el coeficiente de fricción-viscosidad y ni es la masa del objeto, en C está la infurmaciún 
sobre la intensided del campo gravit.acional. Como podemos apreciar las dos ecuaciones anteriores 
son muy similares, el comportamiento de la segunda es bien conocido, la velocidad cambia de: 

Vcaidalibrc = gt + C ~ t 

transformándose en: 

Claramente el efect.o de un medio viscoso, caracterizado por A, tiende a estancar el vnlor de ln 
velocidad. Esto mismo ocurre con ln.s fluctuaciones en un medio en expansión, la viscosidad aquí 
es ejercida poi· la expansión del universo: a (-r) vía l:J (-r) y el efecto neto es que In expansión del 
universo más que fomentar el movimient.o de las ftnct.uaciones, tiende a encarrilarlas al flnju de 
H11b1.Jle, en ttn decaimiento q11e va corno a·- 1. 

A cont.innación nn poco sobre la estabilidad de las fluct1u1.riones. 

3.3 Análisis de Jeans 

3.3.1 Inestabilidades en. un Fluido sin Expansión 
En ln sec-ciún nnt.el"iur se enrunt.raron lns ecnar.iunes qne guLiernnn el rumpurt.amientu de nn fhtidu en 
nn medio en expansión. sin emUn.rgo es cun'\·enient.e hnC'er nn análisis de lo que ucurre si ln exvansiún 
nu es preµundernnt.e. En este rnsu, seg1ín nn uUservadur en ln flnC"t.nnriún, el mediu en el cnnl se 
enruent.ro. es estó.t.iru. es derir: "1 =O y ln erunriún (75). se t.ransformn en: 

(85) 

soluciones a. esto. ecuación mediante ondas de la forma : 
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6 = 6oexpi (iC. r- wt) 
implican que w y ié deben satisfacer la relación de dispersión: 

39 

{86) 

{87) 

Ésta relación de dispersión describe inestabilidades u oscilaciones, dependiendo del signo del 
miembro derecho de la ecuación anterior. Para mo.yor claridad nótese que la v! en cierta furma 
representa un efecto colectivo, de las velocidades típicas de las componentes internas de la go.la..~in 
o fluctuación, es dec-ir, representa una. espede de energía térmica (T = ~Vp0v!). 

Por otro lado Gp->~ = a<er-11¡> = Gp,.,R2 representa la energía potencial gravit.ac-ionnl de 11nn 
partícula dentro de la fluctuación de radio R. A continuación, ambos casos: 

I) Si v~> 411Gp0 R 2 el miembro derecho de la ecuación (87) será positivo y por lo tanto w será 
real y la perturbación según la ecuación(86)simplemente oscilará como una onda de sonido. Este 
es el caso en el que las galaxias tienen velocidades aleatorias, suficientes para generar un gradiente 
de presión que de soporte a la región de su propio jalón gravitaciono.l. 

11) Si v~< 47rGp0 R 2 el miembro de la derecha es negativo y por lo tanto la frecuencia imaginaria 
iw esto sustituido en la ecuación (86), elimina el comportamiento periódico en el tiempo, dando 
como resultado un crecimiento o decrecimiento exponencial. A este tipo de comportamiento se le 
conoce como de inestabilidad. El gradiente de presión no es suficiente para contrarrestar el jalón 
gravltaclonal haciendo a la densidad crecer exponencialmente. 

Entonces, la inestabilidad de una cierta 1·egión, estará dada por su autogravedad y por el gradiente 
de presión que sostiene al fluido. Esto lo podernos escribir como: 

...!!E_=_ Gp/1d (< R) 
dR n• 

En ordenes de magnitud y cambiando R -.. ..:\: 

-.!!E__ = - ....!!_ 
d>. ,\ 

111 = p>." 
l' r.•"'::::::::--
p 

pur lu qHe. In esrnln rrít.irn en In cunl se estnLiliznn nutugrnvednd.y gro.diente de presiún es: 

'l'H 
>._, = ver,, 

n ést.n se le llnn'ln Longitud de .Jcans. Se pnede reesrriLir ru1nu: 

longit.ud de onda 

vel. de dispersión = I+ < ~' = caída libre::::: /."""'"'"'' 

{88) 

(S!J) 

(90) 

(91) 
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es decir, la fluctuación no crecerá, a menos que el tiempo de reajuste de las distribuciones de presión, 
tpru•Mi• sea mayor que el tiempo propio de colapso de la fluctuación. 

Otra forma (1til de describir estas escalas es mediante la Masa de .Jeans, ésta se define como: 

471" 3 
AIJ = 3AJ px 

donde la Px es la masa de partículas tipo X por unidad de volumen de Jeans .>.~. 

3.3.2 Inestabilidades en un Fluido en Expansión 
Regresemos ahora a las inestabilidades que se producen en un medio en plena expansión, es decir, a 
la descripción de un objeto cuya aut.o gravedad no es lo suficientemente intensa para rontrarrestar 
al jalón expansivo del universo. 

Para esto volvemos a la ecuación (75): 

d
2
6 ( a ) d6 -- + 2 -- --- = 6 (47rGp - k 2 c 2

) 
dt 2 a dt • 

(92) 

el segundo término será quien marque la diferencia con el medio sin expans1on. Tal como 'irnos 
hace dos subsecciones. este es el elemento de fricción. que encarrila a las fluctuaciones a seguir el 
flujo de Hubble. Tratamos ahora, las inestabilidades en el caso en que los efectos de In presión son 
despreciables, es decir cuando la longitud de onda de Jeans es menor que la escala de In Huctuudón: 

(93) 

en estos casos se puede despreciar el término de presión: 

c~k2 J:::::S O (94) 

y el problema se simµJifi.C"a a enC"ontrar alguna solución a la ecuación: 

d
2
li ( ¡, ) dli 

--2 - + 2 -- --- = -ltrC.Jpó 
di. a di. 

(95) 

Ahura Lien~ est.n eC"ttnriún es lu sufi.C"ientemente C"Ompliradn como pnrn una resul11riún nnnlítirn. 
así que runsidernrernus dos sulnciones vnrt.iculares. De ln ecunriún de Friedrnnnn: 

112 = 
8rrC;p k -----~ 3 

(96) 

se ul>t.iene q11e: 

{ 
, 

} ('n)"t" Materia n= 1 => (l = 2 o .:J 

........ ti Radiación (97) 

n=O => a= lfot 

derivando el faC"t.or de escala y dividiéndolo por el mismo. se obtiene que: 
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!l=l -
á 
a { 

2 
Materia } 

3t Radiación 
á 1 -a=-t-!l=O -

sustituyendo nuevamente estos result.ados en la ecuación de Friedmann encontrarnos que: 

n = 1 - 4rrGp = { 
3~2 

l6t2 
!l=O -

p - Po-A- Materia } a· 

1 . . -P ~ Po-;;,-.r Ra.d1ac1on 

p=O 

41 

(98) 

(99) 

con estos simples resultados de Ja cosmología estandar, las ecuaciones de evolución de las fluctua
ciones en cada modelo son: 

Caso 1. n = l. J) Dominio de la Materia 
En este caso, la ecuación de evolución queda como: 

d2ó 4 dó 26 
dt 2 + 3tdt' - 3t2 =o (100) 

La solución a este tipo de ecuación diferencial es de la forma: 

ó= At" (101) 

la cual, al ser sustituida en la ecuarión(lOO), se encuentra una relación algebráica de n'.-i, la. cual 
tiene solución para: 

n=~ 
n = -1 

de aquí se uLt.ienen vndas relariunes irnportnntes. Por ejemplu para el modo rreriente: 

u Lien: 

{j oc d oc -
1
-

1 +:: 

l~-+ l.> l./!lfuildmll 

Dominio de la Materia 

(102) 

(10:1) 

(104) 

Lu rnal indica qne el crecimiento de las ffnrtnndones en nn universo plano, es nlgeL1·á.ico con el 
tiernvu, nuevamente vemus aquí el resultado de Zelduvich, In expansión del universu tiene un efectu 
disivntivo en el crecimiento de la galaxia. 

Caso 1. n =l. JI) Dominio de la Radiación 
En este ca.so la ecuación de evolución de la fluctuación será: 
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d•c i de 3 
-;¡;y-+----¡----;¡¡- - 16t2 =o 

en forma similar al caso anterior, se propone llll& solución del tipo: 

e= At" 

esta sustitución da una ecun.ción algebráica en n~ que se cumple para: 

n +l 
n -1 

Es decir, que el modo creciente se comporta según: 

o bien: 

/j -t 

1 ~---+ t < t.;gualdad 1 
Dominio de la Radiación 

Por último, el caso en el que el universo es abierto. 
Caso 2. n =0. 
Este caso es mttC'ho más sencillo, usando las ecunciones(99) , la ecuación de movimiento queda: 

(105) 

nuevamente Lnsr.ando suluciones del tipo algel>níico l'> = .'1./.71 se encuentra que lns n' . ., ¡.>usiLles son: 

n=O 
n = -1 

(106) 

rerordnrnus que n = O revresentn un t.iµo muy espec-ial de los universos hiperbúlicus; en este C'a.so lo. 
frirriún de In expansión sería tnl que ni modo creciente, lo mnnt.endrín n nn contrnst.e d~ densidad 
ronstant.e. 

De est.a manera. se observa una vez más que lo. fluct.uación de densidad es disminnidn en sn 
c-recimiento debidu ni pruc-esu disipnt.ivu que impera en un universo en expansión. 

Existen otros proc-esos import.nntes en el desarrollo de una galaxia, las causas de éstus van más 
allá de In desc-ripC'iún del fluido perferto e implic-an procesos disipativos. Los principales sun~ el 
Amortiguamiento de Silk y el Amortiguamiento de Landau. 

El primero se debe n lo que se conoce como viscosidad fotónica, este fenómeno hace que la 
fluctuación evanesca durante en el período de la igualdad entre materia. y radiación. Básicamente se 
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debe, a las fuerzas de arrastre existentes en la colisión de electrones con fotones de alta energía, un 
fotón colisionará varias veces, en un proceso tipo caminata aleatoria, antes de salir de la fluctuación. 
De esta manera, se disuelve la fluctuación. Silk fue el primero en estudiar este proceso, y encontró 
que la fluctuación más pequeña que puede sobrevivir al amortiguamiento va como: 

As<1k = [~td.-=opla • ldu~•opla] ~ 
donde ldeaacopla ~ (n.zu)-J es el camino medio de los fotones al tiempo del desacoplnmient:u. Estn 
fórmula da longitudes extrapoladas al día de hoy para así poder rornpararlas c-on las observadones. 
El amortiguamiento de Silk evoludona proporcional a: 

>-s<1k -{ :: 

Usando la definición de masa de Jeans: 

t < la9 ualdnd } 

l > ftgualrlmt 

si se supone que electrones y fotones se encontraban fuertemente ligados antes del desacoplamiento 
las escalas 8.lTlortiguadn.s por este proceso serán las equivalentes a: 

llis.,k ~ 6.2 x io12 [Cn n . ) ~ (mi•)-!] 11-10 
Dal'"tónrca 

El amortiguamiento de Landau es un proreso disipativo, producido por partículas pucu int.eractu
antes con la radiación o Jo. materia. es decir, las colisiones son prácticamente ignora.bles, ejemµlus de 
este tipo de materia son, los neutrinus y todas las materia oscura exótica. La materia usC"nra es vur 
hipótesis débilment.e interartuant.e, por lo que sus partículas, siguen las líneas geodésiras del espario
t.iempo. cuando una partícula de materia oscura se encuentra una fluctuación, dependiendo de ln 
esrala de éstn, se desviará. más o menos dependiendo de que tanto deforme Ja flurtunriún al esvarh.>
t iem_µu. El reajuste de ú1·Lit.as que sufren Jas µartículas de mat.erin oscura. c-onst.it.11yen el suvurt.e de
presión de In ffuct.nac-iún de materia osrura. Si ln presión es proporciunnl n veloridudes relntivistn~. 
en la ecunrión (9l}se ve qu~ su]u ftuctuaciunes de materia oscura de baja ·velocidad pueden sobre
vivir, lns de alta veluddnd tienen t.iempu suficiente parn salir de la ffuctuaciún .Y nu ser ntrnµndns 
vur In c11rvat.11rn del espaciu tiempo generada pur Ja. fluctuación misma. Este fenómenv t.amUién se 
le cunuce cumu <l1fl.orligua1n.it:ulo ¡>c>T" flujo librr.. Cumµarnndu la distancia prupin que o.trnviesn nnn 
vnrt.ículn en el esvnciu tien1pu en un t.iempu l, cun la Jongit.nd rnrncterística de una fhtC"t.11nriún ni 
t.iempu /.. Lnndnn enrunt:rú que In escala superior a In c1tnJ las ftuctuaciunes se nmu1·tigunn, deµende 
de la energía (u masa) de Jns µnrt.ír11las: 

.>.,_ .. .,., ... = -1.0lltpc (nv., ¡,•) k (1~;v )-1 
Est.a fúrrnula. da la escala extrapolada a.l día de hoy. Por ]o tanto podemos comparar directamente 

run la observación, el coeficiente de densidad es: 
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!l = 30 e~) (nDM) h-2 DM lkeV n.,. 
con no,., definido corno, la raz6n entre el número de partículas de materia oscura y el ní1mero de 

n.,. 
fotones: 

Dos ejemplos, de límites establecidos por el amortiguamiento de materia débilmente intero.c:-tuante 
son: 

a) Los nentrinos. Estos tienen una masa de aproximada de fnv - 30eV 1 rzDJ\f = ( ~) y por lo 
tanto: 

>.J ""28 /Upc 

JlfJ "" 4 X 1015 
/lf0 

b) Partículas de materia oscura. Por ejemplo que: rn......,. lkeV , !lvAi ......,. 1, entonces: 

>.J ""0.5 A/pe 

l\IJ ""6 X 109 A/0 

Lo que indica que los mejores candidatos para materia oscura deben ser bastante más masivos 
que el neutrino, de otra manera, fluctuaciones de escala galáctica habrían sido amortiguadas y no 
estaríamos aquí para contarlo. 

3.4 Evolución no Lineal y Linearización. 

3.4.1 Introducción 
Lo. evolución de las flnctnaciones en el universo se divide básicamente en tres et.npas, en ln µrimern. 
la fl11ct.u.o.riún de densidad crece en tamaño conforme el universo se expande, se puede derir que en 
est.a µrimern et.apa, la flnctnnciún de densidad nsigne" al rredmient.o del universo. se dire qne ln 
flnctnación esta en un régimen de crecimiento lineal. En In segnnda etapa, la ft.nrt.nnriún de densidad 
se separa. del crerimiento global del unh,.et·so y empieza a disminuit· su rnzún de rrerimientu hnst.n 
que, después de un cierto tiempo, se detiene y entra a nn régimen de contracción. Ln terc-ero. etapa es 
ruando la flnct.unciún en µleno rolapso, se ve somet.ida a procesos muy violentos de rumpensnriún de 
esfnerzus, en est.a etapa. la ffnctnndún de densidad por dec-irlo de nlgnnn forma cae sobre si mismn 
mientras las velocidades aleatorias de sus µart.ír11lns y s11 aut.ugrnvedad, compiten por <luminar In 
est.t·11ct11ra de la flnct.nnciún, entrando así en un estado de oscilación que después de ciert.u tiempo. 
lugra que la fl11rt.11nC"iún de densidad lleguen nn est.adu estnriunnriu. runuridu C"umu est.ndu virinlizndu. 

Pur convenriún llamaremos ubjet.us culnµsndos n. aqt1ellus ubjetus qt1e han evul11ciunnclu mñs alló. 
del régimen lineal y hnn entrado a un régimen de virinlización. 

Los est.ndos por los que o.traviesa una fl11ctun.ción de densidad se visualizan mejor si nnaliznmus 
la evolución de una flnctuación de densidad sobreponiendo dos regiones de densidades distintas. y 
analizamos s11 evol11dún. 
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3.4.2 El colapso esférico 
El colapso de una estructura una vez que ésta a dejado el flujo de expans1on global del universo, 
es algo extraordinariamente complejo, una cantidad enorme de parámetros influyen en la estructura 
final de cualquier galaxia. 

La característica principal del colapso gravitacional es, el cambio de densidad en una región dada. 
A continuación una gráfica esquemática de lo que ocurre: 

• 

r 
Densidad 

Reglmen Llneal 

.Den.J'idad 
del un We,. 30 

Reglmen no Lineal 

Jr3tructurea:s 
Lígada.l 

T--i----1.-- d" • 

- --- Factor de Expansl6n -----. .. 
Figura: Fluc/.ttación q·ur. e11oluciona hasf.a conucrlirse en un objeto ligado 
En esta subseC'ción estudio.remos el proceso de colapso más sencillo que se puede dar en In nnttt

ralezo, el colapso esférico. 
El proC"eso µur el rnal unn finctttación de densidad esférica se desprende de In evulttriún gloLnl del 

universo µnro. finalmente culnpsnr y virializnr. se puede siinnlnr, medinnt.e ln eC"nnciún de Friedmann 
po.ni nn universu rerrndo, éstn hnrín lns veres de la región sobre densa esférica (de ·rndiu: ....\ > du ): 

//~ - (IU7) 

y se esruje In er11nriún de un 11nh·ersu µlnnu µnrn c-omu escennriu de fondu: 

//~ - {108) 

El mudelo cunsist.e en cumpnrnr ln evulur.iún de ntnbus sistemas. Ln solndún, pnra1nét.rico., de In 
primera er1tación es: 

ª = .!.c1-cos1¡) 
ª'" 2 

(109) 
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.l._ = ..!. (11 - sin 71) 
t.,. 7r 

(110) 

En la siguiente figura se grafican estas dos soluciones: 

Tiempo 

donde el subíndice tn denota máximo, la descomposición en serie para 7J pequeñas en la solución 
paramétrica es: 

(111) 

(112) 

tomando las solución del tiempo hasta orden t/3 , despejando 712 de esta misma ecunrión, y susti
tuyendo el resultado en lo. ecuación de las a's, se obtiene que: 

a 1 ( t )1 ( 1 e t )J ) a.,. = ::¡ 6 71" t.,. 1 - 20 6 71" t... + ... 
Comparando la sob1·e densidad de la fluctuación respecto del universo plano: 

P1 -pº 

"º y snvuniendo que en nn prinr.ipio la evoluC"ión de ambas regiones es similar, /-/*'> 
que: 

3 
8trGp0 a 2 

y ron1u est.amus t.rat.nndu In evolnc-iún de In mnterin: 

1 
{Jn,...,, -;;a• a-1J 

finalmente llego.mus n la expresión: 

6 = ..:!.. (67rl.) J 
20 t.,, 

(113) 

(11-!) 

1-11 , se ol>t.iene 

(115) 

(116) 

(117) 
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Si la fluctuación hubiese crecido respecto de la expansión global del universo en forma lineo.!, In 
ecuación anterior, indica que densidad tendría al tiempo t. Una de las consecuencias evidentes de 
esta aproximación lineal, es que la fluctuación así analizada, así jamás llegará a colapsar, sin embargo 
podemos extrapolar el valor temporal al cual la esfera colapsa, sobre la representación lineal. Como 
veremos en el siguiente capítulo este concepto generará todo un aparato teórico, para la descripción 
de procesos no lineales tales como, la evolución de una. galaxia. 

Por lo tanto si se quiere saber, en que momento. la esfera se separa de la expansión del nnh~rsu. 
lo único que tenemos que notar es que cuando a = O entonces el tiempo transcurrido es t = t."'. 

Sustituyendo este valor en la fórmula anterior: 

3 ( 12rrt,..) j 
Dcolnpao = 

20 
--¡;;;- = 1.686. (118) 

- ' ¡-..__ac 1 n __ ...,..._ • ..._ 
+<<------"---+ ..... _ 

entonces cuando en el modelo lineal la fluctuación alcanza este valor, en el modelo no lineo.l. la. 
fluctuación esta llegando al máximo de su colapso. 

Otros resultados se pueden obtener de est.e modelo. Tomando nuevamente las ecuaciones {107) y 
(108)se encuentra qne si la fluctuación crE"cer.ñ seg1ín la ecuación (115): 

(119) 

si se sustituyen los valores de p 0 correspondientes a cada época evolutivo. del nniversu. E"ntunc-es 8 
t.endrá nn régimen de r1·er.imiento ra.rac-t.erístico en c-nda. una de estas épocas. 

Entunres si se quiere saber cuales son los periodos del: dominio de la inftnriún. durniniu de la. 
rndiac-iún y dominio de la. materia: 

inflación 

Radiación 

J\.later·ia 

Po = e = C"onst. 
e 

Pn=ar 
e 

pt'l = li3 

el comportamiento de la flnctuo.ción será en cada periodo irá como: 

(120) 



48 Evolución de las Fluctuaciones Primigenias 

Inflación 

Radiación 

Materia 

6- --ª- 1 - BrrGe ar 
Ó= --

3
-- a 2 

BrrGe 

Ó= --
3
-- a 

BrrGe 

(121) 

Con este sencillo cálculo se recuperan los resultados de la sección anterior. En princ1p10 ya 
sabemos como se comporta cada fluctuación en los distintoa periodos evolutivos del universo: 

Fluduaclórt 

Con esto se tiene el comportamiento global de las fluctuaciones. 
El siguiente paso es averiguar que ocurre con las fluctuaciones cuando estas salen del horizonte, 

es decir cuando la presión queda inhibida. 

3.5 Fluctuaciones Adiabáticas y Materia Oscura 
Uno. de Jns consecuencias 1nás asombrosas a las que· ha llegado la cosmología moderno. es, sin duda 
nlguno., Ja predic-rión de un nuevo tipo de materia, la llamada Materia Oscura o materia nu 
Unriúnicn. 

En est.e contexto se entiende pur no bariónic-a, a las pnrt.ículas débilment.e interartnnnt.es cun ln 
radiación y la materia ordinaria {fotones y electrones, protones, nentrones, etcétera.). Sin emUnrgu 
pur sn c-ant.idad, se trnt.a de partículas que dominan los procesos gravitnC'ionnles a grnn escala. 

Uno de lus argumentos, que planten la neresidad de postnlar la exist.encia de la mntel'in osrnra (u 
materia no LarióniC'o.), es el siguiente: el universo qne nos rodea, se observa bnst.ante µlnnu. lu que 
en términos de In ecuación de Friedmann implicar un parámetro de densidad ron valor n = l. Sin 
embargo el conteo de galaxias y la estimación de materia opaca (planetas, polvo, etc.), indican qne 
el contenido de materia ordinaria en el universo se encuentra en el rango: 0.005 ::5: O ::5 0.02, lo qne 
sugiere un universo más bien hiperbólico. Es aquí que la existencia de la materia os~ura se post11la. 
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Como se puede apreciar se trata de una hipótesis fuerte ya que las características que debe tener 
esta materia son: I) debe ser la mayor parte de la materia en el universo y II) su constitución debe 
ser extraña, de tal forma que no pueda ser detectada por apa1·atos convencionales. 

El segundo argumento que se toco aquí es el del amortiguamiento de Silk, el cual impone una 
cota inferior a las fluctuaciones que pueden pasar la epoca de la igualdad. Como se vio esta cota es 
extremadrunente alta, indicando así que la única manera, de p1·oducir galaxias del tamaño observadCJ, 
es mediante la existencia de materia oscura. 

El tercer argumento en favor de la materia oscura se basa en las curvas de rotación plnnns 
observadas en la mayoría de las galaxias. Este es el argumento que aquí, se sostendrá y Htiliznrá en 
la descripción de los modelos de formación galáctica. 

Los mejores candidatos para ser esta materia obscura son algunas de las partículas descritas en la 
teoría de partículas elementales. A continuación mencionamos tres de los candidatos mó.s aceptados: 

1) Los Axiones. Éstas son las partículas más ligeras que se consideran. sn masa-energía en reposo 
se encuentra en un rango que va de los 10-2 eV a los 10-5 eV . 

2) Los Neutrinos comunes. Éstos, si tienen una masa en reposo, se espei·a que esté comprendida 
en el rango [lOeV - 30eV]. 

3) Los compañe1·os supersimétricos del fotón y el gravitón, el fotino y el gravitino. Este es el tipo 
de partícula más pesado considerado o.l momento, son ultra débilmente interactuantes y su masa en 
reposo esta comprendida en el rango [0.1 a 10] GeV. 

Y con esto damos por concluido la revisión de las p1·opiedades principales de las pequeñas fluc
tuaciones pl"imordiales de densidad del universo. 



Capitulo 4 

El Campo de Fluctuaciones Primigenias 

4.1 Introducción 
En éste capítulo, se tratará de probar que algunas propiedades estructurales de las galaxias. pneden 
ser explicadas corno consecuencia de tlll unive1·so primitivo, cuyo campo de densidad, se encuentra 
cubierto con fluctuaciones infinitesimales, que al paso del t.iempo, se amplifican hasta convertirse en 
galaxiaR, cúmulos de galaxias, etcétera. 

Aun que, este problema es demasiado complejo para resolverse analíticamente, en los tíltimos años, 
se ha propuesto un esquema semi-analítico, que modela la formación de galaxias usando, básicamente 
dos ingredientes principales: un modelo linearizado del desarrollo evolutivo de una fluct.un.c-iün y nn 
modelo estadístico que gobierna el comportamiento de la agregación de ftuctuo.ciones primordiales 
del uniVerso. Esta amalgama de ingredientes es un aparato teórico extraordinario qne prác-t.ico.ment.e 
permite "ver" la evolución de una galaxia desde su niñez hasta su edad madura. Esto es en realidad 
un gran logro ya que en otros modelos, por ejemplo los modelos computacionales de N-cnerpos nu 
es posible inmiscuirse en los proc-esos íntimos de la formación galáctica. 

Sin embargo, aun que est.e enfoque teórico ha dado resulto.dos muy alentadores. en el ran1inu se 
han rumet.idu nlgunus errures de conC"epto. Cuando lus C"rendores de estas teorías est.ndíst.i<"ns, se 
enfrent.nrun µur µrimero. vez al µruLlemn de desrribir un sistema tan C"umpleju cumu lu es 11nn guln..-xia. 
renliznrun nlgnnas simµlifirnriunes de t.ipu mnternñt.icu en }->ru de lo. claridad. En pnrtirnlo.r unn de 
estas simplific-o.riunes f11e la de pustnlnr nnn estndístirn Gnussinnn como métudu de trnLnju. El erru1· 
fue, qne mnrhus ele,~nrun n In calidad de princiµiu físiro, de pnradigmn. nqnello que uriginnlrnente 
ern nnn, simple e inteligente. herrnmientn de t.rn.bnjo. 

Esta runf11siún, nu i·eµresent.v nn µruLlernn prñrtiru en In oLt.enciún de resnltndus. Sin emLo.rg;u. 
hn llegado el mumentu en que. pueden encontrarse respuestas a la. naturaleza de algunas 
observaciones, ~d se aba.te el parndign1a de la Gaussianidad del campo primordial de 
ftuctunciones. 

En µnrtir11lnr. se explurnrñ ln evul11dún de 11na. prut.ugnln...xin qne n.C"reta mn.t.erin, Lnju 11n régimen 
est.ndíst.icu nu-Gnussinnu y In relnriún entre éstn ··nneyn'' estadística y la estrur.tnrn del nt'1clev 
gnlñct.ico. 

50 
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4.2 El campo de Fluctuaciones Primordiales 

4.2.1 Introducción 
En el capítulo anterior vimos como modelando con un fluido podemos analizar la evolución de las 
pequeñas fl.uctuaC"iones, como estas pueden crecer, decrecer u oscilar en función de su tamaño. 

Como ya mencionamos, el punto de partida es que cada una de las inhomogeneidades que con
forman al fluido perturbado evoluciona hasta convertirse en alguna galaxia, c{unulo de gala.."'C.in, 
etcétera. 

Ahora bien, en el universo tenemos una variedad enorme de estructuras de distintos tamaños, 
formas y colores; a cada estructuni. la podemos interpretar como lo. superposición de nn conjunto 
de ftuctuo.ciones de distintos tamaños y de esta manera cada estructura estará compuesta por nn 
conjunto distinto de fluctuaciones fundamentales. 

Entonces, si se quiere estudiar, a partir de un conjunto de elementos fundamentales, la generación 
de estructuras complejas corno lo son las galaxias, se tiene que utilizar una herre.mient,a adecuado. 
que modele lo. diversidad de galaxias posibles. Esta he1-i-amienta matemática es la esto.dística de 
rampos aleatorios. 

Imagínese a este campo de fluctuaciones de densidad, como pequeños chipotes, por arriba y por 
abajo, en una enorme sabana que excepto por los chipotes, es casi plana. En ésta imagen (ver 
siguiente figu1·a), el plano en el que subyace la sabana, representa el espacio y los chipotes son la 
dimensión que indica que tan densa es esa región del espacio. 

Densld•d 
P(x,y,a, t) 

y 

Chiµut.es del Cnmvu de Densidnd = Cnmµu de Fluctuaciones 

Para describir adecuada.mente n est.e rnmpo de finrt.uaciones, nótese que solo se requiere de nnn 
cant.idad escalar para describir a cada fluctunciún, es decir, solo se requiere dar el valo1· de p ( q11e es 
un simple número) en función de las coordenadas comóviles a un tiempo dado t. Matemáticamente: 

p=p(x,y,z;t.) 
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Una propiedad importante de las cantidades escalares, es que son invariantes ante transforma
ciones de coordenadas, lo que significa, que todos los observadores medirán exactamente el mismo 
valor numérico de la densidad en cierto punto del espacio. 

Un co.mpo de densidad aleatorio satisface las dos propiedades siguientes: 

1) Esuncampoescnlar: p=p(x,y,z;t) 
2) Su valor numérico es un número aleatorio 
para cada punto del espacio (x, y, z¡ t) 

Por completes se da la definiciún formal de un campo aleatorio, que puede ser escalar vectorial. 
etc.: 

Decimos que un campo F (X) es un campo aleatorio, si para cada punto X en el espacio tridimen
sional comóvil, tenemos definido un conjunto de variables aleatorias. 

Analicemos ahora. las propiedades esto.dística resultantes de asumir al campo de fluct.uaciones 
primigenias de densidad como un campo aleatorio Gaussiano: 

4.2.2 El Canipo de Fluctuaciones 

4.2.2.1 Jnt;roducción 
Como ya habíamos mencionado, consideraremos que una estructura cualquiera del universo proviene 
de una cierta fluctuación, que puede ser descompuesta de una superposición de fluctuaciones de 
distintos tamaños. 

Formalmente, de ésta hipótesis, se desprenderá que la evolución de una fluctuadún la podernos 
analizar en términos de su composición espectral. Debido a que en principio cada una de las fluc
tuaciones tiene una existencia al azar, se introducirán algunas propiedades estadísticas importnntes 
en la descripc-ió~: el espectro de potencias, la variancia, la distribución de probabilidnd y la funciún 
de correlación. Estas serán t"1tiles en la descripción evolutiva de las fluctuaciones de densidad. 

Explícitamente, analizaremos algunas de las propiedades estadísticas del campu de ffuc-t.uaciunes 
durante el régimen lineal. Consideraremos que el campo de fluctuariones es alent.orio y µur simµli
ridad supondremos qne es Gaussinno, ya que así, todas sns propiedades est.ndístirns qnednn deter
minndns tnn sulu. µur el espeC'"t.ru de µot.encias. 

4.2.2.2 Ca01pos de Densidad Aleatorio Ga.ussiano 
Cumu veremus la furmnriún de estructuras n pn1·t.ir de un cninpu inicial de pert.11rLariunes Cnussinnns. 
irnµlica Lñsirnrnente t.res nspert.us, el µrimeru que ln distriLuciún espacial de las ff11rt11nriunes uüedere 
n 11nn est.ndístirn Cnnssinnn. segundu, qne las fases de lus diferentes mudos qne cunstitnyen n nnn 
ft11rt.uariún sun m11t11n1nent.e indeµendientes y t.erreru, qne el espectro de putenria del rrunµu de 
finrt.uariunes sen 11nn ley de µutendas. 

Para hnrer rnñs senrillu el nnó.lisis de In dist.riUuriún y evulnriún del universo, priineru imngine1nvs 
que dividimus n tudu el espnriu t.ridimensiunnl en /\' reldns de volumen V. rnyu runtenidu (en sus 
primeras et.apn.s), evulttdunn independiente del restu de las celdas qtte furman s11 ent.urnu. 

En rada reldn tenemos nsuciadu un sist.erna de referencia idéntico de forma tnl que rada celda. 
tiene su origen de coordenadas fijado en el mismo lugar. Denotamos por p 0 = (p) a ln densidnd 
promedio en el volumen V y ron p (;f.) a In densidad en el punto especificado por el ,·ec-tor de posiciún 
;I!' de ese volumen. 
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Por sencillez se define una nueva cantidad llamada el e.ampo de fluctuaciones (o de exceso de 
densidad): 

16 (x) p(x~: Po 1 (122} 

Por cuestión de construcción se impondrán condiciones de continuidad periódicas en cada cnra 
de las celdas. Si C"ada lado de la celda mide L, se cumplirá que: 

{j (L,y,z) =6 (O,y,z). (123) 

De esta manera, se ha asociado una retícula de muestreo al universo que permitirá el manejo 
estadístico, de la formación galáctica. 

4.2.2.3 Descomposición de Fourier de las Fluctuaciones de densidad 
Es de suponer que muy rápidamente, es decir, aun dentro del régimen de evolución gravitacional 
lineal, la independencia entre celda y celda dejara de sostenerse y las interacciones gravitacionales 
entre ellas serán importantes. 

Es por esto último, es conveniente cambiar 1 del campo escalar definido en el espacio tridimensiunnl. 
a su representación conjugada de ondas planas en el espacio de vectores de onda k, donde, cada 
fluctuación, quedará desglosada en una superposición de ondas planas. Con ésto. representadón. 
las componentes de una fluctuación se mantendrán independientes mientras ésta siga su régimen de 
evolución gravitacional lineal. 

La descomposición de las fluctuaciones en términos de sus modos, la expresamos mediante su 
transformo.da de Fourier: 

( 124) 

o mediante su se1·ie de Fourier: 

16 (x) = ~ 6,¡ exp ( ik. x) 1 (125) 

dunde el veC"t.ur de undn k del>idu n lns condiciones de frontera dndas en la eruaciún (123). t.iene 
rumponenteR: 

27r 
kz: = 11-z-y- (126) 

con 71.;r, n 11 , 11, 2 ntímerus e>nt.erus y dunde lus ruefirient.es de Funrier li¡¡ son cantidades rumplejas dndns 
pur lo. transformada de Fu11rier: 

16,; = V J 6 (X) exp (-ik · x) dV I· 
Por la conservación de la masa en el volumen V se tiene que 6¡= 0 

cantidad 1·ea.l se tiene que: 

(127) 

O y porque 6 (x) es una 
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(128) 

donde * denota conjugación compleja. 
Ya que 6;; es una cantidad compleja, la podemos descomponer como: 

6¡; =a¡;+ ib¡; (129) 

o también C"omo: 

(130) 

Esta 1''Htima expreston, será de gran utilidad en la obtención de una estadística Gaussiano.. tal 
como se verá en la siguiente subsección. 

4.2.2.4 Condición Inicial Probabilística: Campo Gaussiano 
Las propiedades estadísticas de la evolución de la estructura del universo, se pueden determinar 
mediante la imposición de una condición probabilística inicial. Esta condición consiste en dar la 
probabilidad de que ocurra una realización de 6 (X) a un tiempo t.: 

P (6 (x); tJ. (131) 

Ésta probabilidad contiene toda la información sobre las propiedades estadísticas de In dis
tribución de masa. Debido a la definición de /j (X) en la ecnación(122), se observa que ésta '-"nriable 
aleatoria, tiene valor medio igual a cero. 

En la división del universo en N celdas la probabilidad(131), es equivalente a la probabilidad de 
que (6 (x) 1 , 6 (X)2 , ••• , 6 (x)NJ, ocurrn al tiempo t. 

Podemos traducir esto al espo.cio de vectores de onda y tendremos ahora el mismo número de 
variables aleatorias, solo que ahora, las variables aleatorias estarán constituidas por lus difel'ent.es 
modos de la desrumposición de Fo111;er. 

(132) 

dunde 1, 2, ... , N det.e1·mino.n 11n riert.o nl"1mero de onda y C"adn arreglo [6¡;
1

, 6¡;
2

, ••• , 6,,;N ¡t.] det.ermino.. 
nna riert.a li (x) global. 

A est.e punto. se hnró. Hnn hipótesis extra. Supondremos que la probabilidad glubnl de uLt.ener 
uno. renliznr.iún (t5,¡

1 
~ ó,..:2 • •••• li¡¿N : t] se puede descompone.r en N tlistr-ibucione.~ rle probabilitlarJ. inde

pendient.es: 

N 

p ["'"··""······.skN ;t] = ITP, (6,.,, ;t) 
i=l 

Esto simplifica el problema de proponer una probabilidad P [ 6¡; ; t] al de propone1· una dist.ribuciún 

de probabilidad P.. ( ók, ; t). Se puede hncer una sirnplific:a.ción más, si se hace uso de la evolnciún 
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de las fluctuaciones en el régimen lineal y se fija un tiempo tinictal• de tal manera, que se defina 
perfectamente la evolución lineal de las distribuciones de probabilidad : 

Euoluci.on Ljneal , P¡ ( 6¡, ; t) . {134) 

De esta manera, lo único que se necesita fijar es la distribución de probabilidad a un tiempo dado 
tini e inmediatamente queda definida para tiempos posteriores. Por lo tanto se omite la dependencia 
temporal: 

Ahora, la i-ésimn distribución de probabilidad se puede escribir como: 

{135) 

donde p¡ ( ók,)es la densidad de probabilidad de la i-ésima distribución probabilística al tiempo tirii· 

Hasta aquí, los elementos probabilísticos fundamentales para definir alguna estadística que güb
ierne la evolución de estructura en el universo. 

El siguiente paso es imponer la condición inicial, que determine dichas propiedades estadístic-ns. 
La elección más sencilla es suponer una distribución Gaussiana para cada realización 6;;, al tiempo 
tiní• 

Un Campo Aleatorio Gaussiano es aquel para el c:unl la función de densidad de probabilidad 
conjunta de las variables aleatorias (Y1, ... , Yrn) está dada por: 

donde: 

exp(-Q) 
P (111, •••• 1/m) dyi. •••• dyrn = J. dyi, ... , dym , 

((2.,,.)"' det (M)] • 

Q= 4¿Ay.(M- 1), 1 Aw. 
&,j 

1\-1,; = (611, Aw), 
t:;.y, = 11• - <11·> • 

{136) 

(137) 

Pur la definición (129) y la. definidón anterior~ la distribución Gaussiana del mudu /;¡;
1 

al t.iempu 
t¡,,,¡, será: 

.'11 = n: Y:i. = bk ' 
Ay, = Aa =a,; - (a.:) Ay2 = Ab = b,; - (b;<), 

M=lle':Eo e~ºll· 
a~ + b~ 

Q= 2o~ 
k, 

donde M se conoce como la matriz de covnriancia. Se ha supuesto que In distribución es es
tadísticamente hn.Llando, homogénea e isótropn (esto de acuerdo con el principio cosmológico), es 
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decir, matemáticamente cumple con: {=O. Se concluye que, tanto la parte real como la imaginaria 
del modo 6¡ tienen distribuciones Gaussianas, además se concluye que son variables independientes. 
Esto lleva a la ecuación: 

1 ( a'! + b'! ) 
p; ( ó¡;.) da¡;, db¡;, = ~ exp - k:Í 2 ki da¡;, db;;, 

trct;;, º;;, 
(139) 

Otra forma de exp1·esar la independencia entre a¡; y b¡; es suponer que las fases <Pk en la ecuación 
{130), son mutuamente independientes y aleatorias con distribución uniforme, en el int.ervalu (O, 2rr). 

Por lo tanto bajo la suposición de que el universo es estadísticamente homogéneo e isútruµu. ln 
cantidad 6;; dependerá tínica y exclusivo.mente del módulo del vector de onda k, denutado pur k. y 
no por su dirección. Bajo las mismas restricciones. o:¡; (t) =a: (l.fj, t) = O:k (t.) solo dependerá de In 

modulo de k. 
Por lo tanto si expresamos a ésta probabilidad en términos de coordenadas polares, usando la 

definición (130) obtendremos: 

(140) 

lo que efectiva1nente muestra que, tP;;. • se distribuye uniformemente en el rango (O. 2íT) mientras 

que f6¡f obedece una distribución Gaussiana con (ló¡.:J 2
) = al. A la mezcla de estus dos tipos de 

distribuciones se le conoce como distribución ele Rayleigh.. 

4.2.2.5 Conclusión 
En esta secdón, se han hecho un conjunto de hipótesis estadísticas sobre la naturaleza de lns fl11C"'

tuaciones primordiales en el universo; hemos supuesto que éstas Ele distribuyen a.leo.t.orinmente en el 
espacio, que satisfacen, sin embargo, las propiedades observadas de homogeneidad e isotropía y por 
1Utimo hemos supuesto que est.as fluct.naciones obedecen n un pe1·fil de dist.ribnc-ión Gnus:r:;innn. Est.n 
hipótesis tiene s11s flnq11ezas así que se ret.omnrñ en In 1ílt.irnn se<""rión de In tesis. 

4.3 El Espectro de Potencias 

4.3.1 La Funci6n de correlación para Galaxias 
La mejur manera de c-um}.Jnrnr lus mudelus est.adíst.icus que aquí se estndinrón run In dist.ril.Jttriún 
de gnln.."""Cins uUservndns es mediante lns funcione~ de correlación. Corno se '"erñ éstns. p11eden 
relacionarse dirert.nmente run el espert.ru de pot.encins. En In siguiente ser<""iún est,11dinremus el 
víncnlu entre In rurrelndún uUservndn y In teórica. 

De In uLse1·vnriún de gnlo.xins se pueden inferir algunas vropiedndes ernpídrns. qne determinan In 
pruba.bilidad mixta de enrontrar n dos galaxias n una separación ,. una de otra: 

dP12 = p~ [1 +E'; (r}] dV.dVi. 
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Esta ecuación se explica como sigue: la probabilidad deo encontrar a una gnla~ia E"n .rt. rnntrt.Prizndn 
por su densidad p en un cierto elemento de volumen dl--jE>s: 

dP1 = p (X) dV.. 

La probabilidad de encontrar a una galaxia en X+ 17 • ca1·acterizada por su densidad p en un riert.v 
elemento de volumen dl--2 E>s: 

dl-'2 = p(x+ rjdV,. 

Por Jo tanto la probabilidad de encontrar a ambas gala."'Cias en esas posiciones será: 

dP12 = p (a:) d\!jp (.r + ;") dl2, 

Tomando en cuenta que: 

p =Po (1+6), 

sustituyendo en Ja ecuación anterior se obtiene que: 

dP,2 = P~ 11 + 6 (x)J [1 + 6 (x + ;")] dVidVi. 

Desarrollando: 

dP12 = P~ [l + 6 (x) + 6 (x + ;ry + 6 (x) 6 p: + r)J dVidl·2. 

Si ahora se toman promedios sobre grandes voltímenes alrededor de las fiuc-t.unciunes: 

(6 (X)),, = (6 (.i.' + r)),, =o, 
por definición de fi11ctuaC'ión. solo las variandas serán distintas de cero. por lo tnnt.u: 

dP12 = µ~ [l + (6 (x) ti (.i.' + r""))] dV,dVi 

A la rantidnd q11e se enrnentrn entre Lrackets se le llama la f"unción de correlación de dos 
puntos: 

f. (r) = (.'i (j;) ¿; (.i' + i')). 

Ln furmn f11ncivnnl. de ésta f11nriún de cutTelnciún de dus µuntus vnrn galo.xi.ns. se hn enruntrndu 
(µur In oUser\"aciún). que sntisfnC"e una le.Y de µutenrins; 

f.(r) = (-,. ) _., 
r., 

donde r~ = 5J,.-l l\/pc y el exvunente r = 1.8. Estn le,v empfrko. es '·álida para un rnngu de esrnlns 
fisiras que ,·ande los 200 J.:pc a los 20 1\lpc. 

Con esta breYe descripción de las funciones de correlación ent1·e galaxias se procede n enruntrar 
la relación que guarda ésta cantidad con el espectro de potendns de las fluctuaciones primordiales 
del unh"erso. 
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4.3.2 Caracterización del Can:apo de Fluctuaciones vía el Espectro de 

Potencias 
En las secciones anteriores se analizó, muy detalladamente, el comportamiento t.emporal de una 
fluctuación 6 (x) , después, también con mucho detalle, se vio la descomposición de ésta función 
en sus armónicos; se mostró como desglosar a cada fluctuación en un conjunto de ondas puras de 
número de onda ié, vía el análisis de Fourier. 

Como se verá a continuación, la razón principal para hacer ésta descomposición, es encontrar la 
relación entre las propiedades estadísticas de la distribución Gaussiana y la función de correlación 
de las galaxias se vuelve rnuy simple. 

Rec-ordamos que el par de transformadas de Fourier para 6 (x) son: 

6 (x) = (2~)ª f 6¡¡ exp (iic. x) d 3 k (141) 

y su inversa: 

6;; = V j 6 (x) exp ( -ik. x) dV (142) 

Para relacionar las propiedades estadísticas de estas cantidades, se tiene que recurrir al teorema 
de Parseval, el cual da una relación entre el cuadrado de 6 (x) y el cuadrado de su transformada 
de Fourier 6¡; : 

V j 6
2 (x) d 3 x = (

2
:)3 j l6kl

2 
d 3 k 

El término de lo. izquierda., no es otra cosa que el promedio, en el volumen V, del cundrado de 
6 (x) : 

El interés final~ es el de encontrar una relación entre la f11nrión de correlnrión y el espert.ru de 
µut.encins l6A:l 2

• Con lo. ex¡..>resión anterior y el hechu de que: 

es posible rnraC"terizar a lns distintas estructuras, vía de su espertro de potencias primordial. 
Entunres, usando el hechu de qllE', los módulos de los modos ó¡; obedecen una dist.riL1u:iún Gnus

sinna mientras qtte sus fases son complet.amente o.lent.orins en el intervalo {O, 27r), se puede rnr
actedzar a dicha distribnriún Gnnssinna en una formo. mny conveniente. Considérese el siguiente 
promedio: 
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donde la primera intefral da ·como resultado una delta de Kronecker ékp, nllentras que la segunda, 

es el promedio de j6¡-I ; por lo tanto se obtiene que: 

Entonces, la distribución de probabilidad Gaussiana que se ha considerado queda completamente 
determinada por sus dos momentos: 

A la cantidad o~ se le conoce como el Espectro de potencias de las fluctuaciones, éste cvn
tiene toda la información sobre el campo aleatorio de fluctuaciones que se planteo desde un principio. 
Clarrunente de la ecuación (140), y el par de ecuaciones anteriores determinan los pnrá.metros libres 
de la distribución, la media vale cero y lo. variancia estará determinada, '-Ínicamente pur el espectro 
de potencias. 

Ya que el espectro de potencias tiene que ver directamente con In desviación estandar de la 
distribución Gaussiana, esta variable se tiene a disposición para ajustar el modelo est.adist.ico con 
las observaciones. 

Como el promedio estadístico de la fluctunción cuadrática es: 

ª2 = 

o en forma integral: 

1 ~ 

<T
2 = (ó2 (x)) = ---ju2 k 2 dk 

(211")2 o " 

entunces el promedio est.adístico de li2 (aJ) , es independiente del punt.o X. Además quedo. e-lo.ro que 
cualquier vruµiedad µnrt.ir11lnr que cunt.enga el c-nrnl'u de fluc-tunriunes. t,endrñ que ver ron In es
t.r11rt.11rn fnndunnl del espert.ro de putenC"ias, que n su vez. t.endrá que ve1· dirertnn1ente run lns 
observo.riones. 

4.3.3 La Función de correlación y El Espectro de Potenci88 
El siguiente µunt.u a aclarar. es la relnc-iún entre In vnrinncin (el espectro de potencias) que uLtn\."imus 
en secciones nnt.eriores y las observaciones soLre la dist.ribuciún de galaxias. Est.u se Jugrn medinnt.e 
la llamo.da funciún de rorrelación de dos punt.us. 

los r1ím11lus de gnlnxins. galaxias, et.rét.ero., se describen usualmente en ténninus de fnnriunes clf" 
rurrelnrión. Corno se vio en In secciún anterior, la función de correlación de dos puntoM e (r} se 
define o.sí: fijo.da uno. gnla..~in en el espacio, el exreso de probabilidad de enruntrnr n ut.rn gnlnxin 
sepnradn •'°de In primern, es la cnnt.idad E; (i'). Est.o es: 

dP = p~ [l +E; (r)) dV,dV,. (143) 
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donde dV. y dl/2 son dos elementos de volirmen apart.ados uno de otro una distancia r. Esta definición 
es equivalente a la definición de la autocorrelación del campo de densidad (también conocida 
como la autocorrelación de masa): 

{(T) = (cS (X) .s (x + r)) (1.t.t) 

donde los brackets angulados indican promedio sobre el volumen de normalización V. Si expresamos 
a las cS's como la suma de componentes de Foul'ier y utilizamos la propiedad (128), en una de ellas, 
se obtiene: 

e (i") =(~¡:.s .. 6j;, e•((f'-9·"')e-•"·") 
k k' 

=EE(.s,..s¡,) e('(f-f•)·r)e-•f·r 
k ~' 

= L ( ¡.s,.¡) e-•ii·•,ya que: (l.~ .. 11.s¡;.I) =O para k' =Fié .. 
(1-15) 

Por lo tanto se concluye que la función de correlación se relaciona con el espect.ru de potencias 
según: 

e Cr'.l = Eu~ exp (-iiC . .-.') 
¡¡ 

y que en el caso de distribución de masa continua se expresa como: 

le (T) = W J u~exp (-ik. ry d
3 kl 

(1-16) 

(1.t7) 

Claramente se observa que la función de correlación { (r) es la transformada de Fourier del espectro 
de Potencias ul por lo que, contiene la misma información. 

Ahora en un universo isotrópico, el espectro de pot.encias de las perturbadones de densidad no 
debe tener ninguna dirección privile.1~iada (por definición), por lo tanto, se debe tener nn et1pectro 
de potencia:s isotrópico: 

(1-18) 

de est.n manera. se podrá introducir en In ecundón (147) coordeno.dns polares run el eje pulnr a lu 
lnrgu de k. usar la c-undiriún de q11e (.es una c-nntidnd i·enl y ent.onces realizar la int.egrariún angular. 

La int.egrariún se hnce suLre la part.e real de exp ( -ik · 1·} 1 es decir, el cos (A;· i·} = c:-us (k1· ros O). 
Como se t.iene qne integrar sobre 11nn distriLnriún isotrúpicn de ángulos, es derir, subre 4 sin 01LO, el 
result.ndu final es: 

V J sin la· e (1") = ---.• - <T~----.trrk2dk 
(2rr)' k1· 

Ésta, es la relación que se buc::~.aba entre la función de correlación { (r) y el espectro de potencias 

"~· 
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4.4 La Función de Masa de Press-Schechter1 y Jedamzik1 

4.4.1 Introducción 
En los modelos cosmológicos estandar, se asume que las pequeñas .fluctuaciones primordiales en 
el campo de las densidades, son las semillas de las estructuras cósmicas que observarnos hoy en 
día, galaxias, cúmulos de galaxias, etciétera., Cuando se dice primordiales, se está pensando en 
fluctuaciones que se generan a un corrimiento al rojo :; ...-..; 1000, que corresponde, más o menos, a la 
época de la igualdad entre materia y radiación. 

Press-Schechter y Jedamzik generan un modelo estadístico que indica el ntlmero (comóvil) de 
objetos colnpsados con masas que se encuentran en el rango (1'1", 1\,1 + dA!) , a una cierta época dada 

La formulación se basa en un conjunto de simplificaciones físicas. Primero que nada Press
Schechter y Jedamzik (PSJ), suponen un universo con n = 1, es decir plano, lo cual asegura que 1ns 
fluctuaciones de densidad crecerán linealmente con el factor de expansión. En segundo lugar suponen 
que el espectro de potencia obedece a una ley de potencias en el número de onda; jókJ 2 ~ k 2

• 

Por otro lado, se postulan un conjunto de hipótesis bastante restrictivas en el modelo. con el objeto 
de librar las dificultades que trae consigo un sistema, cuyo comportamiento es profundamente no 
lineal. Para esto se hace uso de los siguientes artificios teóricos: 

Primero se afirma que, la evolución de las fluctuaciones se describe correctamente con la teoría 
lineal hasta que ésta, se separa de la expansión global del universo para después colapsarse en si 
misma. 

Segundo, se afirma que una vez que la fluctuación llega a este punto, el colapso de la fluctuación 
es totalmente independiente de sus alrededores, de manera que, se convierte en un objeto aislado, 
cuyos procesos internos obedecerán a su autogravedad, a su pr~ión térmica, así corno a procesos 
disipativos de los cuales no nos ocuparemos en este anó.lisis. En conclusión. después de que ha 
llegado a este punto de colapso, la región del universo que ocupa, se comportará como si se trata.se 
de un cuerpo aislado de cierta masa fija. Por simplicidad se asume el colapso de una región esférira. 

Tercero se asume que el campo de fluctuaciones de densidad, en su régimen lineal. se distribuye 
ga11ssianamente. 

Ent.unces, Lñsicarnenle, el mudelu que present.nn PSJ, se bnsa en la cumbinación de estos tres 
element.os: evolución lineal, colapso gravitacional esrérlco y un campo de densidad cuya 
distribución es aleatoria. Gaussiana. Los tres elementos juntos dan una teoría cuasi-lineal y 
cua.si-nna.lftica de la forma~ión galáctica. 

Formalil!lmo de Presl!l-Schechter 
Como mencionarnos ant.es, est.e formalismo asume que la generación de est.ructurn.s rósmirns se deLe 
a las ¡.>equeñns fiuctunciones en el rampo de densidad primordial y que este C"nmpo de fhtrt.ttnriunes 
ubedere a 11na. dist.ribt1riún alentuda Go.11ssinnn. Ésto se expresa mediante: 

p ( <\;) d /ó,¡;j dr/>¡¡ = A exp (- jó.;) ) d jókj d<Pk 
27rai <Tk 

(l-19) 

donde r/>k es la fase del modo de Fourie1· del campo de contraste de densidad ó¡¡, esta fase obedece a 
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una distribución aleatoria uniforme y donde u¡ es el espectro de potencias. 
En esta aproximación cuasi-lineal, se busca una función que exprese la manera en que se dis

tribuyen las eetructuras de distintas esc&las. Así que, será esencial, el USQ de un campo de fluctua
ciones (excesos de densidad o contrastes de densidad) filtrado a un tamaño dado 1\1 que represente 
la maaa contenida en una región cuyo volumen sea V y cuya densidad sea la densidad promedio en 
ese volumen: jJ : 

y 

6M = ~ /~ 6¡; e''·"' W [k, V (.M)] d 3 k. 
(27r) o 

Como dijimos, la relación entre V y /11 estará dada por: 

47r 
.M = 3iH'-

Por lo tanto, si definimos: 

Mw = ¡; J W (x) d3x 

y adicionalmente, la ventana encargada del filtraje, \.V, se escoje tal que: 

con: 

W [k, V (Mw)] = { ~: k :5 kc } 
k > kc 

(V(M..-))l 

uLtenemos lo que se C"onoce como la representación cortada de las fluctuaciones. 

(150) 

(151) 

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 

En todo este problema la elección de la ventana es totalmente arbitro.ria: cambio en la fortno. de la 
vent.~a, trae como conseC"ttencia una modifi.C"ación de la región de muestreo y por lo tanto un rarnbiu 
cuantitativo en el 1·es1.iltndo. Clat·o que si la región es lo suficientemente grande, en compo.rariún e-un 
la evanesrenC"ia de los burdes de la ventana de filtraje, estos cambios serán desprecio.bles. A pnrt.ir 
de ahura omitiremus el subíndice W, sobre entendiendo que la maso. A/ es en realidad una vent.o.nn 
multiplico.da po1· una cantidad de masa. 

La relariún qne guo.rdn esta masa de escala k, cun su espectro de potencias c7 (/\,f), es: 

Escogiendo un espectro de potencio.a en k que vaya como ley de potencias el resultado es: 
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(n+3) 

cr2 (l\f) = (2!-) - a 
JI.fo 

donde !vio es tal que o-2 (/v/0 ) = l. 
Ahora bien, la fluctuación de exceso de densidad ÓM irá creciendo aproximadamente en forma 

lineal hasta que después de llegar a su valor crítico, (que en el caso de una fluctuación esférica vimos 
que es Óc = 1.69), la fluctuación literalmente se hac-e pelotas y se afirma que: esa flurt.uadón hn 
colapsado y a virializado, eso es todo. 

El asunto es, ya que se tiene el comportamiento de una masa en particular, cumo se podría genernr 
una función que describiera la probabilidad de que al observar por el telesc-opio, C"ontamos todns las 
galaxias que hay hoy en día y luego las clasificamos por tamaños, se encuentra que nus rodean por 
ejemplo, 50 galaxias grandes. 

Pero no solo eso sino que si además hace 10 años hubiera hecho el mismo experimento, cual sería 
Ja probabilidad de encontrar: 3 galaxias chicas. Es decir que1·emos saber cual es la probabilidad 
de encontrar una cierta cantidad de galaxias de tamaño dado, pero además queremos saber C"omo 
cambia esta probabilidad con el tiempo. 

Press-Schechter se propusieron pues el encontrar una función de probabilidad tal, pero con la 
propiedad que esta se pudiera encontrar tan solo proporcionando la expresión funcional del espectro 
de potencias primigenio, es decir el espectro que corresponde al campo de fluctuaciones inicial, del 
que tanto se ha hablado aquí. La descripción es como sigue: 

La probabilidad de encontrar una región con una masa /lf en la que el exceso de densidad de ést,n 
región por lo menos ya tiene un exceso de densidad de colapso 6c estará dada por: 

~· 1 [ {;2 ] 
F (> f>c, M) = J ..j exp - 2 (M) d6 

6 c 2:rra2 (/\f) 2<T · . 
(156) 

Distinguimos dos aspE'rtus iinµortantes en la formulación, primero, que se 11sn nna distriburiún 
de probabilidad Gaussinna, esta es una hipótesis perfe<"tamente sensata, tornando en ruenta que se 
esto. explutnndu µur µ1·imern vez esta aµroximndón al pruLlema. Después se regresará a est.e p11nt.v, 
por Ju µrunto lo tumn1nos rumo lo que es, una primera hipótesis sensata. 

El segundo nsperto interesante es rumu P&S asocian la probabilidad de enc-un.t.rnr uno. regiún 
de escala Al ruyu runt.raste de densidad Ó1r.1 es ya nn exreso de densidad 1nn.yur que ti,. medinnt.e 
In rula de la dist.riLuriún { nn det.alle t.écniru: es interesant.e ver que mientras un.u nu se µreurupe 
por el rumplemento de esta ¡..U"oLnbilidnd, el formalismo garantiza obtener probabilidades asudndns 
n rontrnstes de densidad µusitivns en raso contrario hay µroblemns). Entone-es esta fúrmnln indirn 
que dada In mn.sn Al, t.endrernus 11n µutencin asocio.da a ( /IJ) , la cual definirá una nnC"h11rn de- In 
rnmpann de Gnuss y pur lu tnntu estnrínmus tentados n decir que si obse1·varnus pui· el telesruµiu 
siempre ocurrirón dos rusas: 

1) Encontraremos muy puquit.us ol>jet.us de masas J\l's que tengan Ó1r.1 = oo 
2) Si aproximadamente a ,..._, 1/ Al y ésta determina la anchura de la campana, entonres mientras 

más pequeños sean los objetos más probabilidad tendremos de encontrarlos e-un sobre densidades 
del orden de 6 0 • Ver figura: 
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La segunda afirmación tiene sus problemas y es que el objeto observado Al puede, en realidad 
tener una enorme variedad de tamaños, en la siguiente figura se aprecia por lo menos cuatro casos 
de los cuales solo uno es el que serviría para hacer la inferencia 2). 

Esto da una idea de la ilusión que genera el uso de filtros, en cierta forma es paradójico que con el 
afán de contar objetos aislados se haya escogido un detector que lo tinico que no hace es: ¡¡ distinguir 
objetos aislados !! 

Sin embargo estos eran los primeros pasos en el int.ento de encontrar la frac-ción de objetos con 
tamaños dados ent.re Al y dA-1 cuyo exceso de densidad 6.At sea mayor que el eXC"eso de densidad de 
rolapso 6r y lo que se especuló fue que esta frarción de objetos estaría determino.da µur 

c'JF' 
f (111) d/11 = -2 c'J/I/ di\/ (157) 

u bien: 

dF 
f (/\/)di\/= -2 d/lf di\/ (158) 

dunde la relnriún run el númeru de oUjet.us run masa 1\1 y A/+ di\! es: 

n(/11) = ( ~: ) f (lit) (159) 

ent.unres Regian Press&Sc-herhter: 

1 µ dF 1 n(/lf) = -2fíT"-¡¡¡::¡- = np• (160) 
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El razonamiento para obtener e•ta fórmula fue como sigue: cambiando 6M --+ 6v , entonces 
la ecuación(156) , da la probabilidad de encontrar objetoe medidos a escala V con contrastes de 
densidad mayores al de colapso 6 0 : 

F (6v > 60 , V) = 'P (V) 

F (6v < 60 , V)= 'P (V) 
ésta denotaría la probabilidad de encontrar objetos medidoe al tamaño V tales que no alcanzan el 
exceso de densidad de colapso, - decir el complemento de los objetos denotados por V. 

Lo que se busca son aquellos objeto• con escala V que ya no colapaan a una escala mayor 
V+ dV. La probabilidad de obtener esos objetos es: 

f (V)dV = 'P(V)'P (v +dV 1 v) 
el primer factor del miembro derecho, es exactamente la F, es decir la probabilidad de obtener 
objetos medidos con escala V tales que su contraste de densidad sea mayor que el de colapso 60 • El 
segundo factor es una probabilidad condicional, y da, teniendo la probabilidad de que, medidos con 
una escala mayor V+ dV, ya no alcancen el exceso de denaidad de colapso 6 0 • 

Usando la definición de complemento de un conjunto, la ecuación anterior se escribe como: 

f (V)dV = 'P (V) (1- 'P (V +dV 1 V)] 

usando el teorema de Bayes, el último término se puede escribir en términos de la probabilidad 
nllxta: 

es decir: 

f (V) dV = 'P (V) (1 - 'P (V + dV, V) J 
'P (V) 

f (V)dV = 'P (V) - 'P (V+ dV, V) 

Ahora bien, Press&Schechter afirman que: si un objeto a la escala V + dV tiene el exceso de 
densidad de colapso, entonces a una escala menor, siempre tendrá tm exceso de densidad mayor 
que el exceao de densidad de colapso. Por lo tanto si: 'P (V+ dV, V) = 'P [(V+ dV) n V] y V 
C (V + dV) neresariamente se cumple que: 

'P (V + dV, V) = 'P (V + dV) 

Es decir: 

f (V)dV = 'P (V) - 'P (V+ dV) = - ~~V) dV 

el siguiente paso es regresar a la función F y obtenemos casi la ecuación(157) : 
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Excepto por el 2, la fórmula ea igual, este doe causó muchos problemaa ya que es necesario tenerlo 
al queremoe que al 11umar todas la11 fracciones posibles, estas den la unidad. Lo que se encuentra es 
que: 

z J (M} dM 
~ 8F -¿ aM dM= 

~ a [~ i [ -L 8M l J27ru2 (M) exp -

de aquí que ad hoc se imponga el factor 2 en la ecuación (157) . Aquí dejamos el análisis de 
P........&Schechter y pBllamos a una nueva formulación para encontrar la distribución del número 
objeto. -gun BU masa y tiempo. 

4.4.3 Formalismo de .Jedarnzik2 

Noe podemos dar cuenta de que la manera de contar loa objetos 11egun el método de PS no es del 
todo cierta pues una de las afirmaciones clave en su formulación es la que afirma que: 

'P (V +dV, V)= 'P (V+dV) (161) 

Pero no olvidemos que en este contexto V representa más que un simple volllnlen, rep1·esenta a 
una región del espacio de volumen V que además tiene una sobre densidad igual o mayor qne 6c. 

Entonces, como podemos ver en la siguiente figura la ecuación anterior no es siempre cierta, 
no siempre un objeto muestreado en la escala V + dV con exceso de densidad 6r snt.isfo.ce que 
muestreandu a una escala V siga teniendo el ex<"eso de densidad éc y por lo tanto en general: 

V~ (V+dV) (162) 

Esto por supuesto destruye por completo el esquema anterior. 
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En la figura anterior, solo en el diagrama I y II el exceao de densidad sigue siendo el mismo 
para M y M' ( donde M -- V + dV y Jlll' -. V ) el diagrama I I I se opone a ésta suposición. 
Evidentemente no tomar en cuenta este tipo de situaciones trae como consecuencia un problema en 
el conteo final. 

En 1995 Jedarnzik propone una formulación alternativa, en la que el problema de conteo se 
reeuelve introduciendo el concepto de Resionea Aialadaa, eaencialmente con"i"te en fabricar una 
estadística sobre Jos objetos de distintos tamaños, usando como herramienta fundamental a Ja. región 
M* Ja cual por hipótesis es tal que: 

I) cualquier l\f < M* solo debe tener un exceso de densidad 6 = 6* 2! 6c. Dos ejemplos de 
regiones aisladas donde se ilustra esto es en la siguiente figura: 

-

-a. 
a. 

' 
~ 

-1 • . 

II) En particular cualquier Jl¡f < M* que tenga una exceso de densidad menor que el exceso de 
densidad de colapso será contada como un objeto que eventualD1ente virializará y colapsará 
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111) Y cualquier M > M* que tenga un contraste de densidad mayor que el de M* se contara 
como un objeto que eventualmente colap-ará en un objeto de mayor tamaño. 

Con eat- reatriccionem al concepto de región, se puede hacer un conteo correcto. El formalismo 
es corno aigue: 

Ordenamom al conjunto de e11ealaa M* por tamaño: ( Mi* < M/" < J\1':f' < ... ) y consideramos 
al volumen L 3 de ...cala M > M~. La fracción del volumen con exceso de densidad 6e, debido a las 
regiones aialadaa de menor tamaño Mt", estará dada por: 

F (6e, Mi) L3 = n (Mt'°) V¡L3 + · · · (163) 

donde V. el volumen amociado a la -cala Mi* vía: V,¡;= Mi* y F (60 , Mi) es la probabilidad de que 
una región de tamaño Mi tenga un contraste de densidad promedio igual o mayor a 60 , 

Lo que se tiene que añadir, es la fracción de regiones M de tamaño Mt que estén incluidas en las 
regiones aisladas más grandes ( M:f < Mt' < A-11' ... )que ee encuentran en el volumen grande L 3 : 

Para Introducir estas regiones en el conteo usamos la probabilidad condicional, P (Mi 1 M/") , de 
que, dado que ya se encontró una región aislada de tamaño Al:', adentro encontremos una región 
de tamaño Mi. Aun que ésta región no es aislada (por estar dentro de una región aisladn), tendrá 
tm contraste de densidad mayor o igual a 6e: 

F (6M, 2': 60 , Mi) L 3 =ni (M;") V¡L3 + n (Mf) V,,L3 P (1111 1 lit:')+··· (164) 
Los términos faltantes serán similares. El resultado final es que la fracción de objetos virializndos 

correspondientes a la escala M 1 con 6,.11 ~De en el volumen L 3 serán: 

o en forma integral: 

1 ~ 

F (SM, 2': 6e, Mi)= ---L M,*n (M,*) P (Mi 1 M;*) 
p •=1 

: j M'n(M')P(Mi I M')dM' 
p M~ 

(165) 

(166) 
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donde n (M*) e11 la llaniada función de masa o bien el número de densidad de objetos aislados de 
eacala M*. Para poder extraerla de la awnatoria (o de la integral) calculamos la ecuación anterior 
para toda M,* obtendremos una expresión matricial del tipo: 

Pin 11 [ n (M,*) M,* J P,,,, n (M:') M,.* 

;,.n n (M~) Mn* 

(167) 

donde P,; = P ( M, J kf;*) donde evidentemente P ( kt,· I M;*) = O para M; > kl;* y P (Al; I M,*) 
1 por Jo que la eeuación matricial l!liempre tendrá la forma: 

f 
F(M1)l lll F(~2) = ~ 
F(Mn) O 

P12 

1 

o 

(168) 

y la obtención de Ja función de maaa ae reduce a invertir esta ecuación matricial. La diferencia entre el 
resultado de .Jedanizik y P.--&:Schechter - que, por ejemplo, para Presa&:Schechter la probabilidad 
de encontrar una región M 1 en Ma* con las mismas características de M 1* - la unidad lo cual no 
necesariamente es cierto, ya que como hemos estado repitiendo M* involucra un tamaño y una 
sobre densidad, entonces, reescribiendo Ja segunda fórmula de esta sección, la ecuación(162), para 
i < j, obtenemos que en general: 

(169) 

por lo que en general: 

(170) 

Para apreciar en todo su esplendor la diferencia entre Ja fórmula de PS y Jedarnzik, derivo.mas Ja 
ecuación(166) respecto de la masa: 

f (M) = dF(óeoM) 
dM 

acumodando los términos: 

= -~M n (M) + ~ j~ M' n (kl') dP (M 1 M') dll-1' 
p p M dM' 

n(M) = ( +) [- dF'~if M) + + z M'n(M') dP(::J, M') dM'] = nJ 

(171) 

(172) 

Lo cual muestra una clara diferencia con respecto a la ecuación de PS. Solo suponiendo que la 
derivada de la probabilidad condicional sea una delta de Dirac: 
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dP(M IM') 
dAf' 

=6(M-M') 

y tornando el límite cuando M - O en la ecuación(l72), recuperaríamos la fórmula de PS: 

n(M)=-2( ~ )f(M) 

ecuación(159). Con esto danios por terminado el análisis de la función de masa. 

4.5 Historias de Formación. Galáctica 

4.5.1 Introducción 

(173) 

(174) 

En esta sección aterrizaremos loa resultados anteriores y partiendo de loe resultados de Press&Schechter
Jedantaik y de una hipóte•i• probabilística de la agregación de materia, podemos obtener las posibles 
historiaa de formación galáctica. Después plantearemos algunaa de las dificultades que se encuen
tra el modelo ortodoxo de campos de fluctuaciones de distribución GaU1111iana y propondremos una 
formulación alternativa a este modelo, basándonos en un modelo de campos de distribución Lognor
mal. Este corrige, principalmente, el uso sistemático de densidades más negativas que -1. Además 
de -o -te modelo no intenta se más que un modelo de exploración en el manejo de estadísticas 
no-Gauaaian-. 

4.6.2 Formaliamo Gaussiano de Bower3 

El -tudio de las galaxi .. se puede realizar desde dos perspectivas totalmente distintas. La primera 
se aboca a describir la evolución de una galaxia a partir de los ingredientes internoe que lo. componen, 
sin tomar en cuenta el proceso evolutivo que sufre el entorno. La otra perspectiva intenta explicar 
la evolución de una galaxia desde el punto de vista cosmológico. Es decir se plantea la pregunta: 
¿Cuáles son loe parámetros que permiten vincular la evolución de una galaxia, con la evolución 
global del universo? 

La propuesta de Bower para contestar a esta pregunta es extraordinaria. Bower primero que nada 
plantea que: 

1) el parámetro que cont.iene la información cosmológica inicial del campo de fluctuaciones es el 
espectro de pot.encias. Aquí iestá la información sobre el escenario de materia oecuro. y bnriónica en 
el que se desarrollara la galaxia. 

11) la función de masa es la estructura teórica más adecuada para representar las solución al prob
lema ya se trata de un aparato estadístiC"o que trata precisamente con la distribución de estructura 
en el universo. 

III)una hipótesis estadíst.ica Gaussiana, la cual, por ser bipararnétrica permitirá hacer predic-ciones 
de las fluctuaciones del campo, usando como regulador al espectro de potencias. 

La construcción teórica del formalismo, se basa en un conjunto de definiciones e hipótesis físicas, 
estas permitirán al final tener un modelo predictivo sobre la evolución galáctica. 

1) DEFINICIONES: 
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1).llamamoa exceso de den11idad promedio al valor promedio de la den11idad en un volumen V 
dado, - decir la cantidad: 

j 6(r')dV 
6v Et V (175) jdv 

V 

2) llamamos densidad crítica a la densidad que se obtiene extrapolando el valor de colapso y 
virializaci6n. de una región esférica, al régimen lineal. Su forma funcional respecto del tiempo es: 

6, = 1.69(1 + z) (176) 

3) Denotamos por V' al volumen que ocupa una galaxia de masa M'. al día de hoy. La galaxia 
tiene la propiedad de estar completamente virializada hoy en día. 

4) Denotamos por uv a la variancia de 6v. 
11) IDPÓTESIS. Las hipótesis teóricas son de diferentes caracteres: 
1) Se asuzne la evolución lineal de las fluctuaciones como esquema fundamental. 
2) Asumimos que el promedio de loa contrastes de densidad promedio de los subvolúmenes de V' 

coinciden con el contraste de densidad promedio de V'. 
3) Asumimos también que el campo de fluctuaciones promedio, obedece a una estadística de 

campo aleatorio Gaussiana. y por último asumimos que: 
4) la única cantidad que interviene en el proceso evolutivo de la galaxia (desde el punto de vista 

cosmológico) es el espectro de potencias. 
III) FORMALISMO: 
En loa tiempos en loe que el universo desciende su temperatura al punto en que la materia 

y la radiación se desacoplan, la materia se encuentra distribuida a grandes escalas homogénea e 
isótropamente, sin embargo a pequeñas escalas, el universo está plagado de pequeñísimas fluctua
ciones de densidad, estas fluctuaciones, son la semillas de lo que se vemos hoy en día como galaxias, 
cúmulos de galaxias etc. 

Considérese a la distribución de probabilidad del exceso de densidad promedio 6 1,. en algiín vol
umen V escogido aleatoriamente y proponemos que esta probabilidad obedece a una distribución 
Gaussiano.: 

P(óv) = l ( 6?, ) exp ----
.../2~ui 2ui 

(177) 

Y ya que usaremos esta expresión para describir la evolución de una galaxia, es importante notar 
que en este formalismo Ja ecuación anterior define Ja estructura estadística de nuestra descripción. 
es decir, se asuine que no crunbia en el tiempo. Así toda la información temporal queda incluido en 
el espectro de potencias definido por uv como vimos secciones anteriores, el espectro de potencias es 
el resultado de analizar el comportamiento de las ftuctuaciones de distintas eacal&a al eer proceeadas 
por los distintos estadios del universo. Ahora bien, por la forma en la que evoluciona el espectro 
de potencias se puede ver de dos maneras distintas. Por un lado podemos fijar el tiempo t = t 0 en 
una estructura de escala bien determinada, por ejemplo M = 107 Ar0 , e ir obteniendo un valor del 
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e•pectro de potencias uv conforme el tiempo transcurre. El resultado de este procedimiento es que 
la maaa M al tiempo t = t1 tendrá un valor del espectro de potencias equivalente al de una masa 
menor M' al tiempo t = t 0 • 

n;;;;¡;;; 

-r:::! 
M'M Masa ~M .. a 

'----~_) 

Debido a este comportamiento es totalmente equivalente mantener al espectro de potencias fijo 
eri el tiempo y suponer que conforme el tiempo transcurre, la estructura en consideración, creció 
desde una escala M' hasta convertil'se en una estructura de masa M. 

~ M'M Masa 
(t•t.)(t•t.) 

En conclusión tenemos las siguientes implicaciones: 

(ti --> lo) ==> 
(M'--. M) ==> 

(M'--. M) 
(uv• - uv) 

y afirmamos que toda la información evolutiva se encuentra en el espectro de potencias. 

(178) 

Entonces un conjunto de distribuciones Gaussianas con O'v0 , O'V¡, ••• , uv ... , ordenadas de tal manero. 
que uv0 < ov1 < · · • < O'\-';., implica (para espectros de potencias como los de las figuras a.nt.eriores) 
que la masa más grande corresponde a uv0 y por Jo tanto se trata de la estructura más reciente del 
conjunto. Notarnos también que este tipo de estructuras serán pocas ya que uv0 pequeñas implica 
una campana de Gauss muy picuda y por lo tanto, serán muy pocas las estructuras que alcancen el 
exceso de densidad de colapso Óc. Por otro lado las estructuras con grandes D"vn (masas pequeñas) 
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tendrán una campana de Gauss muy extendida y por lo tanto serán muchas las estructuras de estas 
eacalas las que alcancen au exceso de densidad de colapso. 

Todas eatas características llevan directamente a lo que ae conoce como un proceso de evolución 
jerárquico, e implica un esquema de evolución en el que las estructuras primitivas más favorecidas 
son las de escala pequeña~ luego estas crecen y se funden entre si para formar estructuras de mayor 
envergadura. 

En este contexto, un objeto puede ser de tres tipos, puede tratarse de una masa de ese tamaño ya 
colapsada y virializada, puede tratarse de polvo que ocupa esa región o una combinación de ambas. 

El proceso de fusión entre grandes objetos virializados se conoce como Proceso de Agregación 
y al proceso de incorporación de gas y polvo a un objeto de mayor tamaño se le conoce como 
Proceso de Acreción. Dependiendo del contexto en el que se este haciendo el análisis, se usara el 
primero, el segundo o una combinación de runbos. 

Con las consideraciones anteriores y algunas restricciones física adicionales finalmente podremos 
construir un modelo consistente con la evolución galáctica. 

Imaginemos que ubicamos una región del espacio de volumen V la cual ya ha colapsado hoy en 
día, y tiene uno. sobre densidad ó, podemos imaginar que esta región en un tiempo anterior habrá 
estado formada de un subvolumen V' cuya sobre densidad es la de colapso y un subvolurnen que 
aun estaba con una sobre densidad por debajo de la de colapso. 

Entonces el proceso evolutivo de una galaxia decimos que se simula estadísticamente por un 
proceso que cumple con la siguiente ley de agregación o acreción: 

P (V', Óv• ;::: Óe 1 V,óv) (179) 

Es decir que dado un objeto virializado V, cual es la probabilidad de que una cierta fracción 
de este V' ha.ya virializado en un tiempo anterior. Iterando esta fórmula, podremos encontrar la 
probabilidad de que la subregión V' virializada, en un tiempo anterior haya est.ado formada vor una 
fracción virializada v": 

P (V", óv" 1 V', óv•) (180) 

y o.sí sucesivamente. Nuestra meta entone-es, es encontrar la fórmula explícita en t.érminos de una 
distribución Gaussiana. 

La manera de encontrar esta expresión es prhnero desglosar a la probabilidad en proLaLilidades 
mns sencillas de calcular, pn.1·a. est.o usamos la fórmula de Bayes: 

Donde por comodidad hemus omitido las V'.-1. 

J> (óv., óv) 

P(liv) 
(HH) 

Es decir necesitamos la distribución de probabilidad mixta de encontrar los volt"'unenes V y V'' 
y además la distribución de probabilidad de encontrar una región con volumen V,que tenemus en 
la ecuación(l77). La probabilidad mixta la podemos encontrar a partir de la ecuación(l36), para 
distribuciones Gaussianas multivariadas. En general para una distribución bivariada la probabilidad 
mixta sería: 
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(182) 

donde 4:c =:e - ~. 4y =y - g , y como habíamos definido antes M,i es la matriz de covariancia, 
que en este caso tendrá loe valoree: 

(183) 

dividiendo la. ecuación(l82) entre la ecuación(l77) obtenemos la probabilidad condicionada que 
busca.moa. Desarrollando explícitamente en términos de la matriz de covariancia: 

P(:c 1 y)= 

Lo que indica que se trata también de una distribución Gaussiana. 
Ahora bien, asociando: 

{ 
6v• } 
<Tv• 

{ !~} 
Obtenemos la probabilidad deseada entre ambas regiones: 

(184) 

(185) 

(186) 

Como ae puede observar hay todavía un elemento libre la/; , éste coeficiente se le llama Parámetro 
de Correlación y su función es la de dar cualquier vínculo existente entre ambas distribuciones. 
Por ejemplo si en nuestro caso la distribución de probabilidad de encontrar (V, 6v), no influyera 
en nada con lo. probabilidad de encontrar (V',t;,,,), entonces se dice que las distrib11ciones son 
Independientes entre sí y por lo tnnt.o: 

¡; = o (187) 

A continuación veremos que en realidad existe una dependencia ent1·e la distribuciones y por lo 
tanto el valor del parámetro de correlación será distinto de cero. 

La dependencia entre arnbn.s distribuciones se debe a una condición física. Imaginemos que 
tenemos a la región V ... y ésta a su vez contiene a su subregión V'. La contención va a significar dos 
cosas., la obvia, es que el subvolumen estará adentro del volumen y la segunda es que el promedio 
de los excesos de densidad de los subvolúmenes en V tendrá que ser igual al exceso de densidad del 
volumen V: 
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(óv)v• = Óv• 

por lo tanto si las definiciones de los elementos de la matriz de covariancia son: 

uv = (óv, óv) 
<Tv• = (óv•,Óv•) 

{ = (óv,óV') 

usando la ecuación(l88) en la ecuación(l89, e) vemos que el resultado es: 

{ = (óv, (óv)v,) 

Que en el caso límite en que el subvolumen V' sea igual al volumen V tendremos: 

{ = (óv,óv) = ui 

Este resultado cambia la ecuación(l86), a una expresión m.ucho más sencilla: 

P(óv• 1 óv) = (óv• - óv)
2 

] 

2 (u:,. - u:,} 
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(188) 

(189) 

(190) 

(191) 

(192) 

En esta expresión podemos apreciar como en el caso límite en que V » V', entonces uv < O'v1 y 
lo que obtendremos es que la probabilidad de encontrar una región de volumen V' y sobre densidad 
óv• obedecerá a una distribución Gaussiana centrada en óv lo que significaría que la sobre densidad 
se encuentra sobre una plataforma de densidad mayor a la densidad promedio del universo. 

Siguiendo con el p1·ocedim.iento de Presa&Schechter y Jedamzik, calcularnos ahora la función de 
masa, para así determinar el número de objetos de cierto tamaño, virializados y que se encuentran 
contenidos en una región restringida al volumen V de masa M 

Es decir tratamos de encontrar la función: 

f (M',óc 1 M,ó) (193) 

la cual la calcularemos con el ansatz de Press&Schechter o su equivalente, Ja versión de Jedamzik 
en un espacio con mat.erin distri,buida tal que: dP!:1}M'l = ó (JW - 111'): 

f- (111' ó 1 M ó)dM' = -28F(M',óc1 M,ó) dM' 
'e , 8M' (194) 

Evidentemente esta ea una aproximación, pero al parecer la mezcla del ansatz y la distribución 
Gaussiana y resolver la matriz de Jedamzik ecuación(l68) con uno distribución Gaussiana dan el 
mismo resultado estadístico. 

En semejanza a la ecuación(156), In probabilidad de encontrar una fracción de masas 11'1' con 
sobre densidad igual o mayor que Ce, contenidas en una región de trunaño mayor M y sobre densidad 
6 estará dada por la ecuación: 

F(M',óc 1 M,ó) = 7 P(óv• = ó' I óv = ó)dfJ' (195) 
6e 
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sustituyendo la fórmula de la probabilidad condicional, ecuación(192): 

(196) 

o bien: 

- , 1 
F(M ,6c 1 M,6) = .Jií e -y dy (197) 

Ahora si usando el ansatz de la ecuación(194) podemos dar una expresión para la probabilidad 
de encontrar una fracción de la masa total M, que está contenida en grupos colapsados con masas 
entre kl' y dM', a un tiempo anterior. Como la ecuación anterior está expresada en términos de 
la variable muda y, la diferenciación parcial se puede realizar explícitamente dando como resultado 
final: 

j (M',60 (t) 1 M,6)dM' = - ~ U'M' du,,,11 1 

-(u-~-1-, -=-.;;:.u-~-)~¡- (60 - 6) exp [6) dM' dM (198) 

con: 

6= 
2 ( u~1 • - u~1 ) 

(199) 

Entonces la manera de usar esta formula es como sigue: 
Primero, decidimos si queremos estudiar una galaxia de campo o un círmnlo de galaxias, en el 

primer caso ésta formulación representará un proceso de agregación, en el segundo caso representará 
1m proceso de acreción. La rnzón fundamental para no explicar con este formalismo la evolnción de 
galaxias de cl1mnlo, es que en 1·eo.lidad éstos no son objetos aislados, sus halos de materia. oscura se 
funden entre sí, de esta manero. lo que nosotros observamos es la aglutinación de materia ba.riónica. 
que cae en los vasos de potencial más pronunciados del Clirnulo. Por este motivo continuamos con 
el estudio de las galaxias de campo. 

Segundo, seleccionamos la masa f\,/, que corresponde a la galaxia que queremos estudiar. Esta 
masa, dará inrnediat.amente algún valor del espectro de potencias OJ1,f9 afirmamos que ésta go.ln...~ia 
ya ha colapsado y virializado: 6 ;:: 60 , hoy en día: t 0 • 

Tercero, se escoje un tiempo t 0 - At anterior. A éste tiempo le corresponderá una distribución 
de probabilidad j [t1) determinada por la masa M y la <7M,según la ecuación (198). 
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I 

t 

Cuarto, se escoje un ntíznero al azar entre O y 1, y se iguala a J (M', 6c (ti) 1 A-I, 6). De ésta 
manera, el único paráJnetro sin fijar es el valor de M'. Se despeja a M' de la ecuación(198) y de 
ésta manera se ha encontrado en forma estadística la masa de la eubregión contenida en el volumen 
original, que al tiempo t 0 - 6t ya se encuentra colapsado. 

Quinto, se encuentra en el espectro de potencias. El valor de CT correspondiente a M' será o-,,1,. 

Sexto, se realiza el mismo procedimiento solo que ahora usando la distribución de probabilidad: 
J (M", 6c (t2) 1 M', 6') , tal como se muestra en la siguiente figura: 

i 

El resultado final se puede apreciar en la gráfica 1 en el capít.u]o siguiente, en la grá.fi.C"a 2 se 
destaca i'1nicamente lo. trayectoria promedio de todas las historias de acreción. 

Así, se ha obtenido una descripción de la evolución de una galaxia en términos de un parámetro 
cosmológico fundamental, el espectro de pot.encias: uM. La información obtenida en este proceso es 
el conjunt.o de todas las posibles historias de acreción de una galaxia. 



78 El Campo de Fluctuaciones Primigenias 

Como se puede apreciar en la gráfica 3t la curva de rotación asociada a ésta.., es una curva de 
rotaci6n plana, exactamente como se observa en la generalidad de las galaxias. 

Sin embargo, la parte de la curva que representa al núcleo de la galaxia no corresponde a los 
núcleos de densidad constante observados. 

4.5.3 Historias de Formación: EstadísHca no Gaussiana 

4.5.3.1 MoUvaclonea 
Hasta el momento se ha desarrollado el análisis estadístico de la evolución de las fluctuaciones 
primigenias del universo, alrededor de la siguiente hipótesis: las leyes estadísticas que obedecen los 
procesos jerárquicos, de formación de estructura en el universo, son siempre Gaussianas. Sin embargo 
esta hipótesis no es definitiva ni mucho menos, el objetivo principal de esta tesis será precisamente 
abordar una estadística no Gaussiana. 

En el resto de la tesis se investigará la sensibilidad de un cambio de estadística a una predicciones 
erróneas e irreparables del formalismo Gaussiano, a saber, la predicción de halos con núcleo 
singularmente denao. Además se tratará (al menos en forma cualitativa) de vincular este hecho 
con el defecto de la estadística Gauasiana de considerar densidades negatl'Yfts. 

Quizás la principal razón por la cual no se han investigado modelos no Gaussianos es la com
plicaci6n de sus cálculos. La gran mayoría de las estadísticas no Gausaianas no son tratables 
analíticamente. Por esa misma razón aquí se explorará una estadística no Gaussiana, la estadística 
Lognormal, esta estadística tiene dos puntos a favor y uno en contra, 10& puntos a favor son: l. Es 
tratable analíticamente, 2. no incluye densidades negativas. El punto en contra es básicamente que 
la estadística Lognormal no se propone (al igual que la Gaussiana}, por algún elemento físico. 

4.5.3.2 Propiedades Estadísticas de la distribución Lognormal 
La función de distiibución de probabilidad N-dimensional para un campo aleatorio Lognormal vuede 
ser obtenida a partir de una función de distribución de probabilidad N-dimensionol para un campo 
aleatorio Gaussiano. Todos los detalles sobre las ecuaciones que siguen se encuentran en el Apéndice. 

La función de distdbución N-dimensional del campo Lognormal es: 

P'LN (y,' ... ' YN) = ---=-1--~
(27r} 'f (det M) t 

N exp ---}:}:M¡:¡'(lny,-1•,,,}(lnw-11-11,) 
1 [ 1 N N ] 

TI Y• 2 •~1;~1 
•=t 

(200) 
donde M es la matriz de coval"io.nc-io. y donde ro.da 1lt corresponde a la i-ésima componente del camµo 
aleat.orlo jj = y(i'1· 

De lo. ecuación (200) se desµrende que la función de distribuc-ión unidimensional del cam}'o Lug-
normal será.: 

PLN (y) = -=~v'21i'a,, 
(201) 

donde claramente la probabilidad de encontrar a y ent.re (-ex>, O} es nula y entre [O, ex>) estará dada 
por la ecuación anterio1·. 
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La propiedad estadística más importante de las distribuciones son sus momentos. El momento 
n-ésirno de la Lognormal es: 

1 (yn)=exp [nµ.,, + ~ (no-11 )
2

] 1 (202) 

Usatnos este resultado para calcular la l'Yiedia y la Variancia del catnpo. La Media se define como 
(y1 ) por lo tanto: 

1 (y)=exp [µ., + 4u;J I (203) 

La Variancla se define como: 

(204) 

sustituyendo las ecuación {202) con n = 1 y n = 2 en la ecuación anterior, obtenemos que la variancia 
es: 

1 E 2 =exp [2 (µ.,, + u:)J-exp [2µ.,, + u;J I 

A continuación loa resultados más importantes de la estadística condicional. 

4.5.3.3 Análisis de la Probabilidad Condicional Lasnormal 
Sean las Distribuciones Marginales de la Variable aleatoria (x, y) : 

PLN (x) = 
1 

exp [-
(ln X - p.z)2 ] v'21i'u., X 2o-~ 

PLN (y)= 
1 1 

exp [-
(ln y - µ,,)2 ] v'21i'<T., y 20-: 

(205) 

(206) 

(207) 

Entonces si la probabilidad condiC"ionada de que oc-un·n x dado que ya ocnrriú y esta detennino.do 
por la fórmula de Bayes: 

PLN (x 1 y)= 
P1.N (x,y) 

P1.N (y) 

y por definición la Dist.ril>tu:-iún de proLal>ilidad Mixta bidimensional (x, y) es: 

donde: 

60 = { CT~ (lnx -1•.,)2 
- 2( (lnx - µ.,) (lny -1•11 ) } 

+u~ (In y - µ 11 )
2 

Obtenernos que la probabilidad condicional es: 

(208) 

(209) 
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210) 
Otra cantidad que será de utilidad es el valor promedio de encontrar ax, dado que ya ha ocurrido 

y, se encuentra que es: 

() ( 
(lny-µ.,) 

x LNc~d = exp µ,, + ( u: (211) 

Con esto finalizamos el resumen de las propiedades estadísticas asociadas a la distribución de 
probabilidad de un campo Lognormal bivariado. 

4.5.4 Evolución Galáctica: Estadistica Lognormal 

4.5.4.1 Campos de Densidad que obedecen a una estadística. Lognormal 
El planteamiento físico del problema es el siguiente: dado un objeto virializado de masa M ¿Cuáles 
son sus posibles historias de acreción de materia a partir de un campo de densidades inicial? 

El formalismo matemático requerido consta de las definiciones y propiedades de la estadística del 
campo Lognormal y del vínculo con las cantidades físicas que nos conciernen. La ventaja matemática 
que ofrece este campo para la modelaci6n de nuestro sistema físico es su distribución de probabilidad 
siempre positiva, aprovechando esta característica vincttl8.1Tlos nuestro modelo físico y la estructura. 
matemática por medio de la relación: 

x=Tv• 
(212) 

y=Tv 

donde X y y son los campos matemáticos de la distribución Lognormal de las ecuaciones(206 y 207) 
y las cantidades físicas Tv y 'l'\n representan el valor promedio de In densidad en los vohírnenes V 
y V' respectivamente, normalizados al valor promedio de la densidad del universo .. 

Al igual que en el formalismo de Bower se requiere un conjunto de definiciones e hipótesis físicas 
pero ahora referidas alas densidades en vez de a los contrastes de densidad .. 

1) DEFINICIONES: 
1) llamamos densidad-volumétrica. a.l valor promedio de la densidad en un volumen V da.do, es 

dedl" la cantidad: 

j p(1")dV 

P\' - -'''--'~~---j dV 
(213) 

V 

2) llamamos densidad-volumétrica-normalizada que de o.hora. en adelante llamaremos por 
simplicidad densidad a la densidad-volumétrica. por unidad de densidad promedio del universo: 



Campos de Densidad que obedecen a una estadtstica Lognormal 81 

Tv = ~ (214) 
P<> 

3) Llamamos densidad crítica a la densidad que se obtiene extrapolando el valor crítico (de colapso 
y virialización) del colapso esférico al régimen lineal. Su forma funcional respecto del tiempo sería: 

Te = 1.69 (1+z)+1 (215) 

4) Decimos que un objeto está virializado en el momento en que su densidad alcanza su densido.d 
crítica. 

5) Denotamos por V al volumen que ocupa el objeto de masa Jl,f que queremos estudiar, este 
objeto tiene la propiedad de estar completamente virializado al día de hoy. 

6) Denotamos por V' a un subvolumen de V y así mismo denotamos por V • al complemento de 
V'. 

II) HIPÓTESIS. Las hipótesis físicas son de diferentes caracteres: 
1) Se asume la evolución lineal de las fluctuaciones como esquema fundamental. 
2) Asumimos que el promedio de las densidades de los distintos subvolúmenes de V coinciden con 

la densidad del mismo V. 
3) Asumimos que el campo de densidades obedece a una estadística de campo aleatorio Lognormul. 
4) Asumimos como válido el espectro de potencias. 
III) FORMALISMO: 
Partiendo de la definición de densidad-volumétrica-normalizada y de la distribución marginal 

Lognormal que vimos en la sección anterior: 

Pr.N (Tv) = 
1 

;., exp [ (216) 

así como de la definición de disti-ibución de probabilidad Lognormal mixta bivni-iadn: 

1 
T.,T,,. exp61 (217) 

donde: 

ll¡ = [-
{ 2 2 ( 2 '} ] a,,. (In Tv - /Lv) - 2( In Tv - µv) (In Tv• - µ,,.) + av (In T,,. - /L\n) 

2 (t'T~,t'T~n - ( 2
) 

tenemos t.odos los elementos reqneridus para calcular In distribución de probabilidad de que dndu 
un volumen V cuyn densidad sea Tv, encontremos en otro volumen V', rornplet.a.ment.e nrl>it.rnriu. 
1mnTv': 

P1.N (T,,. i Tv) = 
PLN (Tv•. T,-) 

PLN (Tv) 
(218) 

Sustituyendo las expresiones (216) y {217) en la ecuación anterior obtenemos que la distl'ibución 
de probabilidad condicional Lognormal de las vai-inbles Tv y T,,. es la siguiente distribución: 
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(219) 

donde: 

u~,. { (ln Tv• - 1Lv•) - (~} 
2 l 

uiue., - ( 2 

Ahora bien, ésta probabilidad condicional tiene tres parámetros que debemos identificar con 
alguna cantidad física. A continuación, haciendo uso de algunas relaciones de la subsección antedor, 
relacionaremos al espectro de potencias, que o.qui denotaremos por EA,, con los pará.Jnetros av y µu 
de la estadística Lognormal. 

Como hemos visto en secciones anteriores el espectro de potencias se define como: 

EL= < ( 6: ) 2> < ( M,,~ M ) 2> = < ( pv; p ) 2> (220) 

Ahora bien, según nuestra redefinición de densidad, el espectro de potencia será: 

(221) 

usando las fórmulas explícitas para el primer y segundo momento señaladas en la subsección anterior, 
ecuaciones(203 y 205), vemos que: 

(T M) = exp (µ,, + ~u~) (222) 

donde por definición de densidad-volumétrica-normalizada, debe cumplir la siguiente condición física 
su promedio debe valer la unidad: 

(Tu)= 1 

por lo tanto la ecuo.ción(222) nos proporciona la relación entre O"Af y JLr..J 

1 • 
ILM = -20-M 

sustituyendo este 1·esttlto.do y el segundo momento en la ecuación en la fórmttlo.(221) 

y por lo tanto: 

(223) 

(224) 

(225) 

(226) 

De esta manera encontrtunos que el espectro de potencias entra en la probabilidad condicional, 
vío. las siguientes relaciones: 
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u~ = ln (E~ + 1) 
µM = -~ ln (E~+ 1) 
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(227) 

Sin embargo hasta aquí no hemos impuesto condición alguna sobre la correlación entre las densi
dades, esta condición será una restricción de tipo física, imponemos que el promedio condicional de 
las densidades de loa volúmenes internos sea exactamente igual al valor de la densidad del volumen 
original, es decir que: 

(228) 

De la ecuación (222) sobre el valor promedio de una variable aleatoria dado que otra variable 
aleatoria ya se ha fijado, obtenemos que: 

( 
(lnTv -µv) 

Tv = exp µv• + ( 2 <Tv 

ocupando el resultado de la ecuación(224), la ecuación anterior se traduce en: 

(
1 2 (ln Tv + ~ui) uiui. - ( 2 ) 

Tv = exp 2uv• + ( ui + 2ui 

La ecuac1on anterior solo está definida cuando la correlación ( es igual a 
fijamoe, mediante un elemento físico, el valor de la cor1·elación: 

(229) 

(230) 

ov, de esta manera 

(231) 

Y con este último resultado se tienen completamente definidos todos los parámetros de la es
tadística en términos del espectro de potencias, vía las ecuaciones(227), sustitu~ndo la ecuación(231), 
la distribución de probabilidad condirionnl, ecuación(219) adquiere la forma: 

[ 
{(In 'Tv• - µv•) - (ln Tv - /.<v)} 2 

] 
P1,N ('T,,. 1 'Tv) = exp 

Jui, - ui 2 ( ui, - ui ) 
(232) 

Reg1·esando de nuevo a la representación de masas: 

1\1 ""'pl/, (233) 

y seg1ín ln ecnadón(l95), la probabilidad de encontrar uno. fracción de masas A1f' con densidad ignnl 
o mayor que T,., C"ont.enido.s en una región de tamaño mayor J\l y densidad T., está dada por ln. 
ecuación: 

F(M', Te 1 M, 'T) = 7 PLN (Tv• = T' 1 Tv = T)dT', {234) 
Te 
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la cual explícitamente se escribirá: 

donde: 

1 o<> 1 dT' 
F(M',Te 1 M,T) = r.;:-:::. j--,..---~exp[-B:s]y¡

v21r T. ~a"i,, - ul, 

2 ( aXf"' - uL ) 

{235) 

Ea posible reducir eata expresión a otra más compacta. En forma similar a la ecuación (197) , toda 
la información de la probabilidad se encuentra en el límite inferior de integración. (ver Apéndice): 

F(M',Te 
1 7 exp (-y2 )dy {236) 1 M,T) = ./7i 

+.-[ l Te l n-y-
+!. ln (~t:::) J1n (~\';::) 2 

de esta forma se ve, que el cambio de estadística afecta radicalmente a la estructu1·a de las dis
tribuclon-. El paso final es, corno en el caso Gaussiano, dar una expresión para la probabilidad 
de encontrar una fracci6n de la masa total M, que está contenida en grupos colapsados con masas 
entre M' y dM', a un tiempo anterior. Como la ecuación anterior esta expresada en términos de 
la variable muda y, la diferenciación parcial se puede realizar explícitamente dando como resultado 
final {ver Apéndice): 

donde: 

y 

- , I 1 EM' d'EM' , J (M ,Tel M,T)dM = r.=E2 l [6~exp[Ba]-d-,-dM 
v2rr ,.,, + M 

íli; = 
In :Y,+~ ln ~.o/'\1 

-i~--~~~-~· ... ·+-~~ 
tu :r,•:,• 

donde hemos extendido el ansatz de Press-Schechter a este formalismo: 

- , , 8F(M',Te 1 M,T) dM' J (M ,Te 1 M,T)dM = - aM' 

{237) 

{238) 
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'Nuevamente realizamos los pasos descritos en la sección correspondiente a la descripción Gaus
siana, encontrando así las diferentes historias de formación de galaxias que obedecen una ley es
tadística Lognormal. 

1 t, := t,-6t 1 1 *"• t, .J.. .._ ____ __, 

1-y.-1 + 
1.=~~x 1 l C.m.la: M, l 

41 ~if:=.1 ,1 

Graftca: 
( M,. t,) 

Co:mo se puede observar en la gráficas 2 y 3, - extraordinaria la diferencia entre una estadística y 
otra en la parte externa de las galaxia, mientras que en Ja parte interna, se tiene un comportamiento 
:muy ai:milar. Co:mo se puede apreciar en la gráfica 3, el perfil de densidad a la Lognor:mal o a la 
Gau .. iana, no repercute demasiado en Ja predicción de galaxias con curvaa de rotación planas. Sin 
embargo, como se puede apreciar en Ja gráfica 2, hay una diferecia enorme en la región nuclear de 
la galaxia. Mientras que la densidad debida a la distribución Gauasiana se singulariza a razón de 
~, la densidad debida a la distribución Lognorrnal se singulariza a razón de ;:\-. Esto implica que 
Ja distribución Gaussiana sigue siendo mejor aproximación a la observación, sin embargo el punto 
importante aquí es que, efectivamente, la estructura del núcleo está fuertemente vinculado. a la 
elección de la estadística. Con esto finaliza el análisis t.eórico de la evolución est.adfstica de una 
galnxia. En el siguiente capít.ulo se interpret.aran los resultados. 

4.5.5 Fórmula de Jedanizik-Firmani 
Se puede hacer una extensión de la forrnulaciún de Jedarnzik, para calcular la probabilidad J (l'd', Te/ Al, 
est.a extensión es en realidad, lo. fonna correcta de hacer el cálculo, ya que lleva en si todo el argu
mento de objeto aislado. 

La extensión es como sigue: Se propone Ja función de masa de Jedamzik ecuación (166): 

fr(6M, ~ óc.M1) = ; j M'n(M')P(M, / M')dM'. 
A-lf 
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Requerimo• ahora que ésta probabilidad, esté condicionada a la elección de una masa mayor: M. 
Para lograrlo, se requiere cambiar tanto a F (6Ms 2=, 6e, M 1), como a n (M') por sus correspondientes 
cantidades condicionadas a la masa M y por supuesto, se requiere cambiar también el límite superior 
de integración L 3 jJ = oo, por: L 3 p = M. 

Nótese que F (Mi 1 M) y P (Af1 1 M), ahora tienen el mismo significado probabilístico y concep
tual, ambas representan la probabilidad de encontrar una masa Af1con densidad mayor o igual a la 
de colapso, dado que ésta se encuentra en una región más grande de masa M. Por lo tanto podemos 
generalizar la ecuación de Jedamzik con la fórmula: 

M 

F(M, J,M) = ~ J M'n(M' 1M)F(M11 M')dM', 
p Mr 

o bien usando la definición de j : 

F(M1l,M)= 7 f(M'IM)F(M1IM')dM'. 
Mt° 

Lo cual indica que la obtención de/ no es completa según el ansatz de Press-Schechter, de hecho 
el proceso por el cual se obtiene a f es mucho más laborioso y requiere de técnicas de análisis 
numérico. 

En la gráfica 4 se puede apreciar como las historias de acreci6n cambian, sensiblemente según 
el proceso de cálculo al que se sorrleta la J . Mientra que con el ansatz se obtienen historias 
de agregación extremadamente extendidas en en el tiempo, sin el ansatz, se obtienen historias de 
acreción con acreciones más pronunciadas en el tiempo. 

Estos resultados son súmamente importantes ya que revelan, sin lugar a dudns, la inaplicabilidad 
de lo. hip6tesis de Press-Schect.er en un en.so que no sea el Gaussiano. 



Conclusiones 
Como se mencion6 en la introducci6n de la tesis. el objetivo del texto es repasar los elementos esen
ciales qtle determinan el surgimiento de una galaxia, a partir de: 1) la evolución de las fluctuaciones 
primigenias de densidad en el universo y II) un estudio detallado de algunas de las propiedades 
estadísticas mas importantes, del campo de fluctuaciones del universo primigenio, 

En loa dos capítulos posteriores al capítulo introductorio, se repasaron los procesos más impor
tantes que determinan el origen y crecinüento de una fluctuación. En el capítulo dos, se propuso 
al proceso inflacionario como el originario de las fluctuaciones primordiales del universo. En el 
capítulo tres se puso énfasis en las inestabilidades de Jeans y Jos procel!IOS de amortiguamiento de 
Silk y Landau, como guías principales, en la evolución de una fluctuación de densidad. 

La parte central de la tesis, fue el capítulo cuatro, en él, se repasaron algunos de los aspectos 
estadísticos rnás irnportantes como son: el espectro de potencias, la función de correlación de dos 
puntos y dos hipótesis estadísticas para el campo de fluctuaciones de densidad primordial. 

Además se analizaron los formalismos de Press-Schechter2 y Jedamzik2 , como formalismos alter
nativos a los métodos numéricos, para la obtención de la función de masa. En esta parte se enfatizó 
que el número de objetos virializados, contabilizados por el formalismo de Press-Schechter a par
tir de la estadística de las fluctuaciones primigenias de densidad, no es complete y que es posible 
corregir este error, introduciendo el concepto (de Jedarnzik), de objeto aislado. Estos formalismos 
se utilizaron posteriormente como 1naleria prima en el esquema evolutiv<:.>-estadístico de las galax
ias. La diferencia de resultados entre el formalismo de Press-Schechter y Jedrunzik se aprecia, más 
adelante, en las historias de acreción, bajo la hipótesis estadística Lognormal. Aquí el tiempo de 
formación, tinici.al promedio para una galaxia de 10 10 Af0 puede variar de (1 + z) 100 con Jedantzik, a 
(1 + .:::) 10 con Press-Schechte1·. 

Después de estas consideraciones, se demostró cual es el efecto de simular al campo de fluctun
ciunes primordiales a través de un campo de fluctuaciones Gaussianas, en particular se destaco que 
debido a que ésta distribución esta definida en el rango oo y -oo, no es propi~ia para la descripción 
de un campo de flnctua<"iones, cuyo rango de definición se encuentra entre oo y -1. Este hecho rnu
tiva el estudio de alguna otra estadística, como la Lognormal, cuyos rangos de definición concuerdan 
con los de las magnitudes físicas que se estudian. 

Otro punto importante que se abordo en la tesis fue precisamente el mecanismo estadístico, por 
el cual una galaxia de campo, acreta la materia que la constituye. El formalismo lo propone Bower3

• 

En este formalismo, a partir de una versión linearizada de la evolución de las fluctuaciones y de una 
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estadística de las regiones virializadas de un objeto, se puede encontrar los diferentes regímenes de 
acreción de materia de una galaxia dada. 

Se puede apreciar en la sección de gráficas, como utilizando el formalismo de Bower podemos 
encontrar las múltiples historias de formación de una galaxia típica de masa 1011 M 0 cada traza 
representa Ja razón de acreción de la galaxia a lo largo del tiempo. En la gráfica 2 y 3, vemos Ja traza 
promedio de este régimen de acreción en una estadística Gauasiana y Logn.orrnal, respectivamente. 
Este resultado de acreción en el tiempo tendrá una consecuencia directa en la formación de las curvas 
de rotación de una galaxia, como es bien sabido la velocidad tangencial v de una gas alrededor de 
un cuerpo de masa M y que se encuentra a una distancia r de dicha masa, esta dado por la fórmula 
de Newton. 

En nuestro ejemplo, consideramos la acreción de material, considerando una simetría discoidal, 
así Ja 1t1ateria acretada se aglutinará en anillos de distinta densidad según la razón de acreción a que 
se haya sometido el objeto en consideración. La relación que vincula a la historia de acreción A/ (t) 
con la distribución de materia Al (r) se desprende un proceso en general complicado. Sin embargo 
existen algunas rnodeloe semianalíticos como el del colapso esférico extendido, en el cual se relaciona 

directamente, la pendiente -y(t) = lo:(t~) , de una traza de acreción, con la la curva de rotación 

de una galaxia. La relación entre')' (t) y v (r) en un modelo de colapso esférico, en el cual se asUJJle 
que todos sua capas, al llegar al maxirno de expansión, colapsan su densidad por un mismo factor 
es: 

( 
-y(t)-1) 

V (1•) - r 2 + ')' (t) , 

mientra que el perfil de densidad sería: 

p(r)-r(- 2+~(t) ). 

Entonces, del formalismo de Bower, se obtienen dos predicciones que son comparables direC"ta
rnente con las observaciones: 

La primero. predicción ·es acerca de las curvas de rotación de las galaxias en su parte externa, 
o lo que es lo mismo, el régimen de acreción de las galaxias, en sus épocas más recientes. Un 
régimen de acreción violento en la t1ltima etapa, implicaría que las capas externas de las galaxias se 
ligarían fuertemente al núcleo y la curva de rotación externa, decaería rápidamente. Por otro lado 
un régimen de a.creción paulatino en la última fase de la formación de la galaxia, induce n que las 
capas externas de la galaxia tengan suficiente sustento para mantenerse en la periferia del núcleo 
galáctico. Éste último resultado es el que predice el modelo, tanto en una galaxia que obedece a la 
"acreción Gaussiannu romo en una galaxia que obedece a la ºacreción Lognormalº. 

En cuanto a esta vrediC"rión, lns observaciones confirman que efectivamente las curvas de rotación 
son planas, lo que significa que el régimen de acreción en la última etapa de fo1·rnación fue pau
latina. Es interesante notar que en este resultado se manifestó cierta invariancia ante el cambio de 
estadística. Esto podría significar que la curva de rotación plana es consecuencia directa del espectro 
de potencias, ya que éste no cambio de estadística Gaussiana a estadística Lognormal. 
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La -cunda predicción importante de la teoría, es acerca de la estructura del núcleo de la galaxia. 
Eeta parte de la salaxia adquiere au eatructura báaicaniente de laa primer- etapas de acreción. Las 
obaer..oacionea m.-tran que el núcleo de 1- salaxi .. ea en promedio, de den•idad conatante. 

En -te •ntido la eatadíatica Gauaaiana .., aleja de ... te reaultado prediciendo un núcleo cuya den
sidad aumenta •insularmente al centro de la salaxia. Por otro lado podemoa apreciar en la• gráficas 
que la impoaición de una eatadí•tica Lognormal induce curvas de rotación aurnamente aingulares en 
el núcleo de la salaxia. E•te resultado aunque negativo con reopecto a la elección de la eotadíatica 
noe muestra claramente que ee innegable que un cambio en la estadlatica influye directamente en la 
e•tructura del núcleo galáctico. 

Para corregir -te problema - ha hecho el intento de modificar el espectro de potencia•, .,. decir, 
cambiar el eecenario de fondo, sin embargo 1- correcciones que así se obtienen son rnínimaa y nunca 
llegan a lograr el efecto de densidad constante en el núcleo. 

Como último comentario, ea importante hacer notar que, el hecho de que la estadística .Lognormal 
sea correcta para el rango en el que se define el campo de densidades, esto no mejora el resultado en 
cuanto a la estructura del núcleo. Lo que indica que es muy importante la forma de la distribución 
estadística, en la vecindad del cero. 
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2. Gráfica: Perfiles de densidad de halos galécticos de 1010 M. correapondientea 
a las historias de agregación de masa promedio y calculada• en las 
estadfsticas lognormal (linea sólida) y gauaalana (lrnea Mtgmentada) 
sin anstatz. 
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Apéndice 

7.1 Propiedades Estadística de la distribución Lognormal, 

cálculos completos. 
La función de distribución de probabilidad N-dimensional para un campo aleatorio Lognormal puede 
ser obtenido a partir de una función de distribución de probabilidad N-dirnenaional para un carnpo 
aleatorio Gaussiano, esta transformación entre campo Gauasiano y campo L<Cnormal tiene un obje
tivo puramente práctico: laa propiedades eatadística de la distribución Lognormal se pueden calcular 
a partir de la distribución Gaussiana subyacente. 

Entonces la distribución N-dimensional de un campo Gausaiano X (r') se expresa como: 

(239) 

donde cada x, corresponde a la i-ésima componente del campo aleatorio X= X (r), y donde In rnat.riz 
M se llo.ma la matriz de covariancia y cuyos elementos se definen como: 

M 1; = {(X, - µ,,) (X, - µ,)) (240) 

cuando las µ, son distintas decimos que el campo es estadísticamente inhomogéneo. Notemos que 
M,, =a,. 

Podemos encontrar la función de distribución probabilística del campo Lognormal transformando 
el campo Gaussiano mediante: 

Y (r') = exp [.X (r')] (241) 

de tal manera que la función de distribución N-dimensional del campo Lognormal sera: 
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N 
1 

exp [-+E E MjJ' (lny; - µ.,,,) (ln YJ - µ.,,,)] 
n y; •=•J=• 
•=1 

(242) 
A esta expr-i6n se llega fácilmente tomando en cuenta que la relaci6n entre P (xi, ... , XN) y 

· Pr.N (Yi, ••. , YN) debe satisfacer: 

(243) 

De la ecuaci6n (242) se desprende que la funci6n de distribuci6n unidimensional del campo Log
normal eera: 

PLN (y) = -=
1
-"\/'27i'u,, 

(lny-µ,,)
2

] 

2u: 
(244) 

Donde claramente la probabilidad de encontrar a y entre (-oo,O) es nula y entre [O, oc) estará 
dada por la ecuaci6n anterior. A continuaci6n calcularemos .Iguna• propiedad- estadí•tic .. de 
esta di•tribuci6n. Primero comprobaremos que la µ,, y la u 11 que son la media y la variancia de la 
diatribuci6n Gau .. iana, corresponden a la media y la variancia de la variable ln y en la distribuci6n 
Lognormal. Entonces: 

{lny) = j lnyPr.N (y) dy 
o 

sustituyendo la ec(244)obtenemos: 

{lny) = j~ lny 1 1 exp [ (lny-µ,,)2] dy 

0 
"\/'21i'u., y - 2v: 

= ~ z 1:: exp [-(In~::" Y] dlny 

hacemos el cambio de variable: 

0 
= lny - µ,, 

u,, 

{In y)= -y'27i'~~=,,.- Z (CT11a + µ 11 ) exp (- ~
2 

) da 

el primer término se integra de inmediato, y el segundo vale "\/'21i' : 

{In y) = _"\/'21i'_u-=;=,,.- [- exp (---;-
2

-)] ~'"' + ~11 

(245) 

(246) 

(247) 

(248) 

(249) 

(250) 



Propiedades Estadistica de la distribución Lognonnal, calculos completos. 

Por lo tanto 

1 (ln y)=µ., 1 

contintiamoe ahora con la a.,, en este caso: 

(Cln y - µ.,) 2
) = 7 (ln y - µ.,) 2 

PLN (y) dy 
o 

sustituyendo la ec(244)obtenemos: 

( 2) l. ¡"" 2 1 . [ (lny- µ.,,) = -~~- (lny - µ 11 ) - exp 
~u., o Y 

mediante el cambio de variable de la ec(248) obtenemos: 

(ln y - µ.,,)2 

2u~ 

u2 ¡"" ( 0 2 ) ( (ln y - µ 11 )
2

) = ~ -~ a 2 exp --2 - da 

integrando por partes: 

.. 
dv 

obtenemos que : 
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(251) 

(252) 

(253) 

(254) 

(255) 

(256) 

Que finalmente nos lleva a que el promedio de (lny - µ,,)2 ••s precisamente la vnriancia de la 
distribución Gaussiana subyacente: 

(257) 

El siguiente paso es calcular los momentos de la val"iable Lognorrnal, estos los podemos calcular 
todos de una vez de la siguiente manera. El momento n-ésimo se define como: 

{yn) = 7 yn PLN (y) dy (258) 
o 

sustituyendo la función de distribución, fo.ctorizando el In y y haciendo el cambio de limites de 
integración respect.ivo se obtiene: 

1 ¡"" [- (lny-µ11 )
2

] {yn) = --=~--ooynexp dlny 
~u11 2u~ 

(259) 
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para inte•rar esta ecuación, requeriremos de varios carnbios de variable que nos lleven finalmente a 
una intecral Gauaaiana, el primer cambio de variable nos permite agrupar la µ,, con el ln y: 

o _Y_ 

dlno dlny 

con el cual se preservan los limites de integración y obtenemos: 

(expµ.,)" 

y'27ru., 

el siguiente cambio de variable seria trivial: 

lno 
/3 =-;;;-

] dlna 

exp (nµ,,) u 11 
00 

[ /32 
] 

(y")= v'2Tru,, l exp(/3nu11)exp --2 - d/3 

Factorizando las exponenciales y completando el trinomio cuadrado perfecto obtenemos: 

exp (nµ,,) 

v'27i' 
/32 

- 2/3nu11 + (nu.,)2 

2 + 

(260) 

(261) 

(262) 

(263) 

(264) 

Evidentemente el último término de la exponencial no depende de la variable de integ1:ación así 
que añadimos a los té1nllnos constantes: 

exp [nµ., + 4 (nu11 )
2

] 

v'27i' 
(265) 

El tUtimo término es la integral de la distribución Gaussiana con valor v'27i', por lo tanto la 
expresión final para el momento n-ésimo de la distribución Lognormal sera: 

(266) 

Por último usemos este l1ltimo resultado para calcular la Media y la Variancia del campo. La 
Media se define como (y1 ) por lo tanto: 

1 {y}=exp (µ., + ~a:J j (267) 

La variancia se define como: 

E2 = (<y_ (y})2) (268) 

Desarrollando el binomio cuadrado, obtenemos finalmente que: 
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E"= (y") - (y)2 (269) 

Ahora notamoe que -sun la ec(266) el aegundo momento vale: 

(270) 

sustituyendo el valor de la ec(267} y la ec(270) para calcular el valor de la variancia ec(268) en 
términoe de la µ.,, y de la cr11 obtenemos que: 

(271} 

y con esto terminamos el análisis matemático de las propiedades estadísticas de la función de dis-
tribución Lognormal. -

7.2 Análisis de la Probabilidad Condicional Lognormal 
Sean las Distribuciones Marginales de la Variable aleatoria (x, y) : 

PLN (x) = 
1 1 

exp [ 
(lnx - µ.,) 11 ] (272) .../27io-,, X 2u! 

PLN (y)= 
1 1 

exp [-
(lny- µ.,)" ] (273) 

"72.i=o-., y 20-: 

por definición estas pertenecen a la Distribución de probabilidad Mixta bidimensional (x, y) 

1 
PLN (x, y) = -(2_7r_)-,B_ji"'-=-(-d_e_t_M_).,..!- Nti~ Z; exp [-+ Xr"};M;j' (lnz; -µ.,) (lnz; - µ.,)] (274) 

i=l 

donde: 

(275) 

(276) 
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Sustituyendo loe valores de lae ecuaciones(275} y ecuaciones(276} nos da: 

pLN (x, y)= 1 1 ex [--1- 1 { u: (lnx - ~)2 
- 2( (lnx - ~) (lny - µ,,) }] 2.,,..Ju:u: - (2 xy P 2 u!u: - (2 +u! (ln y - µ,,)

2 

(277) 
Entonces la Probabilidad Condicional de que ocurra x dado que ya ocurri6 y esta determinado 

por la formula de Bayea: 

p ( I ) _ PLN (x, y) 
LN X y - pLN(Y) 

dividiendo la ecuaci6n(??) por la ecuaci6n(273), obtenemos dicha probabilidad: 

1 
PLN (x 1 y) = ..127r 

0'2 1 
u!u: - ( 2 7 exp 

1 

2 

factorizando los dos últimos térnünoa del exponente: 

u: (lnx - µ.,) 2 
-

-2( (lnx - µ.,) • 
• (lny - µ,,) + 

_,~+_u~!~(~ln....,,::y;._---'=µ,,"""-)_2-L-+ 
CT~O': - (2 

(ln y - µ.,,)2 

u: 

(278) 

2 9) 

(280) 

todo el exponente de la exponencial se reduce directamente a un binomio cuadrado perfecto y 
finalmente obtenemos: 

Pr.N (x 1 y)=~~ -u~!~u-f;...u"-~-,~:¡~ 1 
2 

281) 
Una cantidad que nos sera de utilidad es el valor promedio de encontrar a a; dado que ya a ocurrido 

y, es decir: 

i ¡°" {va [ ª 2]} (x) LN<=d = v'27í 
0 

x -¡;;- exp -2 [(ln x - µ.,) - ,8] dx (282) 

donde hemos renombrado: 
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con un cambio de variable: 

obtenemos que: 

X 
"Y= eµ..+13 

(x} LNcond = ~ 2: exp (µ., + {3) Z eXP [- °' (~ -y)
2 

] d-y 

Realizando un nuevo cambio de variable : 

con el cual obtenemos: 

Ó= y'Ciln-y 

dó= va d-y 
"Y 

(x) LNcand = ~ 2~ exp (µ.,. + !3) l exp ( :O ) exp [- ~ ] dó 
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(283) 

(284) 

(285) 

(286) 

(287) 

Factorizando loa exponentes de las exponenciales y completando el trinomio cuadrado perfecto 
del exponente: 

(x) = ~ 1 
exp(µ,. +{3) j~ exp [--

1 [(62
- ~ + -

1
-) + - 1

-]] dó LN cenad 27r _ 
00 

2 vf(i et et 
(288) 

lo que nos da que: 

(x)LNcond = ~ 2~ exp (JLz + m l exp [-+ [ ({j - )a r + ~]] d6 (289) 

El último término del exponente no depende de la variable de integración por lo tanto la agn1-
pamos al factor antel'ior a la integral 

(290) 



98 Apéndice 

haciendo un último cambio de variable obtenemos: 

(291) 

donde: 

E=O- --
1
-

fo (292) 
dE = d/j 

La Integral es una Gaussiana así que vale .,/21rpor Jo que finalmente llegamos a la expresión: 

(293) 

11ustituyendo Jos valores de /3 y o en Ja ec(283) ,concluirnos que el valor promedio de :z: dado y es: 

( 
(lny _ µ.,) a-2u2 _ (2 ) 

(:r} LNcond = exp µ., + ( u: + "' :fa: (294) 

Con esto finalizamos el análisis de Ja distribución de probabilidad condicional de un campo Log
norrnal bivarlado. 

7.3 
Dada: 

donde: 

Calculo de la Función F 

- I 11~ 1 dT' 
F (M , Te J M, T) = . '21i' -r='.====~ exp [-63]-;;¡:;

v .&.71 Te Ja~,, - ª~t 

{(In T' - µM•) - (In T - l'M)} 2 

2 ( u~1 , - u~1 ) 

realizBJTios el cambio de variable: 

1 (In T' - µ,.,.) - (In T - µ,.,) 
y=~ 

V4' Ju-:.,,, - CT~ 
1 

dy=72 

sustituyéndolos en la ecm•ción(295) : 

1 dT' 

Ju'i1 , - u~1 T' 

(295) 

(296) 



Cálculo de la FUncion f 

-( • 1 ¡-F M, Te 1 M, T) = VTr 
1 (ln Te - IJ.M•) - (ln T - IJ.M) 

~ Ju?.,. - u?., 
sustituyendo las ecuaciones(??) y factorizando los logarítmoe obtenemos: 

T.4 Cálculo de la Función f 
Partimos del ansatz de Press-Schechter: 

_( / 8F (M', Te 1 M, T} dM' f M',Tc 1 M,T)dM = - BM' 

que dada la ecuación(??), nos conviene expresarla en función del espectro de potencias :E..,, : 

i(M',Te 1 M, T}dM' = 
8F(M', Te 1 M, T) 

8EM• 
como es bien sabido la derivada de la ecuación(??) , es trivial, usando la regla de cálculo: 

d ¡º du(x) 
dx g(x)dx = -~g(u(x)) 

u(x) 

entonces derivando el primer término del límite inferior de la ecuación(??) : 

derivando el segundo término: 

a [1 
aE,., 2 In (El,+ 1 )] =~[in (EL+ 1 )]'.-.E,-="'-

Elr• + 1 2 EL, + 1 EL + 1 
y así se llega al resultado del capítulo cuatro: 
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(298) 

(299) 

(300) 

(301) 

(302) 

(303) 
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donde: 

y 

Apéndice 

- ( I I 1 EM' dEM• I f M , Te 1 M, T) dM = v'27T El,. + 1 [81 exp [8,.] dM' dM 

8 = ! [i (EL·+ l)] t _ In~ 
• 2 n E~, + 1 [in (~t:::)] 1 

8., = 

(304) 
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