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Introducciéon

La cosmologia es la rama de la fisica que se ocupa del estudio de la evolucién del universo.

La formacién de estructura en el universo es, probablemente, una de las metas més ambiciosas e
importantes que se propone explicar la cosmologia moderna.

El objetivo de esta tesis es estudiar algunas de las caracteristicas propias de las galaxias, desde
la perspectiva cosmolégica. En particular, se establecera un modelo tedrico para explicar dos
propiedades observacionales importantes de las galaxias. Estas propiedades son, las curvas de
rotacién pl y los miicl de densidad constante de una galaxia.

Las hipétesis fisicas principales seréan: la existencia de un campo de fluctuaciones primordiales de
densidad, el cual, en iltima instancia, evolucionard hasta convertirse en alguna de las estructuras
que se observan en el espacio en forma de galaxias, ciimulo de galaxias, etc. y segundo, la existencia
de materia oscura no bariénica, como componente principal de estas fluctuaciones.

La tesis se divide en cinco capitulos, el primer capitulo es esta introduccién, el segundo capitulo

intenta resumir los conceptos basicos que se requieren para entender el modelo estandar e infla-
cionario.

En el tercer capftulo, se estudia el comportamiento evolutivo de las pequenas inhomogeneidades
de densidad, que surgen en el universo primitivo.

El cuarto capitulo, tema central de la tesis, se dedica al anilisis evolutivo del campo de fluctua-
ciones primigenias.

Usando la fisica estadistica como modelo, se trata de establecer una conexién entre el aparato
tedrico aplicado a las fluctuaciones y propiedades observadas en las galaxias.

Finalmente, en el iiltimo capitulo se exponen las gréficas, conclusiones, apéndices y bibliografia.



Capitulo 2
Antecedentes a la formacién de Galaxias

2.1 Introduccién
En este capftulo se planteardn algunos de los aspectos tedSricos més importantes de la evolucién del
universo. La segunda seccién se dedicard a explicar la cinemadtica y la dindmica del modelo estandar
desde el punto de vista de la mecénica Newtoniana. En la tercera seccién se resumirén los conceptos
fundamentales de la relatividad general, y en las siguientes secciones se describirén las caracteristicas
principales del modelo estandar e inflacionario, destacando a este 1iltimo por ser el generador de las
fluctuaciones primigenias de densidad en el universo.

Establecidos los escenarios evolutivos del universo, se iniciard el andlisis de los elementos béasicos

que conciernen en la evolucién galédctica.
2.2 La Evolucion Global del Universo: Modelo Estandar

2.2.1 Modelo Newtoniano

2.2.1.1 Cinemaitica de la Expansién
A grandes escalas el universo se puede visualizar como un gas de galaxias en expansién. La forma mads

sencilla de entender la fisica de la expansién es con el modelo cosmolégico Newtoniano. Si bien, ésta
aproximacién da caracteristicas fundamentales del fenémeno de la expansién, debe tenerse siempre
en mente que se trata de una sobre simplificacién del problema.

Considérese un volumen esférico de radio r, donde 7, es mucho méds grande que la distancia entre
dos galaxias cercanas. r, serda una funcién del tiempo, y determinard la posicién de las galaxias en la
superficie del volumen esfenco en cuestién. Ademsés fijémonos en una gnla.xla de masa 1 que yace

en la superficie de dicha esfera.
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Evidentemente, esta galaxia adquirird una energia cinética debido a la expansién o contraccién del
volumen esférico. Si a grandes rasgos, la materia contenida en este volumen esta homogeneamente
distribuida y se supone que la expansién no tiene una direccién privilegiada (principio cosmolégico),
la expansién del sistema se describe con la siguiente expresién:

r(t) =r,a(y), @
donde r, es el radio de la esfera a un cierto tiempo arbitrario y @ es el factor de escala por el cual la
esfera aumenta o disminuye su tamaiio en el tiempo. Vemos entonces que debido a la homogeneidad
e isotropfa del universo el tridngulo formado por las galaxias A, B y C al tiempo t;serd similar al
tridngulo formado por estas mismas galaxias al tiempo 3, como se muestra en la siguiente figura:

El cambio del radio de la esfera respecto al tiempo estard determinado por:

dr da

V= = Tog (2
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Esta fSrmula también representa la velocidad de alejamiento entre dos galaxias cualesquiera. A
la relacién anterior se le puede expresar de manera que el término arbitrario r, no aparezca y toda
la informacién de la expansion resida en el factor de escala d. Dividiendo v por r se abtiene:

v = (-‘.1;%?) r. 3

El pardmetro de expansién @ se puede normalizar a uno de tal manera que el factor (;.} ﬁ%) lo
igualemos a algin valor dado por la observacién:

H, = H (t,) = (%%) = 100;;"—"‘}{6-‘z 4)

donde h € [1,0.5].

H, se identifica como la Constante de Hubble que aparece en la ley empirica de recesién de
galaxias. Se encuentra asf, que la ley empirica de Hubble tiene su origen fisico en la homogeneidad
de la distribucién de galaxias, en la isotropfa del espacio y en su expansién. Y no solo eso, ademis,

se ha afiadido un elemento extra, la expansién del universo puede variar con el tiempo, lo cual se
traduce en una "constante” de Hubble que depende del tiempo:

L=H® ] ®)

2,.2.1.2 Dindmica de la Expansién

E] siguiente paso en este formalismo Newtoniano es el de encontrar como cambia en el tiempo el
parametro de Hubble.

Se usaréd la conservacion de la energia total del sistema como argumento fisico para encontrar la
soluciones.

La energia cinética de una galaxia situada en la superficie de la esfera considerada sera:

_1 5,1 [dr\?
= gmv’ = gm (dt) N (6)

por lo tanto, sustituyendo la ecuacién(2) en la ecuacidn anterior, la energia cinética para una galaxia
en un medio en expansién (no relativista) serfa:

1 da \?
= gmre (7) . (7

Por otro lado la masa del sistema, se puede considerar separada en dos partes: la masa interior de
la esfera y la masa de la superficie. La masa total proporcionara la fuerza de atraccién gravitacional
que siente la galaxia. Debido a la ley de Gauss, las masas externas a este volumen no contribuyen
a la fuerza que siente la galaxia. La energia potencial del sistema en la superficie de la esfera sera:
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V=_GmM =__Gmfl'!. ®
r rod
Escribiendo la masa M en términos de la densidad masa-energia promedio 5, de la materia del
universo, ésta se expresa como:

M= 47r:;>r3 - 41rp;'gﬁ:’ ) (9)

Lo cual da la energfa potencial debida a un sistema en expansién de masa M sobre la galaxia:

. 47riGm  __,
VY = 3a pa’|, (10)

donde el factor de expansién & y la densidad promedio 7 son funciones del tiempo. Con la ecuacién(7)
¥y la ecuacién(10), se tienen los elementos necesarios para obtener resultados de la conservacién de
la energia, la energia total del sistema sera:

2
E=T+V= —mr( ) 4’"G"‘ ST 5a3. (11)

Ya que la energia se conserva, el contenido energético t.ot.al de la galaxia no cambiard en el
transcurso de la expansién. En general los valores de esta energia se pueden clasificar segin el
comportamiento global del sistema en tres tipos:

a) E >0,
b) E =0,
c) E<O.

En el caso a) se tiene que la energia cinética domina frente a la energia potencial, esto se traducird
en una expansién infinita en el tiempo, la energia potencial nunca lograra contrarrestar a la energia
cinética. En el caso b) se observa el equilibrio justo entre energia cinética y potencial, la dindmica
de este tipo de expansién serd en tal forma que al infinito la energia potencial del sistema logrard
contrarrestar a la energia cinética inicial de expansién. En el caso ¢) se tiene que la energia potencial
domina frente a la energia cinética, lo cual indica que en cierto momento, toda la energia cinética
inicial de la expansién se convertird en energia potencial y el sistema completo, frenara su movimiento
expansivo, para luego caer en un régimen de contraccién cada vez mds y mas violento.

Hasta aquf estaria completamente justificado el modelo cosmolégico Newtoniano, sin embargo,
con el afén de entender mejor los resultados posteriores, se asignard un valor para la energia total,
de esta manera se obtendri una de las férmulas encontrades por la cosmologia relativista.

Se impone entonces, que la energia total sea funcién de un parametro independiente del tiempo
k:

E= ——%mr: ck, 12)

donde k& puede tomar los valores:
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k=1,0,—1 13)

A este término k se le conoce como el pardmetro de curvatura. Juntando estoe elementos, la
conservacién de la energia provee la ecuacién:

1 da \* 8rG kc?
—— ) =T - 14
( a dt 3 P az (a4
llamada la ecuacién de Friedmann, que como se verd, también se encuentra a partir de argumentos
de homogeneidad ¢ isotropia bajo el formalismo de la relatividad general. Otra forma de escribir la
ecuacién anterior, es usando la definicién del pardmetro de Hubble:

a_ B1G _ Pk

En la estructura de esta ecuacién, se distinguen bdsicamente tres elementos, la tasa de expansion
via H, la densidad promedio del volumen en consideracién (en este caso el volumen del universo),
via g y el parémetro de curvatura k.

En las siguientes subsecciones se verdn algunas soluciones a esta ecuacién. Por el momento

baste con recalcar que la fisica que llevo a esta fSrmula, propia del formalismo Newtoniano, fue la
conservaciéon de la energia.

2.3 Resumen de Relatividad General

2.3.1 El Principio de Equivalencia
Las primeras evidencias experimentales sobre la naturaleza de la interaccidn gravitacional sugerian

que la relacién existente entre la distribucién de materia en una regién y su campo gravitacional
asociado estaba dado por:

V23 = anGp, (16)
donde @ es el potencial gravitacional y p es la densidad de masa. Esta relacién sin embargo tiene
varias carencias, por ejemplo, suponiendo que tanto ¥ como p son cantidades escalares esta ecuacién
no es invariante ante transformaciones de Lorentz. Si ahora se corrigiera ese error proponiendo una

ecuacién D’Alambertiana, al final, se concluirfa que tampoco ésto soluciona el problema, ya qgie
segiin la definicién de densidad de masa:

M
=
Y segin la relatividad especial, estas cantidades, la masa y el volumen, se transforman como:
M =M,
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con v = —7-—1—(T , razén por la cual la densidad de masa tiene una ley de transformacion:
1- (2

A =p.
Evidentemente 72 no puede aparecer en la transformacién Lorentziana de una cantidad escalar
o vectorial. Los objetos geométricos en los que aparece la cantidad 7? ante una transformacién de

Lorentz son tensores de segundo rango.
Este tipo de resultados, indican que el concepto de masa y campo gravitacional, deben ser re-

visados con mayor cuidado.
Considérese el contenedor de un gas. Podemos asignarle tres formas operacionales de masa, estas
son:
© Masa Inercial — M,
o Masa Gravitacional Pasiva — Mp,
© Masa Gravitacional Activa — A4,

o La masa inercial, es aquella que determina cuanto un cuerpo se resiste al cambio de movimiento,
esta masa, es la masa-energia contenida en el objeto, es decir, en el ejemplo del contenedor se
contabilizan las contribuciones de la energia cinética debida a la agitacién térmica del gas.

o La masa gravilacional pasiva, es la que determina cuanto va a jalar el campo gravitacional
al objeto en consideracién. Esta es la cantidad de carga gravitacional que tiene un cuerpo al ser
sometido a la interaccién con un campo gravitacional.

o La masa gravitacional activa, es la propiedad del objeto que genera el campo gravitacional.

Con estos elementos bésicos se construye la relatividad general. El principio fundamental del cual
se desprenderd toda la teoria es el llamado Principio de Equivalencia, este afirma que el valor
numeérico de las tres definiciones operacionales de masa, para un mismo objeto sometido a un campo
gravitacional, es el mismo e independientemente de su forma y de su composicién qufmica:

M; = Mp = M.

La consecuencia mds dramaitica de este principio es que no solo la materia sino que también la
energia, £, es generadora de campo gravitacional. Esto trae consigo el siguiente dilema:

Para conocer: Requerimos conocer:
D — P
FE — > -
P — E

requerimos conocer la densidad de materia-energia p para calcular el campo gravitacional @,
requerimos conocer ¢ para conocer la energia gravitacional E, pero resulta que para conocer p,

también requerimos conocer F.
Esto lleva a un circulo vicioso, que pone de manifiesto la naturaleza no lineal del fenémeno grav-

itacional. Dicho de otra forma, la consecuencia de estas propiedades es que el campo gravitacional
es a su vez generador de campo gravitacional.
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Afortunadamente, esta "enfermedad”, es en sf la vacuna, ya que la segunda consecuencia funda-
mental del principio de equivalencia, proporciona la clave para solucionar el problema.

La segunda consecuencia directa del Principio de Equivalencia, es que, permite simular una regién
del espacio en la que se manifiesta un campo gravitacional usando sistemas de referencia no inerciales.
Lo anterior se sigue de la ley de gravitacién universal, la segunda ley de Newton y el principio de

equivalencia:

F = Mp g,

F = M; a,
por lo que:
M, §= M, a.
Aplicando el principio de equivalencia se sigue que:
g=a,
lo cual indica que dada la dindmica gravitacional (miembro izquierdo), la cinemdtica serd siempre
la misma (miembro derecho), sin importar cual sea la masa inercial o gravitacional del cuerpo. Si

la trayectoria de una partfcula, abandonada a la accién de un campo gravitacional es la misma,
independientemente de cual sea su masa, las dos formulaciones siguientes son equivalentes:

o Marco de referencia inercial +particula actuada por fuerzas _ o Trayectoria del
o Marco de referencia no inercial + particula libre - punto A al B

Imaginemos a un observador, aislado de sus alrededores, y abandonado a caer libremente en un
campo gravitacional j;Puede éste determinar su estado de movimiento tan solo por experimentos
mecdnicos o electromagnéticos realizados en su entorno?.

La respuesta en general es que si, por ejemplo, si el entorno del observador es lo suficientemente
grande, notaréd que las particulas que él deja libres, empiezan a aproximarse o alejarse unas de otras.
Un observador externo podra distinguir que ese efecto, se debe a las fuerzas de marea, es decir, a
que el campo gravitacional es inhomogéno.

Sin embargo, en un entorno lo suficientemente pequeifio como para que no se distingan las fuerzas
de marea, es decir, que el campo sea localmente homogéneo, el campo gravitacional afectard a todos
por igual, los resultados de los experimentos en el entorno del observador serdn independientes del
estado de cafda libre de su sistema de referencia. Nétese que si la fisica es la misma (localmente),
para todos los sistemas de referencia en cafda libre, quiere decir que podemos comparar resultados
experimentales entre sistemas de referencia cuyas velocidades y aceleraciones relativas son muy
distintas entre si. En este sentido, el principio de equivalencia es una extensién del principio de
relatividad especial, solo que hemos cambiado sistemas de referencia inerciales cuya descripcién es
global por sistemas de referencia acelerados cuya descripcién es local. .
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Cuando se habla de sistemas de referencia, que en general, pueden estar acelerados unos respecto
de otros, evidentemente las transformaciones lineales de la seccién anterior dejan de tener validez,
as{ que es conveniente introducir una notacién adecuada para describir esta situacién.

Se mapea el espacio tiempo con las cuatro coordenadas (z%, !, z3, z*), otro observador ma-

pearé:(2°, 2!, 22, 23) . La ley que vincula ambos mapeos es:
dz® = L3dz”,
donde L3 consta de los llamados elementos de la matriz Jacobiana:

ox>
ax? °

i

L3

Por otro lado el tensor métrico de Minkowski ya no seréd invariante ante estas transformaciones,

por lo que es reemplazado por un tensor que satisfaga esta nueva ley de transformacién propia de
sistemas de referencia no inerciales:

Inasll — llgasll -

As{, el elemnento de linea invariante ante transformaciones de coordenadas generales seré:
ds? = g,sdxdz?.

La ecuacién que describe a los sistemas de referencia locales en cafda libre es la Ecuacién
Geodésica. La interpretacién de esta ecuacién es como sigue: si nos encontramos en un sistema de

referencia S localmente inercial (puede estar en caida libre o no), el movimiento del otro sistema de
referencia S local estard gobernado por las siguientes leyes:

desde S :
d?z> o dzx* dxv
ds? + o ds ds 0
desde S :
d?z>
ds® 0

El simbolo I'j}, se conoce como el simbolo de Christoffel de segunda especie:

e, = L1gon 896y | F9un _ O9uv
g 2 oxv A 8xP J
este objeto geométrico no satisface las leyes de transformacién de un tensor, sin embargo es de gran
importancia ya que, segiin S, una particula libre en el sistema de referencia S seguird una trayectoria
en principio distinta de la linea recta. En resumen se ha conectado:

localidades del campo gravitacional =—> sistemas de referencia no inerciales locales
A continuacién analizaremos que ocurre en el caso global.
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2.3.2 La Curvatura del Espacio-Tiempo

La pregunta sin contestar en la seccién anterior fue ;Existe, en general, algiin sistema de referencia
no inercial global que simule, idénticamente, al campo gravitacional generado por una masa?. La
respuesta es no, solo se puede simular parcialmente al campo gravitacional por medio de sistemas
de referencia no inerciales. La consecuencia directa es, que en general, no existe una transformacién
de coordenadas global que permita anular los efectos del campo gravitacional.

Un ejemplo simple, es el campo gravitacional generado por la tierra, supéngase que tenemous
tres observadores ubicados en tres lugares distintos de la tierra, digamos 11no en el polo norte y los
otros dos en puntos distintos y alejadus del ecuador. Debido al principio de equivalencia, lus tres
podrén simular en una regiéon pequefia, (lo suficientemente pequefia para que las fiterzas de marea
no se perciban}, al campo gravitacional que los afecta, mediante sistemas de referencia no inerciales
que se aceleraran en direccidén radial, acelerados a 9.81%, sin embargo lo que no podrén lograr es
proponer un sistema de referencia no inercial que ademads de servirles a ellos, les sirva a sus otros
dos comparfieros.

Entonces, basicamente el problema es que se requiere de una variedad de sistemas de referencias
no inerciales, cada uno con distinta velocidad y aceleracién, simulando asf, tan solo una pequena
localidad del campo gravitacional real.

Pensando en estos términos, lo que se necesita es un pegarmento que \ina a toda esta variedad de
sistemas de referencia no inerciales.

La clave que indica donde puede encontrarse este pegamento, lo dan las llamadas fuerzas de

marea.

Debido a las fuerzas de marea, un individuo en un satélite suficientemente grande, puede saber
que no se encuent:a en un sistema de referencia no inercial, al observar que las particnlas a su
alrededor estin actuadas por fuerzas propias de un campo gravitacional real e imposibles para un
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sistema de referencia no inercial.
Las fuerzas de marea, como se dijo, se deben a las inhomogeneidades del campo gravitacional:
AF = F, - F.

El efecto cinemdtico de éstas fuerzas serd una aceleracién relativa entre las particulas nbicadas
enly 2:

AF — apq.

Entonces regresando a la descripcién geométrica de las geodésicas, es posible encountrar la acel-
eracidn relativa entre dos geodésicas, (es decir, entre dos sistemas de referencia no inerciales), nsando
la llamada derivada covariante:

dA _ DA* dA" v
ds = ds r = \Er t Ff"vf‘”) dxtén
donde:
"
A, = % + 4, A%

¥ el resultado aplicado a la aceleracién relativa entre geodésicas, el resultado es:
aly = RE, ,UUPEY,

donde la I y la £ representan la velocidad de cada geodésica y la separacidn entre éstas, respectiva-
mente. La constante de proporcionalidad ||Rg,,,3 se conoce como el tensor de Riemann.

Geodésicas
"’ \\\
— —

Tiempo

7 T

{

En la figura anteriur se representa un diagrama de espacio tiempo. Claramente el observador de
la derecha puede deducir que no se encuentra en un campo gravitacional. Segin la férmula anterior,
encontrard que el tensor de Riemann:
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#225.5] = o

Mientras que el observador de la izquierda podrd reconocer de inmediato la aceleracién de las

particulas y por lo tanto, concluird que se encuentra en un campo gravitacional real. En este caso
la implicacién serd que:

IRas]l # 0.

garantizando as{ que la aceleracidén relativa, sea distinta de cero.

La consecuencia final de estas consideraciones, se encuentra cuando se comparan éstos resultadus
con la geometria de espacios topoldgicos. Ahf se observa que, los espacios tiempos construtdos
con sisteras de referencia no inerciales, solo pueden lograrse, pegando, a cada sisterna de referencia
no inercial, en una estructura con topologia distinta de la euclidea.

La conclusién final: el espacio-tiempo se deforma en presencia de un cuerpo masivo.

2.3.3 Las Ecuaciones de Campo de Einstein

En las subsecciones anteriores se concluyeron bésicamente tres cosas, la primera es que la forma en
que las cantidades de masa y energia se transforman en el contexto gravitacional, indican que la
densidad de masa-energfa, es la componente de un tensor de orden dos:

==,

Otro concepto importante es que, debido a que tanto la materia como la energia son generadores
de interaccién gravitacional, la interaccién gravitacional no puede ser entendida como un poten-
cial relacionado directamente con la energia, ya que eso imposibilita la descripcidn del fendmeno
gravitacional en términos de causas y efectos.

Por otro lado se hizo notar que espacio-tiempos curvos, explican la atraccion entre cuerpos, a
partir de puros conceptus cinematicos, es decir sin invocar a conceptos de energia.

Entonces reuniendo toda la infurmacion de la energia y el mumento en un solo tensor de urden
dus, ubtenemus:

Il -

700

7‘01

AL

."l'_{z

7

dunde cada componente representa:
o I'" : Densidad de Energia.
o ¢T'™ :Flujo de Energia por unidad de érea Paralela a la Direccién i.
o T : Flujo por unidad de drea de la componente i-ésima del Momento en la direccién 7.
o T*7 : Flujo por unidad de drea de la i-ésima compuonente del Momento en la direccion j.
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o ¢T'% : Densidad de la i ~ésima componente del Momento.
Einstein afirmé que este tensor, debe ser la fuente del campo gravitacional. Ya que el campo
gravitacional esta representado por medio del tensor de Riemann y el tensor de Riemann es de
orden cuatro, se debe hacer alguna operacion sobre R/, ; de manera que se obtenga un tensor de

segundo orden.
Para igualar cantidades, define el siguiente tensor de orden dos, que contiene toda la informacién

del tensor de Riemann:
Gas = Rap + gaplt,
donde R.s = g"“ R}, ; se define como el tensor de Ricei y R = g*° Ra.s se define como el escalar de
curvatura. Adicionalmente afiade un término extra, llamado ”la constante cosmoldgica™:
go‘aA.

Juntando los términos anteriores, afirma que las ecuaciones que gobiernan la evolucién del campo

gravitacional son:
8nG ., -
Gap + ganh = — 3= Ths, a7)

donde la constante de proporcionalidad se encuentra facilmente al analizar el Iimite Newtoniano del

campo gravitacional.
Una propiedad importante de estas ecuaciones es que:

(Gnu +!j"‘34\):ﬁ =0,

lo cual indica que la divergencia covariante de 777 es:
ad  __
7% =0

Esta iiltima ecuacidn, resulta en leyes de balance entre las componentes del tensor.
A continnacién veremus la aplicacion de esta formulacién a la evolucion del universo.

2.3.4 La Métrica de Robertson-Walker

A partir de las vbservarivnes de homogeneidad e isutropia en las cuales se fundamenta el andlisis de
la evulneidn del universo, es qiie se formula el llamado Principio Cosmoldégico, €] cual establece
que: el unirerso o un cicrto licmpo y a escalas mayores que lo separacion entre cimalos de galarias

s y ha sido tal gque:
1) desde cunalquior galaric ol universo se observa similar a comeo lo observamaos desde naestie

galaria, y
1) las dirceciones espaciales son todas cquivalentes no importa desde que galaria obscrveiios.
Para modelar al universo con la relatividad general conviene visnalizar al nniverso como si se
tratara de un fAuido ideal que llena tudo el espacio, el movimiento promedio de cada galaxia serd

representado por el movimiento de una particula de dicho fluido cdsmico.
La caracteristica principal del fluido serd que satisfaga el principio cosmolégico. El objetivo de

esta subiseccidn es la de deducir la métrica que representara a nuestro universo.
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Lo primero que se aclarard es lo que se entiende en el Principio Cosmoldgico por: el universo
a un cierto tiempo”, esta frase podria parecer estar en contradiccién con la desincronizacién de
relojes que prevee la relatividad general en regiones expuestas a la presencia de objetos masivos. Sin
embargo bajo la suposicion de homogeneidad e isotropia es posible .

Se procede como sigue, imaginese que se asigna un reloj a cada regién del fluido césmicu que
representa al espacio. Las marchas de los relojes, no necesariamente coinciden. Imaginese también
que se tiene la capacidad de medir la temperatura y la densidad en diferentes regiones de este fluido:
(T, p). Es posible entonces pensar, que cada regién del espacio tendrd en algiin momento de su
existencia los valores (T},0,), evidentemente cada regién alcanzarsa estos valores a distintos tiempos
respecto de nuestro reloj, sin embargo, por construccidn, se obliga a que la marcha del reloj propio
de cada regidn, sea tal, que en ese instante marque el tiempo t,. Siguiendo con este método cuandu
las distintas regiones tengan los valores (T3 p2). cada reloj deberd marcar el tiempo £z , en resumen:

regiones —— tiempo

del fluido césmico
(Thp) — @
(Tg,p2) — ta2 (18)

(Tnpn) — ta

De esta manera, a partir de ciertas propiedades locales del universo, se han sincronizado los
relojes y por lo tanto, el estado fisico del universo dependerd del mismo tiempo en todos lados. A
este tiempo se le conoce como el tiempo césmico.

Reagrupando todos los elementos mencionados anteriormente, tenemos:

o Un fluido tridimensional en el cual el movimiento de sus particulas representa el movimiento
de las galaxias.

o Una reetiquetacién del tiempo en términos de un par de parametros fisico (7", p) — ¢.

o La descripcidon del fluido se hard siguiendo a las galaxias que tengan el mismo valor de ¢.

Con estos tres puntos podemos ahora construir un escenario cuadridimensional en el cntal desarrol-
lar una teoria cosmoldgica relativista, sustituiremos lus tres elementos anteriores por uno equivalente.

Supondremos ahoura que la descripeidon del universo y su evohicién se pueden representar por
medio de un cuadri-fluido en el cital una rebanada a un cierto ¢ representara al unniversu a ese
tiempo cdsmico. El medio es el que se expande y por lo tanto las galaxias trazan la expansién de
este medio, sin embargo las galaxias se encuentran en todo momento en repuso respecto del medio.

Ya que cada rebanada del finido se caracteriza por tener un mismo valor del tiempo, el elementou
de linea de este cuadri-fluido serd tal gue su tensor métricu cumple una relacion del tipo:

ds? = (cdt)? — aydirida?,
la forma del tensor [|ay;l|serd. en su forma mas sencilla:
ay; = a(t) ;.

Esta es la Métrica de Robertson-Walker. a (t) representa el factor de escala. La razén
de esta féGrmula se desprende del principio cosmolégico, ya que, una cv;; con esta forma, mantiene
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las propiedades de homogeneidad e isotropia, a cada tiempo césmico t. Ademéds se garantiza que
cualquier otro observador, podré medir eventos en el espacio tiempo, segiin:

ds? = (edf)? — a,;dz*d3.

En coordenadas esféricas, la métrica de Robertson-Walker se escribe:

2
ds? = c?dt? — a (L) {—i-ﬂkr—z + 72d0? + 12sen®0 d¢2} .
donde (¢,r1,0,¢) son las coordenadas coméviles, y k es el parimetro de curvatura que estari
encargado de escalar las coordenadas, para un espacio de curvatura positiva negativa o cero. El
valor de &k = 1, —1, 0 respectivamente. -

La propiedad comdvil viene de que, para cualquier observador cuyo movimiento sea nulo respecto
de las coordenadas comdéviles, cumplird que:

ds? = c3dt?,

lo que significa que la linea de mundo, de la particula, se encuentra en cafda libre en el fluido césmico.

Ahora bien, del principio de equivalencia se sabe que los sistemas de referencia en caida libre.
observan las mismas leyes que los sistemas de referencia inerciales, solo que localmente. Por lo
tanto, un sistema comdvil, es un sistema inercial local; sin embargo, tiene la peculiaridad de ser
el 1inico en el cual, la radiacién de fondo se observa isétropa. Esto significa que el sistema de
referencia comdvil es un sistema preferente en el universo. Esta afirmacién no se encuentra en
contraposicién con los preceptos de la relatividad general, ya que afirma que la radiacion de fondo,
se ve isGtropa en localidades con distintas velocidades y aceleraciones, que se relacionan segin la
métrica de Robertson-Walker.

En cuanto al principio de Mach, los efectos inerciales producidos por la distribucién de materia
en el universo, se explica, notando que las galaxias lejanas, trazan un sistema de referencia. que es
precisamente el sistema comévil.

2.3.5 El Tensor Energia-Momento

En la subseccidén anteriur, se dednjo la forma aproximada de la métrica del espacio-tiempo proumedio
en el universo, conviene ahura dar la distribucion de materia-energia que se espera hayan en el
universo.

Coumu se viu en la snibseccién de las ecuacivnes de campo, la informacion respectu al generador
del campo gravitacional se encuentra en el tensor de energia momento, por lo tanto, si en primera
aproximacion el tensor de energia-moumento de un fluido perfecto es usado para modelar el cuntenido
de materia y energia del nniversu, este tensur tendrad la estruectura:

p 0O 0 O
=18 % 5 8- a
0O 0 0 p

© en general:
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Tap = (cﬂ, + P) UaUs — PGap, (20)
con p la densidad de materia-energia, p la presién generada por la materia y energfa en el sistema de
referencia localmente plano y v, la velocidad del fluido. La velocidad ¥ en un sistema de referencia
coméovil tiene componentes 77 = (¢, 0,0, 0).

Usando el hecho de que:

8
Te H R 9,
se encuentra que :
d (pa") = —pd (aa) . (21)
Adicionalmente se dard una relacién constitutiva entre p y p, esta serd en general:

p=¢p, (22)

que sustituida en la ecuacién (21), resulta:
p = poa-3(1+%), (23)

donde por simplicidad se ha supuesto que € es independiente del tiempo. Los valores de € determi-
naréin, el tipo de densidad materia-energia, que gobierna la evolucién del universo. Los casos maés
importantes son:
€= —c? = Vacito,
e=< = Radiacién,

3
€e=0 = Materia.

(24)

Con esta informacidén es suficiente para el desarrollar el modelo estandar desde la perspectiva

relativista.

2.4 Modelo Estandar

Para estudiar al universo a gran escala, conviene realizar algunas suposiciones, se considerarda que
en primera aproximacion, las irregularidades locales como polvo, planetas y estrellas no contribuyen

a la curvatura global del universo.
Calculando las componentes de gay, Gag ¥ Taa, € igualindolas segiin la ecnacién (17) , se enciientra

que las ecnaciones de campo sun:

a\? 8nG kc?  c2A
(c_z) -3 2z T3 (25)

¢

@y 4G 3p\ | <A
(;) = (p+ r:'*’)+ 3 (26)
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En donde a la segunda ecuacién no es independiente de la primera y en conjunto, proporcionan
la dindmica de los modelos de universo cuya densidad y presién de materia y radiacién son p y p.
En general p = p (Pmateria, Pradiacion s Pvacto) , 18 primera hipdtesis que se realiza aqui es que:

P = Prmateria + Pradiacion + Pvacto-

Ahora bien, por simplicidad, se puede dividir a la evolucién del universo, en tres etapas, estas
son:

I) cuando la densidad que domina en el universo es la de la materia, esto serd en las épocas mas
recientes. Cuando pnateria ~ 1/a® domine.

II) Cuando la densidad predominante sea la de la radiacién, es decir cuando pradiacisn —~ l/a4
domine.

III) Cuando la constante cosmolégica domine y por lo tanto puacic = constante sea el termino
lider.

A continuacién un resumen de cada uno de estos dominios.

2.4.1 Dominio de la Materia

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de movimiento de un fluido perfecto. Sin embargo si se
piensa que cada particula del fluido no interacciona mucho con sus vecinos, la presién no seré tan
importante, p = 0, ésta es la ecuacién de estado.

Este es el caso reciente de la evolucién del universo, en el que los grandes ciimulos de galaxias
representan las particulas del fluido, y efectivamente su interaccién es despreciable.

A este modelo libre de presién se le conoce como modelo de polvo.

En este caso las ecuaciones de evolucién se reducen a:

a\?  8nG ke | A

(a)_ 3 7 a7+3’ 27
¥y ya que se esta describiendo el Dominio de la Materia, la densidad, la podemos expresar mas con-
venientemente por la densidad de materia, presente al dia de hoy: p,. Segiin las ecuaciones (23 y 24)
se tendrd que p = p,a~?. Adicionalmente se puede suponer que en estas etapas del desarrollo, la
constante cosmolégica no desemperfia un papel preponderante, A = 0, asi que la ecnacién anterior
se expresa, méas convenientemente, como:

2 BTG,
@ = ——=p, kc2. (28)

Las soluciones de esta ecuacién dependen, de dos valores, la densidad de materia, p, y el pardmetro
de curvatura k. Como se verda a continuacidn, estas cantidades estéan relacionadas de tal manera, que
tan solo la densidad de materia existente en el universo determinara su evolucidn.

La ecuacién (28), evaluada al dia de hoy, t =t, ,a= 1y H = H,, implica que:

877G HZ2 .
k= —=Z Po — Q= (29)

Lo cual indica que se tiene un valor critico de k£ = 0 si la densidad actual del universo es:
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3H32
8nG

A esta densidad se le conoce con el nombre de Densidad Crftica.
Se introduce el Pardmetro de Densidad de Materia:

Pc =

p(t)
Q= 22
M P
Se introduce también, el Pardmetro de Densidad del Vacio:

Cia = Puacso

’

pﬂ
donde la Densidad del Vacfo se define como:
A2
Puacte = g

Con esta notacién la ecuacién (29) se escribe incluyendo la constante cosmoldgica como:

H3(1— 1)
c? ’

que muestra de inmediato, que el valor critico se da cuando 2 = 1 al tiempo t = t,.

k =

(30)

(31)

(32)

33)

(34)

Sustituyendo estas definiciones en la ecuacién (27) la ecuacién de Friedmann se expresa como:

an? kc?
(3) —omm2vanm -

Definiendo a:

Q = Qnr + Qn,

la ecuacién de evolucién quedari expresada como:

— [ - @-v].

en donde se ha sustituido la ecuacién (34).
Las soluciones para esta ecuacién son, en términos del tiempo:

Qenan [sen“d 2 \J ( 2 )] < Q<1
c A max Omax Cmax

2a
¢ _“Qmax !
= 3 < Q=1

4@—[\] (1+ )——senh‘ —2 | & 9>1
c Gimnax

(35)

(36)
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Que en una grifica se ven:

Q>1

gy ¥

Bang Méxime Calapse

Cada una de las soluciones representa un modelo de evolucién distinto, el cual dependers de el
valor de pyacio Y Pmateria- El primer modelo, tiene une geometria abierta hiperbdlica, su expansidén es
infinita en el tiempo. El segundo modelo, es €l modelo critico, corresponde a una geometria plana y
es punto inestable entre un modelo cerrado o abierto, en este modelo el valor de expansidn tiende a
cero en el infinito, también se le conoce como el modelo de Einstein de Sitter.

El tercer modelo, tiene geometria esférica cerrada y tiene un tiempo de colapso finito.

2.4.2 Dominio de la Radiacidn

En contraposicién a los modelos de la materia, el dominio de la radiacién se caracteriza por tener
presiones representativas en la evolucién. En este caso la ecuacidn constitutiva del fluidu sera:
= %p, que se obtiene de cunsiderar particulas relativistas.
La densidad de radiarion. se relaciona con la densidad de energia por: £ = pc2. Si N (') es In
densidad numérica de futunes de frecuencia 1, la densidad de energia de la radiacién es:

¢ = 3" huN (ho)

ahora el mimero de fotunes varia con el la expansién como:

Na

3

N =

@

Por otro ladu la energia de cada futdn cambia con la expansién, debidou al cambio en su longitnd
de onda como: :

Vo
v =
a
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En conclusidn, el cambio de la densidad de energfa respecto de la expansién del universo va como:

1 1
p== > hv,No (hw,) - —
2 <= a

o bien:
€0 1

T ctat
Sustituyendo estos valores en la ecuacién de Friedmann originales, se obtiene que la evolucién del
universo queda descrita por las ecuaciones:

887G &,
3c2  a?

877G e,
3c2  a?

42

a? = — 2k

Resolviendo estas ecuaciones se encuentra que el factor de expansién evoluciona como:

1
- ( 32nGe, )‘ e}

3c?

Es decir, el modelo de radiacion dominante indica que la evolucidn del universo es simplemente
proporcional a t1/2,
2.4.3 Dificultades del modelo estandar
El modelo estandar, logra dar explicacién a tres caracteristicas de nuestro universo, la recesidn
isotrépica de galaxias, la temperatura de la radiacién de fondo y las abundancias de elementous
ligerus, basindose \inicamente en el principio cosmoldgico.

Sin embargo, el modelo estandar sufre de algunas dificultades, parte de ellas sun de cardcter
predictivo y otras mds bien filusdfico.

Entre las dificultades predictivas estan:

I) E! mudelo predice uin nniverso que no es planou, en contradiccién con las uvbservaciones,

II) predice 1ina abundancia de monopolos magnéticos, que no se observan.
Entre las dificnltades cunceptuales estdn:
IIT) No explica purqné la radiacién de fundo proveniente de regiones opuestas del nniverso tienen

la misma temperatura.
IV) Nu puede dar explicacion a la generacién de fluctnaciones primordiales en el nniverso.
2.4.4 Modelos inflacionarios

En el intento de resolver este tipo de dificultades es que surge el modelo inflacionario.
modelo se combinan elementos de la teorfa de particulas elementales y los modelos del universo con

ronstante cosmoldgica.

En este
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La idea principal es que en los procesos cuédnticos, el vacfo no es un ente inerte en lo absoluto,
sino que goza de una estructura bien definida. En general se entiende al vacio como el estado de
minima energia del espacio tiempo en conjuncién con sus campos residentes.

La dindmica de estos modelos se explica sencillamente con el modelo de de Sitter, de Sitter estudia
la evolucién de un universo cuyo contenido material es nulo:

ITasll =0 (87)
y que la 1inica contribucién a la evohicidn del universo se da por la constante cosmolégica. En
este caso la ecuacién de Friedmann se escribe como:
4G
3c?

donde puacis se define en la ecuacién (33) y la Presion del Vacio se define como:

[€?puacio + BPuacia] @ (38)

Act
Puacio T gl
y es aqui donde entran las consideraciones de la teoria de particulas elementales. De la dindmica
de estas, se requiere encontrar la ecuacién constitutiva entre la densidad y la presién del vacio.
Dependiendo del campo cudntico que se investigue, la relacidon entre estas dos cantidades dependera
del tiempo. La forma mas simple es:

(39)

Practo = —€%puacto (40)

En este caso la solucién a la ecuacién (38) serd :
t
a(t) = Aexp [;] .

donde 7 se le conuce como la cunstante del tiempo de expansion y vale:

3 2
= (Bﬂcﬂum&n) :

Por eso la evolicion de la constante de Hubble en el periodo inflacionario se determina por:

nw=1

La subicion a las tres primeras dificultades, se signue inmediatamente al considerar que, debidu al
crecimiento exponencial: 1) en la lucalidad de nuestra galaxia, el universu se ubservara plano, I1) la
densidad de monoupolus magnéticus tiende a cero y III) se tiene nn crecimientu del nniverso mayor
que la velucidad de la luz y por cunsiguiente, eventus que en un perfodo pre-infiacivnario estuvieron
causalmente conectados, se desconectan en el periodo inflacionario, y una vez pasado el periodo de
expansion super luminica, estdn en condiciones de hacer contacto con sus conos de luz. Un caso
particular es la radiacion de fondoe. El cuarto punto se explicard en la siguiente subseccidn.
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2.4.5 Fluctuaciones del Periodo Inflacionario

Quizés la caracteristica mds importante del modelo inflacionario es que mediante un proceso fisico
propio del modelo, explica la generacién de las primeras fluctuaciones del campo de densidad. Como
se verd mas adelante, la evolucién de estas fluctuaciones, desarrolla hasta convertirse en la estructura
que se observa hoy en el universo.

El proceso fisico fundamental en la generacién de las fluctuaciones de densidad se debe al Prin-
cipio de Incertidumbre de Heisenberg, el cual en una de sus formas, indica que:

AE AL = N

Esta relacion, se puede interprestar como que un sistema jamids podra permanecer en ina energia,
£, igual a cero y la razén es que en un tiempo lo suficientemente pequefio, At, puede ocurrir una
fluctuacién de energia considerable AE.

A este proceso se le conoce como la polarizacién del vacfo y bédsicamente es el causante de la
aparicién espontidnea de un par particula-antiparticula. En este sentido el vacio es una estructura
dindmica.

La manera en que ésto se relaciona con la cosmologia, es precisamente, notando los tiempos
propios de la evolucién del universo. Se dice que una reagic‘m esta causalmente conectada, cnando sn
tamario es menor que el de una regién de radio Ly = 7,'5{,—) Para una regién de radio Ly, el intervalo
de tiempo en el cual ocurren los procesos son:

1
Al = ———
H ()’
significando que cambios en la razén de crecimiento del universo, influyen directamente en el tiempo

de accién de sus procesos.
Sustituida en la relacién de incertidumbre:

AFE =1 -1,
¥ ya que, el duminio de la inflacidn. se earacteriza pur mantener a /! practicamente counstante:
AF ~ constante
durante todo este periodu se generan Huctnaciones de densidad de energia: 6§ = %—"—, constantes.

En el capitulo signiente analizaremous lus diferentes prucesus de atennacion y amplificacion a lus
qite se ven sumetidas estas fluctuaciones.



Capitulo 3

Evolucién de las Fluctuaciones Primigenias

3.1 Imntroduccién

Hasta ahora se ha considerado al universo como un sistema cuya distribucién de materia y radiacién
es totalmente homogénea e isGtropa, sin embargo, ésto es solo una aproximacion de lo que ha ocurrido
en la historia del universo. Que en él haya estructura: sistemas planetarios, estrellas, galaxias,
ctimulos de galaxias, etcétera, implica que cierto grado de inhomogeneidad hubo en tiempos muy
remotos, y ya que la evolucién del universo en su globalidad, se entiende bien, con modelos de
fluidos, el siguiente paso fue considerar a la formacién de estructura como el resultado de pequenas
inhomogeneidades en dicho fluido.

Hasta 1980 la explicacidn del origen de estas inhomogeneidades como consecuencia de un pruceso
fisico era inexistente y por lo tanto se introducian ad hoc en el formalismo. El concepto lo intro-
duce Guth con su modelo inflacionario, en éste modelo, de una manera muy natural, se generan
fluctuaciones primordiales del campo de densidad de masa-energia, a partir de procesus fisicus bien
definidos.

3.2 Aproximacién Newtoniana

En el capitulu anteriur se analizarun algunos de lus aspectos mas impourtantes de la evolucion del
universo.

En un anidlisis detallado de las evidencias observacionales, se puede apreciar que ni la radiacion
de fundo ni la distribucidn de galaxias lejanas tienen una distribucién absolutamente homogénea
e isdGtrupa asi mismo se puede apreciar que no todas las galaxias cumplen exactamente con la ley
de Hubble, la manera mas natural de explicar la existencia de estructura, es asumir que en el
nniversu primitivo, existian pequefas desviacivones de la homogeneidad e isotrupin, las llamadas
fluctuaciones 4 (1), y como se diju, sun la diferencia entre la densidad promedio del nniversu y la
densidad loucal de la inhumougeneidad (dividido por la densidad promedio para tener una cantidad
adimensional mas ficil de manejar), coun la propiedad de qtie cada una de ellas pnede tener pequenas
velocidades 7 (F) respecto de sus coordenadas comdéviles originales y que en todo momento estas
fluctuaciones estin sometidas a su propio campo gravitacional @ (). Con este enfoque, se podra
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dar explicacién a la formacién de estructura y al mismo tiempo salvar, los modelos de evolucidn

global del universo,

La teoria cuya l6gica incluye precisamente los tres elementos que mencionamos anteriormente:
fluctuaciones § (7), velocidades 7 (7) y campo gravitacional & (), es la teoria Newtoniana de
fluidos. A continuacién se vera parte del formalismo y posteriormente se aplicarda a la evolucién de

las fluctuaciones primordiales que nos atarfien.
3.2.1 Mecanica de Fluidos

El formalismo de la mecsdnica de fliidos se basa en un conjunto de postuladus muy sencillus. Se
cunsidera un fluido de masa Af con una densidad de materia p () definida en cada punto y contenido

\

en un volumen V.
La mecénica de fluidos afirma que la cantidad de masa contenida en ese volumen se determina

mediante la suma de todos los elementos de volumen multiplicados por la densidad puntual corre-

spondiente:

M.—.fp(r-)dv 41)
v

y postula ademss que si el sistema esta aislado, esa propiedad fisica llamada masa, es un invariantes

respecto del tiempo, es decir:

dM
=0 (42)
De los dos postulados anteriores se sigue que:
d
— [rrav=o0 (43)
v

la derivada de nna integral como ésta. no es de solucién trivial ya que en un finido tantu g2 como
V' dependen del tiempo, sin embargo, existe un tevrema, el Teorema de Reynolds, que aisla la
dependencia temporal del elemento de volimen, dejando a éste como nn invariante temporal. El

teorema afirma que:

d df a7
g 7 — - i =
T / S Gy dV (L) / [ -+ [ div ( o )] dav (44)
V() V(o)
Aplicandu el teorema a la ecnacidn(43), obtenemos qne:
/ [ ::l; + p div (1‘-')] dV =0 (45)

v
En esta representacion, el elementu de volumen dV de tamarnio fijo permite muestrear lus cambius

de densidad en esta regidn.
Lo que lleva a la famosa ecnacion de balance de masa:
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Lo (46)

“dt

A esta ecuacién también se le conoce como la ecuacién de continuidad.
Otra ecuacién importante en este formalismo, es la ecuacién de movimiento. De la segunda ley

+ p div (D) =

de Newton: a5
S
F = o (47)
imponiendo la hipStesis de medio continuo, el momento lineal:
5= AT (48)
se convierte en:
7= [ pvav (49)
{
por lo tanto la derivada temporal sera:
dp d
—_— = —— 7 {
i P “[p'udV {50)
aplicando nuevamente el teorema de Reynolds y agrupando términos se obtiene:
do _[ dp
=‘f’{p-—dt +v[ - +pdiv (ﬁ’)]} (51)

Usando la relacion (46) , sobre el balance de la masa en nuestro volumen de prueba. el 1iltimo
término de la ecuacién anterior desaparece y por lo tanto el cambio del momento lineal de un finido

en el tiempo se representa por:

d
” /,; - 7 av (52)

La descripcion de las fiterzas en fluidos, no se deduce por completo coun la hipdtesis de medio
continuo. Las fuerzas que actiian en un flnido son de dos tipos, las primeras soun el resultadou de

aplicar directamente el pustulado de medio continuo:
SN / pf dv (53)

A este tipu de fuerzas, f' , se le conoce como fuerzas de cuerpo y por hipdétesis actitan subre cada
elemento de volumen. El segundo tipo de fuerzas son las llamadas fuerzas de traccién, £, éstas se
deben al desequilibrio de las fuerzas de enlace en la localidad de las fronteras.

l?lrnccion = rds (54)

av
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a las fuerzas de traccidn se las puede expresar en términos de una matriz y un vector, conocidos
como el tensor de esfuerzos y el vector normal a la superficie:

t=o0-717 (55)

sustituyendo a éstas en la ecuacién (54), y aplicando el teorema de Gauss, la fuerza de traccidn
total se puede expresar como:

Firaccion = /divrr av (56)
v
sumando los dos tipos de fuerzas, ecuacién(53) y ecuacién(56) se obtiene que:

F = Frucepn + Firaceion = [ pf dV + [ dive av (57)
1% v

Reuniendo los resultados del cambio de momento en el tiempo y la representacién de las fuerzas
de la ecuacién anterior, en la segunda ley de Newton, se obtiene que:

dt P .
p— = pf + divo (58)
dt
A esta ecuacién de movimiento, se le conoce como la ecuacién de balance de momento o ecuacidn

de Cauchy.
Para la descripcidon que nos atarfie, se hard la suposicién de que la materia esta distribuida ho-

mogénea e isétropamente, lo que permitird expresar al tensor de esfuerzos como:

p 0 O
fiell=—1) 0 p O (59)
0 0 p

es decir que siempre se podri escoger un sistema de referencia en el cual los esfuierzos cortantes se
anulen. La cantidad p es la presion del sistema y la divergencia del tensor de esfilerzos cun estas

restriccivones sera:

p 0 0
dive = — aiai'}'i_) 0 p 0 (60)
gl 4 = 0 0 p

es ficil ver que estu se tradnce en:

divea = —Vp (61)

A un fluido cun estas caracteristicas se le cunuce con el nombre de Fluido Perfecto. Finalmente,
si se considera, a este iiltimo resultado. en la ecuacién de movimiento y se supone que la fuerza de
citerpo a la que cual estd sometida el fluido es la fuerza gravitacional, es decir, satisface la ecuacion

de campo de Poisson:

Vi® = AaGp
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con la fuerza de cuerpo:
of =-vo

el conjunto completo de ecuaciones que describen al fluido son:

—‘ff— +p div (§) =0| Ecuacién de Movimiento
7 62
da = -V — LVp Fcuacién de Euler (62)
dt p
V2 = 4nGp Ecuacién de Poisson

Estas ecuaciones describirdn la dinamica de un fluido de densidad p, presién p, que se encuentra
bajo la accién de la gravedad, V& y cuyo flujo se determina por el campo de velocidades .

A ésta representacidn particular de las ecuaciones de movimiento de un fluido, en términos de
derivadas totales del tiempo, se le conoce como Representacién Lagrangiana. En esta repre-
sentacién, un elemento particular del fluido es seguido ¥y es el comportamiento de sus propiedades.
lo que describen las ecuaciones(62) . Existe otra representacién, conocida como la Representacién
Euleriana, en ésta, las ecuaciones describen el cambio de las propiedades del fluido en 1n punto
fijo del espacio. La conexién entre ambas descripciones se da con la relacién entre operadores:

dt at

La representacién que adoptaremos en la descripciéon evolutiva de las fluctuaciones sera. la de-
scripcidon Lagrangiana, es decir, ecuaciones (62) , esto implica que seguiremos a un elemento partic-
ular del nniverso en expansion. o bien. que optamos por nna descripcién comdvil de la dindamica del
universo.

En el capitulo anteriour se examino la dindmica de la evolucion del universo asnmiendo humougenei-
dad e isutropia global. Estu en el modelo de perturbaciones de un fluido, correspunde a la sulirion
de urden ceru. En este casu la evolicidon de un elemento comdévil estard descrito por:

d_ =[..__‘9 +iT-V] (63)

dp, ey
—ai~ e div (17,) =0

dri, (64)

ot

= -V, — —pl—Vp,,

Vid, = 41Gp,

dunde el subindice , indica no perturbado, las pequefias irregularidades qiue se generaron en el
perfodo de la inflacién, se caracterizan afiadiendo un elemento perturbado a cada un de lus campuos:
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T = 0, + AU
P =po+ Ap 65
P =p,+ Ap (65)
P =P, + AD

sustituyendo las ecuaciones(65) en las ecuaciones sin perturbar, ecuaciones(62) y luego restdindoles
la ecuaciones qite gobiernan el comportamiento del elemento de volinmen a orden cero, ecnacion(64) ,

se obtiene:

d Ap _ .
T . ) = — div (A7)

2D | (av. V)6, = -VAS - ——vap (66)
4 Po

V2A® = 4nGAp
Donde la se ha utilizado también, el hecho de que en un universo homogéneo e isétropo:

Vp, =0
Vpo =0
Y se a utilizado la aproximacién a primer orden de la derivada de la velocidad:
dii di, dAT . .
ar = Tar T a8V

La razén de esta férmula se encuentra después de aplicar el operador:

_:t_[_]= _(%._[_]+[(17.,+A17)'V][—] ’

a ¥ = U, + Ai7 , eliminando los términos de ordenes superiores. En estas operacivnes, interviene una

primera linearizacion.
Ahora bijen, el vLjetu de esta seccidn es encontrar la ecuacion de evolucion de una fluctnacion de
densidad. Si definimus a esta fluctuacién de densidad como:

s = ﬁp

¥ queremos encontrar, 1itna ecnacion diferencial (lineal). quie describa dicha evoliridn:

{

. inicialcs
— | condiciones frontera } (67)
i

5=6(¢)
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donde la D (5) representa los operadores diferenciales aplicados sobre la fluctuacién de densidad.
Veamos entonces que cuando al hacer referencia a un universo homogéneo e isétropo la separacion
entre dos particulas en el volumen de prueba estaba dada por:

() = a () Feomouut

que es exactamente la férmula (1) . La interpretacién de las coordenadas comédviles, es como sigue:

o r(t) : es la separacion real, de dos particulas que siguen la expansién del universo.

o a (t) : debido a al homogeneidad e isotropfa, el factor de expansién es una funcién universal del
tiempo cdsmico.

© Teomswit © ©8 la Distancia Comdvil entre las dos particulas. En este caso, las particulas mantienen
su distancia relativa constante desde el punto de vista del sistema de referencia comévil.

—

Expansién

[

x b 4
figura: La distancia comdvil no cambia con la expansién de universo, la distancia real si.

Es importante notar, qite tal como se ha construido el modelo, el factor de expansion crece cun el
tiempo, hasta que al llegar al dia de hoy, vale 1, es decir, estd normalizado al dia de huy, entunces,
la distancia comodvil y la distancia real, se igualan al dia de hoy:

a(hoy) = 1

r(hoy) = Teomsvit

Considérese ahora, un casuo un poco distinto, supdngase quie las dous particulas si tienen un
movimientu respecto del sistema de referencia comdadvil, cada particula tendrd una posicidn dada
por una ecuacion similar a:

(L) = a () Fromavit (£)

¥ la velocidad real de cada particula quedara descrita por:
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d7
=T
que explfcitamente se escribira:
. da _ dr i
T = gy Peomevit + @ (€) ——gp

Al primer término se le conoce como el flujo de Hubble y no es otra cosa que la velocidad de
expansién del universo, serd la velocidad que trazarian las particulas de la figura anterior.
El segundo término es la velocidad comdévil de la partfcula.

——

Expansién

TIEMPO

figura: En el dibujo de la izquierda las particulas siguen el flujo de Hubble: estdin estaticas
respecto del sistema comdvil. En el dibujo de la derecha una de las particulas se mueve respecto del
flujo de Hubble o sistema comovil.

El punto importante de este andlisis de las componentes de la velocidad, es que si la velucidad
cumdvil es pequeria respecto del flnjo de Hubble, entonces, es factible hacer la siguiente asociacion:

. dr,
AT =al(l) a2t
o redefiniendo a la derivada de 7. ,noeu *
A =a(t) @& (68)

y la ecntacion de movimiento, ecuacion(66.5), se convierte en:

d (aid) ~ . 1
—ar (att- V)ar, = —VAD R VAp
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Y ya casi para terminar el andlisis de la mecdnica de fluidos sobre la evolucién de una fluctuacion
de densidad, se observan los siguientes elementos en la ecuacién anterior:

1) derivadas temporales totales, lo que indica que se va siguiendo al elemento de fluido,

2) velocidades comdviles,

3) gradientes referidos a coordenadas reales.

Evidentemente los dos primeros puntos proporcionan una descripcidn comévil, mientras que el
tercero es mas bien una descripcién real. En pocas palabras, atin qué, la ecuacién anterior es
totalmente correcta es conveniente expresarla en términos de puras cantidades comdéviles, cambiandu
al gradiente de coordenadas reales por coordenadas coméviles:

1 1
V = =Vemsvit = =V,
@ a

y haciendo las talachas apropiadas se llega a que la ecuacién de movimiento se puede escribir comu:

dir 2(1__ 1
R il = —
dt a "

Si ahora se consideran las perturbaciones que describe el modelo, se ve que estas se comportan
como ondas de sonido, las cuales, idealmente, se propagan en forma adiabdtica obedeciendo a la

siguiente regla:

1
V.Ad — ———aTV,_.Ap (69)

2
a Po

o2 = 2P

M Ap
que no es otra cosa que la ecuacién constitutiva para el fluido y que en este caso significa que se estd
en el perfodo dominado por la:

RADIACION==> ¢ = &
MATERIA=> c2 =0
VACIO=—= 2 = —¢?

Auncue en general, esta ecnacion counstitutiva relacionara a p y a p en furma tal, que el tiempo
influya, es decir que c¢? = ¢Z (), aqui se asumirdn constantes en cada periodo.

Entunces sustituyendo la ecuacidon constitutiva en la ecuacidn de movimiento, aplicindole la
divergencia comavil y sustituyendo la definicion del parametro de Hubble, se obtiene:

1 .
——-VZiAp (70)

Poat

474
dt.

V.- 20T i = —— - V2AD —
@

Si ahora se cunvierte a las ecuiaciones:(66,0.0) . a gradientes y divergencias cumdoviles:
< (& V. 1
(&) = —V..u 1)

¥ se junta a ésta ecuacion y a la ecnacidn de Poisson con la eciitacién de movimiento, se encuentra

que:
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d2s dé 2
S +2H G = 4nGAp — -—S:—;,—VgAp (72)

Buscando soluciones del tipo ondas planas para esta ecuacidn:

6~ et (e Foomova —wt) (73)

se encuentra que el tiltimo término de la ecuacidn(72):

2 2 2
c, 2 kZc 2 2
o VeAp = =gt = k] (74)
sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién de movimiento, se obtiene la expresion que se
buscaba:
25
—Z?,— + 2H-%:-— = (4nGp, — k2c2) § (75)
en notacién de operadores diferenciales, ésto se escribe:
(76)

d? d 2 2
[d—t,- +2H— — (4nGpo — & c,)] §=0

Lo que indica el final del camino, en el esquema (67).

Dos observaciones finales respecto a la ecuacién (75):
o Lo primero es notar que en todo el proceso se hicieron un conjunto de simplificaciones para

linearizar a la ecuacién anterior, lo que implica, que los efectos gravitacionales existentes entre fluc-
tuaciones cercanas o una autogravedad demasiado intensa, no puede ser descrita por esta ecuacion.

o El segundo punto importante, se puede resaltar introduciendo un nuevo parametro que lla-
maremos el tiempo comdvil’ y que sustituiremos por el tiempo césmico qite se ha usado hasta el
momento. Como veremos se trata de un tiempo normalizado instante a instante con el factur de
escala. La definicioén de este tiempo comdavil es:

dt
Kl "

Con esta definicién de tiempo y pensando en un fluido sin una fuente de presion, la ecuacidn (69)

dr =

se convierte en:

i )
% + %{z = —VA® (78)

donde ahoura el punto denotars derivacion respecto al tiempo comévil.
En esta notacidn, la ecuacién de evoluién de una fluctuacién, linearizada se expresa:

s ‘ - 2
5+ ga = VP | uxGpaa®s, (79)
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la cual tendra soluciones de la forma:
§(F.7) = A(F) D4 (r) + B(HD_ (1)

donde claramente se entiende que la amplitud de la fluctuacién es amplificada por: T, (7)., o
atenuada por:D_ (1), al transcurrir el tiempo. Un caso es el de una fluctuacién en un universov de
Einstein-de Sitter, en este se encuentra que la parte amplificadora de la solucién va como:

S xD(r) x 72 x t} o a.

El punto importante aqui es que la ecuacién (78) se puede escribir como:

dit da _,
a? -+ E_—-u = VAD
o bien
d (ait)
L2~ —vas (80)

usando la ecuacién(68) que relaciona a la velocidad comévil con la pequeiia desviacidén de la fluc-
tuacién del flujo de Hubble. Obtenemos que:

Aﬁ=—/VA<1>dr+c7 (81)

Donde € es una constante y A® estara escalada por el crecimiento de la fuctuacion de densidad
Yy la expansidn del universo:

AP = 2 APLinicial
a

donde
6(7) = D (7) Siniciat .

Por lo tantu la ecuacion(81)se cunvierte en:

" D " '
AT = — (/ —_ dr) - VAP iciat + C (82)
o bien :
. a D ”
A= -2 (/ = (lr) SVAD + C
¥ por lo tanto si se define:
1
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y sustituyendo en la ecuacién(80) encontramos que la ecuacién de movimiento para la fluctuacién
es:

d(Ad) " =
—g— =-BWar+B@®)C (83)

El punto realmente importante es el que describe la ecuacién(83) ya que indica qite la velocidad
de la fluctuzacién, es proporcional a su aceleracién. Lo cual da una visién clara de la dinamica de las
fluctuaciones en un universo en expansién.

Para resalta la importancia de este resultado veamos la similitud que existe con la ecuacidén de
movimiento para un objeto que cae hacia la tierra sintiendo la resistencia del aire (caida libre real):

dv A
@ = TTm vtC (84)

donde A es el coeficiente de friccién-viscosidad y 17t es la masa del objeto, en C estd la informacién
sobre la intensided del campo gravitacional. Como podemos apreciar las dos ecuaciones anteriores
son muy similares, el comportamiento de la segunda es bien conocido, la velocidad cambia de:

Vcaidatibre == gt + C ==t

transforméandose en:

1
Ucaida real = —ap~ +C = C
2

Claramente el efecto de un medioc viscoso, caracterizado por A, tiende a estancar el valor de la
velocidad. Esto mismo ocurre con las fluctuaciones en un medio en expansién, la viscosidad aqui
es ejercida por la expansién del universo: a (7) via B (7) y el efecto neto es que la expansion del

universo maéds que fornentar el movimiento de las fluctuaciones, tiende a encarrilarlas al flnjo de
Hubble, en un decaimiento que va como a~?!.

A continuacién un poco sobre la estabilidad de las fluctuaciones.

3.3 Analisis de Jeans

3.3.1 Imestabilidades en un Fluido sin Expansiéon

En la seccidn anterior se encontrarun las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un fluido en
1n medio en expansion, sin embargo es cunveniente hacer un analisis de lo que venrre si la expansion
no es prepunderante. En este casu, segiin nn ubservadour en la fluctuacidén, el medio en el cual se

enciientra es estditico, es decir: @ = 0 y la ecniacion (73) ., se transforma en:
d?s
—_— = 2,2
o (4nGpo — k2c2) & (85)

soluciones a esta ecnacién mediante ondas de la forma :
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6 =6,expi (k-7 —wt) (86)
implican que w y Kk deben satisfacer la relacién de dispersion:

w? = v2k? — 47Cp, 87

Esta relacidn de dispersion describe inestabilidades u oscilaciones, dependiendo del signo del
miembro derecho de la ecuacién anterior. Para mayor claridad ndétese que la v? en cierta forma
representa un efecto colectivo, de las velocidades tipicas de las componentes internas de la galaxia
o fluctuacién, es decir, representa una especie de energia térmica (7" = 1V p,vZ).

Por otro lado Gp, = G‘%’:ﬂl = Gp,f? representa la energia potencial gravitacional de una
particula dentro de la fluctuacién de radio 2. A continuacién, ambos casos:

I) Si v2> 4nGp,R? el miembro derecho de la ecuacién (87) serd positivo y por lo tanto w serd
real y la perturbacidn segiin la ecuacién(86)simplemente oscilard como una onda de sonido. Este
es el caso en el que las galaxias tienen velocidades aleatorias, suficientes para generar un gradiente
de presidén que de soporte a la region de su propio jalén gravitacional.

II) Si vZ< 4mGp,R? el miembro de la derecha es negativo y por lo tanto la frecuencia imaginaria
iw esto sustituido en la ecuacién (86), elimina el comportamiento periédico en el tiempo, dando
como resultado un crecimiento o decrecimiento exponencial. A este tipo de comportamiento se le
conoce como de inestabilidad. El gradiente de presidn no es suficiente para contrarrestar el jalén
gravitacional haciendo a la densidad crecer exponencialmente.

Entonces, la inestabilidad de una cierta regién, estard dada por su autogravedad y por el gradiente
de presion que sostiene al fluido. Esto lo podemos escribir como:

dp GpM (< R)
dR ne (88)
En ordenes de magnitud y cambiando 2 — A:
dap r
ax ¥ X
Al == pA? (89)
1y 2 P
r

pour lo que, la escala critica en la cual se estabilizan autogravedad.y gradiente de presion es:
A U (90
Ay B ——
’ VGp )
a ésta se le llama Longitud de Jeans. Se puede reescribir cumo:

A 1

longitud de onda e < T
—fv P | = caida libre == £,
vel. de dispersién caida libre aravedad (91)

Lprcaion ==
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es decir, la fluctuacién no crecerd, a menos que el tiempo de reajuste de las distribuciones de presidn,
tpresion. 5€8 mayor que el tiempo propio de colapso de la fluctuacidn.
Otra forma titil de describir estas escalas es mediante la Masa de Jeans, ésta se define como:

4
Ay = ?",\3 P

donde la px es la masa de particulas tipo X por unidad de volumen de Jeans A3.

3.3.2 Imestabilidades en un Fluido en Expansion
Regresemos ahora a las inestabilidades que se producen en un medio en plena expansién, es decir, a
la descripcién de un objeto cuya auto gravedad no es lo suficientemente intensa para contrarrestar
al jalén expansivo del universo.

Para esto volvemos a la ecuacién (75):

d2s a dé 2 2
g +2 () G = ¢ (4mee - ) ©2

el segundo término serd quien marque la diferencia con el medio sin expansién. Tal como vimos
hace dos subsecciones, este es el elemento de friccidn. que encarrila a las fluctuaciones a seguir el
flujo de Hubble. Tratamos ahora, las inestabilidades en el caso en que los efectos de la presién son
despreciables, es decir cuando la longitud de onda de Jeans es menor que la escala de la fluctuacion:

A A, (93)
en estos casos se puede despreciar el término de presién:
cZk? =5 0 (94)
¥ el problema se simplifica a encontrar alguna solucién a la ecuacién:
26 a dé
—_— 21— = daGpd
IR ( p ) i TGpd (95)

Ahura bien, esta ecuacidn es lo suficientemente complicada como para una resolucidn analitica.
asi que counsideraremus dus suliuciones particulares. De la ecnacidon de Friedmann:

. B8 k
e - =7
H? = 5 - (96)

se ubtiene que:

2
2H,)%t5 —  Materi
=1 = a= (2 N n.er}? o7
~ L% — Radiacién
Q=0 => a = Hyt

derivando el factor de escala y dividiéndolo por el mismo. se obtiene que:
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2 :
Q=1 = : ={T —  Materia

- Radiacién (98)
a t

sustituyendo nuevamente estos resultados en la ecuacién de Friedmann encontramos que:

2 1 N
—5=3— —* p ~ po—p— Materia
3¢ a’
QD=1 = 47Gp = 3 1 . (99)
BT P~ Po~g Radiacién
Q=0 = p=0

con estos simples resultados de la cosmologia estandar, las ecuaciones de evolucién de las fluctua-

ciones en cada modelo son:
Caso 1. © = 1. I) Dominio de la Materia
En este caso, la ecuacién de evolucién queda como:

d26 4 dés 26
2 T E e T aE T (100)

La solucidén a este tipo de ecuacién diferencial es de la forma:

6= A" (101)

la cual, al ser sustituida en la ecuacién(100), se encuentra una relacién algebriica de 7’s, la cual
tiene solucidn para:

= 2
"";_31 (102)

de aquif se ubtienen varias relaciunes importantes. Por ejemplo para el modo creciente:

1 .
g (103)

& ox b3 o

v bien:

,_' L > "Iyuallllu:] (104)

Dominio de la Materia

Lo cual indica que el crecimiento de las fluctuaciones en un universo plano, es algebriico con el
tiempo, nuevamente vernus aqui el resultado de Zeldouvich, la expansién del universu tiene un efecto
disipativo en el crecimiento de la galaxia. .

Caso 1. 2 = 1. II) Dominio de la Radiacién

En este caso la ecuacién de evolucién de la fluctuacién sera:
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- da?s 1 dé 3
gt g~ e =0
dt t dt 16¢
en forma similar al caso anterior, se propone una solucién del tipo:
& = At™

esta sustitucién da una ecuacién algebriica en n, que se cumple para:

n = -1
n = —1

Es decir, que el modo creciente se comporta segin:

S~

o bien:

[—' t< t.-g....madl

Dominio de la Radiacién

Por iltimo, el caso en el que el universo es abierto.
Caso 2. 2 = 0.

Este caso es mucho m4ds sencillo, usando las ecuaciones(99), la ecuacién de movimiento quede:

d26 2 dé
arr YT Tar (1085)

nuevamente buscando suluciones del tipo algebriico & = AL" se encuentra que las n's pusibles son:

72 =0

"= —1 (106)

recordamus que 2 = 0 representa un tipo muy especial de los universos hiperbdlicus; en este caso la
friccion de la expansidén seria tal que al modo creciente, lo mantendria a un contraste de densidad
constante.

De esta manera, se observa una vez mis que la fluctuaciéon de densidad es disminnida en sn
crecimiento debidu al proceso disipativo que impera en un universo en expansion.

Existen otros procesos importantes en el desarrollo de una galaxia, las causas de éstus van mas
alld de la descripcion del fluido perfecto e implican procesos disipativos. Los principales son, el
Amortiguamiento de Silk ¥y el Amortiguamiento de Landau.

El primero se debe a lo que se conoce como viscosidad fotdnica, este fendmeno hace que la
fiuctuacién evanesca durante en el periodo de la igualdad entre materia y radiacién. Bdsicamente se
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debe, a las fuerzas de arrastre existentes en la colisién de electrones con fotones de alta energia, un
fotdn colisionard varias veces, en un proceso tipo caminata aleatoria, antes de salir de la fluctuacién.
De esta manera, se disuelve la fluctuacién. Silk fue el primero en estudiar este proceso, y encontré
que la fluctuacidn méds pequefia que puede sobrevivir al amortiguamiento va como:

3 E
Asitk = [g Ldcaacopla * ldcam.‘opln]

donde l4cyacopia =2 (71._,:7)'l es el camino medio de los fotones al tiempo del desacoplamiento. Esta
férmula da longitudes extrapoladas al dia de hoy para asi poder compararlas con las observaciones.
El amortiguamiento de Silk evoluciona proporcional a:

Asitn ~ af t < tiguatdaa
* a® t > liguatded

Usando la definicién de masa de Jeans:
ag t < ¢t dad
Afcire ~ igual
Stk { a? > tiguatdaa

si se supone que electrones y fotones se encontraban fuertemente ligados antes del desacoplamientu
las escalas amortiguadas por este proceso seran las equivalentes a:

3 -2
AMfsax = 6.2 x 10" [(ETQ——) (2r2) | Mo
aridnica

El amortiguamiento de Landau es un proceso disipativo, producido por particulas pocu interactu-
antes con la radiacién o la materia, es decir, las colisiones son prdcticamente ignorables, ejemplus de
este tipo de materia son, los neutrinus y todas las materia uscura exdtica. La materia uscura es por
hipdtesis débilmente interactuante, por lo que sus particitlas, siguen las lineas geodésicas del espacio-
tiempo. cuando una particula de materia oscura se encuentra una fluctuacién, dependiendo de la
escala de ésta, se desviard més o menos dependiendo de que tanto deforme la fluctnacion al espacio-
tiempo. El reajuste de drbitas que sufren las particulas de materia oscura. constitiiyen el soporte de
presion de la flitctnacion de materia oscura. Si la presiéon es proporcional a velocidades relativistas,
en la ecuacién (91)se ve que sulu fluctuaciones de materia oscura de baja velocidad pueden subre-
vivir, las de alta velucidad tienen tiempo suficiente para salir de la fluctuacién y no ser atrapadas
pour la curvatura del espacio tiempo generada por la fluctuacién misma. Este fendmenou también se
le conuce comuo amortiguamnicilo por flujo libre, Comparando la distancia propia que atraviesa una
particula en el espacio tiempo en un tiempo ¢, con la longitud caracteristica de nna flnctuacion al
tiempo . Landan encountrd que la escala superior a la cnal las fluctuiaciones se amortigiian, depende

de la energia (o masa) de las particulas:
B me -3
ALandan = 10AIpc (QDA, h,’) I (_l_m)

Esta formula da la escala extrapolada al dia de hoy. Por lo tanto podemos comparar directamente

con la observacidn, el coeficiente de densidad es:
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_ m 2-¥%] -2
o = 30 (o7 ( ey ) h
noar

con ——"— definido como, la razén entre el niimero de particulas de materia oscuiira y el niimero de
fotones:

Dos ejemplos, de limites establecidos por el amortiguamiento de materia débilmente interactuante
son:

a) Los neutrinos. Estos tienen una masa de aproximada de m, ~ 30eV , Qppr = (ﬁ"ﬁ) ¥ por lo
tanto:

Ay =~ 28 Mpc

My == 4 x 10 AL,
b) Particulas de materia oscura. Por ejemplo que: m ~ lkeV , Qpasr ~ 1, entonces:
Ay =2 0.5 Mpe

Af; =~ 6 x 10°Af,

Lo que indica que los mejores candidatos para materia oscura deben ser bastante mas masivos
que el neutrino, de otra manera, fluctuaciones de escala galdctica habrian sido amortiguadas y no
estarfamos aqui para contarlo.

3.4 Evolucién no Lineal y Linearizacion.

3.4.1 Introduccién

La evolucidn de las fluctuaciones en el universo se divide biasicamente en tres etapas, en la primera.
la fluctinacion de densidad crece en tamano conforme el universo se expande, se puede decir que en
esta primera etapa. la fluctnaciéon de densidad "sigue” al crecimiento del universo, se dice qne la
fliuctuacidn esta en un régimen de crecimiento lineal. En la segunda etapa, la flucrtnacion de densidad
se separa del crecimiento global del universo y empieza a disminuir su razén de crecimiento hasta
que, despueés de un cierto tiempo, se detiene y entra a 11n régimen de contraccién. La tercera etapa es
enando la fliictuacion en pleno colapso, se ve sometida a procesos muy violentos de compensacion de
esfuerzus, en esta etapa, la fluctnacién de densidad por decirlo de alguna forma cae sobre si misma
mientras las velocidades aleatorias de sus particulas y su autugravedad, compiten por duminar la
estructura de la fluctnacion, entrando asi en un estado de oscilacién que después de ciertu tiempo.
logra que la fluctnacion de densidad llegne a nn estado estacivonariv. conucidou cumo estado virializado.

Por convencion llamaremos vbjetus colapsados a aquellus objetus que han evoliicionado mas alld
del régimen lineal y han entrado a un régimen de virializacion.

Los estados por lus que atraviesa una fluctuacién de densidad se visualizan mejor si analizamos

la evolucion de una finctuacién de densidad sobreponiendo dos regiones de densidades distintas, y
analizamos su evolucién.



El colapso esférico 45

3.4.2 El colapso esférico
El colapso de una estructura una vez que ésta a dejado el flujo de expansién global del universo,
es algo extraordinariamente complejo, una cantidad enorme de pardmetros influyen en la estructura

final de cualquier galaxia.
La caracterfstica principal del colapso gravitacional es, el cambio de densidad en una regién dada.

A continuacién una grifica esquemaitica de lo que ocurre:

+
Regimen Lineal Regimen no Lincal
Dernsi o Estructuras
1R, Ligadas
f—————
o
o
Densidad .
P ——————
Vb ——
Densidad ———
- del universo a3

- ————— Factor de Expansién ——p» +

Figura: Fluctuacidn que evoluciona hasta convertirse en un objeto ligado

En esta subseccién estudiaremos el proceso de colapso maés sencillo que se priede dar en la natn-
raleza, el colapso esférico.

El proceso por el enal una fluctuacion de densidad esférica se desprende de la evoliucion global del
universo para finalmente colapsar y virializar. se puede simular, mediante la ecuacion de Friedmann
para un universv cerrado, ésta haria las veces de la regién sobre densa esférica (de radio: A > dy):

p 8w (7, P
g ST g2 g (107)
3
¥ se escuje la ecuitacion de 1in universo plano para como escenario de fondo:
. 877, .
- =Ile 2 g (108)

3
El modelw cunsiste en comparar la evolucidon de ambos sistemas. La sohiicidn, paramétrica, de la

primera ecuacion es:

1
o 2 (1 — cosp) (109)
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t 1 .
Pt (n — sinn) (110)

En la siguiente figura se grafican estas dos soluciones:

Tiempo

donde el subfndice m denota mdzrimo, la descomposicién en serie para 7 pequefias en la solucién
paramétrica es:

a n? 7

e _n_ at .. 11

am "4 tTas™ (Q11)
t 1/ n®
t _r (7 112
P 7r(6+120+ (a12)

tomando las solucién del tiempo hasta orden 7%, despejando 7?2 de esta misma ecuacién, y susti-
tuyendo el resultado en la ecuacién de las a's, se obtiene que:

=1 (G,ri)i (1 . (c;,ré)5 +...) (113)

Coumparando la sobre densidad de la Auctuacion respecto del universo plano:

5= P1LT" P (114)
o
y supuniendo que en un principio la evolucién de ambas regiones es similar, H, = FH,, se obtiene
que: .
. 3
= ——
8nGp,a? (115)
y comou estamos tratandu la evolicion de la materia:
1 2
Po ™~ —5, a~ 13 (116)
finalmente llegamos a la expresion:
= 3 (6mtN\3
5= (%) a1
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Si la fluctuacién hubiese crecido respecto de la expansién global del universo en forma lineal, la
ecuacién anterior, indica que densidad tendria al tiempo t. Una de las consecuencias evidentes de
esta aproximacién lineal, es que la fluctuacion asf analizada, asi jamais llegara a colapsar, sin embargo
podemos extrapolar el valor temporal al cual la esfera colapsa, sobre la representacién lineal. Como
veremos en el siguiente capitulo este concepto generard todo un aparato tedrico, para la descripcién
de procesos no lineales tales como, la evolucién de una galaxia.

Por lo tanto si se quiere saber, en que momento, la esfera se separa de la expansion del universo.
lo vinico que tenemos que notar es que cuando a = 0 entonces el tiempo transcurrido es ¢ = t,,.

Sustituyendo este valor en la férmula anterior:

3 /127t \ 3
Beotapsn = 35 (—,"2) = 1.686. (118)

entonces cuando en el modelo lineal la fluctuacidn alcanza este valor, en el modelo no lineal, la
fluctuacion esta llegando al maximo de su colapso.

Otros resultados se pueden obtener de este modelo. Tomando nuevamente las ecuaciones {107) y
(108)se encuentra que si la fluctuacion crecerd segiin la ecuacién (115):

= 3
= —r 119)
8nGp,a? (
si se sustituyen los valores de p, correspondientes a cada época evolutiva del universu, entunces &
tendrd nn régimen de crecimiento caracteristico en cada una de estas épocas.
Entonces si se quiere saber cuales son lus perivdus del: dominio de la inflacidn, dominio de la
radiacién y dominio de la materia:

Inflacién — p, = & = const.

Radiacién — Po = (120)

I

£
al
. €
Alateria — Pa =

el comportamiento de la fluctuaciéon sera en cada periodo ird como:
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48
. 3 1
Inflactén. — 3 = —a?as——a,—
- 3 -
Radiacién — &= e © (121)
3

Materia — 6 = e @

Con este sencillo cdlculo se recuperan los resultados de la seccién anterior. En principio ya
sabemos como se comporta cada fluctuacién en los distintos periodos evolutivos del universo:

Fluctuacidn

Infisciin Amaincidn Materia

e

~2 2
a a a8
t 1

Factar de Eccala

Con esto se tiene el comportamiento global de las fluctuaciones.
El siguiente paso es averiguar que ocurre con las fluctuaciones cuando estas salen del horizonte,

es decir cuando la presién queda inhibida.

3.5 Fluctuaciones Adiabaticas y Materia Oscura

Una de las consecuencias mas asombrosas a las que ha llegado la cosmologia moderna es, sin dnuda
alguna, la prediceién de un nuevo tipo de materia, la llamada Materia Oscura o materia no
baridnica.

En este cuntexto se entiende por no baridnica, a las particulas débilmente interactuantes cun la
radiacion y la materia ordinaria (fotones y electrones, protones, neutrones, etcétera.). Sin embargo
por su cantidad, se trata de particulas que dominan los procesos gravitacionales a gran escala.

Uno de los argumentos, quie plantea la necesidad de postular la existencia de la materia osenra (o
materia no baridnica), es el sigtiente: el universo qiie nos rodea, se observa bastante plano, luo que
en términos de la ecuaciéon de Friedmann implicar un pardmetro de densidad con valor 2 = 1. Sin
embargo el conteo de galaxias y la estimacién de materia opaca (planetas, polvo, etc.), indican que
el contenido de materia ordinaria en el nniverso se encuentra en el rango: 0.005 < 2 < 0.02, lo que
suigiere un universo mas bien hiperbdlico. Es aqui que la existencia de la materia oscura se postala.
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Como se puede apreciar se trata de una hipStesis fuerte ya que las caracteristicas que debe tener
esta materia son: I) debe ser la meyor parte de la materia en el universo y II) su constitucién debe
ser extrafia, de tal forma que no pueda ser detectada por aparatos convencionales.

El segundo argumento que se toco aqui es el del amortiguamiento de Silk, el cual impone una
cota inferior a las fluctuaciones que pueden pasar la epoca de la igualdad. Como se vio esta cota es
extremadamente alta, indicando as{ que la iinica manera, de producir galaxias del tamario observado,
es mediante la existencia de materia oscura.

El tercer argumento en favor de la materia oscura se basa en las curvas de rotacién planas
observadas en la mayoria de las galaxias. Este es el argumento que aquf, se sostendra y utilizard en
la descripcion de los modelos de formacién galdctica.

Los mejores candidatos para ser esta materia obscura son algunas de las particulas descritas en la
teoria de particulas elementales. A continuacién mencionamos tres de los candidatos més aceptados:

1) Los Axiones. Estas son las particulas mais ligeras que se consideran, su masa-energia en reposo
Se encuentra en un rango que va de los 10~2¢V a los 10 %V .

2) Los Neutrinos comunes. Estos, si tienen una masa en reposo, se espera que esté comprendida
en el rango [10eV — 30eV].

3) Los compaifieros supersimétricos del fotdn y el gravitdn, el fotino y el gravitino. Este es el tipo
de particula més pesado considerado al momento, son ultra débilmente interactuantes y su masa en
reposo esta comprendida en el rango [0.1 a 10} GeV.

Y con esto damos por concluido la revisién de las propiedades principales de las pequefias fluc-
tuaciones primordiales de densidad del universo.



Capitulo 4

El Campo de Fluctuaciones Primigenias

4.1 Introduccion

En éste capitulo, se tratard de probar que algunas propiedades estructurales de las galaxias, prieden
ser explicadas como consecuencia de un universo primitivo, cuyo campo de densidad, se encuentra
cubjerto con fluctuaciones infinitesimales, que al paso del tiempo, se amplifican hasta convertirse en
galaxias, cimulos de galaxias, etcétera.

Aun que, este problema es demasiado complejo para resolverse analiticamente, en los 1iltimos ahos,
se ha propuesto un esquema semi-analitico, que modela la formacién de galaxias usando, basicamente
dos ingredientes principales: un modelo linearizado del desarrollo evolutivo de una fluctuacion y un
modelo estadistico que gobierna el comportamiento de la agregacién de fluctuaciones primordiales
del universo. Esta amalgama de ingredientes es un aparato tedrico extraordinario que practicamente
permite "ver” la evolucién de una galaxia desde su nifiez hasta su edad madura. Esto es en realidad
un gran logro ya que en otros modelos, por ejemplo los modelos computacionales de N-cuerpos no
es posible inmiscuirse en los procesos fntimos de la formacidn galédctica.

Sin embargo, aun que este enfoque tedrico ha dado resultados muy alentadores, en el camino se
han cometido algunos errores de concepto. Cuando lus creadores de estas teurias estadisticas, se
enfrentaron por primera vez al problema de describir 11n sistema tan complejo comou lu es 1ina galaxia,
realizaron algunas simplificacivnes de tipo matematico en pro de la claridad. En particular nna de
estas simplificacivones fuie la de poustular una estadistica Gaussiana como métudo de trabajo. El error
fule, que muchos elevarun a la calidad de principio fisico, de paradigma. aquello que uriginalmente
era una, simple e inteligente, herramienta de trabajo.

Esta confiision, nu represento un problema prictico en la obtenciéon de resultadous. Sin embargo.
ha llegado el momentu en que, pueden encontrarse respuestas a la naturaleza de algunas
observaciones, si se abate el paradigma de la Gaussianidad del campo primordial de
fluctuaciones.

En particular, se explurara la evulucidn de nna protogalaxia que acreta materia, bajo 1in régimen
estadistico nuo-Gaussianu y la relacion entre ésta "nuneva” estadistica y la estructura del miicleo
galdctico.
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4.2 El campo de Fluctuaciones Primordiales

4.2.1 Introduccion

En el capitulo anterior vimos como modelando con un fluido podemos analizar la evolucién de las
pequeiias fluctuaciones, como estas pueden crecer, decrecer u oscilar en funcién de su tamafio.

Como ya mencionamos, el punto de partida es que cada una de las inhomogeneidades que con-
forman al fluido perturbado evoluciona hasta convertirse en alguna galaxia, ciimulo de galaxia,
etcétera.

Ahora bien, en el universo tenemos una variedad enorme de estructuras de distintos tamafos,
formas y colores; a cada estructiira la podemos interpretar como la superposicién de 1n conjunto
de fluctuaciones de distintos tamanos y de esta manera cada estructura estard compuesta por un
conjunto distinto de fluctuaciones fundamentales.

Entonces, si se quiere estudiar, a partir de un conjunto de elementos fundamentales, la generacion
de estructuras complejas como lo son las galaxias, se tiene que utilizar una herramienta adecuada
que modele la diversidad de galaxias posibles. Esta herramienta matemisitica es la estadistica de
campos aleatorios.

Imaginese a este campo de fluctuaciones de densidad, como pequefios chipotes, por arriba y por
abajo, en una enorme sabana que excepto por los chipotes, es casi plana. En ésta imagen (ver
siguiente figura), el plano en el que subyace la sabana, representa el espacio y los chipotes son la
dimensién que indica que tan densa es esa regién del espacio.

Densidad
o(x,y,5t)

Espacio
Yy

Chipotes del Campo de Densidad = Campo de Fluctuaciones

Para describir adecuadamente a este campo de fluctnaciones, nétese que solo se requiere de nna
cantidad escalar para describir a cada fluctuacion, es decir, solo se requiere dar el valor de p ( qne es
un simple niimero) en funcién de las coordenadas coméviles a un tiempo dado ¢. Matematicamente:

p=p(r,y zit)
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Una propiedad importante de las cantidades escalares, es que son invariantes ante transforma-
ciones de coordenadas, lo que significa, que todos los observadores mediran exactamente el mismo
valor numérico de la densidad en cierto punto del espacio.

Un campo de densidad aleatorio satisface las dos propiedades siguientes:

1) Es un campo escalar: p = p(x,y, z: t)
2) Su valor numérico es un niimero aleatorio
para cada punto del espacio (z, v, =; t)

Por completes se da la definicién formal de un campo aleatorio, que puede ser escalar vectorial.
etc.:

Decimos que un campo F () es un campo aleatorio, si para cada punto & en el espacio tridimen-
sional comdvil, tenemos definido un conjunto de variables aleatorias.

Analicemos ahora, las propiedades estadistica resultantes de asumir al campo de fluctuaciones
primigenias de densidad como un campo aleatorio Gaussiano:

4.2.2 El Campo de Fluctuaciones

4.2.2.1 Introduccién

Comeo ya habfamos mencionado, consideraremos que una estructura cualquiera del universo proviene
de una cierta fluctuacién, que puede ser descompuesta de una superposicién de fluctuaciones de
distintos tamafios.

Formalmente, de ésta hipdStesis, se desprenderd que la evolucién de una fluctuacién la podemos
analizar en términos de su composicién espectral. Debido a que en principio cada una de las fluc-
tuaciones tiene una existencia al azar, se introducirdn algunas propiedades estadisticas importantes
en la descripcidn: el espectro de potencias, la variancia, la distribucién de probabilidad y la funcidén
de correlacion. Estas seran iitiles en la descripcién evolutiva de las fluctuaciones de densidad.

Explicitamente, analizaremos algunas de las propiedades estadisticas del campo de fluctuaciones
durante el régimen lineal. Counsideraremos que el campo de fluctuaciones es aleatorio y pur simpli-
cidad supondremos que es Gaussiano, ya que asi, todas sits propiedades estadistiras quedan deter-
minadas tan soulo. por el espectro de potencias.

4.2.2.2 Campos de Densidad Aleatorio Gaussiano

Como veremous la formacion de estructuras a partir de un campuo inicial de perturbacivnes Gaussianas.
implica basicamente tres aspectous, el primerou que la distribuecidon espacial de las fluctuaciones vbedece
a una estadistica Gaussiana. segundo, gue las fases de lus diferentes mudus que cunstituyen a nna
fluctnacion sun mutuamente independientes y terceru, que el espectro de potencia del campo de
fluctitacivnes sea una ley de potencias.

Para hacer mads sencillu el andlisis de la distribncidon y evolucidn del universo, primeru imaginemous
que dividimous a tudo el espacio tridimensional en NV celdas de volumen V, enyu cuntenidu (en sus
primeras etapas), evoluciuvna independiente del restu de las celdas que forman st entorno.

En cada celda tenemous asuciadu un sistema de referencia idéntico de forma tal que cada celda
tiene su origen de coordenadas fijado en el mismo lugar. Denotamos por p, = (p) a la densidad
promedio en el volumen V' y con p (F) a la densidad en el punto especificado por el vector de posicién
& de ese volumen. :
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Por sencillez se define una nueva cantidad llamada el campo de fluctuaciones (o de exceso de
densidad):

5 (@)=LLE=po (122)

Por cuestién de construccién se impondrédn condiciones de continuidad periédicas en cada cara
de las celdas. Si cada lado de la celda mide L, se cumplira que:

6 (L,y,z)=6(0,y4,2). (123)

De esta manera, se ha asociado una reticula de muestreo al universo que permitird el manejo
estadfstico, de la formacién galactica.

4.2.2.3 Descomposicién de Fourier de las Fluctuaciones de densidad
Es de suponer que muy rapidamente, es decir, aun dentro del régimen de evolucién gravitacional
lineal, la independencia entre celda y celda dejara de sostenerse y las interacciones gravitacionales
entre ellas serdn importantes.

Es por esto iiltimo, es conveniente cambiar, del campo escalar definido en el espacio tridimensional.
a su representacién conjugada de ondas planas en el espacio de vectores de onda k, donde, cada
fluctuacién, quedard desglosada en una superposicién de ondas planas. Con ésta representacidn,
las componentes de una fluctuacién se mantendrédn independientes mientras ésta siga su régimen de
evolucién gravitacional lineal.

La descomposicién de las fluctuaciones en términos de sus modos, la expresamous mediante su
transformada de Fourier:

o \ 4 S o
5 (&) = -—(——2—7-;7_,— S b exp (zk . z) d3k|, (124)
o mediante su serie de Fourier:
& (&) = 3 bgexp (ik - &) (125)
i

donde el vector de unda kK debido a las condiciones de frontera dadas en la ecuacién (123). tiene
compunentes:

2w & 2w & 2w

vy = I, = N,
r v v : L
con gy, 1y, 12, mimeros enterus y dunde lus coueficientes de Fourier §; son cantidades complejas dadas
por la transformada de Fourier:

ky = 1

(126)

5 = —‘1/—1 & (&) exp (—ik - £) AV | (127)

Por la conservacién de la masa en el volumen V se tiene que §;_, = 0 y porque & (F) es una
cantidad real se tiene que:
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(62)" =6z (128)

donde * denota conjugacién compleja.
Ya que §; es una cantidad compleja, la podemos descomponer como:

&g = ag + ibg (129)

Esta 1iltima expresion, serd de gran utilidad en la obtencién de una estadistica Gaussiana. tal
como se verd en la siguiente subseccidn.
4.2.2.4 Condicién Inicial Probabilistica: Campo Gaussiano
Las propiedades estadfsticas de la evolucién de la estructura del universo, se pueden determinar
mediante la imposicién de una condicién probabilistica inicial. Esta condicién consiste en dar la
probabilidad de que ocurra una realizacién de &6 (£) a un tiempo #:

o también como:

P5(E);t). (131)

Esta probabilidad contiene toda la informacién sobre las propiedades estadisticas de la dis-
tribucién de masa. Debido a la definicién de 6 (&) en la ecuacién(122), se observa que ésta variable
aleatoria, tiene valor medio igual a cero.

En la divisién del universo en /N celdas la probabilidad(131), es equivalente a la probabilidad de
que [6 (Z),,6 (£),,...,6 (£) ], ocurra al tiempo &.

Podemos traducir esto al espacio de vectores de ondn y tendremos ahora el mismo niimero de
variables aleatorias, solo que ahora, las variables aleatorias estardn constituidas por lus diferentes
modos de la descomposicién de Fourier.

P 6, 6,000 65,, i8] (132)

dounde 1, 2,..., NV determinan un cierto niimero de onda y cada arrveglo [6,;‘ R 652, e O I.] determina
nna cierta é (&) global.

A este punto, se hard una hipStesis extra. Supondremos que la probabilidad global de ubLtener
una realizacidon [6,;l B RENIN t] se pniede descomponer en NN distribuciones de probabilidad inde-
pendientes:

i

N
(8¢ 840 8y 3t] = TL 25 (8, 1t) (133)

is1
Esto simplifica el problema de proponer una probabilidad P [6,; H t] al de proponer una distribucién
de probabilidad F; (6,;.‘ ;I.). Se puede hacer una simplificacidn mas, si se hace usv de la evolucidon
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de las fluctuaciones en el régimen lineal y se fija un tiempo #iniciai. de tal manera, que se defina
perfectamente la evolucidn lineal de las distribuciones de probabilidad :

P, (6‘-“ ;ti,..‘) Fvolucion Lineal | P; (65‘ ;t) . (134)
De esta manera, lo tinico que se necesita fijar es la distribucion de probabilidad a un tiempo dado

tin: € inmediatamente queda definida para tiempos posteriores. Por lo tanto se omite la dependencia
temporal:

P (8) = P (8, i tins) -
Ahora, la i-ésima distribucidn de probabilidad se puede escribir como:

P65, )= [r (8 )a (o) (135)
donde p; (6,;‘ es la densidad de probabilidad de la i-ésima distribucién pfobabih’stica al tiempo t;n;.

Hasta aqui, los elementos probabilisticos fundamentales para definir alguna estadistica qgne goub-
ierne la evolucidn de estructura en el universo.

El siguiente paso es imponer la condicién inicial, que determine dichas propiedades estadisticas.
La eleccidon mas sencilla es suponer una distribucién Gaussiana para cada realizacién &, al tiempo
tinie
Un Campo Aleatorio Gaussiano es aquel para el cual la funcidén de densidad de probabilidad
conjunta de las variables aleatorias (¥1, ..., ¥m) estd dada por:

ep(-Q)
[(2m)™ det (MJT Vb A (136)

P, s ymddyy, o, dym =

donde:
=13 Au (M), Ay,
iJ
M, ; = (Ay: Ay;) ,
Avi =y — () -
Por la definicidn (129) y la definicidn anterior, la distribucién Gaussiana del modo &, al tiempo

lini, SEra:

(137)

mo=ag Y2 = b;,
Ay =ABa=a;—{(az) , Ay =Ab=0b;— (b),
£=0 , (138)

donde M se conoce como la matriz de covariancia. Se ha supuesto que la distribucidn es es-
tadisticamente hablando, homogénea e isStropa (esto de acuerdo con el principio cosmolégico), es
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decir, mateméiticamente cumple con: £ = 0. Se concluye que, tanto la parte real como la imaginaria
del modo 5,; tienen distribuciones Gaussianas, ademas se concluye que son variables independientes.
Esto lleva a la ecuacién:

a~_ + b 2
> 0‘2 da,;‘ db,;‘ (139)

pi (8,) dag, dbg, = —= a2
Otra forma de expresar la independencia entre a; y b; es suponer que las fases ¢; en la ecnacidn
(130), son mutuamente independientes y aleatorias con distribucién uniforme, en el intervalo [0, 27} .
Por lo tanto bajo la suposicién de que el universo es estadisticamente homogéneo e isGtropo, lu
cantidad &; dependera tinica y exclusivamente del médiulo del vector de onda k, denotado por k.
no por su dlreccwn Bajo las mismas restricciones, a; (t) = o ('kl I) = ay () solo dependerd de la
modulo de k.
Por lo tanto si expresamos a ésta probabilidad en términos de coordenadas polares, usando la

definicién (130) obtendremos:

i (6c,) 4|6z, | deoe, = _L'sk;;‘z—‘e"? (“IZ%L) [6z,| e, » (140)
ki ]

27

lo que efectivamente muestra que, ¢; , se distribuye uniformemente en el rango (0,27) mientras

2
que I&El obedece una distribucién Gaussiana con ('6;' = o2. A la mezcla de estus dus tipos de

distribuciones se le conoce como distribucion de Rayleigh.

4.2.2.5 Conclusién

En esta seccidn, se han hecho un conjunto de hipStesis estadisticas sobre la naturaleza de las fluce-
tuaciones primordiales en el universo; hemos supuesto que éstas se distribuyen aleatoriamente en el
espacio, que satisfacen, sin embargo, las propiedades observadas de homogeneidad e isotropia y por
1iltimo hemos supuesto que estas flictnaciones obedecen a un perfil de distribucién Gaussiana. Esta
hipdtesis tiene sns flaquezas asi que se retomara en la 1iltima seccidn de la tesis.

4.3 El Espectro de Potencias

4.3.1 La Funcion de correlacién para Galaxias

La mejor manera de comparar los modelous estadisticus que aqui se estudiardn coun la distribiecion
de galaxias observadas es mediante las funciones de correlacién. Como se verd éstas, pneden
relacionarse directamente coun el espectro de potencias. En la signiente secciéon estundiaremus el

vinculo entre la correlacion ubservada y la tedrica.
De la vbservacion de galaxias se pueden inferir algunas propiedades empiricas, qite determinan la
probabilidad mixta de encontrar a dos golaxias a una separacién r una de otra:

diy, = p2[1 + £ (M) dVidVs;.
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Esta ecuaciSn se explica como sigue: la probabilidad de encontrar a una galaxia en ., caracterizada

por su densidad p en un cierto elemento de volumen dVjes:
dbPy = p(x)dV.
La probabilidad de encontrar a una galaxia en . + 7, caracterizada por su densidad g en un cierto

elemento de volumen 4V} es:
dPy = p(F+ 7)dVa.

Por lo tanto la probabilidad de encontrar a ambas galaxias en esas posiciones sera:
APy = p (£)dVip (T + ) diy,

Tomando en cuenta que:
pP=po(l+6),

sustituyendo en la ecuacidn anterior se obtiene que:
APz = p2[1 + & (D)) [1 + & (£ + M] dVidVs.

Desarrollando:
dP2 = p2 (1 + E(F) + 8 (T + 7) + & () 8 (£ + M) dVid V.

Si ahora se toman promedios sobre grandes voliimenes alrededor de las fluctuaciones:

(6 (L)), = (S (F+ M), =0,
por definicion de fluctuacidn, solo las variancias seran distintas de cero. por lo tanto:
dPiy = pZ[1 + (6 (F) 6 (£ + )] dVidV4

A la cantidad que se encuentra entre brackets se le llama la funcién de correlaciéon de dos

puntos: .
E(r) = (5(#) 6 (& + ).

La forma funciunal. de ésta fiincidon de correlacién de dus puntus para galaxias, se ha encontrado

(por la observacidn). que satisface 1ina ley de potencias:
r o
cm=(+)

3h~1Alpc y el expunente 7 = 1.8. Esta ley empirica es vilida para un rango de escalas

donde r, =

fisicas qite van de los 200 Apc a los 20 A pc.
Coun esta breve descripcidn de las fitnciones de correlacién entre galaxias se procede a encuntrar

la relacidn que guarda ésta cantidad cun el espectro de potencias de las fluctuaciones primordiales

del universo.
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4.3.2 Caracterizacién del Campo de Fluctuaciones via el Espectro de

Potencias

En las secciones anteriores se analizé, muy detalladamente, el comportamiento temporal de una
fluctuacién & (x), después, también con mucho detalle, se vio la descomposicién de ésta funcién
en sus armdnicos; se mostré como desglosar a cada fluctuacién en un conjunto de ondas puras de
nimero de onda k, via el andlisis de Fourier.

Como se verd a continuacidn, la razén principal para hacer ésta descompuosicién, es encontrar la
relacion entre las propiedades estadisticas de la distribucién Gaussiana y la funcién de correlacion
de las galaxias se vuelve muy simple.

Recordamos que el par de transformadas de Fourier para § () son:

\ 4 —~ —~
6 (&) = Wfé,; exp (ik - £) d®k (141)
Y su inversa:
be =~ [ 6(&) exp (—ik - &) av (142)

Para relacionar las propiedades estadisticas de estas cantidades, se tiene que recurrir al teorema
de Parseval, el cual da una relacién entre el cuadrado de § (&) y el cuadrado de su transformada
de Fourier &g :

_r 2 3. _ Y P
= fa (z) &3z = @ f|6k|dlc

El término de la izquierda, no es otra cosa que el promedio, en el volumen V, del cuadrado de
&(x):

(62 () = E‘;)j_ / 6 )% dk

El interés final, es el de encontrar una relacién entre la fitncién de correlacién y el espectro de
poutencias |6k|2 . Con la expresién anterior y el hecho de que:

1
6= (677,
es posible caracterizar a las distintas estructuras, via de su espectro de potencias primordial.
Entonces, usando el hechu de que, los médulos de los modos 6; obedecen una distribuecion Gaus-

siana mientras que sus fases son completamente aleatorias en el intervalo (0,27), se puede car-
acterizar a dicha distribucién Gaussiana en una forma muy conveniente. Considérese el siguiente

promedio:
D? (Jaﬁlzdaéﬁl))y[- (LJ*L’;J)]

oio2

2
<6E .5;) = /%ﬁf_ei(o;-dxﬁ) < /‘ (I6E| d (IJE
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donde la primera integral da como resultado una delta de Kronecker é;p, mientras que la segunda,
es el promedio de IJ,;I ; por lo tanto se abtiene que:

- 2
(6:85) = 6 rp <l6,;| > = bupo?
Entonces, la distribucién de probabilidad Gaussiana que se ha considerado queda completamente
determinada por sus dos momentos:

(6g) =0
CTHEL ™.

A la cantidad a’ se le conoce como el Espectro de potencias de las fluctuaciones, éste con-
tiene toda la |nformacxon sobre el campo aleatorio de fluctuaciones que se planteo desde un principio.
Claramente de la ecuacién (140), y el par de ecuaciones anteriores determinan los pardmetros libres
de la distribucidn, la media vale cero y la variancia estard determinada, \inicamente por el espectro
de potencias.

Ya que el espectro de potencias tiene que ver directamente con la desviacién estandar de la
distribucién Gaussiana, esta variable se tiene a disposicién para ajustar el modelo estadistico con
las observaciones.

Como el promedio estadistico de la fluctuacién cuadritica es:

= (@) = () T = - 5a
] Iy

o en forma integral:
= (82 (&)) = ; / af k? dk
(& (@) (2 e J ok

entunces el promedio estadistico de 6% (%) , es independiente del punto & Ademas queda clarv que
cnalquier proupiedad particnlar que cuntenga el campou de fluctuaciones, tendra que ver con In es-
tructura funcional del espectro de potencias, que a su vez, tendra que ver directamente cun las
observaciones.
4.3.3 La Funcién de correlaciéon y El Espectro de Potencias
El signiente punto a aclarar. es la relacion entre la variancia (el espectro de potencias) que obtuvimous
en seccivnes anteriores y las observaciones sobre la distribucién de galaxias. Estou se logra mediante
la llamada funcidn de correlacién de dos puntus.

los evimulus de galaxias, galaxias, etcétera, se describen usnalmente en términous de fiinciunes de
currelacion. Como se vio en la seccién anterior, la funcién de correlacién de dos puntos £ (v) se
define asi: fijnda una galaxin en el espaciu, el exceso de probabilidad de encontrar a otra galaxia

separada 7° de la primera, es la cantidad & (7). Esto es:

dP = 21 + £ (M) dVidV, (143)
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donde dV; y dV; son dos elementos de volumen apartados uno de otro una distancia ». Esta definicién
es equivalente a la definicién de la autocorrelacién del campo de densidad (también conocida
como la autocorrelacién de masa):
£ = (6(D 6 (& +7) (144)
donde los brackets angulados indican promedio sobre el volumen de normalizacién V. Si expresamos
a las §’s como la suma de componentes de Fourier y utilizamos la propiedad (128), en una de ellas,
se obtiene:
€ = (S b gy, H(E - ek )
- ZZ(6 5 ) CE-EY ek (145)

= Z< |6,;|> e %7 ya que : <|6,;| |55’|> =0 para k' # k
§

Por lo tanto se concluye que la funcién de correlacién se relaciona con el espectro de potencias
segiin:

£(F) =D "0} exp (-—il? . 1"‘) (146)
K
¥ que en el caso de distribucién de masa continua se expresa como:
£ = Wfagexp (—ik - 7) a2k (147)

Claramente se observa que la funcién de correlacién £ () es la transforrnada de Fourier del espectro
de Potencias 0’% por lo que, contiene la misma informacién.

Ahora en un universo isotrdpico, el espectro de potencias de las perturbaciones de densidad no
debe tener ninguna direccidn privilegiada (por definicién), por lo tanto, se debe tener un espectro
de potencias isotrépico:

-2 .

[6]" (F) = 1641 (k) (148)
de estn manera, se podrd introducir en la ecuacién (147) coordenadas polares con el eje polar a lo
largo de &, usar la condicion de qite £ es una cantidad real y entonces realizar la integracion angular.

La integracion se hace subre la parte real de exp (—zk 1) , es decir, el cos (Ix - 1) = cus (krcus0).

Coumo se tiene qiie integrar sobre una distribucidn isotrdpica de dngulos, es decir, subre § sin 0d0, el
resultado final es:

\ %4 sin k7
A 2 k2
£0) =~ [k

Esta, es la relacidn que se buscaba entre la funcién de correlacion £ (7) y el espectro de potencias
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4.4 La Funcién de Masa de Press-Schechter! y Jedamzik!

4.4.1 Introduccion
En los modelos cosmoldgicos estandar, se asume que las pequefias fluctuaciones primordiales en
el campo de las densidades, son las semillas de las estructuras césmicas que observamos hoy en

dia, galaxias, cimulos de galaxias, etcétera., Cuando se dice primordiales, se estd pensando en

fluctuaciones que se generan a un corrimiento al rojo = ~ 1000, que corresponde, mds o menos, a la

época de la igualdad entre materia y radiacién.
Press-Schechter y Jedamzik generan un modelo estadfstico que indica el niimero (comdvil) de

objetos colapsados con masas que se encuentran en el rango (Af, Af + dAl) , a una cierta época dada

.

La formulacién se basa en un conjunto de simplificaciones fisicas. Primero que nada Press-
Schechter y Jedamzik (PSJ), suponen un universo con §2 = 1, es decir plano, lo cual asegura que las
fluctuaciones de densidad crecerdn linealmente con el factor de expansién. En segundo lugar suponen
que el espectro de potencia obedece a una ley de potencias en el niimero de onda: |6k|2 ~ k2.

Por otro lado, se postulan un conjunto de hipStesis bastante restrictivas en el modelo. con el objeto
de librar las dificultades que trae consigo un sistema, cuyo comportamiento es profundamente no
lineal. Para esto se hace uso de los siguientes artificios tedricos:

Primero se afirma que, la evolucién de las fluctuaciones se describe correctamente con la teoria
lineal hasta que ésta, se separa de la expansién global del universo para después colapsarse en si
misma.

Segundo, se afirma que una vez que la fluctuacién liega a este punto, el colapso de la fluctuacion
es totalmente independiente de sus alrededores, de manera que, se convierte en un objeto aislado,
cuyos procesos internos obedecerdn a su autogravedad, a su presidn térmica, asi como a procesos
disipativos de los cuales no nos ocuparemos en este anadlisis. En conclusién, después de que ha
llegado a este punto de colapso, la regién del universo que ocupa, se comportard como si se tratase
de un cuerpo aislado de cierta masa fija. Por simplicidad se asume el colapso de una region esférica.

Tercero se asume que el campo de fluctuaciones de densidad, en su régimen lineal, se distribuye
gaussianamente.

Entunces, bisicamente, el modelo que presentan PSJ, se basa en la combinacién de estos tres
elementos: evolucién lineal, colapso gravitacional esférico y un campo de densidad cuya
distribuciéon es aleatoria Gaussiana. Los tres elementos juntos dan una teoria cuasi-lineal y

cuasi-analftica de la formacidn galsdctica.

4.4.2 Formalismo de Press-Schechter

Como mencionamos antes, este formalismo asume que la generacién de estructuras césmicas se debe
a las pequenas fluctuiaciones en el campo de densidad primordial y que este campo de finctuaciones
ubedece a uina distribucién aleatoria Gaussiana. Esto se expresa mediante:

5| dos (149)

5, 5.
p(62) 4 |6;] do: =\/%Jgexp _ (U}l |

donde ¢; es la fase del modo de Fourier del campo de contraste de densidad &g, esta fase obedece a
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una distribucién aleatoria uniforme y donde o es el espectro de potencias.

En esta aproximacién cuasi-lineal, se busca una funcién que exprese la manera en que se dis-
tribuyen las estructuras de distintas escalas. As{ que, serd esencial, el uso de un campo de fluctua-
ciones (excesos de densidad o contrastes de densidad) filtrado a un tamafio dado A7 que represente
la masa contenida en una regién cuyo volumen sea V y cuya densidad sea la densidad promedio en
ese volumen: §:

v 7 K
bpg = ———— | 6p e TW [k, V 1 d3k. 150
= gy [ ST W RV (A0)] (150)
Como dijimos, la relacién entre V' y Af estard dada por:
M= ‘%" V. (151)
Por lo tanto, si definimos:
Viv = / W () d°z (152)
Y
My = p/w (&) d®x (153)
y adicionalmente, la ventana encargada del filtraje, W, se escoje tal que:
1, K<k
’d L) = ’ = Ke
W [k, V (Mw)] { o k> k. } (154)
con:
ko (M) = 2 (155)

(V (Mu))?

ubtenemos lo que se conoce como la representacién cortada de las fluctuaciones.

En todo este problema la eleccién de la ventana es totalmente arbitraria: cambio en la forma de la
ventana, trae como consecuencia una modificacién de la regién de muestreo y por lo tanto un cambio
cuantitativo en el resultado. Claro que si la region es lo sificientemente grande, en comparacion con
la evanescencia de lus burdes de la ventana de filtraje, estos cambios serdn despreciables. A partir
de ahoura omitiremous el subindice W, sobre entendiendo que la masa Af es en realidad una ventana
multiplicada por una cantidad de masa.

La relacidn qiie gnarda esta masa de escala k, cun st espectro de potencias o (Af), es:

ke(Al)

v
2 (M) = 2 k2 dk.
o® (M) NS _[ T

Escogiendo 1un espectro de potencias en k que vaya como ley de potencias el resultado es:
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n+3

donde My es tal que o2 (My) = 1.
Ahora bien, la fluctuacién de exceso de densidad 8ar ird creciendo aproximadamente en forma

lineal hasta que después de llegar a su valor critico, (que en el caso de una fluctuacién esférica vimos
que es 5, = 1.69), la fluctuacién literalmente se hace pelotas y se afirma que: esa fluctuacién ha
colapsado y a virializado, eso es todo.

El asunto es, ya que se tiene el comportamiento de una masa en particular, como se podria generar
una funcién que describiera la probabilidad de que al observar por el telescopio, contamos todas las
galaxias que hay hoy en dia y luego las clasificamos por tamafos, se encuentra que nous rodean por
ejemplo, 50 galaxias grandes.

Pero no solo eso sino que si ademsds hace 10 afios hubiera hecho el mismo experimento, cual serfa
1a probabilidad de encontrar: 3 galaxias chicas. Es decir queremos saber cual es la probabilidad
de encontrar una cierta cantidad de galaxias de tamafio dado, pero ademiss queremos saber como
cambia esta probabilidad con el tiempo.

Press-Schechter se propusieron pues el encontrar una funcién de probabilidad tal, pero con la
propiedad que esta se pudiera encontrar tan solo proporcionando la expresién funcional del espectro
de potencias primigenio, es decir el espectro que corresponde al campo de fluctuaciones inicial, del
que tanto se ha hablado aquf. La descripcién es como sigue:

La probabilidad de encontrar una regién con una masa Af en la que el exceso de densidad de ésta
regién por lo menos ya tiene un exceso de densidad de colapso 8, estard dada por:

7 1 62
F(> 6, M) = [W exp [_W] ds (156)

Distinguimos dos aspectus importantes en la formulacién, primero, quie se usa nna distribucion
de probabilidad Gaussiana, esta es una hipdtesis perfectamente sensata, tomando en cuenta que se
esta explotando pur primera vez esta aproximacion al problema. Después se regresara a este pnnto,
por lo pronto lo tomamos como lo que es, una primera hipStesis sensata.

El segnndo aspectu interesante es comu P&S asoucian la probabilidad de encontrar una region
de escala Af cuyu contraste de densidad §as es ya un exceso de densidad mayor que 6. mediante
la cula de la distribucion ( un detalle técnico: es interesante ver que mientras nnou nu se preuvcupe
por el complemento de esta probabilidad, el formalismo garantiza obtener probabilidades asuciadas
a cuntrastes de densidad pusitivas en caso contrario hay problemas). Entonces esta férmula indica
que dada la masa A/, tendremos un poutencia asociada o (Af), la cual definirda nna anchnra de la
campana de Gauss y por lo tanto estariamous tentados a decir que si observamous por el telescopio
siempre ocirrirdn dus cosas:

1) Encontraremos miy poquitus objetus de masas Afl's que tengan Sy = oo

2) Si aproximadamente o ~ 1/Al y ésta determina la anchura de la campana. entonces mientras
mas pequenos sean los objetus mds probabilidad tendremos de encontrarlos con sobre densidades

del orden de &.. Ver figura:
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P)
e F(828,M)

La segunda afirmacién tiene sus problemas y es que el objeto observado Af puede, en realidad
tener una enorme variedad de tamarios, en la siguiente figura se aprecia por lo menos cuatrv casos

de los cuales solo uno es el que serviria para hacer la inferencia 2).

Esto da una idea de la ilusién que genera el uso de filtros, en cierta forma es paraddéjico que con el
afén de contar objetos aislados se haya escogido un detector que lo tinico que no hace es: jj distinguir

objetos aislados !!

Sin embargo estos eran los primeros pasos en el intento de encontrar la fraceién de objetos con
tamarfios dados entre Af y dAf cuyo exceso de densidad 8,5, sea mayor que el exceso de densidad de

colapso 8. y lo que se especulS fue que esta fraccién de objetos estaria determinada por :

aF
S (A1) dA = -2 SAT dphs

v bien:
dF
= 0
S (Al)dA? AT dAf

dounde la relacién cun el niimero de objetos con masa A y Al 4+ dAl es:

n(A) = (AT_)_I-)_/' (A7)

entunces segun Press&Schechter:

7] dF
n(Af) = -——21(/—)1-(1—1‘7— = Tip,

(157)

(158)

(159)

(160)
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El razonamiento para obtener esta férmula fue como sigue: cambiando 8y — Sy , entonces
la ecuacién(156), da la probabilidad de encontrar objetos medidos a escala V con contrastes de

densidad mayores al de colapso 6. :
F (6y > 6.,V) =P (V)

F(by <6,V)="P (V)

ésta denotarfa la probabilidad de encontrar objetos medidos al tamaiio V tales que no alcanzan el
exceso de densidad de colapso, es decir el complemento de los objetos denotados por V.

Lo que se busca son aquellos objetos con escala V que ya no colapsan a una escala mayor
V + dV. La probabilidad de obtener esos objetos es:

F(WV)av =P (V)P (VFav|v)

el primer factor del miembro derecho, es exactamente la F, es decir la probabilidad de obtener
objetos medidos con escala V tales que su contraste de densidad sea mayor que el de colapso §.. El
segundo factor es una probabilidad condicional, y da, teniendo la probabilidad de que, medidos con

una escala mayor V + dV, ya no alcancen el exceso de densidad de colapso &..
Usando la definicién de complemento de un conjunto, la ecuacién anterior se escribe como:

f(V)dav=P (V)1—-P (V +dV | V)]

usando el teorema de Bayes, el iltimo término se puede escribir en términos de la probabilidad

mixta:
£ (V)av =P (V) [1 - _’;(_‘;f(_g)w_]
es decir:

S (V)dV =P (V) — P (V +dV,V)

Ahora bien, Press&Schechter afirman que: si un objeto a la escala V -+ dV tiene el exceso de
densidad de colapso, entonces a una escala menor, siempre tendrd un exceso de densidad mayor
que el exceso de densidad de colapso. Por lo tanto si: P (V 4+dV,V) = P [(V+dV)NV] y V

< (V + dV) necesariamente se cumple que:

P (V+dV,V) =P (V +dV)

Es decir:
f(V)aV =P (V) —~P (V+dV) = ______3’;‘(,") av

el siguiente paso es regresar a la funcién F' y obtenemos casi la ecuacién(157) :
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F

M dM

£ (M) dM =~

Excepto por el 2, la fé&rmula es igual, este dos causé muchos problemas ya que es necesario tenerlo
si querermnos que al sumar todas las fracciones posibles, estas den la unidad. Lo que se encuentra es
que:

_Lf(M)dM = -/ 5 dM =

oo 3 oo P
= ~[om [f T =+ ]‘“] M = 5

de aquf que ad hoc se imponga el factor 2 en la ecuacién (157). Aquf dejamos el andlisis de
Press&Schechter y pasamos a una nueva formulacién para encontrar la distribucién del mimero
objetos segun su masa y tiempo.

4.4.3 Formalismo de Jedamazik?

Nos podemos dar cuenta de que la manera de contar los objetos segun el métado de PS no es del
todo cierta pues una de las afirmaciones clave en su formulacién es la que afirma que:

PV +dV,V) =P (V +dV) (161)

Pero no olvidemos que en este contexto V representa mds que un simple volumen, representa a
una regién del espacio de volumen V que ademaés tiene una sobre densidad igual o mayor que §..

Entonces, como podemos ver en la siguiente figura la ecuacién anterior no es siempre cierta,
no siempre un objeto muestreado en la escala V 4+ dV con exceso de densidad . satisface que
muestreando a 1na escala V siga teniendo el exceso de densidad &, y por lo tanto en general:

V & (V +dV) (162)

Esto por supuesto destruye por completo el esquema anterior.
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En la figura anterior, solo en el diagrama { y II el exceso de densidad sigue siendo el mismo
parta My M’ (donde M — V +dV y M’ — V ) el diagrama IJI se opone a ésta suposicién.
Evidentemente no tomar en cuenta este tipo de situaciones trae como consecuencia un problema en

el conteo final.

En 1995 Jedamzik propone una formulacién alternativa, en la que el problema de conteo se
resuelve introduciendo el concepto de Regiones Aisladas, esencialmente consiste en fabricar una
estadfstica sobre los objetos de distintos tamaiios, usando como herramienta fundamental a la regién

M™ la cual por hipétesis es tal que:
9 - -
I) cualquier Af << AMf* solo debe tener un exceso de densidad § = 8% > &.. Dos ejemplos de

regiones aisladas donde se ilustra esto es en la siguiente figura:

M™= region anislada
Al VelGmanes igwales

II) En particular cualquier M < M™ que tenga una exceso de densidad menor que el exceso de
densidad de colapso serd contada como un objeto que eventualmente virializard y colapsaréd
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III) Y cualquier M > M™ que tenga un contraste de densidad mayor que el de Af* se contara
como un objeto que eventualmente colapasard en un objeto de mayor tamaifio.

Con estas restricciones al concepto de regién, se puede hacer un conteo correcto. El formalismo
®8 como sigue:

Ordenamos al conjunto de escalas M* por tamaiio: ( M < M < M# < ... ) y consideramos
al volumen L® de escala M >» M. La fraccién del volumen con exceso de densidad &., debido a las

regiones aisladas de menor tamafio M,¥, estara dada por:

Fb, M) L*=n(MF)ViL*+--. (163)

donde V; el volumen asociado a la escala M*® via: Vig = M® y F (&, M,) es la probabilidad de que
una regién de tamaifio M; tenga un contraste de densidad promedio igual o mayor a &,

Lo que se tiene que afiadir, es la fraccién de regiones M de tamafio M que estén incluidas en las
regiones aisladas mds grandes (M,' < MF < Af!f...)que se encuentran en el volumen grande L3 :

R >

Para introducir estas regiones en el conteo usamos la probabilidad condicional, P (M, | M2 ) de

que, dado que ya se encontré una regién aislada de tamarfio Al, , adentro encontremos una regién
de tamafio M,;. Aun que ésta regién no es aislada (por estar dentro de una regién aislada), tendra
un contraste de densidad mayor o igual a &.:

F (Bar, = 6, M) L =1y (MPF) VL +n (MF)YVRLPP (M} MF) + - (164)
Los términos faltantes serdan similares. El resultado final es que la fraccién de objetos virializados
correspondientes a la escala M; con 6,‘,, > 6. en el volumen L2 seran:

F (Bar, = e, M)

1 0
- g M*n (M*) P (M| M) (165)

o en forma integral:

M' n(M') P (M, | M')dM’ (166)

I
'b|| Lol
~8

F (8ar, = 60, My)
MY

-
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donde n (M *) es la llamada funcién de masa o bien el nimero de densidad de objetos aislados de
escala M¥. Para poder extraerla de la sumatoria (o de la integral) calculamos la ecuacién anterior

para toda M¥ obtendremos una expresién matricial del tipo:

F (M) P Pa - P, n (M) M
F({Wz) — 1::'21 Py, e qu n M’T y.¥ A d (167)
F(M,) Fpy Poz -+ P, n (Mn') M

donde Fy; = P (M, | M') donde evidentemente (M‘ | M*) = 0 para M; > MP* y P (M; | MF¥)
1 por lo que la ecuacién matricial siempre tendrd la forma:

F(My) 1 Pa -+ P ’— n(M¥) A
F (M) _ 0 1 . P n (M) M* (168)
F(M,) 0 0 ... 1 n (M*) M2

¥ la obtencién de la funcién de masa se reduce a invertir esta ecuacién matricial. La diferencia entre el
resultado de Jedamzik y Press&Schechter es que, por ejemplo, para Press&Schechter la probabilidad
de encontrar una regién Af; en M{® con las mismas caracterfsticas de AM¥ es la unidad lo cual no
necesariamente es cierto, ya que como hemos estado repitiendo M* involucra un tamaiio y una
sobre densidad, entonces, reescribiendo la segunda férmula de esta seccién, la ecuacién(162), para

i < j, obtenemos que en general:
M; & MX* (169)

por lo que en general:

P (M| MF*) #1 . (170)
Para apreciar en todo su esplendor la diferencia entre la férmula de PS y Jedamzik, derivamos la

ecuacién(166) respecto de la masa:

dF (6., M) 1 1%, .. dP (M| M) .
f) = — e 774 _ il bl N VSN 4 7
S (M) i M n (M) + — [M n (M) AP M (171)

acomodando los términos:

n (M) = ( ) [ dr(‘SC'M) %/Al'n (M) —d—P—(”{\—,,'—MLdM'J ETZJ

Lo cual muestra una clara diferencia con respecto a la ecuacién de PS. Solo suponiendo que la
derivada de la probabilidad condicional sea una delta de Dirac:

(172)
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dP (M | M')
dM'
Y tomando el limite cuando M - 0 en la ecuacién(172), recuperariamos la férmula de PS:

=6(M— M) (173)

n(M) = —2 (—f—,—) £ (M) | (174)

ecuacién(159) . Con esto damos por terminado el andlisis de la funcién de masa.

4.5 Historias de Formacién Galdctica

4.5.1 Introduccién

En esta seccién aterrizaremos los resultados anteriores y partiendo de los resultados de Press&Schechter-
Jedamzik y de una hipStesis probabilistica de la agregacién de materia, podemos obtener las posibles
historias de formacién galéctica. Después plantearemos algunas de las dificultades que se encuen-
tra el modelo ortodaxo de campos de fluctuaciones de distribucién Gaussiana y propondremos una
formulacién alternativa a este modelo, baséndonos en un modelo de campos de distribucién Lognor-
mal. Este corrige, principalmente, el uso sistemético de densidades maés negativas que -1. Ademais
de eso este modelo no intenta se més que un modelo de exploracién en el manejo de estadfsticas
no-Gaussianas.

4.5.2 Formalismo Gaussiano de Bower?

El estudio de las galaxias se puede realizar desde dos perspectivas totalmente distintas. La primera
se aboca a describir la evolucién de una galaxia a partir de los ingredientes internos que la componen,
sin tomar en cuenta el proceso evolutivo que sufre el entorno. La otra perspectiva intenta explicar
la evolucién de una galaxia desde el punto de vista cosmolégico. Es decir se plantea la pregunta:
iCuidles son los pardmetros que permiten vincular la evolucién de una galaxia, con la evolucién
global del universo?

La propuesta de Bower para contestar a esta pregunta es extraordinaria. Bower primero que nada
plantea que:

I) el pardmetro que contiene la informacién cosmolégica inicial del campo de fluctuaciones es el
espectro de potencias. Aqui estd la informacidn sobre el escenario de materia oscura y baridnica en
el que se desarrollara la galaxia.

II) la funcidn de masa es la estructura teérica mas adecuada para representar las solucién al prob-
lema ya se trata de un aparato estadistico que trata precisamente con la distribucién de estructura
en el universo.

III)una hipStesis estadistica Gaussiana, la cual, por ser biparamétrica permitira hacer predicciones
de las fluctuaciones del campo, usando como regulador al espectro de potencias.

La construccidn tedrica del formalismo, se basa en un conjunto de definiciones e hipdtesis fisicas,
estas permitirdn al final tener un modelo predictivo sobre la evolucién galdctica.

I) DEFINICIONES:
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1) llamamos exceso de densidad promedio al valor promedio de la densidad en un volumen V'
dado, es decir la cantidad:
[emrav

Sypo= Y (175)
/dV
v

2) llamamos densidad critica a la densidad que se obtiene extrapolando el valor de colapso y

virializacién. de una regién esférica, al régimen lineal. Su forma funcional respecto del tiempo es:
6. =1.69(1 + 2) (176)

3) Denotamos por V' al volumen que ocupa una galaxia de masa A’. al dfa de hoy. La galaxia
tiene la propiedad de estar completamente virializada hoy en dfa.

4) Denotamos por oy a la variancia de &y.

II) HIPOTESIS. Las hipdtesis tedricas son de diferentes caracteres:

1) Se asume la evolucién lineal de las fluctuaciones como esquema fundamental.

2) Asumimos que el promedio de los contrastes de densidad promedio de los subvolimenes de V'

coinciden con el contraste de densidad promedio de V7.
3) Asumimos también que el campo de fluctuaciones promedio, obedece a una estadistica de

campo aleatorio Gaussiana. y por iltimo asumimos que:
4) la tnica cantidad que interviene en el proceso evolutivo de la galaxia (desde el punto de vista
cosmolégico) es el espectro de potencias.

HI) FORMALISMO:
En los tiempos en los que el universo desciende su temperatura al punto en que la materia

y la radiacién se desacoplan, la materia se encuentra distribuida a grandes escalas homogénea e
isGtropamente, sin embargo a pequeiias escalas, el universo estd plagado de pequeififsimas fluctua-
ciones de densidad, estas fluctuaciones, son la semillas de lo que se vemos hoy en dia como galaxias,
ciimulos de galaxias etc.

Considérese a la distribucién de probabilidad del exceso de densidad promedio &, en algiin vol-
umen V escogido aleatorimmente y proponemos que esta probabilidad obedece a una distribucién

Gaussiana:

1 .14
P (6v) = exp (— 5 ) (177)
\/i’ﬂa?, 204

Y ya que usaremous esta expresion para describir la evolucién de una galaxia, es importante notar
que en este formalismo la ecuacién anterior define la estructura estadistica de nuestra descripcion,
es decir, se asume que no cambia en el tiempo. As{ toda la informacién temporal queda incliida en-
el espectro de potencias definido por oy como vimos secciones anteriores, el espectro de potencias es
el resultado de analizar el comportamiento de las fluctuaciones de distintas escalas al ser procesadas
por los distintos estadios del universo. Ahora bien, por la forma en la que evoluciona el espectro
de potencias se puede ver de dos maneras distintas. Por un lado podemos fijar el tiempo ¢t = ¢, en
una estructura de escala bien determinada, por ejemplo M = 107M,,, e ir obteniendo un valor del
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espectro de botenciu ov conforme el tiempo transcurre. El resultado de este procedimiento es que
la masa M al tiempo £ = ¢; tendrd un valor del espectro de potencias equivalente al de una masa
menor M’ al tiempo ¢t =

1 opg(t=t.> 1 opge=t,)

—_—

Debido a este comportamiento es totalmente equivalente mantener al espectro de potencias fijo
en el tiempo y suponer que conforme el tiempo transcurre, la estructura en consideracién, crecié
desde una escala M’ hasta convertirse en una estructura de masa M.

O

M'M_ Masa
@=L G=t)
——————l

Tiempo

En conclusién tenemos las siguientes implicaciones:

(tr = L) = (M’ — M) 178)
(M — M) == (ov —ov)
¥ afirmamos que toda la informacidn evolutiva se encuentra en el espectro de potencias.

Entonces un conjunto de distribuciones Gaussianas con o, 0y, ..., Ov,, ordenadas de tal manera
que oy, < gy, < - -+ < Ov,, implica (para espectros de potencias como los de las figuras anteriores)
que la masa maés grande corresponde a g, y por lo tanto se trata de la estructura mas reciente del
conjunto. Notamos también que este tipo de estructuras serdn pocas ya que 0y, pequenas implica
una campana de Gauss muy picuda y por lo tanto, serdn muy pocas las estructuras que alcancen el
exceso de densidad de colapso é.. Por otro lado las estructuras con grandes oy, (masas pequeifias)
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tendrén una campana de Gauss muy extendida y por lo tanto sera&n muchas las estructuras de estas
enscalas las que alcancen su exceso de densidad de colapso.

Todas estas caracteristicas llevan directamente a lo que se conoce como un proceso de evolucién
Jerdrquico, e implica un esquema de evolucidén en el que las estructuras primitivas mas favorecidas
son las de escala pequeria, luego estas crecen y se funden entre si para formar estructuras de mayor
envergadura.

En este contexto, un objeto puede ser de tres tipos, puede tratarse de una masa de ese tamaho ya
colapsada y virializada, puede tratarse de polvo que ocupa esa regién o una combinacién de ambas.

El proceso de fusién entre grandes objetos virializados se conoce como Proceso de Agregacidén
y al proceso de incorporacién de gas y polvo a un objeto de mayor tamafio se le conoce como
Proceso de Acrecién. Dependiendo del contexto en el que se este haciendo el andlisis, se usara el
primero, el segundo o una combinacién de ambos.

Con las consideraciones anteriores y algunas restricciones fisica adicionales finalmente podremos
construir un modelo consistente con la evolucién galactica.

Imaginemos que ubicamos una regién del espacio de volumen V la cual ya ha colapsado hoy en
dia, y tiene una sobre densidad §, podemos imaginar que esta regién en un tiempo anterior habra
estado formada de un subvolumen V' cuya sobre densidad es la de colapso y un subvolumen que
aun estaba con una sobre densidad por debajo de la de colapso.

Entonces el proceso evolutivo de una galaxia decimos que se simula estadisticamente por un
proceso que cumple con la siguiente ley de agregacidén o acrecidn:

P (V.6 2 6. | V,6y) (179)

Es decir que dado un objeto virializado V, cual es la probabilidad de que una cierta fraccién
de este V' haya virializado en un tiempo anterior. Iterando esta férmula, podremos encontrar la
probabilidad de que la subregién V' virializada, en un tiempo anterior haya estado formada por una
fraccién virializada V":

P (V" 8 | V', 8v) (180)

y asi sucesivamente. Nuestra meta entonces, es encontrar la férmula explicita en términos de una
distribucién Gaussiana.

La manera de encontrar esta expresién es primero desglosar a la probabilidad en probabilidades
mas sencillas de calcular, para esto usamos la féormula de Bayes:

, _ (b, 8v)
£ (S | 6v) = — B @) (181)
Donde por comodidad hemus omitido las V's.
Es decir necesitamos la distribucién de probabilidad mixta de encontrar los voliimenes V' y V'
y ademads la distribucién de probabilidad de encontrar una regién con volumen V,que tenemous en
la ecuacién(177) . La probabilidad mixta la podemos encontrar a partir de la ecuacién(136), para
distribuciones Gaussianas multivariadas. En general para una distribucién bivariada la probabilidad
mixta serfa:
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1 T
P(z,y) = ———exp [—— Az, Ay) M5! (Ax, Ay) ] as2)
8 = Ml ( M

donde Ax = x — 2, Ay = y — § , y como habfamos definido antes M;; es la matriz de covariancia,
que en este caso tendra los valores:

2
WM =| ag 53

dividiendo la ecuacién(182) entre la ecuacién(177) obtenemos la probabilidad condicionada que
buscamos. Desarrollando explicitamente en términos de la matriz de covariancia:

P(z|y) = ! 7 =P (Az_%:)z
[er (2 - )] =(2-5)

Lo que indica que se trata también de una distribucién Gaussiana.

Ahora bien, asociando:
{ g } - {6"' } (185)
Og Ty

{2} -{x}

Obtenemos la probabilidad deseada entre ambas regiones:

(183)

(184)

2
Syr — f!,u)

DM

Como se puede observar hay todavia un elemento libre la £ , éste coeficiente se le llama Pardametro
de Correlacién y su funcién es la de dar cualquier vinculo existente entre ambas distribuciones.
Por ejemplo si en nuestro caso la distribucién de probabilidad de encontrar (V, 6y ), no influyera
en nada con la probabilidad de encontrar (V’,éy), entonces se dice que las distribuciones son
independientes entre si y por lo tanto:

(186)

P (Sv: | 6v)

£=0 187)

A continuacién veremos que en realidad existe una dependencia entre la distribuciones y por lo
tanto el valor del pardmetro de correlacién serd distinto de cero.

La dependencia entre ambas distribuciones se debe a una condlcxon fisica. Imaginemos que
tenemos a la regién V' y ésta a su vez contiene a su subregién V’. La contencién va a significar dos
coeas, la obvia, es que el subvolumen estard adentro del volumen y la segunda es que el promedio
de los excesos de densidad de los subvoliimenes en V tendrai que ser igual al exceso de densidad del
volumen V :
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(v = v+ (188)
por lo tanto si las definiciones de los elementos de la matriz de covariancia son:
oy = (Gv, 6\/)
oy = (6‘/:, 6‘/') (189)
& = (6v,6vr)
usando la ecuacién(188) en la ecuacién(189, c) vemos que el resultado es:
&= (6v, (5v)v) (190)
Que en el caso limite en que el subvolumen V' sea igual al volumen V tendremos:
(191)

= (6v,6v) = a}
Este resultado cambia la ecuacién(186), a una expresién mucho mas sencilla:

_ 2
o [ o

Sy | 6 ==
Pl o) = et — ol

En esta expresién podemos apreciar como en el caso limite en que V' > V', entonces oy < ov' y
lo que obtendremos es que la probabilidad de encontrar una regién de volumen V'’ y sobre densidad
&+ obedecerd a una distribucién Gaussiana centrada en 8- lo que significaria que la sobre densidad
se encuentra sobre una plataforma de densidad mayor a la densidad promedio del universo.

Siguiendo con el procedimiento de Press&Schechter y Jedamzik, calculamos ahora la funcién de
masa, para asf determinar el niimero de objetos de cierto tamano, virializados y que se encuentran
contenidos en una regién restringida al volumen V de masa M

Es decir tratamos de encontrar la funcién:

F (M, 6.]| M, 6)
la cual la calcularemos con el ansatz de Press&Schec}?tet o su equivalente, la versiéon de Jedamzik
en un espacio con materia distribuida tal que: 1'1%3"—'1 =& (M — A'):
= F !, 8 , 8
S (AL, 6. ) M,E) M = —2 o (1‘48,:4,' M, %) dAM’ (194)

Evidentemente esta es una aproximacién, pero al parecer la mezcla del ansatz y la distribucion
Gaussiana y resolver la matriz de Jedamzik ecuacién(168) con una distribucién Gaussiana dan el

(193)

mismo resultado estadistico.
En semejanza a la ecuacién(156), la probabilidad de encontrar una fraccién de masas Af’ con

sobre densidad igual o mayor que &., contenidas en una regién de tamario mayor M y sobre densidad

6 estard dada por la ecuacion:

F (M, 6. | M,8) = /p(av. =& | &y = 6)d& (195)
L.
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sustituyendo la férmula de la probabilidad condicional, ecuacién(192):

P _7 1 N ) s "
F(M',6.| M,5) _£ T exp[ ST = ot ]d6 (196)

© bien:

F (M, 6.1 M,6) = 7 e ¥ dy (197)

Sc—&

2(0:',—0"“)

S

Ahora si usando el ansatz de la ecuacién(194) podemos dar una expresién para la probabilidad
de encontrar una fraccién de la masa total M, que estd contenida en grupos colapsados con masas
entre M’ y dM’', a un tiempo anterior. Como la ecuacién anterior estdé expresada en términos de

la variable muda y, la diferenciacién parcial se puede realizar explicitamente dando como resultado
final:

= ., o __ 2 oM _ doar ,
F M6 () | M: §dM’ = ——= e (6. — &) exp [8] St —dM (198)

con:

(‘5¢ - 6)2

QI CRenll.) M
2 (o — Ihr)

(199)

Entonces la manera de usar esta formula es como sigue:

Primero, decidimos si queremos estudiar una galaxia de campo o un ciimulo de galaxias, en el
primer caso ésta formulacion representard 1in proceso de agregacion, en el segundo caso representard
un proceso de acrecién. La razén fundamental para no explicar con este formalismo la evoliicion de
galaxias de ctimulo, es que en realidad éstos no sun objetos aislados, sus halos de materia oscura se
funden entre sf, de esta manera lo que nosotros observamos es la aglutinacién de materia baridnica
que cae en los vasos de potencial mas pronunciados del ciimulo. Por este motivo continuamos con
el estudio de las galaxias de campo.

Segundo, seleccionamos la masa M, que corresponde a la galaxia que queremos estudiar. Esta
masa, dara inmediatamente algilin valor del espectro de potencias oy, afirmamos que ésta galaxia
¥a ha colapsado y virializado: § = §. , hoy en dia: ¢,.

Tercero, se escoje un tiempo ¢, — At anterior. A éste tiempo le corresponderd una distribucién
de probabilidad f [t1] determinada por la masa M y la oas,segin la ecuacién (198).



Formalismo Gaussiano de Bower® 7

Cuarto, se escoje un niimeroc al azar entre 0 y 1, y se iguala a f (M, 6:(t1) | M,6). De ésta
manera, el tinico parédmetro sin fijar es el valor de M’. Se despeja a M’ de la ecuacién(198) y de
ésta manera se ha encontrado en forma estadistica la masa de la subregién contenida en el volumen
original, que al tiempo t, — At ya se encuentra colapsado.

Quinto, se encuentra en el espectro de potencias. El valor de o correspondiente a M’ serd oay.
_ Sexto, se realiza el mismo procedimiento solo que ahora usando la distribucién de probabilidad:
S (M"”,8:(ta) | M’,8’), tal como se muestra en la siguiente figura:

¥

F)

El resultado final se puede apreciar en la grifica 1 en el capitulo siguiente, en la griafica 2 se
destaca \inicamente la trayectoria promedio de todas las historias de acrecién.

Asi, se ha obtenido una descripcién de la evolucién de una galaxia en términos de un parametro
cosmolégico fundamental, el espectro de potencias: 0. La informacion obtenida en este proceso es
el conjunto de todas las posibles historias de acrecién de una galaxia.
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Como se puede apreciar en la gréfica 3, la curva de rotacién asociada a ésta, es una curva de
rotacién plana, exactamente como se observa en la generalidad de las galaxias.

Sin embargo, la parte de la curva que representa al niicleo de la galaxia no corresponde a los
nicleos de densidad constante observados.

4.5.3 Historias de Formacién: Estadistica no Gaussiana
4.5.3.1 Motivaciones

Hasta el momento se ha desarrollado el anailisis estadistico de la evolucién de las fluctuaciones
primigenias del universo, alrededor de la siguiente hipétesis: las leyes estadisticas que obedecen los
procesos jerdrquicos, de formacién de estructura en el universo, son siempre Gaussianas. Sin embargo
esta hipétesis no es definitiva ni mucho menos, el objetivo principal de esta tesis sera precisamente
abordar una estadistica no Gaussiana.

En el resto de la tesis se investigara la sensibilidad de un cambio de estadfstica a una predicciones
erréneas e irreparables del formalismo Gaussiano, a saber, la prediccién de halos con miicleo
singularmente denso. Ademais se tratara (al menos en forma cualitativa) de vincular este hecho
con el defecto de la eatadistica Gaussiana de considerar densidades negativas.

Quizés la principal razén por la cual no se han investigado modelos no Gaussianos es la com-
plicacién de sus célculos. La gran mayorfa de las estadfsticas no Gaussianas no son tratables
analiticamente. Por esa misma razén aquf se explorard una estadistica no Gaussiana, la estadiatica
Lognormal, esta estadistica tiene dos puntos a favor y uno en contra, los puntos a favor son: 1. Es
tratable analiticamente, 2. no incluye densidades negativas. El punto en contra es biasicamente que
la estadistica Lognormal no se propone (al igual que la Gaussiana), por algin elemento fisico.
4.5.3.2 Propiedades Estadisticas de la distribucién Lognormal
La funcién de distribucién de probabilidad N-dimensional para un campo aleatorio Lognormal puede
ser obtenida a partir de una funcién de distribucién de probabilidad N-dimensional para un campo

aleatorio Gaussiano. Todos los detalles sobre las ecuaciones que siguen se encuentran en el Apéndice.
La funcién de distribucién N-dimensional del campo Lognormal es:

1 1 1 LK

&/ YL,y eeerd, = ex —— M (Iny, — 12 lny; — a1

L (1 yn) (27‘_)% (det M)% ﬁ ” P [ 2 §§ U] (Anys — f1,) ( Yi # w)]

b (200)

donde M es la matriz de covariancia y donde cada ¥, corresponde a la i-ésima componente del campo

aleatorio ¥ = # ().

De la ecuacién (200) se desprende que la funcidén de distribucién unidimensional del campo Lug-

normal sera:

1 1 Iny — 2
P @) = e, v P [—(—%,“—)—] (201)
v v

donde claramente la probabilidad de encontrar a y entre (—oo,0) es nula y entre [0, o©) estaréd dada
por la ecuacién anterior.
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La propiedad estadfstica méds importante de las distribuciones son sus momentos. El momento
n-ésimo de la Lognormal es:

[ =exp [nu + § (neu)?] | (202)

Usamos este resultado para calcular la Media y la Variancia del campo. La Media se define como
(y') por lo tanto:

l@)=exp [u,, + %03] I (203)

La Variancia se define como:

? = (v — () (204)
sustituyendo las ecuacién (202) con n = 1 y n = 2 en la ecuacién anterior, obtenemos que la variancia
es:

L22=exp [2 (l"v + cr:)]-exp [2[1.” + 0'3] ‘ (205)
A continuacién los resultados mds importantes de la estadfstica condicional.

4.5.3.3 Andlisis de la Probabilidad Condicional Lognormal
Sean las Distribuciones Marginales de la Variable aleatoria (x, %) :

2

P (@) =~z exp [‘ ﬁ"‘%‘"ﬁ-] (206)
_ 2

Prn (y) = 7—%—‘;“-;— exp [" —@%“—V)—-] (207)

Entonces si la probabilidad condicionada de que ocurra  dado que ya ocurrié v esta determinado
por la férmula de Bayes:

Py (z,y)
P 4 = —= 208
e (€ | ¥) Pom @) (208)
¥ por definicién la Distribucion de probabilidad Mixta bidimensional (ir, ¥) es:
1 1 1 Bo
Por (o) = 1 ea B 209
L (2. Y) 2 JalaT =0 T exp [ R e ] (209)

donde:

- {{EOme =2 — 2 nz = ) Oy = ) }
o= +al(Iny — ,)?

Obtenemos que la probabilidad condicional es:

wg TR
§§§ Q’ES\S\A PBLRTECR
ot
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= oo ——— -
(= | ) ;127' \ OOy 2— < ; I ; a.’av’ 2— [ {(lna: HBz) —C a : ) } ]
(210)

Otra cantidad que serd de utilidad es el valor promedio de encontrar a x, dado que ya ha ocurrido

¥, se encuentra que es:

oo —¢*
= (211)

Iny —
(Z) Lnvcond == €XP (I-‘: +< ( ny;rb) +
1

Con esto finalizamos el resumen de las propiedades estadisticas asociadas a la distribucién de
probabilidad de un campo Lognormal bivariado.
4.5.4 Evolucién Galactica: Estadistica Lognormal

4.5.4.1 Campos de Densidad que obedecen a una estadistica Lognormal
El planteamiento fisico del problema es el siguiente: dado un objeto virializado de masa M ;Cuidles
son sus posibles historias de acrecién de materia a partir de un campo de densidades inicial?

El formalismo matemaético requerido consta de las definiciones y propiedades de la estadistica del
campo Lognormal y del vinculo con las cantidades fisicas que nos conciernen. La ventaja matemaética
que ofrece este campo para la modelacién de nuestro sistema fisico es su distribucién de probabilidad
siempre positiva, aprovechando esta caracteristica vinculamos nuestro modelo fisico y la estructura
matemaética por medio de la relacién:

z =Ty
(212)

y=Ty
donde x y y son los campos matematicos de la distribucién Lognormal de las ecuaciones(206 y 207)
¥ las cantidades fisicas Ty y T~ representan el valor promedio de la densidad en los voliimenes V'
¥ V’ respectivamente, normalizados al valor promedio de la densidad del universo.
Al igual que en el formalismo de Bower se requiere un conjitnto de definiciones e hipétesis fisicas
pero ahora referidas alas densidades en vez de a los contrastes de densidad.

I) DEFINICIONES:
1) llamamos densidad-volumétrica al valor promedio de la densidad en un volumen V dado, es

decir la cantidad:

=X (213)

2) lamamos densidad-volumétrica-normalizada que de ahora en adelante llamaremos por
simplicidad densidad a la densidad-volumétrica por unidad de densidad promedioc del universo:



Campos de Densidad que obedecen a una estadfstica Lognormal 81

T, =-2¥ (214)
Po
3) Llamamos densidad critica a la densidad que se obtiene extrapolando el valor critico (de colapso
y virializacién) del colapso esférico al régimen lineal. Su forma funcional respecto del tiempo serfa:

Te=169(1+z2)+1 (215)

4) Decimos que un objeto estd virializado en el momento en que su densidad alcanza su densidad
critica.

5) Denotamos por V al volumen que ocupsa el objeto de masa A que queremos estudiar, este
objeto tiene la propiedad de estar completamente virializado al dia de hoy.

6) Denotamos por V' a un subvolumen de V y as{ mismo denotamos por V * al complemento de

,

) HIPOTESIS. Las hipétesis fisicas son de diferentes caracteres:

1) Se asume la evolucidn lineal de las fluctuaciones como esquema fundamental.

2) Asumimos que el promedio de las densidades de los distintos subvoliimenes de V coinciden con
la densidad del mismo V. .

3) Asumimos que el campo de densidades obedece a una estadistica de campo aleatorio Lognormal.

4) Asumimos como vélido el espectro de potencias.

III) FORMALISMO:

Partiendo de la definicién de densidad-volumétrica-normalizada y de la distribucién marginal
Lognormal que vimos en la seccién anterior:

1 Un Ty — py)?
P, Tv) = - 216
ey (Tv) V2roy Tuv exp [ 202 ( )
asf como de la definicidén de distribucién de probabilidad Lognormal mixta bivariada:

1 1
27!'\/(7"2,0"‘2,, —¢2 YTvYv

Py (Tv, Tv) = exp B3, (217)

donde :
3 [ {8 InTv — )’ — 2¢ (In v — pv) (In Tor — puv) + af (In Tvr — ,w,)“} ]
L= |-

2(atof. —¢*)
tenemos todos los elementous requeridus para calcular la distribucién de probabilidad de que dado
un volimen V cuya densidad sea T, encontremos en otro volumen V’, completamente arbitrario,
una Yy :
I, Ty, Ty
v (T v) (218)
Py (Tv)

Sustituyendo las expresiones (216) y (217) en la ecuacién anterior obtenemaos que la distribucién
de probabilidad condicional Lognormal de las variables Ty y Ty es la siguiente distribucién:

Py (T | Tw) =
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1 ol 1
V2 otol. — (2 Y

Py (TV' | TV) = exp b (219)

donde:

1 o {(ln Ty — py) — ¢la¥e jz

Ba= -3

abol —¢*

Ahora bien, ésta probabilidad condicional tiene tres parémetros que debemos identificar con
alguna cantidad fisica. A continuacién, haciendo uso de algunas relaciones de la subseccién anterior,
relacionaremos al espectro de potencias, que aqui denctaremos por s, con los pardmetros ov y u,
de la estadistica Lognormal.

Como hemos visto en secciones anteriores el espectro de potencias se define como:

mm () - (M) ((252)) e

Ahora bien, segiin nuestra redefinicién de densidad, el espectro de potencia sera:

B2 = ((Car — (Tar))?) = {T%) — (Tan)? (221)
usando las férmulas explicitas para el primer y segundo momento sefialadas en la subseccién anterior,
ecuaciones (203 y 205), vemos que:

1
(Trr) =exp (Il-u + 50'2") (222)

donde por definicién de densidad-volumétrica-normalizada, debe cumplir la siguiente condicién fisica
su promedio debe valer la unidad:

(Cary =1 (223)
por lo tanto la ecuacién(222) nos proporciona la relacidn entre oas y fear :
1
pa = "507” (224)
sustituyendo este resultado y el segundo momento en la ecuacién en la férmula(221) :
2, = exp [2 (MM -+ aﬁ,)] -1 (225)
¥y por lo tanto:
2 — e%h — 1 (226)

De esta manera encontramos que el espectro de potencias entra en la probabilidad condicional,
via las siguientes relaciones:
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o =In(3%,+1) 207
=—iin(x% +1) (227)

Sin embargo hasta aqui no hemos impuesto condicién alguna sobre la correlacién entre las densi-
dades, esta condicién serd una restriccién de tipo fisica, imponemos que el promedio condicional de
las densidades de los voliimenes internos sea exactamente igual al valor de la densidad del volumen
original, es decir que:

Tv = (Tv')Lncona (228)

De la ecuacién (222) sobre el valor promedio de una variable aleatoria dado que otra variable
aleatoria ya se ha fijado, obtenemos que:

InTv — 202, — (2
Ty = exp (m,,+< In¥v —pv) | ovob: —¢ ) (229)
oy, 20y,

ocupando el resultado de la ecuacién(224), la ecuacién anterior se traduce en:

1 InTv + 1od 252, — 2
Ty = exp (§a3.+< ( o Y e 3 (230)

La ecuacién anterior solo estd definida cuando la correlacién ¢ es igual a oy, de esta manera
fijamos, mediante un elemento fisico, el valor de la correlacién:

¢=of (231)

Y con este iiltimo resultado se tienen completamente definidos todos los pardmetros de la es-
tadfstica en términos del espectro de potencias, via las ecuaciones(227), sustituyendo la ecuacién(231),
la distribucién de probabilidad condicional, ecuacién(219) adquiere la forma:

1 In Ty — +) — (In Yy — - 2
Py (T | Tv) = exp {( v ll»vg ( o v sv0)} (232)
Vo — o 2 ( o —od
Regresando de nuevo a la representacién de masas:
M == gV, (233)

y segin ln ecitacién(195) , la probabilidad de encontrar una fraccién de masas A7’ con densidad ignal
o mayor que Y., contenidas en una regién de tamarnio mayor Af y densidad Y, estd dada por la

ecuacién:

F(M\, Y. | M,T) = fPLN (Ty =T | Tv = T)dY', (234)
Te
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la cual explicitamente se escribira:

= 1 %7 1 dx’
F(M T | M,T) = —— —B3) S 235
(M, Tc | M,T) m! e e (235)
donde:
{An Y’ — ppre) — (In X — um)}’
2( 0% — a3, )

Es pasible reducir esta expresion a otra més compacta. En forma similar a la ecuacién (197), toda
la informacién de la probabilidad se encuentra en el limite inferior de integracién. (ver Apéndice):

8, =

F (MY | M) = — / exp (—?)dy  (236)
T

\}i ‘/ln (::’ ,+1 +3 Vln (%)

T:?,ﬁ‘

de esta forma se ve, que el cambio de estadistica afecta radicalmente a la estructura de las dis-
tribuciones. El paso final es, como en el caso Gaussiano, dar una expresién para la probabilidad
de encontrar una fraccién de la masa total M, que estdé contenida en grupos colapsados con masas
entre M’ y dM’, a un tiempo anterior. Como la ecuacién anterior esta expresada en términos de
la variable muda y, la diferenciacién parcial se puede realizar explicitamente dando comeo resultado
final (ver Apéndice):

1 S dZae
F(M Y| M, T)dM' = oS>t “ 7 [8d exp [B5] — A’; =M AM’ (237)

donde:

1 =2,, +1\]} In Xs

By = = [ln AM )] —_
2 2, +1 £2 41
NESK

Yy

et
Nemy

donde hemos extendido el ansatz de Press-Schechter a este formalismo:

By = —

wi=

OF (M', Y. | M, X)

r r "
F (MY | M, T)dM’ = 57

dmM’ (238)
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‘Nuevamente realizamos los pasos descritos en la seccién correspondiente a la descripcién Gaus-
siana, encontrando as{ las diferentes historias de formacién de galaxias que obedecen una ley es-

tadfstica Lognormal.

4

) - @[

v D
Encusnatra T
= @-m

4
ABRESN Calcula: M,

L smemss

Como se puede observar en la grificas 2 y 3, es extraordinaria la diferencia entre una estadistica y
otra en la parte externa de las galaxia, mientras que en la parte interna, se tiene un comportamiento
muy similar. Como se puede apreciar en la grédfica 3, el perfil de densidad a la Lognormal o a la
Gaussiana, no repercute demasiado en la prediccién de galaxias con curvas de rotacidn planas. Sin
embargo, como se puede apreciar en la griafica 2, hay una diferecia enorme en la regién nuclear de
la galaxia. Mientras que la densidad debida a la distribucién Gaussiana se singulariza a razén de
1, la densidad debida a la distribucién Lognormal se singulariza a razén de %. Esto implica que
la distribucién Gaussiana sigue siendo mejor aproximacion a la observacién, sin embargo el punto
importante aqui es que, efectivamente, la estructura del nicleo estd fuertemente vinculada a la
eleccién de la estadistica. Con esto finaliza el andlisis tedrico de la evolucién estadistica de una

galaxia. En el siguiente capitiilo se interpretaran los resultados.

4.5.5 Formula de Jedamzik-Firmani
Se puede hacer una extensién de la formulacion de Jedamzik, para calcular la probabilidad f (A7°, Y. | Af,

esta extensidon es en realidad, la forma correcta de hacer el cdlculo, ya que lleva en si todo el argu-
mento de objeto aislado.
La extensién es como sigue: Se propone la funcién de masa de Jedamzik ecuacién (166):
1 oo
— f M n(M') P (M, | M’)dM'.
14

M

F(SAI. > 5:.M1) =
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Requerimos ahora que ésta probabilidad, esté condicionada a la eleccién de una masa mayor: M.
Para lograrlo, se requiere cambiar tanto a F (EM, = 6., Ml) , como a 7 { M’) por sus correspondientes
cantidades condicionadas a la masa M y por supuesto, se requiere cambiar también el limite superior
de integracién L35 = oo, por: L35 = M.

M
f M n(M' | M) P (M, | M')dM'.
My

F(Brgy = 6., My | 8y = 6., M) =

\ll'-‘

Nétese que F' (My | M) y P (M, | M), ahora tienen el mismo significado probabilistico y concep-
tual, ambas representan la probabilidad de encontrar una masa M;con densidad mayor o igual a la
de colapso, dado que ésta se encuentra en una regién més grande de masa M. Por lo tanto podemos
generalizar la ecuacién de Jedamzik con la férmula:

M

F(My | M) = / M (M | M) E (M, | M'YdM',
P e
o bien usando la definicién de f :
- M - -
Fm,an = [ FM | M) Fan | Mydmr |
ard

Lo cual indica que la obtencién de [_ no es completa segiin el ansatz de Press-Schechter, de hecho
el proceso por el cual se obtiene a f es mucho mads laborioso y requiere de técnicas de andlisis
numérico.

En la griafica 4 se puede apreciar como las historias de acrecién cambian, sensiblemente segiin
el proceso de célculo al que se someta la f . Mientra que con el ansatz se obtienen historias
de agregacién extremadamente extendidas en en el tiempo, sin el ansatz, se obtienen historias de
acrecién con acreciones mas pronunciadas en el tiempo.

Estos resultados son stiimamente importantes ya que revelan, sin lugar a dudas, la inaplicabilidad
de la hipStesis de Press-Schecter en un caso que no sea el Gaussiano.



Conclusiones

Como se mencions en la introduccién de la tesis, el objetivo del texto es repasar los elementos esen-
ciales que determinan el surgimiento de una galaxia, a partir de: I) la evolucién de las fluctuaciones
primigenias de densidad en el universo y II) un estudio detallado de algunas de las propledades
estadisticas mas importantes, del campo de fluctuaciones del universo primigenio,

En los dos capitulos posteriores al capitulo introductorio, se repasaron los procesos maés impor-
tantes que determinan el origen y crecimiento de una fluctuacién. En el capitulo dos, se propuso
al proceso inflacionario como el originario de las fluctuaciones primordiales del universo. En el
capitulo tres se puso énfasis en las inestabilidades de Jeans y los procesos de amortiguamiento de
Silk y Landau, como guias principales, en la evolucién de una fluctuacién de densidad.

La parte central de la tesis, fue el capftulo cuatro, en él, se repasaron algunos de los aspectos
estadisticos més importantes como son: el espectro de potencias, la funcién de correlacion de dos
puntos y dos hipdtesis estadisticas para el campo de fluctuaciones de densidad primordial.

Ademas se analizaron los formalismos de Press-Schechter? y Jedamzik?, como formalismos alter-
nativos a los métodos numéricos, para la obtencién de la funcién de masa. En esta parte se enfatizd
que el niimero de objetos virializados, contabilizados por el formalismo de Press-Schechter a par-
tir de la estadistica de las fluctuaciones primigenias de densidad, no es completa y que es posible
corregir este error, introduciendo el concepto (de Jedamzik), de objeto aislado. Estos formalismos
se utilizaron posteriormente como rateria prima en el esquema evolutivo-estadistico de las galax-

ias. La diferencia de resultados entre el formalismo de Press-Schechter y Jedamzik se aprecia, més
Aqui el tiempo de

adelante, en las historias de acrecién, bajo la hipdtesis estadistica Lognorrnal
formacién, tinicias pPromedio para una galaxia de 10'°Af; puede variar de (1 + z)'®™ con Jedamzik, a

(1 + 2)'° con Press-Schechter.
Después de estas consideraciones, se demostrd cual es el efecto de simular al campo de fluctua-

civnes primordiales a través de un campo de fluctuaciones Gaussianas, en particular se destaco que
debido a que ésta distribucidn esta definida en el rango oo y —oo, no es propicia para la descripcién
de un campo de fluctuaciones, cuyo rango de definicién se encuentra entre oo y —1. Este hecho mo-
tiva el estudio de algiina otra estadistica, como la Lognormal, cuyos rangos de definicién concierdan
con los de las magnitudes fisicas que se estudian.

Otro punto importante que se abordo en la tesis fue precisamente el mecanismo estadistico, por
el cual una galaxia de campo, acreta la materia que la constituye. El formalismo lo propone Bower®,
En este formalismo, a partir de una versién linearizada de la evolucidn de las fluctuaciones y de una
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estadistica de las regiones virializadas de un objeto, se puede encontrar los diferentes regimenes de
acrecién de materia de una galaxia dada.

Se puede apreciar en la seccién de grdficas, como utilizando el formalismo de Bower podemos
encontrar las miiltiples historias de formacién de una galaxia tfpica de masa 10! M, cada treza
representa la razén de acrecién de la galaxia a lo largo del tiempo. En la grdfica 2 y 3, vemnos la traza
promedio de este régimen de acrecién en una estadistica Gaussiana y Lognormal, respectivamente.
Este resultado de acrecidn en el tiempo tendra una consecuencia directa en la formacién de las curvas
de rotacién de una galaxia, como es bien sabido la velocidad tangencial v de una gas alrededor de
un cuerpo de masa M y que se encuentra a una distancia r de dicha masa, esta dado por la férmula

de Newton.

En nuestro ejemplo, consideramos la acrecién de material, considerando una simetria discoidal,
asf la materia acretada se aglutinara en anillos de distinta densidad segtin la razén de acrecién a que
se haya sometido el objeto en consideracién. La relacién que vincula a la historia de acrecién Af (t)
con la distribucién de materia M (r) se desprende un proceso en general complicado. Sin embargo
existen algunas modelos semianaliticos como el del colapso esférico extendido, en el cual se relaciona

: : M .. i o
directamente, la pendiente v (¢} = i ‘o'i , de una traza de acrecién, con la la curva de rotacién
og (t~
de una galaxia. La relacién entre <y (¢) y v (r) en un modelo de colapso esférico, en el cual se asume
que todos sus capas, al llegar al maximo de expansién, colapsan su densidad por un mismo factor

es:
y(e) —1

v(r) ~r (m .
mientra que el perfil de densidad seria:

(ws5er)
p(r)~r\ 2EYE

Entonces, del formalismo de Bower, se obtienen dos predicciones que son comparables directa-
mente con las observaciones:

La primera prediccién ‘es acerca de las curvas de rotacién de las galaxias en su parte externa,
o lo que es lo mismo, el régimen de acrecidén de las galaxias, en sus épocas mas recientes. Un
régimen de acrecién violento en la \iltima etapa, implicaria que las capas externas de las galaxias se
ligarfan fuertemente al nticleo y la curva de rotacién externa, decaeria rapidamente. Por otro lado
un régimen de acrecién paulatino en la 1iltima fase de la formacién de la galaxia, induce a que las
capas externas de la galaxia tengan suficiente sustento para mantenerse en la periferia del niicleo
galactico. Este iiltimo resultado es el que predice el modelo, tanto en una galaxia que obedece a la
"acrecién Gaussiana” como en una galaxia que obedece a la "acrecién Lognormal”.

En cuanto a esta prediccidn, las observaciones confirman que efectivamente las curvas de rotacién
son planas, lo que significa que el régimen de acrecién en la iltima etapa de formacién fue pau-
latina. Es interesante notar que en este resultado se manifestS cierta invariancia ante el cambio de
estadistica. Esto podria significar que la curva de rotacién plana es consecuencia directa del espectro
de potencias, ya que éste no cambio de estadistica Gaussiana a estadistica Lognormal.
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La segunda prediccién importante de la teoria, es acerca de la estructura del niicleo de la galaxia.

Esta parte de la galaxia adquiere su estructura bidsicamente de las primeras etapas de acrecién. Las
dio, de d idad constante.

observaciones muestran que el niicleo de las galaxias es en pr
se aleja de este resultado prediciendo un niicleo cuya den-

En este tido la estadistica Gat
sidad aumenta singularmente al centro de la galaxia. Por otro lado podemos apreciar en las gréficas

que la imposicién de una estadistica Lognhormal induce curvas de rotacién sumamente singulares en
el nmicleo de la galaxia. Este resultado aunque negativo con respecto a la eleccién de la estadistica
nos muestra claramente que es innegable que un cambio en la estadistica influye directamente en la

estructura del niicleo galéctico.
Para corregir este problema se ha hecho el intento de modificar el espectro de potencias, es decir,

cambiar el escenario de fondo, sin embargo las correcciones que asi se obtienen son minimas y nunca

llegan a lograr el efecto de densidad constante en el nicleo.

Como iltimo comentario, es importante hacer notar que, el hecho de que la estadistica Lognormal
sea correcta para el rango en el que se define el campo de densidades, esto no mejora el resultado en
cuanto a la estructura del niicleo. Lo que indica que es muy importante la forma de la distribucién

estadistica, en la vecindad del cero.
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Apéndice

7.1 Propiedades Estadistica de la distribucién Lognormal,

calculos completos.
La funcién de distribucién de probabilidad N-dimensional para un campo aleatorio Lognormal puede
ser obtenido a partir de una funcién de distribucién de probabilidad N-dimensional para un campo
aleatorio Gaussiano, esta transformacién entre campo Gaussiano y campo Lognormal tiene un obje-
tivo puramente prictico: las propiedades estadistica de la distribucién Lognormal se pueden calcular
a partir de la distribucién Gaussiana subyacente.

Entonces la distribucién N-dimensional de un campo Gaussiano X (¥) se expresa como:

1 1 NN 1
P(mx, ....,IN) = m exp —? g;jzﬂ; M‘j (:B.' - [lc‘) (:Bj —_ Mz") (239)

donde cada x; corresponde a la i-ésima componente del campo aleatorio £ = & (), y donde la matriz
M se llama la matriz de covariancia y cuyos elementos se definen como:

My; = (X — 1) (X; = 125)) (240)
cuando las u; son distintas decimos que el campo es estadisticamente inhomogéneo. Notemos que
My = oy,

Podemos encontrar la funcién de distribucién probabilistica del campo Lognormal transformando
el campo Gaussiano mediante:

Y (7 = exp [X (7] (241)
de tal manera que la funcién de distribucién N-dimensional del campo Lognormal sera:
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Py (vaseosun) = 1 E exp —iif:Mf‘ Uny — ) (Iny; — 1y, )]
(21!')’ (det M)t ﬁ % 2 &= 1 i
=1

(242)
A esta expresidén se llega ficilmente tomando en cuenta que la relacién entre P (x),...,Zn) ¥y
-Pen (M1, -0, Yn) debe satisfacer:

a
Pon (U1, yn) dy = P (21, ., Tx) |—8§—|dy (243)

De la ecuacién (242) se desprende que la funcién de distribucién unidimensional del campo Log-
normal sera:

. 1 1 (Iny — puy)?
Py (y) = 7omoy v exp [ 203 ] (244)
Donde claramente la probabilidad de encontrar a y entre (—o0,0) es nula y entre [0, co) estard
dada por la ecuacién anterior. A continuacién calcularemos slgunas propiedades estadisticas de
esta distribucién. Primero comprobaremos que la uy, y la oy que son la media y la variancia de la
distribucién Gaussiana, corresponden a la media y la variancia de la variable ln y en la distribucién
Lognormal. Entonces:

- -]
(ny) = [InyPen (v) dy (245)
(]
sustituyendo la ec(244)obtenemos:
_7 1 1 (Iny — )?
(Iny) = {lny aros v P [ 207 dy (246)
1 % lny Iny — py ?
= -\ — dl 247
Vor _.{o oy =P [ V2o, ny (247)
hacemos el cambio de variable:
1 —
= DY Tl ya Ly (248)
v
1 7 o?
(Iny) = Ve _/ (oyax + ) exp (—T) da (249)
- el primer término se integra de inmediato, y el segundo vale 27 :
2 oo
=% | < Vemuy
{(Iny) = Ton [ exp ( > )]_w + vors (250)
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Por lo tanto

(Iny)=py, (251)
continuiamos ahora con la o, en este caso:
(Uny = 14)?) = [ (ny — ) Pen (v) dy (252)
o
sustituyendo la ec(244)cbtenemos:
L7 1 Uny — py)?
Iny — py)?) = ——=— [ (lny — p,)* — L vl 1 d 253
{(ny — p)*) ooy {(ny #y) yexxn[ 253 y (253)
mediante el cambio de variable de la ec(248) obtenemos:
2 = 2
—_ ) = T a e
((lny Hy) > o _'/.,:-,a exp ( 5 ) da (254)
integrando por partes:
* = «a (255)
o?
dv = aexp (—T) da

obtenemos que :

(=) =G { o ()] Lo -

—oo

""; )da} (256)

Que finalmente nos lleva a que el promedio de (Iny — u,)? s precisamente la variancia de la
distribucién Gaussiana subyacente:

[{any — p)?)=03] (257)

El siguiente paso es calcular los momentos de la variable Lognormal, estos los podemos calcular
todos de una vez de la siguiente manera. El momento n-ésimo se define como:

W™ = [v"Pun (v) dy (258)
o

sustituyendo la funcién de distribucién, factorizando el Iny y haciendo el cambio de limites de
integracidn respectivo se obtiene:

oo _ 2
Y") = ——ee—m '2%0, Ly" exp [——Qn—ziﬁl—‘!l——] diny (259)
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para integrar esta ecuacion, requeriremos de varios cambios de variable que nos lleven finalmente a
una integral Gaussiana, el primer cambio de variable nos permite agrupar la 4, con el Iny:

o = %L (260)

dina = dlny

con el cual se preservan los limites de integracién y obtenemos:

Y™y = (exp#") / o™ exp [ (n o;) ] dlna (261)
J. 20,
el siguiente cambio de variable seria tnvxal.
lna

8= - (262)

ny _ _eXp(nuy) oy 7 _ J d 26
WM = e, [ = (Broyexp |- 4B (263)

Factorizando las exponenciales y completando el trinomio cuadrado perfecto obtenemos:
o __exp (nuy)  F __B*—2Pnoy, + (noy)? (noy)? 26

Evidentemente el dltimo término de la exponencial no depende de la variable de integracion asf
que afiadimos a los términos constantes:

e; 1 2] o2 —
" = xXp [nl‘y\'/;T: (noy) ] / exp [__(ﬁ___zn_aﬂ)f_] dp (265)

El tiltimo término es la integral de la distribucién Gaussiana con valor /2w, por lo tanto la
expresién final para el momento n-ésimo de la distribucién Lognormal sera:

r(y")=exp [np,, +1 (na,,)’] l (266)

Por tiltimo usemos este iiltimo resultado para calcular la Media y la Variancia del campo. La
Media se define como (y') por lo tanto:

[ @)=exp 11 + 13} (267)

La variancia se define como:

= = (v — @)?) (268)

Desarrollando el binomio cuadrado, obtenemos finalmente que:
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B2 = (3*) — * (269)

Ahora notamos que segun la ec(266) el segundo momento vale:

(¥*) = exp [2 (1 + o2)] (270)

sustituyendo el valor de la ec(267) y la ec(270) para calcular el valor de la variancia ec(268) en
términoe de la u, y de la o, obtenemos que:

LE’-—:exp [2 (p,, + aﬂ)]—exp [2;1,, + 03] I (271)

y con esto terminamos el andlisis matemadtico de las propiedades estadisticas de la funcién de dis-
tribucién Lognormal.

7.2 Anadlisis de la Probabilidad Condicional Lognormal

Sean las Distribuciones Marginales de la Variable aleatoria (x, ¥) :

_ 1 1 (Inz — ug)?
Pun (#) = Zros T P [ 202 (272)
(ny — I‘v)z
Py (y) = —— exp [ ——— (273)
7 202
por definicién estas pertenecen a la Dnstrlbuclon de probabilidad Mixta bidimensional (x, y) :
1 1 1 N=3n=2
Pen (=) = O BT eyt N, P T2 Z; P MG (na— ) (02 — )| (270)
z =1 3=
i=1
donde:
- “ C "v
det M =o’303 —¢? (275)
M- =
Zy =
Za =
o = i"z (276)

Hag = My
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Sustituyendo los valores de las ecuaciones(275) y ecuaciones(276) nos da:

Py (z,y) = ———-exp +02 (Iny — uy)

1 1 [_ 1 1 {aﬂ(lnz—#z)’—2C(ln-‘v—l;z)(lny—#u) ]

2w, /o202 — (2 xy 2 ool — ¢?
(277)
Entonces la Probabilidad Condicional de que ocurra x dado que ya ocurrié y esta determinado

por la formula de Bayes:

Py (z, 1)
TP @) @) (278)

dividiendo la ecuacién(??) por la ecuacién(273), obtenemos dicha probabilidad:

FPrn (x| y) =

oj(Inz — p2)? —
-2¢ (lnx - I‘:) M

- -(l,n(y—m)ﬁa (n 2
1 o, 1 1 +o2(lny — i, . Y — iy
= ¥ — =
Py (zly) on a:a; - = exp 3 o:af —<? + 03
. 279)
factorizando los dos iiltimos términos del exponente:
o2 (Iny — uy)* ny —p)® ¢ 2
oloi ¢z  + o3 =2z (Iny — 41) (280)

todo el exponente de la exponencial se reduce directamente a un binomio cuadrado perfecto y
finalmente obtenemos:

2 2 _ 2

(281)
Una cantidad que nos sera de utilidad es el valor promedio de encontrar a  dado que ya a ocurrido
Y, es decir:

) veoma = = / = { L exp [—% [z — p2) — a}’] }a= (282)

donde hemos renombrado:
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2

O

(283)
1, -
B=cC ( ny ”Il)
v
con un cambio de variable:
x
Y= —gmaEE (284)
obtenemos que:
P z a(Invy)?
(T Lneona = \I 55 oxp (u= + 0B) { exp [———(—2———— dvy (285)
Realizando un nuevo cambio de variable :
§= /alny
(286)
dé = va-37_
r
con el cual obtenemos:
1 7 5 &5
(@) Livcona = | 37— exP (= + B) _L exp ( T ) exp [— = ] dé (287)

Factorizando los exponentes de las exponenciales y completando el trinomio cuadrado perfecto
del exponente:

(T) Lncona = 217r exp (4= + B) 7 exp [—-% [(62 - —56_&— + ~;—) + —;—-]] ds (288)

-0

lo que nos da que:

B 2
() p Neong = ,l 217r exp (12 + 3) / exp [—%— [(6 — %) + %J] dé (289)

El 1ltimo término del exponente no depende de la variable de integracién por lo tanto la agri-

pamos al factor anterior a la integral

o= ot (92 ) T [ [0 ) |0 oo




98 Apéndice

haciendo un 1iltimo cambio de variable obtenemos:

1 1 o )
(T Lvcona = on P (Ilz + B+ "27) LU"P [‘ 2 ] dé (291)
donde:
€e=6— 1
- Vo (292)
de == dé

La integral es una Gaussiana asf que vale v2mpor lo que finalmente llegamos a la expresién:

(L) LN cona = €XP (#: + 08+ —,_,la—) (293)

sustituyendo los valores de G y o en la ec(283) ,concluimos que el valor promedio de & dado y es:

(ny — 4uy) ofoy —¢?
= + ¢ o7 S (294)

{T) Lvcona = €xP (Il

Con esto finalizamos el andlisis de la distribucién de probabilidad condicional de un campo Log-
normal bivariado.

7.3 Calculo de la Funcién F

Dada:
- 1 o 1 dx’
F(M ,YT.|M,T)= —— exp [~B3] 295
( el ) Vo 1_[; m p [—B3] b ( )
donde:

{(n Y’ — page) — (In YT — par)}?
2 ( i — Thr

B3 =

realizamos el cambio de variable:
1 (InY — par) — (InX — p2ar)

y=—J5
2 Vi ~ ok (296)
1 dr’

1
dy = 7
2 or — At ks

sustituyéndolos en la ecuacién(295) :




Cadlculo de la Funcion §{

\},-r J exp (—v*) dy
1 (AnT.—pa) —(UnT — par)
7z

F(M', Y. | M, T) =

Oy — O
sustituyendo las ecuaciones(??) y factorizando los logaritmos obtenemos:
1 oo
v _/ exp (—*) dy

1 £2 ,41

1 e +1
72 x ,+1
.,-n

7.4 Cidlculo de la Funcion f

Partimos del ansatz de Press-Schechter:

F(M', Y. | M, T) =

B d
For,xo  Mryany = - BEROLTA M) 4y
M’
que dada la ecuacién(?7?), nos conviene expresarla en funcién del espectro de potencias Xy :
. BF (M',YT.| M, T) dEp
’ r d 7]
S (M, T | M, T)dM 3 I M
como es bien sabido la derivada de la ecuacién(?7), es trivial, usando la regla de célculo:
d ° du (x)
S [ g@dz = -2 52y
u(x)
entonces derivando el primer término del limite inferior de la ecuacién(?7?) :
T,,. Y. 2M~
a In i + i
O pg 2 ,+l - 2,41
e (z*;w [in (-nzr)]

derivando el segundo término:

& (1 { (Sa+1\] L1, (Be+r\]}. _Em
8, {2 =2, +1/] 2 2., +1 3, +1

y asf se llega al resultado del capitulo cuatro:

(297)

(298)

(299)

(300)

(301)

(302)

(303)
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donde:

Apeéndice

Sae dXae

FOM,To) MX)AM = e s (Blexp [8s] 20’

s ) Xe
B4 =% [ln g%,::)] - [ln (l_x;#)]i
¥

_ylmree(ER)]

w ()

(304)
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