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Prefacio

En la antigiiedad se encontraron expresiones radicales para las raices de poli-
nomios de segundo grado, es decir, a partir de los coeficientes del polinomio
y aplicando un namero finito de operaciones de campo y extraccién de raices
se obtenian las soluciones a la ecuacién que resulta de igualar el polinomio
con cero. En el siglo XVI se encontraron expresiones radicales para las rafces
de polinomios de tercero y cuarto grados. A estos descubrimientos siguié
un siglo y medio de verdaderos esfuerzos por encontrar expresiones radicales
para los polinomios de quinto grado. En 1799, Paoclo Ruffini afirma que tal
expresién no existe y ofrece una prueba que, aunque no esta completa, es un
gran descubrimiento; aparentemente, Ruffini tiene razdén y sdlo falta comple-
tar la prueba. Entre 1824 y 1826, el gran matemaético noruego Niels Hendrik
Abel ofrece una prueba completa de este hecho. Unos cuatro afios después,
el joven Evariste Galois descubre un criterio de solubilidad por radicales del
cual puede obtenerse el resultado de Abel.

Es interesante preguntarse c¢cémo pudo Abel obtener su resultado sin el
uso de grupos solubles, aspecto itnportante en el criterio de Galois; pero es
asombroso cémo pudo Galois obtener su criterio cuando ni siquiera habia
una definicién precisa de grupo. En este trabajo, se expone el resultado de
Abel haciendo uso de definiciones actuales de conceptos que seguramente
él tenia en mente, pero en ningiin momento se mencionan grupos solubles,
ni siquiera subgrupos normales. En los prirneros capitulos se expone una
teoria elemental de grupos, anillos y campos; todo lo necesario para llegar
al resultado de Abel en el Gltimo capitulo. Si usted sdélo quiere saber cémo
obtener el resultado de Abel con una teoria elemental, puede leer sdélo el
ldltimo capitulo; los primeros capitulos no obstante, contienen resultados y
observaciones tan ittiles que algunos ejercicios sobre polinomios resultan ser

sus consecuencias inmediatas.
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Capitulo 1
Grupos

Definicion. Un grupo (G, *) es un conjunto &, junto con una operacién
binaria * en G, tal que satisface los siguientes axiomas:

1) La operacién * es asociativa, es decir, Va,b,c € G (a*b) xc = ax*x (b*c).

2) Existe un elemento e en G tal que para cadaa € G, e *xa = a. El
elemento e se llama elemento neutro del grupo (G, *).

3) Para cada a € G existe un elemento @’ € G tal que a’ *x a = e. El
elemento a’ se llama inverso de a con respecto a *.

Notacién. Frecuentemente denotaremos al grupo (G, *) simplemente G
y a * b simplemente ab, siempre que tengamos claro cudl es la operacién =*.
Gracias a la asociatividad, podremos escribir (ab)c [= a(bc)] simplemente abe.

Observaciones. 1) La ley de cancelacién izquierda es vilida en G : Si
ab = ac, entonces b = eb = a’ab = a’ac = ec = c.

2) Para cada a € G, aa’ = e = a’a, veamos: aa’ = eaa’ = (a’)a’'aa’ =
(a)ea’ = (a')a’ = e.

3) Para cada a € GG, ae = ea, veamos: ae = aa’a = ea.

4) La ley de cancelacién derecha también es vilida en G, como en 1),
usando 2) y 3).

5) Para cada a € G, el inverso a’ es 1tnico, si a’a = e y a”’a = e, entonces
a'a = a’a asi a’ = a’.

6) El elemento neutro es unico, si e; es neutro, e; = ee; == e;e = e.

Notacién. El inverso de a se llama a~!. Debido a 2) y 5), (a7!)~? = a.
= (a~1)" .

Si 7 es un entero positivo, @® = e, al = ay a®*! =a"ay a™™
Con esta notacién, tenemos que a™*+" = a™a", ademds a~" = (a™)~ 1.

3



CAPITULO 1. GRUPOS

Ejemplo. Sea I, = {1,...,n} y sea S, el conjunto de las funciones biyec-
tivas de 7, en él mismo: S, = {&: I, — I, : o es biyectiva} y definimos la
operacién en S, como la composicién de funciones : Vo,8 € Snp,a € I,,
Ba(a) = PB(a(a)). La composicién de funciones siempre es asociativa, la
funcién que deja fijos a todos los elementos de I, es biyectiva y ademséds
cualquier funcién biyectiva tiene inversa, la cual también es biyectiva, asi
que S, es un grupo, llamado el grupo de permutaciones de n elementos 6
grupo simétrico.

Definicién. Sea G un grupoy H C G, H es un subgrupo de G si cumple:

1) Si a,b € H, entonces ab € H.

2)ec H.

3) Si a € H entonces a™! € H.

Teorema. Sea G un grupo, {H, : @ € J} una familia de subgrupos de
Gy sea H =a2.l H,. Entonces A es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean a,b € H, asiparacadaa € J ,a,b € H,, como H,
es subgrupo, para cada o € J ab € H,, asi que ab € H. Ademads, para cada
a € J e € Hy, asi que e € H. Ahora, si a € H, para cada o € J tenemos
a € H, asi que para cada a € J tenemos a~! € H, y finalmente a~! € H.

Asi que H es un subgrupode G.

Ahora, sea G un grupo, A ## ¢ un subconjunto de G y definimos H4
como H4 = {aj*a3?---af*» |a; € A,7; € Z,1 < i < s}, claramente A & Ha,
veamos que H 4 es un subgrupo de G :

1) Claro que si al*a}? - - -al, b5 0% - .. b+ € H 4,
entonces ajlal? ---al-b bR - . . bin € H,4.

2) Como A #% ¢, seaa € A, entonces a® =e € H,u.

3) Si aj'az?---al* € H,4, también a;™ - --a7™ € Ha, ¥y
a; ™ ---ay7ataz’® - - -al* = e, asi que H,4 es un subgrupo de G.

Ademds, si H es un subgrupo de G y A € H, entonces H4 € H, pues si
alaz?---a%* € H4 donde a; € 4, entonces a; € H y aj* € H,

asi que ajlaz?---al* € Hy Hy C H.
AhoraseaI = {H | H es subgrupode Gy AC H},porunlado Hq €',
asi que NI € H 4, por otro lado MI” es un subgrupo de G y ademds A € NI
asi que H4 € NI’ y entonces Hq = NI

El subgrupo H 4 se llama el subgrupo de G generado por A y decimos que A

genera al subgrupo H,4 .



5

Veamos a continuacién algunas de las propiedades que tiene el grupo
simétrico S,, pues son muy 1itiles para poder lograr algunos de los teoremas
en el 1iltimo capitulo.

Definicién. Sea o € S, el soporte de g es supo = {k € I, | o(k) # k}.
Dos permutaciones son ajenas si sus soportes son ajenos.

Definicién. Sea o € S,, si supo = {ai,az2,-..,a,}, o(a;) = aiy1 si
1<i<ryo(a.) = a), entonces o se llama ciclo de longitud r é r — ciclo,
¥ si r = 2, o se llama transposicion.

Notacién. El r — ciclo o se denota o = (a1az...a,), e = (1).

Observaciones. 1) (a1az...a,) = (az2asz...a,a1).

Sio, 7 € S,

2) a € supo < o(a) € supo~?!, pues
a € supo <> o(a) # a <= o(a) # o lo(a) < o(a) €supol.

3) a € sup o <> o(a) € sup o, pues
a € supo < o(a) # a < o(o(a)) ## o(a) pues o es una funcién inyectiva,

y o(o(a)) # o(a) < o(a) € supo.

4) Usando 2) y 3), tenemos que sup o = sup o> .

5) Si o y 7 son ajenas, a € supT <> o(a) € supT, pues si a € sup,
entonces a € sup o, asi que a = o(a) € sup 7; ahora, si o(a) € sup T,
entonces o(a) ¢ sup o asi que a & supo y o(a) = a € sup 7.

6) Si o, son ajenas, y si a € supo, entonces a € sup 7, y por 5),

o(a) € sup T de manera que o7(a) = o(a) = 7o(a),

andlogamente si a € sup T, To(a) = 7(a) = o7(a); y si a € supoUsupT,
entonces o71(a) = o(a) = a = 7(a) = 7o(a).

Asi obtenemos que o7 = 70 ¥y sup o7 = sup o U sup .

Después de estas observaciones, estamos listos para el primer gran teo-
rema acerca del grupo simétrico S, y los ciclos ajenos:

Teorema. Toda permutacidn es el producto de ciclos ajenos, mas adn,
la factorizacidén en ciclos ajenos de cada permutacién es tinica salvo el orden
(suponiendo que no aparecen ciclos triviales).

Demostracién. Sea o € S, por el segundo principio de induccién sobre

el nimero de elementos de sup o, si supo = ¢, oo = e = (1).
Ahora, sea o # e, asi sup o 7# ¢. Sea k& € sup o, notamos que
k,o(k),o0%(k),...,0m(k) son n + 1 elementos de I,, as{ que debe haber al

menos dos iguales. Asi, entendiendo k£ como k = o°(k), tenemos que
oi(k) = o(k) con 0 < i < j < n, asi que o?~(k) = k con j — i un entero
positivo, entonces hay un minimo entero positivo ! tal que (k) = k,
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!> 1pues k € supo. Sea 7 el I — ciclo v = (ko(k)...o'"1(k)), recordando
la observacidn 4), sup 7T = supr~! y observamos que: si € sup T,

ot (r) = o(r), ysi r € supT, o7~(r) = r , por la construccién de 7. Asf
que sea 17 = o7~ !, asi 77 = o ademadas supn € supo, y dado que k£ € sup T,
k & supn pero k € sup o, asi que’la inclusién es propia y por la hipéStesis de
induccién tenemos 77 = 772 ---7s donde 7; es un ciclo paral < i < s con
¥y 75 ajenos si ¢ % j, hemos visto también que si r € sup 7, entonces r € sup 7y
asi que 7 y 77 son ajenas, por la observacién 6), sup”n =i§1 sup 7, asi que para
cada 1l <7< s, Ty 7: SOn ajenos y o = 7Ty7p - - - T5T-

Veamos que la factorizacién en ciclos ajenos es tinica (salvo el orden)
por induccién sobre el nimero de ciclos en alguna factorizacién. Sea o =
7172+ - - T, producto de ciclos ajenos, asf que sup o =i91 sup 7;. Si o = e, dado
que supe = ¢, cada 7; es un ciclo trivial. Ahora supongamos que o % e,
o = o102+ -0, el producto de ciclos ajenos no triviales, digamos que o, es
un ! — ciclo o1 = (a; -..a;), asi que para algin ¢, a; € sup7;, sin perder
generalidad podemos suponer que a; € sup 71, usando las observaciones 3) y
6) tenemnos que ai,...,a; € sup7i, y por la observacién 6), n1(a:) = o(a;) =
oi1(a;) asique oy = 71 Yy 02---0p = T2 ---T,, ¥ Por la hipdtesis de induccién

tenemos quer —1=s—1y {o2,...,0.} ={72,...,7} ydeaquiquer = s

y {o1,.-s0or}={7m1,-..,7:}. 0
Ahora, cualquier ciclo es producto de transposiciones:
(a1...a,) = (a1a,)---(a1a3)(a1az2), asi que un 7 — ciclo es el producto de
7 — 1 transposiciones, de aqui que si o« € S,, es el producto de ciclos ajenos
a = (i1iz...%-)(J1rd2...Fs) -+ - (lal2 . . . 1) entonces a es el producto de
(r—1)+ (s — 1) +---+4+ (u — 1) transposiciones. Hemos probado el siguiente
Corolario. S, esti generado por transposiciones. B

Sabemos que (ab)~! = (ab) y cada elemento de S,, es producto de trans-
posiciones, pero la expresién como producto de transposiciones no es tnica,
ni siquiera el nimero de transposiciones, por ejemplo
(123) = (13)(12) = (12)(23) = (13)(23)(12)(13). Sabemos que o € S, tiene
una descomposicidn en ciclos ajenos a = (Z142...%-)(J1j2---Js) -~ - (lal2 ... L)
¥ es tinica, de alli se obtiene una expresién como el producto de
(r— 1)+ (s — 1) + - -+ 4+ (u — 1) transposiciones, este nimero de transposi-
ciones sélo depende de la descomposicién en ciclos ajenos de «, la cual es

dnica, asi que podemos definir
N@)=(r—1)+(s~1)+---+(u—1) y N(e) = N(1) = 0. Ahora tenemos



unas
Observaciones. Si o € S,, 0 = 0,02 - - -0, €l producto de ciclos ajenos,
Yy (ab) € S,
1) Si (ab) y o son ajenas, (ab)o = (ab)o,02 - - - 0, es un producto de ciclos
ajenos y N((ab)o) = N(o) + 1.
= (ac1...cn),

2) Sia € supo y b &€ sup o, supongamos que a € Sup oy y o
asf (ab)o; = (aci...cpd) y (ab)o = (acy...cpb)oz---0, es un producto de
ciclos ajenos, de donde N((ab)o) = N(c) + 1.

3) Sia,b € supo,, o1 = (acy ...crbd; . ..dy) y entonces

(ab)or = (acy . ..cn)(dd; . ..d:), obteniendo que
di)os...0 es un producto de ciclos ajenos y N((ab)o) =

(ab)o = (acy...cr)(bdr . ..
N(e) — 1.

4) Si a € supo;,b € supog, o7 = (acy...cp) y oz = (bdy ...dx), asf que
(ab)oioz = (acy...cpbdy ... .dr) y (ab)o = (acy...cnbdy ... dr)os...o0s €s un
producto de ciclos ajenos, de donde N ((ab)o) = N(o) + 1.

Nuevamente estamos listos para un gran teorema, pues tendrd consecuen-
cias muy itiles.

Teorema. Sea a € S,. Si N(a) es par, cualquier descomposicién de «
en transposiciones tiene un niimero par de ellas; si V(&) es impar, cualquier
descomposicién de « en transposiciones tiene un nimero impar de ellas.

Demostracién. Sea o € S,,, & = 71 - - - 7> producto de r transposiciones,
como V(e) = O entonces, por las iltimas observaciones, V(a) =3 &; donde

i=1
£; = =1, si hacemos §; = =& sig; =1y & =¢;+2sie; =—1, entonces Si=1
para cada 1 < 7 < 7, asi 2 8; = r es par si y sélo sf NV(«) = 2 £; es par, y

7 es imnpar si y sélo si N(a) es impar. B
Definicidon. Sea a € S,. Decimos que & es par si V(«a) es par, y « es
impar si V(a) es impar. 4,, = {&¢ € S,, | « es par}.
Asi que los elementos de A,, son las permutaciones que pueden expresarse
como producto de un ntirnero par de transposiciones. Ahora, si a,8 € A,,

=)ty B =02 con ay, i transposiciones, entonces
aff = ay - -- a1 - - - P2, es el producto de 2(r 4+ s) transposiciones, asi que
cral, Y€ AR Y

af € A,, e=(12)(12) € A,, y si hacemos ¥ = aa, -
Yo = e, asi que v = a~! € A,; en otras palabras, A, es un subgrupo de S,.

Teorema. Sin > 3, A, estd generado por los 3 — ciclos.
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Demostracién. Sea (abc) un 3 — ciclo, (abc) = (ac)(ab) € A,, asi que
el subgrupo generado por los 3 — ciclos es un subconjunto de A,. Veamos
que el producto de 2 transposiciones también es producto de 3 — ciclos : si
son iguales, (ab)(ab) = (123)(123)(123), si sus soportes tienen un elemento
en comun, (ab)(ac) = (ach), si son ajenas, (ab)(cd) = (acb)(acd). Ahora sea
T € Ap, T = T\Ta - -+ T2r, podemos tomar 772, Ta74, - - - » T2r—172, ¥ Substituir la
igualdad adecuada de las 3 anteriores obteniendo asi a T como producto de
3 — ciclos, de aqui que el subgrupo A,, esti generado por los 3 — ciclos . @

Teorema. Si m es un mimero impar tal que 3 < m < n, entonces A,
estd generado por los m — ciclos.

Demostracién. Sea m un nimero impar talque 3 < m < n, un m-—ciclo
es producto de m — 1 transposiciones,

(ar1az...am) = (a1am) - - - (a1a3)(a1a2) € A,, asi que el subgrupo generado
por los m — ciclos es un subconjunto de A,,.

Ahora, (a1az2a3) = (az2a123a4 . - . @m )(@mGm—1 - . . agazaza,) y usando el teo-
rema anterior tenemos que si 7 € A,, T es producto de m — ciclos. Asi que
el subgrupo A, esti generado por los m — ciclos. B

Esto es todo lo que necesitamos del grupo simétrico S, y su subgrupo A,,
particularmente este iltimo teorema tendrd un uso asombroso en el dltimo
capitulo, yo diria que este es el ensammble entre el trabajo de Abel y la ex-
plicacién moderna de su resultado. Veamos ahora otra de las herramientas
poderosas de los grupos.

Definicién. Sea G un grupo y sea X un conjunto, una accién de G en
X es una funcién T : G x X — X tal que:

1) Para cada s € X, T'(e,s) = s.

2) Para cada s € X, y para cada gi1,92 € G, T(g192,5) = T(g1,T(g2, 5))-

Observacidn. Si tenemos una accién 7" de G en X y para cada g € G
definimos T, : X — X tal que para cada s € X, T,(s) = T(g,s), tenemos
que T. = Idx, y para cada g1,92 € G, Tpq, = Ty, 0Ty, pues sea s € X,

Tg192(5) = T(g192,5)

= T(g1, (92, 5)) = T(g1, Tira(8)) = T, (T4 ()) = Ty, © Ty ().

Ahora, si tenemos un grupo G y un conjunto X, y para cada elemento
g € G tenemos una funcién 7, : X — X tal que: T, = Idx y para cada
91,92 € G, Ty, 90 = Ty, © Ty, y definimos una funcién T : G x X — X tal que
paracadag € Gy paracada s € X, T'(g,s) = T,(s), entonces 7T es una accién
de G en X :puesseas € X,y g1,92 € G, T(e,s) = T(s) = Idx(s) = s,y
T(g192,8) = Tg155(8) = Ty, © Ty, (8) = Ty, (Tpa(5)) = T(g1,T(g2,5)). Asf que
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una accién de un grupo G en un conjunto X transforma cada elemento de
G en una funcién de X en él mismo, ademas cada una tiene inversa, pues
Tg0Ty—1 = Ty2 0T, =T, = Idx y por tanto cada 7T, es biyectiva.

Teorema. Sea G un grupo, X un conjuntoy 7" : G x X — X una accién
de G en X. El conjunto G, = {g € G| T(g,s) = s} es un subgrupo de G
para cada s € X.

Demostraciéon. Sea s € X, si g1,92 € G,
T(9192,5) = T(g1,T(g2,s)) = T(g1,5) = s, asi que g1g2 € G,. T'(e, s) = s, asi
que e € G5. Ahora, si g € Gs,
T(g~,8) =T(g"',T(g9,8)) =T (9 'g,s) =T (e, s) = s, asi que g7 € G,. De
aqui que G, es un subgrupo de G. ®

Definicién. El subgrupo G, = {g € G | T(g,s) = s} se lama el sub-
grupo de isotropia de s.

Corolario. Si A € X, G4 = {g € G |paracada s € 4,T(g,s) = s} es
un subgrupo de G.

Demostracion. G4 =5QA G, .|

Definicién. Sean G, G’ dos grupos, un homomorfismo de G en G’ es
una funcién f : G — G’ tal que para cada a,b € G, f(ab) = f(a)f(b).
Si f es inyectiva, se llama monomorfismo. Si f es suprayectiva, se llama
epimorfismo. Si f es biyectiva, se llama isomorfismo.

Observaciones. Si f: G — G’ es un homomorfismo de grupos,

1) Si e es el elemento neutro de G y €’ el elemento neutro de G’, entonces
e f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f(e), asi que e = f(e).

2) Sia €@, fla=?)f(a) = Fa=*a) = f(e) = ¢, asi que f(a)~! = f(a™?).

Definicién. Un grupo G es abeliano si su operacién es conmutativa.

Notacién. Cuando G es abeliano, denotamos + a la operacién, —a el
inverso de a, y a — b = a + (—b).

Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo de G, definimos una relacién
~ entre los elementos de G de la siguiente manera: a ~ b si y solamente
si a — b € H. Esta relacién es de equivalencia: Sean a,b,¢ € G. Tenemos
a—a=e€ Hasiquea~a. Sia~b,a—be& H asi que —(ea —b) € H,
ademds a — b+ b —a =e asi que —(a—b) = b—a € H, de donde b ~ a. Si
a~byb~c,a—be Hyb—ce€ Hyasiquea—b+b—c=a—c&€ Hy

entonces a ~ C.
Notacién. Paracadabe G, H+b={h+b|lh € H}.
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Observaciones. 1) La clase de equivalencia de bes A +b: Seaa € G.
Siaec H+ba=h+bparaalginhe Hya—b=h+b—b=h e Hde
donde @ ~ b. Sia~ b, entonces a —be€ H,asique (a—b)+b=aec H+5b.

2) Debido a la conmutatividad de +~ en G, H + b = b+ H. Asi que,
a+ H = b+ H siy solamente si a ~ b.

3)Siai+H =a+Hyb+H = b+ H, entonces (a1+by)+H == (a+b)+H,
puesa; +b; — (a+b)=a1+b —b—a=(a; —a)+ (bg —b) € H.

Si ahora definimos G/H = {a-+ H |a € G} el conjunto de clases de
equivalencia de ~ y definimos una operacién en G/H inducida por la op-
eracién de G de la siguiente manera: para cada a +~ H,b+ H € G/H,
(a+ H) + (b+ H) = (a + b) + H. La observacién 3) nos asegura que la
operacién de G/ H estd bien definida.

Teorema. Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo de G, G/H con
la operacién inducida por la de G es un grupo. Méds aiin, f: G — G/H tal
que para cada a € G, f(a) = a + H es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Las propiedades de grupo de G/H son debidas a las
propiedades de grupo de &, verifiquemos que f es un homomorfismo: sean
a,be G, fla+b)=(a+b)+ H=(a+H)+ (b+ H) = f(a)+ f(b). A

Observacién. Dado que el grupo G es abeliano, G/H también es

abeliano.



Capitulo 2
Anillos.

Definicién. Un anillo conmutativo y con unitario es un conjunto A junto
con dos operaciones binarias + (llamada suma) y - (llamada producto) en A
tales que:

1. (A, +) es un grupo abeliano. Tal grupo se llama el grupo aditivo del
anillo, ¥ ¢l neutro se denota 0 y se llama cero.

2. La operacidn - es asociativa y conmutativa.

3. Se satisface la ley distributiva a - (b 4+ ¢) = a - b+ a - ¢ para todos los
a,b,c e A.

4. Existe un elemento 1 € A neutro para el producto.

Observaciones.
1. El elemento neutro del producto es vinico y se llama el unitario de A.
2. Va€ A,a-0=0y (—-1)-a = ~—a.

3. Si A es un anillo donde 1 = 0, entonces A = {0} puessia€ A,a=a-1=
a-0=0.

De ahora en adelante, estudiaremos solamente anillos donde 1 # 0 y
conmutativos con unitario.

Definicidn. Sea Aun anillo, IC Ayac€ A:
1. a es un divisor de cero si existe b € A4, b %% 0 tal que ab = 0.
2. a es una unidad si existe un b € A tal que ab = 1.
3. A es un dominio entero si el tinico divisor de cero es el mismo cero, es
decir, ab=0 = (a =0 6 b = 0).
4. A es un campo si cada elemento distinto de cero es una unidad, es decir,
(A — {0}, -) es un grupo.

11
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5. I es un ideal de A si I es subgrupo del grupo aditivo de A y

Vb e A,Vec € I(bec € I), es decir, AT € I.

6. El ideal I es primo si I # Ay Va,bc A(abe I = (acl Sbel)).
7. Elideal I es mdximo si I 7% A y para cualquier J ideal de A,

ICITCA=> T =J & J=A).
Observaciones.
1. La interseccién de una familia de ideales es un ideal.
2. Si BC A, entonces N{7 : I esidealde A y BC I}

= {a1b; +---+ab,:a;,...,a, € 4,b1,...,b,. € B} ademads de ser un ideal.
Notacién. Tal ideal se llama el ideal generado por B y se denota (B).
4. Si A es un anillo, 7 un ideal de A4, tenemos que

1 € 7 si y solamente si I = A.
3. Cero no es unidad y el producto de dos unidades es una unidad. Asi

que un campo también es un dominio entero.

Ahora, sea 4 un anillo, 7 un ideal de A, al formar el grupo abeliano
cociente A/I, tenemos la signiente

Observacion. Sir+/I =r+7y s+ = s1+ 71 entonces rs+7 =rys;+71
pues rs — 1181 =18 — 18 + 18 — 1181 = r(s — 81) + (r — r1)s; € 7 dado que
s—s1€lyr—r el

Asi que podemos definir una operacién producto en 4/7 como:

Va,b€ A,(a+ I)(b+TI) = ab+ I , dando a A/7 una estructura de anillo
conmutativo con elemento unitario 1 + 7.

Teorema 1. Sea A un anillo conmutativo y con unitario, 7 #£ A un ideal
de A.

2)A/I es un dominio entero<s> J es un ideal primo.

22)A/I es un campo <> I es un ideal maximo.

Demostracion. Z) =] Supongamos que A4/7 es un dominio entero,
sean a,b€ A . Siabe I, (a+I)(b+T)=ab+I = Tasiquea+ I =16
b+ T =17Iyentoncesa €I 6be I asi que I es un ideal primo.
<=] Supongamos que I es un ideal primo, sean a + 7,b + I tales que (a +
INb+T) =0+ =1 asi,abe I dedondea € I 6b € I y de aqui que
a+T=I 6b+IT=1.
it) =>| Supongamos que A4/J es campo, y sea J un ideal tal que I < J,
I # Jasi 3a € Jtalquea € I, entonces a+ I % I y Jb € A tal que
(a+I)(b+T)=1+Tyasil—abe I C J Dadoquea &€ J,1—abt+ab=1& J

asi que J = A.
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<=] Supongamos quec I es un ideal miaximo, yseaa+ I % I, asi que a ¢ I.
Ahora, {(I,a) = {b+ ac| b€ I,c € A} es el ideal generado por I U {a},
I < (I,a) pero I % (I,a) entonces {(J,a) = A asi que 1 = b + ac para
algunos be I,ce Ayl—ac=bel,asil+I=ac+I=(a+I)(c+I)
y A/I es un campo. B
Corolario 2. Si I es un ideal médximo, entonces I es un ideal primo. =
En cuanto al inverso de este corolorio, el anillo Z es un dominio entero
de donde el ideal 7 = {0} es primo; pero dado que Z no es campo, I no es
un ideal médximo.

Definicién. Sea D un dominio entero, I un ideal de D :

Si existe a € D tal que I = (a), I se llama ideal principal.

Si todos los ideales de D son principales, D se llama Dominio de Ideales
Principales (DIP).

Sia,b&€ Dy existe c € D tal que b = ac entonces a divide a b.

Notacién. a divide a b se denota a | b.

Definiciéon.Sea D un dominio entero, p € D, p % 0 y p no unidad,

pesprimosi: Va,be D, plab=pladpl|b.

p es irreducible si: Va,b € D, p = ab = a es unidad & b es unidad.

Observaciones. 1. Si p es primo y p | a1a2---a, entonces p | a; para
algin 1 <i < r.

2. Si p es primo, p es irreducible: Sip =ab, p|laby dealliquep | a é
p | b. Supongamos que p | a, asi Ic € D tal que pc = a, asi pcb = ab = p.
Dado que D es dominio entero, ¢b = 1 y b es unidad.

Teorema 3. Sea D un dominio entero, p € D.

i) p es primo <> p #% 0 y (p) es un ideal primo.

%) Si D es un DIP, p es irreducible<s p £ 0 y (p) es un ideal méaximo.

Demostracién. i) =] Si p es primo, p % 0; como p no es unidad,
(p) # D pues 1 € (p). Ahora, siabe (p), plaby asip|a ép| by entonces
a € (p) 6be (p).

<] p # 0 y p no es unidad pues (p) % D. Ahora, si p | ab, ab € (p) asf
queac (p) Sbe (p) yentonces pla ép|b.

%2) =] Si p es irreducible, p £ 0 y (p) 7 D pues p no es unidad. Ahora,
si () € (a) € D, p € (a) asi que p = ab con b € D, entonces a es unidad 6 b
es unidad

—-Si a es unidad, 1 € (a) y (a) = D.
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--.8i b es unidad, e € D tal que bec = 1, asf pc = abc = a-1 = a de
donde a € (p) y {(a) € {p) asf que (p) = (a). De esta manera, (p) es un ideal
maéximo.

<=] Supongamos que p # 0 y (p) es un ideal maximo, asi que por el
corolario anterior p 7 0 y (p) es un ideal primo, y por i) tenemos que p es
primo, y por la observacién 2., p es irreducible. @

Corolario 4. Si D es un DIP, cada elemento irreducible es primo y cada
ideal primo diferente de cero es maximo. B8

Este corolario, a pesar de no ser un inverso para el Corolario 2, nos
proporciona condiciones bajo las cuales un ideal primo es también un ideal
maximo.

Definicién. Una valuacién euclidiana en un dominio entero D es una
funcién v que transforma a los elementos distintos de cero de D, en los enteros
no negativos tal que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todos los a,b € D con b # 0 existen g y v en D tales que a = bg + r,
donde 7 = 0 &6 v(r) < v(b).
2. Para todos los a,b € D, donde ni a ni b es cero, v(a) < v(ab).

Si existe una wvaluacidn euclidiana en D, decimos que D es un dominio
euclidiano.

Teorema 5. Todo dominio euclidiano es un DIP.

Demostracién. Sea D un dominio euclidiano y sea I un ideal de D,

_SiI= {0}, I={0).

_Si I {0}, I ~{0} # 0y el conjunto de valores que toma la valuacién
euclidiana en I ~ {0} tiene minimo. Sea b € I, b % 0 un elemento que tome
ese valor minimo. Veamos que (b) = I.

Es claro que (b) € I. Ahora, sea a € I, como D es euclidiano, existen
g, € D tales que a = bg+7 donde v(r) < v(b) 6 r = 0, ademdsa—bg=r € I
asique v(b) < v(r)Sr =0;dealliquer =0y a € (b), asi I < (b) y entonces
b)=Iy Desun DIP. ®

Teorema 6. Sea D un dominio euclidiano, a,b,u € D, a £ 0,b 5% 0.

i) Si (a) € (b), entonces v(b) < v(a) y si (a) = (b) entonces v(a) = v(b).

i) Si u es una unidad, entonces Ve € D ¢ # 0, v(u) < v(e).

%i1) u es una unidad < u # 0 y v(u) = v(1).

Demostracion. i) Si (a) € (b), a € (b) asi a == bc y v(b) < v(bec) = v(a).
Si (a) = (8), (@) S (B) ¥ (B) (@), asf v(b) < v(a) y v(a) < v(b), se sigue
que v(a) = v(b).
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iz) Si w es unidad, 1 € (u) y D = (u), asi {¢) C {(u) y por 7), v(u) < v(c)-.

2i2) =] Si u es unidad, u $# 0 y (u) = D = (1) asi por 2), v(u) = v(1).

<=] Dado que u # O, existen g, 7 € D talesque 1 = ug+r conr =06
v(r) < v(u), pero 1 es unidad, asi que si r 5% 0, v(u) = v(l) < v(r) de aqui
que 7 = 0 y u es una unidad. &

Teorema 7. Sea D un dominio euclidiano y sea I % {0} un ideal de D.
I = {(a) con a € D, a # 0 y para cualquier elemento b+ I € D/I tal que
b & I existe bp € b+ I tal que v(bo) < v(a).

Demostracién. Como D es euclidiano, D es un DIP, I = (a), como
I # {0}, a # O asf que existen g,7 € D tales que b =ag+r conr =036
v(r)y <v(a),b—ag=rec€b+Ipero0 &b+ I puesb¢g lasiquer %0y
v(r) <v(a),asi r =by. B

Si D es un dominio euclidiano y a = bc, a # 0 entonces
v(b) < v(be) = v(a). Méds ann,

Teorema 8. Sea D un dominio euclidiano, a € D, a # 0.

%) Si a = be, entonces v(b) < v(a) <= ¢ no es unidad.

iZ) a no es irreducible <> 3b,c € D tales que a = bc donde v(b) < v(a) y
v(c) < v(a).

Demostracién. i) =>| Por contrapositiva, si ¢ es unidad, 3d € D tal que
cd =1, asi ad = bed = b y v(a) < v(ad) = v(b) y entonces v(a) = v(b).

<=] Dado que a # 0, existen g, € D tales que b = ag-+r con v(r) < v(a) 6
7 = 0, ahora como b—aqg = 7y a = be, r = b—beg = b(l—cq), b % 0y dado que
c no es unidad, 1 —cg # 0 asfi que 7 # 0 y v(b) < v(b(1l — cqg)) = v(r) < v(a),
v v(b) < v(a).

i2) =>| Como a no es irreducible, a = bc donde ni b ni ¢ es unidad, por )
tenemos que v(c) < v(a) y v(b) < v(a).

<=] Si a = be con v(b) < v(a) ¥ v(c) < v(a), por i) tenemos que b no es
unidad y ¢ no es unidad, entonces a no es irreducible. B

Definicién. Un dominio entero D es un Dominio de Factorizacién Unica
(DFU) si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Todo elemento de D que no sea cero ni unidad es producto de elementos
irreducibles.

i2) Para cada a € D, sia = p1---pr = q1---¢s con p;,q; irreducibles,
entonces r = s y los ¢g; pueden ser renumerados de tal manera que existen
unidades u;,...,u, € D tales que g; = p;u;.
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Teorema 9. Todo dominio euclidiano D es un DFU.

Demostracién. Sea a € D, a 7 0, veamos que a es un producto de
irreducibles utilizando el segundo principio de induccién sobre v(a). Si a es
irreducible, a es producto de irreducibles. Ahora, si a no es irreducible, por
el teorema anterior, existen b,¢c € D tales que a = bc con v(b) < v(a) ¥
v(c) < v(a), por la hipétesis de induccién b y ¢ son productos de irreducibles,
asi que a tainbién lo es.

Supongamos que a = p; - - - p, = g1 -+ - gs CON Py, q; irreducibles,
asi p; | q1+--qgs ¥ como D es euclidiano, D es un DIP (teorema 5). Como p;
es
irreducible, p; es primo y p; | ¢; para alguna 7 < s, supongamos que % = 1,
asi p1t; = q1 Y dado que ¢g; es irreducible, p; es unidad 6 ¢; es unidad, pero
1 es irreducible asi que ¢; es unidad. Entonces a = p;1-- -2, = p1t192 - - - G5,
veamos la propiedad i) por induccién sobre 7.

Sir=1,a=p1 =q1 - g« = P1t1gz - - - ¢. y cancelando p1, £7* = g2 - - - g5 pero
comeo los g; son irreducibles, no pueden ser unidades asi que s = 1. Ahora,
sear € N, r > 1, tenemos que p;-- - p, = t192 - - - gsdado que t; es unidad y
g2 es irreducible, t,q> es un irreducible, asi que por hipétesis de induccidn,
r —1=s5-—1de donde r = s y existen unidades ua,...,u, € D tales

que pouz = t192 (de donde poucty! = g2 y u2t7 ! también es unidad) y

piw; =q:; si3<i<r. B
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Construccién del Campo de Cocientes de un Dominio Entero

Sea D un dominio entero y S = {(a,b) € D x D | b 5 0} , definimos una
relacién en S asi: (a, b) ~ (c,d) < ad = bc. Veamos que ~ es de equivalencia:
Reflexividad. ab = ba, asi que (a,b) ~ (b,a). Simetria. Si (a,b) ~ (c,d),
entonces ad = bc asi cb = da y (¢, d) ~ (a,b). Transitividad. Si (a,b) ~ (c,d)
v (¢, d) ~ (7, s), entonces ad = bc y ¢s = dr asi que
asd = sad = sbc = bes = bdr = brd, dado que d %2 0 y D es dominio entero,
as =bry (a,b) ~ (r,s).

Ahora, sea F el conjunto de clases de equivalencia de ~ y denotemos

£ la clase de equivalencia de (a, b). Deﬁnarnos tentativamente operaciones
de suma y producto en F como sigue: § + § = “d‘”"’ Yy £-5 =58 Los
miembros derechos de las igualdades a.ntenores son realxnente elementos de
F puessi b3 0y dF# 0, bd 5% 0. Veamos que las operaciones no dependen de
representantes:

Supongamos que § = ¢ y § = £ asi que aby = ba, de donde
abidid = baydi1d y cdy = dec, de donde cd1b1b = dei1bi1b, y sumando miembro
a miembro tenemos abidid + cd1b1b = bardi1d + de1b1b es decir,

(ad + bec)bydy = bd(ardy + byer) asi (ad + be, bd) ~ (aidy + bicy, brdy),
adibe — audibhiel y la suma estd bien definida.

Ahora., multxplxcando miembro a miembro ab; = ba; y c¢di1 = de¢; tenemos
abycd, = bajde, asi que achb,d, = bdaic; de aqui que (ac, bd) ~ (aic1,01d1) ¥
la multiplicacién estd bien definida.

Observaciones:
2 = 0 es el neutro aditivo.
=2 es el inverso aditivo de §.
es el unitario.
4. Si ¢ € F no es el neutro aditivo, entonces a £ 0, a € Dy 2 € F es el
inverso multiplicativo de §.
5.(F,+,+) es un campo.
El campo F se llama el campo de cocientes del dominio entero D.

wNH
B =]

Definicién. i) Un subanillo de un anillo A es un subconjunto S tal que
1 € S, S es subgrupo del grupo aditivo de A y S es cerrado bajo productos.
ii) Un subcampo de un campo F es un subanillo de F que es campo.
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Observaciones.
1. La interseccién de una familia de subanillos de un anillo 4 es un

subanillo de A.
2. La interseccién de una familia de subcampos de un campo F es un

subcampo de F.

Definicién. Sean A, B dos anillos, un homomorfismo de A en B es una
funcién ¢ : A — B tal que:

1.0(1) = 1.
2.¢0 es un homomorfismo de los grupos aditivos de Ay B.
3. Vr, s € A(p(rs) = p(r)e(s)) -

Si A ¥y B son campos, p se llama homomorfismo de campos, si ¢ es
inyectiva se llama monomorfismo, si ¢ es suprayectiva se llama epimorfismo,
si ¢ es biyectiva se llama isomorfismo.

Notacién. Si ¢ es un isomorfismo, decimos que A y B son isomorfos y
escribimos 4 = B.

El miicleo de ¢ es Nicp = {r € A| p(r) =0} .

Observaciones.

1.La imagen inversa de un ideal de B es un ideal de A, es decir, si I es
un ideal de B, J = ¢~ 1(I) = {a € A | p(a) € I} es un ideal de A. Ademss,
si I es un ideal primo, J también es un ideal primo. Particularmente Ndcye
es un ideal de A.

Veamos que J es un ideal, sean a,b€ J,t € A, asi ¢(a),pd) € T
¥ w(a+b) = p(a) + (b)) € I, por eso a+b € J. Ahora, p(ta) = p(t)pla) € I
pues (a) € I, asi que ta € J y J es un ideal de A. Ahora, supongamos que
I es un ideal primo y que cd € J, asi p(cd) € I y como p(cd) = p(c)e(d) € I
entonces @(c) € I 6 ¢(d) € I pues I es un ideal primo, asiquece Jéd e J
y entonces J también es un ideal primo.

2.¢p es un monomorfismo si y sélo si Niecp = {0} .

3.La imagen de ¢, Imm ¢ es un subanillo de B.

Ejemplos.

1.Si D es un dominio entero y F su campo de cocientes, f : D — F tal
que para cada a € D f(a) = £ es un monomorfismo de anillos.

Ahora, si £ es un campo, ¢ : D — F un monomorfismo, y tenemos
que 7 : FF — FE es un homomorfismo tal que = o f = o, entonces para
cada a € D, o(a) = 7(f(a)) = 7(%). Y para cada b € D, b 3 0, dado que

o(b) # 0, 2 € F, £ £ 0y } es el inverso multiplicativo de £, tenemos que
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7(£) = 7(£)"! = o(b)~!. Finalmente, dado que 7(£) = o(a) y 7(3) = a(d)~*
para cada a,b € D, b #0, 7(2) = 7(%- }) = 7(2)7(}) = o(a)o(b)~*. Es decir,
T sélo depende de o ¥y por eso es tinico.

Inversamente, si £ es un campo, o : D — E un monomorfismo y defin-
imos una funcién = : F — E tal que para cada ¢ € F, 7(2) = o(a)a(b)™;
tenemos que 7 es un homomorfismo y 7o f = o.

Asf que si tenemos un monomorfismo o : D — FE, podemos enviar a
los elementos de D dentro de su campo de cocientes F y extender o a un

homomorfismo 7 : F — E tal que el diagrama

p_I _F
\ 5 i -
y o
Figura 2.1:

es conmutativo.

2.Si A es un anillo, para cada ideal 7 de A, ¢ : A — A/I tal que para cada
a € A p(a) = a-+ I es un epimorfismo de anillos llamado el homomorfismo
candnico.
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3.8i f: A — B es un homomorfismo de anillos, Nucf = I y J es un
ideal de A tal que J € I, entonces f induce un homomorfismo de anillos
fr: A/J — B dado por f;(a+ J) = f(a). Veamos que f; estd bien definida,
supongamos que a+J = b+ J, entoncesa —be J S T y asi
0 = f(a—1b) = f(a) — f(b) de donde f(a) = f(b) y fs estd bien definida. Es
inmediato comprobar que f; es un homomorfismo de anillos, ademas
f = fr o ¢ donde ¢ es el homomorfismo candnico, es decir, el diagrama

A £ B

e

Figura 2.2:

[ %
A/T

conmuta. M4és alin, fr es un monomorfismo: Si fr(a -+ I) = 0, entonces
f(a) =0asf quea e I ya+ 1 =1 de donde f; es un monomorfisno. Asi
que A/Nuicf = Im f, esta dltima parte es el llamado Primer Teorema del
Isomorfismo para anillos.



Capitulo 3

Polinomios.

En este capitulo establecemos algunos resultados acerca de polinomios que
usaremos en el siguiente capitulo y un teorema irnportante para poder aplicar

los teoremas del capftulo anterior exhibiendo a algunos anillos de polinomios
como dominios euclidianos.

Definicién. Sea A un anillo, un polinomio en una variable sobre A es una
funcién P : NU{0} — A talqueelconjuntosup P = {n € Nu {0} | P(n) 5 0},
Namado el soporte de P, es finito.

Notacién.El valor de P en n se denota F,, es decir, P(n) = P,

Definamos operaciones de suma y producto de polinomios de la siguiente
manera:

Si P, Q son polinomios sobre A4,

P +Q:NU{0} — Aes tal que para cadan € NU {0},
(P + Q)n = P + @, la suma comtin de funciones.

P.-Q :NuU{0} — A es tal que para cada n € NuU {0},
(PQ)n =i0 PQn._i(= 3 P,Q;) el lamado producto convolucién.
i itj=n
Notacién. Denotamos mediante z : NU {0} — A el polinomio tal que

(xhh =1y (z), = 0 si r 3 1,El conjunto de los polinomios en una variable
sobre A se denota A [z} .

Teorema. A (z]esun anillo con las operaciones arriba definidas, 0 € A {x]

es tal que paracadan € NU{0},0, =0 Ayl e Alz]lestalquelo=1€ A4
ysinz>1l,1,=0¢ A.

Demostracién. Tal vez lo 1inico que necesite una explicacién detallada
sea la asociatividad del producto, las demds propiedades de anillo son con-

21
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secuencias muy directas de las propiedades de A dada la forma en que las
operaciones en A [z] fueron definidas. Asi, sean P, Q, R € A[z], veamos que
(PQ)-R=P-(QR). Asi que para cadan € N U {0},

(PQ) - Ry =35 (PQ)iRns

+ P Raey + PiQoRp1+
_'_

+FPoQnRo + PiQn-1Ro + - - + PoQoFo
=Z F; Z QjiRn—(i+j)

—Z P(QR)n—i = (P - (QR))n
de donde (PQ) - R P . (QR) y el producto es asociativo en A[z]. B

Observaciones.1) El anillo de polinomios en m variables A [zq, ..., Zm]
puede definirse de manera similar como el anillo de funciones de N U {0}™
en A con soporte finito, con el producto convolucién.

2) Si definimos 7 : A — AJz] tal que para cada a € A, (i(a))o = a y
(i(a))r = O si » > 1, entonces Z es un monomorfismo. Asi, podemos pensar en
A dentro de A [z] identificando cada elemento a € A con i(a), estos elementos
son llamados polinomios constantes.

3) Para cadan € NU {0}, (z™), =1y (™), = O si r %2 n. Por induccién:
Es claro paran = 0y n = 1. Supongamos que (™) = 1y (™), =
sir # m, asf (z™*1), = (z - ™). —_S“ (z:)(x™)r—i, asi (™ ) = 0 ¥y
(z™ 1), = (2™)r—1 si 7 = 1, de alli que (x'""'l)m+1 =1y (z™*!), = 0 si
r #% m + 1. Asi, cada P € A|[x] puede escribirse de manera ﬁnica como
P = NZ) y P; - . Dado que sup P es finito, la suma de arriba en realidad es

i€eNuU{0
finita, P(= as+a1r+---+apztdonde P, = a;si0 < i<ny P,=0sii>n.

4) A cada polinomio P se le puede asociar una funcién P(-) : A — A tal
que si P = agp + a1z + --- + anx™, para cada a € A definimos
P(a) = ap + aya+ - - - + apa™. De hecho, esta regla de correspondencia fun-
ciona para cualquier elemento que pueda multiplicarse por él mismo y por
elementos de A, por ejemplo, P(xz) = P donde x € A|z] de la observacién
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elementos de A, por ejemplo, P(z) = P donde = € A [x] de la observacién
anterior. Si a € A, la funcién e, : A[x] — A tal que para cada P € Alz],
e, (P) = P(a) es un epimorfismo llamado el homomorfismo de evaluacién en
a.

5) A[z] es un dominio entero <+ A es un dominio entero

< Az, ...zm] es un dominio entero,

pero A[z] y Alz,,...,Zm] nunca son campos.

Definicién. Sea P A[z]), P # 0.

1) Definimos el grado de P como el méximo del conjunto finito sup P.

2) Si n es el grado de P, definimos el coeficiente principal de £ como B,.

3) Decimos que P es ménico si su coeficiente principal es el unitario de

4) Si P(a) = 0, decimos que a es una raiz de P.

Notacidn. El grado de P se denota deg P.

Observacién. Si D es un dominio entero, P,Q € D [z] diferentes de
cero, entonces:

1) El coeficiente principal del producto PQ es el producto de los coefi-
cientes principales de P y Q.

2) deg(PQ) = deg P + deg Q y asi deg P << deg(PQ).

Teorema. Sea A un anillo, g € A[x], g ¢ 0 y tal que su coeficiente
principal es una unidad. Entonces para cualquier f € A [z] existen g, €
A [z] tales que f = gg + 7 donde » =0 6 degr < degg.

Demostracién. Sea g € A[z], g £ 0 y de grado n,
digamos g = a,T™ + - - - + a1 + ao con a, unidad. Sea f € A[z],si f=06
si deg f << n, entonces g = 0 y = f satisfacen.

Ahora, supongamos que f % 0 y que deg f > n, veamos el resultado por
el segundo principio de induccién sobre el grado de f. Digamos que
f=bnz™ + ---+ bix + by con deg f = m = n, recordando que a, es unidad,
tenemos b,,a ;1™ g = bypx™ + - - - + ba;lagz™ ™" asi que
deg( f — bmalz™ "g) < degf & f — bpa;lz™ "g = 0 y en cualquier caso,
por hipétesis de induccién 6 por el primer caso, existen s,t € A [r] tales que
f — brpajlz™ "g=sg-+tcont=06degt < degg, y entonces
f=(s+bnajlzm™ ™)g+t. B

Corolario. Si F es un campo, F [z] es un dominio euclidiano.

Demostraciéon. Por el teorema anterior y por la observacién anterior al
teorema, el grado es una wvaluacién euclidiana para el anillo de polinomios

Flz].m
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Observaciones.1l) Ain cuando D sea un dominio euclidiano, no nece-
sariamente lo es D [z] pues en Z [z], el ideal {z, 2) no es principal y dado que
Z [z] no es un DI P tampoco puede ser un dominio euclidiano.

2) Las unidades de F [z] son los elementos de grado cero, es decir, los
polinomios constantes diferentes de cero. Esto también explica por qué F [z]
no es un campo.

Corolario. Sea F un campo, f € F [z] y a € F. Entonces existe ¢ € F [z}
tal que f = q(xz — a) + f(a).

Demostraciéon. Por ser F [z] un dominio euclidiano, existen q,r € F [z]
tales que f = g(x — a) +r donde » = 0 6 degr = O, pues deg(zx — a) == 1.
Aplicando el homomorfismo de evaluacién en a y dado que r es un polinomio
constante, f(a) = q(a)(a —a) +r(a) = . W

Corolario. Sea F un campo, y f € F[z]. Entonces a € F es una raiz
de f si y solamente si z — a divide a f.

Demostracion.Si a es una raiz de f, del corolario anterior y f(a) = O
resulta f = q(x — a).

Si x — a divide a f, f = q(xz — a), evaluamos en a y f(a) = 0, asi que a
es una raiz de f. 8

Teorema. Si F es un campo y f € F {z] tiene grado n, entonces F
contiene a lo mas n raices de f.

Demostracién. Por induccién sobre n. Si n = 0, f tiene grado cero, asi
que es un polinomio constante diferente de cero y no tiene raices. Suponga-
mos el resultado verdadero para polinomios de grado n. Sea f € F [z}, f de
grado n + 1 y supongamos que f tiene alguna raiz a € F. Asi, £ — a divide a
f» f = (z — a)g donde g tiene grado n pues x — a tiene grado 1. Asi, g tiene
a lo mds n raices. Ahora, si b es raiz de f, f(b) =0y (b — a)g(b) = 0 asi que
b es raiz de z — a (es decir, a = b) 6 b es raiz de g. Finalmente, f tiene a lo
maés 7 + 1 raices. B



Capitulo 4

Extensiones de Campos.

Definicion. Sean E y F dos campos, decimos que F es una extensén de F’

si E contiene un subcampo isomorfo a F.
Notacién. Denotamos £ : F al cammpo E visto como extensién del campo

F.
Siempre que es posible, identificamos a F' con el subcampo isomorfo con-

tenido en E.

Definicién. 1) Sea E : F" una extensién de campo y sean o, ...,a, € F,
F(ay,...,a,) es el minimo subcampo de £ : F que contiene a F y a
{aly .. 3an} -

2) La extensidn E : F se llama simple si existe o« € £ tal que E = F(a).

3) Sea @ € F : F, o se llama algebriico sobre F si o es raiz de algtin
polinomio diferente de cero f € F' [z], en otro caso « se llama trascendente.

4) Sean @3,...,0n € E : F, ay, . ..,a, son algebrdicamente dependientes
sobre F'si (o, .. -, @y,) es raiz de algiin polinomio f € F [z1,...,Z.], en otro
., &n son algebrdicamente independientes sobre F.

caso, g, ..

Ejemplos. 1) Si F es un campo, €l campo de cocientes de F [z] es F(z) ¥y
el campo de cocientes de F [z4, ..., 2] es F(z1,-..,Zn). Elelemento z € F(x)
es trascendente sobre F y x,,...,Zn € F(zi1,...,T,) son algebrdicamente

independientes sobre F.
2) Sea F un campo y p € F [z], p irreducible, asi que £ = F'[z] /(p) es

un campo. Ahora, si i : FF — F[z] es la inclusidén, y ¢ : F [z] — F'[z] /(D)
el homomorfismo candnico, w oi: F — F [z] /(p) es un monomorfismo, pues
si a € F es tal que ¢ o i(a) = 0 entonces a + (p) = (p) asi que a € (p),
dado que a € F y p € F [z] es irreducible (6 (p) mdximo) a = 0, poi es
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un monomorfismo y la imagen de ¢ o i es un subcampo de Flz] /(p) = F
isomorfo a F), en otras palabras, £ : F es una extensién de campo. Mds aiin,
si denotamos a =z+(p) € E, E = F(a)y p(a) =p+(p) =(p) =0€ E : F,
asi que « es una raiz de p y o es algebrdico sobre F.

3) Sea o« € E : F, si o es algebrdico sobre F y fo : Flz] — F esla
evaluacién en «, tenemos que Im f, € F' (o), ademds Nucf, es un ideal
diferente de cero de F [z]. Dado que F' [z] es un DIP, existe un p € F [x] tal
que Nicfa = {p). Ahora, F [z] /{(p) = Im f. y como Im f, es un subanillo del
campo E, Im fo es un dominio entero y F [x] /(p) también lo es, asi que (p)
es un ideal primo de F [z] y por tanto un ideal maximo, de alli que F [z] /(p)
es un campo y también Im f, es un campo, y como a € Im f,, F(a) C Im fa;
asf que Im f, = F(a) == F[z] /(p). .

Observacién. El polinomio p es de grado minimo en Nicf,, ademads,

. como cualquier multiplo por unidad del polinomio p genera el mismo ideal,

podemos pedir que p sea mdnico y asi ya es tinico. Por otro lado, dado que
(p) # {0} es un ideal maximo, p es irreducible y ademads o es raiz de p.

Definicién. Sea F : F una extensiéon de campoy a € E : F, o algebraico
sobre F. El tinico polinomio ménico irreducible p € F'[z] tal que o es raiz de
» se llama el polinomio irreducible de o sobre F.

Definicidn. Sea f € F'[z], f un polinomio no constante.
1) f se descompone sobre F si es producto de factores lineales (de grado

1) en F[z].

2) Un campo de descomposicién para f es una extensién E : F sobre
la cual f se descompone pero f no se descompone sobre ningtin subcampo
propio de E que contenga a F.

Observacion. El polinomio f se descompone sobre F si todas las raices
de f son elementos de F.

Teorema. Sea f € F [z] un polinomio no constante.

1) Hay una extensién E : F sobre la cual f se descompone.

2) Hay un campo de descomposicién para f.

Demostracioén.1l) Por induccién sobre el grado de f. Si f es de grado 1,
f ya es lineal y se descompone sobre F. Supongamos que para cada polinomio
de grado n hay una extensién de F sobre la cual se descompone. Supongamos
que f es un polinomio de grado n + 1 y sea p € F [z] uno de sus factores
irreducibles. Construimos como en el ejemplo 2) una extensién B : F que
contenga a una raiz o de p, asi que @ € B es también una raiz de f y
f = (x —«)g con g € B [z] donde g tiene grado n. Por hipétesis de induccidn,
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hay una extensién F : B sobre la cual g se descompone y por tanto f también
se descompone sobre E.

2) Sea E un campo sobre el cual f se descompone (el campo existe por
la parte 1)), es decir, si a4, - .., @, son las raices de f, a1, ..., @, € E. Clara-
mente, f se descompone sobre F'(a,, ..., a,) pero no sobre algiin subcampo
propio de F(ay,...,a,) que contenga a F. B

Definicién. 1) Una extensién de campo B : F' es una extensidn pura si
existe un @ € B, a 5% 0 tal que B = F(a) y a” es un elemento de F (del

subcampo de B isornorfo a F') para algtin nimero primo p.
2) Una extensién de campo E : F es una extensién radical si hay una

serie de campos intermedios F = Bg C By C --- C B, = FE tal que cada
extensién By, : B; es pura.

3) Sea f € F[z], f es soluble por radicales si hay una extensién radical
FE : F tal que f se descompone sobre E.

Ejemplo. El polinomio z? + 1 es un irreducible en R [z], asi que
R [z] /{z? + 1) es una extensién de R que contiene una raiz o del polinomio
z2 + 1 tal que R(a) = R [z] /{(z? + 1). Ahora, como « es raiz de z2 + 1,
a?+1=0y a?= —1 R, asf que R [z] /(z? + 1) es una extension
pura de R.

Notacién. Denotamos C = R [z] /(z? + 1) y le lamamos el campo de los
miimeros complejos, i = z + (2% + 1) = o, asi,R(z) = C.

Definicién. 1) Si F es un campo y g : F' — F' es un isomorfismo, g se

Ilama un automorfismo de F.
2) Si FE : F es una extensién de campo y g : £ — FE es un automorfismo

de E tal que para cada a € F, g(a) = a; g se llama un F — automnor fismo
de E : F.
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CAPITULO 4.

EXTENSIONES DE CAMPOS.



Capitulo 5

La insolubilidad de la quintica.

Sea F un campo de caracteristica cero y que contenga a todas las raices
de la unidad, es decir, raices de los polinomios de la forma z™ — 1 (por
ejemplo C tiene esa propiedad). Sean z;,...,zn elementos algebriaicamente
independientes sobre F (por ejemplo variables en el campo de cocientes del

anillo de polinomios sobre F7).

Sea P = (z — @1)(z — 22) - - - (@ — n)
=z" —a1z"" ! + azz™" 2 — .- . 4+ (—1)"a,
donde
a =z1+T2+ -+ Zn
Qp = T1T2 + T1T3 + -+ -+ Tpn_1Tn

Qy = T1T2-"~Tn
FEl polinomio P se llama el polinomio genérico de grado n sobre F.

Sean K = F(a1,az,---,0n) ¥ L = K(Z1,Z2, - -, %n)

Observaciones.

1) L = F(x1,...-,Z,). Es claro que ay,az2,...,a, € F(x1,...,xn). asi que
F(ai,az,.-.,an) S F(z1,...,Tn); ahora, dado que zi,-..,Z, € F(z1,-.-,Zn)
y F(ai,az2,...,a,) = K, K(z1,Z2,...,2,) S F(z1,...,Zn)., es decir, L <
F(x1,.-.,%n). Ahora, F € K y K € L, ademds z1,...,z, € L asfi que
F(x1,...,%n) © L. Finalmente L = F(z1,...,xn)-

2) Pe K l[z]

3) L es el campo de descomposicién de P.
Debido a las observaciones de que un polinomio en n variables tiene una

expresién dnica como suma de productos de potencias de las variables, pode-

29
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mos definir un homomeorfismo del anillo A en otro anillo y extender el homo-
morfismo a uno de A|[xz,, ..., z,] solamente definiéndolo en zj, . .., Tn,

Ahora, sea Id : FF — F el homomorfismo identidad, que deja fijo todo
F. Para cada o € S, el grupo de permutaciones, definimos el homomorfismo
&: Fzi,.-.,%a) — L tal que

g(a) =asia€ Fy &(z;) =z, Paracadai=1,...,n.

Im& C Fzi,...,%.] .

Debido a la independencia algebriica de z;,...,z, sobre F, & es un
monomorfisrmo; de manera que & se extiende de manera tnica a un homo-
morfismo o* : F(x1,...,Z,) — L pues F(xy,...,Z,) es el campo de cocientes
de F'[zy,...,T,].

Ahora, si o € S, es el neutro del grupo, 5(z;) = x; y de alli que o™ = Idg.

Y, sean o, T € Sy,

& o 7(x:) = F(zrth)

== Zo(r(i))
= Zoor(:i)
=557 (xi)
asi que & o ¥ =6 6 7 y también o o 7" = (o o 7)* y por la observacidén a la
definicién de accién de grupo, el grupo S, acttia en L de la siguiente manera:

T :S8, x L — L es tal que T'(c,a) = o*(a).

Observaciones.

1)Dado que T es una accién del grupo S,, para cada o € Sn, o* es
biyectiva; es decir, o* : L — L es un automorfismo.

2)Los coeficientes del polinomio P, a,,...,a, permanecen fijos bajo la
accién de S, ; es decir, el subgrupo de isotropia de a; es S,.

3)Dado que F’ permanece fijo bajo la accién de S,, todo

F(ai,...,an) = K permanece fijo; asi que para cada o € S,, o* es un
K — automorfismo de L.

Definicién.

1)La expresién de a; en términos de z,,...,x, se llama el ¢ — ésimo
polinomio simétrico elemental en xi,..., Z,.

2)Un polinomio p(z1,...,Zn) € F[z1,...,T,] es simétrico si para cada
o e S,,

P(Zo(1)s - - - 1 To(n)) = P(Z1,-..,Tn) ; es decir,

&(p) = p.

3)Un elemento 2 € F(z;,...,T,) es una fraccién racional simétrica si

para cada o € Sy, o*(%) = &.
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Teorema. (Fundamental de los Polinomios Simétricos)

Sean s3,...,8, los polinomios simétricos elementales en ¢,,...,%,. Cada
polinomio simétrico en %, ..., ¢, tiene una expresién polinomial en si1,..., Sn;
es decir, sip € F [t1,...,t,] es simétrico, entonces p(Z1,...,tn) = q(S1,...,Sn)
para algiin g € F' [x1,...,%T,] -

Demostracién. Por induccién sobre 7.
Si nn = 1, el resultado es claro porque s; = %;.
Sean € N, n > 1 y supongamos el resultado verdadero para n — 1.

Sea p simétrico en t;,...,¢, y ordenémoslo con respecto a t,,

Pty ..., tn) = Po+ Pit, + Pat2 + - .- + Ptk
donde cada F; es un polinomio en ¢1,...,¢,—1. Al intercambiar los t1,...,tn—1
de alguna manera, p sigue igual por ser simétrico, asi, cada P; debe quedar
igual pues t, no ha sido movido, asi que cada F; es simétrico en ¢, ...,fn-1.

Por hipétesis de induccién, cada P, es un polinomio en términos de los
polinomios simétricos elementales en 2,,...,%,-1, S€aN 11, . . . , Un-.1 tales poli-

nomios simétricos elementales, asi que
P(t1, ..., tn) = go + Q1tn + g2t + - - - + gith
donde cada g; es un polinomio en u1,..., Un—1.
Notamos que cada s; puede expresarse en términos de w;_y, u; y t, asi:
81 = uy + in
82 = U ~+ Urtn

Spel = Un_1 + Un—2t,

Sp == Un—1tn

Despejando cada u; y substituyendo el despeje de u;. 1,

uy = 8§31 —tn

Up = §p — Urt, = Sz — S1tn + t2

Un—l = Sp—1 — Un—2tn = Sn—1 — Sn—atn + - + (—1)" 1371
Yy también

0 = Sp — Un—1tn = Sp — Spn—1tn + -+ -+ (—1)"t7: de donde

th = (—1)" s, + (—1)* 25, 3tn + -+ - + 5207

Ahora, sustituyendo en cada g; las expresiones anteriores de uy, ..., Un—1,
resulta

P(t1, ..., tn) = T+ T1tn + 72t? + - - - + TrtE
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donde cada r; se expresa en términos de s1,...,8,-1 ¥ tn, asi que ordenando
nuevamente con respecto a t,, resulta
stn) = go + Gitn + - - - + gmit”

ce ey Sn—_1.

p(ta,- .-
donde cada g:; es una expresién polinomial en términos de s;,
Si resulta m = n, podemos reducir el grado en £, usando la expresién de
¢t en términos de s3,...,5n,n,..-,t07 1. Asi,
p(t1, ... tn) = ho+ h1tn + -« - 4+ Rp 71
.., Sn ¥ por eso

donde cada h; es una expresién polinomial en términos de s;, .
cada hk; es simétrico en t;,...,%t,, y dado que p también lo es, al intercambiar
t; ¥ t, en esta ultima expresién, obtenemos

P(t1,---1tn) = ho+hiti+ -+ by 277!
valido para cada i = 1,...,n. As{, observamos el polinomio

Pz) =ho+hiz++ -+ hn 127 —p(t1,...,t,) P e F(t1,...,ty) [x]
y tiene a lo mas, grado n — 1, pero #,...,%, son n raices de P, asi que P
solamente puede ser el polinomio cero. Asi, A, =0 parai >1y
P(t1,...,tn) = ho = ho(S1,...,S,) como afirma €l teorema. B

Teorema (Fundamental de las Fracciones Simétricas). Sea Z € F(t,..
Si f es simétrica, entonces 2 tiene una expresién como cociente de dos ex-
presiones polinomiales en términos de s, ..

Demostracién. Sea s simétrica, y sea S, = {o1,...,0,} (de hecho,

r = n!), definimos ¢, = o}(g) y supongamos que o; es el neutro de S, sélo
,T7or} = S, asi, el producto g; --- g, €s

vatn).

.y Sp-

para que q1 = q. Si 7 € Sn, {7o1,...
simmétrico y como § = BR=dc 2 eg simétrico, pgs - - - g» también es simétrico.

q9q2°--9r 9 P . .
Ahora, por el teorema fqlindamenta.l de los polinomios simétricos, existen dos

polinomios f, g tales que
Pa@r = F(S1,--,82) Y Q1 @ =g (s1,---,80) asi, & = L.l g

Teniendo en mente las dltimas observaciones y, manteniendo la notacién

inicial, tenemos la siguiente:
Observaciéon. Si a € L y el subgrupo de isotropia de a bajo la accién
de S, en L es todo S,, entonces a € K.
Ahora, sea § =]] (z: — =;), § € L; en cuanto a la accién de S, en &
i<i
tenemos las siguientes

Observaciones:

1. La transposicién (m m + 1) envia § en —6.

2. Dadoque (m n) = (m m—+ 1)(m+1m~+2)(---)(n—1n)n—2
n—1)(---)(mm m + 1) es el producto de un nimero impar de transposiciones,
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cualquier transposicién (m n) envia § en —6.

3. El subgrupo de isotropia de § € L es el grupo alternante A, y los
demads elementos de S,, simplemente le cambian el signo. Asi, el subgrupo de
isotropia de 62 es S, y 62 € K.

Notacién. Si o € S,, sabemos que o* : L — L, pero para simplificar y
dado que no habrd confusién, denotemos a o* simplemente o y o*(a) = o(a)
donde a € L.

Observaciones:

4. Si o € L es tal que para cualquier transposicién o, oc(a) = —a entonces
£ es fijo por todas las transposiciones y asi, fijo por todo S,, de donde
$=be Kyoa=>bs

5. Si o es fijo por A, y o,7 € S, son dos transposiciones, dado que
o =170, o) = 7(ax).

Recordando que el campo K contiene todas las rafces de la unidad (que
sean necesarias) y que paracada o € S,, o : L — L es un K — automor fismo
de L, veamos el

Teorema. Sin > 5, L : K no es una extensién radical.

Demostracién. Sean Ky, ..., K, campos tales que
K=KygC K1 C---C K, = L. Supongamos para empezar, que
K3 : K es una extensién pura. Entonces existe un primo p y ¢ € K, tal
que K3 = K(a) y af € K. Seaa = aP € K. Sea 7 € 5,, una transposi-
cién, aplicando 7 en ambos miembros de la ecuacién af = a, tenemos
()P = a y asi (3'—(;!‘3'))? = 1 asi que 7{o) = (& donde ¢ = 1. Aplicando
nuevamente 7 tenemos a = 77(a) = 7({a) = {(7(a) = (%?a. Ahora,

Si o es fijo por todas las transposiciones, « es fijo por todo S,y a« € K
asi que K(a) = K y no hay extensién.

Si hay algyin 7 transposicién tal que 7(a) % «, entonces 7(a) = —«
Yy p = 2. Ademads, para cada transposicién 7, 7(a) = *a asi que para cada.
o € S,, o(a) = Z*a. Ahora, dado queun 3—ciclo (abc) = (acb)(ach), e es
fijo por todos los 3 — ciclos y as{ « es fijo por todo A,,. Por la observacién 5 y
dado que hay alguna transposicién 7 tal que 7(a) = —c«, cada transposicién
o es tal que o(a) = —a; por la observacién 4 tenemos que § = b € K y
a = bé obteniendo también K;, = K(a) = K(§).

Dado que « satisface un polinomio de grado 2 en K [z], cada elemento
en K; = K(a) es de la forma ¢ + da con c¢,d € K. Asi, si v € K, v es fijo
por A, v A, es el mayor subgrupo que deja fijos a todos los elementos de
K,. Veamos ahora que, si v € L es fijo por A, entonces v € K, :
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Sea -y € L fijo por A, ¥y sea 7 € S, una transposicién, los elementos
¥+ 7(7v) ¥ v — 7(v) también son fijos por A,; ademas

T(y+7(7)) = 7(¥)+77(v) = vy+7(v) y por la observacién 5, y+7(vy) € K.

(v —7(7)) = 7(y) ~77(v) = —(v—7(v)) por la observacién 5 y por la 4,
~¥—7(-r) es el producto de § por un elemento de K, y como vy = %2 —+ -'%1)-
donde 2 =1+ 1, entonces v € K.

Ahora, veamos que K; no puede extenderse radicalmente en L si n > 5.
Supongamos que K> : K; es una extensién pura, entonces existe un primo g
yB e Ketalque Kp = K 1(8) y B9€ K. Seac= B9 € K,.

Sea p € A, un 3 — ciclo, entonces p(3)? = ¢ y se deduce que p(B8) = (B
donde ¢7 = 1, y aplicando p dos veces mds, tenemos 3 = p*(3) = ¢38. Ahora,

Si B es fijo por todos los 3 — ciclos, B es fijo por todo A, y B € K, asi
que K, (B) = K, y no hay extensién.

Si hay algin 3 — ciclo p tal que p(8) # (3, entonces g = 3.

Ahora, dado que n = 5, podemos comenzar con un 5 — ciclo y al poder
generar A, con 5 — ciclos, se deduce que ¢ = 5 é no hay extensién radical
de K; en L. En este momento hemos visto que K; no puede extenderse
radicalmente en L a menos que g fuera 3 y 5 simultidneamente.

Tenemos que L : X no es una extensién radical. B

Vale la pena notar que la suposicién de que n > 5 no fue usada sino
hasta en las iltimas lineas de la demostracién para poder usar aquel teorema
sobre A,, demostrado en el primer capitulo. jCdémo el hecho de que A4,, puede
generarse con 3 — ciclos y también con 5 — ciclos es una razdén poderosa para
que L : K no sea una extensién radical!

La siguiente tarea sera mostrar que L : X no estd contenido en ninguna
extension radical de K.

Observacion 1. Si & es una raiz de 2 — a y (1,-..., ¢, son las raices
» — ésimas de la unidad, (i, ..., e son las raices de z? — a.

Ahora veamos los siguientes lemas. Este primer lema es un resultado
general ¥ muy conocido.

Lema 1. Sea F un campo, p un niimero primo y a € F tal que a no es
una potencia p — ésima en F (P — a no tiene raices en F).

i) Parak=1,...,p—1, a* tampoco es una potencia p — ésima en F.
i2) El polinomio zP — a es irreducible sobre F.
Demostracidn. i) Sea k € {1,...,p — 1} , k es primo relativo con p asi

que hay unos enteros [ ,q tales que pg+ kIl = 1 y a = (a9)P - (a*)! Ahora,
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supongamos que a* es una potencia p — ésima en F, asf que a¥ = &7 con
be F, -

de allf que (a?')? = (a?)? - (B')? = (a?)? -(bP) = (a?)? - (a*¥)! = a asi
que a € F también es una potencia p — ésima y el resultado se obtiene por
contrapositiva.

ii) Sean P, Q € F [x] tales que 2P — a = PQ. Podemos suponer que P y
Q son mdnicos, veamos que uno de los dos es el polinomio constante 1.

Sea K una extensién de F donde P — a se descompone, y sea u € K una
de las raices de P — a, por la observacién 1, tenemos en K [z],

'IEII (x — Giu) = PQ. Asi que P y @ se descomponen en X [z] como productos
i

ke
de factores lineales, digamos P =] (z - Gu) y Q = ﬁ (z — Gu).
i=1 i=k41

Observando el término independiente en P € F [z], tenemos que
_ﬁl ¢:i ) u¥ = b € F, elevando a la potencia p y dado que ({)? = 1,
d=
b = (u¥)P = a*, por la parte ¢) del lema, £k = 0 6 k = p de donde
P=16Q =1y asi 27 — a es irreducible sobre F. @8

Observacion 2. Si R = F(u) donde u es algebrdico sobre F con poli-
nomio irreducible de grado n, para cada v € R, existen vg,...,vn—; € F tales
que v = vg + ViU + - - - + Upu” L.

FEl siguiente lerna nos permite obtener expresiones mads sencillas que nos
simplificardn el trabajo en el caso de que tengarmos el elemento v de antemano
fuera de F. Nuevamente es un resultado general sobre una extensién pura de
un campo.

Lema 2. Sea F' un campo, p un nimero primo y a € F tal que a no es
una potencia p—ésima en F. Sea a una raiz del polinomio 2P —a y F(a) = R.
Seav € R, si v ¢ F entonces existe u € R tal que F(u) = R, u? € F y existen
Vo, V2,...,Vp—1 € F tales que v = vg + u + vou? + - - - + vp_uP" L.

Demostracién. Tenemos que a? = a € F la cual no es potencia
» — ésima en F, por la observacién 2), v = v + via + -+ + v,_,a”~! con
Vgy+--3V_y € F. Como v ¢ F, hay algiin v, ¥ Ocon 1 < k£ < p — 1, sea
u = via* y elevando a la potencia p, u? = vfa* € F, y como a no es potencia
p—ésima en F, a* tampoco lo es por €l lema 1.7), entonces u? tampoco es una
potencia p — ésima en F (u & F). Dado que u € R, claramente F(u) € R.
Ahora, veamos como u genera a f sobre F empezando por generar a las
potencias de o :
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Elevando ambos miembros de la ecuacién u = v,a* a la potencia 7 para
cadai=0,...,p — 1 tenemos u' = vfa**. Ahora, definimos
or:{0,...,p— 1} — {0,...,p— 1} tal que para cadai € {0,...,p — 1},

tomamos el residuo de zk al dividir por p, es decir, ox(Z) es el unico entero
elemento de {0,...,p — 1} tal que ox(¢) = ik(mod p). Dado que k es primo
relativo con p, ox es inyectiva, si 4,5 € {0,...,p — 1} son tales que
ox(Z) = or(j), entonces ik = jk(mod p) asi que i = j(mod p) y asi ¢ = j.
Ademas como {0,...,p — 1} es finito, o« es una permutacién del conjunto
{0,...,p— 1}. Ahora, itk — o4 (%) = p-m para algiin m € Z (que depende de
Z y de k) asi que
a** = (aP)™a’*#) y como aP = a, denotando b; = (vifa™) "1, b, € F
para cada Z, tenemos que

bt = (va™) " lvfak = (@)~ (a)ma D) = o) para cada i.

Esto muestra que u genera a las potencias de « sobre F' y por eso genera
a R, explicitamente:

Cada = € R tiene una expresién de la forma

p=l .
T =, D:r.»a’ conz; € Fparaz=0,...,p— 1.
=
p=1 A
=3 Ty wya® @ pues o es una permutacién de {0,...,p — 1}
i=0
P=1 _
=z% Zo, (0)biu’ cOn Ty )by € F parai=0,...,p— 1.
=
Esto prueba que F(u) = R. En cuanto a v = v) + vja + - - + v}, _;aP”!,

calculando el coeficiente de u en la expresién anterior para v, tenemos que
ox(l) =k asique m =0y by = (v;)™! asi que para v, Zo ()01 =1y
entonces hay vp, v2,...,vp_1 € F tales que
v=rvg+u+veu® + - 4+ v, uP . W

El siguiente lema nos ayudara a simplificar unas grandes sumas; es tarmbién
un resultado general, vilido en cualquier campo.

Lema 3. Sea p un nimero primo, y { una raiz p — ésima primitiva de la

unidad. Entonces, para cada i € Z,
0 si p no divide a 7

1+ + ¢+ (P D=
p sipdividea i
ngo;tracio’n. Si p‘djvide ai,
1+ +¢H A+ -+ P =14+1+12+ ..+ 1P 1 =p. )
Si p no divide a %, tenemos (1 — ¢)(1+ ¢ +---+(¢)P" ) =1—(C)P=0
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y dado que p no divide a i, 1 — ¢? £ 0, de manera que

1+C+¢H A -+ (P =0.m

El siguiente lema es especificamente acerca de nuestra extensién L : K
definida al inicio del capitulo, nuevamente usamos algunas propiedades del
grupo simétrico S,.

Lema 4. La extensién L : K es algebrdica, es decir, cada elemento de L
es algebriico sobre K. Méds atin, para cada y € L, el polinomio irreducible
de y sobre K se descompone sobre L.

Demostracién. Seay € L, si o € S,, tenemos un K —automor fismo de
L que podemos extender a un homomorfismo de anillos o : L [z] — L [z] (o
denota al elemento de S,, al K — automor fismo de L y al endomorfismo de
L [z] ) definiendo o(z) =z, asiquesi h € L[z], h = ap+ a1z + -- - + amz™,
o(h) = o(ag) + o(ar)x + --- + o(an)z™. Sea {o1,...,0r} = S, (de hecho
r = n!) y definimos o,(y) = ys, supongamos que o; es el neutro de S,, para
que Yy, = Y.

Sea g € L [z] el polinomio g (z) = (z — y1)(x — y2) - - - (& — y-) del cual y
es una rafz, para cualquier 7 € S,, {r01,...,70,} = S, de donde 7(g) = g
y de aqui que los coeficientes de g estian fijos bajo la accién del grupo S, y
por eso estin en K y g € K [z], asi que y es algebradico sobre K. Ahora, el
polinomio irreducible de y sobre K debe ser uno de los factores irreducibles
de g en K [z], asi que también se descompone en L. B

El siguiente lema también es especificamente acerca de los campos K y
L, hacemos uso de los 4 lemas anteriores para demostrar este.

Lema 5. Sea £ : K una extensién del campo KX, p un nimero primo
y a € F tal que a no es una potencia p — ésima en F. Sea o una raiz de
zP —a € Elz], M = E(a) "Ly Mg = FE NL ysupongamos que F(a)y L
estdn contenidos en una extensién comiin del campo K. Si M £ My entonces
M : My es una extensién pura, es decir, hay un 8 € M talque P € Mo y B
genera a M sobre Mg (Mg(3) = M).

Demostracién. Sea y € M tal que y &€ My, asi que y € E(a) N L y
por eso y € L, pero dado que y ¢ EN L, y &€ E; ademds y € E(a), asi
que por Lema 2 existe 8 € FE(«) tal que F(8) = E(«), 8P = b € E pero b
no es potencia p — ésimaen Ey y = bg + 8+ b28% + - - - + bp_18P~! donde
bo, b2,...,bp1 € E. Como y € L, ahora por el Lema 4, y es algebrdico sobre

K, sea g € K [x]
el polinomio irreducible de y sobre K y ademds g se descompone sobre L.
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Sea G(z) = g(bo+x+b2x? + - - -+ bp_12P71), G € E[z] y B es una raiz de G.
Por el Lema 1.ii), zP — b € FE [x] es irreducible, entonces z? — b divide a G.
Sea ¢ una rafz p —~ ésima primitiva de la unidad, como 3 es raiz de =P — b, ('3
es raiz de zP — b para cualquier i € Z y ¢ es raiz de G, asi que los mimeros
y=wy1=bo+B8+b28°+ - + b, 57!
Y2 = bo + B + b2(2[B2% + -+ - + bp_1CPTIHPTT
Yz = bp + 28 + b0 32 ... 4 bp_lc(p—l)(2)gp—1

Yp = bD -+ Cp_lﬁ -+ b2C2(p_l)52 + e bp—lc(p_l)(p—l)ﬁp—l
son raices de g, el cual se descompone sobre L y asi y1,...,% € L,
multiplicando cada y; por ¢*~* tenemos que
y=uy1 =bo+ B+ b7+ -+ bp1 57}
€ lys = (P Mo + B+ ba(% + - - -+ bp1(PT2BPY
CPys = P %bo + B+ b2 0% + - - - + bp 1 (PTIR gPL

¢ Pyp = Cbo -+ B -+ ba(PTIB% - - - 4 by (PR g1
vy al sumar teniendo en cuenta el Lema 3., tenemos que
B=13 _flcl-*y.- €L Asique e E(a)NL=MypB =be ENL = M,
Asf, Mo(B8) € M pues My € M y 8 € M. Falta ver que M C My(8), es
decir, que B genera a M sobre Mj.

Sea v € M, asique vy € Ly v € E(a), y como E(a) = E(f) entonces
existen cg,...,cp—1 € FE tales que v = co + c18 + c28% + --- + cp 1B
Ahora, como -y € L, por €l Lema 4 ~ es algebrdico sobre K, sea f € K [x] el
polinomio irreducible de v sobre K y ademds f se descompone sobre L. Sea
H(z) = f(co+ c1z + c22? + - - - + cp—12P™ ), H € E [z] y B es una raiz de H,
recordando que zP — b € E [x] es irreducible y 87 = b tenemos que z? — b
divide a H y nuevamente (' es raiz de H para cualquier i € Z y los ntiimeros

Y =co+erl B + -+ g DTN gE

z2=1,...,p, son raices de f, el cual se descompone sobre L y entonces
My---5Yp € L.
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Ahora, sea k € {0,...,p— 1} . Multiplicamos cada -;
por C"‘“") y
Yy=m —Co+c1ﬁ+625' e AR5 A+ cp 1 BPTE
CHO=Dyy = ol  + 10T * B+ 2?5 B2+ - - -+ i BF + - - -+ cpa(PTITR B
CHA=Dyy = o2k +01 (2R B4-0a (2R B2+ - kB - o C2P—1R) g

C’C(l"P)—YP = o€ A—P* ,¢P-DA=K By . .. pBr+- - A+ Cp1 (PN (E-1—k) gp—1
y suma.ndo los ¢¥(1~9~,; teniendo en mente el Lema 3. obtenemos

3% = 5_: K=y, € L.
Dado que,Be L, cr € L asi que cp,...,cp-1 € £ENL = Mp y entonces
v € Mpo(3). Asi que My(8) = M y M : My es una extensién pura. B
Este 1iltimo lema contiene el argumento fuerte para el siguiente teorema,

es la sencilla razén de ser del teorema.
Teorema. Si L estd contenido en una extensién radical de K, entonces

L : K es una extensién radical.
Demostracién. Supongamos que L © F 3y que £ : K es una extensién
radical, digamos que Fy, ..., E,, son tales que

K=FEsCcE,  CcEC---CFp=Fyparacada:=0,...
Fi+1 : E; es una extensién pura, en otras palabras, existe a; € Ei.; tal que

Eiyr = Eij(a:) y o € E; para algiin ndimero primo p;. Ahora, observamos
K=FEnNnLCcENLS---CE,,1NLCL:

Si FipaNL = E;NL, podemos eliminar una; si £;,1MNL ¥ E;NL entonces
por el Lema 5, £;43;NL : E;NL es una extensién pura, mostrando que L : K

,m — 1,

es una extensién radical. B
Observaciones.
1. Al enunciar la contrapositiva del teorema y, dado que si n = 5 la
extensién de campo L : K no es radical, podemos concluir que el campo L

no estd contenido en ninguna extensién radical de K
2. Dado que L es el campo de descomposicién de P € K [z], el polinomio

P no es soluble por radicales si n > 5.

€STA _TESIS
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