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Prólogo 

El presente trabajo detalla el artículo ''Indecomposable continua 
with one and two composants- original del Dr. David P. Bellamy 
(Fundamenta Mathematicae. 1987) en el cual se establecen las 
condiciones para que un continuo indescomponible tenga una o dos 
composantes,. se construye un continuo que cumple con taJes 
condiciones y se prueba que este tiene exactamente dos 
composantes. 

Ya que todo continuo métrico indescomponible tiene siempre 
una cantidad no numerable de composantes. es claro entonces que 
el continuo consb"uido en este trabajo es no métrico. Tal 
construcción involucra el límite inverso de co 1 continuos métricos 
indescomponibles y del límite inverso de aJgwias farniJias de 
hiperespacios de continuos. 

Este trabajo esta dividido en cuatro capítulos. En los tres 
primeros se prueban resultados generales ref'erentes a continuos, 
composantes. limites inversos e hiperespacios. El último capítulo es 
propiamente la exposición en detalle del artículo mencionado al 
inicio de este prólogo. 

Quisiera finahnente destacar que en la mayoría de los resultados 
ref"erentes a límites inversos que se exponen en el capítulo 11~ se han 
enunciado y probado para f"amilias de espacios cuyos índices son 
elementos de un conjunto dirigido ya que la todos los resultados 
encontrados a la f"echa estaban enunciados para Familias de espacios 
cuyos índices eran elementos de un coqjunto totalmente ordenado. 

Agradezco la colaboración de todas aquellas personas que 
contribuyeron con sugerencias. ideas y comentarios técnicos al 
presente trabajo y en especial a la Doctora Isabel Puga. quién lo 
dirigió con interés y paciencia durante todo su dessrrollo. 
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Capítulo 1 Continuos y composantes 

Un continuo X es un espacio topológico no vacto. Hausdorff'. compacto y conexo; Wl subconlinuo K 

de X es un subcspacio de c!stc. que a su vez es también un continuo. Decimos que X es continuo métrico si 

X es un continuo y adcmú adntitc una llM!trica. 

El hecho de que un espacio aca oampacio y conexo lo hncc interesante y ni mismo tiempo. rico en 

propic:dadcs y resultados. Algunos de estos resultados serán expuestos en este documento. A continuación 

algunos ejemplos de continuos: 

a) 1,.. (O, 1) b)X-,,~ 
O~ lO 

d)S'-0 
Corno es natural. antes de prof"undi7..ar en el estudio de los conlinuos. necesitamos probar algunos 

resultados básicos. Estos resultados están gcncrali7..ados con base en la siguicn1c definición: 

Ddlaiclón t.2 

Dcflnimos un conjunlo dirigido como un conjunto D con una relación < entre sus elementos que 

satisface: 
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a) Para lada a e D .. a -t:. a. (a no esta relacionado con a . antin:llcxividad). 

b)Para1odas a .. /1 .. r enD .a <P y P <, implic:aa<,. (transitividadJ. 

c)Paraladascz., /len D., existcA.cnD lalquc a<y y P<y . 

. .._....,_ ... 
Sean D un coqjunto dirigiclo. X 0 un espacio ~mpact:o y Hausdorff'y sea {X.} •IED una Cami1ia de 

espacios COmpaclOS no vacíos contenidos en Xo tales que x ... !:;:;" x .. sia <p. Sea X - nx,. Si u es 

'"º 
tm. sukonjunto abicno de X 0 tal que U :::> X . cn1onccs cxiSlc ~ E D tal que U :::> X ar para lodo a ~ (;. 

tti.tás aun. X es no vado. 

-...:Ión. Supongamos que para cada 11 E D existe a.(11) > 11 

aatquc X .. c"ll - U• 0. 

La familia de cenados ( X aC .,, - UJ tiene la propiedad de la 

intcnccción fini1a: (Xa(J7a) - (./) r""\ ••• n <Xa<.,.> - lf) ~ 0. ya 

quc<Xa(q¡> - l..J)r. ... ri cxa(,,...> - V>-<Xa("'' r""\ •• """' x.,,...» 
- U y como <Xa<"'> n ... n x • .,,.» =iX~ para~> máx(a.<11 1). 

a.(T1:i) •...• a<T1.)J. entonces <Xac:""> - l..J) n ..• r""\ e X a<.,.> - U) 

~X.t-U=iX ... c.c:>-U*0. 

As:i pues., n< X a<m - U) ~ 0. o lo que es lo mismo. 

""º 
<nXa<.,,>- u~ 0. Se probará que nx .. <.,, ,.,. nx., -X de 

qt;i.D .,....V 'J'E-D 

donde obtendremos que X - U ~ e. lo que es una conlradicción y 

oom;1uirá la prueba. Bastará probar que n X ... e.,, s= n X.,. 
""-º .,.._n 
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·• 

Sea pues • .:: E nx~,,) y 'Y e D. Como nxa(q) ~ x~r> y 
~D ~D 

X o<r>s;; X r cn1onccs z e X r. que es Jo que se quería mostrar. 

.._._,_2 
Sean D un conjunlo dirigido. X 0 un espacio compacto y HausdorfT. Sea {X.} a€D una Camilia de 

oontinUO& contenidos en Xº laJCs que xp s;;;: Xª si a < p y sea X = ax ... Entonces X es UD 

continuo. 

Dr.....Cracióa. X es un compacto porque la intcr.;ccción de 

compactos es compacto. Supongamos a X inconexo. Sea X - A 

u B con ~ B ajenos. no vactos y cerrados. Como X 0 (que es el 

anayor espacio en términos de contención) es normal. (compacto y 

HausdorfT :::::::> normal) existen abiertos ajenos V. W de X 0 laJcs 

que A e: Vy Be W. Sea U- V u W. Entonces Xp ~ CI 

para alguna p e D (proposición l. l). Entonces Xp - (X" 

n V> u (X 11 n W). Como Xp=>X-A1......JB. y A:oie0. B~0 

se tiene que X11 ,-.,V~ 0 y X 11 r'I W ~ 0. por lo que. X 11 no 

es conexo, Jo cual es una contradicción. 

Algunos rcsul lados básicos en Jo n:fercnlc al producto topológico de continllOS serán expuestos en el 

capitulo 11;. por el .momcnlo se requiere de una importanle definición que nos pcnnitirá profundizar en el 

estudio de los continuos. 

Sea X un continuo y sea A s;;;; X cualquier subconjunlo de X. Diremos que un continuo H ~ X es 

irn:duc:Jblc alrcdcdor de A si A ~ H y para todo subcontinuo K de X con A ~ K ~ H. se tiene que X .. H. 

CapftuJol Páahl• .J 



ParJ tener una idea más clara del conccplo. consideramos 1 = [O,. lJ. Sea H = [1/3,. J/2] e: l. 

Enlonccs H es irreducible alrededor de A = { J/3. l /2} . Más aun, podemos decir que 1 es irreducible 

alrededor de {O. l J. 

Existen continuos X la.Jcs que para 1odo subconlinuo A e:: X. con A~ se tiene q11e X no es 

irn:ducible alrededor de A. como S 1
• sin embargo. para lodo subcontinuoA e: X,. A está contenido en un 

subcontinuo de X irreducible aJrcdc:dor de A. Formalizaremos CSlo con el siguiente teorema que junto con las 

definiciones de composantc y continuo dcscomponiblc. darán origen al estudio de interesantes resultados. 

Teore.t• 1.1 

Sea X un con1inuo y sea A cualquier subconjunto de X Entonces. e.'IC.istc un subcontinuo H de X lal 

que Hes imx:luciblc alrededor de A. 

Antes de probar este teorema será necesario enunciar el llamado Principio Maxima.I y una 

definición que Je ac::ompatla. Sea A cualquier coqjunto y sea <:: una relación binaria definida entJc los 

elementos de A. Decimos que < define un orden simple sobre A o que A está simplemente ontcnado por < si. 

a) para todo a.ben A se tiene que a <h o bien que b <a y h) a <b y b <c implica a< c. 

Si en el enunciado anterior a) no ncccsariwncntc se cumple para cada pareja de puntos a. b en A 

entonces decimos que < define un orden parcial sobre A o que A está parcialmente ordenado por <. Ciabc 

tnCncionar que un conjunlo simplemente ordenado se dice que está bien ordenado si todo subc;:onjun10 no 

vacío A' de A tiene un primer elemento. 

PRINCIPIO MA.XIMAL. Sea A un conjunlo pan::ialmcnrc ordenado por <. Sea B un subconjunto de A y 

suponga que B CSlá simplemente ordenado por <. Entonces existe un subcoajunlo M de A que está 

simplemente ordenado por <. M contiene a B. y no es subconjunto propio de ningún 01 ro subcoqjunto de A 
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Defl•kW. 1..4 

Dc--craci6a del Tearr•• 1.1. Sea {l-lu.J la colección de todos 

los subcontinuos de X que contienen a A. Esta no es "'ada. pues el 

lOlal es un subconlinuo que contiene a A. Si definimos,. por 

inclusión. un onlcn parcial en {Ha). usando cJ principio 

maximal. podemos obtener una subcolccción maximal (Ka.•) con 

un orden simple. Sea K .. r. Ka•. De Ja proposición 1.2. K es un 

continuo que contiene a A. Si K no fuera irreducible aJrodcdor de 

A. un subc:onlinuo T de K ooDlcndrla a A y esto contradiria la 

maximalidad de {Ka•}. 

Sea X un continuo y sea p e X Definimos la composante de p como Ja unión de todos los 

sabconti.nuos propios de X que contienen ap y la denotaremos por Cp. 

Equivalentemente. Cp== {xeXI 3unsubcontinuopropioHdeXconx.p EH}. Dcaqufquc si 

y e Cp. entonces X es irreducible cntrcpyy. 

Sea X un continuo. Decimos que X es dcscomponible si existen dos subcontinuos propios A y B de 

X tales que X= A u B. Un continuo es indescomponiblc si no es descompon.iblc. 

La construcción de un continuo que es indescomponiblc no es inmediata ni trivial. En este 

anomcnto. con las berra.mientas que tenemos. es posible construir uno~ sin embargo. esto se reali..z.ará 

posteriormente. después de: tenninar el análisis de cicnas propu:Jadcs que harán natural su construcción. A 

continuación,. algunos ejemplos que ilUSU'acán la definición de composantc: 

Capitulo 1 Pálfia• 5 



a) Sea X - 1 - [O. IJ el intcrvalo unitario. Entonces C 0 - (o. t). C 1 -

(0.1] y e,,, - [O, I]. Observemos que e, - [O, 1) para toda I E (0.1). 

•>Sea X - D, -{o}• [-1. 1] u I •{o} cuyaaráficacslasiguienre: 

f 
En este caso. Cp - D:J P11f3 lodo p e D 3 • Asf pues, vemos que D 3 tiólo 

tiene una compo&aDIC. Hacemos la misma ~rvación para S'. donde S 1 

representa al conjunto de punlos en el plano cancsiano cuya dJstancia al 

oriacn es la unidad. 

e) Dc:Cmamos Y= { p E R 2 1 p =(X. Sen(l/x)) para x e (O. JO) ) y 

Sen(l/x),comoYu({o}x [-1. 1]) =X. 

1.-• 
10 

La oomp:.samc de X para h. y todo punto que esté en Y\ {a}. es X; la 

oomposan1c de X para a es Y y la composanlc para e es X\ {a}. Como 

,..semos ver. X tiene cxactamcnlc tn:s composanccs distinlas. 
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En los ejemplos anteriores podemos ver que las composantcs pueden ser. en cienos casos.. todo el 

continuo y en otros. casi todo. De hecho. se probará que las composantcs de un continuo K son densas en K 

y que ai K es dcacomponibte. entonces existe p e K tal que C, - K. He aquf algunos f'CSUltados 

' interesantes: 

T~l.31 

Si K es un continuo dcs:omponiblc. entonces K es composantc de alguno de sus puntos. 

~W. Supongamos que X - A u B donde A. B aon 

mbcontinuos propios de K. Sea p cualquier punto en A "" B (K 

a conclllo. por lo que A n B :J!:. 0). Entonces K es una 

composante para p. Si x es cualquier punto de K. entonces K 

contiene a un subcontinuo propio (ya sea A o B) conteniendo a p 

y a Jl. por lo que el teorema queda probado . 

• ._ ...... 3 

Sea K un continuo y sean Ca, Ch composantcs en K tales que Ch ~ Ca :J!:. K. Entonces Ca =Ch . 

...._1"8Cl6L Sea I e C 0 . Entonces exislc un subcontinuo 

Le•al.I 

propio H de K que contiene a a y a t. Como b e Ca• entonces 

existe un subcontinuo propio T de K que contiene a a y a b. 

De lo anterior concluimos que H u T es un continuo. pues es la 

unión de dos continuos con a e H (""'"'\ T; que es propio. pues H u 

T ~ Ca~Kyqucadcmás b, 'e Hu T. por lo que t E ch.que 

es lo que se quería probar. 

Sea K UD continuo y sean Ca- cb composantcs en K distintas de K tales que Ca ,;e Ch. Entonces 

K es irrcd..:iblc aln:dcdor de {a, b}. 

Capltulol Páafaia 7 



De.,_.nación.. Supongamos que K no es irreducible alrededor de 

{a. h). Entonces existe un subcontinuo propio H de K que 

contiene a fa. h J. EntoPCCS H r¡;; Ch. 

Sea ' e ch - Ca. Entonces cxisrc UD subcontinuo propio T de K. 

contenido en cb. que QDntic:nc a f '· ,, } . 

De Jo anterior concluimos que H v Tes un subcontinuo propio 

dcKpuesHv Tr;;;,.Cb ~ K (proposición l.J)yqucadcmása. / 

E H V T. por lo que 1 e ca> Jo que es una contradicción a la 

dcccióo de l. Esto concluye Ja demostración. 

Sean K un continuo dcscomponibfc y Ca- (-:'¡, composantcs distintas en K. Entonces K-=C0 u Ch. 

De......-.dóa. Se a.sume que C 0 ~X y que Cb :.e K. Oc otra 

manera. la demosrración seria trivial. Ahora bie~ supongamos 

que K~ C 0 1.....>Ch. Entonccsexiste/ceKralquekeC0 u e,,. 
Scatt A. B subcontinUOll propios de X taJes que K = A v B. 

Como (lema 1.1) K es irreducible entre a y b. podemos suponer, 

sin pérdida de generalidad. que a e A y b e B. 

Entonces f/c, a} e A o bien fk. hJ e B lo cual es una 

contradicción pues le E' C 0 y k E' e,,. 

Si K es un continuo dcscomponiblc entonces K tiene o bien una o bien tres composa.ntes. 

nn.o.cracióll. Sea p e K la1 que CP - K. supongamos que K 

tiene mas de una compounte. Entonces existe q E K taJ qt.: c .. 
~ K por lo que podernos eJcgir t e K - Cq, De Jo anlcrior 9C 

CapUuJoJ Pliaia• 8 



concluye que C, ~ K y que C 1 ;11!: Cq pues q ~ C 1 • A continuación. 

ac probar.ll que estas 3. son las únicas posibles composantcs de K. 

Sea r e K tal que C, :#. K. C, • C..~ y C,,_. C,. Por el 

teorema 1.4 podemos suponer que reCr Es decir. que existe un 

.-.:Ontinuo propio A (A e:: C 1) de K que contiene a l y a r. 

Sea x eC1. Entonces existe un subcontinuo propio B e: 

e, de K que contiene a X y a l. Como AuB es un 9Ubcontinuo 

pmpio de K (AuB i;; C 1 :;ie K> que contiene ax y ar, se tiene que 

x eCr y por lo tanto. C 1 ~ C,.. Esto implica que C1 - CI' 

(propoaición l.3) lo que es una contradicción. por lo que el 

teorema queda demostrado. 

Los anteriores l'CSUltados muestran que si un continuo es dcscomponiblc, el número de sus 

composantcs es l o bien 3, que l!stas no son ajenas. que una es el total. y que la unión de cualesquiera. dos de 

ellas es el total. A contimaación se discuten algunos resultados co lo referente a continuos métricos que no 

.,.. dcscomponiblcs. Como se verá.. las composantcs de estos continuos. se comportan. en número y 

estructura, de manera muy diferente a las de los continuos que son dcscomponiblcs. 

Teorema 1.6 

Un continuo P es dcscomponiblc si y sólo si existe un suboontinuo propio C de P con interior no 

vaclo. 

llre....C1"8Cióm.. Sea e como CD la hipótesis. Si p - e es conexo, 

como P-C no es todo P. vemos que P = C LJ P-C es una 

descomposición de P. Si P - C es no conexo, entonces P - C = 

u V V donde u y V son abiertos ajenos.. luego. u LJ e y Vv 

C mon subcontinuos propios de P (•) y entonces (UL.JC) u 

(VuC) es una descomposición de P. Inversamente. si Pes la 
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unión de dos subconlinuos propios C 1 y Cz entonces C 1 - C 2 es 

un abierto no vacio en P; por lo tanto C 1 tiene ponlos interiores. 

(*) Hoclmrg& Young •d. Addt•CHJ·H .. diry. l960pag 16 T_,,..ma /./4 

De lo anterior. podemos concluir que si K es un continuo métrico indcscomponiblc. éste no pomic 

ningún 5'.llK:ontinuo propio gJD puntos interiores. 

T_....1.7 

Si K es un continuo métrico. cada composante de X es la unión de una cantidad numerable de 

subc:ontinuos propios de K. 

Teore .. 1.• 

ne--1'8CW. Sea CP la composanle dclcnninada por un punro p. El 

coltjunlo abicno K - { p) tiene una base confable { U¡} . Para cada i. sea 

C¡ el mayor conexo de K - CJ¡ que contiene a p (a C¡ se le conoce 

también como •1a componente'" de K - U¡ que contiene a p). Entonces 

para cada i. C¡ es un suboontinuo propio de K que contiene a p y por lo 

Por otro lado, sea Xe cp. Como cp es una cornposante de K. 

cxiSlc un subcontinuo propio~ de K que contiene a p y ax. Sea qeK-K.'. 

Entonces existe j tal que q e U; y C1 s;;; K - ~. Asf. K" es un subcxlnjunto 

de Cj y X eCj. Por Jo tanto, C - uc, Jo QUC concluye la dcmo&tración . ..... 

Sea K un continuo métrico indc9componiblc. Entonces K tiene una canlidad. m> numerable de 

COmpo&anles. 
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T~•l-9 

De..-rKW.. Suponga que K contiene sólo una cantidad 

numerable de c:ompc-.anles. EnlOllCC$ (por el teorema 1. 7) cada 

c:ompounte de K es unión numerable de subcontinuos propios de 

Je. Esto implica que: K es una unión numerable de subcontinuos 

propios y ésf:m. no pueden contener puntos intcriORS (si asf fuera. 

K merla dcacomponiblc por el teorema 1.6). Esto contradice aJ 

ICOnmla de Bairc y concluye la demostración. 

(T•rema * ••re. Si M es un espacio mttrico completo. M no 

es la unión de una cantidad numerable de ftlbconjuntos cerrados 

con interior vado. Hoclu1tg & r°"',..-1. Addl.wn-W•~.y. pag. 87). 

Sea X un continuo indcscomponiblc. Enlonce:s Ja relación X ""' y si x y y están en la m.iSllUl 

composanlc es una rcJac.ión de equivalencia. 

DemoelracJólL Sólo Ja ttansitividad ccquiere demostración. 

Supongamos que X ,. y y que y ,. z. Entonces ex.isten 

subcontiouos propios K y H de X tales que :e, y e H y y, z e 

K. Como K u Hes un subcontinuo de .X: (pues y e K ~ H) y 

es propio. ya que X es tndcscomponible. la dcmosuación queda 

concluida. 

Los resultados antcriol'CS nos pernlitcn enunciar dos corolarios que son dctcnninantcs en el csturuo 

de los continoos indcscomponibles y que harán ver natural la con51.rUCCión de uno. 

Si K es un conlimm indcsoomponiblc, las composantcs de K son ajenas dos a dos. 
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Conllario.. 

Si K es un continuo indcscomponiblc. entonces K es irreducible entre cada dos puntos dis&into9 de 

un c:oajunlo no nwnerablc. 

Con las herramientas anteriores y ya habiendo madurado las ideas y conceptos f'undamealalcs de la 

&eoria de las composantes para continuos dcscomponibtcs e indescomponiblcs. podemos almra. construir mi 

continuo métrico indcscomponiblc y. al mismo tiempo. podremos fácilmente ver que en verdad lo es. 

Primeramente. una definición que se usari para su construcción: 

Sea S un subconjunto no vacio de R"". Definimos como una cadena simple a la familia !l .., 

{A1.A2 ••••• An} de subconjumos cenados de S donde cada A¡ con i - 1,2 •...• n será llamado un ~.<rlabdn 

Y donde los elementos de :J tienen la propiedad de que A, r\ AJ ~ 0 <=> li - ji S 1 . 

Adicionalmente. si :l - {A1 .A 2 ••.•• An} es una cadena simple de subconjuntos cerrados de Ss= 

R". decimos que :J va de X hasta : pasando por y si. X e A 1 • ;: E A" y y E A 1 para algún i 

e{2.3 •...• n-1}. En el siguiente ejemplo. denotaremos por !3• - ºA, que como podemos ver. es un 

subconjunto cerrado de S. 

Ejemplo de u.a coattnuo lndetteo111ponible 

Sean a. b. e puntos distintos de R 2 y sean :l,. cadenas en R 2 con u - 1.2 •... cuyos eslabones.,. 

dillCOS cerrados con diámetro menor a 2-" tales que: 

i) 'V n =O. t.... !33 n-+-l va de a hasta e pasando porb~ 

:l3 ... 2 va de b hasta e pasando por a; 

y 3 3,.. 3 va de a hasta b pasando po..- c. 
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De la propiedad ii) ac sigue que si X - ñC~) cnlonocs X"""" ñ(:r-_,) (X es un continuo por la ..... ..-o 
Prqmúción 1.2). Ahora-= probará que X es irreducible entre a y c. 

Sea K un subcontinuo propio de X con a. e e K. Sea p e X - K. Entonces Ja discancia d(p. K) de 

p a K es positiva y por ID tanto c.x.istc n E N tal que d(p. ,K) > 2-• . Como :J. - {A 1 • A 2 ••••• A m } • existe i 

E {1.2, ...• m}talqucpEA,ycntoncesA,r"""\K= 0paraalgúnie cr.2 •...• 111}. 

O V= Wr"""\ K y V- Wr"""\ Kson cerrados dcK. 

;¡¡V u V'-K pues ya que A,,-, K= 0. (WuW') ,-,K= (X-A¡) ,-,K=K 

iii) V,-, V'= 0 pucs(Wr. K) r. (W'r.. K) = (Wr..W') r.. K= 0 

iv)a e V ye eV' 

De: los cuatro punlos ameriorcs se obtiene que K no es conexo, Jo que es una contradicción. por lo 

que concluimos que K - X. Análogamcnlc se prueba que X es irrcducibJc entre a y by que también lo es 

cnb'e by e por lo que X es indcscomponible (Lema O). 

~ O~ Si un continuo X es irreducible entre cada dos de tres punlos elegidos de X entonces X es un 

continuo indcscomponible. 

~ Supongamos que X es im:duciblc entre cada dos de 

tres puntos elegidos y que ... Y es dcscomponible. es decir, que X""" A 1 

u~ con A 1 y ~ subcontinuos propios de .X: 
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Sean a. b, e e X tos puntos elegidos. Entonces, dos de estos tres puntos 

están contenidos o bien en A 1 o bien A 2 • digamos que a. b e A 1 • 

Como A 1 es un subcontinuo propio de X. se tiene entonces que X no es 

incducible cnlJ"C a y b, lo que es una contradicción. Esta contradicción 

muestra que X es indescomponiblc. 

A continUM:ión, un esquema del continuo que se construyó antcrionncntc. En él, se ven esbozados 

los tres primeros pPO& de la construcción. 

Figura 4 Esquema de Ja construcción anterior 
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Capftulo 11 lim/les Inversos 

T~2.J 

Sea D un coqjun10 dirigido. EJ espacio producto n X... de la f"amilia de espacios lopológicos DO 
R•D 

vaclos { (Xª. T .. ) } ..,,. D es un espacio no vacfo y conexo si y sólo si cada X ... es conexo. tdás aun. si 

Con base en el teorema anterior podemos decir que el producto e= n x, de continuos es un ,.o 
continuo. l\.fásaun. Ces un continuo no vacfo si y sólo si, para cad., re D,X.,es un conJinuo novado. 

--2.• 
Sea D un conjunto dirigido. Un sistema inverso {X ... ;r[a.PJ }consiste de dos Familias: una 

familia de espacios topológicos no vacios { (X.,... r,..) } ..... n (llamados espacios coordenados) y una 

&milia de füncioncs continuas { r (a ,p J J a:. p e D y a~ p } (llamadas füncionc::s de ligadura) coa. tas 

-lc-2.2 

lJ r [a ,p] :Xg ->X,,. 

ii) Para a, A }'e D si}' s; /js; acnronccs r[P ,y J•r[ a ,p J =r[ a ,y]. 

iii)r[a,.a](x ... )=x.,.. para toda aef...J ytodaxªe X ... 

Sea D un conjunto dirigido y sea S = {. . ..Y.,,;r[a.P] }. con a.pe D. un sistema iirveno • 

.Definimos el limirc inverso de S como: 
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con la topología hcRdada por la topología producto. 

A contin&m::ión una importante proposición que facilitará la dcmo&tración de uno de los teoremas m4s 

importantes de c:stc capftulo. Este muestra que un limite inverso puede verse como la intcrw=cción anidada de 

p._¡c-2.1 

Sea D un conjunto dirigido y sea {Xª; r [a, p ] } un sJstcma inverso de continuos métricos y 

funciones de ligadura supraycctivas r [a ,p ] con Umitc inverso X_. Para cada 1J E D. definimos : 

Q.- {<x.>_. e nx. :r[a.P] (x.)=x,.paratodasa.peD ta1esqucp s as 17} 

siempre con la topología heredada por la topolog.La producto. Se tiene entonces que: 

i) Q., =>Q'" si 1J < t; 

il) Q., es horncomoño a n X, 
". 

iii>X-= nQ., .-v 
DcmmCnd6a i) y iii) son inmediatas. Para el inciso li) sea T} e D y 

'I' :Q.,_.Ox, definida por: <p(<x.,,>,...€,0) - <xª>.,.:i:.,· ... 
Probaremos que '1' es biycctiva. continua y con inversa continua. 

lnyc>ctividad. 

Sean <Xa >aimD • <y.,. >.,...n e QTI con <X,... >.,,,.n ""' 

<y.,. >.,,..n cntonces..cxistey E D talque :x, *Yr· 
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Corno <P (< x ... >u<iD) - < Xa >a;i:., Y <P (<Ya >a.,..D) - < Yu >..,~,, 

si y~ r¡cs inmediato que< x ... > .. ~.,.,,,,.<Ya>..,~,,. 

Si Y<T/ cntonccsx.,:;t:.y,,(si x,,=y.,cntonccs x,""' r(TJ.r](x,,) "'* 

r[ 11. y)(y.,) =y,. que es una contradicción) y p:>r lo tanto se tiene que 

Suprayect.ividad. 

Sea< z, >,.,,,en .. Y,. Construimos< x ... > ... ...n en Q., asi: ,..,_,, 

Í r [ TJ.P ]<=.>para¡;< TJ 

x,.= { 
l:~ para p >o T/ 

De la anterior construcción se tiene que < Xª > u<eD e Q., Y que 

tp ( < X ... > ar.:D ) - < z 7 > ,~., lo que rnucstm la suprnycctividad de q;. 

tp es continua pues tp es la restricción a Q 11 de una función proyección. 

La función i: : Q X r--+ Q11 definida de la siguiente manera: 

i:( < x, >,.,.,) - <q.., > ... .,0 donde qP = r [r¡,p](x.,) para P < 'lY 

q 11 = Xp para /j ~ 71. es continua. pues cada r [ r¡,p) lo cs. para todos 

q, Pen D con ps;71. Para concluir la prueba. bastará mostrar que i: es la 

inversa de q>. Es decir. deberá probarse que i:( q>( x)) ""X para todo X e 

Q"l. o bien. ya que q> es inyectiva. ()-· por Jo tanto su inversa es única) que 

q>( i:( ;: ) ) = ;: para todo ;: e n X T. pero esto último es inmediato 

apanir de la definición de "t, lo que concluye la prueba. 
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_.,_2.3 
Sea D un amjan10 dirigido. aca {x .. ~r[a.P]} un sistema inverso de continuos con llmhc 

i8"eno x_ y ca a. E D. Si 7r.: n X T -t>Xa. denota ta proyc:cci.6n de n X T en xca y 7C .. \x su 
Tfi.D T-.D -

ftSlricci6n a X •. definimos a p 0 :X_-+ X,. <la a--ésima proyecci6ndcX00 enX .... > como P .. - n 0 \x_. 

DE: la definición anterior y de la fonna en que se define la topologia producto se desprende, de 

..-ncra inmc:diaia. que para toda a. e D. p 0 ( < x, > ,.., 0 ) - X 0 , tal como fue definida. es una función 

continua. También es inmediato que si "/'. ' e D son tales que y < t; . entonces p, == r [ t;. y ) o P~· 

• ..._..,.....2.2 

Sea {Xd;r [a.P]} sistema invciso tn1 que cada función de ligadura es supraycct.iva. 

Entonces p 0 :X_ ~X..,. la a.-ésima proyección dcXcxicnX0 • es suprayectiva para cada a. e D: 

que K ,-., X., en no vacio. Ahora bien. si para cada T\ e D definimos Q11 

tal y como se hizo en la proposición 2.1. tenemos entonces que probar 

que K n n Q~ es no vacto o equivalentemente, por la pcoposici6n l. t, 
(<D 

qucKnQT\ ~ 0 para toda11 e D. 

Sea pues Tl e D. Como D es un conjunto dirigido, c.xlste -y e D 

tal que y> T\ y y> a.. Como r[y. ot]:.Xy-+X0 es supraycctiva., existe x.., e 

X., tal que xa. = r[y. a.](.r..,). Dcfinimos.rp"" r[y. 13](x..,) para toda f} <y~ 

y si u no es menor que y, simplemente elegimos algún punto xu e Xv. 
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Teore•• 2.2 

Del párTafo anterior se tiene que (x.:},: .. o e K,...... Q 11 • por lo 

que p.,,: X.., -> X 0 es supraycctiva. que es lo que se qucrla probar. 

Sea D un conjun10 dirigido. Si {X .. ; r [ a.p] } es un sistema inverso donde cada X a es un 

con&inuo. entonces su limite inverso X -o es un continuo. Más aun. si para cada a e D. X" contiene más 

de un punto. y cada r [ a.P] es supraycctiva. entonces el limite inverso X.., tiene más de un punto. 

~raclcMI. Como cada Q., es un continuo (por ser homcomoño a 

n X r y con base en la proposición 2. t >por ta proposición 1.2 se tiene 

entonces que X., - ,::1 Q 
17 

es un continuo distinto del vacío. 

Para la segunda parte de la demostración. sea < X,, >.,.o E X en y sea 

a e D fijo. Como X... por hipótesis. contiene más de un punto. 

podemos elegir y 0 eX .. taJ que y 0~x ... Como pª:X .. -..X .. es 

supraycctiva. existe (Y .. ) .. .., 0 e X~ tal que Pa.C(Y.,,).,, .. 0 ) - Y a• Esto 

concluye la demostración. 

Un subcoajunto R de un espacio S es un retracto de S si existe una función continuaf: S ~ R tal 

qucfir>-x para cada punto X en R.:. tal función es llamad.'I una retracción. 

l...cm• 2.1 

Sea T el conjunto de ordinales menores que ro 1 con el orden ele los ordinales. donde m 1 rcpn::9enta 

al primer onlinal no numerable. y sea { ... Yª; r [a. P ) } un sistema inverso de continuos con limite inverso 
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x_. Supongamos que cada r [a.P] es una retracción y que para cada e. l;; E T. con~< l;. 5C tiene que X~ 

es un subcontinuo propio de X,. Sea -, e T. emonccs existe un encaje de X.., en X,.. . 

.._..raclóla. Sea h :X'..,-x_ definida como he x > - < x .. > .... T 

rx 
X'),. - { 

lr(y,>.((X) si A <y. 

h esta bien definida pues < X .. > •uT cs. en efecto. un elemento de X., 

ya que. por hipótesis. si X E xr " E XTl para toda T\ >y y cada r [ a.p] 

es una rcuacción. 

La inyc:ctividad de h es inmediata. ya que si x ~y entonces < Xa > a<E.T ~ 

<Y .. > asT pues difieren. por constnlcción. en el lugar y. 

hes continua. pues para cada A. < y9 la función J).: x.,-x),. definida por 

JA(x) - r(y. A.J(x) es continua y para todo y s A. con y. A e T. se tic~ 

que la aplicación J'>-: x..,-... Y,.. definida por J'A(x)-+x. también lo cs. 

Finalmente. Tia.. a.)(x) - x para todo x. e Xu y teda a e T. lo que prueba 

CSla afirmación. Adicionalmente, obtenemos que h<.X.,) es un subcontinuo 

de x _ (ya que es la imagen de un continuo bajo una función continua) y 

que además es propio. ya que existe < zª > ªª e X.,,, - h(X.,) , donde 

Za. E xa. - u X JJ para cada a. e T. Esta elección es posible dado que para 
jka 

cada!;.. l; e T. con l; < l;. se tiene que X~ es un subconlinuo propio de x,. 
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Dado lo anterior. h-X., --+h<.X.,) como f"ué definida. es una función 

continua y biyectiva entre Jos continuos X., y h(X.,). por lo que 

concluimos que es un homcomiJrtfismo. Esto concluye la demostración. 

A partir de csae momento. si Ges el conjunto de tos ordinales menores que m 1• con el orden de los ordinales. 

y~ - {X .. ;r[a.P]} es un sistema inverso de continuos que satisface las hipótesis del lema 2.1. nos 

podremos n::fcrir a xg para cada a. E G. como un subcontinuo propio del lhnitc iavcrao de :.. En lo 

sucesivo. DO& rcferin:mos a los clcmcnlos de E - h! X .. como al conjunlo de las m 1-sucesiones cai c:oas

tantes. Es decir. clcrncnlos <Xª > .. .,..., tales que para alguna TI e G . .:: tiene qucXa -x11 pam toda a.> "1· 

Lema 2.2 

Sea D un conjunto dirigido y sea {X .. ; r [ a.P] } un sistema inverso de continuos con limite 

invets0 X_. Sea Wun subconjunto compactodcX'°. En1onccs W = ( IlPa(JV) ]r-.X -· 
••D 

que ver que ( w ª) ª"'º E [ [! p ª ( W) ) • pero CSlo es claro pues 

w. ep0 (W). Por toque: W ¡;;;; ( np.(W) )nX -· 

Ahora. sea (Y.) •• 
0 

e[ [!p.(W) ) nX _ y '"'ra cada y eD 

dcflnasc:K,. = W r"I p:{y ,} y consideremos los 3 siguicnlcs puntos: 

a) Dado que y, e p,(JV) 'Vy E D • podemos afirmar que 

K, 4' 0 'Vy eD. 
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b) La imagen inversa de (Yyl bajo Pr~ que es una función 

contin~ es un cerrado de: X_ y por lo tanto es un compacto de X_; 

finaJmcnre. como W es compacto. concluimos que K, cambién lo cs. 

e) K, e: X, si y < t; con .;. 'J' e D. Bastará probar 

que p~ (y,) c5'á contenido en p~(y,). Sea (x0 ) e p~ (y,). 

Entonces Y.: =p.: <(x.) •• D ). luego r[~r J(yJ - r[~y] 

(p.:<{x.} •• 0 )). Como p,=r[.;.r]•P.:· tiene que 

Y, =r[~r J(y.:)-p,( (x.}.< 0 ) Y (Y.} •• D e X~. 

(.r0 ) 0 ,.D E P~ (y,). corno se n:qucria probar. 

Dado Jo anterior. la familia { K, } ,r. D tiene la propiedad de la 

intersección finita y por to tanto. n K, -:# 0. 
r<D 

Sea V = (V a) a .. v E n K,. Claramente, V e w y además. 
r<D 

V r =Y, "o'y ED por lo que V= {Y,),~D. lo que concluye la 

demostración. (Si para algún ')' e D V,. ~ y, . como (V a) a..:D E K .,. 

ac tendría entonces que Y, - p,.( (va)al:D) - v,. contradiciendo la 

elección de y.) 

Sea D un conjunto dirigido y sea T un subconjunto de: D. Decimos que T está distribuido en D si. 

pan toda a. e D. existe y e T tal que ex.< y. 
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Cabe mencionar que si D es un conjunto dirigido, y F es un subconjunto de D que no Ctllá 

distribuido en D. entonces F está acotado supcriormcn&e. Esla oblicrvación a la definición anterior nos 

r.:ilitará probar el siguiente teorema. En lo sucesivo. si A s;;. X... definimos r [a ~P ]{.A} -

T .. nma2.3 

Sea D un conjunto dirigido y sea {X .. ~r [a~P] } un sistema inverso de continuos y funciones 

de ligmlura r [a ~P] supraycctivas con limite inverso X.,. Supongamos que para toda ' e D. si A tC .B tC 

son subconlinuos dcX r: tales que Ar: u B, = X.;• entonces se tiene que, o bien r [ {. r ](A,} = X,, o 

bien r [ t:; ~ r l( B.;) = X T para ,. < ~- Entonces X.., es un continuo indcscomponible. 

ne..o.traclóa. Supongamos que X., - A u B con A. B subcontinuos 

de X_. Se probará que A - X_ o bien que B- X_. Sabemos qucXcz 

-pa<X~>-pa<A....,BJ-pa<A ¡.._,pa<B> Va.eD. 

Del párrafo anterior. y por hipólcsis. para toda a.eD 

r[a.P](p.(A >)=Xp o r[a.P](p.(B>)=X,.. Como 

r[a~P]ºP .. =Pp (ver el comentario a la definición 2.S). entonces 

Sea !3 = ( T¡;;;l) 1 T está distribuido en D) y ocan F = {y e D 1 
P,(A )=X,}yG= {yeDlp,(B)=X,1.eomoFvG-D. 
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t..e.a2...3• 

entonces F e ~ o G e :l. Podernos suponer. sin pérdida de generali~ 

que ocurre lo primero~ es decir, que F e :J. Se probará que F =D. 

Sea pues. y e D y 8Cll v e F tal que y < v. Como p.,(A ) = X., y 

cdstc r [ V • r] : X " ____. X, entonces 1cncmos que XT 

r [v. T ](p.(A >) - p,(A ). Por lo canto., e F. 

"-'" el lcnm. 2.2. como A es un subconjunto compacto de X.,. A -

<!]p0 (A ))r"""\ X... Como p,(A ) =X, V' .,. e D. ac tiene 

entonces que A = X ... por Jo que la demostración queda concluida. 

Sea Xun espacio métrico compacto y sea {~:a.< 61¡J una f"amilia de conjuntos cerrados en X 

tales que Ku. ~ Kp, si a..>lJ. Entonces existe 'l < co ¡ tal que Ky""' ~ para todo y> 'Tl· 

DemoMrm::W.. Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que 

para todo a. <m¡ 3 A> a. tal que K 0 - KA.~ 0. 

De lo anlcrior. podemos construir la siguiente familia Uüutita de 

ordinales: !J = {TJ(. <ro1 1 ~<mi. 'Tla < 'lp, si a.< fJ yKTJ .. -KTJp ;t!. 0} 

Sea. para ~ A. < ro 1 • ::.,,._ e KTb. - K'Tlr donde TI>..• n., e ::J y y 

ca mayor que;.. Sea Ys (:A:;.< roi). 

ColDO Y e; X y X es 2° numerable, Y también lo es y por lo 

tanlo. es LindclOtr. (To"°"'1c1A LIU.,, Vol/ pos 146E,JJ.lor~ 19164' 
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ScaA 4 -X-K4 ysca.A'4 -A 4 ri Y. Y~ LJA".,¡.yaqucsiz1 , .... 
E Y. entonces existeµ <m¡ tal qucz.,e XTly-Kllµ lucgo, z., e X-KTl~ 

- A11.,... por lo tanto, z., e A11,...,..... Y - A 'llta <;;;; LJ Aº a . ..... 

Como Y es LiodelOff, podemos oblcncr una subcubicna 

muncrablc { Aº..,
1 
.A•

01
, .•• ,A' .... , ... } de la cubierta {A'u.: a.< m1}. 

Sea y - svp {a.. : n e E } . Entonces, para algún en1cro no negativo t. z., e 

A'
00 

y por Jo tanto, z., .iK
0

, ;;,K.,=>Kllr loquccsunacon1radioci6n., 

pues z., e KTJ.,- KTl,...- Asi pues, el lema queda probado. 

(*) l!2I& Para la demostración de este lema, se conl6 con la ayuda del 

Dr. Angel Tamariz Masca.rúa. quién contribuyó con la mayoría de ideas 

y sugcrcncias en él expuestas y a quién se le agradece tal cs:fucrzo. 
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C•pitulo 111 Hlperespacios 

En ale capitulo. las dcmosbacioncs a las proposiciones 3.1. 3.2. 3.3. el teorema 3.1. y el lema 3.1 son 

originales del Dr. Alejandro lllanes Mcjin. A5f mismo. las dcmostracioncs al teorema 3.2 y al lema 3.2 lo 

M>D. pero han sido. en este docwnento. rescritas de manera equivalente. con d fin de facilitar su integración 

y lecrura al n:slo de las pruposicionca en eslc capitulo. 

_..,_3.1 
Sea Xttncontiouo métrico. Definimos 2x = { A~ X:A es cerrado y A :;it: 0 } y C(X) = 

{ A E2x:A es conexo}. 

-.icl6a3.2 

Sea X un continuo y d una métrica en X. Dados & > O y A E2x definimos N(c. A)= 

{ x eX:3 a e A 31 d(a.r) < & } y la llamamos la nube de radio e alrededor de A. 

DadD que N (e. A) puede !ICJ' también visto como la unión de las bolas con centro en cada punto de 

A y radio c. se puede concluir, de manera inmediata, que N(c.A) es abieno en X 

.._.ucl6a3.I 

Pan> A. Ben 2x dcfinhnos H(A.B) = iru{ & >O :A e:: N(c.B)y Be N(c.A) }. La 

función H(A. B) define una métrica en 2x. Tal métrica se conoce como la métrica de HausdorfT. --i) H está bien definida. Sean A,B en 2x Como A es no vacfo, 

podemos elegir algún a 0 E A . Ahora,. como B es cenado en un 

compacto, B también es compacto; por lo tanto, c."1stcn 

Entooccs Be B.(a0 ) e N(c. A)_ Análogamente. exist:c&1 >O 

tal que Ac N(c1.B). Sen & 2 =már{c 1 .e} cn1onccs 
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BcN(&2 .A) y Ac:N(c2 .B)_ Asi. el conjunto con el que 

definirnos H(A.B) es no vado y está acotado inferionncnle por cl 

cao. 

ii) H(A.B):o?: O pues es un fnfimo de valores positivos. 

iii) H(A.B) - H(B,A). PucsA y Bjucgan-lcs simétricos 

lv) H(A.B) - O ;mphca A ~B. Sea ben B. Por dcmollUar que 

b está en A. Como A es cenado. a-ta pTObat que b cst* en la 

cerradura de A. Sea 5 > o_ Como & > o -H(A.B) ct11onccS 

3s >O tal que e< 5 y Be: N(s, A) e: N(O., A). De manera 

que b E N(5, A). Asl pues. existe a en A tal que d(a,b) <5. Esto 

muestra que B.,(h)r""\ A '11:- 0. por lo que b esté en la cerradura de 

A. De manera similar se puede probar que A e B por lo tanto. 

A=B. 

v) H(A.B) :o:; H(A,C) + H(C,B). Se probará....- el siguiente 

i-ho: s; A e: N(e,C) y C e: N ( 5. B), entonces 

A e: N(e+ 6,B). Sea a E A e: N(&.C) entonces cxisle e en C 

tal que d(a,c) < &. Como e eC e N(ó.B), entonces existe ben 

B tal que d(c.b) < o. De aqul que d(a.h) s d(a.c) + d(c,b) < & 

+ ó. Por lo que A e: N(&+ 6,B). 

Dado lo anterior. podemos ver que H(A,C)+ H(C,B) -

= ínf{e> O :A e: N(e,A)y Ce: N(s,A)}+ 

+inf{5> O :Ce: N(5,B) y Be: N(5,C)} 
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= íru{e+ 5:A e:: N(c,C), Ce: N(e,A), Ce: N(5,B), Be: N(ó,C)} 

Y por la propiedad inicialmente descrita: 

H(A,C)+ H(C.B);z 

;;,ínf"{e+6':A e::: N(c+5.B) y Be::: N(c+5,A)} = H(A,B) 

Con lo que concluye la demostración probando asi que H es métrica. 

A partir de este momento. intentaremos mo&trar que C(X) es un cspllCio compacto; para este efecto. 

p;c:Maea1www primero que 2x es compacto y entonces balará dcmoslral' que C(X) es cenado en 2x , 

Defl•icl69 13 

Si {A,J: .. , e: 2x. dc:finlmos 1ím inf A. - {xeX: para toda e > O B .. (x) r'\ A" ~ C2l para casi 

~ n (ladas salvo un número finito)). De manera similar definimos: 

lim Rlp A. - {reX: para toda e> O B .. (x) ~A.~ C2l para una infinidad de indices} 

.._..,_3.2 
•) lim inf ~ e lim sup A •. 

b) lím inf A. y lim sup An son conjuntos cerrados. 

e) lirn sup A. "" 0 para toda ....,.,.;ón {A.}:., . --· a) Sea x e lim inf' An· Tenemos que mostrar que x e lím sup A,,. es 

decir. cenemos que probar que si e > o. cntoooc:s B.(x) n ~ ;e 0 

para una infinidad de Indices n. Como x e lim inf" A •• por dcfln.ici6n 

tenemos que B .. (x) n A. ;e 0 para casi toda n.. es decir. existe un 

número N e N taJ que B.(x)nA. ;e 0. para toda n > N y. por 

tanto. B.(x)n~ ;e 0 para. una infinidad de indices n. De esto 

cooc1uimoa que x e lím sup A". 
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..._... .... 3.3 

b) Dcmosuun:mos que Jim sup A. coincide con su cerradura. Bartará 

probar que lim sup An e lím sup ~. 

Sea pues x e lim sup A. y aca & > o. Enlonccs tenemos que 

(lim sup An> n B.(x) ~ 0. de manera que podemos lomar un 

punlo z e (Jim sup A .. ) I"'"\ B.(x). Como z e B.(x) tenemos que 

existe 6 >O tal que B 4 (z) e B.(x) y como z e lím sup A.,. 

entonces B 6 ( z) ,-,, A,. ~ 0 para una infinidad de indices n. De aqul 

que B.(x) r"\ ~ ~ 0 para una infinidad de indices n y por tanto x e 

límsupA_. 

La demostración de que lim inf'" ~ es cerrado es análoga a la anterior. 

e) Elegimos puntos an e A... Como X es compacto. existen un punto en 

x en X y una subsuccsión { ª"• } ~ .. ,de la sucesión { An} : ... 1 • tales que 

an.. tiende a x. cuando k tiende a irüutito. Dada e > O, existe un 

número natum.l M tal que an .. E B.(x) para toda k ~ M. De aquf que 

B.(x) intcrsccta a A,. para una infinidad de Jndiccs n. Por ranto x e 

lim sup An. Hemos probado entonces que lím sup An ~ 0 para 

cualquier sucesión {AnJ: .. 1 e 2x, 

a) x e Jim inf' A" si y sólo si e:idstc una sucesión {x,.J: .. , de X tal que "n __. x y "ri e A,.. para 

todanefi. 

b) x E lim sup An si y sólo si cxi5lc una sucesión de mimcros naturales n 1 < n 2 < ... y 

existen puntos ""• e An. (para toda k) tales que xn,. __.., x. 
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_....,...._ 
a) e=) Sea {xnl': .. , una sucesión en Xtal que x,.--+ x y x,. eA ... para 

toda n e fi. Para dc:mosl.J"ar que :x e lím inf A... tomemos e > o. 

Entonoi:s cxinc N E 1T tal que d ex,.., x) < e, para toda n e:: N. De 

manaa que X.a E B,.(x) fl An para toda n 2: N. Asf que B,.(x) n A., ~ 

0 para toda n 2: N. Por tanto. x e Jim inf A". 

==>)Sea x E lím inf A". para cada n clcgllnos x,.. e A,. de tal forma que 

d(x., "s.) - 1nin( d(x,. y) : y e A,. ), donde des la métrica de X. ("n está 

bien definido para cada n pues la función e: X -..R definida por r <Y> -

d(x, y), con X fijo, es continua y como A,. es compacto, C alcanza un 

m.Jnimo en A., • Por lo tanto, cxislc "ne A,. tal que C ("n) - mln ( l{y) e 

R : y e A,. ) . ) Vamos a demostrar que X.. - x. Para esto tomamos e > 

O, como x e lim inf An• existe N e H tal que B,.(x) f\ An ~ 0 para 

toda n C:: N. De modo que, para cada n 2: N. existe ª" e A.. tal que d (X. 

a") <e, pero d(x. x,.) - min( dCx. y): y e A,.) :S d(x. a")< e para 

toda o 2: N. Por tanto x,. --+ x. 

b) e=) Supongamos que existe una sucesión de níuncros naturales n 1 < 

"2 < . . . y existen punlos ""• e A,.. ( para. toda k ) tales que ""• --+ 

x. Tenemos que demostrar que x e lím sup An . Sea e > O, cnlonccs 

existe t e :tf tal que d(X. x,.._ ) <e para toda k 2: t. esto implica que xn. 

eA,.
1 

r"'I B.(x) para toda k ~ t, de manera que B~(x) r"'I A,. ~ 0 para 

una Infinidad de Indices n e "tt • °tl.+I • etc. ). Por lo tanto. X E 

lim sup ~-

Capitulo 111 PálP•• S 



Te.l"'elU. 3. l 

=>)Sea x e lim sup A... Entonces. para toda e >O • B.(x) ~A. :;11 0 

.-ra WU1 infinidad de Indices n. En particular para e - 1 ac tiene que 

8-(x)~A.~ 0 para una infinidad de lndiccs n. Elegimos n 1 e lf y 

"'••e B 1 (x.)ntf..
1 

cntoncesd(x. x.
1
)< 1 y x.,

1 
e .A,.

1
• 

Para e - 112 Bm,(x)n Án:¡1:. 0 para una lnfiWcbd de u.tices a. 

CDIODICCS podclOOS elegir n 2 > n 1 tal que Bwz. (x) n A.,
2 

:¡1:. 0. Elcgimaa 

•.,e 0.,2 (x)n~.cntoncc:sd(x. xn 1 )< 1/2y xn, e.A,.::i. 

Continuando este procedimiento. se pueden elegir núJncnJg naturales 

n 1 < n 2 < n 3 < ... y puntos x 1111 E An., tales que d(x. X"•) < l/k. 

De aqul se sigue que x..., - x cuando k - co. 

La razón por la que incluiJN)& en CSIC tnlbajo las S>Cioncs de limite 

superior es que vamos a usarlo para demostrar que 2 x es compactO. Pero 

antes de hacer esto vcn:mos qué relación tienen estos lindtcs con la 

convergencia que ya tenemos definida en 2x con la ~ de 

Hausdorlf'. 

Sea {A.}: .. , e: 2x • entonces A,. converge con ta metricadc Hau.dorft" a un A e 2x si y961o si 

fun inf A.- A - lím sup An. 

~rKW'lm. 

:::::::>)Supongamos que A,. converge con la métrica de ~a un.A e 

2x. ~mosqucliminfA,.-A -limsupA •. -

lim inf A.. e lim sup A,.. cntOftCCS sólo tenemos que dcmo&uar que 
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y que b)Jím sup A_.c:: A. 

•) Sean a E A y e > O. Como A. converge a A ( con la mflrica de 

u.u.iartr) s licoc que cxislc Ne .JiJ tal que He A. A.)< e para toda 

o 2 N. Es Dcil dcmomlrar que esto implica que A e:: N(c • A,. ). Sea n 

E R cnt.,.;es a e N(c • A. ). Esto implica que cxislc x. e A. tal que 

d(a. x.J <c.. De manera que "n 4!!! B.(a)r-iAª . .Hemos probado que 

B.(a)nA. ""C2J para toda n .<?. N. Eao muestra que a e lim inf" A..

..,_ tanto A climinfA,,. 

b) S~ que. Um sup A.. no CSlá contenido ca A. cnaonccs existe 

x E lint RIP ~ tal que x « A . Como A es cerrado, entonces existe e 

> o tal que B.(x}nA - 0. Ya que X E lim sup ~.tenemos que 

B.(x)n.A_. ""0 para una infinidad de indices n . Dado que A. 

converge a A • para todo s. > o. existe N e fi lal que HcA. A,. ) < s 

para todo n 2:. N; es decir. tal qucA,. e: N( &12. A > y A e:: N< E12. A,. ) 

para toda n 2 N. Entonces podemos elegir M '"'=: N lal que B.,.:;i: (x) r"I AM 

• 0. Elijamo8 z E B.,.2 (x)l"""'IAM. cm:onccs d( x. z) < FJ2 y z e 

AM e:: Ne cl'2. A). De aquf que d( x. z) < 612 y existe a e A tal que 

d( z • a ) < c/2. Esto implica que d( x ,a ) < e donde a e A . Por tanto 

B.(:f¡.) intcrsecta a A. Esto contradice la elección de e y prueba que 

limsupA,, cA. 

Con esto complcmcwamos la demostración de=>). 

=>Abara_,......,. que lim sup A,. - lim inf A,,. Definimos A -

lim sup A.... A e 2x pues se vio que lim sup Aª es cerrado y no 
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vado. Enlonccs hay que demostrar que A.. converge a A con la métrica 

de HausdoñT . 

Sea e > o. probaremos que: 

a) Existe M 1 e fi tal que A e N( c. A .. ). para toda n ~ M 1 y, 

b) Existe M 2 E E tal que A" e N(c, A), para toda n 2: M 2 • 

b) Supongamos que no se cwnple b). Esto es, supongamos que para toda 

N E E • existe n 2: N tal que A.. no está contenido en N( e • A ). 

pua 1, existe 11 1 2: 1 laJ que A,., a=. N( e, A ) 

para n 1 +l. existe n 2 > n 1 tal que A" :i <X N(c, A ). 

Para n 2 +l. existe n 3 > n 2 tal que A .. 
1 

a=. N(c. A ). 

Procediendo de esta inanera se prueba que existe una sucesión de 

oiuncros naturales n 1 < n 2 < 113 < ... tal que A .. • no está contenido 

en N(c • A ) , para toda k e E. Para cada k e H elegimos xª"" tal que 

xn.i. EA,..-N(&,A ). 

Como X es compacto, existen "o e X y una subsuccsión { xn •, } : 
1 

de 

{xª• J: .. 1 tales que xªk< -+ Xo. Ya que para todo t. Xªk< e X - N(&. A) 

y este conjunto es un cerrado ( es el complemento de un abicno ) 

tenernos que "o E X - N(c. A ) • Jo cual implica que "o « A. pero 

xªk<-+ Xo y {Ali•• }:
1 

es una subsuccsión de {A.J:-_, por Ja 

caracterización que dimos antes de limite superior tenemos entonces que 

"o e lim sup ~ - A . Entonces "o e A. Esta contradicci6n demuestra 
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que b) es vcrdndcra. por lo que existe un entero no negativo M 2 ral que 

a) Va que la familia { B 02 (a) : a e A ) es una cubierta abierta de A y 

A es compacco pues es igual lím sup An. cntooccs existen m E E y 

a 1 .a2 ••••• am e A taJcsquc A e B,..,2 (a1 ) '-' ••• '-' B_.,2 (am). 

C.Omo A - lim inf A,,. cada a¡ es elemento de lim inf An. De mancn1 

que. para cada i e(J. . .• m). existe N, e fi tal que sin~ N,. 

Dadasn::?:M1 e i e ( 1 •...• m)scticncqucA..nBc12 (a,) ~0. 

Afirmamos que A e N(c .A .. ), para toda n::?: M 1 • Tomemos pues n::?: 

M 1 y lomemos a e A e:: Bc12 (a1 ) .._, B 02 (a2 ) '-' •.• u B.:12 (ano). 

Entonces c.Ustc i E( l •...• m) tal que a e B.,2 (a.). Como n::?: M 1 

entonces existen x e B-' 2 (a,) n A,. . Asi que d( a , x) :S d( a • a¡ ) + 

d( a¡ , x ) < c/2 + c/2 ,.., c. Por tanlo a e N( e .A,. ) . De m.-tnem que A 

e:: N ( e • A,. ) para toda n ::?: M 1 • Con esto tcnninamos Ja prueba de a). 

Ahora que ya tenemos probadas a) y b) hacemos N '"" mc.ix{ M 1 • M 2 ) , 

entonces sin::?: N. lcncmosque A e N(c, A,.) y A,. e N(c. A). De 

aquJ que H (A, A,. ) S e para n ~ N. Esto muestra que A,. -+ A con la 

métrica de Hausdorfl'. Con esto tcmtinarnos la prueba de <=::)y. por tanto. 

la del teorema. 
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Hasta este momen10. se ha anali7.ado la convergencia en 2x . Con esta base será posibl~ cstudis a. 

compacidad del hipcrcspacio 2x y como concccucncia. la de C(XJ. A conlinuaci6n un importante lema que 

•nli el eslabón cotrc lo visto an1erionncn1e y el objetivo princi,_J de CSlC capJtulo . 

._1.1. 

Si{A.J;.
1 

e: 2x ca1mallUCCSi6odcCauc:hy.cnto-=:cs{A.,}:'_
1 

convergcaunA 0 e 2.r. ----De acuerdo con el teorema anacrior • el único candidato que se puede 

PltJPODCT para el limite es A 0 - Um sup A.. . 
Para probar que A,. -.. A 0 ( C:0. la tD&!trica de Hausdorff') lcncmos que 

prc:Jbm' que lim inf" An - lim sup ~ . De manera que tenemos que 

dcmoslrar que tím sup ~ e:: lím inf" ~. 

Sea x e lirn sup A... Sea & > o. hay qm: demostrar qt1e existe N e fi 

tal que B.,(x)nA.. ~ 0 para Coda n ~ N. Como {An}:.
1 

es de 

Cauchy. para e/ 2. existe Ne N tal que H(A., • A.,. ) < e/ 2. paran. 

mC?:N. 

Como x e lim sup A,,,.. entonces B,,12 (x) inlenccta a A,. para una 

lnf"midad de Jndica n. Elijamos una Mo ~ N tal que B.,12 (x) n A,,..,. ~ 

0 . Dada n ::<!: N cualquiera. He A u • • A ,. > < c/2 pues ambos Indices 

son mayores o iguales a N, lo cual implica que Au. e: N(c/2,A,.). 

Scaye Au. ro B.,12 (x).Entonccsye AM. e:: N(c/2,A,.),porlo 

que existe z e A., taJ que d( y. z) < G / 2 y por tanto d( X. z) ,s; d( X. y 

) + d( y. z) < c/2 + c/2 - c. Hemos probado entonces que B.,(x) nA,. 
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• 0 para toda n :<!: N. Esto pnrcba que x e lim inf" A_.. y por lo tanlo. 

~na la prueba de que A,. -. A 0 . 

Y• -.mos listas para probar que 2-'° es compacto. Como me mencionó al inicio de este capitulo. 

_,-. ~ pnlbar .-e: C(XJ es un esp9Cio ~co completo. 

1.-.3.2 

Sean Xun espacio topológico, {AnJ:_, una sucesión cualquiera en 2.x. J un subcofliunto hümito 

de fi ~ aca e> O. Emonccs cDstc un llUbcoltjunto infinito T de J cal que H(An• AT) <e para todo n. re T. 

donde H. como siempre. representa la IDélric:a de Hausdortr en 2x . 

~~ Sea e > O y J un IUbconjwuo infinito de H. Como X 

escompac&o.cxistcam e R yx 1 ••••• x..eXlalcsqucX- B 02 (x1 ) 

u ... u B 02 (xa1). 

ParacadaneJscaK0-{ ke { 1, ...• m}: ~n B 02 (x .. ) 

-., 0 ). Sea !J - ( F: Fe { l •...• m) ]. !J es finito pues tiene 2m 

elcmcntos. Como Kj e !J para toda i e J. existe T e:: J I.nrmito tal que 

K., - "" para lodo a. b E T. 

Sean o. r e T. Se probará que, para un e > O dado, H( A,,, A. ) 

<c. Es decir,.., probará que A. <= N(&. A,,) y que A,, <;; N(&. A.> 

para lodos n, r en T. 

Sea y e Áy . Como X es compacto, CJUSlcn m e l'r y x 1 

X... E Xlalcs que X- B.,2 (x1 ) '-' ••• v B 02 (xm). Entonces y e 

B ~2 ( x 4 ) para algún q e Kr Como Kn - Kr- q e K 0 de donde se 

concluyc.graciasaladcfinicióndcK0 .quc A.. n B 02 (x
111

) -.,0,porlo 

que y e N(&. A,,). La contención A,, s;;; N(&. A.) oc pnacba de igual 

.ID&llCd y concluye la dclDOlilración. 
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T~12 Sea X un continuo. Entonces zx es compacto. 

só&o si toda suc::csióo tiene una subsucesi6n convergente (l"rirteipios dttl 

pues una BUCCSión cualquiera. {An}: .. , e: 2x. Por el lema 3.1 11610 

tenemos que mosuarquc {An J: ... tiene una subsuc:csión de Cauchy. 

Por el lema 3.2 existe un subc:Qnjunto infinito J 1 de ti tal que 

H( A,.. A,) S 1 para todas n. r e J 1 • Ahora sea J 2 un subconjunto 

infinito de J, tal que H( A". A,.) s 1/2 para todas n. r e J 2 . 

Repitiendo cscc proceso es posible obtener una sucesión {l n} :".
1 

de 

subconjuntos infinitos de N tales que 1, =>- l 2 • • • y que ademas. 

pan toda k EN. se tiene que H( An. A,) S 1/k para todas n. r e l ... 

Prua construir la subsuocsi6n. elegimos n 1 e l 1 . Como J 2 es 

n 2 < n 3 • De esa manera. se puede construir una succsíón n 1 < n 2 < 

83 < ... de nUmc.ros naturales tal que ~ e 111. para toda k e fi . 

Se probara que ta sucesión {An. J: .. , es de Cauchy. Sea pues e 

> O. Sea k E E tal que l/k < cy sean s. r O?: k. Entonces l •• lrc J ... 

de manera que lls• Pr e lk y. por la elooción de lk• tenemos que H(A,. •• 

A,. ~) < llk < s . Esto prueba que la sucesión {A..,.}: .. , es de Cauchy y 

tcnnina la prueba de que 2 x es compacto. 

T~a 3.3 Sea X un continuo. Entonces C(A') es un espacio ~co compac:lo. 
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P._iclda3.A 

De-araclon. Se probará que C(X) es cerrado en el espacio métrico 

2x. Sea A e C( . ..Y) e z..t· y supongamos que {A..,}:., - A donde 

para cada cnlero no negativo n, se tiene que A 0 e C(.X). Bastará probat 

que A está en C(X). Es decir, habrá de probarse que A es conexo. 

Supongamos lo con1nuio, es decir que A es disconcxo. Enlonocs 

A - R u S con R. S cenados y ajenos. Como C(X) es normal. ex.istcn 

eicnos .ucrws U. V 1a1 que R e:: U y Se: V. 

Seas >O tal qucR cN(c. R) <;U y S cN(c. S) <;V. Tal e 

existe, pues es el núnimo entre el y c2 donde el es tal que Re:: N(cJ, R) 

<;UyE2cslal.,,,., ScN(E2,S) <;V. 

Sean e E lal que H(An• A)< c. EnlonccsA0 e N(c. A) -

N(c. R) u N(c.,. ,!,") ~ U\....JV. Como A e N(c. A 0 ) entonces R u Se 

N(c, A,J. por lo que R e N(c, A 0 ) y S e N(c, A 0 ). De esto se sigue 

que A 0 e:: N(c, R) !;;; U y que A 0 e:: N(c, S) ~ V. Lo que es una 

conu.licción, pues A n e C(...l') y por ello es conexo. 

Asf pues.. se tiene que A e C(X) y por lo tanto C(X) es cerrado 

y por ser este un subespacio de 2x • es también compacto. 

Sea Xun continuo, sean a, he Xy sea !J = {W e C(X): a, he W}. Entonces .3 es un 

subconjwUo cenado de C(X) . 

.._.racion.. Sea I e C(,X) - !J Entonces 1 es un subconjunto conexo 

y cerrado de X que no contiene (Sin pérdida de generalidad) a a. Como 

X es Normal. existe e > o (& - dca. 1)) tal que B.r.z(l) es un abierto de 

C(A') que contiene a I y ademds. Rui(I) n :J = 0, Jo que concluye la 

prueba al mostrar que C(X) - .:J es abierto. 
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Capitulo IV 

En éste capitulo se cstablcc:c el entorno bajo el cuál es posible construir un continuo 

indcscomponiblc con a lo más dos composantcs~ en él Se dcsanolla un trabajo publicado en J 978 del cwU. el 

aulorcs eJ Dr. David P. Bcllamy. 

Como es de esperarse. tal continuo no es métrico por Jo que su constJUCCión no es in.ncdiata ni 

trivial. A continuación un pnr de definiciones elementales que serán requeridas a Jo largo de éste capUuJo 

J8la su mejor comprensión: sif :X--+ Y y A ~X definirnos f(A} - f fia> 1 a e A). C(Xa,) es el 

ttipercspacio uociado a Xª. Si w E C(Xa). definimos r: C( X ... > - C( X p) por ¡: ( »') = r(W). 

Finalmente. recordemos que existe un encaje o in}·ccción naturnJ h:Xª-+X.., (lema 2. J capitulo ll) que nos 

pennitirá hablar de los puntos de LJ Xª como sr fueran elementos del lfmile inverso y para a < co 1• de X" .. ..., 
como un subconlinuo propio de éste. 

T.....-c91a4.I 

Sea {X•: r{ a ,p J} .,,.,-.. .,un sistema inverso de continuos métricos indcsoomponibtcs con Umite 

inverso X_. Supongamos que: 

i) Para P< a Xp es un subcont.inuo propio de Xª y r(a. PJ :Xa-.Xtl es una retracción 

ii) 'VP<w1 ~ existe C 11 composancedc X.11 lalquc: 

(~x, )nc,.=0 
y tal que 'V a> ii rfa..131(x .. -Xp.)~ c...,. 
Enlonccs X., es un continuo indcscompon..iblc con a lo más.. dos composanlcs. Más aun. si 

E= LJX,.. y C= X..., -E, cn1onccsEcsunacomposan1cde X_ y se tiene. oque C= 0 oque C 

es una composantc de X.., . 



DnnoMraicióll CORIO el sistema {X• ; r[ a .p JJ ...,..__, satisface las 

hipótesis del teorema 2.3, se tiene entonces que x _ es indcscomponiblc. 

Sean E y C como en el enunciado del teorema. Según el comenlario 

poslcrior al lema 2. 1 del capitulo n. identificamos a E como un conjunto 

cuyos elcmcnt011 son c:u1 -sucesiones casi constantes. E es unión 

monótona de subcontinuos propios de X .. y por lo tanto, está contenido 

en alguna compocante de X...,_ 

Con base en Jo anterior, para prob4r qg: E es compossnte de 

X_. es suficicnle probar que X., es irreducible entre cualesquiera dos 

¡::?~•os{yª)ª"".., eE y(x.,.) ... <-i EE. Esdoeir,scprobaráquesi W 

es un llUbcontinuu de X.., qg: conlicnc a { (x,..).,. .. <»io. (Y.,.),.."'•• } 

entonces W- X...,. 

eventualmente constante; para cada p < a>1 existe A. > p tal que 

XA ./= xJf. De Jo anterior. x,, e Xp ( Si xA E Xp entonces r(A. • 

JJJ(x .... ) = XJf=x .... ). Como por hipótesis, rp. ... ~1( x ... - x") ~ Cp. 

tiene entonces que para lodo P < m 1, x" = r(A, fJJ(x .... ) eC/I" 

Ahora bien. como (y,..) ......... , E E. sabemos que existe T/ < a>1 

tal que para todo a> T). Y ... =y,, E Xr¡. En1onccs, Ya ex,, e Y..x ... 

y como ( LJX .. ) nC,.. = 0, se tiene que Ya eCª para ningún a> 

r¡; por lo que s.i W~X00 es un subconlinuo de X..., que contiene a 
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{Y.) ••• , y a (x.) •• ..,, entonces para cada a> '1· P.{W) =X •. 

pues Xca. y.,. e p
01

(W) ~ X
0 

y como X 0 es iITCduciblc alrededor de 

{x.,. y 0 ) pues .rur. e Cu. Y Ya tE Cg• se tiene que P .. (W) =X •. A 

continuación se probará que x _ ~ w y como w = w pues w es 

cenado. se habrá probado que E es composantc de X.,. 

Sean pues. <=->-< ... ex_ y w un subcontinuo de x .. que 

contiene a (y .... ) a<•i e E y a (x,,.} a<<W<¡ e: E. Recordemos que existe 11 

< co¡ tal que para cada a.> TJ, P .. (w) = x .... Sea lf = u., X u .. 2 )( ••• 

xU., >< !! X. una vecindad de {z.) •• .., y sea ll > máxl'l. a,.}. 

Como J3 > TI. cn1onccs p"(W) = X p• por Jo que existe { w ª)a<., E W 

tal que p 11((w .,.} .... _,)..,. Zp e Xp. Como (w ª)ª<""' e X_. se tiene que 

w., =r[P.a,]<w.,> - r[P.a,)(7.,.l - z •. e U., para lodo is k. de 

donde se concluye que ( w ª} 
0 

.. ...._ E l./ y por lo tanto, que 

Para completar la prueba es suficiente demostrar que C (que es 

X.., - E) está contenido en alguna composanrc de X_. 

Sean (.r .. )_,,...,• (Ya).., .. '"" eC y sea para cada a: 

:J.= { W e C(X.) : x •• Y. eW }. Afirmamos: 

i) Para cada a.., :.1
0 

es un subconjunto cerrado de C(X ,..) y por lo tanto, 

compacto. (Proposición 3 .4 del capitulo 1m 
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ii> Si a ;,,p entcmccs r[a.P ](:l.)¡;; ::J,. 

Para probar esta afi~6n. consideremos He f[a.p ]{:Ja) cn1onccs 

H- T[a.P ]CW ... ) para algún W ... e3ª y como x .... yªeW0 • entonces 

Xp.Yp .. r[a.P](W..) = r[a.P ](11'.) - Hporlo lantoHE::J,.. 

lli> r[a.P ](!l.} es oo degenerado. 

Xa (como r.,y0 eC.,.. X.,. no es irreducible entre Xa•Ya>· A.si. como Ka 

o;; Ca.,; Xª - Xp se tiene que r[a.P](K.)¡;; e,,~ x,. lo que 

prueba esta afinnación. 

iv> La eamuia { r[ a.P ](::J.} : "'• > a;,, p } es una ramilia de w, 

cerrados de C(X6 ) y es ta1 que si ~>r¡>p. como r[r.P ]( :i,} -

r[11.P] º r[r.,, J(:i,) y í'[r.11 ](::J,)"' :i •. entonces para pr¡. 

se ueoc que r[r.P](::J,} "'r[11.P](:i0). 0c 10 anlcrior. y por e1 

lcrna2.3. obtenemos que para { r[a,,B K::J.}: "'• > a2:P} existe 

u<m¡ talqucí'[y,p](::J,}-;[u,p]{:l 0 } paratodoy>u. 

V) N JI= n i[ a,p ](!3.,,} es no degenerado. Esto se concluye de iv). 
-ii ...... ,,p 

vi) r[P.y J(N,.) = N,. Se probará que r[P. y J(N,.) está contenido en 

N 7 y que N 7 está contenido en T(p, y J( N JI) . Para la primera de las 

contenciones. sea H e r[P. y J(N,.) - r[P, y J(r. r[a,p ](:!.}). 

Como í'[P.yJ{r.í'[a.P](:l.}) .,; r.í'[P,y](í'[a.P](:l.}) 

entonces He n i[a, y ]{:J .. )-= N,. Para probar In otra contención. 
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~4.J 

de iv) se tiene que existe v < ro 1 con V> '3 >y tal que N 11 -

r[ v,p ](:J.}. En1onccs. r[P, r J(NP) - r[P. r ](r[ v,p ](:J.}) = 
.f(v,;r)(:J.}. Como N, = ,.-., r[a,;r](:::J.} i;;; r(v,y)(::J.}. se tiene 

que N T e ;[Ar J(N11} ca Jo que se qucria probar. 

es un sistema inverso de conjuntos compactos no degenerados y 

funciones suprayectivas. por lo que su lfmite inverso N tiene más de un 

punto. (Teorema 2.2 Capitulo lf) 

Sea (JY..}.,.,. e N tal que (W.} •• .,. .. (x.) •• ..,. Entonces 

r[a,p ](W.) - W,. es10 cs. r[ a,p ](W.} - W,.. para a"' p. Si Wcs 

elUm.itc inverso de{ ~;r[a.P] '"~ }.,,.JJ<-.º Wcsunsubc:ontinuode 

x_. y w~x.., pues si W- X_,. aplicando p.,,: X_--+ X..- VCmo!I que 

W.,, =X.,,. para toda a.. contradiciendo Ja elección de (H-:) .. .,.,.. 

Finahncntc.. vemos que (.r.,,).,,.,...,. {Y.,..).,,.,""':I e W. pues par.a cada a... 

están en la misma c::omposantc de X..,. lo que concluye la dcznostración. 

Sea y < m 1 , F - { X.,,; r[ a.P] } a.Jkr un sistema inverso que satisf"acc todas las hipótesis del 

teorema 1 y sea E r = LJ X ... _ Supongamos que y no es un ordinal limite. Entonces E
7 

es una couapwwwure 
O<T 

del limite iDVCTSOX7 = li¡n { X 0 ;r[a,p] }•-P<r· 
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ne.a.lr9Ci6e. Esta prueba puede ser oblcnida directamente del primer 

plrrafo de la prueba del teorema t. con E, reemplazando a E y y 

reemplazando a m 1 

Sea X cualquier continuo métrico indcscomponiblc no degenerado, y K una composante de X 

Existe W1 continuo metrico indcscomponible Y tal que A"' es un subconlinuo propio de Y y una 

.-..acción r: Y _,. X tal que r( Y - X ) ~ K. Más aun. Y puede ser escogido de tal manera que si 11 es 

cualquier composanlc de Y que no contiene a X. entonces r( H ) - K . 

....,..._'6& Sea P 0 el conjunto de Cantor usual. Sea Pn - {XEP0 : X 

~-n1 y sea Fn - Pn - Pn+t· Fn consiste de aquellos puntos de P 0 

entre 2•3"<n+l) y 3-n. inclusive. y el punto medio de este intervalo, 

(!5/6)rº. es el centro de simctria de F 0 . 

FO 

··-- --¡ 

Considere lo siguiente copia bomcomorf'a N del continuo 

indcscomponiblc de K.nastcr: N es la unión de todos los scm.icirculos con 

CCDlrO en (112. l) cóncavos hacia abajo y con puntos finales en P 0 x{ l }; 

P 0 xl, y todos los scmictrculos cóncavos hacia arriba con centro en 

((S/6)3-n, 0) y con puntos finales en F 0 x{O} para cada entero 

negativo n. Sea Q- ( (r.y) eNoY.,I ) y R = { (r,y) eN:ysO ). 
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Sea X el continuo métrico indcscomponiblc dado y K la oomposantc 

especificada de X. Sea {K,}::
1 

una sucesión creciente de subcontinuos 

de X cuya unión es K. Sea p e K 1 • Para cada K 0 realice la siguiente 

oonstrucción: Sea {a, J::
1 

un subconjunto denso numerable de K 0 con 

ªn"" p. Para k2:n. sea Lk un subcontinuo de Kn irreducible entre '1k. y 

OJL+l (tal subcontinuo siempre existe~ ver et Teorema 1.1 del capitulo O y 

defina el continuo M 0 ~ K 0 xI ~ Xxl incducible entre <p. O> y cp. l> 

por: 

Mn - ( (p)x(Jln. 1)) u ( º (Lkx{ llkl)) u <,Q, l"kl•(llk. l/(k-l)J) u (Knx{Ol) 

y defina M ~Po x ( Xx/) por: 

M-0 (FnxMn+J) u ({O}xX<{O} u {O}x{p)x/) 
n-o 
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Esquema para un conjunto que contiene a FoxA41 

Esquema para un conjunto que contiene a F 1 xM2 

Esquema para un conjunto que contiene a F 8x.M9 
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Esquema para un conjunto que contiene a M 

En el esquema an&.erior se ve. gcomttricamcntc, que Fn~n+l tiende a 

ser ({O)xXx{O) v {O)x{p)x/) cuando n c.ccc; esto evidencia el 

hecho deque Mes la cerradura en PoJx/ deº (FuxMn+t)· 

Y es obtenido de la unión de Q. R y M identificando (X'. 1) e Q con (X, 

p, l) e M y (X. O) e R con (X, p. 0) e M pan cada xeP0 . 

Dada la construcc::ion anterior. a partir de este momento, se probarán 

varias afinnaciones referentes a ella: 

(a) Se mostrará: que Y es un espacio tnCtrico, (b) que es compacto (e) que 

es conexo. (d) que si K es una composanlc de X entonces c.x.iste una 

TCtraccion r: Y-+X tal que. r( Y-X) i; K, (e) que Y puede ser escogido de 

tal lllaQCra que si H es cualquier coro.posante de Y que no contiene a X. 

entonces r( H ) - K y finalmente. (f) que Y es indcscomponiblc. 
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•> Como Y ~ P 0 ,.; ( X ,.; / ) = Z y cada factor es un espacio méUico. 

entonces Y es un espacio métrico y natum.lmcntc. X e R es un 

subconjunto ccrmdo y propio de Y. Los incisos b} y e} mostranin que Y 

es un continuo. 

lt) Para probar que Y es compacto. bastan\ mostrar que M lo cs. Como 

M es un subconjunto acotado de z. bastará mostrar que M es cenado en 

Z. Como M - Q (FnxMn+l) u ({O}xXx(O} u (O}x(p)x/) = 

Q<Fn .. Mn+I ), cntonccsM es ccrmdo, y por 1o tanto. Y es compacto. 

e) Para probar que Y es conexo. sea h: Y -+N definida por h( q) = q si q 

eQ '-' R y h(x. y. t) =(X. t) para todo (X. y. t) e M. h asl definida 

es continua. 

Supongamos que Y no es conexo, es decir. que Y= A ....., B con A. B 

subconjuntos propios cerrados y ajenos de Y, entonces obtenemos que N 

= h(Y) = h(A) u h(B). 

Observemos que h(A).......,, h(B) = 0. (Si suponemos que existe y e h(A) 

.......,, h(B) enloces c..Usten a e A y b E B tales que h(a) - y y h(b) - y. 

pero dado que la función h es no inyectiva sólo en los segmentos Lk de Y 

que fueron definidos en la página 7 de este capitulo, entonces a y b 

deben de estar en Lk e:: M 0 e:: A v B para algUn entero k ~ n. de donde 

vemos que {A, B} separa a Lk• lo que es una contradicci6n a la 

conexidad de Lk.) 
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Como hes una función continua y A. R son subconjuntos cerrados de Y 

(que es compacto). 11C tiene que h(A) y h(B) son ~njuntos 

compactos y por lo tanto cerrados de N. De lo anterior. (h(A). h(B)} es 

una scparacion de N lo que es una contradicción y pnscba que Y es 

conexo. 

d) Defina r:Y-+X de la siguiente manera: r(x) =psi xe(}.JR; r(s. x. 

1) = x si cs. x, t) e M. Si qe.A-1.-..cQuR>. entonces r(q) = p. y r 

n:stringido a X es la identidad. Claramente r es una J'Ctrncción. 

Para probar que r( Y-X) s= K, suponga que xe Y-X. 

Si xeQ._,R entonces r(x) = peK. 

Si xeM cn1onccs: i):xeF0 xMn+l para alguna no bien 

ll)xe{O}x {p)x/. 

i) SixeF0 xMn+l entonces X - Ql. q, t) para alguna y e P" 

qeK0 + t y tel. En este cuo, r(x) = q e K 0 + 1 ~ K. 

U) Si xe{O}x{p}xl. entonces r(:r) - pe K. 

Dado lo anterior se tiene que r( Y-X) r;;;;;; K. 

e) Si Hes cu.-ilquicr composante de Y que no contiene a X. entonces r¡11 

: H _,. K es supraycctiva: Si q e K. q e K 0 para algún entero positivo 

n y entonces q tiene una iinagcn inversa en cada componente de F n-1 x 

Mn (K0 x {O} r;;;;;; M 0 ) Y como Fn-1~n es un subconjunlo propio y 

cerrado de Y con interior no vado, entonces H contiene alguna 

componente de F n-1 xMn y esto concluye la pnicba. 
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1) Y es indcscomponiblc. Para probar esto. ~nsidcn:mos primcrro los 

siguientes dO!J puntos: 

i) Si A es un subconlinuo propio de Y. entonces c(}vRJ -A ~ 0 

. Baslará con mosrrar que Q - A ..e 0. X~ Q. por lo que si X - A es 

distinto de \.-acio. ya tcnninamos. Supongamos que X - A es vacio. Es 

c:kcir. supomgamos que X~ A. 

Sabemos que A csla COD1ct1ido en alguna composanle e de Y. 

Sea q 0 - { i- . p. O) para n ""' o. l. 2, .... y para cada entero no negativo 

t. sea H 1 un subconlinuo propio de Y irreducible entre X u { q 1} . 

ObscJVmos que C - Q H, y que H¡ ~ Hj si i < j. Luego, A !;;;;" 

Hk para algún entero no negativo k. De lo anterior, se lienc que Qk+I e 

Qyqucqk+1 l!Hxporloqucqk+I «A.dcdondcQk+J eQ-A.quc 

es Jo que se quena probar. 

11) Sea h:Y~Ndcfiruda porh(q) = q s; qeQuR yh(:><, y. t) 

=(X.. t) para (x. y. t) e M. SeaA un subc::onünuo propio de Y. aea te 

¡QvR) -A. y supongamos que h(A) -N. Entonocs. h(t) = h(a) para 

aJgún a e A. con I ~a. lo que es una contradicción. pues h. oomo füc 

definida, es inycctiYa en Qi.-.JR. por Jo que concluimos que. si A es un 

subcontinuo propio de Y. h(A) es un subcontinuo propio de N. 

Supongamos que Y es dcacomponiblc. es decir, que Y - A u B 

con A. B subconlinuos propios de Y. Entonces N = h(Y) = h(A) u 

h(B) Jo cual es una contradicción, por Jo que. concluimos que Y es 

indcscomponiblc. 
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Teoremta ... 2 

Dado cualquier continuo métrico indcscomponible no degenerado Y. cJtistc un sistcmn inverso 

{ X 0 ;r[a.P] }cr..P..o<-. con X,,= Y. satisfaciendo las hipótesis del Teorema l. con la propiedad adicional 

de que C ~ 0 para el sistema. asf que el limite inverso X del sistema ücnc exactamente dos composantcs. 

Dcmo.trac:ióa. La prueba será por inducción trans!inita. Sea X 0 = Y. 

C 0 cualquier cornposame de X 0 • Po cualquier punto en C 0 y r[O. O] la 

ick::ntidad enX0 . 

Supongamos que para algían ordinal y< a.>1 • y para a.. fl <y. con 

p s a.. X ... X". c ... p« y ria.. flJ han sido definidos de tal forma que: 

l>Xp es un subcontinuo de Xª. 

2) r[ a.p]: X .. --+ X /f es una retracción. 

3) CªnXp=0. 

4> Pa e C. para toda a< y y r[ a.p](p.) = Pp· 

sir[a.P](Xª -X"),;; Cp-

Ahora se probará que Jos puntos anteriores son también ciertos para y. La 

demostración dependerá de si y es un ordinal limite o no, por lo que 

dividimos Ja prueba en dos casos: 

c .... .1) Si y no es un ordinal limite, aplique et Lema 4.2 a Xy-1 parn 

obtener un continuo indcscomponibleXy y una retracción r(y. y-1 ): Xy 

--+X,,_ 1 iatqucr(y,y-l](x,-x,_,)~c,_ 1 ytomep7 eCy 

(donde Cy es cualquier composanlc de Xy que no contiene a Xy-•) tal 

que r[y, y-l](py) -p.,.,. Como para a< y-1. r[y. a]= r[y-1, a] o 

r[r. y-1] y Cr-, <= X,_, - Xª. tiene que: 

r[y.aJ(x, - xa) "'r[r- •. a](c,_,) s;; c •. 
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Corolario 4.1 

C_, 2) Si y es un ordinal limite. sea x;. el limite inverso de 

{ x .. ;r[a.p] }Oo;JJ>.acy· XT es métrico. )'3 que está contenido en un 

producto numerable de espacios métricos. Sea (p ª) ..... , E ...\ .. , - E,. 

entonces {P .. ) .. __, no es una sucesión cvcntua.lmcntc constante. Sea CT 

la composante de XT que contiene a (P .. ) .. "',. Por el lema 4.1. 

C,r-ix .. - 0 para a.< y. Supongamos que (.r")Jk, e X,-X ... 

Entonces para aJgUn y > a.. x .. ..ex,.. asf que x .. E(_'<ll; esto cs. 

r[y,aJ((x~), .. ) eC •• asi que r[y,a](x,-x.) ,;;C. como es 

n:qucrido. 

De esta manera. el sistema inverso { X .. ;r[ a,p] } °"'""°ª"'"""'. 
obtenido por inducción transflni.~ satisface las hipótesis del teorema 4.1. 

Para este sistema. se tiene que C ot 0 pues el punto escogido 

{P .. ) .. <.., C5laba en C. completando la prueba. 

E1dstcn continuos indcscomponiblcs con una y dos composantc:s. 

ººººº 
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