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Prélogo

El presente trabajo detalla el articulo “Indecomposable continua
with one and two composmts original del Dr. David P. Bellamy
(Fund: t. 1 1987) en el cual se establecen las
condiciones para que un continuo ind DIMPC ga una o dos
composantes, se constfuye un conti > que ple con tales
condiciones y se prueba que este tiene exactamente dos

composantes.

Ya que todo continuo métrico indescomponible tiene siempre
una cantidad no numerable de composantes, es claro entonces que
el continuo construido en este trabajo es no métrico. Tal
construccién involucra el limite inverso de ®, continuos métricos
indescomponibles y del limite inverso de algunas familias de

hiperespacios de continuos.

Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En los tres
primeros sc¢ prueban resultados generales referentes a continuos,
composantes, limites inversos e hiperespacios. El ultimo capitulo es
propiamente la exposicién en detalle del articulo mencionado al

inicio de este prologo.
Quisiera final d que en la mayoria de los resultados

referentes a limites inversos que se exponen en el capitulo II, se han
enunclado y probado para familias de espacios cuyos indices son
de un conj dirigido ya que la todos los resultados

encontrados ala fecha estaban enunciados para familias de espacios
os de un conjunto totalmente ordenado.
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Continuos y composanites

Capituto I
Definiciéa 1.1

Un i Xesun i 16gico no vacio, t y un i X
de X esun subcspacio de éstc, que a su vez es un i Dcci quc X cs continuo métrico si
X esun y 4s admitc una i

El hecho de que un sea y lo hace i ¥ al mismo tiempo, rico en
propicdades y resultados. Algunos de cstos dos serdn cn estc A

1 : de
a) I=[0, 1} b) X= —
(1] 10

) X= d) s'=

en cl dio dc Jos probar al,

Como c¢s natural, antcs de

Estos cstin dos con basc cn la siguientc definicion:

Defiaicién 1.2
Definimos un conjunto dirigido como un

D con una relacién < cntre sus clementos que

satisface:
Capitulol Pdgina 1



ayParatoda a € D a ¢ a. (a noesth i con @, i i ).

b)Parstodas ax, G, yenD a<f yf<;zi i <3 ( itividad).
cOPanatadas @, Fen D, exisic AenD wlque a<y y S< y.

Progosiciéa 1.1
Scan D un irigido, X, an io ¢ yE ysm{x_}.wunafamiliadc

no vacios H enx‘,mlsqu‘gxﬂsia<ﬂ.5mx-nX’.Sich

7eD

un subconjunto abicrto dc X, tal que &/ = X, entonces existe ¢ & D tat que U = X, paratodoaxr = ¢

Mis aun, X es no vacio.

quc para cada |, € Dexistea(n) > n

alque X, - U=@.

La familia de cerrados { X, - {/} tienc la propicdad dec la
intcrseccion finita: (X, - 19 X IO (X-(m) -lhH =D, ya
que (X oy =D e (X - DD = (X oy oo ™ Kagy)
= Uy como (Xagpy ™o O X)) 2 X, para & > max{a(n,),
a(my), . - - . M), entonces (X oy - N A . A (X gy - U
22X, - U Xy, -U=2.

Asi  pues, n(X-(,”—U) * @, o lo que cs lo mismo,
)

() Xaim 2~ U = @. Sc probars que [ Xo, = [V X, =Xde
<D o e
dondc abtcndremos que X - {J = &, lo que cs una contradiccién y

corncluird 12 prucba. Bastara probar que nx,w = nX,,,
o <D

Capitulol Phgine 2



Scapucs. T € (Y Xuey Y7 € D. Como [V Xy © Xy ¥
D mwD

X e X, cnionces z € X, . que es Jo que s queria mostrar.

Proposiciée 1.2
i ! sea {X_},., una famitia de

Sean D un conjunto dirigido, X, un

yt

acD

continuos contenidos en X, tates que X, < X, si a < f yseaX = nx,,. Entonces X es un

continuo.

Algunos
1I; por el sc requi

Demsostracién. X cs un compacto porque la interseccién de
a X i Sca X = A

es
« B con A, B ajcnos, no vacios y cerrados. Como X, (que es cl

¢rmi; de i6n) es normal, y

mayor io en
Hausdorff = normal) existcn abicrtos ajenos V., W de X, tales

queAcC VyBcW.SeaU=V w W. Entonces X, < /
para alguna F € D (proposicién 1.1). Entonces X, = (X,
A V)OO (X3 W) Como X, DX=AUB, y A=, B=Q
setiene que XznVa Dy X, m W =D, por lo que, X, no

es conexo, lo cual es una contradiccion.

enel

en lo al

en el

dc una importante que nos

estudio de los continuos.

Definicién 1.3

Sca X un continuoy seca d < X

dc X Di que un

Ho Xes

irreducible alrededor de 4 si A & / y para todo subcontinuo K de X' con 4 < K = H. se tiecne que K = A.

Capitulo 1
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Parn tener una idca mas clara det concepto, consideramos I = [0, 1]. Sea H = [1/3, 1/2] < L

dec A = {1/3, 1/2}. Mais aun, podemos decir quc I es irreducidle

El Hes i

alrededor de {O, 1}.

Existen continuos X" tales que para todo subcontinuo 4 < X*, con A=X, sc ticne que X no es

irreducible atrededor de 4. como S', sin cmbargo. para todo subcontinuo 4 < X', A esta contcnido en un
que junto con las

de X irreducib ch de A. For esto con ¢l
de v ible. darn origen al estudio de i )
Teorema 1.1
Sea Xun i yscaAd i j de X existe un sub i H de X 1al
que / es irreduciblc alrededor de 4.
scra io ct Principio Maxi Yy una

Anitcs de probar cste
y sca < una rclacién binaria definida entre los

que le Sca A4
clementos de 4. Decimos que < define un orden simple sobre 4 o que A4 estd simplemente ordenado por < si,

) paratodo a, b en A sc ticnc quea <bobicn queb<ayf)a<b y b<c implica a<c.

se le para cada parcja de puntos a, b en A4

a) no

Siencl
entonces decimos que < define un orden parcial sobre A o que A esti parcialmente ordenado por <. Cabe

si todo sub ¥ no

ek do sc dicc que esta bicn

que un

vacio A‘de A tienc un primer elemento.

d por <. Sca B un subconjunto dc 4 y

PRINCIPIO MAXIMAL. Sca 4 un i parci;

por <. Ei existc un subconjunto M de 4 quc cstd

otro ¥ de A

suponga quc B csta

s do por <, M a B. y no cs sub j propio de

con esas propicdadcs. (Focking & Young ed. Addison Wesley, 1960 pag 25)

Capitula I Pigina 4



de? Teore 1.3. Sea {H,;, } la coleccién de todos

108 subcontinnos de X que conticnen a 4. Esta no ¢s vacia, pucs ¢l

total es un que i a A. Si defini por
inclusién, un osden parcial en {H,}, usando el priacipio
una i i {Ky'} con

un orden simple. Sca K = n K. De 1a proposicién 1.2, K es un

continuo que conticne a 4. Si K no fucra irreducible alrededor de

A, un i Tde K dria a 4 y esto irka ta
maximalidad de {Ko'}.

Definicién 1.4
Sca X un contihuo y sea p e X Decfinimos la composante de p como la unién de todos los

dc X que i apyla por Cp.

Equivalentemente, Cp = {xe.X | 3 un subcontinuo propio H de X con x, p « H}. Dc aquf que si

» « Cp, entonces X ¢s irreducible entre p y 3.

Definiciéa 1.5
Sea X un i Deci quc Xes ible si exi dos i pios Ay B de
Xtalesque X=A « B.Un i esi ible si no cs d
La i6n de un i que es i ible no cs i di ni trivial. En cste
con las que s construir upo. sin cmbargo, esto sc rcalizard
d ¢s de i ct isis de ciertas des que hardn natural su construccion. A

Capitulol Pégina 5



a) Seca X = I = [0, 1] ol intervalo unitario. Entonces C, = [0. 1), C,
(0_]] y C,,; = [0, 1]. Observemos que C, = [0, 1] paratodas € (o,1).

»)ScaX =D, = {O} x [-1, l] w 1 = {0} cuya grafica cs 1a siguiente:

b 4

En estc caso, Cp, = D, para todo p € ;. Asi pues, vemos que D, sélo
ticne una composantc. Hacemos 1a misma observacion para S', donde S*

representa al conjunto de puntos en el plano carnesiano cuya distancia al

origen cs la unidad.

<) Definamos Y = { p € R? | p = (x, Sen(1/x)) para x € (0, 10] } y
Sen (1730, como Y U ({0} x [-1, 1]) =X

x. ]

La composante de X para b, y todo punto que esté en Y\{a}, es X; la
composante dc X para a es Y y la composante para ¢ cs X\{a}. Como

podemos ver, X ticne tres

Capitulo I



En los

continuo y en otros, casi todo. De hecho, sc

ch ver que las composantes pueden scr, en cicertos casos, todo ¢l

que las de un i K son densas en K

y que si K cs descomponible, cntonces cxiste p € K tal que C, = K. Hc aqui algunos resultados

t

interesantes:
Tesvema 1.3
SiKesun ibl Kes de alguno de sus puntos.

Demostraciém Supongamos que X = A L B donde A, B son

subcontinuos propios de A Sea p cualquicr puntoen A ~ B (KX

es concxo, por lo que A N B = ). Entonces K es una

composantc para p. Si x es cualquicr punto de X, entonces K

contiene a un subcontinuo propio (ya sca A o B) conteniendo a p

¥ a x, por lo que ¢! tcorema queda probado.
Proposicién 1.3

Sca K un continuo y sean C,, Cp composantes en K tales que Cp, < C, = K. Entonces C, = Cp,.

Lema 1.1

Demomtracién. Sca ¢ « C,. E existe un

propio H de K quc conticncaay a £. Como b e Cg. entonces
existc un subcontinuo propio T de K que conticncaaya b.

De lo anterior concluimos que H ' T es un continuo, pues es la
unién de dos continuos con @ € H m T; que es progpio, pues H W
TcCa=Kyqueademas b, r«e HU T, porlo que 7 € Cy, que

es lo que se quceria probar,

Sea K un continuo y scan Cg. C)p composantes cn K distintas de X tales que C, = Cp. Entonces

K es irreducible alrededor dec {a, 5}.

Capitulo 1  WPégina 7



Teorema 1.4

Scan K un i p

Teorema 1.5

SiKesun

Demostracién. Supongamos que X no es irmeducible alrededor de
propic A de K quc

{a. b). existe un
a{a. b}. Hc Cy.

Searte Cp - C, E cxiste un propio Tdc K,
en Cp, que a{r, b}

Dc 3o anterior concluimos que X7« T es un subcontinuo propio
de K pues £« T o Cp, > K (proposicién 1.3) y que ademis a, £
e« H « 7T porlogue 7 € C,, lo que es una contradiccion a Ia

dc 7. Esto la

en X,

yCa Cp P
Demostracién. Sc asume que C, # Ky que Cp = K. De otra
mancra, la demostracién seria trivial. Ahora bicn, supongamos
que K = C, s Cp. Entonces existe AeK tal que keC, v Cy.
Scan 4, B subcontinuos propios de K tales que K = 4 w1 B.
Como (lecma 1.1) X cs irreducible cntre @ y &, podemos suponer,
sin pérdida de gencralidad, que ae Ay b e B.

Entonces {k, @} € A o bien {k, &} € B lo cual es una

contradiccién pucs k£ « C, y ke Cp.

Demostracién. Sca p € K 1a? que €, = K. supongamas que K
tienc mas de una composante. Entonces existe q € K tal que <,

= K por lo que podemos elegir t &« K - C. De lo anterior sc

K ticne o bien una o bicn tres composantcs,

Capitulo 1

K=C,uCp.
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conctuye que C,=K y que Ci= C,_ pucs g € C,. A continuacién,

ac probard quc estas 3, son las uinicas posibles composantes de K.
Secare KunlqueC, =K C, = C,yC=C, Porcl

1.4 que reC,. Es decir, que existe un
subcontinue propio 4 (4 « C)) dc K quec conticneatyar.

Sca x €Cy. Entonces existe un subcontinuo propio B <

C, dc K que conticne a2 x y a t. Como A/B es un subcontinuo

propio de K (4B < C,=K) que conticne a x y a 1, s¢ tiene quc

x €Cy y por to tanto, C; « C,. Esto implica que C; = C,

(proposicion 1.3) lo que es una contradiccion, por 1o quc el

teorcma queda demostrado.

Los iores 1 que sioun i cs il el ni de sus

composantes €s 1 o bien 3, quc éstas no son ajenas. quc una cs el total, y que 1a unién de cualesquicra dos de

ecllas es cl total. A i i sc di cn lo a i métricos que no
son descomponiblecs. Como sc verd, las dec cstos i sc en D y
de muy di a las de los i que son

Un it P cs d i si y solo si existe un subcoutinuo propio C de P con interior no

Demostraciéa. Sca F como cn la hipéicsis. Si P - C cs conexo,
cnmuﬁnoslodol’.vcmosqucl’=c U P-C es una
descomposicion de P. Si P - C es no concxo, cntonces P - C =
U v V donde Uy V son abicrtos ajenos, lucgo, U Cy Vo
C son subcontinuos propios de P (*) y entonces (U C) v

(VUC) es una icion de P. si Pesla

Capitulol Phgiaa 9



unién de dos i ios C, y C, C, -C,es

un abicrto no vacio ¢cn P; por lo tanto C, ticne puntos intcriores.

(*) Hocking & Young ed. Addison-Wesley. 1960 pag 16 Teorema 1-14

Dc lo i P ir que si K es un i ico i il é51c no posee

ningin subcontinuo propio con puntos interiores.

Tewrema 1.7
Si K es un continuo métrico, cada composante d¢ X cs la unién de una cantidad numcrable de

subcontinuos propios de K.
Demostracién Sca (,'p la composante dctcrminada por un punto p. El
conjunto abicnto K - {p} tienc una basc contable {{/;}. Para cada i, sca
Cj el mayor conexo de K - Uj que contienc a p (a Cj se le conoce

como "la de K - U; quc contienc a p). Entorces

para cada i, Ci s un subcontinuo propic de X que contiene a p y por lo
ano, | JC, < C,.
=
Por otro lado, sea xeC,. Como C, es una composante dc K,
existe un subcontinuo propio K* de K que contiene a p y a x. Sea qeK-K,
Entonces existe j tal que q er y (/jc K - K. Asi, K* es un subconjunto

de Cj ¥ x €Cj. Porlo tanto, C = UC, 1o que concluye 1a demostracion.
ien

Teorema 1.8
Sea K un i métrico i i K ticnc una cantidad no numerable de

composantes.

Capitulol Pigina 10
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Y

Tesrema 1.9

Demestracitn. que K i sélo una

de (por et 1.7) cada
composante de K cs unién de de
K. Esto implica que K €3 una unién de
y éstos, no puntos i P (si asi fuera,
K scria il por el 1.6). Esto contradice al
de Baire y {1 la

(Tesrema de Baire. Si M cs un espacio métrico completo, M no

es la unién de vna i bic de

con interior Vacio. Hocking & Young ed. Addison-Wesley, pag. 87).

Sca X un 1a relacién X =~ )’ si X y Y estAn cn Ia misma
esuna ion de equi
Demostracién. Sélo 1a Ui d

Supongamos que X = ¥ ¥y que ) =~ . Entonces existen

subcontinuos propios Ky Hde Xtalesque x, y€eH y y.z €
K. Como K« H esun subcontinuode X, (pucs y € K~ H )y

cs propio, ya que X cs 1a d iébn queda
concluida.
Los es nos i iar dos corolarios que son encl i
de los ibles y que hardn ver natural 1a construcciéon de uno.
Cerolario.
SiKesun ck H las p de K son ajenas dos a dos.
Capittlol Péhgina 11



Corolario.

SiKesun i ind bk Kesi i cntre cada dos puntos distintos de

un conjunto no numerable.

Con las herramicntas anteriores y ya habiendo madurado 1as ideas y conceptos fundamentales de Is

teoria de las p para i ibles ¢ i ibl ahora, ir yn

¥y, al mismo ticmpo., podremos ficilmente ver que cn verdad lo ¢s.

que sc usard para su construccion:

Deflnicién 1.5
Sea S un subconjunto no vacio de R”. Definimos como una cadcna simple a la familia I3 =

n scra llamado un eslabdén

{A,,A,.....A,‘} dc subconjuntos cerrados de S donde cada A coni= 1,2

y donde los clementos de 3 ticnen la propicdad de que 4, N A4, = D <

|-j|$ 1.

Adicionalmentc, si 3 = {A, WA .An} es una cadena simple de subconjuntos cerrados de S

2»

R", decimos que ¥ va de X hastn = pasando por ¥ si. ¥ e A,z € A,y Y & A, para algin i

e{2,3....,n-l}. En el sigui jemp d por:!‘-DA, que como podemos ver, €s un

subconjunto cerrado de S.

de un

Sean a, b, c puntos distintos de R? y secan <Y, cadenas en R? con n = 1,2, ... cuyos cslabones son
n

discos cerrados con didmetro menor a 27" 1ales que:

HVn=0,1,. 3,,,, vadea hastac pasando porb:
3,,..2 va de b hasta c pasando por a;

y  3,,., vade a hasta b pasando por c.

Capitulol  Pagins 12



ipvn=12.. I o5I,.

D 1a propiedad ii) sc siguc quc si X = ﬁ(:!:) cntonces X = ﬁ(:!:‘,) (2 es un continwo por la
o=t n=0

quec Xesi ible entrc a yc.

Proposicion 1.2). Ahora sc pr
Sea K un subcontinuo propio de X con a, ¢ € K. Sca p € X - XK. Entonces 1a distancia d(p, K) dc
p a K es positiva y por lo tanto existc n € N tal que «{p. K) >27". Como T, = {A,.A,,....Am}. existe i

€{1.2,... mjalqucpEA yentonces A, K = O paraalguni e {1,2, ..., m}.

perees

-1 m
SeaW-UA_ y sca W= UA..Emorms:
P
DV=WAK y V =W X sonccrrados dc XK.
WVUV=K picsyaqe AN K= D (WOW)NK=(X-AD K=K
VAV =D pues(WNK)IA(WNK)=(WRAW)\K=C

iviaeVyceV

Dc los cuatro puntos anteriores sc obtienc gue X no ¢s conexo, Jo que es una contradiccion, por lo
que concluimos que X = X. Andlogamcnte se prucba que X es irreduciblc catre a y b y quc también lo ¢s

entre b y ¢ por lo quc X cs indescomponiblc (Lema O ).

Lems O. Si un continuo X es irreducible cntre cada dos de tres punios clegidos de X entonces X ¢s un

continuo indescomponible.

que X cs i i cntre cada dos dec

Demostvacién.
tres puntos 3 yquc Xes
A4, con A, y A, subcontinuos propios de X_

es decir, que X' = A,

Capitulo I Pégioa 13



10§ trcs

Sean a. b, ¢ € X los puntos clcgidos. Entonces, dos de cstos tres puntos
estan contenidos o bicn en A, o bicn A4,, digamos quec a. b € A,.

Como A, cs un subcontinuo propio de X, se ticne entonces que X no cs

irveducible entre a y b, lo que cs una iccién. Esta
que X'es i
A un dcl i que s -3 iormentc. En €1, sc ven esbozados
P pasos dec la

Figura 4 Esquema de la construccion anterior

Capftulo 1 Piégina 14



Capitulo 11 Limites inversos

Teorema 2.1
Sea D un conj dirigido. El espacio p FIX.an ilia de i icos no
ae

wvacios { (X-.f-) }u‘a ©s un espacio no vacio y conexa si y sélo si cada X‘, cs concxo. Mas aun, si
cl lo es. John G. Hoching & Gurl & Towng p23 Addiwon-Werley Inc. 1961 )

cada X, cs
reD

Con basc cn cf teorema anterior podemos decir que el producto C = X, de continuos es un
r

continuo. M4s aun, C cs un continuo no vacio si y sélo si, para cada y e D, X, es un continuo no vacio.

Definiciéa 2.1
Sea 22 un conjunto dirigido. Un sistema inverso {X,;r[a.ﬂ] }consislc de dos familias: una
familia de espacios topoldgicos no vacios { (X ,.7.) }“D (1L H y una
funci de 1i con las

Lamilia de¢ funcioncs continuas (r[a,ﬂ]laﬁED yaz 6} @

propiedades:
Drla.pl:X,—>X,
iDPara ey, f, ye D siysfsaenonces r (B, yler[a.Bl=r[a.r].

iy r{a.al(x,)=x, paratoda @e D) ytodax,e X .

Definiciéa 2.2
Sea D un conjunto dirigido y sca S = f,\’.,.'r[a.ﬂ] }, con @ S € D, un sistema inverso.

D i el limitc i de S como:
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tmsS= { <x,>.., e[1Xx, :r[a.8](x.)=x,pamatodas @ fe D wlesquef s a }
- acD

con ia por 1a 1opotogia p
A i i una i P icion que facili la i6n dc uno de los tcorcmas mds
de cste Este que un lmite inverso puede verse como la interseccién anidada de
Proposicién 2.1
Sca I un conjunto dirigido y sca {X,,;r[a,ﬂ] } un i dc i Eeri y
i de li p ivas 7 [ax , B | con limite inverso X . Paracada 77 € D, definimos :

Q,={<x,>_,e[IX.:r[a.B)l(x.)=x,paratodas a. e D talesquc B < a < 77}
ae D

lowi A " &

con la gia por la P Sc tiene que:

00,50, sin <4

ii) O, cs homcomorfo a n X,

rzn
i) X = {0,
ne D
Demostracion i) y iii) son inmediatas. Para cl inciso ii) sca 7 e Dy

@ :Q, > T1X, definida por: @ (<x, >,n) ~ <X, >a0up
rzn

F quc @es bi i i ¥ con inversa continua.
Inyectividad.

Scan <X, >ap » Ve Pop € @, CON <X, >, *

< Va Faen ontonces, existey € Dialque x, = y .
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Como P (<X, >,p) = <Xg>aey ¥ P(< Ve >0p) = < Vu>my
si = n7es inmediato que < X, >,.,% <V, Zg.,-

Si y< 77 entonces X, # Y, (si X, =y, entonces x, = r[ 7, 7](x,) =
r[72,7)(»,) = ¥,. que cs una contradiccién) y por 1o tanto sc ticne que

Xy Paen™ <Va Zazn:

Suprayectividad.

Sea <z, > e] I_Y,.Constmimos<x_ >acp €0 O, asi

ran

ren

([r(nBXz) para <
= 4
lzﬂ pama S5z 77
Dc la antcrior construccién sc tiene que <X, >,., € O, y que

P<x, >, p)=<2z, > ,an 10 que mucstra 1a suprayectividad de @.

@ ©s continua pucs @ cs 1a restriccion a Qﬂ de una funcién proycccion.

Lﬂfuncién'r:nX,—»Qn‘ finida de la

rzn
W<x,>,.,)=<q, >, donde g, = "['7./9](’.,) para f< 17y
qp = Xp para L = 1, cs continua, pucs cada r[ry.ﬂ] lo es, para todos
17, Ben D con f<r. Para concluir 1a prucba, bastard mostrar quc T cs la
inversa de . Es decir, debera probarse que T( (X ) ) = x para todo X €
Q,1 o bicn, ya qQue ¢p ¢s inycectiva, (y por 1o tanto su inversa ©s ninica) que
@( T =) )=z para todo = enX,. pero esto ultimo es inmediato
rem

apartir de la definicién de , lo que concluye la prucba.
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Definicidn 2.3
Sea D un conjunto dirigido, sca { X7 [@. 8]} un si i de i con lmitc

imverso X, yseac € D. Si It,;]‘]x, —X_, denota 1a proyeccion de nX, en X,y ”.‘x su
re D =

re D
iccibn a X, i a P, X_, — X, (1a a—¢sima proyeccitn de Xoo en X,) como o= 7T, |, .
D 1a definicién anterior y de la forma en que sc define la P se =P dec
mancra inmediata, quc para toda o € D, p(<x_ > ,.5) = x,, 1al como fuc definida, cs una funcién
¢ ién es i d qucsiy, & e D sontalesque ¥ <§.cmtmcesp,=r[§,r]°pc.
Preposicidéa 2.2

Seca {X,;r[a,ﬁ]} un sistcma inverso tal que cada funcién de ligad cs

Entonces o,:.X,_ —» X_, la a—ésima proyeccion de X, en X , cs suprayectiva paracada o € 1!

Demontracion. Scana € D, x, € X, ysea K = 77'(x,). Se probara

que K ~ X_ cn no vacio. Ahora bicn, si para cada ni € D definimos QY‘I

1al y como sc hizo en 1a p. ici 2.1, que probar
que Kr\nQ‘mnovncioo__.. i por la icion 1.1,
{eD

que K Oy =G paratodan e D.

Sca pues n € D. Como D es un conjunto dirigido, existe y € D
tal que Y > Ny ¥ > a. Como rly, a]:X,—+X, cs suprayectiva, existe X, €
X, tal que x, = r[y, a}(x,). Dcfinimos xg = 1y, B](x,) par toda B < v:

¥ si L DO cs menor que v, simplemente clegimos algin punto x,, € X‘,.
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Del parrafo anterior se tiene que <x€>€‘o e Knm Q"l . por lo

que p,.:.X, —» X, cs supraycctiva, que cs lo que sc queria probar.

Feorema 2.2 .
Sea D un conjunto dirigido. Si {X_;r[a',ﬁ] } cs un sistema inverso dondc cada X', es un

su limite i X, esun i Mis aun. si para cada @& € D, X conticne mis
dc un punto, y cada r [, 3 ] es i el limite i X .., ticnc mas dc un punto.
Demostraciém. Como cada (2, €s un i (por scr fo a
IIX,yconbascenln, icién 2.1) por la icién 1.2 se tienc
r~n

entonces que X ., = 9 ©,, es un continuo distinto del vacio.
™~

Para la segunda parte de la demostracion. sca <X, >,., €X, ysca
a e D fijo. Como X .. por hipdtcsis. contiene mas de un punto,
podemos clegir ¥ ,eX _ tal quc y,=x,. Como o, X, —> X, es
suprayectiva, existe (¥,).., €X. wl que p({V.)..,) = ¥ . Esto

concluye la demostracién.

Deflnicién 2.4

Un j R dec un i0 S es un de S si existe una funcién continua f: S — R tal
quc_f(x)=x para cada punto x cn R tal ién cs 1t una
Lema 2.1

Sca T ct i de i quc ©; con ¢ orden de los ordinales, donde ®; representa
al primer ordinal no numerable, y sca {.\’,;r [a.ﬂ] } un si i de i con limite inverso
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X ... Supongamos quc cada r[a./’] €s una retraccién y que para cada &, & € T. con & < &, se ticne qch;
es un subcontinuo propio de X¢. Sea v e T, cntonces existe un encaje de X, en X,
|
Demostracién.  Sca /it X ,— X, decfinida como (X ) = <X, >, 7
dondc:
[x s A=y
= |
lriy, Al x ) si A<y,
h esta bien definida pucs < X, >, ¢ ©s. €0 cfecto, un clemento de X,
ya que, por hipétesis, si x € X, x € X, paratodan >vy cada r [, 8]

€5 una retraccion.

La inyecti ddchresi d ya que si X # ) entonces < X, Sgp *

< Y, >.or Puecsdificren, por construccion, en el lugar y.

A es continua, pucs para cada A <Y, la funcién J,: X;—».X, definida por
J,(x) = rly. A)(x) ¢s continuay paratodoy = Acony, A e T, se tienc
que la aplicacién J,: X,—.X; definida por J',(x)—sx también lo es.

Finalmecntce, Fla, «}(x) = x para todo x € X, y toda & € T, lo que prucba

esta i Adi que /(X)) cs un subcontinuo

- de X, (vaquecslai de un inuo bajo una i inua) y

que ademas €S propio, ya que existe <z, >, € X, - /(X)) . donde
Zo€ X, - UX‘, para cada o eT. Esta cleccidn es posible dado que para
P<a

cada &, € T, con £ <, se tienc que X;; es un subcontinuo propio de X
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Dado lo anmerior, h;X, —.h(A’_,) como fué dcfinida, es una funcién

continua y biyectiva catre los continuos X, vy A(X)). por lo que

que esun h C Esto la
A partir de este si Gesel i dc los ordi que @y, con cl orden de los ordinales,
Yy = {X,.;r [a,ﬂ] } ©s un si; i de i quc sati 1as hij is del lema 2.1, mos

podremos referir a 4\’u para cada o € G, como un subcontinuo propio dcl limite inverso de 3. En lo

, nos referi a los cl dc E = UX,, como al j dc las ®, i casi cons-

aco

tantes. Es decir, elementos < x,, > o tales que para alguna n € G, sc ticne que Xy = Xy, para todaa > w.

Lema 2.2
Sea DD un conjunto dirigido y sca {Xﬂ;r [a,ﬂ] } un si i dc J con limite
inverso X . Sca W un subconji de X, . E w o ={ np,,(W) lJmx ..
ac D

Pemostracién.  Si (w,,)“D eW , como (w_)“w eX_ ., sélo hay

que ver que (w_) e[ np,,(W) ] . pcro csto es claro pues
aclh
w, €0, (W). Por loque: W < [ np,,(W) J~x ..
o D

Anora, sea (¥,). ., €[ [Tea(W) 1 ~ X, yparacada yeD
aehD

definase: K, = W p',‘(y,)y i los 3

a) Dado quec y, € p,(W) Vy eD , podemos afirmar que
K, +#0 Vy eD.
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b) La imagen inversa de (yy) bajo ©,, que cs una funcién
continua, cs un cerrado de X y por lo tanto es un compacto de X ..

lo cs.

como Wes i quc K,

5 K,cK,si y <¢ con & » e D. Basard probar
que £} (y,) estt comenido en p(y,). Sea (x.) e o (vo).
Entonces ¥ = 0 ((%a),.p ). tege r[Gr () = rl6r]
P €xa)ocp)). Como  p,=r[sy Jop,. sc tienc que
y,o=r[6r Id=o,0{x)on) v como (yu).p, eXu.

(r_)“o € p;' (y,). como se requeria probar.

Dado lo anterior, la familia { X, }"D tiecne la propicdad dc la

interscecién finita y por lo tanto, n K, #0.
re D

SeaV = (v',)“D e nK,. Claramente, V € W'y ademais,
re D

v,=», Yy €D por lo que V=<y,,)mp. lo que concluye la
demostracitn. (Si paraalgin y & D v, =y, como (v, ) ek,
sc tendria entonces que y, = pr( (vg)nw) = v, contradiciendo la

eleccién de y.)

Definicidm 2.5

Sca D un conjunto dirigido y sea T un ] de D. Deci que T estd distribuido en 2 si,

pamtodaa € D, existcy € Ttal que a <.

Capitulo 11 Piégiaa 8§



Cabe mencionar que si /2 e¢s un conjumo dirigido, y F es un subconjunto de D que no csta
en D, F esid

periormente. Esta obscrvacion a la definicion anterior nos
facilitara probar el siguicnte tcorcma. En lo sucesivo, si 4 « X .. definimos r[a ,ﬁ](A) -

{r[a,ﬂ](x,)lx_ eAd}.

Teorema 2.3
Sea D un conjunto dirigido y sea {X,_:r[@. 8]} unsi i dc i y &
de ligadura r [a .8 ] sup tivas con limite i X..S que paratoda ¢ € D,si A, . B,

son subcontinuos de.X . talcs que 4 . B, = X .. entonces se tiene que, o bicn 7 €. ](A‘)= X, o0

bien r [4', ¥y ](B ‘) = X, para} < 4. Entonces X, s un continuo indescomponible.

Demostracién, Supongamos que X = 4 « B con A, B subcontinuos
de X . Sc probard que 4 = X_ o bicn que B = X _. Sabemos que X,
=PAXNV=PpALACB)=p LAY PpAB) VaeD.

Del parrafo  anterior, y por hipOtcsis, para toda o€
rla.BXp.(4N=Xx, o rla.BYp.(B))=X, Como
r[a ,ﬁ]op,, = Py (ver et io a la icion 2.5).

para toda BeD, p(A )= Xy36 pp(B )= Xp.

Sea 3B = { Te=D | T esta distribuido en D} y sean F = {y € D |
P(AYI=X1YyG= {yeD|{p(B)=X,1..ComoFuG=D,
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entonces F € 30 G € 3. sin ida de

que ocurre 1o primero; ¢s decir, que F € 3. Se probard que F = D.

Scapues, ye Dyscave Ftalquey<v. Como o (A )=X_y
existe r[v,y]:X,—> X, coonces  tcnemos  que X, =

riv.»Xp.(4 )) = p,(A ). Portoanto, ; € F.

Por el loma 2.2, como 4 ¢s un subconjunto compacto de X, 4 =

([1r.(A N~ X.. Como p,(A)=X, V » € D, a tienc
acD

entonces que A = X, por lo que la ién queda

Eewms 2.3
Sea X un espacio métrico compacto y sca {K, : @ < @]} una familia dc conjuntos ccrrados en X~

tales que K, < K si o>B. Entonces existe n <o tat que K, = K, para todoy > 7.

ackon. lo io. Es dccir, supongamos que

paratodoa <wj 3 A>otal que K, - K, = .

De lo i ir la sigui familia i ita de

ordinales: 3 = {1, <w] | E<opNa<ngsia<ByKn,-Kn,=2}

Sm.pnmc;d;i3\.<m1.:1eKn,.-Kn,,,dondcn»n.,e3y-y

ecsmayorqueA. Sea V= {z,: A<wy}.

Comwo ¥ < Xy X cs 2° numcrable, } también lo es y por lo

tanto, ¢s LindclSfY. Topotogn Kalley Vol 1 pag 146 Ed Mir Masce 1969)
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Scad, =X-K, yscad,=A, ~nY. Y UA'A.yaqucsiz,
A<an,
e ¥, entonces cxiste p < @) tal que =, € K, - K0, luego, z, e X - Kmy,

=An,. porlotano, zye AN, ~ V=AM, < U~..
v

Como Y es Li una
', . ...} delacubicrta {A’y:a<wy}.

numerable (A',I AL,
Scay = sup{a,: n e N }. Entonces, para algiin entcro no ncgativo t, Z, €
A',, yporiotano, z, e K, =2 K, > Km,, lo que es una contradiccion,

pues z, e K, - K, Asi pues, cl lema queda probado.

(*) Nota: Para la demostracion de este lema, se contd con la ayuda del

Dr. Angcl T; A 1a, guién ibuyé con la mayoria dc ideas

¥ sug ias en &1 ¥ a quién sc lc agradece tal esfuerzo.
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Capftulo 111

En estc las

Hiperespacios

a las p ici 3.1, 3.2, 3.3, cl tcorema 3.1, y ef icma 3.1 son

dcl Dr. A

son, pero han sido, cn este

INancs Mcjin. Asl mismo, las demostracioncs al tcorcma 3.2 y al lema 3.2 lo

de equi con el fin dc facilitar su integracion

en este

¥ lectura al resto de las

Pefiaicién 3.1
Sca Xun

Defini 2¥={ Ac X:A escerradoyA=D }y C(X)=

{ 4e2%:4 esconexo }.

Sefinicién 3.2

¥y d upa métrica en X, Dados £ > O y A4 €2% definimos N (g, A) =

Sea X un

{ xeX:3aed » d(a,x) < £ } ylallamamos Ia aube de radio £ alrededor de 4.

Dado que N (&£, A) puede scr también visto como 1a unidn de las bolas con centro cn cada punto de

que N (&, A) cs abierto en X.

A y radio &, 3¢ pucde 1

Proposiciéa 3.1

Para 4, B en 2% definimos H(A.B)=inf{ £ >0 A N(eBYyBcN(sA4) }. La

funcién K (A, B) define una métrica en 2% . Tal métrica s¢ conoce como 1a métrica de HausdorfT,

Demestracién

i) H csts bicn definida. Scan 4,8 cn 2% Como A es no vacio,

podemos clegir algin g, € 4. Ahora, como B ¢s ccrrado en un

cs por lo tanto, existen

X, €X y&5>0 3Bc By(x,). Sea s=d(a,,x,)+5.

Entonces B < B, (a,) = N(&, A). Anilogamente, existcs; >0

tal que A< N(g,B). Sea 52=mdr{£,.e} cntonces
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Bc N(g.A4) y Ac N(&,,B). Asi, ¢l conjunto con el que
definimos (A, B) cs no vacio y csta acotado inferiormente por <l

cero.
ii) H(A,B)=0 pucs cs un infimo de valores positivos.
iii) H(A,B) = H(B,A). PpPucsAy B jucgan papeles simétricos

iv) H(A,B) =0 implica A = B . Sca b en B. Por demostrar que
b esta en A. Como A es cerrado, bama probar que b estd en 1a
corradura dc A. Sea 5 > 0. Como & > 0 =H(A,B) emonces
de>0alquee<d y Bc N(& A)c< N(S, A). De manera
que b € N(J5, A). Asi pues, existc a en A4 tal que d(a,b) <& Esto
muestra que B,(5) A = &, por lo que & esta en 1a cerradura de

A. De mancra similar se pucde probar que 4 < B por lo tanto,
A=258.

v) H(A,B)s H(A,C) + H(C, B). Sc probara antes cl siguiente
hecho: Si A N(&,C) y C o= N(&5,B). ecntonces
Ac N(&+ 5,B). sSea ae A= N(&,C) cntonces existe ¢ en C
1al que dfa.c) < £ Como ¢ €C < N (5, B), entonces cxistc & en
Bal que d(c,b) < & Dc aqui que dfa.b) < d(a.c) + d(c,b) < &
+ 8. Porloque A N(£+ 5, B).

Dado lo anterior, podemos ver que H(A4,C)+ H(C,B) =
=inf{s>0 tAc N(e. Ay Cc N(S.A)}-o-
+inf{5>0:Cc N(&.B)y Bc N(5,O)}
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=inf{s+S5: A= N(&C). Cc N(2, A), Ce N(S.B), B N(5,C)}
Y por la
H(A,CYy+ H(C,B)=z

zinf{e+S5: A= N(c+S5,B)yBc N(6+ 8,4V} = H(A,B)

Con lo que 1 asi que H cs métrica.
A partir dc cste i que C(X) cs un espacio compacto; para csic cfecto,
> i que 2% es y que C(X) cs cerradoen 27,

Definicién 3.3

Si {A_}:_I < 2%, &finimos lim inf A4, = {xe.X : para toda ¢ > 0 B,(x) A, = @ para casi
todm n (todas salvo un nimero finito) }. De mancra similar definimos:
lim sup 4, = {xeX : paratodac > 0 B, (x) ™ A4, » @ pasa una infinidad dc {ndices }

Proposiciéa 3.2
a) lim inf 4, < lim sup 4, .
b) lim inf 4, y lim sup A4, son conjuntos cerrados.
© lim sup A4, # & para toda sucesion {4,}7 .
Demostracién.
a) Sea x e lim inf A,. Tenemos que mostrar que x « lim sup 4, es
decir, tencmos que probar que si 6 > O, entonces B (x) A, = &
para una infinidad de indices n. Como x € lim inf A, por definicién
tenemos que B (x) A, # & para casi toda n, es decir. existe un
namero N € N i que B,(x)A, = O, para toda n > N y, por
unto, B,(x) A, # & para una infinidad de indices n. De esto

concluimos que x € lim sup 4, .
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b) Demostraremos que lim sup 4,
probar que lllﬂTP:’“_ < limsup 4, .

Sea puwes x € myme>0.5nlonmmumqm
dimsup 4,) ~ B, (x) = &, dc mancra quc podcmos fomar un
punto z € (imsup 4,) ~ B_(x). Como z € B_(x) tecnemos que
existc 5 > O wal que B,(z) « B,(x) ycomo z e limsup A4,,
emonces B;(z) ~ A, # & pam una infinidad dc indices n. De aqui

que B, (x) ™ A, » @ para una infinidad de indices n y por tanto x €

lim sup A, .

La demostracién de que lim inf A, cs cerrado cs analoga a la anterior.

©) Elegimos puntos a, € 4,,. Como X es compacto, existen un punto cn

- -
x en X'y una subsuccsién {a,,l }k_'dc 1a sucesion {4, }n_|, tales que

a,, tiende a x, cuando k ticnde a infinito. Dada ¢ > 0, existc un
nimero natural M tal que @, € B,(x) para toda k = M. De aqui que
B_(x) intersccta a 4, para una fnfinidad de indices n. Por tanto x &
lim sup A,. Hemos probado cntonces que lim sup 4, = @ pama

cualquier sucesion {A,,}:_l = 2%,

Proposicién 3.3

a) x € lim inf A4, si y sdlo si existe una sucesién {xn}:l de Xtal que x, — x ¥y X, €A, , para

todanelN.
b) x € lim sup A, si y s6lo si existc una
existen puntos x, € A, (paratodak) tales que x, — X

de na n < n, < ...y
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Demestraciéa.
a) <) Sea {xn}:_' una sucesién en X tal que x, — x y X, €4, . para

toda n « . Para demostrar que x € lim inf 4,, tomemos ¢ > 0.

Entonces existc N € N tal quc d (x,,, x) < ¢, para toda n 2 N. De
manera que x,, € B,(x) A, paratodan = N. Asi que B,(x) A, =

< paratoda n = N. Por tanto, x € lim inf A, .

=) Sea x € lim inf A, para cada n elegimos x,, € A, dc tal forma quc
&x, x) = min{ &(x, y): y € A, ), donde d es la métrica de X (x;, csta

bien definido para cada n pucs la ion £: X >R & ida por f (y) =

&Kx, y). con X fijo, cs continua y como A, ¢s compacto, { alcanza un
minimo en A, . Por lo tanto, existe x, € A, tal que f(x,) = min ( Ry) €
R:y e A, }.) Vamos a demostrar quc X,, — x. Para esto tomamos € >
0, como x € lim inf A4, , existc N € N wal que B,(x) A, » O pamn
toda n = N. De modo que, paracadan = N, existe g, € A, tal que d (x,
a,) <e, perod(x. x, )=min{ &x,y):ye A4,}) s d&x, a,) <e para

toda n 2= N. Por tanto x,, —» x.

b) <) Supongamos quec existc una ion de ni n, <
n, < ... yexistenpuntos x, € A, (paratodak ) tales que x,, —

x. Tenemos que demostrar que x e lim sup 4,. Sca e > 0, entonces
existe t €N tal que d(x, x,, ) <e paratoda k 2 t, csto implica que X,
€A, ~ B,(x) paratodak = t, dc mancra que B,(x) ~ A, = @ para
una infinidad de indiccs n  ( 0y , ng,; , etc. ). Por lo tanto, x €
lim sup A4,.
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=>) Sca x € lim sup A, . Entonces, paratodae >0, B (x) A, =

para una infinidad de indi n. En p

para c = | ac tiche que
B (x) A, @ para una i de n. Elegi neNy

x,, € Bi(x)" A, coonces &(x, x, ) <1 yx, €A, .

Para ¢ = 12 B,,(x) A, @ para una infinidad dc indiccs m,
entonces podemos clegir n, > n; @l que B, (x) M A4, » . Elcgimos

%o, € By (XY A, . entonces d(x. x,, Y<V2yx, €A, .
Conti csic i se¢ puod elegir
n, < N, <n;< ... ypuntos x, €A, les que &x, X, ) <1k,

De aqui sc sigue que Xn, — x cuando k —» w0,

La raz6n por la que incluimos cn esie trabajo las mociones de limite

SUPETIOr ¢S que vambs a usarto para d qnczxeu Pero

antes de hacer esto veremos qué relacion ticncn estos limdtes con 1a
convergencia que ya tencmos definida en 2¥ con la métrica de
Hausdorfl .

Tearema 3.1
Sea {An}:ﬂ <= 2% | cntonces A, converge con la métrica de Housdorff aun 4 € 2% siy sdlo si
iminf 4 = A4 =limsup 4, .
Demostraciéa.
=) Supongamos que 4, converge con la métrica de HausdorfTaun 4 €
2% | Demostraremos que lim inf A, = 4 = Lim sup 4,. Sabemos que
lim inf 4, < lim sup A4,, sélo que

que

Capitlo 11l Phgias &



a)A4 < liminf A4, y que blim sup A, < A4.

a) Scan a € A ye > 0. Como A, converge a A ( con la métrica dc
HauadoufT ) oc tiene que cxiste N € N tal que H( A, 4, ) < = para toda
n = N. Es facil que esto i icaque 4 < N(c, A4, ) Sean

e N entouces a € N(e . A4, ). Esto implica que existe x, € A, tal que
a&a. x,) < c. De manera que x, « B, (a) A, . Hemos probado quc
B,(a)N A, » & paratoda n = N. Esto wmestra que a € liminf 4.

Portanto 4 < lim inf A4,.

b) Supoagamos que lim sup A4, no esta coantenido en A, entonces existe
x e limsup 4, tal que x ¢ 4. Como A cs cerrado, entonces exisic €
> 0 wique B,(x) A = 3. Yaque x € lim sup A, tcncmos que
B,(x)A, = & para una infinidad de indices n . Dado que A,
converge a A, para todo e > O, existe N € N tal que HA. 4,) <&
para todo n 2 N; es decir, tal qued, cN(e2,. A )y A cN(e/2, 4,)
para toda n > N. Entonces podcmos clegir M2 N wal que B, (x) ™ A4,,
# 3 . Elijamos z € B ,(x)A,  entonces q( x,z)<e2 yz €
A, cN(e/2, A). Deaqui que d{ x , z ) < e/2 y existc a €A 1al que
& z.a)<es2 Esto implica que d( x ,a ) <& dondc a 4. Por tanto
B_(x) intersecta a 4. Esto contradice 1a eleccién de & y prucba quc
limsup A, 4.

Con csto la i6n de =>).

<=) Ahora supongamos que lim sup A4, = lim inf A4 . Definimos A4 =
limsup 4,, A4 e 2* pues sc vio que lim sup A, cs cerrado y no
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vacio. hay que quc A, convergea /1 con la métrica

de HausdorfY .

Sea £ > 0, probarcmos quc:
a)Existc M, € N talque 4 ¢ N(e, A4, ) pamtodanzM, y,
b) Existe M, ¢ N talque 4, c N(c. A). paratodanz M, .

b) Supongamos que no sc cunple b). Esto ¢s, supongamos que para toda
N e KN , existe n = N tal quc 4, no esta contenido en N(s, A4 ).

para 1, existe 77, > llalqul:A,,' & N(e. A)
paran, +1,existe 71, > n, wlque A, & N, A).
Para 77, + l, existe 77, > myulque A, & N, 4).

Pr i de esta sc prucba que existe una succesidén de

mimeros naturales 7, <7z, <n; < ... wl que A, , no esta contcnido
enN(c. A ) .paratodak e N. Paracada k € N elegimos x,, tal que
x,, €A, -N(s,4).

™

Como X cs compacto, existen x5 & X y una subsucesién {xﬂ_‘ } . de
-

{xn_ }:I tales que X, —> Xo. Yaqucparatodot x, &X-N.,A)

¥ este conjunte cs un cerrado ( es ¢l complemento de un abicrto )

tenemos que xg € X - N(z, A ), Jo cual implica que x5 & 4. pero
- A -

X, > %o ¥ {A,,_‘ }". es una subsuccsién de {A_}n_‘ por la

caracterizacion que dimos antes de lonite superior tencmos cntonces quc

Xg € lim sup A, = A. Entonces x, € A . Esta contradiccién demuestra
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que b) es verdadcera, por 1o que cxiste un entero no ncgative M, tal que

A, < N(e, A) para todo n > M,.

a) Ya quc la familia { B,,,(a) : a €4 } es una cubicrta abiertade 4 y
A cs compacto pucs es igual lim sup A, . entonces existen m ¢ N y

a,,85,....,8, € Atalesquc 4 < B ,(a,) ... wB,,(,).

Como A4 = liminf 4, cada aj cs clemento de lim inf A4,. Dc mancra
que, para cada i (1, ..m) ,existce N e N tal que si n 2 N;,
entonces A, ~ B,,(a,) = @. Definimos M, = max{N,, ... \N_}.

Dadasn=>M, ei e (I.....m}seticneque 4, "B, ,(a) =3,

Afirmamos quec 4 < N(e .4, ), para toda n =2 M, . Tomemos pucs n 2
M, ytomemosae A c B, ,(a) v B, (a,)w... v B, (a,).
Entonces existe i e{ 1, ..., mjtal quca € B,,(a,). ComonzM,
entonces existen x € B,,,(a,) ~ A, . Asf qucd(a,x)sd(a,a;)+
d(aj,x)<g/2+c/2=¢. Portantoa € N(c .4, ). De manera que 4

<=N(z, 4, ) paratodan 2 M, . Con csto terminamos la prucha dc a).

Ahora que ya probadas a) y b) N=mdx{ M, .M, },
entonces sinz N, tenemosque 4 €« N(e, 4,)y A4, « N, 4).Dc

aqui quc H (A, A, ) < e para n 2 N. Esto muestra quc 4, — 4 con la

derica de b Con csto termii 1a prucba dc <<) y, por tanto,

la del tcorcma.
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sc ha hconvcrgcmiaan“"Connsubancschosiblqemaﬁ-h

Hasta cste
d del hi io 2% y como concecuencia, la de CEX). A continuacién un importantc lcma que
serh cf eslabdn catre lo visto i y el objeti inci de este i
Lema 3.1.
si{4,}], = 2¥ csuma de Cauchy, {4}, converge sun 45 e 27,
- Domastracids.
De con el ior , el unico candidato quc sc pucde

peoponer para ol limite es A o= lim sup A4, .

Paraprobarque A, — Ao (Coala ica de ) que
probar que lim inf 4, = lim sup 4,. Dc mancra quc tencmos que
demostrar que lim sup 4,  liminf 4.

Seca x € lim sup A4, . Sea s > 0, hay que demostras que existe N € N

tal que B,(x) A4, = @ pam toda n = N. Como {An}.., es de

Cauchy, parac/2 ,existe Ne N ualque H(A4, .4, ) < e/2,paran,

m=N.

Como x € limsup A4,. B_,(x) i a A, para uma
dc indices n. Elij una Mg 2 N tal que B, (x) »~ Ay, =

z.Dadanchualquicra.H(AM-_An) < /2 pues ambos indices

son mayorcs o iguales a N, lo cual implica que A4,, < N(/2,4,).
Seaye Ay, ~ B,,(x) Entoncesy € 4,, < N(e/2,4,), porlo

quecexistez € A talqued(y.z)<e/2yportantod( x,z)sd x.y
)+d(y,2) <e/2 +e/2 = c. Hemos probado entonces que B,(x) ~ A4,
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* & para toda n = N. Esto prucha quc x € liminf A4,. y por io tanto.

termina la prucba de que 4, — Ay,

Como sc i al imicio de cste capitulo,

Ya estamos listos para probar que 2% s
€880 mos prrmitind probar que CCYJ cs un espacio métrico compacto.

Lema 3.2
Scan X un cspacio topoldgico, {A,_ }:_. una sucesién cualquicra en 2 , J un subconjunto infinito

TdeJtalque H(A4,. 4, ) <cparatodon, reT,

de N yscac>0. existe un
de F en 2%,

donde H, como ta

Demostracien. Seae > 0 y J un subconjunto infinito dc N . Como X
cs compacto, existenm e N yx, ,...,x, e Xules que X = 8_,(x,)

..o u B (x).
ParacadaneJscaKp={ke(1,.... m}: 4 n B, (x,)

#D}.ScaS3={F:Fc({1,...,m]} ). 3 csfinito pues ticne 2™

clementos. Como K; € 3 para toda i € J, existc T < J infinito tal que

Ka~Kpparatodoa, be T.
Scan u, r € T. Se probard que, para un € > 0 dado, H(A4,, A4.)

< . Es decir, sc probara que 4, < N(e. 4 ) yque 4, =« N(e, 4,)

para todos n, ren T
Scay € 4,. Como X es compacto, existenm € N yx, , ...,

n,e Xtalesque X = B_,(x;) v... v B_(x,). Entonccs y €

B,.(x,) para algan q € K;. Como K, = Ky, q € Ky de donde sc
ala ion de Kp. que 4, ~ B,>(x,) =2, por lo

que y € N(E. A, ). La contencion 4, < N(e. A4,) sc prucba de igual

y ia
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Teorema 3.2  Sca Xun i 2% es

aciGn. que un i ico cs

siy
sblo si toda succsién tienc una sub i6

(r de
andliss matemdtico, p 54, Walisr Rudin, 3° Edicion Ed McGraw Hill, 1980). Tomemos

pucs una succsidon cualquicra {A,)‘ < 2%

. . Por ) lema 3.1 sblo
tememos que mostrar que { A, 7| ticne una subsucesién de Cauchy.

Por cl lema 3.2 cxistc un subconjunto infinito ¥, de I tal que
H(A,. A)) <) paratodas n, r € J, . Ahora sea J, un subconjumo

infinito de  J, twl que H(A,. 4) < 1/2 para todas n, v € J, .

piti cste cs posibl una ion {3, :_l de

subconjuntos infinitos de I talesque  J;, > J, ... yque ademas,
paratoda k e N, scticne que H(A,. 4,) = 1/k paratodasn, r e J,.

Para ir la i 1

n, €J;, . ComoJ, cs

infinito, existe n, € J, talquen, < n, . Escogemosn, < J, tal que

n, < n,.Decesa sc pucde
2 3

ir una wonn, < n, <
n, <...de numcros naturalestalque n, € J, paratodak ¢ M.

Sc probara que la succsion {A,,_ }:_| es de Cauchy. Sea pucs €
> 0. Scake N talque 1/k < cyscans.r2k. Entonccs J,, J, < I,
dec manera que ng, 0y € J, y, por la cleccion de I, tenemos que H(A,,_,

A, )< 1/k<e. Esto prucba que la sucesion {A,,'} es de Cauchy ¥

kel

termina la prucbha de quc 2% es compacto.

Teoreman 3.3 Sca X un i C(X) esun

métrico
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quc C(X) cs cerrado en ¢l espacio métrico

2%, Sead € C(X) < 2¥ y supongamos quc {An}:-.“‘A donde

acion. Sc

para cada entcro no ncgativo n, sc ticne que A, € C(X). Bastara probar
que A estd en C(X). Es decir, habra de probarse que A ¢s conexo.,

Supongamos lo contratio, cs decir que 4 es disconexo. Entonces
A =R o S conR, S cerradas y ajenos. Como C(X) cs normal, existen
abicrtos ajenos U, Valque Rc Uy S V.

Scae>0talque RcMNe R)qc U y ScNE S) gV.Tale
existe, pucs es el minimo entre £1 y £2 donde £1 cs tal gue R = Mel, R)
cUyr2estalgque S < NMe2,85) V.

Sca n € N 1l quc H(A4,,, 4) <e. Entonces A,, € M. A) =
Me. R) w N(e, S) ULV, Como 4 € N(e. Ap) entonces R U S e
Me. Ap), porloque R € N(e. Ay) y S € N(e, A,). De esto sc siguc
que A, cN@e. R)cU yque 4, <« M= §) < V. Lo que ¢s una
contradiccién, pucs A, € C(X) y por cllo es conexo.

Asi pucs, sc ticne que 4 € C(X) y por lo tanto C(X) es cerrado

dc 2% es

Y por scr cste un

Proposicién 3.4
Sea X un continuo, scan a, b€ Xysca I = {W e€ C(X) : a b €« W}. Entonces I es un
subconjunto cerrado de C(X).
Demostracion. Scare C(X) - J E fesun
de idad) a a. Como

¥ cerrado de X que o 3 (Sin
X es Normal, existc € > 0 (€ = d{(a, N) tal que B_,(¢) es un abicrto de

C(X) que contienc a 7y ademis, B (7)) n 3 =, lo que concluye Ia

prucha al mostrar que C(X) - 3 cs abicrto.
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Capitulo 1V

En éste se ! el bajo el cual cs ibl ir un
indescomponible con a lo mds dos en él s¢ un wabajo publicado cn 1978 del cusl, el
autor es ¢] Dr. David P. Bellamy.

Como es de tal i no cs por lo que su construccién no cs inmcdiata ni

trivial. A continuacién un par dc dcfiniciones clementales que serdn requeridas a lo Iargo de éste capitulo

para su mejor comprensién: si f (X —» Y y 4 < X definimos f(A) ={fimy|aeAd}. CX)ecscl

hipercspacio asociado a X,. Si W e C(X,). definimos F: C(X,) — C(X,) por F(W) = r(W).

Finalmente, recordemos que existe un encaje o inyeccién natural /1: X, — X, (lema 2.1 capitulo 11) que nos

Ppermitira hablar de fos puntos de [_JX, como si fucran ciementos del limite inverso y para a < w). de X,
a<ay

como un subcontinuo propio de éste.

Teorema 4.1
Sea {x,: rla.B ”.,.., un inverso de i métricos indescomponibles con limite

inverso X_,. Supongamos que:
i) Para ff< @ X4 esun subcontinuo propiode X, y rle, A): X ,~» X, es una retraccion

i) VA< w,, existe C, composanic dec X, tal que:

(Yx)ne-2

ytalque V. a>p r[a,ﬂ](X,,—X,)gC’.

Entonces X, cs un continuo indescomponible con a lo mas, dos composanics. Mais aun, si

E= UX,, y C=X_— FE entonces £ cs una composantede X, y scticnc,oque C=(J oque C
a<m,
es una composante de X,
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Demostracién Como cl sistema {x,: rla.f ]}_"(_q satisface las

hipdtesis del tecorema 2.3, se tienc cntonces que X ¢s indcscomponible.
Scan £ y C como en cl enunciado del tcorcma. Segan cl comentario

posterior al lema 2.1 del capitulo 11, identificamos a ££ como un conjunto
£ es unién

cuyos son @, i casi

de de X, y por lo tanto, esti contenido

cn alguna composantc de X,

Con basc en lo antcrior, para probar quc / cs composante dc
ible entre i dos

X ..., cs suficicntc probar que X es ir
Fertos (), ... €E ¥ (x.),., ©FE. Es deccir, s probard que si W

s un subcontinue de X,, que contiene a {{¥.). .. (Vadaeo, }

cntonces W= X_ .

Como (x,,)q(q el <x°)-<v. no c¢s una @,-sucesién

cventualmente constantc; para cada # <@, existe A >/ tal que

X, #X5. De lo anterior, X; € Xz ( Si x; € X4 entonces r[A
BI(x,) = x,=x,). Como por hipstesis. rir. BX, ~ X} Cp. 80

tienc entonces que para todo 5 < @), Xz = r{A, m(x‘,) eCp.

Ahora bicn, como (y,)m" € £, sabemos que cxiste 17 < @,

tal que para todo @ > M. ¥, = ¥, € Xy. Entonces, y, € X, < [ J X,

¥ como ( UX_,) NC, =D, se ticne que V., € C,, para ningan a >
a

n: por lo que si WX, s un subcontinuo de X, que conticne a
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(y,)ﬂ‘_‘ ya (x")-«»-' cntonces para cada a > 1, p,(W)= X,

pucs X, , VY, € p (W)< X, y como X, es irreducible alrededor dec

(X0 Yo} Pucs X, € Cp ¥ Vo & Co sc tiene que o, (W)= X,. A

continuacién sc probara que X_QW y como w=w pucs W es
sc habra p que Ecs de X .

Scan pucs, (z,,)“.'ez\’_, y W un subcontinuo de X, que

contienc a (y, )_(-. eFEya (x">n<-| « E. Recordemos que existc

< w) tal que para cada e > 1, P (W) = X,. Sca L/~ Uy xU,, > ...

xU,, x nX_, una vecindad dc (z,

),,,,,. y sca 8 > max(n, o).

Como > n, entonces Pp(W) = X 4. por Jo que existe (W, ), € W

tal que pﬁ((w-)“q )= zp € X,. Como (w,)mn e X, se tiene que
wo, =r[B.aJwp = r[B.a]zp) = 2z, el, pamtodo i s k, de
€ U y por lo iano, quec

donde se concluye quc (w‘,)m_’I

{2a)aca, €7.

Para complctar 1a prucha ¢s suficicnic demostrar que C (que cs
X_-E)csta ido en alguna de X .

Sean  (x.)_... (_y,,)“q €C y sea para cada @

s, ={ WeC(Xx,) :x,.y, €W }. Afirmamos:

i) Para cada a, 33 es un subconjunto cerrado de C(.X,) y por lo tanto,

Pr icién 3.4 del my
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i) Si @ 2 B entonces Fla. B (3. )< 3,

Para probar esta afirmacion. consideremos ' € Fla, B J(3.) entonces
H=Fla,B (W,) para algun W, €3, y como x,.¥,€W,. catonces
x5, p € r[a, BUW.) = Fla.B J(W.) = H porlo tanto He I,

i) Fla.B ](3.) €s no degencrado.

Yaque X, €3, yademis, existe K, € 3,, K, # X_, subcontinuo de
X, (como x_, ¥, eC,. X, no cs irreducible entre X,,. ¥, ). Asi, como K,
c Cy = X; — Xy sc tienc que r[a,ﬁ](K,)gC‘=X‘, 1o que

prucha csta afirmacion.

iv) La famitia { Fla.fK3.): @, > @2 } es una familia de @,
cerrados de C(X,) v es tal que si p>n>f. como F{7.8Y3,) =
nBloflr.nXS,) v flr.nKS,) = 3, entonces para 3>,
se tiene que F[7,8KS,) & #[7.81(3,). De 1o anerior. y por el
lema 2.3, obtencmos que para { Fla, B KI,) : @, > a2 } existe

v <o tal que F[7, B ](3,) = F[u,ﬁ](:!,,) para todo ¥ > L.

VINg= n‘r"[a_ﬁ' KS.) esno Esto se de iv).
- as,

vi) F[B. 7y N,) = N,. Scprobara que #[f. ¥ | N,) ests contenido en
N, y que N, est4 contenido cn f‘[ﬁ,r](N,). Para la primera de las
contenciones, sea H e 74,y XNV,) = 718, 7 I~ 7la. B K3.))-
como AP rK~HaBU3)) = AL rFlas ) S.))

entonees H € F[a. ¥ ](3,) = N,. Para probar la otra contencién,
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de iv) se ticne que existe v < @) con Vv>B>7 tal que Ny =
A mBKS.). Entonces, F[B.y {N,) = LB r KF[vBK3.)) =
Flv.rI3.). Como N, = ~ Fla.y K3,) = Flv.r {3.). se tienc

que NV, e F[ﬂy](N,) es Jo que sc queria probar.

Dc los puntos anteriores vemos que {N ;a8 ] |y, }op..,
Yy

es un de j no

funcioncs suprayectivas, por 1o que su lmite inverso & tiene mas de un

punto. (Teorema 2.2 Capitulo IT)

Sca (”{,)ﬁq e N il que ("’,)m,‘ ‘(Xn)a«-.' Entonces

Fla,BUW,) =Wyeswoes. rla,BW,) = W, paraa = p. Si Wes
el limite inverso dc{ "{,;r[a.ﬁ] ln-_ }.._’(_' . W ¢s un subcontinuo de
X..y We X, pues si W= X_, aplicando p,: X, —» X, vemos que

W, = X, para toda a, contradiciendo la cleccion de (W), _, -

Finalmente, vemos quc <x°)-=<-». . (y,)ﬂ(_o’ e W. pucs para cada «,
XV €W, yaque W, e N, < J,. Entences (¥}, ¥ (Vaducm

estdn cn la misma composante de X, . 1o que concluye 1a demostracién.

Lems 4.1
Saay<a.F={ X;r[a,f] },,, unsi i que sati todas las hi is del

tcorcma 1 y sca E’ = UX‘,. Supongamos que ¥y no e¢s un ordinal limite. EnlcnccsE.,cumw

axy

del limite inverso X = Jim { X,;r[a,ﬂ] }m’q‘
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Lewma 4.2

Sea X

Existe un

retraccion F:Y —» X 1al que 1 Y - X ) < K. Mas aun, Y pucdc ser escogido de tal manera que si { es

Demostracién. Esta prucha pucde ser obtenida directamente del primer
pdrrafo de 1a prucba del teorema 1, con E, secmplazando a Eyx~y

reemplazando a o,

no y K una composante de X"

cualquier composante de ¥ que no contiene a X, cotonces 1 H ) = K.

Demostraciém. Sca f, ¢l conjunio de Cantor usual. Sea Py, = (xeP,: x
<3°8) ysca Fp, = Pg - Ppey. Fy, consiste de aquellos puntos de P,
entre 23°(0+1) y 3“0 inclusive. y ¢l punto medio de este intervalo,
(5/6)3™®, cs el centro de simetria de Fy,.

.. F2 F1
Jn [ =] e

Consi la  sigui copia N dcl  continuo
indescomponible de Knaster: N ¢s 1a union de todos los scmicirculos con
centro en (1/2, 1) céncavos hacia abajo y con puntos finales cn Pyx<(13;
Pyx1, y todos los scmicirculos concavos hacia arriba con centro en
((5/6)3"M, 0) y con puntos finales cn Fx{0} para cada cntero no

ncgativon. Sea O = { (x,y) eN: y21 }y R= { (x,y) eN-ys0 }.

Capitulo IV
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| |

Sea X ct i étrico i i dado y K la composante

cspecificada de X, Sca {X,}7, una i i de

de X cuya unién cs K. Sea p € K. Para cada K, realice la siguiente

construccion: Sca {@,}7 un j denso le de K, con

a1

anp= p. Para kzn, sca Ly un i de Ky i ible entre ay ¥

ak4+1 (tal subcontinuo sicmpre existe; ver ¢l Tcorema 1.1 del capituloD y
defina el continuo My, © K</ < X/ irreducible entre (p, O y (p, 1)

por:

Pyxn 1) o () ext1an) o () =1 1k-11) o (K= (03)
+Ta e

y defina M < Pg x ( XxI ) por:

M-O (FpMpe1) v ({0)=X=<{0} v {O}x{p}xl)

n=0
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Esquema para un conjunto que contiene a FgxAfy

>

-

Esquema para un conjunto que contiene a yxAMp

/

Esquema para un conjunto que contiene a FgxAMg
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F1 Fo
para un

A que 1 a M

En ¢! csquema anterior s¢ ve, geométricamente, que Fp=<Afp | tiende a
ser ({0}=<Xx{0} « {0}=x{p}=/) cuando n crece. csto cvidencia el
hecho de que M cs 1a cerradura en PoxXx/ de |} (Fp<dMp. ).

n=0
Y cs obtcnido de 1a unién de Q. R y M identificando (x, 1) € Q con (x,

P, 1) e My (x.0) € Rcon (X, p. 0) € M para cada xe P,.

Dada la construccion anterior, a partir dc estec momento, se probaran

varias afirmaciones rcferentes a ella:

(a) Se mostrars quc Y es un i ico, (b) que cs (<) quec

s conexo, (d) que si K es una P de X existec una

retraccion r:Y—»X tal que 1{ Y-X) = K| (c) que ¥ pucde ser escogido de
tal mancra que si H s cualquicr composante de ¥ que no conticne a X

entonces I{ H ) = Ky finalmente, (D que ¥ es indescomponibic.

Capitulo IV
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a)Como Y g Py =x (X x1)=Zy cada factor cs un cspacio métrico,

Y es un io métrico y maturalmente, X < R es un
subconjunto cerrado ¥ propio de Y. Los incisos b) y ¢) mostrardn que Y

s un continuo.

) Para probar que Y s compacto, bastard mostrar que M lo es. Como

M es un subconjunto acotado de Z, bastard mostrar quc M es cerrado en

Z. Como M = L-] (FadMae1) © ({03xXx{0} U {0)x{p}x) =

nvo

LJ(I"n « M ..}, entonces Af es cerrado, y por Jo tanto, ¥ es compacto.
n=0

) Para probar que ¥ es conexo, sea h:Y—N definida por h(q) = qsiq

e w Ryh(x, y, t) = (x, t) para todo (x, ¥, t) € M. h asi definida

€s continua.

Supongamos que ¥ no cs conexo, es decir. que ¥ = A4 w B con 4. B

propi y ajenos de Y, entonces obtenemos que N
= h(¥) = h(4) v h(B).
Obscrvemos que h(A) ~ h(B8) = . (Si suponcmos que existe y € h(4)
~ h(B) catoces existena € A y b € B tales que h(a) = 3 y h(b) =y,
pero dado que la funcién h ¢s no inyectiva solo en los Lydec Y

que fucron definidos cn la pagina 7 de esic capitulo, cntonces 2 y b
deben de estar en Lg « M, < A B para algun entero k = n, de donde

vemos que (A, B} scpara a Ly, lo quc es una contradiccion a la
conexidad de Ly.)

Capitulo IV Pagina 10



Como h ¢s una funcién continua y 4, £ son subconjuntos cerrados de Y
(Qque cs compacto). se ticne que h(4) y h(S) son subconjuntos
compactos y por lo tanto cerrados de V. Dc lo anterior, {h(A4). h(B)} es
una scparacion de N 1o quc ¢s una contradiccién y prucka que Y cs

conexo.

@) Defina r: Y. X dc 1a siguicnte mancra: 1(x) = p si xe QUR; (s, x,
N = xsi(s, x, N e M SiqeM~(QUR). cntonces 1(qQ) = p. y T

aXecstai idad. C T csuna 6

Para probar que r{ Y-X ) < K, suponga quc xe Y-X_
Si xe QR cntonces 1(x) = pe K.

Si xeM cntonces: i) xe Fo <My, , | para alguna n o bien
i xe{0}x{p}x/].

i) Si xeFpxMp,| entonces X = (y, q. f) pam algunay € P,
qeKp 1 ytel. Encsiccaso, r(x)=q e Ky = K.

i) Sixe{0}x{p}xI enonces r(x) = p € K.

Dado 1o antcrior sc tiene que r{ Y-X )< K.

€) Si #{ cs cualquier composante de ¥ que no contienc a X, entonces Fizy

: H —» K cs supraycctiva: Siq € K. q e K, para algan enwero positivo

n y entonces q tienc una i i en cada ae Fpy_yx

M,y (K x {0} < M) y como F_y <My, es un subconjunto propio y
cerrado dc Y con interior no vacio, cntonces [ conticne alguna

componente de ) xM, ¥ csto concluye la prucba.

Capituto TV
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) Y cs indescomponiblc. Para probar esto, considercmos primcro los
siguicntes dos puntos:

i) Si A es un subcontinuo propio de ¥, entonces (QUR) -4 = @
.BastarAconmostrar quc @ - 4 » B. X o Q. porloque si X - A ¢s

distinto de vacio, ya terminamos. Supongamos quc X - 4 cs vacio. Es

decir, supomgames que X ¢ A.
Sabemos que A4 csta contenido en alguna composante C dec V.

Sea qp = (:"L . P 0] paran =0, 1, 2, .... y para cada cnicro no ncgativo
t. sea Hiy un subcontinuo propio de Y isseducible entre X' L {qy) -

Obscrvmos que C = OH, yque H; < Hjsii <. Lucgo, 4 o
"o
Hy, para algix cntero no pegativo k. De lo anterior, se tiene que Qyvy €
Cyque Quyp « Hy porio que gy € A, de donde Qyyy € (O - A4, que
es lo que s¢ queria probar.

i) Sca h:¥—N definida por h(q) = q si Qe R y h(x, y, 1)
= (%, t) para (X, ¥, t) € M. Sca 4 un subcontinuc propiode ¥, scar
((2R) - A, ¥ supongamos que h(4) = N. Entonces, h(f) = h(a) para
algin a € A, con ¢ = a, lo gue cs una contradiccion, pues h, como fue
definida, es inyectiva en (W R, por lo quc concluimos que, si 4 es un

subcontinuo propio de ¥, h(A4) ¢s un subcontinuo propio de V.
ible, es decir, quc V= A W B

P que Yes
i N = h(Y) = hi4d) v

conA. B i p de Y. E
h(8) lo cual es una conuadiccion, por lo que concluimos que ¥ cs

indescomponible.
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Teorema $.2
étrico i i no ¥, existc un sistema inverso

Dade 1

{ x.irl@.B] }oopioem, 00 X, = Y. satistaci las det T 1.conla

tiene dos

de que C + & para ¢l sistcma, asi que cl timite inverso X del

Demostracién. La prucha scrd por induccion transfinita, Sca Xp = Y.

Co H dc Xo. P, ier punto en Cp y r{0, 0] 12
identidad cn X,

Supongamos quc para algiun ordinal y < @,,ypam c, B <y, con
Bsa, X,. Xz C,. p.yrla. B] han sido definidos dc tal forma que:

1) X es un subcontinue de X,

rleplx, > X, es una retraccion.

NC, N Xp=.

H p, €C,paravoaa <y y rla. flp.) = P,

) r[a,ﬂ](X,, — X,,)c; Ch.
Ahora sc probara que los puntos antcriores son también ciertos para y. La
demostracion dependeri de si ¥ es un ordinal limitc © no, por lo quc

dividimos la prucba en dos casos:

Caso 1) Si y no cs un ordinal limite, aplique ¢l Lema 4.2 a Xy.l para
un i i ible X, y una ion fy, y-11: Xy

— Xy @ que r[yy—1){(X, - X, )=C,, ytmep, «C,
(donde C, es cualquicr composante de X, que no contiene a X,._,) tal
que r{y, v-11(»,) = p,.,. Como paraa < y-1, r[y.a]l = r[y—1.a) o
’[7-?’— 1] y ecomo C,, < X, ,~X, se tienc gue:

rly. a](X, - X,,) crir-1 a](C,,,) <C,.

Capitulo IV Phgiea 13



Coralario 4.1

Caso 2) Si vy cs un ordinal limitc, sea X, el limitc inverso dc
{ X,;r[a,ﬂ] }oqu:,' X, s métrico. ya que csia contenido en un

ble dc ] dtri Sca (p,,)_q €eX, —~FK,.

i6 Sea C,

entonces (P,.),,., no cs una
ia composante dc X, quc conticne a (p,)“,. Por el lema 4.1,
C,nX,~ @ para « < y. Supongamos quc (x‘)’q e X, —X,_.

Entonces para algin v > a. x, = X,. asf quec x, €, esto es,

’[7.0'1(2")’(,) €C,. asi que r[r,a)(x, - ,) < C, como es

requerido.
De csta el si i { x..r[a.f] }h‘,s_“,’.
pori i i i las hipoiesis del 4.1.

Para estc sistcma, sc tienc que C = (J pucs el punto escogido

(p,, )-u., estaba en C, completando la prucba,

ibles con una y dos composantes.

00000
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