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INTRODUCCION

La formulacién de la gravitacion hecha por Einstein con su teoria
general de la relatividad, nos muestra no solo cémo estan relacionados la
gravitacién y la geometria sino que ademas nos indica cémo la misma
distribucién de materia y energia pueden cambiar la geometria del espacio
tiempo. Las 10 ecuaciones que describen esta relacién forman un conjunto de
ecuaciones diferenciales de segundo grado acopladas entre si. Esto hace que
determinar soluciones sea un problema complicado. Debemos ademas agregar
que de las 10 ecuaciones, 4 corresponden a constricciones sobre las
condiciones a la frontera y 6 a la dindmica del problema, pero en la
formulacién de Einstein, no se sabe decirnos cuales son.

Se han desarrollado varias formas de resolver los problemas de separar
las constricciones de las ecuaciones dindmicas, y de obtencién de soluciones.
Para el primer caso se ha desarrollado el formalismo ADM,

llamado asi por
las iniciales de sus autores Amowitt, Deser y Misner;

también conocido
como el formalismo 3+1, porque se basa en la foliacién del espacio tiempo en
superficies espaciales que evolucionan a lo largo de un campo vectorial que
toma el papel de tiempo. Este formalismo ha sido también una alternativa
para brindar una formulacién Hamiltoniana de la gravitacion.

Por otra parte, para la generacién de soluciones a las ecuaciones de
Einstein se ha desarrollado el formalismo de Geodésicas Funcionales. Este
parte de la interpretacion del Lagrangiano de Einstein-Hilbert como un
elemento de linea del espacio de potenciales introdacido por Kramer y
Neugenbahuer. Este elemento de linea, al ser extremizado, da lugar a
ecuaciones de geodésicas que son equivalentes a las ecuaciones de Einstein.



De esta forma, si se conoce una solucién a esta ecuacién de geodésicas,
entonces pueden generarse nuevas soluciones haciendo uso de las
propiedades de simetria de las geodésicas. Es posible que este formalismo
permita definir una formulacién Hamiltoniana de la gravitaciéon.

Una teoria de la gravitacién, en particular debe de describir objetos
que se encuentren rotando cuya forma tenga simetria axial, la rotacién del
objeto puede ser independiente del tiempo, es decir estacionaria. De la
simetria axial y de la independencia del tiempo se tiene que el campo
gravitacional deberd de ser axisimétrico estacionario. La mayoria de los
objetos celestes del universo poseen estas caracteristicas de manera
aproximada.

El objetivo de este trabajo es analizar la métrica axisimétrica
estacionaria desde el punto de vista de los formalismos ADM y de Geodésicas
Funcionales, estudiando los pros y contras de cada formalismo. También se
analizan los momentos conjugados en cada formulacién, asi como de los
Hamiltonianos derivados de cada una de ellas, se comparan los resultados con
la idea de poder obtener alguna informacidn sobre la posible cuantizacién de
los mismos.



1. ECUACIONES DE EINSTEIN

Para comenzar vamos a establecer las ideas que sustentan a la Teoria
General de la Relatividad, y exponemos las bases matematicas en las que se
basa a teoria. En seguida se derivan las ecuaciones de campo de Einstein y,
seguimos con la definicién de lo que es simetria axial y estacionaria y, para
finalizar el capitulo se calculan las ecuaciones de campo para este tipo de
simetria.

1.1 Espacios curvos y curvatura

El aparato matematico que sustenta a la Relatividad General es la
geometria de espacios curvos, y la mayoria de las formulaciones que se
derivan de esta teoria, deben ser expresadas en términos de este aparato
matematico. Iniciemos explicando la relacidén que existe entre la geometria y
la gravitacion.

1.1.1 Sobre la relacién entre gravitacion y curvatura

Un ingrediente de la relatividad especial es la existencia de sistemas de
referencia inerciales que mapean todo el espacio tiempo: Un sistema puede
mapear todos los puntos del espacio tiempo, donde todos los puntos
coordenados permanecen inmdviles respecto al origen, y donde todos los
relojes marchan al mismo ritmo respecto a un reloj colocado en el origen. La
funcién matematica que define un intervalo (distancia entre dos puntos del
espacio tiempo) es la métrica, la cual es definida fisicamente por longitudes
de caminos y lecturas de reloj.



Una de las propiedades mas importantes de un sistema inercial es que
una particula puesta en reposo, permanece en reposo si no actian fuerzas
sobre ella. Para poder hacer uso de esta propiedad debemos formarnos una
idea de lo que es una fuerza. L.a gravedad es reconocida como una fuerza,
pero ella se distingue de las demiés fuerzas por el hecho de todos los cuerpos
con la misma velocidad inicial seguirdn una misma trayectoria en un campo
gravitacional sin importar su composicién interna. Con todas las otras fuerzas
no sucede lo mismo, pues sus efectos dependeran de las propiedades fisicas
de los cuerpos sobre los que actuan.

Ahora bien, supongamos que una particula prueba se deja caer a cierta
altura desde la superficie terrestre, para esta particula no hay un marco de
referencia inercial en reposo en la tierra, pero observada desde un marco de
referencia , también en caida libre, se vera moviéndose con un movimiento
uniforme y si ambos, particula y marco de referencia, partieron desde el
reposo; la seguira viendo en reposo, esto es , se comportara como un sistema
de referencia inercial. Desde este punto de vista un campo gravitacional es
equivalente a un marco de referencia en caida libre; este es el principio de
equivalencia entre gravedad y aceleracion, y es una piedra angular de la teoria
de Einstein.

Para un campo gravitacional, este marco en caida libre no puede ser un
marco de referencia global , lo mas que pude ser es un marco de referencia
local. En un campo gravitacional, las lineas de universo de dos particulas
que comienzan siendo paralelas no necesariamente terminan

cercanas,
paralelas. Entonces el campo gravitacional no es globalmente plano, aunque

localmente si lo sea.
Las lineas de universo de particulas seran nuestra prueba para poder

construir sistemas inerciales. Es natural entonces discutir la geometria del



espacio tiempo definida como las lineas de universo de particulas libres. Los
espacios de Riemann, cuentan con la propiedad de ser localmente planos, y la
linea de universo de una particula libre seguira una trayectoria en un espacio
Riemanniano a la que llamaremos geodésicas. Fue Einstein quien identificé
las trayectorias de particulas cayendo libremente con las geodésicas de una
geometria curva.

En estos términos el espacio de Minkowski es un espacio plano porque
obedece el axioma de las paralelas de Euclides, pero no es Euclidiano, porque
su métrica es diferente.

En la siguiente seccién estudiaremos la manera de caracterizar al
espacio tiempo como una variedad diferencial, y las propiedades de los
campos tensoriales en es esa variedad.

1.1.2 Variedades diferenciables y tensores.

Un conjunto de puntos M es definido como una variedad si cada punto
de M tiene una vecindad abierta sobre la que se define un mapeo continuo 1-
1 a un conjunto abierto de r" para alguna n [1]. Esto significa que una
variedad es un conjunto de puntos con la propiedad de que cada uno puede
servir como origen de coordenadas locales vdlidas en una vecindad. Esta
vecindad constituye una “copia *“ de una vecindad abierta en rR".

Matematicamente la asociaciéon de puntos con los valores de sus
pardmetros puede ser tomada como un mapeo de puntos de una variedad
dentro de puntos del espacio Euclidiano de la dimensién adecuada. Este es el
modo de pensar en una variedad: es un espacio con coordenadas, que
localmente se ve Euclidiano pero globalmente puede no serlo.




Supongamos que una variedad se mapea por dos sistemas de
coordenadas, y la transformacion de un sistema a otro esta dada por una
funcion que es diferenciable, entonces se dice que el espacio es continuo y
diferenciable. La suposicién de diferenciabilidad significa que pueden
definirse vectores (vectores covariantes) y uno-formas (vectores
contravariantes o vectores duales), usando estos objetos podemos construir el

. . N
conjunto completo de tensores de tipo ( M)

Los tensores vienen a ser un nuevo tipo de objeto geométrico el cual
tendrd, como los vectores ciertas propiedades algebraicas.

Resumen del dlgebra tensorial.
1. Un campo tensorial define un tensor en cada punto del espacio
tiempo.
2. Vectores, V,W; y uno-formas, @, o; son operadores lineales cada
uno sobre el otro, que producen nimeros reales. La linealidad significa:
<w,aV+bW>=a<p,V>+b<o,W>
<aw+bo,V>=a<w,V>+b<o,V>
dénde a y b son cualquier campo escalar.
3. Los tensores son similarmente operadores lineales sobre uno-formas
y vectores, produciendo nimeros reales.
4. Si dos tensores del mismo tipo tienen las mismas componentes en
una base dada, ellos tienen iguales componentes en todas las bases y se
dice que son idénticos, o iguales, o los mismos. En particular si las
componentes de un tensor son todas cero en una base, seran cero en
todas, y el tensor se dice ser cero.
5. Un nimero de manipulaciones de las componentes de un campo
tensorial son llamadas ‘operaciones tensoriales permisibles’ porque
ellas producen componentes de nuevos tensores:



e Muitiplicacién por un_campe escalar produce componentes de un

nuevo tensor del mismo tipo.

o Adicidn de componentes de dos tensores del mismo tipo dan
componentes de un nuevo tensor del mismo tipo.

El producto exterior de dos tensores es la multiplicacién de componentes de

dos tensores de tipo arbitrario dan componentes de un nuevo tensor del tipo
igual a la suma de los tipos de tensores multiplicados.

e Diferenciacién covariante de las componentes de un tensor de

. - M
tipo (:/{) dan componentes de un tensor de tipo [N +J .

e Contracciéon sobre un par de indices de las componentes de un

. A .
tensor de tipo N producen las componentes de un tensor del tipo

M1 P PR .
( N J .La contraccién solo se define entre un indice superior y uno

inferior.

1. Si una ecuacién ha sido formada empleando inicamente operaciones
permisibles, y si la ecuacioén es valida en una base, entonces la ecuacion
es vilida en cualquier otra base.

1.1.3 Variedades Riemannianas

La mayoria de los espacios vectoriales que se emplean en fisica
involucran un producto interno (producto punto) el cual es una regla que nos
permite asociar a dos vectores un numero real. Esta es una funcién lineal de

ambos vectores, por lo que se trata de un tensor tipo (:) al que Hamaremos el

tensor métrico g.



Denotamos lo anterior por la siguiente ecuacion
(1.1) g(V,U)=g(U,V)=U-V
donde ademais exigimmos que el tensor sea simétrico. Sus componentes en
una base {e,} son
(1.2) Zap=E(esp.ep)—€,€p
Las componentes forman una matriz simétrica de nxn.

Si gop=0up decimos que el tensor métrico corresponde a una métrica
Euclidiana y el espacio vectorial donde esta definido es un espacio
Euclidiano. Al considerar el vector V fijo, notamos que la métrica define un
mapeo 1-1 con l-formas. Esto es, la métrica para un vector dado representa
una funcién lineal en los nimeros reales, por lo que se trata de una 1-forma.
Dado un campo vectorial »(P) hay un Gnico campo 1-forma
(13) M(P)=g(V(P),)

Para ejemplificar como funciona esta relacién veamos ésta ecuacién en forma
de componentes.
Vo=V (ea)=g(V.ea) =8(Vpen.ea)=F g(ep.eq)
\/t:v.=guBV‘l
La métrica provee una forma de asociar vectores y 1-formas como
va.=g(z|.lV'l
V“=g°BVB
Las componentes de g son llamadas g.p; 1as componentes de la matriz inversa
serdn llamadas g®®.

Al considerar al espacio tiempo como una variedad, la métrica que se
defina en ella es fundamental puesto que lleva la informacién de como
avanzan los relojes y las distancias entre puntos. Por ello al seleccionar
nosotros una métrica g tenemos una cierta curvatura, cuando con otra
diferente g’ tendremos una curvatura distinta.



Un sistema local de Lorentz o sistema local inercial es aquel que
satisface:

(1.4) 8aa(P) =Ngqp para toda o,B;
og, P)

(1.5) %—- =0 para toda o,B,y
82 P

(1.6) 7 Eap (P _
3 x¥ 3 x¥P

IL.a existencia de sistemas locales inerciales no es mis que la
enunciacién de que cualquier espacio curvo tiene un espacio tangente T,
plano en cualquier punto. Recordando que lineas rectas en un espacio tiempo
plano son las lineas de universo de particulas libres; la ausencia de los
términos en la primera derivada de la ecuacion ( 1.5 ) de arriba en la métrica
de un espacio tiempo curvado significara que las particulas se moverian sobre
lineas que son localmente rectas en este sistema coordenado.

1.1.4 Diferenciaciéon covariante

I.a derivada de un campo vectorial involucra la diferencia entre
vectores en dos puntos distintos, en el limite en que los puntos estin cercanos
entre si. Puesto que una pequeiia region de una variedad puede verse plana y
esto nos dice de forma natural que las derivadas de un vector cuyas
componentes son constantes es cero en este sistema coordenado. Esto es, las

derivadas de los vectores base de un sistema localmente inercial son cero en
P.
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Lo expuesto anteriormente lleva a la conclusién de que en cualquier
base g, pia =0, asi mismo se deriva el resultado [2] de que
1
(1.7) T % =" (gup.v *8v pu-Buwp)
es vialido en cualquier sistema de coordenadas. Cuando en un sistema
coordenado particular, encontramos que I'*,, =0 en un punto, estos simbolos
no se anulan en donde quiera y tampoco en cualquier otro sistema.

Uno puede entonces calcular todas las derivadas covariantes una vez
dada g.

(1.8) Vo=Vt T, p VY
(1.9) Py ;p=Po g+ Py,
(1.10) T8, =T, +1%, T*®+ 1P, T

y la férmula para la divergencia de un vector podemos escribirla de forma
muy compacta como

(1.11) VV = V%= ((-2)"*V* Nia

1.1.5 Transporte paralelo, geodési

y curvatura

Es importante distinguir dos tipos de curvatura: intrinseca y extrinseca.
La curvatura intrinseca de una variedad n-dimensional considera solo las
relaciones entre puntos de trayectorias que permanecen sobre la variedad. La
curvatura extrinseca viene de considerar a la variedad como una superficie en
un espacio de dimension superior, e indica la curvatura de las lineas que viven
en la superficie comparadas con las lineas rectas. Asf pues, la nocién de
curvatura extrinseca requiere de un espacio de orden superior.

Sobre una variedad curvada simplemente no es posible definir
globalmente vectores paralelos. Sin embargo, uno puede definir vectores
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paralelos localmente, por ejemplo como mover un vector de un punto a otro,
permaneciendo este paralelo y de la misma magnitud. Pero el resultado de tal
transporte paralelo de un punto A a un punto B dependerd de la trayectoria
empleada.

La definiciéon de Transporte paralelo es que la derivada covariante a lo
largo de la curva por la que se realiza el transporte es cero. Esto puede ser

expresado como

(1.12) V. V=0

Las curvas mas importantes en un espacio plano son las lineas rectas.
Uno de los mas importantes axiomas de Euclides es que si dos rectas son
inicialmente paralelas, permaneceran paralelas cuando son extendidas
infinitamente. ;Qué se entiende por extender? Por extender queremos decir
que la tangente a la curva en un punto es paralela a la tangente a la curva en el
punto previo. De hecho , una linea recta en el espacio Euclidiano es la unica
curva que transporta paralelamente a su propio vector tangente. Las llamadas
geodésicas son entonces aquellas curvas que su propio vector tangente es

transportado paralelamente a ellas:
{U es tangente a la geodésica} <>V, U=0

que en notacién de componentes es igual a
(2.13) urub,=urul, +rf,, Ut ut=o0
ahora bien si A es el pardmetro de la curva, entonces U™ =dx” /dA

Ua/9x“=d/dA

Y

(1.14) A ax e T T

que es una ecuacién diferencial de segundo orden no-lineal.

5] o a
d(dx ]“_p ax® e
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Como A es un parametro de la curva entonces, la curva puede ser
reparametrizada, por ¢jemplo si definimos el pardmetro afin ¢ =aA +b donde
a y b son constantes, y entonces ¢ es también un parametro en el que la
ecuacién ( 1.14 ) se satisface. En general, solo las transformaciones lineales
de A como ¢ dan nuevos parametros en los que la ecuacion de geodésicas se
satisface. Este tipo de parametros son llamados pardmetros afines.

Una geodésica es también una curva de longitud extrema. Cuando
consideramos el elemento de linea dsz=g‘,l,3dx""dxB , su valor dependerd de la
meétrica que seleccionemos, cuando pedimos que esta sea un valor extremo,
entonces se tiene la ecuacién geodésica dada por la ecuacién ( 1.14) [3].

1.1.6 Derivada de Lie

A parte de la derivada covariante definida anteriormente, y la cual
depende de que conozcamos explicitamente los valores de la conexién I, ,
puede definirse también la derivada de manera independiente a la conexién.
En esta seccion explicaremos como se hace esto.

Un conjunto de curvas que llena una variedad, o alguna parte de ella,
sin intersectarse, se le llama una congruencia.

Una congruencia nos ofrece un mapeo natural de la variedad en si
misma. Esto es, si A es el pardmetro de la curva, entonces cualquier cantidad

infinitesimalmente pequeiia AA define un mapeo en que cada punto es
mapeado en otro punto sobre la misma curva situado a una distancia
paramétrica AA. Este es un mapeo 1-1, en al menos una region en que el
campo vectorial es bien comportado ( es de clase C ).

Si el mapeo existe para toda AA, entonces hay una familia

unidimensional diferenciable de tales mapeo, y entonces el mapeo es llamado

un arrastre de Lie.
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El concepto de arrastre permite la definicién de una derivada a lo largo
de la congruencia. La definicién de una derivada en un espacio curvo lleva
consigo varios problemas, la principal es sobre cémo comparar dos vectores
en puntos distintos; como decidir si son paralelos o no. La congruencia puede
proveer un modo de sustituir el concepto de paralelismo en puntos distintos.
Este es; cuando comparamos vectores en dos puntos A y A+AA sobre una
curva de la congruencia, entonces podemos hacer un arrastre de Lie sobre el
vector en A+AA y llevarlo a A, donde puede ser substraido del primero para
definir la diferencia entre ambos. Esta diferencia es inica, lo que nos da una
unica derivada dada una congruencia.

Hay una notacion especial para el operador de la derivada de Lie: £y
donde V denota al campo vectorial que genera la congruencia.

En base a esta idea se puede calcular la expresion de la derivada de Lie
para cualquier campo tensorial [1]. Derivada de Lie de una funcién escalar
(1.15) £yf=df/dA
Derivada de Lie de una un campo vectorial U
(1.16) £, U= dU/dA - dV/dp=[V,U]

Derivada de Lie de un campo de 1 formas © ¢n componentes

(1.17) (Evm)= Vjé-m,'—mj—a—xa—‘rV'

esta nocidén de derivada es equivalente a la derivada covariente definica mas
arriba, cuando se conoce la métrica de la variedad.
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1.1.7 El tensor de curvatura

B

x2=b+§ b

Pequeifia secciéon de un enrejado coordenado.
Figura 1-1

Si nosotros llevamos por transporte paralelo un vector V del punto A al
punto B y luego a C y D, para regresar a A, no necesariamente vamos a
obtener el mismo vector que partié de A, sino un vector que se diferenciara
por una cantidad que llamaremos ¥

8 V¥ = cambio de V* al ser transportado, primero desde Sae,
luego a 8be; , luego a Sae, y finalmente a 5 be,
da db [T 5T et Tl o T el IV

It

= [Va.Vp]lV"
entonces vernos que si definimos :
(1.18) RYe=T % an-T % e+ T Il Y o -T % 0T Vi

entonces R%,,, son las componentes de un tensor que es llamado ¢l tensor de
curvatura de Riemann.



También el tensor de Riemman puede ser considerado en base al conmutador

de las derivadas covariantes

(1.19) [Va,VaglVV=R" 5 V¥

esto significa que en un espacio curvo, uno debe de ser cuidadoso de conocer
el orden en que las derivadas covariantes son tomadas, pues ellas no

conmutan.

1.2 Ecuaciones de Einstein

En las secciones 1.1.2 a 1.1.7 se expuso la forma de expresar las
propiedades de un espacio curvo, y éstas, como se vio en 1.1 , estas
propiedades describen la gravitacién misma. En las siguientes secciones se

muestra como se relacionan estas propiedades con la gravitacion.
1.2.1 Identidades de Bianchi y el tensor de Ricci

De la ecuaciéon ( 1.18 ) que define las componentes de Riemann y de
sus propiedades de simetria, se puede llegar a a las llamadas identidades de

Bianchi.[2]

(1.20) Rapuv: at Rapau ;v Rapua =0
Definimos el tensor de Ricci como
(121 Rap=RY%,p

Este tensor proviene de la contraccion del ler. y 3er. indices del tensor
de Riemann. Pueden en principio haber otras contracciones , pero debido a las
simetrias del tensor de Riemann todas estas son iguales o difieren en signo de

que hemos definido.
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De igual modo definimos el escalar de Ricci como
(1.22) R=R"*,=g""2"® R, p,

1.2.2 El tensor de Einstein

Al aplicar la contraccién de Ricci a las identidades de Bianchi,

obtenemos
£°°( Rapyy ; 2+ Rapan: v Rapvay)=0

Ry ;a+(-Rpa ; )+ RV, =0
contraemos nuevamente sobre los indices P y v se tiene

(1.23) R -R%, ., +(-R¥, ; )=0
Esta ecuacién puede escribirse en la forma

(1.24) (2R* ;- 8",R),,=0

Si definimos el tensor

(1.25) G*P=R*P - (1/2)g™PR
entonces se ve que la ecuacion (1.24) es equivalente a
(1.26) G°? =0

E! tensor G*P, que es construido a partir del tensor de Riemann y la
métrica Gnicamente, es llamado el tensor de Einstein, puesto que €| establecid

su importancia para la gravitacién.

1.2.3 Las ecuaciones de campo
Para establecer una teoria de la gravitacién hemos supuesto que ella y
sus efectos sobre la materia pueden ser descritos en base a una variedad
curvada con una métrica definida. Para completar la teoria debemos:
o Generalizar de alguna manera la ley de Newton de la gravitacion
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e No introducir un sistema privilegiado de coordenadas
e Garantizar localmente la conservacién de la energia
(1.27) TP p=
donde TP corresponden a las componentes del tensor de energia momento,
que es donde esta la informaciéon de la distribucién de materia energia que

genera el campo gravitacional.
Con estas premisas, nosotros tenemos que postular una ley que tenga la

forma
(1.28) O(g)=kT

donde k es una constante y O es un operador diferencial del tensor métrico g.
O bien, de ser una combinacién de g,,,35 > Euvr Y &, Puesto que el tensor de
Ricci satisface estas condiciones, y de hecho; cualquier tensor de la forma
(1.29) O"P=R*P+1g*PR+A P

satisface esta condicién, si p y A son constantes. Ahora usamos el hecho de
que la energia se debe de conservar con lo que a partir de las ecuaciones
(1.27) y (1.29) , encontramos que

(1.30) R*P+pg™®R) 5=0

Comparando esta ecuacién con (1.24)y (1.25) tenemos que u=(-1/2) si
deseamos que la ecuacion se satisfaga para cualquier métrica arbitraria g. Con
esto hemos llegado a las llamadas ecuaciones de Einstein de la relatividad
general, o ecuaciones de campo de Einstein

(1.31) G*P +Ag™P=TP

A es conocida como la constante cosmolégica, ¥ en lo que sigue la

consideraremos nula.
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1.3 El principio variacional de Hilbert

Todo el contenido dindmico de la relatividad general estia totalmente
expresado en las ecuaciones de campo de Einstein. Asi mismo, estas
ecuaciones pueden ser derivadas de un Lagrangiano, esto no solo contribuye a
la apariencia estética de la relatividad general, sino que ademds de darnos las
ecuaciones de los campos en forma covariante, esta formulacién descansa en
la idea de unificacion.

Cinco dias después de que Einstein presenté su ley geometrodinamica
en su forma final y estandar, Hilbert descubre independientemente como
formular esta ley como consecuencia de emplear simplemente el principio de

accidn extrema dado por:

(1.32)

donde
(1.33 ) L=Lpy +Lrerin

siendo Lgz = (1/16n)R que corresponde al Lagrangiano de Einstein-Hilbert

= ."(‘g)"2 Ldx* = extremal

Y L ,poreria Tepresenta al Lagrangiano de materia.
Para poder escribir el principio variacional en términos de I' A o Y &~ s

notemos que la densidad lagrangiana Lgy es

(1.34) -2)'”L gn = (1/167 )R (-g)'?= (1716 n ) g”P Ry s (-2)'7

con lo que al variar la accién y pedir que sea extrema tenemos
SI=(1/167 ) [5( g ® R p (-8)'2) d*x + [ 8( Legmpol ~8) ") d*x=0
Considerando las variaciones de los factores de cada uno de los sumandos de

la ecuacién de arriba tenemos
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(1/167) JI(5°PIR oo (—8) " P +E S (Rop)—E) ' *+8 PR 5 ((—) )] d x+
Blteria 82 &% + JL aieria® ((-2)"Dd*x =0
puede verse que
5(—g) ' =(~1/2)(-2)""g,.58""

s Y,
SR, g=8I 012~ aip

con lo que tendremos

(17167) || e IR o-8) B3 x0T M)+ R 12X 2™ W'
+ JL marerin 802 4% + [ L roueria(-1/2)-2)' 00 8 g~ d*x =0

que al reagrupar términos queda como
(1/16m) fi(Ra g~(1/2)Rg, ) 8% P + £ (BT pia—dT anidI(-8) 2l x

J B L cnseria 8 8ap = ¥4 L musernon D6 £2° (-2)"d*x = 0
El ultimo integrando del lado izquierdo de la Gltima ecuacién nos da el
tensor de energia momento TP, mientras que el segundo termino del primer

integrando, al hacer una integracién por partes se anula [4] y se ve que al
hacer la variacién respecto a los coeficientes métricos se recuperan las

ecuaciones de Einstein
(135) ’ R p-(1/2)Rg, g=Top

1.4 Simetria axial
Las ecuaciones ( 1.35) de campo de Einstein, forman un conjunto de 10
ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas. Este numero de
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ecuaciones puede ser reducido haciendo uso de las simetrias de los campos
que deseamos describir. En particular en este trabajo vamos a hacer uso de la
simetria axial y estacionaria (axisimétrica estacionaria). En esta seccién se
pretende describir las caracteristicas de esta simetria y establecer la forma

general de la métrica correspondiente.

1.4.1 Definicidon intuitiva de simetria axial

Pensemos en coordenadas cilindricas (p, z ,$) donde el angulo ¢ es
referido como el angulo azimut. Entonces podemos dar esta definicién de
simetria axial [5]:

Una funcién escalar de la posicién Ap, z ,$), se dice que tiene simetria
axial si puede ser expresada en términos de coordenadas polares es
independiente del dngulo ¢ , esto es

S =F(p,2)
donde F(p, z) es funcién Gnicamente de p y z . Entonces las funciones con

simetria axial son simétricas bajo rotaciones alrededor del eje Z.

Mas en general, la simetria axial es invariante bajo rotaciones alrededor de

un eje fijo.
Un modelo realista de los objetos astronémicos deberi de describir

objetos que se encuentren rotando y cuya forma sea axisimétrica; es decir que
cuenten con simetria axial. Supongamos que el campo es generado por la
rotacién constante de una estrella hecha de un fluido perfecto. La estrella y el
campo a su alrededor posee simetria axial respecto su gje de rotacién que pasa
por el centro de la misma y el cual serd nuestro origen de coordenadas y el gje
de rotacion el eje z. De la independencia en el tiempo y la simetria axial, se
selecciona a la coordenada temporal como x0=t y a la coordenada angular
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x*=¢ de los cuales los coeficientes métricos son independientes. Entonces
tenemos que
=8 (' x%)

Debido a que la estrella gira en la direccidon de ¢ , el campo generado
no es invariante bajo la inversién temporal ( t en -t), puesto que ello invertiria -
el sentido de rotacién de la estrella, con lo que resultaria una geometria del
espacio tiempo distinta. Asi mismo, el campo de la estrella no es invariante
bajo la transformacién de ¢ en - ¢ ; porque ello cambiaria el sentido de
rotaciéon de la estrella. Pero el campo de la estrella es invariante bajo la
transformacién simultineade t y ¢ en -ty - ¢ . Debido a estas propiedades
los coeficientes métricos go;, 802, 813, ¥ 823 deben de anularse ya que de otro
modo en la transformacién simultineadety ¢ en -ty - ¢, el término dudx’
cambiaria de signo, por lo que

801= B02= 813 = £23= 0
con lo que la forma de la métrica es [6]
( 1.36) ds® = goodt? + 2gpadtdd + g33dd? + g dxdx®
La métrica de la ecuacién ( 1.36 ) también puede ser obtenida rigurosamente a
partir de los vectores de Killing.

Posteriormente en 1917 Weyl simplificé el elemento de linea que
contiene a todas las soluciones a las ecuaciones de Einstein para un campo
axisimétrico estitico. Quince afios después, Lewis generaliza este elemento de
linea para incluir soluciones estacionarias.

El elemento de linea toma entonces la forma de

ds®= g, di* + 2g,, dt dp + g, d9? + ( g, dp” + 2g,,, dp dz + g, d27)
Haciendo diversas simplificaciones [5}{6] uno llega a que el elemento de
linea es el siguiente
(1.37) ds?’=-f(dt-wd Y+ f'[e(dp>+dz® )+ p3dd ? ]
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con f=e*¥
Para estos valores la métrica esta dada por

- f 0 » 0 of

0 —12Y o o

(1.38) Epv = o 4 o — 1.2y o

wf o o —fo?+ f1p2
la signatura de la métrica es [-,+,+,+] y las coordenadas de un punto son
tp,z.9).

Hasta aqui, para encontrar la forma del elemento de linea para un
campo axisimétrico estacionario solo hemos usado algunas consideraciones
fisicas; pero es necesario establecer una manera covariante de expresar las
simetrias; esto se hace en base a los vectores de Killing, como se delinea en la

siguiente seccién.

1.4.2 Los vectores de Killing

Es necesario encontrar una forma de expresar las simetrias que sea
independiente del sistema de coordenadas y que se exprese de manera
covariante. Esto se hace con ayuda de los vectores de Killing, y es lo que
vamos a considerar en esta seccion.

Una métrica g(x" ) es invariante bajo una transformacién de
coordenadas de x* a x™ si g'(x™) es la misma funcién de x™ como g(x") es de

¥ . Estoes
-] . ] 1o
(139) £, G*)=23 f;’; o )= T g )
La transformacién de x* en x'* es entonces llamada una isometria de g.

Consideremos una isometria infinitesimal de x* en x"™ definida por

(1.40) x™ = x* +agH(x")
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con a constante y | al <<1. Substituyendo en ( 1.39 ) y despreciando términos
en a? llegamos a la siguiente ecuacién

a&“ aﬁ“ agPO I
(1.41) Luo P + &pu P +?x"'—€ =0

Que usando la expresion para la derivada covariante de un vector,

puede escribirse como
(1.42) EoiptEpia=0
Esta es la ecuacion de Killing y un campo vectorial que la satisfaga es
llamado un vector de Killing de la métrica.

Puede verse también [1] que un campo vectorial de Killing puede ser
definido como el campo vectorial § que cumple
(1.43) £,g=0
En el caso de simetria axial se tiene un vector de Killing espacial e; y para
simetria estacionaria (independiente del tiempo) se tiene un vector de Killing
temporal e,, al sustituir esto en las ecuaciones de Killing (1.41) y al resolver
para g,p nos lleva al elemento de linea (1.37) [5].

1.5 Ecuaciones de Einstein para wun campo
axisimétrico estacionario

Como hemos observado, en el marco de la relatividad general la gravitacién
de un cuerpo es descrita por una solucion de las ecuaciones de Einstein.
(1.44) G=8n T

donde G es el tensor de Einstein y cuyas componentes estan dadas por

1
(1.45) G = Ry — L ..
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con la métrica ( 1.37 ) podemos obtener las ecuaciones de Einstein para el
caso de un campo axisimétrico estacionario en el vacio dadas por

(1.46) G, =0

Hay que mencionar que las ecuaciones que se obtienen de ( 1.46 ) deben de
ser simplificadas para llegar a la forma mas simple.

Nosotros derivamos las ecuaciones de campo correspondientes con
ayuda de un programa hecho en MAPLE V (el c6digo aparece en el apéndice
A).

!

Las ecuaciones de campo a las que se llegan son
P (@, 0,2 2P (WoptWaatp W)+ plw, . )=0

(1.47)
(1.48) mpp+mzz-p"cop+4lu,,mp+4\yzu)z=0

. 2
(1.49) Yo = p(w,” ~w. ) - (1/4)p e, -0, )

(1.50) Y= -(1/2)p 'e* Y00 +2py, v,
estas ecuaciones nos determinan a los campos w, v y ® que definen la
geometria del espacio tiempo. Como puede verse de ellas el campo vy esta

definido una vez que se conozcan los valores de los campos y y ©.
Como veremos en los siguientes capitulos estas ecuaciones pueden

derivarse desde otros formalismos

! aqui los subindices indican derivadas parciales respecto a la coordenada indice.
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2. FORMALISMO ADM PARA UN CAMPO
AXISIMETRICO ESTACIONARIO

Como ya se ha mencionado en este trabajo, las ecuaciones de Einstein
corresponden a un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden
acopladas, esto las hace muy complicadas de resolver. Por ello se han
desarrollado diversos formalismos que pretenden simplificar el trabajo de
encontrar soluciones o bien describir la evolucién de los campos dadas
ciertas condiciones iniciales, en este capitulo vamos a analizar el formalismo
ideado por Amowitt, Deser, y Misner.

2.1 Division del espacio tiempo en espacio y
tiempo

Cuando se posee una formulacién Lagrangiana de una teoria lo que se
ocurre en seguida es elaborar la correspondiente formulacién Hamiltonianz de
la misma. Esto con la intencién de poder cuantizar la teoria.

La formulacién Hamiltoniana de una teoria de campo requiere de una
ruptura del espacio tiempo en espacio y tiempo. Por lo tanto, es necesario
escoger una funcién tiempo t y un campo vectorial t* en el espacio tiempo
que satisfagan t°V, t=1. Notemos que no podemos interpretar a t y t° como
medidas fisicas sobre relojes hasta que no conozcamos la métrica del espacio
tiempo. La formulacién ADM esti basada en la foliacidn del espacio tiempo
en una familia de superficies espaciales (), < , caracterizadas por el
parametro real 7, al que se le llama coordenada tiempo. Sobre cada superficie
%, se da un sistema de tres coordenadas espaciales (x',x%,x*), tal que para
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todo el espacio tiempo (t,x',xz,x3) constituyen un sistema coordenado. Es
entonces conveniente descomponer t* en sus partes tangente y normal a las
superficies Z,.

Zirac !

Nt

i
'
t

Diagrama que ilustra la interpretacion geométrica
de la funcidn lapse y el vector shift
Figura 2-1

Sea m el campo vectorial unitario normal a Z; y orientado en la
direccién de incremento de ¢ : m = -N Vit , donde el coeficiente positivo NV es
conocido como la funcién lapse, que al escribirla en componentes toma la
forma [7] .
(2.1) N=(n"V,0) ' =g t"n®
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Para la componente tangencial a las superficies introducimos el tensor
métrico inducido sobre X, como: h=g+n®n que escrito en componentes

toma la forma
hap=gan+nanp

(2.2)
y definimos el vecror shift como
(2.3) Ne=ht".

Las componentes contravariantes de N respecto a las coordenadas (x%),
son de la forma N*=( 0, N', N, N?).
Considerando a un observador que se mueva con una 4-velocidad n ; la

funcién lapse es interpretada entonces como el tiempo propio dt, medido por
el observador entre los dos tiempos coordenados t y t+dt. El vector shift
indica cuanto las coordenadas x' de nuestro observador en X, , 4, difieren de

sus coordenadas en X, .(ver Figura 2-1)

El siguiente paso al dar una formulacién Hamiltoniana es definir un
espacio de fases para los campos especificando que campos tensoriales 7
sobre X, describen fisicamente la configuracion instantdnea de los campos .
Dada una formulacién Lagrangiana de una teoria de campo , hay una forma
estdndar de obtener la formulacién Hamiltoniana que es muy similar a la
forma de hacerlo con la mecanica de particulas. Uno toma al campo w como
una coordenada q generalizada evaluada sobre Z. Entonces uno ve la densidad
lagrangiana como una funcién de las coordenadas generalizadas, de sus
derivadas temporales, y sus derivadas espaciales. Definimos el momento ,

m,asociado con W en X como
oL

o=

2.4 X
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El uitimo paso en la construccién de una formulacién Hamiltoni
requiere de la especificacion de un funcional H(q.,x) sobre X, al que
n s el Hamil iano, el cual es de la forma
(2.5) H=-L' 7s

donde la densidad Hamiltoniana 7 es una funcién local de q, x y de sus
derivadas tal que el par de ecuaciones,

OH
(2.6) 9=6Rq9=5—
(2.7) ~ =£‘n=—%

son equivalentes a las ecuaciones de campo satisfechas por y . Donde se
define
(2.8) H=ng-L

Una vez que hemos hecho la divisién del espacio tiempo en espacio y
tiempo el paso siguiente es describir el Lagrangiano de Einstein-Hilbert en
funcién de las cantidades N, N® y h,,

2.2 Curvatura intrinseca y extrinseca

El concepto central del formalismo de Einstein de la gravedad es la
curvatura, y entonces es conveniente analizar la curvatura en términos de la
foliacién del espacio tiempo. En si, la for lacion ADM consi en escribir
las ecuaciones de Einstein, que a priori forman un si de i
diferenciales parciales de segundo orden en los coeficientes métricos g,g , en
un si de i difer iales parciales de primer orden en la forma
de un problema de evolucién de Cauchy, sujeto a ciertas constricciones. Por
lo que el siguiente paso i en escribir la accién gravitacional (1.32) en
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términos de las nuevas variables ADM, esto es , expresar R y (-g”z)d‘x en
términos de Ag, , N, N°. Esto requiere de estudiar como encajan las superficies
Z, y como los tensores son proyectados sobre X, y sobre m.

En la proyeccion del escalar de curvatura R sobre las superficies, jugara
un papel importante la curvatura extrinseca K a las =,. Este tensor es definido
como [7]

(2.9 Koo = 5% b

dan=K(dP)

P

La curvatura extrinseca mide el cambi £#Xa direccién del vector normat a la
superficie entre puntos muy cercanos entre si
figura 2-2.
con £, la derivada de Lie a lo largo de n. En particular la traza de K esta
ligada a la divergencia covariante de n por la relacion
(2.10) =V-n
la interpretacion geométrica de esta ultima relacién se muestra en la figura 2
La relacién de la curvatura extrinseca con las derivadas temporales, A=£ h,,,
de h,,, esta dada por
(2.11) Kap=V5 £, hyy="N (B 4, -2DNy)
Expresamos ¢l escalar de curvatura, R, como
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(2.12) R=2(G,pn"n° - Rypn®n®)
donde D es el operador derivada covariante para las superficies espaciales.
El primer término del lado derecho de la ecuacién puede ser expresado
como [7]
(2.13) Gopn®n"=(®'R-K, , K+K?)/2
donde K es la traza de la curvatura extrinseca.
Por otra parte , de la definicién de curvatura, podemos expresar el
segundo término como
R_&bnnnb= Rabc cnnnb
—_n® R, n®
= - n(V,V -~V .VIn*©
= (Van®)}(Ven®)- (Van®)(Ven®) - V, (0, Ven®)+ V (n*V,n®)
(2.14) =K?-K_ K" -V, ,Vr)+ V. (V)
Los dos ultimos términos del lado derecho de la ecuacién anterior son
divergencias y pueden ser despreciados. Entonces tenemos

(2.15) R=%R+K , K**-K?>
E! elemento de volumen correspondiente esta dado por la relacion
(2.16) J-g=NJA

Con lo que podemos escribir con ayuda de (2.15) y de (2.16) el principio de
accién extrema de Hilbert en funcion de las variables ADM.

T apae =/ IGn)I[R + (1 - nXTPK)? — TrK> }/h"zdtd3x + [ Leamposd®x

donde D, es el operador derivada sobre X asociado con h,,
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2.3 Formulacién de Arnowitt, Deser y Misner de la
dinédmica de la geometria

La sustitucion de la ecuacion (2.15) en el equivalente al Lagrangiano de
Einstein-Hilbert nos expresa la accién gravitacional en la formma dada por
Arnowitt, Deser y Misner (1962).

El momento candnicamente conjugado a h,, es

T s OL
(2.17) =7 s

Puesto que el Lagrangiano no contiene derivadas temporales de N o N*,
sus momentos candnicos conjugados se anulan, interpretidndose como que no
son variables dindmicas relevantes..

=h'"2(K* - h** K)

Definimos nuestra densidad Hamiltoniana como en ( ) con lo que
liegamos a

(2.18) H =h"’[NPR+h" 1", — 12) —2N,Dy(h ™ 21®%)]
donde se ha despreciado un término de divergencia [7] y t=n",
De la variacién de H respecto a N y N, se obtienen las ecuaciones
1
(2.19) R+ b "nab—ih"'ﬂ:’ =0

(2.20) D, (h?n*®)=0
que corresponden a las ecuaciones de constricciones de valores iniciales. Las
ecuaciones dinamicas que se obtienen son

. 1
(2.21) b, = 2Nh"’2(1t s — Ehabﬂ:)+ 2D, N,



, 1 ) 1 ( 1 )
I’z 12| (3 pab ab 1/2 3 ab. mn 2
Y =—Nh ( R ———2h R +~—2Nh I\, —-3T

(2.22) —2Nh"’2(n amp b — -;—1:7: “") + " (D“D*N — hD",,N)

+h"2D (B *N™)—2r ™“D N
Las constricciones revelan la arbitrariedad de norma que hay en la
seleccién de la métrica h. la ecuacidén ( ) no revela mas que la definicién del
momento candénico conjugado a la métrica.

2.4 Aplicacién de la formulacion ADM al campo
axisimétrico estacionario para la obtencion de las
ecuaciones de campo.

Como vimos hemos visto, un espacio tiempo axisimétrico estacionario
esta caracterizado por la existencia de dos vectores de Killing, uno temporal

ey y otro espacial e; . Entonces podemos seleccionar coordenadas
(x°=t,x'=p,x2=z,x3=¢) tal que e,y e; son los campos vectoriales

€,=0/0t
y

e3;=08/0¢.

Las componentes de la métrica g pueden ser expresadas en términos de
la funcién lapse, el vector shift y de la métrica inducida como
(2.23) gapdx®dx® = (N2 — N, N)dt? — 2N ,dtdx® + hpdx®dx®
Esto nos permite introducir un sistema de coordenadas que se conoce como
coordenadas adaptadas, de donde es claro que
(2.24) £0o=N"N,-N*
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(2.25) 20i~N,
(2.26) Zab=hap
donde los coeficientes métricos solo dependen de las coordenadas de (p,z).
La derivada temporal de h,, esta dada por
(2.27) Prab=Eeo Bar= €° hopo— Bope’ 0= Pap0
Este resultado es valido en general, siempre que seleccionemos
coordenadas adaptadas. En el caso que estamos analizando, como no hay
dependencia explicita del tiempo entonces /i, =0
Para el elemento de linea del campo axisimétrico estacionario, y
empleando coordenadas adaptadas, se tienen los valores para las variables

ADM.

2
(2.28) N= (j—_z—ml;’—?

(2.29) N,=(0,0,0/)
rle2y 0 0
(2.30) hgy = 0 s le2r 0
o o — fo? 4 folp?

Para una métrica con dos vectores de Killing tenemos que la traza da la
curvatura extrinseca es cero. Esto se deriva de la ecuacién (2.10) pues

K=Vn=— 1 [aﬁ*‘ga;(\/ZN")]

N~H| or
1 [6vA @
= NJ}?[ o +£(\/;N¢):]=O

pues todas las componentes son independientes de laty ¢.
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La expresién para la curvatura extrinseca esta dada en este caso por
(2.31) Kap= - N "' (DENpy)
observemos que aunque la traza de K es nula, el tensor de curvatura no lo es
necesariamente, pues elementos fuera de la diagonal pueden ser distintos de
cero.

El Lagrangiano que se obtiene es
(2.32) L=h'"N—(PR+K,,K™)
este Lagrangiano es equivalente al Lagrangiano de Einstein-Hilbert.

Explicitamente es igual a

OF OF.
(2.33) Lipp= 40 WoE - L0 Ez +2 p ( p3 + 52
2 1
—2p{20°E; 0B ——5—
p2— f202

donde

E;=p e ™Y (0, +0.)-20(W 00t W +p W)+ P W, YY)
&=mpp +u):__—(1)pp"1 +4(\mep+w:\|’: )

Es=71 (@ ~0,)+4p° (W' —y. )~ py,

Es= 0,0 -4p Wy +2p0Y=

y la diferencia con el Lagrangiano de Einstein-Hilbert es

Lps— Len=-+2p(E~{2p°E+f wEy} 2—f‘2——-,
como podemos observar, la diferencia entre los Lagrangianos es funcién de
las ecuaciones de campo, esto hace que ambos sean equivalentes.

)
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A pesar de que h,, es idénticamente nulo su momento conjugado no lo
es y esta dado por la relacion

(2.34) P =h 'K

de esta relacion se deduce que la traza del momento es cero. Podria haberse
pensado que no era posible calcular el momento P pues este se define en

base a la ecuacion (2.4) ¥ como liab=0 parece haber una indeterminacion. El
hecho estd en que no hay que sustituir durante la construccion del

formalismo, sino hasta que este esta terminado. En particular las componentes
13 Y 7n** son las Gnicas distintas de cero (ver apéndice B)

(op+dy,op’tapfo’+opp’)

T (du.p tre.S e p’)
2(p*-s0) p

El Hamiltoniano al que se llega

(235 H =—h"? {NEPRAh 75 ,,) ~2N,Dy(h 2™y}

de donde se obtienen, al variar respecto a N y N, las ecuaciones

(2.36) ~Or+pIn%y =0

(2.37) D 0™ y=0

que corresponden a las ecuaciones de constricciones de valores iniciales. De

la segunda solo la tercera componente (cuando b=¢) es distinta de cero y
explicitamente son para (2.36)

4{af o’ (0 wwi-w, )+ pTayFo’-p?)-F w2
A f
20 A vt Yo ( T F 0T - 0F (0 v
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—(172)f° p~? 0w ~(5/2)p (00, D) +2F o' (0 Av)
-jzmpz(ldm_.\uz—\ypmp —2Aw® +4p"’mp) =0

donde se ha escrito
Ay =(p " wo+wop+w.)
Ao ={wyp+e.. +pT 0, }

Yy para (2.37)

1 -
7 +p7)( 3 (0pp +02:—0, p™) +Wpep+w: ©2)

+wp’Ay+ -;-f?o)( m,,2+ w.?) =0

Las ecuaciones candnicas que se obtienen de (2.35) son

(2.38) 2NV () )+ 2D Ny =0
_ Nhl/z((s)Rab _ %habR) + %Nh—ll2hab @mnn mn
@2.39) _2Nh—1/2€:amn’l'z'} huz(DanN_thmN)

+h”2D,,, =12, abNm)_ 27 m(quNb) -0
La ecuacién (2.38) es equivalente a la definicién de ®*°. Por otra parte
de la ecuacidon (2.39) se obtienen 3 componentes distintas de cero e
independientes entre si
para a=p, b=p
(2.40) I @i, )+4 0% (wi—w.)—4 pv,=0

para a=p, b=z
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(2.41) O S - YW+ 2pY, =0
para a=¢, b=¢
(2.42) 4 @ p7 (4(y: ©. +Wp 0 )+ ©pp+w—p @,)

+4 p? (S o )W +w, o +ypp)+2 w0 (o +w 7 W)
@ o) F3fo’ + p?) =0

Las ecuaciones (2.40)<2.42) son equivalentes a las ecuaciones de
Einstein.(Ver Apéndice B).

El momento ™ tiene informacién sobre el cambio en la curvatura de
las superficies y sobre como se van desplazando horizontalmente al
evolucionar respecto a t. Puesto que Tr n =0 entonces el momento solo tiene
informacion sobre como se desplazan las superficies, pues estas no cambian
su curvatura.

Existe una arbitrariedad de norma en nuestra selecciéon de
configuracion del campo h,,. Si ¥ es cualquier difeomorfismo de 3, entonces
hgp ¥ W*h,, representan la misma configuracion fisica. Esto nos sugiere que
podemos tomar como espacio de configuracidén para la relatividad general al
conjunto de clases de equivalencias de la métrica Riemanniana sobre X ,
donde dos métricas estdn relacionadas si existe un difeomorfismo entre ellas.
Este espacio de configuracién es conocido como el superespacio. Al usar el
superespacio como espacio de configuracién , encontramos que cualquier
campo vectorial w" sobre £ el momento conjugado 7" debe satisfacer

In ab (Shab + D, Wp) )= J'n Sh

que implica que automaticamente satisface
(2.43) D,(h"'?n"%)=0

la
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Con lo que la constriccién (2.37) se elimina al seleccionar como
espacio de configuracion al superespacio. [7]
La constriccion (2.38) puede verse como el resultado de la arbitrariedad de
norma involucrada en la forma como se hizo la division del espacio tiempo en
espacio y tiempo. Es muy parecida a la constriccion que aparece cuando se
introduce en el Lagrangiano un parametro tiempo y se toma a este parametro
como una variable dinamica. Para desparametrizar la teoria hay que resolver
la constriccion para el momento. En nuestro caso la ecuacion (2.38) es
cuadratica en el momento , y una desparametrizacion similar no es posible.
Esto es un serio obsticulo para elaborar una formulacién cuantica a partir de
esta formulacion.

Hasta aqui nuestro andlisis del formalismo ADM. En el capitulo
siguiente vamos a discutir el formalismo de Geodésicas Funcionales.
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3. FORMALISMO DE GEODESICAS
FUNCIONALES

En el cap’itulo anterior hemos visto la que se considera la forma
natural de definir una formulacién Hamiltoniana de la relatividad. En el
presente capitulo estudiaremos un formalismo equivalente a la relatividad
de Einstein, el cual tambien permite elaborar una formulacién Hamiltoniana

del mismo.

3.1 Enfoque general

Consideremos un Lagrangiano de la forma L=Lgy+L,, donde
LEH=(g)"2R es el Lagrangiano de Einstein-Hilbert y Ly, representa el
Lagrangiano de materia. Para calcular de manera explicita el Lagrangiano
Lgy; usamos la expresion que se obtuvo en el capitulo 1 para el tensor de
Ricci.

Con lo que el Lagrangiano Einstein-Hilbert torna la forma

ary, ark
(3.1) Len=V=g| 8% —F — g% —h + g"Pr]pry, — 2Py ry,
dénde o, B,...=0,1,2,3; g.p es la métrica del espacio tiempo con

coordenadas x* y l":’B son los simbolos de Christoffel asociados a la

métrica. Ahora los dos primeros términos de la derecha en la ecuacion

pueden expresarse como divergencias usando las relaciones



40

oN—gg BI 8= ggh
aB A gg
(3.2) L aT TS +T

A
oy~ 82Ty, =ﬁgaa5r§ LA 9/—ge*®

(3.3)
T &k B ah T oxB

Si de estas ecuaciones despejamos el primer término del lado derecho

¥y sustituimos en la expresion que obtuvimos para el Lagrangiano tenemos

oJ-gg*® T} ) \/_ g™ o /-gg" I
Len = Bx" T P
39 2 J—gg"®
+Th =g —+-se™ [fhTY ~rark ]

Dado que las ecuaciones de campo serdn obtenidas a partir del
principio variacional, podemos despreciar los términos de divergencia total
pues se anulan en la frontera de la variacion.

Con lo anterior el Lagrangiano toma la forma

3. J-gg™® o J—ge™
28 I} g8 Eet Ty ~ara ]

Lgy = r:l P —Lap E%S

1 o(/~geg**
g"*rg,‘=——&)—— y la relacién

/—g ox P

haciendo uso de que

. _20nJ=2)
S B

P entonces el Lagrangiano de Einstein-Hilbert puede

expresarse finalmente como

(3.5 Len = _\/ gg*? [tk oy, - uxrpv]
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por tanto, el Lagrangiano toma la forma
1
(3.6 =5 J=gg™ [T I - rary J+ L,

El Lagrangiano de Einstein-Hilbert es entonces una funcién de la
métrica g y de sus primeras derivadas. Ahora bien, si consideramos un
Lagrangiano L, que sea funcion de los potenciales de materia m*,
sus primeras derivadas T)A_., , se pueden definir nuevas

=(g‘,,3,r|" }, dénde a=1,2,..,n. El niimero n puede tomar

A=12,...p ¥y

variables X °
cualquier valor en el intervalo p+1<n<p+6 dependiendo de las simetrias del

espacio tiempo. El Lagrangiano, por lo tanto puede expresarse como
L=L(X * X "_,). Sin embargo, para mantener la generalidad de nuestro

andlisis, consideraremos Lagrangianos que después de introducir los

potenciales X * =(gap,n‘* ) mantienen una dependencia explicita de las
coordenadas del espacio tiempo x® , y por tanto tendremos la dependencia
funcional L=L(X? X4, x*).

En general , el Lagrangiano
cuadraticos como lineales en las "velocidades" X", y también componentes

puede contener términos tanto

que dependan solamente de las nuevas "coordenadas" X". Para estudiar este
tipo de Lagrangianos en una forma bastante general, vamos a considerar
aqui solamente aquellos que pueden ser representados como

(3.7) L= G b X, X®p h™P+A", X2, +V

dénde G ,, es una métrica en el espacio abstracto de los potenciales X" y

x%. La "métrica” h®F=h"P(x™) se usa para definir un producto escalar interno
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entre las velocidades X °, . La matriz A%,= A% ( X% x* ) determina los
términos lineales en las velocidades que requieren de un tratamiento
especial ya que conducen a Lagrangianos singulares, es decir, para los
cuales no es posible definir el Hamiltoniano correspondiente, el potencial V'
contiene todos los términos del Lagranéiano que dependen unicamente de
las coordenadas X y x“.

En este trabajo no consideraremos los términos lineales en las
velocidades, es decir, despreciamos el término A%, X", Bajo esta
consideraciéon, podemos decir que el Lagrangiano contiene una parte
cinética y una potencial. Entonces podemos aplicar el principio de accion

minima a este tipo de Lagrangianos para obtener las ecuaciones de Euler-

Lagrange correspondientes.

3.2 Transformaciones candénicas

El tipo de transformaciones mas conocido es aquel que pasa de un
sistema de coordenadas X" a uno nuevo X" mediante ecuaciones de
transformacién de la forma
(3.8) X= X(Xt)
donde t es un parametro al que llamaremos tiempo. Un ejemplo de estas
que pasan de coordenadas

transformaciones lo son las ecuaciones

cartesianas a coordenadas polares. A estas transformaciones se les llama
transformaciones puntuales.

Pero en la formulacién de Hamilton las cantidades de movimiento
son también variables del mismo nivel que las coordenadas generalizadas

por lo que el concepto de transformacién de coordenadas debe de ampliarse
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para que incluya la transformacién simultanea de las coordenadas y de las
cantidades de movimiento X" , P®* a un nuevo sistema X" , P" con
ecuaciones de transformacioén invertibles

(3.9) X=X (X, P%t)
(3.10) P* =p*(X*,P%0)

Asi, las nuevas coordenadas estaran definidas no solo en funcién de
las antiguas, sino también en funcién de las cantidades de movimiento
antiguas.

Puede decirse que la ecuacion ( 3.8 )definen una transformacion del
espacio de configuraciones y las ecuaciones ( 3.9 )-( 3.10 ) definen una
transformacion del espacio fase.

Cuando se trabaja con la teoria Hamiltoniana uno esta interesado en
las transformaciones ( 3.9 )-( 3.10 ) para las cuales las nuevas coordenadas
X'*, P'® sean coordenadas canénicas. Este requisito se satisface si existe una
cierta funcién A'(X™, P, t) tal que las ecuaciones de movimiento en el

nuevo sistema estén en la forma de Hamilton. Es decir , A" es el nuevo
de coordenadas. Este nuevo

en una derivada total de una

Hamiltoniano en el nuevo sistema

Hamiltoniano puede diferir del anterior

funcién cualquiera respecto al parametro t al que hemos llamado tiempo.
Con estas consideraciones podemos obtener la relacién [8]

oL’ X'9—-L

3.11) H=—
¢ s X

La importancia de esta transformacién es muy util cuando algunas

coordenadas son ciclicas, y analizaremos esto en la siguiente seccion.
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3.3 Método de Routh

La funcién lagrangiana L es generalmente una funcién de las
coordenadas generalizadas X® y de sus velocidades X®,. Ahora bien, puede
suceder que cierta coordenada X" no aparezca en el Lagrangiano L, pero si
su correspondiente velocidad X®, . La importancia de estas variables en la
integracién de las ecuaciones de Lagrange fue primeramente reconocida por
Routh quién llamo a estas coordenadas como "coordenadas ausentes". Fue
Helmholtz quién las llamo coordenadas ciclicas[9].

Si tenemos una de estas coordenadas , entonces las ecuaciones de
Lagrange nos dicen que la cantidad de movimiento asociada a esta
coordenada sera constante

P®=constante=A
Ademas, sabemos de las ecuaciones de Hamilton que

P, .=0L/9X" = - BH/8X"
esto nos dice que una coordenada ciclica estard ausente tanto en el
Lagrangiano como en el Hamiltoniano.

Consideremos un Lagrangiano en el que la coordenada X° es una

coordenada ciclica.

L=L(X',.. . X" X e, XP 50
con este Lagrangiano tenemos que resolver un problema con b grados de
libertad aun cuando uno de ellos corresponda a una coordenada ciclica. En

cambio, en la formulacién de Hamilton es distinto, ya que P, es una

constante A y H tiene la forma
H=H(X',....X" P, ,...P g, A, 1)
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El Hamiltoniano describe un problema con solo b-1 coordenadas, el
cual puede resolverse por completo ignorando la coordenada ciclica. El
comportamiento de la propia coordenada ciclica con el tiempo se encuentra
integrando la ecuacién de movimiento

x® ~— oH/BA

Las ventajas de la formulacion de Hamilton en el manejo de
coordenadas ciclicas se pueden combinar con el procedimiento de Lagrange
mediante el método ideado por Routh. Este método se basa principalmente
en una transformacién candnica que lleva de la base X*, X*, a la base X,
P, tan s6lo para las coordenadas que sean ciclicas , obteniendo sus
ecuaciones de movimiento en la forma de Hamilton, mientras que las
restantes coordenadas se estudian a partir de las ecuaciones de Lagrange. Si
Hamamos X™,..., X® a las coordenadas ciclicas, podemos introducir una

nueva funcién R, llamada Routhiano, definida de la siguiente forma

a .
(3.12) RO, ... XU X oo s X™ Pt Pa = D> BX, — L

i=m+1

que al obtener su diferencial puede deducirse que

(3.13) oR __ oL , R __ %L iqm
ax’ ax’ x4 ax’,
(3.14) a?\ff =-pP;, . 5‘3=x§ j=m+1,....a

las ecuaciones ( 3.14) tienen la forma de las ecuaciones de movimiento de

Hamilton en donde R hace las veces del Hamiltoniano mientras que las
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ecuaciones ( 3.13) obedecen a las ecuaciones de Lagrange en las que R toma
el papel de Lagrangiano.

Hasta aqui no se ha hecho uso explicito de la naturaleza ciclica de las
coordenadas X™! a X*. Una coordenada ausente en L ,también lo es en R.
Las a—m cantidades de movimiento P,,,; a P, pueden sustituirse en el
Routhiano por un conjunto de constantes A AT (r=a-m) que se
determinan a partir de las condiciones iniciales. Con estas modificaciones
las Unicas variables del Routhiano son las m coordenadas no ciclicas y sus

velocidades generalizadas

(3.15) RX',... XX o X™ A AN

El problema se ha reducido a un problema de Lagrange con m grados
de libertad, y salvo los r parimetros constantes A" podemos ignorar los
restantes grados de libertad, en otras palabras hemos logrado reducir la
dimensionalidad del problema. En la siguiente seccién vamos a aplicar estas

ideas a nuestro problema.

3.4 Reduccién dimensional

Puesto que en este trabajo consideraremos Lagrangianos con
dependencia funcional L=L(X ° X °_, .x%), aplicaremos lo visto en las
secciones 3.2 y 3.3 a este tipo de Lagrangiano. Primero construyamos el
correspondiente Hamiltoniano

(3.16) H=H(X? P%,x*)=P%, X" -L

donde se ha definido el momento canénico conjugado como
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(3.17) P ,= oL

* axa

Si ahora consideramos una transformacién canénica como en las
ecuaciones ( 3.2) y ( 3.3) de H de tal forma que una de las nuevas
coordenadas se vuelva ciclica, denotando a H' como el Hamiltoniano
transformado. La accién de (n-2) transformaciones candnicas de este tipo

conduciran a un Hamiltoniano de la forma
(3.18) H=H'X" (02, X 02y P (n2jax™)

ya que por cada una de las transformaciones canénicas se elimina una de las
coordenadas X °. El indice (n-2) indica que la coordenada respectiva es la
resultante de haber aplicado las (n-2) transformaciones canénicas. Para
eliminar el momento candnico asociado con las coordenadas ciclicas,
primero construimos el Lagrangiano L™ =1"(x -2y - Xz(,,_z) X% 2

,x¥) y aplicamos el método de Routh visto en la seccién 3.3,

n (n-2)
(3.19) R=Z._6_L_

- Xh-L
i=30X t(n-2)

El Routhiano resultante es una funcidon de las coordenadas no
ciclicas. de sus velocidades asociadas y de un conjunto de constantes A,

con lo que finalmente puede escribirse el Routhiano de la forma

(3.20) R=G 5, (X% A1 xM)X%, X®, h®® +V(x? A7 x™)
o N

con ab=12;y, i=3,4,...,n.
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La variacién de R respecto a X* conduce a un conjunto de ecuaciones
diferenciales de segundo orden, las cuales son las principales ecuaciones de
campo (ecuaciones de Euler-Lagrange). Cuando se resuelven estas
ecuaciones las variables ciclicas pueden ser ignoradas y considerar al
Routhiano como un Lagrangiano. Las ecuaciones de campo para las
coordenadas ciclicas se obtienen al realizar la variacién respecto a las Af .
Estas son ecuaciones diferenciales de primer orden que pueden ser
integradas una vez que las ecuaciones de Euler-Lagrange hayan sido
resueltas. Con esto hemos reducido el problema de n variables a 2, lo que
puede interpretarse como una reduccién dimensional del mismo.

Es necesario hacer notar que al analizar casos concretos no siempre
es sencillo encontrar las transformaciones candénicas que permitan reducir la
dimensionalidad y puede llegar a resultar mas sencillo analizar el problema
con mayor numero de grados de libertad que encontrarla transformacién

candnica para eliminar uno de estos grados.

3.5 Lagrangiano sin potencial

Consideremos un Lagrangiano puramente cinético, es decir tomemos
el potencial igual a cero

(3.21) L= G ,(X*x*) X%, X" h*?

dénde a,b=1,2,....m ; y o,8=2.3,...,d. La dimensién m esta contenida en el
rango 2<m=n y su valor explicito depende la cantidad de transformaciones

candnicas que se hayan usado. El valor explicito para d, debera estar en el
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rango 2=<d<4, éste puede ser diferente en cada caso particular y depende las

simetrias contenidas en la métrica g,p del espacio tiempo original.

Hasta aqui hemos considerado G 5, y h®? como "métricas" que
pueden depender explicitamente de las coordenadas del espacio tiempo x%.
Sin embargo, en el caso que nos ocupa, simetria axial y estacionaria es

posible agrupar toda la dependencia explicita de x* solamente en G ,;, .
Si aplicamos el principio variacional a (3.21) obtenemos las ecuaciones
(3.22)  BXP ) pT X" o X 5+ G™ G X "} =0

donde I" %, son los simbolos de Christoffel asociados con la "métrica” G

Como podemos observar la ecuacién ( 3.22 ) corresponde a la
ecuacidon geodésica de un espacio m dimensional. Un conjunto X° que
satisfaga la ecuacién ( 3.22 ) sera una geodésica funcional. Ademas, estas
ecuaciones son andlogas a las ecuaciones de Einstein, esto por construccioén,
pues si se parte del Lagrangiano de Einstein-Hilbert y aplicamos el
principio variacional con respecto a los coeficientes métricos se obtienen las
ecuaciones de Einstein, y cuando se tiene el Lagrangiano de la forma (3.22)
y se varia respecto a las coordenadas X°, se obtiene la ecuacién geodésica,
pero construimos una relacién 1 a 1 entre X y gqg. esto es, los coeficientes
métricos son las nuevas coordenadas.

En el caso de un Lagrangiano con potencial, puede reducirse a un
Lagrangiano sin potencial haciendo uso del principio de Maupertius {10].

Esta reduccién del problema es importante pues puede ahora hacerse

uso de todas las simetrias de las geodésicas para investigar soluciones de las
ecuaciones de Einstein.
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En ia siguiente seccién vamos a aplicar este formalismo a la métrica

axisimétrica estacionaria.

3.6 Simetria axial y estacionaria en vacio

Al calcular la densidad Lagrangiana para el elemento de linea (1.37)
que estamos considerando, llegamos a

et

w
2p (@2, +0% )20 (W W, Hpp ez ~Wop-Waz)-2W,

(3.23) L=—
Si ahora aplicamos la relaciéon pB ;=(pB,);-pB; donde B es una

funcién arbitraria de xi, y despreciamos las derivadas totales, obtenemos el

Lagrangiano

eV

2p

(3.24) L=2p(y, +y;") — S (07 +e%) — 2y,

que puede ser representado como un Lagrangiano cinético de la forma
(3.25) L=G X", X®;h"®

donde X"=(p,y,7,®)y x“=(p,z) , ademas

0 o -1 [
_ {0 2p O o
(3.26) Gu= |2 F o o
etV
V] o o - 2P
1 0
ap__
(3.27) h (0 IJ
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Si ahora parametrizamos las coordenadas del espacio tiempo
mediante un nuevo parametro &, bajo la condicién x%2P=h"f el Lagrangiano

toma la forma

4y

- ;2.8
(3.28) L=2pvy 2p

$%-2p v
donde el punto se refiere a la derivada respecto al parametro &. Algunas
propiedades de este parametro son
B*=Bj*+B?
B=B,,+B,,
¢ B=B,

El Lagrangiano (3.28) puede ser interpretado como un Lagrangiano
que describe un sistema cinemaitico definido en el espacio de los
coeficientes meétricos con coordenadas generalizadas p,y,w y vy que
dependen de E.

Al considerar a (3.28) como un elemento de linea en un espacio
abstracto con coordenadas X "=(p,y,y,®) y métrica definida por (3.26) , las

ecuaciones para las geodésicas en este espacio abstracto que se tienen son

6=0
L e
[} 2 p2
. .2, b 1 4y .2
¥y - —5 e Vw =0

G— L pa +ay & =0
p
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Estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Einstein, pero ahora
haremos una reduccién dimensional del problema.

Dado que y y w son coordenadas ciclicas del Lagrangiano es
conveniente hacer uso del Routhiano R el cual, como ya se ha visto, se
obtiene de aplicar al Lagrangiano una transformacion de Legrende sobre las

coordenadas ciclicas

v

oL . OL - e <2
(3.29) R= Ey—y+£m-L 2p\|1 me

y las ecuaciones de movimiento para este Routhiano, que son obtenidas

usando las relaciones ( 3.13) y( 3.14 ) de la seccién 3.3 son

(3.30) p=——2R , b0
ow
(3.31) P ——%—»P—zp“ Ve 2

d(ak)____(): i[ii"’."i):o

3.32
( ) Z\ "o

AR SR 1 4y .2
3.33) — ]—'—-—O:pw+pw————ewm =0
¢ dﬁ(a\lfg Bw 2p

el momento asociado con la coordenada generalizada o esta dado por

(3.34) P‘,,=%e""a$
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El momento P, es una "constante de movimiento" en el espacio de
los coeficientes métricos, ya que P, =0. Ahora bien, si introducimos una

nueva funciéon €2 de la siguiente forma
A e
(3.35) P,=—e"ow =Q
o]
con esto el Routhiano ( 3.29 ) toma la forma
(3.36) =~2 P HOY

que es la forma del elemento de linea, donde f = e?"*.
Finalmente podemos observar que el Routhiano puede ser

interpretado formalmente como un eiemento de linea de la forma

ds ax® ax?®
(3.37) R=( -~ )"=Gpp——
@&’ Tt dE &
donde G,,(a,b=1,2) es una matriz simétrica de 2x2
1 ,(1 o)
3.38 Gp=——pf
C ) ab > P 0 1

y X*=(f, Q). Esta analogia es la que nos permitira interpretar las ecuaciones
de Einstein con las ecuaciones de geodésicas del nuevo espacio de

coordenadas (f, Q)
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3.7 Geodésicas Funcionales para campos
axisimétricos estacionarios

Para poder aplicar el concepto geodésico al caso que estamos
estudiando, consideramos en espacio dimensional infinito M de las funciones
{f(p,2),Q2(p,z)}, donde es conveniente considerar a f y Q cuadriticamente
integrables, esto nos permite definir un producto escalar en M, de la forma
<f,Q¥>=[wfQdpdz con w=w(p,z) una funcién arbitraria, definamos también
un vector en M como X"= X%(p,z)={f;,Q2:}. Con esto podemos construir la
funcién

(X", X20)= [G L0 X" X" dp dz
(3.9 e Xop=—1 fo £ (F2+02%)

en la que hemos reemplazado la métrica (3.6). Esta expresiéon puede
interpretarse como la energia de las curvas X". La variacién de la ecuacién
con respecto a X® nos conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange, que en
este caso pueden ser escritas como

a2xe dx? dx< dx e
3.10 A gl X )y
(3.10) T+l ()] =

donde son los simbolos de Christoffel asociados con G,, la funcién
A(p)=1/p aparezca por la dependencia explicita de p en G,;, con esto podemos
estudiar puntos estacionarios de s y uno de estos puntos se llamara geodésica
funcional si satisface la ecuacidn (3.10). Para encontrar uno de estos puntos,
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definido en el espacio M, tenemos que resolver éste conjunto de ecuaciones
diferenciales . Lo importante de todo esto es que , si la ecuacion geodésica es
idéntica a las ecuaciones (3.10) y por tanto equivalente a las ecuaciones de
Einstein en vacio. Esto es , una solucién a las ecuaciones de Einstein puede
ser interpretada como una geodésica funcional.

En el caso que nos ocupa las ecuaciones geodésicas toman la forma

@G.11) i (67~ ) +p ' pefe=0

3.12) Q21760 +p7 pe 2, =0
las cuales son equivaleﬁtes a las ecuaciones de campo para v y o.[11].

Puesto que ni el momento asociado a y, ni y misma aparecen en el
Routhiano, esto nos dice que la funcién métrica y esta determinada por dos
ecuaciones diferenciales de primer orden, en coordenadas de Weyl, estas
ecuaciones se obtienen aplicando el teorema de Noether al Lagrangiano y
tienen la siguiente forma [10]}

3.13) =Pl (6~ £1)- p7' P, w.”)
319 2y =P L~ p ' Fo0,
del sist de ecuaciones de campo.

y serian las dos ecuaciones r
Estas ultimas ecuaciones pueden ser integradas por cuadraturas una vez

conocidas o y y.
3.8 Hamiiltoniano Geodésico

Como hemos mencionado anteriormente en este trabajo, dada un
formalismo Lagrangiano es posible construir el correspondiente formalismo
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Hamiltoniano. En ésta secciéon analizaremos el formalismo Hamiltoniano que
se deriva de la formulacién de Geodésicas Funcionales. Partiendo del
Lagrangiano

4w

. e . . .
L=2pyi*- zpmz-zpv

calculamos los correspondientes momentos candnicos conjugados a las

X'=(p,y.Y,®)

(3.15) P,=—2v
(3.16) P,~ 4pyi
3.17) P=-2p
Ay
(3.18) P——2_a
P

con ellos calculamos el Hamiltoniano
H=P X% -L
1

1 1
(3.19) H= 7 | -3 PP,— = pe*vp 2

las ecuaciones candnicas que se derivan de este Hamiltoniano son

5 1 2, 1 4 2
(3.20) p= e P+ Ze VR,

321 P ~=—2pe™¥P,?
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(3.22) P =0

(3.23) P,=0

Estas ecuaciones también son equivalentes a las ecuaciones de Einstein.
También tenemos que
H=L

Sobre este Hamiltoniano tenemos que mencionar que no existen los
problemas que aparecen con el Hamiltoniano de ADM, en cuanto a la
definicion de los momentos y a la inversion de las ecuaciones (3.15)-(3.19).

Hay que recordar que hemos considerado al Lagrangiano como un
Lagrangiano puramente cinético, y al igual que en el caso de un Lagrangiano
para una particula libre, es igual a su Hamiltoniano.

Para poder elaborar una teoria cuantica de un Hamiltoniano es
necesario ademas determinar al parametro que figuraria como tiempo. Al
tratar de hacer esto, es necesario saber si nuestro Hamiltoniano es covariante
0, en caso de no serlo, definir un nuevo Hamiltoniano que sea covariante. En
principio, nuestro Hamiltoniano tiene que ser covariante, luego que ha sido
derivado de un Lagrangiano covariante y no se rompié la covariancia al
introducir el parimetro &.

Ademids para el Hamiltoniano (3.19) se satisfacen las identidades de los
paré is fund les de Poisson

[X",P,)=5",
esto permite aplicar el principio de correspondencia de Dirac donde las
ecuaciones - de la mecanica cuantica se obtienen sustituyendo en las
ecuaciones de mecanica clisica el paréntesis de Poisson por el conmutador

entre los operadores multiplicado por —y/#.



4. COMPARACION ENTRE LOS FORMALISMOS

Mediante el empleo del formalismo ADM las ecuaciones de Einstein, son
proyectadas sobre una foliacién del espacio tiempo llevando a
e Seis ecuaciones, (2.39),de evolucidén de la métrica de las superficies.
e Una ecuaciéon,(2.36), de constriccion Hamiltoniana

e Tres ecuaciones, (2.37 ) ,de constricciones en los momentos

Este formalismo representa una formulaciéon Hamiltoniana de las
ecuaciones de Einstein con ciertas constricciones que revelan la arbitrariedad de
norma al seleccionar la métrica h, y sobre como ha sido rebanado el espacio
tiempo.

A pesar de ser una formulacién Hamiltoniana, el parametro tiempo que se
selecciondé no es un parametro que permita la cuantizacién de la teoria. Esto
queda revelado por la constriccién Hamiltoniana, la cual aparece por la forma en
que rebanamos el espacio tiempo. Esta dificultad puede ser superada al definir
un superespacio.

Como vimos, en el formalismo ADM la variable dinamica relevante es la
"velocidad” de la métrica h¥ inducida sobre las superficies respecto al parametro

tiempo elegido. Pero en el caso axisimétrico estacionario, a pesar de ser
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idénticamente nula A4”, hay dinamica en las hipersuperficies; pues el momento
candénico conjugado a ella no es nulo.

Al hacer una divisién del espacio tiempo en espacio y tiempo,
inmediatamente el formalismo ADM rompe la covariancia de la formulacién.
Asi también se tiene claro que el Hamiltoniano ADM describe la evolucién de

las superficies espaciales a lo largo del vector tiempo que se definié.

Por otra parte, los resultados mas importantes del formalismo de
geodésicas funcionales son:

La reducciéon de los grados de libertad del problema de encontrar
soluciones a las ecuaciones de Einstein.

La obtencién de una ecuacidon geodésica en un espacio Af abstracto de
dimensionalidad infinita de los potenciales.

La interpretacion de las ecuaciones de Einstein como geodésicas
funcionales en un espacio abstracto de potenciales. Con lo que se puede emplear
todo lo que se sabe sobre simetrias de geodésicas para generar nuevas
soluciones a las ecuaciones.

Puede definirse un Hamiltoniano en base al parametro § como “tiempo” ,
con el cual podrian cuantizarse las coordenadas (potenciales) del espacio

abstracto’ M que se definié
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El formalismo de geodésicas funcionales es un formalismo que permite
encontrar la forma mas simple de las ecuaciones de Einstein. Este formalismo,
al realizar las transformaciones candnicas, reacomoda las ecuaciones de
Einstein para llevarlas a su forma mas simple. Las ecuaciones a las que se llegan
pueden interpretarse como soluciones de una ecuacién geodésica y pueden
generar otras soluciones, las cuales podrian tener o no significado fisico.

La definicién del parametro £ como aquel que satisface la ecuacién
x'§x'¢=hij, no nos dice mucho sobre su interpretacion fisica, sabemos que es un
parametro afin de las geodésicas del espacio abstracto A, lo que nos permite
interpretarlo como el “tiempo propio” del "movimiento geodésico” en M. Para
poder introducir este parametro hay que exigirle que sea un parametro afin de
las ecuaciones geodésicas en el espacio tiempo de las coordenadas p y 2.

Al construir el Hamiltoniano derivado del formalismo de Geodésicas
Funcionales, no se ha roto la covariancia del mismo. Aunque no queda claro si

este Hamiltoniano describe algin tipo de evolucion.



5. CONCLUSIONES

Aunque los formalismos ADM y Geodésicas funcionales parten
inicialmente del mismo Lagrangiano y que con ambos se llega a las mismas
ecuaciones de campo, se tienen grandes diferencias en cuanto al problema que
tratan de resolver. Con ambos se puede definir un Hamiltoniano y en
principio es posible cuantizar.

El formalismo AIDM se construye para dar una descripcién de
evolucién de superficies espaciales a lo largo del tiempo. Este formalismo es
muy util cuando se desea, dadas las configuraciones iniciales y tinales de las
superficies, saber el modo como evolucionan las mismas. El papel fisico de
cada variable que se definié es claro, tan solo por construccion.

Con este formalismo, aunque es posible definir un Hamiltoniano, no es
posible cuantizar directamente en base a €l debido a las constricciones que
aparecen al desarrollar el formalismo. Los momentos que se definen no son
necesariamente nulos cuando el la variable dinamica que se considera si lo es.

En la construccién del formalismo ADM se rompioé la covariancia de
las ecuaciones al dividir el espacio tiempo en espacio y tiempo. Esto hace que
ia cuantizacién a partir de este Hamiltoniano se complique. Aunque se tiene
claro que describe una evolucion de superficies espaciales a lo largo de un
vector tiempo.

El formalismo de Geodési Funci i es desarrollado para
encontrar la forma mas simple de las ecuaciones de campo. No se conoce el

papel fisico de las variables que se introducen en el, ni del espacio abstracto
de potenciales.

El formalismo Hamiltoniano para esta formulacién podria en principio
llevar a una cuantizacion de las coordenadas X * que en el se definieron, pues
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En este apendice se muestra el codigo en MAPLE que realiza los calculos
necesarios para obtener ilas ecuaciones de campo de Einstein. Se han
agregado comentarios a las instrucciones con el fin de aclarar lo que estas

realizan.

Las siguientes lineas son para inicializar las rutinas de tensores preconstruidas
para Maple asi como la declaracion de variabies.

> restart:with(tensor) :
coords:=[t, rho, z,phil:
alias (f=exp (2*psi (rho, z)) , omega=omega (rho, z) , gamma=gammna

(rho, z)) :
alias(Fz=diff(psi(rho,z),z),Fr=diff(psi(rho,z),rho)):

alias (Gz=diff (gamma(rho, z), z) ,Gr=diff (gamma (rho,z),rho))

alias (Wz=Aiff (omega(rho,z),z) ,Wr=diff (omega(rho,z).,.rho))

alias(Fzz=Adiff (diff(psi(xho,z),z2),z),Frr=diff (diff(pai(xr

ho,z),rho) ,rho) ) :
alias (Gzz=diff (diff (gamma(rho,z),z),2z) ,Grr=diff (diff (gam

ma (rho. z) ,rho) . rho) )} :
alias(Wzz=diff(diff (omega(rho,z),z),z),Wrr=diff(Aiff (ome

ga (rho., z) ,rho) ,rho)) :

En seguida definimos las componentes de la métrica para el campo aximétrico
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estacionario.
La signatura de la métrica es [-,+,+,+]

. > g:=array (symmetric, sparse, 1..4, 1l..4):
glli,1l:=-£€£ : gl2,2]:=exp(2*gamma)/£: gl3.,3]1:=gl[2,2]:
gl4.4):s-vho"2/gl(l1.,11+g(1,1] *omega“2:
glli,4] :=f*omega : gij:=create([-1,-1]1, eval(g)):;

" £ij :=table([
; —f [o] o Sfo
el2r)
! 0 —_— o [¢]
1
i compts = ezr
(4] (4] o
| ol
! So 0 [} P o fw?
1 Fa

{ index_char=[-1,-1]
D

[ Una vez definida la métrica hacemos el calculo de los tensores
relacionados a la Relatividad General, ( métrica contravariante, Christoffel 1a.
especie, Christoffel 2a. especie, Riemman, Ricci, Escalar de Ricci, Einstein)

. » tensorsGR(coords.gij,gIdg,g, €1, €2, Rm, Re, R, G, C):
Las componentes no nulas del Tensor de Einstein que se obtienen son

7> displayG@GR(Einstein,G);
! The Einstein Tensor
non-zero components :

1 - 2
Gll=af(—8szrr—3f Wrl—8p*Fzz~3 L W"—8p Fr+4p>Fr
+4Gzzp*+4 Grrp*+4 p2 Fz?) (e?Y1p2)
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i
!
t
i
i
i
i
|
i
i
7

1 3 5 N 2
Gl4=—4f(—2 Wrrp*+2 Wrp—8p* WzFz—-3, o Wrr -8 Frro p?
—8FrWrp?—2Wzzp? -3 L 0o W ~8Fzzrwp?—8Frop+a4Frop?
+4w Gzzp2+4 0 Grrp’+4p FRo)  (e27p?)
1AWr—-a4p*Fr2+v4p Gr+4p?Fz2 - £ Wz

622=—4 o
G23 = 1 4Fzp*Fr—-p~ P:/z Wr—2pGz
2 p?
G.?j'—lf Wrt—a4p2Frl+4p Gr+4p? F22 -2 w22
o SR =t

G44=;(—892Fzzfm3—4p2fco Wzz — 3/ o2 W2 — p? 2 Wr2 — 8 p? Frr ff ©®
—~16pP*Frfro Wr—4p*frl —4 Gzzp* ~4 Grrp*— 16 p* Fz f © Wz
+ AP FR L 0P+ AP Fr L0 ~4p Lo Wrr—4p* F2 -8 w2 Frp
+A0 L Wrp+4,L 02 Gzzp?+4 L 02 Grrp? —p? LA W22 -3/ »* W2?) - (p?e?
)

character : [-1, -1}

Una vez obtenidas las componentes del tensor de Einstein, es posible
manipular estas para obtener las ecuaciones de campo.

Ecuacion de campo para dgamma/dz

> gz:=80lve(Glcomptsa] [2,3]1=0,Gz);

_ V—aFp*Fr+f wzwr
gz=— Sy

Ecuacién de campo para dgamma/drho

. > gr:=solve (Glcomptsl] [3,31=0,Gr) ;

1 =~ W +4p2Frr—4p? F2+f W2
gr= 2 ..
4

P
> Gll0:=collect(Glicomptsl]l [1,1]=0,rho) :Gl40:=collect (G [comp
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ts] [1,4]1=0.,xrho) =

; La ecuacion de campo para omega se obtiene de multiplicar la componente
(t,t) del tensor de Einstein por omega y sumar el resultado a la componente
' (t,fi) del tensor de Einstein.

‘ > BEcl:=simplify (Gll0o*omega+G1l40) :
| Ecl = 1 B2 (Wrrp+dp Wz Fz+ Wezp+4 Fr Wrp—Wr)
: T2 e T T

o]

Sustituimos los valores que encontramos para las gammas y la ecuacion para
la omega en la componente (fi, fi) de G.

“L > simplify (subs(Gz=gz, Gr=gr, Glcompts] (4,41)):

[ > Ecnlpsil :=8implify (subs (Wrxr=-Wzz+rho” (-1) *Wr-4* (Fr*Wr+Fz
: *wWz) ,

i

|

L

Frr=El-£"2*rho”™ (~-2) * (Wr*2+Wz"2) /2-Fzz-rho™ (-1) *Fr, ") )=0;
Ec"w = _2 EJ (pl Fr—(.l)2 et wim=)) Fp p+e(" w(p.:))w2) e(—21)=.0

Aqui E1 es dado por

> El=Frr+Fzz+rho” (~1) *Fr+£°2+xho™ (~-2) » (Wxr"2+Wz"2) /2;
1 wWr? + Wz F
El =Frr+ ;,-'fi——-:, —) + Fzz+ 2L
2 p- P

que corresponde a la ecuacion para psi
1
| La forma explicita del Lagrangiano de Einstein-Hilbert

> LIEH] :=8implify ((-g) ~(1/2)*Rlcomptsa] ,power) ;

i 1 - ” ”
- Len ::2 pz e(‘.'w(n.:)-—.y)(__4 pz Frz—edwe ph2 4 PF"
— 4 P2 Frr+ 4 p2 Fr2 + 4 Gzz p® + 4 Grr p? + 4 p? Fz2 — e e z2) - p?
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~ Como se sabe, el lagrangiano de Einstein-Hilber puede expresarse en funcion
. de las ecuaciones de campo que se obtienen (on shelil)

; > simplify (subs (Gz=gz+E4 (rho,z), Gr=gr+E3(rho,z), L[EH])) :

' Este es lagrangiano de Einstein Hilbert expresado en términos de las
soluciones a las ec. de campo.

D> simplify (subs (Wrr=E2-Wzz+rho™ (-1) *Wr-4* (Fr*Wr+Fz*Wz) , Frr
=El-£°2*rho™ (-2) *(Wr"2+Wz"2) /2-Fzz-rho™ (-1) *Fx, ")) ;

Lieltr—dwips)) pz efTwip.z)1-27)
F2) a
(—2 Elp+2 (é» E4(p,z)) p—et VPN e E2 4 42 FrEl+2 (éb EB(p,z))p)
/p

>

SV g

! Aqui E1,E2,E3,E4 corresponden a las ecuaciones E1,Ec1, gry gz
;. definidas arriba. Es decir son las ecuaciones de campo.

: Hay también que hacer notar que MAPLE usa un signo distinto para el
valor del tensor de Riemman que debe de considerarse al comparar con los
: resultados presentados en el trabajo.
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APENDICE B

" - PY
En este apéndice mostramos el programa cédigo en MAPLE que realiza los

" calculos para el formalismos ADM aplicado al caso axisimétrico estacionario, se han
agregado comentarios que describen los resultados.

> restart:with(tensor):
coords:=[rho, z,phi]:

> alias (fsexp (2*psi (rho, z) ) ,omega=omega (rho, z) , gamma=gamma
(rho,z)) =
alia; (Fz=Adiff(psi(rho,z),z),Fr=diff(psi(rho.,z),xrho)):
alias (Gz=diff (gamma (rho, z),z) ,Gr=diff (gamma (rho, z) ,xrho) )

R T

élias (Wz=di £ f (omega (rho, z) ,z) ,Wr=diff (omega (rho, z) , rho))

élias (Fzz=diff(diff(psi(xho,z),z),z),Frr=diff(diff (pai(r

ho, z) ,rho) ,xho) ) =
alias (Gzz=diff (diff (gamma (rho,z),=),z) ,Grr=Aiff (diff (gam

ma (rho, z) , rho) ,rho)) :
aliag(Wzz=diff (diff (omega(rho,z),z),z) ., WNrr=Adiff (diff (ome

ga(rho, z) ,rho),rho)) :

S

Definicién de la métrica espacial hij=gij para el campo aximeétrico estacionario

> h:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):
h{l1,1] :=exp(2*gamma)/£f: hi2,2] :=h[1,1]:
rho“2/£f-f*omega”™2:

i

i

! h[3,3]:

: hij:=create(l(-1,-1]1, eval(h)):;
i hgf = rable([

] e(27) o o

[ 7

i et o

: compis = [o]

j ” T

é’ 0 0 %——fm'
! index_char=1[-1,~1])
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i
. Calculo de las cantidades los tensores relacionados a la Relatividad General para las

. superficies espaciales
>
> tensorsGR{coords,hij . hIJg,h, €1, €2, Rm, Re, R, G, C):

P

Definicion del vector shift covariante (Ni=giO)
>
| » Ni:=create([-1],array((0,0, £*cmegal));

Ni = table({
compts ={0,0, fw]
index_char =[-1]

D
Calculo del vector shift contravariante
>

> Ni_contra:=raise(hIJ,Ni,1l);
Ni_contra = table({
f compts = [0. 0, 1—_)40?_7]
| P —F o
index_char=1[1]
D
Definicion de l1a funcion lapsé N
>
> NiNI:=prod(Ni,Ni_contra, [1,1]) :
N2:=80lve (-£=NiNI [compts] -N, N)
S
_f w?

N:=N2"(1/2);

I

Derivada covariante del vector shift

> Nij:=cov diff(Ni,coorxrds,C2):
Niji:=permute_indices (Nij, [2,1]1):
Nijji:=lin_com(Nij,N3ji):

S —

Calculo del momento con_]ugado covariante pi__ij
> pi_dij:=1lin_com(-h™(1/2)/ (2*8) LSNAFFL) ¢

[

Caélculo del momento candnico conjugado contravariante, pi_1J
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> pi IJF:=raise(hIdJ,pi_i1ij.,1.2);
como podemos observar hay cuatro componentes distintas de cero del momento pi_1J,
¥ su traza, que se calcula en seguida, es cero. -

! pi_1J = table([
complts =
' P _lf.}%l (-2 op+aFrop+Wrflo?+Wrp?)
0., =, T
2 2.2 (2 S
(P2 =L w?) e2v) .
p? - o) P2~ f 2

o 0 1. %1 (4 Fzwp?+ Wz, w?+ Wz p?)
e e e e e Z e

2

(pz _f: m:) 9‘2”/ - +

_‘ S PP —fat
1£.%]1 (20 p+4Frop’+Wrf o+ Wrp?)

2 p?
2_ 22 (2v) S
(p e ) € : P~ L »?

2

5 232 cfp?
2 w2 elZyr SR
(P’ —f o) RN
index_char=1{1,1]
D
2
f2r) 2 2
0ep = (£ (PP =S 0?)
o
r Traza del momento
| » Trpi:=prod(hIg,pi_4ij., [1,2],[2,11);
Trpi := table([

compts =0

index_char =[ ]

D j
Traza del cuadrado del momento ;
> TrpiZ2:=prod(pi_ij.pi_IJ.,02.11,(2,21):

i

Trpi2 := table([
eV (4 wp’— 16w p* Fr—d4w’p Wrff—4wp® Wr+ 16 Fr o® p*

{
i
[
t
I
! 1 /%! (4 Fzomp®+ Wz 0+ Wzp?) 0
|
t

S

' complis = l
! P! 5
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+BFro®p* Wrf+8Frop Wr+ Wrfo'+2 Wrr Lo p?+ Wrp!

+ 16 F w0 pt+8Fzw’ PP W f+8Fz0p* Bz + W22 L ot + 2 W22 LA w2 p?
+ W2 p')y (PP —F o) p?)

index_char=1{ ]

D

. Ecuacioén de campo que se obtiene al variar H repecto a N, esta es una de las

' constriccciones

> Ecl:=simplify(~Rlcompta] +h® (-1)* (Trpi2 (compts] - (1/2)*Trp
ilcompts] “2));

* Ecl :=—_1,(-5%2 W2 pt— 5 %2 W22 p* — 8 %2 ©F p* + 4 %1 p? Fz? w*

+4%1 P2 Gzz w0t + 4 %1 P2 Frro't+4 %l p? o> Wzz+4 %! p? o’ Wrr

~ 4 %2 ptw Wrr+ 8 22 p? Fzz w? — 8 %2 p* Gzz 0w — 8 %2 p* Grr w?
—4%2ptw Wzz+8%2p* Friro+4 %1 @ p Wr—2%1 Wrw?p?

— 2T MR 2 (0 D 0] R 02 p? — eC2YF MWP ) [ of 8 043 oS F

— 8 %3 p® Frr+4 %3 p* F=2 + 4 %3 p° Fr? — 8 %3 pb Fzz + 4 %3 pb Grr

+4 %3 pf Gzz + 40 %62 0’ p? Fr+ 12 %2 w p* Wr— 40 %2 Fri v’ p*

—32%2 Fro p* Wr—40%2 Fz? 0? p* -~ 32 %2 Fz o p* Wz +4 %1 p2 Grro*) 7 (

(_pz_‘_e("w(l‘.:))(,)?) pl)
91 :=cl|U‘J'(D.-'!—2Y)

%2
%43 = e2WP=)-2¥)

= @(=2y+ 6 wp.z))

" Derivada covariante del momento canénico conjugado

> PiIJ _k:=cov_diff(lin_com(h™ (-1/2),pi_IJ),cooxds,C2):

Ecuacion que se obtiene el variar H respecto a Na, esta es otra de las ecuaciones de
constricciones, y solo la ultima componente es diferente de cero

> piIK_k:=contract (piIJg_ k., [2,31]1);

i piIK_k = table([

1
compts = 0,0,2(fm2pWrr—erw2+4fm2 WrFrp+4f o?p Fz Wz

L D pWiz+2Lop WE+2Lop Wrr+dwp?Frr+d o p? Fzz+ 4 Fro p?
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2 372
: — Wrp2+4p’ WrFr+4p3 Fz Wz+p® Wrr+ p> Wzz) pf* (( e )

| eV (—p 4+ £ mz)’)]
index_char=1[1]

D

Simplificacion de la 3a. componente de la ecuacion anterior, corresponde a una de las
constricciones

e

> Ec2:=8implify(piIK_k {compts] [3]1=0,exp,powersa) ;
1 t
Ec2 =5 %l w?p Wrr— 5 Wr%1 o? +2 %1 o? Wr Frp+2%1 o?p Fz Wz

1
+ 5 %1 O?p Wzz+%lop W22+%l op WP +2 0 p? Frr+2 o p® Fzz

1 1 1
2Fro ;:)2—2 Wrp*+2p3 WrFr+2pdFz Wz+2p3 Wrr+ _ p? sz)p

2 3/2
el8wlp.2)-2y) ([, 7fp ) (_pz+%1 m2)3)=0

P - %1 ?

. =raise (hrJ,G,1,2): pi_iJ:=raise(hIg,pi_ij.,2):

Termino3:=prod(pi_ IJg,pi_iJg, (2,11):

> n:=create([},N) ::nlij:=cov_diff(cov_diff(n,coords,C2),coo
rda,C2): nlIJ:=raise(hIJ, nlij,.1,2):
nlIj:=raise(hIJ,nlij,1l) :nlMm:=contract(nlIj, (1,2]1) :

L terminc4:=1lin _com(nlIJ, -nlMmlcomptsl] . hIJ):

r > auxl:=prod(pi_IJ,Ni_contra):

| aux2:=cov_diff (auxl, coords, C2)

L termino5:=contract (aux2, [3,4]1)

r> N_I m:=raise(hIJ,Nij,1l):

! termino6:=sprod(N_I _m,pi_IJ,[2.,11):

L termino7 :=permute_indices (terminoé, [2,1]) :

v

%

I

I

'

|

I

Ecuacion dinamica de H, que se obtiene de las ecuaciones canénicas de Hamilton.
> Ec3:=lin_ com(N+*h” (1/2),G_IJ
, (1L/2)Y*N*h" (-1/2) *Trpi2 [comptsl ,hIJ,
~2*N*h" (-1/2), Termino3, h™~(1/2), termino4, terminos,
~-1,termino6, -1,termino7);
Ec3 ==table({

compts =
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1 (W22 - wr — 4pGr—4p-F"+4p-Fr‘)fp-
e )
. %1 (—p?+ L w?)

| PP —F o e
: 1 (WzWrf +2p Gz—4p* FrFz)fp?
. 2 2 3/2
; ( se ] LY (—pr S o)
p*—f w?
N (WzWrf+2p Gz—4p? Fer)fp
; 5 Y7z
: ( se? J %1 (~p2 + w?)

2_ g2 -
, 1~ Vz- flVr‘-4pGr—4p“F'"+4p Fr )fp .0

4 " 2 % - R

. =4 ,) [Pl (—p? +f ©?)
i P —f w?
[0,0,;(3_/‘0)2Wrz+3fm2sz+8pFrfu):-—4p2Fz‘"fm2+8szzzfu)z

* —A4GCzz P L 0~ A Grr P L+ B8P Frrff 0w —A4 FrRLfwp?+ 4 © Wezp?
+a4 L O Wrrp*+ 16 Frffo Wrp*—4pf o Wr+ 16 Fzf o W= p? + £ W2 p?

,0

3
+ L Wrp2+4pt F22+4Gzzp* + A p* Frr+ 4 Grrp*) e*M p2 f /| (—p2 + L »?)

o rp? 3/2]]
1%l (pz—fsz

index_char=[1,1]
D

i (1) (p? = £ o)
%l = - T L
Fal

De las compontes (1,1) ¥ (1,2) de Ec3 pueden obtenerse directamente las ecuaciones
{ para gamma.
! La componente (3,3) es un multiplo de la componente (fi, fi) del tensor de Einstein

; para la mética completa

> G_r:=solve(Ec3 [compts] [1,1]=0,G6r) ;G_z:=so0lve (Ec3 [compts]
H [1.21=0,Gz);

L W+ L WP+ 4p? F22— 4 p? Fr?

1
G r =—4 o
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e L e L

| Wz Wrf —ap2FrFz
G z=—
2 ]

Escribiremos el lagrangiano correspondiente calculado a apartir de las variables ADM

1
Lapar = >

s> L [ADM] : =8implify (N*h"“ (1/2) *(R[compts] +h” (-1) *Trpi2 [compt

8]) ,radical, exp, power) ;

(elBWP 2 (32 32 4 @B WP2)) 32 W22 4+ 4 Grr p? %1 © + 4 p? F22 %1 o?

+4Fr%l 2p?+4Gzz p? %l 02 —4p %]l o Wr+ 16 Fz %1 o Wz p?
+4%]1 w Wrrp2+4%] o Wzz p + 16 Fro] o Wrp?+ 3 %1 W2 p?
+3 %1 Wz? p? — 4 Gzz p* — 4 Grr p* —4p‘F7 4p Fr‘+8p Frr+8 p3 Fr

ot eweN=2m (2

+Sp4Fz:)»,W—7(:ﬁi;%l w?)etT-ewnEn o2 4 Yol w?
- o

(—p? + %1 ©?))
Yl 1= ol WP 2))

Comprobamos que este lagrangiano es equivalente al lagrangiano de Einstein-Hilbert
sustituyendo las ecuaciones de campo de Einstein y verificando la relacion Ladm=0
> Bimplify (subs (Gz=G_z,Gr=G_x,L[ADM])):

>

-

aimplify (subs (Frr=-£"2+«rho” ( 2) *(Wr 2+Wz"2) /2-Fzz-rho" (-

1)*Fr,")) :
simplify (subs (Wrr=-Wzz+rho” (-1) *Wr-4+ (Fr*Wr+Fz*Wz) , ")) ;

(o]

7 Para encontrar la diferencia del lagrangiano ADM con el de Einstein-Hilbert,
escribimos el lagrangiano ADM en funcion de las ecuaciones de campo

>

>

-

simplify (subs (Gz=E4 (rho, z) +G_z, Gr=ES (rho, z) +G_r.,L[ADM]))

simplify (Bubs (Frr=El-£"2*rho™ (-2) * (Wr~2+Wz"2) /2-Fzz~xrho"

(-1)*Fxr,")):
simplify (subs (Wrr=E2-Wzz+rho™ (-1) *Wr-4* (Fr*Wr+Fz*Wz) ,") .,
exp, radical, power) ;

(—4p"FrEl+4%l wp2 FrEI+4p°El+2%] opE2+p2%] WrE2

2
—eBur ) 2 Wir E2- 2 p? (a‘::) E5(p,z)) -2p (é: E4(p,z)]

.{ . @ _
+ 2 %] m-(apES(p,z)Jp+2p%l w (6254(”")))
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."_'(_pz + %1 @) 3 T-6wp

(—p* + %1 w?))
04] 1= el Wp.I))

i La densidad hamiltoniana es
i > Hi:=1lin com(2,prod(Ni,piIK Xk, [1,1])) :

;> HO:=N*Ecl:

7> H:=simplify (h" (1/2) * (HO-Hi [compts] ), exp, radical, power) ;

1 2 A
H:=_(-40 »* %]l PP Frr+32 0w p* %1 Fr— 6w p® %1 W=z - 40 w p* %] Wr Fr

+ 14 © %1 Wrp*—40 ® p> %1 Fz Wz+ 4 %4 p” F=* + 4 o* %2 p* Fr*

; +2w*%3 p Wrr—5%1 p® Wr' — 8 %4 p? Fzz + 4 %4 p” Fr* — 8 %4 pS Fr

i +3w* %3 p WP +4%4 p” Gzz+ 4 0 %2 p? Gzz + 2 0 %3 p Wzz + 4 %4 p? Grr
— 6w %2 p® B - 40 ©2 %1 p® F22 — 8 w? %1 p° Gz — 6 w? %2 p? W2
—8w?%1 PP -8 w? %l P’ Grr+3 0! %3 p W22+ 8 0’ %3 p Fz W=

+ 8 w3%3 p Wr Fr+8 w?* %2 p* Frr+ 8 0! %2 p* Fr+ 8 o' %2 p® Fzz

—8%4 p” Frr—2 w0 %3 Wr+4 0 %2 p> Grr+ 4 0 %2 p? Fz2 + 4 o® %2 p* Wzz
— 5%l p’ W2 +4w0%2p Wrr+4 w0 %2p2 Wr— 6w p° %1 Wrr)

— R R T T R i e ATy N i 3
L= (mp? e Eh p2) et Y- W) el~2wp. 1)) P (_pz 4ol WD) 2y

2
_ Sp
—p2 4 et g2
051 := e(10W(P. 21 =27)

%2

%63 :
Q4 1= @(~2Y+ o6 Wip. 2N

e(-2r+ 14 wp.2))
=e(18\v(l‘.:l—21}

simplify (subs (Gz=E4 (rho, z)+G_=z,Gr=ES5(rho,z)+G_xr,H))
simplify (subs (Frr=El-£ 2+xrho™ (~2) * (Wr"24+Wz"2) /2-Fzz-rho”

(-1)*Fxr,")):
H[ADM] : =simplify (8ubs (Wrr=E2-Wzz+Tho” (-1) *Wr-4* (Fr*Wxr+Fz

*Wz) ,") ,expradical, power) ;
a3
Happe =~ [2 w? %4 p? (; E4(p,2)) + 2 %2 p® (65 E5( p,z)) —p* Wr2 %1

>
>

>

— e ey

]
- 16 @2 %] p* F2 + 4 %2 p” FrEl -2 w? %4 p? Wrr -4 0?2 %1 p* (&_ E4(p,z))
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[ R e

3
+ 2 o %4 p? (ap ES(p.z))+4m" 24 pP FrElI~-8wp®%] FrE/

+40'%d p? ElI -8w p* %l WrFr+4ow %l Wrp*—8w p*%! Fz W=
~8w? %4 PP FrWr+ 16 02 p® %l Fr—2 w? %4 p?> W22 + 2 w? %4 p2 E2
— 16 w2 %1 p* Fr2—p3 Wr %1 E2 — o p Wr %3 E2 + 2 ©? p> Wr %4 E2

o
-3 o p*%l E2+2 %Zp"(a—;E4(p,z))-8(o3 %4 p? Fz Wz

-4 w2 %l p“(a—i—ES(p.z))+4m’%4pWr—m‘ W2 %3 + o %3 E2

— % %3 Wz — %1 p* Wzl -4 %2 p® El — 4 02 %l pZJ

! T i 2 = e 4 z 3
\/(pz-—e“""“’"”mz)e"" 6P, 2)) o(~2 4P, =) /_. [(pz-e‘ wlp.2)) mZ)
/

o)

2 eldwin.T)) ¢n2

%1 = e(10wp.5)=-2Y)
1= @(=27+6W(p. )

043 := g 18W(P.2)=-27)
044 = ™27+ 14 u(p,2))
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En este apendice se muestra el codigo en MAPLE que calcula las ecuaciones
geodésicas para el lagrangiano de Einstein-Hilert, al que todavia no se le

reduce la dimensionalidad.
| >
| » restart:
{ > with(tensor):

i
i
{ Definicion de las coordenadas del espacio funcionatl

>
coorda:= [xrho, psi, gamma, omegal :
1..4, 2..4):

aparse,
gll,3] :=-1:

P2
> g:=array {(symmetric,

; gi2,2]1:=2*xho : gl4,4}:=-exp(4*psi)/(2*rho):
P>

i

i Definicion de la métrica

1 >

" > gij:=create([-1,-1], evallg)):

1 gif == table({

} index_char=1[-1,-1]}

[ ] -1 o

i g 2p 0 (]

i ~]-1 o 0 ¢}

j complts = 1 ctiw

[4] [ ¢ J—
o 55
ci, €2, Rm, Rc, R, G, C):

D
tensorsGR (cooxds,gij,gXxJ.g.,

{>
> displayGR(Christoffel2, C2);
[ The Christaffel Symbols of the Second Kind
|
!

non-zeroc components ;

11
2,72} = _ --
2,72} =, A

Page 1



j {244} =5 = 5
{3.22} =1
1 eldwW)
(344} =, "o
11
(414} =—5—

t {4,243 =2

Ecuaciones geodesicas

>

> eqgqne:= geodesic_egna( coords, theta, C2 );

(62 J ( p(e)) 2 ctwrgg2
egns = (8)=0.| s W(®) T g g — =0,
o
== 0) | %1
& 1 et4wrog]? P (aep( )
(5.;27(9))+%22+3_~;2—-—=0 [56’2“’(9 J **-p—-——+4%2%1 =0
%1 = % ©(0)

| %2 = % w(O)
[ >
l’ Aqui theta puede ser cualquier parametro afin a la curva geodésica, podemos
! ver que si seleccionamos el parametro xsi que representa por asi llamarlo el

"tiempo propio” de la geodésica.

Estas ecuaciones geodésicas son equivalentes a las ecuaciones de Einstein.

l
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|
] para el lagrangiano reducido
I

| En este apéndice se muestra el codigo en MAPLE que calcula las ecuaciones
geodésicas para el espacio funcional de coordenadas f y Omega.

>
> restart:

> with(tensor) :

> coords:=[f,Omegal:

> g:=array (symmetric, sparse, 1..2, 1..2):

gll,1] :=xho(t)*£~(-2)/2 : gl2,2):=gl1,1]

[> glij:=create([-1,-11, eval(g)):
gij = table([
index_char=1[-1,-1}
1 p(2)
A
0

o]
p(r)
f

[> tonso:-GR (coords,gid.,.gIJ.g.,

> displayGR(Christoffel2, C2);
The Chrisraoffel Symbols of the Second Kind

non-zero components

1
(110} =~ %

compts =

N| ~

c1, C2, Rm, Rc, R, G, Q)=

1

(122} =2
1
(2127 =~

[> eqma:= geodesic_egne ( coorxds, t, c2 )

page 1



eqns ==

(%ﬂt)]_ ;?7“")2 (z‘%“‘”)z

7ot (Ga)-2

Gro)(Gan) )

A estas ecuaciones hay que agregaries el término lambda(rho) que aparece
i debido a la dependecia de ia metrica del parametro rho, este término no es
i calculado por maple y dememos agragarlo nosotros mismos.

L >

> A
s,
Page 2 &~



Apéndice E

El principio variacional de la mecanica nos permite obtener las
ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico arbitrario, si nos es dado
su funcién Lagrangiana L. En la mecdnica Newtoniana el espacio y tiempo
juegan papeles distintos; el tiempo es una variable independiente. En
Relatividad esto ya no es posible. El tiempo es una coordenada mas al mismo
nivel que las coordenadas espaciales. Los eventos fisicos toman lugar en una
variedad cuadridimencional, que posee una estructura métrica. Esta estructura
exije que no exista una direccion privilegiada en cl espacio tiempo. Las
ecuaciones que privilegien alguna direccion contradicen el principio de la
relatividad y deben ser descartadas, o corregirlas en tal modo que el sistema
final pueda reflejar la estructura métrica propia del universo fisico.

La existencia de un Lagrangiano facilita enormemente esta tarea, pues
al tratarse de un escalar, esto es un invariante, entonces las ecuaciones
derivadas de €l son relativistamente correctas. Pero al elaborar la
correspondiente formalacién Hamiltoniana, suele romperse la covariancia al
tomar al tiempo como parametro de evolucion.

En una formulaciéon Hamiltoniana que se desee sea covariante, el
parametro “tiempo"” debe de ser tratado al mismo nivel que las coordenadas
espaciales, es decir, debe de ser considerado como una de las coordenadas
candénicas y tener un momento conjugado asociado. Para construir esta
formulacidn, seleccionamos cualquier invariante 0 que sea funcion monotona
del movimineto de un punto a lo largo de la linea de universo de una
particula. El nuevo Lagrangiano debe depender del parametro tiempo, las
coordenadas espaciales y de sus derivadas respecto este parametro. El nuevo
Lagrangiano debe de recuperar las ecuaciones que se obtenian del anterior.



Seleccionamos un invariante 6, que el tiempo propio, que sea funcién
mondtona que describa la trayectoria de un punto en el espacio que incluye at
como una coordenada mas. Si denotamos con una prima a las derivadas
respecto a ©

. ax?
(E.1) =T

mientras que un punto indicara derivada respecto a t.

En el espacio que incluye a t como coordenada se definird un nuevo
Lagrangiano el cual debe de cumplir con el principio de Hamilton

92
(E.2) I _[A(x",x“‘)ie =0
8,
esta variacién debe de llevar a las ecuaciones de Euler-Lagrange
d{ 8A OA
E.3 — | =—|—-—=0
(E3) 2(2e)-2

el problema es encontrar A tal que las ecuaciones (E.3) sean equivalentes a
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Lagrangiano L.

Un modo de obtener A es transformar la integral de accioén sobre dt a
sobre dO y tomar a t como una coordenada generalizada. Puesto que O es
funcién mondtona de t entonces

i i .
(E.4) L _ax _ax'de _x'



con esto la integral de accién se transforma en
N . e,

(E.5) 1= JLG e Y= o LG",x, )0
fH 9,

entonces un posible valor para A es

(E.6) AGH, x)=rLex, Ly

el momento conjugado a t es entonces

BA oL
E.7 =22 =L =
¢ ) P o or

Si hacemos uso explicito de la relacion (E.4) entonces el momento es

_y_Xx;' oL _ . OL _
(E.8) p,—L—TE—L—xi g' =-—H

Por lo tanto el momento conjugado a la coordenada tiempo es el
negativo del Hamiltoniano ordinario. Hamiltoniano debe de ser igual a la
energia del sistema y en un sentido relativista se identifica al la componente
temporal del cuadrivector de momento con la energia E. Entonces el
momento candnico conjugado a la coordenada -t es H.

En el caso de las Geodésicas, se ha parametrizado al Lagrangiano con
el pardmetro £ y nos preguntamos si es un parimetro que pueda ser
considerado como “tiempo"” en el espacio funcional que se definié.
Considerando el Lagrangiano (3.28)



Ay

(E.9) L=2p\;i2-§pujz-2p' ¥

al que no se le ha hecho alin la reduccién dimensional, construimos el nuevo
Lagrangiano A=E'L con &' definida como en (E.1)

L, e 5 <.
(E.10) A=§'(2‘pw“-gm -2p 7)

usando (E.4) se reescribe como

2 ey 1

E.l11) A=(2 S w20y 90—

(¢ PV - 55 PY T
luego, el momento conjugado a £ es

1

. e >
(E.12) P§=—(2P\V"-zﬁ)' -2p%Y 952

¥ que empleando nuevamente la ecuacién (E.4) nos llevaa
(E.13) pe=-L=-H

pero L ha sido considerado como la densidad de energia de las curvas
geodésicas y por tanto se parece a la vison relativista de una particula libre.
Podemos entonces decir que el momento canénico conjugado a § es p;.

Pero el Lagrangiano (E.11) que se obtiene falla, al derivar el
Hamiltoniano asociado, pues es un Lagrangiano singular y su Hamiltoniano
es idénticamente nulo. Hay que hacer el anilisis desde otra perspectiva.



E-S

Consideremos que el Lagrangiano ya es funcion del parametro de
evolucién como coordenada', entonces debemos de obtener el Lagrangiano
en el cual todavia no es coordenada.

Sea el Lagrangiano dado por

2 ay 2

. — + &

(E.14) Lo= —2pwy 2@

Donde la prima indica derivada respecto a p. Calculemos el Hamiltoniano Hp

asociado a este Lagrangiano, para ello primero calculamos los momentos
canénicos

(E.15) Pr=—dpy*
eV
(E.16) P, = o’

y entonces calculamos el correspondiente Hamiltoniano

1 2,e*™p 2
(E.17) H,= —E—EPW + TP"’ =Lg
Las ecuaciones candnicas respectivas son
1
= p
W 8p v

o'=e P,
que coinciden con la definicion de los momentos y

—dw
P, =—a e_z_ppmz

! Esto hace que el pardmetro de evolucién pudicra ser p 6 .



P, =0
que son las ecuaciones dindmicas. Observemos que ademas se satisface la

identidad

dH, OH, o
.1 Fo _Z0 __
(E.18) s o P Hp

Para construir el Lagrangiano donde p sea coordenada, seleccionamos

el pardmetro & del pedimos que

dx’ dx' dp
X == =x'" 5
(E.19) X =z do x''p
¥y definimos
=p3L,
et
=-2pyi > 52
(E.20) 2 py +2pm

Este Lagrangiano no depende de las velocidades en p y entonces podriamos
considerarla como una variable dinamica no relevante, o bien, hacer una
transformacién de coordenadas de tal modo que el Lagrangiano transformado
dependa de las velocidades en p.
Por otra parte, si a el Lagrangiano (E.9) se le aplica una transformacion
de Routh en la coordenada ciclica vy tendremos
y
(E.21) —2py? +5 2=
2p

entonces podriamos hacer una transformacién inversa a la Routh al

Lagrangiano A que nos devuelva el Lagrangiano L y del cual ya conocemos




su Hamiltoniano H quedando entonces por demostrar que las ecuaciones de
Hamilton para H implican que

P,—=—H,
y que se sigue cumpliendo (E.18). Solo se satisface la segunda condicién,
pues para la primera tenemos que

P,=—2y
y entonces este procedimiento para hacer nuestro Hamiltoniano covariante
falla.

Estos intentos fallidos por hacer que el Hamiltoniano (3.19) sea
covariante, pueden estar indicando que nuestro Hamiltoniano ya es covariante
y entonces lo que habria que hacer es analizarlo como eso. Hay que revisar el
tratamiento correspondiente para los Hamiltonianos covariantes y tal vez
entonces podremos establecer claramente cual es el parametro de evolucion.
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