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1. INTRODUCCION

Un juego matemdtico es la version abstracta de la interaccion de dos entes cuyo
objetivo, en términos generales es obtener una cierta ventaja o ganancia a costa
del otro, pero sujetdndose a una serie de reglas que determinan los “movimientos”
(estrategias) que realiza cada participante con el fin de obtener la victoria.

La teorfa de juegos es uno de los desarrollos més interesantes de nuestra época.
Se interesa en el anslisis de estrategias: cémo adoptar las mejores variaciones del
juego para evitar la derrota ante un adversario combatiente; como sacar partido
de una mala situacién o como elegir la buena, al enfrentarse con un competidor
muy racional y analftico.

En los afios de 1940 el impacto de la teorfa de juegos fue muy intenso debido
sobre todo a la influyente obra cldsica “The Theory of Games and Economic
Behaviar”, escrita por Von Neumann y Morgenstern, ver [Fr}, la cual fue publicada
en el ano de 1944.

Von Neumann y Morgenstern investigaron dos planteamientos distintos de
la teorfa de juegos. El primero de ellos es cl planteamiento estratégico o no
cooperativo. Este planteamiento requiere especificar muy detalladamente lo que
los jugadores pueden y no pueden hacer durante el juego, y después buscar para
cada jugador una estrategia Sptima. Von Neumann y Morgenstern resolvieron
este problema en el caso particular de juegos con dos jugadores cuyos objetivos
son diametralmente opuestos, esto es que cualquier ganancia para un jugador se
equilibra exactamente por una pérdida correspondiente para el otro jugador. A
estos juegos se les llama estrictarmente competitivos o de surna cero.

En la segunda parte de su libro, Von Neumann y Morgenstern desarrollaron el
planteamiento coalicional o cooperativo, cn el que buscaron describir la conducta
6ptima en juegos con mas jugadores. Puesto que este es un problema bastante
mas diffcil, no es sorprendente que sus resultados fueron menos precisos que los
alcanzados para el caso de suma cero y dos jugadores.

Dado que los trabajos de Von Neumann estaban bajo los auspicios de la fuerza
aérea de los Estados Unidos sus trabajos trataban principalmente con problemas
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militares. Asf la teorfa de juegos nace como el an4lisis del conflicto, es decir, la
planeacién de la guerra.

En un juego en el que no se sabe quien puede ganar, la teorfa de juegos puede
mostrar como hallar la estrategia que se acercard mds a un resultado de em-
pate. Como consecuencia de esto se tiene la idea de minimizacién de las maximas
perdidas llamados “minimdximos” o “puntos silla” de Von Neumann, concepto
alrededor del cual ha girado mucha de la investigacién matemaética de los juegos.

Dentro de la teorfa de juegos, existe una clase muy importante que se aplica
en muchos camipos del conocimiento y se le llama juegos diferenciales.

Los términos juegos diferenciales y problemas de persecusién fueron introduci-
dos por el matematico americano Rufus Isaacs, ver [Ru], en un trabajo no editado
que se dio a conocer en 1965; en esta época aparecen numerosos tratados sobre el
tema, aunque muchos de ellos s6lo tienen demostraciones heurfsticas o bien estan
establecidas bajo hipé6tesis falsas. Por el lado soviético debe reconocerse el trabajo
de la escuela de Pontriagin, ver [Po], quien junto con Isaacs son considerados los
fundadores de esta teorfa.

En este trabajo se consideran los juegos diferenciales que aparecen como mode-
los matemadticos de la interaccién entre dos partfculas que tienen propésitos opues-
tos, de modo que cada una de ellas tiene la posibilidad de alterar su ley de
movirniento para lograr sus fines. De hecho, supondremos que el objetivo de
una del&s partfculas - llamada perseguidor- es alcanzar a la otra; esta dltima
-llamada evasor- a su vez buscard no ser alcanzada por el perseguidor. Por ejem-
plo, supongamos que se tiene dos partfculas cuya dindmica estd descrita por las
siguientes ecuaciones:

E = x4+ f(u,v)
J = ag+PBy+g(u,v).
De lo anterior al restar la primera ecuacién de la segunda se tiene

i—Z=oy+By—z+g(u,v)— f(unv),

la que haciendo el cambiode variable 2y =z —y, za =x; =& 2y =yY; 2s = 7,
se escribe como el sistema

A 0010 -1 7 0

Z2 0010 0 2z o

23 |l=] 01000 z |+ r

Z4 0 0 0 0 1 z4 o]

Zs 0 0 0 8 o z5 g

2



o bien
z2=Az+ F(u,v),

Como se quiere que 2, = z — y 7 0 entonces se busca que, para toda
u exista v tal que la solucién z del sisterna no pase por el subespacio M =
{(z1, 22, 23, 24, z5) T |z1 = 0}. De lo anterior se tiene que si  (£) ¥ ¥ (£) son la posi-
cién del perseguidor y del evasor al tiempo t respectivamente entonces el objetivo
del perseguidor se habrd cumplido si existe ¢t tal que z (¢t) — y(t) = 0. Por el
contrario, el propdsito del evasor serd que z (t) — ¥ (¢) # O, para toda t.

Por lo visto en el ejemplo y dado que la posicion de las partfculas y el tiempo,
cambian continuamente el problema se puede modelar por medio de una ecuacién
diferencial

2(t) = F(z,u,v); 2(0) = 2o

En muchos de los trabajos de este tipo se considera que un jugador tiene
constantcmente informacién de la manera como se mueve el otro jugador, y puede
utilizar este conocimiento para decidir su accién en el futuro. En los juegos que
llamamos de evasién se supone que el evasor tiene conocimiento de la manera
como el perseguidor se estd moviendo y asf tiene la posibilidad de cambiar su
movimiento de manera conveniente.

Nuestro objetivo en este trabajo es presentar un anslisis y obtener algunos
resultados sobre evadibilidad para el caso en el cual el espacio de estados es de
dimensién dos. Este caso, aunque relativamente sencillo, es muy importante en
las aplicaciones.

La presente tésis esti dividida en cuatro capftulos. En el primero se da la
introduccion. El Capftulo 2 se encuentra integrado por tres teoremas de evadibili-
dad obtenidos de artfculos cuyos autores son: Falconi, Yugai, y Yong, ver [Fa],
[Ji], [Yu]. Al término de cada teorema se incluye un ejemplo y posteriormente
se comparan resultados. La demostracién de los teoremas se hace al final del
capftulo. -

Dado que los teoremas de evadibilidad vistos en el Capftulo 2 sélo se aplican
a espacios cuya dimensién es mayor o igual que tres, en el Capftulo 3 se hace
un anélisis para espacios de dimensién dos considcrando diferentes subespacios.
Cabe sefialar que el andlisis de este tipo de sistemas no se encuentran reportados
en la literatura correspondiente de juegos diferenciales.

Al final se incluye un apéndice en el cual se da la teorfa bisica de ecuaciones
diferenciales como son: Solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales en su
forma hormnogénea, definicién de e?* donde A es una matriz de n x n, definicién
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de matriz fundamental de soluciones, y solucién del sistema noc homogéneo por
el método de variacién de pardmetros. Ademds se estudia la forma candnica de
Jordan; se enuncian algunos teorema y se da un algontmo para descomponer un
espacio vectorial en suma directa de subespacios invari cuya repr

matricial es sencilla.




2. JUEGOS DIFERENCIALES

Supongamos que hay dos partfculas que se mueven en un espacio euclidiano
con cierta dindmica. El propésito de la primera partfcula, a la que llamaremos
perseguidor, es al 2 a la segunda partfcula que 1 emos . Se e
que para lograr su objetivo el perseguidor tiene la posibilidad de albera.r su ley de
movimiento mediante cambiocs en los parametros del sistema y, a su vez, el evasor
tratard de evitar que lo alcancen modificando también su ley de movimiento de
manera conveniente.

Un problema como el que se acaba de describir se lamars juego diferencial si
la dinamica asociada a ambos, el perseguidor y el evasar, se describe por medio
de ecuaciones diferenciales. En este capftulo estudiaremos juecgos diferenciales
casi-lineales.

2.1. Juegos diferenciales casi-lineales

Antes de plantear el problema de juegos diferenciales, se dard un ejemplo sencillo
que servird para ilustrar el problema y motivar los teoremas de evadibilidad

Supongamos que se tienen dos partfculas x,, ;3 que se mueven sobre una
recta y cuya dindmica estd dada por ]Jas ecuaciones

&1 = Z1; 2 = Ta,
1 (0) = =¥, =2 (0) = =%

Si al inicio se tiene que z} < z9 entonces z; (¢) % zz (¢) para todo tiempo ¢.
De esta forma x, nunca alcanza a 3.

Nuevamente supongamos el mismo problema, pero ahora la particula x; puede
modificar a cada instante su velocidad, utilizando para ello un control « (¢), en-
tonces la dindmica estarfa dada por

&) = x) +u; T3 =Ta.
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La pregunta es, si jexiste una eleccién del control u (¢) en cada instante t,
de modo que =z alcance a x2?7. En las coordenadas z dada por z = =; — 3, la

pregunta anterior se expresa del modo siguiente: jexiste una funcién u (t) tal que
la solucién de

z=z4+u, 2(0) =2
pasa por el cero?.

dlisis es muy si le. Puesto que la solucién de la ecuacidén anterior estd
dada por

z(t) = zoe'+ [)e"u(s)ds
= e (z0+ [ e *u(s)ds)
entonces z (£) = 0, si y sdlo si
¢
zo+/ e *u(s)ds =0,

o
esta ecuacién puede o no tener solucién, dependiendo de como sea 2 y del conjunto
de valores posibles del control u.

Una situacién un poco mds interesante se obtiene si consideramos que la
partfcula z2 puede a su vez elegir un pardmetro v para evitar que la partfcula
xy la alcance. De esta forma la dindmica estarfa dada por

&) =z +u; T3 = Tz + v,
que en las coordenadas z = x; — z2 se convierten en
t=z4+u—v, z(0) = z.

La pregunta ahora serfa, ;jdado el control u se puede elegir un control v tal

que la solucién de la ecuacién anterior pasa por el cerao?.
Al igual que antes la solucién de la ecuacioén estd dada por

z(t) =€ (20 + A“ e *[u(s) —v (s)]da)

entonces z (t) = 0, si y s6lo si
13
2o+ [ eluls) - v (a)lds =0,
o
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nuevamente se ve que esta ecuacién puede o no tener solucién, dependiendo de
como se elijan v y v. Nc 3 que la resp a el problema planteado depende
fuertemente de la forma como se elijan los pardmetros. Si la partfcula dos no desea
ser alcanzada y en el momento ¢ en que elige un control v (t) , tiene conocimiento
del control u(t) elegido por la partfcula uno, el juego se llama de evasion. De
modo general el problema nos lleva al planteamiento de una ecuacién de la forma
2 = Az (t) + F (u,v), y a buscar estrategias de seleccién de los parametros u, v
que nos permitan asegurar que la solucién correspondiente toca o no a un cierto
subespacio M.

Consideremos el juego diferencial dado por la ecuacitn:

2(t)y = Az (t) + F(u(t),v(t)),t =0 (2-1)
z(0) = 2o,

donde z, zp € IR™, son la trayectoria y la trayectoria inicial, w € U C IRP,v €

V < IR son los controles del perseguidor y del evasor respectivamente. A e una

matrizdenxny F : UxV — IR" es una funcién continua. Ademss considerarnos

un subespacio M de IR™ y su complemento ortogonal que denotamos por M + oy
T1 que es 1a funcién proyeccién

I1: r — Mt

El juego termina cuando la trayectoria z llega al subespacio M. Asi M es llamado

€l conjunto terminal. El objetivo del perseguidor es terminar el juego al seleccionar
un control apropiado

u () € U = {u:[0,o0) — U, medible},

por su parte el evasor tratard de evitar que el juego termine al tomar un control
apropiado

v{-) € V = {v:[0,00) — V,medible}.
En un juego de evasién, como el que se considera en este trabajo, el perseguidor
toma los controles u (-) € U al inicio del juego. El evasor, por su parte, tomara
los controles v (-) € V conforme se vaya desarrollando el juego y puede usar

elementos del conpjunto {z(s), 2(s)|0 < s < t} cuando toma el valor v(t) del
control de evasién v (-) € V al tiempo t.
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En la discusién de evadibilidad, usualmente se supone alguna superioridad del
evasor sobre el perseguidor. En particular para un juego de la forma (2.1), se
supone que

0 € Int (ﬂ F(u,V)},
en-174
esto significa que para cada uno de los pardmetros u € U que puede tomar el
perseguidor, el evasor tiene la posibilidad de tomar por lo menos un parémetro
v € V tal que F (u,v) = 0 y asf, la trayectoria z (t) descrita por la ecuacién (2.1)
no es alterada por los parametros u, v. Lo que es un modo tfpico de asegurar
que el evasor tiene mds “poder™ que el perseguidor. En el primer teorema de
evadibilidad supondremos que la superioridad del evasor sobre el perseguidor es
débil; es decir,
0€ () eoF (u,V),
uer

donde coF (u, V') denota la cerradura convexa. Al tomar la cerradura convexa en
la interseccién lo que se esta haciendo es considerar el conjunto mds pequeiioc que
contiene al cero y por lo tanto se reduce el mimero de controles que pucde utilizar
el evasor, para contrarrestar el efecto del perseguidor. Es en este sentido que la
superioridad del evasor es débil.

Una vez hecho el planteamiento del problema se procederd a dar algunos teo-
remas de evadibilidad, tomados de trabajos recientes ver {Fa], [Ji}, [Yu]. Se dardn
ejermplos y se comparardn los resultados. Las demostraciones de los teoremas se
dardn al final de este capitulo.

Antes de enunciar el primer teorema de evadibilidad se dan las siguientes
definiciones:

Definicién 2.1. Si A es una matriz de n x n sobre F, el polinomio minimal de
A es el polinomio mdénico generador (i\inico) del ideal de los polinomios sobre F
que anulan a A.
Este polinomio 1o denotaremos por:
@A) =A% —ap_ A — — ao. (2.2)
Para que el juego (2.1) termine, z (¢) debe de intersectar al subespacio M, esto

se da de manera m4ds precisa en la siguiente definicién:

8



Definicién 2.2. El juego se dice que es evadible, si para toda zo € IR"/M y
u € U, existe una v € V tal que

d{M,z(t)) > 0 para todat =0

donde z (t) es la trayectoria cuya dindmica estd dada por la ecuacion (2.1), corres-
pondiente au € U, v € V y d es la distancia euclidiana definida en IR™.

Ahora sf, enunciamos el teorema:

Teorema 2.1. El juego de evasion definido por (2.1);

2=Az+ F(u,v),t>20

z(0) =z
¥y conjunto terininal M es evadible si cumple las condiciones siguientes !
a) El polinomio minimal de A estd dado por (2.2) con k < n.

b) EIl conjunto terminal M es un subespacio de IR™ con dim M+ =m > k.
c) Existe0 <ig< k— 1y 6> 0 tal que

MMAF(W,V)={0},0<i<io—1 !
1 A%F (u,V) i

0 € Myev co H
1A F (u, V)
infuer infyears poi=1 MaXoev {0, [T A°F (u,v))| 2 6

donde [] : IR — M* es la proyeccidn ortogonal.

No6tese que la condicién ¢) de este teorema una variacién de la condicién
0 € Myev coF (u, V).

Nota 2.1. Si0 € (N,cv coF (u,V) es claro que
1 A%F (2, V)

0e nco

wo  \ [1A*'F(u,V)




A continuacién se da un ejemplo donde se aplica el Teorema 2.1.

Ej lo 1 Consid s el juego diferencial dado por el siguiente sistema.
H 0 010 2z 0
22 0001 22 0 _
s == 000 O zs + Fa (u,v) = Az + F(u,v)
Za 0 00O A Ja(u,v)

donde
u(t) = (w1, uz,ua)” v (£) = (v, v2,v)7,

Ja(u,v) _ cosvy —sinuv; uy — cosuz —sinuz vy
Ja(u,v) - sin vy CcOS v3 uz sin ua cosuy vy ’

y z € IR, vl +u3d < A}, v¥+vd < A}, Jus| < By, |va| < B,. De la forma como estin
definidos los elementos de U/ y V se tiene que estos conjuntos son dos cilindros.
El subespacio M = {(z1, 22, z3, 24)T|z1 = z2 = 0}.

En este ejemplo suponemos que Ay = Az = Ay G, = 8; = 0 lo que implica
que U = V. Por lo tanto el evasor y el perseguidor tienen el mismo “poder”.

Veamos si el ejemplo cumple con las hipétesis del Teorema 2.1, para la evadi-
bilidad.

En este caso la funcién £ es una funcién continua, U = V es compacto porque
es cerrado y acotado como se ve facil de la defi ién

Es inmediato verificar que A% = 0, por lo tanto su polinomio minimal es A%,
y k£ = 2 y como rn = 4, se cumple que 2 < 4, por lo cual la dim M+ = 2 asf
ML = {(21,22,23,24)" |23 = 2¢ = 0}.

De esta manera las condiciones (a),(b) del Teorema 2.1 se cumplen y sélo
queda por verificar (c).

Consideremos la proyeccién ortogonal [] : JR* — M+, se debe de demostrar
que existe ip, 0 < ig < 1, tal que JJA'F (U, V) = {0} con 0 < 7 < ip — 1. Pero

como o
) § ELICRORS § § (g’ o | =1
Sa(u,v)

y
S3 (u,v)
HAF(u,u) ] S ((1)4"")

o

10
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esto implica que i = 0 y por lo tanto ig = 1.
Ahora se demostrard que

oe M IIAF @, V).
wels
Pero
J3(u,v)
T AF (e, v) = f‘(g"’) Amv)eUxV
0
donde U = V = 8} x [-43,8], 85(0) = {y € IR||lyll < A} y F(u,u) = 0, para

toda u € U. Por lo tanto se cumple que 0 € (e [1AF (u,u).
S6lo queda por demostrar que existe un § > O tal que;

325 wemifﬁwu-: max K"b‘ H AF (u, u)>| B

Sea ¢ € M* entonces ¢ es de la forma ¢ = (n,0) con n € IR? y ||n|| = 1.
Tomemos una u € U y v € V con vy = us entonces se tiene
(B TLAF () = 0™ (fa (2,0) , fa (1,0),0,0)7, (2:3)
pero, por definicién
fa(u,v) ) _ ( cosvy —sinv; uy \ _ { cosu; —sinug v
fa(u,v) - sinvg cosvs ugz sinus coswua vg
y dado que v; = uy entonces
fa(u,v) _ [ cosus —sinua ( u —wm (2.4)
Sa(u,v) Binuz coOSujz uz — vg * °

Por lo tanto de las igualdades (2.3) y (2.4)

<'J’=HAF(“J’)> =7 ( coous — sinug ) wp = vy (2.5)

sinuy cos ua Uy — vz
Denotemos por

= (8)- (= =8

11
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con = ( :,'; ). Entonces ||€]| = 1. Asf, sea

(31) = —2lsgn (s +uaale. 2.6)
Si definimoe a £ como
R= ( c.osu;. —s8inug ) con R} = cosus sin ug )'
sinuz cosua —sinus cosua

entonces usando esta notacién
=R
Definimos w = —A [sgn (R, (u;, u3))]. Ast (2.6) es igual a

(%) = v
(Z; ) = ( '”’::" ) . (2.7
U3

I fa (22,9) + mafa (o 0)l = | (7. (F 3 (w,0) , fu (e, D)7
(7, R (u — v))| = |(n, Ru — R (wR™*m))|
[y Ru — wm)| = [(n, Ru) — (n, wn)|

y como (n, Ru) = (R™'n, u) lo anterior es igual a
|—w+ (R7'n,u)| = |Asgn (R™'n,u) + (R~ 'n, u)|
= A+ (R 'nu)| > A,
Se concluye que (2.3) es mayor que A, lo que implica que existe § = A, de

esta manera todas las condiciones del teorema se cumplen por lo que el sistema
es evadible.

El si lizado en este €j lo tiene una interpretacién ffsica interesante,
en efecto, supongamos que se tiene dose partfculas (aviones r ejemplo) movién-
dose en un plano cuyas posiciones estdn dadas por (x;,x3)" , (31,¥2)7 res-

de esta forma

Entonces

¢, [T AF (u, v))i

12



pecti Si introd o8 las variables z; = x; — y1, 22 = T2 — Y2, para que
un avién alcance al otro se debe de cumplir que z; = 0, z3 = 0. Sean z3 = i, — 7,
z4 = Fa — a2, 188 velocidades relativas, decir, la velocidad con que los aviones
se acercan o se separan. Si los aviones llevaran movimiento rectilineo uniforme,
las trayectorias estarfan dadas por %), = 2z3; 2 = z4; 23 = 0; 24, = 0. Supongamaos
ahora que existen medios externos (alerones del avién etc.) que pueden alterar la
aceleracién del avién entonces la dindmica quedarfa descrita por

) = z3
22 = za
23 = fa(u,v)
24 = fa(u,v)

Este sistema es del mismo tipo que el analizado en el ejemplo anterior. Asf con
esta interpretacién se puede afirmar que se han dado condiciones para que un
avién no alcance al otro. Nétese que en el cjemplo, fa y fa se pueden interpretar
como giros de algunos componentes del avién (alerones etc.)

Antes de enunciar el segundo teorema de evadibilidad se dard la siguiente
definicién que se utilizard en la hipétesis del teorema.

Definicién 2.3. Dada la ecuacion (2.1), se dice que la pareja (A, F) satisface la
condicién PM, si existen p + 1 vectores, zy, Z1,..... ,Zs y una bola B < M*, tal

que
AF(UxV)+z€e M, 1=0,1,2,...., 4.
Ademss, para todaw € B y u € U, exdste v € V para el cual
I_IA“*‘F (u,v) = w. (2.8)

La solucién general de la ecuacién 2 = Az -+ F (u, ¥) es una serie cuyos suman-
dos involucran términos de la forma A*F (u,v). La condicién de que existen
20y Z1,..0+1 Zu Vectores tal que A*F (u,v) +z, € M i=0,1,..., u es s6lo una cuestion
técnica utilizada para determinar adecuadamente los primeros sumandos de la
solucién. En cambio la hipétesis de que para toda w € B y u € U existe v € V
tal que [] A#**+!'F (u,v) = w tiene una interpretacién més intcresante desde el
punto de vista de la teoria de control, ya que refleja una cierta “superioridad”
del evasor sobre el perseguidor. En fecto, dado cualquier control u elegido por el
perseguidor, el evasor siempre puede tomar un control v de modo que el u + 1
sumando cambie en una direccién ortogonal al subespacio blanco.

13



Teorema 2.2. Dada la ecuacién (2.1), el juego es evadible si la pareja (A, F)
satisface la condicion PM y la dimensién de M+ es mayor o igual 2. Ademds,

existe € > 0 tal que si p(0) < &, entonces podemos elegir una funcién v (t),0 <
t < oo, tal que se ple la sigui desi, ldad

P Z7(® ()™,

donde v es una funcién mondétona decreciente, que no depende de! punto inicial
zo. p= Iz ()| es la distancia de z al subespacio M, y ¥ es la distancia de z a
M

Con esta notacién se dice que la trayectoria z (t) escapa de M1si p(t) >0
Abhora consideraremos el siguiente ejernplo.
Ejemplo 2 Sean U,V subconjuntos compactos de JR™ n > 2. Supongamos que
ge tiene la pareja (f,g) de funciones continuas definida U x V con valores en IR™
con la propiedad que para cada u € U y w € B, la ecuacién

flu,v)—g(u,v)=w (2.9)
tiene una solucién v € V.

Denotemos por z la posicién de la partfcula, la cual persigue a otra cuya
posicién se denota por y. La ley de movimiento para = e y es

4+ at = f(u,v);z € IR",
G+ By =g (u,v)iy € IR (2.10)
Se demostrard que para cada seleccion de u(t), t = 0 del control u, hay una
seleccién v (;,‘) ,» t 2 0 del control v, tal que x (t) # y (f) para toda t > 0, donde
(z(t),y(t))" es solucién de la ecuacién (2.1).
Si en el sistema anterior se hace el siguiente cambio de variable

z=(z1,22,0)" = (z -y, 2. 97,

entonces el subespacio que sirve de blanco es M = {(z, 22, 2z3)7|z1 = G}, de esta
manera el sistema (2.10) se transforma en

0 1 -1 o
Z = 0 —a 0 )z+(!(u,u))=Az+F(u,v)
0 0 -—-p8 g (uv)

14



Es claro que F (U x V) C M y [] AF (u,v) = f (u,v) — g (u,v); por lo tanto
de la propiedad (2.9), se tiene que la condicién PM se satisface con 4 = 0, y
usando el Teorema 2.2 se llega a que el escape es posible.

El teorema de evadibilidad que a continuacién se enunciaré es menos general
que los teoremas anteriores ya que la funcién F tiene la siguiente forma F (u,v) =
v - u + &, donde @ € IR™ es un vector fijo, sin embargo es interesante ya que
considera que los controles u (¢) , v (¢) son funciones escalonadas. Asf que en este
caso la ecuacién (2.1) se reduce a

2=Az—u+v+a. (2.11)

En el subespacio M+ se considerard un subespacio W y S denotars la esfera
unitaria contenida en W y con centro en el origen.

Teorema 2.3. Supongamos que se tiene la ecuacion 2.11, que existe un mimero
entero positivo k y un mimero pasitivo A tal que, si

a)[IA°(V —-U)=10,i=0,1,2, ...,k — 2.

b) dimW > k4 1.

c) AS < [T A*V.

d) u (+) ,v(-) son funciones escalonadas.

Entonces el sistema es evadible.

En el siguiente gjemplo se ilustra el Teorema 2.3
Ejemplo 3 El comportamiento del perseguidor = y el evasor y estd descrito por
medio de la siguiente ecuacién diferencial.

(2.12)

donde z,y,u,v € IR™, |ul < 1,|v| <, 1,0,8,p,0, son nimeros no negativos,

m = 3.
Mediante el cambio de coordenadas z; = =z — y, 22 = ¥,23 = y la ecuacién
(2.12) describe el siguiente sistema

% 4] 1 -1 zZ o (]
Y = 0o -8 0 z2 + pu -+ [¢] =Az—tu+v+a
Z3 0 o -8 za [4] ov
(2.13)
donde a = 0,z = (21, 72, 23)" € IR

15



El conjunto terminal M = {z € IR*™|z, = 0}, M+ = {z € IR®™|z3 = z3 = 0}.

Se demostrard que la ecuacién (2.13) cumple con las hipétesis para la evadi-
bilidad.

Definimos a W = MY y S la esfera unitaria en W; por la forma como se
definié M+ se tiene que la dim W = dim M+ = m.

Por otra parte
[s]
MMe-a=| pu | =0
ov

para toda |u| < 1,|v| < 1, adems4s

. o 1 -1 o
AP —i) = o - 0 = - N 2.14
TMae-a (0 o _g)({.",‘,) pu—ou (2149

es decir, que &k = 2, con lo cual se tiene la condicién (a). La condicién (b) se
cumple si dim W = m > 3. Ademés para toda |v| < 1, T] A3 = ov, por lo que
A=o0.

De esta manera se llega a que el juego es evadible si u, v son funciones escalo-
nadas.

2.2. Comparacién de los resultados

En esta seccién compararemos los teoremas anteriores con el propésito de ver si
alguno es mds fuerte que el otro o sélo son complementarios. Para esto se aplicard

cada teorema a cada uno de los ejemplos para analizar si pueden decidir o no la
evadibilidad de la trayectoria.

Tomemos el Ejemplo 2 que fue analizado en €l Teorema 2.2, y veamos si cumple
con las hipétesis del Teorema 2.1,

2=( )z+(f(uu))=Az+F(u.v)
0 0 —B g (u,v)

con z = (z1,22,23)T, M = {(21,22,23)7 |1 = 0}, M+ =

= {(z1,22.22)" |22 = za =
0}.
Claramente f (u,v) ¥y g (u, v) son funciones continuas, y los conjuntos U, V son
compactos.
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Verificaremos si la condicién (a) se cumple, para esto calculamos el polinomio
minimal de A, dado por:

0 0 —B—A

Por lo tanto k = 3 y y en este caso n = 3. Asf la condicién (a), no se cumple
ya que k < n. Concluimos que el Teorema 2.1 no se aplica al Ejemplo 2.

Puesto que en el Ejemplo 3, al hacer el cambio de coordenadas se llega a un
sistema de ecuaciones cuya matriz es la misma que la anterior, entonces se tiene
que no satisface las condiciones del Teorema 2.1.
aplicable a este ejemplo.

Consideremos el Ejemplo 1.
Teorema 2.2.

-2 1 -1
det(A—AI)=det(0 a—A o ):A’—A’(ﬁ—a)+)@zﬁ.

Por lo cual el teorema no es
y revisemos si cumple con las condiciones del

2

0010 zy [
2 _fooo 22 0 _
22|l oo0oo0o | Y ey | =4 FOs0).
EA 0 00O Z4 Ja(u,v)
El primer paso es ver si (A, F) satisface la condicién PM; es decir, si existen
1+ 1 vectores 2g, 23,..... ,Z, y una bola B < M+ tal que
A'F (u,v)+ 2z € M,i=1,2,..... e

donde U =V = IR*
M = {(21,22,23,24)T |21 = 22 = 0}-
Mt = {(z1, 22,23, 2)T | 23 = z¢ = 0}, dim Mt =2.
Ahora bien
AF (u,v) = (0,0, fa (4, v), fu (., v))T € M

AF (u,v) = (fa (1,v), fa (u,v),0,0)" € M*+.
Por lo tanto 4 = 0.

Definiendo B = {(::.,::g)r |z? 4+ 23 < A?}, demostraremos a continuacién que
para toda w € B y u € U existe v € V tal que

I1AF () = w. (2.15)
17
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Supongamos w € B entonces w = (w;, w3)T y w? + w? < A%, Suponemos que
u3 = w3 y como

_ { cosuz —sinus uy —
I AF (u.v) = sinuy  cosu ) e — vy ) . (2.16)

De (2.15) y (2.16) se obtiene
cosuz —s8inug u®y — Uy - w)
sinua cosu; uy — - wa
vt _ uy _ cos ug sin ug wy
vg - ug —sinus cosuy wa -

Sélo queda demostrar que ”(u,,vz)rll =< A

Denotemos por
R= Ccos u3 sinug
—s8inus cosua :

de lo anterior

Entonces
o]l =l — Ruwl|.
Dado que la igualdad anterior se cumple para toda u y w, en particular existen @
tal que ||z]| = A y @ tal que R® = —#. Por lo tanto
vl = & — Rwl =&+ 4l
= 2|al =23,

lo que implica que |j#{] > XA . Asf se tiene que la condicién PM no se satisface.
De este modo, se concluye que el Teorema 2.2 no se aplica al Ejemplo 1.
Tomemos €l Ejemplo 3 y veamos si cumple con las hipétesis del Teorema 2.2.

Z 4] 1 -1 z o]
22 = 0 —a O z2 + | pu = Az + F (u,v)
23 0 [s] -8 z3 ov X

conu,v € IR, |u| < 1,|v| < 1, a, 8, p,c mimeros no negativos, y z7 = (2,,22,23)T €
IR, Suponemos que v = 2.

18



Por verificar que la pareja (A, F’) satisface la condicién PM. Claramente la
dim M1 es menor o igual que 2. Para constatar que se cumple la condicién PM
debemos encontrar u + 1 vectores z9,21,***,2, y una bola B ML tal que

A'F (g, v)+ € Mi=0,1,2,.....pn
y para todaw € By u € U existe v € V tal que
HA“'HF(u, v) = w.

Calculando o
AYF (u,n) = pu € M
o
pero
pu—ov
AF (u,v) = —opu & M.
—Bou

Por lo tanto g = 0.
Supongamos que existe una bola B ¢ M+ y que para toda u € U existev € V'

tal que para toda w € B
1‘[ AF (u,v) = w. 2.17)
Entonces por (2.14)
pu—ov=w, con u,v,w € IR7

de donde
v=0"!(pu—w).
Por demostrar que |v] < 1.

o] = |o7! (pu~w)| 2 o7 (lpul — lwl),
como es para toda w € B, en particular para w tal que jw| < |pu}l. De este modo
lpul — jw} > 0 y si & < |pu| — Jw| entonces o~ ! (|pu| — w[) > 1. Por lo tanto no

‘existe » que cumpla con (2.17) y cuya norma sea menor o igual a uno. De esta

forma se concluye que el Teorema 2.2 no se aplica al Ejemplo 3.

Los Ejemplos 1,2 no cumplen con las hipétesis del Teorema 2.3 ya que las
funciones no son escalonadas, por lo cual el teorema no se aplica a estos.

Al revisar los Ejemplos 2 y 3 observamos que no satisfacen las hipétesis del
Teorema 2.1. Los Ejemplos 1 y 3 no satisfacen las hipétesis del Teorema 2.2 y
los Ejemplos 1,2 no satisfacen las hipétesis del Teorema 2.3. Por lo anterior se
concluye que los tres teoremas son diferentes y complementarios.
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2.3. Demostraciones de los resultados principales

Esta 1iltima parte del capftulo la usaremos para dar las demostraciones de los
Teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 enunciados en la seccién anterior.

Antes de demostrar el Teorema 2.1, se dan algunos resultados previos que
serdn necesarios en la demostracién.

supongamos que A es una matriz de n x n cuyo polinomio minimal es el
siguiente:

@A) =A% — g AT~ —apconk<n. (2.18)

La matriz asociada a este polinomio, llamada matriz compaiera estd dada por

o . - - ao ao

1 0 . . [¢] a; ap

-1 0 . - - H

A= o sa= :

- 0 .. . . . H

- . [e] 1 0O ag-2 ak—z

... 0 1 ak ez

= (0,.....,19,0,....0)T e R*, 0 i< k—1

Lema 2.1. Para todat € IR

k—1
eAt = 29- ) A*

=0
con
g.(t)—— k!_/(t_r) <e,,e a>d'r,0<z<k—l
Demostracién: Sea g (t) = (go (2) , g1 (¢) . ...... s Fe—1 (t))T solucién unica de la ecuacién:
d .
d_f =4Ag ,9(0)=eo (2.19)

de (2.19) se tiene que g(t) = eAteo entonces gt* &t) = Ate "‘eo y g9 (0) = A'ep =
e, para 0 < i < k — 1, ademas g* (t) = A*edtey = ef*A*eq = e?*a. Ahora
desarrollamos g (t) en serie de Taylor alrededor de t = 0

g(t) g0 +g' (0)t+---+f‘(',,;',’§,‘nt"“+z;——mfo (t— 7)Y g®) (1) dr
€0+ eyt + G2 4 - oo o ghSlke +?mfo(t—-r)“‘ g® () dT.
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Por lo tanto

9: () =

Ahora tomamos el conjunto

k—1
F(t)=e* =3 g:(2) A"

=0

Entonces, notemos ¢ (A4) = 0, por lo que
=o gi(t) Aa°

F(t) = AeAt—

= AeAt —

= A (e“

Nota 2.2. Por la unicidad de la solucion (2.19), se tiene que

para toda t € IR.
Definicién 2.4. Sean

El orden lexicogrdfico en IR"™ se define de la siguiente manera
T=gFsiysolosiz, =1y, i=12,...,n. £ <iysiedstek conl < k < n tal que

aogk—1 (£) I + 3215 (9imi () + @ugn—i (£) A‘)}
= At — Sl g () AT+ g (1) [4* — ()]}

S s a) = aF@)

Puesto que £ (0) = 0, se obtiene lo que se querfa.

g(e)#0

=y parai=1,2, ... k-1 yzT, <y

Definicién 2.5. Si %, € IR", y T < §} segun la definicién de orden lexicogrifico
entonces el mdximo lexicogrdfico de {:Z, §} = ¥ , y lo denotamos por

max!lex{ZF,7}.

21
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Lema 2.2. Sean P, (t), P2 (t),...... » P (t) un conjunto de funciones medibles aco-
tadas definidas en el intervalo [0, T con valores en IR™, p, (t) , 2 (2) , ...... s b (£)
un conjunto de funciones escalares medibles definidas en [0, T tal que >_72, u, () =
1,1,(¢) = 0 para i = 1,2,....,m,t € [0,T]. Entonces para toda € > 0 existe una
funcién medible P (t) € {P, (t), P (), ...... + P (8)} para t € [0,T7] , tal que

sup ‘f ( w(YP(r)— P (t)) d'r\ < €.
telo, -r| vy

Ademds, el valor P (t) en todo momento t no depende de los valores pu, (s) y Pi(s)
para s > t.

Demostraciéon: Tomemos una constante R tal que |F; (¢)| < ’—2‘ para toda t €
[0,T],i = 1,2,....,m y una constante n tal que

T—Ii‘ < eE.

v
Dividimos el intervalo [0, T} en subintervalos de longitud § = I :

I ULy, ... JUL, =10,T) I; = [(F — 1)6,36), § =1,2,....,n

con los cuales se construye una funcién P (t) escalén por escalén en cada intervalo
1. En efecto, sea P(t) = P, (t) parat € I,
Para definir P(t) en I, j = 2,3, ..... , 1, tomarmos

G—-1)6 m
S = [ (Z () P (r) — P('r)) dr.

Si S,_l = 0 definimos P (t) = P (t). Si 55, ?é 0 tomamos una base ortogonal
gt (&€ o EX7Y) en IR™ tal que &7 = S;.1 y definimos P(t) =
mn.xlez:e,—: {P. (t) Py (t) yreenn ,Pm (t)} para toda t € I;.

La funcién P (t) en este caso estd definida de manera usica; es medible y tiene
la siguiente propiedad

(P (t),Sj—) = max (P, (t), S;1) .
De lo anterior se tiene
(oo m(t) Pi(t) — P(t), S;) (i a4 (8) Pa() . 551) — (P (t),S;51)
a1 i (B) Pi(t), S5-1) — (P (), Sj-1)
2o 1 () (P (2), S5-0) — (P (8), 5;-1)
s (P (),S0) —(P(),Sm1) =0

22

Wi

t
!
{




Por lo tanto

(2.20)

S wm@eP@®-—P(@©) .s,--.> <o

=1

para toda t € [;.
Calculando, también se tiene la sng\uente e;t.:mac:én
Dado que |P(¢)| < & ,i=1,2,

., M tomamos f(; 8 | i Pipsy — P) (7)) dr
y como P (t) = max{FP, (¢), P, (t) R, + P (t)}, existe k donde k € {1,2,...... ,m}
y tal que P (&) = P, (t), de esta forma

Joe

Za(r) (1) — P ()| dr

JE0a [ SR P () 1 (1) o+ Pa (M 1 () = P ()| dar

S S |Sean P e ()| + 1P () o (1) — P ()
= f(, 116 2imr ik |55 (7) i (T) d7 + f(, 16 |Pe (7) ppie (7) — Pe ()| dT
= f(j—-na > ik |F; ()} |I-‘- (r)ldr + fu 16 {e (1) — L} P (M) a7
= f(,, 196 Dtk i (T) § + f(, 16 “‘k ("’) — 1] %dr < fo Liys FdT + f() s 2dr
= f(: s RdT = R(56 — G — 1)) =
Es decir,

Z Fi(r)pi(r) — P (7)
G-1)6

Ahora por la definicién de S,_ 1 se tiene para j = 1,2,

|/; (_S;a(rm = - P(r)dr)
ST (T P sy (1) = PP dr o+ J s (S0 Pe(m) i (1) ~ P (7)) dr|
Syor o+ Jyos (T P (M) s (1) = P () dr|
VIS + f e C P () = P ae]
V185212 4 1 L0 S [P = PH) B+ {Sims S rye (5T Putss — PLEN)
V1S5l 4 L aye (S 1Pt = PLED| + Joaya 6S4mr0 T2 (Ptss — PLOD

dr < RS. (2.21)

., TR que:

I
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AN AT p e

por la ecuacién (2.20) se tiene que lo anterior

< ISP + L0 (ER B (1) = Py arf]
S 15508+ (Jonys IR A0 e () = P(D)ldn)” < /15,07 + Reee,
sitel;

Por otra parte de (2.21)

{Sol < RS, sit e I,.

1510 = |fs (TR A e (1) = P () ar)
= |50+ J; (5, P () — P () ar
< VR5% 4+ R36% = V/2R8,sit e I.
1Sal =

|fo (S0 P () — P dr)
|81 + J (T2 P i (r) — P (r)) dr
< V2R?6% & 26® = V3RS, site Iy
Procediendo de manera inductiva se llega a la desigualdad

\ju (i P (Y s () — P(r)) dr‘ < R63/3

paratodat € I;, j = 1,2,....,n.

]

Pero R6/F=Z4 =TE. G < TR <.
Por lo tanto s
\ [ (z Po(r) p(r) — P(r)) dr\ <e,
o =1
pera todat € I,, j =1,2,....nn

Por lo tanto
=\ (Ermmm-ro)alse
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Lema 2.3. Sean P, (t),FPa(t), -+, Pm(t), funciones medibles acotadas definidas
en [0,T), con valores en IR". Sean p (t),p2 (1), -, pm (t), funciones escalares
medibles no negativas definidas en [0, T), que satisfacen 372, i, (t) = 1. Entonces,
para toda € > 0, existe una funcién medible P (-) con valores P (t) en el conjunto
{P(t),P2(t),---Pm(t)} para todat € [0,T] y el valor P (t) de P (-) al tiempo
t unicamente depende de {u,(9) ., FPi(s){0 < s < t,i = 1,2,-..,m} tal que para
toda funcién escalar q (-), no negativa no decreciente,

[ae- [Z:#.- () Pl —P(r)] dr
=]

Demostracién: Denotemos a P (-) como:

PO = (PP PPN y R(GY = (B FRO).

Por otra parte

"/O'q(c -7 [i"ju.- (M P — P(r)] dr
iw]

-3

J=1

Aplicando el teorema del valor medio a la igualdad anterior para ¢t € [0,T7, se
obtiene

sup
telo.T]

< V7q(t)e.

..... PEE)T.

2

i=1

[ae-m [ZP:"(T)#.(T)-PJ (r)] dr

2
,0<cec<t

-

Sl [ ) - P ar
d=1 0 =1

¥ como q () es no decreciente, g (¢) < g (t), lo anterior es

A

31 |0 O B S (P O m ) = P
-1 la OF | f5 (52, P (D (1) — P (7] ar|

Por el Lema 2.2 se tiene que lo anterior es

<3 la e = rg* (1) 2

=1
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Lema 2.3. Sean P, (), (t), -+, Pm(t), funciones medibles acotadas definidas
en [0,T), con valores en IR"™. Sean p, (t),p,(t),- -, u,, (t), funciones escalares
medibles no negativas definidas en [0, T], que satisfacen 3 7%, 12; (t) = 1. Entonces,
para toda € > 0, existe una funcién medible P (-) con valores P (t) en el conjunto
{P (),P:(t), -+, Pn(t)} paratodat € [0,T) y el valor P (t) de P (-) al tiempo
t unicamente depende de {u,;(s) ,Fi(8)|0 < s < ¢,i = 1,2,-..-,m} tal que para
toda funcion escalar q (-}, no negativa no decreciente,

. m

|_/o at—n) [Zu.-(r) Pu(r) — P(r)] dar
i)

Demostracion: Denotemos a P (-) como:

PO =P (), P () PPN y BV = (PEO) PR e PECNT

Por otra parte

“/O'qu - [in.- (M Py — P(r)] dr
wm]

sup
tefo. 1]

< VFq(t)e.

2

r t ™ . 2
=>|[ac-n [ng () pi (1) = P (r)] drl .
j=1 |/0 =1

Aplicando el teorema del valor medio a la igualdad anterior para t € [0,T], se
obtiene

r

Sle@ [0 M) - P ) ar
=1 0 mi

¥ como ¢ (-) es no decreciente, q (c) < q (2), lo anterior es
it [0 B2 (R i) = P2 () arf”
T la O |5 [0, B (1) sy (1) = P (1)) dir]

Por el Lema 2.2 se tiene que lo anterior

2
,0<cxt

i
i
§
1
|
;
!
H
i

A

< Z': lg (1% e® = rg* () 2.

J=1
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Por lo tanto

[ae-n [ZP.—(r)u.»(r) —P(f)] dar
=l

Asf se concluye que

) -
fo at—7) [Z:a(r) e () — P(r)] dri
o]

Lema 2.4. (Lema de Filippov). Sea g(¢,u) una funcién con valores en IR™,
definida para toda t € [a,b], v € U donde U es un conjunto compacto en IRk,
Supongamos que g (¢t,u) es continua en (t,u) € [a,b] x U. Sea ¥ (t) una funcién
medible en [a,b] tal que

< Tq (t)e.

sup

< Vrg(t)e. =}
tefo,7]

¥ (t) € g(t,U)
para casi toda t. Entonces existe una funcion medible u (t) tal queu(t) e U y
¥ (t) = g (¢, u(t))
para casi toda t € [a,b}.

La demostracién de este lema puede verse en [FY].

2.3.1. Demostracién del Teorema 2.1

ién: Sea zp € IR™/M, u € U un elemento dado.
Sea0 <@ <1talqueg:(t)>0,g/(t)>0,t€(0,0],0<i< k—1.
Tomamos L > 0 tal que

lg: ()|
T1AF (u,v)

(e e™a)|

Caso 1. Supongamos para toda t € [0, 6], que
I %0

L,te[0,0],0<i< k-1
L, (u,v) eUxV,0<i<k—1
L,te(0,6],0<i<k

1A IAIA

entonces definimos
b= oing, [TL ] > o.
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Por el inciso c) del teorema, usando la definicién de “cerradura convexa” y el
Lema de Filippov, para toda u € U existe v; € V tal que

. 1 A*F (u,7;)
Zl‘; (t) :

H =0,

5= I1 A*' F (u, v;)

donde 327, 1 (£) = 1, 5 (£) 2 0, 1< j < r entonces tomamos € = sl > 0.
Por el Lema 2.3, existe una funcién medible P (-}, tal que P () \inicamente

depende de {u; (8) . [T A'F (u(s), 15 ())I0<s<t 1<j<rip<i<k—1},y

P (t) toma valores en el conjunto

T1A%F (u(t),v; ()
P(tye H n<ji<sr

I1a*'F (1:4 (), 5 (£))

entonces se cumple con

sue || [“a¢e=m Py ar|| < vFat@e.

t€(0,8]

Para toda funcion escalar g (-) no negativa y no decreciente. Es claro que existe
7 € V tal que

T1 A% F (u(t),0(t))

P(t) = ,o0<t<o.

1A% F (u (£) .5 (£))
Asf tomando el control de evasién T (-), se tiene

M,z () = [Tzl

pero

H z () = I’Ie"‘za + II -/'l et~ MAF (u, ) dr.
o
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Por lo tanto

NI = @

I ettza + I1 fg «“7AF (u, 0) dr |

Tle*z + H fo 2,_,° 9i (t — 7) A'F (u,7) d-r”
b~ ||t Mg (¢ — 7) AF (u, 0) d-r”

b — ‘__n_];,gi(t—‘r)P(-r)dr
b [[fat = P(r)ar
b—

S Vies@ezb— VreriI L
b— \/_ELZ__W = b — /TeL (k —ig)
b— (olelle — 2.t e [0.9).

Entonces al tiempo t = 6 ,[Te4‘z (8) 5 0,0 < ¢t < 6 repitiendo el argixmento
anterior se obtiene la evadibilidad en el intervalo {@, 28], con lo cual se demuestra

el teorema para el primer caso.
Caso 2. Supongamos que para algun £ > 0,

k-1
He""’zo = E i (to)nAizo = 0.
=0
Por la nota 2.2, g (t) # O para toda t € IR entonces el conjunto

{ITAl0<i<k-1}
es linealmente dependiente. Por lo tanto

dim({HA‘zol05i5k—1}><k5m=dimM‘“.

]

ITviviviviv

Dado que I A'z; € M+, tomamos ¥ € M* tal que|[¢]| =

<¢,IIA‘:0>=O.Osi5 k—1.

Ahora por el inciso ¢) del Teorema 2.1, para toda u € U, se puede tomar
7 € V, tal que
[(e. TTA°F @ .5en)| = 5.

28




Puesto que

(e I1z®) < wi [T1= | = [T1=®].

entonces, para toda t € (0, 8] se tiene que

d(M,z ()

donde

Entonces si tomamos 8y = min{8, % Foraa]
para toda t € (0, 6o}, como z (0) = 20 € IR™"\ M, se obtiene

v N

i

v

&
]

I

vl

[}

‘g4 k—1 e T
'(:.,-»ni &5 - LE-’--'Q-H (i‘i{-‘l‘;! + LL(%’)T ]
coty

To+in

tla+t

Towy 16 — K],

IT1z (O = (W, T1=(t))
¥, [1ertzo + T J§ e AF (u, ) d-r>
(. Tle?zo) + <1,l), TI fol eUt="MAF (u, B) d'r>l

(O TITER 06 (0) A'zo) + (¥, T1 Jg 423 96 (8 — 7) AYF (i, 9) dr )|
50 (W9 () TL A%%0) + TE3 J3 94 (8 — 7) (0, TT A'F (u, 9))
k—1

Yoo Jo 9i (t — ) (0, [T AF (u, 9)) dr
S Jo 9i (8 — ) (b, T AYF (s, 9)) dr

foutt—m) 0 TLAF o)y + 5 [ ot = ) (0. TLAF (. 00

ﬁ?ﬂ (:(-);)541 -k_';:‘;‘.;“f;g. (t — 7) Ldr
0 69i (T)dT —

imio+1 L 0‘9-' (r)dr

t crig k—1 L3 Lo T L3

JodTpdr — i Ll o (F+ & (r—9) <e,-,ex‘a> dsjd

Lo+ 1o A 1 gt - '8y Lds) d
Grnile — Zimem L{gFmi+ miJo (Jo (r—9) r
gio+1 I 2 ) L2

GoFD)i — DI g Tt

?;4-2)!
k-1 s—to—1 *—io
5§ —tL3IT0 . (l<+_m + L'&Wﬁ)]

k—1 gi—ie—1 f*—io
K==L —_ L
P \Gar O TR w 2):)
, 7% }, se tiene que d (M, z (t)) = ot

2
Z.
d(M,z(t)) > 0,t € (0,60).
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Como 8, 8¢ son constantes absolutas, se puede nuevamente repetir el argumento
anterior con lo cual se obticne la evadibilidad del juego. a

Antes de dar la demostracién del Teorema 2.2 se dardn algunos resultados
previos.

Nota 2.3. Sea F (I,IR) el conjunto de todas las funciones continuas definidas
en el intervalo cerrado I. Por el teorema de Lusin’s se sigue gue este conjunto es
denso en el espacio F,, de funciones medibles. Como consecuencia de lo anterior
se tiene que las funciones escalonadas son densas en Fo,.

Nota 2.4. Aplicando el resultado de la Nota 2.3, a cada componente de una fun-

cion e : I — IR™, se obtiene una sucesién de funciones escalonadas que convergen
ao.

Supogamos que U, V son subconjuntos compactos de IIR™. Se considera una
funcién continua

G:UxV = IR
con la propiedad de que para toda u € U, existe una v € V tal que
G(u,v)=w
con w un valor fijo de G.
Bajo estas hip6tesis se tiene el siguiente resultado.
Lema 2.5. Sea I un intervalo compacto en IR. Siu : I — U es una funcién

medible entonces existe una funcién medible v : I — V tal que, paracada s € I,
G (u(s),v(s)) = w.

Demostraciéon: Supongamos que el lema cierto cuando u es una funcién es-
calonada. Sea u (s) una funcién medible arbitraria. De la Nota 2.3 y la suposicién
anterior, se obtienen dos sucesiones {un (3)} y {v. (s)},tal que:

1) Para toda n, u,,y v, son funciones escalonadadas,

2) u,, (8) — u(s) casi donde quiera,

3) G (un (8) ,vn (5)) = w.

Por compacidad debe existir un elemento en V que denotamos por v (s), el
cual satisface la igualdad

I ()il = sup (lva ()M -
nelN
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En este caso v (s) es medible, porque ||-f| es una funcién continua y el supremo
de una funcién medible es medible. Ademads, usando que la sucesién de funciones
{va (s)} es acotada, obtenemos una subsucesién que converge a v (s). Asf, por
continuidad

G (u(s),v(s)) = w.

Finalmente, sea R :a < a; < .... € ax = b una particién del intervalo compacto
I, el dominio de las funciones escalonadas u : I — U estd dada por u(s) = uf,
para s € (ay, a;41). Sea u; cualquier solucién de la ecuacién

[e] (u‘,u) = w.

La funcién v : I — V dada por v(s) =
satisface G (u,v) = w.
Por lo tanto se tiene lo que se querfa dernostrar. =]

v' para s € (@, @is1) medible y

Corolario 2.1, Sea u : [0,T] — U una funcién medible. Si la matriz A y la
funcién F satisface la condicién (2.8), entonces para toda w € B existe una
funcisn medible v : [0,T] tal que

TI A% F(u(s), v(s)) = w
para cada s € [0, T).

Demostracién: Definimos G (u,v) = [] AF (u,v) y aplicando el Lema 2.5 se ob-
tiene el resultado. [m]

Recordemos que p = {|T] (2)|| es la distancia de z al subespacio M, o0 =[]z y
1% es la distancia de z al subespacio M+.

Lema 2.6. Sea z (t) una solucién de (2.1), con condicion inicial zg que satisface
IfT o)l < 1, y u(¢),v(t) funciones como en el Corolario 2.1. Entonces existe
una constante ¢ tal que para toda w € ML, con ||\w|| € ¢ se cumple la igualdad

o (t) = a0+ a1t + axt? + ... 4+ Gupatht? 4wttt - B () 42 (2.22)

Los vectores a;,i = 1,2, ..... , 4 + 2 dependen del punto zo pero no de los controles

u(£) ,v (t). Ademds existe una constante c, tal que las siguentes desigualdades se
satisfacen

|h(t)|| < Otillal € 6@ii= 1,2, e, p+ 25 (2.23)
t) — Do] <1 ©F con © — 1 + Y. :
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Demostracién: Tomemos la ecuacién

IIA“"“F(u,'u) = w

y multipliquémosla por (‘(;:_1:;‘ entonces

(t — syt ey ) e
G 1A Fu,v = (e yTatd (2.24)
integrando la igualdad (2.24) de O a t, se obtiene
1 T ta+2
EaOi j; (t — s)r+t nA“""F (u,v) = [T it (2.25)

Abhora, si aplicamos [ a la solucién de la ecuacién (2.1), dada por

t
z(t) = etz + / et~ AF (u,v)ds
o
se tiene

o = nz t) = He'“zu “+ H f‘ et—AF (u, v) ds.
°

Para obtener lo que se quiere demostrar expaundemos ¢ y ¢{t—*)4 en potencias
de t y de (t — s ) respectivamente, entonces

a(t) = n(zo+ACZQ+A’—;1r'“+....+%E£”‘+.“.

+TLSg (F (0, 9) + A = 8) F (u,0) + ... + A0l 4 Y da,

Pero por hipétesis (A, F) satisface la condicion PM, por lo tanto

M@ —3s)AF (uv)ds = f,;(z—s){nA-F(u.u)ds

(= ) T1{—=)

[l

= HEgdeni=0,1,..,p
Por lo anterior, agrupando términos y usando (2.25) se llega a que
20— 2
o(t) = oo+TI(Az —zo)t + Moz [dciose us2 4 iy,
+'Gr:'iﬁ fol (t — a)*¥2[] A2 F (u,v)

+ 2T (B2t + 3 [5 (¢ - ) AF (w,m) ds)
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Definimos

Aitlzy — i An+2
Gy = I G _::n z‘). i=0,1,..... 144, Cuyy = I Zo

T w2y
¥

th+2h () = ot — s)“*’" 11 A#+2F (u, v) +

Zs—u+:l n ( i fo (t — ) F(u, v) ds) .

Por lo tanto

o (t) = ag + ayt + agt* + .

4 Quaatht? - wtrt? o B (8) 442,

Finalmente la bola B es igual a X, -+ B”, donde B* es una bola en M+ con
centro en el origen, asf ¢ es el radio de B*.

Unicamente queda venﬁcxu' F que se cumplen las desigualdades.
Sabemos que a;,; =

—n o= 0,1, 4, Gua = ﬂ(:_:;;‘_'g. entonces
definimos K > mw{‘]a.+‘||}, i 0 1,0+ 1 donde

flaimll € K = e1 (1 +90) .

Para verificar que {{h (t)}] < c1 ©t, recordemos

t2h(t) = ol fo = 8P T AR (1, v) + 00,0 [T 542+
o T (45 + & J5 (6 — o) AF (u,v) ds)

Como U, V son compactos entonces [ A'F (u, v}, [] A'zo, estan ncotados superior-
mente; a esta cota la llamaremos M, as(

A T O R Sy S (g 2.-,.” (en
— Aﬂ“*-"

st
T + 22 ( S+ 7

t ((u:—‘;)’l + 2--,.4-2 ( + %)) < (1 +9)¢

+ % f3 (¢ — 3) Mds)

donde 2 - . t pg
Mite A t*
e —_—— e ——— 1+ 9,
(e + 3)1 ‘ga i G = ot o) -

Finalmente si definimnos a © = (1 4 Jg) se obtiene lo que se querfa demostrar.
o
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Si en M+ se toman las coordenadas tales que gg = (pg,0)7, la curva (2.22) se
transforma en

o' = pg+alt + ... 4 al gttt (al g+ wt + A (E))eer? (2.26)
0% = a3t + .ocvenannn +a +,u‘+‘ + (azH + w? ++ h3(t))er+2 .

Lema 2.7. Existen constantes € < 1,co y w} tales que si

/e
CoT 9o’ w
entonces la primera componente de (2.26) satisface

lo! (To)| = lo3) =

Ty = 1

= wd

£
oA (2.27)

Demosgtracién: Supongamos que u + 2 = k. Sea cg y £ tales que

8i se toma wo = § cuando pg + alt + .
...... -+ alt® < 0 entonces se tiecne

ol = (1+19u)

Para demostrar (2.28) suponemos que py + alt +
desigualdad de (2.23) se obtiene

a* (To) || < e1 (1 + o) To

-

.+alt* > 0y wp = —g cuando py + alt +
e 2 0 1

(2.28)

...... + a}t* > 0, de la primera

lo que implica que
~c1(1 + B0) To < k' (To) .
Por lo tanto
al = wiTE — a1 (1 + o) ToTE
sustituyendo wd y Tp en la expresion
ab = gj'—-: — e (1 + ) §

(1+ou) ﬂo (l+ao)

- a1em o Yecke
== z(1+on) Tfﬁ‘ _ﬁﬂ_o): (H-ﬂo)

crcoch g@ <1 cocke
(l+¢n) (1-+do) (1+-’o) T U+eoycicac
T+oor® ® L

(1+¥0) (1+ﬂa)

i
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De la misma forma se demuestra el otro casa. =]

Sea O la familia de funciones h con la propieded |k ()| < r para toda ¢ en el
intervalo [0, T1] (v, T1 son constantes que dependen de la funcién h)
Proposicién 2.1. Sea o (t) una curva dada por

al(t) = pg+ ajt +alt? + ... + altt + at't? = p(t) + at’t! (2.20

o2 (t) = alt +a3t? + ceeeerrinenns “+ a3th 4 Btrrl = g (t) -+ Ber+t -29)
en el intervalo [0,Ty) y V una vecindad de (a, 3). Entonces existe § > 0, >0 y
{0, Bg) €V tal que para toda funcion h €O la curva .

& = (p(t) + (a0 + b1 (1)) t*1}, g (£) + (Ba + h2 (£)) t*+1)
satisface la desigualdad
ot
o ()l 2 w7 (2.30)

parat en almin intervalo el cual depende de h, donde S > |a‘_¥l: i=1,2,...,4F=
1,2,

Demostracién: Denotemos por (p, ¢) las coordenadas polares de o. De (2.29) se
tiene

pcos¢ = + alt* + ath+?
psing = .+ altt 4 gt
multiplicando por 1,¢,t2,.....,t* cada miembro de las igualdades se llega a
p(t)cose = pptalt+.......... + alt* + atr+?
tp(t)cosd = O+ pot+ .eennnnnns + althtl 4 atet?
thp(t)cosg = O+ ...+ pot* + altr+! + ... + alt?# 4 at?nrl (2.31)
p(t)sing = 0+ a?t+..... R AL -
tp(t)sing = O+ 0-+a}t? + ...+ alth+! 4 gest2
thp (t)sing = O+ ....... + aftrtt + aft2s 4 geie+t
ahora fijamos ¢ y resolvemnos el sistema (2.31) para 1 , asf se obtiene la ecuacién
D
1= (2.32)
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donde D es el determinante del sistema y D* es el determinante que se obtiene al
remplazar la columna (pg, 0, ...,0)" por la columna (pcos ¢, ..., pcos ¢, psin @, ....,
psin ¢)T. Observemos que D* puede escribirse de la forma D* = p(t) D ; por lo
tanto de (2.32) se tiene
p(t) = Z.
D
Asf para obtener la estimacién (2.30) se debe dar una cota superior para D y
una cota inferior para D.
Claramente el determinante D es un polinomioen a y 3

u
D (a,B) = g*'8** + Y o0’

ig=1
Sea c el coeficiente de mayor valor absoluto entonces
D == ¢D,,lc| = p‘l;'“. (2.33)

Todos los coeficientes de D, tienen valor absoluto menor o igual a uno y uno
de loa términos tiene valor absoluto igual a uno. Sea (@0 8;) €V el punto donde
{D,| alcanza su valor mdximo; por continuidad existe § > 0 y r; > 0 tal que

IDy (. B) =71, 8i (a,B)EV y la—aol < 6,|8— B8l < 6.
Dada h = (h1,h;) €O, tomamaos T suficientemente pequefio tal que |h, (£)] <
8,lha (B)| = &, paral: € [0, .
Definimos & (t) = (51 (t),52(t)) en el intervalo {0, Tp] por

a,(t)-—p°+a t+.

<+ altt 4+ & (L) !
52(t) = aft+

. +a’t~ + B (t) tu+t
con & () = ag + k1 (¢), B (t) = Bo + ha(t). Ast se tiene

1Dy (5 ()] =7, (2.34)

para t € [0, 7).
Por otro lado, sabemos que D se obtiene al subsmt:uu- la columna (g, 0,0, ....,0)7
por la columna {(cos @, -.... co8 @, Sing, ..... sin¢)” y como |D (& (£))| esta acotada

entonces existe una constante K tal que

{D (& ()] = K = ra§2+! (2.35)



para alguna. ra.
Por otra parte muitiplicando (2.34) por |c| de ambos lados se sigue que

leDy(a(Nl = el 7y,
pero ¢ = pi*! y ¢D, = D. Por lo tanto

{Da((EN| = ripp™*! (2.36)
dividiendo (2.36) entre (2.35)

D(5 (¢ +1 _ plt
Pty = IlD E& Et;;l z r’;‘Spr*'l =r5i’§u+l

con ¥ = 2 y como & (t) estd en coordenadas polares entonces ||& (¢8)|] = p(t); es
. - +1
decir, ll7 (0l = #w. O

Teorema 2.4. Dada la condicidn inicial zo y un control u (t), existe un intervalo
[0,7%] 3 un control v : [0,T0) — V, tal que o = [] = satisface

p= Il 2 m @A™ 5 ot @l 2 55

donde z es solucion de (2.1) , € es una constante positiva y «v una cierta funcion
mondtona decreciente.

Demostracién: De (2.26) se tiene que o estd dada por

ol =pp+alt+ ... + al g t** 4 (el + w4 Al () 412 = p (8) + a (8) t#+3

a? =aft 4 e+ a2 7 (a2 g + w? + AP (1)) 42 = g (8) + B (£) 42

Ahora tomamos el intervalo [a:, az] tal que la desigualdad (2.27) se cumpla
para w' € I = [ay —al ;02 —al,,].

Consideremos el intervalo J = [3,,8,] tal que si w' € I y w? +al,, € J
entonces |[(w!, w?)]| < c.

Con la misma notacién que la proposicién anterior se define

1 1 a2 2
wu—ﬂo—a,.+2vwo—ﬂu— 2
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La solucién de (2.1) correspondinte a u (t) y (w§, wd)es

&l (t) = p (t) +a ()12
F2(t) = q (t) + B () tr+2

donde & (t) = al,; + w} + h1 () y B (t) = a2 + wi + ha (£). Por lo tanto

a1 (1) =p(t) + a0+ R (2)
a2 (t) = q(t) + Bo+ ha(t).
Asf al tomar ¢ suficientemente pequeiia
1& (t) — aol = (A1 (¢)| < 6,|B(2) — Bo| = I'.l? W] <6

en el intervalo [0, Tp] donde T, esta dado por el Lema 2.7.
Finalmente de la Proposicién 2.1

= a2
P2 PO

pero |a| < S y como ¢; (1 + B0) = liasll = |af| entonces

Fput2
>
P02 Zmg e

Definimos 71 {(?) = grgaFemess- Es claro que v, es una funcién monétona
decreciente, adems4s como

19 (2) — o] < 26¢,0 = (1 + B0) .
Sit=1ts = %‘o;‘ dado en el Lema 2.7 entonces

19 (t) — o} < c1(1 + Yo) co */E

T30, = c1c0 **YE < €1c0. (2.37)
Ahora <, la podemos escribir como
N = ST T ST St
= (=S kiad
Por lo tanto
2
Py Zv() ™. O
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2.3.2. Demostracién del Teorema 2.2

ion: Se define W como el conjunto de puntos de dimensién (n — 1) que
satisfacen la ecuacion

€
= A r o
Sea W_ el conjunto de puntos dados por p < (‘—+o‘—)w7 y W, dado por p >
toray+7. Obviamente la cerradura de W es We=WuUuWw,.
upongamos que el punto inicial zg € W, y pp < . Durante el tiempo que
z (t) estd en W, se escoge v (¢) arbitrariamente.

El punto z(f0) en que por primera vez z(t) estd en W, es considerado el
nuevo punto inicial. y si se aplica el control descrito en el Teorema 2.4, para
t € [to,to + Ta), se sigue de (2.37) que ¥ (o) < ¥ (t) + coc1 por lo cual se llega a la
desigualdad e

¢ .
) > T sy
pero py < € entonces ph*? < e#+? de donde 1 > é;;
De esta forma 2
p(t) > __em™*
es+2 (1 + 9 (£))*2
para t € [0, to] y por el Teorema 2.4

p(t) = b+ (to) 71 (P () -
Pero z (t¢) € W entonces p(to) =

2 _ wea
= Gwatmes Por lo que o2 (o) = rogitiates -

De esta manera e
=
p(t) = ———— oy (P ()
1+ 9 (to))? e !
para toda t € [to, to + Tol.
Dado que 9 (to) < 9 (£) + coc1, ph*? < e#+2? entonces
Y1(a(e)) +2
P> G5 + com)imTn

para toda t € [to, 2o + To).
Por lo tanto v (¥) queda definida como

. £ 71 (9)
9) = .
7 () = min { (1 + 9% (1 + 9 + coe, )2+
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Entonces la siguiente desigualdad se cumple en el intervalo [tg, to + Tb)

p(e) = v (9 (1)) P+

Sea (to + To), si z (to + To) € W, entonces el proceso se repite.
Abhora si 20 € W_ y como p < £ entonces podemos aplicar el Teorema 2.4

obteniendo

P (2) = A2y, ().
En este caso v(9) = v, (9). o
2.3.3. Demostracién del Teorema 2.3

Demostracién: Tomemos el punto inicial zg € IR™/M en el instante to y tomemos
el control perseguidor u(t) € D, (U),t € {to, %o + 1] denotemos a bp = [] 20, b; =
1A' (Azp+a),j =1,2,...,k — 1. Usando la fé6rmula de Cauchy se liega a que

H z(t) = ne(““’)‘zo + /‘He(“"‘ (—u(s)) + v (s) + a)ds, t € [to, to -+ 1]
to

(2.38)
La condicién b) implica que existe un factor ¥ = ¥ (z0) € S tal que

(W (20).6;) =0,7=0,1,2,..c..k — 1. (2.39)

De la condicién a), de la suposicién y de (2.38), (2.39) se tiene que para toda
t € [to,to+ 1)

(b(20) , TE(= (1)) = (W (20}, [1et=tMz0 + [ [T et~ (o + 1 (s) — u(s)) ds)
= (¥ (20), [Tt~ z)
+ (¥ (z0) iy TT 4 (a + v (s) — u(s)) ds)

= (vio M s,
+ (B0 SETIE 4 @+ v (o) — uls)) ds

- <¢(zo),ni"‘—‘ﬁmzo> +<¢(Zo).f.inih§f:£a>
+ (B0 Jo TS 342 () —u (o)) -
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Pero [ [1X3, Lh—zglads =132, "ﬁ‘ﬂ";‘la, por lo que lo anterior es igual
a

= (v ISR 0Y + (v o) 1S S a)

+ (b o) ST SHA () — e (e) s
= (B TS a0 + (o) [ 5 et

+ (¥ (20) S TI 8 Lo (v () — u (o)) )
= () TS Az v a)) + (0 (o) JE TS, S<H2 (0 — ) (s s )
= (¥l M (Ao + ) ) + (¥ o) i TLE, SHA (0 (o) —u (o)
= (¥ (20), [T 8 =240 50Y 4+ (¥ (20) , [T S° U= A o) 4

+ (B 0) TS, 2 (v (o) — (o) o)

considerando que fl: g&'_’;ﬁ—‘-A“mda = -(‘—_-,"T‘l):A‘zg entonces lo anterior es igual a
= (¥ (20}, TT L1220 20 Y + (¥ (20) , [ TT EEo2 (v (9) — w (o)) ds)
+ (W (203 ) 2y TT =2 20 + (W (20) , [T 3032, U=t Al
+ P (20) . Ji, TEE 2, 94 (0 (s) — u(s)) ds)
= (¥ (20). Ji TIEEG2 20) + (¥ (20) S TT S5 (0 (9) — (o)) ds)
+ (¥ (20) . T2 11 Q-Lfl)izﬂ -+ <‘¢' (z0) ., TI =32, g‘_ﬂ‘!’:}_‘:a>
+ (W (=), S, TS24 (v (5) — u(s)) ds)

(¥ o) 4 TS (s + (0 — ) () s + (W (o) L £ Cfo2 [T A0 )
+ (0 e) IS J =t ads ) o (a0) S TEE =32 (0 — ) (o) do )
I SRR (9 o) AR (0 = w) () + Azod) dis + (¥ (o) . 55 S TT A0 )
+ (0 Go) TES S 8% ads ) + ( (o) Ji TS S (0 () — u (o)) o ).
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Si definimos
o 3 oo ¢ L]
h (¢, 20) = <¢(Zo).2(t—_ﬂﬁ))—n.4‘zo+2/%1—‘[11"(0(3) —u(s) +a)ds>
k1 C3EA
entonces lo anterior se resume en lo siguiente:

k=1
(v JT=®) = [ L2 (o (o) JT A 0 (6) — u (o) + Az dorvh (8, 20) -

to
(2.40)
Ademas la funcion h (£, zo) satisface

Itz = ({ ¥ (). i“: Gstoll [T Avzo + if‘&‘——_.ﬂinw (v(s) —u(s) +a)ds
T L [T A0 + iz.nkf.: L [T A (v (9) ~ u(s) + o) ds|
e | 2] ] A%zl + 5, |Gtk M
Z--h+1 '20[ +(t—ta) TP M ST, !L(-‘_‘:%T

O e
(¢ — tu):“ 1ol SRk ST (8 — o) T M ST, St
(¢ — to)**" fzol Sotmg Gl 1 (2 — £0)** Mot
(8 = to)s™" |20l & + (2 — "t0) T M < (8 — to) (Jzol & + #
(t — to)*** & (120} + 1)
donde # = max {¢, Md'}.

Por lo tanto

IINIA A TA A A

h(tz0) < (¢ = 200" & (I20l + 1) (241)
Ahora por el inciso (c). existe un vector v(¥ (z0)) € V tal que —u(y¥ (2)) € V
Yy
(¥ (z0) JT A*w((za))) = A > O. (2.42)
Definimos
9(8) = v (¥ (20)) sgnH (20, u(t)) (2.43)

donde H (zo,u(t)) = {(¥(z0),[1A*~! (Azp — u(s))) entonces de (2.40), (2.43) al
tomar el control v (t) = U () ,t € [to,to + 1) se tiene

ICTEYN 3 B0
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= \fy ﬂ(—'ﬁr (¥ (2a) , TT A** [v ( (20)) sgnH (20, (8)) — u(s) + Azo]) ds
—~ Lzt g (1 + |zo]) |
=

f Sealecd [(p (z0) , TT A 0( (20))sgmH (20, u) + [1 A*=1 (Azo — u (s)})] ds
L‘—-ﬁl‘—d (1 + 120l

|7 225 (€ (203, TT A28 + H (20, ()] dis] —

o™ g (1 + |zol) -

Ahora se describird el proceso de evasion en el conjunto {to, o + 1)
Sean t,, t3,.

,tp puntos donde u (t) € U, cambia de valor para t € [to, to + 1].
Observemos que el evasor conoce estos puntos. En el instante #g, el evasor conoce
el valor u (to) y usa el control dado por (2.43) para t > ¢g
Ahora se mostrars la posibilidad de evasién para t € {to, t1]; es decir, z (t) ¢ M
Es obvio que para toda to € t < t,,sgnH (z0,1(8)) = cte por lo cual

j‘ [CR)
k=11
;

(¥ o) . TT 4% ' (& (20) sgmH Gz u (M) + H (20, u ()] l

]

Ui [sonH (20, 4(9)) (¥ (20) , TTA 10 (#(20))) + H (20, (o)) ds]
o, SR lsanH (20,1 (8)) A + H (20,u(s))) ds|

sgnH (zo0,u (o)) f1 i [A + ety

\\sgnu (z_o.um)\ D e P e el

]

E— 1) -v"H ool Ky
£ LR A+ H (20, u(8)) sgnH (2o, u(5))) d"

pero H (zo,1(8)) sgnH (z0,u(8)) = |H (20,u(s))|. Por lo tanto, lo anterior es
igual a

= ‘ ('Zk—_l)l)l {A + | H (20, u (s)) ds\
y como A > 0,|H (20,1 (9))] = 0 entonces
- t o gyk—1 _
P o N B e e}
ALt —ta)*
o
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Por lo tanto

A t —_ t
[TI=@] = (¥ o) Tz 0)) > 2t (2.49)

Sit € [to, 6:), donde 8, = min{t1,to +1},6, = T:TETY
Para 8, solamente se tienen dos casos posibles. Si#; = t; = tg+68; entonces por

(2.44) se prueba la evadivilidad en [to, 20 + 8,), porque |JTz(¢)| >0y z(t) &€ M

parat € [to,to + 6] _
En el segundo caso 8; = tg + 8, (es decir, u(s) = u (o) ,to < s

evasor usa el control

B (t) = v (¥ (51)) sgnH (z0,u(s)) . 5 = z-(6,)

< to+6;) el

para toda t € [8;,82) tal que u(2) = u(to), donde §, = min{t,,8: + 02}, 62
W@Tnﬁ' Para ¢l instante 6; hay dos casos posibles, al igual que con 8;.
n cada caso se puede repetir el mismo argumento de arriba con lo cual se

tiene la evadibilidad del juego para toda t € [#,,82) .

Dado que 2-=1 8: — oo, N — oo entonces existe un entero ng > 0 tal que
t) = to + >_12, 6; y se obtiene la evadibilidad en el intervalo (zo, t1).

En el instante £ > ¢; el evasor tomar4 el control & (&) = v (¢ (1)) sgn (z1,u (¢)),
z; = z(t;), esto prueba la evasién en el intervalo semiabierto [t,, ¢3) . Como el
conjunto de puntos #,i = 1,2, ..., p es finito se obtiene la evadivilidad para toda
t € [to,to + 1). De esta forma se llega a que es posible la evasién para toda

t > to.

)
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3. ALGUNOS RESULTADOS EN DIMENSION
Dos

Los teoremas de evadibilidad tratados en el capftulo anterior son para sistemas
en dimensién mayor o igual que tres. En este capftulo analizaremos el caso rela-
tivamente simple de sistemas en dimensién dos el cual no hemos encontrado en
1a literatura. Para este andlisis utilizaremos el hecho de que toda matriz real se

puede llevar a una forma canénica de Jordan del tipo ( g g o ( l; 2 ), con
a,be IR.
3.1. Forma candnica diagonal

En esta seccién se estudiara el sistema

2(2) = Az () —u(t) + v (t) (3.1)
donde A = ( a9 ),z(t)= ( 28 ,v(t) = ( 1‘223 ,
u= ( 2 Eg ) ¥ condicién inicial z (0) = ( zg ) Este sistema se puede escribir
en la forma
z1(t) = az (t)+vi(t)—u ()
22(t) = bza(t) + vz (t) — uz (2)
Cuya solucién es
z () = (/: (v1(8) — u) (38)) e *ds + z',’) et (3.2)

(_/: (v2(8) — uz (s)) e™®ds + zg) et
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En la siguiente proposicién se dan condiciones para la evasion, cuando cl subes-
pacio M = {0}.

Proposicién 3.1. Consideremos la ecuacion diferencial (3.1). Si M = {0} y
U C V entonces el sistema es evadible.

Demostracion: Supongamos que U < V y que el juego no es evadible; entonces
existe £ tal que (3.2) satisface

eaf é Jle=on(v1 () — wa (2))ds + z‘,’; .3)

1
oo

& (g e (va (a) — ua (s))ds + 2§
de (3.3) se obtiene ;
Jo e (11 (8) — w1 (s))ds = —2F
ge‘“(vz (8) — uz (s))ds = —z2 (3.4)
De (3.4), sin pérdida de generalidad se toma la tltima ecuacién
e
et e () —ua (e s = =28 (3.5)

si 2§ < O entonces —z¢ > 0. Por lo tanto, dada u3z (s) puede tomarse v; (s) de tal
forma que vz (s) — uz (8) < O porque por hipétesis U € V y asf

14
fe tato) —ua(apds <o (3.6)
de esta manera de (3.6) se llega a
£
L e a o) —wa ey e o 28 @7

Pero de acuerdo con (3.4) esto es una contradiccién. Similarmente se demuestra
cuando z§ > 0. Por lo tanto el sistema es evadible. a

Proposicién 3.2. Consideremos la ecuacion diferencial (3.1). SiM = {(z,0)T |z €
IR} y U C V entonces el sistema es evadible.
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Demostracién: La demostracién de esta proposicién es similar a la de la
Proposicién 3.1. o

Proposicién 3.3. Supongamos que se tiene la ecuacién diferencial (3.1),con a >
0,b >0 SiM={(z,nx)|z,m € IR,m fijo}, U C V entonces el sistema es
evadible.

Demaostracion: Consideremos el vector p = (23 (t), z2 (¢))7 y el vector p’ = (z, mz)”"

el cual es la proyeccién de p sobre el subespacio M, lo que se quiere es encontrar
el vector p, (z, z3) ortogonal a M (ver Fig.3.1).

L]
S O LTI T

Figura 3.1:

:
i
!

Sabemos que p, (21, 22) = (21 — ,z2 — mx)T, y como este vector es ortogonal
a M entonces

(z21 —z,22 — m)T Q,m)T =0
si y solo si

zZ1 4+ mza

m2 41"
Por lo tanto 2
_ {miz —mzz z3—mz
N R e @8
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Tomemos una vecindad de radio € alrededor del subespacio M, N (g, M). Asf
para que el sistema sea evadible se debe de cumplir que p, (2, 22) € N (e, M).

Supongamos que el sistema no es evadible, esto implica que p; (2,22) €
N (g, M), si y s6lo si

m3z, —mzy 22 —m2z
m2 41 'm’+1“<E
8i y sélo si
Imz — 22| < e. (3.9)
Para toda t.
Substituyendo la solucién (3.2) en (3.9) se obtiene
<E

e (=) 2 ) = (o 5)
(3.10)

Puesto que (v — u) (¢) es continua y » € V,u € U son compactos entonces existen
constantes ki, k2 tal que que (v — u1) (¢) = k;, (v2 — u2) (¢) = k. Por lo tanto de

(3.10)
‘"‘ (e“ (/:e_'""ld-") + z'x’) — e (‘/;‘E—h'kzds + zg)l <e
calculando
e (5 40) = (3+4)

si c;:ﬁmmosi)R, =%_mh R,=m (2 + D), Rs = %2 + 2§, 1a ecuacién (3.11) se
puede escribir como

<e (3.11)

| Ry + Ra2e* — Rae™| < ¢ (3.12)

Dado que R, es una constante lo que nos interesa ver es que sucede con la
otra parte de la ecuacion (3.12), a saber, | Rze®t — Rae™|. De esto se tienen nueve

casos posibles que son los siguientes:
R <0,Ra>0 Rz <0O,R3 (4] R <0,R3 <0
Rz >0,R3 >0 +& R2>0,R3=0 4 R2>0,Ra<0 .
(o] Ry =0,R3 <0
Supongamos que Rz < 0,R3; > 0 entonces Rze® < 0, —FRze* < 0 y como a >

R =0,R3>0 R; =0,R3
0,b > O esto implica lee“‘ - Rge"‘l tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.
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Por lo tanto (3.12) no se cumple, lo cual es una contradiccién. De esta forma se
tiene que el sistema es evadible.

‘Todos los demds casos se demuestran de manera similar excepto cuando R; <
0,R; <« 06 Az > 0,R3; > 0. Supongamos que Ry < 0,3 < Oy quea > b >0
entonces

|Rze®t — Rae®| = e | Ry — Rae®~*)| (3.13)

pero a > b,b— a < 0, R3e® %) tiende a cero cuando t tiende a infinito, de donde
| Ry — Rze® )| converge a | R,} cuando t tiende a infinito, asi e®* | R, — Re(®—2)|
diverge, lo que contradice (3.12) en este caso el sistema es evadible.

Supongamos que ; < 0,73 < Ocon & > a > 0, b — a > 0 lo que im-
plica IR: - Rge("_“)‘l diverge y como e* diverge entonces (3.13) diverge, lo que
por la desigualdad (3.12) una contradiccién. Asf el sistema es evadible. La
dermnostracién del caso R; > 0,R3 > 0 es el mismo que el anterior. Con esto se
concluye la demostracién. o

Una vez analizado cl sistema anterior ahora estudiaremos un sistema mds
general que es de la forma

2(t) = Az (t) + F (u,v) (3.14)
(e O _{ fH{uw,v) (0 _ (=}
donde A = ( o b ) , F(u,v) = Fa (v Y z(0) ) = 2 )
Resolviendo (3.14) las soluciones son
z (t) = e f; e @ f1 (u,v)ds + z',’)
z(t) = e (fye " fa(u,v)ds + 2f)
Proposicién 3.4. Sea (3.14) con condicién inicial z (0) = z°, M = {0} subespa-

cio de IR?. Si para toda u (t) existe v, (¢) tal que f, (u,1) = kz = 0, para toda
u () existe vz (t) tal que fz (u,v2) < —kz < O entonces el sistema es evadible.

(3.15)

Demostracién: Considerernos la segunda ecuacién de (3.15) y supongamos que el
sistema no es evadible entonces existe £ tal que

13
/ e b fr(u,v)ds+ 28 =0 (3.16)
(3
Por lo tanto

[ ords = - (317
0
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Supongamos que —z2 < 0, por hipdtesis para toda u (t) existe 1, (¢), tal que
f2(u,v) = k2 = 0 y como e~ > 0 esto implica que
e
/ e b f2 (u,v)ds = 0, para toda ¢t
o
en particular para i .
/ e~b fy (u,n)ds = 0.
o
Por lo tanto :
/ e~ fu (u,v)ds # 23. (3.18)
o
De (3.17) y (3.18) se tiene una contradiccién. De modo similar se demuestra

1a evadibilidad si —z8 > 0.

Corolario 3.1. Tomemos la ecuacion (3.14) con condicién inicial z (0) = 2°, M =
{(=,0)7 |z € IR}. Si, para toda u existe v, tal que f; (u,1,) > kz > O, para toda
u existe va tal que fz (u,v2) < —k2 < O entonces el sistema es evadible.

Demgostracion: la demostracion es ansdloga al de la Proposicién 3.4. [m]

La demostracién anterior no sirve si el subespacio M = {(z, mz)” |m € IR}.
Entonces existen condiciones iniciales en las cuales es posible la evasién.

En efecto consideremos el cociente

Jo e f2 (u,v) ds + 2§ 210
m(fa‘ e~as fy (u,u)ds+z‘,’) ¢ )

Y supongamoe que a > b > 0,m > 0. Ahora como u,v pertenecen a conjuntos
compactos y fa(u,v) es continua entonces estd acotada superiormente; decir,
existe k2 tal que f2 (u,v) < ka. Por lo tanto

¢ oo 0 R o L) k2 o
e fa2(u,v)ds+ 29 < e kds + 28 = — 8+ F 4+ 5.
o [
Sih s t der a infinito en la tltima igualdad su lmite serd 52 + 2§, asf
¢ be o ka2 o
e f2 (u,v)ds + 25 < 5= + 28 (3.20)
°
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Por su parte f; (u,v) también estd acotada inferiormente; es decir, existe una
constante k; tal que f; (w,v) = k;. Calculando y sacando lfmite al igual que
arriba se llega

m (./‘ e fy (u,v)ds + z',’) =m (ﬂ -+ z',’) (3.21)
o a
Por (3.19), (3.20) y (3.21) se obtiene

Jo e f2 (1, v) ds + 28 .. (ks + b22)
m (fo‘ e~ fy (u,v)ds + z?) = mb (ky + azl)

(3.22)
por lo cual el cocicnte estd acotado. Si tomamos z§ < 0 de tal forma que
a (ka3 4- 5z2) < 0 y z¥ de tal forma que mb (k, + azf) > 0 entonces

_[;; e~ fa (u,v) ds + z§
m (fu‘ e~ f, (u,v)ds + z‘l’) -

Por otro lado %) es una funcién creciente y continua de donde, para toda ¢

f(: e b fo(u,v)ds + 2§
m (jo‘ e—as f, (u,v)ds + z?)

ela-tit 2 (3.23)

De (3.23)

mest (L‘ e~ fi (u,v)ds + z',’) # ebt (A! e~ fa (u,v)ds + zg) (3.24)

Finalmente al sustituir (3.15) cn (3.24) se tiene m 2, (t) # z2 (¢). Por lo tanto
el sistema es evadible. o

3.2. Forma canénica no diagonal

Tomemos el sistema
2(t) = Az () +v () —u(®) (3.25)
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con condicion inicial z (0) = 2%, A= ( ¢ 2 ) w@-—u@<( MW -m® Y,
solucién ( te ) ( vz (8) = wa ()
n(0) = e (20 + ffe ™ (2) = u (a)]ds)
[£29 + 28] + fg e==" ([vn (8) — ur (] (t = 8) + [va (3) = uz (2)]) ds)

z2(t) = e**
(3.26)

Proposicién 3.5. Consideremos (3.25) con condicion inicial z (0) = 2. Si M =
{0} ¥ U C V entonces el sistema es evadible.

Demostracion: Supongamos que el sistema no es evadible, esto implica que
existe ¥ tal que z; (£) = z3 (f) = 0. De la primera ecuacién de (3.26) se tiene
z
e (z‘l’ -+ / e ™ (v — uy) ds) =0. (3.27)
o

Asf .
/ e™* (v —u;)ds = —20. (3.28)

o

Supongamos que 2 < 0, ahora como U C V dada u,; (¢) puede tomarse v, (t) de
tal manera que v; () — u,; () < 0 por lo cual e™2* (1, (¢) — w (t)) < O.

[
Asf fe=°*(vy —u)ds < O para toda ¢t. En particular para £, por lo tanto
o
3
/ e~% (v, —uy)ds # z§. (3.29)
o

De (3-28) y (3.29) se tiene una contradiceién lo que implica que el sistema es
evadible.

De la misma manera se demuestra la evadibilidad si 29 > 0. O
Consideremos el caso més general que cuando F (u, v) no lineal
z(t) = Az (t) + F (u,v) (3.30)
con condicidén inicial z (0) = 2%, 4 = ( ‘1" g ), F(u,v) = ;; 8‘:: :3 y solucién

() = (Z? + Jo e ("’:’)“3) (3.31)
z2(0) = e ([£28 + 28] + [l et (fu(, ) (¢ = 9) + Fau, )
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Proposicién 3.68. C ideremos Ia ién (3.30) y subespacio M = {0}. Si
para toda u existe v, tal que fi (u,v;) = k1 = 0 y para toda u existe va tal que
J1 (u,v2) € —k1 < 0 entonces el sistema es evadible.

Demostraciéon: Supongamos que 2§ > 0. Por hipétesis para toda u (s) existe v; (s)
tal que f; (z(9),vy (s)) = k; > O y como e % > O para toda s esto implica que
e~ fi(u (s) ,v (8)) > 0 por lo cual

¢t
20+ / e fi(u,m)ds >0
o

asi z; (t) = e** (z‘,’ “+ _[;;e""f. (e, u,)ds) > O para toda ¢t.

Por lo tanto z; (t) % O para toda t, esto implica que (3.31) nunca intersecta al
subespacio M. En forma andloga se demuestran los otros casos: 2§ < 0y 2z =0.
a

La demostracién anterior no sirve, si el subespacio M cs el eje x. Supongamos
que para toda u existe v tal que | f; (u,v}| = &k y | f2 (u, v)| = kz entonces existen
condiciones iniciales en los cuales es posible la evasidn.

En efecto, de (3.31) tomemos la segunda ecuacién y veamos si existe ¢ tal que
cumpla la siguiente igualdad

3
gnt ((zz‘,’ +20) + / e~ (f1 (1, v) (t — 3) + fa(u, .,))ds) —0 (3.32)
[}
la igualdad anterior es equivalente a
¢
(29 + z9) + / e (fr(u,v)(t —8)+ fa(u,v))ds =0 (3.33)
o
usando las hipé6tesis y calculando, la ecuacién (3.33) se escribe como
() - (@B ()
Si Ry =20+ &, Ry = & — 22 entonces (3.34) es igual a
h(t) = Ryt — Ry + e Ry = —28. (3.35)
Si R, > 0y Rz > O entonces h (t) satisface:
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Figura 3.2:

iYR(0)=0; h(t) oo sit — co

ii) h (¢) tiene un mfnimo —a. Asfsi —z] < —a entonces para toda t, & () 3%
—22 (ver Fig. 3.2).

De esta manera se concluye que el sistema no es evadible.

Al igual que antes, si el subespacio A = { (=, mzx)” /x € IR, me IR} ¥ supone-
mos que para toda u existe v tal que |f; (u,v)| = ki, |f2(u,v)| = k2 entonces
existen condiciones iniciales para los cuales es posible la evasion

Asf de (3.31) tomamos las ecuaciones y vernos si existe £ tal que 2z, (£) = mz; (¢);
es decir,

et ({20 + 28] + J§ e=** (fy () (2 — 8) + fa (u,0)) ds)

= me®°t (z? -+ _[;;e_“'f, {1, v) ds) (3.36)

usando las hipétesis, (3.36) se escribe como
t 23
et ([tz? + 28] + / ek (t — 3) + k,d.q) = me (:? + / e""kuis) (3.37)
o o
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calculando y simplificando

t(z?-kﬂ)—(k—;—h)—i- (k’—k2)+22—mz,+m—k‘—m—k'e‘"‘
a a’ a a
si y sélo si
3 k.
(2B _ (B _Ea mhYN (B Kk mEN 0 o (3.38)
a a? a a a? a a

Siz{+ & = R, 5 — 2 + ™4 = R, entonces la ecuacién (3.38) es igual a
Pyt — Rt + e Ry = mz) — 2§. (3.39)
Pero la ecuacién (3.39) se reduce al caso que ya se analizé en (3.35). Por lo tanto
para ciertas condiciones iniciales el sistema es evadible.
3.3. El caso general
Nuevamente consideremos ¢l sistema
z2(t) = Az (t) + F (u,v) (3.40)

con condicién inicial z (0) = z9 donde A € ma2x2 es una matriz que puede ser
reducida a una de las formas candnicas de Jordan a saber;

a 0O a O
(52)»(12)
con F(u,v) = (f1 (u,v), fa(u, )"
Al igual que antes, lo que se quiere es ver bajo que condiciones el sistema es
evadible, para esto se procederi de la siguiente manera.
Puesto que A se puede reducir a una de las formas canénicas de Jordan, existe
P € ma2x2 invertible y J € mgzx3 una de las formas canénicas de Jordan tal que

A=prgp. (3.41)

Haciendo el cambio de variable w = Pz. Se tiene que z = P~ 'w, derivando
2 = P~lw. Sustituyendo z = P~ !w en (3.40) obtenemos

P ) = AP 'w + F (u,v) (3.42)
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maultiplicando por P de ambos lados de la ecuacién (3.42) se tiene
W = PAP 'w + PF (u,v) (3.43)
por (3.41) y definiendo PF (u,v) = F (u,v) entonces la ecuacién (3.43) es igual a
W= Jw+ F(u,v) (3.44)
con condicién inicial w (0) = Pz (0).

Proposicién 3.7. Si A puede ser reducida a una de las formas candnicas de

Jordan y M = {0} entonces el sistema (3.40) es evadible si y s6lo si (3.44) es
evadible.

i6n: =>) Por demostrar que para toda u(t) € U existe v (t) tal que la
solucién w () de w (t) = Jw (£) + F (u (), v (2)) con condicién inicial w (0) = wq
cumple con |w ()] > 0. Pero como #(t) = Az (t) + F (u(t),v(t)) es evadible,
entonces para toda u (t) € U existe v (t) € V tal que la solucién z (t), z(0)
P lwg cumple con {z (t)| > 0 y puesto que P es invertible entonces |Pz (t)}
fw (¢)] > O.
<=) Suponemos que 1 (t) = Jw (t) + F (u,v) evadible entonces para toda
u (t) € U existe v (t) € V tal que la solucién w (t), con condicién inicial w (0) =
Pzy satisface que |w (2){ > 0. Pero jw(t)| = |Pz(t){ > 0 y como P es invertible
esto implica que |z (£)| > 0. Con esto se concluye la demostracién. o

[}

Proposicién 3.8. Sea A una rnatriz que puede ser reducida a una de las formas
candnicas de Jordan y M = {Au|A € IR} entonces (3.40) es evadible si y sélo si
(3.44) es evadible.

Demostracién: =+) por demostrar que para toda u(t) € U existe v(t) € V
tal que la solucién w (¢) de s (¢) = Jw(t) + F (u(t) ,v () con condicién inicial
w (0) = wo cumple con d (PM,w (t)) > 0.

Supongamos que d (PM,w (t)) = 0 para toda ¢, entonces Pz (t) € PM esto
implica que

Pz(t) = APu

multiplicando de ambos lados de la igualdad por P! se tiene

z(t) = Au.
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Asf z (t) € M. Pero por hipétesis d (z (t) , M) > O; es decir, z(t) ¢ M lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto el sistema evadible.

<=) Por demostrar que para toda u (¢} € U existe v (t) € V tal que la solucién
z(t) de 2 (£) = Az (t) + F (u(t),v () con condicién inicial z (0) = z¢ cumple con
d{(M,z(t)) > 0.

Supongamos que d (M, z (t)) = O para toda ¢, entonces z(t) = Au. Multipli-
cando la igualdad anterior por P se tiene

Pz(t) =P xue€ PM,

Lo anterior implica que d (PM, Pz (t)) = 0. Pero por hipotesis d (PM,z(t)) > 0
esto nuevamente nos lleva a una contradiccién. Asf el sistema es evadible. o

Proposicion 3.9. a) Supongamos que la forma candnica de A es diagonal y
M = {0}. Si para toda u(t) € U existe v;(t) € V tal que fy(u,v) = ky,
para toda u (t) € U existe va (t) € V tal que fi (u,v) < —k, y para todau (t) € U
existe v (t) € V tal que f2(u,v3) > k; entonces el sistema es evadible.

b) Supongamos que la forma candnica de A es diagonal y M = {(z,0)|z &

IR}. Si P = P‘;l ’;;: ) para toda u(t) € U existe vy (t) € V tal que

(P11 f1 + p12f2) (v, 1) = Ky, para toda u (t) € U existe va () € V tal que
(P11 i+ pizf2) (u,v2) < —Kky, y para toda u(t) € U existe v3(t) € V tal que
P22 f2 (2, v) = ka2 entonces el sistema es evadible.

c¢) Si la forma candnica de A es ( ‘{' g ) ¥y M = {0} ecntonces el sistema es
evadible.

Demostracién: La demostracién es inmediata de las Proposiciones 3.4, 3.6,
3.7, 3.8 y el Corolario 3.1. a
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A. Teoria Basica de Ecuaciones
Diferenciales

En este apéndice se verdn algunos temas de la teorfa bésica de sistemas de ecua-
ciones diferenciales lineales. En particular se analizardn los conceptos de matriz
fundamental de soluciones y la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales en
su forma no homogénea utilizando el método de variacién de pardmetros; también
se revisarg la forma candénica de Jordan, que utilizaremos en el anilisis del proble-
ma de escape en dimensién dos, que serd estudiado en el Capitulo 3.

A.l. Solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales linea-
les

A.1.1. La ect i6n homc
Consideremos la ecuacién diferencial homogénea z (£) = Az (t)

2(t) = Az (t) (A.1)
ay -t Qin
con z(t) =(z1(t),22(2), e 2a (E))T y A= : :
Any ccc Gpn
De modo semejante al caso unidimensional buscarnos 1a solucién de la ecuacion
(A.1) de la forma:
z(t) = e“u. (A.2)
Derivando (A.2) tenemos que
2 (1) = cen. (A.3)

Sustituyendo (A.2) y (A.3) en (A.l1), se obtiene

cey = Ae®v,
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lo cual se cumple si y sélo si
Av = cu. (A.4)
Antes de continuar se da la siguiente definicién.

Definicién A.1. Un vector v £ 0 que satisface (A.4) se llama vector caracterfs-
tico de A y a ¢, valor caracterfstico. Asf, cada vector caracterfstico nos genera
una solucion de (A.1).

La ecuacién (A.4), si y sélo si
Av —cv =0,
si y sélo si
(A—cl)v=0,
(I denota la matriz idéntica), si y s6lo si
det(A —cl) = 0;
al calcular el determinante se obtiene un polinomio de grado n, llamado polinomio
caracterfstico cuyas rafces son los valores caracterfsticos de A.
Antes de demostrar que, un conjunto de s vectores caracterfsticos linealmente
independientes, genera un conjunto de soluciones de la forma (A.2), linealmente
independiente, se dardan 2 teoremas que se utilizardn en la demostracion.

Teorema A.l. (Teorema de existencia y unicidad). Existe una, y sélamente una
solucién del problema con valor inicial

z(t) = Az, z(tg) = H

Mads aun, dicha solucién existe para —oo < t < co.

No daremos la demostracién, pero el lectar interesado puede estudiarla en [Br].

Teorema A.2. Sean z; (£),z2(t),..... y2x (t), k soluciones de (A.1). Elfjase to
convenientemente. Entonces zy (t), z2(t) , ..., z& (t) son soluciones linealmente in-
dependientes si y sélo si zy (to) , z2 (to) , -.-.. , zx (to) son vectores lincalmente inde-

pendientes.
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Demostracién: Supongamos que 2, (t),z2 (£) ,..... + 25 (t) son soluciones linealmente
dependientes. Entonces existen constantes c;,cz,..... » €k NO todas cero, tal que

€12y (£) + caza (2) + ... + cizx (8) =0
al evaluar en t = ¢, se tiene que

€12y (to) + c2z2 (o) + ..... + crzx (to) = O.

Por lo tanto los vectores z (ta) , z2 (ta) ,----+ . 2x (to) son linealmente dependi-
entes. .
Inversamente, supongamos que zj {£0) , zz (f0) , ..ot » Zz& (to) son vectores lineal-

mente dependientes. Entonces existen constantes c;,ca, . , ¢x no todas cero tal

Que

c1z; (to) + c2z2(t0) + -..... + crzi (to) = O.
Definamos la siguiente funcién

@ (t) = erz1 () + caza (L) + ... + cez (L) -

Esta funcion satisface (A.1), porque es combinacién lineal de soluciones y como
¢ (to) = 0. Por lo tanto, por el Teorema A.l1, ¢ (t) = 0 para toda ¢. Esto implica
que z; (£),-- -, zx (t) son soluciones linealinente dependientes. o

Teorema A.3. Si A tiene n vectores caracteristicos linelamente independientes
1y, ..., Un con valores caracterfsticos ci,cCz, ...., Cn respectivamente cntonces z; () =
e™tu,, parai = 1,--.,n son n soluciones linealmente independientes.

Demostracién: Usando el Teorema A.2, basta demostrar que z; (fg) = e™fouy,,
i=1,--+,n es un conjunto linclamente independiente, tomando,te de manera
conveniente. Sitp = 0 entonces 2, {(0) = v»,. Por hipétesis vy, -+, v, un conjunto
linealmente independiente. Por lo tanto las soluciones son linealmente independi-
entes, a

Teorema A.4. Sean v, va,..., U, Vectores caracterfsticos de A con valores carac-
.5 Cx Fespectivamente entonces vy vy, ..., son linealmente inde-




Demostracién: La prueba se hard por induccién sobre k.
Si k = 1 entonces el teorema es cierto .

Suponemos que el teorema se cumple para k = i, por demostrar que es cierto
para k =1+ 1.

Sean vy, vz, ..... ,Uiq1 cualesquiera vectores caracterfsticos con valores carac-
terfsticos distintos ¢;, ¢z, -......, Ci+1. Por demostrar que el conjunto de vectores es
linealmente independiente, para esto tomamos la combinacién lineal

U - Qg e + &xip1Vipy = 0.

(A.5)
Multiplicando por A a ambos lados de (A.5), se tiene

ay Avy + aaAvg + ... + i1 AV = 0

que es igual a

oye v+ Gacaey 4 .. + X 1C1V%isr = 0

(A.6)
Ahora (A.5) lo multiplicamos por c¢; y la restamos de (A.6) obteniendo
(c2 — c1)azvz + (c3 — c1)arava +
PECro 3,13, ....., Vi1, Son cualesquiera i vectores caracterfsticos con valores carac-
terfsticos ¢3,ca,

+ (G — ) aiiVipl = 0

s Cigy distintos. Por hipétesis de induccién los vectores son
linealmente independientes 1o que implica que

(c2 — ey)az = (ca — c1)ag = = (Cig1 — ) =0
PEro €z,Ca, «.-.v . Cix1 SON distintos .
Por lo tanto
a; = «
y de (A.5) se tiene que a; = 0. Por lo tanto los vectores caracterfsticos son
linealmente independientes. o

3 = ereeen = i1 =0

Analisemos el caso en el cual el valor caracterfstico es un niimero complejo; es
decir, A = a + i3, con 3 % 0 y el vector caracterfstico es v = v, + iv; entonces
z (t) = e*u es una solucién con valores complejos, de la ecuacién (A.1), que nos
genera un conjunto de soluciones reales linecalmente independientes.

Como se
muestra en el siguiente lema.
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Lema A.1l. Siv = u + iv, es un vector caracterfstica de (A.1) correspondiente
al valor propio A = a + i3, con B # 0 entonces
z) () = e®* (v; cos Bt — vz sin Bt), 23 (t) = e™* (v; 8in Gt + vy cos Bt)

} te independi

son dos soluciones de (A.1) con valores reales li
acién: Supongamos que z(t) = e*v es solucién de (A.1) con valores
complejos, entonces la podemos escribir como
z(2) @+ (4 + dup)

et (cos Gt + isin Gt) (v, + ivy)
e {(vy cos Bt — vgsin Gt) + i (vy 8in Bt + vz cos Gt)] .

[N

Por lo tanto
z1 (t) = e (vy cos Bt — vysin Gt) , z2 (£) = ™ (v sin Bt + vz cos Bt) .

Sélo queda verificar que estas soluciones son linealmente independientes. Dado
que v y ¥ son vectores en C™ linealmente independientes, ya que los valores carac-
terfsticos son diferentes por el Teorema A.3 las soluciones son linealmente inde-
pendientes. Con lo cual se concluye la demostracién. o

El caso que se acaba de analizar es el mds sencillo, en el sentido de que las
rafces del polinomio son de multiplicidad uno, asf si el polinomio es de grado n,
se tienen n rafces diferentes. Pero si algunas de las rafces del polinomio son de
multiplicidad mayor o igual que dos entonces el numero de rafces es menor que n
¥ por lo tanto el mimero de vectores caracterfsticos también es menor que n.

Para resolver este problema suponemos que la ecuacién (A.1) tiene & soluciones
linealmente independientes con & < n entonces se tienen que buscar las n — k&
soluciones restantes. La manera de resolver esto es la siguiente; primero definimos

e4t, donde A es una matriz, de la siguiente forma:
gui

A2 A
At
e —1+At+—§!——+ ......... + - + .. (A.7)
cuya derivada es dont
e _ Az
g = Ae (A.8)

de (A.8) se tiene que e“*v es una solucién de (A.l), para cualquier vector v % 0.
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Una vez que se ha definido e4?, se procede a encontar n soluciones linealmente
independientes de (A.1l), antes observemos que

eAty — elA~chtgelty, (A.9)
donde .
ety = I+c1t+°‘g',+ ....... Y]
= 1t +a+SE+ . IE

I

(1+Ct+#+ ...... Jv = v
Asf

ety = eteld—cht,,

Por otro lado, si al tomar un vector v tal que (A — c/)™v = 0, para algin
numero entero m entonces la serie termina despiies de rn términos; es decir,

_ 2,2 — mym
efe—eNty — [1+ (A—ene+ A ;!1) L Gl :lf) o+ ] v. (A.10)

Ahora supongamos que A tiene s6lo k& soluciones linealmente independientes
con k < n para encontrar las soluciones restantes, se toma un valor caracterfs-
tico ¢ de A y se encuentran los vectores v tales que cumplan (A — cI)2 v=0y
(A — cl)v # 0. Para cada uno de los vectores se tiene que

ety = et (v +t(A~cl)v),

es una solucién mds. Esto se hace con cada uno de los valores caracterfsticos, y en
caso de que faltaran soluciones se toman los vectores v tales que (A — c/)®v =0
¥ (A — el)?v % 0. Para cada uno de los vectores se tiene que

2
ety = e (u+t(A—cl)u+ %(A—c[)’v)

es una solucién adicional. Asf se procede hasta encontrar las n soluciones lineal-
mente independientes.

A.1.2. La matriz fund: tal de soluci yvla ién no homogénea;
variacién de parametros

Pasernos a definir que es una matriz fundamental de soluciones.
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Definicién A.2. Una matriz X(t) se lama matriz fundamental de soluciones de

la ecuacién (A.1), si sus columnas forman un conjunto de n soluciones linealmente
independientes.

Antes de demostrar que e4* se puede calcular a partir de cualquier ratriz
fundamental de soluciones, se demostrardn algunos lemas importantes.

Lema A.2. Una matriz X(t) es un matriz fundamental de soluciones de (A.1),
si y solo si X(t)=AX(t) y det X(0)# 0.

Demostracién: X(t) es una matriz fundamental de soluciones, sus columnas

definen una solucién de la ecuacién (A.1), y si X(t)=(X,(t), X2(t),...... , Xa(t))
donde

Xi(t),- -+, Xn(t) son las colurnnas entonces

X () (20, %@,

(AX,) (t) , AXa (),

A(X:(t),X2(8),.-
)

AX (t
Ahora X, (t), Xa(t),- -, X.(t) son soluciones linealmente independientes, si y
sélo si X, (0), Xz (0),:--,Xn(0) son linealmente independientes si y sdlo si det
X(0)# 0.

Lema A.3. Lafuncién et =
de soluciones.

2,3 s .
AT A es una matriz fundamental

Demostracién: Sabemos que “fT" = Ae, lo que implica que e?! es solucién de

X (t)=AX(t), y como su determinante en ¢ = 0 es uno, usando cl Lema A.2 se
tiene que et una matriz fundamental de soluciones. a

Lema A.4. Si X(t) y Y(T) son dos matrices fundamentales de solucicnes de
(A.1). Entonces existe una matriz constante C tal que Y(t)=X(t)C.

Demostracitn: Dado que las columnas X, (), X2(t), ...., Xa(t) y Yi(t),...., Ya(t) son
: conjuntos de soluciones linealmente independientes de (2.1). Por lo tanto cualquier
: columna de Y(t) se puede poner como combinacién lineal de las columnas de
: X(t), asi existen ¢}, c}, ..eone ,¢l, tales que

Yi(t) = &X0 () + G Xa(t) + ... + cd Xa(t), con j = 1,2,




entonces definimos

con C; = (¢}, by weeenn L),
Por lo tanto
Y(t) = X(t)C. [=}
Teorema A.5. Sea X(t) una matriz fundamental de soluciones de (A.1) entonces
ettt = X (t)X~1(0).

Demostracién: X (t) es una matriz fundamental de soluciones de (A.1), usando
los Lemas A.2 y A.3, se tiene que existe una matriz constante C' tal que

et = X(t)C,
calculando en t = O se tiene J = X(0)C, de donde C = X~!(0). Por lo tanto
et = X ()X '(0). o
Para resolver el sistema no homogéneo
z=Az+ f(t), z(to) = z, (A.11)
usaremos el método de variacién de pardmetros.
Supongamos que 21(t), za(t),...... » Zn(t), son soluciones linealmente independi-

entes del sistema homogéneo y que la solucién general es cyz1(t) +caza (£) + ... +
cn2n (t) , entonces la solucién de (A.11) debe ser de la forma

z(t) = u  (£)z (L) + e -+ 1, () zn(t)

6 bien
z(t) =Z(t)u(r)

con

Z(t)=(z1(t),za(t) s ceccr Zn (£)), u (2) = (w2 (2) ,u2 (£),..
Puesto que es solucién de (A.11) debe satisfacerla; es decir,
(Z(e)iz()) = AZ(tyu(t) + f(e)
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de donde
Z(t)u(t) + Z(t)u(t) = AZ(t)u(t) + f(£) {A.12)

y como Z(t) una matriz fundamental de soluciones del sisterna homogéneo

entonces
Z(t) =AZ(t) (A.13)

sustituyendo (A.13) en (A.12), se tiene
AZ(t)u(t) + Z(t)u(t) = AZ(t)u(t) + f(t)

que es igual a

Z(t)u(t) = f(t) (A.14)
y dado que las columnas de Z(t) son linealmente independientes entonces existe
Z-1(t). Asf

a(t) = 27N t)f(2) (A.15)
integrando (A.15), de o a t, se obtiene
S i) = L2 [(9)ds
u(t) —u(t) = [, ,2Z7'(s)f(s)ds
u (t) = u(to) + [ 2" (s) f(s)ds

27! (to) zo + [y, Z71 (s) F (s) ds
¥ por lo tanto
2(t) = Z(D)u(t) = Z()Z~ (to) + Z(t) /‘ 2Z-(s) f(s)ds
Si Z (t) = e“* entonces
= eAtg—Ato At ‘6_4. s
z(t) = e zg + € -/‘; f(s)d

&6 bien .
2(t) = ettt 24 4 / et f(s)ds . (A.16)
™

la cual es solucion de (A.11).

66



A.2. Matriz de Jordan

Dada una transformacion lineal, 77 : V — V con polinomio caracterfstico f y
rafces en un cierto campo X, se quiere ver si es posible expresar a V' como suma
directa de subespacios cfclicos invariantes, donde la matriz de T estd formada por
submatrices de Jordan, que corresponden a las matrices de la transformacién T°
restringida a cada uno de estos subespacios.

Para esto iniciaremos con la siguiente proposicién.

Proposicién A.1l. SeaV =V, o Vo @D ....... @&V, yT:V — V lineal, tal que V;
es subespaciode V ydimV, = r; ,i = 1,2,.....,.n. T(V) C V; si y sdlo si existe
una base 3 donde la matriz asociada a T es de la forma

AL O ... 0
0 Az 0
T), =
Tl i 0 . o
0 ... 0 A,

con A : V; — V; ¥ A, es una matriz de r; < ry.

Demostracién:=»>) Sea 3, basede V;, i = 1,2, ..., n esto implica que (3, 8, ..., Ba)=

B es una base de V con B, = (a},a}, ... ,ay,). La matriz asociada a T en esta
base cs
A 0 ... ©
m=1 ¢ 4 °
H 0 . 0
0o -.- G A,

<=) Supongammos que existe una base 8 de T donde la matriz asociada a T" es
de la forma anterior, esto implica cue existe una particién de G, decir,

Bi = (B4, 8%, ..o BL)

base de A4, con i = 1,2,....,n. Definimos V; el espacio generado por 3;, i =
1,2,..,nyV=VoV:® .V, porque dim V' = dim V; +dim Vi +..... +dim V,,
2 (B11 B2, -, Ba) = B y T(Vi) C Vi porque asf s construyé Vi. O

De lo anterior observamnos que
det(T — AI) = det(A, — Al)det(Az — AT)...... det(A, — AT)
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el cual es el polinomio caracteristico y su factorizacién.

Lo que ahora se desea es hallar los factores irreducibles del polinomio carac-
terfstico, los cuales nos pueden dar informacién sobre la descomposicion de V en
suma directa de subespacios invariantes, con lo que se obtendri una representacion
matricial de la transformacién lineal; esta representacion matricial estard formada
por submatrices.

Definicién A.3. Sea V un espacio vectorial y T un operador lineal sobre V', y
W un subespacio de V. Se dice que W es invariante bajo T si, para toda o de W
el vector T'(a) estd en W; es decir, si T(W ) estd contenido en W.

De la definicién anterior se pude ver que T (W) C W. Por lo tanto si P(-) es
un polinomio
P(TY(W) o W
ysi

entonces
P(T) = anT™ 4+ any T+l + a1 T + ao.

Proposicién A.2. SeaT : V — V lineal , dimV = n y P, P, P, polinomios
tales que P = P,.P; y P, P primos relativos; es decir, (I, P;)= 1.
Si P(T) == 0 entonces
V=ViaV:
T(Wi) c W
T(Vz) c V2
donde
Vi = ker Pi(T) = ImP(T)
Vi = ker Po(T) = ImP(T)
Demostracién: Como (P (T"), P2 (T))= 1 entonces existen dos polinomios
a (T),
g2(T), tales que
NP+ g P =1,
asf se tiene
G(T)P(T) + g2 (T) Po(T) =1 (A1T)
g(TYPI(T)(v) + 92(T) Po(T)(v) = v. (A.18)
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Definimos
Vi =ker B (T),Va =ker P (T) ~
los cuales son subespacios de V. Se probard que

V =ker P, (T") @ ker P (T) .
De la igualdad (A.18) se tiene

N (TR (T) (V) + g2 (T) P2 (T) (v) = v,
Por demostrar que
91 (T) P(T) (V) € ker P2(T) .
Para esto a g; (T") P, (T) (v) le aplicamos P, (T") . Ast

PRMa@ AT = a1 (T)A(T)R(T)v
= @ (T)YP(T)»

y como P (T) = 0 entonces
P (T g, (T) P (T) (v) = 0.

Se concluye que g (T") P, (T") (v) € ker P (T') . De la misma manera se demuestra
que g2 (T) P, (T} (v) € ker P, (T') . Por lo tanto

V =ker £, (T") + ker P2 (T) .
El siguiente paso es demostrar que si » € V; MV, entonces v = 0.
Como
v =g {(T) P (T) (v) + g2 P (T) (v),
y v € Vi N Vo, es decir, » € ker P, (T") Nker P, (T) entonces

v=g1(T)0+ g2 (T)0O =0

Lo anterior implica que la suma es directa,

Ahora se verificard que los subespacios V), V2 son invariantes; es decir, que
T (Vi) C Wi v que T (V) C Va.

Sea v € V; = ker P, (T') esto implica que P, (T") (v) = 0. Aplicando T se
obtiene T (£, (T') (v)) = 0, pero T (P, (T)) = P, (T") T entonces
T(P (T)(»)) = P, (T)T (v) = 0. Por lo tanto 7" (v) € ker P, (T).
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Similarmente se dernuestra que 7" (V2) C V4,
Por dltimo, dado que v € ker P (T") y como v = (g, (T) P (T)+g2(T) P (T)) (v)

entonces
v = go (T) P2(T) (v) = P2 (T)(v) 92 (T) (v)
v =P, (T) (92 (T)) (v)

de esta manera v € P, (T') entonces ker P, (T") < Im P, (T) y como

dimV = dim ker % (T") + dimimFP (T)
dim V = dimker P, (T") + dim ker P (T")

simplificando se llega a que
ker P (T) = ImP(T)

y de modo similar
ker Py (T') = I'mPy(T). o

Corolario A.1. Sea V un espacio vectorial sobre C, T : V — V lineal y P un
polinomio tal que P(T) =0Q

P()=(z—c)" (z —ca)™ ....... (x — ea)"
es su factorizacion en C, con ¢, €z, ..., Ca Sus rafces diferentes. Sca V, = ker (A — ¢, )%
entonces V=V, @ Va®....... @eV,y A(V))C V.

Demostracién: La demostracién se hard por induccién sobre las raifces ¢,, i =
1,2, ...,

Si ¢ = 1 se cumple el corolario .

Supongamos que el corola.no es cierto para i = 1,2,....,n — 1 esto es; que si
P(T)=0con P(x) = (£ — e1)® (x — e2)* ... (£ — Cpe .)"~— y Vi = ker (A — cl)™
entonces

V=VieVee.... B V.
Por demostrar que cl corolario se cumple para i = n.
Supongamos que P (z) = (z — ;1) (z — e2)¥? ... (z — ¢.)*" entonces defini-

mos P (z) = P, (z) % (x) donde

Py () = (z — )" (z — )™ ..

Pa(z) = (z — )™
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Y COmO €1,€2; ..., & SON distintos esto implica que (P, (x), P; (x)) = 1. Definimos

V= ker P, (T"), V" = ker P (T)

donde V' = ker (T — c1D)* 4 ker (T° — cI)** + ... +ker (T — cp NP y V7 =
ker (T — e I)".

Usando la Proposicién A.2, se tiene

v=vVev"

6 bien
V=VidVead...... @ Va.
S¢lo queda verificar que T (V) < Vi. Seaw; € V| = ker (T — c.-I)"‘ = ker( B (T7))
entonces

(T —ch* v, = B (T)v, =0
aplicando T se tiene
TP (T)(v) =0

y como TP, (t) = P, (T)T entonces P, (T) T(v.) TP (t) (v)
T)ekerP(T)=V; ,coni=1,2,....,n

Notemos que la descompomcxén depende de P, si f es el polinomio caracterfs-
ticode T y f (T") = O entonces solamente se aplicarfa el Corolario A.1 para P = f
¥y se tendrfa que ¢l espacio V se puede expresar como suma directa de subespacios.
Como hasta ahora no se sabe si esto es cierto, tomamos el polinomio de grado
menor del conjunto {77 | P(T) = 0} . Se denotari por q al polinomio ménico de
grado minimo que cumple con q (T). = 0. A g se le lama el polinomioc mf{nimo de
T.

= 0. Por lo tanto

Teorema A.6. (Teorema de la descomposicién prima). SeaT : V — V lineal
sea f su polinomio caracterfstico y q su polinomio mfnimo, si

g(z) =(z - ) (z — )™ ooz — )™

entonces

DVv=VieVue.... D Vi, Vi = ker (T — )™, A(V)) C V;.
El polinomio mfnimo de V; es (x — ;I)™.
Hf@)=(z—ca)Y""(z—ca)™.cccc. (T — )™, My +Ma+ ...+ Mg =n,dimV; =
my.
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Demostracién: Usando el corolario anterior sélo queda demostrar que el polinomio
mfnimo de V; es (x — &)™ y todo (ii).

Sean P P,,..... , Pi los polinomios mfnimos de V, Vi, ...... » Vi .Por lo tanto
Py(TYa)=0
para o € V;, asf
P;(T) Pi (T)(a) =0
si ¢ € V. Por lo tanto
P(T)FRA((T) ... Pu(T) (e) =0,
siae€ V.
Definimos
P(TY=~A (TYR(T)....... P (T)
de esta forma
P(TYv=P(T)(ay 4+ az + ........ +ax)=0a: €V,

como P (T) = 0 entonces g el polinomio minimo divide a P que es el producto de
las mfnimas.

Por otro lado, F; el polinomio mfnimo de V; debe dividir al polinomio (z — ;. I)™
de esta manera

P (x) = P, (z) P (x) ...... Po(z) =(z—a) (z—a)™ ... (x — c)
q(x) = (x —c) (z—ec2)™ .o (x — cx)"

conr; < o y a; < ;. Por lo tanto o, = r; para toda i.
Por demostrar (ii). Se debe de demostrar que la factorizacion de f es

f@) =(z—a)™ (£ —c)™ .oeeeees (z — )™
y ademss
dimV, = m,.
Sea ¢ rafz del polinomio mfnimo; es decir, g(¢) = 0 si y s6lo si ¢ es un valor
propio de T.

=) Supongamos que g {c) = 0. Usando el teorema del residuo se tiene q ()

= (z —c) h(x) con gr (h) < gr(9) y h(T) # 0, asfexistev € V tal que h (T) v # 0,
por lo tanto

0=q(T) = (T —cl) h(T) (v)
0= (T —c)[h(T) ()],
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1o que implica que & (7" (7)) es un vector propio de T' con valor propio ¢
<=) Si T (v) = cv, ¢ valor propio v # 0 entonces

q(T) (v) =q(c)v
lo que implica que g (c¢) es un valor propio de la transformacion g (T") .

Por otra parte q (T") = 0 entonces g (c) = 0 poque v # 0. Por lo que c es una
rafz.

De esta forma f y g tienen las mismas rafces, sin tomar en cuenta la multipli-
cidad. S6lo queda demostrar que dim V; = m..
Siv=VvieVe.

.. @ Vi entonces la matriz asociada a la transformacién es

A, O ... ©
0 A O i
H o . o0
0 -.. 0 A

con f () = det (A, — zI)det (A — z=I)

...... det (Ax —zl) = (x — )™ --- (& — cx)™.
As( se concluye que

dim V, = m;
¥y como .
dimV =dimV; +dimV, + .+ dim Vi
n =1, +mz+ ........ + M.
El polinomio f tiene grado n. o

Teorema A.7. (Teorema de Cayley-Hamilton). Si f es el polinomio caracterfs-
tico de T entonces f(T') = 0; es decir, el polinomio mfnimo divide al caracterfstico.

La demostracion es consecuencia inmediata del teorema anterior. o

Definicién A.4. Sedice que T € L(V, V) es nilpotente, con fndice de nilpotencia
P, si y sélo si

(i) T?(v) =0 para todave V
(ii) TP~ (v) # O para alguna v € V.

Supongamos que g(z) = =™ y gq(T) = T con m = p, q(T) = 0y T es
nilpotente con fndice p si y s6lo si ¢ (x) = zP y como el gr(q) < gr(f), entonces el
polinomio caracterfstico de una transformacién nilpotente es

f(xy=z"conm =p.
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Reciprocamente, si las rafces son cero su polinomio caracterfstico es de la forma
™ y por lo tanto es nilpotente.

Proposicién A.3. Sea T : V -— V una transformacion lineal nilpotente, con
fndice de nilpotencia p. Si v € V es tal que T?~! (v) #% 0 entonces

{v,Tv, T?v, ..., TP v}

es un conjunto linealmente independiente.
Demostracién: Supongamos que el conjunto es linealmente dependiente entonces
agv +ayTv + ..., + ap 1 T* v =0

sea a; el primer escalar distinto de cero

y aplicamos TP-7~ v

;TP + e +ap TP 7720 = 0,

obteniéndose a; TP 'u = 0, con a; # 0 entonces TP~!v = 0, lo cual es una con-
tradiccién. Por lo tanto el conjunto es linealmente independiente. [=]

Sea W el espacio generado por {v,Tv,T?v, ....,TP~'v}. Es claro que W tiene
dimensién p y dim W < dim V entonces p < m es decir, el polinomio mfnimo no
coincide con el caracterfstico por lo que tenemos que hallar W! tal que ;

V=wow!

donde W es invariante y se desea que W! también lo sea, para que se pueda
representar por submatrices, esto se da en el siguiente teorema.

Teorema A.8. (Trorema de la descomposicion cfclica). Sea T : V — V una
transformacion lineal nilpotente con fndice de nilpotencia p; es decir, T? = 0 y
TP ! 3 0, entonces existe una base de V tal que

Vv=VieVs..
dimV,=n,,i=1,2,....,7,p
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¥ T tiene con respecto a esta base la sigui repr i6n matricial por sub-
matrices: )

M, o
7] =
] M,
M, esden; x ny, ny = ng = ..... 2 n,
o o
M, = ..
o 1
Los niimeros ny = nz 2 .... = n, son iinicos y se llaman los invariantes de T'.

T restringida a V; es nilpotente con fndice n; y se puede hallar o; € V; tal que
@i, Ty anene , T~ lo; es una base en V;.

Demostracién: La demostracién se hard por partes.

Sea W el espacio generado por v, Tv,...., TP .

Afirmacién 1 SeaweWysnT""‘(w)—O O<k<p,cxxstevoeWtalque
T* (1) = w. Ya que v, Ty, ... ,T* v es la base de W

aplicando TP—*

0 = T7% (w) = agT? *(v) + ...... + a2 TP (v)
pero TP—*(v), ...... , TPt (v) son linealmente independientes lo cual implica que
ag = Q) = ...... = Qg1 = 0.

Por lo tanto

w=a,T*(v) + ..
w = T* (ax(v) + ..

o ap TP (1)
P C o))

de lo anterior definimos vg como:
vo == ax(v) + ...... ap  TP7*1 (v)
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el cual cumple con la propiedad.

Afirmacién 2. Si W un subespacio invariante de 7" , entonces existe W 1
invariante bajo T y V = W @ Wi,

Si dimV =1 el resultado es claro. Supongamos que vale para dim V' < n, asf
tenemos W subespacio invariante bajo Ty supongamos que W! es otro subespacio
invariante y WnNW! = {0} siendo W' el de maxima dimensién con csta propiedad
vamos a probar que V' = W @ W!. Supongamos que existe z tal que z ¢ W W1,
Como T? = 0 y W es el generado por v, Tv, ..... TPy, existe 0 < k < p tal que:

T*)eW +W LT (z2) ¢ W +W'i=1,2,..,k—1,
entonces existe w € W,w! € W' y T* (2) = w + w' aplicando T7~*
0 =T "%y + TP *uw'
y como W nW! = {0}
TP *w = 0.

Asf por la afirmacién 1 existe wg € W y T* (wp) = w, sea z; = z — wp tal que

DT () =uw'y z, ¢ W!

E) T () e Wrsim 2k, Tz ¢ W! sii<k.

Sea W el subespacio generado por

Wty {21,Tz, .. , Tz}, :

como z; ¢ W! entonces tenemos dimW! < dimW : W es invariante bajo T
Y como W' cs el que tiene mixima dimension que W N W' = 0 obtenemos
Wnw #o. -

Sea b= w! + a2y + a2T2) + ... + a1 T*"'z;, donde w e Wrybe WNW,
b # 0, w! % 0. No todas las a; son ccro, asf hay una a; no nula digamos a,,1 <
s<k—1

b= w4+ a, T2y + ceoeee. + ap1T* 12,
b=w!+T*as+a,nT +. + ax T~ (z1) .
Notemos que

a, + a1 T+ ..

es invertible ya que h = a,1T + ...... + ax— T* -1, cumple con h* = 0.
Por dlgebra elemental sabemos

e ap TR

1 T x* P *xT*
ara) g-g@to — e GO T ) =1 (D
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al substituirxr =h y a=a,

(a.+h)(ul.—.

sea Q = a, + h entonces su inversa es

k1 5T
w4+ (—1) ? =TI,

11,
e (—1)% ‘Fh“ 1,

Q™! es un polinomio en T
Luego W, W! son invariantes bajo @~! usando

b=1w, + T* (a, + ..

v Qg T*? (1)) = w +T'Q(z1),
aplicando Q! se obtiene

Q- (k) Q7 (w!) + T* (1)

Q= (w') + T* (2) — T* (wo)

[

donde z; = z + wp, despejando

T (2) = T" (wo) — @ 'wy + Q71 (b),
b € W esto implica que Q! (b) € W, wo € W esto implica T* (wp) € W, w € W
entonces Q! (w!') € W, luego
T*(z)eW+W'ys<k—1
y s < k — 1 1o cual es una contradiccién. Por lo tanto tenemos que V = W @ W1,
Afirmacién 3. Si tenemos W, W! subespacios invariantes, V = W e W?! y T°

es nilpotente, entonces T restringida W?! es nilpotente y la matriz de T respecto
a la base de W {v,T v, ..... ,ITP"'v}, n, =p, es:

] 4]
1

Mo, = . .
o 10

T tiene una representacién con respecto a {v,Tv,

W?! como
M, ©
0 A )
7

7

..... ,T™ "3} y cualquier base de
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+ Vi subespacios

Afirmacién 4. Usando induccién, tenemos que existen V),

invariantes de T" en donde cada V, tiene una base de la forma :
B; = {a, T, ..... ST}
dimV,=n,p=n, 2nz2 > ..... = n,.

Tomando {8, 8z, ....., B} es una base ordenada para V, V; tiene como polinomio
miniro al fndice de nilpotencia de 7 restringido a V; o sea n;; n, = dim V; que es
igual al fndice de nilpotencia de T" en Vi, que es igual al polinomio minimo de V;,

Afirmacién 5. Con respecto a la base sefialada { B, B2, ,B.},T tiene asocia~

da la matriz.
M, [s]
o] M.,
con
0
1
M,, = ..

0 1

yn, =ng =... =N,

Afirmacién 6. La descomposicién de V' es unica; es decir, si
V=VieVied...oW
V=W eoWw,d...eW,

con las mismas propiedades entonces { = r y dimn W; = dim V (i).
,T"~1v} genera un espacio de dimensién A y

Observemos que si {v, Ty, .......
aplicamos T*{T*u, T*+, ..., T~ 11} este genera un espacio de dimensién & — k.
Si tuvieramos dos descomposiciones entonces
V=VieWVe..aV, dmV,=n,n 2n2 > ... =y
V=weoeoW:a..oeoW, dmV,=mm =>mz > ... >my

Supongamos que existe un fndice fijo i, tal que
Ty = 7,2 = N2,.eeeeen, VTG < Ty, (A.19)

aplicamos 77™ a las descompuosiciones




Viendo sus dimensiones tenemos que

dim ™V = (ny — ) + (na — my) + .
dim T™V = (m; — my) + (M2 — m;) + ..

Del primer renglén obtenemos

dimT™V = (ng — 74) 4+ e + (ns — my) (A.20)
Y COmO M) = 1} M2 = Ng,....... m,_) = n,.; de (A.19) se sigue que

dimT™V = (n; — ) + ...... 4+ (rriy —m5y) . (A.21)
Como m; < n;, n; — m; > 0 de (A.20) y (A.21) es claro que
(71 — M)+ (ng — my)+...... H (i — ™) < (y—m) .. + (i~ — M)+ (n — my),
O sea
dim7T™V < dim7T™V

lo cual es una contradiccién.

Los mimeros n; = n; = .... = n, que son \inicos se llaman los invariantes de
T. =]

Proposicién A.4. Dos transformaciones nilpotentes Ty y T; son semejantes si y
solo si tiene los mismos invariantes.

Demostracién:=>) Si son semejantes el Teorema A.8 nos dice que tiene los mismos
invariantes.
<=) Supongamos que tienen los mismos invariantes n; > ng = .... > n, en-

toncessi V=VieVed .. &V, condimV, = n, una descomposicién V oen la
que Ty y T: tienen asociada la matriz:

MM, 0
V] M,

Si v, v2, ...., U €S una base de V asociada a la transformaciéon T} y wq, wa, ....wy,
es una base de V asociada a la transformacién T;. Definimos Tav, = w,; para toda
iy Ty lw; = vi. Asf Ty = T3 'T3T5. Por lo tanto son semejantes. [=]
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Notemos que n,, na, ...., 1, son tales que n; + ny + .... + n,. = n y si damos un
conjunto {rm,,ma,....,7} que cumplen con m; > M2 > ... > my = n, podemos
dar una clase de semejanza de transformaciones nilpotentes que los contengan
como invariantes donde m, es el fndice de nilpotencia de 7.

De esta forma en las matrices de nn x n hay p (n) clases de semejanza de matrices
nilpotentes. p (n) el mimero de particiones de n.

Los resultados que hasta ahora se tienen son:

Si 7T :V — V es una transformacién lineal con dimV = n, y ¢z, ..... s Cx SON
todas las rafces caracterfsticas y tiene a

f(@) =(z—c))™ (z —e2)™ ....... (x — cx)™*
como su polinomio caracterfstico y a
q(x) =(z—e1)" (2 —e2)? e, (z — )™
como su polinomio mfnimo,

V =ker (T — 1 1) @ ........ ® ker (T — ¢, I)™

cuya representacién matricial por bloques es:

D, o]

o] Dy
con D; matriz de m; x m; y dimker (T — ¢;I)™ = m,, D, es la transformacién T
restringida a V; = ker(T — /)™ y D; = T — I ademds D]* = 0y D! #
0; es decir, las submatrices D, son transformaciones nilpotentes con fndice de

nilpotencia r;.
Si tomamos Dy =T — eI, D; : V; — V; entonces T = D; + ;I en V; , por lo
tanto para toda v € V
V=Wi+Va+ ... + Vi

y
T(v) = (D1 +cyl)vy + (Dz+cal)vz + ..... + (Di + cid) vn

en otras palabras

T=(D+acal)+(Dz+cal) + .cc. + (Dx +cil).
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Por otra parte, usando el teorema anterior se tiene que V; se puede descom-
poner en sumas de subespacios cfclicos invariantes;

Vi=Ng ®@Na®D....... @ Ny

donde los invariantes son la dimensiones de los subespacis
«.e. = 1y, , la representacién matricial de

Nyyri=mn, >2n, 2

i 0
ol =
o <
y de
Mo, 1]
D; = -.
V] M,
con
0 0
1
M, =
1] 1 0
asf D + o;I : Vi — V; tiene la siguiente representacién matricial
My, +oed
[Di +cI] = ..
M, +acl
con
< [+]
1 -
M,.‘) 4ol = B 3
[4) 1 o

las submatrices M, + ¢/ se llaman submatrices bésicas de Jordan y como

T = (D) + &) + <o + (Dx +cid)
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la matriz asociadaa T en V es

Ay o
7] = -
o Ax
donde A; esdem; x my y
[ o]
1 -
. . 1y, X Ny, o
Q 1
A = ..
o )
4] L _.' . Ty, X T2,
o] 1 o

Donde cada A; la transformacién T restringida al subespacio V; y en V;
tomamos la base antes mencionada para que A; tenga una representacién matricial
de la forma

para toda i y

En suma se ha demostrado que la idea bisica de la forma canénica de Jordan
es: Dada 7" : V — V lineal y tal que todas las rafces del polinomio caracterfstico
estén en el campo de los escalares, es posible expresar a V como suma directa
de subespacios cfclicos invariantes y donde la matriz de T toma la forma de sub-
matrices, cada submatriz es una submatriz bdsica de Jordu.n y corresponde a la
transformacién T restringida al subespacio cfclico.
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