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INTRODUCCIÓN 
El hombre. en su búsqueda por Ja comprensión y predicción de los fenómenos fisicos. ha 

creado modelos matem;iticos para poder representarlos. Dichos modelos tratan de carac~crizar el 

fenómeno al definir Jos distimos factores que intervienen en el mismo. A estos factores se les 

denomina parámetros. y es panir de sus valores. que se logra predecir de alguna manera el 

fenómeno fisico El procedimiento anteriormente dcsc1ito se denomina una metodolog.ia directa 

de modelación. Si consideramos una modclación directa ideal (!!>in crron.:s). la única condición 

necesaria para lograr una predicción adecuada Je Ja 1calidad seria la de utilizar los valores 

correctos de los parámetros. por lo cual no es recomendable suponcdos arbitrariamente. Cuando 

por algún motivo estos valores no son conocidos. o no es posible medirlos directamente. una de 

las fonnas para establecerlos es el inferirlos a partir de las manifestaciones que pretenden predecir 

Lo anterior se conoce como una metodología inversa de modelación Debe tomarse en cuenta que 

csta."i metodologías no siempre son exactas. ya que su aplicación se enfrenta a las limitaciones 

impuestas por Jos errores en l<ts teorías utili7adas para la predicción y los errores en las 

mediciones a panir de las cuales se infiere. 

Por otra parte. desde mi punto de vista se puede considerar que la Ingeniería. al dar 

solución a problemas prilcticos mediante Ja aplicación de teorías que pretenden predecir 

determinados fenómenos fisicos. es el agente que logra integrar a la realidad y a Jos modelos 

matemáticos que intentan representarla En el caso de la lngcnicria Civil. dichos modelos se 

utilizan en la realización de obras de infraestructura. las cuales son fundamentales para el bienestar 

humano. Por lo tanto. uno de los aspectos básicos para el desarrollo de la infraestructura de 

cualquier país. será que dichas obras sean diseñadas de forma apropiada para poder cumplir con el 

p.-opósito por el cual fueron concebidas. En consecuencia. se comprenderá la necesidad de una 

adecuada aplicación de los modelos. y por ende. el uso de los valores correctos de los para.metros 



involucrados en los mismos. 

Debido a la importancia de Jo expuesto en el piu-rafo precedenle. el objetivo de esta tesis 

seni discutir la aplicación de la metodologia inversa en la es1imación de par3.me1ros utilizados par-a 

la solución de problemas de lngenicria Civil. y analizar un caso como ejemplo 

El esquema de este trabajo es el siguiente. En el primer capitulo se hace una introducción 

a los conceptos fundamentales y formas de solución de Ja mctodologia inversa~ asi mismo. se 

discute su aplicación en Jos distintos ámbitos de la Jngcnieria Civil. En el capilulo 2 se presentan 

las bases teóricas del procedimiento inverso que aqui se aplica, denominado ~·método variacional 

adjunto" y cuya implementación requiere de procedimientos de optimización clásica. En el último 

capitulo se aplica el esquema variacionaJ para obtener el coeficiente de dispersión de 

contaminantes en pruebas realizadas sobre un canal de laboratorio. Finalmente .. se presentan las 

conclusiones del trabajo. 
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l. PROBLEMAS DIRECTOS y PROBLEMAS 

INVERSOS EN LA INGENIERIA CIVIL. 

1.1. Definiciones y f"onnas de solución 

La problcmitica involucrada en el desarrollo de un modelo matemático que represente a 

un sistema fisico tiene como punto de partida el definir dicho sistema a travCs de los distintos 

elementos que logran describirlo completamente Estos elementos se denominan par3.mctros del 

modelo y. en casi todos los casos. pueden ser obtenidos <le forma dil"cCta. Una vez que se ha 

caracterizado el sistema, es posible establecer ciertos parilmctros •·ctc intcrCs". cuyo valor sea 

necesario predecir para distintas condiciones del medio. Estos para.metros de "intcrCs .. se definen 

de tal forma que dependan de los del modelo. y en general pueden ser medidos por lo que se les 

llama panimetros observables 

Los conceptos clit.sicos de problema directo y problema inverso se originan a partir de la 

forma en que se utilicen los dos tipos de parámetros anteriormente definidos para logmr n1odelar 

un aspecto del íenómcno fisico que se cstC analizando. De esta forma. resolver el problema 

directo consiste en predecir los valores de los parámetros observables dando valores arbitrarios a 

los parámetros de modelo. utilizando para ello cicnas leyes fisicas que los relacionen. Por el 

contrario. resolver el problema inverso consiste en inferir (mediante ciertas tCcnica<>). los valores 

de los parámetros del modelo a partir de valores medidos de los paramctros observables. 

En otras palabras. se puede establecer que el proccdimi.cnto utilizado para el an;ilisis de un 

sistema fisico puede ser dividido en tres aspectos· 

• Paramctrización del sistema· consiste en d descubrimiento de un grupo panicular de 

parámetros del modelo cuyos valores caractericen al sistema desde un punto de vista dado. 



• Modelacióo directa: es el descubrimiento de las leyes fisicas que permiten, dados los valores 

de Jos paril.metros del modelo. hace.- predicciones de los para.metros observables. ya sea que 

existan o no las condiciones pa.-a medir estos últimos y poder comparar lo calculado con lo 

medido. 

• l\1odelación inversa: consiste en uiili7..ar los resultados de algunas mediciones de parámetros 

observables para inferir los valores de los para.metros <ld modelo De esta fom1a, se podrá 

deducir el valor correcto de los par:imctros de modelo a partir de Jo medido. 

Se hace notar que las dos primeras etapas ~on de carUcter inductivo (van de Jo particular a 

Jo general). mientras que la tercera es netamente deductiva (va de lo general a Jo particular) 

Por Uhimo. es necesario mencionar que el principal problema al que se enfrentan ambos 

tipos de modclación consiste en la posible sobrcdetcrminación o indctc.-minación de Jos 

parámetros que se pretenden predecir o inferir. En el caso de la indeterminación. Csta es debida a 

dos factores: Ja falta de datos suficientes y las incertidumbres experimentales En el primer caso se 

tiene un número indefinido de solucio11c3 y se requiere de información adicional para hacer el 

problema más especifico El segundo t;1ctor está relacionado con la incertidumbre en el 

conocimiento. Los valores observables o datos siempre tienen incertidumbres experimentales y la."i 

teorias fisicas que permiten la solución del problema directo son aproximaciones de una realidad 

mas compleja 

1.1 .1. Solución de un problema inverso 

La solución de todo problema inverso tiene como objetivo bit.sico el transforir información 

desde los datos a los parámetros del modelo Las metodologías inversas logran dicha transferencia 

utilizando los tres aspectos siguientes 

• Información experimental. relacionada con los valores reales de los parámetros observables. y 

obtenida a partir de mediciones experimentales o en campo 

• tnfonnación anterior. obrenida de fonna independiente a tas mediciones y que corresponde a 

los parámetros del modelo Por ejemplo. en el caso de un proceso iterativo. la información de 

Jos parámetros del modelo generada en la iteración previa a la que se esta anafi:l'ando es la 

infonnación anterior que !'.C dispone de los mismos 

• Aspecto teórico~ el cual implica establecer las leyes fisicas que relacionan los parámetros del 

modelo con Jos para.metros observables o datos 



Estos tres íactores son los elementos b3.sicos de toda modclación, y Ja Jbrma en que se 

empican es lo que diferencia a Jos distintos procedimientos con los que se aplica la metodologia 

inversa para la solución de problemas. 

Antes de pasar a la descripción de dichos métodos es importante tomar en cuenta Jos 

siguientes conceptos para el análisis de solución de toda tCcnica inversa (la justificación teórica de 

estos conceptos se puede encontrar en Tarantola ( 1987))· 

• Estabilidad: es la propiedad de un procedimiento de ser insensible a pequeños errores 

aleatorios en los valores de los datos Si la información anterior en el espacio del modelo se 

utiliza de manera apropiada. se garantiz..a la estabilidad 

• Robustez. es la propiedad de una mctodologia scgUn Ja cuaL esta es insensible a un nUmero 

pequeño de grandes errores en el grupo de datos 

A continuación se presentan algunas de las tCcnicas que pueden ser utilizadas para resolver 

un problema inverso 

l. Soluciones analíticas 

Se desarrollan en los casos donde es posibJc obtener una expresión anaJítica que relacione 

los tres factoTes fundamentales de toda solución inversa mencionados prcvlarncnte (experimental. 

anterior y teórico) 

11. Exploración sistemática del espacio del rnodclo 

Si el número de parámetros del modelo es pequeño (~4) y predecir por medio de 

correlaciones fisicas el valor numCrico de los para.metros observables no resulta muy complejo. se 

puede definir una malJa sobre el cs¡ .. acio del modelo y prcdc:cir los para.metros en todos los nodos 

de la malla~ luego. utilizar estos resultados de fonna directa para discutir la infbrmación obtenida 

sobre los parámetros del modelo 

III. Método de prueba y error 

Si m representa un valor arbitrario de un parámetro del modelo. d>b.. los valores 

observados de los datos y d.:.., 1 -;-, f{m) los valores predichos a partir de m. Entonces. el método de 

prueba y error se inicia desde algún "alor m.,. se calcula d .. ,.1= f{m.,). se compara do;.a1 con d..t-. se 

apela a la intuición fisica para escoger un nuevo valor m 1 para el cual flmi) ajuste el dato 

observado mejor que f(rn..). Se itera hasta que :.uccsivas modificaciones en el valor del parámetro 

del modelo no mejoren significativamente cJ ajuste entre Jos datos obsen.rados y los computados 



IV. Métodos Monte Cario 

Si el nUmero de parámetros es grande y el predecir por medio de correlaciones fisicas el 

valor numérico de los parámetros observables no es complejo. la exploración del espacio del 

modelo puede ser rcmplaz.ada ventajosamente por una exploración aleatoria (o J\.1onte Cario). 

V. Cómputo del punto de rná...ximo valor esperado 

Generalmente no se tiene un nUmcro pequeño de para.metros y el cálculo de los 

paréi.metros observables para cad.a par-á.n1ctro del modelo es complejo. La Unica aproximación 

prá.ctica en este caso es tratar de dclini1· una c~tratcgia que. sin grandes dificultades, alcance como 

resultado el punto que maximice la función que lo' relaciona Si esta función es difcrcnciablc 

para todo para.metro del modelo. el punto máximo puede ser obtenido usando métodos de 

gradiente. donde el gradiente de la función tiene componentes c-,C'<ffi, 

VI. Criterio de nlinirnos cuadrados 

Teoría 

Los minimos cuadrados ~on muy utilí;o:ados debido a que se pueden calcular facilmcntc. Su 

Unico inconveniente es la falta de robustez. es decir que son muy sensibles a un nümero pequeño 

de grandes errores en los datos El problema central en el crit<..•rio de rninimos cuadrados consiste 

en la minimización de una función de ajuste que mide cuan cercanamente el modelo concuerda 

con los datos observados El criterio utilizado para el ajuste es la suma de Tos cuadrados de los 

donde E es el error o residuo, es decir. la diferencia entre los parámetros observados y los 

predichos. A valores más pcqucnos de S se tendrá un mejor ajuste. En realidad, lo que se logra al 

minimizar la función de desajuste es maximizar la fünción que relaciona ambos tipos de 

panimetros _ 

Métodos dl" soludón 

A continuación se pi-esentan Jos métodos más simples (no necesariamente Jos mils 

eficientes) para la solución del problema de minimi.l'.ación que involucran Jos minimos cuadrados: 

• l~f'lorcu.:ir:,11 .... ,_,·1e1nlit1c·a úcl c ... pa,:io del n1odt!lo. 

• Pnu:ha y error. 
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• Métodos Ñlonle (·arlo. 

Estos tres métodos fuc.-on ya descritos. sin embargo a diferencia de Jo discutido 

anterionnente. en este caso utilizan Ja evaluación de la íunción S como criterio para encontrat· la 

solución del problema inverso 

• Alétc>Úo.\· <ÍL' op11n11=a<-·1ú11 c.·/a.\ÍCa. 

Esta clase de mt!todos emplean técnicas de optimiz.acion clásica para minimizar la funcion 

de desajuste S Debido a 4uc el poo.::ed1micnto que <:.e utih..".ará en el presente trabajo para aplicar 

la mctodolog1a mvcosa ~\un ..::aso c:-µcc1fico Je la lngcn1coia Ct\.1! µ..:ncnecc a c:.ta carcguría.. se 

expondrán sus fi.J.tlr.Jaincnto:- t..:óri..::..:>s en el ..::.:-1p1tult..l ~.._.gun..:fo 

1.2. Problemas directos y problemas inversos en la Ingeniería Civil 

La discus.ión expuesta por este subcapitulo se des.arrolló tras analizar la aplicabilidad de las 

metodologías directa e inversa en las. distintas án::as que componen las Ciencias de l:s Ingeniería y 

la Ingeniería Aplicada. A partir de es.ta re\.'isión fue posible llegar a la siguiente conclusión 

... muc:-ho'.'1 problrma~ dt' lng<"nirria Civil <"llY!l modt"1ación involu<"rr pnrántetros 

pueden '.'i~r re..,ue1tos tnnto oor metodolo .... í:i.., invl."rm .. como dirr<"ta'.'I"" 

A continuación se presentan una serie <le casos donde Ja conclusion anterior es aplicable : 

CAMPO 

Estructuras 

Flc.xión 

Sanitaria. 

Reactor Batch. 

f\.10DELAC'ION 

dJy J\.1 
dx_l,,___ El 

X=X.,r l.'.• 

11.!ETODOLOGIA 
DIRECTA 

METODOLOGIA 
INVERSA 

• Obtener la flecha a partir • lnforir el momento 

de E. I Y !\.1 flcxionantc a partir de la 

flecha. I y E 

• Inferir el módulo de 

elasticidad a partir de la 

flecha. 1 yM. 

• Obtener la concentración • Inferir la constante de 

a partir d~ t y K velocidad de reacción a 

partir de X y t 



CAMPO 

Geotccnia. 

Consolidación 

unidimensional 

(Tcrzaghi) 

Sanitaria 

Transporte de 

masa 

Hidráulica de 

Canales 

Régimen 

uniforme. 

MODELACION METODOLOGIA 
DIRECTA 

hH = n1, . .ó.a\. H • Dctcnninar 

asentamientos a panir de 

m,_,:\cr',y 1-1 

METODOLOGIA 
INVERSA 

• Inferir el coeficiente de 

variación volumétrica a 

partir de L\l-1, ócr'... y 1 I 

,1c t'C iJ 1 C • Obtener la concentración • Infc1·ir el coeficiente de 
--;:;- +ü cls. =E CT:1.:1 a partir de u y E. dispersión a partir de u y 

e 

• Obtener el gasto en el • Inferir la n de l\1anning a 

canal a partir del tirante. pan ir de Q. So, el tirante y 

la geometría, n y S 0 la gcomctria dd canal 

• Inferir la geomctria del 

canal a partir de Q. s ... n y 
el tirante. 

La dificultad para aplicar la metodología directa varia en función de la facilidad con que se 

puedan determinar los par3.mctros del modelo. El caso critico se presenta cuando no se tiene 

manera de obtenerlos directamente. y en primera instancia la Unica solución posible seria 

suponerlos de manera arbitraria 

Es ante esta problt!'rnática que puede ser aplicado el método inverso. pues permite inferir 

los parámetros del modelo a panir de mediciones sobre parámetros observables 

La metodología de solución para un problema planteado en forma inversa puede ser tan 

sencilla como despejar c1 parámetro que se desea obtener del modelo directo. y calcularlo 

mediante los valores de las observaciones. Sin embargo. no siempre el procedimiento es tan 

simple. por lo que en muchos problemas de lngcriicria Civil generalmente se recurre a la técnica 

de prueba y enor. 



En Ingeniería Civil, gcncrah11cntc se presenta el ca~n critico ya mencionado. cuando las 

características del medio fisico involucradas en el problema por analizar no permiten la ob1ención 

de los parámetros del modelo necesarios para la aplicación <le la mc1udologia directa 

Específicamente, la lfit..Jráulica y la Gculccnia M.>n los campos que enfrentan estas 

vicisitudes. Debido a lo anterior. es que estas arca:-> han es1ablccido soluciones analíticas al tener 

que resolver un gran nUmcrc> de problemas n1cdiantc metodologías inversas 

A continua~iún !>C prc~cntan alguno!> caso~ con10 cjcrnplu 

CAMPO 

Hidraulica 

Flujo de agua 

sutcrrilnca 

Thicrn 

Gcotccnia 

Empuje sobre 

elementos de 

relcnción 

Rankinc 

MODEl.ACION 

E'--·:ih:y_ 11~ 

/\1E roDOLOGIA INVERSA 

• lnfCrir la pcrmcabili<lad !.obre el terreno al 

observar lo:-. dc:-.ccn:-.o:-. del 

abatinlicnto de un pozo n1cdiante sondeos 

• 1 nfcrir Ja K p<.hiva o acfr ... a a partir de 

mediciones úel 3ng.ulo de friccion imcrna 

rara el ma! erial 

La aplicación anteriormente disculida del procl.'dim1cnto 1nvcr!..o. se puede con!..idcrar 

como Ja fonna cJ<isica de la tcona de problcn1as invcr:-.os para la ~oluciún e.le problemas 

Sin embargo. otro de los casos dc.>ndc puede ser utili .. -:ado este procedimiento es para 

comprobar qut!' los valores de los p¡trúmctros u~ados en la n1etodologi;i dirl.·cta son los que 

realmente se cst{m prc~cntando lle esta l(nrna. Jos rrnr<irnctros verdaderos pueden ser infCrido~ 

desde los datos para cmnpararlos con Jo:-. empicados originalrncnlc E~to puede. por ejemplo, ~cr 

aplicado en la etapa de opcraciún y nmntcninlicnrn de una obra 

Por último !>C puc<lc ::.cñalar que mucho~ prohlcn1:1s de di..,cño en lo~ cualc'> e~ necesario 

calcular un factor de seguridad podrian ser cnfrcniadn .. desde el punto de vi~ta mvcr<.;o Dicho 

factor. se obtiene gcncralmcn1c dividiendo In calculado C(lfl la m(.'fPrfnlngia directa y lo n1cdidcl c.'n 



laboratorio o en campo. De esta forma. a partir de las condiciones medidas y los factores de 

seguridad requeridos seria posible obtener los parántetros de diseño óptimos para cada caso. 

Llevar a cabo lo anterior dependerá de la complejidad del problema analizado, pero en caso de ser 

factible, se impediría un derroche innecesario de recursos económicos ya que la obra no cslaria 

sobrediseñada; y en cierto modo se optimizaría el proceso de diseño al reducir el número de 

opciones que se deben probar mediante tanteos hasta obtener aquella que cumple con las 

condiciones de seguridad solicitadas. 
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2. BASES TEORICAS DEL METODO INVERSO 

2.1. Método variacional adjunto 

Para la solución de un caso especifico de Ja Ingeniería Civil. se aplicará una tCcnica de 

modclación inversa denominada .. método variacional adjunto" y cuyo empleo requiere de un 

procedimiento de optimización._ A continuación se presentan sus orígenes y fundamentos 

2. 1. 1. Introducción 

De acuerdo con Smcdstad y O"Dricn ( l99i ), el mctodo variacional adjunto es rcsuhado 

de Jos análisis numCricos y de datos desarrollados pr-incipalmt::ntc para csludios oceanogril.ficos y 

meteorológicos en los Ultimas treinta años A partir de estas experiencias se establecieron 

básicamente tres clases de algoritmos 

• J\.1étodos de interpolación polinomial local 

En estas técnicas. se ajustan funciones. polinomiales a Jos datos observados en Ja 

vecindad de cada punto de tma malla Tienen la ventaja de ser simples y eficientes 

• Métodos de interpolación estadística 

En ellos se asignan pesos a una combinación lineal <le desviaciones observadas en un 

intento de minimi.r.ar el error cuadrático medio Se requiere corno infoTTllac16n estadística los 

primeros y segundos momentos de l::is variables observadas y desconocidas Una de sus 

ventajas es el producir una aproximación práctica y consistente al tratar grandes grnpos de 

observaciones heterogéneas Su princip;1J defecto consiste en suavizar excesivamente los 

aspectos analizados. eliminando factores que no son de gran impoTlancia desde el punto de 

vista estadistico. pero que son necesarios para la correcta interpretación del fenómeno fisico. 

Por Ultimo. cabe mencionar que estas técnicas son computacionalmente complejas* ya que 
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tienen que ser resueltos grandes sistemas de ecuaciones lineales para encontrar los pes,os de 

interpolación. 

• Metodos de anillisis numcrico variacional 

En estos métodos. se minirniLa un funcional o f'unción de custo que representa el 

desajuste entre los datos observados y los resultados de Ja modclacion L<J. mimmiI.acion se 

lleva a cabo bajo la restricción <le que deben sati~faccr~c la.r. ecuaciones de moddo La solución 

del problema de minimización rcs.tringida involucrn multiplicadorc<. <le L:iµrangc y lleva a 

ecuaciones adicionales o adjuntas. Ucsdc las cuales '>C determinan dichos rnulriplicadorcs Las 

variables del 1nodclo y lo-,. mult1plicador·c~ 1..h: Lagrangc permiten entonces el cakulo del 

gradicme del fi.Jncional original. el cual !-.C utili.t:a p<lra minimi.1:ar dicho funcional mediante 

mCtodos de optimización cl;b1ca Entre ];:¡.., dc•::o\entajas <le lo'> metodos \.ariacionales esta la 

utilización de una tCcnica rnatcmatica cl_1mplcja y un co'>to ;,;omputacional allll 

2. 1 . .2. lJcscripción del znétodo 

En el método variacional se mimmi7a una func1on de costo que mide d dc~ajustc entre Jo 

modelado y las observaciones. las cl.'."uaci0ncs de mndclo sin. en corno re~I riccioncs El primer 

campo de intcrcs par·a este procedimiento son lo~ modclns dependiente!-. del tiempo Un modelo 

matemático con estas caracteristicas puede ser e~cnto como 

(2.1) 

donde los componentes del vector ~ son fas vari.:.i.bles dependiente~. t es el tiempo y el vector e 

contiene a Jos parámetros de modelo Lo~ componentes de: x dcnotan los distintos aspectos bajo 

consideración. F puede ser un operador line::il o no lineal Seglln Smedstad y o·Bricn ( 1991 ). se 

supone que el sistema (~. 1) no es cerrado. pnr Jo cual debe ser proporcionada intbrmación 

adicional en orden de obtener una solucion única p<!ra (2 1) La infbrmación ndicional será una 

variable de control y. La variable y, puede consistir por ejemplo en l<ls condiciones iniciales. 

condiciones de frontera. alguno de los paramctros del problema. o una combinación de estos. Una 

vez que se ha definido y. es posible encontrar una solucion única '(Y) de(::!. 1) Es importante 

comprender que la variable de control, Y~ debe pencnccer a un grupo de controles admisibles y_, 

Lo anterior quiere decir que y debe ser fisicamcntc po:<>ible para el ca!>o que ~e este anali.1'.ando. de 

tal manera que pueda ob1cnersc una ~ulución conµrucntc. Para dc1erminar y,.,1 ~e puede utili7ar 

12 



infonnación fisica sobre las condiciones iniciales o Jos parámetros utiliz.ados corno una variable de 

control. 

El interCs principaJ es obtener una solución de (2. 1) lo m.is cercana posible a las 

observaciones, x~. La ccrcania puede ser definida en diferentes formas. y es usual emplear una 

función de costo J. la cual mide la distancia entre Ja solución de (2. 1) y las mediciones. El 

problema variacional puede establecerse entonces de la manera siguiente 

Encontrar ,.· la <·ual ,,,~rtenece a }'aJ 1' rninhni;a la (uncián de co,to .l donde r· 

representa el t• ántirno. 

El problema planteado es un problcm:.i de minimi.zac1on rt:stringi<la.. en el que Ja ecuación 

de modelo (2_ 1) representa la restricción El problcm.'.l ~e resuelve redcliniCndolo <le tal forma que 

llegue a ser un problema de minimiL.ación sin restricciones 

Sasaki ( 1970) introdujo dos diforcntcs métodos en el análisis variacional el mClodo de 

restricción dCbil (relacionado con el procedimiento de pcnaJización) y el método de restricción 

fuerte 

La aproximación aplicada aqui es el esquema de restricción fuenc y esta basada en la 

técnica de los multiplicadores de Lagrangc En dicha técnica. se construye un Lagrangiano 

L(x .. A .. y) como 

L{x, :l,y)=J(x,y) + (A..G(x;cJ) (2.2) 

donde los componentes del vector A. son los multiplicadores de Lagrangc El problema de 

minimización restringido se rcemplaL.a por un problema sin restricciones con respecto a las 

variables x. A. y y. Usando este formalismo se a!>cgura que las observaciones satisfará.o 

exactamente a las restricciones De acuerdo con Smcdstad y O'Bricn {1991). puede demostrarse 

que el problema de determinar los puntos estacionarios del funcional J(x • y) bajo la restricción 

G(x ;e-) = O es equivalente al problema de determinar los puntos estacionarios de (2 2) con 

respecto a las variables x. y y A. Las ecuaciones que hacen estacionario al Lagrangiano. 

Uamadas las ecuaciones de Euler-Lagrangc del problema de minimi:r.ación restrin!:,>ida. La 

condición óptima de Euler-Lagrange esta dada por 

éJL( • • •) 
éJJ.. " ,:>..,y =o (2.3) 

éJL( • • •) éJx x ,.A_ ,.y =0 (2.4) 
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éJL( •• ") 
é1y " .:!. .y ~o (2.5) 

de donden se detcnninan ••• ;..•y y·. La ecuación (2.3) lleva al modelo original nuevamente. El 

operador en (2.4) es el adjunto del operador en (2 3) Es por lo tanto comUn llamar a la ecuación 

(2.4) la ecuación adjunta de (2 :1) La ecuación de modelo propaga infonnación hacia adelante en 

el tiempo. mientras que la ecuación adjunta la propaga hacia atr;is Esta última característica es 

necesaria para asegurar ta estabilidad del problema (ver Smcdstad y O'Bricn ( 1991 )) Las dos 

forn1as de propagar información en el tiempo se discuten mas ampliamente c-n el último capítulo 

de esta tesis, al ser aplicada la tCcnic.::i variaciunal a un problema 1.!spccificu de lngcnicna Civil. La 

ecuación (2.5) da lugar al gradiente de l.. con 1cspccto a la variable Uc control El gradiente juega 

un papel importante para la dctcrminaciun del mejor ajuste en la sulL1cion. )a que es uno de los 

factores principales de los algoritmos de dc~ccnso utilizac..los para encontrar el mínimo e.le la 

función de costo 

Como puede observarse en bs ecuaciones anteriores. el analisis variacional depende de 

las elección del funcional J y de la rcstnccion G. 1-:t mctndo de solucion es también una parte 

importante del an3fü.is. En general tiene que ser utilir.ado un mCtodo iterativo para las elecciones 

de J y G. El objetivo será realizar un nUmcro de iteraciones lo m~l<> pcqucflo posible 

2.1.3. La fünción de costo .J 

El objdivo del mCtodo variacional e~ encontrar una solución cercana a l<ts observaciones 

Como ya se mencionó. la función de costo J tiene que ser c!.tructurada de tal manera que mida la 

distancia (desajuste) entre el modelo y Jas observaciones. por lo tanto debe tener la propiedad de 

una nonna (desde c1 punto de vista matemático) l lay muchas forni.as del fünt:ional J que pucc..lcn 

ser consideradas. y cada una de ellas dará distintos resultados en el ajuste de la solución del 

modelo. El método variacional hace uso de las derivadas de J y por lo tanto. la función de costo 

debe ser difcrenciablc. Es común escoger J basado en la norma del error cuadrático medio. es 

decir 

J(s.c) = ~(s -- s')' K, (s - x') +~(e - e•)' K,.(c - e') (2.6) 

donde x• y e• representan variables observadas o estimadas. las x las e son variables calculadas y 

las K son matrices de validación especificadas. Estas dependen de la varianza dc1 error en cada 
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punto de observación. y de alguna manera entregan información sobre la calidad de los datos_ Si 

los errores en las observaciones no est.in correlacionados. las matrices de validación son 

diagonales~ siempre son matrices simt!tricas y definidas positivas Las observaciones pueden no 

estar disponibles en todas panes. por lo que. en aquellos puntos donde no hay observaciones. las 

matrices de validación son iguales a cero (para mayor infonnación sobre las matrices de 

validación vcásc Tarantela ( 1987)) 

El primer término en la ecuación (2 6) es llamado el desajuste de los datos, y es el factor 

de control de las ecuaciones adjuntas Es a panir de estas ecuaciones que los multiplicadores de 

Lagrange propagan información de dicho desajuste hacia el ticmp..-, inicial <le! periodo de 

asimilación de los datos. influyendo de este modo en la rcconstruccion del estado del modelo. El 

último término se agrega a la función de costo para asegul"ar que las nuevas estimaciones de los 

parámetros en el modelo no cstCn tan alejadas de la suposición inicial. es decir. el término 

representa información anterior acerca de los parámetros (ve.ase Tarantola (1987)) De esta 

fonna. según Yu y O'Drien (1991), las nuevas estimaciones de los parametros no se alejan 

demasiado de los valores tomados por los par<imctros en la iteración anterior~ por ello, es 

primordial que las suposiciones iniciales de los pará.rnctros sean lo mas razonables posible con 

objeto de que el proceso de optimizO'cion pueda des.a.rrollarse eficientemente Sintetizando la 

discusión anterior. se puede afirmar que rnini1ni;rar Ja función de costo conduce a una solución 

cercana a las observaciones, y a nuevos valores de los parámetros cercanos a los estimados 

2.2. Optimización clásica 
El problema fundamental de la optirniLacion es alcanzar la mejor decisión posible en 

cualquier grupo de circun-;tancia dadas En el caso de un problema de l1ptimización matcmitico, 

el prin1er paso para enfrentar esta situación consi!>tc en desarrollar una modelación que represente 

el caso por analizar. En general dicho modelo será una función de múltiples parámetros. para ser 

minimizada o maximi7-ada. sujetándola o no a rcstriccioric:.-. El sibruicnte paso consiste en escoger 

un método matemático para rc~olvcr el problema. tales rnCtodos son denominados técnicas de 

optimizacion o algoritmos 

Expresando lo antcriol" de manel"a n1as especifica. la problemática de encontrar el valor 

óptimo de una función t{xi. .xn). llamada fünción objetivo o de costo, de n parámetros xi. . ·""'" 

(restringidos o no). se resuelve mediante tccnicas de optirm.1"..ac1on que permiten encontrar los 



valores de las parámcu-os que maximizan o minimizan dicha función 

Antes de continuar con esta discusión debe hacerse notar que los valores x 1 que maximizan 

f{x) tambic!n minimizan -f{x), por lo que todo problema de maximización puede ser formulado 

como un problema de minimiz..ación y viceversa 

Por Ultimo, cabe mencionar 4uc no existe un método general de calculo para manejar la 

búsqueda de un valor óptimo Esto se debe al hecho de que muchos de ellos han sido 

desarrollados Unicamente para la solucion de un tipo de problema especifico. Por tanto, no solo se 

debe modelar ccrrcctamentc al problema. ~ino tambiCn investigar de que tipo se trata, para 

determinar de esta tOnna las. c!J.sc~ de tccnicas de optimin1ción disponible!> o la clase mas 

eficiente 

2.2. 1. Condiciones paru. valores óptimos 

Las condiciones óptimas pueden ser encontrada!> solo en puntos particulares de una región 

de exploración. Por ello. es impor1ante examinar toda posible lucali7_ación de un óptimo, y en el 

ana.Jisis final comparar entre sí los valrncs de la fünciOn objetivo en cada punto factible A 

continuación se presentan estas condiciones para diferentes cla~cs de funciones y las metodologías 

usadas en la determinación de la posición <.lcl optimo 

nl Funcione.,. l'"ontin11:11~. 

Si una función es continua., la existencia de un m3ximo o un mínimo c~ta justificada por cJ 

teorema de \Veicrstrass, el cual indica que toda función continua en un dominio determinado 

posee un valor mayor o menor. ya ~ca en el interior o en el limite de dicho do1ninio La 

localización del óptimo en el interior de la región puede ser determinada mediante el ~iguicntc 

teorema (ver Bcvcridge y Schcchtcr ( 1970)) 

Una función continua f{x) den variables independientes x 1.x2 , .xn. tcndra un rni:s..ximo o un 

mínimo en el interior de una región solo si para los valores de lo~ para.metros. x, • se anulan 

sirnult<incamente las n derivadas parcialc"i fx, (dcnon1inándosc punto estacionario). o cuando una o 

má.s de esas derivadas dejan de existir en una discontinuidad 

Por ello, un valor Optimo se puede encontrar en alguna de tres posihles condiciones· 

• En el inlcrior de una región 

;:;:-_.En un punto estacionario. caractcrirado por el hecho de que todas tas primeras 

derivadas continuas son ~i1nultancamcntc cero 
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~En discontinuidades de una o mas de las primeras derivadas 

• En el limite de la región. 

La dctenninación de la posición del óptimo bajo cada una de las condiciones mencionadas 

se obtiene mediante Jos siguientes procedimientos 

+ En un punto estacionario si la funcion tiene derivadas continuas en el rango de intercs pueden 

utilizarse métodos de búsqueda anahticos o numéricos 

+ En discontinuidades interiores en este ca~o se colocan limites aniliciales en dichas 

discontinuidades. y el sistema se trata en partes 

+ En las fronteras ante esta situacion debe u~ar...,c un método de exploración. o bien replantearse 

el problema incorporando las rcs1riccioncs de frontera en una función objetivo modificada 

hl FuncionL",. disc-onlinua .. 

Lo mejor es dividir la región de búsqueda .igrcgando fronteras en las discontinuidades. y 

utilizar los métodos tradicionales para n-iancjar las ~cccioncs continuas De esta fonna. los 

resultados de cada scccion ~e comparan unos con otros. así co1no con los valore::. de la función en 

las fronteras impuestas 

C'l FuncionL-<> cti'>creta'i. 

Se deben comparar los valores c.h; l.t fiinción c..l1scr~ta en cada punto p.:ua el cual la función 

existe 

En ciertos casos. pucc.!cn cncuntrar~e mas de un valor extremo. dcnomin:indosclcs valores 

extremos locales En general. c~tos extrcrno-. loealcs deben ser comparados entre si para definir al 

resultado global Como ya fue mencionado. la condición neces:aria para la localización de un 

valor ex1remo en el interior de una región. consiste en hacer simultáneamente cero todas las 

derivadas continuas. De c~ta f'orma se tiene 

• Funciones unidimcn~ionalc~ 

df 
-~() 
dx 

• Funciones multidimensionalcs 

(2.7) 

(2.8) 

Sin embargo, las soluciones de estas ecuaciones pueden representar rninimos. mitximos o 

puntos de inflcxibn. por lo que, para poder determinar su naturalc7..a es necesario recurrir a un 
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análisis de la segunda derivada de Jas funciones evaluadas en Jos puntos estacionarios. Las 

siguientes condiciones son sufic:ient~ para la existencia del valor extremo de que se trate 

Funciones unidimensionales 

d'f 
dx2 >0 

d'f 
dx2 =O 

d'f 
dx:? <0 

se tiene un mínimo 

se tiene un punto de inflexión 

se tiene un m<ix.imo 

• Funciones muhidimensionalt:s 

(2.9a) 

(2.9b) 

(2.9c) 

En este caso, la condición suficiente será que la matriz H. con cJcmentos h,J• dados por la 

expresión 

(2.IO) 

sea definida positiva para un mínimo, nula para un punto de inflexión o definida negativa para un 

má..ximo. al ser evaluada en el punto analizado H se conoce como matriz 1 Iessiana y t=S simCtrica 

de orden n x n 

2.2.2. Procedimientos de optimización 

Puede pcn~rse que para determinar mediante optimización un máximo o un minimo lo 

más ~cncillo e~ aplicar el calculo difcl'"encial elemental. cncontl'"ando el valor estacionario de la 

función al tomar en cuenta la variación de lo'> pal'"<irnetros independientes Sin embargo. en 

problemas reales. la situación es mas complicada debido a la forma de la región de büsqueda 

delimitada por el ~istema de restricciones. la complejidad y el comportamiento de las funciones 

bajo estudio. y la posibilidad de que ciertas funcione<; !'>Can discontinu;:is o no difcrcnciahlc<> en el 

rango de interés 

Como puede con~tatarse. el problema general de maximizar o minimi.l'.ar una tUnción de 

uno o mis para.metros. lineal o no lineal, discreta o continua, rc~tringida o no. e-. dificil y aUn se 

continúan desarrollando formas para ~vlucionarlu En la acualldad cxiMcn dos tipos. de 

procedimientos para enfrentar c..,ta prohlcmatica las técnicas analitica'i y las numéricas 

Los métodos analiticns <>on utiliJ'".ado!-. cuando ~e dchc examinar una función para cada 
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valor estacionario con el objeto de determinar si es un extremo Estas técnicas determinan Jos 

puntos estacionarios mediante la solución simultanea de n ecuaciones obtenidas al hacer iguales a 

cero las n derivadas parciales correspondientes La problemática de las funciones 

multidimensiona1cs es la más compleja. ya que. a pe!>.ar de que muchos casos pueden ser reducidos 

a problemas unidimensionales mediante substituciones directas. en otros dicha forma de 

eliminación es imposible o demasiado complicada La situacion amerior. sumada a la inclusión de 

restricciones surgidas de considcracionc~ tisicas. llevó al dc~rrollo de melados que logran 

satisfacer dichas restricciones sin eliminar variables En el caso panicular de las restricciones en 

forma de igualdades. lo-; multiplicadores de Lagrangc v los términos de pcnaliLación son los 

procedimientos rrtás utilizados 

Si los n1ctodos analiticos no son adecuados. debido a que la complejidad de las 

expresiones impide un análi<:.is nlatcmático adecuado. se utiliLan entonces las técnicas numéricas 

de bUsqucda. En ellas se requiere la determinación. en localizaciones sucesivas. del valor de Ja 

función objetivo. y a veces de su gradiente. Una de <:.u<:. caractcristicas es la necesidad de ':>Uponcr 

Ja unimodalidad de la funcion analizada de modo de a<:.egurar que solo exista un optimo en cada 

región de bUsqucda. Si no se tiene la ccrtcz.a de que la funciún cumpla Ja propiedad mencionada~ 

se debe iniciar la busqucda desde di<:.tintos puntos separados ampliamente. de t;:i.I forma que si se 

llega al mismo valor se pueda atim1ar que se ha determinado el óptimo global Si se encuentran 

varios óptimos locales. se debe ':>cleccionar el mejor de ellos 

Las tc!cnicas numéricas dc bU':>qucda unidimcn~ionalcs y multid1mcns1onalcs son itcra1ivas 

y proceden mediante la generación de una secuencia de soluciones. cada una de las cuales 

representa una mejor aproximación a los valores de los paramctros en el minimo o el milximo de f. 

según sea el caso. El procedimiento es llevado a cabo de manera tal que 

para una minimización 

r(x,_,).;r(x,) (2.tla) 

para una maximización 

r(x,., )?o r{x,) (2.tlb) 

donde x,. 1 y x,son vectores que contienen los valores de los n parámetros de las iteraciones i+I e i 

Estas metodologías requieren un grupo inicial de valores de los parámetros desde el cual 

se van dctc..-rminando nuevos gnJpos de parámetros por medio de una ecuación con Ja forma 



siguiente· 

(2.12) 

En esta expresión. d, es un vector n-dimensional y a., es un escalar El vector d, especifica 

la dirección que debe ser tomada en el movimiento de x, a x,. 1 , y a, establece la distancia que debe 

ser recorrida a lo largo de la dirección previamente mencionada. dicha distancia es conocida como 

longitud de paso. La magnitud de esta longitud puede ser establecida con un valor fijo, o ser 

encontrada mediante la búsqueda de su valor optimo en la dirección establccid;;i. utilizando para 

ello una sencilla tCcnica unidimensional 

Las evaluaciones <le la función pueden llcvar:.e a cabo ~iguiendo dos criterios. 

• Büsqueda preplaneada las evaluaciones de la función se progr;;iman de forma adelantada. y los 

resultados no iníluycn en el curso de las mismas Es una aproximación in1..·ficicnte en tcnninos 

del número de experimentos requeridos para alcanzar una pr1:cisión dada 

• Büsqueda secuencial· se examinan los •csultados <le un grupo de t;xpcrimentos antes de 

posicionar y llevar a cabo el grupo ~iguicnte La noción básica es que cada p•ucba climinani 

una porción de la •egión que está siendo cxplornda. confinando la bUsqueda a secciones 

sucesivas mis pequeñas. hasta que el intervalo final de incenidumb•c es muy reducido y está 

dentro de Jos limites deseados 

Si el nuevo grupo de parámetíO!. mejora el valo¡- de la función objetivo. se le adopta como 

nuevo punto base. continuando la bUsqueda en la fu1ma descrita En ca!.o de no mejo•ado, se 

siguen distintas 1cgb.s para !:>itu;lí la busqucda en la din.·cción conecta J .a hU!'qucda dr..:1 óptimo 

terminará cuando este haya ~ido locah...-.ado dcnt•o de un gt ado de p•cci~ión n:qucrido. o en el 

caso de no cncont•a• can1hios en su valo• t1as sucesivas Iteraciones 

La clcccion de una dirccciun de busqucda y di~tancia factibles para a!:>cgurnr cumplí• las 

ecuaciones (2 1 1 ), puede rcali.l'.a1sc de di:-.tintos modo<., Poi una parte. se pueden utilizar valo1c:s 

de la función en localizaciones part1cularco,;. junto con info1mación ohtcnida de iteraciones 

anterio1cs~ o por ot1a, se pueden emplea• valo1e~ de las derivadas p;uc1alcs de f con respecto a Jos 

parámetros 

Las técnicas que adoptan la p1imc1a fn1ma de apn'lximao.:ión son conocidas como mCtodos 

de búsqueda dnccta Son m<is eficiente<> que las de g¡-adicnte en cuanto al tiempo computacional 

que requieren. ya que aunque no siempre !">C muevan en la mejo• di1ccción. no necesitan de una 

explo1ación local pa1a <lcfini• cada di1eccion de movimiento. Pa1a su aplicacion pueden cscogc1sc 



direcciones tipicas. situándolas de forma paralela a los ejes coordenados o siguiendo algUn patrón 

de movimiento tal corno una figura gcomCtrica (método Simplex) 

Aquellas metodologías basadas sobre el segundo tipo de aproximación se denominan 

métodos de gradiente Con este nombre se denomina a las derivadas de la füncián objetivo con 

respecto a cada una de las n variables El gradiente es un vector en un punto dentro de un espacio 

o-dimensional La mayor razón de cambio de la función ~e encucnlra mo ... iéndosc a lo largo del 

gradiente. Esta es llamada la dircccion de pa~o a!>ccndcnte si se esta buscando un máximo y paso 

descendente en el caso de un nlinimo Dcsali:>nunadamcntc, la dirección de paso es una propiedad 

local. por lo que un movimiento iniciado en dicha dirección no ncce~ariamentc 1crn1inani alineado 

a lo largo de la nueva dirección de paso asociada al nuevo punto Esto implica que la dirección de 

paso varia de punto a punto. y el lugar geométrico de nlovimicnto~ inlinitamentc pcqucflos a lo 

largo de esla dircccion sera gcneralrncntc en una linea curva. Varia~ lc..':cnica~ de búsqueda utilizan 

las características de la dirección de pa~o como su base Dichos métodos ~e dividen en dos 

catcgorias· 

• Aquellos que siguen la direccion de paso lo más ccrcanamcntr.: posible 

• Aquellos que utilizan el gradiente para guiar la bUsqucda. peto cuyos movimientos no son 

realizados necesariamente en la dirección de paso 

Experimcntalmcnlc se ha establecido que los mCto<los <le gradiente convergen mas 

rápidamente que los de búsqueda directa Es por lanto recomendado adoptarlos. siempre y 

cuando cstCn disponibles expresiones analiticas apropiadas para definirlo.<. 

2.3. Técnicas de optimización utilizadas en esta tesis 

2.3.1. Multiplicadores de Lagrangc (Ocvcridgc y Schcchtcr ( 1970)) 

Es un método analítico aplicable a funciones multivariables con restricciones en fonna de 

igualdades Se caracteriza por tratar de In mi~ma fbrma a cada variable (evitando eliminaciones) 

y, al mismo tiempo. preservar la integridad de las rc!>tricciones Lo anterior se logra mediante la 

introducción en el problema de ciertas constantes artificiulcs indeterminada~. por lo que debcr<in 

ser resueltas n + n1 ecuaciones (donde n es el número de variables y m el de restricciones) 

/)e3.arrol/" Je condicione\· nect!.'\uria ... 

La condición ncc1...-saria para la existencia de un óptimo local es que dy definida como 



• iJy 
dy = t;: éh, dx 1 (2.13) 

debe anularse para toda posible variación. Las variables admisibles son aquellas que satisfacen Ja 

ecuación: 

g(x; + dx 1 • I; + dx,J=o (2.14) 

dondeg (x 1.x2) es la restricción de la íunción objetivo. el punto {x; ,.x;}cs un m<iximo. y dx 1. dx2 

son desplazamientos adn1isibJcs. Entonces tenemos 

• iJg .. 
dg._ = 'k ~dx 1 -=O para ko::.J,2, ..... m 

En el punto e!'>tacionario restringido x .. 

g: = g., (s:) =O para k=J,.2, •••• m 

Si multiplicamos (2 15) por una constante AL.. se tbrma dF, donde· 

dF=dy + ~ A. .. dg .. 

esto cs. 

dF = (..!?_!._ dx
1 

+ ~1'-d;s; + ••• ) +A. ,(~g, dx
1 

+ ... + ~g, ds.) 
c1x 1 c/x!. 2 vx 1 ox. 

Agrupando términos en dx .. resulta 

( iJy ''"· ""-) ( ,Jy ,Jg, ""-) dF= c'Jx, +A.. 1 ¡)~-:-+ ... 1-A.. iJx,- ds 1 + ... + c)x-:+A. 1 ¿,--;:-+ ... +A._~j-;: dx. 

o bien. 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

La fünción dF debe anularse para todas las variaciones admisibles y. como esta compuesta 

de dos elementos. ambos dcberitn hacerlo para las mismas condiciones_ Entonces 

dF =O para todas las variaciones nldmisiblc!l. 

Como hay m restricciones. hay n-m dc$pfa.7.amicntos que pueden 

(2.19) 

escogidos 



arbitrariamente. Se seleccionan valores para Ar. (k= J .2 •...• m). de taJ manera que los coeficientes 

de Jos primeros m desplazamientos desaparezcan~ por tanto. los Ar. se definen a partir de: 

!!_L + i::>.. • Dg._ =O para i = 1 .. 2 ....... m 
ª"• .... as, 

(2.20a) 

Asi se dejaran solo dcsplazamienlos arbitrarios en Ja expresión de dF Como dF debe 

anularse para todos Jos valores de estos n-m desplazamientos. los coeficientes de Jos mismos 

deben nccesarianlentc anularse tambiCn. dando Jugar a 

é!
üy + i::>.. • ~~i. .. =O para i--;-""" m + l .. n• 1- 2 ...... n (2.20b) 

.s:, .. 1 (.I](. 

t.Oué se ha ganado introduciendo m multiplicadores indeterminados'> E~encialmcntc cada 

una de las variables x, (i = 1,2, .. n) son tratadas corno ~¡ .fueran independientes con n!specto a la 

función objcti vo modificada,. es decir 

F=y +~:>..._ ~ .. (2.21) 

Esta nueva .función objetivo F reconoce Ja ecuación (2. J 7) sobre el ccilculo del cambio 

resultado de un desplazamiento muy pequeño Dicha función se supone estacionaria con respecto 

a todas las variaciones. por Jo que 

éJF ¡¡-;-:=O para i = 1.2 ••••• n 

y Jos A r. son seleccionados de tal fbrma que 

g .. =-O para k ::o 192 ..... 9m 

{2.2.2) 

(2.23) 

E!>tas condicione~ generan un ?>isrcma de n t- m ecuaciones. y n ._.. m incógnitas x 1• X;-•...• 

Xn• yJ. .. 1.A2, •A.., 

Es importante hacer notar que Ja fUnción objetivo modificada no puede scr examinada en 

la íorma usual con d objeto de determinar si el punto estacionario es un máximo o un minimo. por 

Jo cual es necesario investigar la región del punto c~tacionario en Ja f"unción objetivo original 

2.3.2. Búsqueda de la sección de oro ( \Val~h (1975) y Prcss et al (1986)) 

Este es un mCtodo numérico directo de húsqucda uniíormc secuencial para funciones 

unidimensionales con restricciones Estos procedimientos se caractcri..-..an por utiJi.l'.ar un número 



de C)(J>erimentos en cada ciclo. colocados a distancias iguales en eJ intervalo explorado. Una vez 

analizados Jos puntos y localizado el intervalo que contiene al óptimo, este último es tratado 

nuevamente de la misma forma. aplicando el nUmcro de experimentos seleccionado y escogiendo 

un nuevo subintervalo que contenga el valor extremo. 

La técnica está basada sobre la siguiente relación: 

lim__!'.,,_~ ..ÍS-I =0.618034 
•-~" F ... 1 2 

donde Fn y Fn. 1 son lénninos succsi\. os de la serie de Fibonacci 

Para la aplicación de esta tCcnica es necesario primero aislar un minimo Esto se logra 

cuando en una función existe una triplcta de puntos, a< b <e, tales que f(a) > f(b) < f(c). En 

este caso se sabe. con base en el criterio de unimodalidad, que la función tiene un mínimo en el 

intervalo [a,c]. 

Ahora bien. si el intervalo a < b < e tiene su punto b a una distancia de O 38197 de uno de 

los extremos y a O 61803 del otro. entonces a estas fracciones se les denomina secciones de oro 

Esta relación tiene sus origcnes en el año 500 .A.C , cuando los Pitagóricos le adjudicaban 

propiedades estéticas. Por las razones expuestas C!'. que a este procedimiento de minimi7..ación se 

le llama .. búsqueda de la sección de oro"' 

Dada en cada etapa una triplcta de puntos con las caracteristicas ya mencionadas. el 

si.b>uiente punto de Ja función por evaluar sera localizado a una fracción de O.J 18197 del mas 

grande de los dos intervalos (medida desde el punto central de la tripleta). Si se inicia con una 

tripleta de puntos cuyos segmentos no están establecidos por la regla de oro. el procedimiento de 

escoger puntos sucesivos en la fracción de la sección de oro del intervalo más grande llevará 

rápidamente a alcanzar las proporciones apropiadas 

La búsqueda de la sección de oro garanti:t.a que cada nueva evaluación de la función irñ 

aislando el minimo en un intervalo justamente 0.61803 veces el tamaño del intervalo precedente. 

Dada una función unimodal de una variable continua x definida en el intervalo cerrado 

[O.L.]. el pr-ocedimicnto de la sección de oro puede ser resumido en los siguiente puntos 

• Encontrar los puntos de evaluación de la función de acuerdo a las propor-ciones dadas por- la 

sección de oro: 

x 1= 0.38197 Lo x 2 °-= 0.61803 L, 
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Para este caso x1 debe ser el punto central de la tripleta de valores aislada y x2 el punto 

por evaluar de acuerdo a la indicación establecida anteriormente 

• Evaluar f{xt) y flx 2 ). 

• Si ftx 1) < f(x 2 ). entonces se dc!:>carta el inter..·a)o (x,. .• L,) Por tanto queda un i.ntcrvalo L,. 1 de 

tamaño O 61803 L, .y los siguientes puntos de cvaluaci.On de la función quedarán establecidos 

de la siguiente manera. 

Xi""" o ]8197 L,., X: - 0 o 61803 L •.• 

Si f{x 2) < f(x 1). entonces se descarta el intervalo (Ü.x1) De igual 1nanera. queda un intervalo 

L,.1 de tamai\o O 6180.1 L, .y los puntos de evaluación de la función serán determinados de la 

misma forma 

x 1= O 38197 L,. 1 , 2 ""O 6180J 1.,. 1 

Repetir el segundo y tercer paso ha~ta alcanzar la pn.:ci!.ion deseada para el minimo. 

2.3.3. Método de paso descendente CBcvcndgc y Schcchtcr (IQ70) y Evcrnt. (lQ87)) 

Como ya ha !:.ido indicado. las deri· . .tadas parciales de una función fTx) con respecto a cada 

uno de los n paramctros en x son. colectivamente llamadas. el gradiente de la función El vector 

gradiente C!.til simplemente dado por 

ur ,;r ,~r 

Dx:, • r7x
1 
·····ax. 

Si se sigue la dirección indicada por dicho vector de::.de cualquier punto de un espacio n

dimensional. se incrementara el valor de b función en la ra.-:ón mas r<lpida posible. En caso de 

SC.b7Uir la dirección negativa del gradiente. el valor de la función decrecerá en la razón mas ni.pida 

posible 

El método de paso de!.ccndcntc explota la propiedad de la dirección dc1 gradiente ya 

citada Es una técnica numérica de gradiente ciclica para funciones multivariables sin restricciones. 

la cual no !:.igue la linea curva de la dirección del gradiente. sino que la aproxima mediante una 

sucesión de lineas rectas Cada linea corresponde a una etapa en la búsqueda., en Ja que se 

determina c1 gradiente local de la función. y se hacen movimientos a lo largo de la dirección 

resultante del pa~o descendente. bu~cando (unidimcn~ionalmcntc) la localización del óptimo De 

esta forma. dado un punto cualquiera x .. el punto x,., '>C obtiene mediante una búsqueda lineal en 

la dirección - g(x,), es decir, siguiendo cJ vector gradiente evaluado en el punto x, El proceso 



iterativo para encontrar el minimo estara dado por la siguiente expresión. 

~+1= X¡ - Cl, ~(x,) (2.2-4) 

donde se parte del punto inicial x, arbiirario y a., (la longitud de paso) se determina por un 

procedimiento de búsqueda directa unidirncsiunaJ 

El método de paso descendente cs. en primera instancia, la mejor técnica para minimiLar 

una función, ya que cada bUsqucda unid1rncnsional comienza en Ja mc1or dirección Sin embargo. 

como ya ~e señaló, la dirección del gradiente es una propiedad local, por lo que es necesario 

realizar frecuentes cambios de dircccion. C!-fO hace que el método ~ca ineficiente en algunos 

problemas 

2.3.4. Método de gradiente conjugado (Smcds1ad y O'Bricn < J9<11)) 

Muchos mCrodos de optimi.r...aciun avanr..ado!> !-Orl el resultado de una modificación del 

algoritmo de paso descendente. de tal forma que se han mejorado sus propiedades de 

convergencia. 

El procedimiento de grndicntc conjugado es un mctodo alternativo para Ja minimización 

sin restricciones de una fünción gcncraJ multivariable El mctodo produce una rncjor aproximación 

a1 minimo de la funcion con cada i1crnción Durante cada una de ellas. se hace una estimación 

acerca del mejor modo de cambio de cada cornponcnrc del vector x. con el objeto de producir la 

máxima reducción en In íuncion La nueva din:..::cion de descenso se cncucnrra al combinar 

información acerca del gradiente de la füncion con inform::1ción de ircracioncs anteriores El 

algoritmo también requiere estimar una longiruU e.Je paso óprima. la cual debe- ser utili.7ada para 

evaluar Ja magnitud de los cambios a lo largo de Ja dirección Uc búsqueda 

El problema consiste en minimi.l'.ar una funciUn cuadrática de la tOrma 

(2.25) 

donde ftx) representa la función objetivo y x es un vector representando las n variahlcs. Xn, .• x.,.. 1 

de la f"unción Se supone que f{x) puede ser escrita corno una función cuadrática. donde Q es una 

matriz simCtrica definida positiva. b es un ,..-cctor, c es una constante y x 1 representa la traspuesta 

de x En general. el algontmo para n:~olvcr la ccuacion (2 25) toma la forma 

Xi., 1 ex ... -fa" di. (2.26) 

donde di. es una dirección de descenso y u" es un parámetro positivo de longitud de paso. La 

·.,· ... - .. ,:.-. 



ecuación (2.26) es referida a un metodo de gradiente generalizado. 

Si se utiliza el método de paso descendente. las dirección de descens-u <t 'º estaría 

simplemente dada por -g. el gradiente negativo de la función. 

PaTa el desarrollo de este mCtodo es necesario primero establecer algunas propiedades de 

las direcciones conjugadas. (Ver Smcdstad y O'Brien ( 1991 )) 

Defi11ició11 : dada una matriz simCtrica Q, dos vectores d , y d 1 se dice que son conjugados con 

respecto a Q si d~QdJ =O para i-.... j 

Si lJ = l. entonces la definici0n anterior es equivalente a Ta noción de ortogonalidad 

Teore171a : si Q es definida positiva y Jos vectores d , ~on mutuamente conjugados. entonces esos 

vectores son linealmente independientes 

Para un grupo dado de n vectores linealmente independientes vo. vi. • v .,.. 1 , es posible 

'7.::!.sblecer un grupo de direcciones conjugadas do. d1, .• d n-I de la siguiente manera; si 

da =va 

y entonces se define .. 
d, = v, + L ªIJ dJ 

J • 

(2.27) 

(2.28) 

para i = l •...• n- 1. los coeficientes a ,1 se escogen de manera tal que d, es conjugada con respecto a 

las direcciones previas d,. 1 ~··. dn. Multiplicando (2.28) por Qd1_para L =O •..• i-1 tenemos 

d~Qd 1• =V~ Qd 1. +- 2: a 1J dJ Q d 1. =0 (2.29) 
J • 

Si todos tos valores previos a,1 s han sido escogidos de manera que Jos d 0 •..• d,.1 son 

conjuga.clos. entonces 

drQd 1• =o. j ~L 

y de la ecuación (2.29) se llega a 

v~QdJ 
ªIJ =- dJQdj 

para todo i = º· .. ,n-1 y j = o •...• i-1. 

(2.30) 

(2.31) 

El grupo de vectores do •..• d n·I definido por las ecuaciones (2.27) y (2.31) es conjugado 

con respecto a Q. El procedimiento anterior puede ser aplicado entonces para desarrollar el 

método de gradiente conjugado. El primer paso es hacer que 
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v.=- g. (2.32) 

de esta f'"orm~ el paso inicial es en la dirección del gradiente negativo de f y es idéntico a la 

dirección de paso descendente. El r-csto de los vectores se escoge como v 1= -g¡. ..• vn- 1= -g,.. 1• 

Utilizando Ja ecuación (2.26) enlonce~ tenemos 

(2.33) 

La sib'lJientc dirección conjugada d1 puede encontrarse utiliz.ando las ecuaciones (2. 28) y 

(2.31) con v1 = -g1 

d, = - g. + :f ~·~ d. 

De la ecuación (2 25) 

ga.,., -ga.. =Q(lla...1 -xa..) 

y utilizando Ja ecuación (2.26) 

g, -g0 =Q(x, -x.)~a 0 Qd 0 

Lu ecuación (2.:?5) puede entonces escribirse como 

El proceso puede ser repetido generando el i-csultado siguiente 

- ~ ~.:(gJ·l-gJ) 
da., --gk +Jo dJ(gJ·l-gJdJ 

Esta expresión puede ser simplificada utilizando el hecho de que 

g: dJ =o 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

para j = o. ..k- J El subcspacio medido por d. .•.• di., 1 es también el subcspacio medido por 

go •...• ga..1 y por lo tanto 

g! gJ= o 

para j = o •..• k-J La ecuación (2.38) se reduce entonces a 

da., =::-gk +13 ... d.._ 1 

donde 
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(2.41) 



P .. = ~!(g .. -g ... ) 
d .. ,(g .. -g ... ) 

(2.42) 

Utilizando nuevamente (2.39). (2.40) y (2.41) pal'"a di..i, la expl'"esión parn P se escl'"ibe 

finalmente como 

P .. = ~! g .. 
g .. _, g .... 

(2.43) 

Poi'" Ultimo. es importante hacer notar que para calcular la nueva dirección dk solo es 

necesario conoccT los gl'"adientcs de factual y precedente. asi como la dirección previa di..1-



3. APLICACIÓN EN INGENIERIA SANITARIA. 

OBTENCIÓN DEL COEFICIENTE DE DISPERSIÓN 

LONGITUDINAL DE CONTAMINANTES 

3. 1. Descripción del .fenómeno fisico 

3. 1. 1. Introducción 

En este subcapilulo se describe el comportamiento de un contaminante tras ser arrojado en 

un flujo de agua. St! sigue el cnf"oquc de Ja mecánica del tr•msportc de masa. tema en el cual 

coinciden la ingcnicria sanitaria abocada al modelado de la calidad de agua en ríos y la ingcnieria 

hidráulica de canales abiertos. l.lasandosc en el tipo de discusión realizada por Frcnch (1988). Jos 

fenómenos fisicos que involucran la disgregación de un contaminante se analizan desde el punto 

de vista de su entendimiento y cuantificación. no de los cfoctos que dicho transpone provoca. Por 

Ja razón anterior, no se mencionara ningún conlaminantc en especifico 

EJ proceso de mcLclado de un contaminante c~ta constituido por Ja combinación de los 

siguientes fenómenos 

• Difüsión molecular 

• Transpone convcctivo es el lranspor1c generado por la presencia de inestabilidades 

hidrodinámicas asociadas a gradientes de temperatura En esta discusión no se tomará en 

cuenta dicha forma de transpone. 

• Transpone advcctivo: es el transpone debido a sistemas forzados de velocidad. 

• Difusión turbulenta 

• Dispersión longitudinal 

• Cantidad de movimiento inicial del trazador 

30 



Decaimientos o crecimien1os del contaminan1e con el tiempo debido a características 

particulares del mismo. 

Según Fischer ( J 979). Ja difusión turbulenta y la dispersión son los procesos de mezclado 

significativos en el flujo en canales abiertos. La primera consiste en la propagación aleatoria de 

partículas dentro de un flujo ocasionada por movimientos turbulentos. La segunda involucra el 

movimiento de particulas provocado por Ja acción conjunta de esfuerzo conante y de difusión 

turbulenta transversal Por cortante se entiende la advección de un fluido a diferentes velocidades 

en distintas posiciones dentro del flujo. Por ejemplo. el perfil vertical de velocidades produce 

conante. ya que las particulas cercanas a la ~upcrlicic del agua se mueven mñs rápido que las 

cercanas aJ fondo 

Pueden diferenciarse tres etapa~ en c1 proceso de transpoT1e de un contaminante : 

1. Dilución inicial del contaminante dentro del flujo debido a su cantidad de movimiento. 

2 Mezclado en toda la sección transversal producto de la difusión turbulenta. 

3. Eliminación de las variaciones longitudinales en la concentración del contaminante como 

resultado de Ja dispersión longitudinal 

La modclación de la segunda etapa es tridimensional. En las direcciones lateral. vcrtica1 y 

longitudinal ocurre difusión turbulenta. y en Ja dirección deJ flujo se presentan fenómenos 

advectivos. Sin embargo~ las expresiones para el cálculo de las concentraciones durante este 

periodo se basan en un an:ilisis bidimensional de la propagación. considerando que ya se ha dado 

un mezclado total en Ja dirección vcnical. En la tercera etapa. la propagación también es 

tridimensional. pero dado que la dispersión longitudinal es mucho mayor que la difusión 

turbulenta. esta última se desprecia • reduciendo la soluclón a una f"onna unidimensional que solo 

toma en cuenta la advección y la dispersión. Las tres f"ases se presentan en la siguiente figura : 
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Las tres etapas en el proceso de transporte de un contaminante : 

En el punto de descarga ZONA_ DE CERCANIA : 

·~ 
. Efecto del n1ovimiento inicial. 

Aguas abajo del punto de descarga ZONA DE MEZCLADO 

TRANSVERSAL: 

~ 
. Estimación del mezclado con un 

modelo bidimensional. 
-- . Difusión turbulenta transversal y 

advccción longitudinal. 

DespuCs de unos kilómetros ZONA DE LEJANIA : . :\·1odelo unidimensional de dispersión 

-;-~ 
longitudin:il. 



3.1.2. Difusión molecular 

En .-calidad. el efecto de la difusión molecular es pequeño en comparación con el 

provocado por los otros tipos de difusión~ sin embargo. la modelación que Ja describe 

(fundamentada en la ley de Fick). es la base parn el desarrollo de las ecuaciones correspondientes 

a las otras clases de difüsión 

La ley de difusión de Fick indica que el transporte <le masa a travCs de la superficie de un 

volumen de contra: es proporcional al gradiente <le concentraciones (ver figura 3.1) Si se toma en 

cuenta lo anterior ~e llega a 

De v 2 c 
a1=D ,1x1 

donde 

D coeficiente de difusión molecular (m~/s) 

C concentración del contaminante. 

tiempo (s) 

dirección del flujo 

Figura 3.1.Difusión molecular del 

paso de una sustancia 

q poc- un volumen de 

control 

----> 
q 

(3.1) 

El sistema coordenado para el analisis se escoge de manera que el eje z coincida con la 

vertical (con el sentido positivo hacia abajo). y el plano xs queda en un plano horizontal~ el eje x 

coincide con el eje del rio y el y es normal a éste 

3. 1 .3. Transporte advcctivo 

Al moverse un flujo~ ademas de la difusión molecular. se presenta transporte advcctivo. La 

advecciOn de un contaminante.- con un flujo de velocidad U en Ja dirección x esta. representado 

por: 
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iJC =-iiiJC (3.2) 
a1 ax 

Puede observarse que la concentración sólo depende de la velocidad ii y de su gradiente 

en la dirección del flujo. El signo negativo indica que la concentración disminuye en el tiempo si 

su gradiente en Ja dirección x es positivo. El efecto combinado de la difusión molecular y el 

transporte advcctivo se denomina difusión advectiva. y su modelación se logra uniendo las 

ecuaciones (3. 1) y (3 .2) de la siguiente manera 

ne ;Je v:ic 
-+ii-=D-
éJt éJ1 éJ"S. 2 (3.3) 

De esta form~ en la ecuación anter-ior se describe el fenómeno de Ja difiJsíón advf..--ctiva 

como dependiente de la velocidad del flujo ii. del coeficiente de difusión molecular D. del tiempo 

t y del gradiente de la concentración Esta fónnula. considerando un coeficiente de difusión 

molecular constante, queda cxpres.ada en forma tridimensional de la siguiente manera : 

é!C iJC [iJ'C D'C il'C] , 
i)t+ii cJx =D c/xz + cJy 1 + 021 ~-D·V Cc==D-óC (3.4) 

El primer tennino del lado izquierdo de la igualdad representa la velocidad df! cambio de la 

concentración en un punto~ el segundo tCrmino indica el transporte mediante advección del 

contanUnante por el fluido y el tCnnino del lado derecho modela la difusión molecular 

3. 1.4. Difusión turbulenta 

Debido a que el tCrmino de transporte advcctivo descrito es función exclusiva de U, no 

representa el fenómeno completo de la advccción. por lo que es necesario introducir factores 

correctivos Es por esta razón que se define el tr.!rmino de dirusión turbulenta. Dicha difusión tiene 

su origen en el car3.cter turbulento del flujo en Ja naturaleza~ por lo que Ja distribución del 

contaminante no coincide con el perfil de velocidad. sino que además de la difüsión advectiva se 

propaga por las fluctuaciones turbulentas Dado que las fluctuaciones turbulentas son 

tridimensionales~ el contaminante se difunde en todas direcciones y. al final la difusión turbulenta 

Jo mczcla.ril completamente en la. sección transversal La representación del fenómeno 

anteriormente mencionado se logra modelando las fluctuaciones turbulentas siguiendo la idea de 

la ley de Fick (ver Fishcr~ 1979). La única diferencia se encuentra en el tratamiento de los 

coeficientes ya que, mlcntras se supone a los coeficientes de difusión molecular idCnticos en todas 



direcciones (debido a la isotropia del gradiente de la concentración). los coeficiemes de la difusión 

turbulenta no son iguales como resultado de variación de las fluctuacionc~ turbulentas en las 

direcciones x. y. z 

La ecuación que describe las difusiones advccliva y turbulenta. definiendo el campo de 

concentraciones en la etapa dos de la disgregación de un contaminante. es la siguiente 

(3.5) 

donde E,.. E,. E,. son los coeficientes de difusión turbulenta en las direcciones x. y, 7. en [mi/s]. 

Las cxprc~ioncs sin1plificadas para el cálculo de las conccntracione.<. en rios y canales 

durante esta etapa. se basan en un analisis bidimensional de la propagación Se ha comprobado 

que el mezclado en la direccion vertical se da rapidamente, por lo que se considera que el 

contaminante se ha mezclado totalmente en dicha dircccion, pero continúa haciendolo en las 

direcciones lateral y longitudinal 

Por las razones anteriores. ~e han desarrollado fürn1ulas empíricas fundamentadas en la 

relación proporcional de la intensidad de la turbulencia y el c~fücrzo cortante en las paredes del 

canal: en gencrat ~e considera un flujo ~amero y una sección transversal rectangular de gran 

anchura. 

a) r'\.1ezclado vertical 

El coeficiente de diti.1!-ión turbulenta vertical se obtiene a partir del perfil de velocidades 

vertical por medio de la siguiente cxprcsion 

G• =:< 0.067·d-u. 

donde u. =.JgRS velocidad al cortante 

d ~""" tirante 

La deducción de la ecuación anterior se puede ver en Frcnch ( 1988) o Fishcr ( 1979). 

b) 1\.1czclado transversal 

(3.6) 

El coeficiente 1::.,. de la ecuación (3 6) se estimó considerando una anchura infinita~ por lo 

que no existe un perfil de velocidades lateral. Debido a ello. no se puede obtener el coeficiente de 

difusión turbulenta transversal basándose en las mismas h1potcsis La expresión para su cálculo 

fue deducida a partir de resultados experimentales. Jo::. cuales son resumidos en Fishcr ( 1979). En 

canales rectangulares rectos. una media aproximada de los resultados (con una variación posible 



de± 500/o) es : 

E:t- R:10.15·d·u. (3.7) 

En el caso de canales naturales con irregularidades moderadas en las fronteras. o canales 

con irreb>ularidades f"uertcs de geometría y curvaturas. se han desarrollado fórmulas especificas 

(ver French, 1988 y Fishcr.1979) 

l lacicndo un an3lisis comparativo entre las ecuaciones (3 .6) y ( 3. 7) s1: puede observar que 

el coeficiente de mezclado transvcr!:>al 1:s aproximadan1cnte diez vece~ mayor que el coclicicntc de 

mezclado vertical. De acuerdo a k~ antl.!rior. Fishcr indii.:a que 1..·n un canal tipico. el ticmpn en que 

una pluma de contaminante se mc.l"cla cnn1plctamcntc l.!11 la dircccion lateral es del orden de •>O 

veces el tiempo requerido para la propagación vertical Debido a c::;tc distintivo. el mcL.clado 

lateral es determinante para la e.!>timación de la di!:>tancia al punto de rnczcladn completo de la 

sección transversal 

e) ?\.1ezclado longitudinal 

Las fluctuaciones turbulentas provocan un mczclac.Jo longitudinal de valor similar al 

mezclado lateral, por lo que e~ ~ e, Sin embargo. la dispcr~ion longitudinal (fenómeno que se 

explicara en el subcapítulo siguiente) es mucho mayor Esta difCrcncia es del orden de 40 veces. 

comparada con la difusión turbulenta longitudinal Por lo tanto~ corno consecuencia de 

pequeña influencia en la propagación total del contaminante, Csta Ultima generalmente se 

desprecia 

En flujos naturales no cxbtcn cana)c.; rectangulares con una profundidad uniforme, sin 

curvas y sin irregularidades en la sección transversal. como se ~upuso para el desarrollo de las 

ecuaciones anteriores La no existencia de;: esta~ condiciones ideales causa una dispersión mayor. 

Tienen especial importancia el efecto de curvas y n1eandros donde existe un flujo transversal que 

aumenta el valor del coeficiente de difusión turbulenta transversal (fig J.3). Para la cuantificación 

de este efecto vC~se Fisehcr ( 1979) Por otra parte. en mucho~ caso~ no es po~ihlc evaluar el 

efecto de irregularidades corno pilas de puentes n bancos de arena 

Figura 3.3 : Componente 

transversal de 

la velocidad 

en una curva. 



Definiendo el me;r.clado completo corno el punto donde la conccntracion no varia mas del 

5o/o a travC:s de toda la sección transversal del canal. el modelo para la dctcrminacion de la 

distancia longitudinal L ("·cr figura 3.2) en la cual se prc~enta esta condición. supone la 

propagación bidimensional de una pluma mc.l'clada completamente en la dimensión vcnical 

Figura 3 2 : Longitud L hasta un 

mezclado completo 

en la sección 

transversal 

Con base en lo anterior y tomando en cuenta la posicion del punto de descarga en la 

dirección y. se han desarrollado dos ecuaciones para estimar L 

• Inyección en el centro del canal 

0.1 u b: 
L~--

c~ 

• Inyección en una de las orillas del canal 

L~ 0.1 ü (2b)' 

e~ 

donde b '""""" ancho del canal 

(3.8) 

(3.9) 

Cuando la cantidad de movimiento inicial del contaminante es grande. las ecuaciones 

anteriores no pueden usarse. por lo que este movimiento debe ser tomado en cuenta para una 

correcta estimación de L 

3. 1 .5. Dispersión longitudinal 

Una vez que el traz-..ador se ha mezclado completamente en la sección transversal. los 

gradientes de concentración en la dirección "'l. se reducen por la dispersión longitudinal Como se 

mencionó anteriormente. C!>.tc fenómeno es causado por el efecto conjunto de las tensiones 

cortantes. que provocan una distribución no uniforTTic de Ja velocidad en una sección. y de la 
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difusión turbulenta transversal Una vez que el punto de mezclado completo se ha alcanzado. la 

difusión actúa para suavizar Ja distribución~ sin embargo. su electo es relativamente pequeño sí se 

compara con el efecto del gradiente de velocidad. De este modo. mientras mayores son las 

dfferencias de velocidades entre las distintas zonas de la sección transversal. tanro mayor será la 

dispersión longitudinal. 

En flujos naturales no sólo cxi~tc un perfil de velocidad vertical. sino también un perfil 

transversal. Lo anterior es l'"csuhado de la variación. tanto dcJ cirt:a hidráulica en Ja dirección x. 

como de la protUndidad de la s.cccion transver~al Segun Godfrcy y Frcdcrick ( 1970). citados en 

Fischcr (1979). el pcrtiJ tran~vcr~al e:-> m..is dctcnninantt! en la Ui~pcrsilln que el perfil vertical. ya 

que el primero genera variaciones hori.t'.ontalcs d<..· b. corn.::entración. provocando un mezclado en 

Ja dirección y que reduce las conccntrncioncs Segun Rcichcrt ( 1993 ). la dispersión longitudinal 

disminuye cuando el mezclado lateral aumenta 

De acuerdo a lo discutido en el p.ürafo anlerior. lo aUecuado seria aplicar un modelo 

bidimensional para el cálculo de la dispcr.:.ión logitudinal. el cual incluiría las z.on::is de mezclado 

log.itudinal y transversal. Sin embargo. en problemas prácticos nonnalmcntc se prescinde de esta 

Ultima zona de mezclado y ~e utili7an modelos unidimensionales corno el que se presenta a 

continuación 

De acuerdo con Fishcr ( 1979). la ccuacion de la dispersión longitudinal ta.nbién puede ser 

establecida a partir del esquema de Fick De esta f'orma. y siguiendo la misma metodología 

aplicada en el caso de la difusión turbulenta. la dispersión se modela de Ja siguiente manera 

<Je éJc a:ic 
iJI"+ Ua;-=E~~l 
donde E = coeficiente de dispersión longitudinal (rn:!/s) 

(.3.IO) 

En esta expresión. el coeficiente E incluye la propagación causada por el pertil de Ja 

velocidad vcnical y lateral. El empico de la ecuación (3 t O) está. sujeto a las siguientes 

condiciones : 

• Los mezclados transversal y vertical son totales (mc7clado completo) 

• La variación de Ja concentración es íundamcntalmcnte en la dirección longitudinal. 

• La ecuación no es vitlida antes de una distancia o tiempo necesario para que el ritmo del 

transporte advcctivo dependa solo del gradiente de conccmración del contaminante y de E 

{constante para un flujo unif'onnc) Esta condición inicial (para un derrame puntual sin cantidad 
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de movimiento) esta dada por : 

0 <X < 0.4 

con 

. xe,.. 
X = iib 2 

donde x es Ja distancia longitudinal. 

Un caso mas gt:neral esta representado por las siguiente expresión: 

iJ ,-, ,J ( ,JC) -(AC)+-(UAC)~-- EA
Dt c7x clx c7x 

en la que U. A y E pueden variar con la distancia y/o el tiempo. 

(3.11) 

(3.12) 

Las ecuaciones (3 1 O) y (3. 12) no incluyen decaimientos o crecimientos del contaminante 

con el tiempo Para que tornen en cuenta este factor. se agrega en el lar.lo derecho de dichas 

ecuaciones un termino denominado fuente u sumidero Dicho tCrmino toma en cuenta el tipo de 

contaminante descargado. para lo cual se define en primera instancia. si este es conservativo o no 

conservativo. En el Ultimo caso se debe definir el modo de dccaimicflto o crecimiento 

correspondiente 

Cuando se unen la ecuación que describe la longitud necesaria para un rncLclado c..omplcto 

(3.8) y la ecuación de restricción (J 1 1 ). es posible observar que x debe ser mayor que 4L. por lo 

cual esta es Ja distancia inicial para alcanzar las condiciones requeridas. Para el caso que se 

analizará en esta tesis. se trabajará suponiendo un mezclado completo antes de la distancia 

mencionada 

En flujos naturales todas las irregularidades aumentan las dispcr~ion. También se debe 

tomar en cuenta el efecto de las zonas mucna:-., en las L¡uc parte del contaminante se retiene. De 

esta forma~ el contaminante retenido se libera lentamente de dicha .zona y puede causar 

concentraciones observables aguas abajo. mucho después del pa~o de la nube principal. Por otra 

parte. como en las curvas existe un perfil de velocidad no uniforme en la dirección transversal (fig. 

3.4). el coeficiente de dispersión es mayor que en flujo!-. rectos Para cuantificación de estos 

efectos véase Fischcr ( 1 979) 

Como resultado de estas peculiaridades. scgUn ;\1cycr ( J 993). es dificil transferir los 

resultados del laboratorio a la realidad. ya quL" no cxi~tc ">eguridad de que las ecuacionc~ que 

describen correcta.mente la propagación canal de laboratorio. arrojen resultados 



satisfactorios en rios reales con todas sus irregularidades. 

Figura 3.4 : Perfil de 

velocidades 

en curvas. 

Ahora bien. el problema principal para representar la disgregación de un contaminante en 

un flujo de agua. es la estimación del coeficiente E. Con este fin. en la actualidad se cuenta con 

dos tipos de mt!todos. aquellos que no necesitan medir concentraciones y aquellos que requieren 

mediciones de campo. A continuación se presentan las distintas tCcnicas : 

• 1\-1é-todos empíricos 

• Fischer C1967l. esta ecuación es aplicable si se desea determinar E en un canal natural .. 

cuando se tienen velocidades medidas y una sección transversal definida 

E=-_!_f.u'df.'-
1
-[u'd dydydy 

A o o e,d o 
(3.13) 

En la práctica • las integrales son reemplazadas por las siguientes sumatorias : 

(3.14) 

donde q; = [(d, + d,.,) 12]u; 

u 1 = velocidad media en el elemento i de la sección transversal. 

u: = u,+u 

U = velocidad media del flujo en la sección transversal 

d1 = tirante al inicio del elemento transversal i 

Ay =ancho del elemento (constante). 

E, = 0.6 d u- = coeficiente de difusión turbulenta transversal entre los elementos 

(i-1) e i. 

N = nümcro de elementos transversales. 
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Según Fischer ( J 979). N no debe C)(ceder de 20 elementos. Las ecuaciones (3. 13) 

y (3.14) suponen un flujo uniforme y una sección transversal constante. Debido a que 

toman en cuenta el perfil de la velocidad transversal Jogran describir con más cercanía el 

efecto de la dispersión 

• Fischer < 1 979\ · 

E O.Ollülbl 

du. 
(3.15) 

Esta ecuación considera cJ efecto del perfil de Ja velocidad transversal. pero es más 

prilctica debido a que parte de parámetros comúnmente conocidos 

Segün Frcnch (1988). al hacer un anáJisis comparativo entre los coeficientes de dispersión 

longitudinal estimados con las expresiones anteriores y Jos coeficientes medidos (ver tabla 

French( 1988)). es posible observar que ninguno de ellos genera resuhados satisfactorios. Sin 

embargo. asocia esta diferencia a la imprecisión del método empleado para la determinación de 

los valores medidos del coeficiente de dispersión. e incluso cita a Fischcr (1979) para indicar que 

dichos valores generalmente tienen un error en la precisión de± J 00 ~ó. 

• l\1étodos basados en mediciones de campo : 

Existen tres mérodos para calcular el valor de E a partir de datos de campo. En ellos. tras 

una descarga puntual de contaminante. se mide la nube resultante en dos estaciones aguas abajo .. 

obteniendo Ja concentración con el tiempo en ambas secciones. Estos mCtodos consideran una 

distribuciOn gaussiana de Ja concentración en el tiempo y un mezclado completo en las dos 

secciones. 

• Método de momrnLQL El coeficiente de dispersión longitudinal es una medida del 

ritmo de cambio de Ja fbrma de Ja nube de contaminante~ de este modo. es posible 

determinarlo a punir de las distribuciones de concentraciones medidas. Para lleva a 

cabo Jo anterior .. se aplica Ja siguiente ecuación propuesta por Fischer ( 1979) 

(3.16) 

con 
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±. c,1: [±c.•,J' 
a :1 = -• -~-. -- - _• -~--

f; c, f;c. 
(3.17) 

donde a~, 

e, 
t, 

t1 y h 

varianza de la concentTación contra el tiempo en las secciones. 

concentración medida en el instante i 

=-- tiempos desde la primera observación 

' tiempo de paso del pico de la nube tra.r .... "ldora i:n las secciones 

aguas ar-.iba y aguas abajo respectivamente 

Con este método es importante que la distancia entre la~ secciones de medición sea 

larga. y que la primera sección se encuentre locali7ada por lo menos a la distancia de 

mezclado completo Como fue mencionado, la ccuacion supone una di~tribución 

gaussiana de concentración en la nube para calcular el coeficiente. Dado que en la 

mayoria de los casos no se presenta esta distribución. este supuesto puede causar 

resultados inexactos cuanJo la diferencia entre teoría y realidad es grande. 

• ~..1C_!_QQ9_~:h;_tra_n_sito esta tccnica correlaciona una di~tribucion de concentración 

observada a una distancia x:- asuas abajo del punto de vertido. con una disuibución 

predicha por un modelo El modelo hace la predicción con base en otra distribución de 

conccnu.ación -Obf..cn.:ada. pero a una distancia x 1 < x: A partir de t:!:>tos datos. se debe 

modificar el valor de E hasta que la d1~tribución predicha en b sección dos coincide 

con l;i distribución observada Generalmente el criterio de convergcm;ia consiste en 

minimizar la diferencia media cuadrada entre las dos curvas Se aplica la ecuación 

siguiente. Fi~chcr ( 1 (>79) 

(3.18) 

"'""" concentración observada del contaminante a una distancia x 1 

aguas ::ibajo del punto de descarga en el tiempo -.: 

·~ conccntracion estimada del contaminante a una distancia X:! 

aguas abajo del punto de descarga en el tiempo 

variable de integración de tiempo 
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En la practica la integración sólo tiene que cft:ctuaT.s.e en el intervalo te 1) s "t" s l(2J 

donde t( 1) y t(2) s.on Jos puntos inicial y final de la distribucion de concentTación a X1. 

• Metodº-..._d_c_~~O~t;I: se basa. en la solución de la ecuación (J 10) parn un pulso de 

entrada de contaminante (krcnkcl. 1960) 

donde l\''i es la masa <ld tra?.adur y A es c1 arca hi<lr.J.ulica Ordenando y tomando el 

logaritmo en ambo.!> lados de la ecuación ~c tiene 

( 
re) (. J\I •J, (x ~ ut}' 

log C"\/t =log -------=--_-,. - -----··log(e) 
A.j4nE 4Et 

(3.20) 

Si se traza una gr.ifica de log(cJl) contra (x - ütf 1 t teóricamente dcbcda 

obtenerse una recta con pendiente lo~(e) I .:JE . desde la cual se puede estimar E_ Esta 

metodología solo requiere una curva de cnnccntraciOn contra tiempo a partir de una 

estación aguas ahajo del venido y 1 se mide desde la descarga del contaminante. 

En c1 siguiente suhcapitulo del presente trabajo. ~e utilizará l3 tccnica variacional adjunta 

como Otf"a mctodologia p;.ira la obtcncion <lci coeficiente de dispersión de contaminantes basada 

en mediciones de can1po. esperando que sea una alternativa mejor a las ya existentes y que fueron 

descritas previamente. 

3.2. Aplicación del método variacional adjunto para la obtención 

del coeficiente de dispersión de contaminantes 

Siguiendo el procedimiento dc~crilo en el capitulo dos. el problema por J'"Csolvcr radica en 

obteneT el coeficiente E de la siguiente ecuación diferencial parcial 

(3.21) 

Se supondrá en lo que sigue que el flujo es permanente, el canal es pf"isrnático y E es 

constante. Además, que se tiene mezclado completo y variac1on de la concentración 

fundamentalmente en la dirección longitudinal 



En 1as pruebas que se analizaran. se utilizó un canal prismático de sección rectangu1ar. En 

cada una de el1as. tras un derrame puntual instantcineo, se hicieron mediciones de las 

concentraciones en dos secciones. considerando que ya habia mezclado completo desde la primera 

estación. Para el cumplimiento de esta Ultima condición se diseñó un dispositivo de derrame con 

una longitud igual al ancho de Ja sección transversal del canaJ. asek,.<rurando desde el comienzo de 

cada prueba el mezclado transversal. Para lograr también un rápido mezclado vertical. después del 

derrame se empleó una instrumento para agitar el flujo y !orzar de este modo dicho mezclado 

(infbnnación más detallada de los exprerimentos, ve:lsc Bcrezo'.vsJ...--y et al (1996))_ Por otra parte. 

se utilizó una velocidad media par-a cada prueba. considerando un flujo permanente y uniforme. 

aunque de forma estricta esta última caracteristica no se cumplía. Por último. se analizó el caso de 

un contaminante conservativo. razón por la cual no se incluyó el tCnnino sumidero en (3.21). 

La expresión (3.21) es al mismo tiempo la ecuación de modelo y la restricción en el 

esquema de minimización. Para aplicar el método variaciona1, el siguiente paso es definir la 

función de costo J que mida el desajuste entre la solución de (3 21) y las observaciones hechas en 

Ja pruebas. Para esto se siguió la estructura propuesta por Smedstad y O"Brien (1991). 

representada por (2.6) que en este caso se escribe como: 

J(C.E) = ~Kc-ff(c - e·)' dx dt +~K. TL(E - E')' (3.22) 

donde C son las concentraciones calculadas, C' las concentraciones medidas. E es el nuevo 

coeficiente obtenido mediante el método inverso. E' Ja estimación inicial o anterior del 

coeficiente de dispersión, Kc y Kt: son las matrices de validación. T es Ja duración de la 

simulación y L la longitud del tramo analizado. Nótese que en el segundo término del funcional 

no se han establecido integrales, esto se debe a Ja consideración de un coeficiente de dispersión 

constante para todo t y x en el tramo analizado. Por Ultimo, se puede observar que en (3.22)~ 

ademas de ser E el parfunctro por obtener~ se ha considerado como la variable de control de 

acuerdo a Jo recomendado 

Una vez establecida la función de costo, Ja meta es minimizar (3.22) sujeta a la restricción 

(3.21). Para llevar a cabo Jo anterior. como ya fue discutido. el problema es redefinido de tal 

fonna que se transforma en un problema de minimización sin restricciones. La transformación se 

realiza mediante la aplicación de muJtipJicadores de Lagrange : 



(3.23) 

Ahora. se aplica la condición óptima de Euler-Lagrange para encontrar sus puntos 

estacionarios (Jos cuales corresponden al mínimo de Ja función de costo). De esta form~ la 

primera variación de L con respecto a A. (i.bTUalada a cero) da como resultado la siguiente 

ecuación: 

iJL(C,A.,E) 
DA. 

esto cs. 

ff ( tlC _ iJC il'C) 0= SA -+u--E-- dxdt 
,71 v.. éJx 2 

uc. +u ve = E v:ic 
Ot Ch. i)x-:J. 

como puede observarse (3.24). es idé:ntica a la ecuación de modelo origina) (3.21). 

(3.24) 

Obteniendo la primera variación de L con respecto a C se obtiene la ecuación adjunta : 

iJL(~.E) =O= Kcff(c-C')oCdxdt + Jf A. iJ~C) dxdt 

ff a(oc) ff a' (oc) 
+ A.U~dxdt-E A~dxdt (3.25) 

Integrando por partes el segundo tCnnino del lado derecho de ta ecuación (3.25). 

ffA. iJ(:;.c) dxdt = f A.09:: dx- ff '! oCdxdt (3.25a) 

Integrando por partes el tercer tCrmino de lado de,-echo de Ja ecuación (3.25), 

ff A.u ~e) dxdt = f A. iio9 ;~ dt - ff a(-;;,. u) oCdxdt 

Aplicando la regla del producto~ el termino queda finalmente como 

(3.2Sb) 

Integrando por partes el cuarto tCrmino de lado dcf"echo de Ja ecuación (3.25) se obtiene 

Integrando pof" partes el segundo té:nnino del lado derecho de la expresión anteriof" 
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Substituyendo (3.25a). (3.25b) y (3.25c) en (3.25). se JJega a: 

éJL(~A..E) =o= K,,JJ<c-c•)oCdxdr + J:i.09::; dx - ff: oCd.:dr 

+ f:i. uo9::; dr - Jf :i. :- oCdxdr - ffu ~ oCdxdr 

f il(oc)/.. f a:i. ....! .F ff a':i. 
-E A Dx •0 di+ E U. ó-J·º di - E iJx.l OCdxdt 

Ordenando Ja expresión anterior 

(3.2Sc) 

éJL(C.:!..E) ff( ) ff cJ:!. ff élu ff él:!. éJC =O=Kr C-C'óCdxdt- ¿jfóCdxdt- AiJ:acSCdxdt- iiO..óCdxdt 

ff cJ'A. J __,,. J - cj·•· J éJ(oC)¡•• -E énl 2 óCdxdtt- :ló.._.¡ 10 dx+ Auó .., 0 dt-E A Dx •0 dt 

+ Ef a:i. ocj•• dr éJ>: •• (3.26) 

SegUn Yu y O'Brien (J991). Smedstad y O'Brien (1991). asi como Panchang y 

Richardson (1993). las siguientes condiciones de frontera deben ser aplicadas al derivar Ja 

ecuación adjunta (3.26): 

• La variable adjunta A.. debe ser cero al inicio y ténnino del tramo analizado. de esta f'onna 

en X = O y X = ll:f'"lw•I 

• La condición inicial para A debe ser : 

:!.=O t=T 

Como ya fue mencionado. las ecuaciones adjuntas son f'orzadas por los errores, pero 

despuCs del último nivel de tiempo computacional para el modelo directo no hay datos. por 

Jo tanto. A= O es Ja condición inicial natural en ese instante para Ja variable adjunta. 

• Debido a que C es conocida en r = o. como condición inicial para la ecuación <le modelo se 

debe considerar : 
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Aplicando las condiciones anteriores. se eliminan Jos últimos cuatTO téf'TJlinos de la 

ecuación (3 .26) y la ecuación adjunta resultante es 

K (e-e·)- m.. - A¿¡¡¡ - ¡¡ºA= ED'A. 
e ~ ~ m &2 (3.27) 

Comparando Ja ecuación adjunta (3.:?7) con la ecuación de modelo puede observarse que 

tienen una forma similar. excepto que la primera tiene signos contrarios. Lo anterior implica que 

esta ecuación corresponde a una evolución hacia atrils en el tiempo. siempre y cuando el primer 

téfTT1ino se tome como un tCrmino fhente o sumidero 

Siguiendo el mismo procedimiento para hacer estacionario el Lagrangiano con Tespccto a 

E se llega a 

DL(C.A.,E) =O~ éJJ -ff:>.. D'C dxdt 
DE DE V.' 

(3.28) 

siendo esta expresión el gradiente de la función de costo con respecto al pard.mctro analizado. 

De Ja derivada de Ja función de costo (3.2:?.) con respecto a E se obtiene 

1 i)J 
E=E'+----

K,:TL c7E 

Substituyendo (3 28) en (3 :?9) 

1 ( ~'e J E= E'+ KF.TL - ffA :n 2 dxdt 

(3.29) 

(3.30) 

donde el signo negativo demro del paréntesis se debe a la utilización de un método de gradiente 

en un problema de minimización. 

Siguiendo la recomendación de Yu y O'Dricn ()991). Smedstad y a~Brien (1991). y 

Panchang y Richardson ( 1993 ). conviene modificar la escala de la solución del problema 

eliminando una de las matrices de validación o pesos. De esta forma. si se define A." =A./ Kc y 

K = Ki.J Kc se modifican las expresiones de la siguiente Íonna 

(e-e·)-,..,,_. _,_.nu _.,DA.' ~ED'A.' 
Dt cfx. clx c'Jx 2 (3.31) 

1 ( ff a'c ) E== E'+ KT L - A.' i)x 2 dxdt (3.32) 

El par8.metro K. es un parámetro libre que puede ser utilizado para regular Ja velocidad y 



rendimiento del proceso iterativo. Ademas. es una medida de los pesos relativos asignados en el 

funcional al término de desajuste de los datos. y al término de información anterior del panimetro. 

Se ha encontrado que algunos valores de este parámetro pueden degradar el rendimiento del 

esquema de minimización. Asociado al problema anterior, su orden de magnitud es dificil de 

establecer a priori. por lo que se han planteado corno alternativas desde considerarlo igual a la 

unidad y substituirlo por una longitud de paso en el esquema de minimi.Lación (Smcdstad y 

O'Bricn 1991 ). ha:-.ta la utili...".ación del método de prucha y error para obtenerlo (Panchang y 

O'Bricn 1090) En el ca:-.n particular de la estimación del coeficiente de dispersión, la utilización 

de la primera opción rc:-.ultó infructuosa y la segunda era demasiado rudimentaria. Ante estas 

circunstancia~. se utilizó la propuesta de Panchang y Richardson (1993), en la cual se elimina la 

subjetividad de K al explorar el rango de su~ valores. cada uno de los cuales produce un 

coeficiente E con ~us correspondiente desajuste de los datos, para determinar cual genera el 

menor error. Con este fin. recomiendan aplicar una rutina de optimi7ación apropiada para llevar a 

cabo de fonna más eficiente la búsqueda de una K...,,,,. En esta tesis se utilizó el método de la 

sección de oro descrito en el subcapitulo 2 3 2 • que requiere de tres estimaciones iniciales K •. Kb 

y Kc-taJ que 

donde l\1 0 .:.1 ~M<t:ht y M<l'~·i denotan el desajuste resultante de cada coeficiente E 

Debe hacC"Tse notar que al tratar de encontrar el mínimo de la fünción de costo. no se 

puede esperar que este sea exactamente cero. Experiencias hidrológicas al aplicar la técnica 

variacional en la obtención de parámetros de nujos subtcrránc ... ">s. han demo~trado que confiar en 

la norma del gradiente como única medida de convergencia hacia la solución óptima conduce a un 

número ineccsariarncntc grande de iteraciones Smcdstad y O'Bricn ( 1 C)9 J) sugieren revisar si 

llVJJIJllVJ.,j! es menor que una tolerancia preestablecida. donde IJv.i 0 I! denota la norma del 

gradiente durante Ja primera iteración. Estos autores sugieren utilizar como tolerancia un criterio 

de convergencia tal que i)v.1!!1j¡v.1 0 I! ~:::: 10-:i. y fue d criterio aqui empleado. 

3.3. Procedimiento iterativo de solución 

El esquema iterativo (ba5.ado en el método variaciona) adjunto) para obtener estimaciones 

sucesivas de E se plantea en lo~ siguiente~ p;:1sos 



1. Se escoge una primera estimación del coeficiente de dispersión E. Para que esta estimación no 

fuera disparatada. se utilizó la ecuación (3.15) propuesta por Fischer. como valor de rcf'erencia 

inicial en el proceso iterativo. 

2. Se integra la ecuación de modelo 3.24 (modelo directo) hacia adelante en el tiempo para el 

periodo en e1 cual se tienen las observaciones. Se obtiene c1 2 C / Dx 2 en cada nudo. 

3. Se calcula el desajuste de los datos (C - e·) en las localizaciones donde existan datos. 

4. Se integra la ecuación adjunta 3 31 (modelo inverso) forzada por el desajuste de los datos 

hacia atrñs en el tiempo y se obtiene ).. •. 

S. Se utilizani.1 2 C/ilx 2 y A.~ (calculados en los pasos 2 y 4) para calcular el gradiente de la 

función de costo V'J (ecuación 3.28). 

6. Con la información del gradiente se aplica la ecuación 3 .32. en conjunción con una K 

cualquiera y un mCtodo de minimización de gradiente sin restricciones. para obtener una nueva 

estimación del parámetro E. En esta tesis se utilizó K = 1 como valor inicial en esta etapa del 

modelo. 

7. Se utiliza el método de la sección de oro para optimizar K de tal manera que el parámetro 

estimado resultante produzca el menor desajuste. 

8. Se revisa si el criterio de convergencia ]!V J!l / Jlv J Q !! < 1 O·:: del proceso de minimizacion se 

cumple. donde V J 0 es el valor en la primera iteración. 

9. Si no se encuentra la solución óptima. se regresa al paso 2. 

La estructura numCrica que se utiliza en la solución. tanto de la ecuación del modelo. 

como de la ecuación adjunta. se basa en el procedimiento planteado por Berezowsky (1993) para 

la modclación del transporte y dispersión unidimensional de contaminantes en ríos. En dicha 

mctodologia. la ecuación (3.24) se divide en dos expresiones que se analiz.an por separado~ 

representando una el transporte advectivo puro y la otra a la dispersión longitudinal. La primera 

de las ecuaciones mencionadas es resucita mediante el método de las caract'!risticas y la otra con 

un esquema de dif'crcncias finitas del tipo Crank-Nicholson En ese mismo reporte se describe el 

modelo matem<i.tico, el cual se adaptó en este trabajo para que incluyera el método adjunto 

variacional previamente descrito Se aprovechó la ventaja de que la ecuación del modelo (3.24) y 

la adjunta (3.31) tienen formas similares. por lo cual,. la solución numCrica aplicada por 

Bcrezowsh..-y al modelo directo tan1bién es válida para el modelo inverso 



3.4. Implementación del método inverso : casos estudiados, 

resultados y análisis 
Como primera aplicación. se comprobó la consistencia del método variacional adjunto en 

a un caso con solución analitica y cuyo coeficiente de dispersión era conocido de antemano. Si el 

procedimiento inverso era adecuado. dcbcria existir una correspondencia exacta entre 

las uobscrvacioncs" y Jos resultados del modelo. haciendo igual a cero el valor óptimo de Ja 

f'unción de costo. y en consecuencia, iguales los coeficientes de dispersión calculado y conocido. 

La simulación se llevó a cabo haciendo uso de la ecuación (J. J 9) para generar los datos de 

concentraciones. y se consideró un coeficiente de dispersión de 50 rn2/scg. con los siguientes 

datos: 

Cadcnamiento de Ja primera sección (donde se tienen "observaciones'~) = 2000.0 m. 

Cadcnamiento de Ja segunda sección (donde se hacen las ''mediciones~') ~ 7000.0 m. 

~X =- :!00.0 rn 

u= O 5 mis 

Sección rectangular : tirante = J . O m 

ancho= 100.0 m 

Masa del trazador= 1 O.O kg 

Al aplicar el procedimiento aqui descrito se obtienen los siguientes resultados: 

E.o ITER_,..'\CIONES E,.n-.,u. 

m:?/seg No m..!/scg 

550 49.979 .2.JSxto~-

Como se puede observar. el método logra una aproximación adecuada al coeficiente 

utilizado en la simulación con un nUmcro pcqueiio de itcrnciones. La diferencia entre Jo medido y 

lo calculado es de apenas un 0.042 '.','o Puede corroborarse que este error es poco significativo 

observando en la gráfica siguiente la consistencia entre las concentraciones calculadas y 

··medidas" 

Este ejemplo permite probar además la bor1dad del m(:todo numérico (tanto del método 

directo como del problem:i invcr~o). puc~ la difusión numérica es mínima y las concentraciones 
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calculadas con E = 49.979 m:i/scg son prá.cticamcnte idénticas a las obtenidas analiticamente con 

E = 50.0 m:i/seg 

Una vez que ti.Je probado el método con un problema teórico basado en una solución 

analítica. se aplicó el método para obtener el coeficiente de dispersión de nueve pruebas 

experimentales realizadas entre diciembre de 1995 y lebrero de 1996. en el canal de pendiente 

variable del Instituto de Ingeniería de la UNA1\r1. Este canal tiene una longitud de 25.00 m .. ancho 

de 0.80 m y 1 00 m de airo Las secciones analizadas fueron localiz..adas en el último tercio del 

canal con una :-.cparación de 9 60 m entre sí. Se utilizó Rodamina B como tra.?....ador Esta sustancia 

es un colorante conscn.ati\.o y neutro para el ambiente. La condición para que cada una de las 

pruebas fücra considerada satisfactoria y, por lo tanto, adecuada para ser analizada. se basó en la 

perdida de masa entre dos secciones Dado el carácter conservativo de la Rodamina D. la masa de 

trazador observada en cada una de las estaciones de medición dcbcria ser la misma~ sin embargo. 

errores en el equipo y las metodologías de muestreo empleadas impidieron que dich~ 

característica se cumpliera exactamente. Debido a esto. de las más de 30 pruebas que se 

realizaron~ solo se aceptaron aquellas en las cuales Ja diferencia de masa entre secciones fue como 

mflximo del 1 CY% Los datos de las 9 pruebas que cumplieron con el requisito anterior se presentan 

a continuación 

PRUEBAS REALIZADAS EN EL CANAL DE PENDIENTE VARIABLE I>EL 
INSTITUTO DE JNGENIERJA DE 1 A UNAi\1 - . 

PRUEBA GASTO TIRANTES s, VELOCIDAD MEDIA E 
MEDIDA CON MOLTNETE (METODODE 

Y .. , Yn v, Vn MOMENTOS) 
(lt/s) (cm) (cm) (xJO"J) (mis) (mis) (m:i/seg) 

8/J 2/95 36.124 11.0 12.0 J.345 0.398 0.347 0.111 

16/1/96 20.765 JO.O 12.0 0.482 0.261 0.222 0.069 

25/1/96 50.0 12.5 12.5 1.980 0.462 0.503 0.087 

8/2/96 50.0 14.0 14.5 ] 339 0.436 0.441 0.178 
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PRUEBA GASTO TIRANTES s, VELOCIDAD MEDIA E 
MEDIDA CON MOLINETE (METODODE 

Y, v .. v, V11 MOMENTOS) 
(IUs) (cm) (cm) (~10"') (mis) (nt/s) (m2/seg) 

9/2/96 50 o 16 5 1 7.3 0.8JO o 380 o 35Q 0.091 

l 5/~/9f> 16 1 ~-J. lí> o 10 o 2 UJ6 o 3'J2 0.412 o 265 

20/2/96 36 124 15 o 16 o o 547 0.295 o 267 o 128 

23/2/96 :!O 765 8.0 9.0 J 224 o 306 0.284 o 194 

28/2/96 20 765 8 5 90 o 001 o 287 0.262 o 120 

(información dctallac.la sobre las carnctcristicas del equipo. in:<.talaciones. y el proce!>O experimental 

utili.1:ados en estas prucb<.1s. vcasc f3crczowsky et al ( J 996)) 

Todas bs pruebas fueron <1n<ilizadas con las mismas condiciones y métodos Sin embargo. 

Unicamcntc se presentaran los análisis y resultados completos de una de ellas. considerándola 

como la prueba representativa Lo anlcrior tiene como objetivo evitar presentar infOrmación de 

f'orma repetitiva. haciCndola n1ás clara y menos densa 

El experimento patrón füc rcali/.ado el 9/2/ 1 C)96. y para estimar cJ coeficiente de 

dispersión que representaba el fonomeno tisico medido 

procedimientos 

• l\tt'tndo invr-rso 

aplicaron los siguientes 

Con Ta finalidad de observar el componarnicnto del mCtodo ante distintas suposiciones 

iniciales del coeficiente de dispersión. además del valor dado por la ccuacion (J.15). se 

utilizaron un coeficiente nulo y un valor grande del coeficiente de dispersión (como podrá 

apreciarse en las tablas mostradas ma!-. adelante) El valor nulo es el más pequeño que cualquier 

cocticicnt~ puede 10111.u U..:~d...: d punto de 'i~.l•t f'i~i1...o Cunu.J 1..:ri1c1·io de convergencia para 



detener el método iterativo. se utilizó c1 indicado por Smcdstad y O'Brien (1991). sin embargo~ 

se limitó como máximo a cinco el número de iteraciones en caso de que dicho criterio no fuera 

satisfecho. Las distintas versiones del proceso inverso que fueron aplicadas fueron 

1. Paso descendente como método de minimización . 

11. Gradiente conjugado como mCtodo de minimización 

• Método df!' tránsito : 

l. Se utilizó el error cuadrático medio como criterio de convergencia : 

11. Se utilizó el error en c1 primer momento del perfil de Ja concentración. normalizado por 

el tiempo de ·viaje exacto. 

Cada uno de estos casos fue resucito de dos diícrcntes maneras. de acuerdo al 

procedimiento con el cual se obtuvo la velocidad media de la prueba. Los criterios utilizados 

fueron: 

a) Calculo de la velocidad promedio en función del gasto medido en un vertedor y el área 

hidráulica media entre las dos secciones (estimada con el tir.::mtc medio. lJbtcnido de los tirantes 

medidos). 

b) Cálculo de la velocidad promedio como la relación de la distancia entre las secciones analizadas 

y la diferencia de Jos tiempos de paso del pico en cada una de citas 

Se incluyó el método de tr::insito por considerarse importante hacer un ami.lisis 

comparativo entre una metodologia ya probada en la práctica y el procedimiento propuesto en 

esta tesis. Los resultados presentados en íonna de tablas y gráficas concentración contra tiempo 

pueden ser observados a continuación 

PRUEBA DEL 9/:!/1996 

./~fETODO INVER...ifiO. 

1.-MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE 
A)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS 

Ea ITERACIONES ErN."U. '\7.JIV..o 
rn 2/scg No m 2/seg 

0.09598 O. 1615 1.04 xlff 

O.O 2 o 1605 J.04 xlO-'"' 

0.4 O 161 I :!.09 xlff 



B)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DEL GASTO. 

Eo ITERACIONES En_-..:.-u. v.J/v.Jo 
m 2/seg No m 2/seg 

0.05697 2 0.4971 1 16 xlff"" 

o.o 2 0.4967 2 7 x10--

0.7 5 0.4907 4 47 xlff 

11.-~UNIMIZACION CON GRADIENTE CONJUGADO 

A)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS 

Eo ITERACIONES EIT.\:/\.l. v.J/v.Jo 
m 2/scg No m 2/seg 

0.09598 5 0.161 1 1 xlff 

o.o 2 o 1605 1.04xlff~ 

0.4 5 0.1611 2.08 xlff 

B)VELOCIDAD r'\.1EDIA FUNCION DEL GASTO. 

Eo ITERACIONES En;-.;.\.L v.J/v.lo 
m 2 /seg No m 2 /seg 

0.05697 2 o 4971 1 16 xio-.. 

o.o 2 0.4967 2.7 xlff' 

0.7 5 0.4886 4.29 xlff 



,uETOIJO DE TRANSITO. 

1.-CONVERGENCIA CON ERROR CUADIL~TICO MEDIO (ERR). 

A)VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

! Eo ' ITERACIONES EFl:-:.\.l. 

m:!/seg No rn 2/seg ERR 

~ 0.001 1 150 o 149 1 16 x10--

O)VELOCIDAD i\1EDIA FUNCION DEL GASTO 

Eo l lTERAClONES 1 E¡:rsAJ. 

m 2/seg No m='/seg ERR 
0.001 1 90 1 o 089 1.9 xlO ... 

!.-CONVERGENCIA CON EL ERUOR EN EL l'RL"\1ER MOMENTO(µ) 

A)VELOCIDAD MEDIA FUNClON DE LOS l'JCOS. 

Eo En~~.,1. µ 
nr1/~cg m 2 /scg 

0.001 o 0004 1 8 X iff 

B)VELOCIDAD MEDJA FUNClON DEL GASTO. 

E,, 

1 

En:-:\1. 1 µ 
m 2/seg m 2/scg 

0.001 1 0.0002 5 6xlff" 



PRUEBA 9/211996. VELOCIDAD ~~di DE PICOS. 
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Analizando 1ns tah1a!'; y gráfica"> :tintrriores se puede conduir 1n !'!;Íguiente : 

• Contrariamente n to indicado por Yu y o·Bricn (1991). Smedstad y O'Bricn (1991). así como 

Panchang y Richardson ( 1 993 ), no cxh.te en este caso una diferencia entre utilizar como 

método de minimización paso descendente o gradiente conjugado. Esto se debe a que se tiene 

un solo para.metro a determinar y a que este es constante~ por ello. ambos métodos son 

equivalentes. Debido a lo anterior. se decidió reportar en las pruebas restantes únicamente los 

resultados generados por la primera metodología. 

• Los coeficientes obtenidos a partir de distintas suposiciones iniciales generan parámetros con 

una diferencia muy pequeña y poco significativa. por lo que en los esquemas presentados. solo 

se graftcó el método inverso correspondiente a la E inicial propuesta con la ecuación (3.15). 

• Para el mctodo de tránsito, el criterio de convergencia de "error en el primer momento''. da 

resultados imposibles desde el punto de vista fisico. ya que genera una distribución aguas abajo 

con una concentración pico mayor que la de aguas arriba. Debido a lo anterior. es totalmente 

inadecuado. y en las prueba~ si.bYllientcs este método no sera usado. 

• En todas las pruebas examinadas. el mCtodo inverso C.5 sensible a los valores iniciales supuestos 

del coeficiente de dispersión, con algunos v:ilorcs converge rápidamente en pocas iteraciones y 

con otros lo hace lentamcnc Sin cnibargo, en los casos donde el criterio de convergencia no se 

satisface en cinco iteraciones. se obtiene de cualquier forma una buena :iproximación al valor 

correcto de E. Este fenómeno puede ser justificado mediante dos análisis complementarios: 

1° Si la s.uposición inicial del parámetro es cercana al valor óptimo. no se puede esperar que 

la función de costo y su gradiente experimenten un gran decremento (Smedstad y O'Dricn. 

199 I ). Esto no significa que c1 procedimiento de minimización sea inadC"Cuado~ en realidad 

si se alcanzará una aproximación propicia al óptimo, pero es dificil cumpli.- el criterio de 

convergencia establecido. 

~º El método puede ser descrito como no robus10. debido a que Jos coeficientes calculados 

son dependientes de las estimaciones originales Sin embargo. como no se tiene un 

desajuste 1gua1 a cero, es posible obtener varios coeficientes de dispersión como 

soluciones estimadas. cada una de las cuales es una buena aproximación a la E verdadera 

(Panchang y Richardson, 1993 ). En otras palabras. para distintos valores iniciales de E se 

puede llegar a distintos '-alorc~ finales que cumplen la tolerancia. lo cual irnplica. que c1 

mctodo variacional no garantiza una solución única. A. pesar <le lo anterior. los resultados 



son adecuados de cualquier fonna pues cumplen (con cualquier valor final de E). con la 

minimización del criterio de ajuste aplicado en la función de costo. Es decir que para cada 

E inicial se tendrit. un valor final válido. asociado a un desajuste minimo entre lo medido y 

lo calculado si se cumplió la tolerancia~ si no. aunque el desajuste no sea minimo. es tal 

que no se nota Ja diferencia 

• En todos los casos. el criterio para el cálculo de la velocidad media no afecta los resultados del 

método de tránsito. en cambio el método inverso tiene un mejor ajuste cuando b velocidad se 

obtiene como función de la distancia entre secciones y tiempos de pico. Lo anterior puede ser 

debido a la caractcristica ya mencionada de la no robustez del procedimiento. razón por la cual 

es sensible a un nUmcro pequeño de grandes errores en el gn.Jpo de datos Dichos errores 

pueden ser resultado del grado de incertidumbre al medir los tirantes para obtener el área 

media. ya que esta medición fue hecha con poca precisión 

Como consecuencia de lo discutido en el piirrafo precedente. en las tablas y esquemas 

subsecuentes únicamente se comparan los resultados generados por los mCtodos inverso y de 

tránsito aJ utiliz..ar una velocidad media calculada con la distancia entre secciones y los tiempos 

de pico 

PRUEBA DEI, 8/12/1995 

,\IETODU Il\.'VER.SO. 

r\11Nll\117.-i\CION CON PASO DESCENDENTE 
VELOCIDAD f\..1EDIA FUNCION DE LOS PICOS 

E,, 

m 2/scg 

0.1 6 7 

·~ cn>.:.\J. 

m 2/seg 

o 1489 

,1fETO/JO /JE TR4NS/1"0. 

J 1 42 

CONVERGENCIA CON ERROR ClJADR.i\.TJCO MEDIO(ERR). 
VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

ITl:.K.ACIUNES 

No 

O UOI 138 

l:H'\t.U. 

m 2/scg 

0.1 6 

ERR 
4.9 X 0 
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PRUEBA DEL 1611/1996 

METODO INVERSO. 

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Ec-1 ITERA.CIONES En"l.\l. 

m 2/seg No m 2/seg 

o 04551 0.0758 

METO/JO DE TRANSITO. 

CONVERGENCIA CON ERROR Ct'ADRÁTICO MEDIO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

0.001 

ITERACIONES 

No 

7b 

ERR 

o 075 5.07 xlff .. 
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PRUEBA DEL 25/1/1995. 

llTETOJ>O JNVER.'>O. 

MJNJMJZACJON CON PASO DESCENDENTE 

VELOCID,\D MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

ITERACIONES E1-n.:A..1. 

No m 2/seg 

0.23069 0.2384 9.27 xto-

,1rETOD<.J IJE TR.A.l'w:S'ITO. 

CONVERGENCIA CON ERROR CUADR,iTICO i\JEDJO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS 

0.001 

ITERACIONES 

No 

198 

64 

En...., AL 

m~l!icg 

0.197 

ERR 
2.5 x10-
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PRUEBA DEL 8/2/1996 

METODO INVERSO. 

MINIMIZ.ACION CON PASO DESCENDENTE 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES E 11-..;.,.1. 

m 2/scg No m 2/seg 

0.17785 Q_ 1776 9.97 X iff 

.,fETOIJO l>E TRANSITO. 

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR). 

VELOCID,.'-0 ~1EDIA FUNCJON DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES 

m 2/seg No 

0.001 :!03 

66 

E .. ¡s,u.. 

m 2 /scg 

0.~02 1.57 xi O 
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PRUEBA DF.L 15/2/1996. 

METO DO INVERSO. 

MINIMIZACION CON PASO DF.SCF.NDENTE 

VELOCIDAD MEDI;'- FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES En!".u. 

m 2 /seg No m 2/seg 

0.20025 0.2 

11/ETODO DE TRANSITO. 

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES En~AI. 

rn2 /seg No rn2 /seg ERR 
0.001 163 0.162 2.05 x10-

68 
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PRUEBA DEL 20/2/1996. 

METODO INVERSO. 

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

E.o ITERACIONES EFINAt. 

m 2/seg No m 2/seg 

0.06697 2 0.228 4.5 xlO-;: 

METODO DE TRANSITO. 

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRÁTICO MEDIO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES E FIN AJ. 

m 2/seg No m 2/seg ERR 
0.001 158 0.157 3.7 xIO ..... 
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PRUEBA 20J2/1996 

º~r-~~~~~~~~~~~~~~~~~r=========================:i 
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PRUEBA DEL 2312/1996 

METODO INVERSO. 

J\.11NIMIZACION CON PASO DESCENDENTE 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS 

Eo ITERACIONES E1"IS"AL 
VJ/'v.Jº 1 

m 2/seg No m=/seg 

0.09736 5 0.:!38 2.33 x10· 1 

AfETODO DE TRANSITO. 

CONVERGENCL'I. CON ERROR CUADRÁTICO MEDJO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES Ef'r.\:.\J.. 

m 2/seg No m 2/seg ERR 
0.001 186 0.185 3.5 x10-
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PRUEBA DEL 2812/1996 

JHETODO INVERSO 

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES Ef-tsl\.L v.J/'Y.Jo 
rn2 /seg No m 2/seg 

0.07716 5 0.:!099 4.16 x10-

,UETODO DE TRANSITO. 

CONVERGENClA CON ERROR CUADRATICO MEDIO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES 1 EJ-""N.'J_ 

m 2/seg No m 2/scg ERR 
0.001 158 

1 
0.157 5.87 x10-

74 
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A partir del analisis comparativo de Jos resultados numéricos y gráficos originados por el 

método inverso y el de tril.nsito, se pueden establecer las siguientes conclusiones : 

• Las metodologías comparadas pToducen distintos va!oTCS estimados del coeficiente de 

dispersión. La diferencia de valoTes entTc ambos métodos va desde el 1 o/o hasta el 3 5°/o, pero 

como la relación entre la magnitud del coeficiente y la dispersión no es lineal~ solo se generan 

pequeñas diferencias en las distribuciones de concentración correspondientes a cada 

estimación. 

• Observando las gráficas es posible notar que el método inverso se ajusta, en la mayoría de los 

casos, mucho mejor a las distribuciones medidas que et método de tránsito (veáse por ejemplo 

Ja prueba del 15/2/1996). Además de lograr dicho ajuste con en un número menor de 

iteraciones. Por las razones anteriores se puede considerar al método inverso como ligeremente 

superior. 

• En algunos. casos como la prueba del 25/ l / 1996. ambos procedimientos provocan un 

desplazamiento de las distribuciones con respecto al tiempo de la concentración pico de la 

distribución medida. Esto puede ser debido a tres factores : 

• Errores en los intervalos de tiempo en los cuales fueron tomadas las muestras. por lo 

cual el tiempo medido de la concentración pico no corresponde al verdadero en 

cualquiera de las secciones. 

• Errores al obtener las muestras y/o al calcular las concentraciones en el labora.torio. 

• A una medición d~fcctuosa de la distancia entre secciones 

• En otros no hay desplazanliento. pero el desajuste cntTe los datos medidos y lo calculado con 

el método inverso es muy grande (prueba del 20/2/1996). Este fenómeno pudo ser provocado 

también por los dos primeros factores mencionados en el punto anterior. 

Por úhimo, fue implementada la misma mctodologia sobre un experimento realizado en las 

instalaciones del Instituto Mexicano de Tecnología del Agua en Cuernavaca~ Marcios. En dicho 

lugar se contó con un canal de 50.0 m de largo, 0.60 m de ancho y 1.00 m de altura. L:i primera 

sección analizada se colocó a 32.50 m del punto de vertido. y entre las secciones se dejó una 

distancia de 12.65 m. El trazador y las condiciones para aceptar la prueba fueron las mismas que 

para las realizadas en el canal de Instituto de lngenicria. Para la estimación del coeficiente de 

dispersión. al experimento del 1~1T A le fueron aplicadas los mismos procedimientos y 

consideraciones anteriormente descritos. Los datos y resultados 5e presentan a continuación : 

7(, 



PRUEBA IMTA DEL 251611996 

DATOS. 

PRUEBA GASTO TIRANTES VELOCIDAD MEDIA 
MEDIDA CON MOLINETE 

YA Yu 
(mis) (lt/s) (cm) (cm) 

2516196 45.60 18.7 15.7 0.436 

.HETODO INVERSO. 

MINIMIZACION CON PASO DESCENDENTE 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

E.o ITERACIONES El--c-;,\L v.:i1w0 
m 2 /seg No m 2/seg 

0.04373 2 0.113 7.3 xlff,j 

ll·IETODO DE TRANSITO. 

CONVERGENCIA CON ERROR CUADRÁTICO MEDIO(ERR). 

VELOCIDAD MEDIA FUNCION DE LOS PICOS. 

Eo ITERACIONES EfD/AL 

m 2/seg No m 2/seg ERR 

0.001 77 0.076 S.S xto-

77 
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Después de analizar los resultados de esta pnicba. es posible aplicar las mismas 

conclusiones del análisis comparativo de mCtodos ya descrito para el caso de los experimentos 

realizados en el Instituto de Ingeniería de la UNA~1. De este modo se comprneba la eficacia del 

mCtodo para aplicarse en cualquier circunstancia. 
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4. CONCLUSIONES 
En esta tesis se analizó la aplicabilidad de las metodologías inversas de modelación en Ja 

estimación de parán1ctros utilizados en la solución de problemas de Ingeniería Civil. y 

posterionnentc~ se utilizó un procedimiento inverso llamado mCtodo variacional adjunto para 

obtener el coeficiente de dispersión de contaminantes en canales 

El método variacional se caracteriza por minimizar un funcional o f'unción de costo que 

representa el desajuste t=ntrc los datos obscrv3dos y los resultados de la modclación. La 

minimización se lleva a cabo utilizando como restricción las ecuaciones de modelo. su solución 

involucra multiplicadores de Lagr3.flge y lleva a ecu<!cioncs adicionales o adjuntas, desde las 

cuales se determinan dichos multiplicadores Las variables del modelo y !os multiplicadores de 

Lagrange permiten entonces el cálculo del gradiente del funcional original. el cual se utiliza para 

minimizar dicho funcional mediante mCtodos de optimización clásica 

De acuerdo a los resultados obtenidos. tras realizar este trabajo se llegó a las siguientes 

conclusiones : 

• 1\.1uchos problemas de Jngcnicna Civil cuya modelación involucre pará.mctros puede ser 

resueltos mediante metodologias inversas 

La conclusión anterior tiene especial aplicación en los aspectos que a continuación 

presentan· 

• Para inferir los para.metros del modelo a partir de mediciones de pará.mctros 

observables (concepto cl:isico de problema inverso). 

• Para comprobar que los valores de los parámetros usados en la metodología directa son 

Jos que realmente se cst<ln presentando. De esta forma. los para.metros verdaderos 

pucdc:n ser deducidos dc:;dc Jos datos para compararlos con los empleados 



originalmente. Esto puede. por ejemplo. ser aplicado en la etapa de operación y 

mantenimiento de una obra. 

• En muchos problemas de diseño para los cuales sea necesario calcular un factor de 

seguridad dividiendo lo calculado con la metodología directa y lo medido en 

laboratorio o en campo De c.'>ta n.)m1a. a panir de las condiciones medidas y los 

factores de "'eguridad n .. ·qU1..:ridos <>e podrían ohtcncr lus paramctro-; de diseño óptin1os. 

En los casos donde fuera factible aplü.:ar· 1..·stc proccdirnicnto. se evitaría un derroche 

innecesario de recursos econonli..:os ya que la obra no c<.,laria sobrcdiscñada~ y se 

optinlizana el proceso de dbcño al reducir d número de tanteos necesarios para 

obtener la opcion qui.: cumpla con las corH.iicion1..·s de seguridad solicitadas 

• En el caso particular de la aplica..:ion dd mctodo variacional adjunto para obtener el coeficiente 

de dispersión de Cl1"taminanrc.~s se puede in~1car In :-.1guic11ti.: 

• El codicicntc de dispcr.sion obtenido con el rm .. ~todo inverso ajusta mucho mejor u las 

distribuciones medie.las 1..~n casi todos los casos y adC"n1as es cstintadu en un número 

n1enor de iteraciones. C()rnparadn con lo~; calculados rr1cdiantc procedimientos ya 

cxistcnll:s Con tia-..c en lo dcs..:ritt). el n1étoc.Jo '\-ariacinnal ~e puede considerar superior 

a los proccdirn1cnlos con los que se Je confronto 

• Por otra part1..·. el procedimiento inverso variacional tiene menos restricciones para ser 

utilizado .. lo cual es una ventaja sobre el resto de lo~ método~ Oc esta forma. dicho 

procedimiento puede ser aplicado con distribuciones inicialc~ complejas (sin que sean 

torzosamcntc Gaussianas), asi corno con velocidades y gcometrias variables. 

• Los codicicntcs de dispcrsion d1..· 1,.';0lltarninantcs dctt:rnlinndos con en el método 

inverso variacional son dependientes dt: los valo1cs iniciales supuestos, por lo que el 

procedimiento puede ser cla:.ificado como no 1obusto Sin duda c.::.ta caractcristica fue 

una consecuencia de utilizar el critcr·io de mínimos cuadrados para resolver el problema 

inverso 

• Como consecuencia de lo anterior. el n1étodo variacional no garantiza una solución 

única. Sin embargo, los resultados son adecuados de cualquier fonna pues cumplen con 

Ja minimización dd criterio de aju~tc aplicado en la fünción de costo. Es decir que para 

XI 



cada E inicial se tend.-a un valor- final válido. asociado a un desajuste minimo cntr-c lo 

medido y lo calculado 

Por último. se pueden sugeíir las siguientes .-ecomendaciones a aquellos que se interesen 

en usar Ja metodologia aqui descrita 

• En el caso de querer aplicar una metodologia inversa a un problema de Ingeniería Civil 

distinto al presentado en este trabajo. antes de tratar de resolverlo se deben tomar en cuenta la 

complejidad del problema y el grado de aproximacmn de las formas de solución existentes De 

esta forma se podril evaluar quc tan factible rcsuhana hacerlo. que tra.-.ccndcncia tendría 

desarrollar otro procedimiento dc solución y qué tan práctico seria en comparación a los otros 

Si despuCs de analizar los aspectos antcriorcs se decide aplicarlo. el investigar ~¡ en otras <ircas 

se han resuelto modelos con estructuras parecidas puede ser de gran utilidad 

• Para el problema de la obtcncion dd coeficiente de dispersión de contaminantes. n.=comendaria 

llevar a cabo una campaña en canales y ríos reales. basada en los procedimiento!> de medición y 

ami.lisis aplicados en esta tesis De esta manera. se podría observar el comportamiento del 

método inverso variacional con datos no obtenidos en un canal de laboratorio. y redondear el 

trabajo al comparar con otros procedimientos y poder concluir si realmente conviene aplicar en 

la práctica este rnCtodo u es preferible continuar utilizando tCcnicas ya cxi!>tcntcs (como la dc 

tránsito) 
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FE DE ERRATAS. 

• En la pagina t 4 

Dice: 
de donJl.C'n se <lctcnninan 1 ·, A.~ y y·. 

• En la p:\gin;:i. 18 

Dice: 
En 1a ncualida<l C;>tistcn dos tipns de 
prnccdimicntos pnra cnfrcntólr cst.'l 
pn.hlcn1:'r.tica: 'ª"' técnicns annlitica<; las 
numCricas. 

• En la r6gina 22 

Dice: 
dF O parn lolln~ 

aldrni'>il>1cs. (2.19) 

• En Ja p:lgina 38 

Okc: 

\nriacionc-" 

.... lo ndccuadn seria aplic;ir un tno<lclo 
bidimensional p;u·a el c:'r.lculo de la di~pcrsiún 
logiludinal. el cu:-tl incluiría iris 70na<: de 
mc;rcl:iJo logitudin.:i.l y trn.ns' crsal. 

• En la p:lginn 44 

Dice: 
...• después del dcrr:unc se cmpli:0 una 
instTUmcnto para agitar el Oujo y forzar de este 
1nodo dicho rnc;rcladn (ml{,nnnciDn m:\<; 
<lctal1ada de los Cll(:prcri111cnl<'~'- \·c;'.\'>c 
llcrczowsl...-y et :ti ( 1996)). 

• En la página 59 

Dice: 
... : con algunos v:ilorc:o; converge rfirid:lfncn!e 
en p..--...;ns itcracionc"' y c~·n otrus lo h;11cc 
lcntamcne. 

• En L:a p3gim' 76 

Dice: 
P(>r-'.a.,. razl'•nes anlcriorcs !'>e puede con.,ider;u 
al mCtcxhl inverso como ligcrcmcnle superior. 

Dehc decir. 
de donde c;.c tlc1cn11imu1 s.·.>.." y y". 

Ochc dec.ir· 
Fn la 3C1u:tlid::id cxi~tcn do!'> lij"'<"'s Je 
procc.J1mien10.; pnra enfrentar C!'l:t 

pi-nhlem;itica· !;i... técnica<;, nn;t\ític:t.c;, v l:to;; 
nurnéricas 

Dcl:"-c dt."c.ir: 
tlF =O para tod:i"I !:J., \.·uriucionc~ 1ulrni'lihlM. 
(:!.tQ) 

Dchc dcc.ir: 
...• lo adcc11:idn "cría nplic.nr un rnndclo 
bidimcn..o;;ic>n:ll rmra el cfllculo de la dispcr~>ión 

lnngitudi~I. el cu;il incluirlo lns 70n.,~ de 
n1c7Cl:'.•d,.., 1r,ngi1ud;u:1I )' tn1nc;i.:cr">nl. 

Debe decir. 
...• dcspu¿o;; del dcrran1c se empicó un 
in."<;trumcn:o para ng1tar el flujn y forzar de este 
mcx.lo dicho n1c .. dadn (iníonnnci<111 nifl-; 
dctnllad.:1 de 1,,.., experimentos. \•én~e 

Jlerc7o""·:">t~ et al ( J 9?6)). 

Oehi: decir: 
... ; con al¡;unno;; \.otlnrcc; c0nvcrgc :'iri•l:intcnlc 
en pocas itcr<tcil•llt:o:. y C<>r1 otro.; In hace 
lentamente. 

Debe de-cir: 
Pnr las r.i.zoncs anteriores se puede cono;idcn1r 
al método invcro:;0 cn1no li¡;cr.unentc :-oupctit•I'". 
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