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INTRODUCCION

En esta tesis se presenta un estudio de algunos de los problemas matematicos
y filosdficos que estan en la base de la construccion de la geometria analitica.
Se abordan ambos aspectos implicitamente, en el entendido de que la
adherencia a ciertos principios de actividad matematica (o programas de
matematicas) constrifien o impulsan el desarrollo de los entes matematicos
involucrados.

De hecho. ambas vertientes, la filosdfica y 1a matematica, se entretejen para dar
cuerpo a una nueva matematica, la geometria analitica. La vertiente filosafica
se expresa al querer dar un orden o estructura al cuerpo de conocimientos de la
época, en particular a la geometria: y la vertiente matematica, al tratar de dar
soluciones generales a viejos problemas de lugares geomaétricos.

En el Capitulo 1 presentamos una revisién del trabajo de Descartes realizado en
los " Libro 1 " y " Libro Il " de su obra La Géomeétrie. Esta revision esta basada en
un seguimiento de la solucion de Descartes al problema de Pappus. £l problema
de Pappus es un ejempio de problema que plantea Descartes en el Libro |, para
resolverlo con su método;, y es hasta el Libro I que Descartes termina su
resolucién. Nosotros, aqui enfocamos a los antecedentes matematico-
representacionales a que da lugar Descartes, con respecto a las coordenadas
cartesianas y la clase de curvas algebraicas planas.

La tesis que de esta primera exposicion se deriva es que el método analitico
que desarroila Descartes es una herramienta que él instaura en su Géométrie
para resolver problemas de corigen matematico y filoséfico.

En el Capitulo 2 exponemos un analisis de la obra de Fermat en tomo a la
construccion de la geometria analitica.lniciamos este capitulo presentando los
antecedentes griegos de construccion geomeétrica denominados /ocus, puesto
que la hipdtesis de Boyer (1956) sobre el trabajo de Fermat en Ad focus planus
et solidos isagoge es que es una presentacion del trabajo griego al respecto. El
capitulo continia con la exposicién de un bosquejo del contenido de dicho
tratado. junto con algunos comentarios de la obra de Fermat en general.

El capitulo 3 completa lo expuesto en el capitulo anterior, ya que se presentan
las apreciaciones de Boyer (1956) sobre las aportaciones de Descartes a la
geometria analitica para terminar levantando un cuadro de diferencias entre los
dos autores de |la geometria analitica.



Con lo hasta aqui elaborado en los capitulos 1, 2, y 3, se sustenta la tesis de
que los trabajos de Descartes y Fermat pueden considerarse como
complementarios en el sentido de que el primero desarrolla conceptos basicos
de la geometria analitica a través de la resolucibn de problemas de
construccion; y el segundo encuentra un lugar mas destacado en la historia de
la geometria analitica a través de sus aplicaciones (también de construccion
geometrica) a la geometria infinitesimal.

Finalmente, dado que aqui (ver capitulos 1 y 3) hemos tratado de hacer ver que
ia potencia y el desbordamiento de los métodos algebraicos de gque hace uso
Descartes buscan su sustentacion en construcciones geometricas dinamicas, en
el Capitulo 4 de este trabajo profundizamos en el analisis de este aspecto de la
geometria cartesiana a través del trabajo que sobre ella realiza Bos, H. J., en el
articulo "On the representation of curves in Descartes' Géomeétrie" .

De esta manera. terminamos sosteniendo la tesis principal de este estudio: que
ia representacién aigebraica de las curvas materializa 1a conciencia de
Descartes del movimiento continuo, y que la representacion geomeétrico-

mecanica de éste (del movimiento) juega el papel de interpretante de tal
simbolizacidn algebraica.

Por Gltimo. afnadimos en el cuerpo de este trabajo de tesis un apéndice que trata
sobre el desarrollo de los procedimientos algebraicos de Descartes usados en la
solucién del problema de Pappus para tres, cuatro y cinco lineas rectas.



GUIA DE LA TESIS

A manera de guia, las preguntas que hemos tratado de contestar en el presente
trabajo de tesis son las siguientes:

1. ¢Qué tipo de problemas. en relacidn con el origen de la geometria analitica,
son los que abordan Descartes en su obra La Géométrie , y Fermat en sus
Oeuvres?

2. ¢En qué se diferencian Descartes y Fermat, durante la resolucién de
problemas geométricos, con respecto al uso de un método analitico-algebraico?
Desde el punto de vista de la historia de las matematicas, ¢se diferencian las
obras matematicas de Descartes y de Fermat con respecto a tal uso?

3. ¢Que es lo que trae a las ecuaciones algebraicas a la escena matematica?
¢, Cuales son las consideraciones o el entorno de su aparicion?

4, ;CoOmMO se identifica a la geometria analitica? Es decir, ¢(cudles son las
caracteristicas mas relevantes que ia definen?



Capitulo 1

“ este rratado temo que no pueda ser leido
mads que por aquellos que ya conocen lo que

estd en los libros de geomerria*
(Descartes. Lg Geometria, Advertencia)

Ambitos de representacion cartesiana para las curvas
algebraicas planas: Los Libros 1 y Il de La Géométrie

En este capitulo hacemos una revision de los Libros | y || de La Gédométrie de
Descartes enfocando a los antecedentes matematico-representacionales de
Descartes con respecto las coordenadas cartesianas y a ia clase de curvas
algebraicas planas. Para este efecto nos basaremos en |a traduccién al espafiol,
l.a Geometria, publicada por la editorial Espasa Calpe en 1947. También,
introducimos aqui opiniones autorizadas sobre el trabajo de Descarnes (cf. Boyer
(1956). y Bos (1981)) para tener una perspectiva mas amplia acerca de tales
elaboraciones.

Empezamos el capitulo exponiendo el problema de Pappus, problema principal
planteado por Descartes en el Libro |. Ademas de la solucion de Descartes a
este problema, afiadimos una descripcidn general de la estrategia de Descartes
para tal resolucion a fin de resaltar l10s procesos analiticos en juego. Enseguida
presentamos el tema de la generacion de curvas de Descartes, pasando at Libro
il de La Geometria.

Por ultimo en este capitulo, se presenta una prueba matematica, desarroliada
por Bos (1981), del acotamiento de la afirmacion general avanzada por
Descartes acerca de la correspondencia entre los lugares geométricos
identificados en el problema de Pappus, y las curvas algebraicas planas.



Del "Libro Primero” en La Geometria de Descartes

A continuacion, comenzamos presentando dos textos que plantean el problema
de Pappus: el primero, es el citado por Descartes en La Geometria, luego,
pasamos a presentar un planteamiento actual del mismo problema, tomado de
Bos (1981):

“Ese lugar de tres o cuatro lineas, a propdsito del cual Apolonio se jacta y alaba
por sus agregados, aunque debiera estar reconocide al primero que lo tratd, es
el siguiente:

Si dadas las posiciones de tres rectas se trazan desde un mismo punto otras
tres rectas que formen con aquellas angulos dados. y se da la relacion entre el
rectangulo (producto) forrmmado por dos de estas trazadas, al cuadrado de la
tercera. el punto se encontrard sobre un lugar soélido, dado en posicién, es decir
sobre una de la tres conicas. Si es respecto a cuatro rectas dadas, que se trazan
otras cuatro formando angulos dados, y se da /a relacién del rectangulo de dos
de las distancias al de las otras dos, el punto se encontrard igualmente sobre
una secciédn cénica. Si las rectas son solamente dos, estd establecido que el
lugar es plano: pero si hay mas de cuatro, el lugar del punto no es ya de esos
conocidos: es de esos que se llaman simpiemente lineas (sin saber de
antemano sobre su naturaleza o sus propiedades) y no se ha hecho la sintesis
de ninguna de estas lineas ni demostrado su aplicacién a esos lugares; ni aun
respecto a la que parece la pnmera y la mas indicada. He aqui como se
proponen esos lugares:

- Si las lineas dadas fueran seis. y se da /a relacion del solido formado por tres
de las distancias al solido formado por las otras tres, el punto se encontrard
igualmente sobre una cierta linea.

- Si fueran mas de seis rectas, ya no puede decirse que se da la relacién entre
un objeto comprendido por cuatro rectas y otro formado por las otras, pues no
hay nada que esté formado por mas de tres dimensiones.

Sin embargo, poco tiempo antes de nosotros se ha acordado la libertad de
hablar asi, sin designar empero, nada que no sea inteligible, diciendo: Io
comprendido por tales rectas con respecto al cuadrado de tal recta, o a io
comprendido por tales otras. Y es facil, por medio de las relaciones compuestas,
enunciar y demostrar en general las proposiciones antes citadas y las que
siguen.

He aqui como:

- Si de un punto se trazan sobre rectas dadas. olras rectas que formen angulos
dados y se da la relacidn compuesta de una de /as trazadas a otra de ellas; /a de
un segundc par, la de un tercero, en fin la de la ultima a otra dada, si hay en
total siete rectas.o bien la de las dos uitimas, si hay ocho, el punto se encontraréd
sobre una linea dada.



Puede decirse /o mismo, cualfquiera que sea el numero de rectas. par O impar.
pero como lo he dicho, para cualquiera de esos lugares que siguen al
correspondiente a cuatro rectas, no hay una sintesis ya hecha que permita
conocer la linea” . (Planteamiento del problema de Pappus. citado por Descanes
en La Géometria. pp.60-62. Dicho ptanteamiento del probiema de Pappus. esta
tomado de ia version de Commandino de Pisa, de 1588, segun nota de pie de
pagina de ia versién castellana de Espasa-Calpe)

De acuerdo a Bos,

En su Geometria Descartes expusoc un nuevo programa para tratar con
problemas geometricos, para ello usd un problema como ejemplo clave: g|

Sean n lineas dadas, .,, en ¢l plano, y sean ¢, angulos fijos.

Fig. 1

Denotemos con Jd, lalongitud del segmento de linea del punto P a L,, el
cual hace un éngulode v, con [ . Sea o:3 unarazéndaday sea a un
segmento de linea dado. Se requiere ar los P con las
siguientes propiedades:

- para tres lineas:
(dy-d):(di)= a:B
- para cuatro lineas:

(d,-d;):(dy-d,)= a:PB



- para un numero impar (2n-1) de lineas, con N>2 :

()i (e dyy B S @ B

- para un numaero par (2n) de lineas, con N>2 :

(dy o dy) i (o ey, )= @i B

Lo que nosotros tenemos aqui es un problema de iugar geomeétrico; ...este
lugar geometrico es generaimente una curva. Pappus establece que para tres
y cuatro lineas el lugar geometrico es una seccién cénica y que para mas de
cuatro lineas nada se conoce sobre la forma del lugar geométrico. (Bos, 1981,
pags.298-300)

Solucién de Descartes al problema de Pappus

En el “Libro Primero”, pag. 66-71 de la edicidn en nuestras manos de La
Geometria, Descartes desarrolla la estrategia que seguira para dar solucion al
problema de Pappus en el caso de tres o cuatro lineas. Enseguida
describiremos tal estrategia, misma qQue instrumenta Descartes en el caso
generai de n lineas.

Lo que enseguida exponemos se basa en lo que el propio Descartes realiza en
sus Libros Primero y Segundo. No se sigue al pie de la letra, pues aunque la
notacién de Descartes ya usa simbolos algebraicos actuales, hemos preferido
introducir elementos de analisis del trabajo cartesiano derivados de una
perspectiva matemdatica actual.

Estrategia de Descartes pars lar lucién del probi de Pspp
- Se toma una de las lineas dadas, cuaiquiera de ellas (llamémosie L), vy la
“distancia” (d, ) o segmento del punto P a la linea recta escogida (tal segmento
forma con L, uno de los angulos, ¢, en este caso, fijos de antemano segun la
recta escogida);

- se denota con y a la “distancia” elegida de! punto P a la recta Z,, es decir,
d, =y y al segmento delimitado por la intersecccidn de y con la recta
escogida y con alguna otra de las rectas dadas se le denota con x;

- definidos los segmentos x y y , Descartes pasa a representar las restantes
"distancias” o segmentos que van del punto ~ a las rectas dadas en términos

de las citadas x y y , gracias a que en un triangulo fijo las proporciones entre
sus lados son constantes,

10



En el caso de 3 y 4 lineas dadas

En el siguiente desarrollo, nos referiremos a la notaciéon y a la disposicidén de
las rectas dada en la Fig.1, dado que dicha disposicion es arbitraria:

T,

L,

Fig. 1
Asi, elegidas x y y como aparecen en la Fig. 1,

Descartes:

- considera el triangulo A ARB : como el angulo que forma d, con L, es fijoy el
angulo que forma L, con L, esta dado (puesto que las rectas son dadas), los
tres angulos del A ARB estan completamente determinados, por lo que la
proporcion entre sus {ados es constante y se indicara como z/b. Es decir que,

ABIBR = zIb
como AB=x, BR=bx/z, y PR=y+ bxiz.

Ahora. Descartes discute en tres renglones los posibles cambios de signo en la
combinacién lineal y + bx/z dependiendo de la posicién que guardan entre si
los puntos colineales P . 8.,y :

- enseguida considera el A PDR

. el cual tiene con el A ARB en comin el
angulo £PRD. Como este angulo estaba determinado, y el ZPDR es fijo,

resultan completamente determinados los tres angulos del A PDR, por lo que
las proporciones entre sus lados son constantes. De manera que PR/PD = z/c,

De modo que siendo PR = y + bx/z,

PD = cylz + bexizz, i.e. d, =cylz + bexizz.

Noétese que en este momento ya se tienen expresadas como combinaciones
lineales de x y de y a dos de las “distancias”, a d, y a d,. Descartes
11



procedera de manera analoga para expresar a las distancias restantes. En el
caso de cuatro lineas, faltarian J, y d,:

- En este punto. hacemos notar que aunque el proceso para llegar a expresar
d, y a d, como combinaciones lineales de x y de y es el mismo aplicado a
los casos de d, y dJd,, de consideraciéon de triangulos determinados por la
interseccion de dos de las lineas dadas y la "distancia” en cuestion, ello implica
una reconstruccidn de la resolucibn caresiana, vuelta a aplicar ahora a
analogas “formas” geometricas:

Fig. 1

- Considere entonces la interseccion £ de L, con L,, como las rectas estan
dadas, lo esta también dicho punto £ (tanto como lo estaba, arriba, A);

- lamémosle k aladistanciade A a E ,ie. k= AE ,luego BE = k- x.

- Considere el A EBS. Ahi, el £EBS es fijo y lo es también el ZBES . ZESB
también lo es. De donde BE/BS = z/e = cte.

- 8S=BEelz ie. BS=k(elz)-x(e/z)

. PS=PB+ BT =y-x(elz) + k(elz)

De donde si  IPS = z/f = cte, entonces; d4,= PS (2/)

i.e. = y(zIf) - x(e/z) (zif) + k(elz) (zif)

Sdy+nx+p

12




- Por otro lado, !a interseccidn T de L, con L, esta dada, como lo esta A, la
interseccion de L, con L,. Llamésmole m a la distancia que hay entre A y
T, luego
DR =DT+ TA+ AR
=DT+m+ AR

- Ahora bien, en el tridngulo A PDR, DRIPD = g/z = cte
luego, DR = PD (g/z) = (cylz + bcx/zz) (g/z)

= y(c/z) (g/Z) + x(bc/zz)(g/Z), i.e.

=yy+ox

De donde DT=DR-m- AR

=z=yy+ox-m-AR

- Ademas, del A ARB, ARIAB = hiz = cte, de donde AR =x h/z,

luego, DT =yy+ox-m-xhlz=yy+ax-m

- Llamémoste ahora V a la interseccion de d, con L,. Como los tres
angulos del triAngulo A DTV estan dados, se tiene que:

Fig.1

DVIDT = i/z = cte , de donde DV = DT (ilz)
DV =(yy+oc'x-m){iz)

13




Syy+yix-m

Como d, = cy/z + bex/zz = PV + VD, se tiene que PV =-VD + cy/z + bex/zz
(ry+tyx-m)+cylz
bexlzz
Ay+yx+m”

i+

- Finalmente, en el A PVF los tres dangulos son dados, de donde

PFIPV = jlz = cte, de donde;: PF = PV /Z)=(X'y + v'x + m”) (fIz) = W'y + v'x +
i.e. Jd;, = PF=ay+bx +c.

De manera que este procedimiento de representacion de los segmentos 4,
en términos de las cantidades desconocidas x y y se aplica a la resolucion
del problema de Pappus no importa cual sea el nimero de rectas dadas.

De acuerdo a Descartes:

Se ve asi que cualquiera que sea el numero de lineas dadas, todas las lineas
trazadas desde P, que forman angulos dados, conforme al enunciado. se
pueden siempre expresar, cada una por tres términos de [0S gue uno estl
compuesto por la cantidad desconocida y multiplicada o dividida por alguna
otra conocida, y el otro, de la cantidad desconocida x ., también multiplicada
o dividida por alguna otra conocida y el tercero, de una cantidad toda
conocida. Se exeptia el caso de que ellas (todas) sean paralelas bien a la
linea AB, en cuyo caso el término compuesto de la cantidad x serad nulo; o
bien a la linea CB8, y en este caso el término compuesto de la cantidad y
sera nulo': lo cual esta suficientemente claro para que no me detenga en
explicarlo mas. Y respecto a los signos + y - que se unen a estos términos,
pueden ser cambiados de todas las maneras imaginables.

(Descartes, 1956, pag.68-69)

De manera que en el caso de cuatro lineas el lugar geométrico buscado es el

conjunto de puntos P que satisfacen d,-d,=4d,-d, (%) es decir,

¥+ nx +e) = (ay + bx + <) (gy + x%) % .

' En el apéndice que aparece al final de esta tesis hemos desarrollado con detalle dos casos de

paralelismo.
14




De donde se obtiene:

ay +ayyr+a,x? +a,y+ax+a, =0

la cual es la ecuaciéon general de una cénica, es decir que el problema de
Pappus para el caso de 4 rectas dadas describe de manera general a
cualquier conica.

Segun Bos (1981), la respuesta de Descartes no es novedosa en cuanto al
lugar geomeétrico solucion al problema de Pappus en los casos de 3 y 4
rectas dadas:

“Pappus establece que para tres y cuatro lineas ei lugar geométrico es una
seccidon conica y que para mas de cuatro lineas nada se conoce sobre ia
forma del lugar geométrico”. (Bos, 1981, pags.298-300)

Sin embargo, lo gque desde nuestro punto de vista constituye la real
aportacion de Descartes en este contexto, es el método instrumentado (al
cual nos hemos referido como “la estrategia de Descartes” para la resoluciéon
del problema) para llegar a la determinacion del lugar geomeétrico en

cuestion.

Dicho meétodo., de sustitucién de magnitudes dadas por combinaciones
lineales variables le permite a Descartes ir mas alla de lo alcanzado por los
antiguos gedmetras griegos.

En el ultimo parrafo del libro primero de La Geometria, aparece claro que son
estos procedimientos analiticos (inaugurados por Descartes) los que e
permiten a Descartes dar una respuesta al problema de Pappus en el caso
de n rectas dadas:

Puede suceder, estando propuesto el problema para seis o mas lineas, si
hay entre las lineas dadas algunas que sean paralelas a 8A o 8P, que una
de las dos cantidades x o y no tenga mas que dos dimensiones en la
ecuacion, y por lo tanto que se pueda encontrar el punto P con laregla y
el compas. Pero, por el contraro, si ellas son todas paralelas, aunque el
problema no se refiera mas que a cinco lineas, el punto P no podra ser
encontrado de ese modo, a causa de que, No encontrandose la cantidad x
en toda la ecuacidén. ya no sera permitido tomar una cantidad conocida
como y, SiN0 que esa sera la que hay que buscar. Y puesto que ella tendra
tres dimensiones, NO se la podra obtener mMmas que extrayendo la ralz de
una ecuacién clubica: lo que generalmente no puede hacerse, sin que se
emplee por lo menos una seccion conica. ...(Descartes, 1958, pag. 71)



Continuando en este tenor, Descartes también establece que:

- en el caso de 9 lineas paralelas, 10, 11, 12 & 13 lineas, perc no todas
paralelas entre si, la ecuacion en x (6 en y, para 9 lineas paralelas) es de
grado s 6; la construccidn por medio de interseccidén de secciones conicas en
general no sera posibie y una curva mas complicada tendra que ser usada,

- en el caso de 13 lineas paralelas, 14, 15, 16, & 17 lineas, pero no todas
paralelas entre si, ...etc.

El “Libro Segundo” de La Geomelria de Descartes

En el Libro Segundo, Descartes aborda la naturaleza de las curvas. Agqui,
expone consideraciones acerca del tipo de lineas que no deben ser excluidas
de la geometria:

considerando la geometria como una ciencia que ensefa
generaimente a conocer las medidas de todos los cuerpos., no deben
excluirse las lineas por compuestas que sean, mientras pueda
imagindrselas construidas por un movimiento continuo, o por
varios que se suceden, y en que los ultimos estan enteramente
regidos por los que les preceden; pues por este medio se puede tener
siempre un conocimiento exacto de su medida. (Descartes, 1956,
pag.74-75)

Pero, para comprender en conjunto todas las que estan en la
naturaleza, y distinguirtas por orden en ciertos géneros, no conozco
nada mejor gue decir que todos los puntos de las que puesden
designarse geométricas, es decir, gque ad cierta did
precisa y exacta, tienen necesariamente aiguna relacién con todos
los puntos de una linea recta, que pusden ser expresadas por
aiguna ecuacién, ila misma para todos jos puntos. (Descartes,
1956, pag.78)

Es decir que aqul Descartes ha identificado curvas geométricas con aquellas
que pueden expresarse por medio de una ecuacién algebraica, y a estas
ultimas con las curvas que admiten una medida precisa y exacta, las que &l
imaginaba construidas por un movimiento continuo.

La parsbola de Descartes

Otra de las cuestiones del *“Libro II” que aqui discutiremos (pags.96-100),
surge al considerar Descartes el caso particular del problema de Pappus en
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que se dan cinco lineas rectas, no todas paralelas, en la siguiente
disposicidn:

Sean cuatro de las lineas dadas paralelas y con distancias iguales a a
entre ellas; si ademas la quinta linea es perpendicular a las otras, y la

constante de proporcionalidad es tomada como &« . entonces como lugar
geometrico tenemos una cubica, la llamada “paraboila de Descartes™

Sean por ejemplo, las lineas dadas AB, IH, DE, GF, ¥y GA Yy que se pida el
punto P de manera que trazando PB, PF, PD, PH y PM en angulos rectos
sobre las dadas, el paralepipedo de las tres PF, PD. y PH sea igual al de las
otras dos PB y PM . y de una tercera, como la Al. Haciendo

PB=y PM~x Al 6 AEG6 GE =a

de rmanera que, estando el punto P entre las lineas AB y DE, se tenga
PF = 2a-y PD= «-y PH=y+a
y rmultiplicando estas tres, una por otra, se obtiene

»? =2 avv — aay + 2a’, igual al producto de las otras tres, que es e« x y.

(Descartes, pag.97)

La figura a la que esta haciendo alusidn Descartes en el parrafo anterior es
ual aparece en la pag. 98 de La Geometria).

la siguiente (la c




Antecedentes de curvas dinamicas

Sin embargo. ya los antiglos griegos conaocian aigunas curvas generadas de
manera dinamica.

En particular, en el Capitulo | de su History of Analytic Geomnetry ("Las primeras
contribuciones”), Boyer reporta que Hipias el Sofista (~425 A.C.) inventd la
primera curva distinta del circulo y de la recta, a través de la intrusién en
geometria de la nocion de movimiento mecanico: si una barra horizontat o un
segmento de linea A8 se mueve hacia abajo con un movimiento uniforme de
traslacion a la posicién OC al mismo tiempo que una barra vertical igual a un
segmento OA rota sobre O a la posicion OC, la interseccién P de estas barras o
segmentos de linea trazara una curva conocida como la cuadratriz de Hipias (ver
fig.2).

Fig.2

Esta curva fue usada por los griegos para resolver dos de los tres problemas
clasicos. De hecho, “resuelve” facilmente todas las cuestiones de multiseccion,
incluyendo la de triseccién. Para trisectar el angulo COR. por ejemplo, uno
primero trisecta el segmento OQ, por el punto Q’, entonces encuentra el punto
correspondiente P’ sobre la cuadratriz, y finalmente extiende OP’ hasta
intersectar al circulo en R', el punto deseado que trisecta al arco CR.

De acuerdo a Boyer, ia cuadratriz es importante no anicamente como una nueva
curva, sino también porque anuncia una de las ideas importantes de Ia
geometria analitica: la de lugar geometrico.

Recordemos que, actualmente. un lugar geometrico o /ocus se define como
sigue:

“ Un conjunto de puntos de un plano se dice que forman un lugar geométrico,
si se cumplen estas dos condiciones:
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1. Todos los puntos dei lugar poseen una misma propiedad previamente
establecida;
2. Si un punto tiene la misma propiedad pertenece at lugar.

Ejemplos. La mediatriz de un segmento, la circunferencia, |a bisectriz de un
angulo. etc. * (Santald y Carboneil, p.75)

Notese que antiguamente el punto de vista dinamico para la definicion y/o
construccion de curvas parece no haber sido apreciado dado que la cantidad
de curvas conocidas antes del trabajo de Descartes y Fermat era muy
reducido. Ademas, todo parece indicar que Descartes es el primero en definir
sistemas de enlaces para el trazado de curvas continuas. De manera que, en
tanto no habia aparatos para describir una curva por movimiento continuo,
una construccidn puntual era necesaria, aon cuando el lenguaje de la
definicion fuese cinematico. como antes pudimos apreciar a partir de la
definicion de la cuadratriz de Hipias.

Por su parte. Descartes conocia que una ecuacién en dos desconocidas
determinaba una curva, y sin embargo, no parecia considerar tal ecuacién
como una definicién adecuada de la curva, sintiéndose constreflido a exhibir
una construccidn mecanica reai, en cada caso.

Las construcciones cinematicas continuas en el Libro |l de Descartes, juegan
el papel de validadoras de la respectiva representacion algebraica por medio
de una ecuacion.

Desde el punto de vista de Boyer, se ha conjeturado que ios antiguos griegos
enfatizaban las construcciones a causa de que ellas les servian como
teoremas de existencia. De la misma manera, uno esta tentado a aplicar esta
idea a Descartes y decir que ¢l dudaba de la existencia de una curva como
correspondiendo a una ecuacidn a menos que pudiera suministrar una
construccion cinematica para ella (cf. Boyer, 1956, pag.88)

De acuerdo a Boyer, “el concepto de movimiento juega un pape! prominente
en su trabajo (en el de Descartes) mas que en ei de Fermat” (Boyer, pag.89).

La designacion “curva cartesiana”™ aun hoy es aplicada a los miembros de
una familia usada por Descartes como una ilustracion de la manera en la cual
uno construye “el arbol genealégico o familiar’ de una curva aigebraica. En
otro apartado que incluimos mas adelante (ver Cap. 4 de esta tesis),
especificamos como se obtiene tal familia de curvas.
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Distintos ambitos de representacion para las curvas planas

Desde el punto de vista de Bos, la representacion de curvas es fundamental
a estos problemas, pues los argumentos sobre el dominio de validez de una
curva unicamente puede ser formulado en términos de la representacion de
curvas, y la discusidn es compleja porque tres métodos diferentes de
representacion estan involucrados: representacion por la especificacion del
movimiento continuo que traza la curva, representacién por el método de
construir puntos sobre la curva, y representacién por la especificacion de la
maquinaria de trazado involucrando cuerdas. A estos tres uno puede anadir
un cuarto meétodo -la representacion de una curva por su ecuacién.

La vinculacion de maquinas y el artificio de una curva movible cuya
interseccién con una regla traza nuevas curvas son los ejemplos que
Descartes di® para ilustrar su concepto del trazado de curvas por
combinacién de movimientos. Este es un concepto fundamental porque
Descartes establecid que introduciria nuevas curvas unicamente si éstas
eran trazables de esta forma (cf. Bos, pag.313).

Desde nuestro punto de vista, aparece clara la identificacion que Descartes
estd estableciendo entre curvas geométricas de trazado continuo y la
representacion algebraica de las curvas.

En este sentido, valga hacer notar que Descartes, para dejar fuera de la
clase de curvas geomeétricas a la espiral y a la cuadratriz, da un argumento
de inconmensurabilidad:

“{la espiral y la cuadratriz) estan concebidas como descritas por dos
movimientos separados, entre ios cuales no existe relacion que pueda ser
medida exactamente”, y, por tal razon, ellas “en realidad dnicamente
pertenecen a la Mecanica™. (Descartes, La Gédométrie, p.317, citado por
Bos. 1981, pag.314)

De acuerdo a Bos, gracias al trabajo de Descartes y de Fermat, el siglo XVil
presencia un cambio considerable en cuanto al conocimiento matematico
sobre las curvas. E! bagaje de curvas conocidas hasta entonces consistia en
las secciones conicas, algunas curvas algebraicas superiores tales como la
conchoide de Nicomedes y la cisoide de Diocles, y unas pocas curvas
trascendentales de entre las cuales la mas importante era la espiral
arquimedeana y la cuadratriz de Dinostrato. Fue a través de [a nueva
geometria analitica de Fermat y Descartes que la coleccibn de curvas
matematicas llegd a incluir a todas las curvas algebraicas, i.e., todas las
curvas cuya ecuacion en coordenadas rectilineales involucra Gnicamente las
operaciones algebraicas de suma, resta, producto, division, y radicales
enteros positivos. La coleccién de curvas trascendentales, i.e., las curvas que
no admiten una ecuacién como la descrita, también se agrandd, por
supuesto.
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La cicloide apareciod aproximadamente en 1630, y la curva logaritmica en los
alrededores de 1660. Posteriormente los matematicos encontraron muchas
mas curvas que dependian algebraicamente de estas

2 dos curvas
trascendentaies; muchas de ellas ocurriendo como soluciones al problema
inverso de la tangente.

Con respecto al papel que jugaban las curvas en la geometria, Bos explica lo
siguiente (Bos, 1981,pag.295),

las nuevas curvas, al igual que las primeras, podian jugar tres papeles

diferentes: ser objeto de estudio, ser un medio para resolver un problema, o
ser la solucidn a un problema.

Ver, p.e., 1a cicloide, 1a parabola carntesiana, y la curva olexp{ -y/a)) = o -
y+x en un orden respectivo.

Este mismo autor comenta:

los matematicos det siglo XVil no tenian una definicién uniforme del concepto
de curva y por {o tanto no tenian una forma estandar para especificar las
curvas que tenian en mente. De hecho existian muchas maneras de
especificar a las curvas. Uno podia, por ejemplo, indicar cémo podian
construirse 10s puntos sobre la curva. uno podia describir una maquina por
medio de la cual la curva podia ser trazada, y (después que la geometria
analitica fue introducida) uno podia dar la_ecuacién de la curva...

Bos distingue asi, tres formas de uso en la época (siglo XVIi) para la
especificacion de curvas. Es en ese sentido que el término “representaciéon
de curvas”™ hace referencia a esas u otras forrmas de uso de las curvas, si es
que dichas formas han permitido conocer a una determinada curva.

cTodas las curvas geométricas ocurren lugar g
alguno de ios casos del problema de Pappus?

ico de

De acuerdo al analisis de la obra de D tes que reaii Bos (1981,
pags.301-302), Descartes introduce en el Libro 1l otra clasificacion para las

curvas segun el grado de sus ecuaciones. Lo que io conduce a la siguiente
clasificacion de casos del problema de Pappus:

- 3 6 4 lineas, la ecuacidon del lugar geomaéetrico es de gradce a lo mas 2; el
lugar geomeétrico es de primera clase;

-5, 8,7, 0 8lineas, la ecuacidon es de grado a lo mas 4; el lugar geométrico
es de segunda clase. 6 en casos excepcionales, de la primera;
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- 9, 10, 11, 6 12 lineas, la ecuacidon es de grado a o mas 6; el lugar
geomeétrico es de tercera clase 0 de una clase inferior en casos
excepcionales;

- etc.

Es en coneccidon con esta clasificacion, de acuerdo a Bos (1981, pag.302),
que Descartes establece que todas jas ecuaciones algebraicas pueden

ocurrir como ecuaciones del lugar geométrico de alguno de los casos del
problema de Pappus:

De modo que no hay una linea curva susceptible de calculo y que pueda ser
admitida en Geometria. que no sea util para algun nomero de lineas.
{Descartes, 1947, pag. 83)

Con respecto a ia prueba matematica de tal afirmacién, Bos sefala que
aparentemente Newton es el primero en cuestionaria, y en dar una prueba de
que ésta es errbnea (Bos remite a The mathematical papers of Isaac
Newton, ed. D.T. Whiteside, Cambridge, Vol. 4 , 1971, pp.340-344).

.Toda curva algebraica plana corresponde a un lugar geomdtrico como
los descritos en el probl de P. ?

En este apartado se presenta un desarrollo matematico encaminado a la
demostracién de que una respuesta negativa a la pregunta pianteada es la
correcta. Para tal exposicidn, nos basaremos en el apéndice del anticuio de
Bos (1981, pp. 332-338).

El autor primero obtiene aigunas propiedades de los polinomios que ocurren
en las ecuaciones de los lugares geomeétricos de probiemas de Pappus.
Posteriormente, después de exponer pruebas matematicas de las
propiedades de los polinomios en dos variables denominados de Pappus,
Bos establece el siguiente,

Teorema 4. Si m > 21 , existen polinomios F(x,y) de grado n, tales que
F(x,))=0 es una curva real no vacia y F(x,y) = 0 no ocurre como el lugar
g étrico de un probl de Pappus. (Bos, 1981, pig.337)

Hasta aqui el contenido formal del primer capituio de esta tesis. El lector
puede enseguida continuar con el Capitulo 2 a fin de introducirse al estudic
de lo elaborado por Fermat en torno a la base conceptual de la geometria
analitica. Sin embargo, a efecto de mostrar que una de las ramificaciones
principales del trabajo cartesiano en el campo de la matematica ha sido la
algebraica, presentamos enseguida una prueba actual al teorema 4.
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Apéndice al Capitulo 1: Prueba de Bos al Teorema 4

I

En primer lugar se derivarin algunas propiedades de los polinomios que
ocurren en las ecuaciones de los lugares geométricos de los problemas de Pappus.

Sea V, un espacio vectorial real de dimensidén 61 + 1, e} cual consiste en los
vectores de 1a forma

v=(a,,b,¢,d;:.5:.6 @3y, D1ni Capn @) .

Considere el mapeo P, definido por

Aen =Tl @x+by+c)~a

el

P, mapea a ¥, en ¢l espacio de polinomios en dos variables con coeficientes
reales.

Si ninguno de los factores a,x + by + ¢,

es constante ( i e. si para toda 7,
a,=0 6 b,=0), entonces

P(vXxy)=0

es la ecuacidn de un lugar geométrico de un problema de Pappus en 22 lineas. Sean
estas lineas L ; sus ecuaciones son

ax+by+c =0
Tomando en cuenta la posibilidad de que alguno dec los factores pueda ser
constante. veremos que
P.(v)(xy) =0

i
!
|
:
i
b
|
|

es la ecuacion del lugar geométrico del siguiente problema generalizado de Pappus:

Dadas &</ lineas, con A<n y /<n, itre el lugar étrico de p
en ¢l piano tales que la razén del prod de las di ias (oni ) a las

primeras k lineas y el producto de las distancias (orientadas) a las ultimas /
lineas es constante.

q

Esta es una generalizacién natural del problema original de Pappus. Todos los
problemas para 2m lineas y para (2m-7) lineas, con ms<n ocurren enue los
P v)(x.y) .
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Def. A los polinomios que pueden ser escritos como los £2,(v), para alguna » y algin
v eV, , los llamaremos Polinomios de Pappus.

Los polinomios de Pappus son aquellos polinomios que pueden ser escritos
como la diferencia entre dos polinomios en donde cada uno de los cuales puede ser
descompuesto en factores lineales. La afirmacion de Descartes se refiere entonces a
cuando un polinomio puede ser escrito como una de tales diferencias.

Enseguida, describiremos una serie de propiedades de los polinomios de
Pappus, las cuales se derivaran de los siguientes teoremas, enumerados del 1 al 3.

Teorema 1. Sea v e ¥, vy sea L lineas correspondientes a los factores no constantes
a,x + b, v + ¢, , no todas paralelas entre si. Entonces existen puntos (x, y) en el plano
tales que 2, (v)}(x.yv) = 0.

Demostracion. Como no todas las lineas son paralelas entre si, existe un par de ellas,
asaber L, y L, .con { £ n y j> n,las cuales se intersectan. Sea (x,, J,) su punto

de interseccion. Entonces
a,x,+ byo+ c, = a,x,+ b,y,+¢c; =0
y por lo tanto
F(v)(x4.30) =0

Si nosotros estamos hablando propiamente de un problema de 22 lineas, es
decir, si todos los factores en F,(v) son no constantes, el grado de A, (v) sera
generalmente igual a n. Pero, a causa de que Z,(v) es la diferencia de dos polinomios,
puede suceder que los términos de grado mayor se cancelen entre si, de tal manera que
un problema de 27 lineas puede conducir a una ecuacién de grado menor que n. Un
ejemplo es el problema de 8 lineas,

CHFDE-DE+DE-D-+2)P-2)x+2D(x-2)=0

el cual conduce a la ecuacién cuadritica

xi+yi= S5,
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Inversamente, esto significa que si queremos encontrar a todos los polinomios
de Pappus de grado #, no tenemos que restringirnos a los polinomios 2,(v) porque
los polinomios de Pappus buscados bien pueden ser originados por algtn 2, (v) con
m > n, Esta posibilidad sera importante cuando interpretemos y chequemos la
afirmacion de Descartes. En particular necesitaremos el siguiente teorema sobre el
grado de P, (v):

Teorema 2. Sea v € V, tal que todos los factores a,x + b,y + ¢; en £,(v) sean no
constantes y tal que no todas las Z, lineas sean paralelas. Entonces

gSgradode P(vy<sn

Demostracién. Es imposible que el grado de £, (v)>n. Para probar la otra
desigualdad, llamémosle Z, ..., L, al primer conjunto de lineas y L., - L,, el
segundo conjunto de lineas, y consideremos primero el caso de que los dos conjuntos
no tengan lincas en comun. Si existe una linea en el primer conjunto que no sea
paralela a ninguna de las lincas del segundo conjunto, tomémosla comol, y
procedamos tomando & = 0 en el argumento siguiente. Si no existe ninguna de estas
lineas en el primer conjunto, elijamos (reenumerando si es necesario) Z, ..., L, del
primer conjunto de lineas y L., v L,., del segundo conjunto de tal manera que

PATA IR T BN T

ademas, de tal manera que ni en ¢l primero ni en ¢l segundo conjunto de lineas haya
mas lineas paralelas a L,. Supongamos que en el segundo conjunto de lineas no
existen mas de & lineas paralelas a L, (si otro fuera el caso se pueden cambiar los
conjuntos). Ya que todas las lineas son paralelas, existe un conjunto de lineas £Z, ...,

Ly, L, i, , cOn
n
Osks —,
2
ya que si & fuera > LZ" un pequefio conjunto con la mi propi d podria ser

elegido de las lineas restantes. Si &, = 0, sustitiiyase

—a,x — ¢,
bl

en
- 25
P =]tax+by+e)-a ] (ax+by+c)

-t immel
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El primer producto es entonces O (ya que a,x + b, v + ¢,
producto los factores son

= 0), y en el segundo
a b, —ab, x+ bc, — b e,
by b,

las lineas L, son paralelas

Para n+ 1 <sisn+k, a L, pero no iguales a
L,; entonces en tal caso

ab-ab=0y bc-bc, =0,

asi, los primeros k& factores del

do prod son e, = 0. Las lineas
L,.eo, v~ L,, nosonparalelasa L, entoncespara n +k+ 1 £ i < 2n, a,b—ab, =0

= by—ab; .
de tal manera que los ultimos n - & factores del segundo producto pueden ser escritos
como f,x+g, .con f, =0,

Entonces

P(v)( "“—c‘)=-al_l e n fix+g)

es un polinomio en x de grado 7 - & . Pero esto significa que

grado P (v)(x,y) 2 n-k.
También

de manera que

grado F()(x») 2 5.
| Si b, = 0, puede ser probado analogamente (sustituyzndox=-ﬂ-) que

F, (V)(— -

: . V) es un polinomio en y de grado n - k, de tal manera que en tal caso

grado P (v)(x.,)) = n-kz%.

Finalmente, si algunas de las lineas del primero y del segundo conjunto
coinciden, a saber L, .., L, ,estoes L,

=L+ Ly=L_ ., ... L,=L,., . Entonces para
1sisd,

ax+by+c =8 (@, x+b.y+c.) 5|f0.
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Tenemos entonces

P = T (axsb,yre.
...

{ﬁ(a‘x +by+c)-a ﬁ s 1:_"1 (a,x-t-b,,v-@-c,)} .
r—aot 1ot

inmed ol

El factor entre llaves es un polinomio de Pappus P, , (w) para el cual el
primero y el segundo conjunto de lineas no tienen ninguna en comun. Entonces su

n—d
grado es = 5 - de tal manera que

grado P, (v) = d + 1:;-1 =

n
3
Esto completa la prueba del teorema 2.

11

Descartes notd que el caso en donde todas las lineas son paralelas es

excepcional. Ahi. los teoremas | y 2 no se aplican. Estos casos los discutiremos
separadamente.

Sea v e V, tal que ninguno de los factores a,x + b,y + ¢, e¢s constante y que

las 2n lineas L, son paralelas. Entonces cualquiera de las ecuaciones de las lineas L,
puede ser escnta como

o=+ p3,=0
con

t=ax+by.
Entonces

A = [ @z + B0 - al Kas + 8) = F(2),
-y 1mnel

en donde F(:) es un polinomio en z formado por la diferencia entre dos polinomios de
n-ésimo grado ¢n =, cada uno teniendo n raices reales. Sin embargo, puede suceder

. . n
que F(z) en si mismo no tenga raices reales o que su grado sea < — . Entonces los

analogos de los teoremas 1 ¥ 2 no se aplican en este caso. Notemos que en el caso de
2n lineas paralelas, la superficieen R?

w= F, (v)(x,y) = F()
s una superficie regular.
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Con respecto al grado de & probaremos:

Teorema 3. Sea v € I, tal que ninguno de los factores es constante y 1al que las 2
lineas son todas paralelas. Si 2, (v) tiene grado m < n entonces existe una w & v, tal
que

P (v) = P(w)

en donde las lineas que le corresponden a w son todas paralelas.
{En otras palabras. si a un problema de Pappus de 2» lineas paralelas le
corresponde una ecuacion de grado »1, entonces existe un problema de Pappus de m

lineas paralelas el cual satisface la misma ecuacion.)

Demostraciéon. Ya que

B =Jtaz+8)~a [Itaz+B)=F(=).
-t iane)
lo que tenemos que probar es que todo polinomio F(c) de grado m en una variable
puede ser escrito como la diferencia entre dos polinomios G(z) y (=) de grado m,
cada uno con raices reales Unicamente.
Considere por un momento un intervalo, [a. 4], de tal manera que sea
F(zy <k para - e [a. b]. Elija puntos en [a, 4] como sigue:

a=d, <c, <d, <¢c;<d,<.<c,,<d,,<c,<d,=b

y considere

G(:)=ﬁ(:—c,).

Claramente G(d,) = O y entre cada par d,,d,.,, G tiene un cambio de signo.
Elija @ tal que @ G(d,)| > K paratodo d, y considere al polinomio de grado m

H(z) = F(2) + a G(=2).
Acausade que {F(d) <K y ‘a G(d,)| > K., H (d,) tiene ¢l mismo signo que
G (d,) entonces A tienc un cambio de signo ente cada par d,, d,., - Por lo tanto todas
las raices de #f son reales. La descomposicién requerida es por lo tanto.
F(z) = H(z) — a G(2).
Corolario de los Teoremas 2 y 3.Si F(x, y) cs un polinomio de Pappus y el

grado F = k, entonces existe una m S 2k yuna w € ¥, talque F= £, (v).
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Regresaremos ahora a la interpretacion de la afirmacion de Descartes:

- Si Descartes hablaba de que todo polinomio en dos vanables es un polinomio de
Pappus, entonces es bastante facil probar que tal afirmaciéon es equivocada. Un
contragjemplo es

Fley)=x* +y3 + 1,
porque no existen puntos con coordenadas que satisfagan que F(x,v) =0. También
w = F(x, ) no es una superficie regular en R*® entonces por el Teorema 1 y la nota que
precede al teorema 3, F(x. v) no puede ocurrir como un £, (v) paraalginny we/l,.
No existen evidencias de que Descartes estuviera consciente de esta complicacién
relacionada con los polinomios qQue no tienen raices reales. Sin embargo, en vista de la
altima parte del pasaje que estamos discutiendo, en donde Descartes habla sobre curvas,
debemos concluir que ¢l no estaba pensando en polinomios sino mas bien en ecuaciones
polinomiales de curvas Je. polinomios Fle, ) tales que el conjunto

fx.x) F(ra) = 0} es no vacio.

Aun con esla restriccion la afirmacion es equivocada. Probaremos esto con un
argumento dimensional. En particular:

Teorema 4. Si 2 > 21, existen polinomios F(x. y) de grado n, tales que F(x, 3) = 0 no
ocurre como ¢l lugar geométrico de un problema de Pappus.

Demostracion. Sca O, el espacio de polinomios en dos variables de grado< n. La

.
dimension de Q, es ﬁ—tﬁ_;"—*—“—) Sea O, — @, un subconjunto abierto de Q, tal que

los elementos de O, son los polinomios F(x, y) tales que F(x, ) = 0 es una curva real no

”
vacia. La dimension de O, es también fl+—l)—_fuﬂ - [Que el conjunto O, existe puede

verse de lo siguicnte: Sea O, ,, el conjunto de los polinomios F tales que 7(1,0) = 0; y

sea O, ,, el conjunto de los polinomios £ tales que £(-1, 0) < 0. Ambos conjuntos son

subconjuntos abiertos de (2, vy su interseccion O’ es no vacia, F(x, y) =x pertenece a

tal interseccién. Si £ € O, entonces £(1, 0) 2 Oy F(-1, 0) < O de tal manera que F(x, »)

= 0 es una curva real no vacial. Supongamos que todas las ~ € O, son polinomios de
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Pappus. Entonces, de acuerdo al corolario de los tcoremas 2 y 3. cada £ € O, debe

ocurrir como un £,,(v) para algin v € V,, . Por otro lado O, = Q, — Q.. de tal manera

que O, debe ser un subconjunto de laimagende P, en Q,,

Entonces
dim O, = dim Imagen (£.,) < dim V,_,
esto es
(n+ Dn +2)
2

S12n+1.

Esta condiciéon no se satisface si n > 21, entonces en

este caso deben existir
polinomios en O, que no sean polinomios de Pappus.
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Capitulo 2

Una Presentacion Sistematica de la Aplicacion de un
Procedimiento Algebraico-Analitico: El Trabajo de Fermat
en Ad Locus Planos er Solidos Isagoge

En este capitulo exponemos un analisis de la obra de Fermat en tomo de la
construccion de la geometria analitica, para lo cual nos basaremos’ en el texto
que sobre el tema presenta Boyer (1956) en el capitulo 5§ de su libro History of
Analytic Geometry .

Iniciamos este Capitulo 2 presentando los antecedentes griegos de la
construccion geométrica denominada /ocus o lugar geométrico, puesto que la
hipétesis de Boyer sobre el trabajo de Fermat en Ad /ocus planus et solidos
isagoge es que fue una continuacién del trabajo griego al respecto. El capituio
continGa con la exposicion de un bosquejo del contenido de dicho tratado, junto
con algunos comentarios de la obra de Fermat en general.

' Es de lamentarse que no demos cuenta directamente de alguno de los textos de Fermat, cf caso es que no estaban
disponibles en la biblioteca. (N. A.)



El significado del locus o lugar geométrico

Alrededor de 1629, Fermat realizé un tratamiento analitico de maximos y
minimos, y aproximadamente al mismo tiempo, aplicd el analisis de Vieta a
problemas de lugares geomaetricos, inventando entonces la nueva geometria:

Fermat compuse unicamente un cortisimo tratado sobre geometria analitica, al
cual llamé Ad Locus Planos et Solidos Isagoge ... es un trabajo dedicado a la
linea, al circulo y a las secciones conicas... Aqui, Fermat propuso someter la
teoria de Jocus a un analisis apropiado a tales problemas, el cual podria. el
aseguraba, abrir la via para un estudio general de problemas de locus .... Sin
mas introduccidn, establece en un lenguaje claro y preciso el principio
fundamental de la geometria analitica:

“Siempre qQue en una ecuacidn final se encuentran dos cantidades
desconocidas, tenemos un lugar geometrico, cuya extremidad describe

una linea. recta o curva.” (Fermat, Ad Locus Planos et.. ;| citado por
Boyer, pag.75)

Antes de continuar con la exposicién que sobre la obra de Fermat realiza Boyer, en
el capitulo cinco de su Mistory of Analytic Geometry, parece conveniente que quede
claro el significado de los lugares geomeétricos. Es decir que vamos a tratar de
responder a la cuestidon: ;en qué consiste un problema de lugar geomeétrico?

En el tiempo en que Descartes realiza su Géométrie , los matematicos de la época
estaban ocupados en recuperar la matematica griega, mas que nunca tenian
vigencia los procedimientos y nociones matematicas de los griegos, en particular,
de acuerdo a Boyer, para los griegos una ecuacidén coriginada de un problema
geomeétrico representaba una igualdad de lineas, areas o volumenes, y entonces la
solucion de ecuaciones cuadraticas era una especie de traslacion de los métodos
babilbnicos al lenguaje de las construcciones geométricas, CoOmo veremos
enseguida, después de presentar algunos de los logros de los babilonios.

En esta revision de antecedentes aparece claro, desde nuestro punto de vista, que
una caracteristica que identifica al algebra, o que es propio a su naturaleza es el
establecimiento de vinculos con distintos Sistermas Matematicos de Signos -a saber,
con el aritmético y con el geométrico. Esta analiticidad algebraica dota de sentido a
los signos algebraicos, junto con la operatividad que les es reconocida.

Por ejemplo, actualmente hablamos de nociones o procedimientos algebraicos como
de aquellos involucrados en la generalizacion de relaciones o patrones numéricos, y
en la realizacion de procedimientos algoritmicos generales, es decir que son validos
para cualesquiera objetos matematicos dados. Asi, podemos ver que en el texto de
Kline (1972) el autor se refiere a un algebra de los babilonios en el siguiente sentido:
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“Un problema fundamental de la vieja algebra babilénica fue el de preguntar
por un numero, el cual afadido a su reciproco es igual a un numero dado... De
hecho, los babilonios tenian las formulas cuadraticas”. (Kline, 1972, pag.8 y 9)

También, en refacion del vinculo del algebra con la geometria en esta época.
Kline establece que ios babilonios planteaban y resolvian problemas algebraicos

de manera verbal, anclados en significados geométricos para o que
actualmente serian variables algebraicas:

“(Los babilonios) frecuentemente usaban las palabras us (longitud),

sag
(anchura), y asa (area) para las desconocidas, no porque las desconocidas
necesariamente -epresentaran a estas cantidades geométricas, sino
probablemente porque muchos problemas algebraicos vienen ¢ se derivan de

situaciones geométricas y la terminologia geomaetrica tlega a ser estandar. Una
ilustracion de la manera en que ios términos eran empleados es la siguiente:
He multiplicado longitud y anchura y el drea es diez. He muitiplicado Ia longitud
por si misma y he obtenido un area. el exceso de la longitud sobre la anchura
ta he multiplicado por si misma y a este resultado por nueve. Y esta area es el
area obtemida por la multiplicacion de la longitud por si misma. ;Cuéles son la
longitud y la anchura?

Aqui es obvio que las palabras Jongitud, anchura y &rea son términos
meramente convenientes para las desconocidas Y su
respectivamente” (Kline, 1972, pag.9)

producto,
Con respecto al ultime problema pilanteado, Kline advierte que su solucién
conduce incidentaimente a una ecuacion de cuarto grado con una desconocida

en dénde los términos de primer- y tercer grado no aparecen, de manera que tal
ecuacion puede ser resuelta como una simple cuadratica.

Por otro lado, de acuerdo a Boyer, los griegos fueron conducidos por Zenon e
Hipasus a abandonar la bisqueda de una aritmetizacion completa de la geometria,
elio tal vez debido al descubrimiento de los inconmensurables; y tal trayectoria no
fue retomada hasta que la geometria analitica hubo alcanzado madurez sefialando

mas vias al respecto. Asi, en toda la historia griega no hubo aigo parecido al
analisis algebraico.

Para los griegos, la geometria fue el dominio de las magnitudes continuas, la
aritmeética estuvo relacionada con el conjunto discreto de los enteros; y los dos
campos fueron irreconciliables. Longitud, area y volimen no eran numeros
asoclados a una configuraciébn dada, eran conceptos geomsétricos no definidos. Es
decir que, por ejemplo, los griegos hablaban de longitud, de area o de volumen sin
pensar en su medida como en naumeros especificos. Los griegos pensaban en tales
conceptos a través de relaciones, de comparacion entre eilos. L.os matematicos

griegos, por ejemplo, siempre consideraban la razén de dos lineas en lugar de la
longitud de una.
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En contraste con el algebra analitica de Descartes, “el algebra griega” llamaba mas
a construcciones geomeétricas que a la determinacion de numeros. Por ejemplo, en
el problema de la cuadratura del circulo, los griegos buscaban mas construir un
cuadrado que determinar un numero.

Asi, por ejemplo, el “algebra” griega fue una geometria de lineas en lugar de un
algoritmo de numeros. y los problemas clasicos llamaban a la construccién de
lineas - para su validacion, como siendo tales construcciones los términos de una
demostracion; una especie de equivalente a los modernos teoremas de existencia
en analisis- para las cuales ellos no tenian férmulas algebraicas independientes.

Pasemos a ver un ejemplo del tratamiento griego de las ecuaciones cuadraticas.
Recordemos que mil anos antes, los babilonios redujeron problemas geomeétricos
de medida a ecuaciones cuadraticas y entonces resolvian éstas numaéricamente.

Tal vez, implicitamente usaban un simbolismo algebraico que en mucho seria como
el de ahora, pues, de acuerdo a Kline, los babilonios reducian mediante
transformaciones problemas mas complicados que los que arriba hemos
mencionado, a otros mas simples (Kline, 1972, pag.9).

Sin embargo, a los gedmetras griegos nos se les facilitd la transicion de un campo
al otro. Para ellos una ecuacion originada de un problema geometrico representaba
una igualdad de lineas, areas o volumenes, y entonces la resolucion de ecuaciones
cuadraticas era una especie de traslacion de los métodos babilonianos al lenguaje
de las construcciones geométricas. El método por el cual esto era realizado,
conocido como ia aplicacion de areas, esta dado sistematicamente en Euclides pero
bien puede venir de los pitagoricos.

Con respecto a la aplicacion de areas, un Area se dice que es aplicada a una linea
recta (un segmento) cuando se describe una area dada sobre esta Hinea como
base, o mas generalmente, cuando un lado del area se piensa como subyaciendo a
lo largo de la linea, aun si el lado excede a la llnea o si es mas corto que ella. En su
forma simple la aplicacidn de areas significa encontrar la linea que, junto con una
linea dada. determine un rectanguio de area dada, es decir que esto corresponde a
la divisidon de un producto dado por uno de sus factores. En forma general esto
significaba un algebra de factorizacién, usada en la resolucién de ecuaciones
cuadrétlcas Como una ilustracion de su uso, supdngase que se requiere resolver
xt+c*=bx (en donde todos IOos términos son positivos y b>2c ).

En la terminologia griega, se requiere aplicar a un segmento b de una linea recta un

rectangulo igual a un cuadrado dado ¢ y a disminuir ai rectangulo, al final del
segmento, por una figura cuadrada.
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Dibuje AB igual a b,y sea éste bisectado en el punto H (ver figuras 1 y 2) . Dibuje
HO igual a ¢ perpendiculara AB . Con O como centroy b/2 como radio dibuje
un arco que corte @ AB en D. Entonces BD =x es la linea requerida. (APQD es
el rectangulo aplicado al segmento b, y DBRQ es el cuadrado por el cual APQD
queda disminuido al final del segmento).

b/2

b/2 b/2

Fig.4

En efecto, pues por la construccion realizada, tenemos lo siguiente:

Fig.2

OG=0OF=HB=b/2; GB=c y dado que el tridngulo BGD es equivalente al
triangulo ADF pues todos sus Angulos coinciden (ya que el angulo FDG es recto
por subtender al diametro FG), tenemos que la x construida es tal que

x:c=c :(b-x). Esdecirque xb-x’=c¢’ ie. xb=c*+x?

Por procedimientos similares las ecuaciones x*+bx=c? y x*=bx + ¢’ (las unicas
otras cuadraticas con raices positivas) eran resueitas geométricamente.

Tales soluciones muestran que el “algebra” griega, distinta de la aritmética y de
otros cuerpos organizados de conocimiento de los griegos, estaba totaimente
dependiente de la geometria. Probablemente una de las razones claves por las que

Grecia no desarrollé una geometria algebraica es que ellos estaban limitados por un
algebra geométrica.
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Generacién de nuevos lugares geometricos

La historia de las matematicas y en particular la de la geometria analitica ha estado
muy influenciada por la busqueda de soluciones a los tres problemas clasicos
griegos (la cuadratura del circulo, la duplicacion del cubo, y Ia triseccidn del angulo);
el hecho de que estos fuesen insolubles bajo las restricciones clasicas motive la

busqueda y el descubrimiento de otras curvas.

Segun Boyer, tal busqueda tiene que ver con la historia de la geometria analitica
porque la construccion de nuevos lugares geomeétricos surgid directamente de estas
cuestiones. Ese es el caso, por ejempio, de la cuadratriz de Hippias. ya presentada

en el capitulo 1.
Notese, sin embargo, dada la poca cantidad de curvas definidas cinematicamente a
principios del siglo XVI. que tal punto de vista dinamico para la definicion y/o
construccion de curvas parece no haber sido apreciado previamente. Ademas, en
tanto no habia aparatos para describir una curva por movimiento continuo, una
construccion puntual era necesaria, aun cuando el lenguaje de la definicion fuese
cinematico. Asl, la distincion entre curvas definidas geomeétricamente y aquellas
descritas mecanicamente por un movimiento continuo fue rediscutida seriamente
hasta el sigio XVII. (Boyer, pag.12)

En este sentido, es importante sefalar que una de las intenciones del trabajo que
emprende Descartes, de acuerdo a los argumentos que al respecto esgrime Bos
(1981), es la de dar o proporcionar un orden al trabajo geométrico hasta entonces
realizado. Precisamente, Descartes viene a identificar las curvas geomeétricas con

las curvas descritas por una ecuacién algebraica.

-/ naliticos en /a geometria griegs

A
De entre los tres famosos problemas griegos de geometria, la duplicacion del cubo
fue uno de los que jugaron un papel mas importante como antecedentes en el
desarrollo de la geometria analitica.

Segun Boyer, después de inutiles esfuerzos para duplicar el cubo de acuerdo a las
reglas establecidas (con regla y compas), los griegos dirigieron sus esfuerzos hacia
otros artificios. Asi, Hipécrates de Quios avanzando en la resolucion de este
problema mostré que si dos medias proporcionaies x y ¥ pueden ser
determinadas de tal manera gque satisfagan la proporcién continua a: x=x:y=y:
2a , entonces la proporcional x sera el lado dei cubo deseado -i.e., ésta satisfara

la ecuacion x*=2a
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Ello es claro ya que de dicha proporcion obtenemos las ecuaciones x® = ayv, y'=
2ax. ¥ xy=12a". Lo que en la actual geormetria de coordenadas determina el punto

de interseccion de dos parabolas o de una parabola y una hipérbola.

En aquel entonces, el problema apelaba a la construccidn, a travées de meétodos
geomeétricos de tal proporcional.

Arquitas. un escolastico pitagorico (~428-347 A.C.), fue famoso por haber
determinado la media requerida (Boyer.padg.13) a través de una construcciéon
remarcable que apelaba a la interseccion de tres superficies de revolucién: un cono,
un cilindro. y un toro. Notese que en aquellos dias las superficies no estaban
definidas por ecuaciones sino por ia revolucidn de curvas conocidas, tales como la

recta y el circulo.

Por otro lado. también es reportado por Proclo y Eudoxio que la elipse, hipérbola, y
parabola fueron descubiertas por Menecma (Menaechmus) hacia la mitad de tla
cuarta centuria antes de nuestra era. (Boyer.pag.17)

Menecma parece haber llegado a ello siguiendo la trayectoria que Arquitas habla
sugerido -esto es, pensé en resolver el problema Deliano (de la duplicacién del
cubo) a traveés de considerar las secciones de sdlidos geométricos. Por medio de
las secciones conicas se puede duplicar el cubo, ya sea a través de Ia
determinacion de la interseccidon de dos parabolas (como antes hemos mencionado,
: * = 2ax ), o a través de la interseccién de una de eillas con una
hiperbola ( xy = 2a® ). Sin embargo. la designacion de los griegos adoptada
invariablemente para problemas y lugares geomeétricos determinados por las
secciones conicas -problemas y lugares geomeétricos solidos, distinguidos de los
problemas y lugares geométricos planos, los cuales son construidos por lineas y
circulos- parece puntualizar un origen tridimensional de las cénicas como el que

aqui se ha sugerido. (Boyer, pag.18)

X" =ay y b

Mas que la fuente original de las conicas -planimétrica o estereométrica- la parte
sorprendente de! descubrimiento de Menecma no son las curvas en sf mismas sino
el hecho de que aparentemente ¢! fue capaz de ir de uno de los aspectos de éstas
hacia otros. Las secciones de conos demostraron tener propiedades fundamentales
como lugares geomaetricos planos; y de estas “ecuaciones geométricas” basicas
otras propiedades planas de las curvas fueron deducidas. (Boyer, pag.19)

Es una lastima que los trabajos de Menecma se hayan perdido, de tal manera que
las reconstrucciones de su trabajo son en gran medida conjeturas. (Boyer, pag.20)

Debe ser puntualizado, sin embargo, que aunque Menecma estudié las cénicas

mas o menos analiticamente, bajo las limitaciones impuestas por el caracter
geomeétrico del algebra griega, no existen indicios, ya sea en el trabajo de
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Menecma, o en trabajos posteriores de la antiglledad, de una geometria analitica
general.

Valga decir, a fin de precisar los términos que agui se estan manejando que “la
esencia de la geometria analitica es el estudio de lugares geometricos por medio de
sus ecuaciones” (Coolidge, History of Geometric Methods, p.117-119).

Casi dos mil affos después de la geometria de Menecma, Descartes emprendid el
dar un orden a las curvas planas superiores, inventando asi la geometria analitica

en un sentido mas general que lo realizado al respecto hasta entonces. (Boyer,
pag.20)

Para llevar a cabo su programa. Descartes encontrd necesario substituir la teoria de
proporciones y la aplicacion de areas por un algebra simbdlica de la cual los griegos
no desarrollaron ni ios rudimentos.

Ad Locus Planos et Solidos Isagoge

De acuerdo a Boyer, la breve frase de Fermat que aparece en su introduccion a Ad
Locus Planos et Solidos Isagoge (la que nosotros reprodujimos al inicio de este
capitulo), representa una de las mas significantes afirmaciones en la historia de las
matematicas, pues se introduce no unicamente la geometria anaiitica sino también
la inmensamente util idea de una variable algebraica.

Recuérdese que las vocales en la terminologia de Vieta siempre habian
representado incognitas, magnitudes siempre fijas o determinadas; es decir que ias
ecuaciones viéticas involucraban constantes dadas y una incégita. De manera que
el punto de vista de Fermat le dié significado a las ecuaciones indeterminadas en
dos incégnitas.

En los trabajos griegos antiguos, ciertas lineas asociadas con una curva dada
habian jugado un rol equivalente al de un sistema de coordenadas, y las
propiedades de la curva hablan sido expresadas en términos de estas lineas por
medio de un Aalgebra retérica. Histéricamente, la curva llegd primero (Boyer,
pag.75). las lineas fueron entonces sobrepuestas a ella, y finaimente la descripcion
verbal (0o la ecuacién algebraica) fue derivada a partir de las propiedades
geometricas de la curva.

Por ejemplo. en su tratado sobre las secciones conicas, Apolonio usa cuerdas a
las curvas dadas, para referirse a propiedades distintivas entre ellas (ver Kline,
1972, pp. 890-96).
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De acuerdo a Boyer. el genio de Fermat hizo posible la situacion inversa:
comenzando con una ecuacién algebraica, ¢l mostrd como esta ecuacion podié
considerarse que definia un lugar geométrico de puntos con respecto a un sistema
dado de coordenadas.

Como puede ser apreciado en los libros de Apolonio sobre las secciones cénicas,
Fermat no inventd un sistema de referencia a base de ordenadas. y tampoco fue el
primerc en usar representacion grafica. Sin embargo, pareciera no haber una
apreciacion antes de los tiempos de Fermat y Descartes del hecho de que, en
general, una ecuacion en dos cantidades desconocidas determina, en si, una unica
curva geometrica. El reconocimiento de este principio, junto con su uso como un
procedimiento aigoritmico formalizado, constituy® la contribucidn decisiva de estos

dos hombres.

Segun Boyer, el razonamiento analitico habia sido largamente usado en
matematicas, y la aplicaciéon del algebra a la geometria habia llegado a ser un lugar
comun, sin embargo, antes de Fermat y Descartes no se reconocia que en general,
una ecuacion algebraica dada en dos desconocidas determinara, per se , una unica

curva geometrica.

Asi, por ejempio. en el trabajo de Vieta Arte Analitico, el autor muestra el juego
existente entre identidades algebraicas complejas y correspondientes
construcciones geometricas.

Ni Fermat ni Descartes usaron el término “sistema de coordenadas” o la idea de dos
ejes. Fermat eligid una linea conveniente para jugar el papel de eje x modemo, y
un punto sobre ella -0 extremidad como Fermat le llamé- fue tomado como
equivalente a lo que posteriormente llegé a ser el origen. Para una ecuacién dada
en A yen E (lo que corresponderia a nuestras actuales x y y ), valores de A
fueron medidos a lo largo de esta linea desde un punto fijo. Correspondientes
valores de E fueron entonces levantados como segmentos de linea (mas tarde
conocidos como aordenadas) formando un angulo fijo con la linea de base. Fermat
indicd que este angulo fuera tomado regularmente como recto, aunque en algunos
casos una linea equivalente al eje y aparece, la absisa, o cantidad A no es
interpretada como una linea dibujada desde el punto en cuestiébn a tal eje de

ordenadas (ver fig.3).

(S——— - Fig.3-
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El esquema de Fermat. al igual que el de Descartes, puede ser caracterizado como
una geometria de ordenadas -mas que de coordenadas. Mas aun, Fermat
restringid sus operaciones a jo Que ahora seria Hamado el prmer cuadrante.
Veremos que en este aspecto Descartes fué algo mas alla que Fermat.

La geometria analitica de Fermat es sorprendentemente sistematica para una
materia recientemente descubierta. Comienza con la divisién ciasica de lugar
geometrico en tres tipos -planos. solidos, y lineales- y sigue con una afirmaciéon
importante de que si las potencias de los términos en una ecuacion dada no
exceden el cuadrado. entonces el lugar geomeétrico es plano o solide (plano o
soiido, en el sentido que enseguida se explica). Esta afirmacion constituye el tema
central de su trabajo. Fermat la justifica por detallada consideraciéon de casos de
ecuaciones, tomadas en orden. Como mas adelante veremos., Fermat comienza
con una ecuacion lineal en la terminologia de Vieta. (Boyer, p.76)

En este punto, quisiéramos hacer notar que es con Fermat que aparecen las rectas
consideradas como lugar geométrico. Antes Que Fermat, nadie, ni los griegos, se
habia ocupado de las rectas en tanto que lugares geometricos. Tal vez este hecho
obedece al proceso de sistematizacion llevado a cabo por Fermat. pues en el
enfoque analitico de Descartes ias rectas no son explicitamente consideradas.

tuego, la clasificacion de Fermat de los lugares geomeétricos en tres tipos: planos,
solidos y lineales, es completamente innovadora. Las dos primeras categorias
{planos y sdlidos) puede ser gue obedezcan al modo de construccion o de
reconocimiento de dichos loci, s decir ya sea que se construyen con regla y

compas -de ahi el adjetivo "planos” - ya sea que se obtienen a partir de ciertos
cortes en el cono -de ahi el adjetivo “sdlidos™-.

Sin embargo, ateniéndose a un artificio de construccidon de los objetos geométricos
considerados, resultarian unicamente dos categorias puesto que las rectas -los
“lugares geomeétricos lineales”- estarian contenidas en la clasificacion de “planas-.
Esta consideracidn es coherente con la afirmacién de Fermat de que si las
potencias de los términos en la ecuacion no exceden el cuadrado, entonces el lugar
geometrico es plano o es sélido. Es decir que de los artificios de construccion,
unicamente se derivan dos categorias. como aqul argumentamos.

Asimismo, Boyer hace notar, en un pie de pagina, que es sorprendente que Fermat
haya retenido esta clasificacién antigua de lugares geométricos planos y sdlidos,

enfrentado a la clasificacion por grados de las ecuaciones Que su propio trabajo le
sugeria.
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Bosquejo del trabajo de Fermat en el Isagoge

Fermat comienza con la ecuaciéon “D in A aequetur B in E” (lo que es equivalente en
términos actuaies a Dx = By ., con D y B constantes dadas), seflalando que el lugar
geomeétrico correspondiente es una recta. Similarmente (por medio de un trianguio
en un diagrama, ver ﬁgura siguiente), muestra que la ecuacidn mas general,
equivalente a dx + by = ¢*, corresponde también a una recta. Fermat establece que,

sin ninguna dificultad, puede ser mostrado que todas las ecuaciones de primer
grado representan lineas rectas.

. - Fig.4 -
N z M
De acuerdo a Fermat, la linea MI

es la que corresponde a la ecuacion
Dx+By=:" yaque MZ = S o-AL

Enseguida, pasa por una proposicion (la cual no es demostrada). en que identifica
con una recta al lugar geomé.rico de un punto desde el cual ia suma de los

segmentos trazados con angulos dados a un numero también dado de rectas fijas,
es constante.

Tal proposicidon, podria derivarse del hecho de que los segmentos son funciones

lineales de las coordenadas del punto: y de |a proposicion de toda ecuacion de
primer grado representa una linea recta. (Boyer, pag.77)

Con respecto a las ecuaciones de segundo grado, Fermat realiza lo siguiente:

- demuestra que “A in E aequetur Z pl.” (0 que es equivalente en términos actuales
a xy =(cte)" )es una hipérbola;

- anade que cualquier ecuacion de la forma d® + xy = rx + sy puede ser reducida al
caso anterior de la hipérbola;

- considera ecuaciones que involucran cuadrados de las cantidades desconocidas,
comenzando con x® = y’. Esta y otras ecuaciones cuadraticas homogéneas en x vy
v -tales como aquellas en las cuales A’ o la cantidad A’+ AE esa E® enuna
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razén dada- él las interpreta como lineas rectas singulares, pues no considera
coordenadas negativas;

- demuestra que x’=dy y y’=dx (y las formas mas generales
b* = x* = dy ) son parabolas;

- demuestra que x’+ y?+2dx+ 2ry=b" es un circulo;

Después de tal demostracién, Fermat agrega que sobre la base de este ultimo

hecho ha reconstruido todas las proposiciones del segundo libro de Apolonio sobre
lugares geometricos planos.

Segun Boyer, esta ultima observacion de Fermat tiende a confirmar la suposicién de
que éste fue conducido a la geometria analitica a través del estudio de lugares
geometricos mas que a través de una bdsqueda de soluciones geométricas para
ecuaciones algebraicas, como se situa el caso de Descartes.

Despueés de abordar los casos de elipses e hipérbolas, Fermat llegé al punto
culminante de su tratado al afirmar lo siguiente:

Dado cualquier numero de lineas fijas. el lugar geomeétrico de un punto, desde el
cual la suma de los cuadrados de los segmentos dibujados en angulos dados desde
el punto a las lineas es constante, s un jugar geométrico solido.

De acuerdo a Boyer, este punto culminante del /sagoge consiste en asociar la
ecuacidn cuadratica en dos variables al problema de Pappus.

La introduccién de Fermat a los lugares geomaétricos fue seguida de un apéndice
sobre La Solucion de Problemas Soélidos por medio de Lugares Geométricos . Este
trabajo representa una continuacién de! trabajo de Menecma, Arquimedes, Omar
Khayyam. y Vieta sobre las soluciones geométricas de ecuaciones cubicas y
cuarticas. La aportacion de este trabajo consiste en la interpretacion de cuestiones
de eliminacidn algebraica, en términos de intersecciones de lugares geométricos,
haciendo uso de su nuevo principio de que cualquier ecuacion aigebraica en dos
incognitas es un lugar plano o sélido. En este trabajo, la sistematicidad operada por
Fermat en su trabajo anterior se ve ahora reeplazada por el despliegue de una serie
de construcciones geomsétricas ingeniosas. Al respecto, Fermat puntualiza que los
maeatodos de Vieta ahi involucrados no eran necesarios. (Boyer, pag.78)

En dicho apéndice, Fermat aplica tal método para mostrar que todos los problemas
con cubicas y cuarticas pueden ser construidos por medio de una parabola y de un
circulo. Como ejemplo, Fermat resuelve la ecuacion x* - 2° = d* (6 Aqq. - Zs. in
aequetur Dpp.. en la terminologia de Vieta) a través de la interseccion de la
parabola V2 =x!-b> yelcirculo 2b°x* +2b’y’ =2’x+b* +d* .
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Segun Boyer, el método se extiende faciimente a otros casos. Fermat afade una
observacion importante al final del apéndice. "Quien haya puesto atencion a io
precedente no intentara reducir a problemas planos ... la triseccién del angulo Yy
otros problemas parecidos” . Es decir que la imposibilidad de este problema antigu
o llegd a ser aparente para Fermat a través del estudio analitico de los lugares
geomaetricos. (Boyer, 1956, pag. 79)

De acuerdo a Boyer, el /sagoge de Fermat constituye una excelente introducciéon a
la geometria analitica de las secciones cénicas como graficas de ecuaciones de
segundo grado.

Notese que el enfoque actual de ensenanza de la geometria analitica se apega mas
a lo realizado por Fermat que al trabajo correspondiente de Descartes. Tal vez
constituya un ejemplo de transposicién? didactica, en el sentido de que es probable
que las tendencias formalistas para la ensefianza de las matematicas de épocas
posteriores hayan visto mas factible usar el material desarrollado por Fermat que el
de Descartes para una introduccién a la geometria analitica, por la sistematizacidon
del tratamiento que la obra de Fermat presentaba.

Por otro lado, tal parece que !a mayor contribucién de Fermat a la revelacién de
nuevas curvas no se encuentra en su trabajo sobre lugares geométricos , sino en
las aplicaciones de meétodos analiticos a |a geometria infinitesimal, materia en la
cual Fermat anticipd muy de cerca a Newton y a Leibniz. (Boyer, 1956, pag.79)

De tal manera que Fermat no uricamente fue uno de los inventores de la geometria
de coordenadas, sino que condujo la aplicacion de los nuevos meétodos a problemas
de pendiente y de medidas curvilineales. (Boyer, 1956, pag.81)

Asi, tal vez la herencia de mas valla que haya dejado Fermat, desde un punto de
vista heuristico, sea aquella que tiene que ver con un momento posterior a la
generacién del método analitico algebraico, a saber, sus aplicaciones ail calculo de
tangentes y de maximos y minimos.

Para ver un desarrolio del trabajo de Fermat al respecto, se puede acudir al texto de
Edwards (1979, pp.122-125) sobre el desarrollo conceptual dei calcuilo infinitesimal,.

Para finalizar este bosquejo de la obra de Fermat en tomo de l[a geometria analitica,
Boyer agrega que introdujo las curvas sobre las que iniciaimente se practicaron los
métodos del calculo. Fermat es recordado por {a introduccién de la familia de curvas
v = x*" desde entonces conocidas por “parabolas e hipérbolas de Fermat” . También
proporciond un método de calculo de tangentes, siendo precursor de la

*cr ¢l LY. La Dad. PUF, Francia.
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diferenciaciéon. Dicho trabajo se encuentra en su Methodus Disquirendam Maximam
et Minimam, un tratado compuesto afios después de! /sagoge .

Ahi, siguiendo su interpretacion previa de A y de E como variables algebraicas,
Fermat retuvo la letra A para la variable independiente y usd a la E para el
incremento de A. Su procedimiento para el caicuio de tangentes consistid
esencialmente en formar, para una curva dada o funcidn, f(A) ., el cociente de
diferencias (f(A + E) - f(A)]/ E y entonces encontrar el limite de esto cuando E
tiende hacia cero. Ni la notacién funcional, ni la idea o el concepto de limite fue
usado, pero la técnica fue virtualmente la misrma, como se puede apreciar en la
siguiente exposicidn del asunto que hace Kline:

“Sea PT la tangente deseada en P. un punto sobre la curva (ver figura
siguiente). La longitud TQ es llamada la subtangente. El! plan de Fermat
consistia en encontrar 1a longitud de TQ, desde la cual uno conoce la posicién
de T y puede entonces dibujar TP:

T

Lif}

Q

Sea QQ; un incremento de TQ de tamafo E. Dado que el trianguioc TQP es
similar al triangulo PRT;,
TQ:PQ=E:T,R .
Pero, segun Fermat, TR es casi P,R: por lo tanto,
TQ:PQ = E:(P,Q, - QP) .
Llamando f(x) a PQ en nuestra notacién moderna, teanemos
TQ:(x) = E : [f(x + E)-f(x)] .

Entonces

TQ=E: f(x)/ [f(x +E) - f(x)]



Por el tipo de funciones f(x) consideradas por Fermat, era inmediatamente
posible dividir @ numerador y ei denominador de la fraccidn anterior entre E.
Fermat ponia entonces E =0 (en realidad, &l decia, quitar el término E ) y asi
obtenia TQ.” (Kline, 1972, pag.345)

Este método de Fermat es de marcada importancia, porque representd la primera
de las reglas algoritmicas formuladas analiticamente, las cuales al final convirtieron
a la geometria infinitesimal en el analisis infinitesimal.

Ademas, Fermat encontré también, por medios analiticos, las cuadraturas de las
parabolas y las hipérbolas de aito orden.

De acuerdo a Boyer, en un corto tratado posterior (de menor importancia), /sagoge
ad Locos ad Superficien , Fermat llevd el problema de lugares geomaétricos a tres
dimensiones, pero desafortunadamente ahi no hizo uso del método analitico.

Finalmente, puede decirse que |la obra de Fermat Maxima y Minima creé una
profunda impresion, especiaimente como aplicacion a la determinaciéon de
tangentes; pero la Introductio to Loci parece haber sido obscurecida por el trabajo
de Descartes. Por ejempio, partes del Maxima y Minima prontamente fueron
incluidas en libros publicados por otros matermaticos, sin embargo el I/sagoge
aparecid impreso por primera vez en la Opera Varia de Fermat en 1679, cuarenta
afos después de la muerte de su autor; cuarenta y dos afos después de la
publicacion de 1a Géomeétrie de Descartes, y medio sigio después de que el tratado
habia sido compuesto. Por ese tiempo ya otros desarroilos en el campo habian
sobrepasado los pasos simples dados por Fermat, y la publicacién fue en gran
medida solo de interés histdrico. En cuestion de notacion, puede decirse que la que
se adoptod fue la de Descartes , cuya influencia domind la época. (Boyer, pag.82)




Capitulo 3

La es ahora de la ia

7 pero el de Descartes ha sido
con mucho removida de 10s textos modernos sobre el tama.
{Boyer, pag.83)

Diferencias entre el trabajo de Fermat y Descartes en torno
de la construccion de la geometria analitica

En el capitulo anterior, hemos hecho una breve revisidn del trabajo de Boyer en
History of Analytic Geometry, en lo que a Fermat se refiere. En este capitulo 3
presentaremos las apreciaciones de este autor sobre las aportaciones de Descartes
a la geometria analitica para terminar tal revision con un cuadro de diferancias
entre ios dos autores de la geometria analitica.

Presentamos primero la interpretacion de Boyer sobre 1a obra de Descartes, lo cual,
junto con lo que se ha expuesto en los capitulos 1 y 2, nos conduce a la
sustentacion de una serie de diferencias entre las obras de Fermat y Descartes en
torno de la construccién de la geometria analitica.



La Géométrie de Descartes, de acuerdo a Boyer

En este apartado. haremos una exposicion de 1a interpretaciéon de Boyer sobre La
Géomeétrie de Descartes. Como s nuestra costumbre, indicaremos entre paréentesis
el lugar de tales apreciaciones en la obra de Boyer de referencia.

El origen de la geometria analitica en la mente de Descartes, es indicado en una
carta que él escribi® a Isaac Beeckmann en 1628. Ahi, Descartes da la regla para
construir todas las cubicas y las cuarticas por medio de una parabola. Su esfuerzo
para dar significado geométrico a las soluciones de las ecuaciones algebraicas

hace que su desarrollo del tema sea una continuacidn directa del trabajo de Vieta
(Boyer, pag.82-83).

El procedimiento de Descartes fue predominantemente algebraico pero su
significado fue puramente geométrico. El objetivo de Descartes fue el de Vieta y de
los gedmetras de la antigledad clasica: el método fue esencialmente novedoso
pues hizo uso de ia representacion grafica de las ecuaciones indeterminadas.

Descantes no tomd parte del movimiento contermporaneo para restaurar los trabajos
de Apolonio. En lugar de eso él escribid y publicd un trabajo que condujo al virtual
abandono de la geometria sintética por casi dos centurias. (Boyer, pag.83)

La geometria cartesiana es ahora sindnimo de la geometria analitica, pero el
propdsito fundamental de Descartes ha sido con mucho removido de los textos
modernos sobre el tema. (Boyer, pag.83)

Por otro lado. |la contribucion de Descartes de asociar a la geometria un ailgebra
puramente simbodlica marca un avance decisivo sobre cualgquier trabajo anterior,

pues asi promovio el desarrollo de técnicas algebraicas independendientemente de
la visualizacidn geometrica. (Boyer, pag.84)

De acuerdo a Coolidge', Descartes avanzd un pasc enorme aritmetizando su
geometria. Los objetos con los que él traté fueron nimeros. Descartes se liberd a si
mismo completamente de la supersticidon de la homogeneidad? .

Esto proporciond mayor libertad operacional a la técnica algebraica, y facilité la
asociacion implicita del sistema de numeros reales con los puntos de la linea;pero
no modificd seriamente el primer desarrollo de la geometria analitica.

' Cooudge. 1936. “The origin of Analytic Geometry”, Osiris, v. |, p.242, citado por Boyer en pag.84

?vieta es quien introduce el uso de ecuaciones en matematicas, i
homogeneidgad en los términos de las ecuaciones. (Cf. Vieta, Arte Analjitica)

o un o
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Fermat desestimd la ventaja practica de ganar en facilidad mecanica abandonando
la manera homogenea de expresion y haciendo un algebra completamente
simbdlica:

Fermat designé las cantidades desconocidas por vocales, como hizo Vieta. "porque
no veo por qué Descartes hace un cambio en algo que es sin importancia y el cual
es puramente materia de convencion” (Fermat, Oeuvres, v. I, p.20, citado en Boyer,
pag.85)

Las construcciones geométricas de raices de ecuaciones. la meta de la geometria
de Descartes, ilustran el hecho de que su objetivo era dos mil aflos viejo: la
busqueda de construcciones geometricas de problemas clasicos.

Esto ilustra, la importancia que para Descartes tuvieron los problemas clasicos de
construccién, pero también su revisidn y construccién de métodos nuevos de
solucion.

Es en el Libro 11 de Descartes “Sobre la Naturaleza de las Lineas Curvas”, que uno
encuentra el aspecto mas moderno de su trabajo. Sin embargo, Descartes
expresamente indicd que este libro fue escrito como un necesario preliminar al Libro
I11. (Boyer, pag. 86)

Con respecto a la introduccidn de coordenadas por Descartes, éstas no fueron
usadas de la misma manera que las usd Oresme, para representar las propiedades
de figuras o funciones. Descartes usé las coordenadas como parte de un método
ideado para la solucion de problemas de geometria.

El interés de Descartes no estaba en el lugar geométrico de los puntos que
satisfacen una ecuacidon dada, sino en la constructibilidad de estos puntos,
pensando en ellos como soluciones de determinada ecuacién algebraica, a la
manera de Vieta. Es probable que tal constructibilidad tuviese el mismo estado que
las actuales pruebas de existencia en matematicas.

Descartes impresion® mucho por la potencia de su método al tratar con el locus de
tres y cuatro lineas de Pappus. Es en coneccibn con easte problema,
aproximadamente a la mitad del “Libro I ”, las coordenadas entran en la Gdométrie .,
es aqui que la geometria Cartesiana, en el sentido estrico de las palabras, aparece.

Sin embargo, el principio esencial de las ecuaciones indeterminadas en dos
desconocidas correspondiendo a loci aparece por primera vez claramente en el
“Libro I1 " :

para comprender en conjunto todas las (lineas curvas) que ostan en la naturalezs,... , no
conozco nada mejor que decir gue todos los puntos de |as qus se pusden designarse
geormetricas, es decir que admiten una medida precisa y exacta, tienen necesariamente una
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relacion que puede ser expresada por alguna ecuacton, 1a misma para todos os puntos
(Descartes. pag.77-78)

Para la solucién de cualquiera de estos problemas de locl no hay nada mas gque encontrar un
punto para cuya determinacidon completa se desea una condicion. ... En todo caso puede ser
obtenida una ecuacion gue contiene dos cantidades desconocidas. (Book I1°. p.334-335,
citado por Boyer, pag.87)

Aqui, es pertinente aclarar lo que Descartes entendia por curvas admisibles en
geometria, es decir, curvas geomeétricas:

(son) lineas que por compuestas Que sean. mientras pueda imaginarselas descritas por un
movimiento continuo, © por varnos que se suceden, y en el que los Ultimos estan enteramente
regidos por l0s que |le preceden; {Descartes, Libro It, pag.74-75)

Un poco mas adelante, en un apartado que Descartes dedica a la especificacion de
“las lineas curvas que se trazan encontrando varios de sus puntos, que pueden ser
admitidas en geometria”, encontramos la vinculacién entre curvas geomeétricas y las
curvas descritas puntualmente:

esta manera de determinar una linea curva, encontrando indiferentemente varios de sus
puntos. no se aplica Mas que a las que pueden también ser descrntas por un movimiento
regutar y continuo,... (Descanes, pag.100-101)

En resumen, por un lado, vemus |a potencia y el desbordamiento de los métodos
algebraicos de que hace uso Descartes, los cuales buscan su sustentacién en
construcciones geomeétricas dinamicas. Y, por otro lado, vemos al trabajo de
Fermat, en torno de la geometria analitica, como continuador del trabajo
desarrollado por Apolonio en tormo de los loci, usando un enfoque analitico-
algebraico convencional (recuérdese que conserva incluso la notacién de Vieta),
aplicandolo a la descripcion de una geometria estatica de planos y sélidos.

3 El Libro )l a que hace referencia Boyer corasponde a la edicion de la Geometria de Descartes
siguiente: The geometry. Transl. by D.E. Smith and Marcia L. Latham, con un facsimil de la
primera edicion, 1637. Chicago and London, 1925.
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Tabla de diferencias entre Fermat y Descartes

Fermat

Descartes

1. Sin mayor introduccién, en Ad focus planus et
solidus 1sagoge , enuncia la dea fundamental de
la geometria analitica para el caso de rectas,
circulos y conicas, Se refiere en especial al
vinculo  ecs. alg.—slugar geometrico ;

1. Introduce el vinculo locus — ecs. algebraicas
de manera general, a lraves de ia resolucion del
problema de Pappus. (Descanes. Géometrie)

2.Restringe sus operaciones al primer cuadrante;

2. Su sisterna de ordenadas es independiente
dei “signo - de éstas;

3. Enfoque sistematico de un nuevo tratamiento
para lugares geometricos planos., solidos y
lineales;

3. Programa de reordenacidén de nociones y
métodos geomaetricos de construccion. Conjetura
que cualquier ecuacion algebraica corresponde a
un lugar geometrico de Pappus.

4. Fermat comienza su tratamiento con la ec. de
ia recta.

4. Descartes no considera como objeto de
estudio a la recta;

5. Fermat conserva la terminologia ce Vieta para
las ecuaciones (de homogenizacidn), lo que tal
vez lo constrife a un “dlgebra geometrica™ de
aplicaciaon de areas;

5. Descartes rompe con el “algebra geomeétrica”,
al establecer un tratamiento aritmetico de las
magnitudes geomaétricas, p.e., magnitud lineaj x
magnitud lineal = magnitud lineal.

6. El trabajo gde Fermat donde aborda el vinculo
entre ecuaciones algebraicas y curvas se limita a
ecuaciones de segundo grado: “El trabajo de
Farmat Ad Locos Planos et Solidos Isagoge
consta de alrededor de una veitena de paginas
degicado a la linea, al circulo y a las secciones
conicas.” (Boyer, 1956, pag.75)

6. La afirmacion acerca del vinculo

entre acuaciones algebraicas y curvas planas

se vislumbra mucho mas general. £n el Segunco
Libro, Descartes avanza la afirmacién

de que cualquier ecuacién en dos variables re-
presenta un lugar geometrico correspondiente a
un problema de Pappus.

Esta generalidad virtual es tal vez s uno de los
puntos mas impartantes en que difieren los
trabajos de Descartes y Fermat.

7. Dificit caractenzar el papel que juega la nocién
de movimiento en el trabajo de Fermat pues en
su obra Ad Locos Planos et Solidos isagoge
unicamente mencion2 que su trabajo viene a
generanzar lo gue los antiguos habian hecho
sobre /oci

7. Es muy importanta el papel que juega la
cor iorn de imiento en ei trabasjo de
Descartes. mas importante que el lugar que
ocupa dicha nocién en el trabajo de Fermat (p#g.
89 del Boyer).

8. Fermat restringio sus operaciones a lo que
anhora seria llamado el primer cuadrante.(Boyer,
1956, pag.76)

8 Descartes fué algo mas allé gque Fermat al
raspecto. De hecho, en sus consideraciones de
los valores de las magnitudes consideradas hace
alusién a las distintas posibiidades de 1a
posicién que guardan 108 puntos entre sl.
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8. En su trabajo La Solucion de Probiemas Sdlido
por megio de Loci, Fermat realiza construccio
geometricas ingeniosas el iugar de ios reeplazos
sistematicos de operaciones algebraicas de su
obra Ad Locos Planos....Fermat puntualiza que
los metodos de Vieta ahi ahi invotucrados no
eran necesaros. (Boyer, pag.78)

Este uso analitico entre notacign algebraica

y grafica aparece en forma rmas gecidida y
resuella en el trabajo de Fermat que en el
Descartes.

9. Desde el punto de vista de Bos. Descartes
mismMo  nNo  aceptaba que la representacién
algedraica tuviese el mismo estatus que Ila
geometrica. (incluir referencia precisa de!
articuto de Bos).

10. En efecto, de acuerdo a Boyer, (Boyer, 1958,
Pag.79) la mayor contribucidén de Fermat a la
revelacion de nuevas curvas no se encuentra en

10. Tal vez la mayor contribucién de Descartes,
ta constituya que introduce herramientas
generales (un uso analitico de las ecuaciones en
dos var: ). para dar un orden al estudio de

su trabajo sobre /oci. sino en las es
de meétodos analiticos a la geometria
infinitesimal (ver p.e. los meétodos infinitesimaies
de Arquimedes) . en la cuai el anticipd muy de
cerca a Newton y a Lebniz.

lugares geomeétricos y ¢ de curvas.

Una conclusion desde un punto de vista de una didactica del uso analltico de las
ecuaciones en dos variables, es que los trabajos de Descartes (sobre el estudio
de curvas) y de Fermat (sobre geometria infinitesimal), aparecen como ejes
complementarios hacia una formacién algebraico-analltica.

Asl, uno de los aspectos del trabajo de

Fermat que debiera rescatarse como

apoyo para la ensenanza de la geometria analitica, es el que se refiere al

ejercicio de construcciones geométricas

en el afan de resolver problemas, en

lugar de enfocar la ensefianza de este tema unicamente hacia una ejercitacion

sistematica de operaciones algebraicas.
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Capitulo 4

A of digebra una !
: n ef p de D de 1837,
; fue is mala geométnca del lrubn)a la que
; su y B

(Bos pég. 3:!1)

Acerca del uso de las ecuaciones algebraicas en La
Géomeétrie de Descartes

En el Capitulo 3 establecimos que los trabajos de Descartes (sobre el estudio de
; curvas) y de Fermat (sobre geometria infinitesimail), aparecen complementandose
H como ejes para un desarrollo algebraico-analitico posterior.

n
i
i
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En esta tesis no abordaremos la geometria infinitésimal de Fermat, tarea que
posteriormente debera completarse para un acercamiento analitico algebraico
anterior al calculo diferencial, el cual enfoque hacia aspectos didacticos que
complementen la formacion matematica obligatoria del nivel bachillerato.

Por otro lado, dado que aqul (ver capitulos 1 y 3) hemos hecho ver que la
potencia y el desbordamiento de los meétodos algebraicos de que hace uso
Descartes buscan su sustentacidn en construcciones geométricas dinamicas, en
este Capituio 4 profundizaremos en el analisis de este aspecto de la geometria
cartesiana a través del trabajo que sobre ella realiza Bos, H. J., en el articulo
“On the representation of curves in Descartes’ Géométrie®.




£ Qué tipo de problemas rodean al uso de ecuaciones algebraicas que
despliega Descartes?

Comencemos por sefalar que en el Capitulo V, “Fermat y Descartes” , del libro

de Boyer, History of Analytic Geometry , se lee lo siguiente:

El puntea de curvas. en la manera ahora acostumbrada, no fue parte de la
geometria analitica cartesiana. Incluso los lugares geomeétricos de Papus no
estaban bosquejados. Descartes conocia que una ecuacidn en dos
desconocidas determmna una curva, sin embargo, Nno parecia considerar a tal
ecuacion como una definicidn adecuada de la curva y se sentia constredido a
exhibir una construccion mecanica real. en cada caso.

Se ha conjeturado que los antiguos griegos enfatizaban las construcciones a
causa de que ellas les servian como tecremas de existencia. LUno esta tentado a
aplicar esta idea a Descartes y decir que él dudaba de la existencia de una
curva como correspondiendo a una ecuacion a menos que pudiera suministrar
una construccidn cinematica para ella.

(Boyer. 1956, p4g.88)

Desde un punto de vista didactico, interesa sefalar estas cuestiones de
transicion hacia usos del algebra mas avanzados. En particular, el parrafo
anterior nos sugiere el papel que podrian jugar tales construcciones cinematicas
en el camino a ta abstraccion: el de validadoras a un cierto nive! concreto de una
utilizacion representacional del simbolismo algebraico. En un sentido semidtico’

tales trazados o construcciones cinematicas, tendrian el papel de interpretantes

para las ecuaciones algebraicas.

Desde el punto de vista de Boyer, Descartes deseaba una sistematizacién
superior de la geometria de tal manera que no existieran limitaciones sobre el
grado de dimensionalidad de un problema. De acuerdo a ello, en un sentido
figurado, Descartes retoma la sugerencia de Vieta de afiadir nuevos postulados
a la geometria euclidiana, de tal manera que fuera posible una construcciéon
sistematica de las raices de ecuaciones cubicas y bicuadraticas, ya que hubiera

' En los tarminos de Pavce. algo llega a ser un signo, O un representamen. en relacion a un cbjeto, en

wvirtud de la posibilidad de que un interpretante sea Producido. es decir. un evento SiNgUIST, O una reepuesta
un objeto (algo dn-unl. de 61

reguiar o habitual. la cual respo al como

mismo) en algun aspecto (cf. Whitson, 1994, p.48)... EI objeto es interp: en algun

a Whitson, en el interpretante, no di i sino a través del Wnum-n
contint uede

mediando... Este.
relaciones entre jos Mas diversos siementos aun dentro de una unica triada signica . (ci.ld'm)
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podido afadir a los postulados de Euclides la afirmacién de que "dos o mas
curvas pueden ser movidas una sobre |a otra, determinando por su interseccién
otras curvas.” (Boyer, pag.88, ahi, Boyer ha citado lo entrecomillado det Libro |t
de Euclides, pag.316)

Es decir que. de acuerdo a Boyer, el concepto de movimiento juega un papel
prominente en el trabajo de Descartes, mas que en el de Fermat. {Boyer,
pag.89)

Asi, 1a designacién “curva cartesiana” ain hoy es aplicada a los miembros de
una familia usada por Descartes como una ilustracion de la manera en la cual
uno construye “el arbol geneatdgico o familiar* de una curva algebraica.

Método de Descartes de Generacién de Familias de Curvas o Curvas
Cartesianas

Para hacer la descripciéon de la construcciéon de una familia de curvas de
Descartes, nos basaremos en el texto que Boyer (Boyer, 1956, pag.88-90),
dedica al respecto. De acuerdo a este autor, la designacion de Curvas
Cartesianas aun hoy se aplica a los miembros de una familia usada por
Descartes como una ilustracion de la manera en la cual se construye un “arbol
genealégico” de una curva algebraica. Sea OM una curva previamente
construida, sea O un punto sobre ella y Q un punto que no lo esta, ambos fijos
con respecto a la curva:




Sea S$ un punto fijo sobre la linea OQ y sea T un punto fijo sobre la linea
perpendicutar a OQ en S. Sea P un punto de interseccion de la curva con la
linea TQ. Entonces, cuando la curva OM (y entonces también Q) se mueve con
un movimiento rigido de traslacidn en una direccién paralela a TS, el punto P
describira una nueva curva PT la cual puede ser considerada como sucesora de
la curva original. Si la curva dada OM es una linea recta, la nueva curva sera
una hipérpola; si es una parabola, la curva derivada sera |a parabola Cartesiana
{o tridente) a la que antes nos hemos referido. Dicha parabola Cartesiana, es “la
primera y la mas simple para el problema de pappus, cuando no hay mas que
cinco lineas rectas dadas™ . Es decir que Descartes se esta refiriendo a la curva
de ecuacion:

y'-2ayyv-aay+2a’=axy

De acuerdo a Boyer, Descartes transformé esta jerarqula cinematica de curvas
en una clasificacidn algebraica a través del principio de que “todos los puntos de
una curva geomeétrica (cuando es definida por movimientos) deben tener una
relacién definida expresada por una ecuacion™ .

Asi, un ejemplo que desarrolla Descartes acerca de la generacién de curvas, es
el de la obtencion de una hipérbola. Transcribimos a continuacion el segmento
de La Geometria donde Descartes ilustra el procedimiento original que sigue
para obtener la ecuacidon de la curva “sucesora” & generada:

“Como si quisiera saber de qué genero es la linea EP gue imagino descrita por
fa interseccién de 1a regla GL y la pieza PNKL, cuyo lado KN esta prolongado
indefinidamente hacia P, y que moviéndose sobre el plano, en |lnea recta -es
decir de tal manera que su lado KL se encuentre siempre aplicado sobre
alguna region de la linea BA prolongada de unc y otro lado- hace mover
circularmente |la regla GL ailrededor del punto G, por estar a ella vinculada de
tal manera que pasa siempre por el punto L. Elijo una linea recta comoc AB
para referir a sus diversos puntos todos los de {a linea curva EP ; y en esta
linea AB elijo un punto, como el A, para empezar por &l el caiculo. Digo que
elijo éste 6 aquélla porgque soy libre de tomarios como guiera: pues aunque hay
muchas maneras de eleccidn para hacer la ecuacién mas corta y mas facil,
siempre, cualquiera sea la manera como se |os tome, pusde hacerse que la
linea aparezca de un mismo género, como es ficil de demostrar.

? Descartes, R. La Geomerria . pag.8 1. También se puede ver aqui, en el Capitulo t.
’ Descartes, R. La Geometria , pag.77
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Despues de esto, tomando un punto cualquiera de la curva, como el P, sobre
el cuai supongo que et instrumento que sirve para describirla esta aplicado,
trazo por este punto P 1a linea PB paralela a la GA, y puesto gue PB y BA son
dos canudades indeterminadas y desconocidas, las designoalauna y y ala
otra x . Pero, para encontrar !a relacion de ambas, considero también las
cantidades conocidas que determinan el trazado de esa linea curva, tales
como GA que denomino « ; KL que denomino b y NL paralela a GA, que
denomino ¢ . Luego digoicomoLNesalK 6 ¢ a b,asiPBosea y,.esa
BK que es por consiguiente (b/c)y : ¥ BL es (bic)y -b [y AL es x +
(b/ic)y-b. Ademas,como PB esa LB & y a (bic)y-b ,asl « 0osea GA
esa LA 6 x+(b/c)y —b . De manera que mulitiplicando la segunda por Ia
tercera se obtiene (« b/c)y - «b , Que es igual a xy + (b/c) yy - by , que resuita
multiplicando la primera por la ultima; y asi que 13 ecuacién que se debia
encontrar es

yy=cy-(c/b)xy+ay-ac

en la cual se sabe que la linea EP es de primer género: pues, en efecto, no es
otra que una hipérbola.

Y si. en el instrumento que sirve para trazarla, en lugar de la iinea recta PNK ,
se utiliza esta hipérbola ¢ alguna otra llnea curva del primer género, para
timitar 1a pieza PNKL , |la interseccién de esta linea borde y de |a regla GL
describira, en vez de ia hipérbola EP , otra iinea curva que sera de segundo




génerc® . Si PNK es un circuio, en que L es su centro. se describira la
primera concorde de los antiguos: ... Pero si en lugar de una de estas lineas
curvas de primer genero. fuese una de segundo la que limita la pieza PNKL .
se obtendria de ella una de tercero: o si fuese una de tercero resultaria una de
cuarno y asi al infinito, como es bien facil deducir por el calculo. Y de cuaiquier
otra manera que se imagine ei trazado de una linea curva, siempre que sea de
las del numero gque yo llamo Geométricas, se podra encontrar invanablemente
una ecuacion para determinar todos sus puntos, de esa manera.” (Descartes.
“Libro Segundo”, pags.78-81)

No es objetivo de esta tesis profundizar en el estudio de sistemas de enlaces.
como et utilizado por Descartes en el ejemplo anterior. No obstante, vale la pena
mencionar que tal tema forma parte de la cinematica. La cinematica (como
hemos podido observar en el ejemplo trabajado por Descartes), esta
intimamente ligada con la geometria métrica elemental. Hilbert y Cohn-Vossen
(1952, pags. 272-288), aparte de abordar el estudio de varios de estos sistemas,
realizan una discusién mas general de los movirnientos continuos usando los
meétodos de la geometria diferencial.

7. it

<ZCudéndo una nueva curva es st e ?

De acuerdo a Bos (1981, pag.296), los matematicos del siglo XVIi no tenian una
definicion uniforme para el concepto de curva, y por lo tanto no tenian una forma
estandar para especificar 1as curvas que tenian en mente.

De hecho existian muchas maneras de especificar curvas. Uno podia, por
ejemplo, indicar cuantos puntos sobre la curva podian ser construidos, uno
podia describir una maquina a través de la cual la curva podia ser trazada, y
después que la geometria analitica fué introducida, uno podia dar la ecuacién
de la curva. Algunas de estas maneras de describir a las curvas era considerada
satisfactoria, otras lo eran menos, algunas no lo eran del todo.

Bos, usa el término “representacién de curvas®™ para significar maneras de
especificar curvas de las que se pensaba que hacian a las curvas
suficientemente conocidas.

De acuerdo a este autor, el tema es también de interés mas general porque toca
a una importante pregunta rmatematica o metamatematica, a saber, ¢cuando
una entidad matematica se da por conocida? O, gcuando un problema esta
resueito?

* Descartes llama curvas de primer genero a las conicas y de segundo género a las de 3er. grado. (N.T. de la edicién en
espatol de La Geometria que estamos usando en este rabajo)
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Asi, Descartes y Fermat crean un nuevo lenguaje al usar signos (literales) y
reglas de operacidn entre ellos (antes introducidos por Vieta), inicialmente para
resolver problemas geométricos, Yy posteriormente para describir un nuevo
conocimiento relacionado con la construccidon de curvas, el cuai se alcanzaba
mediante el uso referenciado.

La Geéometrie hace patente un conflicto entre métodos de definicidn geometricos
y algebraicos y criterios de aceptabilidad.

De acuerdo a Bos, este conflicto reflaja un rompimiento en el desarrolio del
pensamiento de Descares sobre geometria. En la primera fase, Descartes
considerd que el objetivo de la geometria era construir soluciones de problemas
geometricos por medio de curvas trazadas con ciertos instrumentos; los
instrumentos servian como generalizaciones aceptables de la regla y el compas.
De esta manera é| trataba de encontrar nuevas soluciones y clasificarias.
Alrededor de 1630 el plan parecid estancarse y también sucedid que Descartes
flegd a estar consciente de la potencia de los métodos algebraicos. Entonces
Descartes cambi® su programa. £l algebra llegdé a ser la herramienta dominante
para la ctasificacidon de curvas y para la resolucién de problemas.

En su Geéométrie, Descartes expuso un nuevo programa para tratar con
problemas geomeétricos, y a través de la resolucidn que Descartes da al
problema de Pappus. se pueden inferir la clase de problemas geométricos que
el tenia en mente, y explicar los papeles de las construcciones geomeétricas, de
fas curvas y de los calcuios alg~braicos de la Gédornétrie.(Bos (pag.298)

La solucidbn de Descartes al problema de Pappus provee de una buena
ilustracidn de los dos diferentes papeles gque las curvas pueden jugar en la
solucidn de los problemas de lugar geomeétrico: una curva puede oOCurTir como
un lugar geomeétrico, y puede ocurrir también como medio para construir puntos
de un lugar geomeétrico. (Bos, pag.302)

Bos hace notar el caso en donde las secciones conicas ocurren como lugar
geomeétrico. Esto sucede en los casos del problema de Pappus para tres y
cuatro lineas y Descartes establece que estos problemas son “pianos’. Esto
implica que el considera el lugar geométrico en este caso como constructible
con regla y compas. Pero con regia y compas uno puede Unicamente construir
puntos sobre una coénica; uno no puede construir o trazar ia cédnica como un
todo. Sin embargo. como /ugar geométrico, Descartes considera tal construccion
puntual de una coénica suficiente. (Bos, pag.302-303)

Por otro lado, si una curva es usada como un medio de construccidén, debe ser
posible encontrar su interseccién con otras curvas. Una construccion puntual no
es suficiente para tales propositos. En su lugar uno necesita obviamente un
metodo de trazar la curva por un movimiento continuo, de tat manera que su
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interseccidn con otras lineas sea realmente marcada. E! requerimiento de que
las curvas sean trazables por un movimiento continuo es crucial en la Géométrie
de Descartes. (Bos, pag. 303)

A propdsito de las rectas, como antes vimos cuando se expuso la estrategia que
usa Descartes en el “Libro I” (ver cap.1 de esta tesis), éstas ocurren en la
Géometrie de Descartes como medio para resolver un problema de geometria,
un problema de construccidn de un lugar geometrico. (Por qué Descartes no

usa explicitamente una expresién algebraica para las rectas? En su lugar usa
Gnicamente las letras x o y.

Bos refiere que en su Géometrie Descartes presentd un nuevo enfoque para la
solucion de problemas geométricos; éste contrastaba tan fuertemente con sus
anteriores enfoques que uno puede hablar de un nuevo paradigma.

De hecho, la cuestidn de si el trabajo de Descartes fue causa & no de una
revoluciébn en el desarrollo del conocimiento matematico es un tema de
discusiéon actual (cf. Gillies, 1992).

Continuando con este discurso, en el texto de Bos se refiere gque los
matematicos clasicos habian encontrado, y resueito, problemas de geometria
que no podian resolverse de esta manera sino con intersecciones de conicas o
con curvas mas complicadas (como !a conchoide). Los antiguos llamaron a
estas curvas mecanicas, lo cual no le parecié adecuado a Descartes pues esto

pareciera implicar que los griegos no las consideraban genuinamente
geomeéetricas.

El enfoque de Descartes puede ser resumido como sigue: en los problemas de
construccién uno puede usar las curvas mas simples como sea posible. Pero
esto no implica que curvas mas complejas sean necesariamente menos
geomaétricas que la linea recta y el circulo, o que las construcciones geométricas
por medio de estas curvas sean menos geométricas que las construcciones por
medio de regia y compas. Si una construccién en un problema se hace por la
interseccién de dos de tales curvas (circulos, conicas, conchoides, etc.) y no
puede ser construida por curvas simples, entonces tal construccion es la
eleccidn correcta y no s menos geométrica que una construccion via regla y
compas. (Bos. pag.304) R

Esta vision de Descartes acerca de los problemas geométricos por
procedimiento de construccion determind un programa en tres pares:

- primero, Descartes tenia que determinar cuales curvas eran aceptables como
medios geométricos genuinos para problemas de construccion;




- segundo, él tenia que aclarar ios criterios de decision de 1a complejidad de las
curvas; esto conduciria a una clasificacion, de acuerdo a su simplicidad, de la
coleccion de curvas geométricamente aceptables;

- tercero, tenia que ser vislumbrado un método de descubrir Qué curvas eran las
mas simples posibles en un problema de construccion. (Bos, pag.304)

Basicamente, Descartes tomé como geomeétricas aquellas curvas "que pueden
ser descritas por un movimiento regular” (G, p.369). Ademas, Descartes
deseaba incluir en 1a colecciédn de curvas geometricamente aceptables a todas
las curvas que ocurrieran como lugar geomeétrico de soilucion de problemas.
tales como en el problema de Pappus. Esto significaba de hecho, aungue
Descartes nunca lo explicitd, que él queria considerar a todas las curvas
algebraicas como geometricas. Sin embargo, hacerlo asl implicaba probar que
todas las curvas algebraicas podian ser trazadas por movimientos continuos y
geomeétricamente aceptables, © que ellas eran trazables por otros medios que
eran tan geomeétricos como los movimientos continuos.

En 1a segunda y tercera parte del programa de Descartes, el algebra
conformaba 1a herramienta crucial. Descartes usoé el grado de las ecuaciones de
las curvas para clasificar las curvas de acuerdo a su simplicidad; las dividid en
clases ("géneros”): la primera clase consisti® en 1as curvas con ecuaciones de

segundo grado; éstas son las secciones conicas. Descartes no incorporé a las
lineas rectas en su ciasificacion. (Bos, pag.305)

Al considerar Descartes como primera clase a las secciones conicas, es indicio,
como queda ratificado posteriormente en la demostracion algebraica que lleva a
cabo. el que esta subsumiendo a las ecuaciones lineales en la ecuacion
algebraica general de segundo grado. Sin embargo, tal vez desde el punto de

vista de su construccién analitica, no todas estas curvas (y rectas) tienen el
mismo orden de dificultad.

En l1a clasificacién de Descartes a las curvas con ecuaciones de 3° y 4° grado

les correspondié 1a segunda clase; aquellas de 5° y 6° grado fueron de tercera
clase, etc. (G, p.319).

Descartes notd que dentro de una clase algunas curvas pueden ser mas simples
que otras, en el sentido de que uno no puede maniobrar en problemas de
construccién complicados con unas como con otras. Por ejempilo, el circulo es
de la primera clase, pero existen construcciones que pueden ser ejecutadas con
otras curvas de la clase (las secciones conicas), y con el circuio no.

De acuerdo a Bos (pag,306), la clasificacién de Descartes fue para curvas que

servian como medios de construccidn, mientras qgque sus argumentos
clasificarian problemas mas que artificios de construccion. De hecho. el grado
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de las curvas constructoras monta de uno en uno (parabola, grado dos,
parabola cartesiana, grado tres, etc.).

Esto demuestra una contradiccidn entre criterios aigebraicos de simplicidad (la
forma de la ecuacién, en particular su grado) y critericos geométricos de
simplicidad (el uso de la curva como artificio para la construccion). El especial
papel que juega el circulo en la primera clase demuestra que la clasificacion en
realidad no es adecuada para distinguir medios de construccion. (Bos, pag.306)

Podria agregarse que una clasificacién adecuada a los artificios de construcciéon
hubiera puesto a la recta y al circulo en el primer grupo. Sin embargo, si
acordamos con Bos que lo que tenia en mente Descartes para su clasificacion
de curvas geometricas es a las ecuaciones algebraicas, resulta que en efecto
Descartes no les esta asignando a las rectas una ecuacion algebraica propia.

Descartes trata con !a cuestion fundamental de su programa en el comienzo del
segundo libro de la Géomnétrie . El formulaba tal cuestion en el titulo marginal
asi: "cuales son las lineas curvas que pueden ser aceptadas en geometria” (G
p..315). El criticaba a los matermnaticos clasicos por haber llamado a ciertas
curvas usadas en construcciones geométricas “mecanicas™ mas que
“geométricas”. Descartes dice que el hecho de que las curvas macanicas sean
descritas por ciertas maquinas (o artefactos) no las hace menos geomeétricas
que la linea recta y el circulo, las cuales, después de todo, también estan
trazadas por artefactos, a saber |la regla y el compas.

Es de notar gque Descartes advierte la caracterizacién de la propiedad
matematica del movimiento continuo a través de las ecuaciones aigebraicas,
como una propiedad de ciertas lineas curvas, las geométricas.

El criterio de Descartes para aceptar curvas como geomsétricas fué que pudieran
ser trazadas por movimientos continuos. El trazado de una curva es basico para
entender su naturaleza; de manera significativa, Descartes combiné la palabra
“trazado” con comprension y concepcion; &l uso expresiones tales como:
“maneras de trazar y de concebir lineas curvas™ (G p.319) y “para conocer y
trazar la linea” (G p.307). (Bos, pag.307)

Dado que Descartes considerd a las curvas primariamente como trazadas por
movimientos continuos generados por ciertas artefactos, encard muitiples
problemas de dificultad conceptual, los que resumimos en seguida:

a) Existen ciertas curvas, tales como la espiral y la cuadratriz, las cuales
Descartes no aceptd como geometricas sino que considerd que eran mecanicas,
en el sentido de que eran imprecisas e inexactas. Estas curvas, sin embargo,
pueden ser trazadas por movimientos continuos (ver seccién 7.2). Descartes,
por lo tanto, tenia Que especificar cuales movimientos él rechazaba y cuales

aceptaba;
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b) En el curso de sus estudios Descartes llega a cruzarce con varias curvas las
cuales él no podia. o no queria, presentar comeo trazadas por algun movimiento
continuo. En su lugar é! las presentaba como construidas puntualmente o como
trazadas por maquinaria que involucraba cuerdas. Por lo tanto, é! tenia que
argumentar que tales construcciones o métodos de trazar eran tan aceptables
en geometria como trazados por movimientos continuos;

c) La construccion puntual y el trazado con maquinaria que involucraba cuerdas
puede también ser considerado para curvas las cuales Descartes no aceptaba
en geometria. Por lo tanto él tenia que especificar cuales construcciones
puntuales y cuales meétodos de trazado con cuerdas eran aceptables,

d) El algebra era una herramienta crucial en el huevo programa de Descartes
para la geometria, y las nuevas curvas que &l deseaba introducir tenian que ser
susceptibles de tratamiento algebraico, i.e., tenian que tener un tratamiento
algebraico. Entonces Descartes tenia que considerar cuando estas curvas
tenian tales ecuaciones, e inversamente, cuando las ecuaciones resultantes del
uso de métodos algebraicos corresponderian a curvas geométricamente

aceptables.

O sea que. de acuerdo con Bos, Descartes tiene que explicitar a qué
construcciones puntuales se esta refiriendo, a efecto de eliminar curvas non
gratas desde un punto de vista algebraico. Tal vez por ello es que Descartes
hace particularmente manifiestc que o que hace referencia a la regularidad del
trazado. en una construccion puntual, es la eleccién arbitraria de puntos sobre la

linea.

La vinculacion de maquinas y el artificio de una curva maovibie cuya interseccién

con una regla traza nuevas curvas son los ejernpios que Descartes did para
ilustrar su concepto del trazado de curvas por combinacion de movimientos. Es
un concepto fundamental porque Descartes estable que ¢! introduce nuevas
curvas unicamente si éstas son trazables de esta forma. Esto significa que
existian otras curvas que no se aceptarian como gecmétricas a causa de que no
serian trazables en esta forma. Como ejemplos Descartes mencioné la espiral y
la cuadratriz. Sin embargo ambas pueden ser trazadas por una combinacién de
movimientos continuos; ellas fueron de hecho definidas en esta forma.
Descartes tenia que especificar por lo tanto un requerimiento mayor para los
movimientos con tal de sacar estas curvas.

Toda esta discusion desvela, desde nuestro punto de vista, ia identificacion que
Descartes esta estableciendo entre la elecciéon arbitraria de puntos, el trazado
continuo, y la representacion algebraica de las curvas.
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Se ve como Descartes esta forzando los argumentos geométricos para sacar a
la espiral y a la cuadratriz de la escena. Y es que éstas no tienen una expresion
algebraica-no-cortada, y. aparentemente, Descartes esta identificando las
curvas trazables con movimientos continuos con las curvas algebraicas. Solo
que, como Bos sostiene, Descartes evitd dar prioridad a los argumentos
algebraicos. Da entonces un argumento de inconmensurabilidad, el cual desde
mi punto de vista es incoherente con la continuidad del movimiento

Descartes dice sobre 1a espiral, la cuadratriz y curvas similares, que “estan
concebidas como descritas por dos movimientos separados, entre los cuales no
existe relacidn que pueda ser medida exactamente”, y que por tal razén ellas “en
realidad unicamente pertenecen a la Mecanica". (G p.317). En ambos casos (el
de la espiral y la cuadratriz) los dos movimientos pueden en principio ser
vinculados de tal manera que uno determine al otro, a saber por un mecanismo
de cuerdas.

Entonces la separacién entre curvas geomeétricas y no geomeétricas, la cual era
fundamental en la vision de Descartes de la geometria, descansa ultimadamente
en su conviccidn de que ias proporciones entre longitudes curvas y rectas no
pueda ser encontrada exactamente.

En términos modernos, podemos decir que la caracteristica de estas curvas es
que son curvas trascendentes. Es decir que la trascendencia de curvas esta
tomando sentido a través de las relaciones de inconmensurabilidad a que se
refiere Descartes, y a través de la imposibilidad de expresarias con una dnica
ecuacion algebraica.

De acuerdo a Bos, Descartes resolvid el problema de Pappus construyendo
arbitrariamente muchos puntos del lugar geométrico . El método fué como sigue:
primero derivo 1a ecuacion del lugar geométrico en indeterminadas x y y ;
entonces eligid un valor arbitrario “eta” para y vy formmd la ecuacidén en una
incognita para !os valores correspondientes de x ; entonces resolvib esta
ecuacidon geométricamente, esto es construyé 1a raiz o ralces “zi” ; y finalmente
construyd el punto o puntos con coordenadas “z/”, “seta” del lugar geométrico .
Repitiendo este proceso, tomando otros vailores para y , uno puede encontrar
arbitrariamente muchos puntos del lugar geométrico . Sin embargo, no es tan
obvio que esta construccién pueda ser considerada como una construccidon
satisfactoria para toda la curva que forma el lugar geomeétrico . Esta no es una
construccién por movimiento continuo. El proceso produce Unicamente un
numero finito de puntos sobre la curva. Y generalmente no es posible usar esta
construccion para determinar la interseccidn del lugar geomsétrico con una curva
dada. (Bos, pag.315)

En su discusiéon del problema de Pappus en el primer libro de la Géométrie
Descartes no dijo cuando esta construccion puntual podia ser considerada como
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una construccion del lugar geomeétrico de una curva. En el caso de ios
problemas de las tres, y cuatro, lineas, en donde el iugar geometrico era una
conica. Descartes no pard dando la construccidn puntuai: también indicd en
cada caso como encontrar la posicion de los vértices, ejes, /atus rectum y latus
transversum, did® una representacidn del lugar geométrico de la curva
nombrandola (elipse, hipérbola, etc.) y dando sus parametros basicos (G
pPp.327-332). Sin embargo. posteriormente en el segundo libro Descartes
regresd a |la construccion puntual de curvas y establecid que, en ciertos casos,
curvas construidas puntualmente deberian ser aceptadas en geometria.

En el caso de construcciones puntuales aceptables todo punto es en principio
constructible porque la construccion puede partir de cualquier valor dado de las
coordenadas. Descartes explicd esto como sigue:

“ Vale ta pena notar que existe una gran diferencia entre este meétodo de
encontrar varios puntos para trazar una linea curva, y el que es usado para la
esprral y curvas similares. Por que con (a Uitima uno no encuentra
indiferentemente todos los puntos de la curva requerida, sinG Unicamente
aquellos puntos que pueden ser determinados por una simple medida como la
requerda para i1a composicién de la curva. Por lo tanto, estrictamente
hablando. uno no encuentra cualquiera de sus puntos, esto es, no uno de
aquellos que sean propramente puntos de la curva y que no puedan ser
encontrados excepto por medio de esto. Por otro lado no hay puntos sobre las
curvas que se usen para el problema propuesto (el problema de Pappus) y que
no ocurrieran entre aquellos determinados por el método explicado antes. Y
porque este método de t-azar una linea curva encontrando un ndmero de sus
puntos tomados al azar es unicamente aplicable a curvas que pueden ser
descritas por un movimiento regular y uniforme, uno no puede excluirlas
enteramente de ia geometria™. (G pp.339-340)

Entonces Descartes establecid firmemente, pero sin intentar probario, que las
curvas que admitian una construccién puntual en la cual todo punto de ellas
puede, en principio, ser construido, puede también ser trazada por movimiento
continuo y ser. por lo tanto, geométrica. El pasaje sugiere que Descartes vié una
correspondencia entre la completa arbitrariedad de los puntos construidos sobre
la curva y la continuidad del movimiento. (Bos, pag.318)

Después de este pasaje, Descartes repetidamente usd la construccién puntual
para representar curvas. Por ejemplo, introdujo los famosos ¢dva/os , los cuales
son curvas con ciertas propiedades opticas, a través de una construccion
puntuai (ver, Descartes, 1947, pags.119-120).

£l pasaje en el segundo libro sobre la aceptabilidad geométrica de curvas dadas

por construccion puntual fué seguido por un pasaje sobre una tercera forma de
representar curvas, a saber trazandolas con maquinas que involucran cuerdas.

El titulo de esta seccidén es :
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Y cuales curvas que uno describe por medio de una cuerda pueden ser
aceptadas (G p.340)

Descartes se refirid entonces a su Didptica . en la cual él habia dado

construcciones por medio de cuerdas para la elipse y la hipérbola. (Bos,
pag.319)

Para Descartes la ecuacidn de una curva fué primariamente una herramienta y
no un medio de definicidn o de representacién. Fué parte de toda una coleccidn
de herramientas algebraicas las cuales en la geometria mostraron ser utiles
para el estudio de problemas geometricos. El uso mas importante de la ecuacion
fué en la clasificacion de curvas en cilases y en la determinacion de normales a
curvas. Aqui la ecuacion debia ser explicitada. En muchos otros casos

Descartes realizaba sus calculos sobre los problemas sin escribir la ecuacion de
la curva explicitamente. (Bos, pag.323)

O sea que para Descartes nunca fué un problema en si mismo el obtener la
ecuacion de una curva, sino como parte de un problema de geometria.

Descartes estaba convencido de que la ecuacién de una curva incorpora toda la
informacion sobre sus propiedades. El escribid:

“Ahora si uno conoce la relacidon en que todos 10s puntos de una linea curva se
originan de todos ios puntos de una linea recta en la manera en gque he
explicado, es facil encontrar su relacién a todos los otros puntos dados y
lineas; y subsecuentemente encontrar sus diametros, ejes, centros y otras
lineas o puntos con los cuales cada curva tiene alguna relacion especial, o una
relaci®n mas simple que con otras, ¥ en esta manera concebir varias maneras
de descnbir ias curvas, y elegir las mas faciles”. (G p.341)

Esto concuerda con el hecho de que en ninguna parte de la Géométrie
Descartes us® una ecuaciodn para introducir o representar una curva. En varios
casos él tratd curvas sin dar sus ecuaciones; en otros casos él dié la ecuacion
casi casualmente en el curso de sus argumentos. (Bos,pag.322)

Descartes establecid fimrmemente que todas las curvas geométricas tienen
ecuaciones. Después de explicar cierto artefacto para trazar curvas (el sistema
de reglas conectadas para la resolucion del problema de Pappus), él escribio:

“ Podria dar varias otras maneras de concebir y de trazar lineas curvas, io cual
seria mas y mas complicado en orden al infinito. Pero para entender la
totatidad de todas las curvas gue estan en la naturaleza y para distinguinas y
ordenarias en ciertas clases, Nno conozco mMejor manera que decir que todos los
puntos de aquellos que pueden ser llamados geométricos, eato es aquelios
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que admiten alguna medida precisa y exacta, necesariamente tienen alguna
relacion con todos los puntos de una linea recta, la cual puede ser expresada
por alguna ecuacion, la misma ecuacién para todos los puntos™. (G p.319)

Una ecuacién de una curva implica una construccidn puntual; uno toma
sucesivamente valores fijos para una de las variables, a saber para y , y
construye geomeétricamente valores correspondientes para la x , como las
raices de la ecuacién resuitante en x . Descartes estaba convencido de que
ésto podia hacerse siempre. (Bos, pag.324)

Resumiendo, hay tres afirmaciones de Descartes que aparentemente él
manejaba como equivalentes:

- las ecuaciones algebraicas producen construcciones puntuales para las curvas
que ellas describen, de tal manera que uno/ tiene una compietamente libre
eleccion del punto de partida para la construccion de los puntos ( a saber, la
eleccidbn dela y ),

- las construcciones puntuaies son aceptables en geometria siempre y cuando
uno tenga una completamente libre eleccién del punto de partida para la
construccion de los puntos ( a saber, la eleccibn de la y );

- tales construcciones puntuales de curvas son equivalentes al trazado por
movimiento continuo. (Bos, pag.324)

Es claro gque el paso crucial en este argumento es la equivalencia de las
construcciones puntuales y las construcciones por movimiento continuo. A
través de esta equivalencia, las curvas descritas por ecuaciones adquieren un
estado en geometria igual al de las curvas trazadas por movimientos continuos.

Este requerimiento era para asegurar que las intersecciones con otras curvas
podian ser encontradas, y esto era inducido por el uso de la curva como medio
de construccidn en geometria. Por otro lado, Descartes establecié que, bajo
ciertas condiciones, las curvas representadas por construcciones puntuales eran
verdaderamente geomeétricas. Las construcciones puntuales astaban
relacionadas a las ecuaciones de curvas en el sentido de que una ecuacion para
una curva directamentemente implicaba su construccién puntual. Las
construcciones puntuales fueron usadas primariamente para curvas gue
ocurrian como soluciones a problemas de lugar geométrico .El vincuio entre los
dos criterios es el argumento de Descarnes de que las curvas constrnictibles por
puntos pueden ser trazadas por movimiento continuo.
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Como el mismo Bos afirma, partes importantes del programa de Descartes
ancontraron sustento matematico hasta el siglo XIX.

De acuerdo a este autor, por 1619 Descartes se habia formado una concepcion
de la geometria a la cual se apegaria toda su vida, que consistia en
considerarla como la ciencia de resolucidén o de construccién de problemas
geomeétricos. Sin embargo el programa que Descartes presentd en su Géométrie
tuvo diferencias significativas introducidas basicamente por el dominio
algebraico que para 1637 Descartes habia alcanzado.

Es decir que para 1637 el criterio algebraico de Descartes para la simplicidad de
las curvas, a saber su clase, definida via el grado de la ecuacidn, habia
reeplazado, y de hecho era un conflicto con su primer criterio de simplicidad, a
saber la simplicidad del compas y de la prueba resultante de la construccion.

(Bos, pag.329)

Los otros elementos que no estaban en el programa de 1619 concemian a los
lugares geometricos (loci) y a las construcciones puntuales. En esa época,
Descartes no consideraba el caso en donde las soluciones son infinitas en
numero y forrman un lugar geometrico, el cual por la naturaleza del proceso de
resolucién del problema. se construye puntualmente. Entonces él no estaba
enfrentado con el problema de cuando o no tales curvas serian aceptadas en
geometria y de acuerdo a cuales criterios. (Bos, pag.329)

Evidentemente el programa de geometria de Descartes cambié entre 1619 y
1637.

El otro nuevo aspecto, loci y construcciones puntuales, probablemente surgié en
el programa de Descartes de 1631 cuando Golius le sugirié resolver el problema
de Pappus. Este estudio debid girar la atencién de Descartes mas hacia el
algebra, a la ecuaciéon como conteniendo toda la informacion sobre la curva, a la
necesidad de incorporar todas las curvas que admitian una ecuacién algebraica
en geometria y a la necesidad de admitir la construccién puntual para curvas.

(Bos, pag.330)

Estos cambios explican las contradicciones basicas del programa de Descartes
en la Géomeétrie. El programa de 1619 podia haber sido impracticable pero era
consistente. Proveia una demarcacién entre construcciones geométricas y
construcciones no-geométricas, y el criterio usado en tal demarcacién era uno
geométrico: las construcciones tenian que ser ejecutadas con artefactos que
eran generalizaciones de la regla y el compas.

En el programa de 1637 el algebra llegd a ser dominante. Descartes ahora

clasificaba curvas de acuerdo al grado de sus ecuaciones y una gran parte de la
Géométrie (especialmente su tercer libro) esta dedicado a récnicas algebraicas
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relativas a las raices y coeficientes de ecuaciones. Pero a pesar de toda esta
algebra, la concepcion de Descarnes que permanecia era la de una ciencia de
resolucidn de problemas geometricos por la construccién de puntos a traveés de
la interseccion de curvas. Por lo tanto el mayor objetiva del tercer libro fué la
construccion de raices de ecuaciones a travaés de la interseccion de curvas.
(Bos, pag.331)

Este cobjetivo determinaba la estructura del tercer libro y la naturaleza de las
técnicas algebraicas presentadas en él. La reduccién de ecuaciones a otras
ecuaciones de menor grado fué necesaria para encontrar la construccidn por las
mas simples curvas construibies. Las técnicas relativas a las raices y
coeficientes de la ecuacidn servian para reducir las ecuaciones a formas
estandar, para las cuales Descartes daba entonces construcciones estandar,
Para ecuaciones de tercero y cuarto grados fue la construccidn por la
interseccidn de circulo y parabola; para ecuaciones de quinto y sexto grado la
interseccion de circulo y parabola cartesiana.

Entonces. aunque el algebra ocupaba una posicion dominante en el programa
de Descartes de 1637, fué la meta geomeétrica del trabajo la que determind su
estructura y proveyo la motivacion. (pag.331)

iPorqgué Descartes conservd el criterio del trazado por movimiento continuo
para las curvas geométricas, y porqué no simplemente definié las curvas
geomeétricas como aquellas que tienen ecuaciones algebraicas? Como hemos
visto, toda la estructura de s1 Géométrie dependia de la concepcidén de
construccidn por la interseccion de curvas geomeétricas. Para Descartes, estas
intersecciones eran reaimente encontradas o construidas Unicamente si las
curvas eran trazadas por movimiento continuo. En tal caso uno puede concebir
claramente y distinguir Que las intersecciones son encontradas. (Bos, pag.331)

Asi, queda claro la liga entre curvas geométricas y el trazado por movimiento
continuo. También, el que para Descartes ésta era una cuestidn irrenunciable.

En resumen, la construccion geométrica de curvas algebraicas nace con él -y
estamos hablando entonces del vinculo entre expresiones algebraicas y graficas
cartesianas- aparejada con las construcciones puntuales y el trazado por
movimiento continuo. Y esta mezcla heterogénea, de afadido de criterios que
buscaban justificar lo que ¢l veia gracias a las técnicas algebraicas por &l
desarrolladas, sucede por l|la adherencia de Descartes a su programa
geomeétrico de 1637.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos querido expresar nuestra conviccién de que la
esencia del meétodo matematico estad en ese caracter analitico que hace
presentar distintas perspectivas equivalentes de los objetos con ios que tratan
las matematicas.

Nuestro principal objetivo ha sido el de enfatizar sobre algunos de los aspectos
de la geometria cartesiana que tal vez estén entre los mas abandonados por los
actuales enfoques introductorios para la geometria analitica del nivel

bachillerato. Estos aspectos son:

- el ejercicio de un método analitico algebraico (sustentado en un
conocimiento de algunas de las propiedades basicas de la geometria
elemental), fincado en la reflexion y no en la aplicacién de recetas

algebraicas;

introducciéon de sistemas de enlaces como generadores de

-y, la
susceptibles de ser

Nnuevas curvas, las cuales siempre son
representadas por ecuaciones algebraicas.

Dichos aspectos son los que desde nuestro punto de vista dotan a la geometria
cartesiana de un caracter revolucionario con respecto al tratamiento de

problemas matematicos de con~truccion geomsétrica.

A nuestro parecer, el trazado de familias de curvas de Descartes constituye un
potencial heuristico para el aprendizaje de las curvas aigebraicas. Dado que una
vez trazada mecanicamente alguna de las curvas planas a la manera de
Descartes, el ejercicio de obtencidn de su ecuacidén, asi como el de las
ecuaciones de toda la familia asociada, tal vez sea una situacién didactica que
propicie el pensamiento algebraico analitico.

Por otro lado, no podemos dejar de mencionar que si bien las ideas de Fermat
relativas a la geometria infinitesimal de alguna manera se han tratado de
incorporar en las actuales introducciones al calculo diferencial del nivel
bachillerato (tal vez por su cercania con el enfoque de Newton al mismo caiculo
de tangentes), no hay que olvidar dos cuestiones importantes al respecto.

Por un lado. que estas ideas de construcciones geométricas no aparecen en los
cursos normales de geometria analitica de este nivel escolar; y, por otro lado,
que solamente l0s cuatro primeros cursos de matematicas son obligatorios en

aste nivel educativo.
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De tal manera que si no se abordan estos temas durante alguno de los cuatro
espacios curriculares obligatorios., es muy probable que no vuelva a existir un
espacio propicio de trabajo para este antecedente en la formacion matematica
de los jovenes estudiantes. Pensamos que serla deseable la recuperacion de
este tipo de ideas para el aprendizaje de las matematicas obligatorias de este

nivel de estudios.
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Apéndice

Sobre el Significado de las Ecuaciones Algebraicas

Remarquemos que Descartes finaliza la seccidn del “Libro Primero™ de La
Geometria , en donde viene |la parte del problema de Pappus que acabamos de
exponer, realizando dos procedimientos analiticos fundamentales, mismos que
desde entonces son los que le otorgan significado a las ecuaciones algebraicas.

El primer procedimiento analitico consiste en utilizar la representacién de las
distancias di que se acaba de instrumentar, para producir una nueva
interpretacion de fas condiciones establecidas en la situacidon-problema de
Pappus:

Ademas. se ve también gue multiplicando varias de estas lineas la una por las
otras. las cantidades x e y que sSe encuentran en el producto, no pueden
tener cada una mas gue tantas dimensiones como lineas haya. De modo que
ellas no tendran nunca mas de dos dimensiones cuando NO se trate Mas que de
la multiplicacion de dos lineas: ni mas de tres cuando no se trate mas que del
producto de tres; y asi al infinito. (Descartes, 1956, pag.69)

Mediante el segundo procedimiento analitico que aqui efectua Descartes,
inaugura el vinculo entre ecuacion algebraica (representacioén algebraica) y
curva plana (representacion grafica):

Ademas. a causa de que para determinar el punto P no hay mas que una sola
condicidén requerida. a saber, que el producto de la multiplicacidén de un cierto
numero de lineas sea igual o (lo que no trae dificultad alguna) tenga la
proporcidn dada, al producto de la multlphcacaén de las otras, puede tomarse a
discrecion una de estas ] X O ¥y ,y buscaria otra
por la ecuacion en (a cual es te que, do el p no esta
propuesto para mas de cinco lineas, la cantidad x quo no sirve para la
expresion de la primera, puede siempre no tener mas que dos




dimensiones. De manera que tomando una cantidad conocida por v
quedara mas que

. ho

XX =+ G - ax +6 - bb

y asi se podra encontrar la cantidad x con la regla y el compas de la manera ya
explicada. Lo mismo. tomando sucesivamente infinitas diversas magnitudes para
la linea y . se encontraran también infinitas para la linea x; y asi se tendra una

infinidad de diversos puntos, analogos al P, por medio de los cuales se trazara
la linea curva pedida. (Descartes, pag.70)

Descartes, en este LItimo parrafo citado de la Geometria, hace alusiéon explicita
a la construccion puntual de la circunferencia o conica (solucibn buscada al
problema de Pappus) a partir de la representacion cuadratica en cuestion.

De esta manera, Descartes establece,
analiticos referenciados, parte del
algebraicas en dos variables.

a partir de los dos procedimientos
significado actual de las ecuaciones

Obtencién de la ecuaciéon algebraica en los casos de 3, 4, y 5 rectas
dadas

Desarrollaremos, a continuacién, lo que Descartes indica en el ultimo parrafo de
La Geometria que acabamos dc citar, en los casos de tres, cuatro o cinco rectas

dadas. no paralelas, a fin de obtener la ecuacién algebraica derivada de las
condiciones de Pappus dadas.

Consideremos las siguientes condiciones de Pappus:

- para tres lineas:
(dl -d2): (A3 ~2)=a:(
- para cuatro lineas:

(dl -d2):(d3 . dd)= x: 3

- para cinco lineas:

(dl -d2-d3):(d4-dS- Q)= a:
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De manera que, efectuando el primer procedimiento analitico de Descartes. el
cual arriba hemos subrayado. tenemos lo siguiente:

Ml d) = (¥} Sy +MX+p)=3y"2+ N¥x+py ;(dl3*2)=(ay +bx +c)*2.
Ademas., d3 =cy/z+ bexzz

De la misma manera. por analogia. podemos obtener, en el caso de 5 lineas
rectas dadas no paralelas que

dS=a'y +b x+c’.

De ahi, es claro que en los casos de tres vy cuatro rectas dadas, las identidades
(dl - d2) =(d3 ~2 }(/B) , (dl -d2):(d3 - dy=a/PB

derivadas del planteamiento de Pappus, conducen entonces a una ecuacion del
tipo siguiente). después de una reagrupacion de términos:

Ay 2+ Bx"2+Cxy+Dv+Ex+F=0

Es decir gue 1a ecuacion general de segundo grado en dos variables representa
ia solucidon ai problema de Pappus en ios casos de tres o cuatro lineas dadas no
paraleias.

Las Construcciones Mecanicas como Reales, Verdaderas
De acuerdo a Boyer,

El punteo de curvas, en la ahora acostumbrada manera, no era parte de
la geometria analitica cartesiana. Incluso los lugares geométricos de
Papus no estaban bosquejados. Descartes conocia que una ecuacién en
dos desconocidas determina una curva, sin embargo. 6l no parecla
considerar a tal ecuacion como una definicidn adecuada de 1a curva y se
sentia constrefido a exhibir una construccidon mecanica real, verdadera
(actual). en cada caso.

Se ha conjeturado que los antiguos griegos enfatizaban las
construcciones a causa de que ellas les servian como teocremas de
existencia. Uno esta tentado aplicar esta idea a Descartes y decir que é|
dudaba de la existencia de una curva como correspondiendo a una



ecuacion a menos que pudiera suministrar una construccion cinematica
para ella.
(Boyer, 1956, pag.88)

El Caso de 5 Rectas Dadas

En el caso de 5 rectas dadas no todas paralelas entre si, tenemos que, de
acuerdo a Boyer,

Para cinco lineas el locus es una curva cubica. y uno hubiera esperado que Descartes
considerara la variedaa de formas que esta curvas proporcionan. Sin embargo, la
cuestion que ara de interés inmediato para @i, no era la forma de un locus dado,
sino su constructibilidad. Para cinco lineas, no todas paralelas, el remarcaba
triunfantemente Que ¢l locus ora elemental en el sentido de que dado un valor para una
de las coordenadas de uUn punto sobre Ia curva, la linea representando la otra
coordenada es constructible con regla y compas unicamente. (Boyer. 1956, pag.B7)

En efecto. desarrollando el procedimiento analitico para el caso de 5 rectas,
mismo que antes hemos realizado en los casos de 3 y de 4 rectas, tenemos
que, en general, dadas 5 rectas no paralelas, la sustitucion de la representacion
cartesiana de las "distancias” dl,d2,d3.d4, y d5 en la condiciéon de Pappus

(d! -d2 - d3):(d3-d5 - Q) =(a: B),
da lugar a lo siguiente:

(dl d2-d3)=(y Sy +nx+p)ay +b x + ) = 3y 3 + 'y 2 (x) + n"y(x"2) + py~2
+ Py + pTy

Y (d¥ d5-ala:B)=(cy/z+bevzz)(a'yv+b' x+ ) a)Ma: P)
=2t yr2 +bUx 2 +cyx + ¢y + b x

De donde,

S¥A3 + YA (X) + NV(XA2Z) + PYAZ + plyx 4 pTtty = A’ yA2 -+ bUXAZ + cyx + ey +
+b™'x

Luego. al seguir el procedimiento cartesiano de dar un valor numerico arbitrario
a y .y al reagrupar términos, obtendremos finalmente, como en los casos de
tres o cuatro lineas, una ecuacién cuadratica en x del tipo
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XX = +G - aX +6 - hb

y asi se podra encontrar 1a cantidad x con la regla y el compas de la
manera ya explicada. Lo mismo, tomando sucesivamente infinitas diversas
magnitudes para la linea y . se encontraran tambien infinitas para (a linea «x ; Y
asi se tendra

una infinidad de diversos puntos. analogos al P , por medio de los cuales se
trazara !a linea curva pedida ~. (Descartes, pag.70)

En resumen, vemos que la aplicacién del procedimiento cartesiano en los casos
del problema de Pappus para 3, 4, ¢ 5 lineas rectas dadas, conduce finalmente
a la construccién de una cdnica. 0 a la solucidn del problema usando regla y
compas. después de haber dado un valor numeérico a una de las coordenadas
de un punto sobre la curva;

El Caso de 3 y 4 Rectas Paralelas: Primer Procedimiento Analitico

Si queremos desarrollar el procedimiento cartesiano para el caso de que las tres

o cuatro lineas dadas sean todas ellas paralelas entre si, tenemos una situaciéon
como la siguiente:

L+ E _ - T
L3 d4 D s

R
L2 - e R €
a2

Q

Li e - S

dl =y

Como antes, los angulos otl, ©2 . 3, y ¢4 .Que forman las “distancias” d1 , d2,
d3.y d4, a partir del punto P con las rectas L1 .L2, L3 y L4 dadas, también son
dados. Ahora bien, 1a estrategia que seguiremos para llegar a expresar como
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antes a las distancias dl . d2. d3. Yy dd4 en términos de Gnicamente una de las
dos variables x o v sera basicamente a través del trazado de una recta auxiliar
perpendicular a las rectas dadas, considerando gue la distancia vertical entre
ellas es fija, y siguiendo a continuacion la idea de Descartes de considerar
constantes las razones entre los lados de los triangulos determinados por cada
una de las distancias di dadas, la recta auxiliar y la correspondiente recta Li
trazada. De manera que tenemos lo siguiente:

- Hagamos dl =y .y consideremos el triangulo BPQ . Ahi, el angulo en B esta
dado. y el anguio gque forma la linea auxiliar con Lt es recto. Luego el angulo
en P de este triangulo también esta determinado. De donde las razones entre
sus lados son constantes. En panticular,

PQ/PB =cte. = d/z -~ PQ = PB(d/z)

= v (d/z)
- Consideremos ahora el triangulo CPR, el angulo que forma d2 con L2 esta

dado y el angulo en R es recto. Luego, el angulo en P también esta
determinado, de donde PC/PR = cte = e/z de donde PC = d2 = PR (e/z)

- Ahora bien., como las rectas Li estan dadas. también lo esta

la distancia
vertical entre ellas. Llamémosle k1 a dicha distancia, luego,

PR =PQ+ QR

y (d/z) + k1, ie.
d2 =(y d/z + K1) (e/z)
= v (de/zz) + k1l (e/2)
- Considérese ahora el triangulo DPS : el angulo que forma d3 con L3 esta
dado (aD) .y aS es recto. Luego el aP también estd dado. De donde DP/DS =

cte = f/2 . de donde DP =d3 = SP ({/2)

= (RS + PR) ({/2)
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Como antes, la distancia vertical entre 1.2 y L3 esta dada (pues L2 y L3 son
paralelas entre si). Lamémosle k2 a dicha distancia, i.e.,

RS = k2, de donde d3 = (k2 + y de/zz + ke/z ) ({/z)
i.e. d3 = k2( f/2) + y (def)/(zzz)+( keN/(zz)
d3 = a'v+b"*
- Procediendo exactamente de la misma manera que lo hemos hecho en el caso

de d3, se flega a tener la expresion para d4 en términos de y multiplicada por
una constante mas (0 menos) otra constante numérica, i.e. d4 =a’y + b’

El Caso de que Todas las Rectas Dadas sean Paralelas: Segundo
Procedimiento Analitico

Por el momento, continuaremos esta seccion dedicada al problema de Pappus,
exponiendo el caso de 3 & 4 rectas dadas, cuando todas ellas son paralelas.

Si todas las rectas dadas son paralelas entre sl, tenemos que utilizando la
representacion cartesiana para las distancias antes mencionada, las
condiciones de Pappus se transforman en:

(dl - d2) =y (y (de/zz) + k1l(e/z))

Es decir, (dl -d2) =y (ay +b)
=(ay"2 +yb)

y d3~"2=(a’y+b°)"2=cy"2+2dy+e
Luego, (di -d2) = (ay*2 +yb)=(cy"2+ 2dy + e} a: B)=(d3*2) a: B)

Es decir que fy~2 + gy + h = 0 seria la ecuacidn representante del lugar
geometrico de los puntos cuya razén cruzada de las distancias a tres lineas
paralelas es una constante dada. Distancias que forman a las lineas dadas
angulos dados.
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En el caso de cuatro lineas paralelas, mediante un procedimiento analogo.
tambien se llega a obtener una ecuacién de segundo grado como la que se
obtuvo en el caso de las tres lineas paralelas dadas.

En resumen, se puede ver que tanto en el caso de tres rectas paralelas, como
en el de cuatro también paralelas entre si, el lugar geomeétrico descrito es, en
ambos casos dos rectas simetricas paralelas a las rectas dadas.
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