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Introducción. 
Loa Pf'oceao& de manufactura de mataialea plútlcos. la efectividad del uso de lubricantea, 

la aplicación de pinturas. el proceaamlento de alimentos y el movimiento de ftuldoa biolóaicoa, 
cntte mucooa otros, son algunu de laa dlacipllnaa de tecnologfa e tnaenierfa que requieren el 
co11trol y conocilni1mto de ftuldoa complejos. 

A dUereacla de fluidos como el qua o el aire. loa ftukloa anteriores ae denominan no
newtonlaaoa y. en aeneral, preaentan un eapcctro de relajamiento aaociado a un comportamiento 
vtmcoelútico. La Vi11COClasticidad de estos fluidos ea rcaultado de loa cambios en el .-reglo de las 
p.Uculaa que conforman el liquido o material, como resultado de las defonnaciones aencradas 
por el proceaamlcnto o ftujo. 

Un conocimiento prcclao y profundo de la dlúm.t.ca de estos materiales ofrece toda una 
diversidad de posibles nuevas apUcactoaca o, de ipal valor tecnológico. permite opt.inúzar las 
aplicaciones acwales: menos costo opel"alivo, mayor velocidad de proceso, mejores caraclCl'fsUcas 
en el producto, etc. En particular. y puesto que el dujo altera la conformación microscópica del 
ftuldo, el conocim.iento de la diUnllca de catos matedales nos pennite lograr valores eJlttaor
cUnutos para algunas propiedades de &toa. 'Tal es el caso de fibras de policstireno. cm donde 
la f'CSiatencia a la tensión mejora casi cien veces cuando las mol«:ulas catan preferenctalmente 
orlentadaa a lo lars<> de la ftbl'a. con propiedades ad.n mejores que las de cualquier acero. 

A&f. cata tesla ae ennt.Kca en un proyecto de investigación que busca ampliar el conocimiento 
de la dinimica de flujo& de sufllaDCiafl complejas. En particular. de soluciones poUm6ricas con 
una dlnúnlca vtacocl4&Uca notable y que presentan adcm4s un amplio especuo de tiempos de 
relajamiento. Como consecuencia del ampUo espectro. las características observadas en Uquidos 
pollme!:ricos sometidos a un ftujo dependen fuen.emcnte del tipo de deformación así como de la 
historia de deformación, siendo aquellas dcfonnactones que producen un alto grado de anlsouopla 
en la microeatrUctura del polfinero las que producen propiedades interesantes. Sin embargo, 
las mismas propiedades del ftujo que causan el cambio de confom1ación de las moléculas del 
poUlllCl'O, se ven afectadas por los cambios sufridos por CHtas moléculas. Es por ello. que para 
realizar estudios de din4mica no lineal de poUmeros se re.quiere conocer simultúcamcnte las 
pcoptedadcs del flujo y de la coaformaclOn que toma la mol~ula dentro de éste. 

Por ello, la tnve&tiaactón requiere conjuntar tres 4reas de estudio. La primCl'a bu:w:a 
medir las propiedades conformaclonalea de laa mol6culas polimCrica.'\ utlli7.ando ttcnicas ópticas 
que perturban. en fonna IDfn.lrna, los efectos a eswdiar. Segundo. los efectos de inter&!s en 
las apUcactones ante& mencionadas requieren el entendimiento de la dinúlica no-lineal de 
los materiales poUIDll!!:rtcos, c•acterizados por una dln4nUca que depende fuertemente de la 
conformación microscópica obacrvada. esto es. intacsa conocer los espectros de relajamiento 
bajo una ainpUa vmiedad de condicloneB. Y tc:rccro. en el laboratorio se re.quiere contar con 
una celda de ftujoa que pennlta reallzs laa mediciones anteriores. produciendo a la vez las 
condiciones de gran defonnación en la mlcroeauuctura. 

En particular. esta tesis se centra en la 61tima úea antes mencionada. Aquf se analiza una 
celda de ftujoa del tipo de dos rodillos corrotacionalcs que genera grandes defonnaclones en la 



conformación pollmerica y que pc:nnite intesrar f6c:Umente la t6cnlca óptica de medición. la cual 
ha aervido p•a realizar las primeras mediciones de din.única fuenctnenle no·Hneal de ftuklos 
pollm&icoa. El objetivo principal de este trabajo de tesis es el eslMdio de las caracterlsticas de 
un flujo generado por un tnolino de dos rod;llos. por su importa11Cla para el estudio de materiales 
viscoeld.sticos bajo condiciottes dijfcilme111e accesibles en un laboratorio de irwestigacidn, y por 
au importancia para las aplicaciones industriales semejantes a laa del &apiado de IAminas o 
elaboración de filamentos. entre muchaa ouaa. 

Alpnaa de las c•acterfaticas prlaclpalca del ftujo aenerado por el molino de dos rodillos son: 

1. bidimensional - 1lUI pU'a mediciones ópticas. 
2. elongacional - pcnn.lte arandes deformaciones. 
3. es posible obtener una aolución anaUUca villda P•a ftujos lentos - simplificación de 

la ecuación de Navier~Stokea (aproJúmaclón de Stokes) y la aplicación de V.¡1/1. 
4. la solución analfUca concuerda con los resultados nunM!:ricos de Sin&h ( 1 ). y datos 

experimentales reporllldos por Dunlap (2) y Wang (3). 

Con base en la metodotoafa propuesta por Geffroy y Ascoli (4) en este trabajo de leais ae 
ohtiene una solución para un ftujo lento, newtoniano. bidimensional. con base en la geometría 
de un dispositivo de ftujo de dos rodillos alrededor del punto de estancamiento. Adn mú, se 
propone una solución analítica VAiida para todo el dominio del ftujo y. con los datos obtenJdos 
con iesta. se suglCJC un nuevo disefto pua un molino de dos rodillos. 

Una de las ventajas principales del uso del molino de dos rodillos para generar ftujos esUlba en 
su capacidad para producir una amplia diversidad de ftujos bidimensionales. Los diferentes ftujos 
se obUcncn simplemente modificando la geomctrfa del molino, siendo cada configuración descrita 
de manera semejante por el nUsmo aistema de coordenadas. Los diferentes ftujos se cal'actertzan 
por producir diferentes razones de vortJcidad con respecto de las razones de deronnactón. En 
un extremo, es posible aproximarse a las condiciones que impea-an en un flujo con.ante simple, 
denominado flujo tllbil, porque la von.lcldad del ftujo tiene la misma ma¡nitud que la velocidad 
de defonnaclón, y. en el otro extremo, en el que la vonlcidad es casi despreciable y se Uenen 
condiciones de un ftujo puramente elonsacional, que se considaa un flujo fuerte. 

La lmponancia de estudiar la dJ.namtca de Uquldos poU~rtcos utilizando para ello un molino 
de dos rodillos esUi basada en la posibilidad de correlacionar estos estudios con un gran acervo de 
datos. tanto teóricos como experimentales. que existen publicados en la litcl'atura cienUfica. Sin 
embaq:o. los ftujos Cuenca son en realidad tecnolóalcamentc m:ls imponantes dado que la gran 
mayoña de los procc;os industriales involucran ftujos con un caracter elongacional. E.o¡ por ello 
que conocer una aoluctón aproximada al flujo de dos rodillos representa valiosas oponunidades 
desde una perspectiva de ciencia búica como de desarrollo tecnológico. 

Dada la complejidad p..-a buses una solución analftica de un ftujo para un liquido poUmérico. 
en el Capitulo 1 se presentan las suposiciones necesarias para simpUHcar el problema a resolver. 
enfatizando a la vez las UnUtacionC5 del modelo aproximado. En particular ae parte de suponer 
una ecuación consütuUva de ftuldo newtoniano (por ejemplo, agua, etc.) que no presenta efectos 
elúticos. y que posteriormente se analiza para ftujos lentos, en los cuales los efectos inerciales 
son despreciables. 
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El Capttulo 1 comprende lodo lo relalivo a la mecúJca de duJdos nec;e&Mio para el estudJo 
de un dJ9P09iUvo de ftajo de dos rodillos. Esle Capftulo comienza con una delillicJón de un 
mcdJo coaliauo y de ahf aborda la ciaem6üca de la defonnacidn de un continuo con el propósilo 
de obtener loa tensores de defonnaclón y vorticidad de un dujo. loa cuales se utilizan para Ja 
aplicación de un crilefio de cluUic::ación de ftujos propueslo por A•lalita (5) con Jo que se calcula 
la caaddad de defonnación que impone a las mol6culas de un ftuido en cualquier flujo. "llunbM!n 
se da una descripción de un molino de dos rodUlos. el cual Uene un punlo de estancamiento 
localizado en el centro del dJtpasitivo. a lo larao de la linea formada cnlre lo& ejes de los 
rodillos. En esta reaión en particular. es posible imponer srandes defonnaciones (y lambh!n 
con una aran rapidez de defonnación) a las moleculas. y por tanw. obleller arandes cambios 
confonnadoaales en laa moJ6culas de los fluidos polimbicoa de lnlel'és. 'llunbt4!n se presentan 
Jaa caractcrfsticas de ovo. flujos scmejanlea a Jos dujos generados por el molino de dos rodillos. 
enf"atizando Ju idealizaciones poaibtes de estudiar analfücamente, como tamblc!n los ftujos que 
frecueatemenle se utilizan en Jos procesos industriales y que tienen similitudes con la solución 
leórica aquf propuesta. El propósilo es conocer líneas de aplicación de Jos resultados obtenidos. 

Para tc:nninar el Capftulo 1 se presentan las ecuaciones de conservación para un fluido 
newtoniano v~Jdas cuando los erectos de la aceleradón puntual son despreciables. El objetivo 
es obtener una solución que sirva de base para otras soluciones que aaintótlcamente consideren 
los erectos aquf despreciados. 

La aoludOn general que propone Jetrery est4 c•presada en coordenadas bipolares. es por ello 
que en el aiauJente capltulo se da UUcialmenle una introducción a las coordenadas curviUneas y 
aJ aistcma coordenado btpolar. para pos&ertormente obtener una solución particular para el moUno 
de dos rodillos con giro corrotatorio. basados en dos panlmetros gcomi!trtcos de éste (el radio de 
los rodillo• y la distancia entre ejes) asf como la velocidad angular de Jos ..-odlllos. 

El Capítulo 2 comJenza con la dcacripción del sistema de coordenadas bipolares que facilita 
Ja definición de la& condJciones de fron1era p•a un molino de dos rodUlos de lon8flud infulita. y 
conUrula con la aplicación de la solución aeneraJ para la función de comente que propone JelTery 
(6). Con ello. es posible obtener una solución analruca para la aproximación de S1okes de un 
lfquJdo newtoniano (que tambi~n se conoce como fl1Mjo lento. en donde existen bajas velocidade..o¡ 
que pcnnlten despreciar Jos U!rminos lnettiales). 

La solución que se obtiene est4 dada en t.t'tnúnos de series de Fourier y toma venlaja de 
las caractctfaücaa de Umetrfa del flujo aenuado en un molino de dos rodillos de igual radio con 
airo cotrotatorio y con Ja misma velocidad anplar. Esta solución ae utiliza para calcular las 
e•~iones de las propiedades clncmMicas lmportanles del flujo. como la magnitud del gradiente 
de velocidad. el tensor de vort.Jcidad y el tensor de deformación. y la razón de la rapidez de 
deformación y de la von.tcidad (par4mctro de flujo). dadas por la seomctrfa del molino de dos 
rodUJos. 

La solución obtenJda pennile conoc:cr lu velocidades y Jas hJalOrias de del"onnación a las que 
esUln auje1as Jos elemcn1os de materia en la vecJndad del punlo de estancanlien10. Una bondad 
de la solución es que ésla es cerrada. es decir. dada la precisión requerida de la solución. es 
poaiblc siempre calcular el nllmero de lénnJnos de la serle de Fouricr que garantiza tal precisión. 
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El manejo maaemM.lco de las ecuaciones y de toa pCficos que ae presentan ae hizo. en aran parte. 
con MathcmaticaC (7). debido a la complejidmd de las ecu.acionca. 

El Capitulo 3 comienza con laa c.acl«fsdcu del campo de flujo en el punto de ca· 
tancamicnto. y se compana loa tt..,_jo• prccedeatca. teóricos y ellperimentates. con loa dalOa 
que se obdcaen con la aolución que se .,..eaeata en cata tesla. Poatcrionnentc. ae obtienen lu 
cancu:r1aUcu del campo de flujo alobal y se aplican psa oblencr un caao particutar. que muestra 
la estructura mu compleja y que correapoade a la uaea pc:rpendicul• a la recta que une loa ejes 
de loa rodillos que .... vicaa el puato de eal&IK:Ulliea10. 

Laa caractel'faticaa del tlujo que se puedea calcul• con la ~iones que se preaeat.u en 
toa Capftu)oa 2 y 3. proporcionan la bue inicial pu-a evalus el arado de la def'onnación de ... 
mol6culaa del poUmero y el pado de allaeanUento del poUmao ea'tlndo a to l-a<> de la dirección 
principal del tenaor de la l'mpidez. de deformación, como una fuación del tipo de flujo y de la 
mqDitud del gndiente de velocidad. 

En et Caplwto 4 y con base en la solución obtenida p•a el flujo del molino de doa rodillos. 
se propone un nuevo dlseflo del molino. ae procede a comp....- lu propiedades del ftujo en las 
fl'ontel'as. y adcmú ac dcecmdaaa laa carKlerfaticu del dimpoaitlvo con bue en loa perfiles que 
presentan las difc::n=ntca propiedades del tlujo y se comcnlall las bondades del nuevo dlaefto. 

vW 



Capftulo t. 
Mecánica de fluidos de flujos 
extensionales. Un molino de dos rodillos. 

Loa estudios de dln&mica de poUmaoa l'equicfen seaer• conformaciones mlcroacópk:as fuaa 
de equilibrio, ea decir en lu cualea la cnttopfa del alatema pollmtttco ea menor. y por lo tanto. la 
tendencia al equlllbdo ftaal implica un cambio de la mlcroeaU'Uchlra hacia una mayOI' enuop(a. 
que colncidc con un anealo micr'oacóplco tolalmcatc deaordenado (8). P•a una macromoldcula 
(poUmero Uaeal de alto pcao molccul•> lo aatc:rtor alaaifica que la confonnación mú probable 
ea la de una madeja de hilo y el catado fu«a de equUlbrto. de minlma enttopfa. corrcaponde al 
hikl. estirado en Haca recta (9). 

Casi cualqulcr cunpo de ruenu es capaz de prod:uctr un cieno grado de ordenamiento 
en la mic:r'Oeall'Ucwra del tluldo poUIN!:rico. aln embarp>. cu.ando intc:l'eaan laa propiedades 
vi.::oclUtlcaa del mataial poUmerico resulta conveniente caua• los cambios conformacionales 
utilizando un flujo. Aaf en eaie Capitulo a.e prcseman lu ideas bútcas de la meclinlca de ftWdos 
en panicul• rclativu al anAUaia de loa llujoa aeneradoa por el molino de dos rodillos cuando 
el ftuido ea un liquido pollmerico. En la Sección 1. 1 ae plantean loa conceptos búicos pua 
deacriblr laa defonnactones macroseóplcu y au relación con la mlcroeauuctura del fluido. Se 
dan tamb~n las leyes de conaervaclón de mua y momentum mediante las cualea pueden inferirse 
lu hiswrlas de defonraaci6n l t O) que se aplican al llUllefial poHml!:rico y finalmente. ac plantean 
tu •implificaclonea del modelo que pennllell cnconuar una solución anaHtlca al problema de 
intes'6s. 

l.l ~ amtln-. 'ha-. de defonaacióll y Yonlc ....... 

1.1.1 e-.... - e--. 
La mccuuca de ftukloa es una u:oña de campo ya que deacribc los fenómeno• obaenados 

considerando la maleda como un continuo. El anillais del movlmicato de los ftWdos asume 
que el vohlmco de ftuldo bajo comklc:ración forma un continuo nuco. es deeir. un medio lleno 



~ka de lluklo8 d9 tlltjo• •a ..... ionMM. Un malino d9 do• IOdillo1. 

de mlllelia continua tal que cada ft:&iOn del medio, atn bnpor'llll' que tan pequeaa aca. ca por a( 
miama un conUnuo y eat.6 completamente lleaa de mMel'ia. No son de inlen!a en un coatlauo 
lu propkMladca de ceda mol6cula en al8'1n punto P. alno el promedio de un aran nWnero de 
moM!culu en la vecbld8d del pu.ato P. Maaern6Ucameate, la aaociación de valorea promedio de 
propicdadea ea un punto P tamblM da UD co•tiauo de pum.oa y valorea. Ea la teorfa del coauauo, 
un cuapo IC coadbe compueato de una pu. calllidad de p.Uculaa ..malea, referidas en au 
totalld.t como pMlltos lnale'riah!s, que coneapollden a pequeAoa voldmellea macroacópicoa. 

Pu'a cllda punto en UD lhúdo ae aupoac un valor dnico en la velocicbd. pn:Uón. denaidml y 
ottu '-V.tablea de campo .. y, de eata ronna. eataa proplcd.sea ae coaaldel'• fU:ncioMa COlllilluu 
de la poalción y el tiempo. Se requise entonces, que la m.Meda obedezca I• leyea de COllMrVM:ión 
de la mua. momeatum y campa. dUldo con ello uaa aerte de ecu.ciomea dlCeremcialca que 
aoblernan las vartabtcs de campo. La solución de eataa ecuaciones define la vMi.::k\n de cada 
VMl..,lc ea el capado y dempo. la cual cotteapoade al valor medio de la masaltud molecul• de 
la vMiable de campo alrededor de cada punto y Uempo coneapondiente. 

8 

FilP&l'a 1.1. Conaiden:: una superficie S dlbuj.ta en un ftuido que esta modelado como un gu contormado 
por bolas de blllar. lnlclalmcnte. visto dcade un nivel mactoacóplco. hay una disconUnuidad a tra~ de la 
aupcr'ftcte - el ftuido arriba ca nearo mienttu que el ftuklo abajo ca blanco. La vclocldad macroscópica es 
paralela a S ur que U • n = O. Entonces. no e11.iate una ttansfaencla del ftuldo nepo hacia la zona blanca. 
o vlccvena. debido al movimiento macroscópico u. A nivel molecular. sin embargo, todu lu moitCUlas 
es.pcrimentan un movimiento aleatorio (Y el promedio de este movimiento es al que denotamos por U). 
Este movimiento aleatorio no produce un transpone neto de las mol«ulu a uava de s cuando se toma 
en cuenta la escala macroscópica puesto que u • n = O. Sin embarao, se produce un Oujo neto de .. color" 
- en promedio. e•lste un Oujo neto entre las dos reglones. En una teoría m.acroacóplca dlaeftada para 
deseribir el uansporte de ftuido blanco y nepo. e•tc ftujo neto ..,arece como una conutbuclón superficial. 



Como puede vene en la Fisura 1.1. la deKripciOa del continuo reqWere coatemplar loa 
ftujoa llUICl'O$CÓpicoa como conaecueacia de do• com:rtbucklllea. uaa debida al llujo mUmo de 
partfculaa y la aegu.nda rcaultado de IM lluctuKioaea localea en el ndmero de p.Ucu.laa. EalO 
ea. la deKlipclOn macroacóplca de la dia6mica nllcroacdplca requiere tomar en cuenta catos dos 
ftujoa. Aaf. en la uansfacacia de momentum la hlpóleala del continuo requiere que el balance 
de momeatum macroacópico sea la suma de momeatum de cada parUcula maa Ju fUer'Zas que 
aclllan aollre la auperficle del volumen msroac.Opico que ae deaomlna vector tk esfllerzos y que 
ea coaaecuencia directa de lu ftuctuK:k>.ea IC:nDOdia6mlcaa. En la ai,suieate H1CCi0n ac pi-tea 
el fonnaliamo p•a una deacripción del coalilluo. para poataionneate preaeatar lu ecuaciones 
de balaace. enfaatzando emeaclalmeate aqueUu idea dircclamente relactoa.daa con el mollao 
de do• rodillo•. 

J.J.:Z M-----
Para deaclibir cualqu.Acr claae de movlmleato ac requiere de un aistema coordcn.to de 

refereaciL Por almpllcidad. se escose un aiatema. de referencia en repoao y se refiere todo 
el movimiento de las parUculu con respecto a tel. 

Lo• punto• maaertales en cualquier Uempo 1. son localizado• con respecto a un •latema 
coordenado por medio de vcctol"ea de poaiclón deade un oria:en catablecido en un tiempo fijo 10 • 

De cata forma. aean X. y x loa vectores de posición de Ju panfculas de ftuido en lo• tiempo& 
10 y 1 reapecüvameate. Supónaaae que para t = lo ae aisla una porción del continuo con una 
auperfk:le lfmlte o de frontera So y ae melccclona una parUcula eapeclftca en la región encerrada 
por cata superficie localizada en X.. Confonne esta parUcula ae mueve. au poatdOn .,.a cualquier 
tiempo 1 :> 10 ca1' localizada. con respecto al aistema de referencia. por medio de una ecuación 
conuauamente diferenciable llamada jiutcid11 de rtlQ/H!O o movilnU!111a cuya expresión ea 

x= 4-(X, <), (1.1) 

donde q, ea una función vector-valuada determinada por las leyes del movimiento del fluido. 
De la nllama forma. cualquier .,.Ucula etiquetada por sus coordenadas puede ser seguida en 
cualquier tiempo 1 :> lo. Colectivamente. todaa caaa p.Uculas est&n encenadas por una superficie 
S, para 1 > 10 •• Eato da Ja noción del mmpco de puatoa en 1 = lo cncenwloa por una superficie 
itnasinMia So &obre los puntos de la reaióa ~ por s, en t > to. Este mapco es ""° a 
"no para distintos punto•. 

Pbcato que <:.ta poalcióa eapacial x ead ~ por una y sólo una partícula X en un 
laatantc dado. ae tiene que la invena de la Ecuación 1.1 ea 

X=•(x,t), (1.2) 

la cual dcaaibe el movúniatlD inverso. Malem6dcamcate. esta condición ae e.presa por medio del 
Jacobiaao J del mapco. el cual no puede 9CI' auto en ntnpln punto del campo de flujo. Entonces, 

J(X, t) = del (V x) ,,. O. (1.3) 
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Eata coadlción ae coaoce como la cOlldk161t de .swwklad del movimieato de ftuldo•. y ea 
co-.:ta del ..toma de 1..,.--.- que -.ia que doa .,.Uculu de una llUMallCla 
aimple no pueden ocups la miama poatción ea el adamo tiempo. 

PU"a analiz• este movimiento eaJaten doa llW!todo. equivalentes: el l..,..Slaao y el cule
rtaao. Laa coonlea..tu de X ae llaman coordntadlu l'llOUriales o lag,.,...u..a.s. y lu coordagdaa 

de • .e llaman coo~ espaciales o e11lerltMa.s. En el lqraastaao ae eabldta el movtmieato 
de .,.Uculaa lndlvldualea mleatru el cuerpo ae deforma o nuye. e.to se bace úsutendo el 
movtmiellto de uaa panfcu.la X y detennlaaado loa cunbloa que ocunea ea loa campoa flllk:os de 
rdevaacia como tUnctoaea des y t. En el RM!todo eulertano. ea vez de eatUdl• el movtmtemto 
lndividual de pmUculu. ae eatudJan poalclonea espaciales en el cuapo deformado. ata tolllm' 
en cuenta cuAlea partfcu.las alcaman eaa posición en un iutan1e dado de tiempo r. P•a esae 
propó91to ae escose una poatción eapacial • en el cuerpo defornddo y se delerminan toa cambios 
que ocurren en los campos flsJcos corno funciones de • y t. 

Para conocer la dJUm.ica de un ftujo. resulta de crucial Jmponaacla conoca la acelencldn 
de cada .. p..Ucula de ftuklo .. o elemento de volumen. Ea cl.-o que para conocer la accleracJdn. 
es aeceasio acpJr la trayectoria de cada ººparUculaº medJaale su repraeataddn x = f/J (X, t), 
y polllerionneate calcular las segundas derivadas respecto del tiempo. pl"OCCCUmieato de c6lculo 
que en la pr*=tlca es dificil y resulta Inconveniente. De hecho. en loa estudio. del movtmJeato 
de ftutdos e11 frecuente dellCl'ilrir tal movimiento entenunente con bue en la distribMcUJn M las 
velocidades en el espacio y el tiempo, y que corresponde al campo de velocidodes del flujo. 

Figura 1.2. &quema en donde se muesU'an (a) las .uneas de corriente y (b) el campo de veloctdadea de un 
Oujo. Las Une.as de contente de un Hujo aon dependientes del Uempo y en todo momento el vector de la 
velocidad es tanacntc en lodo pun10 a I• Unea de contente que pu• por dicho punto. por lo que indican. 
en el cuo de un Hujo estacionario. I• trayectoria que sipen las panlculu del Huido que se encuentren 
en una línea en particular. 

En cate eaquema. el concepto de un flujo estacionarlo. es decir. que no evoluciona en el 
tiempo. queda representado como un campo vectorial que tampoco evoluciona y au imponaacla 
radica en la aran dJvenJdad de ftujo• que en la pr4ctica son posibles de represents con un campo 
de velocidad cuaaieaacionario. 
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Asf. un llujo eaucion.W se puede moall'• uaualmeate como una colección de pequeftas 
ftecbu. cuyas loqltudea aon pl'opordoaa&ea a la rapidez del ftujo, y que apuatan en la dlrección 
de &te dlllmo, p•a eae punto del flujo; ver la Flpara 1.2. Aafml•mo, ea fKH vtaualizar que 
concaaenando tu dif«eatea llechu ae obtienen un conjunto de lineas llamad.u lf.was de corriellle; 
v6aac la Fisura 1.2. Evldefttemcate, en un ftujo callleionario, eatu Uneas correapoadcn con las 
uayectoriu aobl'c lu que viajan laa parUculaa, puea cualquier elemento de ftuido sobl"e una lfnea 
de corrieate pennancccr6 en ella. ya que el vector de velocidad es lallgl!fllte a la Unea en cada -· 1.1.3 e•--• .. __ • - _ ........ 

En el ana&Ua del movimiento de ftuidoa, todas lu caatklalea flalcu y daemltlcaa relativas 
al lluJdo forman ua campo de valmea. En un campo, laa caaüdmlea ca&in dialribuidu de acuerdo 
a den.as leyes nucas que son p.Uculuea de cada campo. En Ja clacm*ica de defonnactones 
iatereaa la dlmtbución de velocl4-l ea un medio, aaf como .. ucllu caaüdadea clacmidcu que 
Juesan un papel tmponaate en la eall'UC1Ul'a del campo mismo, tales como d tensor de esfuerzo 
y el ar.U.ente de vdocldad. cntl"C ouoa. 

Ahol"a. coaaldeleae doa puatoa m..atalea vectao1 P y Q que se mueven con la velocidad 
local de un flujo. Sean laa coordcn.au de P represeni.daa por • y las de Q rr.prcaenladaa por • 
+ 6:s. El cambio en la velocidad entre loa punto• P y Q, o la velocidad relativa de Q respecto 
a P. en un tiempo dado ca (11) 

du=uQ-UP = u(x+6:x,t)-u(:x,t). (1.4) 

Haciendo una expanaión de Taylor a la expeaión anterior y conservando 1lnicamente loa tenninos 
de primer orden para 6a. se ücne [ 12) 

óu = 8\1¡ d{J = (Vu) · óx = DDt óx, (1.S) 
8{; 

donde Vu es un lellSOI' de .epndo orden. denominado teruor gradien~ th velocidad. El cambio 
en la vek>ddad catre doa punaoa ea de mucha uUlldad porque dcacribe la dcfonnación de un 
elemento material lineal 6a mielltt• este se mueve con el ftujo. 

Ahora bien. todo tensor de sesuado orden .e puede descomponer en aus parte a.imetrica y 
antiaimetrica. de modo que el tensor Vu toma la forma 

Vu = (D + W), (1.6) 

donde 
D = ~(Vu+VuT) y W = ~(Vu-VuT), (1.7) 

en donde Des la p.ne lliml!trica y W ca la parte anliaim6ttica y VuT es la ttanapucata de Vu. 
La dcacompoaidón de Vu anterior presenta ventajas para la descripción de la dlnUn.lca 

de ftujoa. En ca~al. la loqltud del elemento de linea que conecta loa puntos P Y Q es 
Jbx} = (c5x • Dx)~. y la razón de cambio de su lonaitud es proporcional a 

óx·óu = óx·Vu•óx = óx-(D·óx + W'·6x). (1.8) 
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Sin embaq;o. como W ea anUat~lrico. ae tiene que (ltx · W · 6x) = o. entonces 

6x · 6u = 6x · J;. 6x = i J:. (16x12
) = 6x · (D · 6x). (1.9) 

de aqul que D ae deaomlne aradie"te tk velocidad de defonnaci6n o leitSor tk rapidez de 
defo"'"1Ción o •implemente leruor M tüfonnocl6n. A•'· la razón de camblo de la diatallcla entre 
do• puntos malerialca vecino• depende: aólo de la parte alimeaica de V u. eato ea, del teaSOI' D. 

El tenaor de defOl'llUldón deacdbe laa razones de eloqación de loa eauemoa y laa razones 
de cambio de loa útsulo• f"onnado• en loa e.uemoa de ua elememo lll8lelial que laklalmc::Me ca 
ctlblco y catA orientado p•alelunellte a loa vectcwca baAC de m oriaen: ea dccll'. dellOla la r11Pidez 
de cambio de la forma. P\leato que cate ten&OI' ea atmietnco, la mautz de aua componeatea puede 
diqonaUzsae por medio de una rotación del alatema de coordea.daa; loa elcmeatoa de la diaaoaal 
principal ae obtienen por medio de loa ciaenvalorca del IC:llBOI'. y estos represeatan lu tres razoaea 
de defonnación principales o razo11es de elongaci6n a lo ••ao de los ejes pl'inctpatea del te:a&ot'. 
Debe ICI' ahol'a clMO que cualquier ftujo en el cual Vu =F o y D-=;:. O genera defonnadoaea 
macroacópicu para cada elemento de volumen. Como conaecuencia de esta ctnemAllca. podemos 
suponer que un elemento de volumen en un fluido pollmertco tamb~n se defonna e lllUOduce 
cambios en la conformación microesuucwral. Son catos cambloa mlcroestl'UctUl'ales lnducldos 
por un Rujo los que ae utilizan para producir los estados fuera de eqlllllbrto en la confiaur.ción 
mlcroacópica de lu mol6culas poUmtricas y que se utilizan para eatudi• la dlnanúca polla.enea. 

El tenaor W es el ten~or de la razón di! roraci·ón o ll!nsor de vorticidad. La conui.buclón del 
tensor W al vector de velocidad relativa 6u coneaponde fl&icamente a una rotación de cuerpo 
rigido (local) con una velocidad angular igual a !w. donde 

w = ""xu, (1.10) 

y w se llama Vl!Ctor vorricidad o simplemente vorticidad. 

El vector vorticldad ealA relacionado con W por medio de 

2'·W = -V xw, (1.11) 

o de Igual forma por 

2W·v = wxv (1.12) 

donde " es un vector arbitrario diferente de cero. 
Resumiendo, la velocidad en Q est.i compuesta por laa siguientes conUibUClonea de P 

1. Una translación. 
2. Una deformación. 
3. Una rotación de cuerpo rfgido. 
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La Fisura 1.3 Uuatra loa ejca pdlldpalea del teaaor de deformación y la uturaleza de la 
rapidez de def"ormación pura en loa ejes prtacipalcs del raaaor. EJ cuo en el cual el prima:" 
ctacnvalor o ea mayor que ~ ae uautra. deaclibiftldo una rapidez de eloaaac.ldn wüforme en 
la cllrecc:k1n x'; el aeauadn etsenvalOI' /3 ea meaor que CC!l'O. el cual deacribe uaa r..,idez de 
contracción wU.f"onne ea Ja d.lr'Clcctdn y•. Dunnte un 1...-0 de tiempo cono di. eawa proccaoa 
deforman la eacera de 111dio € ea un elipsoide cuyos semiejca deaen laa Joll&ltUdea 

<(l + <>dt), e(l + tldt), e(l + -ydt). (1.13) 

Loa ejes del elip11aide en la Fisura 1.3 ..,untan en las d.lreccionea x·. y• y z'. y se denominan 
ejes principales de la rmpjdez de defonnaddn. 

,, ,,. 

•' 

FJsura 1.1. El efecto que el aradtenle de velocidad ucne sobre una partlcula de ftuJdo cafátca pcquena Al 
analizado en •u• tres coa1Utuycntea: U) una tranalaciOn uniforme a Ja velocidad u del ccnuo de mua C de 
la panlcula, (U) una rotación de cu«po rfaido con velocidad ansutar laual a 4 w donde w es la vorUddad 
en C; y (Hi) la rapidez de deformación pura. CFiaura tom.sa de Li&hCbJll [i2)). Loa ejes pl'incJpalcs de 
deformación aoa x'. y• y z•. en donde acune una cJonaacJOn simple en Ja dJrccCIOn x.'. una conttacción en 
la dircccJón y• Junto con una conuacct.On o una clonaa:tón en Ja dJrecdOn z•. La. dtreccl.On z• ca normal 
al pJano del dibujo. 

Ademü de la l'apldez. de deronnacton pura. la Fisura 1.3 talnbldn Uu.stna tu ottas dos 
componentes del movtmteato de la pantcula M. aiendo la ttanalación a velocidad Ulllfonuc del 
centro de mua e y la rotación de cuerpo rfsido a una velocidad anaular jw. 
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J.Z.J ...._ ......... 

Con bue en Ju ~ del teaaor aradie111e de velocidad ca poúbte realizar una 
cJMidcKtda dmemadca .,.-a flujos ea loa que ao ..,.-ecen efectos c-6dco• como turbule9cia. 
Eata c:laalftcadóa atsue siendo muy amplia. puea ao ilnpoac lliaauna otta colldicJón &Obre la 
cteemalica del ftujo y ea voci. p-. todos loa cuoa de ftujo laminar. 1 

,,. 

~ 
(d) 

FJ_.ua JA. (a) Flujo cortante sencrado por el desplazamiento de una placa paralela a otra. D y 
W aoo diferentes de cero. (b) Flujo clonaaclonal puro. Ellilte shnctrfa axial para la dircccldn de 
cloqacidn. Vu= D, W= O. (c)FluJoelona-=tonal bldtmenslonal con Vu= D. W= O. (d) Flujo 
bidimcaaonal acaerado por un molino de doa rodillos, Vu . D y W son difen:ntca de cero . 

......... • --... En el ftujo viscom<!Uico, c..ia demealo de Huido c_.,._la 
un movimJeato almple conute. ma. la poUblUdad de una trulación y una l'Ohación rfgkla. ver Ja 
Asura 1.4. "Jbdoa loa ftujoa vi.collM!ll'icos pueden ser visualizados como el movimJenro rcladvo 
de un co._,unto de superficie• ma&ertalca paalelaa e iacxteaaJblca. 

1 ~e• e-. S•cdóll M t.- 11UO de ua .,.__de du~ clll ~a m. ....__~ .. del 
......._ •• ~~-~v6U4uemau.,;a.1-to1. 



ClulB~n dnan6lica de k>• llujo•. 

Un ejemplo de tal movbnleato ea el llujo conaa1e almple cuyo campo de velocidades no 
depende del tiempo y puede _.., de la rorma 

V=i'(b·x)a (l.14) 

donde a y b son vectores unltstoa onoaoaak.s y .Y ea la rmpldez de conc y ea constante. ver 
la Flpara 1.4. En cate flujo loa puatoa del ftuldo en el plano b · x = conslaftle forman una 
auperftclc maaerial que ac llama auperftcie deallzaatc. Cada auperficlc dealizante ac mueve como 
un Cllel'pO rf&ldo. y cate movlmlellto coneapoade al movimiento dcalizantc relativo de un conjunto 
de auperfictea. El Vector' a es tanaente a la aupaftcic dcalizantc y rcpreaea.ta la dirección del 
movimiento. mlcattaa que b ca la dirección aonnal a la superficie deslizante. Ea conveniente 
deftnlr un tercer vector unltsto c. ortogonal a a y b y ae denominan a a. b y e los ejes de 
conc (o clzallanúcato). 

La historia de dcfonnacióa de un elemieato de tluldo ea viacom6trica al au movimiento. Viato 
deade un alatema con poaiblea ejes rotatorios, es un movimiento conante simple continuo. Si a. 
b y e aon loa ejes de corte (dependientes del tiempo) de una parUcula dlda. y loa elementos 
malalalea tnftnitcalmalca de loqitud dx tienen componentes a lo l•ao de laa direcciones de los 
ejeade corte a(t)dx. b(t)dx y c(t)dx en el tiempo 1. La collfiauración decataa fibras malerialea 
p•a un tiempo 1 • dcftne la defonnaclón de un elemento de volumen dJfCl'CDClal contenido entte los 
tiempos I y 1 •• La deformación ca ViKomeutca al. pU'a todo 1 '. las dJrccclones )' las lonaltudes 
de catas tres fibras eaün dadas por 

a(t)dx -a(l')dx, c(t)dx -c(t')dx, 
b(t)dx - (b(t') + (t' - t)i'a(t')]dx, 

donde .Y es una constante para la partfcula considerada. 

(1.15) 

E.ata forma de la definición de la historia de defonnaclOn viscometrica no requiere que todas 
lu parUculu en un flujo dado ~ en movimiento vlacometl'lco para llamar al movimiento 
de una de ellas vlmcombl:rlco. pero la caracterfaüca global de tal flujo es que laa superficies 
deallzan1Ca. que aon superficie• m.acrialea. se mueven sin eaUr.-.e permlticado 11alcamcnte que 
laa superficies cambien de forma. 

En muchu situaciones. laa auperftclca deallZ...tcs a.e mueven constantetnentc como cuerpos 
rf&ido•. y cada aupaficle deaUzaatc ocupa todo el tiempo la mlama localización en el espacio. 
el movimiento rel-.Ivo de doa cuc:rpoa rfgidos en contacto aobr'C una arca a.e deacribc como la 
combinación de acciones deslizantes. airatorias y helicoidales. Eato ea 1ltil cuando se piensa en 
movtmleatos vtaconM!tricos con aupaficlca deallz.antca rf&hlu. en donde las auperficics pueden 
Bel' cilfndrlcaa. auperftcica de revolución o heUcoklea (13] . 

...,_......,e• ..,_, .,...._..rtclm ............._ Cuando un liquido viacoclúUco se lleva 
desde el reposo a un catado de movimiento con.ante continuo. loa eatuenoa son 4epcDdientea del 
tiempo a cauaa de loa efectos ttanaitorios de la historia de deformación pasada. Sin embargo. 
si el fluido es sometido a razones conatames de conc. estos transitorios decaen en el uanscurso 
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del tiempo. y lo• eal\lel'zoa cortaate• ae ..,roUmaa al valor del mUdo estaclo...-to que depende 
sólo de la razón de corte. P.-a el caao m6a &Imple. con un campo de veloddadea de la forma 
V = ..YY i. laa componentes del esfuerzo y-z y x-z deben llel' cero por simetría. y el esfuerzo 
cortante u xy es una f'unclón impar de la rapklez de corte. 

,,.,, = i''l(.Y), '1(-.Y) = r¡(-y). (1.16) 

Las condiciones de slmetrfa asumen tmplfcitameatc que el ftuJdo es illntmfltco. uf que cualquier 
propiedald direccional a de aer inducida por el llujo milmO. El codeate CT xy /..Y = 'TJ ea la 
vJ11eosldad clnemiUca del ftuJdo. 

Loa componea&ea normales del cafilel'zo CTxx• ayy y u~~ MJD f\lllck>aea paca (cuadratic.) 
de la rapklez de corte por -.wnentoa de almebfa: loa valorea aeptlvoa de la npi:dcz de corte 
no afectan eatoa componentes. Con.ccueatcmeate. lu diferenclu catre catos compoacatea debe 
ser cero en cualquier tcorfa del comportamiento de un liquido car-=tertzado por una reapueata 
dependiente linealmente de la rapidez de cone (esto no se aplica a Hquidoa vtmcoelúticoa). Los 
arswneatoa de-almetrfa para deducir la fonna del campo de eatuerzoa en nujoa conaatea ae deben 
a Wclaacabeq {ver 'lannc:r [14)). 

Lu doa difc:renclaa ladc:pcncUentes 

(1.17) 

son funciones de la rapidez de cone que se desvanecen sólo cuando ..Y = O. Eataa dos funciones 
de la rapidez de corte ae llaman la prilnera y segunda difen11eia de es~rws normales. Bajo la 
concepción clúk:a de un nuido. dste no permanece lndeftnldamente en repoao adn bajo la acción 
de pequcAos esfuerzos con.antes; es decir. no hay niqWt eafilel'zo en el caao de que .-Y= o. 
puesto que la declaración de que i' es cero si&nifica que el ftuJdo ha catado en reposo el tiempo 
suficiente como para que lodos loa tranairortoa hayan deaaparecldo. Esro implica que no sólo c:r xy 
ae deavaacce. sino que ladas las componentes normales de eatuazo ae anulan c:uando .y = O. 
Ea conveniente expresar calo como 

(1.18) 

Las funciones V¡ y v2 son funciones pmes de la rapi~ de cone; ealaa funciones se Uunan 
pNmer y segundo coeficiente de es.fuer:os nonnales. La primera y sepDda diCercnclaa de earuc:n.os 
nonnalca se dcavan~ cuando se U'ala de ftuldoa newtoldanos incompreaiblcs. 

F1uJom eloms-doll..... Conaid«cse atwwa una barra de malerial que esd. aicado es.cen
dlda homoa~ncamence a lo larso de au eje x. En cada sección se supone una rapidez de elongación 
8ua: / 8x (:;;: E) iadcpcndientc de x y que ea una función del tiempo por lo menos. Por la con
servación de la mua y por simeufa axial llC requiere que &u./&y = au./éh = -i</2. 'Jbdas 
laa componcaces de eafuer'Zo conantc son cero y por almctrfa c:ryy = tr~~· Para un llquJdo incom
presible. la rcapuesca del esfuerzo esca definida completameftle por la dependencta de u xx - u yy 
sobre la rapidez de es.lensión i y el tiempo 1 ttanscuntdo desde el in.Jeto del esUramlento 

t:Txx - ayy = ttrrr(t, t). (1.19) 
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donde "11: es la viscosidad elo11gacioll0l. que seaeralmellle ea una función de la rmpidez de 
eaUramleato E y del tiempo; ver la Fisura 1.4(b). 

Un dujo eJdeaaioaal almple ea. en cierto aentklo. lo coatrwto de un ftujo cortaalC simple. 
Pan un ftujo cortaate. la deformación de WUl panícula de ftuldo conatate sólo de un cambio 
uautar. Correapoadl.eatemeate. el teaaor de def"onnación sólo colllieac un elemento en la 
diqonal lleCUIMlsta: la rapidez de corte. Adem.6a, la puUcula de tluldo rota. aaf que para 
un flujo conaate V x u =JI: O; por lo que el teaaor de vortk:klad no ea nulo. Un dujo exteaaional 
simple. por lo contralio, se d.laUnaue porque las panfculu no rotan (V >< u =0) y aon tenaada."l 
o comprimh:las en direcciones mutuamente perpendlcul.-ea. Con respecto a una baae coordienada carteal-. eataa direccioaea en el teaaor de deConnactOn se Cllpl'C&Ul co1no 

[

¿, o o] 
Vu=D= o t2 o . 

o o t3 
(1.20) 

Loa elemeatoa de la diaaonal principal aon laa razone.a de etonaación en laa dlf"«eatea direcciones. 
Cuando ae uata de un au.tO tacomprealble, ae tiene que Tr D = V · u= E 1 + i2 + i3 = O. En 
un dujo extcaaJonal almple e illOCÓdCO, loa elementos i1, E2 y ta aon coaatamca en cualquier 
poaición, aunque polllblemeate dependan del tiempo. Por lo tanto, todas tu parUculu del duido en 
todo tiempo son cea..au o comprtmidaa en la mluna cant.idad. por lo que ac le llama defonnaci6n 
homogc!ruta. Ahora. pueato que se tienen tres conatantea que descr'tben un ftujo de tipo extenslonal 
o clonsacional ea posible definir vmios casos de lntcn!a. Un flujo extensional MnÜJJdal es aquel 
en el que un elemento de volumen se estira en una dJrección a una rapidez de elonsaclón i > O. 
y se comprime en las otraa doa dircccionea a la milad de la rapidez de elonsación. es decir. 
i1 = E y i2 = i3 = -i/2. La invcna de este proceso. la compresión o cncoaimicnto de un 
esp6cimen en ciena dirección con elongación en las doa direcciones perpendiculares. es conocido 
como ftujo ~iensiortal biaslal. 

Loa csfuer'ZOS que ocurren en un ftujo ex.tensional son exclusivamente esfuerzos nonnales 
en laa direcciones conaidc:radas. en laa cuales el ma&crial se tensa o comprime, de esta manera 
el tensor de csfumzoa tiene la forma 

["'"oº] ,, = o ,,22 o . 
o o 0'33 

(1.21) 

Ea claro que un tacer tipo de flujo extensional puede generarse con un ftujo bidimensional 
en el que los elemento. de volumen son cadrmloa en una dJn:ccldn y compl1mtdoa, con la m.iama 
rapidez. en una dJl'ección pcrpencUcular. mieattaa que la tcl'cera dlrección nonnal a laa anteriores 
pennaneccalncambios;estoes ii = -€2, i3 =O. Dcnuevoaetieneunflujocapazdcgcncrar 
deformaciones pura.a. sin que eJl.ista vonictdad aJauna. 

["' o º] Vu=D= O E2 O ¡ W=D 
o o o 

(1.22) 

(Ver la Fl11U<a J.4(c)). 
Los tres casos anteriores corresponden a los conocidos como flujos cxtensionales simples. 



Mecúlic• de lluido• de flujo• ••lemionalcs. Un molino do do• rodillo•, 

1.z.z ._.-. • .._ ~ -
La deal1aaclón de flujos fUel'tes es tomada del criterio 1eneral propuesto por Ollbdc .. 

[l!IJ (como tambll!n los denomina Tanncr (14). cnue ottos). En ftujos bidlmenaionalea. cata 
denominación implica que la lftagrtiauJ de la rapltkz. de defonnacldn es mayor que la magrsiaul 
de la vorticidad. Entonces. lo• llujos exteaaionalea no aon mas que el cuo pwtlcular en el 
cual la vortlcklad ae anula. Estudios rcallzados tanto en solucioaea de polílllCl'Oa dihaldu como 
en conceauadaa. han moattado que la orientación y extenaión del polfmero ea cualitaüvmneate 
aimilar p•a todos los flujos tuenca. incluyendo extensión pura. eadpululdo que la orieatación 
del polfmero se comp•a con el eigenvector principal del tenaor pad.tente de velocidad. y se use 
la rapidez de deformación efectiva (es decir. la mqaitud del dacnvector principal) a lo largo de 
cata dln:icción. en vez del gradiente de velocidad. 

Los flujos e•tensionales simples no ocurren en la naturaleza. aln cmb-.o hay una serie de 
procesos tecnológicos en los cuales OClB'l'en flujos e:11.tenaionales con propiedades que al 111e11os 
localmente conesponden con las caracterfatlcaa de un ftujo elongacional simple. tal es el cuo 
de los dados de ex.UUslón. los procesos de fabricación de libras. cntte muchos otros de lntc:r& 
en la inaenJcña. En general. los ftujoR que ocurren en la naturaleza o en los procll!':l'U'IA de 
manufactUra aon notablemente mú complejos que lo• anteriores como se explica a coMinuaclóa. 
y sin embarao. 1eneralmente se asemejan mú a Jos de tipo elonaacional que al flujo simple 
cortante. Por ejemplo. en el proccao de ex.trusión de monolilamcntos (libras de acero. vidrio o 
matcrialea pollmerieo•. ew.) el material fundido se eatruye desde una boquilla y es estlr..SO por 
tensión, mientru simult4ncamente es enfriado. asf que la fibra se adelgaza y aolldlfica desputs 
de viajar una cierta distancia. Los parAmetros de imponancia de eslC proceao son la loqitud 
de la zona fundida antes de la solldllicactón, la fuena de tensión. la razón de reducción de la 
sección transversal de la fibra, la velocidad a la que la libra se ex.ttuye y el flujo m&sico en la 
boquilla. El proceso de e:11.uuaión Uene varias caracterfatlcaa aencrales que son resultado del tipo 
de malterial proccaado, es decir. las caracterf•Ucaa del filamento a la aallda de la boquilla dependen 
del arado de elaaticidad que tenia el ma&erial. encontrindose que p•a un líquido viacoeJúUco 
ex.iste una región de hinchamiento notable. justo deapues de la boquilla. erecto que no eJli1te 
para un liquido puro como el qua. (Ver Figuras en Bird et al. (16)) A este erecto elúUco se 
le conoce como ''die awetuna .. , y puede uUUzsse para conocer la vi5e0aidad elon1acional TJT 
de un m.laial vlacoelúUco. 

A peaar de la complejidad del proceso, ca posible caracterizar la clnem&Uca de Ju diferentes 
rcalonea que ocm-ren en el procesamiento. Es claro que el fluido en la boquilla ea14 sujeto 
a un flujo cortante, e inmediatamente ~ de haber salido. el mlllelial est.4 sometido a 
una combinación de llujo cortante y ftujo elonllacional biaxial. Una vez recorrida la zona 
de hinchamiento. el material se estira uniaxialmente ain que e1iata mayor complejidad en el 
ftujo. El ftujo unlax.ial ocurre en la dirección ax.ial del filamento mientras que el proceso previo 
ocuttc en la dirección radial. Asf. existe una región de 1ransicid11 desde el interior de la boquilla 
hasta la reglón de elongación unlaJúal. en la que Vu. D y W cambian de valor. en fllDClón 
de las coordenadas cllfndl'lcas que caracterizan el filamento (r. z). Sin embargo. a pesar de que 
la reglón de elongación no est4 claramente delimitada. el flujo del fundido se analiza a partir 
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del lugar en donde OCUl'TC el hinchamiento mbimo del catrufdo (X= O). Debklo a que la fibra 
8CllCl'almente es fina y estrecha. todas lu partfculaa del fluido ae mueven en la zona de elongación 
en la miama Conna como aquellaa que eaUD en el eje de aimetña axial. Hay. principalmente. 
deaplazanlicnto en Ja dirección aJlial a una deternllnada velocidad. Por Jo tanto. sucede un 
ftujo aprolllmadamente extenaional uniaxial e inotactonal. Eate proceso puede ser estable. pero 
repl"'CSenta una deformación no homos6nea. porque la razón de elonsación i= du/dx de hecho 
cae a cero en el punto de aolldUicaclón, y por eso. obviamente depende de la poaJdón. Por lo 
tanto, el proceso no es esUictarnente estacionario refirl6ndoae a coordenadas materiales. 

Un aep.ndo proceso relacionado con ftujoa elonMacionalea ea el .. soplado de peUculas" uaado 
en la fabricación de 16minaa delgada& de plúUco. En cate cuo. el ftuido sale de una boquilla 
anular y Corma un tubo ceaado ai~o. el cual ae aolklifica o enli1a a alpna diatancla dada de 
la boquilla. mientru una presión mano~1rica baja deaao del tubo contribuye a darle eatabilldad 
durante su expansión. Para dar al exuuJdo el eapeaor deseado é11e puede adem6s sel" eattrado 
con una tensión longitudinal. Entonces, el Clltnd.do se estira en la zona de formación del tubo 
no sólo en la dirección anular. sino que tambi.!n lonsitudinalmente. Por lo tanto. hay un ftujo 
extenaional biaxial con dos razones de elongación independientes la una de Ja otra. 

Sin emba.-go. debido a que los polfmeroa fundidos son ftutdos no newtonianos. el an4Jisis 
de su dinúnica (no lineal) resulta diftcll, a pesar de los avances en la rcologra, y debido a ello, 
se hacen aprmU.mactones en las cuales primero se estudia el ftujo de un fluido a bajos mlmeros 
de Rcynolda. y de cata ronna se busca abordar el problema de dinamtca no lineal de soluciones 
poUDM!ricas como una aproximación lineal de un ftuJdo newtoniano. Es por ello. que resulta 
de gran valor estudiar dispoaillvos que genaen ftujos ruertes. y conocer las desviaciones de 
la teorfa y de loa experimentos para poder evaluar la aproximación mencionada. Es claro que 
matem6ticamente ea posible definir condJcioncs de dujo que se asemejan notablemente a las que 
ocuncn en diferentes procesos industriales. Sin embargo. en el laboratorio es dificil generar ftujos 
que permitan caracterizar la rea puesta del maten al a una dcform11eión de tipo elonpcional · que 
aea equJvalente a aqueJJa.111o que frecuentemente exislen en la naturaleza. Es mú. en la prAcUca. 
los nujos generados en el laboratorio pueden caracterizar Jos materiales sujetos a ftujos cortantes. 
aiendo tambl6n posible generar condiciones equivalentes a dujo elongaclonal únicamenk en una 
pequeffa reMión, en la cual se aplican efectos eJongacionales por tiempo corto o para pequcftos 
elementos de volumen del mater"ial. La can1ctertzación de la respuesta de un maledal a ftujos 
elongactonales es todaVfa un problema ctenUfico abieno de gran in~ tanto acad6mico como 
tecnológico. Una contribución importante en e11e tipo de ftujos se ha hecho en aftos recientes 
con ftujos lineales bidimensfonales en los que puede controlarse la magnitud de D y de W 
(1, 3). Estos ftujos se generan con molinos de dos o de cuatro rodillos como se muestra en 
la FIKU<a l .4(d). 

El objetivo principa,I de este trabajo de tesis es el es111dio de las caracteristicas de un 
flujo generado por un molino de dos rodillos. por su importancia para el esllldio de maleriales 
viscoeldsticos bajo condiciones dijícilmf!nte accesiblf!s en un laboralorio de invf!stigaci6n, y por 
su imponancta para las aplicaciC11Vs iNdustrialf!s semejantes a las de soplado o elaboracidn de 
jiltllftentos, entre muchas otras. 
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En tu pn\Jd.mas meccioaea se plantean las herranllentu ncceaartu para el catudlo -alitlco 
propucalO. A collllauadón se dcacribe en detalle las caracterflllicu del flujo aeaerado por un 
molino de doa rodillos. enfatlzaado aua bondadca en relación a lu propiodadca del flujo y 
loa efectos aobl"e el material para condiciones acmcjutca a laa de loa proceaom de sopl.to o 
elonaacJón de fibl'aa. 

1.2.3 U• -- de - .-... 
El moUao de OO. rodillo• conaiale en dos cilindro• del mtamo dJAmetro y de altura finita con 

aua ejes PM'aleloa y a una distancia tija. que stran coa acalido cOl'l'Ollllk>rio a uu mlama "ek>cldad 
angular. Loa rodillos ac cncueauan contenidos en un recipiente que tiene tapas uanap.-cntes que 
penlllten utilizar tknlcaa ópticas p•a realizar mediciones y que a la "cz alrvcn de aoponea pan 
loa ejes de loa rodillos. El molino de dos rodillos tiene laa siguientes caractcrfaticaa: 

a. Un punto de estancamiento localizado en la mitad de la lfaea que une loa ejes de los 
rodillos. 

b. Laa caracterlaticaa del flujo dependen del radio de los rodillos R. de la separación g enlre 
loa ejes de &!&tos y de la velocidad angular w. por lo que el tensor aradicnte de velocidad 
V u. el teaaor de dcfonnactón D y de vonicJdad W aon funciones de B., g y w. 

c. Puede aenerar historias de deformación semejantes a ftujo cortante aaf como flujos 
cloaaaclonales. vmtando el radio de los rodillos. 

d. Se puede utilizar para estudios de din4mica poUmertca en conjunto con la b!cnica 
de bim::fringcncia bicolor para ftujos, la cual mide el grado de anisouopia de la 
microestructul'a del poUmero, ••endo una t&:ntca r4pkta. con mcdldu puntuales de 
la aniaotropla del ftuido y con muy buena reproductibilidad. Adem&a. el ~o de 
birrcfrineenc:ia bicolor es capaz de oh1ener lecturas puntuales en campos de flujos no 
homoaeneos con una resolución espacial de SO µm. 

Una de la& ventajas prlncipale."t del molino de dos rodillos sobre el de cuatro rodillos es 
la cx.i•tcncia de una aoluclón analítJca para el caso de un ftujo lento no acotado bidimenaional. 
pennitiendo predecir completaJnCnte la. ... caractcrfsticas del ftujo para eeometrfas dadas. La forma 

--general de la solución de un ftujo lento estacionario generado por dos cilindro& idc!nUcos de radio 
arbitt.to y con una distancia cenuo a ccnun también arbiUaria fue dada por Jeffery (6) en 1922. 
quien lalllbi~n analizó el caso particular de un molino de dos rodillos con airo contrario. Sin 
emb-.o. esta solución eeneral dista mucho de ser 11tll para los propósitos mencionados en la 
sección anterior. Mas a11n. a la fecha no se han publicado las soluciones pMticularea en función 
de loa parúneuos geom~cos del molino y de la velocidad de airo de los rodillos. Ahora 
bien. sf se conocen soluciones aproximadas o vAlida."t en regio11es espec1]icas del molino. En 
particular. existe la solución aproximada de Dunalp (2) para la resJón que incluye el punto de 
estancamiento. la solución en series de GcfJroy y Asco U (4) pal'a la misma reaión y la solución 
num6rica de Sin&h y Leal 11 J 

Esle IT~o presenta una solución exacta. en series, que es 11dlida para cualquier puNlo en 
el molino de dos rodillos. Asimismo. esUJ solución penrUte calcular y conocer los principales 
pardmetros del flujo que son relevan res para la rt!ologia de lfquidos viscoeldsticos. 
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1..2.• C-c'a1 -- AnMtla ...... la d-- de lhQus. 

De.pues de varios iateatoa por eatablCCCI' un criterio para poder clasificar loa flujos de 
acuerdo a sus propiedades ctaemadcu. en 1979. Aalal'ila (5) pt"opone uno buado en loa tensores 
de deformación y de vonJcidm del ftujo. Ademb del criterio puramente cJnemAdco. Aatarila 
propoac otro paralelo que involucra las propiedalca rcolóatcaa del ftuklo; este criterio y el 
anterionneate mencionado tienen diferea.te aplicación de acuenlo al problema que se deaea 
estudiar. 

El criterio cinem.Mico que Asimila propone IJene lu UpJcnlcs propiedades: 

a. ea un criterio local. pues ea posible calcular su valor en un punto sin que se requiera 
tener tnfonnac:tón de todo el campo, 

b. ea objedvo (invmiante al cambio del m.-co de referencia), y 
c. ea aeneralmcnte aplicable. puesto que au cKulo es viable ca la mayoña de los casos 

de inlen!s. 

El crtltelio propuesto por Aatmta es aplicable como un criterio estrictamente cincmAüco como 
aquf se utiliza. Ea tambien aplicable cuando se coaaideran algunos par-.netros del ftu.ido (por 
ejemplo, el tiempo de rdajamiento del fluido) aaodados a su estructura Interna. Este segundo 
uso para el cricerto expuesto ha aido tambh~n utJUzado por Tanncr y Huilgol (17], Olblicht y Leal 
(15) con el propóaito de relacionar loa tiempos cancterfsticos del ftujo y del material. 

Es imponante scftalar lo que se entiende por Ja objetividad de una ecuación constitutiva. 
Eacacialmente extstcn dos prtnc.lptoa de objetividad. el primero de ellos establece solamente que 
la f"onna de una ecuación comtlwtiva debe aer tnvariante bajo 1ransf"ormaciones de coordenadas 
onosonalea. El sisnJficado ff&lco es que la fonna de una ecuación constitutiva no debe cambiar 
al. en vez de ex¡:wcaarta con respecto a al&dft sistema de coordenadas, la cx¡.-eaamos en ténmnos 
de un scSUftdO sistema de COQ'deaadaa derivado deJ pdmeto por medio de una rotación o una 
invcnlón de los ejes de cOQ'deftadaa, lo cual se llama transformación ortogonal. Eate principio ae 
ftmdamenta en el hecho de que el camtHo en la Olicntaclón o -.cid.ido del sistema de coordenadas 
no influye en el procao nuco relevante, y esto no debe inftuJr en la fonna de la ecuación 
constitutiva. 

El aepando rcquelinUeato de objcüv:ldad de una ecuactón conatltuUva ea que esta debe 
pennancccr sin cambio bajo una tranaformaclón en el marco de refen:.ncia del observador. ad.n 
si el marco del oNcrvador (o deJ ftuklo) cata acelerado con respecto a otro marco de reCcrencia. 
Esto es una consecuencia de la noción lntitu.lva de que las propiedades mecúicas o t&!nnlcas de 
un demento material no dependen de n.lnaún movlnUento del observador. Este principio ac llama 
principio de la objetividad material. La objetividad maletial es un requerimiento m4s estricto 
que el de la objetlv:ldad de laa ecu.ciones conaUtuUvaa que involucran variables dinamJcas. 

Si se aplican laa nw altaa razones de def"ormaclón (de ealiramienlo) a una Hnea maceriaJ, 
un Uqutdo elúdco puede acumul• esfuerzos debido a la razón de deformach.1n progresivamente 
mú alta que Ja razón de relajación de eafuenos. Sin embaqo, al el matcr:lal rota. la misma lfnea 
malcf'tal no eatarA siempre expuesta a Ja razón m4s alta de tensión, y de hecho. ocasionalmente 
CKPCñmentar4 com,..eaiones, aaf que la acunwlacJdn de estuenos total llCl'4 menos severa. aunque -
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al maa compleja. La dillcullad p ... IOnmllz• cate co-...Uca en el -de que el-.... de 
vorUcidad. el cual mide la razón de rotación. "° es obfelivo. Lo relevaMe -.w no ea la ruda de 
rouclón del maedal con re.pcclO a un mM"CO de retcnmda de lllbonlorio (el cual 110 ea objetivo • 
.,._ lu prop- ~uca .., ...,._.ic.. del ..,_,, de referencia del ~alar). olBo la 
razdn de rotKlón con reapecto a la dlrecclón del maamo eaüranúellto. ea1o ea. coa rapeao a loa 
ejes prillcipalca de D. Eata lllUma razón de rocaclóa ca oltjedva, .,._to que ao - rc111<:1.....i.a 
a llillpaaa aelecdón arbitran• del aurco de refcreecia. 

El cenaor cinern6tico O ea la razón de rolación del tensor D p•a una p...UcuJa (o pumo 
ma&crlal). Si n ca ua eJ•enveclol' de D aonnaltz.do (es decir. un VCClor uaitmio a lo laqo de 
loa ejes principales de D>. la dcdaidón de () ea 

~:=n-n. 
Un segundo tensor cincm4Uco ea el leAaor W deftllido por 

W=W-n 

(l.23) 

(1.24) 

que mide la razón de rotación de una panfcula con respecto a ta razón de def'onllM:Jón de loa 
ejes prlnclpalca de esa p..Ucula. Aunque W y (J no aon objethoa, W al lo ca (5]. 

De cata fonna. una medida objetiva de la razón de rotación relevame ead. abor'a ditlpO&lble. 
y el cdlel"to ctnemMico que Aatmita propone es 

R= -TrW•/TrD'. (1.25) 

el cual se ~Pl'eaa tambtát de la atguJente Conna 

(1 - A) 2 
R= !+X • (l.26) 

en donde ..\ 2 ::;: 1 y ae cxlieade a travea de todo el ranao de tntcra.. deldc movimiento de cuerpo 
rfaldo (Á = -1), pasando por ftujo vlacomtcrlco (Á = O) haata ftujo clonpclonal (Á = 1). R ca la 
tnedida de qué tan rApido el malclial se proteae a si mlamo de eatiramicntoa acveroa por medk> 
de IOlactón. cuyo valor es tnfiatto pana rotaciones de cuerpo ñsldo y decR:ice monotómicamcatc 
a la Ullidad en el cuo de ftttjoa viaco~. y siendo cero para flujos clonsadonalcs. En el 
d.ltimo caso. no hay IOIKtón que allvte loa cstuerzoa. 

De las dos expresiones anleriorca se obtiene 

-TrW2 -(~)2 

-nw-- l+Á • 
(1.27) 

pero como 'W ea aaüailnl!lrico. entonces -Tr w2= Tr WWT y Ja cJ&)WeSión queda como 

(!ti) = jT;D2 = v'i'riV = JIDIJ . 
1 - A V =Tri.Vi v'TrWWT TIWlf (1.28) 



. ., 
El ruso de ftujo• f'umtea ae CllCUellll'a eaue O < ..\ ::; l. y el ranso de flujos datHea ead 

........ -1 :S As o (15). 
Abon ea posible probar que loa teuorea de deformación de Grcea..Cauchy ( 13) y que las 

defom&Kionea p<oducldu pOI" llujoo ,_._, - de,_ mcaorvorticl-. p<-blatoriaa 
de deform.ción que crecca con el tiempo crpo1W1tCialtnn11e. m.teatru que el ftujo conamc Cl"CCe. 
a lo mü, _.., (llujo - cona.le (13)). Laa ~-.,....el -o de la 
dl8*nica pollmertca aoa obvtunease imponaatca. puea loa cambtoa en la microeatructura de un 
fluido puedea llel' aeveroa. loara.dome f'uertea efectoa cl6aticoa ea Uquktoa pollmil!:ricoe resultado 
de uaa eatructura macromolecul• fuertemeale eattrada. 

Para poder iniciar el aaAUala de la aoluctón aeaeral de un moHao de doa rodillos es 
ncccaario. primero. comenzar con los principios búicoa de la mc:cúica de ftuidoa p•a evalu. las 
coaaecuenciu de laa atmpllficaclonea hccbaa y coBOCer laa Hmttacioacs y ventaja de la solución 

final --

1.3.1 e-.... - ..... -
EJ principio de coftM!l'Vación de Ja mua conaidcra un volumen maledal o mua de coattol 

v;.,. ( t) en un llujo. que ae mueve con la velocidad local del colltinuo y aaf ae va deformando. 
Sin emb-.o. au mua permanece invariante. por lo que el principio de la coaservación de Ja 
mua implica que 

g, j pdV=O, (1.29) 

1.' ... (t} 

donde el •lmbolo D / Dt representa la tkrlvada lfUJUrial o s1<b.rltJ11Cial, que da la razón de cambio 
de la maa del volumen muena1. o en scneral de cualquier variable de campo a medida que ae 
deaplaza en el capado y tiempo en la din:a:k1n del ftujo. cuya expresión es 

:;, = .;¡, + u·V (1.30) 

La ecuación de la conservación de la mua (Ecuación t .29) ae puede tamblll!n expresar en 
forma vectorial como 

'::. + V ·(pu)=O. (1.31) 

Eata expresión se le conoce como la Ecuacldn de ConltltMldad. Exta&cn alauaaa fonnaa parti
cutsca de la ecuación de conlinuldad; por ejemplo para ftujoa eatKionmioa (illdepeDdlentea del 
Uempo) la ecuación de conliauidad toma la forma 

V·(pu) =O. (1.32) 
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Aaimiamo. cuando el lluJdo uenc una demJdad coaata111e (lluJdoa iacompreaJblea) la ecuación de 
contJnuidad ca aimplcmentc 

V·u= o, (1.33) 

que es v6Uda lallto plll'a ftujoa dependientes del tiempo como para 11.ujoa es&acionalioa. 

J.3.2 e-.... .--__ .. _ o···-·-·--· 
El principio de coaaervack1n del momcanun lineal o de la cantidad de movimiento ea una 

aplicación de la aesunda ley de movimiento de Newton a un elcmemo de 11.Wdo. Esto ca. cuudo 
ae conaidera una mua dada de Huido en un sistema de rcl"ereacia iaen:ial, se eatablc:ce que Ja 
ruón a la CU.- el momentum del ftuJ<lo en cueaUón cambia. ea lauaJ a la tuerza externa neta 
que actd.a aobl'e lal mua. 

Loa do• tiPo• de t'ucn!:aa poaiblea que acb)an sotwe maau ftuidu y eadn dJatlibuJdu a trav& 
de todo el medio 11.uido ae pueden claaificar como: (a) fucl'Zaa de cuapo o volumdlricas. y {b) 
fuerzas aupctftcialca. 

Las 1'uenaa de cuerpo son fuen:aa de carAcler extl!llSivo y aon debidas a alauaa causa extel'fta o 
campo extcnlo. Los campos externos pueden ser el gravitatorio, campos electricoa y mas~coa. 
fuerzaa celllrifUgas. etc. enuc otras. El car.6ceer extensivo de Ju fuen.u de cuapo implica que 
son proporcionales a Ja masa del Huido y por lo tanto, se expresan como fuerza por u.aid.d de 
masa y se denotan por I'(•. t) o simplemente por f. Aaf, las fuerzas de cuerpo por unidad de 
volumen se representan por /6. 

Las fucrzaa aupcrftclales aon fuenaa de naturaleza intensiva o local. Laa fuerzas aupc:rflciales 
suqren de la interacch1n Ralea de porcJones contJsuas de fluidos en la auperficie imaginaria que 
los separa. o entre un fluido y una superficie sóUda. Esaa JnteraccJón da origen a un campo 
de fUd'Zal aupcrficialea (o csfuer20s superficiales) que son dJferenles en maan.itud y dJ.-ecdón 
para diaüatos puntos. por lo que estos vectores se representan como -r(x, t, n) o simplemente 
-r(x. n). donde• ea el vector nonnal un.ltario saUendo de la supctficlc imaatnana en el pun10 
x. Va.ido al concepto de vectof" eaftlerz.O se encuentra el del lCJlsor de esfuerzos T. que detenntna 
el catado de Jos eafuenos. a travda de tre• planos mutuamenle perpendiculares que se inla'aectan 
en un punto. y se relaciona con -r mediante la ecuación -r = n · T = TT · n. SJn cmb.,..o. el 
tensor T ca ailN!trico [18. 19) entonces T = TT. y por tanto 

r= T·D. (1.34) 

El principio de la distribución de esfua'zos aupcrficJales o prillcip;o de eefMerzo de Ct111chy 
establece que aolwe una superficie cerrada Unaginaria S,..(1) cxJsle una dJstribuclón de vectores de 
escuerzo -r cuya resultante y momento resultante son equivalente."" a las fuazas ejercidas por el 
material fuer• de S,.(I) aotwe el fl'1ido encerrado por S,..(1) ( 11 J. 

Las Jll'opicdadca priaclpalu de los vectores de esfuerzo son: 

1. El veacw de esfuerzo ea la tuerza por unJdad de 4rea en la dJrecch1n del Vector 11. 
2. El vector de eafuerzoa es una ftulctón lineal de las componentes de Ja normal a cuaJquJer 

superficJe pasando a trav~s del punto. 
3. Los vectores de esfuerzo esl4n en cqu.Jllbdo local 

"'· 



•• 
La ley de la coascrv..::ióa del momeanun eltllblecc que la razón de cambio t.empol'al del 

momeatum Hacal de un cumpo. mieatru 4!ate expertmeala una def~ón o ftuye. ea iaual a la 
auma de lu tuenaa auperficJalea que ectdaa .abre la frontera del cucspo mu lu ruenaa de cuerpo 
que actdaa sobre di. De esta Corma, ta ecu.ctóa de coaservación del momeatum se ~como 

i:. j pu dV = j pr dV + j -r ds. (1.35) 
\.';..(f} V..,(I) S,.(i) 

que se puede expresar en forma vectorial de la stauiente manera 

B(:;.u) + 'V'·(puu) - pr-'V'·T =o. (1.36) 

Aalmlamo. eata ecuación se puede eacrtbir de la lllsuJent.e forma altena.uva 

p';,9; = p[: + u·vu] =pi+ V·T. (1.37) 

que ae conoce como la ecMOCi6rr lkl wwvi~"'° d~ Cm.chy. 
Si se toma el producto lntenlo de la ecuación de Cauchy con u ae obtiene 

~ ~~
2 

= (p 1) · u + u -(V · T). (l.38) 

que ca la relación conocida como balance de owrg(a m.ecdllica y es una conaecuencla directa de 
la ley de la coftael'Vacldn del momelllUm. 

Haala abara. laa o;::uacloeca bUicas del medio condnuo no son auftcientea en nllmero 
.,_.. delcrminar las v.-tables tadependtcnt.cs en au tOlalidad. Laa ecuaciones coaadtutivu 
aon l'el.Conea adlcioaalcs que no introducen m6I vMiablea lndependientea y repreaentan lu 
cvactelúdcaa ma&edalea deJ llUido. Lu ecuaiclonea conatitutivas relacionan la mqaltud del 
campo externo y la respuesta del ma&erial, por ejemplo, la relación que existe entre el tensor de 
esfuerzos y eJ tensor de def"onnacJOn, etc. Puesto que la Ecuación 1.37 involucra el ten.IOr de 
caftlel'z.oa. entonces la primera ecuaciOn conaUIUUva a conaidcrar ca preciaunente la que rel.::Jona 
los esfuerzos y las dcfonnacionea. En este caso la ecuación constitutiva debe cumplir con: 

1. CUaado el ftuido eat.a en repoto. el eal\ler'zo es hldrosdtico si ac trata de ftuidoa incompre· 
siblca; y en el caao de duklos comprealblca, la preaión ejercida por el ftuklo es la presión 
tennodlúmlca. 

2. A prtmaa aproxlmactón. el tensor de esftlerzos T es linealmente proporcional al tensor de 
deformación D y depende li61o de ese ICIUol'. 

3. PUeato que no hay acción cortante en una rotación de cuerpo rfSido, no hay esfuenos 
cortantes en tal movimiento. 

4. No hay dJrcccionca prcfc:n:!nt.el en el tluJdo. aar que las propiedades del ftuldo son fUDCionca 
puntuales. 
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La coad.J.dón 1 requiere que el teaaor de eafua'zoa teaaa la f'onna 

T = -pi + •9 (1.39) 

donde - p 1 ea la pmte •llOll'dplca. aicndo p la presión tennodiúnüca en el cuo de ftWdoa 
conq.-ea•blea o la pralóa de ftuido o eatauca en ftWdoa •ncomprealblea; a ea la parte &llJ.sotropk:a 
o deviatoria llUDllda 1atsor de ~s~n.os devUUorios o cortallle.s. que depende aolameate deJ 
movjmleato del ftukk>. El tellM)r de eafuenos a ea una conaecuencla de la resJ111encia a la 
rapidez de def'ormaclón del elemento de fluido y f'orma un campo de tuerza que ae repreaenta 
por ese teasor. 

La con<licldn 2 jmplk:a que el tensor de eaftler'zoa T. y por lo tanto el cea.e.- de etifilcaoa 
dev•atorio• a. eatan relack>a.doa Unea&mente con el teaacx de def'onnaddn. Loa poaul.-.l<>a de 
Stoltea (V- W....i (11)) 1-can que 

1. a ea una función continua de D y es Independiente de todas lu demú vartables d~cu. 
2. La f'orma de a como fUndón de D no depende nJ de la polUción en el espado ni de 

cualquier otra dkccción precercnctal. 
3. Para ftuJdoa •nVfacidos. a = O y T = - p l. 

De acuerdo a lo anlelior. cuando D - O, entonces a -- O. Loa ftuJdoa que preaenlall cate 
componamJenlO se conocen como HuJdos de Stoltes. &los ftuJdoa confOl'man una claaJficacJón 
aeaaal que jncluye ftuJdoa anisotróptcos. conductores del calor. termovj11e0110a. hctero-.ncoa e 
•ncluaJ.ve aquellos con la caracterfstka de que ~ no es una función lineal de D (20). Loa ftuidos 
de Navler-Stokea son una aubclaac de los Huidos de Stokes con caracterfstJcas de homogeneklad. 
isotropfa y de UncaUdad en la función a(O): esta.' son las c•actertatic• de loa llamados ftuJdos 
newtontanos. Se conocen como ftuJdos v1scoel4sticos de Ma.wcU *luellos que cuando D tiende 
a cero. loa eatucrzoa no desaparecen inmcdJatamentc. sino que ae relajan gradualmente con eJ 
üempo. 

Hay nueve elementos del tensor de cafuenos que se e•preaan como una combinadOo Uneal 
de Joa nueve elementos del tensor de deformación. mcdJanle una función jaotrópica tensor-valuada 

--de D. La eJlpreaión que describe esta relación es 

.r = (.> TrDl 1 + 2µ D, (l.40) 

donde TrD ea la traza del tensor de dcrormaciOn y la c:cuac:ión constitutiva para el cafueno de 
un ftuklo newtolliano ea 

T= (-p + ..\TrD)I + 2 µD. (l.41) 

Esta ecuaclOn jndJca que el tensor de earuerzos se e•preaa en tbmtnos de Ja presión. del gradJcnte 
de velocjdad y de dos coeficientes ..\ y µ.. que se detatnlnan experimentalmente y se denominan 
co<ficle111~.s de viscosidad. El coeficiente µ. es la vlacoah1ad di8'mJca. vtscoaldad al conaftte o 
primer coeficiente de vlacosldad y el par4rnetro ..\ es conoc•do como el aepndo coeficiente de 
vjacmJdad o viacoaldad dUatacional. 
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La ae....-ta relaclóa co•lltutlva iavolucr11 el flujo de cakv debido Galcameatc a conducción. 
La ley de Fourler de la conducción del calOI' calablece que 

q = -k VT, (1.42) 

aiendo eata la ecuación conatttuUva para el flujo de calor. donde k es la conduct.ividad támica 
del ftuido y VT ca el ar.t1e111C de la temperatura. 

La comblaaclón de la ecuación de la conler'Vack1n del morneatum lineal y lu relack>nes 
coaaUtlldv- para un lluido aewtolliaao dan como .-caullado la ecuación de Navier-Stokcs. 
Realizando la auaUtuclón de la Ecuación 1.41 ea la Ecuación 1.37 se obtiene 

[~~ + u·Vu] = pt + V·T (1.43) 
= pf - Vp + V·•· 

&ta ca la ecuacidn de Navier-Stokes en fonna vectorial. 
Sl &e conaJdCl'a que el fluido es lncomprealble y que la vtacoaldad dJnúnJca es constante. la 

ecuación de Navier-Stokes se reduce a 

p [: + u·Vu] = pi - Vp + µV 2 u. (1.44) 

Loa primeros dos M!rminos en el lado lzquJc:nlo de la Ecuación 1.44 COl'l'eaponden a las fuerzas de 
inercia del elemento de fluido. que auqen debido a la l'azón de cambio de su momentun lineal. 
En el lado derecho. el primer t&mino repreaenta las fuenaa de cuerpo que ae aplican sobre el 
mismo eaememo. el selUftdo repraenta la fuerza del 81'81Üe111C de presión y el ll.IUmo repreaenta 
la IU«za fricck>nal debida a la vlscoaldad. todos calculados por unidad de volumen. Entonces. 
la ecuación de Navier-Stokea CXJll'e&a la condición de que todas lu fuel'zaa mencionadas catAn 
en equilibrio local. 

Bajo cienaa condicioaca. en la caución de Naviel'-Stokea ca posible aimpllfic. loa táminoa 
aaociados a las fuenaa de cuerpo. Esta simplificación ac mueatra a conlinuación. 

E-·- - 111'1111- tle la,__ de caerpo. En el .,_,del Dujo de un ftuido 
incompresible. el M!nnlno de la tuerza de cuapo p f en la Ecuación t .44 puede ser incluido en 
el tanUno del gradiente de preaión bajo las siautentes condiciones: 

1. La daica fuaza de cuerpo es mquella debida a la aravedad. esto es. p f = p g. 
2. No hay una auperftcie libcc en el flujo. ya que en tal caso ca ncccamto conaldaar la presencia 

explicita de la fuerza de cuerpo debida a la aravcdad. 
3. No hay csa-atiftcactonea en el lluido por dt.ferencias de densidad (lo cual sianifica que el 

fluido es homo~ y que lu fuc:rzaa de notación aon delprCCiablcs). 
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Cuaado eataa condlctoaea ae aattsf'acen. se üeac que p f' = p a = - V U. dolMle U ea la eDC!l'Sfa 
potenclal del ftWdo. y la EcuKlón 1.44 toma la forma 

p~~ = -VP + µV 2 v (1.45) 

donde 
P=p+U+Po (1.46) 

y pu es una comlaMe. La caaüdad P es la prealón del ftWdo modlfic.sa o pnaióa dbdmaca. 
que se detel'llUaa como una conatame arbltrarta dadas laa colld..icJonea de frontera. El DUU1ejo 
lmpHclro del lámlllO de laa fua'zaa de cuerpo ca lltJI sólo cuaado las colldlcioaea de frontaa no 
lnvolUCl'aa tbmlaoa de pu:aldn. puca de lo coattmo Ju colldidonea del cdum7.o ea lu froMenla 
reqWaen Jos U!rrml909 de la presión dentro del ...Usta. 

PU"a un ftuldo lncompreaible sobre el que no actdan fucn.as de cuerpo. Ja ocuación de Navier
SIOkes puede reeaalblrsc utilizando ta Identidad vectorial V·VV = lV(v ·V) - V x (V x v) 
y V X u = w quedando como .. 

~~ + u · Vu = ~~ + ~ V(u ·u) - uxw 

_.!.vp + vV2u. 
p 

(1.47) 

Ahora. aplicando el rotacional V x a ambos lados de Ja e.cuación y aJmpUficando se obtiene 

(1.48) 

o cqutvalcnlCIDCnte 

(1.49) 

Las Ecuaciones t .48 y 1.49 aobiernan et transpone de Ja vonJcidad durante un nujo. En la 
--Ecuación 1.48. el primer y segundo lá'minos del lado derecho rcpreacatan rcapccdvameate la 
co11~ccidn y la difusld11 de la vonicidad. Conjuntamente. catos dos proc.aoa dan la rmpidez de 
cambio de Ja vorucklad en un elemento de nuJdo. 

Una vez que se conocen las ecuaciones que aobiernan el ac..-eo de mua y momentum. 
entonces. adcnUla de que se requiere conocer la viscosidad µ y la densidad p. para conocer el 
campo de velocidades y de presión ae nccCAUa conocer laa condk:ioncs Jldcialea y los valores de 
ftontaa. En panicular. las primeras dellncn la..' condlctonea del ftujo a un tiempo inicial t = tu. 
y las segundas definen el dominio (IJsico) del nujo. as( como las cond.ick>nea que impaan sobre 
la auper'ficie de dicho domJnJo. 

Cuando sobre Ja superficie de dominio del nujo el ftutdo eaaa en contacto con una f'rontera 
aóllda.. las fuerzas de atracción que ocurren cnarc ellos causan que el duklo moje la superficie 
sólida. Como consecuencia. el ftuklo ac adhiere a la frontera aólkla. Esto alslliftca que en la 
teoóa cl4aica del continuo del movinúento de fluidos viacosoa, la velocidad relativa del nuido 



con respecto a la superficie M)Uda ac puede tolllM' como cero. Entonces. aJ la Crontel'a sólida cal.A 
en reposo. la velocidad del duklo debe aaliaf-=cr la condición 'V = 8 sobre la frontera aóUda. SJ la 
f:ront«a adlkla ead en movtmieato con una velocidad •o. la velocidad del fluido debe aatiafacc:r 
la ecuación • = •o aobf"c la f:roatera. Esta condición de frontcl'a ac conoce coDM> la condici6n 
de 110 desllzartinato o coltdici6" d#! adlwrwecia. 

En una entrec•a2 c:attc do• ftutdoa inm.iaciblea. una de las condk:ionea de fron&era ca que las 
velocidades deben ser iaualea. esto ea. que laa vclocldmea deben ser conUnuaa a lo 1-ao de la 
c:atrccsa. Ademú. el temor de esfuerzos lalllb~n debe aer coaUnuo a lo IM'&o de la auperftcic:. 
lo cual ea una consecuencia del hecho de que las fuerzas ejercidas por los fluidos uno al otto en 
au superficie de contacto deben ac:r Jpalea y en sentidos opueatos. Eataa condiciones se pueden 
Cllpreaal" COIDO VJfu.Mlo J = Vft•ulu J! y T.11u•Jo J • DJfu•do J = Tftu.du J! - DJfu•Jo J! ... cuales se 
mantieacn en cualqu.ls punto de la c:atrcc•a. 

En la superficie Ubre de un fluido loa esfuerzos dcaap.-ecen. la condición de froncera es 
entonces. T . n =o. 

Las cond.Jcionea inicialea especifican el campo de velocidad y el campo de dcnaidad a través 
de toda la masa total del ftWdo en alpn tiempo inicial convcnientementc seleccionado. Entonces. 
las condiciones inicialea pueden establecer que v(x. to) = vo(x), p(x, to)= p0 (x) para 
todo el 11.uJdo en el tiempo inicial to. 

Con las ecuaciones de coDUnuldad, la constitutiva para un liquido simple y la de Navier· 
Stokes. en principio ca posible conocer el campo de velocidades para un flujo tsOU!nnico. 
Sin cmbarso. ca calro que el problema. con frecuencia, es matematicamente lmpoaible por la 
existencia del ~mlino fucnernente no·lincal u · Vu. 

Sin emb-a:o. para el problema de lnter~ de cate trabajo varias simpllficaclonea 11<>n posibles: 

1. la celda de ftujos (el molino de dos rodillos) es un recJpiente CCITado en el que el ftuido estal 
en contacto dnicamente con las paredes del rcctplente y tiene una capacidad aproximada de 
110 cm3 de volUIDCft, con una altura de 38 mm y durante los experimentos se mantiene la 
tempcl'atura del 11.uido con variaciones menOl'es de o.o~ ºC. Bajo catas condiciones. el efecto 
de la sravedad en el balance de fuerzas de cuerpo ea despreciable. 

2. La reglón de inlCl'b en la celda de ftujos puede analizarse como un jlMjo extensional 
bid;mnuional en el que el vector de vorticidad es dlfa-cnte de cero para cualquier punto 
en el ftujo, en donde el fluido es Incompresible. isotttm..lco y ae mueve lentamente. Asf. 
dos Ideas complementarias se han de inll'Oduclr en Ja ecuación de Navier·Stokea de forma 
que el problema ma&emAtico se slmpUfique: la función de conieftte, que permite COllOCCI' las 
componentes de la velocidad (como las derivadas parciales de la función de corriente) y la 
vorticidad que es totalmente equivalente al campo de velocidades. 

Se uaa la .,.a .... e.uec.a.,.. irefcriPe. • la ...-ftcie delhúdll eauo cki. U~ )' que ea I• 1~ ,.,..,.. se -OCX!. 
corno _,,tfiu,, 



J.4 Solucione• para a6me.- de Reynalds ~ 
La .......,.._1611 de StGlleL 

Slcado claro huta este puato que. atln P•• un lluldo acwtoaluo e iacompn:aible aujeto a 
condlclonca de ftujo no turbulento e ilOUnnlco. la obleaciOn de uaa M>luclóa P•• las c:cuacloacs 
de balaacc. mu tu coadictoeea de frontera. repraeata aer un problema m.lem6dco caal illlpoaible 
P•• la mayorfa de loa ca110•. La dificultad eaaiba ea .-aolver- un aiatema de ecuKioaes 
dif"enmcialea paclalca fuertemente no llaealcs paa el cual ao ae COIKJCell mietodos 1eaera1ea 
de aoludón. 

Asl. mucho del avuce alcaazado desde el ai81o .,..- ha aido poolble psa cmoa -laica 
(por ejemplo. los ftujoa uaidireccionalcs) en loa que et lbDUao 90-Uacal deaaparecc. MU 
rccientemcate, el enluta p•• la bcbqueda de aoluclollCll ac ha cellllndo ca las mc:todoloafu 
P•• la aolucidn de ecuaciones mpro1lmadaa a la ecuación de Navier-Stokea y la obteDClón de 
aoluctones eJlactas (21). 

En particul•. la ecuación completa de Navier-Stokca puede Uaealizase pal'a el cuo de 
flujos lentos. Esta bondad se explota a plenitud en la btbqueda de la aolución para el flujo de 
dos rodillos. Por tanto. en cata Sección ac busca establecer el msco Raleo que deftne un aia1ema 
de ecuaciones para el flujo. para el cual se pueden apUcar metodolo1faa prob.aaa en la obtención 
de la 110lución. 

Ahora. al bien laa ecuaciones resultantes no aon la ecuación de Navtcr-Stoltca. tu aolucionea 
oblenldu resultan aer de pan utilidad para el cilculo de aoluclones aproximadas psa ftujoa 
adn m&a gena-alea. puea exlaten laa metodoloafaa analfUcaa apropiadas P•a ello. tales como 
aproJU.mK:k>nca ulmptóticas plll'a ccuaclonea no-llaealea. medJ,•te tcorfa de perturbac:lonea o de 
expanak>nea aalmplódcaa. en donde la aolución lineal coneaponde con la aoluclón aproximada 
de orden cero. 

Ea por ello que contar con una .soluci6n exacta a orden cero (llujo lento) para el caso 
del molino de doa rodllloa ca de gran imponancia para la mecanica de ftukloa. pues Off'CCC la 
posl.bllldm de eatudl• toda una clue de problemas de uUlldad en la lndulll'la. aaf como en la 
ciencia búlca. 

Soluciones exactas de laa ecuaciones de movimiento p•a ftuldoa viacoaoa son diRcllcs de 
obtener debido a la nabll'aleza no lineal de la ecuación de Naviel'-Stokca. SOio se conocen alaunas 
soluciones ex.et.u y hccueatementc se pueden calcular soluciones en ftujoa donde loa term.lnos 
no llncalea desaparecen. como en el caso de ftujo en duetos. Maa aWa. ftujoa alrededor de cuerpos 
iamenoa que se car.aalzaa por nWncroa de lleynolds altos IOD mú dt.ftcUca de invesuaar debido 
a que las vmiablcs dependientes. la velocidad y la preaión. ya no son funciones Wlicaa de las 
coordenadas eapaciúea y del 11-po. 

En loa IJll'oblemaa en loa cuales una aolución exacla no ea conocida. puede sel' posible obtener 
una aoluclón aproxlmlllla. Una solución apl"Oxlmada ea una expresión anaUUca que aaUarace 
aproximadamente laa ecuaciones aoberAUltca en vez de uUllzar aproximaciones numedcas de 
catas ecuaciones. 



1-a aprou.....,kln de SCoua ea la aproumack!n flllldameatal P•• nllmel'oa de Rcynolda bajo&. 
La ecu.:ión de SCokea ea un cuo eapec.ial de la ecuación de Navier-Stokea conapolldieates a 
movllllieatoa muy lentoa de lluidoa vtacoaos. B.to ealU condJck>M:a la lllel'da deJ Buido se 
dcapl'ecla en compagclón coa lu otru ftlC:l'zu que llChlaa sobre t!I. PueaU> que el 1ntmcro 
de Reynolda puede ser coaaklcr.to como la relación entre lu fuenaa de Inercia y lu fUel"zas 
viacoaaa del ftuJdo. la condición de fu«zaa de inercia dcapl'eclablea ladlca 11111ncn>a de lteyaolds 
pequeaoa. La c•actel'fstica eaenclal de la aproUmación de Stokea ea que el componente de 
inercia se aaumc que ea despreciable. campar.SO con las tuen.as vt11e<>aaa. Entonces. de las 
ccuaclonea de coatlalddad y de Navter-Stokea. lu ecuaciones aobentaates de la aproximación de 
Stokea p•a un cunpo de dujo incompresible ain fuerza& de cuerpo aon 

8u 
8t 

v. u = º~ 

-¡;vp + vV2 u. 
(1.50) 

Esta 111tlma ecuación corresponde a la llamada eclUJCWn de Stolces. Eata e.cuaclón Junto con la 
ecuación de continuidad reprcaeatan cuatro ecuaciones cacalarea con cuall"o iacósnttas (U y p ). 
La aran ventaja de cata aproa.imación es que laa ccu.:tonea aobemanlea son ahora lineales y 
pueden ..,Ucane t6caicaa matem*icaa bien conocidas para la otKenctOn de la aoluctdn. 

La solución que caraclcl"iza de manera completa el ftujo en principio se puede obtener. 
al ademb de conocer las condJctonea a la frontera e iniciales. se conoce la ecuación de 
Navier-Sl'*es y la de couervacióa de la maaa. En aeaeral. para un ftujo laminar. i110U!nruco. 
de un liquido newconiano. incompresible. en un dom.J.aJo con fronteras &ólidaa y rígidas y 
con condiciones de valores iniciales y a ta frontera. es poalble eapecillcar tres parúnetros 
dimensionaks. que jumo conµ y p dejillen la estructura de Ja so/ucidn ma~mdtica que describe el 
ftujo. Eatoa parAmeUoa dimenaloaalea aon la loaaitud c•acterfllica lt·• la velocidad caracterfstJca 
U e: y el tiempo carlllClel'faUco te:. lr: es la dialancla U pica sobre la cual la velocidad cambia 
propord.oaalmeate a Ut·· U,. reprcaenta una mqaJIUd Uplca de las velocidades del ftWdo en el 
domJnto del ftujo y aencratmente toma valorea entte la maanllud de velocidad limite o la maanltud 
de la velocidad a arandea diatanclu de las fronteras. y el tiempo caracterfalico t,. ea una medida 
de la rapidez de cambio de la veloclci.J tal como la experimenta un elemento de ftuldo Upico. 

Con loa p..amctroa caraclel'faUcoa es posible adimemionalizar las variables independientes 
de f'onna que se obtienen las siguientes ecuaciones 

u= Ucu.• 
pv Ur • p = -,,-p 

lcx• 

!l.. t• ,, 

(1.51) 



~· d9 8llklo• • tildo• ...... 1on.1u. Un molino et. do• rodillo•. 

Lu caM.idadea con asleriKD aoa lu v.rlablea adlmeaUoaallzmu. en donde la vllCOSidad 
clnemMica v ae uUUza p.-. adtmeaaloaallzar la preaióll y el Uempo. SJ el llujo y la aeomettfa 
son esa.bles. de.se un pu.ato de vi .. eutertaao. la eacala de tle...,a te ea J...aameate l /U. y 
._....,..,. el Ucmpo en que ua e-- de - "tlplco" vt'lla uaa dlllanc:ia l. 

Sustituyendo laa vutablea .Uinenaioaalca u•, p •, x• y t• en la ecuación de Navier-Stokes 
la ecuación vectorial rau.ttaate ea 

(1.52) 

en donde el eradiente y el laplaciano eat6a ellpl'eudoa ahora ea U!:mdttos de IM coordeald-. 
espaciales adimcn•Jonaliz.du. MulUpllcan«kJ eata ecuación por 12 /(1.1U) e introduciendo el 
ndlnel'O de Reynold• Re = Ul/v se obtieac 

(1 • .53) 

De eata fonna. ea fact.lmente apreciable que la ecuación de Stokea se obtienen de la ecuación 
de Naviel'-Stokea tomaado el Umite Re - O. Esto austue que para cualquJer llujo. laa 
aprollimack>nes de alto onlen a Ja aolucJón de la ecuw;:.ión de Navier-Stokea se pueden obtener 
cxpandjeado las variable• depelldieatea en potenclu aacelldeatea del ndmcl'o de lle)'DOlda. 
Enmncea. ae puede conaJder.- a la ecuación de Stollca como el Um.tte asintótico de la ecuacJón 
de Navier-Stokea c.orreapond.Jenle a cero allmero de Reynolda. mientras que lu coonlen.au 
eapaci.alea permanecen de orden Wlii.to. 

Una fonna alteraativa de Ju Ecuaciones J .50 aepara la velocidad y la presión de manera que 
d.Jchoa campo. se pueden ddaminu aepandamcnte. Para obtener la ecuación aot>eraante del 
campo de velocidad, 111C aplica el rotacional del rotacional a Ja aeguada Ecuación t.~o. Hecho cato, 
se emplean las idenU- vectol"lale• V X (V X u) = V(V. u) - V 2 u y V X Vp = o. 
La ecuación resultan&e ea 

:r[V(V·u) - V 2 u) = "V2 (V(V·u) - ~:»u). (1.54) 

Finalmente. utilizando la ecuación de continuidad para un ftuido incomprcsJble. la ecuación en 
la fonna indepaMUente de la presión queda como 

V2 ~~ = vV"u. (1 • .5.5) 

Para obtener ahora Ja CICIJIM;idn de la preajdn. se aplica el operador diveqencia a la mi&ma 
ecuación dando como resultado 

(1 • .56) 

La ventaja de eatu ecuacionc• ca que el campo de prealón ha aido separado matcm6tic:amcntc 
del campo de velocidades. 

Para un dujo estacionario, Jami...-. iaolámico e incompresible. de un ftutdo newtoniano en 
auaencia de entrccaraa gas-liquido o lfquido-Uquido, la Ecuación 1.54 en el Umite de ad.meros de 



Reynolda muy pequeao. (R.e < 1) muestra que eJ umatno de la aceleración (termino inercial) 
ea deaprect•lc ca comp.-acJón con loa ~ tanto vimcmo como del aradJefttc de presión. 
con lo cual ae obtienen las l!CIUICit»tes l;twall!s 

V 2 u - Vp =O, 
V·u=O, 

(1.57) 

que representan una pl'iaiel'a mproJdmalcidn a la ~ón de Navicr-Sloltes y contilluidad para eJ 
HmJte de n'1mcroa de Reynolda muy pequetk>a. EalU ecuaciones aon conocidas como ecuacioMs 
ch JbUos /natos Ccrceptas ftow equaUOlla). El ttaimen para obtener un ftltjo lento ae puede lograr 
a travea de uaa comblllllddn de velocidades muy pequeeu. con eacalu de longitud pandea o 
una viscosidad cinemMJca p-andc. siendo cate lllllimo caso el que resulta de intaá: aaaUzs para 
el mol.leo de doa rodillos . 

•••• 2 .. ....-...- .................... _ ........... . .. ,_ ... __ .,..._,_ __ 
La eaaación de Navis-Stokc9 y de conUau.ldad ae reducen. ca el movimiento lento. a un 

conjuato de ecuacioaca d;fl!rwt1telaks pa,rciall!s lilWall!s para la velocidad y la presión: pero 
en el caso de ftujoa lcatoa bidJmenaioaalca, ea poaiblc hacer" una aimpliftcacidn del problema 
maaemMtco 81111 mayor. comblaando lu ecuadoaca de ftujo lento y Jade continuJdad para obtener 
una ecuación diferencial ordinaria de orden cuato. 

El punto de comienzo ca un uorcma de representación Beneral del Ulculo vectorial que es
tablece que cualquier campo vectorial continuamente diCcrenciablc se puede representar utilizando 
tres funciones eacal.-ea t:/>, 1/J y x de modo que 

• = vq, + v x c.i.vx>· (1.58) 

Ea1a ecuación representa la deacompoaiclón de un campo vcaorial general a en una pane 
lnotacloaal, uoctada con Vcp. y una parte aolcnoldal. o Ubre de divergencia. representada por 
V x (.¡..Vx.). Pllesto que 

v. [V x (<i>Vx)J = v · cv.i. x VxJ = o, (1.59) 

Ja rept"aentacidn del ~ector a se puede dar ea *1alnoa de un campo vectorial aolenoldal a. tal que 

a= Vq, +V><•. donde v .• = o. (1.60) 

Ahora blca. puesto que el vector u ea un campo vectorial conlinuamcntc 'dtrercnctable. 6a1e se 
rcpreaeata como 

u= Vrl>+ Vxa. (1.61) 

La función a que aparece en cala ecuación ae conoce como vector potencial para Ja volticldad. 
pues 

V 2 a = -Vxu = -w. (1.62) 



Ahora. p•a un fluido hu:ompreatble. Ja ecuadón de conU•uJdad requkwe que 

V· u = V· V.p = V 2 .P = O, (1.63) 

mleftttu que la ecuación de movimiento ae reduce a una ecuación pUll Ja ,.uncMn vector potencial .. 
Vx(V2 a) = Vp, 

v-. =o. 
La contribucjón de V <P al campo de vclocJdadca DO ea aula ª' en laa .froatcru 

(u - V x •) · n JI: O, 

(1.64) 

(1.65) 

(l.66) 

donde a ea eJ vector normal a la fmatera: cata ecWM:fóa npraeata un dujo de ~ a trav& 
de lu .fronlel'U. Genaalmeate. cata condición no 1e lleva a cabo y la velocidad se reprcaeata 
d.nicunente por 

u=Vxa, (1.67) 

con V·• = O y • iutiafacieado las Ecuaciones 1.6!5 o 1.67. Ea cace cuo. la introducción de una 
fUación vector potencial pennite simplificar el problema al clim.ia. la preaión y obtenieedose 
una •imple ecuación de orden cuano para •. 

Para ftujo• bidilnellUonalca. el vector potencial • 1e rcpt"Caeftta en tbmlnos de una simple 
funclón e.calar de la forma 

• = .p(x, y)k, (1.68) 

en coordenadas can.esianas. o de la forma 

(1.69) 

en coordeaadaa curviUacu. Loa veaores un.nanoa k y ia de las dos cxpreaionea anleliorea son 
IKJl'1DUes al plano del movinllento del fluido, y 1/J(X¡, X2) ea lajif11eid11 de corrie111e. 

Para el cuo de un ftUjo bidimensional. la ecuación de Naviec-Stokea ae puede cxpre
._. ea lbmlao• de la fUDción de corriente. cuMMto el ~o de la ¡wcaión DO esUI preaeale 
CKPllcitanac:ate y entonces la IUnctón de contente involucra a las dos compon.catca de la ve
locidad. El flujo bidlmcnaional rqwescntado por la función de contente 1/J, cuya velocidad es 
u =V X (1/Jk) y con vorUcklad w = V x u = - V 21/Jk ae introduce en la ecuación de 
Navier-Stokea cuando cad en la ronna de la ecuación del traaapone de la voruddad dada en ta 
E.cuacidn J .49. la cual a au vez ae UmpUfica para flujos bhümcmaioaales. en donde el ténnino 
(w · V)u es nulo puesto que los componente• de la veloctdad son perpendJcullll'C& al componente 
de la vortJdd.t, por lo que la Ecuación 1.49 ae reduce a 

(1.70) 



Ahora btea. audlUyeedo ea caca eaa.clda I• ~ de u y w,1 ea uwmtam de la fuación 
de c:oniellte .e obdeae la ecuacJ.da de NavJer-·St«*a ea Ynalaoa de la fuacióa de con1eale para 
ua llujo bl-on.l lllCO_.blc. Ea el c..., de ua .-. de - coneal-. la 
ecllllddn de Navter-Sl.olra ea li!l'laieoa de la f'Ullclóa de conteate quoct. como 

(1.71) 

La lmll'Oducdt1n de la f\mctda de coniealc en la apl'OJIJmKJón P#• ftqjoa lealOa aimpllfica 
la Ecuación 1.6~ de la forma 

V',¡,=º· 

que .__ .. el bibmmólllco de la Cuaclóa ,¡,. 

(1.72) 



Capítulo 2. 
Solución analítica para el flujo generado 
por un molino de dos rodillos. 

&te Capnulo se t.Ucta con una in11'Dducción de los sia&emas de coordenadas curvtlfneos 
puatualizaado el atslema de coordenadu bipolar. debido a que la solución general que propone 
Jetrery (6) eaU expresada en coordenaadas b.lpolares. un sistema de coorden.aa. de uao poco comdn 
en inaeaia'fa. Po•tc:ri.onnente, la aoluc!ón propuesta por Jeft"ery l6J ae .,.Ucularl.za para el molino 
de dos rodillo• de radJo tsual. con airo COttOtatorio y a la m.tsma velocidad aap.lar. obtentll!ndoae 
lu eqweaJonea anallticaa para aus coeficientes y. finalmente. se prcacnlan las caracterfsticas del 
ftujo en Ja vecindad del punto de catancamJento. 

2.1 Coorden.d .. curvllfneu. 

Un uprcao Importante de lo• problemas fisicos es la acomcttfa de los objetos materiales 
invohlcradoa aal coDK> la scolDCUfa de la reglón sobre la cual ae ex.Ucrule su respuesta a Jos 
catfmulos ex.semos y a laa condJcionca ambientales. Una aoJuctón maaan4Uca correcta a un 
prol)lema Rateo depende. en buen ando· de la selección apropiada del sistema de coordenadas 
mú apropl.SO para la acometrta del problema r201. 

Sea E 3 un eapacio cnaz.ado por un siat.ema cartcslano ra:ranaular zk con supcrfad.Jce k = 
1. 2. 3. CouiderUldo que cada punto en E 3 se representa por la intenecclón de ttes planos 
mUNameate: perpendk:ul.-ea zk = ck (k = 1. 2. 3) se U ene Ja idea de las coordenadas cart.esJanas 
de cae punto. Altanauvamence. se puede considerar que cada punto puede ser localizado en E 3 

por la iDteneccJón de U'es auperficiea curvUfneu únicas no coincidentes. Escas tres supa1icics 
curvUfacas se pueden apeclficar por sus rcspcct.iva.• ecuaciones referidas a un marco coordenado 
rcctanp.lar cUdo; de cata fonna. ai laa coontcnadas rcc1angulares zk depe:nden del cortjunto de 
ttea variables xk. le = l. 2. 3. en E 3 • ae tJene 

(2.1) 
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donde laa tuncioaca i- de lu uea v.t9blea •11. penenecen a cr. con r ~ 1 (ea decir. aon fuacioncs 
continuas con dertvlldu p•clalca coadauu huta orden r) y eat.an deftnldaa en la l'qtón de latera 
de E 3 • La Ecuación 2.1 deftae una ttanarormación de coc:wdenadaa. 

La Ecuación 2.1 y la ecuación 

x.k = x.k(z'. z'. z3 ). k = 1, 2, 3, (2.2) 

aon laa lnvenas rcclprocu y son tlaicu en cada punto de au dominio al y .Olo al el jacobiano 

B(z1
• z2• z3) (Bz•) 

J = B(x•, x2, Xi) = det lJxk 1' o. (2.3) 

Suponiendo que zk y x.11. eat.6n deftllidaa por laa Ecuaciones 2.2 y que la relación sobre el jacoblano 
se aat.taracc. entonces z.11. y x" son invc:naa la una de la otra. AalSIUUKlo un valor real conalaDtc 
a" a x.". entonces se tiene la e.,..eaión 

(2.4) 

que repraenta ua conjunto de uea auperficlc:a curvlUneas. Puesto que la Ecuación 2.4 tiene una 
aoluclón tlnica p.-. zk. entonces catas tres aupcrficies ac lntcrsectan en un punto P. 

Entonces. la condición .1 ::¡I:. O a•aatiza que las superficies no sean degeneradas (es decir, 
que no sean colnciden&a). Eataa tres superficies x.k = constante se definen como superficies 
coordenadas curviUneu. Aa(, un punto cualquiera P en E 3 se localiza por sus coordenadas 
caneaianaa zk o por aua coordenadas curvilíneas x•. Los dos sistemas de coordenadas aon, por 
lo tanto, uno a uno o blyectivos. 

Una de las mayores dlfaencias entre un ·sistema de coordenadas cartesiano y un sistema 
de coordenadas curvlUnco ea que. en en el primero, hay un marco rectangular fijo con ejes 
mutulUDClltc perpendiculares, mientras que en el otro sistema no existe tal marco fijo de referencia. 
Sin embargo, las coordenadas curvilfncas licncn una simple inlCl'prctación aeom6trica. Si se 
aalana un valor constante a zk. cada uno dc.-.cribc una supcrfü:Jc en el espacio. Asignando una 
aatc de d.lfaentca valores a z" se genera una l&mJba de supcr1icies. Si la función es adecuada, 
áta aenera-una superficie pcnenecicnte a cada una de la.._ tres familias que definen un punto 
P en el espacio. Entonces. un punto en el espacio esta dcfmido por la intenccción de las ttcs 
superficies zk = comtantc. denominadas supcrfictcfi COOl'dcnada.... La superficie coordenada se 
denomina por la coordc1t1Mla en la cual CA constante. IL' otr» dos coordenadas pueden variar a 
lo largo de esa superficie. La lntcncc.ción de cualcsquiaa de dos superficies coordenadas resulta 
en una curva denonlinada curva coordenada. en la cual la otra COCM"dcnada puede variar. 

V_......bw:cle.....__•coorde MmcunUfne-. Sean x 1 , x2 y x3 las coordenadas 
curviUneas de un punto P en un espacio Uidimcnstonal y cuyas coordenadas cartesianas son 
z 1, z 2 y z 3. Sean { 11• 12, '3} el conjunto de vcctorc.' onononnales que confornum una base del 
sistema de cOCM"dcnadas cartesiano zk. El vector de posición del punto P se denota por p con 
respecto al sistema rectangular. Entonces se puede Cllprcsar 

p=p(z)=isnzw. (2.5) 



Solueión .nalRlcll p•• •I ª* 89Dmado por un molino ele do• nxlillo•. 

Debido a que ae tiene un mapeo uno a uao, el vector • ao .Olo ea función de s. aiDo que 
- ea uaa IWlc:t<ia de • a ll"avú de (2.2) y (2.3). por lo que 

p(•) ap(a). (2.6) 

Loa vectorea baae lm (m = 1, 2, 3) del •iatema rec&aaaul• •ursen de lu derivadas pardales 
del veclOI' de poúclón 11(•). delinielldo eotaa b .... -ea por 

.... = lm(•) = ~). (2.7) 

De f'orma an'1osa a laa bues onoaormalea se puede defta1r un coajuato de vcctm'es por medio 
de la slp.leate relación 

Sk(•)=~· (2.R) 

dollde •• • az y •:J e• un coajuaao de vectorea Uaealmeale illdependieale• y M>n tanaeasea a laa 
curva coordcnadaa que ae inlc:raectan en un punto P. Eata propicd8'1 de laa curvas coordeaadaa 
cal.A SUUlttz.da por .1 :¡/: O, y loa vectores linealmente ladepcadteatea coaatib.lyen un sistema de 
vectores bue ••curvtHncos" que representan un Uatema coordeaMk> en E 3 • 

La eapl'caiOD que rclactona la baae ortonormal 1111 con la bue curvi1fnea 8k se obtiene 
diferenciaado (2.7) con respecto a "k· oblellimdoae 

~ = Sk(X) = .... ~. (2.9) 

que capreaa a llk en tálninos de lm. Los VCCIOl'ca lm ae pueden tambJ~n CJIJJl'caar en táminos 
de k por medio de 

!~=~~ ~ iw=fllr.Z:· (2.10) 

Es importante hacer notar que los vectores 8k son funciones de • y no son neceasiamente 
onoaonales: ademas. tampoco son neccaariameatc vcctmea units.io•. 

Mftrtc. de u. ~- eucl........_ Considere una curva e en el espacio E 3 dada por la ecuación 
paranlll!trica 

e , p(t) =p. t e [a, b]. (2.11) 

::.::te YY '!e.dºPfr~05 d-:'~!~~ ~a':,ªp v=::u':.a":.°:1.:opQ Ya-;º-+;;:~ 
de c. la difucncia entre la lonaltud dp y la loqitud de uco PQ a lo larao de la curva e ds 
tienden a cero; por lo tanto, el elcmcato de .-co ds se conaldaa iaual al vector inftniteatmal 
dp, y ae tiene que 

da2 = dp· dp = .,. ... dx" dr = K"1 dx" dr, (2.12) 

donde 
Ski = ...... = gu. = h'1. (2.13) 

Los coeficientes h11.1 eapecUican la naturaleza del aiatcma de coonlenadu y ae denominan la 
~trica del sistema coordenado, siendo una propiedad intrfnaeca de cada sistema y scac:ralmcate 
son funciones de la poaJción. Las funciones &Id son los cocficientca IDl!tl'icos fundamentales del 
espacio y el conjunto de éstos fomian el tensor ~co fundamental. 

r.: 



.,......_ ~---wntlf- _._ elm Un aiatema comdealldo x" en E 3 ac dice 
que ca un aiatema ortoaonal al 

Kkl = Sk • St = O, para k 7': 1, 
Kll 'JI: o, para k = 1, 2, 3. 

(2.14) 

Por lo tanto, en esto• aiatemaa aolameace hkk ~ o. y ea por ellos que ae dcaolall U.U.lementc 
como hk . .Ejcmpk>a de aialemu cO<Wdell8llos ono•onalca aon loa aiatemaa coordenados l'CCtan· 
sutar. ciUndr1co, eafl.rico y bipol•. entre otroa. 

C......-tle ....,_ rwc1...,... Un co•juato de vectores~. k =l. 2, 3. en E 3 , ac dice 
que ea el rc:cJproco del conjunto •· k = 1. 2, 3, al 

s"·-...=--s"=él' 
donde éf' "" la dcha de Kn>- definida por 

• {l k=l 
61 = o k ... -

(2.15) 

(2.16) 

Por to tanto. loa atatcmu coordenado• curviUncoa onoaonalca cumplen con la propiedad 

s1"' = ~· (2.17) 

que indica que loa vectores naturales y aua rccfprocoa tienen la misma direcch1n y que la magnitud 
de uno ea la invcna de la ma¡nJ1Ud del otro. 

Mms•t ... de - •--· La llUlllnltud de un vector "· llvll c•lli dcftnjda como 
11•11 = .,¡v:v_ (2.18) 

Asf. para los vcctOl'cs base se tJcne que 

11 .. 11 = v'•.- .. = v'iikk • 
11.-11 = ,¡.- -.. = ,/g1ik. 

(2.19) 

VK...._ bw .......... •• ........ coerde == cun<llfW. Los vectores base 
unitarios de un aiatcma de coordenadas curvilfneo y su conjunto de VectOl'es rccfprocos son 
denotados por ek y ek. l'eapectiYunentc. y ae obtienen dividiendo el coneapolMUentc vcctol' 
baac con au rapccttva mqnitud. Esto ea 

... =~· para k = 1,2,3. (2-20) 

Estos vectores base unitmios son filncioncs de las coonlenadaa xk. 
onogonal. se tiene que (2.20) se puede exprCUI' como 

.,.= .. ~=ii;;... e•= .. y'jikk=h•s"• para 

y en10n~. de acuerdo con lo anterior. se tiene que ek = _,k. 

Si se tl'ata de un sistema 

k=l,2,3, (2.21) 



-
Solw:ldn an.Uti~ p•• el ftujo a~ por un molino de do• rodillo•. 

V...,_ e• a:amrm w= a.r.W--. Cuudo loa problema Baleos jnvolucrM materiales 
reales con f"onnaa aeom6tricu cuya rc:pre9ellUción con bame en un aiaaetna de coonlelllldu 
cuteaiano reaulta mú complejo (por ejemplo. un elJpaoide de rcvohacldn. cte.). o cu.ando las 
reaionea de respuesta del Dl81edal a iaftuenciaa exteraaa po1ee una forma aeom&!trica compleja. 
Jos v~ cancatanoa (y tenaorca cartesiano•) no aon los mu convenienle& y resulta ven~ 
remplazaloa por un alatema curvWaeo aproptmdo. Se üellC que exJatea dos da.leos coa,Juatoa 
de vectores baac curvtUaeoa aeaer-alUadoa. el coaj•to Sk y el coajunto reciproco r. Por 
conaiau.Jeate. hay dos ttpoa diferencea de compoaen.tea de un vcct<w dado. uao reJ"erido a la 
bue natural • y el otro rcfatdo a la bue reciproca s'6-. Eatoacca. ae tieaen loa uame-ea dos 
Upoa de coDJpOnenles vectoriales. junto con los componen.tes rectaaS\d.-Cs caneaianaa de un 
vector' "· de la fonna 

(2.22) 

donde v•k. k = t. 2. 3. representa los componeales cane.ianaa del vector. referidos a la base 
ortononnal lar,. k = J. 2. 3. Los componentes del vector ref"eridos a la bue natural Sk son delloc.do& 
por vil. k = t. 2. 3. y son llamadas componentes contravaliantes de v. Los componentes de • 
referidos a la base reciproca ali son denotados por v.,. k = l. 2. 3, y aon llamados componentes 
covartantea de Y. 

Loa componentes covariante5 y conuavartantcs de un vector v est4n relacionados por 

V¡= vkKkJ (2.23) 

e-...--.. l'flllc.- de un wec:tor. Loa componea.les ffaJcoa de un vector (o tensor) con 
respecto a un aiatcma de coordenadas curvilíneo local dado se definen como los componcnles 
del vector (o tensor) relativos a los vectores unJtarios localizados tangencialmente a las curvas 
coordenlldu. Entonces. se tiene 

en donde se obaerva que 

v= v<kl~= vka= vk~ei.. 
v= v(k)ek= Vks"= vkv'SUek, 

y(k) = '\~v'&k. 

v(k)=v .. ~. 

(2.24) 

(2.25) 

Los componen1es v<k> o ve&> aon los componentes ffsicos de un vector en tt!nninos de los 
componentes tensoriales vk y V&, rcspectivamcnle. 

Aunque los componentes nucos en tfnninos de los componentes covartantes y conirava
nantea no son Idl!ftUcos en sistemas coontcnados curvUíncos generalizados. estos componen1es 
son. aln embargo. i~licos en el caso de sistemas coordenados curvJllneos onogonales. por lo 
que tenemos 

(2.26) 



2.1.1 - ... .,... ........ ..,._ 

El molino de do• rodilloa. c.- de inducir loa arandcl5 cambtoa en la collf<WJDK:tdn del 
Uquldo pollmútco. com.iatc en doa rodUloa cuyos ejes aon paralelo• y atran con la mlama 
dltecclda (Sinn conotMOl'tameate). EJ atatema de coordeaacla& curvlllaeo mú adecu.do a la 
acometrfa del moltao ea el aiatema coordeaado bipolar. en el que los coatonK>a de loa rodillos 
se repremeatan por la COOf'deaada a y ae aupone que son infinJtamcnte 1-ac>•. y 8Clla'&a un ftujo 
eaenctalmeate bidlmeaalonal. coateatdo ea planm pc:rpcadicul.-cA a Jos cjea de los rodillos. Aaf. 
loa rodillos quedan repreaealAdo• por valol"ea conataatca de una de lu coordenadas. es decir. 
con o contante. 

En el alatcma bipolar las COOl"dcaMlaa son x 1 =o-, x2 ={J. x 3 = z. definidas por sus relaciones 
con las coc..-dcnadaa canaJaaaa en la forma (22) 

o en forma lnvcraa como 

quedando 

y = 

+ i/J = 

a senB 
cosbo - cos{i ' 

a senho 
coshcr cos/3' 

w(; + i(y + a)) 
+ •(Y + a) ' 

= lu(Jx~ + (y+ a>'). 
x- + (y - a)• 

( 
2ax ) O = 7r + arelan x::! + V"' _ a:: • 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

El siat.el:wl de coordenadas bipolares ae obtiene suponiendo un punto P(x .y) localizado por 
medio de dos vecaorea r1 y r2 y dos ana:ulos 81 y Bi. reaf'CC\ivarncnte. Para dJCercntes posiciones 
en el plano .xy. loa VCCIOl"Ca ac dibujan siempre desde dos puntos fijos A y B. aimeutcameate 
localizados en el eje y a una distancia arbJuaria a del oriscn. Las coordenadas blpolmes O" y fJ 
ac relacionan con los vectores y &ngulos mencionados por medJo de 

"= 10(.!l!ill) .\' llrdl 
(2.30) 

Se tienen. ademú. las •tauicntcs relaciones que car~rizan al sistema de coordenadas bipolares 

y2 + x2 - a 2 - 2axcotfJ =O, 

(2.31) 



Solución en.IN~ P•• •l lll&do &snendo por un molino d9 do• n>dlllo•. 

con laa cuales ae ..,ecia que para /3 = comta111e (eatrc los ..... oa O :s; O ::; 2 1t ó --1t :s; fJ s 
1r) ac tiene una familia de ci'.Jl.':uloa con centros aobl"e el eje x en el punto (a COlfJ. O) y con 
radio iaual a a cacP. C ... curva de la f'amiUa toca loa puntos ftjoa A y B (que Rpraeaitan la 
loqltud a a lo l•SCJ del eje y ea aus doa dJnla::toaea (poaJUva y aes.uva). Pan o = coutaale 
ae tieae una aeauada Camilla de cfrculo• con ua ...Uo ipal a a cKho y ceMros aituados 90bre 
el eje y en el puMo (0. a cotho). Paa cualquier puato P(.r. y) los cfrculoa de tu do• f'lllDillM se 
latenectan ortosortalll'Umte de m.nera que la poaición de P se ubica mediante loa valtxea de o y 
/3 de los cfn:uloa que paaan a ttaWs de ~I (Ver la Fisura 2.1). Aaf. el puato A ac obtiene cuando 
o = +ex> y B cuando cr = - oo. Cuando /3 = O entonces los cfrculos depnenaa a lfaeas 
rectas verticales por M'liba de A y por abajo de B. Cuando O = "" ae obüeae uaa recta catre A y B. 

Fisura 2.1. Sls1crna de coordenadas bipolares. La variable o con11anle forma ctrcunfercnciaa cx~tricas 
a 101 pun1oa a. y ta variable /;J cons&Antc fontlil carcunfcrcnclas que se lnlcrlectan en 101 puntos a. Los 
vectores unitarios e1 5 e 0 y e2 = 8J p.,.a cualquier punto scftalan hacia el centro de lu circunfcrcnclas 
que ronnan los valorea constantes de la.' vUlal'llcs que deiemtlnan dicho punto. 

De eata manera eJl.iste una clase de problemas fisicos bldimenaionales cuyas gcomc:ufas 
pueden describirse eficien1ementc por la."' coordenadas bipolares. Por ejemplo. para problemas 
bldimensionalea en los cuales Ja región a <:onstdcl'ar ea: 

1. Una región finita UmUada internamente por un cfrculo y ex.ccnuunenle por otro cfrculo mayor 
no concc!ntrlco. 

2. Una región semi-inlinlta limitada cxtemamen1e por una Unea recta y conteniendo un circulo 
vacfo. 
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3. Una resida iaftatta ..._eeleedo doa -.u.fema ctrculwa de cualquiel" r.UO y dta1ancia de 
loa centro•. 

Si lblien ea&aa rqionea pueden pmecer un tanto peculi•ea. lejos del Ambtto de aolucioees a 
problelllM rcalea. debe lldal-.e que a.Jatc un alaalbnero de aplic-=ionea de la mec4alca de 
lluidoa P•• rqtoM:a como IM -la'lole•. ea ,,.Ucular ftujo ea cilindro• exceatrtcos entre otros. 
de ...- aplicatJ(lklad ea la illduauia pell'Olaa. 

El 111-ma de coonleam. btpolarm tiene lu alauJellle& --· El jacoblllllO ea 
t::..Tt:c-.:"Si• (<;c • .n:-·:..21} - {CUlla.ª:-.!.tw o 

o 

•Hlllto!9,".:f 
{cowbu cv•tJ} 5 

o 
"- 42 

y por 10 tanto. J = (cosb a - cos 8)2 · 

o 
(2.32) 

Loa vcctol'ea bue Kk del aiaaema de COOl'delladaa bJpolarcs con reapccto a lu coonlea.su 
cancalanas ac: obtienen a partir de laa Ecuaciones 2.2' por medio de (2 . .5) y (2.8). como ae 
mueaua a coatlauec:Aón 

p = coe~at seo!a/j i1 + cC:b:~°!:p i2 + z i3, 

•1 

•• 

Ea claro que 

8p 
oc;; 

a senha seo{J . 
(coaba- cos,8)2 11 + 

a (1 - cosba cos{3) i 
(cosb o - cos(J)'). 2

' 

a (coebo cos8 - 1) ii _ a seuba seofJ 
(coaba- cos{3)2 (coshct - cos{3)2 ¡2

' 

gu = S22 = hi1 = hª2 b 2, 
por lo que el racaor DM!trico queda como 

b = a = J~ 
c0&bo- cos/j 

(2.33) 

(2.34) 

(2.3S) 

(2.36) 



- SoltK:idn an.U'Uca P•• el flujo aener.do por un molino dm do• rodillo•. 

:z.:z Sol_ ...... fuacl6n de eorrieale ........... por 
.leftery [6) para - maHmo de d09 ........._ Ideal. 

Loa problema de ftujo lento. bidlmeaaloaal. cadn deacdto1 por la ccuac'6n blhmmóllk:a 
V"W = o. sujeta a condiciones de fronta'a apropiadas. Para oblellCI' una solución. ca convellieatc 
eJqll"CIMll' la ecuación u1er'iol' como un conjunto de ccuacionca difaeacialea pardales de KIWMlo 
onlen (21), 

(2.37) 

(2.38) 

que correaponde al caso del laplaciallo homogbh!o (2.38) y la solución del laplacialto no
lwmog'rteO (2.37). La aoluclón de eatu ecuaciones da la función de conteale. 

En 1922. o. B. Jeflery (6. 23) catudló el caao de un ftujo lento p•a un ftuldo conteaido 
cnue dos cillndroa f!!3CC'"'ricos. utilizando p•a ello la solución de elut.icidad lineal (de pequeftaa 
deformaciones) p•a eafuenoa aotwe una placa. ya que e-.ia&e una analoa:fa bien conocida enerc 
las ecuaciones de la eluücldM en una placa y el ftujo e11aCk>nsio en dos dimenalc..e• de un 
tluldo vtacoao e lncom¡seaible. en el cual la función de contente aaliafacc tambten la ecuación 
blhannóaica para V-',¡, = o. 3 

Ea claro que la forma particular de la solución depende de laa condiciones a la frontera. 
por lo que. ademas de poder plantearae la solución p•a la a:eomeUfa de cilindro• eadntttcoa 
prcacntada por Jeft'ery (6). tambien puede anallzm11e el problema de un molino de doa rodillo• 
iauales que airan cOR'ocacionalmentc a la mluna velocidad. haciendo cuo de las condiciones 
de frontera apropiadas. La solución propuesta por Ocft'roy et al. (4 J introduce una fuente de 
von.icidad adicional de manera que ea posible sallafacer las condiciones de fn>atera en el infinito. 
que no es posible con la solución de Dunlap (2). Ahora. ai loa rodillos tienen radios Iguales. 
entonces de la Figura 2.2 se Uencn varias propiedades de aimettfa para el campo de velocidades 
que pcnnitcn simplificar lllln mú la solución. 

La forma general p•a V.¡1/J = O. cJlpresada en coordenadas bipolares tiene la siguiente 
csprcsión (4) 

h•,p = Ao cosh a + Do o (coab a - cos /3) + Co seoh o + Do ar seoh a 

+K(cosho - cos,B) lu(cosha - cos,B) 

+ (A 1 cosh2o + 81 + C 1 senh2a) cos.B 

+(A~ cosb2or + C~ senh2o) sen.O+ E {4>.&Co) cosn/3 + tb~(o)senn.B). 
•=2 

donde h • rcprcacnta el inverso del factor meuico. es decir 

h• = ~ = cosha:: cos/3 

(2.39) 

(2.40) 

Ademú. ca 1925 Fru.a 1241 ¡.-upuo uaa ~ p.ra el ~ a. ~ de flr'*la• ca el hdlm.110 li1-•1e dlf__.... Oua.lp 121 eaco.uó - sohac:ióll pM'• la Nsióm ......._del pg10 •...__.....lo)' O.tfn>y el al. 141 ~ 
uaa naeuJdoloC&a comparable a la aquf ~que •i• emb.-ao S--it&a v.n. •i.._w.iclades IMJbf'e lu ...,..tll~ de lm fOdU~ 



Solaci6n a la (unción • COl'l'Nn• PftJPll9 ... por Jefhry .,... ... molino • dos rodillo• kle.&. 

Y lu fwlcloeea 4>u(<><) Y .P~(o) eada - por 

y 

4>..(a) = A. cosh (n + l)o + U.. coeb (n - l)a 

+Ca aenh (n + l)a + Da senh (D - l)a 

f/>~(a) = A~ coeh (n + l)o + B~ cosh (n - l)a 

+c'a. seoh (n + l)a + D~ senh (n - l)a. 

(2.41) 

(2.42) 

Fisura 2.2. En ata nsura se mueatra la po&iclón de lo• pun1os a del sistema de coordenadas bipolares. 
Jos radios de los rodillo• y unas lineas de conic:ntc que muestran la din:cctón del flujo. En cala fiaura se 
..,...,cia la almetrfa que presenta el dujo. 

El domlaJo sotwe el que iata"eaa definir el dujo leato ae define con bue en la seomettfa del 
rodillo. que dada la dl.aancla enttc loa rodillos. a. y el radio de loa mlamoa. entonces la superficie 
de los miamos queda almplcmeate deaaita por lo• valorea de ªR mediante 

2':t = coab OR. - l. 

y el f'-=tor de escala a de (2.40) ae calcula como 

o = Rsea.boR• 

(2.43) 

(2.44) 

Abol'a. con el propóallo de aplic• lu condldoaca de lllmeufa del campo de vcJocldadea que ac 
mueara ea la Fisura 2.2 ac calcula la velocidad en fullclón de la función de corrtea&c c::omo 

(2.4S) 



- Solución ....Udca P•• el ftujp 1enendo por UD molino dll del• rodillo•. 

cuyu componcatea aon. entonces 

Uo = 1 8'/> 8(bº.P) bº.t> ( ..!... 8bº) = 8(tP/b) ~ ( b 8(1/b)) 
ii 811 -¡¡¡¡- b• 811 ¡¡¡¡- h 8(3 

y 

.... 1 8'/> 8(bº'1>) + bº.p ( ..!... 8bº) = 8(,P/b) + ~ ( h 8(1/b)) -blJo: ----¡¡;;-- b• /Ja ---¡¡;;- b lJa • 

y de forma desarrollada ae tiene que 

y 

Ua =Ksen{J + Bnoseu(J + K ln(c0&bo - cos{J)sen{J 

+ cos(J(A~ coeb2a + Cisenh2o) 

- een/3 (B1 + Ai cosh2a + C1 senb2ar) 

+ EC-Cnsen n/3 (D .. cosh (n - 1)a + Au cosb (n + 1)a 
•=2 

+ D 11 senb (u - l)a + C 11 aeub (n + l)a) 

+~ C05b (n + l)a: + e~ senh(o + l)a + D~senb (D - l)o] 

- sen/1(.P/b)/(cosba - cosl'I) 

U!J = -Cn cosb a - Do a cosh a - Bo (cosb et - cos IJ) - An seoh a: 
-Dosenha - Ksenbo - Bnoscnb o -Kln (cosha - cosfj)senho 

- sen /3 (2ci cosh2a + 2Aisenb2a) + senba (T/J/h)/(cosha: - cos/3) 

ECcosuO(A .. (n + l)seuh (u+ l)o + e ... (n - 1) senb(n - l)o 
11=2 

+ Cu (n + 1) cosb (n + l )o + Du (u - 1) cosb (u - l)a) 

+ senniJ(A;,(n+ l)seob(u+l)a + B~(n- l)senb(n- l)or 

+ C~ (n + 1) cusb(n + l)o + D~ (n - 1) cosh(n- l)a)). 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

Es claro que si loa f'Odillos giran conoucionalmen1c. entonces para el punto localizado cntl"C los 
rodillos (or =O. /3 = 1r) se tiene un J'IUfttn en el cual la velocidad del ftujo es cero (punto de 
estancamiento). En la Fjgura 2.3 lnr. puntos materiales por arriba del punto de eatancamlcato 
se desplazan a la izquierda. en dircccton opuesta. aunque con la nllsma rapidez. que loa puntos 
materiales localizados a la misma distancia del punto de catancamlenlO pero por debajo de l!I. 
Esto es. cuando /3 = 1r (la Hnea que une lor. ejes de los cilindro•) el componente del campo de 
velocidad. paralelo a a. uu. cuando /1 tiende a 1f' por la dcl"ccha.. .,,.+, tiene el mlamo valor que 
cuando /3 tiende a 1f por la izquierda. 1f'-. Asimismo. el componente de la velocidad p•alelo a 
/J. UJ cuando /3 - 1r- tiene el mismo valor que cuando /3 - '1r+. entonces 

(2.!50) 



Solución a la fw.:ida ds ~ !PftJllUl9 ... por Jaauy p•a un molino de doa rodillo• ideal. •• 
Aalmlamo, coaalderaado lu allnetrfu del dujo reapecto de la Uaea horizontal localizada enll"c 
los rodillo• a = O me tiene que 

'f/3 { Ua(<> - o-) = Ua(n - Q+) 
utt(o - o-) = - utt(a - o+) 

(2.51) 

Para que laa condlclonea de atmeufa y de -Ualmetrfa (E.cum:lonea 2.50 y 2.51) se 
cumplan para el campo de velocldedea <EcuKionea 2.48 y 2.49). uUllzamoa laa rclacioaes 
sen(-8) = -een8. coa(-8) = c0&8, cosha = coeh(-a) y senh(-a) = -aenha 
para uul• loa coeficteatea que no cumplen con laa condJcioncs de atro corrOUtorio. De esta 

Fl8\ll'a 2.3. El campo de velocidades y loa componentes de la velocidad en coordenadas bipolares. Se 
muestran la lfneaa donde a= O y donde fJ = '1r. y con respecto a tu cualea se toman lu condiciones de 
stmctrfa del ftujo. wa representa el componente Uu. y ub representa U.:J. Caca del punto de catancamlento, 
los componentes de la velocidad tienden a ser paralelos a tos ejes caneaianos. 

fonna. al evaluar en u 0 laa condiciones (2.50) y (2.51) y uUUzando laa rcl.:iones mencionadas. 
tenemoa que los coeficlelltea Do, Co. C1, Cu, C~. Du y D~ deben ser iguales a cero; y que 
para Ud loa coeftciclltea A~, A~, D~. C~ y D~ se anulan. De esta forma. la función de corriente 
para un molino de dos rodUlos ldenUcos con alro conotatorio a la miama velocidad ansutar es 

~ = An cosho + Dnasenba + K(cosba - cos/3) ln(coaba - cosfJ) 

+ f: ((A11 coah (n + l)cr + Bu cosh (o - 1)a) cosn,8). 
{2.52) 

n=l 

El deaanollo ailfUien&e. en el cual ae obüenen las ecuaciones para oblcncr el valor de cada 
uno de loa coeftcientca restantes se baaa en el deaanollo que puacnta GeJJ'roy et al. (4) en su 
uabajo. La dlferencla que radica ea cale anAUals ca que el sistema de ecuaclonca sinwltAneas 



Sohacida ~ ,._. •1 ftlVo ........, por un mal.iao de do• rodillos. 

fiaal ae reaueJve de Conna dlMIMa. par lo que lu expratomea ftaala de loa coeficieatea dtllielea. 
eapocialmente para el coeftcteale K. 

La Ecuación 2 • .52 debe blm.b~n aatiafM:er" lu coadlcJoaea de froala"a v&ltdaa en un ftujo 
leato. La primera de ellas ea la COlldicida de eo de81J.zamieato ee la tUipCl'fk:ie de lo• rodlUos 
:J::a1t. dtfmeecialldo por medio del aiaao a un rodillo del oero. Si ae denoCa la velocidad anauJar 
de loa rodilloa por w. la condición de ao deaHz..nW.to ea 

u.,(oa) = -~:: /0 n= wR. (2.53) 

Por otra parte, la condición ctnemAtica que indica qve ao hay ftujo a traV4!a de las superficies 
de los rodillos ca 

1'u(aa.) = .! Eh/> 1 = O. 
h 80 orn 

(2.!14) 

FlWllmente el campo de ftujo se debe desvanecer' ea el iafiatto, siendo cala condJcidn repra.catada 
por 

u(a =O, /3 = O) = O (2.!l!I) 

o equivalentemente 

,P(a = O, /3 =O) = O. (2.!16) 

De cata rorma. suat.ituycndo °' = O y ¡J = O en la c:apreaidn de la función de comente. 
Ecuación 2 . .52, y ..,ucando la condición (2.56) reauJta que 

An + E (Au + 0..) º· (2.!17) 
u=l 

o 

An = - f:: (Au + Bu) • (2.58) 
u=l 

Alba reata por conocer los demú. cocficienlea de (2..52) por lo que para continuar conviene 
expresar eJ M!nnino losM'ftmlco de la ftladdn de corriente en láminas de &Cl"ies de FOlllicr. a 
pan.ir de la aJ~nte ecuación. como se indica a contiauación4 

:x: cosnd> 
ln(l - 2xcosq> + x2) = -2~-0-xU, 

u=J 

y uUllzando la equtvalcncta 

Jo {x + ~ = arcsenhx; x 2 S 1 y x cos" ~l. 

La isu.14sd de ... - ..... ll!D eale de--.ullu - ~YU .... lbo ... ·~,. a.. ..... e,.. 125). ce:. 1.514. 

(2.!19) 

(2.60) 

,, 



•• 
La Ecu.clóa 2.59 ae .,.- - de conna oqulvaJeate como 

(
1 +x2 ) ~ cosn<f> In --- - cost/> = -lo2x - 2¿,,_--X". 

2x u=l n 
(2.61) 

De (2.61) se puede fktlmente rccupeqr el U!nnlno tosmfUDJco de la ftmclón de coniente 
(Ecua':ión 2.S2) con el aiSUieate cambio de vMiablcs: aea <P = /3 y ~ = cosh a = e. 
Por taalO. Jo que reata ea~ ax en támlnoa de a. Del aesundo cambio de Variable• se 
Ueae que 

1-2xe+x2=0, 

cuya solución es 

"= -(-2el ±2~ e±~. 
x = cosho ± v'cosh2 a - 1 cCN!lbo ± seuha, 

(eª + e-0
) ::1:: (eª - e-0

) (1 ::1::: l)e° + (1 :::¡:: l)e-u 
2 2 

y obleni6ndoae finalmente 

{
e" 
e-u 

cuando la raiz es poalüva 
cuando la ratz es neaauva 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

(2.6'5) 

(2.66) 

y ata > O y x 2 ~ l. entonces la exsweatón aólo es valida para la ralz ncaatlva. por lo tanto 
x = e-0 y entonces. austlwyendo el cambio de variables en la &uactón 2.59 y utilizando el 
valor de x se tiene que 

""'donde 

ln(cosho-cos/J) = -ln2e-n - 2f:cosnn.8e-u.u 
•=l 

o - ln2 - 2f: e-:0r coso/j ·-· 
= ao + Ea.. cosn{J ·-· 

ao o - 1D2, 

... -2~ . 
Q 

(2.67) 

(2.68) 



.. SolUdlSD MUllftic.. P•• •1 ftujo • ......., pal' un molino et. doa l'Odlllo• . 

El lodo lzqUlenlo de la E<:Wldón 2.67 -e en (2.52) mulUplJC..SO J'OI" ( coah a. - cae /3) y 
eatOllCC& procedemos a expreaar como expanaiones ea 9Cdea loa dos Unniaos. Primero tomaado 
eJ u!nnlno coe /J se lieBC!! que 

cos/Jla(coabct - cos(J)= (ao + Ea..cosnfJ)cos/J 
•=• 

= ao cos8 +E._ cos{Jcosn/3, 
•=• 

(2.69) 

yudlJ...-. laeqUlvalencla cos/3cosn/i = !cos (n + 1)/:1+ ! cos{n - 1)/3, se puede e_.,.., 
de Ja aJ.Wenre manera 

Ea.. cos11/Jcos/J =°f:a,, (~ cos{11+l)/J+ ~ cos(11-l)/J) 
D•l U::!d, 

= ~ cos2/J + ~ + ~ cos3/J + ~ cos/J 

+ t,a.G cos(n + 1)/J + ~ cos(11- l)/J ). 

y91mpllllcandoa1lnm6a 

Ea.cos/3coaQ/.J ~T + T cosB +E (';1 + ~-l) cosn/J. 

-~ -· FJnaltnenle la Ecuac:Jdn 2.69 ae ex.presa como 

cos/3 ln(cosho - cos{J) = aocos/3 + ~ + ~ cos/3 + f:, (~+l +~-a) cosn/J 
•=2 

= T + ( ao + ~~-) cosO+ E (u...;1 + a..
2
- 1

) cosn{J . 
.... 2 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

El tbmJno propon:Jon.al a cosh o se puede tam:b~n represenc.r en tbminoa de una expansJón 
en llerie• de Fourter por. lo que se ücne 

coah o Jn ( cosb a - cae: /J) = an cosh o + _l: ª" cosh cr cos nfJ ,,_, 
= aocoeba + a1 coshocos/J + Ea..cosb acosn/J. 

a=2 
Aaf el producto ( cosl1 o - cos f:J) Jn ( coah o - cos fJ) queda como 

(cosh a - c0913) ID (cosh o - cos /J) 

= coshaln (cosh o - cosD) - cos/Jln (cosh o - coit/3) 

= ao cosh a + a 1 cosh ocos/J + E a.. cosh a cos D/J 

•=2 
ª' ( ª") ~ (....... a.-•) - 2- ao + 2 cosP-~ - 2 - +-2 - cosn/J 

(2.73) 

(2.74) 



Sol&ldóa a I• a-cldt\ d9 cc:n-... ......... por J•"'-Y ... uta moi#lo d9 .._rodillos W.al. 

)' reaarupaado loa U!nniaoa como f'-=torea de coa n/3 queda ftlullmeate como 

(collho - cos/J)ln (cosho - cos/J) = ( an co.ho - ~) + {•1 coeb o - ao - ~) cos/J 

+ Í:(aru.cosha a.;• a.
2
- 1)cosn/J. 

•=• 
SI-

bo ao coebo - ª' 2· 
bl a1 cosbo - llo - •• 2· 

"" .... cosho - a,.+1 ""-1 
-2- -2-

... -...... 
(coabo - coe/J)lu(cosho - cos/J) = bn + b 1 cosB + Eh.. cosn/j. 

•=• 
De esta fonna. Ja Ecuac•ón 2 • .52 queda como 

t- = Ao cosho + D 0 oseaho + K (bo+b1 cosB+ t,bucosoO) 

+ f; ((Aa cosh (a+ l)o + S.. cosh (a - l)o) cosa{.i). 
•=1 

(2.7~) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

CO• cata •ueva expreaióa para la fuacló11 de contente .e busca ahor'a conocer Jos valorea de Ju 
co....-e. utWzalMlo p .. eUo Ju coedk::ktllea del ftujo 90bf'e Ju •upafidea de Joa rodillos. La 
condición de cero lluJo a tra'l'ft de lu ~-de loa .-11oa nas indica que •Non, /J) = M 
(collSl.Ute 11eobda) para toda /1. Aal se ueee 

~'P,/J(oa, 13) = (coaaho - co;/J)M = An cosbOR. + K [bo + b1 cos/J +t. bu cosno] 

+Daon.senboa + f; ((A .. comb (o+ l)oa +S... cosh (n - l)aa) cos aQ). 
•=1 

A pupando loa tbndnoa de acuctdo al onten de cos n/3, Ju ecuac:iones quedan como 

(Ao - ~)coehoa + Dooasenhoa + Kbo =O, 

M + A1 cosb2011 + B1 + Kb1 = O, 
a 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 



-ypvan~2 So~n ....Ulica ..-•al ftujo •---=ID por un moUno CS. dos l'Odllk»s. 

A. cosh (o + 1)- + B,. cosh (o - l)<>R + K b,. = O. (2.82) 

Ahora aplicando la coadicldn de froat«a de no deSJtzamiento en la superficie de los rodillos. 
U.:J{0:1t)=wR .• se tiene 

wR = -AoaenhoR - Do(on.coehoa. + seuhoa) + ~senhon 

-K [seohaR ( llO + t, ... C06U/3) + senhaRJ (2.83) 

-E [(n + l)Auaeob(n + l)o:R + (n - l)B11seDh(n - l)aa) cosn/3. 
11=1 

Nuevunea1e. a,arupaado con respecto al orden de cos n/3. se obdenen otro IP'UPO de ecuaciones. 
lu cuales aon: 

( Ao +Do+ K(l + an) - ~)senhon +wR + DnoR.C08haa. = º· 
2 Ai seah 2on + K a1 senb ªR = O, 

yparan;:?:2 

(u+ l)A11senb(n + l)oa + (n - 1)0...senh(n - l)aa + Kausenboa =o. 

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 

Entonccs.llhoraselicaencomotncóanitaaaAo. A1. Au, D1, D 11 , Do, K y M.yseticnen 
aictc Ecuactonea: (2 . .58). (2.80 - 82) y (2.84 - 86). Como M ca el valor de la función de conientc 
1/.J en la superficie de loa l'Odlllos. el cual es constante. se le puede uiSllm" un valor arblUario, y 
por tanto ac tiene un alatema bien definido. Utilizando M =O. ca posible comenzar a reaolver 
el ala1ema. 

Resolviendo almuld.neamente laa Ecuaciones 2.82 y 2.86 se obtienen Au y Du con rc:apccto 
a K. quedando como 

(2.87) 

y 
B = Kaucosh(n+l)ara - bu(n+l)senh(n+l)aa. 

u D &enb 2Cl'R + aenb 2DCl'R 
(2.88) 

Expreaando las funciones hlperbóUcaa senbx = ~ y coshx = .. • 12 .. -· en las ecua
ciones de aniba se obtiene finalmente 

Au (u+ 1) - e-2uu" - D e-2u.._ 
K = n(o+l)[seuh2ooa. + usenh2oa] 

(2.89) 



y 
Bu. (n -1) + e-2uan - ne2°n 
K = n(o - l}[aeob 2noa + n senh 2oR] · 

(2.90) 

Ahora ae pueden oblellel' Ao, A1, D1 ,.Do en f'uacldn de K utilizalldo Ju Ecuaciones 2.80. 
2.81. 2.114 y 2.85. - <eaulta que 

Ka1 senbOR 
2seob2oa 

Ka1secboa 
4 

Di = -Kbi + Kas c;-!::::DhoR = -Kbi + Ka1 cotb2
2
a-asenho"R, 

Ao = 2RwQRseuboa-2K(bo(senhoa + an_coebQn)-(l+ao)Cl'Rsenh2oa) 
2 ctR + senh 2oa 

Do = An c:;:i ;:ii :R K bo 

Udllz.ando la Ecuación 2.!i8 se obtiene 

y finalmente 

An + A1 + B1 = -K f: ( ~ + ~) "' - K S 
P=2 

(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 

en donde S repraeata la suma plll"Cial que ae calcula f6cilmente con Ja exactitud requerida y 
sólo depende de tos p•amctroa aeoml!lrtcos de Jos rodlllos a trav~ de OR. Entonces. S queda 
expreaada como 

S _ ~ (-2n)e-211Qn + (n - 0 2)e-2un + (n + 0 2)e2º11 

- t:; (n - l)n(u + l)(senh2nctn + nsenh2on] · 

Resolviendo para K ae obtiene que 

K = 
Ao + A1 + B1 

s 
y ausdWyendo lu Cqll'eaioaes de Ao. A1 y D1 en la ecuación anterior se obtiene que 

K = -4Rwoasenhon./{2S(2oa + 9ellb2oa) + 4oasenh2oa(an + 1) 

-4bo(OR cOBboa + seuhoa) - 2b1(2ara + senh2oa) 

+a1 ( 2oacotb2QR.senhoa - onaecb.oa - ~aenhon + ~senh3oR )1· 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

Hasta cate punto ya se han obtenido los alece cocftctentca P•• el dujo lento de un molino de 
dos rodillo• ldealico• que airan corrotadonabncntc con la misma velocidad: aaawar. y que son 



-proporc.lonalea a R.w. Una vez que ae conocen loa coelicienlea de la t\l.ncJOn de comente 1/J para 
uaa ..,.,....,.na dada pueden calcul...., todas laa ~ del ftlúo. En panicul•, en la Fl8ura 
2.4 me mueatran las Uncas de cOll'teale para doa seometrfu diltialaa en laa que eJ dJ&metro de 
los rodUloa v...-a y donde ac manUcne ftJ• ta diMaDCJa catre e.Jea. 

Dunl•p (2) propone una CQUIClón de Bajo mlla aencllla p.-a el mlmM> problema, la cual "" 

a 2 w 
'f/,J = cosho cos¡3(Ancosbo+ Dnoaenbcr) 

con An = oa + ae.U::a coeh oa (2.100) 

y Do = <llR + ~=:~ ::ab OJl 

Esla ecuación llene alsunoa iaconveatensea. loa que son: (1) no repRSCDla apropildameate eJ 
desvanecimiento del ftujo en el laftaito. y (2) no coaaldera como ceauo de vonJctdad a loa ejes 
de los rodillos. sino que dicho eje cata desplazado o = ::f=:oo Ces decir. ea el punto repr-caeni.do 
por a). Por Jo tanto. la aoludón prq:JUCSta por Dunlap es valida como una aproximación para 
la restón cucan.a al punto de eawncamlealO. 

La IUnclón de conieate que aquf se uUUza (Ecuación 2..52) y la que utiliza l>ualap ae 
comparan calle af y con los daloa experimentales y numen coa que estaa reportados (3. 1 J. Loa 
ValOl'eS que utiUzan como valorea teórico& en loa trabajos de l>unlap (2). Gcffroy et al. ( ... 26) 
y Wang (3) son loa que se obtienen a pan.ir de Ja Ecuación 2.100. 

FiaJUra 2.4. OBftca• que representan Ju U.neas de corriente para do• tamdoa de rodUloa d.if'erentcs. 



Resulta de sran lmporbUICia .,_a lu aplicacloaes del molino de doa rodillos conocer las 
condk:loaes del ftujo en la cucanfa del punto lntennodlo entre loa dos rodllloa que. como se 
mcnctoaa aatertonncate. ae denonúaa el º"punto de catancun.leato... En realidad. pucato que el 
llujo ea tr'ldimcaaloaal. el punto de estancamiento corresponde a una linea f!n el flujo para las 
colldictonea ftj• o = O, f:J = 7r pero donde z toma cualquier valor. Ea prcciaamcnte esta 
propiedad del dujo que reauha de tnter& para medir la aniaotropfa de UquJdos pollmencos. 
puea cada una de las moll!culas en la .. Unca de estaacamiento"' conttibuye a la anisotropfa de 
iaual f'onna. f'aclHtaado medid.u con pu preclaión. Sln emb•So· en la discusión aubaecuente 
ae mantleae la convención ya eatablcclda y ae denomina punto de eatancanliento a la reatón 
wüdlmenaioaal del llujo deacrito aala'lormeate. 

AaJmJamo. ea evidellte de la Flama 2 . .5 que el punto de eatancunlento presenta condiciones 
cincadtlcas eaeaclalmcnte dlfercntea que las de otroa puntos en el flujo del molino. En parUcular. 
en la reskSn alrededor del pueto de estancamiento las lfneu de contente ae asemejan a hipábolu 
ai~caa respecto del eje de coorden..SU xy, mlentru que lejos del punto de estancamiento el 
ftujo ac aacmeja al simple cona.te. Conaccueatemcnte. a conunuaclón ae analizan en detalle las 
caractelfatlcaa mú relevantes de la clnem6Uca del punto de estancamiento. 

El anAl.lala de loa valorea caracterfstlcoa para los par4mctros del llujo en el punto de 
eatancamJento puede almplificarae notablemente realizando una expana!ón de la ecuación de flujo 
en tánlinos de serie• de "Jaylor hasta aepndo orden alrededor de o = O y f:J = 7r. por lo que 
ae obtiene que la Ecuación 2.52 queda como 

(' - (11-;; :i· + .... ¡,¡. = 

Ao~+';2)+00o2 +K[a2(i- (/1~7rf· + u;2)+2ln2- ~(/J-7r)2(l+ln2~ 
+E(~) .. (2 - n 27f'2 + 2n2Tr/3 - n 2/3) 

•=l 
(Aa(2 + c.2 (l+n2 +2n)) + Ba(2+c.2(l+n2 -2n))) 

(2.101) 

AaJnúamo, expandiendo en aeriea de Taylor lu Ecuaciones 2.27 alrededor de o = O y /3 = 7r se 
obtleaequey = ao:/2 y quex;;; a(7r - /3)/2; y entonces. despejando o y /3 de eataaeJ1prcalones 
y suaUtu~ndolas en la Ecuación 2.101 se obtiene lo aiauiente 

[2- 2x: + 2y2J..v = 

Ao(l + 2y2 ) + 4y2 Do + K [4y2 (
1 

- x
2

2
-

1º 2
) + 2ln2 + 2x2 (1 +ln2)] 

+E (-1)ª(1- 2n2 x2) (Aa( 1+2y(n+1)2) +Da( 1 + 2y2 (n - iJ') ). 
•=l 

(2.102) 



.. Solueión ~ p•• •I ftujo •.....-.do por un 1nolino do do• l'Odülo•. 

En la Ecuación .. rator, el -ao de la lzqvlmla ea propon:loaal a (1 - x 2 + y 2) . ..U-a. 
mulllpU- ambos lado• de la 1..,- por (1 + x 2 - y 2 ~. en cJ lado Izquierdo se Ucac 
caioncca quc (1 +x2 -y2)(1 - x 2 +Y2) = 1-x• + 2x2y -y•=1 c..- acdeopceciaa 
loa tennlaoa de orden aaanctrauco (v611do en la reatdn del punto de ealaacandeato). Aaf (2.103) 
puede reesatlline como 

~ (1 - x 2 + y 2] (1 - y 2 + x2}.V = ~,¡, 

An + 2Kln2 + E¡2 •(A11 +B.a) ·-· 
+ y 2 [Ao + 4Do + 2K +t. ;2•(2(A.(D + 1)2 +B.(D - 1)2) - (A. +B.l)] 

+ x 2 [Ao - 2K + f: i 2ª((Aa +B.) - 2n2(Aa +B.))]. 
·=· 

(2.I03) 

Si loa cocficicntca p•a x 2 y y 2 tienen manos opuestos. entonces la ecuación es cquJvalenle a la 
de un dujo bldimenaional hiper"bdUco de la Conna 

y2 - J>.x2 = e, (2.104) 

y cxdcnando la ecuación (2.106) en la Conna anterior se obtiene C... 

[An - 21( + u~l ¡2u((Au +Bu) - 2n2 (Au +Bu))] 
~- ~ 

An +•Do +2K + 11~1 .¡2&1(2(A11 (u+1)2 + B1a(n -1)2) - (Au +0...)) 

(2.I05) 

Ao + 4Do + 2K + -~ i2u(2{Au(D + 1)2 + Du(n - 1)2
) - (Au +Bu)) 

AdemU. debido a la c•acterfstica lineal de la aproJUmaclón de Stokes. es posible expreaar 
el campo de velocidades como 

U= Vu7 ·x. (2.106) 

ea decir. eJIPl'CSUldo cxpUcltamca&c el campo de velocidad bldimen&ional 

(2.107) 

donde 

(2.108) 



R..,US.z d9 COl19 Y sndo ••---~ •n •l pmllo d9 ..uacamillnlo. •• 
Eapaadleado ... e:.:prealoaea de U.u y U.:J ea acriea de 'lll.ylOI' baata tbminoa de aeaundo armo 
alrededor de (a= O,{:J = 11") y ulillzaado y= aa/2 y x = a(1r -f:J)/2 ae obtiene de.pu& 
de llimpllflcm-

y 

us= -~ [Ao + 4Do + 2K + :Í:>"'(2{<a + 1)2 A. +(a - 1)2B.) - (A.+ e.i)] (2.110) ·-· 
y al 

U,·= u,, (x') 
Ux:;;: -U3 {x.') 

donde x' ea el punto de eatancamlento. entonces. de (2.107) ae tiene que 

(2.111) 

(2.112) 

Por lo que la magnitud tkl gradiente de velocidad o rapidez:. de cone en el punto de eatancanúento 

.Y= [Ao + 4Dn + 2K + :f: ;2•(2(A0 (a + 1)2 + B0 (a- 1)2) - (A.+ B 0 J)] /a (2.113) ·-· 
y el partblwtro de flujo o grado extensional es 

... = 
[2K - Ao + E i 2"((2a2 - l)(A. + B0 ))] ·-· 

Ao + 4Do + 2K + 
0
f;

1
;:z.(2(A.(a+1)2 + B.(11- 1¡2) - (A.+ B.l) 

(2.114) 

el cual es l~auco al que ae obtiene por medio de lu Ecuaciones 2.104 y 2.105. Si bien no 
se calculó ellf'Ucltamentc el valor de .Y mediante laa Ecuaciones 2.104 y 2.1~. ea raen ver que 
ap.rcce impUcltamellte como el deaomln.dor del scpndo U!nnlno de la lzquienla. aal como en 
el tttmlao de la derecha. 

Como la Ecuackm 2.104 corresponde a una f"amtua de h.lptrbolaa. laa aafntotas se obtienen 
i1ualando la conatantc e a cero. entoncea se puede despejar el cociente de ~. el cual es i&ual a 
tan 6. El úplo apado que a.e fonna en el punlo de estancamiento por el "aucc" de las líneas 
de ftujo 26 ae define como la mitad del Maulo entre el eje de ftujo de enuada y el eje del ftujo de 
aallda el cual depende e...,ilcl,..._te del p..-Ametro del '"tipo de ftujo" J\ de la alBUiente maDCl"a 

tl=arctau.{~t). (2.115) 



•a SoJYCidn ... .udea P•• al ª* 1.-.-ID pw- un molino dm cloa rodllkla. 

La olicnlaclón O concapollde a la orieatactón del e•seavector priactpal del sradle.alc de velocidad 
Vu. y tambk!a repl"eaeftta la orteatmcióa ma. probable de un CuefPO defonn..so en el campo 
de Dujo pueato que dicha orieatación tambh!n cojllcidc con el eiaenvector principal deJ lcallor 
aradJ.entc de deform-=.lón D. La Fisura 2 . .5 muestra las Haeu de contente en la restón del 
pu.ato de eatancamteato p•a diferentes tamaaos de rodillo• airando cOITOlatOriamelllC a la m1ama 
vcloeidad aasuJar y aepandos una distancia de 34.00 mm eatr'C ejes. El valor p•a el ,;;ual 'f/.J(O, 7r) 
ca conataMc eal.6 araftcad<> y ac ob9er'Va como un .. cruce .. de lu Uneu de corrielltc. EJ aJpdfic.to 
que ac le da al úaulo (J ead repreaenlado por laa Uneu que cruzan el punto de eaaaac...Ueato. 
en donde se ha hecho la ..,n>JÚmacidn lineal preacntada en cata aección. De loa valcxes reales 
que van tom.ndo las curvas es posible aproximarse al punto de eatanQUnieato. 

0.116 

D.1141-~~~~~~~~~~~-'1 
a.1121-~~~~~~~~~~~-1 

-{!;;~::::~~'.'.'.:::~~==:::::~ 
-{l.IWI-~~~~~~~~~~~~ 

-{1.116 
L-~~~~~~~~~~~-' 

-0m -0.ms o o.ms 007 

(., 

-o.4-0A -02 O 02 DA 0.4 

(e) 

-OA -0.2 O 

(bJ 

(d) 

Fi8tlt• .z.s. Lineas de conicntc alrededor y en el punto de ca1ancamten10 para diferentes valorea deJ radjo 
de lo• rodillo•. (a) R • t.665 cm, (b) R - J.!110 cm. (e) R • 1.400 cm y (e) R • 1.075. El valor del 
anauJo entre las líneas que pasan por el punto de cmlaneamicnlo es 20. Lu Hncu que cruzan por el punlo 
de eslancamJcn10 Jndtcan la oricn&ación m4• probable de un cuerpo defonnado en el campo de ftujo. 
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Dunlap (2). por ou ·-· _ ..... .,,._..,_.,..el .,-de fllÜD y-· el ... -
de velocidad .,._del - de --to como 

(2.116) 

y 

.Y=~""'· (2.117) 

Los valorea que ac obtieaen de I• Ecuaciones 2.113. 2.114. 2.116 y 2.JJ7 aon compcado&en 
Ja ~a 3.2 ea la Sección 3.1. 

El puMo de eaaacamteato que ae ae.aa en el molino de doa IOdtlkn ea I~ porque. a 
dtf'ereacia de mucboa OU'D8 dJmpoattJvoa que seaeran ftujoa exumsionalea (por ejemplo. el molino 
de <=UMro rodllloo, el -- de Mel.._., el ,._ló_,, de M- el - de oplallnc. 
el ...,.10 de sn-.. y Oup<a. ele.). lu mol~ulu de poUmao• caca del puma de -.nic:ato 
eataa sometidu a defonnadoaea totalea muy srudea. y couccucalemeate. pueden alcaazmo el 
ma.Jmo cambio en la conf"Of1DKtdn conslat.eale con la qpldcz de deConnación aplicada (Ver 
TaaDa' (14)). 



Capftulo 3. 

Caracterfstlcas del flujo en la 
reglón entre los rodillos. 

Como ac aetlala en el C~ltulo 2. en el punto de estancamiento laa mol6culaa de pollmcro se 
pueden aomecer a defonnaclones muy arandea lo que facilita el estudio de au di""'1k:a molecular 
no-lineal y de ahf au importancia pua el laboratorio de keolo&fa Ópdca. En este Capitulo se 
analiza la reaión alrededor del punto de estancamiento. primero con una vtalón local del ftujo 
y aum«:ueatemente analizando ataunaa propiedades &lobales de 4!:ate para la reaión que incluye 
todo el domilllo entte loa rodillos. 

La impon.ancla del an&Hsis local radica en el hecho de que CJliate infonnactón teórica (Dun
lap (2)). Cllperitnental (Wang (3)) y de atmulactoncs numáicas del ftujo utillzando técnlcaa de 
elemento ftnlto (Singh [ 1 J) que penni~ realizar una comp81'ación con loa f'CSUlt.-doa teóricos 
obtenidos en el Capftulo anterior. E&taa comparactonea son tllilea pan: (a) validar el resul
tado aoalltico. (b) conocer las Umitaclonea Osicas que enftentan las t6cnicas experimentales y 
(e) pi'OVcel' asimismo una base aóllda para corretacion• tu interrelaciones de loa diferentes 
parAmettos del ftujo que tanto nunlbtcamente como CJlpcrimcntalmeatc resulta imposible de 
lopar. 

A conlinuac'6n la solución anaHUca ae aplica a un conjunto de conn.-aciones (d.lúneuoa 
de los rodillos y aepvación entre clloa) con loa cuales ae han realüado las medidas experimen· 
1ales de lu propiedad• del ftujo (Wang (3)) ademú de los cambios confonnacionales de las 
macromoleculas (Geffroy 126, 27)). 

3.1 Lu caracterfatk:as del 8ujo en el punto de ntancamlento. 

El flujo es aener.to por un molino de dos l'odllloa con una dla&ancia ftja entre ejes de 
34.00 mm y un conjunto de rodlllos de dlfcrcntc• l'adk>•. con loa que ac obtienen diferentes 
sepal'acioncs entre las paredes de átoa. como ae puede ott.ervar en la Tabla 3.1. donde se indica 
la denominación que se da a· cada rodillo (4). 'tambien se da la aeplll'ación cxlstentc entre sus 
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paredes y el valor que toma el P•Unetro a del aiatema de coordenadaa bipolares que pcrmjte 
reprcaenlal' a loa rodllloa con un valor constante de la COOl'de:Dada o. 

La exprealdn p•a el p•tlnctro de flujo ..\ en el punto de eatancanüento que se obtuvo tiene 
unos U!nn.laoe que se expresan como sumatorias que conveqen en el inftnito (Ecuación 2.114), 
mientras que la ecuación para el P•Uletro de flujo de Dunlap (Ecuación 2. 116) cal.A dada de 
una forma muy aencUla. La Tabla 3.2 mueSU'a loa valorea que se obUenen con las expresiones 

Rodillo radio (mm.) aeparación (mm.) a(mm.) 

A 16.6,0 0.700 3.431836 

B 16.3,0 1.300 4.6,,910 

e 1~.700 2.600 6~19969 

D 1,.100 3.800 7.809609 

E 14.170 ,_660 9.392076 

F 14.000 6.000 9.6436,1 

G 12.780 8.440 11.210334 

H 11.690 10.620 12.342767 

1 10.7,0 12.~ 13.169,67 

"h.bla 3.1 En cata labia se encuentran lm datos pua cada pu de rodillos, como son el radio, su separación 
y el valor del puúnctro a para cada par de rodillos con el cual se ajusta un valor de la coordenada o 
constante para representar a los rodillos. 

Rodillo lambda lambda lambda lambda lambda 
Dunlap ~ lbmJnos 2.5 U!rminos 12~ a.!rminos experimental 

A 0.0104379 0.11,312 0.01°'409 0.0104379 .... 
B 0.0196209 0.0988742 0.0196246 0.0196209 .... 
e 0.0403169 0.0810291 0.0403162 0.0403162 0.('47 

D 0.0604744 0.0819761 0.0604608 0.0604608 0.067 

E 0.0939736 0.102122 o.~1229 0.0941229 0.096 

F 0.1004238 0.107371 0.100692 0.100692 0.114 

G 0.1,01333 O.IS4612 0.1,2789 0.1,2789 0.160 

H 0.200,480 0.20774, 0.20719 0.20719 0.196 

1 o.2497712 0.2'9299 0.2'9108 0.2'9108 .... 
"h.bla 3.2 Tabla comparativa de los valm-es de ..\ en el punto de estancamiento para cada par de rodJllos 
obtenidos con la solucldn de Dunlap [2], la aquf propuesta (para diferentes ntlmeros de u!nninos en la 
sumaloria) y los valores experimentales que obUene Wana (3). 



"" 
mcncJonadu, puaealando cJ ndmero de U!l1nilla. en la aUIQ8IOl'ta de (2.114). Adelnas, se mueattan 
lo• resultados eJqJerimentalea que obtiene w-a (3) en un moUno de doa rodillo• de 25.00 mm 
de altura y con las caracaafsUcas acome111caa H.aadaa ea la 'hbla 3. l. En tal "lllbla se puede 
apreciar que la eaprealón obtenida tiene problemaa de convcqeada con pocoa tbmiao.. pero. 
sin embaqo. cate problema de conveqencia va diunlauyeado conforme el radio del rodillo 
diBlllilluye. Ademú, el valor que ae obtiene para el p•únelro de ftujo con la ecUKión que 
propone Dualap tiene muy buena aproximación p•a radio• del rodillo arandca pero conrormc 
el radio diamJnuyc, cata aproJUmación va empeorando. P•a loa rodillo• O. en loa reaultack>a 
nullM!ricoa que obdenc Sillah (1), el valor de..\ ea de 0.153. Los valorea e•pedmcntales aon m6s 
altos que los valorea teórjcoa para el p..arnetto de flujo ..\ (incluso del numtttco, que coincide 
con el v·alor que se obtiene con la Ecuación 2. 114), que puede debcne a loa efectos reales de las 
ftontaaa para el aneslo experimental que la aoluctón aaal:ftica no puede toms. 

El problema de convergencia anterior ea delicado cuaado se tiene que decidir hasta qu6 
tá'Tnlno se van a truncar ta aumMoria. Ea la ~bla 3.2 ae puede oblervar el problema de 
conveq¡encJa para pocos ~nos y la vUiaclón cu.ndo diamiauye el tmnafto del rodillo. La 
Fjgura 3. 1 muestra como vlll'fa el valor del parametro de ftujo ..\ en el punto de eatancam.iento 
con respecto al nwncro de tenrunoa repreaeatadvoa en laa •umatoriu. Se eacosió Ja p4fica de 
;\-m para el rodillo A (R = 16.6!10 mm) prcctaamentc porque ea el que tiene los problemas de 
convc:q:encta mú ruencs. En la Tabla 3.2 ae observa el ad.mero de U!mUnoa mínimo cuando la 
Ecuación 2.114 no es confiable (aproximadamente 30 támtnos). y a p.Ur de tal punlo el nd.mao 
de b!nntnos que ae elija sólo es cueaUón de la precisión que ae deaea. Los resultados anaUzados 
cq el reato de eale trabajo se han calculado utilizando m = 125 lénninos para poder garantizar 
una buena precisión en los datos obten.Idos. 

1 
. 

Figura 3.J. Or41lca de la variaclOn del par&metro de ftujo ..\ en el punto de estancamiento con respecto al 
nomcro de tt!rminos en la sumatoria para R - J 6.650 mm. El tunan o del rodillo que se escoBiO para esta 
fisura ae debe a que es &te eJ que prcacnta mayor acnalbilldad al nllmero de lá'mlnoa en tu sumatorias. La 
variación con respecto al nllmero de term.J.nos en la sumatoria dtaminuyc conforme el radio de Jos rodillos 
es menor. registrando una convergencia mas r'pida. 



Lu c•~ .. ri•Uc- ckl flujo en el punto do ••tancmniento. 

La Fisura 3.2 muestra el comportanUeato de lu eaprealonea de .\. p_.. el puato de ea· 
tucamtento que propone Duatap (2.116) y la EcuM:lón 2.114. Como oc~ apreciar. la 
aoluclóa aquí dada preaenta un comporcamjento coadnuo (el vakw del lfmlte de .A cuando R - o 
es 1 ). mienuu que la aolucióll que propone Dualap preaeata valores mayores que 1 cuando el 
l'adio ea meftOI" que 0.43 cm ..,roalDl8dameate, dalldo valOl'eS de .A ft.lsa de ranao, debido a 
que este p•ametro ll\lo toma valOl'eS de -1 a 1. Sl blea no ea pl'6cUco bacel' experimento• con 
rodllloa de l'adlo pequetlo, la solución que propone Dualap y la aquí d..sa toman valores muy 
cercaaos cuaado el radio de loa l'Odllloa ea arande (mriba de 13.00 mm) . 

... 

D.2 

DA ... O.a 1 1.2 
lldie (Cl!ft.) 

Flpara 3.2. Comparación del comportamlcnlO del parUnctto de ftujo .\. en el punto de cstancarnlenlo en 
función del radio del rodillo p•a una dlatancia cnu-e eje• de 3 . ..0 cm. La línea continua corresponde a 
la solución aquf dada (Ecuación 2.114) y la Unca punteada a la solución que propone Dunlap (Ecuación 
2.116). La Unca conUoua tiene como límites a .\. = O cuando R • 1.7 cm y .\. = 1 cuando R ""' O. La 
solución de Dunlap toma valores del partmctto de ftujo fuera del ran¡:o -1 ~ .\. ~ 1 cuando el radio es 
menor que 0.43, como se puede obscrvu en la sranca. 

El valOI' de la mqn.iWd del aradicnte de velocidad en el punto de estancamiento es otro de 
los parametroa de Importancia en el eatudlo del flujo aenerado poi' un molino de dos rodillos. 
De forma semejante que pU'a el pU'ametro de ftujo .\., es poalble compvw loa valOl'CS de -Y en 
el punto de estancamiento pen> con una difaencla: exiaten dos c.prealones para el e.aculo de .Y. 
tanto para la aoluctón que propone Dunlap como la aquf d8da. Una de ellas ae obtiene por medio 
de una aproJlimaclón deaanollada a pM'tir de aeries de Taylor. y la otra capreslón es la que se 
obtiene al evaluar ta mqnltud del tenMX" aradlente de velocidad en el punto en cuestión. Para 
esta segunda comparación. me cuenta tambi6n con resultados eapertmenlalea. En la Tabla 3.3 se 
mueattan loa dato• obtenido& poc laa reapc:cllvas exprealonea -tea mencionada&. 

Como ae puede obauvar. loa valorea de la mqnJ.IUd del pwllente de velocidad normalizados 
para rodillos de tamaao 1rande aon idat.tlcu para tu eapl'CSionea de Dunlap y la solución con 
t~ ~noa. "lamb~. las aproUmaclonea aon precisas para estos caaoa. Sin embargo, al el 
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tama&o de loa rodllloa .e reduce. la expreaiones empiezan a variar en aua ValOC"a. Comp•ando 
toa reaut&ado• ceóricoa coa loa dMo• eapaimeatalca. se ob9erva que pwa loa rodillos B y C loa 
~alOfCll te6rlcoa son mayorea que loa espcrUnentalea en no tnú del 3%. P•a loa rodillo& con 
dlmeaaioaea menorea D. E. F y O loa valorea e-.pcrimeatalea aobrcpaaaa loa valorea teóricos por 
mell09 de 3% y ftnalmcate para loa rodillos H. toa valorea teóricos nuevamente aon mayorea 
que los experimeatalca. Esto 41.Umo puede ser el reaultado de una sep•aclón caue rodillo& <a = 
10.62 mm) que ea del orden de la mitad de la loaattud de loa mlamOa. por lo que loa efectos de 
borde debido• a la p!'eacacia de tu ...,_ de la celda de tlujoa (coloc.aaa a 125 mm de diM&llCia 
en la dlreccton :; del centro del ftujo) alteran el valOI' de .X ya que ae dlfiUMlc vortlcMhd en la 
ditección de ::. Loa efectos debidos a la cldatencla de tu frontaaa hacen que el flujo teaaa un 
carKter esUictamemc Uidlmenaional. y la idealización bldlmenalonal resulta vMlda sólo cwtado la 
longitud de loa rodillos ea mayor que au sep•adón. Por lo contral'io. csp&ic.- la discrepancia en 
tos valores P•• el cuo de loa rodillos B y C resulta haata ahor'a impoalble. ai bien la diferencia 
ea tnfel'ior al 3%, 

Rodillo -io/w aprox. "io/w "'r/w aprox. "'r/w "'rw/w 
A 47.237331 47.239904 47.237331 47.239904 ... 
B 24.819154 24.823931 24.819154 24.823931 24.1 

e 11.741155 11.750694 11.741156 11.750694 11.7 

D 7.610899 7.624803 7.610783 7.624681 7.114 

E 4.670160 4.690736 4.669733 4,690372 4.83 

F 4.329777 4.351555 4.329427 4.351319 4.44 

G 2.692708 2.722886 2.695945 2.727231 2.80 

H 1.868669 1.905877 1.87967 1.919587 1.114 

1 1.391422 1.434168 1.4IOll4 1.457431 ... 
'Tll.bla 3.3 Valores comparativos de la mapltud del padiente de velocidad normalizado con respecto a 
la velocidad angular en los rodillos ..Y/ w para los diferentes radios de los rodillos. ~D / w stanlftea qu.: 
es el valor obtenido con la soluclOn de Dunlap para los dos tipos de capresioncs; .Y J w representa el 
valor obtenido con la soluctOn aqu( dada con 125 tamtnos en la swnatorta. y '°Y\\'/ w Indica los valores 
experimentales que obtuvo Wan1 (3). Los datos son adtmcnstonalcs. 

La corrección de los efedos de lu rrontecas se puede hacer. por un lado por medio de lb:nicas 
Opticu de medición que pennlten cvalus loa erectos de lu ventabas (froatau) y de cata ronna 
poder conocerlo• y cllmln•loa. dando uf datoa mu cercanos al cuo bt.dirnenstonal; por otra 
parte,, aumentando la altul'a de los rodillos. se puede loll'• una :zona m6a ca1ema en donde el 
ftujo es P1"acticamen1e bidimcnaional. Con cataa hc:n'amicntaa. ca posible propollCI' un di.ello 



de un molino de dos rocl.Uloa y t6calcaa de medJclón muy preclau que permtUrU desarmllal' 
experimento• con muy alto arado de eaacdtud. 5 

Como ae ha podido vtaualizw. la metodolasfa pluteada por Genroy et al. (4) que acusa 
aquf .,.. olbeeaer la aolucJdn ofrece venuuu sobr"e la propuesta por Dunlap. al sel" 111.ú coherente 
con la teorfa: f"alta ad.a compararla con datoa eapcrimeatalea obteatdoa con una mayor exactitud. 
Por otra parte. lu aolucioeea nullM!rtcaa obteaJdaa mediante elemento finito (1) muestran un 
comportamieato parecido al oblealdo coa la aoluclón aqul dada. 

3.2 Ca.-.eten.ttca. del campo de ftujo ......... 

Ea uaa primera t....aa. ao ea poalble haaa el momento aaber qlll! le ocune en au ttayectoria 
a una molll!cula del ftuido. en parUaal• por el punto de vls&a euleriano que ac utiliza, pero af 
ca poal.ble conocer IU propiedades del ftujo en cada punto como función de laa c:oordeDadaa 
aolamellte. Ea por ello, que en esta Sección .e mueatta el an6Uala para encontrar loa padmetroa 
de lmponancla del ftujo. 

El campo vector'lal de la velocidad ead dado por 

(3.1) 

y el arad.lente de este vectOI' da el tensor gradiente de velocidad que se expresa c01no6 

Vu = :;;.r = u,.,. r~ (3.2) 

en donde 

(3.3) 

y 

(3.4) 

y en donde { kmn} repr-eaeata el coeficiente de Clutatoft"el que es iauaJ a 

{km n } = ~ a:.J:... . y en coordelladal bipolarca cada uno de loa coeficientes se 

El uat.jo l'..aiado psa _.., ,_ er--... clll lu ...--... lo UeY6 a e.a.o~ de &a Luz H....._z Pr'- 12•1 e• .u u.ti.Jo 
de .._u. Ea ella - ~el f~an a lo 1-.0 411 - eja dplko el cual ae eM:Ue ... ea el pua&o de ~)'ea psa&elo 
aleja de•- '°*llos. ·~ kw ef.aoe * 1- --... Com ~a &a,..,...._~ pma ot....- aa. ~ ... ea lwl 
... .,.._ r...U...._ poi' c.io. C- p..._ 1291 y Edwta O•d• M\IAara IJOJ. n -.nra el dPoeo de lwl cira¡¡U. psa Ueval' a 
cabo~_,, pnciau. 

• El de&MTollo coalf!ICllo de cada - de 1- eaprcax.-~ c:om c:4kQlo te...tal ae pqedcaa --WYI' ea. el labro do 
Nal'alli...._..(20). 
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Capl"C&aD como 

{ 2} -" l l = codlu c-3• 

{ 
2 } _ 098 

2 2 - cíÑ&u co•il• 

{ 
2 } _ { 2 } _ ~Ml!q • 

1 2 - 2 1 -u cua18 1 

dollde p•• cualquier otta combtaacióe de m. k y n. el coeftcieate es iaual a cero. 
Por lo tan.10. el tensor ..-U.ente de velocidm en coordealdaa btpolarea ead d8do por 

[t:~-~"" Vu= 1;~+0~Uu 
t:l!l!r-+~ .. " º] 
t:ll.lr-~ .... o 

o o 

(3.5) 

(3.6) 

y ou mqftllUd llVull = vfTr(Vu Vui) da la ...,,.,uau1 del gradie•11e de wlocUlad eapr-.. 
como 

(3.7) 

JIVull =i' =[(!Bu... - seu/3ut1)2 + (.!.ª"-• + senhoutt)2 
b lJc:. a h O{J a 

+(1lJu!J seo/J ) 2 
(lBu!:J senho )'i•t2 ii Bo + -a-u.. + h IJ{J - --a-Un . 

Como sc puede apreciar. el aradlente de velocidad eat.6 expreaado en trea dimeaaloaea. pero como 
el fcaómeno que eatamoa analizando ea btdimenatonal. de aqul en adelante todos loa vectores y 
tenaorca ae eJqll'eaan como cantidades bhltmenalonales. 

Factodzando el leftllOI" ..--Ucate de velocidad en au panc al~ca D y au parte anUalmietrica 
w. ac Ucnc que 

(3.8) 

[ 

t:~-~"" 

D= "21;-(l!/!r-+~) 
+f.¡(senho u3+seo8 Ua) 

*(l!l!t+~) l +.j;;(seoba U3+senfJ u...) 

t:~-~ .... 

(3.9) 

y 

(3.10) 

[ 

o 

'W' = -*(l!l!t- - ~) 
--f.{.senhous - se.nfJUa) 

(3.11) 



•• 
A partir .de Jaa ecuacionea aaledorea a poúble COllOCel' la IDaplilUd de D que ae calcula como 

llDll = v'Tr(DDT), (3.12) 

donde llDll eottapoade a la rafz del promedio del~- de loa et•enval<><CS de D, y entonces 

flDIJ =[(!ªUn - seo/Jus)2 + (!ª"!J - senhou..)2 
b8o a h8{J a 

+!.(!(ªu... +ºVa)+ c~us+aeo./Ju..))==1112. 2 h {J{J {Ja o a 

(3.13) 

En la Fisura 3.3 oc m- laa Unen equlpoCeaclales de ,P. llull. llVull y llDll para un 
rodillo con radio de 10.75 mm y distancia cave ejes de 34 mm. 

'tamb~n ea poalble calcul• loa e11eavcctorea (o vectores propios) de D. orientados a lo 
larso de loa ejes plincipalca de def"onnación de Vu. Loa eiacnvectores en un ftujo bimensJoaal 
ealú definido• por 

(3.14) 

en donde el primer elsenvcctor N+ conespondc a la dlf"erencJa de los ténninos en el primer 
elemento. y N _ es el .epaado daeavector coaeap:1ncUeate a la suma de los táminos en dicho 
elemento. Estos etaeavectorea se pueden nonnalizs y catoncea 

(3.15) 

Si utilizamos la aigulentc relación p•a aimplifics la notación 

Du - D22 r=----
2D12 

(3.16) 

reaulla que la maanthld del etaenvcctor de D ca 

(3.17) 



CU".c:: .. rúücu del ftujo en I• ,..aidn •ntre lo• rodillo•. 

'" 

(<) "' 
Figura 3.3. Las cr4ftcu que se muestran corresponden a 101 rodlllos de radio R • 10.75 mm. y una 
separación entre ejes de 34.00 mm. La figura (a) presenta hu lfncas de corriea1e; (b) muestra las isoplctas 
(Hncas de Jau.al maanitud) de la magnitud del campo de velocidade• llufl el cual alcanza su valor mU.imo 
sobre la superficie de los rodillos; el punto de estancamiento (o= O, j:J = 11") esbi localizado al centro 
entre los rodlUos. La figura (e) co"caponde a las lsopleuu de Ja magnitud del sradientc de velocidad 
UVulJ y la figura (d) corresponde a la magnitud del tensor de deformación llDIJ. 



C•edaúlk• del cmnpo de ftujo &loNl. 

El vectol° uatt.k> D:t: ea eatoacea 

{ 

r'f'~ 
n~= J2(r2:¡:r~+1)' 

y lo• valorea propk>I. o etaeavalorea de D mon 

(z = Du ; D22 :¡:: J (Du ; D22) 
2 

+ (Du)2. 

Sl ae uUUza ahora lu alpieaaea relaciones 

Du - ~2 = (Vu)11 - (Vuh:z = p 

y 
2D12 = (Vu)i2 + (Vu)21 = q 

y me aualwye en la eJqll'eaión del vector unitario llC obtiene que 

ª"'= {"'2¡,.J1"'~ v2 yp- +q-

o 

D+= {-72Jl -~ 
D-= {+~Jl+ ypr+q2 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Eatas exprealonea son v&lldaa para q >o. sln embargo. se pueden hacel' vAUdaa pma cualquier 
valor de q con mólo afectar' el valor de p cuaado esl4 en el numerador por el alano de q. 

Ahon. el cuntM.o de orientación p•a el vector w:Utario, como funcidn de la poaldOn y en 
el Umite cuando la .epvadOn enue loa punto• tiende a cero es 

lim a(x) - a(x') = lim a(t) - a(!+..:0.t) = da 
4&-o dx ~r-o .O..t dt 

(3.24) 

y entoncca la l'azón de cambio en el llempo concaponde a una rapidez de airo rcaultado del 
cambio de ortentaclOn para la dirección de deformacJOn que ae puede eapreaal' como 

(3.25) 



.. 
en donde 

y 

1 (ª"" lJU!J) 1 p= h --¡¡;;;--¡¡¡¡- --;;(senf:lus-senbou._..), 

8p = senba c2~ _Buº)+.!.(~_ dlus )- .!.(sen{J Bu!J _ coshou..1r) 
8or a Bar 8/3 h /Ja' 8a80 a Ba 

8p sen/3(8Uo lJutJ) 1(82
u._.. IJ2u9 ) 1( Ou..) 

lJ/3 = -a- -¡¡;;¡- - 2 {}{:J + b IJ{JlJo. - iJ{J2 - a COS {3 Utt-senba {J{J ' 

y tambien 

y 

1 (ª'""-• IJU!J) 1 q = b 7iiJ" +--¡¡;_; +a< senhor U!J +seo {3 u._.), 

8q senba (ª""• 2 au!J) 1 ( lf2·u.. dlu!J) 1 ( f3 Bu,, b ) 
{Ja = -a- -¡¡¡¡- + ~ + b lJa-lJ{3 + 87 + "Q &ell Ta"+ COC!i Q Utt 

llq sen/3 ( Ou., Ou") 1 (O"u., O'u~) 1 ( Ou") 
8/:1 = -ª- 2 {JfJ + 80 + b -¡¡jj2 + li7.i'8Q + a cos fJ u....+seobai-¡;¡¡- . 

De la Ecuación 1.23 tenemos que la derivada material de n es 

~~ = :7 + u·Vu. = n · o 

y la Cll.prcsión u · Vn est.4i dada por 

(u·V) n= [/; (u.,(~ - !,'scud •») + u3 ( l!Jlt- + !,'scnhau2 ))]. 

l;(u..,(~ + ~scu8ni) + u.:1(IJ!t- ~senban1)) 
Entonces n . n queda como 

y se tiene adcnás que 

n. n= [Ou Un]·["'] = [011n1 + 01202] 
(f21 022 02 n~nn1 + 022n2 

11+1 = -11-2. 

D+2 = D-1• 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

por lo que ea posible formar un conjunto de cuatro ccuaclonca para detennlnar cada uno de los 
tbtninos del tensor n expresado de la sisuicntc fonna 

011u+1 + U12n+2 = (u·VD+)(i} =A, 

O:uu+1 + 022U+2 = (u·Vn.+)<2> = B, 

flull-1 + fl12n-2 = (u·V0-)<ll = C, 

021n-1 + 02:!U-~ = (u·VD-)(2) = D, 

(3.36) 

e 



'·· 

.. 

y ftnalmeate se obtiene que 

On = D-2A - 11+2C , 
u.+111-2 - n-1n+2 

012 = n+1C - D-aA 
n+tD-2 - D-111+2 

021 = 0-28 - n+2D 
n+1D-2 - 11-10+2 

O _ 11+1D - D-18 
11 

- D+tll-2 D-111+2 

.. 

(3.37) 

Ahora se puede conocer la vortlcidad objetiva o invMiante. pua cambios en el msco de referencia. 
uWtzaado la Ecuación t .24 

y de ( 1.28) se aabc que 

W=W-n 

1+.11 _ llDll -G 1-,.-¡¡w¡¡- . 
Por lo tanto. la expceaión para el par&metro de dujo se expresa como 

,_ _ ~ _ llDll/llWll - 1 _ llDll - llWll 
- G + 1 - llDll/llWll + 1 - llDll + llWll. 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

La expresión resultante del p•"8elro de dujo ..\. es muy complicada y dlflcll de almpUficar. 
Alln aaf. 11e puede conocer el valor del par4mctro de ftujo para cada punto que sea de tata'& 
y wnbk!n es posible conocer su comportamiento a lo largo de ciertas direcciones en donde se 
atmpUfica la ecuación. como por ejemplo. cuando o = O y para ¡3 = 11'". 

Este miamo procedimiento ae uaa para obtener la expresión del parAmelrO de ftujo paca la 
ecuación de ft~jo de cate dbpoaitJvo que propone Dunlap. la cual resulta almplc.en comparación 
con la que aquf se obtiene. 

3.2.1 e-..--. e----.. - •••lo•- - eje :r C<> =o). 
Si bien la información que se muestra en la Fisura 3.3 permite vlaualizal' globalmente los 

cambios que ocurren en el molino. cata información se puede complementar con el cambio de 
a11unaa proplcdadca (en ftmción de ... coordenadas y para realoncs eapecJficas) pero que ofrecen 
un mayor arado de detalle. 

En particular. el valor del parUncaro de ftujo • ..\.de la mqnihld del gradiente de velocidad • 
..Y. a lo lqo de direcclonea capecfficas en el flujo. tales como el eje x dado por o = o. el eje 
y cntte los rodillos definido por {J = 7r y eJ eje y alejAndosc de loa l'Od.illos /3 = O se pueden 
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oblener en f'onna aimpUftcada. En la Tabla 3.4 se mueman lu tuacioaea que se eliminan que 
.bacen que el an6Uaia en eataa direcciones ae almpUfique. 

Para a =O Para O=" P•a/J=O 

h=~ h=~ h=~ 

u~ =O 'Uu =O U.u= O 

!¡¡!..=O ~=º !!.J!a.= o 
~= o !!.:!.e.=O ~=O 

~=0 ~=0 ~ =O 
~= o ~=º ~= o 

~= o ~=º ~=O 

Tabla 14 En e•ta tabla 1e muestran lu funciones que •e eliminan para loa difctcntea casos particulares 

En eata aubaección se muestra el componamtcnto de ..\ y de .Y a lo 1-.:0 a = O. Las 
ecuaciones aJauient.es se obtienen utilizando los datos de la Tabla 3.4 y el desmTOllo obtenido 
en la Sección 3.2. y entonces 

en donde q y ~ ealú .._ por 

1 (ª"""" 8u!:J) senl'I q = ii "OiJ" + 7iQ +-a-"°' y 

8p = !.(82u.. - /Pus) - !.(sen/J8u9 - ~)· 
80 b 8o'l 8a8{J a 80 ' 

y el valor de la maanllud del 11r..i1en1e de velocidad -Y = UVulJ es 

vClº"'·)' Clº"" 1 )' 11'17u1J = --- + --- + -senl'l u.. . b 8/3 b /Jo a 

(3.42) 

(3.43) 

Las Fisuras 3.4 a la 3.6 muesuan el valOf' de ...\ a lo larao de a = o. (Ecuación 3.41) a part.Jr 
del punto de estancamiento. en donde la runción es aimetrtca. Para los rudilloa de radio R = 16.6' 
mm y con 34.00 mm de separación enue sus ejca. el valor de ...\ en el punto de eatancamJento 
ea 0.0104379. Pra los puntos que se alejan del punto de eatancamiento. el valor de ...\ ae vuelve 
neaaUvo. en particular en la reaión en la que se uene un vórtice puro (..\ = -1) que para R = 



.... 
16.65 mm ...U localizado - de 34 - a partir del -to de --=ami-to. v- au 
poUción hasta 28.!5 mm cuando R = 1O.75 mm. La prcscncta del vórtice tambi6n se oblel'Var en 
la FJ1Ul'a 3.l(d) ea la que se muestra la m .. nitud del ar.UCnte de deformación p•a R = t0.75 
mm. que se cacueatra en la reslón cin:ul.- (alrededor' de x = ::1:2.85 en la cacala de la pifica) 
donde lu defonn.::lonea son nulas y daicameatc se tiene vOl'tickhld. 

Un aepado punto de lnta'e. ea aquel ea donde el ftujo se tonua caai purameasc elonsacional. 
con un compoftamlellto aemej•tc al vónlcc en función de la aeparllción a pan.ir del punto de 
estancamiento (ver la Fipra 3.4). -- -11 (•) 0.75 /\__ 0.5 

025 
-02~'""'\J,.--.......... ;¡-·,--10-12-·1· .. -" 
-o.5 

-0.75 
-1 

0.7;~ /\_(b) 0.5 
025 

-02~r ... v~-.. -:-t-6::--=,~710~12~-."' .. """ 
-0.5 

-0.75 
-1 - --l~ (e) 0.75 ~ 0.5 

025 
-02gF ... v:-:2::--.. -:-+-6:-~.~~10~'!'!12~1"' .... 
-0.5 

-0.75 
-1 

(d) 

0.7;r "'-0.5 
025 

-02~1-'Tv-:2::-~::-6,=":,~1'!'!0!'""12-=1= .. =. 
-0.5 

-0.75 
-1 

Figura 3A. Ol"Aftcu de la variación del parimctro de ftujo ..\ con respecto a ta posición a lo lar10 de eje x 
(o - O). Laa sr&ncu corresponden a: (a) R • 1.66!'1 cm. (b) R ... 1.510 cm •• (e) R .. 1.400 cm y (d) R = 
1.07!'1 cm. Ob&C!n'cac que todas laa aran.cu muestran la misma estructura: ( 1) el punto de estancamiento, 
en donde el pU'Amctro de ftujo ..\ tiene un valor poattivo ddinldo por el radio de los rodillos; (2) el punto 
en donde .l. ea J&ual a -1. que Indica un ftujo completamente rotacional. es decir. que la dcfonnacion es 
nula; (3) el punto en el cual ..\ se acerca a t. que •ignlfica que el ftujo se hace fuatcmente extcnsional. es 
decir. que la dcfonnación es m4alma debido a que la vortictd~ es mlnlma; y (4) loa puntos en los cuales 
..\ es lpal a o. en donde el nujo ea cortante y la defonnación ea lpal a la von.icidad. 

En laa Figuras 3.5 y 3.6 ac graftca la informactOn de la Fll'U'a 3.4 pero ahora reescalando 
la abscisa con el radio de loa rodillos (Fisura 3.!5) y con la acp•ación entre loa rodUloa (Figura 
3.6): esto es, la coordenada ca ahora adimenaioaal y corresponde a x/ R y x/ g respectivamente. 

Para R = 10.7!5 mm de Ju P'"1caa en las FJ1uras 3.4 - 3.6 ea cima que la posición del 
vórtice o del punto en el que el flujo es puramente elonaacJonal varia fuencmente cuando la 
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llbKiaa me neacala ea U:rm.laoa de R o •· Sln embaqo. el efecto de reeacalandento se vuelve _ .. 
11 (•) 0.75 /\._ D.5 

a:l.5 

-02~~V~""'.2:--~~.:=--::,-~.-=;;wwa 
-a.5 

-0.75 
-1 _ .. 
D.7~~ /\___(e) a.s 
D25 

-a2~F""\)'"""'2=-+•,.-;"""!,-..,,.-.,,llJ.,.. 
-0.5 

-0.75 
-1 

-0.7~~ ~(lo) o.s 
025 
~~~v:-:2:--t-~.-'""'::-,-~-~10 .... 

-0.5 
-0.75 

-1 

-0.7~r ""-(d) 0.5 
025 

-0.2~ ... ~V~2,.--......,,...-.,,,~..,,.-.. "'.,.. 
-0.5 

-0.75 
-1 

Figura 3.S. Oraticaa de la variación del para.metro de ftujo .\ con rcspcclO a la pastelón a lo lar10 de eje 
x relativo al radio del rodillo que genera el ftujo. Las griftcas conespondcn a: (a) R • t.665 cm. (b) R 
- 1.510 cm. (e) R - 1.400 cm y (d) R - 1.075 cm. ,_ .. 

11 (•) 0.75 (\__ 0.5 
0.25 

...,zs:t""v:--:50=-1~1;::ac=--:-:1so=-"!!2DD==2<;'°"" .,. 
-D.5 

-0.75 
-1 

C.7~ \ "'--(>) c.• 
D.Z.! 

-025:1'"(\J-:'º::t-""'20~-="':-•..,=="""so"""'ª 
-D.• 

-0.75 
-1 

- -
10 12.s 1 t7.s"'• 

Fisura 3.6. Or4ftcu de la variación del parimm:uo de ftujo .\ con respecto a la posición a to largo de eje 
x. relativo a la separación de las paredes de tos rodillos. Las pilleas correapondcn a: (a) R • J .665 cm, 
(b) R • 1.510 cm. (e) R • l.4'00 cm y (dl R • 1.075 cm. 



.. 
maa notable a inedlda que el valor de A en el punto de estancamiento d.iamlauye. P..-a el cuo 
del moliDo con rodUloa de radio R = 16.65 mm ea f6c:H ota.erv• que el vórtice ac aleja del punto 
de eataacam.leato. localtzaadose ..,..oJlimadamelltc a 50 vecea la cUataacla entre tu p.-cdca de tos 
rodillos. Esto ea. debe de eapenne que dicho vórtice ae localice en x/ g - ex:> cuando .>. - o. 
que es lo que debe eapc!W'SC para el ftujo con.ante &imple. Las a!SQieMea Flauru muestran el 
compon.am&ea10 que preaeata la tnaplltud del p.Uente de Yeloclcbd i' con respecto a x. x/ll y 
"Xlg. todas a lo 1-so del eje horizoaal, de modo equlvalenae a las Fisuras 3.4 - 3.6. 

Dos obtlervacionea relevutea se bacen: primero se ha supuesto la miuna velocidad anaular 
para todoa loa parca de rodillo• y comecuentemcnle a medida que la distancia entre rodiUos ae 
reduce el valoc c•aclelistlco P•• la mqnltud del aradiente de velocidad aumenta considaablee 
lllCD.te. Esto ea. cu.amelo R = 16.M mm, i'UU&:J1:(0 =O, f.3 = 11") ~ 48 aetr1• mienuu que para el 
par de rodillos con R = 10.7.5 mm -a la miuna velocidad anauJar que el par de rodAUos anterior 
-, i'wax(a: = O, /3 = 11") :::::::: 1.45 a-1• -

~l 
<•> 

1 2 3 • " 5 6 

" 5 " 

-
jf\_ 

(b) 

" 1 2 3 • 5 6 

l~~(d) 
12. 

§l'--~~~====~~~ .. 
1 2. 3 • ' 6 

Fisura 3.7. Ol'Aficu de la vart.aclOn de la map.Uud del ,sradiente de velocidad i' con respecto a la posición 
a lo tarso de eje a (o •O). Lu arAncu corresponden a: (a) R • 1.66.5 cm. (b) R • 1.510 cm. (e) R • 
1.400 cm y (d) R - 1.075 cm. Lu arUcu muestran que el valor mAa.imo de la m .. nilud del aradicntc 
de velocidad -Y se encuentra en el punto de estancamiento. y cuyo valor disminuye rapidamente cuando 
noa alejamos de tel. 

La segunda obacrvacldn se relaciona con el .. ancho caractertsüco'" de la función ..Y(o = O) 
en la que clararncatc la re&ldn con un valor medio de ..Y es m4s amplia para los rodillos con una 
sepanM:lón menor entre ellos. El ancho de -Y (o = O) se puede ver fAcilmc:n&e cuando la abscisa 
se reescala por g. que es la separación entre 101 rodillos. Figura 3.9. 
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l 
<•> 

L - .-1 2. 3 • 1 2. s • • 
.... 

(e) 
.... <•> 

ll ~ - -l 2. 3 • • l 2 3 • • 
Fisura :J.a. Or6ftcu de Ja variación de la mapUud del padicnte de vcl<M:ldad .Y con rcapccto a la poalclón 
a lo largo de eje x relativo al radio del rodlllo que seoaa el ftujo. Las ar&flcu corresponden a: (a) R • 
1.66.5 cm. (b) R • 1..510 cm. (e) R • 1.400 cm y Cd) R • 1.07.5 cm • 

..... 
<•> ~) 

¡~ ~ 
z.•6•m121• 

~l 
20 

.. ,.,. 
... 
~·· 

2. • 6 

Fisura :J.9. OrAftcu de la vanación de la mapltud del padlcntc de velocidad .Y con respecto a la poaiclón 
a lo 1ar10 de eje x relativo a Ja separación de lu paredes de loa rodillos. Lu anncu corresponden a: (a) 
R • 1.665 cm. (b) R • 1.510 cm, (e) R • t . .tOO cm y (d) R • 1.07.5 cm. 
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Eala _.........del ftujo ae - _al,_IC a q- p.-a Á(o =o, f3 = ,,-¡ ::. 0.2ll el 
valor de la mqaltud del pad.leiate de velocidad depcmde tuenemeale del valor medio de la __..de lu --(lu •_.,lea dc loa rodillo•). Aof, ""'ª UA - - el ftujo cen:ano 
al puMo de a1ucamlea10. la dJatancta medida a los cililldroa ea eaau:lalmeate la aepancidn cave 
loa rocUUoa. pero tal eac;:ellUio ae modlftca r'Pidamellte A&aado a aumeaaa y laa paredea de los 
rodilla. ae alejan r.tpldunoale dcMdo a la curvatura de loa mJunoa. Eatc cf'ecto ea ciertamente 

(O) 

aD CJ m 90 IDO UD J4D ... 

~ts±: f 
2.5 S 7~ JO 12~ 1S J7.S ... 

C-) 

~if- ¡T 
JO JS ali U JO ... 

& 
• • • .. 

FJsura 3.Je. CJrUlcas de la variación de la m .. nltud del Sfadlente de velocidad ..Y y del par'1tletro de flujo 
A con rcapeclo a la poalciOn a Jo Jarso del eje x n:Jatlva a la separación de las paredes de Jos rodillos 
""•· La línea continua es la de ..\ y su escala ese.a marcada. a Ja JzquJcnla y la llDca punleada es Ja de i' 
con su escala a la daecba de la sr4tlca. Lu sr4ftcas cOITapondc:n a: (a) R • 1.66.5 cm. (b) R - I.!SIO 
cm. (e) R • J . .-00 cm y (d) R • 1.07!5 cm. Se puede evaluar la JnftuencJa del pU'UhCll'o de flujo ..\ de 
acuerdo al valor que loma Ja magnitud del p-at:Ucnte de veloci<hd .Y. esto quiete dectr, que aunque..\ tome 
valores mts Sf'ande$ que eJ que Uene en el punto de estancanUcnlo. los efo;:tos que ejerce en esas zonas 
son meuora debido a que el valor de i' es pequeao; siendo de cata forma eJ punto de cstancamicnlo un 
punto de arandcs cambios conf<>nnaclonales para las moléculas que ah( se encuentrcn. 
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meaor CWllldo la aeparaclón eatre rodillo• ea pequda (rodllloa llda ~) y. eatoacea. al ancho 
de la-· i'(a. =O)_,., en .,..Ucular--la -aallucldn de la abacloa oe da 
ea UWlnllK»• de la .,,,,.....adn eatre loa rodllloa. Eate reaulUdo ea c:oapueatc coa el caso lfmHe 

- flujo - ~ ea el que g/R. - O. 
La Fisura 3. JO muesara Ju ar6fiCaa a-to de Á como de ..Y ea ftlactóa de la diatancla deade 

el puao de eatamcamketo. cmrapolldleatea a lu Fisuras -tea meaci0118daa. Ahof"a ea ctmo 
por que la elliateacla del vdftice ea mb notable en el cuo de rocU.Uoa con R = J0.7~ mm. 
ya que el valor del• fuación ')-(o= O) ea dtf"erente de cero ad.a en la reatón del vórtice m6& 
cercano al puato de eatancamJ.ealO. Eaco ea. PWll la realóa delimitada por 1 :S: x ::; 2.8. colllea.ida 
en el vórtice • ..Y > o. y propicia la ex.tateacla de Haeu de ft-.Jo cerndM que 1<>11. ottaervables 
cxpcrimcnlabneate. Eace vórtice. ai bien eaiatc p.111'• cu.lquicr geometría del molino de acuerdo a 
la Fisura 3.4. la lnleaaldad del mluno diamilluye .-.pidalneate cuaado la meparaclda entre rodillos 
ae reduce. Ea 9UIDL de acuerdo coa la Flama 3.10. no aólo la poaJ.ción del vórtice ae aleja 
del punto de ealaftealDleato aiao que adea.aa la lnteaaict.d del miamo deaecc aubatancialmeate 
respecto a Ju c•actft'fllllcaa del nujo ea o = o, /j = '11"'. 

Como reaultado de Jo aataiOI'. Ja reaidn alrededor del pu.ato de eataacamleato ea la reaidn 
m'9 importante del nujo. puelJ lu ouu u~aioaea ealú caraclerizMlu por valorea de ~ cen.::aaoa a 
cero (ft.UO cortaate Umrple) cuando ..Y difiere de cero. Por ello. el molino de dos rodillos praenta 
una realón clonaactonal en la que el campo de velocidad ca pcquefto. y que ea capaz de Inducir 
arandea cambios conf"ormacionalea cuando el lfqWdo uene lllia'oeauuctura como es el caso de 
aoJucionea poli~ricas. 



Capitulo 4. 

Consideraciones para el dlsefto mecánico 
de un molino de dos rodillos. 

Con base en laa consecuencias no deseables presentes en el diaefto de la celda de dos rodillos 
reportados ca (4) a continuación se describen algunas ideas relativas a la conauucción de una celda 
de ftujoa con las cuales se busca subsanar tales dcflctcnclas. La parte modular de las mejoras del 
diaetlo ae baaa en el conocimiento del Oujo ideal bidimensional generado por el molino reportado 
en los Capftuloa anteriores. aaf como la nc.ccsldad de incorporar otras ideas resultado de Jas 
t6cnlcas ópticas complementarias utilizadas en el estudio de los cambios confonnacionales de las 
macromol6culaa inducidos por el flujo que han sido rcponados por Bautista (31] y Hermlndez 
Prlan (28J. 

La celda de flujos propuesta tiene: ( 1) una rcc4mara cuyo contOl'no se ha optimizado de 
acuerdo a las lfneaa de conicnle que se obtienen cuando se analiza el Hujo generado por diferentes 
parea de rodillos; (2) una altura que pcnnitc mantener el caractcr bidimensional del ftujo. a pesar 
de los erectos de borde debido a las tapas de la recamara. y (3) tapas de zafiro isotrópico. 
cuyo doble propósito es primero poder hacer mcdicinnc." de anisotropfa de lfquidos tan pequcllas 
como las del mismo malerial de las tapa.o¡ y scpndu. visualizar y estudiar detalllldamen1e la.' 
caractcríaüCU del ftujo en regiones alejada.." del punto de estancamiento. Cada uno de estos tres 
puntos ac antplfa en cate Capfwlo. 

4.1 Dlseft- actuales de molinos de dos rodillos. 

Los molinos de cuatro y dos rodillos son dtsrostuvos que ya se ban estudiado y utilizado 
con aaledorldad en l'eolos'ª· En la mayor-fa de los casos. la región alrededor del punto de 
estancamiento es la reaión principal de estudio. debido a la variedad de tipos de ftujos fuertes 
y esfuerzos que llC pueden generar. los cuale5 resultan de intcres p•a el estudio de diversos 
fenómenos (deformación de mol~ulas, el componamiento de pcqueftas gotas inmersas en otro 
ftuido, etc.). los cuales rcsula.an de interés pr4ctico en operaciones de ingenierfa qufmica (21) o 
de la me.c4nica de Hu.idos de lfquidos viscoclásUcos f 13]. enttc otras Arcas. 



74 

El molino de doa rodlllo• ha aklo conatruldo con antedoridad con dtvcnaa confisuracioaea y 
considerando laa d.ivenaa t6cnicu de inatrumentación. medición. y vlauallzación que aeacral.meale 
requieren emple.-.e ca forma conjunta. Eatoa molino• dan en la rcaión catre loa rodillos n>talorios 
una buena aproJlimación a un ftujo lineal, con relacionea de la r11Pldez de deformación y la 
vonlckbd y la mqattud del ar.ueaae de velocidad lndependtentcmeate controlados. En el caao 
de rodillos C01Tot.alolioa, mov~ndDae a la misma velocidad anauJ•. el Upo de ftujo ea collb'olado 
por la acomeb'fa del dtapoaitivo de ftujo, ea decir. el rlldio de los cilindros y la aeparacióa ealre 
aua psedea. y la mq:nitud del padlente de velocidad ea proporcional a la velocidad anautar 
de loa cilindros. 

El experimento reportado por Gelfroy et al. (4) utiliza un molino de dos rodillos encerrado 
por un comorno circu.lar como ac mucatta en la Fisura 4. 1, teniendo la celda un dl'8nelro de 
80.01 mm y capacidad para rodillos de hasta 16.65 mm de radio. La separación catre loa ejes es 
de 34.00 mm y Uene una altura (loasitud de Jos ejes) de 25.9 mm. La .reatón catre loa rodlUoa 
tiene ventanas de crtRal para realizar medidaA ópUcaa de las pr~iedadea del fluido y del flujo. 

Figura 4.J. Contorno circular del mollno de dos rodillos que utilizó Oeffroy et al (4]. Este contorno Uene 
regiones en donde el Huido no participa en la dinámica del Hujo y se considera como volumen mueno (A). 

AllJU.lloa de loa inconvenientes del diseno anacrtor se pueden resumir de la siauJente manera. 
Primen>. la reslón A de la Fisura 4. t representa un gran volumen del fluido que difJcilmente 
panJcipa en la dinimica del flujo y puede considerarse un volumen muerto. Este punto es 
una desventaja p•a el experimento. en plll'licular cuando se trabaja con soluciones pollmc!ricas 
que para su prepal'Kión se requienm alrededor de 12.000 dólares por litro. Operativamente. este 
volwnen Incide inneceaariamente y de manera desventajosa en los coatoa de operación de la celda. 

Segundo. la rc¡iión B es una resión de Hujo clongacional pues Vu tiene componentes en 
la dirección de u. Por ello. la rcsión en la que se producen grandes dcfonnaciones no est4 
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contenida exclusivamente a la reaiOn entre loa rod.Hloa. lo que complica el cAlculo de laa hlawriu 
de defonnación que ae aplican a un poUmero. 

Una tacer desventaja ae debe a la reatdn de ftujo ubicada en c. pues ahí se tJcne una dlatancia 
caracteñadca para el flujo del orden de la que existe en la rcaión del punto de eatancamlcato. 
Como resultado de ello, loa valorea de la maanitud del gradiente de velocidad .Y en tal región 
son del mismo orden que en la reaión ceattal, lo que una vez mú complica el c41culo de las 
historias de deformación para mol~aalas que pasan cerca del punto de estancamiento. 

Si bien la altura de la celda no aparenta ser un punto aitico en el diacfto. en l'calidad. 
el efecto de borde debido a la distancia ftalta a la que ae encuenttan las tapas de la celda es 
un serio problema experimental que recientemente ha sido analizado en detalle por Hcmúdez 
Prian (28). La concluaiOn princlpal del trabajo de Hemandez Prian se relaciona con toa cambios 
de toa valores para tos diferentes p•Anletros en la realón cercana al punto de estancamiento, 
y debidos a la difusión de vortlcidad por la presencia de tu tapas y que ealA condaclonado 
dl.-ectarncntc con un fuerte efecto sobre la anlaouopla óptica del liquido poU~co. Esto es. 
cualquier frontera representa una fuente de vontcidad que se difunde hacia el interior del flujo. 
Pueato que el punto de eatancamJento representa el punto en el que la vorticidad es lllfnima. et 
efecto de las tapaa es notable a medida que el valor para el parAmetro de flujo aumenta (cuando 
la vorticidad disminuye). Este efecto es importante si (a) la separación enttc rodillo1 es del 
orden de la distancia enue tapu y (b) si la viscosidad. que es una medida de la dlfusividad de la 
vortlcklad. es grande, lo cual es siempre el cuo con las soluciones poliméricas . 

Como ae menciona en el trabajo de Oelfroy (4). la re1ton alrededor del punto de es
tancam.iento se cawdia a trav& de dos ventanas de vidrio que cstAn montadas en las tapas mediante 
tres tomillos de suje.ción. Con esta contt9uracton. el procedimiento de montaje de las ventanas 
se puede realizar apllcando la tensión neccsarta en los tres puntos de sujeción de manera que 
los esfuerzos residuales en el punto central de la ventana conesponden a una anisottopfa ópUca 
mfnlma. y ae puedan lo9rar asl medidas de gran preclaión en la dctennlnación de las propiedades 
de ani&Otn>p(a óptica del Huido de intcr~s. Sin embargo, los esfuerzos residuales en las ventanas 
no aaranüzan que la binefrtn1encta par&aita tenga una valor constante para cualquier punto en la 
ventana. De hecho. experitnentalmente es f&cll probar que la interferencia debida a la.o; ventanas 
para puntos cercanos al punto de estancamiento no es despreciable y que tata depende fuene
mente de la región en la ventana que ae analiza. lo que ocasiona un en-ar sistem4tico importante 
en las medidas de antaocropla del fluido. 

Entonce•. si se realizan estudio• de las propiedades aniSOUópica.' del fluido para regiones 
completas. es recomendable que las tapas aean uansparcntes y que la anisotropla residual sea 
mlnima para cualquier reaión de la ventana que se analiza. 

Es por ello. que en este trabajo ae propone el uso de ventanas de zafiro que cubren todo el 
donúnio del flujo. Sobre t9tas han de fijane las monturas para los rodamientos de los rodillos 
conotatorios y a traves de estas puan las ftechas de uansmiaión. Las ventanu de zafiro se pueden 
cortar de modo que el eje anisotróplco est.6 en la dirección normal a la superficie. Ademú Uenen 
una excelente resistencia rnecinica y buena conductividad tl!:rmica. caracteriatJcas dcacables para 
el eswdlo de fluidos poUrnedcos. 



Coa esta nueva coeftswaic:idn extate la po&tbiUdad de corroborw Ju predicciones que se 
-- ea el C-s>faalo 3. Sin emb•llO· ..._,tal culüdo.., - ....,... para q11C el ftujo 
se Seatft: bajo condiciones lo m6a ~a I• Ideal. A collliauacidn se aaaliza.a. lu poaJblea 
coaaccueacJu de seaenr flujo• con un mollao de dos rodillo• que. a d!f"«eacia de las cond.idoaes 
de fi"oalel'a en el infiailo. lihora el mollao esdi totalmente c:oateaido Cll uaa celda. 

4.2 Contorno ..... _.... de ·~ 

Al couJderw el contorno de la celda de ftujos con la f"OlllUI de una Uaea de conieale de 
la soluddD propuesta en el Capitulo 2. se tMnca dismiauil' loa eCectoa de borde que aenenn 
Joa COBlCWllOB Utili~K (•J. Es CYJdeate que aJ Variar cJ contorno. O la altura de Ja ceJda. el 
volumen de la aoluclda del du.tdo a cstudi• tamblda varfa. Por ello. a coaUnuacidn se aaaUza el 
ef"ecto del contorno de la ceJda mú apropiado. buscando que loa ef'cctoa de borde sean mlDJmos 
y que el volumen total de Ja celda sea tambl~ lo mú pequeao posible. pues por Jo general. 
paa la pnparaclón y uso de soluciones poU~caa ae requieren aprox.imadamente mil dólares 
por mueaua. 

l-JfW'a ¿a. Coauorno propuealo para el molino de do• roc:IUloa. Se muestran' tambU!n 101 rodiJl01 A e l. 
que llenen re.pccUvamcnte JCS.fi!i y J0.7.5 mm de radio. Elle conlomo se obüenc al unir las reglones que 
delimitan Ju líneas de corriente de: Jos rodillos A e 1 que pasan por el punto (O. 42.00). 



Con&onlD d9 la ~ de ftujoa. .,., 
Para seleccionar la forma de la celda ae Hjó inicialmente su altul'a en 38.00 mm (que es 

!10% m'8 alta que la utilizada poi' Oeffroy (4) y Waaa (3)). Posteriormente ae seleccionaron las 
lfneas de con1eatc de loa rodillos A e 1 (de 16.65 y 10.75 mm de radio respectivamente) y se 
calcutson lu meas de laa auperftciea deUmJtadaa por dalu. observando que no difies'an enue sf 
en mú de 1% de su valor. 

De eata fOl'IJla. la mejol' aproximación ae tiene cua.do IM Uaeaa de eottiente de loa rodillos 
A e 1 cotaciden en el puato (O. 42.00). Una vez dcftnldu las Hneaa de corriente se calculan 
lu auperficiea de las inseneccioaes. Con loa puntos meacionadoa. es posible obtener con 
Madlem.tica'lM uaa IUnclón de iatapolack1n tipo ••aptlllC"" (tatcrpolactón c'llbk:a enu-e aeamentoa) 
e latesrada aumiertcameatc para un cuadrante. coa lo cual se calcula el area y de ahl obtener 
el volumen (Figura 4.2). 

Una vez delinido el coatomo. se procedió a calcul• la variación de la mqaJtud de la 
velocidad 11u11 y de la mqnitud del gradJeatc de velocidad .Y en el contorno. De esta fonna. se 
pr'e1eade viaualiz• la inlluencia de una frontera real. en la cual la velocidad es nula debido a la 
colldk::ión de no deslizamiento y de pared lldUda. 

En la Fisura 4.4 se mue&U'an cuauo configuraciones posibles para el molino con el contorno 
propueao junto con lu iaopletaa (que al t1ua1 que las curvas de nivel. es en donde toma la función 
en consideración un valor conatante) de la mqnihld del gradiente de velocidad. La isopleta con 
el valor mU.imo ea aqueUa que pua por el punto carteaiano (O. 42.00) y el valor mfnlmo es el 
que pua por el punto en ta Intersección del eje x con el contorno (el punto (23.32. O)). Esto 
ea. la vmtaclón ea mú m..cada en la confi1uraclón con rodillos de di4metro menor en la región 
cercana al eje x. Esta variación en el eje x se muestra srattcamcnte en Ja Figura 4.3. 

1.1 1.2 1.3 lA 1.5 1.6 

Jladlo(cm) 

Fiaura 4.1 Or4ftca en donde se mueaua la variación de la magnitud del erad.lente de velocidad .Y en el 
contorno propuesto. La lfnca punteada indica el valor mAJLimo que toma el parámetro en cuesUOn y la 
Hnea continua. el inferior. Nótese que la variación de la mapitud del gradiente de velocidad es pcqucna 
comparada con el valor de la mqnltud del gradiente de velocidad en el punto de estancamiento (en donde 
.e tiene el valor mhlmo). Para R • 16.65 mm la variación es menor que %%% y para R • 10.75 mm 
dicha variaciOn ca menor de %~%. 
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(11) 
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(d) 

Figura ..... Gráficas de la variación de la magnitud del gradiente de velocidad ;.. alrededor del contorno 
pt'opUCSto para diferentes tamaftos de rodllloa. Lu araticas CorTCSponden a: (a) R - l .665 cm. (b) R = 
1.510 cm. (e) R - t.400 cm y (d) R • 1.075 cm. Las grMticas muestran que la variación mayor de las 
l1opletas de .Y con respecto al contorno s.e encuentra en donde el eje K tnteraecta la frontera. 

La Fll'lf• 4.5 mucatra la variación de la maaaltud de la velocidad l\uH. en donde se muestran 
tu iaoplew tangentes al contorno propuesto y se nota. aobre todo en la '111Uma pilica que c:Uatc 
una reaión que cngobla el punto de cstancamjento. que en los rodillos de radio mayOI' toma una 
rorma ahusada (que no se aprecia cottea.amente en las arAftcas debido a la resolución). Esta 
.. isla"" que se fonna alrededor del punto de estancamiento concsponde a valores de la magnitud 
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de la veloctdld ccn:anoa a cero y ae convierte en pdcUcuneate una Unea para los rodillos mu 
arandea. por lo que no se obaerva en lu curvu de valor conataate de JluJI. 

(•) (b) 

Fisura •.S. Gt'Aftcaa de la variación de la maanttud de la velocidad lluJI alrededor del contorno propuesto 
para diferentes tamanoa de rodillos. Las gr6ftcu corresponden a: (a) R • 1.66.5 cm. (b) R - 1..510 cm. (e) 
R • 1.400 cm y (d) R - 1.07.5 cm. Debe aclararse que la resolución de la gr6ftcu no muestra clU'amcnte 
el componamiento alrededor del punto de eatancam.liento, escepto para el '111Urno caso, pero se puede ver 
que todas las figuras Uencn esencialmente los mismos contamos. 



Las caractel'fatk:u de la celda de ftujoa son: 

t. El dlseao considera un alto arado de p.-aleUamo entre los ejes de loa rodillos y con la menor 
e•ceatricidad alrededor de cada eje de los rodillos con el objeto de reducir las poa.lbles 
uimetñaa del campo de ftujo. Un alto grado de p.-alellamo entre los ejes de loa rodillos es 
necesario para aaranlizar que el campo de ftujos se mantcaaa estrictamente bJdlmenaJonal. 
mJeatru que un rnla.imo arado de e.cenlrichlad se rcqldtte para que la poaición del punto 
de estancamiento pc:nnanezca fija en el espacio. con un valor' coaalante para el p.-.meuo de 
ftujo. Estas caracrcrf•Ucaa Uesan a ser requaimientos illlpOl'UftteS debido a que el ftujo o el 
OWdo varfan tuertemc:nte como funciones de la poaJción. 

2. Laa vcatanaa de zafiro tienen la propiedad de tener una blnefrinsencia constante y soportan 
estuenos arandcs que no distoraionan sus propicdadea Opttcas. adcmú de pcnniUr la 
visualización de casi todo el campo de nuJo. · 

3. La celda de ftujos cuenta con un canal de rcfrtaeración con el cual se busca conttolar Ja 
tcmpcl"al\ll"a del ftuJdo. Esto c.'i debido a que la mayorfa de las AOluciones pollmtttcu 
cambian sus propiedades físicas con pequcnos cambios de la tempeqtura. con Jo cual resulta 
de mucha ilnponancJa conuolar la temperatura. 

La celda de ftujoa tiene una separadón entte cjc..'i fija (de 34.00 mm) y cuenta con 8 pares de 
rodillos. El cuerpo de Ja celda es de acero inoxidable, el cual tiene buena resistencia al benceno 
y al tolueno, y contar.lli con un recubrimiento superficial de cromo negro. El tn4ximo volumen de 
la celda es de aprolll.lmadamenlc 1 1 O mi (para los rodUlos m.As pequeftos). 

Los cristales de zafiro se van a su_ietar en Ja celda por medJo de unos anJllos y sellada con 
arosellos (O·rings) de leftón. Estos cristalc.~ van a lencr dos •aujeros de J2.50 mm por donde 
van a pasar los ejes de los rodillos y esLAn los soponc.'i de los rodillos. 

El punto J de la.'i C•actcrfstiCa.'i de la celda de nujos Uenc que ver dJrectamente con las 
tolerancias. Ju cuales deben ser evaJuada."' de acuerdo a loa efectos que tensan sobre el dujo. De 
acuenlo con esto. se proceder~ a analizar el contomo y loa rodillos. de fonna que se obtenga un 

-ait.aio para detenlltnar la.• rolerancua.<ii. a Ja.' cuales se debe ajuarar la consuuccJón de la celda 
de ftujos. 

4.3.1 CIMculo del tor- requerido. 

El tol'que o momento por unidad de longUud requerido por los rodillos del moUno para 
mantener el ftujo se calcula Jntcgrandu a In largo de la circunferencia del rodJllo la componente 
conanrc del tensor de esfuerzos muluphcada por el radio dcJ rod.Jllo. es decJr. que para una on 
dada (la cual es filncJón del radJo del rodillo) y para Ti2. el torquc por unJdad de longitud de 
Jos rodillos esl4 dado por 

2• 2• 2 

M =/RTJ~hd{:I = j 2µ.a cschon D12dfJ. 
cosh nn - cos fJ 

n 

(4.1) 
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lloalizando la intea:raclón y aimpllHcando. la capresldn que da el torquc por unidad de longitud Cfi 

M = -47rµDo a cotbaR. (4.2) 

Sin cmb-.o. esta esprealón P•• el par reaulla ser una mera aproximación al par real 
rcquc:ddo. debido a que no se han tomado en cuenla los efectos de fricción ocuionados por 
los cmpaquca y por loa rodamientos. adcm6a de no coaakler'ar la prcaencia de las fronteras. 

111 lltfl 
1~ 12 13 1A 1~ 1~ 17 

Rodio(mi) 

Flaura 4.6. Or6flca en donde se mucatra la variación del par requerido con respecto al radio de los rodUlos. 
El valor del motnento o par se encuentra por unidad de largo del rodillo y nonnallzado con respecto a Ja 
viscosidad J•, por lo que las unidades son c1n2 /s. 

4.3.2 .._.._ __ 

Las tolerancias con que se construya el molino de dos rodillos es una panc muy importante 
del dJsefto ai se desea tener un alto grado de exactitud en las observaciones expertmentales. La 
forma de evaluar las tolerancias va a depender. en una primaa inatanda, de Ja sensibilidad con 
que se puedan tom. lu mediciones. y en una segunda, de la scnaibUJdad de Jos par4mctros del 
flujo a tas vadaciones de la 8eomettía (es decir, de la sensibilidad del par&melro de ftujo ...\ y de 
la mqnttud del aradJente de velocidad i' a una variación en las dimensiones). Por otro lado, y 
•lcndo la limilantc m4a importante. las tolcnmcias se fijaran en orden de la precisión de que se 
diaponsa en las ~uinas herramienta con que se consttuya el dJSCllo. En esta tesis, se dar4n datos 
de las variaciones de los padmetros mencionados con rcapecro a la variación de la gcomebfa. 
siendo crftlcos en el radio de los rodillos. en su p•alclajc y posicionamiento precisos. En esta 
parte no se pretcnde fijar las tolC11111Cias porque se nccea.llan los datos antes mencionados, que no 
tenemos disponibles en ea.te momento, pero que en cuanto se tengan. va a ser f6cll determinar 
las tolerancias utilizando el mismo códiao que se utilizó para obtener la Figura 4. 7. 

Las tolerancias en las dimen-.lonca se fijan con r~ al punto de estancamiento por 
su importancia que ya se seftaló en el Capftulo 2 y por ser un punto de .referencia para el 
posicionamiellto de la celda de ftujos en el laboratol'io, adcmAs de presentar los valores de los 
par4mclr0a mts altos del campo de dujo. 
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Filfl.U'a •·"· Or4ftca en donde se muaU'a la v.taclón del par*'1elro de flujo ..\ en el punlo de estancamJento 
con respecto al radio del rodUlo en el ranao comprendido entre 1.00 a 1.70 cm. 

Ea importante aeftalar que la vartacidn del panlmctro de ftujo ..\ con respecto al tamaao 
del radio de loa rodillos ea una relación muy compleja. puesto que no son funciones aJmplca. 
ocuntcado cambtoa en la pendiente de la curva que indJcan que la acaaibUkllld a la variación de 
..\ es diferente P•• cada radio del rodillo. pao ae puede consJder.- la mayor variac.lón para fijar 
la tolerancias (la cual corresponde a la del rodillo mú pequefto). 

La Fisura 4.8 muestra la variación de la maaaitud del gradiente de velocidad .-Y en el punto 
de estancamiento. Aunque &te sea un ractor secundario con respecto al parAmetto de ftujo ...\. para 
dctcnninar las tolerancias. es interesante obmervar que su variación es mú fuene mientras mis 
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Fil(W'a .... OrAftca en donde se muestra la variación de la masnllud del aradiente de velocidad .Y en el 
punto de estancamiento con respecto al radio, cuando los rodillo• Ucnen una velocidad anplar w = ls-1 

arande ea el tamafto del rodillo. por lo que ea importante cuidar que la tolerancia seleccionada 
para el radio de los rodJllos caiga denlr<> del rango en donde la resolucJón de las técnicas de 



·-~· • ianporUacia. 

medición de la mqnilUd del ar.uente de velocidad no delectc una vartaciOn •i&nificaüva o caté 
dentro de un porcentaje establecido. 

4.3.3 oer- a 'd ·~ ............... 

Ademú de la deftnidón del con1omo y de las tolerancias. existen otros panhnettos que se 
deben tomar en cuenta ea el dise8o del molino de dos rodillos; sin embargo, dichos parAmettos 
pl"CIClltan f'ormaa dlflcHes de calcul• por lo que se utilizan otros mil!todo• para asegurar un 
fUacloaamlealo adecuado. 

Entre estos P•Unettos se cnc::uentra la rigidez de la celda de flujos. lo cual representa una 
P•Alneao lsnport.aat.e si ae toma ea cuenta que el molino cona.a con un motor a paaoa el cual 
harA girar a los rodUlos. y que puede aenerar vibraciones. Para aseaurar que no se transmlUrAn 
vibracionea a la celda de flujo. se utiUzarAn. monturas en el motor para que abaort>a lu vibraciones 
y se bacc mas rfaida la estructura del molino. 

OUo parAmetro de Importancia es la refrtaeración del molino, puesto que se requiere tener 
una tempc:nltura conttolada para evitar cambios en las propiedades de tu aolw.;:tonca polimáicu 
que se coloquen ea el dispositivo. Un anA.lisis aproximado para resolver este problema se loara 
utilizando la ecuación de la cnerafa para de1enninar las reglones en las cuales se aellCl'a mú 
enerata interna (de acuerdo a la función de disipación), aunque el anAUais no incluye- loa efcclOs 
viacoaos del contorno y de las ventanas. y ademAs que no se considera el calenlallúento generado 
por eJ rayo laaer con el cual se harAn las lecturas. Enlonces, una fonna de controlar la temperawra 
es hacer canales de ref'rtaeración en el con1orno del molino y colocar vcntiladDl'es diri3idos hacia 
las ventanas que con unbos se logre para disipar la energía lénnica generada por el movimiento 
viacoao del flujo. 

Flaaltnellle. eJ mecamsmo para tranamilir el movimiento del mo1or de pasos a los rodillos 
propuesto ea por medio de coronas y tomillos ainfln con ajusle. de fomta que no existan de· 
Casamientos en el movlrnicnlo de Jos rodillos. sobre lodn en el momcn10 de iniciar el movitnicn10, 
por lo que tambff!n se tonaan en cuenta el momento de •ncrch• de los rodillos y del eje para evitar 
tontones que aeneren defasanllenlos. 



Conclusiones. 

En este ttabajo ae analiza et nujo senerado por un molino de doa rodillos de radios ipaalea. 
alinc8doa PM"alelamente. que airan en la misma dirección y a la miama velocidmd. Este mollao 
se deKlibe CAcUmente utilizando coordenadas bipolares; sin embaqo. buacs una solución v'1ida 
pant un ftujo general resulta adn impoalble. Por tanto, en este uabajo, primero ae da la solución 
para un dujo senerado en la geomettfa del molino. expresada en coordenadas bipolares, para un 
fluido newtoNiano e" el cual los efectos de inercia son despreciables. Sepndo. con la solución 
analfdca se calculan algunos de los par&melros que caracterizan al Oujo para la reglón entre 
los rodJlloa, alrededor del punto de estancamiento. Thrccro y con bue en tales par6metros, ae 
propone un diaefto para una celda de ftujos de utilidad para estudios ellperimenlalea de Uquidoa 
vi11eoelUUcos, pues a difc:tt:ncia de los ftujos que con frecuencia se utilizan para ealOs Uquidos 
complejos. el moUno de dos rodillos es capaz de producir historias de deformación grandes. con 
efectos fuertes en la respuesta de de ftuidos vtscoclúlicos. Y finalmente. se plantean posibles 
Une.as de lnveaUaaclón. tanto bAsica como aplicada, que como resultado de este trabajo ahora 
son factibles de pcoponcr y asequibles de alcanzar. 

En el Capftulo 2. la solución general de Jetrery (6. 23) para ftujoa lentos. bidJmensionales. 
en coordenadas bipol.cs. se aplica para analizar el ftujo generado por un molino de dos rod111oa. 
En la Uteratma de mecAn.lca de ftuidos. se conocen como flujos lentos a aquellos en donde loa 
efectos de inercia aon despreciables. y su principal caractc:risUca es una representación mediante 
una ecuación diferencial parcial que es lineal. En esta solución se ha considerado de manera 
e:1:pUcita el 14!nnino (cosh o - cos /J) ln (cosh o - cos/:J), inicialmente propuesto por Jcffcry, 
con la finalidad de representar C01Tcctamente los c.cntJ"os de von.Jcidad del molino. de manera 
que f!atos coinciden con Jos ejes de los rodillos. De no contar con este ténnino. el eje de la 
von.icidad queda situado en el punto a del sistema de coonknadas bipolares. conto sucede con 
la aolución de Dunlap (2). 

La aolución aquf obtenida se puede exprCAar como una serie de Fourier. con valores para 
los coeficientes que son conocidos. una vez que se define la prcciston deseada de Ja solución. 
Esta solución difiere Ugaamente de la presentada por Geffroy (4), presentandose ahora el an4Uais 
detallado de la.' regiones nuls relevantes del flujo: la región alrededor del punto de estancamiento, 
y la región global alrededor de los cilindros. 



Conclusiones. 

En el Capftulo 2. las ecuaciones para loa cocftcicntea de la función de corriente quedan 
expresadas en función del radio de loa rodillos y de la aep.ación entre sus ejes (o de la separación 
núnima entl'e sus paredes o .. aap"). Puede parecer que talea coeftcientea tamb~n son funciones 
de la velocidad anau.tar de los rodillos. ain emb•ao. todos clloa son directamente proporcionales 
a l!sta. por lo que no es necesario especificar la velocidad angular para oblener Jos valores de 
los coeficientes dada una geometrfa. Sin emb-ao, llf ea necesario conocer la velocidad anaular 
para conocer otras propiedadc8 del ftujo, como lo es la velocidad. Entonces. la proporcionalidad 
de la función de colriente para el molino de dos rodillos con la velocidad angular, indica que 
todas laa gralficas que ae obtienen en este trabajo, tienen la miama forma independientemente de 
la velocidad angular de los rodillos (claro eat4, dentro del rango de ftujo lento), cambiando, por 
supuesto, el valor de las mqnitudes que reprcaentan. 

En el CapfuiJo 2, se presenta ademú un an6lisis por medio de aprom.maciones (realizando 
expansiones de Taylor y conservando dnicamente los tátninos de primer orden), para calcular el 
plll"imctro de ftujo. o arado Clltenstonal, >., y la mqnltud del gradiente de velocidad o rapidez de 
cone, .y, en el punto de eatancamiento. El parAmetto de flujo>., en ese punto. resulta ser función 
del tamallo del radio y de la separación entre ejea de los rodillos, mientras que la magnitud del 
gradiente de velocidad .Y. adcmAs de ser función del tamallo del radio y de la separación entre 
ejes de los rodillos, es proporcional a la velocidad anpl•. 

En el Capitulo 3 se complll"an los resultados de las soluciones particulares propuestas por 
Dunlap (2). que no incluye el "'nnino logarftmico. y la aquf obtenida. con los datos ellpcrimentales 
que obtiene Wang (3) en la región cercana al punto de estancamiento. Los datos que se comparan 
son el valor del paribnelro de ftujo A. y el de la magnitud del gradiente de velocidad .-Y. 

La comparación arroja una pequefta variación de loa datos teóricos. obtenidos con las 
soluciones mencionadas, cuando el tunafto de los rodillos ea relativamente grande. Sin embargo, 
la precisión de las mediciones que realizó Wang (3). en el punto de estancamiento, no penniten 
discem.ir las bondades de esta solución sobre lo reponado por Dunlap (2). Esto sugiere que se 
necesitan datos ellperimentales con mayor precisión y la corrección de alsunaa caractc:rfsticas que 
afectaron neaaUvainente al ellperimento. Algunas de las caractcrtsticas no deseables del molino 
de dos rodillos que uUllz6 Wana son el conlOl"DO circular. la atúsotropfa de las ventanas debida 
a esfuerzos residuales y la altura de la celda de flujos de Wlicamente 24.00 mm. A'1n a pesar de 
lo anterior. los reaultados difieren menos del ~%. 

Asimismo. se hace una comp•ación con la.' grAficas de los reaultados nunM!rtcos que obtiene 
Singh ( 1] con valores de los coeficientes de la función de corriente para la geometría R = 
12.780 mm y g = 8.440 mm. Se obSCl"Va que los resultados concuenlan cualitativamente con la 
información que presenta Singh ( 1] obtenida por medio de elemento finito. Adn asl. P. Singh 
da el valor de 0.1~3 para el parametto de ftujo en el punto de estancamiento. valor que coincide 
con el que se obtiene con la solución aquf propuesta. 

Alrededor del punto de estancamiento y cuando el tamallo de los rodillos disminuye, los 
resultados obtenidos con la solución que se propone en cate trabajo presentan un componamiento 
más lógico que los que propone Dunlap, puesto que en ésta lllUma. el valor del parametro de ftujo 
se sale del interValo de valores físicamente plausibles. Cabe hacer notar. que cuando el tamafto 



Cond. .. k>Dea. 

de loa rodillos ea 8l"aade (cuando cMl 1C tocan). la solución aquf propuesta ... eaenta alaunos 
problemas de converaencJa. requirtáKloac de mú lttmlaoa en la sene de F'ourier de 'fJJ. 

En el Capitulo 3. me obdcnen las ecuacioees para co&ocel' lu cmw:tm'fsticu del campo de 
ftujo, como son Ja mqaitud de la velocidad. la mqllihld del pdea1e de velocldld. la mqattud 
de la deformación y el p-'mea'o p•a cualquier' pulllo ea el ftujo. Se m .... aa ¡p-6ftcameate los 
p•Amelro• de la mqaitud de la velocidad, la mqaltud del padleatc de velocidad y la nutsaitud 
de la deformación. 

EJ comportamiento del parúneuo de ftujo .>. a lo 1-ao de la Hnea perpendk:Ui• al ccn.tro de 
la recta que uae loa e.tea de loa rodillos. preaeata alsunc>a puntos de in~ fuera del puato de 
eatancamleato. alcaazaado valores de A = -1 (vórtice puro) y .>. :::::::: 1 (elonsactonal puro). Eatoa 
pW11os indican que lu mol6culu que se eacucatren en dios preaeatan ..,.._ eateasioaales casi 
totalmente opuestos. ca doade uno es un vór'Uce puro y en el otro ea caai pununeate extcnsional. y 
sin cmb•So· los eCectos en las mol6culu no son maa ilnportantea que en el pumo de eataec•mlatto 
pueato que la mqnitud del aradicmc de velocidad ca pcqueea co....,._.. con el del pu.Mo de 
catancanliento. 

Con baae en la aolucJón an.UUca. en el Capitulo 4, se dan las c•acter1.Ucas deseables 
para un dilCfto del molino de do• rodillos para obtener resultados CK.pel'imentalca con mayor 
precisión que lo& que obUene Wang (3). Las principales c•acaert:-..caa son un contomo de la 
celda de ftujos acorde a laa lfneas de corrtcnte. ventanas que cubran el dominio del ftujo con 
bincfrlna:cncta conocida y una mayor altura. El contorno acorde al ftujo se coaala:ue por medio 
de la superpoalción de laa lineas de contcate que genel'an los rodillos de mayor y IDCll<X' radJo, 
manteniendo una altura de 38.00 mm y un volumen °"11mo de 110 mi. 

La altW'a de 38.00 mm es ~0% mayor que Ja utilizada por Oeffroy (4) y Wana (3). La mayor 
altura de la celda de ftujo• ayuda a conservar mejor laa caracterfaUcu bidimenaloaalea del ftujo. 
Laa ventanas facililar6n realizar observaclonea en reglones fu«a del punto de eatancamJento, y 
como se pueden conocer las propledadea del nujo en todo el campo con la solución propuesta 
en cate trabajo. se pueden relacionar la conformación de las mol«ulas del ftuido con las 
caractCl"faticaa del flujo. 

Como comcalario adicional. se destaca el uso de los molinos de dos rodillos como dlapo
aittvos de mezclado horno-neo para suatanciaa con viscosidad muy alta. lo cual no IC puede 
llevar a cabo en los lllCZCl.tor'ea convenctonalcs de aspaa o propclaa por la aparición deJ erecto 
""caverna" (32). 
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